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Muriel Roche (MdC, Co-encadrante de thèse, École Centrale Marseille)
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IntrodutionUne oneption simpliste de la mesure physique pourrait laisser roire qu'ilest toujours possible d'améliorer la préision de mesure, à ondition de pouvoirperfetionner à volonté le dispositif expérimental. S'il est vrai en e�et qu'unappareillage de qualité est indispensable pour e�etuer une mesure ave préision,le développement de la méanique quantique et l'élaboration de la théorie del'information depuis le début du XXe sièle ont profondément remis en questionette vision.D'une part, la méanique quantique a introduit la notion d'inertitude quilimite fondamentalement la préision ave laquelle on peut mesurer deux obser-vables qui ne ommutent pas entre elles1. D'autre part, il est désormais admis quela mesure d'une grandeur physique est néessairement le résultat d'une estimationréalisée à partir de données bruitées qui limitent la préision de mesure. Ainsi,en prenant en ompte et en modélisant e bruit de mesure, le développementde la théorie du traitement de l'information a mis à la disposition des sienti-�ques plusieurs onepts puissants, permettant d'évaluer la limite théorique desperformanes de traitement de es données. La détermination de méthodes detraitement optimales qui atteignent es limites théoriques de préision onstitueégalement un important domaine d'investigation du traitement de l'information.L'utilisation roissante de es onepts dans tous les domaines de la siene n'adon rien de surprenant : il est rare de nos jours que l'on tente d'améliorer un ap-pareillage de mesure oûteux sans avoir étudié au préalable les limites théoriquesde préision assoiées aux mesures e�etuées.Dans e manusrit, nous suivons ette démarhe pour l'analyse de deux pro-blèmes optiques : la détermination du degré de polarisation à partir d'une imaged'intensité et l'apport des états sous-poissoniens de l'intensité lumineuse pouraméliorer les préisions ultimes pour l'estimation de paramètre en imagerie etpour un problème de détetion. En partiulier, nous illustrons omment l'étudedes bornes statistiques issues de la théorie de l'information peut onstituer unoutil intéressant pour analyser les performanes de traitement assoiées aux deuxproblèmes physiques étudiés dans ette thèse.Objetifs de la thèseNous nous intéressons dans e manusrit à deux phénomènes optiques pourlesquels l'in�uene du bruit est importante. Dans le premier as, nous souhaitonsanalyser omment une aratérisation préise du bruit de mesure peut permettrede simpli�er les systèmes expérimentaux pour l'estimation du degré de polarisa-tion en imagerie ohérente et nous étudions quelle est la perte en préision subie1− Il s'agit là de la fameuse relation d'inertitude de Heisenberg.1



lors de la simpli�ation des systèmes d'aquisition. Dans le seond as, nous ten-tons de quanti�er omment la omplexi�ation des systèmes expérimentaux quiparviennent à générer des bruits sous-poissoniens permet d'aroître la préisiondes mesures.Ce manusrit de thèse est don omposé de deux parties assoiées à es deuxsituations physiques di�érentes. Les objetifs propres à es deux études sontdétaillés i-dessous.Polarisation partielle de la lumière : Lorsqu'un objet est illuminé par unélairement ohérent, l'image d'intensité formée sur un déteteur aptantla lumière rétrodi�usée par et objet est perturbée par un bruit de spekle.Lorsque la lumière rétrodi�usée est partiellement polarisée, la modélisa-tion statistique de l'intensité de l'image onduit dans e as à des densitésde probabilité n'appartenant pas à la famille des lois exponentielles, et laforme de es lois dépend du degré de polarisation de la lumière. En ana-lysant le omportement statistique des éhantillons d'intensité provenantd'une unique image de spekle aquise sous élairement ohérent, il estdon possible d'estimer le degré de polarisation de la lumière rétrodi�uséepar la sène imagée.L'objetif de la première partie de e manusrit sera de aratériser lesperformanes d'une telle méthode d'estimation du degré de polarisationà une image, qui permet de simpli�er fortement les sytèmes d'imageriede degré de polarisation. En déterminant une borne sur la variane mi-nimale d'une telle méthode, nous pourrons évaluer et omparer la qualitéde di�érents estimateurs. Nous analyserons également théoriquement etpar simulation numérique la perte en préision subie lorsque les tehniqueslassiques d'estimation du degré de polarisation sont remplaées par etteméthode fondée sur l'aquisition d'une image d'intensité. Cette étude nouspermettra de disuter le ompromis entre la simpli�ation du système demesure polarimétrique et la diminution de la préision d'estimation.États sous-poissoniens de la lumière : Grâe au développement de l'optiquequantique et aux intenses reherhes menées dans e domaine au ours desdernières déennies, il est désormais possible de générer expérimentalementdes états quantiques non standard de la lumière présentant un niveau debruit inférieur au bruit de photon standard (bruit de Poisson). De tels étatsprésentent un grand intérêt pour ontribuer à l'amélioration de la préisiondes mesures optiques mais ils restent à l'heure atuelle di�iles et oûteuxà produire.Dans la seonde partie de e manusrit, notre objetif sera de aratériserl'apport de ette rédution du bruit quantique pour améliorer les perfor-manes optimales de traitement, lorsqu'on remplae un faiseau poissonienstandard par une lumière présentant des �utuations sous-poissoniennes.Nous onsidérerons dans un premier temps le as de l'estimation d'un pa-ramètre dans une image (tel qu'une translation, ou une rotation). Nous uti-liserons deux modèles de lumières sous-poissoniennes grâe auxquels noustenterons de ompléter des résultats établis préédemment dans le adre del'estimation de très faibles déplaements [28, 29℄, ave un modèle de bruitsous-poissonien plus simple et valable uniquement pour de très hauts ni-veaux d'intensité. Plus préisement, nous analyserons le omportement des2



bornes théoriques sur la variane minimale d'estimation ainsi que la préi-sion de di�érents estimateurs lorsque l'intensité d'élairement diminue oulorsque l'amplitude des déplaements augmente.Nous ompléterons ensuite ette étude en analysant les performanes d'unproblème de détetion, onsistant à disriminer deux niveaux d'intensitélumineuse. Nous montrerons omment l'utilisation d'un modèle binomialde �utuations sous-poissoniennes permet de dé�nir un gain sur les perfor-manes optimales de détetion lorsqu'on remplae un faiseau poissonienstandard par un faiseau sous-poissonien.Plan de la thèseCe manusrit est omposé de deux parties qui re�ètent les deux situationsphysiques qui ont été abordées au ours de es travaux de thèse.La première partie est onsarée à la aratérisation d'une méthode d'estima-tion du degré de polarisation à partir d'une unique image d'intensité en lumièreohérente. Le premier des deux hapitres qui omposent ette partie est onsaréà un rappel du formalisme utilisé pour dérire la polarisation de la lumière, ainsique des prinipales modélisations statistiques du phénomène de spekle qui en-tahe les images formées sous un élairement ohérent. Nous dressons égalementdans e hapitre introdutif un rapide état de l'art des tehniques d'imageriepolarimétrique usuelles.Dans le seond hapitre, le prinipe général de l'estimation du degré de po-larisation à partir d'une unique image de spekle est tout d'abord exposé. Nousproposons dans la suite de e hapitre une aratérisation détaillée de ette teh-nique d'estimation, tant d'un point de vue théorique (performanes optimalesévaluées grâe à la borne de Cramer-Rao, détermination d'estimateurs et a-ratérisation théorique de eux-i, omparaison aux tehniques existantes plusomplexes, et.) que d'un point de vue plus pratique (résultats de simulationsnumériques, validation sur des données réelles, appliation à l'imagerie, robus-tesse à l'in�uene du bruit de photon à très faible �ux, et.).La seonde partie de e manusrit est introduite par le hapitre 3, dans lequelles bases du formalisme de l'optique quantique sont rapidement esquissées a�nde présenter le ontexte physique des états sous-poissoniens de la lumière. Nousprésentons également dans e même hapitre les deux modèles de �utuationssous-poissoniennes qui seront utilisés dans e travail de thèse.Dans le hapitre 4, nous aratérisons l'apport des lumières sous-poissoniennespour améliorer la préision d'estimation d'un paramètre dans une image au-delàdes performanes atteignables ave un faiseau ohérent lassique perturbé parun bruit poissonien standard. Dans le as de l'estimation d'un déplaement d'uneimage, une étude omparative de la borne de Cramer-Rao et de la variane d'unestimateur simple du déplaement nous permet d'étudier omment e gain enterme de performane d'estimation évolue en fontion de l'intensité moyenne dufaiseau lumineux.En�n, le dernier hapitre propose une aratérisation du gain en performanepour un problème de disrimination entre deux hypothèses. Après avoir véri-�é que la mesure de Cherno� permet d'évaluer la performane d'une tâhe de3



disrimination pour un modèle binomial de bruit sous-poissonien, nous établis-sons un ritère de gain qui est fondé sur ette grandeur issue de la théorie del'information. L'analyse du omportement de e ritère nous permet de disuterl'apport des lumières sous-poissoniennes pour l'amélioration des performanes dedisrimination.En onlusion, nous dressons un bilan général des prinipaux résultats obte-nus durant ette thèse, puis nous proposons quelques pistes de reherhe pouvantêtre envisagées en perspetive à es travaux.
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1.1. Polarisation de la lumière
Depuis leurs premières observations expérimentales au XVIIe sièle, les phé-nomènes optiques liés à la polarisation de la lumière ont fasiné les physiiens,tant pour les expliquer théoriquement que pour les maîtriser expérimentalement.Si plusieurs espèes animales (abeilles, ertaines espèes d'oiseaux, poissons oubatraiens) possèdent une sensibilité à la polarisation lumineuse, voire une véri-table vision de la polarisation pour ertains éphalopodes [135℄, l'÷il humain estquant à lui aveugle à es phénomènes. Le développement de systèmes d'imageriepolarimétrique présente don un intérêt important pour pallier ette arene arles appliations des systèmes de vision polarimétriques sont nombreuses, en par-tiulier pour la aratérisation des états de surfae des matériaux. Néanmoins,la omplexité importante de es systèmes qui néessitent l'emploi de plusieursomposants optiques polarimétriques explique que de tels dispositifs d'imageriepolarimétrique soient enore peu répandus pour des appliations usuelles.La première partie de ette thèse s'attahera don à aratériser théorique-ment les performanes d'un système d'imagerie polarimétrique original, qui nenéessite pas de omposants optiques polarimétriques lors de l'aquisition del'image mais qui tire parti du bruit de spekle dû à l'utilisation d'un élairementatif ohérent de la sène imagée. Dans e hapitre, nous rappelons ainsi les basesdu formalisme lassique utilisé pour dérire la polarisation lumineuse, puis nousdétaillerons les prinipaux modèles statistiques de �utuations de spekle. En�n,nous dresserons un très bref état de l'art des prinipales tehniques d'imageriepolarimétriques standard.1.1 Polarisation de la lumièreDans ette setion, nous rappelons brièvement le formalisme usuellement uti-lisé pour modéliser les états de polarisation de la lumière, ainsi que les di�érentesgrandeurs permettant de dérire es états de polarisation.1.1.1 Formalisme de JonesÉtudier la polarisation de la lumière revient à dérire le omportement duhamp életromagnétique assoié à ette lumière. Dans toute ette partie du ma-nusrit, nous onsidérerons qu'une vibration lumineuse peut faire l'objet d'unedéomposition en onde planes quasi-monohromatiques et qu'elle se propage dansun milieu homogène et isotrope. Si ette hypothèse est véri�ée, les hamps éle-trique et magnétique sont alors des hamps transverses et sont totalement liés : unseul su�t don à dérire intégralement la vibration lumineuse. Par onséquent,nous nous intéresserons dans la suite au seul hamp életrique, noté E(r, z, t) àl'instant t, à la oordonnée z dans la diretion de propagation, et en un point

r du plan transverse orthogonal à elle-i. Pour failiter les notations, il est8



1.1. Polarisation de la lumièresouvent pratique d'introduire le signal analytique assoié au hamp életrique.Cette grandeur que nous noterons E(+)(r, z, t) est reliée au hamp életrique parl'équation suivante
E(r, z, t) = Re

[
E(+)(r, z, t)] = Re

[
E

(+)(r, z, t)e−2iπνt
]
, (1.1)où E

(+)(r, z, t) représente ette fois l'enveloppe omplexe du signal analy-tique et ν la fréquene entrale de l'onde lumineuse. Par ailleurs, puisque lese�ets de la propagation de la lumière ne seront pas pris en ompte dans la suite,on supposera que l'absisse z le long de la diretion de propagation est onstanteet on ne notera plus la dépendane en z des grandeurs utilisées. On supposeraen e�et que les phénomènes lumineux sont modélisés pour un plan transverseunique, onfondu ave le plan du déteteur sur lequel les signaux lumineux sontaquis.En optique statistique, l'enveloppe omplexe du signal analytique du hampest lassiquement modélisée omme un veteur aléatoire omplexe à deux dimen-sions appelé veteur de Jones :
E

(+)(r, t) =

(
AX(r, t)
AY (r, t)

)
. (1.2)Les deux omposantes du veteur de Jones sont dé�nies relativement à une baseorthonormée [uX ,uY ]T . Notons que es deux veteurs sont omplexes dans le asgénéral, notamment pour pouvoir dérire les états de polarisation elliptiques.Dans le as partiulier où le veteur de Jones est onsidéré déterministe etindépendant du temps2, la lumière est dite totalement polarisée et l'enveloppeomplexe du hamp életrique s'érit E

(+)(r) = AX(r)uX + AY (r)uY . Le signalanalytique assoié au hamp életrique E(r, t) dérit alors une ellipse dans leplan transverse à la diretion de propagation : les deux omposantes du signalanalytique évoluent de manière parfaitement orrélée [69℄.Dans le as d'une lumière partiellement polarisée en revanhe, le veteur deJones est usuellement onsidéré omme un veteur aléatoire et ses �utuationsdoivent être prises en ompte pour dérire orretement l'état de polarisationde la lumière. Il est d'usage en optique statistique de dérire es �utuations auseond ordre3 en alulant la matrie de ovariane du veteur de Jones, quel'on dénommera dans la suite matrie de polarisation. Cette matrie, parfoisappelée également matrie de ohérene, est dé�nie par
Γ(r, t)

△
=

(
〈|AX(r, t)|2〉 〈AX(r, t)A∗

Y (r, t)〉
〈AY (r, t)A∗

X(r, t)〉 〈|AY (r, t)|2〉

)
△
=

(
µX(r, t) c(r, t)
c∗(r, t) µY (r, t)

)
.(1.3)Les éléments diagonaux µX(r, t) et µY (r, t) de la matrie Γ(r, t) représentent lesintensités moyennes des deux omposantes du hamp, au point r et à l'instant

t, selon les états de polarisation orrespondant aux veteurs uX et uY . Le terme2− Par exemple lorsqu'on élabore une modélisation lassique d'une lumière parfaitementohérente et monohromatique.3− Bien qu'elle soit très lassiquement utilisée et très ouramment répandue, ette des-ription au seond ordre ne sera rigoureusement exhaustive que dans le as de �utuationsgaussiennes. 9



1.1. Polarisation de la lumièreantidiagonal c(r, t) désigne l'interorrélation des deux omposantes du veteur deJones, traduisant ainsi la orrélation partielle de elles-i. L'état de polarisationd'une lumière partiellement polarisée est don aratérisée par quatre paramètresréels.Toute matrie de ovariane étant hermitique et dé�nie positive, la matriede polarisation Γ(r, t) peut don être diagonalisée dans une base orthonormale etses valeurs propres sont positives ou nulles. En omettant la dépendane en r etla dépendane en temps des grandeurs introduites préédemment pour simpli�erles notations, la matrie Γ peut don s'érire
Γ = UΛU † = U

(
µ1 0
0 µ2

)
U †, (1.4)où U est une matrie unitaire et où l'on hoisit par onvention µ1 ≥ µ2 ≥ 0.Si la matrie diagonale Λ est de rang 1 ('est-à-dire si µ2 = 0), la matrie Γ estde la forme vv†, où v est un veteur omplexe. Une telle situation orrespondà un état de polarisation pur (lumière totalement polarisée) représenté par leveteur v. L'autre as extrême survient si µ1 = µ2 : la matrie de polarisation estalors proportionnelle à la matrie identité et aratérise une lumière totalementdépolarisée. Entre es deux situations, la lumière est dite partiellement polariséeet peut être aratérisée au moyen du degré de polarisation.1.1.2 Degré de polarisation et veteur de StokesÀ partir de la dé�nition de la matrie de polarisation et de sa forme diago-nalisée, on dé�nit lassiquement le degré de polarisation par le oe�ient

P △
=

µ1 − µ2

µ1 + µ2
. (1.5)Ce oe�ient varie entre 0 (lumière dépolarisée) et 1 (lumière totalement pola-risée). Entre es deux valeurs, le degré de polarisation permet de quanti�er lapolarisation partielle d'une lumière. En e�et, on peut montrer que tout état par-tiellement polarisé peut être déomposé en une superposition inohérente d'unétat totalement dépolarisé et d'un état totalement polarisé [54℄. Ce dernier estnommé état de polarisation prinipal et est aratérisé par le veteur propreassoié à la valeur propre la plus grande µ1. En e�et on peut érire

Γ = U

{
(µ1 − µ2)

[
1 0
0 0

]
+ µ2

[
1 0
0 1

]}
U † = µIU

{
P
[
1 0
0 0

]
+

1 −P
2

[
1 0
0 1

]}
U †,(1.6)où µI représente l'intensité totale de la lumière au point onsidéré µI

△
= µX+µY =

tr(Γ). D'après l'équation préédente et d'après la dé�nition donnée en (1.5) dudegré de polarisation, les valeurs propres de la matrie Γ s'expriment simplementen fontion de P et µI puisque
µ1 =

1 + P
2

µI , et µ2 =
1 − P

2
µI . (1.7)10



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesNotons en�n qu'il est possible d'exprimer le degré de polarisation dé�ni i-dessusen fontion des éléments de la matrie Γ sous sa forme non diagonale en érivant
P =

√
1 − 4

det(Γ)

[tr(Γ)]2
=

√
1 − 4

(µXµY − |c|2)
µ2

I

. (1.8)Si le degré de polarisation représente un paramètre utile pour quanti�er lapolarisation d'une lumière grâe à une unique valeur salaire, il n'est ependantpas su�sant pour aratériser omplètement l'état de polarisation de la lumière.Ce dernier ne pourra être dérit exhaustivement4 qu'en utilisant la matrie depolarisation Γ. Historiquement, 'est l'usage du veteur de Stokes, noté s,qui a été privilégié pour dérire l'état de polarisation de la lumière. Ce veteuronsiste simplement en une réorganisation des termes de la matrie Γ, par unetransformation bijetive, en quatre paramètres réels :
s = [s0, s1, s2, s3]

T = [µX + µY , µX − µY , 2 Re(c), 2 Im(c)]T . (1.9)L'intérêt pratique du veteur de Stokes réside surtout dans le fait que haun deses éléments est diretement aessible expérimentalement par une mesure d'in-tensité, assoiée à une on�guration partiulière d'un analyseur de polarisationet d'une lame biréfringente (voir par exemple [69℄, p. 29). On peut noter en�n quele degré de polarisation s'exprime aisément en fontion des éléments du veteurde Stokes par P =
√

s2
1 + s2

2 + s2
3/s0.Nous verrons par la suite omment es di�érentes grandeurs aratéristiquesde l'état de polarisation de la lumière peuvent être mesurées pour des appliationsd'imagerie polarimétrique.1.2 Phénomène de spekle et statistiques asso-iéesDès l'apparition des premiers lasers au début des années 1960, il est devenuhabituel d'observer, lorsqu'un laser élaire une surfae di�usante rugueuse, une�gure lumineuse ontrastée, omposée de tahes lumineuses hatoyantes, entou-rées de régions plus sombres. Bien qu'il eût été déjà observé historiquement enlumière blanhe [65℄, e phénomène quali�é du terme anglo-saxon de spekle,signi�ant � tahe � ou � tavelure �, a fait l'objet depuis les années 1960 de mul-tiples études, tant pour s'en a�ranhir lorsqu'il dégrade la qualité de mesuresoptiques, que pour en tirer parti pour des appliations de métrologie. Après uneprésentation suinte du phénomène, nous onsarerons la suite de ette setionà un état de l'art des modèles statistiques des �utuations d'intensité d'une �gurede spekle, qui seront néessaires pour appréhender l'in�uene du bruit de spe-kle dans l'imagerie ohérente et en partiulier l'imagerie de degré de polarisationque nous présenterons dans la setion suivante.4− Dans la limite d'une desription statistique au seond ordre. 11



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiées1.2.1 Généralités sur le phénomène de spekleLorsqu'elle subit une di�usion par une surfae rugueuse, ou lors de la traver-sée d'un milieu hétérogène di�usant, une onde életromagnétique spatialementet temporellement ohérente subit des déviations et des déphasages aléatoires.En un point de l'espae élairé par ette lumière di�usée (ou rétrodi�usée dans leas d'un montage en ré�exion), le hamp életromagnétique peut être modéliséomme une somme de ontributions élémentaires, assoiées à di�érents dépha-sages et déviations du hamp inident initial. Ces ondes di�usées étant ohérentesmais déphasées entre elles, elles interfèrent alors, soit de manière onstrutive, etl'intensité observée alors dans un plan orthogonal à la diretion d'inidene estdans e as importante, soit de manière destrutive, auquel as le point du pland'observation apparaîtra plus sombre.Chaune de es zones laires entourée de régions plus sombres est assoiée àun grain de spekle, qui orrespond à un élément volumique loalisé, à l'intérieurduquel les di�érentes ontributions du hamp interfèrent de manière onstrutive.On onvient habituellement de distinguer le spekle � objetif � qui orrespond àune observation direte du motif d'intensité di�usé, sur un éran ou un apteurpar exemple, et le spekle � subjetif � qui représente la �gure d'interféreneimagée à travers un système optique, tel que l'÷il par exemple.Pour une lumière inidente de longueur d'onde λ, le diamètre aratéristique
δ de es grains de spekle est ommunément dé�ni dans le as du spekle subjetifpar

δ = 1, 22
λl

D
, (1.10)où l représente alors la distane entre l'ouverture du système optique et le planimage et où D est le diamètre de l'objetif de l'imageur. On voit ainsi qu'on peutfaire varier la taille des grains de spekle imagés à travers un système optiquesimplement en diaphragmant l'objetif.Une autre quantité est très souvent utilisée pour aratériser le spekle. Ils'agit du ontraste de spekle, dé�ni par le rapport entre l'éart-type σI des�utuations de l'intensité lumineuse et la moyenne de l'intensité µI = 〈I〉 :

C
△
=

σI

µI

. (1.11)Dans la suite, nous détaillerons l'expression de e ontraste pour di�érents mo-dèles de spekle.On peut observer le phénomène de spekle dans un grand nombre de situa-tions physiques, dès qu'une onde subit des déphasages aléatoires signi�atifs. Bienque nous présentions ii le spekle dans un adre életromagnétique, e phéno-mène se renontre également souvent dans le domaine de l'aoustique, expliquanten partiulier l'aspet très granuleux des images éhographiques. Néanmoins,'est en életromagnétisme que e phénomène est le plus souvent renontré. Lesimages RADAR par exemple, que l'on aquiert en enregistrant le hamp rétro-di�usé par une sène après avoir élairé elle-i ave un faiseau ohérent, sontelles aussi fortement bruitées par e phénomène de spekle. On peut égalementiter le as des observations astronomiques qui se trouvent elles aussi limitéesen préision à ause de la turbulene atmosphérique qui produit une �gure de12



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesspekle rapidement variable dans le temps5. En�n, en e qui onerne l'optiqueaux longueurs d'onde du visible, on renontre e phénomène dès que des souresohérentes (lasers) sont utilisées, ar la plupart des matériaux présentent unerugosité su�sante à l'éhelle de la longueur d'onde pour donner naissane à desinterférenes et don à un phénomène de spekle.Pour toutes les tehniques d'imagerie qui utilisent une soure lumineuse o-hérente (holographie, mirosopie laser, et.), le spekle est avant tout onsidéréomme un bruit dont il faut limiter les e�ets perturbatifs sur la qualité de l'image.Ainsi, l'investigation de tehniques de rédution du ontraste de spekle dans lesimages onstitue un domaine de reherhe à part entière. Généralement, touteses tehniques reposent sur un moyennage de plusieurs �gures de spekle pourtenter de réduire son ontraste, soit par variation temporelle des hemins optiquesempruntés par le faiseau inident (par utilisation d'une plaque di�usante mobilepar exemple [92℄), soit par superposition de plusieurs trains d'onde pour réduirela ohérene de l'élairement laser [31℄ ou enore en utilisant des variations tem-porelles du spetre des soures utilisées [32℄. On verra également plus en détaildans la setion suivante omment un moyennage spatial des grains de spekleest enore la plus simple façon de réduire le ontraste de spekle, au prix d'uneperte en résolution. Dans le domaine de l'imagerie RADAR notamment, 'est etype de moyennage qui est souvent réalisé pendant l'étape de post-traitementdes données.À l'inverse, il onvient d'évoquer également les diverses appliations de mé-trologie qui exploitent préisément la grande sensibilité des �gures de spekle auxaratéristiques de la surfae di�usante et qui se sindent très shématiquementen deux atégories entre les appliations de mesure de déplaements, de déforma-tion ou de véloimétrie et les appliations de mesure de rugosité de surfae. Lapremière atégorie d'appliations exploite la très forte sensibilité de la �gure despekle à des déplaements ou des déformations in�mes de la surfae di�usante :la mesure de la déorrélation progressive du motif de spekle permet ainsi de re-monter à la valeur de es paramètres [114, 2℄. D'autre part, plusieurs tehniquesreposant sur des modèles partiuliers de statistiques de spekle permettent deréaliser une aratérisation optique de la rugosité des surfaes di�usantes tout enprésentant l'avantage d'être non destrutives et sans ontats (voir par exemple[90, 91, 139℄).1.2.2 Modélisation standard du phénomène de speklePour ompléter la présentation générale du spekle qui préède, nous propo-sons ii de rappeler dans ses grandes lignes la modélisation statistique standardde e phénomène, élaborée par J. W. Goodman en 1975 et qui fait toujoursréférene dans le domaine de l'optique statistique. Puisqu'il est généralementtrès di�ile de dérire préisément les irrégularités de la surfae à l'éhelle sub-mirométrique pour aluler la �gure d'interférene exate du spekle, il est né-essaire d'adopter une desription statistique du méanisme de rétrodi�usion surla surfae rugueuse. Cette desription permet en e�et d'appréhender les araté-ristiques essentielles du problème et de déterminer les propriétés statistiques du5− On peut noter ii que les tehniques de orretion du front d'onde par optique adaptativetentent notamment de limiter les e�ets néfastes de e bruit de spekle. 13



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéeshamp életrique rétrodi�usé.1.2.2.1 Champ salaire polariséDans un premier temps, nous onsidérons une onde monohromatique totale-ment polarisée6 rétrodi�usée par une surfae de rugosité et de ré�etivité homo-gène. La modélisation lassique suppose que la surfae di�usante est omposéede Nd di�useurs élémentaires. En tout point r du plan d'observation reevant unepartie de la lumière rétrodi�usée, on suppose que le hamp résulte de la sommedes Nd ontributions de haque di�useur élémentaire.Le hamp étant supposé salaire, l'enveloppe omplexe du hamp au point rdé�nie à l'équation (1.1) peut don s'érire
E

(+)(r) = AX(r)uX =

Nd∑

k=1

AX,k(r)uX =

Nd∑

k=1

Uk(r)√
Nd

e−φk(r)uX , (1.12)où AX,k(r) représente l'enveloppe omplexe du hamp rétrodi�usé par un di�u-seur unique (di�useur k). Les quantités Uk(r)/
√

Nd et φk(r) représentent respe-tivement le module et la phase de e hamp rétrodi�usé élémentaire. Le hamprétrodi�usé au point onsidéré est don dérit par la résultante d'une somme de
Nd veteurs du plan omplexe (phaseurs) dont l'amplitude et la phase sont aléa-toires. Les propriétés statistiques d'une telle somme de veteurs omplexes ontété largement étudiées dans le adre de la théorie des marhes aléatoires [54, 55℄.Lorsque les hypothèses suivantes, proposées par Goodman [54℄, sont véri-�ées, on se situe dans le as partiulier du spekle pleinement développé. Enomettant désormais la dépendane en r, es hypothèses s'énonent de la façonsuivante :1. les Uk et φk peuvent être onsidérés omme des variables aléatoires indé-pendantes entre elles ;2. pour haque di�useur, ('est-à-dire ∀k) les Uk ont la même distributionstatistique, de moyenne 〈U〉 et seond moment 〈U2〉 ;3. les phases φk sont réparties selon une loi uniforme sur [−π, π[7.Dans es onditions, le hamp résultant est alors de moyenne nulle et les partiesréelles et imaginaires du hamp résultant sont déorrelées (〈Re(AX) Im(AX)

〉
=

0). On peut également montrer que les moments d'ordre deux des parties réelles etimaginaires sont égaux et s'érivent 〈[Re{AX}]2
〉

=
〈
[Im{AX}]2

〉
= 〈U2〉/2

△
= σ2.Le hamp résultant AX s'érit don omme la somme de Nd variables aléa-toires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.) selon la même loi deprobabilité. On applique alors lassiquement le théorème entral limite pouronlure que, dans la limite d'une sommation sur un nombre Nd très grand dedi�useurs, la densité de probabilité (DDP) de la somme de Nd variables aléatoirestend vers une distribution gaussienne. En appliquant e résultat aux parties réelleet imaginaire de la variable aléatoire résultante AX , on obtient �nalement la loi6− On se situe alors dans le as le plus simple, monodimendionnel.7− On verra dans la suite que ette hypothèse onditionne la irularité du spekle.14



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesde probabilité onjointe suivante :
P (Re{AX}, Im{AX}) =

1

2πσ2
exp
(
− [Re{AX}]2 + [Im{AX}]2

2σ2

)
. (1.13)Cette loi de probabilité obtenue pour un hamp salaire rétrodi�usé par unesurfae rugueuse est une distribution gaussienne omplexe irulaire mo-nodimensionnelle. En e�et, omme ela est représenté sur la �gure 1.1.a, lesellipses d'iso-probabilité du hamp sont représentées dans le plan omplexe (ouplan de Fresnel) par des erles entrés sur l'origine ar la moyenne du hampest nulle. En d'autres termes, on dira que le hamp rétrodi�usé ne possède pasde omposante spéulaire.
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(a) (b)Fig. 1.1 � Représentation dans le plan de Fresnel d'un (a) hamp gaussien om-plexe irulaire sans omposante spéulaire. (b) hamp gaussien omplexe nonirulaire de omposante spéulaire non nulle et réelle.La démarhe proposée par J. W. Goodman permet d'aéder aux statistiquesd'intensité lumineuse qui nous intéressent plus partiulièrement pour es travauxde thèse. En notant l'intensité lumineuse I = |AX |2, on obtient la DDP suivantepour l'intensité [54℄
∀I ≥ 0, PI(I) =

1

µI
exp(− I

µI
), (1.14)où l'on a noté la moyenne de l'intensité µI = 〈I〉 = 2σ2. Cette loi de probabilitéest une loi exponentielle, dont les moments sont aratérisés par 〈In〉 = n!〈I〉n[35℄. Ainsi on en déduit aisément que dans ette situation, le ontraste de speklevaut

C =
σI

µI
=

√
〈I2〉 − 〈I〉2

〈I〉 = 1. (1.15)L'éart-type des �utuations d'intensité est don maximal et est égal à la moyennede l'intensité de la �gure de spekle : le spekle est alors dit pleinement déve-loppé. Pour l'imagerie ohérente, ette situation orrespond à une dégradationtrès importante de la qualité des images, et a motivé les di�érentes tehniques15



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesde rédution de ontraste de spekle évoquées préédemment.1.2.2.2 Champ partiellement polariséNous avons introduit le modèle statistique standard du spekle pleinementdéveloppé dans le as d'une lumière totalement polarisée, dont la matrie depolarisation Γ est de rang 1.Pour étendre e modèle de spekle au as partiellement polarisé, il su�t depasser d'une modélisation monodimensionnelle à elle d'un hamp à deux dimen-sions. On propose don ii de onsidérer le as général d'une lumière partielle-ment polarisée, de matrie de polarisation arbitraire Γ, tout en supposant queles hypothèses préédentes qui aratérisent le spekle pleinement développé sonttoujours véri�ées. On a vu à la setion 1.1.2 que toute matrie de polarisation Γpouvait être diagonalisée dans une base de veteurs propres orthogonaux. Ainsi,dans ette base de diagonalisation, il devient possible d'érire la variable aléatoire
I assoiée à l'intensité lumineuse omme la somme de deux variables aléatoiresdéorrélées

I = I1 + I2, (1.16)où I1 et I2 aratérisent les �utuations d'intensité dans les deux diretions de po-larisation orthogonales assoiées aux veteurs propres de Γ. Les valeurs moyennesde es deux variables aléatoires sont lairement données par les valeurs propres µ1et µ2 qui dépendent du degré de polarisation P et de l'intensité moyenne totale
µI (voir équation (1.7)). Le spekle étant supposé pleinement développé, on peutalors montrer que haune de es deux omposantes d'intensité Ij, (j = 1, 2) estdistribuée selon une loi exponentielle de moyenne µj (j = 1, 2) [54℄.En outre, es deux variables aléatoires sont non seulement déorrélées maiségalement indépendantes ar elles résultent de deux omposantes indépen-dantes du hamp, dont l'enveloppe omplexe E

(+), introduite à l'équation (1.2),est dérite dans e as par une densité de probabilité gaussienne omplexe iru-laire bidimensionnelle
P

E
(+)(E(+)) =

1

π2 det[Γ]
exp
(
−[E (+)]†Γ−1[E (+)]

)
, (1.17)qui généralise la DDP de l'équation (1.13) à deux dimensions [54℄.En�n, puisque les deux variables aléatoires I1 et I2 sont indépendantes, il estpossible de aluler la DDP de l'intensité totale I. La loi de probabilité de lasomme de deux variables aléatoires exponentielles indépendantes de moyennesdi�érentes s'érit [54℄

PI(I) =
1

µ1 − µ2

{
exp
[
− I

µ1

]
− exp

[
− I

µ2

]}
. (1.18)En remplaçant µ1 et µ2 par leurs expressions données en équation (1.7), onobtient alors [54℄

PI(I) =
1

PµI

{
exp

[
− 2I

(1 + P)µI

]
− exp

[
− 2I

(1 − P)µI

]}
. (1.19)La forme de ette loi de probabilité, représentée sur la �gure 1.2, évolue sensible-16



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesment lorsque le degré de polarisation varie entre 1 (lumière totalement polarisée)et 0 (lumière totalement dépolarisée). Pour une lumière totalement polarisée, onretrouve la loi exponentielle obtenue à l'équation (1.14), tandis que pour unelumière dépolarisée (P = 0), PI(I) est alors une loi gamma d'ordre deux :
PI(I) =

( 2

µI

)2

I exp
(
−2

I

µI

)
. (1.20)On peut noter également que dans le as général (0 < P < 1), ette loi deprobabilité n'appartient pas à la famille des lois exponentielles [49℄.
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Fig. 1.2 � Densité de probabilité de l'intensité de spekle pleinement développéen lumière partiellement polarisée pour di�érentes valeurs de P.À partir de l'équation (1.19), on déduit aisément que l'éart-type de l'in-tensité I dans le as partiellement polarisé vaut σI = µI

√
(1 + P2)/2, e quipermet d'érire le ontraste du spekle pleinement développé pour une lumièrepartiellement polarisée

C =

√
1 + P2

2
≤ 1. (1.21)Il est important ii de remarquer qu'une dépolarisation partielle de la lumière setraduit par une rédution du ontraste de spekle, jusqu'à un fateur 1/

√
2 si lalumière est totalement dépolarisée. Dans les travaux qui seront exposés dans lehapitre suivant, la relation entre le ontraste de spekle et la valeur de P serautilisée pour élaborer une méthode d'estimation simple du degré de polarisation.1.2.3 Généralisation à d'autres types de spekleLe modèle standard que l'on vient de rappeler i-dessus permet d'obtenirles statistiques de spekle pleinement développé en lumière partiellement po-larisée. Toutefois, ette approhe est dans ertains as inadaptée pour dérireorretement les statistiques de spekle (par exemple dans le as de l'imagerieà travers des milieux turbulents [80, 1℄, ou de l'imagerie RADAR de ertaineszones [3, 74, 75, 134, 107℄, et.). Nous exposons brièvement dans ette setionles prinipaux phénomènes physiques pour lequels une modi�ation de la mo-17



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesdélisation est néessaire, ainsi que les onséquenes sur les modèles statistiquesdérivant les �utuations d'intensité.1.2.3.1 Statistiques de spekle intégré sur la surfae d'un apteurL'aquisition d'un motif de spekle sur un apteur représente une étape né-essaire pour réaliser des appliations d'imagerie ou de métrologie de spekle.Il apparaît don néessaire d'étudier omment ette étape d'aquisition sur unapteur (photodiode, amera CCD, et.) in�uene les modèles statistiques rap-pelés plus haut. En e�et, lorsque l'extension spatiale de la surfae sensible d'undéteteur ou d'un pixel d'une améra CCD n'est pas négligeable devant la taillearatéristique δ des grains de spekle (voir équation (1.10)), l'étape d'intégrationmodi�e sensiblement les statistiques observées après ette étape d'aquisition.Pour illustrer es e�ets, on peut onsidérer simplement le as d'un apteurunique parfait, en supposant que la réponse de e dernier est unitaire sur toutesa surfae notée Sc et qu'elle s'annule ailleurs. On se plae également dans unesituation où la surfae du déteteur intègre un nombre L de grains de spekle,que nous supposons entier en première approximation. On admet de plus queles variables aléatoires assoiées aux intensités des di�érents grains de spekleontenus sur la surfae du apteur sont indépendantes entre elles et distribuéesselon la même loi de probabilité. En modélisant alors l'intensité intégrée par latotalité de la surfae du apteur par une fontion onstante par moreaux, onpeut alors érire l'intensité intégrée par le apteur Ic omme la somme de Lvariables aléatoires indépendantes [54℄
Ic =

∫∫

Sc

Idxdy = Sc

L∑

k=1

Ik. (1.22)Ainsi, dans le as d'un hamp salaire (totalement polarisé), haune des Lvariables aléatoires Ik intervenant dans la sommation obéit à une loi exponentiellede moyenne µI . Dans le as d'une lumière totalement polarisée (P = 1), la DDPde la somme de L variables exponentielles est une loi gamma d'ordre L et demoyenne µIc
= 〈Ic〉 = LµISc, dont la densité de probabilité s'érit

PIc
(Ic) =

( L

µIc

)L IL−1
c

Γ(L)
exp
(
−L

Ic

µIc

)
, (1.23)où Γ(x) représente la fontion gamma (voir [60℄, p. xxxiv). Dans la suite destravaux présentés dans ette thèse, e type de statistique de spekle sera quali�éde spekle pleinement développé d'ordre L, ou plus généralement spekled'ordre supérieur.Dans le as partiellement polarisé, la densité de probabilité de l'intensitéintégrée résulte de la onvolution de deux lois gamma d'ordre L et de moyennesdi�érentes, e qui onduit au résultat général suivant [54℄

PIc
(Ic) =

[ LIc

PµIc

]L
√

4πPL

(1 −P2)IcµIc

exp
(
− 2LIc

(1−P2)µIc

)

Γ(L)
I(L− 1

2
)

[ 2PLIc

(1 − P2)µIc

]
,(1.24)18



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiéesoù In(x) désigne la fontion de Bessel modi�ée de première espèe d'ordre n [60℄.On montrera par la suite que la variane d'une telle loi de probabilité vaut
var(Ic) = µIc

(1 + P2)/L, permettant alors d'érire l'expression du ontraste despekle intégré sur un apteur
C =

√
1 + P2

2L
. (1.25)En omparant ette expression ave l'équation (1.21), on en déduit que le moyen-nage de plusieurs grains de spekle sur un apteur onduit à une rédution duontraste. Cette tehnique est ouramment utilisée pour limiter les perturbationsdues au bruit de spekle en imagerie, et plus préisément dans le domaine RA-DAR où il est parfois possible de moyenner plusieurs aquisitions d'une mêmesène pour passer d'un spekle d'ordre 1 à un spekle d'ordre supérieur [118℄.Interprétation physique du paramètre L : Comme nous venons de le pré-senter ii, on assimile souvent le paramètre L au nombre (supposé entier) degrains de spekle ontenus dans la surfae du apteur. Une modélisation plus�ne de l'intégration d'une �gure de spekle sur un apteur permet de montrerque e paramètre L dépend de la dimension du déteteur et de l'aire de ohérene

Acoh de la lumière assimilée à l'aire moyenne des grains de spekle [54℄.L'analyse proposée par Goodman démontre alors que si la taille du déteteurest très inférieure à la dimension des grains (Sc ≪ Acoh), le paramètre L tendvers un : le spekle est alors bien éhantillonné par le apteur et les onditionsdu spekle pleinement développé sont véri�ées. À l'inverse, lorsque la surfaed'intégration Sc est grande devant l'aire de ohérene Acoh, le paramètre L vautapproximativement Sc/Acoh, valeur qui orrespond bien approximativement aunombre moyen de grains de spekle ontenus dans la surfae du déteteur.Limites du modèle de spekle d'ordre supérieur : Dans la suite, on onsi-dérera la plupart du temps des statistiques de spekle d'ordres supérieurs (L > 1)à valeurs entières. Cependant, pour des appliations réelles d'imagerie, ette hy-pothèse risque de n'être pas parfaitement respetée. Par ailleurs, les intensitésdes di�érentes �gures de spekle moyennées par la surfae du déteteur ont étésupposées indépendantes entre elles. Si ette hypothèse d'indépendane n'est pasvéri�ée, les statistiques présentées plus haut doivent être bien sûr orrigées : som-mer des grains de spekle partiellement orrélés onduit en e�et à une rédutiondu ontraste de spekle moins importante que elle observée à l'équation (1.25)[54℄.1.2.3.2 Modèles de spekle pour des ré�etivités non onstantesD'autres phénomènes physiques néessitent de orriger le modèle standardde spekle pleinement développé, pour prendre en ompte par exemple le faitque la ré�etivité de la surfae ré�éhissante n'est pas néessairement onstante,ontrairement à l'hypothèse faite dans le as du spekle pleinement développé.L'intensité de la �gure de spekle reçue au niveau du apteur résulte alors d'unphénomène doublement aléatoire provenant 19



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiées� d'une part du phénomène de spekle proprement dit ausé par les interfé-renes multiples de la lumière rétrodi�usée par une surfae rugueuse ;� et d'autre part des variations de la ré�etivité ρ de la zone de la sèneprojetée sur le déteteur, modélisée ii par une variable aléatoire distribuéeselon une loi Pρ(ρ).L'intensité Ir peut alors s'érire Ir = ρI, où I désigne l'intensité qui serait obtenuepour une ré�etivité uniforme, et que l'on suppose distribuée selon une loi deprobabilité PI(I). Par une appliation de la relation de Bayes, on obtient alorsla loi de probabilité suivante pour l'intensité Ir

PIr
(Ir) =

∫
PIr|ρ(Ir|ρ)Pρ(ρ)dρ =

∫
1

ρ
PI

(Ir

ρ

)
Pρ(ρ)dρ. (1.26)Dans le adre de l'imagerie RADAR à ouverture synthétique, des étudesphénoménologiques ont montré qu'un modèle de ré�etivité obéissant à une loigamma pouvait dérire orretement les �utuations de ré�etivité du sol. Ainsi,en supposant que Pρ(ρ) est une loi gamma d'ordre ν, de moyenne unitaire et quel'élairement totalement polarisé produit un spekle d'ordre L entier8, l'intensitémesurée par le apteur suit alors une loi K de paramètres L, ν et µIr

= 〈Ir〉[107, 75, 74, 3℄, dont l'expression est
PIr

(Ir) =
2

IrΓ(L)Γ(ν)

[
LνIr

µIr

](L+ν
2

)

Kν−L

(
2

√
LνIr

µIr

)
, (1.27)où la notation Kn(x) désigne la fontion de Bessel modi�ée de deuxième espèed'ordre n [60℄.Dans d'autres référenes en imagerie RADAR [134℄, il a été montré égalementque pour modéliser le � fouillis � provenant des éhos de sol, les �utuations despekle sont parfois plus �dèlement modélisées en remplaçant la loi exponentielledu modèle standard par une loi de Weibull de paramètres η et b [35℄

PI(I) =
b

η

(
I

η

)b−1

exp

[
−
(Ic

η

)b
]
, (1.28)où b est le paramètre de forme de la loi. La valeur moyenne de ette distributionest µI = ηΓ(1 + 1/b), où Γ représente la fontion Gamma9.Cette brève desription des prinipaux modèles de spekle montre que lesdesriptions statistiques permettant de aratériser les �utuations de l'intensitélumineuse observée évoluent sensiblement en fontion des onditions expérimen-tales ou de la nature des matériaux. Dans le hapitre suivant où nous verronsomment tirer parti des �utuations de spekle pour estimer le degré de po-larisation de la lumière, nous utiliserons di�érents modèles de spekle a�n degénéraliser au mieux les résultats obtenus.8− C'est-à-dire que PI(I) est une loi gamma d'ordre L et de moyenne µI .9− La fontion Γ est dé�nie grâe à l'intégrale suivante Γ(x)
△
=
∫ +∞

0 tx−1 exp(−t) dt (voir[60℄, p. xxxiv).20



1.2. Phénomène de spekle et statistiques assoiées1.2.4 Extension aux lumières non irulairesPour les di�érents modèles de spekle présentés jusqu'ii, le hamp életroma-gnétique à l'origine des distributions d'intensité étudiées était supposé gaussienet irulaire, e qui revient à supposer que le hamp est distribué selon l'équa-tion (1.13) dans le as d'une lumière totalement polarisée. La première hypothèse(gaussianité) qui déoule du théorème entral limite néessite que le nombre dedi�useurs qui ontribuent au phénomène d'interférene multiples soit très grand(idéalement, in�ni). La seonde hypothèse (irularité) est véri�ée à onditionque les di�érenes des hauteurs des rugosités de la surfae soient su�samentélevées (en pratique, supérieures à la longueur d'onde λ) pour assurer que lesdéphasages des di�érentes ontributions rétrodi�usées au point r soient unifor-mément réparties entre −π et π.Ces deux onditions ne sont pas toujours véri�ées en pratique, par exemplepour des surfaes de faible rugosité. L'hypothèse de gaussianité doit quant à elleêtre remise en ause lorsque la résolution du système d'imagerie atteint la dimen-sion transversale aratéristique des rugosités, onduisant ainsi à n'élairer qu'unfaible nombre de di�useurs [8℄. De nombreuses études ont don tenté de omplé-ter le modèle lassique et d'analyser les statistiques de spekle non-gaussiennes[34, 46, 154, 8℄ et non irulaires [106, 155, 8℄10.Tout en restant dans l'hypothèse gaussienne, nous serons amenés dans la suitede e manusrit à évoquer la situation d'un hamp salaire (don totalement etlinéairement polarisé) non irulaire. Dans e as, la répartition des partiesréelles et imaginaires du hamp est dissymétrique ar leurs varianes, notées σ2
ret σ2

i , sont di�érentes, et les ellipses d'iso-probabilité ne sont désormais plusirulaires. Les quantités σ2
r et σ2

i désignent respetivement les projetions desdemi-axes de l'ellipse sur l'axe réel et imaginaire et sont représentés sur la �gure1.1.b dans le as où le hamp possède une omposante spéulaire (moyenne del'enveloppe omplexe du hamp non nulle) à valeur réelle.Parmi les nombreuses ontributions théoriques à l'élaboration d'un modèlestatistique du spekle non irulaire, elle de Uozumi et Asakura [155℄ onduit, ànotre onnaissane, aux résultats les plus généraux, ave une omposante spéu-laire quelonque et prenant en ompte une orrélation partielle entre les �utua-tions des parties réelles et imaginaires du hamp. Par soui de simpliité, nousrappelons ii les résultats obtenus par Ohtsubo et Asakura [106℄ dans lesquelsles parties réelle et imaginaire du hamp sont déorrélées. Nous supposons enoutre que σi ≥ σr et que la omposante spéulaire du hamp possède une partieimaginaire nulle Im{AX} = 0 (e qui est le as de la �gure 1.1.b). L'intensitéspéulaire sera quant à elle notée Is
△
= 〈AX〉2. Dans e as, la DDP du hampsalaire, exprimée à l'équation (1.13) dans le as irulaire, devient

P (Re{AX}, Im{AX}) =
1

2πσiσr
exp
[
−
(∆Re{AX}2

2σ2
r

+
[Im{AX}]2

2σ2
i

)]
, (1.29)10− Notons que ontrairement au as du modèle standard gaussien et irulaire, la plupartdes modélisations de spekle non-gaussien et/ou non irulaires dépendent expliitement desaratéristiques de rugosité de la surfae rétrodi�usante. Cette propriété intéressante pour desappliations de métrologie onstitue don une motivation supplémentaire pour obtenir unedesription statistique la plus �dèle qui soit. 21



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétriqueave ∆Re{AX} = Re{AX} − 〈Re{AX}〉 = Re{AX} −
√

Is.À partir de ette expression, Ohtsubo et Asakura ont déterminé la loi deprobabilité de l'intensité I = |AX |2 qui s'érit [106℄
PI(I) =

1

2σrσi
exp

{
−
[
I

4

( 1

σ2
r

+
1

σ2
i

)
+

Is

2σ2
r

]}
·
[
I0(θ1)I0(θ2)+2

∞∑

n=1

In(θ1)In(θ2)

]
,(1.30)où In(x) représente la fontion de Bessel modi�ée de première espèe d'ordre net où

θ1 =
I

4

( 1

σ2
r

− 1

σ2
i

)
, et θ2 =

√
IIs

σ2
r

. (1.31)Ce modèle simpli�é de �utuations d'intensité pour des lumières non irulairesnous sera utile, au début de la seonde partie de e manusrit, pour introduireune desription statistique des lumières sous-poissoniennes.1.3 Introdution à l'imagerie polarimétriqueLe adre appliatif des travaux présentés dans ette première partie de thèseest elui de l'imagerie polarimétrique ohérente, et plus partiulièrement l'ima-gerie de degré de polarisation. Le but de l'imagerie polarimétrique onsiste àobtenir une ou plusieurs images représentatives des propriétés polarimétriquesde la lumière en provenane de tous les points de la sène imagée. L'intérêt etl'engouement que susite aujourd'hui e type d'imagerie s'explique par le faitque l'intération de la lumière ave un objet in�ue sensiblement sur l'état depolarisation de la lumière rétrodi�usée, et ette in�uene dépend des araté-ristiques de surfae intrinsèques du matériau imagé (rugosité, orientation, et.),voire des strutures volumiques du matériau dans le as où une di�usion envolume est également observée [30, 160℄. En autorisant une aratérisation �nedes méanismes de rétrodi�usion à la surfae des matériaux ou des tissus imagés,l'imagerie polarimétrique présente don un grand intérêt pour des domaines aussivariés que la reonnaissane de matériaux, le diagnosti médial assisté par ima-gerie, le ontr�le non destrutif d'état de surfae, et. De manière plus générale,l'utilisation de tehniques d'imagerie polarimétrique peut également béné�ierà ertaines tâhes de traitement d'image omme la détetion, la lassi�ationou enore la segmentation, ar les informations polarimétriques révèlent dans denombreuses situations des ontrastes supérieurs à eux visibles en imagerie deré�etivité standard [153, 12, 20, 77℄.On fait habituellement la distintion entre l'imagerie polarimétrique in-ohérente et l'imagerie polarimétrique ohérente. La première vise à ara-tériser, en haque point de la sène observée, l'état de polarisation de la lumièrerétrodi�usée par les objets imagés sous une illumination inohérente ative oupassive (lumière ambiante).11 On peut iter plusieurs exemples d'appliation oùdes ontrastes polarimétriques en lumière ambiante sont utilisés en reonnais-sane des matériaux [160℄ (repérages de zones orrodées sur les oques de navires[162℄ ou disrimination de pistes métalliques sur des images de iruits impri-11− Dans ertains as (imagerie infrarouge thermique par exemple) la lumière peut êtrediretement émise par les objets de la sène imagée.22



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétriquemés [161℄), ou pour déteter des olusions [161℄ ou déterminer l'orientation dessurfaes des objets imagés [161, 85, 78℄.1.3.1 Imagerie polarimétrique ohérenteÀ la di�érene des tehniques évoquées i-dessus, l'imagerie polarimé-trique ohérente ative onsiste à élairer une sène ave une lumière o-hérente (lumière laser) dont on ontr�le l'émission en terme d'intensité, de ohé-rene et d'état de polarisation. La lumière di�usée par la sène est alors imagée,en ré�exion ou en transmission, par un système optique polarimétrique. Outre leontr�le de l'état de la lumière inidente, es tehniques atives présentent l'avan-tage d'être moins sensibles aux onditions environnementales d'élairement, enétant opérationnelles de nuit par exemple. Les domaines d'appliation de l'ima-gerie polarimétrique ative sont similaires à elles évoquées plus haut (reonnais-sane de matériaux, ontr�le non-destrutif, disrimination de ibles, détetionde mines enterrées [130, 159℄, et.) auxquelles on peut rajouter la télédetetion[21, 12, 44℄, l'imagerie médiale (imagerie des ouhes super�ielles de l'épiderme[26, 30℄ ou l'analyse de la rétine [15℄) ou enore l'amélioration de la visibilité àtravers un milieu di�usant (solution aqueuse ou brume) [129, 50℄.Les diverses tehniques d'imagerie polarimétrique ohérente se distinguentpar les di�érentes aratéristiques polarimétriques imagées. Nous établirons iiun distinguo entre elles qui visent à l'aquisition de paramètres polarimétriquesmultidimensionnels (imagerie de Stokes ou de Mueller) et elles pour lesquellesl'information polarimétrique est aratérisée par un unique paramètre salaire,typiquement l'imagerie de degré de polarisation. Avant de détailler dans le para-graphe suivant les di�érentes tehniques d'estimation du degré de polarisation,il onvient de rappeler brièvement les tehniques d'imagerie à plusieurs ompo-santes que sont l'imagerie de Stokes et l'imagerie de Mueller.Imagerie de Stokes : Le prinipe de fontionnement d'un système d'imageriepolarimétrique ohérente est illustré sur la �gure 1.3. Le faiseau ohérent utilisépour illuminer la sène est ontr�lé en polarisation grâe à un générateur d'étatde polarisation, onstitué par l'assoiation de omposants optiques polarimé-triques (lame quart d'onde, polariseur retiligne, et.), permettant de réalisern'importe quel état de polarisation pur. La lumière rétrodi�usée par la sène estolletée par un montage télesopique, et vient former une image sur la surfaed'un déteteur sensible à l'intensité lumineuse. Cependant, avant d'atteindre leapteur, la lumière traverse un analyseur d'état de polarisation, qui permetde mesurer la fration d'énergie lumineuse ontenue dans un état de polarisationdonné.Grâe à 4 on�gurations di�érentes de l'analyseur de polarisation, il devientdès lors possible de mesurer les 4 omposantes du veteur de Stokes en haquepixel du déteteur [69℄. Un tel dispositif permet don d'aéder à une ara-térisation omplète de l'état de polarisation de la lumière rétrodi�usée par lasène et permet ainsi de remonter à des propriétés polarimétriques multiples (de-gré de polarisation, biréfringene, dihroïsme, et.). L'inonvénient majeur de etype d'imagerie provient du fait que de nombreuses aquisitions sont néessairespour e�etuer la mesure, e qui n'est pas sans poser des problèmes de realage23



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétrique
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Fig. 1.3 � Shéma de prinipe d'un dispositif d'imagerie polarimétrique ativeohérente.d'images, dans le as par exemple de l'imagerie médiale in vivo ou pour dessystèmes d'imagerie mobiles. Par ailleurs, la omplexité du système d'imageriepolarimétrique et la néessité d'utiliser des omposants optiques polarimétriquesà on�guration variable et mobile aroît le oût de es systèmes, leur duréed'aquisition ainsi que les di�ultés de maintenane (dues notamment à l'usuredes systèmes de méanisation de es omposants) et d'intégration spatiale dansdes systèmes optiques miniaturisés.Pallier es di�érents problèmes représente don un enjeu important pour le dé-veloppement de systèmes d'imagerie polarimétrique. Ainsi, parmi les nombreusesinnovations tehnologiques qui ont pu être proposées, on peut noter prinipale-ment le développement de dispositifs analyseurs d'états de polarisation à ristauxliquides [163, 147℄, dont le but est d'aélérer les mesures polarimétriques et deminiaturiser les omposants optiques, en limitant le nombre de pièes mobiles.Imagerie de Mueller : Si l'imagerie de Stokes permet de aratériser om-plètement l'état polarimétrique de la lumière rétrodi�usée, l'imagerie de Muelleronsiste quant à elle à obtenir une aratérisation omplète de la réponse polari-métrique d'un matériau, en mesurant sa matrie de Mueller [69℄. Cette matrie
4 × 4 ontient don 16 paramètres, qui sont aessibles à la mesure en répétantl'analyse du veteur de Stokes pour 4 états de polarisations distints de la lu-mière inidente. Historiquement, le premier imageur de Mueller a été développéen 1995 par Pezzaniti et Chipman [113℄ mais l'amélioration régulière des disposi-tifs d'imagerie fait de l'imagerie de Mueller un domaine d'investigation toujoursatif [14, 88, 27℄. On peut ependant noter que les systèmes d'aquisition sontenore plus omplexes que dans le as de l'imagerie de Stokes, e qui fait de l'ima-gerie de Mueller une tehnique oûteuse et enore peu répandue pour l'instantdans les appliations industrielles.24



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétrique1.3.2 Imagerie de degré de polarisationÀ l'inverse des deux modes d'imagerie polarimétrique présentés i-dessus pourlesquels le résultat de la mesure se ompose de plusieurs (4 ou 16) images asso-iées à des grandeurs polarimétriques di�érentes, une autre approhe de l'image-rie polarimétrique onsiste à obtenir une unique image12 qui puisse aratériserglobalement la nature polarimétrique de la sène imagée, en fournissant ainsi uneartographie du ontraste de polarisation de ette sène.Comme nous l'avons présenté au paragraphe 1.1.2, le degré de polarisation13permet d'analyser l'état de polarisation de la lumière grâe à une unique me-sure salaire. La aratérisation polarimétrique des matériaux imagés sera bienentendu moins � rihe � qu'ave une tehnique d'imagerie de Stokes ou de Muel-ler, mais la grande failité d'interprétation qu'autorise l'aquisition d'un résultatsous forme d'une image unique peut intéresser de nombreuses appliations (ima-gerie médiale, ontr�le non destrutif, appliations industrielles, et.). De plus,nous allons voir que e type d'imagerie permet dans ertains as de simpli�eronsidérablement les dispositifs de mesure mis en ÷uvre.Nous rappelons i-dessous la tehnique d'estimation standard fondée sur l'a-quisition de quatre mesures polarimétriques (ou 4 images), puis nous évoquonsles solutions qui ont pu être proposées pour simpli�er le dispositif d'imagerie enréduisant le nombre de mesures néessaires (2 images). Cet état de l'art nouspermet ainsi d'introduire le hapitre suivant dans lequel nous aratériserons lesperformanes d'une méthode d'estimation du degré de polarisation à partir d'uneunique image.1.3.2.1 Estimation exate à partir de la matrie de polarisation :De manière standard, l'estimation exate du degré de polarisation néessitede mesurer les omposantes de la matrie de polarisation Γ, à partir desquellesle degré de polarisation est alulé en introduisant es valeurs mesurées dansl'équation (1.8). En pratique pour des appliations d'imagerie, l'aquisition desquatre images de Stokes évoquées préédemment est don néessaire pour alu-ler l'image de degré de polarisation reherhée. Cette méthode sou�re don desmêmes limitations que l'imagerie de Stokes. Toutefois, ette tehnique d'estima-tion exate permet d'évaluer degré de polarisation, quelle que soit la nature dela surfae di�usante, de la lumière inidente, et sans hypothèses sur les araté-ristiques du bruit de spekle présent dans l'image.1.3.2.2 Méthodes simpli�ées à deux mesures :Sous ertaines hypothèses il est possible de réduire à deux le nombre d'a-quisitions néessaires à la mesure du degré de polarisation. Nous présentons iideux de es tehniques : l'Imagerie de Contraste d'États Orthogonaux(ICÉO) ou Orthogonal States Contrast Imaging (OSCI) en anglais, quipermet de aratériser orretement la nature polarimétrique des matériaux pu-rement dépolarisants, et une méthode paramétrique qui permet d'obtenir la12− C'est-à-dire mesurer un unique paramètre salaire.13− Parfois appelé également dépolarisation dans le � jargon � de l'imagerie ohérente.25



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétriquevaleur exate du degré de polarisation lorsque le spekle est pleinement développéd'ordre 1.Imagerie de Contraste d'États Orthgonaux : Cette tehnique d'imagerieonsiste à élairer la sène au moyen d'un faiseau ohérent14 dont on ontr�lel'état de polarisation (en général totalement et linéairement polarisé) et à ana-lyser la lumière rétrodi�usée dans les deux diretions de polarisation parallèle etorthogonale à la polarisation inidente. On aquiert ainsi, en haque pixel k del'image, deux valeurs d'intensité I//(k) et I⊥(k) qui permettent alors de synthé-tiser l'image de ontraste polarimétrique Piceo(k), dé�nie par la relation suivante[118, 57℄ :
Piceo(k) =

|I//(k) − I⊥(k)|
I//(k) + I⊥(k)

. (1.32)L'ICÉO varie don entre 0 et 1 : en l'absene de biréfringene, un matériau quine dépolarise pas du tout la lumière onservera la totalité de l'énergie lumineusedans la diretion parallèle au faiseau inident (Piceo = 1) tandis que si la lumièreest totalement dépolarisée, l'énergie lumineuse sera équitablement répartie selonles deux diretions et dans e as Piceo = 0. Cette remarque dévoile ainsi dessimilitudes fortes entre l'ICÉO et le degré de polarisation.En e�et, on peut montrer failement que l'ICÉO s'identi�e au degré de polari-sation à ondition que le matériau imagé soit purement dépolarisant : 'est-à-direqu'il modi�e le degré de polarisation de la lumière inidente sans en hanger l'étatde polarisation prinipal. La matrie de polarisation Γ de la lumière rétrodi�uséepar un tel matériau est diagonale, et les valeurs propres sont alors diretement
µ1 = µX et µ2 = µY . En remarquant qu'en haque pixel k de l'image 〈I//〉 = µX et
〈I⊥〉 = µY , on peut voir failement que l'ICÉO représente dans e as une estima-tion du degré de polarisation dé�ni à l'équation (1.5) par P = (µ1−µ2)/(µ1+µ2).En revanhe, si le matériau n'est pas purement dépolarisant ('est-à-dire si le pa-ramètre c de la matrie Γ est non nul), l'ICÉO sous estime la véritable valeur dudegré de polarisation puisqu'on peut montrer [127℄, dans le as général,

P2 = P2
iceo + 4

|c|2
µ2

I

. (1.33)L'importane de ette hypothèse est néanmoins à relativiser : des études expé-rimentales ont révélé qu'en on�guration de ré�exion, la surfae de la plupartdes matériaux naturels, imagés en inidene normale, se omportait omme undépolariseur pur [12℄. Cette hypothèse sera par ontre mise en défaut si l'orien-tation des surfaes imagées n'est pas ontr�lée, ou si l'on observe des matériauxbiréfringents.Malgré es limitations, l'utilisation de e type d'image de ontraste polarimé-trique est répandu en imagerie [138, 33, 153, 70, 87℄ ar, outre l'estimation dudegré de polarisation, il permet plus simplement de révéler des ontrastes polari-métriques pour un oût expérimental limité. L'ICÉO a également fait l'objet denombreuses études pour aratériser ses propriétés statistiques [120, 59, 57℄, ses14− Notons que la tehnique présentée ii est parfois utilisée en lumière inohérente. Toute-fois, dans la suite de e manusrit, l'ICÉO désignera uniquement la tehnique ohérente.26



1.3. Introdution à l'imagerie polarimétriquepréisions ultimes d'estimation [120, 128, 59, 121, 7℄, ou enore son apport pourdes tâhes de détetion et de segmentation d'image [56, 57℄.Méthode d'estimation paramétrique du degré de polarisation à deuxmesures : Dans des travaux préliminaires à ette thèse, nous avons montré quelorsqu'on suppose le spekle pleinement développé d'ordre 1, le terme orretifnéessaire (f. équation préédente) pour obtenir la valeur exate P2 du arrédu degré de polarisation à partir de la mesure P2
iceo fournie par l'ICÉO peut êtreestimé à partir des deux images d'intensité mesurées dans les deux polarisationsorthogonales, même lorsque la matrie de polarisation Γ n'est pas diagonale.Ces travaux ont fait l'objet d'une publiation (référene [127℄) dans le as d'unspekle pleinement développé d'ordre 1, mais pourraient s'étendre aisément à unordre L entier quelonque en suivant la même démarhe.En e�et, si le hamp életrique est distribué selon une loi gaussienne omplexeirulaire (voir équation (1.17)), et si la statistique de l'intensité intégrée parle apteur orrespond à un spekle d'ordre 1 entier, l'interorrélation des deuxintensités I// et I⊥ permet de aluler la valeur |c|2 grâe à la relation [127℄

〈I//I⊥〉 = µXµY + |c|2. (1.34)La méthode paramétrique d'estimation du degré de polarisation proposée dans laréférene [127℄ onsiste à utiliser une fenêtre glissante de taille �xée, à partir delaquelle on estime loalement et empiriquement les valeurs µX et µY sur les deuximages d'intensité aquises. Quant à l'interorrélation 〈I//I⊥〉, il est possible del'estimer empiriquement en alulant, pour une fenêtre de M pixels
M∑

k=1

I//(k)I⊥(k)

M
, (1.35)qui permet grâe à la relation (1.34) d'évaluer le paramètre |c|2. Pour évalueren�n le degré de polarisation, il su�t d'insérer les valeurs estimées des troisparamètres µX , µY et |c|2 dans la dé�nition du degré de polarisation donnée enéquation (1.8).Dans le as de l'estimation du arré du degré de polarisation, qui seranoté β

△
= P2 par la suite, nous avons pu aratériser théoriquement et estimateurparamétrique que nous noterons β̂par, et montrer qu'il est asymptotiquement nonbiaisé [127℄. Par ailleurs, la variane asymptotique de et estimateur, que l'onnote vara(β̂par) et qui s'obtient en négligeant les termes en 1/Mk, k ≥ 2 devantle terme prépondérant en 1/M , peut être alulée et vaut
var(β̂par) =

1

M

[
2P2(1 − P2)2 + (1 −P2)2 + 64

µXµY |c|2
µ4

I

]
, (1.36)où µI = µX + µY désigne l'intensité totale au point onsidéré. Le détail de esaluls réalisés dans le as d'un spekle d'ordre 1 se trouve dans la référene[127℄. Dans le hapitre suivant, nous mettrons en ÷uvre ette méthode d'estima-tion à travers des simulations numériques qui nous permettront de omparer lesperformanes des di�érentes tehnique présentées ii ave les performanes d'une27



1.4. Conlusionméthode d'estimation qui sera aratérisée théoriquement au hapitre suivant.Notons en�n que d'autres travaux ont permis réemment de proposer une mé-thode alternative pour l'estimation exate du degré de polarisation à partir dedeux images d'intensité dans le as d'un spekle pleinement développé d'ordreun [19℄. La méthode obtenue, qui utilise un estimateur au sens du maximumde vraisemblane, permet d'obtenir une préision meilleure qu'ave l'estimateurparamétrique présenté ii, mais néessite une omplexité algorithmique plus im-portante.1.4 ConlusionDans e hapitre introdutif, nous avons rappelé le formalisme lassique quipermet de aratériser l'état de polarisation de la lumière, au moyen de la ma-trie de polarisation Γ ou plus simplement du degré de polarisation P. Dans leadre de l'imagerie polarimétrique ohérente qui onsiste à imager ertaines dees propriétés à partir de la lumière rétrodi�usée par une sène illuminée par unelumière laser, le phénomène de spekle dû à la nature ohérente de l'élairementutilisé va onditionner le omportement statistique de l'intensité lumineuse en-registrée au niveau d'un apteur. Pour ette raison, nous avons ainsi rappelé ladémarhe lassiquement utilisée pour modéliser le phénomène de spekle d'unpoint de vue statistique, de même que les prinipales modélisations alternativeslorsque les hypothèses lassiques ne sont plus véri�ées.En�n, nous avons introduit les prinipales méthodes d'imagerie polarimé-trique en rappelant leur mise en ÷uvre, leurs intérêts et défauts prinipaux. Ene qui onerne l'imagerie de degré de polarisation qui présente un potentiel appli-atif intéressant, la rédution de la omplexité des systèmes d'imagerie permet dediminuer les oûts, l'enombrement et les durées d'aquisition. Nous avons ainsiprésenté les prinipales méthodes existantes qui permettent de réduire le nombred'aquisitions d'images néessaires à l'estimation du degré de polarisation.Ce rapide état de l'art prendra tout son sens au hapitre suivant dans lequelnous aratériserons les performanes d'un système d'imagerie polarimétriquefondé sur l'analyse des statistiques d'intensité d'une unique image, permettantainsi de réduire a minima la omplexité du dispositif d'imagerie pour la mesuredu degré de polarisation.
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Chapitre 2Estimation du degré de polarisationà partir d'une image d'intensité
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2.1. Prinipe de la méthode d'estimation à une image
Lorsqu'un objet est élairé par une illumination ohérente, l'image d'intensitéformée sur un déteteur par la lumière rétrodi�usée en provenane de et objetest perturbée par un bruit de spekle. Dans ette on�guration expérimentaletrès simple et sans l'aide de omposant optique polarimétrique ajustable, il estpossible sous ertaines hypothèses d'estimer le degré de polarisation de la lumièrerétrodi�usée par l'objet à partir de ette seule image d'intensité. L'objetif dee hapitre est ainsi de aratériser théoriquement et numériquement ette mé-thode qui permet de réduire fortement la omplexité d'un dispositif d'imageriepolarimétrique.Nous exposerons dans un premier temps le prinipe général de ette méthoded'estimation, puis nous déterminerons les préisions d'estimation optimales quel'on peut espérer obtenir ave elle-i et qui nous permettront d'évaluer l'e�aitédes di�érents estimateurs proposés par la suite en setion 2.3. Nous illustreronsensuite les perpetives o�ertes par ette méthode pour des appliations d'image-rie polarimétrique (setion 2.4) ou d'imagerie polarimétrique à faible �ux (setion2.5)2.1 Prinipe de la méthode d'estimation à uneimageLe prinipe sur lequel est fondée la méthode étudiée dans e hapitre di�èrefondamentalement de l'approhe ommune aux di�érentes méthodes d'estima-tion du degré de polarisation présentées au hapitre préédent. Ces approhesonsistent à mesurer l'intensité moyenne de la lumière rétrodi�usée à traversplusieurs (4 ou 2) on�gurations d'un analyseur d'état de polarisation,15 puis àdéduire de es quatre ou deux mesures la valeur estimée du degré de polarisation.Elle n'est bien sûr pas appliable dans le as où l'on aquiert une seule image. Enrevanhe, nous avons déjà vu dans le hapitre préédent que la densité de pro-babilité de l'intensité lumineuse aquise sans auun omposant polarimétriquepouvait dépendre fortement du degré de polarisation P, par exemple lorsque lespekle est pleinement développé d'ordre 1. Nous allons préiser dans ette setionomment ette dépendane peut être mise à pro�t pour réaliser une estimationdu degré de polarisation.2.1.1 Hypothèses requises et modèle général de spekleNous énonçons tout d'abord les hypothèses néessaires pour assurer la validitédes méthodes d'estimation du degré de polarisation proposées dans e hapitre.15− Constitué rappelons-le, par l'assoiation d'un polariseur linéaire et d'une lame retarda-trie.30



2.1. Prinipe de la méthode d'estimation à une imageLa mise en ÷uvre de es tehniques fondées sur l'aquisition d'une seule imaged'intensité suppose en e�et que les statistiques de spekle dérivant les �utua-tions de l'intensité lumineuse obéissent aux hypothèses suivantes :1. En un point du déteteur, ou du plan d'observation, l'intensité I peutêtre dérite omme la somme de deux variables aléatoires I1 et I2, dontles valeurs moyennes valent respetivement µ1 = 1+P
2

µI et µ2 = 1−P
2

µI .Cette hypothèse déoule diretement de la diagonalisation de la matrie depolarisation Γ (voir équation 1.4) dont les valeurs propres valent µ1 et µ2.2. Les variables aléatoires I1 et I2 assoiées à es deux omposantes d'intensitésont supposées indépendantes. Cette ondition repose prinipalement surle fait que la distribution statistique du hamp életrique sous-jaent estsupposée gaussienne.3. Les densités de probabilité qui dérivent es deux variables aléatoires appar-tiennent à la même famille de lois multipliatives, mais de valeurs moyennes
µ1 et µ2 di�érentes, 'est-à-dire que l'on suppose

∀ k ∈ {1; 2}, PIk
(Ik) =

1

µk
f
( Ik

µk

)
, (2.1)où f(z) est une densité de probabilité (DDP) à support positif et demoyenne unitaire 〈Z〉 =

∫∞
0

zf(z)dz = 1. En e�et, si une variable aléatoire
X est distribuée selon une loi appartenant à la famille de lois multipliativesdérite à l'équation (2.1), alors la DDP de toute variable aléatoire Y

△
= a X,ave a ∈ R+ appartient aussi à ette famille. Dans es onditions, on peutmontrer que les moments d'ordres supérieurs des omposantes d'intensitévéri�ent16

∀ k ∈ {1; 2}, ∀ j ≥ 1, 〈Ij
k〉 =

∫ ∞

0

Ij
k × PIk

(Ik) dIk = (µk)
j × 〈Zj〉. (2.2)En supposant es hypothèses véri�ées, on peut remarquer que la loi f fournitdiretement la forme de la DDP de l'intensité totale lorsque la lumière est tota-lement polarisée puisque dans e as µ2 = 0, et don PI(I) = 1

µI
f
(

I
µI

) lorsque
P = 1. La forme partiulière de la loi f va don onditionner la statistique del'intensité observée en lumière totalement polarisée, et dé�nir ainsi le modèle despekle onsidéré. Par exemple, un spekle pleinement développé d'ordre 1 seraaratérisé par une loi f unitaire exponentielle, 'est-à-dire f(z) = exp(−z).Lorsque la lumière est partiellement polarisée en revanhe, la densité de pro-babilité de l'intensité totale I prendra une forme di�érente. L'intensité I s'éri-vant d'après les hypothèses préédentes omme la somme de deux variables aléa-toires indépendantes, on peut exprimer PI(I) omme la onvolution de PI1(I1)et PI2(I2) :

PI(I) =

∫ I

0

PI1(I − I2)PI2(I2)dI2 =

∫ I

0

1

µ1µ2
f
(I − I2

µ1

)
f
( I2

µ2

)
dI2. (2.3)16− En utilisant l'équation (2.1), on a 〈Ij

k〉 =
∫∞

0

I
j

k

µk
f
(

Ik

µk

)
dIk. En posant alors Z = Ik/µket en hangeant la variable d'intégration, on obtient 〈Ij

k〉 =
∫∞

0
(µk)jzjf(z) dz = (µk)j 〈Zj〉.31



2.1. Prinipe de la méthode d'estimation à une imageOn peut montrer aisément que ette densité de probabilité reste bien sûr dans lafamille des lois multipliatives, ependant rien ne garantit que le alul expliitede l'intégrale soit aisé.2.1.2 Relation entre P et le ontraste de spekleLa manipulation de la densité de probabilité de l'intensité I sous la formeintégrale préédente n'est pas ommode. En revanhe, il est possible d'obtenir unearatérisation statistique omplète de l'intensité lumineuse I grâe à l'utilisationdes umulants de la DDP PI(I), dont nous rappelons ii la dé�nition [110℄ :Dé�nition 2.1 Soit Z une variable aléatoire. Ses umulants, notés CZ
k , sontdé�nis à partir de la fontion génératrie des umulants

g(t)
△
= ln

[
〈etZ〉

]
=

∞∑

k=1

CZ
k

tk

k!
, (2.4)où CZ

k désigne le umulant d'ordre k de la variable aléatoire Z.À ondition qu'ils puissent être dé�nis, les umulants d'ordre 1 et 2 d'une va-riable aléatoire désignent respetivement sa valeur moyenne et sa variane. Onnotera également que les umulants d'ordre 3 et 4, quand ils sont dé�nis, sontrespetivement liés à la dissymétrie et à l'aplatissement de la loi de probabilité,permettant ainsi d'en aratériser la forme.Ces grandeurs statistiques présentent un intérêt partiulier ii ar les umu-lants sont des grandeurs additives pour des variables aléatoires indépen-dantes [110℄. Puisque par hypothèse I = I1 + I2 ave I1 et I2 indépendantes,ette propriété permet d'érire, pour tout k ≥ 1,
CI

k = CI1
k + CI2

k . (2.5)Par ailleurs, omme les variables I1 et I2 se déduisent d'une même loi de proba-bilité f , les umulants CIj

k assoiés aux variables aléatoires Ij , j ∈ {1, 2} peuvents'exprimer en fontion des umulants d'ordre k de la loi normalisée f , notés κk :
∀ k ≥ 1, CI1

k = (µ1)
kκk, et, CI2

k = (µ2)
kκk. (2.6)En introduisant es relations dans l'équation (2.5) et en remplaçant µ1 et µ2 parleurs valeurs respetives données en équation (1.7), il est alors possible d'érirele umulant CI

k en fontion de l'intensité moyenne µI et du degré de polarisation
CI

k = κk

[
(µ1)

k + (µ2)
k
]

= κk

[
(1 + P)k + (1 − P)k

]µk
I

2k
. (2.7)On peut alors véri�er que le umulant d'ordre 1, qui s'identi�e à la valeurmoyenne, s'érit CI

1 =
[
µ1 + µ2

]
= µI , ar κ1 est toujours égal à 1 puisque la loi

f est de moyenne unitaire. Le umulant d'ordre 2 qui est égal à la variane del'intensité vaut quant à lui
CI

2 = var(I) = κ2

[
(1 + P)2 + (1 −P)2

]µ2
I

22
= κ2

[
1 + P2

]µ2
I

2
. (2.8)32



2.1. Prinipe de la méthode d'estimation à une imageCette dernière équation permet �nalement de déduire l'expression du ontrastede spekle C pour une loi f quelonque :
C =

√
var(I)

µI
=

√
κ2

1 + P2

2
, (2.9)démontrant ainsi que le ontraste de la �gure de spekle est relié bijetivement àla valeur du degré de polarisation. Le ontraste qui vaut √κ2 pour une lumièretotalement polarisée (P = 1) déroît en e�et jusqu'à √κ2/2 lorsque P = 0.À valeur moyenne de l'intensité µI �xée, l'augmentation du degré de polari-sation de la lumière entraîne un aroissement de la variane, ou autrement dit,aroît le désordre de la statistique d'intensité17, jusqu'à atteindre la valeur maxi-male supP∈[0,1][var(I)] = κ2 µ2

I pour un degré de polarisation P = 1. À intensitémoyenne µI �xée, on a alors pour un degré de polarisation P quelonque,
var(I)

supP∈[0,1][var(I)]
=

1 + P2

2
< 1, (2.10)montrant ainsi que la quantité (1 +P2)/2 aratérise l'ordre partiel de la statis-tique d'intensité lumineuse. Nous verrons dans la seonde partie de e manusritqu'il existe une analogie formelle entre ette quantité et le fateur de Fanoqui aratérise l'ordre partiel des statistiques sous-poissoniennes par rapport auxstatistiques poissoniennes.2.1.3 Prinipe général de l'estimation de PLa première méthode qui sera exposée dans la suite de e hapitre pour esti-mer P à partir d'une unique image de spekle repose sur l'existene de la relationbijetive que nous venons de rappeler en équation (2.9) entre la valeur de P etle ontraste de spekle [119, 41℄. En e�et, en supposant que l'on onnaisse préi-sément le modèle de spekle qui a�ete l'intensité lumineuse aquise sur l'image,il su�t d'évaluer loalement le ontraste de la �gure de spekle pour obtenirune information quantitative sur la valeur du degré de polarisation en e point.Ce prinipe n'est pas sans rappeler les tehniques d'imagerie de ontraste despekle très utilisées en imagerie médiale pour des mesures de véloimétrie de�ux sanguins par exemple [97, 13℄.Plus généralement, tous les estimateurs du degré de polarisation à partird'une unique image d'intensité présentés dans la suite néessitent de mesurerloalement ertains paramètres statistiques de la densité de probabilité de I(moyenne, variane, ontraste, log-moment, et.). Pour réaliser ette estimationloale au niveau d'un pixel k d'une image, il faut par onséquent avoir aèsaux valeurs des niveaux de gris des pixels situés dans un voisinage V du pixel k,que nous supposerons omposé de M pixels (card[V] = M). De préférene, es

M pixels devront provenir d'un voisinage statistiquement homogène du pixel k,'est-à-dire que les intensités {I1, . . . , IM} doivent être distribuées selon la même17− Il est important ii de noter que ette remarque porte uniquement sur le désordre dela statistique d'intensité à µI onstante, et non pas sur le désordre du hamp életrique quidéroît bien entendu lorsqu'on passe d'un hamp bidimensionnel orrespondant à une lumièrepartiellement polarisée, à un hamp salaire dans le as d'une lumière totalement polarisée.33



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimationDDP.Dans la suite de e hapitre, on onsidérera dans un premier temps que lesestimations sont réalisées à partir de régions statistiquement homogènes om-posées de M pixels. Puis, dans la setion 2.4 où nous analyserons les résultatsobtenus en imagerie de degré de polarisation, nous omparerons deux façons dis-tintes d'obtenir des voisinages homogènes : ils orrespondront soit à une fenêtrearrée de M pixels entrée sur le pixel k, soit à une région homogène de formeplus omplexe, déterminée par exemple grâe à des algorithmes de segmentationd'image en régions homogènes. Nous supposerons par ailleurs que les intensitésmesurées en haun de es pixels peuvent être onsidérées omme des variablesaléatoires indépendantes. Par onséquent, nous nous limiterons à des situationspour lesquelles l'aire des grains de spekle est inférieure ou égale à la surfaed'un pixel, e qui reviendra à onsidérer uniquement des statistiques de spekled'ordre supérieur ou égal à 1.Avant de présenter et de aratériser les di�érentes méthodes d'estimationétudiées au ours de ette thèse, nous proposons préalablement d'analyser lapréision optimale d'estimation que l'on peut espérer obtenir en utilisant unetehnique d'estimation du degré de polarisation à partir d'une unique image despekle, dans le as où les fontions f(z) orrespondent à des lois gamma, 'est-à-dire pour des spekles pleinement développés.2.2 Bornes de Cramer-Rao de l'estimationL'estimation d'un paramètre θ supposé déterministe à partir d'un éhantillon
χ = {x1, . . . , xM} onstitué de M mesures bruitées est un problème lassique enthéorie de l'estimation non bayésienne. Lorsqu'on suppose que es M mesuresorrespondent à M réalisations indépendantes d'une variable aléatoire X, dontla densité de probabilité PX(x) dépend du paramètre inonnu θ, la borne deCramer-Rao (BCR) permet d'évaluer la préision optimale d'un estimateurnon biaisé de θ, indépendamment de la tehnique d'estimation utilisée. En e�et,lorsqu'on onsidère un estimateur non biaisé θ̂ du paramètre θ, 'est-à-dire telque 〈θ̂〉 = θ où 〈·〉 dé�nit l'opérateur de moyenne statistique18 par rapport à χ,la variane var(θ̂) de et estimateur peut être bornée inférieurement grâe authéorème de Cramer-Rao [49℄, que nous rappelons i-dessous.Théorème 2.1 Si θ̂ est un estimateur non biaisé de θ, alors

var(θ̂) ≥ BCR(θ)
△
=

1

IF (θ)
, (2.11)où BCR(θ) représente la borne de Cramer-Rao pour l'estimation de θ, et où

IF (θ) désigne l'information de Fisher pour l'estimation de θ.L'information de Fisher permet de quanti�er la quantité d'information dispo-nible dans l'éhantillon de mesure χ pour estimer au mieux le paramètre inonnu
θ, et nous rappelons ii sa dé�nition [49℄ :18− Plus préisément 〈θ̂〉 =

∫∞

0
...
∫∞

0
θ̂ × PX(x1) × ... × PX(xM )dx1...dxM .34



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimationDé�nition 2.2 L'information de Fisher pour l'estimation de θ à partir de l'éhan-tillon de mesure χ = {x1, . . . , xM} s'érit
IF (θ)

△
= −

〈 ∂2

∂θ2
[ℓ(χ; θ)]

〉
, (2.12)où la logvraisemblane ℓ(χ; θ)

△
= ln L(χ; θ) de l'éhantillon χ est obtenue enalulant le logarithme de la vraisemblane

L(χ; θ)
△
=

M∏

k=1

PX(xk|θ), (2.13)qui représente la probabilité d'observer l'éhantillon χ quand le paramètre vaut θ.Le alul de ette borne permet don d'évaluer l'optimalité des méthodes d'esti-mation utilisées : en théorie de l'estimation, on dé�nit usuellement l'e�aitéd'une méthode d'estimation [49, 118℄ en alulant le rapport entre la BCR et lavariane de l'estimateur onsidéré. L'e�aité est bien sûr une grandeur om-prise entre 0 et 1 et une méthode sera dite e�ae (e�aité égale à 1) lorsquesa variane atteint la variane minimale évaluée grâe à la BCR.Pour déterminer l'e�aité des méthodes d'estimation qui seront proposéesdans la suite de e hapitre, nous proposons ii d'évaluer la BCR pour l'es-timation du degré de polarisation P à partir de la mesure d'un éhantillon
χ = {I1, . . . , IM} onstitué de M mesures d'intensité supposées statistique-ment indépendantes et orrespondant aux M pixels d'un voisinage homogène
V du point de l'image où l'on souhaite estimer le degré de polarisation. Nousprésentons ii le résultat du alul de la borne de Cramer-Rao (BCR) dans le asle plus simple d'abord, où le spekle est supposé pleinement développé d'ordreun, puis nous montrerons omment la BCR peut être évaluée lorsque l'on onsi-dère d'autres statistiques de spekle, notamment des spekles d'ordres supérieurstels qu'il peut en apparaître lors de l'aquisition d'une �gure de spekle sur unapteur.Choix de la Borne de Cramer-Rao : On peut noter à e niveau que denombreuses alternatives existent pour ra�ner la borne de Cramer-Rao (bornede Bhattaharyya (voir [45℄ p. 396) , borne de Chapman-Robbins [18℄, borne deBarankin [4℄, et.), notamment pour des situations de faibles rapports signal àbruit. Néanmoins, es autres bornes sont souvent plus omplexes à mettre en÷uvre que la BCR, e qui empêhe dans la majorité des as d'obtenir une for-mulation expliite de es bornes, diminuant ainsi leur failité d'interprétation.La rihesse d'interprétation dont on béné�ie en utilisant la BCR est égalementsensiblement diminuée lorsqu'on adopte une formulation bayésienne du problèmed'estimation. En e�et, le paramètre à estimer est dans e as onsidéré ommeune variable aléatoire, aratérisée par une distribution de probabilité a priori.Les bornes statistiques appliables dans e as (borne de Cramer-Rao bayésienne(voir [156℄ p. 72), borne de Ziv-Zakai [167℄, et.) permettent seulement de minorerl'erreur quadratique d'estimation, moyennée sur toutes les valeurs admissibles duparamètre dé�nies par la densité de probabilité a priori. En dépit de la grandediversité des bornes statistiques existant dans la littérature pour évaluer la pré-35



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimationision optimale d'estimation, nous nous limitons dans e manusrit à utiliser laborne de Cramer-Rao, pour sa simpliité d'une part, et son fort potentiel d'in-terprétation d'autre part.2.2.1 Calul expliite de la BCR pour un spekle pleine-ment développé d'ordre unLe modèle standard de rétrodi�usion de la lumière par une surfae di�usanteproposé par J. W. Goodman permet d'obtenir la distribution de probabilité del'intensité lumineuse d'une �gure de spekle pleinement développée d'ordre 1 enlumière partiellement polarisée. Cette loi de probabilité, que nous avons rappeléeà l'équation (1.19) du hapitre préédent dépend lairement du paramètre Pque nous herhons à estimer. La distribution statistique de l'intensité lumineuseontiendra don une part d'information, potentiellement utile pour estimer lavaleur de P à partir de l'observation d'éhantillons d'intensité. Cette informationpeut être mesurée grâe à l'information de Fisher, à partir de laquelle on déduirala borne de Cramer-Rao. Pour le alul de ette BCR, nous distinguons ii deuxas selon que la valeur moyenne de l'intensité µI est onnue a priori ou qu'elledoit être estimée onjointement à l'estimation du degré de polarisation.2.2.1.1 BCR à intensité moyenne onnueLorsque l'intensité moyenne µI est supposée onnue, la vraisemblane del'éhantillon est notée L(χ;P) et peut s'érire
L(χ;P) =

M∏

k=1

PI(Ik|P), (2.14)où PI(I) est donnée à l'équation (1.19) dans le as onsidéré ii d'un spekled'ordre un.À partir de ette fontion de vraisemblane, on démontre en annexe B.1.1.2(voir également la référene [41℄) que la borne de Cramer-Rao pour l'estimationde P à partir d'une unique image s'érit, dans le as du spekle pleinementdéveloppé d'ordre 1,
BCR(1)

µI
(P) = −P2(1 − P2)

M(1 + P2)

[
1 − 1 + P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]−1

, (2.15)où l'exposant 1 signi�e que le spekle est d'ordre L = 1 (pleinement développé)et où l'indie µI traduit le fait que la valeur moyenne de l'intensité µI est sup-posée onnue. La fontion ζ(s, x) représente la fontion Zeta de Riemanngénéralisée d'ordre s qui est dé�nie pour toute valeur de x véri�ant k + x 6= 0,par
∀x / k + x 6= 0, ζ(s, x)

△
=

+∞∑

k=0

(k + x)−s. (2.16)Bien que l'expression expliite de la BCR ne soit pas aisément interprétable,on peut remarquer en observant l'équation (2.15) qu'elle est logiquement inverse-36



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimationment proportionnelle au nombre M d'éhantillons utilisés pour l'estimation. Deplus, sa valeur est indépendante de l'intensité moyenne µI , e qui permet d'a�r-mer qu'on ne peut pas améliorer la préision ultime d'estimation en augmentantla puissane lumineuse de l'élairement ohérent utilisé. On montrera à la setion2.5 que ela n'est plus le as lorsque les e�ets du bruit de photon doivent êtrepris en ompte pour des aquisitions à faible �ux lumineux.On peut analyser le omportement de la BCR lorsque P varie entre 0 et 1en observant la �gure 2.1.a, où la fontion BCR
(1)
µI (P), normalisée par le nombrede pixels M de l'éhantillon, est traée en fontion de P en trait plein ( ). Onvoit sur ette �gure que la BCR pour l'estimation de P dépend très fortementde l'état de polarisation : ette borne diverge pour les faibles valeurs de P alorsqu'elle tend vers 0 lorsque la lumière devient totalement polarisée.BCR pour l'estimation de β = P2 : La relation (2.9) qui relie le ontrastede spekle et le degré de polarisation fait apparaître le terme P sous la forme deson arré, que nous proposons de noter dorénavant

β
△
= P2. (2.17)En mesurant le ontraste de spekle, 'est don la valeur de β qui est diretementobtenue, et nous verrons par la suite que les estimateurs proposés onduisent na-turellement à évaluer β plut�t que P. Il paraît don intéressant ii d'exprimerégalement la BCR pour l'estimation de β, d'autant plus qu'elle permet une ana-lyse des performanes plus faile qu'en étudiant BCR

(1)
µI (P).On peut déduire ette nouvelle BCR à partir de BCR

(1)
µI (P) en utilisantun hangement de variable. On peut montrer en e�et [49℄ que BCR

(1)
µI (β) =(

∂β/∂P
)2 × BCR

(1)
µI (P), et en remarquant que ∂β/∂P = 2P, on obtient dire-tement :

BCR(1)
µI

(β) = −4P4(1 − P2)

M(1 + P2)

[
1 − 1 + P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]−1

. (2.18)Sur la �gure 2.1.b, nous avons traé en trait plein ( ) le omportement de laBCR pour l'estimation de β en fontion de P. On peut voir sur ette �gure que
BCR

(1)
µI (β) tend vers 0 lorsque la lumière devient totalement polarisée (P → 1).Ainsi, une méthode d'estimation dont la variane serait égale à la BCR (esti-mation e�ae) permettrait d'estimer des valeurs élevées de β ave une grandepréision. En revanhe, pour des lumières faiblement polarisées (P ≃ 0), onremarque que BCR

(1)
µI (β) ≃ 3/M , permettant d'espérer une variane d'estima-tion de 0, 01 ave une taille d'éhantillon M = 300, e qui représente une zonehomogène d'environ 18 × 18 pixels. De façon générale, la BCR reste inférieureà approximativement 4/M , quelle que soit la valeur de P. Cette informationpermet don de dimensionner la taille de l'éhantillon homogène qu'il faut séle-tionner a�n de garantir, pour toute valeur de P, une préision optimale minimaledonnée.Néanmoins, si la BCR nous permet d'évaluer la variane minimale qu'auunestimateur non biaisé de β ne pourra surpasser, rien ne garantit qu'il existe uneméthode d'estimation e�ae, 'est-à-dire dont la variane atteigne la BCR37



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimation[49, 118℄. En e�et, la densité de probabilité PI(I) onsidérée ii (f. équation(1.19)) n'appartient pas à la famille exponentielle des lois de probabilités, etpar onséquent, rien ne garantit qu'il existe une méthode d'estimation e�ae[49, 118℄. L'investigation d'une méthode d'estimation optimale fera préisémentl'objet de la setion suivante de e hapitre.
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Fig. 2.1 � Évolution des BCRs pour l'estimation de P (�gure (a)) ou de β (�gure(b)) en fontion de P, pour un spekle pleinement développé d'ordre 1. La BCRà µI onnu a priori est traée en trait plein ( ) tandis que les traits tiretés(−−) orrespondent à la BCR à µI inonnu.
2.2.1.2 BCR à intensité moyenne inonnueDans des onditions expérimentales réelles, il semble peu réaliste de supposerl'intensité moyenne µI onnue. Bien au ontraire, il sera en pratique néessaired'estimer onjointement à la fois le degré de polarisation P et la valeur de µIdont dépend la DDP de l'intensité. Par rapport au as préédent où µI étaitsupposé onnue a priori, la tâhe d'estimation est rendue plus di�ile, e quidoit naturellement s'aompagner d'une diminution de la quantité d'informationde Fisher disponible pour l'estimation de P (ou de β).Pour évaluer la borne de Cramer-Rao pour l'estimation d'un paramètre θlorsqu'un paramètre de nuisane θ′ doit être estimé onjointement, il faut alorsutiliser une formulation � vetorielle � du théorème de Cramer-Rao, que l'onrappelle ii dans le as bidimensionnel [49, 118℄ :Théorème 2.2 Si θ̂ et θ̂′ représentent des estimateurs non biaisés de deux pa-ramètres θ et θ′ réels, on a alors pour tout veteur ligne bidimensionnel u

∀u, u ·C(θ̂, θ̂′) · uT ≥ u ·
[
JF (θ, θ′)

]−1

· uT , (2.19)où C(θ̂, θ̂′) représente la matrie de ovariane des deux estimateurs θ̂ et θ̂′ et où38



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimation
JF (θ, θ′) désigne la matrie d'information de Fisher, dé�nie par [49, 118℄

JF (θ, θ′)
△
= −

(
〈∂2ℓ(χ;θ,θ′)

∂θ2 〉 〈∂2ℓ(χ;θ,θ′)
∂θ∂θ′

〉
〈∂2ℓ(χ;θ,θ′)

∂θ′∂θ
〉 〈∂2ℓ(χ;θ,θ′)

∂θ′2
〉

)
, (2.20)où la logvraisemblane ℓ(χ; θ, θ′) est dans e as une fontion des deux paramètres

θ et θ′.Grâe au alul de la matrie d'information de Fisher, et en appliquant lethéorème préédent pour le veteur u1 = [1 0], il est faile de déduire la BCRpour l'estimation du seul paramètre θ lorsque θ′ est supposé inonnu. En e�et,on a dans e as u1 · C(θ̂, θ̂′) · uT
1 = var(θ) et le théorème préédent permet demontrer que ette variane est bornée par

BCR(θ)
△
= u1 ·

[
JF (θ, θ′)

]−1

· uT
1 , (2.21)où la notation en aratères gras BCR(θ) indique que la BCR est évaluée dansle as � vetoriel �.Les aluls de la matrie d'information de Fisher de taille 2 × 2 assoiée auxparamètres P et µI , ainsi que de la BCR pour l'estimation de P dans le as� vetoriel � où µI est supposé inonnu sont détaillés en annexe B.1.1.1. L'ex-pression de la BCR, notée BCR(1)(P), pour l'estimation de P lorsque l'intensitémoyenne µI est inonnue est obtenue à l'équation (B.36) (voir aussi la référene[41℄) et permet omme préédemment de déduire la BCR pour l'estimation de βpar un hangement de variable qui fournit :

BCR(1)(β) =
2P4(1 − P2)

M

[
(1 − P2)ζ(3, 1+P

2P ) + 2P2
]

[
(1 + P2)ζ(3, 1+P

2P ) − 2P2
] . (2.22)En dépit du fait que les expressions (2.18) et (2.22) soient signi�ativementdi�érentes et que la BCR à intensité moyenne inonnue BCR(1)(β) soit natu-rellement supérieure à BCR

(1)
µI (β) à µI onnu, les valeurs prises par es deuxbornes sont en réalité très similaires [41℄. Cei peut être véri�é sur les �gures2.1.a et 2.1.b où BCR(1)(P) et BCR(1)(β) sont traées en fontion P en traittireté (−−). Par onséquent, on peut onlure que la onnaissane a priori del'intensité moyenne µI ne permet pas de réduire signi�ativement la di�ulté dela tâhe d'estimation.Par ailleurs, e résultat semble signi�er également que la forme � salaire � dela BCR, obtenue en supposant µI onnu a priori onstitue un bon indiateur de laperformane optimale d'estimation, même dans le as où l'intensité moyenne doitêtre estimée onjointement. Dans la suite, nous admettrons don que l'intensitémoyenne µI est onnue a�n de aluler plus aisément les BCRs dans les asoù le spekle est d'ordre supérieur à un. En�n, la borne de Cramer-Rao seradorénavant notée indi�éremment BCR(P) ou BCR(β), sans distintion sur laonnaissane a priori du paramètre µI . 39



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimation2.2.2 BCR pour un spekle d'ordre supérieurNous proposons ii d'analyser suintement le omportement de la BCR pourl'estimation de P (ou de β) lorsque le spekle est d'ordre supérieur. En e�et, ona vu au hapitre préédent que ette situation se renontre ouramment lorsquela surfae du apteur intègre l'intensité lumineuse provenant de L > 1 (L ∈ N)grains de spekle, et onduit à des �utuations d'intensité gamma d'ordre L enlumière polarisée.2.2.2.1 Évaluation numérique de la BCRLorsque l'on onsidère un modèle de spekle pleinement développé d'ordre L,la DDP de l'intensité PI(I) résulte de la onvolution de deux lois gamma d'ordre
L mais de valeurs moyennes di�érentes (voir setion 1.2.3.1). Dans e as epen-dant, la omplexité de la loi PI(I) que l'on obtient alors (voir équation (1.24))rend di�ile le alul expliite de la BCR. Il est toutefois possible d'obtenir uneévaluation numérique de es bornes qui permet d'obtenir les indiations né-essaires pour étudier omment se modi�e la BCR pour l'estimation de β quandl'ordre du spekle augmente [41℄.Pour réaliser ette évaluation numérique, nous avons utilisé un logiiel de al-ul formel qui nous a tout d'abord permis d'obtenir, sous une forme expliite, ladérivée seonde par rapport à β de la logvraisemblane L(χ; β) dans le as de spe-kles d'ordres L ∈ {1, 2, 3, 5, 10}, et en supposant l'intensité moyenne µI onnue.Le alul de l'information de Fisher, qui néessite d'évaluer la valeur moyennede ette dérivée seonde, n'a quant à lui pas pu être onduit de façon expliite,et a été e�etué numériquement en utilisant un shéma d'intégration numérique.Une fois l'information de Fisher obtenue numériquement, il est aisé d'en déduireles valeurs numériques des bornes de Cramer-Rao, notées BCR(L)(β), et qui sonttraées en fontion de P pour les di�érents ordres L onsidérés sur la �gure 2.219.En observant la �gure 2.2, on remarque tout d'abord que le omportement dela borne en fontion de P se modi�e signi�ativement quand l'ordre du spekleaugmente. Pour un spekle d'ordre 1, la ourbe se superpose bien sûr au traé de
BCR

(1)
µI (P) obtenue pour un spekle d'ordre 1 (voir �gure 2.1.b). En revanhe,le omportement des bornes BCR(L)(β) est lairement di�érent lorsque l'ordre

L augmente. Tout d'abord lorsque le degré de polarisation tend vers 1, la BCRne tend plus vers 0 et atteint des valeurs d'autant plus élevées que l'ordre L aug-mente. À l'inverse, pour les faibles valeurs de P, les valeurs prises par BCR(L)(β)ont tendane à diminuer légèrement par rapport au as pleinement développé.En analysant les valeurs numériques de BCR(L)(β) pour les di�érents ordres Lonsidérés, et aux faibles valeurs du degré de polarisation (P ≃ 0) nous avonsobservé que
BCR(L)(β) −→

P→0

1

M

(
2 +

1

L

)
. (2.23)Plus généralement, quand l'ordre du spekle devient élevé (par exemple L = 10),l'observation de la �gure 2.2 nous permet de onjeturer que BCR(L)(β) devientune fontion roissante de P [41℄. On peut également onlure de es observationsque l'augmentation de l'ordre du spekle ne permet pas d'améliorer la préision19− Notons que nous avons également véri�é numériquement que les valeurs de la BCR pour

L = {1, 2, 3, 5, 10} ne dépendent pas de µI , e qui était déjà le as pour un spekle d'ordre 1.40



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimation
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Fig. 2.2 � Évolution de la BCR pour l'estimation de β traée en fontion de
P pour di�érentes valeurs de l'ordre L du spekle. La ourbe en trait plein grisreprésente la forme asymptotique de la BCR pour un ordre de spekle L → ∞,obtenue ave une approximation gaussienne de la DDP PI(I).optimale d'estimation de β, et dégrade même fortement elle-i pour des valeursélevées du degré de polarisation.2.2.2.2 BCR approhée pour un spekle d'ordre élevéPour véri�er es dernières remarques, nous proposons d'utiliser une approxi-mation lassique onsistant à remplaer une loi gamma d'ordre L élevé, demoyenne µ et variane σ2 = µ2/L, par une densité de probabilité gaussiennede même moyenne et même variane. Pour des ordres L élevés (typiquement
L > 20), la préision de ette approximation est satisfaisante [35℄ et permet iide aluler une forme asymptotique de la BCR [41℄.En utilisant ette approximation et d'après les hypothèses énonées au débutde e hapitre en setion 2.1.1, l'intensité I s'érit omme la somme de deuxvariables aléatoires gaussiennes de moyennes respetives µ1 et µ2 et de varianes
µ2

1/L et µ2
2/L. La densité de probabilité de l'intensité PI(I) sera par onséquentgaussienne, de moyenne µI = µ1 +µ2 et de variane var(I) = var(I1)+var(I2) =

µ2
I(1 + P2)/2L, soit

PI(I) =

√
L

π(1 + P2)µI
exp

[
−L(I − µI)

2

(1 + P2)µ2
I

]
. (2.24)Grâe à ette approximation gaussienne, la BCR peut être alulée expliite-ment (voir annexe B.1.2), e qui onduit au résultat suivant :

BCRgauss(β) = 2
(1 + P2)2

M
. (2.25)On remarque immédiatement que ette borne ne dépend ni de l'intensité moyenne41



2.2. Bornes de Cramer-Rao de l'estimation
µI , ni de l'ordre L du spekle20. Par ailleurs, en observant son traé en trait plein( ) gris sur la �gure 2.2, on remarque qu'elle varie entre 2/M pour P ≃ 0et atteint 8/M lorsque la lumière devient totalement polarisée. Ces remarqueson�rment don les observations faites au paragraphe préédent dans le as d'unspekle d'ordre su�samment élevé (L = 10). On onsidérera par onséquent dansla suite que BCRgauss(β) onstitue une forme expliite satisfaisante de la varianeminimale d'estimation de β lorsque le bruit de spekle perturbant l'image estd'un ordre L élevé. Cette BCR asymptotique, valable dans la limite des ordresde spekle importants, peut être omparée à la BCR obtenue pour un spekled'ordre 1. Pour les plus faibles valeurs de P, augmenter l'ordre L du speklepeut diminuer légèrement la variane minimale d'estimation. En revanhe, dèsque P > 0, 64, la situation est inversée et l'augmentation de la variane minimaled'estimation peut devenir importante pour des ordres très élevés, dépassant unfateur 10 dès que P > 0, 96.2.2.3 ConlusionBien qu'il ne soit pas garanti que l'on puisse exhiber une méthode d'estimatione�ae, la BCR que nous venons de déterminer dans plusieurs situations despekle pleinement développé permet d'analyser les ordres de grandeurs de lavariane minimale que l'on peut espérer atteindre ave un estimateur de P (ouson arré β) utilisant une unique image d'intensité de spekle. En observant la�gure 2.2, on peut admettre grossièrement que l'ordre de grandeur indiatif de laBCR pour un éhantillon de taille M est environ 4/M . On déduit de ette valeurindiative un ordre de grandeur de l'éart-type σ(β̂) de l'estimation de β :

σ(β̂) ≃
√

4

M
=

2

h
, (2.26)où h représenterait la largeur de la région homogène de M = h × h pixels sielle-i était arrée. On peut alors se rendre ompte qu'en hoisissant une petiterégion homogène de largeur h = 10 pixels par exemple, l'éart-type σ(β̂) ≃ 0, 2que l'on obtient est trop important pour utiliser en pratique une telle méthoded'estimation de β à une image. En revanhe, si l'on parvient à augmenter lataille des éhantillons homogènes utilisés pour l'estimation, l'estimation de β àpartir d'une seule image peut présenter une préision satisfaisante : par exempleave h = 40 pixels (soit M = 1600 pixels), l'éart-type se réduit à 0, 05, et onpeut même atteindre un éart-type de 0, 01 à ondition de séletionner une régionhomogène de très grande taille h = 100 pixels (soit M = 104 pixels). Pour qu'uneméthode d'estimation du degré de polarisation à partir d'une unique image soitutilisable en pratique, il est don néessaire de disposer de apteurs omportantun nombre important de pixels.Dans la setion suivante, nous exposerons plusieurs tehniques permettantd'estimer P (ou β) à partir des seules mesures d'intensité dans une zone ho-mogène provenant d'une image unique, aquise sous élairement ohérent. Lesperformanes de es estimateurs seront déterminées théoriquement dans la me-sure du possible et numériquement, puis nous aratériserons leur e�aité.20− Ce qui est normal puisqu'il s'agit d'une forme asymptotique pour L → ∞.42



2.3. Méthodes d'estimation2.3 Méthodes d'estimationEn introdution de e hapitre, nous avons vu que l'estimation du degré depolarisation à partir d'une unique image d'intensité de spekle repose sur lamesure de paramètres statistiques de la densité de probabilité de l'intensité (leontraste de spekle par exemple), à partir desquels il est possible de déduirela valeur de P (ou de β). Dans ette setion, nous présentons et aratérisonsplusieurs estimateurs assoiés à la mesure de grandeurs statistiques di�érentesqui ont été étudiés au ours de es travaux de thèse.Nous introduisons tout d'abord des estimateurs � naturels � de β, basés surl'estimation du ontraste de spekle, et failement généralisables à de nombreuxmodèles de spekle. Dans un seond temps nous exposerons deux méthodes alter-natives, étudiées dans le as le plus simple d'un spekle d'ordre 1, qui permettentd'approher les performanes optimales d'estimation données par la BCR.2.3.1 Estimateurs de β au sens des momentsComme nous l'avons vu à la setion 2.1.2, l'augmentation du degré de pola-risation s'aompagne d'un aroissement du ontraste de la �gure de spekle.Pour le modèle général de �utuations de spekle présenté à la setion 2.1.1, larelation entre e ontraste C et la valeur de P a été donnée à l'équation (2.9).En � inversant � ette relation, il apparaît alors lairement que le arré du degréde polarisation β = P2 peut se déduire à partir de la valeur des deux premiersmoments de l'intensité lumineuse en érivant
β = 2

var(I)

κ2µ
2
I

− 1, (2.27)où l'on rappelle que le umulant κ2 représente la variane de la loi normalisée fqui dé�nit le modèle de spekle adopté.Cette équation montre ainsi qu'en estimant simplement la variane et lamoyenne de l'intensité loalement au pixel k, sur un voisinage homogène V onsti-tué de M pixels, on peut évaluer la valeur de β au pixel onsidéré. Nous proposonsdon d'étudier les deux estimateurs suivants, qui seront quali�és dans la suited'estimateurs au sens des moments :
β̂1 =

2

κ2µ2
I

[
Ŝ1

]
− 1 , ave Ŝ1 =

1

M

M∑

i=1

I2
i − µ2

I ; (2.28)
β̂2 =

2

κ2µ̂2
I

[
Ŝ2

]
− 1 , ave Ŝ2 =

1

M

M∑

i=1

I2
i − (µ̂I)

2, (2.29)où µ̂I représente l'estimateur de lamoyenne empirique, µ̂I =
∑M

i=1 Ii/M . Ave
β̂1, la variane est estimée grâe à l'estimateur empirique de la varianeà moyenne onnue Ŝ1. En revanhe, l'estimateur β̂2 utilise l'estimateur dela moyenne empirique µ̂I pour aluler la variane empirique à moyenneinonnue Ŝ2.L'expression de es deux estimateurs fait intervenir le terme κ2, qu'il estnéessaire de onnaître préalablement à l'estimation. Le modèle statistique de43



2.3. Méthodes d'estimationspekle qui traduit les �utuations des niveaux de gris de l'image doit don êtreonnu ave préision, e qui implique en partiulier de maîtriser les onditionsexpérimentales d'imagerie ave une grande préision. Nous supposerons dans lasuite que le paramètre κ2 est onnu ou qu'il peut être préisément mesuré lorsd'une étape de alibration.2.3.1.1 Caratérisation théorique de β̂1 et β̂2Les aluls du biais et de la variane théoriques des estimateurs β̂1 et β̂2 sontdétaillés en annexe B.3 ou dans la référene [41℄, pour un modèle statistiquedes �utuations d'intensité orrespondant aux hypothèses mentionnées préé-demment (setion 2.1.1). Puisque nous avons utilisé une méthode de alul ap-prohée (voir annexe B.3), les résultats théoriques présentés i-dessous serontvalables pour des �utuations pas trop fortes des résultats d'estimation autourde la vraie valeur de β.Biais : Le alul du biais théorique des deux estimateurs au sens des moments
β̂1 et β̂2 permet de montrer qu'ils sont asymptotiquement non biaisés. En e�et,l'estimateur β̂1 est lairement non biaisé, puisque l'estimateur Ŝ1 est lui mêmesans biais [133℄, et don

〈β̂1 − β〉 = 0. (2.30)L'estimateur β̂2 est en revanhe biaisé,
〈β̂2 − β〉 =

1 + β

M
, (2.31)mais omme e biais tend à disparaître lorsque la taille de l'éhantillon M aug-mente, β̂2 est dit asymptotiquement non biaisé.Variane : Pour aratériser la performane de es estimateurs en terme depréision d'estimation, nous avons également déterminé leur variane théorique(voir aluls détaillés en annexe B.3 ou [41℄). Celle-i peut être exprimée enfontion des premiers umulants κi, i ∈ [2; 4] de la loi de probabilité normalisée faratéristique du modèle de �utuations de spekle hoisi. La variane théoriquede l'estimateur β̂1 s'érit don (voir équation (B.81) de l'annexe B.3.2.1)

var(β̂1) =
2(1 + β)2

M
+

γ2

2M
(1 + 6β + β2), (2.32)où le oe�ient de kurtosis21 γ2 de la loi normalisée f vaut

γ2
△
=

κ4

κ2
2

. (2.33)En e qui onerne l'estimateur β̂2, sa variane théorique fait apparaître destermes en 1/M2 et 1/M3 (voir équation (B.89) en annexe B.3.2.2), que nous ne21− Ce oe�ient de kurtosis γ2 traduit l'� aplatissement � d'une loi de probabilité parrapport à une gaussienne de même variane. Un kurtosis négatif (γ2 < 0) aratérise une DDPplus � plate � qu'une loi gaussienne (DDP platikurtique), alors qu'une DDP plus � piquée �qu'une loi gaussienne possède un kurtosis positif (DDP leptokurtique).44



2.3. Méthodes d'estimationdétaillons pas ii. Nous nous limitons à rappeler la variane asymptotique de
β̂2, notée vara(β̂2), qui s'obtient en ne onservant que les termes en 1/M dansl'expression (B.89) :

vara(β̂2) = var(β̂1) + 2κ2
(1 + β)3

M
− 2γ1

√
κ2

(1 + β)(1 + 3β)

M
, (2.34)où l'on fait apparaître le oe�ient de dissymétrie22 γ1 de la loi normalisée

f dé�ni par
γ1

△
=

κ3

(κ2)3/2
. (2.35)En analysant ette expression, on voit que la variane asymptotique de β̂2s'érit omme la somme de la variane de l'estimateur β̂1 à moyenne onnue etd'un terme supplémentaire, qui dépend du oe�ient de dissymétrie γ1. Nousavons montré que e terme peut être négatif si κ3 > κ2

2 [41℄. Cette onditionsu�sante (mais non néessaire) permet en d'autres termes d'obtenir la propriétésuivante :
γ1 >

√
κ2 ⇒ ∀P ∈ [0, 1], vara(β̂2) < var(β̂1). (2.36)Cette propriété nous indique don que pour des loi normalisées f présentant unedissymétrie positive notable telle que γ1 >

√
κ2, l'estimateur β̂2 à moyenne in-onnue onduit à une variane plus faible que l'estimateur β̂1. Ce résultat quipeut paraître ontre-intuitif au premier abord, puisque l'estimateur β̂1 béné�iede la onnaissane a priori de µI , peut néanmoins s'expliquer par un phénomènede � ompensation � des grandes déviations des estimateurs de la moyenne et dela variane. En e�et, si la densité de probabilité possède une dissymétrie vers lesvaleurs élevées de la variable aléatoire, un éhantillon aratérisé par des valeursexeptionnellement élevées d'intensité peut onduire à une surestimation impor-tante de la variane. Cette surestimation est (au moins partiellement) ompenséelorsqu'on utilise l'estimateur β̂2, puisque l'intensité estimée empiriquement danse as sera également surévaluée sur et éhantillon.Par ailleurs, on peut noter également qu'un oe�ient d'aplatissement (kurto-sis) négatif γ2 < 0 onduit à des varianes d'estimation inférieures : ainsi, plus laloi normalisée f sera � plate �, pour une variane κ2 donnée, plus les estimateurs

β̂1 et β̂2 seront préis.Cas partiulier d'un spekle pleinement développé d'ordre L : Dansle as partiulier où le modèle de spekle onsidéré est aratérisé par une loinormalisée f gamma d'ordre L, les umulants κk, k ∈ [2; 4] peuvent s'ériresimplement en fontion de l'ordre L (voir tableau 2.1 page 50) et les expressionsdes varianes théoriques des estimateurs β̂1 et β̂2 deviennent don [41℄
var(β̂1) =

2(1 + β)2

M
+

3

ML
(1 + 6β + β2), (2.37)

vara(β̂2) = var(β̂1) − 2
(1 + β)(1 + 4β − β2)

ML
. (2.38)22− Comme son nom l'indique, e oe�ient de dissymétrie γ1 (skewness en anglais) ara-térise l'étalement de la distribution de probabilité vers les valeurs élevées (γ1 > 0) ou faibles(γ1 < 0). 45



2.3. Méthodes d'estimationDans e as, quel que soit l'ordre L, l'estimateur au sens des moments à moyenneestimée β̂2 onduit à une variane inférieure à elle de l'estimateur β̂1, étantdonné que le seond terme est toujours négatif pour toute valeur de L, de M oude β ∈ [0; 1]. En outre, on peut noter que la di�érene entre es deux expressionstend à disparaître lorsque l'ordre du spekle augmente. Dans la limite des ordresélevés (L ≫ 1), les varianes tendent toutes deux vers une limite identique [41℄
lim

L→∞
var(β̂1) = lim

L→∞
vara(β̂2) = 2

(1 + β)2

M
. (2.39)Cei s'interprète aisément en utilisant l'approximation, proposée au paragraphe2.2.2.2, onsistant à remplaer la loi gamma d'ordre L élevé par une distributiongaussienne. Dans e as en e�et, si le umulant κ2 est inhangé (κ2 = 1/L), ona en revanhe κ3 = κ4 = 0 [35℄, et l'on montre à partir des équations (2.32) et(2.34) que var(β̂1) = vara(β̂2) = 2(1 + β)2/M , qui s'identi�e à la BCR obtenueà l'équation (2.25) ave ette même approximation gaussienne [41℄. L'e�aitéde l'estimateur β̂1 n'est ependant pas surprenante ar on peut montrer que

β̂1 orrespond, sous ette hypothèse gaussienne, à l'estimateur de β au sens dumaximum de vraisemblane23.Les remarques qui préèdent nous permettent ainsi de onjeturer que lesestimateurs de β fondés sur la mesure des deux premiers moments de l'intensitélumineuse tendent à devenir e�aes pour des ordres de spekle élevés. Pour defaibles ordres de spekle, l'analyse de leurs performanes et de leur optimalitésera menée dans la suite à partir de simulations numériques.2.3.1.2 Résultats de simulationPour évaluer le biais et la variane des estimateurs β̂1 et β̂2, nous utilisonsune méthode stohastique de type Monte-Carlo qui onsiste à e�etuer, pourhaque situation physique ou expérimentale onsidérée, un grand nombre R detirages indépendants des éhantillons de mesure simulés, que l'on supposeprovenir d'une zone statistiquement homogène de l'image de M pixels. Chaunde es R éhantillons χl, l ∈ [1; R] se ompose don d'un ensemble de M tiragesaléatoires indépendants et identiquement distribués de l'intensité lumineuse I,obtenus en sommant deux réalisations de variables aléatoires indépendantes I1et I2, de moyenne respetives µ1 et µ2 et dont la forme est donnée par le hoixde la loi f qui aratérise le modèle de spekle hoisi.Les estimateurs onsidérés β̂i, i = 1, 2 sont alors appliqués sur es R éhan-tillons χl, l ∈ [1; R], et fournissent R valeurs β̂i(l), l ∈ [1; R] estimées dans desonditions expérimentales identiques. En hoisissant un nombre de réalisations
R su�samment élevé, on peut dès lors obtenir une estimation �able du biais del'estimateur en moyennant es R résultats, et en alulant

1

R

R∑

l=1

[
β̂i(l)

]
− β, (2.40)23− On peut en e�et s'assurer qu'il véri�e l'équation ∂ℓ(χ; β)/∂β

∣∣
β=β̂1

= 0, où la logvrai-semblane ℓ(χ; β) est donnée en équation (B.41), annexe B.1.2.46



2.3. Méthodes d'estimationde même que la variane peut être estimée empiriquement en alulant
1

R

R∑

l=1

[
β̂i(l)

2
]
−
[ 1

R

R∑

l=1

β̂i(l)
]2

. (2.41)Sauf mention du ontraire, les résultats de simulation présentés dans e ha-pitre sont obtenus à partir de R = 104 réalisations, e qui permet d'assurerune évaluation numérique des varianes des estimateurs ave des barres d'erreurnégligeables. Pour ette raison, elles-i ne seront pas représentées sur les �gures.Spekle pleinement développé : Considérons dans un premier temps la si-tuation standard d'un spekle pleinement développé d'ordre un24 et on supposeque l'estimation est réalisée sur un éhantillon homogène de taille importante
M = 103 (environ 32 × 32 pixels). Nous avons véri�é tout d'abord que les es-timateurs du arré du degré de polarisation β̂1 et β̂2 étudiés ii sont quasimentnon biaisés : en e�et, même si un faible biais est déelable, elui-i reste tou-jours négligeable par rapport à l'éart-type des valeurs estimées (voir référenes[119, 41℄). À la setion 2.3.3, nous reviendrons sur le biais de es estimateurset disuterons le aratère non-biaisé de la méthode d'estimation au sens desmoments lorsqu'il s'agit d'estimer P.Foalisons nous ii sur l'étude de la variane de es estimateurs. Sur la �gure2.3.a, nous avons traé les varianes � expérimentales � ('est-à-dire évaluées parsimulation Monte-Carlo) des estimateurs β̂1 (symboles △) et β̂2 (symboles 2),en fontion des � vraies � valeurs du degré de polarisation P. Sur ette même�gure, nous avons aussi reporté leurs varianes théoriques (traits tiretés (−−)),alulées à partir des équations (2.37) et (2.38), qui s'aordent ave une bonnepréision aux valeurs estimées par simulation numérique. En�n, en trait ontinu( ), nous avons représenté également la borne de Cramer-Rao BCR(1)(β) pourl'estimation de β, alulée à l'équation (2.18).On remarque en examinant ette �gure que l'estimateur β̂2 demeure pluspréis que β̂1, pour toute valeur de P, onformément à e que l'analyse desexpressions des varianes théoriques laissait présager. Il est plus remarquableen revanhe de noter que l'estimateur β̂2 est quasiment e�ae pour les faiblesvaleurs du degré de polarisation (P < 0, 3) puisque sa variane atteint presque laourbe de la BCR [119℄. Cependant, la performane des deux estimateurs déroîtlorsque P augmente : la variane de β̂2 passe ainsi de 3/M à 15/M lorsque Pvarie entre 0 et 1, la variane de β̂1 s'aroissant quant à elle de 5/M à 30/M .La dégradation de l'e�aité de es estimateurs est don tout à fait �agrantelorsque le degré de polarisation augmente : au delà de P = 0, 8, l'e�aité desdeux estimateurs hute en dessous de 0, 1 (voir aussi �gure 2.4 pour L = 1), equi orrespond à un éart-type supérieur à trois fois la préision minimale donnéepar la BCR.Spekles d'ordres supérieurs : Pour des spekles d'ordres supérieurs, nousavons véri�é que le biais restait négligeable vis-à-vis de l'éart-type des estima-teurs, on�rmant ainsi que β̂1 et β̂2 sont asymptotiquement non biaisés [41℄.24− On rappelle que ela orrespond à hoisir une loi normalisée f exponentielle f(z) = e−z.47
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L = 10. Sur la �gure 2.3.b, nous avons omparé les varianes théoriques (ourbesen traits tiretés (−−)) et expérimentales des estimateurs ave la borne de Cramer-Rao (BCR(10)(β)) obtenue numériquement pour L = 10 et traée en trait ontinufoné ( ). Cette omparaison permet d'illustrer que, ontrairement au as pré-édent ave L = 1, l'estimateur β̂2 reste ii e�ae tant que P est inférieur à
0, 6 environ, et demeure assez prohe de la BCR orrespondante quelle que soitla valeur de P. En e�et lorsque L = 10, l'estimateur β̂2 permet d'évaluer toutevaleur de β ∈ [0, 1] ave un éart-type n'exédant pas la BCR de plus 20%. Onremarque également que les traés de la variane théorique de β̂2 d'une part, etde la BCR pour L = 10 d'autre part, tendent tous deux vers la ourbe limitetraée en trait ontinu gris, et qui représente la BCR pour un as limite gaussien
BCRgauss(β) alulée à l'équation (2.25).L'augmentation de l'ordre L se traduit par une lègère amélioration de la préi-sion des estimateurs β̂1 et β̂2 (de l'ordre d'un fateur 2 au mieux pour l'estimateur
β̂2 lorsque L ≫ 1). En revanhe, l'e�aité des méthodes d'estimation au sensdes moments augmente quant à elle fortement ave l'ordre du spekle, en raisonde l'aroissement de la BCR pour les ordres élevés. Cei est lairement illustrésur la �gure 2.4 où nous avons traé l'e�aité théorique des deux estimateurs β̂1(�g. 2.4.a) et β̂2 (�g.2.4.b) en fontion de P lorsque l'ordre de la loi gamma aug-mente. À l'extrême, pour des ordres de spekle très élevés (L = 100), l'e�aitéest quasiment égale à un, pour n'importe quelle valeur du degré de polarisation.25− On trouvera dans la référene [41℄ des résultats de simulations plus exhaustifs pour desspekles d'ordres divers.48
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L 1/L 2/L2 6/L3Weibull 2 2, 73.10−1 9, 01.10−2 1, 83.10−25 5, 25.10−1 −3, 05.10−3 −3, 29.10−4Loi K 1 3 26 42610 1.2 3.38 15.38Tab. 2.1 � Cumulants κi, i ∈ [2; 4] de la loi normalisée f pour plusieurs modèlesde spekle. Les valeurs de es umulants ont été alulées grâe aux résultats dela référene [35℄.un spekle d'ordre 1). Par onséquent, l'investigation de tehniques d'estimationalternatives plus sophistiquées représente un enjeu intéressant pour améliorerl'e�aité de l'estimation. De telles solutions seront analysées dans la setionsuivante dans le as d'un spekle d'ordre un.Généralisation à des statistiques de spekle di�érentes : Si un modèlede spekle pleinement développé onduit à modéliser les statistiques de speklepar des lois gamma, on renontre dans ertains as des modèles di�érents, no-tamment lorsque des ré�etivités non uniformes doivent être prises en ompte(voir setion 1.2.3.2). Dans les limites des hypothèses énonées en setion 2.1.1('est-à-dire tant que l'intensité totale I peut s'érire omme la somme de deuxvariables aléatoires I1 et I2 indépendantes), la méthode d'estimation au sens desmoments présentée dans ette setion reste appliable néanmoins. De même, lesestimateurs β̂1 et β̂2 peuvent toujours être aratérisés théoriquement à ondi-tion de onnaître les umulants κi, i ∈ [2; 4] de la loi normalisée f qui dé�nit lemodèle de spekle onsidéré (voir tableau 2.1).Nous nous sommes tout d'abord intéressés au as d'une loi de Weibull d'ordre

2 et d'ordre 5 (voir équation 1.28). Les varianes obtenues ave les deux estima-teurs β̂1 et β̂2 sont représentées en fontion de P sur les �gures 2.6.a et 2.6.bgrâe auxquelles on remarque que β̂2 est plus préis que β̂1 si la loi de Weibull est50



2.3. Méthodes d'estimationd'ordre 2, e qui s'explique par les valeurs des umulants fournies par le tableau2.1 qui véri�ent la ondition donnée à l'équation (2.36), ou de façon équivalente
κ2

2 < κ3. À l'inverse, pour une loi d'ordre 5 ette ondition n'est plus véri�ée(oe�ient de dissymétrie γ1 négatif) et on remarque que la variane de β̂1 estalors la plus faible.
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2.3. Méthodes d'estimationDans une telle situation, il su�ra alors de mesurer ave préision la valeur du u-mulant κ2 obtenu en onditions réelles et utiliser ette valeur dans les expressionsdes estimateurs du degré de polarisation.2.3.1.3 Conlusion sur l'estimation au sens des moments :Les estimateurs au sens des moments qui viennent d'être présentés permettentde valider le prinipe général de l'estimation du degré de polarisation (ou dumoins de son arré) à partir d'une unique image de spekle. Ces estimateurs sedistinguent par leur simpliité ar ils néessitent uniquement d'évaluer loalementla moyenne et la variane sur l'image aquise. Cette méthode d'estimation de β,que nous avons aratérisée théoriquement a�n de dimensionner de possiblesappliations pratiques, réduit fortement la omplexité du système de mesure etde traitement par rapport aux systèmes pour lesquels on doit e�etuer plusieursmesures, et présente une grande souplesse d'utilisation.En revanhe, elle sou�re de deux inonvénients prinipaux. Le premier, d'ordrepratique, provient de la néessité de onnaître26 le oe�ient κ2, qui représentela variane réduite de la loi de probabilité normalisée f aratéristique du modèlede spekle. En e�et, une erreur sur la valeur de e oe�ient biaisera inévita-blement les valeurs estimées du degré de polarisation. Pour une mise en ÷uvrepratique de ette tehnique d'estimation, il sera don néessaire d'établir un pro-toole de alibration adapté, qui permette de mesurer ave préision la valeur dee paramètre. Une seonde limite de ette tehnique est qu'elle n'est pas e�aepour des spekles d'ordres faibles et ne permet don pas de tirer pleinement partide l'information ontenue dans les observations pour estimer β ave la meilleurepréision. Pour ette raison, nous proposons d'étudier, dans la setion suivante,deux méthodes d'estimation plus sophistiquées mais qui permettent d'obtenirune meilleure e�aité pour des statistiques de spekle d'ordre peu élevé.2.3.2 Autres estimateurs β en spekle pleinement déve-loppé d'ordre 1Nous présentons dans ette setion deux méthodes d'estimation alternativesaux estimateurs des moments étudiés préédemment lorsque l'ordre du spekleest minimal L = 1. Bien qu'il soit tout à fait envisageable de généraliser esdeux nouvelles méthodes d'estimation à d'autres statistiques de spekle, nousnous limiterons ii au as standard du spekle pleinement développé d'ordre 1qui orrespond, omme nous l'avons vu préédemment, à la situation la plusfavorable lorsqu'on herhe à estimer le degré de polarisation à partir d'uneunique image d'intensité de spekle.2.3.2.1 Estimation au sens du maximum de vraisemblanePrinipe de l'estimation : La première solution envisagée onsiste à im-plémenter l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane, noté β̂MV . Ene�et, ette méthode d'estimation possède des propriétés d'optimalité intéres-santes lorsque les densités de probabilité dérivant les �utuations des mesures26− Ou de mesurer ave préision à travers une étape de alibration.52



2.3. Méthodes d'estimationappartiennent à la famille exponentielle. Même si ela n'est pas le as de la DDP
PI(I), il peut être intéressant malgré tout de onsidérer et estimateur, qui de-meure néanmoins asymptotiquement e�ae27, à ondition qu'il soit non biaisé.L'estimateur de β au sens du maximum de vraisemblane orrespond à lavaleur β̂MV qui maximise la logvraisemblane ℓ(χ;P) = ln L(χ;P), où la vrai-semblane L(χ;P) a été dé�nie en équation (2.14). Cependant, même dans le asle plus simple où le spekle est pleinement développé d'ordre 1, l'expression dela DDP de l'intensité PI(I) rend néessaire une implantation numérique de etestimateur par une résolution itérative de l'équation de maximisation de la vrai-semblane. Lorsque le ritère à maximiser est monotone, on peut se ontenterd'un simple algorithme de dihotomie, voire une méthode de type Newton-Raphson pour améliorer la rapidité de onvergene [9℄. Pour des ritères plusomplexes, par exemple si la logvraisemblane présente des maxima loaux, ilest alors néessaire de ra�ner la méthode de résolution en faisant appel à destehniques d'optimisation numérique plus sophistiquées (desente de gradientstohastique, reuit simulé, et.) que nous ne présenterons pas ii.Nous avons véri�é numériquement que, pour un éhantillon de mesure χdonné, la fontion ∂ℓ(χ;P)/∂P ne s'annule qu'une seule fois pour une valeurde P ∈]0; 1] notée P̂MV qui fournit ainsi l'estimée de P au sens du maximum devraisemblane [119℄. À partir de ette valeur, qui sera don simplement évaluéepar dihotomie ou grâe à la méthode de Newton-Raphson, nous proposons de dé-duire une estimation du arré du degré de polarisation en alulant β̂MV

△
= P̂2

MV ,ei a�n de simpli�er les omparaisons réalisées entre les di�érentes méthodesd'estimation dans la suite de e hapitre.On peut noter par ailleurs que la dérivée de la logvraisemblane est une fon-tion de µI . Il est don néessaire de onnaître la valeur de l'intensité moyenne µIa priori pour implanter l'estimateur de β au sens du maximum de vraisemblane.En vue d'une implémentation pratique d'une telle méthode d'estimation, nousavons également onsidéré l'estimateur noté β̂
(µ̂I)
MV pour lequel la valeur de µI estestimée préalablement grâe à l'estimateur empirique28 µ̂I =

∑M
k=1 Ik/M .Biais à taille d'éhantillon élevée : Nous étudions dans un premier tempsles performanes de es estimateurs pour une taille d'éhantillon élevée M = 104,qui pourrait orrespondre à une région statistiquement homogène de 100 pixelsde �té. Dans e as, on peut remarquer sur la �gure 2.7 que l'estimateur de β ausens du maximum de vraisemblane à moyenne onnue (symboles N) ou inonnue(symboles ◦) est quasiment sans biais pour des valeurs de P supérieures à 0, 2environ. En revanhe, ontrairement à l'estimateur β̂2 (symboles 2) et malgré lataille d'éhantillon importante, on remarque une remontée signi�ative du biaisde β̂

(µ̂I )
MV et β̂MV pour les plus faibles valeurs de P [119℄. La présene de e biaispeut s'expliquer simplement en remarquant que pour estimer sans biais unevaleur de β prohe de 0, une (au moins) des deux onditions suivantes doit être27− C'est-à-dire pour une taille d'éhantillon M → ∞.28− Notons qu'en toute rigueur, lorsque plusieurs paramètres doivent être estimés onjointe-ment, la théorie de l'estimation au sens du maximum de vraisemblane exige une optimisationitérative multidimensionnelle de l'équation de vraisemblane. Pour une implantation pratique,nous allons voir que notre approhe simpli�ée onduit à des résultats satisfaisants tout engarantissant une faible omplexité algorithmique. 53
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M de l'éhantillon et de l'éart-type de l'estimation.Nous proposons de �xer une valeur indiative de e seuil en déterminant lavaleur βmin au delà de laquelle l'in�uene des éhantillons négatifs peut êtrenégligée en pratique. Supposons pour ela que les valeurs estimées de β ≃ 0sont réparties selon une distribution gaussienne de moyenne βmin et d'éart-typeindiatif σind =
√

BCR(β ≃ 0) ≃
√

3/M pour les faibles valeurs de β (voir�gure 2.8). Dans es onditions, la proportion d'éhantillons négatifs obtenus en54
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M
1
2

. (2.42)De manière équivalente, le seuil indiatif Pmin pour le degré de polarisation peuts'érire Pmin =
√

βmin ≃ 2/M
1
4 . Pour une taille d'éhantillon élevée de M = 104pixels, l'équation préédente fournit une valeur du seuil βmin ≃ 0, 04, e quiorrespond à un valeur de Pmin ≃ 0, 2. On peut en e�et véri�er sur la �gure2.7 que l'on passe d'un omportement quasiment non biaisé de l'estimateur β̂MVpour P > Pmin à un omportement biaisé pour P < Pmin.Variane à taille d'éhantillon élevée : En e qui onerne la préision del'estimation au sens du maximum de vraisemblane, on peut observer sur la �gure2.9 que les estimateurs β̂MV et β̂

(µ̂I)
MV sont bien plus performants que la méthoded'estimation au sens des moments statistiques de l'intensité pour toute valeur de

P > Pmin. On remarque également que pour un nombre d'éhantillons M élevéomme ii, on obtient une variane quasiment identique, que l'intensité moyennesoit onnue a priori (symboles N) ou bien qu'elle soit estimée empiriquementsur la région de M pixels (symboles ◦, superposés aux symboles N). Par ailleurs,on peut onlure en analysant ette �gure que l'estimateur de β au sens dumaximum de vraisemblane pour un spekle pleinement développé d'ordre 1 estquasiment e�ae pour un nombre d'éhantillon élevé M = 104 (voir aussi [119℄).Pour des valeurs de P inférieures à Pmin = 0, 2, la variane de β̂MV (ou de
β̂

(µ̂I)
MV ) atteint des valeurs inférieures à la BCR qui orrespond à la variane mi-nimale d'une tehnique d'estimation non biaisée. Comme nous l'avons analysépréédemment, e omportement s'explique par la présene d'un biais systéma-tique pour les estimateurs β̂MV et β̂

(µ̂I )
MV pour P < Pmin [119℄.29− On peut montrer en e�et que si Pβ(β) est une loi gaussienne de moyenne βmin etéart-type σind, alors on a ∫ y

−∞
Pβ(β) ≃ 0, 01 si y = βmin − 2, 3σind. 55
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(µ̂I )
MVen fontion de β.En e qui onerne le biais de es deux estimateurs, on peut remarquer que lavaleur de βmin augmente à mesure que la taille de l'éhantillon diminue, onformé-ment à l'équation (2.42). Ainsi, pour un éhantillon de 100 pixels, es estimateursne permettent pas d'évaluer orretement des valeurs de β < βmin ≃ 0, 4.Sur les �gures 2.10.b et 2.10.d, on peut à nouveau observer une brutale dimi-nution de la variane pour des valeurs de β < βmin, due omme préédemment àla présene d'un biais systématique. Pour les valeurs de β > βmin, on remarqueque l'e�aité de β̂MV et β̂

(µ̂I )
MV a tendane à déroître pour des valeurs plus faiblesdu nombre d'éhantillons M puisque la variane de es estimateurs (symboles Net ◦) devient supérieure à la BCR (traée en trait ontinu ( )). On notera aussiqu'à taille d'éhantillon réduite, l'estimation empirique de µI néessaire pour dé-terminer β̂

(µ̂I)
MV provoque une légère augmentation de la variane par rapport àl'estimateur β̂MV pour lequel la moyenne est onnue.56
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M importante (M ≥ 103 environ) onstitue don une méthode e�ae pourréaliser l'estimation de β (ou de P) et permet ainsi de surpasser les performanesde l'estimateur au sens des moments, en partiulier pour les valeurs élevées dudegré de polarisation. Cette méthode d'estimation parvient ainsi à tirer parti dela totalité de l'information disponible dans la statistique d'intensité lumineusepour estimer β, tant que β > βmin pour éviter la présene d'un biais.L'inonvénient majeur de ette tehnique d'estimation réside bien sûr dansla omplexité de sa mise en ÷uvre, omparativement à la simpliité de l'estima-teur au sens des moments. Pour améliorer l'e�aité de ette méthode à tailled'éhantillon réduite, il est en outre préférable de onnaître l'intensité moyenne57



2.3. Méthodes d'estimation
µI a priori. En�n, par rapport aux estimateurs au sens des moments étudiéspréédemment, ette tehnique est moins failement généralisable à d'autres sta-tistiques de spekle. En e�et, s'il su�sait de aratériser orretement la valeurdu oe�ient κ2 pour pouvoir appliquer les estimateurs β̂1 et β̂2 sur un modèlede spekle di�érent (dans les limites toutefois des hypothèses énonées en setion2.1.1), le hangement de la loi de probabilité PI(I) assoiée à l'intensité néessi-tera de realuler omplètement la forme de l'estimateur au sens du maximumde vraisemblane.Pour un spekle d'ordre 1, nous disposons don d'une méthode d'estima-tion simple mais peu e�ae (estimateurs au sens des moments) d'une part, etd'autre part d'une méthode e�ae mais de mise en ÷uvre omplexe (β̂MV ou
β̂

(µ̂I)
MV ). Nous présentons don ii le résultat de nos investigations pour proposerune tehnique d'estimation alternative réalisant un ompromis satisfaisant entreoptimalité et simpliité de mise en ÷uvre.2.3.2.2 Estimation au sens des log-momentsParmi les diverses solutions envisagées, nous avons été amenés à tester desméthodes d'estimation fondées sur la mesure de moments frationnaires de laloi de probabilité (〈Iy〉, y ∈ R∗), ou enore basés sur les valeurs des premiersquantiles30 (médiane, premier quartile ou enore premier déile), ette dernièresolution étant justi�ée par la forme de la loi de probabilité PI(I) qui se onentreautour des plus faibles valeurs d'intensité lorsque P est prohe de 1. Ces solutionsne onduisant pas à des résultats satisfaisants en terme de préision, nous nousfoaliserons ii sur une autre solution envisagée qui utilise quant à elle la mesuredes log-moments de l'intensité lumineuse, dont nous rappelons la dé�nitioni-dessous [104℄ :Dé�nition 2.3 Le log-moment d'ordre k de la loi PX(x) assoiée à une variablealéatoire X à valeurs positives est noté m̃X

k et est dé�ni par
m̃X

k

△
=

∫ +∞

0

(ln x)kPX(x) dx. (2.43)Motivations : En utilisant une grandeur statistique qui met en jeu le loga-rithme des données, on peut espérer faire � ressortir � plus �nement le ompor-tement statistique des valeurs les plus faibles de l'intensité et ainsi de mieux ap-préhender les modi�ations de la loi PI(I), qui se onentre fortement autour desvaleurs d'intensité les plus faibles lorsque P tend vers 1. À et argument intuitifqui onstituait notre motivation prinipale pour onsidérer les log-moments, onpeut ajouter également le fait que l'estimateur au sens du maximum de vraisem-blane de l'ordre L d'une loi gamma fait intervenir de façon expliite le premierlog-moment de la loi statistique [104℄. Cette remarque laisse par onséquentprésager que le log-moment est une grandeur intéressante à onsidérer lorsquel'on souhaite estimer un paramètre de forme d'une loi de probabilité31.30− Le premier q-quantile (q ∈ N) est dé�ni omme la valeur d'intensité Iq telle qu'une pro-portion 1/q des réalisations de la variable aléatoire I seront inférieures à Iq . Plus formellement,le premier q-quantile Iq est dé�ni par la relation Pr(I < Iq) = 1/q.31− Tel que l'ordre d'une loi gamma ou le ontraste de la loi PI(I).58



2.3. Méthodes d'estimationPrinipe de l'estimation : Pour aluler le premier log-moment assoié à lastatistique d'intensité PI(I), on peut utiliser le résultat suivant [104℄ qui fournitl'expression du premier log-moment assoié à une variable aléatoire X, distribuéeselon une loi exponentielle de moyenne µX :
m̃X

1 =

∫ +∞

0

ln xPX(x) dx = Ψ(1) + ln(µX), (2.44)où Ψ représente la fontion digamma, dont la valeur évaluée en 1 vaut approxi-mativement Ψ(1) ≃ −0, 5772 (voir la référene [60℄, page 892). En e�et, puisquela DDP PI(I) donnée à l'équation (1.19) peut s'érire omme la di�érene pon-dérée de deux lois exponentielles assoiées aux omposantes d'intensité I1 et I2,la valeur du log-moment de l'intensité m̃I
1 peut se déduire des log-moments m̃I1

1et m̃I2
1 en érivant

m̃I
1 =

∫ +∞

0

ln(I) PI(I)dI =
1

2P
{

(1 + P)m̃I1
1 − (1 −P)m̃I2

1

}
, (2.45)soit, en remplaçant m̃I1

1 et m̃I2
1 par leur expression déduite de l'équation (2.44),

m̃I
1 = Ψ(1) +

1

2P ln
µ1

µ2
+

1

2
ln µ1µ2. (2.46)On obtient en�n l'expression de m̃I

1 en fontion de µI et P en remplaçant µ1 et
µ2 par leurs expressions respetives données en équation (1.7),

m̃I
1 = Ψ(1) + ln

µI

2
+

1 + P
2P ln

(
1 + P

)
− 1 − P

2P ln
(
1 −P

)
. (2.47)L'expression préédente montre qu'en onnaissant le premier moment (µI) del'intensité ainsi que son premier log-moment (m̃I

1), on peut déduire la valeur dudegré de polarisation de la lumière rétrodi�usée. En e�et, en estimant empiri-quement es deux grandeurs sur un éhantillon homogène de taille M au moyende l'estimateur empirique µ̂I et de l'estimateur empirique suivant
̂̃mI

1 =

M∑

k=1

ln Ik

M
, (2.48)il su�t alors de résoudre en P l'équation suivante

H(P)
△
=

1 + P
2P ln

(
1 + P

)
− 1 − P

2P ln
(
1 − P

)
= ̂̃mI

1 − ln
µ̂I

2
− Ψ(1). (2.49)Il n'est malheureusement pas possible d'érire la solution expliite de ette équa-tion, et il est néessaire à nouveau d'utiliser une résolution numérique pour dé-terminer l'estimateur au sens du log-moment, noté P̂log (ou β̂log pour l'estimationde P2). Cependant, ette résolution peut être failitée omparativement à la dé-termination itérative des estimateurs au sens du maximum de vraisemblane enremarquant que la fontion H(P) introduite à l'équation préédente est strite-ment déroissante sur l'intervalle [0; 1] et est indépendante de ̂̃mI

1 et µ̂I . Il estdon possible de tabuler les valeurs de H(P), et d'utiliser ette tabulation pour59



2.3. Méthodes d'estimationdéterminer failement et rapidement la valeur de l'estimateur P̂log .Biais à taille d'éhantillon élevée : Sur la �gure 2.7, nous avons reporté lebiais de e nouvel estimateur β̂log au sens du log-moment (symboles ∗) pour unetaille élevée M = 104 de l'éhantillon. De façon tout à fait similaire au as del'estimation au sens du maximum de vraisemblane, et estimateur est quasimentnon biaisé pour des valeurs du degré de polarisation supérieures à Pmin ≃ 0, 2.À nouveau ii, dès que le degré de polarisation est inférieur à Pmin, l'estimationdevient sensiblement biaisée e qui s'explique en remarquant que et estimateurne permet pas non plus d'estimer des valeurs de P négatives.Variane à taille d'éhantillon élevée : Nous pouvons analyser sur la �gure2.9 la préision d'estimation de β̂log. La variane de e dernier estimateur estreprésentée par les symboles ∗ et peut être omparée à la BCR (ourbe en traitontinu). Cette �gure permet ainsi de se rendre ompte que la solution proposéeii n'est que partiellement satisfaisante : l'estimateur au sens du log-momentpermet d'obtenir une préision meilleure que l'estimateur β̂2 pour les plus grandesvaleurs de P (P > 0, 4), et s'avère dans es onditions assez e�ae (e�aitéde l'ordre de 70% pour P ∈ [0, 6; 0, 95]). En revanhe, pour des valeurs faibles dudegré de polarisation (typiquement P < 0, 4), et estimateur s'avère être moinspréis que l'estimateur au sens des moments. On remarquera également que lavariane de β̂log déroît brutalement dès que le biais devient signi�atif (pour
P < Pmin = 0, 2 approximativement).Conlusion : La méthode d'estimation au sens des log-moments, introduitea�n de onilier e�aité et simpliité de mise en ÷uvre, ne répond malheureu-sement que partiellement aux deux objetifs visés : si la quantité et la omplexitédes aluls mis en ÷uvre sont réduites par rapport à l'estimateur au sens du maxi-mum de vraisemblane, on ne dispose pas d'une formulation expliite simple del'estimateur, omme ela était le as pour les estimateurs au sens des moments.Par ailleurs, ette tehnique permet d'obtenir une estimation quasiment e�aepour les plus fortes valeurs du degré de polarisation, mais elle s'avère moins per-formante que l'estimateur plus simple β̂2 pour les degrés de polarisation les plusfaibles. Dans la perspetive d'un développement pratique d'une méthode d'es-timation assurant un ompromis intéressant, on peut envisager un estimateurhybride, qui pourrait onilier les avantages de es deux méthodes en séletion-nant la méthode la plus appropriée, en terme de préision, selon la valeur estiméedu degré de polarisation.2.3.3 Disussion sur le biais des méthodes proposéesPour présenter les di�érents estimateurs étudiés, nous nous sommes foaliséssur l'analyse des performanes d'estimateurs du arré du degré de polarisation β.Parmis les trois méthodes d'estimation distintes de β que nous avons présentées,deux d'entre elles (estimateur au sens du maximum de vraisemblane et estima-teur au sens du premier log-moment) onduisent à une estimation biaisée pourdes valeurs de β inférieures à un seuil βmin qui dépend diretement de la taille
M de l'éhantillon et aratérisé à l'équation (2.42). Cependant, on ne doit pas60



2.3. Méthodes d'estimationpour autant en onlure que l'estimation au sens des moments, apparemmentnon biaisée, est plus satisfaisante pour les faibles valeurs de β. En e�et, nousavons vu que pour assurer une estimation non biaisée lorsque β tend vers 0, il estnéessaire que l'estimateur β̂2 onduise à des estimées de β négatives, puisque laBCR (et don a fortiori la variane) de l'estimation de β est non nulle lorsque
β ≃ 0. Le sens physique d'une valeur de β négative est bien sûr disutable, etlorsque nous voulons estimer une valeur de P et non plus de son arré, il est paronséquent néessaire de �xer à zéro toutes les ourenes de β̂2 négatives avantd'en déduire une valeur estimée de P en alulant P̂2 =

(
β̂2

)1/2 [40℄.
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2.3. Méthodes d'estimationdes deux tehniques d'estimation de P, omparées ii lorsque P varie. En traitplein ( ), nous avons également représenté la préision minimale pour un esti-mateur non biaisé, déduite de la BCR pour l'estimation de P alulée au débutde e hapitre. En trait tireté (−−), on a traé l'éart-type théorique de l'esti-mateur de P au sens des moments, que l'on peut déduire à partir de la varianethéorique de β̂2 fournie à l'équation (2.34) en alulant [40℄ :
σth(P̂2) ≃

√
var(β̂2)

4β
. (2.50)On peut ainsi remarquer que omme pour l'estimateur au sens du maximum devraisemblane, l'éart-type de l'estimateur de P au sens des moments devientinférieur à la borne minimale lorsque P < Pmin ≃ 0, 35 puisque nous onsidéronsii des éhantillons homogènes de taille M = 1024 pixels. En revanhe, au delà deette valeur, les estimateurs sont quasiment sans biais et la �gure 2.11.b on�rmebien l'e�aité de l'estimateur P̂MV .Ces remarques nous permettent de onlure que l'estimation du degré de pola-risation P sous ontrainte de positivité et à partir d'une unique image d'intensitéde spekle ne pourra être e�etuée sans biais sur toute le domaine de variationde P ∈ [0; 1]. Pour pallier e défaut, il est don néessaire d'augmenter la tailledes éhantillons onsidérés, de sorte que la valeur de Pmin soit la plus petite pos-sible, e qui illustre à nouveau la néessité d'utiliser des apteurs omportant ungrand nombre de pixels. Par exemple, si l'on souhaite obtenir un biais quasi-nulsur la plage P ∈ [0, 1; 1] ('est-à-dire Pmin = 0, 1), il est néessaire de onsidé-rer M = 1, 6 × 105 pixels, soit une zone homogène de 400 × 400 pixels, e quipeut sembler rédhibitoire pour une utilisation pratique de e type de méthode.Il su�t en revanhe de onsidérer M = 1600 = 40 × 40 pixels pour obtenir unbiais quasi-nul sur l'ensemble des valeurs β ∈ [0, 1; 1] ('est-à-dire pour assurerque βmin = 0, 1). Cette remarque illustre don qu'il est plus faile de s'a�ranhirdu biais d'estimation lorsque l'on onsidère non pas l'estimation du degré depolarisation, mais plut�t l'estimation de son arré β.2.3.4 Comparaison ave les tehniques lassiques utilisantplusieurs imagesLes di�érentes tehniques d'estimation du degré de polarisation (ou de sonarré β) que nous avons aratérisées dans e hapitre se distinguent par leurgrande simpliité de mise en ÷uvre expérimentale. En e�et, omme nous l'avonssouligné en introdution de e hapitre, l'aquisition d'une unique image per-met de s'a�ranhir de omposant optique polarimétrique ajustable au niveau del'aquisition d'image, garantissant ainsi un dispositif peu oûteux et rapide.Cependant, ette simpliité va logiquement de pair ave une dégradation de laqualité d'estimation. D'une part, le support d'information est réduit puisque l'onaquiert une seule image quand les autres tehniques plus lassiques néessitentd'en mesurer deux ou quatre, et d'autre part l'estimation est réalisée sans l'aide deomposant optique polarimétrique ajustable, e qui semble naturellement devoirlimiter la préision de elle-i. Il paraît don néessaire ii d'étudier la perte depréision lorsque l'on simpli�e le dispositif de mesure polarimétrique en passant62



2.3. Méthodes d'estimationdu montage omplet à quatre mesures d'intensité ou d'un appareillage simpli�éne néessitant que deux images, aux dispositifs les plus simples à une uniqueimage.Nous proposons don de omparer les inq méthodes d'estimation de β sui-vantes, fondées sur la mesure d'une ou plusieurs images d'intensité :� la méthode standard basée sur l'aquisition des quatre images de Stokes etdont le prinipe a été rappelé en setion 1.3.2.1 ;� l'estimation à deux images utilisant l'Image de Contraste d'États Ortho-gonaux (ICÉO) présentée à la setion 1.3.2.2 ;� une méthode paramétrique dont nous avons évoqué le prinipe en setion1.3.2.2, fondée sur la mesure des deux premières images de Stokes et utili-sant l'interorrélation de elles-i ;� en�n, la tehnique d'estimation à une seule image proposée dans e hapitrede thèse, pour laquelle nous distinguerons l'estimateur au sens des moments
β̂2, et l'estimateur β̂

(µ̂I )
MV au sens du maximum de vraisemblane.Nous omparons es 5 méthodes dans deux situations distintes : dans lepremier as, on suppose que l'objet imagé est purement dépolarisant, rendantpossible l'utilisation de la méthode à deux images basée sur l'ICÉO. Dans e as,le hamp életrique rétrodi�usé par la sène et mesuré au niveau du apteur estaratérisé par la matrie de polarisation diagonale Γd suivante :

Γd =
1

2

[
1 + P 0

0 1 − P

]
. (2.51)Dans la seonde situation, nous nous intéressons au as d'un objet non purementdépolarisant. Plus préisément, nous supposons que l'information polarimétriqueest ontenue uniquement dans le terme anti-diagonal de Γ, 'est-à-dire

Γnd =
1

2

[
1 P
P 1

]
, (2.52)qui représente toujours la matrie de polarisation (non diagonale ii) d'une lu-mière de degré de polarisationP. Ces deux situations ont été simulées numérique-ment en générant des réalisations aléatoires du hamp életrique orrespondant àun spekle pleinement développé d'ordre 1 et aratérisé par les matries de po-larisation préédentes. À partir de es réalisations du hamp, nous avons déduitles di�érentes images d'intensité néessaires pour mettre en ÷uvre les méthodesd'estimation omparées dans ette setion.2.3.4.1 Résultats de simulationEn supposant que les éhantillons de mesure sont statistiquement homogèneset de taille M = 103 pixels, on peut alors estimer les valeurs de β grâe aux5 méthodes omparées ii et véri�er qu'elles sont toutes quasiment non biaiséespour ette taille d'éhantillon (voir également la référene [126℄), à part bienentendu β̂

(µ̂I)
MV qui est biaisé pour les faibles valeurs de P. Lorsque l'on s'intéresseà la variane d'estimation, représentée sur la �gure 2.12 en fontion de la valeurde P pour des matries Γ diagonales (�gure 2.12.a) et non diagonales (�gure2.12.b), on remarque de manière générale une nette dégradation de la préision63
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Fig. 2.12 � Comparaison des varianes des estimateurs à 4, 2, ou 1 images dansle as de matries diagonales Γd (a) et non diagonales Γnd (b) pour M = 103pixels. (L'estimateur ICÉO étant inopérant sur des matries Γ non diagonales,sa variane n'est pas représentée sur la �gure (b)).au fur et à mesure que l'on diminue le nombre d'images aquises [126℄ et lameilleure performane est bien entendu obtenue ave l'estimateur lassique à 4images (symboles ◦). Poursuivons l'analyse de es résultats en distinguant lesdeux as suivants :Lorsque Γ est diagonale (Γd), on remarque tout d'abord sur la �gure 2.12.aque l'ICÉO (symboles ×) ne degrade pas la préision par rapport à laméthode standard à 4 images. En revanhe, l'utilisation de la méthode pa-ramétrique à deux images (symboles ∗) onduit à une variane d'estimationbien supérieure lorsque le degré de polarisation est faible. La dégradationde la préision devient enore plus importante si l'on utilise une estimationà une seule image (symboles 2 et N), en partiulier pour les plus fortesvaleurs de P. Cette �gure illustre par ailleurs l'intérêt d'utiliser préféren-tiellement l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane β̂
(µ̂I )
MV si l'onsouhaite limiter la perte en préision subie. En e�et, pour P = 0, 8 parexemple, on peut noter que l'éart-type de l'estimateur β̂2 est 6, 1 fois su-périeur à elui obtenu ave la méthode paramétrique à deux images, maise rapport n'est que de 3, 2 si l'on utilise l'estimateur β̂

(µ̂I )
MV . Lorsque laomparaison est e�etuée ave la méthode standard à quatre images, esrapports deviennent respetivement 8, 2 et 4, 3.Lorsque Γ n'est pas diagonale (Γnd), l'ICÉO ne permet pas d'estimer la va-leur du degré de polarisation32. On remarque également une augmentationsigni�ative de la variane de la méthode paramétrique à deux images33. En32− Ave le hoix partiulier de matrie Γnd e�etué ii, ette méthode onduit en e�et àestimer β = 0 dans tous les as.33− Cette augmentation de la variane s'explique aisément par la présene d'un terme sup-plémentaire dans l'expression théorique de elle-i (voir équation (1.36) dès que le terme anti-64



2.3. Méthodes d'estimatione qui onerne les estimateurs de β à une unique image, on ne déèle auunhangement dans leur omportement ar leurs propriétés ne dépendent pasde la forme partiulière de la matrie Γ. La perte subie en passant de deux àune seule image est dans e as bien plus faible : pour P = 0, 8 l'éart-typede l'estimateur β̂2 n'est plus que 1, 9 fois supérieur à elui de l'estimateurà deux images. La perte en préision est enore plus faible si l'on utilisel'estimateur β̂
(µ̂I )
MV à une image, qui permet même de surpasser la méthodeparamétrique à deux images en terme de préision lorsque P > 0, 8.La dégradation des performanes due à la rédution du nombre de mesuresétait bien sûr prévisible et peut sembler importante au vu des résultats préé-dents. Elle doit ependant être relativisée en remarquant que le support d'esti-mation n'est pas le même selon que l'on aquiert une seule image de M pixelsou 4 images de la même taille. Lorsqu'on � renormalise � les résultats préédentspar le nombre de mesures réellement e�etuées pour réaliser l'estimation ('est-à-dire M pixels pour la méthode à une image, 2M pixels pour les méthodes àdeux images, et.), le passage de la méthode standard d'estimation à 4 imagesau simple estimateur β̂2 à une image n'augmente pas l'éart-type de plus d'unfateur 10 pour la plupart des valeurs du degré de polarisation P ∈ [0, 1; 0, 9].Pour P ≃ 0, 5 où l'éart de performane entre la méthode omplète à 4 imageset l'estimateur β̂2 est la plus faible, la perte en terme d'éart-type ne dépassepas un fateur 2, 3 une fois opérée la renormalisation par le nombre de mesuresréellement e�etuées. Dans les mêmes onditions, lorsqu'on passe de la méthodeparamétrique utilisant 2 images à l'estimateur β̂2, l'augmentation de l'éart-typeest inférieure à un fateur 2 si l'objet est purement dépolarisant (Γd) et n'ex-ède pas un fateur 1, 3 lorsque la matrie de polarisation prend la forme de Γnddonnée à l'équation (2.52).2.3.4.2 ConlusionCette étude omparative, réalisée grâe à des simulations numériques dans leas d'un spekle pleinement développé d'ordre 1, peut servir à établir des ritèresqui permettent de séletionner la méthode d'estimation du degré de polarisationla plus adaptée à une situation physique, ou à un ahier des harges donné. Siune préision importante est requise sur la mesure polarimétrique à e�etuer,on devra préférer l'utilisation de la méthode standard fondée sur l'aquisitiondes 4 images de Stokes, même si ette méthode demeure de loin la plus oû-teuse en terme de durée d'aquisition et de matériel (néessité d'au moins deuxomposants optiques polarimétriques ajustables). Lorsqu'on souhaite mesurer leseul degré de polarisation ave une préision modérée, les méthodes alternativesévoquées préédemment pourront alors être envisagées ave intérêt puisqu'ellespermettent une grande simpli�ation du système d'imagerie. En partiulier, lesméthodes d'estimation à une image étudiées dans ette thèse permettent de ré-duire a minima les oûts matériels et la durée d'aquisition. Cette simpli�ationdes systèmes optiques d'imagerie polarimétrique s'aompagne bien sûr, on l'avu, d'une perte en préision d'estimation, qui peut néanmoins être ompensée(ou tout au moins partiellement ompensée) grâe à l'utilisation de déteteursdiagonal c de la matrie Γ est non nul (Voir également [127, 126℄). 65



2.3. Méthodes d'estimationomportant un plus grand nombre de pixels. En�n, es méthodes d'estimationfondées sur l'aquisition d'une unique image d'intensité de spekle peuvent êtreutilisées sur un large spetre de longueurs d'onde34, e qui n'est pas le as desautres méthodes qui néessitent l'emploi de omposants optiques polarimétriquesajustables. En e�et, les propriétés de es omposants restent toujours limitées àun ertain domaine de longueur d'onde, plus ou moins étendu selon la qualité duomposant.2.3.5 Résultats expérimentaux sur des données réellesNous présentons dans ette setion quelques résultats expérimentaux obtenusà partir d'images de plusieurs objets aux propriétés polarimétriques diverses dontl'aquisition a été réalisée au sein du entre de reherhe de Thales Researhand Tehnology35. Ces résultats préliminaires à une étude expérimentale plusdétaillée pour le développement pratique de la méthode permettent de validerexpérimentalement le proédé d'estimation de degré de polarisation à partir d'uneunique image obtenue sous élairement ohérent.Présentation de l'expériene : Le dispositif d'imagerie utilisé pour ette va-lidation expérimentale permet d'aquérir des images polarimétriques sous élai-rement ohérent réalisé grâe à un laser Helium-Néon (He:Ne) émettant unepuissane de 15 mW à une longueur d'onde de λ = 632 nm. Ce faiseau d'émis-sion est polarisé dans la diretion vertiale et mis en forme pour produire un spotd'illumination de 5 m de diamètre sur la sène imagée, située à une distane de
3 mètres du dispositif d'élairement/imagerie.Objet B 1 2 3 4Matériaux papier papier plastique peinturenoir blan ouleur rème grise

β = P2 0,72 0,04 0,20 0,60Objet B 5 6 7 8Matériaux peinture plaque en plaque en plastiqueverte aluminium aluminium sablée noir
β = P2 0,98 0,98 0,70 0,91Tab. 2.2 � Nature des 8 matériaux di�érents utilisés pour la validation expé-rimentale de la méthode d'estimation de β à une image. La valeur de β = P2indiquée orrespond à la valeur estimée ave la méthode standard d'estimationfondée sur les 4 images de Stokes.Le système d'aquisition se ompose d'une améra Basler A312f 12-bits om-portant 782 × 582 pixels. Ce type de améra a été séletionné pour son faibleniveau de bruit ar l'intensité reçue sur la surfae sensible du apteur est limitée34− Dans la limite bien entendu où la longueur d'onde doit demeurer inférieure à la hauteuraratéristique des rugosités de la surfae imagée pour onserver le aratère irulaire duhamp de spekle rétrodi�usé.35− La réalisation du dispositif expérimental et l'aquisition des données ont été e�etuéespar Mehdi Alouini au sein de Thales Researh and Tehnology.66



2.3. Méthodes d'estimationpar la faible ouverture utilisée. L'objetif de la amera de 50 mm de foale est ene�et muni d'un diaphragme ajustable dont l'ouverture doit être réduite a�n d'ob-tenir des grains de spekle de taille su�sante pour que le apteur éhantillonneorretement le motif de spekle obtenu sur la sène polarimétrique, 'est-à-direqu'un pixel du apteur ontient en moyenne un grain de spekle. Dans haunedes on�gurations expérimentales testées, les trois premières images de Stokesont été aquises en plaçant devant l'objetif de la améra un polariseur linéaireorienté respetivement à 0�, 90�et 45�par rapport à l'orientation de la polarisa-tion d'émission. La quatrième image de Stokes (image en polarisation irulaire)a été obtenue en rajoutant une lame quart d'onde (λ/4) dont l'axe rapide estorienté à 45�, devant le polariseur linéaire orienté à 0�. Ces 4 images permettrontde déterminer le degré de polarisation (ou β) ave une bonne préision, et ettemesure fera o�e de référene pour évaluer la préision de la méthode à uneimage. En�n, une dernière image de la sène est aquise en l'absene de ompo-sant optique polarimétrique à la réeption et sera utilisée pour estimer la valeurde β grâe à l'estimateur au sens des moments β̂2.La sène polarimétrique étudiée est onstituée de deux objets plans, plaésperpendiulairement à la diretion inidente du faiseau d'élairement. Dans lesexpérienes qui suivent, l'un des deux objets onsidérés sera dans tous les asune plaque peinte de ouleur beige. Celle-i onstituera par la suite l'objet deréférene (objet A). La valeur du degré de polarisation au arré de la lumièrerétro-di�usée par ette plaque vaut β = 0, 61 lorsqu'on l'estime ave la méthodestandard à 4 images. Pour le seond objet (objet B), 8 matériaux distints ontété utilisés. La nature de es matériaux et le degré de polarisation au arré de lalumière qu'ils rétrodi�usent sont détaillés dans le tableau 2.2.
Zone utile de 240 × 200 pixelspartitionnée en 120 zonesde 20 × 20 pixels

Objet A: plaque peinte de ouleur

Objet B:(ii, plaque peinte de ouleur verte)

beige

Fig. 2.13 � Exemple d'image d'intensité aquise en l'absene de omposant po-larimétrique à la réeption. La zone utile entrale de l'image est partitionnée en
120 zones de taille 20 × 20 pixels.Séletion des données admissibles : À partir de l'observation des imagesaquises, nous avons séletionné une zone � utile � d'élairement sensiblementhomogène de taille 240 × 200 pixels, reouvrant à parts égales les objets A et B(voir �gure 2.13). Nous avons pu remarquer que la mise en ÷uvre de la méthoded'estimation à une unique image est fortement perturbée lorsqu'elle est opéréesur des zones surexposées de l'image. En e�et, ette méthode étant fondée sur67



2.3. Méthodes d'estimationl'analyse de la répartition statistique (histogramme) des éhantillons d'intensité,elle ne onduit pas à des résultats valides lorsque les valeurs d'intensité sontsaturées par le apteur, e qui est le as dans les zones surexposées.

40960 4096Valeurs d'intensité
Histogramm
e

0Histogramm
eClasse d'e�etifmaximal Dernière lasse(intensité maximale)

Valeurs d'intensité(a) (b)

aeptéeZone non surexposée Zone surexposéerejetée

Fig. 2.14 � Les zones de taille 20×20 pixels surexposées dont l'histogramme deséhantillons d'intensité réalisé sur 100 lasses entre 0 et 4096 présente un e�etifdans la dernière lasse supérieur à 10% de elui de la lasse d'e�etif maximalsont rejetées (b). Dans le as ontraire (a), les zones sont onservées et le degréde polarisation sera estimé uniquement sur es zones onservées.Pour pallier e défaut, nous avons proposé de partitionner la zone � utile � enpetites zones de 20×20 pixels, 60 zones étant assoiées à l'objet A et 60 à l'objetB (voir �gure 2.13). Ces zones de 20 × 20 pixels sur lesquelles seront opéréesles estimations orrespondent à une taille d'éhantillon raisonnable pour uneutilisation pratique en imagerie (M = 400 pixels). Pour haune des 8 expérieneset pour les objets A et B, nous avons alors appliqué un test pour rejeter leszones surexposées parmi les 60 zones initiales assoiées à l'objet A et les 60 zonesassoiées à l'objet B. Ce test onsiste à onstruire l'histogramme des M = 400mesures d'intensité, sur 100 lasses réparties entre 0 et 4096 (ensemble des valeursdélivrées par la améra), puis à rejeter les régions pour lesquelles la dernière lasseomporte un e�etif supérieur à 10% de elui de la lasse d'e�etif maximal (voir�gure 2.14). Ave les données dont nous disposons, e test onduit à séletionnerau minimum 32 zones parmi les 60 zones initiales. En outre, la partition desdonnées en zones de 20 × 20 pixels permet d'assurer une meilleure homogénéitéstatistique des éhantillons traités que lorsque l'on onsidère une unique régionde 240 × 200 pixels. En�n, nous verrons que le fait de disposer d'entre 32 et
60 zones admissibles pour haque situation nous permettra d'évaluer l'ordre degrandeur de la variane expérimentale d'estimation.Détermination expérimentale du umulant κ2 : Avant de pouvoir utiliserles estimateurs étudiés dans e hapitre, il nous faut onnaître les aratéristiquesdu spekle qui entahe les images. Nous supposons ii en première approximationque le spekle est pleinement développé d'ordre L. On suppose ainsi que la DDP68



2.3. Méthodes d'estimationde l'intensité pour une lumière totalement polarisée (P = 1) est une loi gammad'ordre L = 1/κ2, où κ2 représente la variane de la loi f de moyenne unitairearatéristique du modèle de spekle36.Puisque les quatre images de Stokes sont aquises à travers un polariseur li-néaire, il est possible de les utiliser pour estimer empiriquement la valeur du o-e�ient κ2. Pour haune de es images et pour un éhantillon de taille M = 400pixels donné, il su�t d'estimer la variane empirique sur les M valeurs d'intensiténormalisées par la moyenne empirique de l'intensité sur et éhantillon.Les valeurs du oe�ient κ2 ont été estimées sur les 4 images de Stokes et sur
60 éhantillons indépendants de M = 400 pixels orrespondants à l'objet A ou àl'objet B. Les valeurs de κ2 évaluées dans les huit on�gurations expérimentalessont traées sur la �gure 2.15.a pour l'objet A de référene, et sur la �gure 2.15.bpour les 8 objets B testés. On peut remarquer en analysant es résultats expé-rimentaux que les valeurs de κ2 estimées présentent une assez bonne similaritéd'un matériau à l'autre (exepté pour l'objet B 8), et quelle que soit l'image deStokes utilisée pour réaliser l'estimation37. En situation d'imagerie réelle, il fautprendre garde néanmoins à e que l'image de Stokes utilisée possède une inten-sité moyenne su�sante pour ne pas être trop sensible au bruit de fond ou aubruit propre de la améra et ne pas perturber l'estimation de κ2. On remarqueen e�et sur la �gure 2.15.b que les valeurs de κ2 estimées sur l'image aquise enpolarisation horizontale (symboles ∗) sont fortement erronnées pour les objets
1, 6 et 8, e qui s'explique par le fait que es objets sont très peu dépolarisants(voir tableau 2.2) et renvoient don très peu de lumière dans l'état de polarisa-tion linéaire orthogonal à l'orientation de la polarisation inidente. Nous avonspu en e�et véri�er que la valeur moyenne de l'intensité de l'image aquise enpolarisation horizontale était dans es trois as très faible.Conformément à e qui serait réalisé en pratique lors d'une étape de alibra-tion, nous hoisissons de �xer la valeur de κ2 à partir des résultats d'estimationobtenus sur l'objet A de référene uniquement. En moyennant les 32 valeurs de
κ2 estimées sur l'objet A de référene à partir des 4 images de Stokes, et dans les8 on�gurations expérimentales, nous obtenons la valeur38 κ2 = 0, 808 ± 0, 003.Cette valeur de κ2 sera utilisée dans la suite pour estimer le degré de polarisationà partir de l'image d'intensité aquise en l'absene de omposant polarimétrique,que e soit sur l'objet de référene A ou sur les di�érents objets B. On peut noterque ette valeur de κ2 orrespond à un spekle d'ordre L = 1/κ2 ≃ 1, 24.Résultats expérimentaux d'estimation de β : Nous pouvons estimer lavaleur du arré du degré de polarisation β de la lumière rétrodi�usée par les objetsA et B dans les 8 situations expérimentales onsidérées, soit ave la tehniquestandard utilisant les 4 images de Stokes, soit ave les méthodes simpli�ées à deux36− On notera que pour la simple mise en ÷uvre de l'estimateur de β au sens des moments,il aurait su�t d'estimer le oe�ient κ2 sans qu'il soit néessaire de faire une hypothèse surla forme de la DDP. Cette hypothèse nous sera utile ependant dans la suite lorsque nousévaluerons la variane théorique de l'estimateur.37− La bonne régularité du paramètre κ2 observée ii s'explique par le fait que le dispositifd'imagerie reste identique d'une aquisition à l'autre. Une perspetive intéressante onsisteraà véri�er ette stabilité sur une gamme enore plus étendue de matériaux.38− La préision indiquée orrespond à l'éart-type de l'estimation de la moyenne de κ2 sur
60 × 32 expérienes supposées indépendantes. 69



2.3. Méthodes d'estimation

Fig. 2.15 � Valeurs estimées du oe�ient κ2 à partir de haque image de Stokes.Chaque valeur est estimée, dans les huit on�gurations expérimentales, à partirde 60 éhantillons de M = 20 × 20 = 400 pixels appartenant à l'objet A deréférene (a), ou à l'objet B (b).images évoquées préédemment dans e manusrit, soit enore à partir de l'imageunique aquise en l'absene de omposant polarimétrique. Dans e dernier as,nous nous limitons ii à mettre en ÷uvre l'estimateur β̂2 au sens des moments, enayant pris soin de �xer à 0, 808 le paramètre κ2 qui intervient dans l'expressionde β̂2 (voir équation (2.29)). Pour assurer une estimation orrete à partir d'uneunique image, nous avons pour haune des 16 mesures39 éliminé les zones detaille 20 × 20 pixels surexposées, grâe à la méthode présentée préédemment.Pour que les résultats fournis par les 4 méthodes d'estimation mises en ÷uvresoient omparables, les 3 autres estimations (à 4 et 2 images) ont été réaliséesuniquement à partir de es zones jugées admissibles sur l'image d'intensité aquiseen l'absene de omposant polarimétrique au niveau de la améra.Les résultats obtenus sur l'objet de référene (A) sont présentés sur la �gure2.16, tandis que les valeurs de β estimées sur les 8 matériaux distints (objet B)sont reportées sur la �gure 2.17. Les points traés orrespondent aux résultatsd'estimation de β moyennés sur l'ensemble des zones de 20 × 20 pixels admis-sibles (entre 32 et 60 zones prises en ompte, selon les as) et les barres d'erreurindiquent l'éart-type empirique de l'estimation de β (évalué également unique-ment sur les zones admissibles).Ces deux ourbes permettent avant tout de on�rmer expérimentalement lavalidité de la méthode d'estimation étudiée dans e hapitre qui permet d'évaluerquantitativement le degré de polarisation (ou son arré β) à partir d'une uniqueimage de spekle. En e�et, on remarque que dans la quasi-totalité des as, les va-leurs estimées grâe à l'estimateur β̂2 sont assez prohes des valeurs obtenues aveles méthodes plus standard. Notons également que bien que le oe�ient κ2 ait39− Deux objets distints dans 8 onditions expérimentales di�érentes.70
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Fig. 2.16 � Comparaison des valeurs estimées de β sur l'objet de référene A(plaque peinte de ouleur beige) dans les 8 onditions expérimentales onsidérées.L'estimation est réalisée sur des zones de 20 × 20 pixels (après élimination deszones surexposées) au moyen de 4 méthodes distintes : méthode standard à 4images (2), méthode à deux images paramétrique (∗), méthode ICÉO (◦) etestimateur β̂2 à une image (�).été évalué uniquement sur les objets de référene, ette valeur κ2 = 0, 808 permetd'estimer orretement les valeurs de β sur des objets de nature di�érente (voir�gure 2.17). L'unique as problématique apparaît pour l'objet 8 (plastique noir)pour lequel l'estimateur β̂2 onduit à une valeur surestimée 〈β̂2〉 = 1, 1738 ≥ 1.Cette surestimation peut s'expliquer en remarquant que la valeur κ2 = 0, 808n'est pas adaptée pour et objet (voir �gure 2.13). En e�et, si l'on utilise unevaleur mieux adaptée à l'objet 8, par exemple κ2 = 0, 95 (voir �gure 2.13.b), onobtient alors une valeur de β bien plus satisfaisante puisque 〈β̂2〉 ≃ 0, 85 alorsque la valeur fournie par la méthode standard à 4 images est 0, 91. On notera éga-lement que les objets onsidérés ii sont purement dépolarisants puisque l'ICÉOpermet dans tous les as de fournir une valeur orrete du degré de polarisation.La déomposition de la zone � utile � en plusieurs zones de 20 × 20 pixelspermet de s'a�ranhir des zones surexposées de la sène polarimétrique maiségalement de donner un ordre de grandeur de la préision d'estimation des 4méthodes omparées. Pour haque expériene, on dispose en e�et d'entre 32 et60 zones homogènes de 20 × 20 pixels, qui onstituent autant de réalisations del'expériene d'estimation de β. On peut alors évaluer empiriquement l'éart-typede l'estimation de β, que nous avons reporté sous forme de barres d'erreur surles �gures 2.16 et 2.17. Si la méthode à une seule image onduit à un éart-type supérieur omparativement aux tehniques plus omplexes (voir setion2.3.4), la barre d'erreur expérimentale obtenue ii ave l'estimateur β̂2 permetd'évaluer l'ordre de grandeur de β ave une préision assez satisfaisante (environ
±10%), alors que les éhantillons onsidérés sont de taille relativement limitée71
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Fig. 2.17 � Comparaison des valeurs de β obtenues sur les 8 objets B testés.L'estimation est réalisée sur des zones de 20 × 20 pixels (après élimination deszones surexposées) au moyen de 4 méthodes distintes : méthode standard à 4images (2), méthode à deux images paramétrique (∗), méthode ICÉO (◦) etestimateur β̂2 à une image (�).(M = 20 × 20 pixels).Sur les �gures 2.18.a et 2.18.b, nous omparons en�n la variane expérimen-tale (symboles ◦) de l'estimateur β̂2 ave la variane théorique (symboles +)de β̂2, en admettant que le spekle est distribué suivant une loi gamma d'ordre
L = 1/κ2 = 1, 24 pour haune des omposantes de polarisation40. Cette va-riane théorique est évaluée grâe à l'équation (2.38) pour M = 400 pixels etpour la valeur de β estimée. Les �gures 2.18.a et 2.18.b montrent qu'à l'exep-tion du as problématique de l'objet B numéroté 8 (plastique noir) qui onduit àestimer des valeurs erronnées de β (voir �gure 2.17), l'ordre de grandeur des va-rianes obtenues expérimentalement est en aord ave les prévisions théoriques.L'éart obtenu entre la variane théorique et la variane expérimentale peut pro-venir d'une inadéquation du modèle gamma de spekle pleinement développépour dérire les données expérimentales dont nous disposons, ette inadéquationpouvant onduire à une mauvaise évaluation de la variane théorique qui seraitsous-estimée.Conlusion : Ces premiers résultats expérimentaux permettent de valider leprinipe de l'estimation du degré de polarisation à partir de l'analyse statis-tique de l'intensité d'une unique image de spekle. Ces résultats permettent parailleurs d'obtenir une première validation de l'ordre de grandeur de la varianethéorique des estimateurs au sens des moments étudiés dans e hapitre à la se-tion 2.3.1. Nous avons vu ependant qu'il était néessaire de prendre un ertain40− C'est-à-dire que nous supposons que la loi f aratéristique du modèle de spekle estune loi gamma d'ordre L.72
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Fig. 2.18 � Comparaison des varianes expérimentales (symboles ◦) et théoriques(symboles +) de l'estimateur β̂2 opéré sur des zones homogènes de 20×20 pixels(après élimination des zones surexposées) dans 8 onditions expérimentales dis-tintes. (a) L'estimation est réalisée sur l'objet A de référene. (b) L'estimationest réalisée sur les 8 objets B testés. La variane expérimentale obtenue sur l'ob-jet 8 (plastique noir) est anormalement élevée (var(β̂2) ≃ 0, 58) et n'est pasreprésentée.nombre de préautions pour la mise en ÷uvre pratique de ette tehnique : ilest indispensable en partiulier que les images aquises par le apteur ne soientpas surexposées. Il serait intéressant de ompléter ette étude expérimentale entestant davantage de matériaux, aux propriétés polarimétriques diverses, et enprésene de biréfringene (matériaux non purement dépolarisants) et de mieuxaratériser les autres soures de bruit que le spekle qui peuvent exister.2.3.6 Conlusion sur l'estimation de P à une imageCette setion nous a permis de aratériser les performanes de plusieursestimateurs du degré de polarisation de la lumière P (ou son arré β) à partird'une unique image de spekle. Ainsi, la première méthode d'estimation quenous avons aratérisée, basée sur la mesure des deux premiers moments del'intensité lumineuse, présente de nombreux avantages en raison de sa grandesimpliité et de sa souplesse d'utilisation sur divers modèles de spekle. Cetteméthode n'est ependant pas e�ae lorsque l'ordre du spekle est faible. Nousavons alors proposé deux méthodes alternatives plus sophistiquées qui permettentde garantir une estimation quasiment e�ae lorsque le spekle est pleinementdéveloppé d'ordre 1. En outre, grâe aux simulations numériques e�etuées pourun spekle pleinement développé d'ordre 1, nous avons pu aratériser la perteen préision d'estimation du degré de polarisation que l'on subit en utilisant unetelle méthode à une image au lieu d'une tehnique plus lassique à 4 ou 2 images.De manière générale, et onformément à e que nous avions pu pressentir enanalysant les valeurs de la BCR, es méthodes à une seule image présenteront unintérêt pour des appliations pratiques de mesure polarimétrique à ondition que73



2.4. Imagerie de degré de polarisationl'on puisse réaliser l'estimation sur un nombre d'éhantillons M su�sammentélevé, que e soit pour réduire l'in�uene du biais aux faibles valeurs de P, oupour assurer une préision omparable à d'autres méthodes existantes et utiliséesen milieu industriel. En e�et, en utilisant un apteur de taille adaptée à la pré-ision requise, les appliations d'imagerie polarimétrique néessitant une granderapidité et simpliité de mise en ÷uvre pourraient tirer parti des méthodes étu-diées dans e hapitre. En outre, l'utilisation de apteurs omportant un trèsgrand nombre de pixels paraît envisageable de nos jours en raison des progrèset de la démoratisation des apteurs CCD miniaturisés destinés en partiulieraux appliations de photographie numérique. Il paraît don intéressant de pou-voir s'a�ranhir de omposants optiques polarimétriques ajustables, oûteux enterme d'installation, d'automatisation et de maintenane, même si ela néessitel'emploi de apteurs à très grand nombre de pixels.Dans la suite de e hapitre, nous allons par onséquent analyser deux so-lutions qui permettent de maximiser la taille des éhantillons de mesure. Pourdes appliations d'imagerie de degré de polarisation, nous verrons dans la se-tion suivante qu'il peut être préférable d'utiliser des algorithmes de segmentationd'image en régions homogènes a�n de maximiser la taille des éhantillons. Nousverrons ensuite que la robustesse de l'estimateur β̂2 en présene de bruit dephoton permet d'optimiser la taille de l'éhantillon de mesure, en utilisant unmoyennage temporel sur plusieurs aquisitions à très faible intensité lumineuse.2.4 Imagerie de degré de polarisationLes résultats dérits préédemment, aussi bien théoriques que simulés, ontété obtenus en supposant que le support utilisé pour réaliser l'estimation étaitomposé d'un éhantillon statistiquement homogène de M mesures d'intensité.Dans une situation réelle ependant, une sène polarimétrique se ompose engénéral de plusieurs objets aux aratéristiques di�érentes. Quelle que soit laméthode d'estimation envisagée, il faudra don s'assurer que les éhantillonspris en ompte pour réaliser l'estimation proviennent d'une région homogène del'image, ou en d'autres termes, d'un même objet de la sène. Séletionner un en-semble de pixels statistiquement homogène devient don un problème importantdès que l'on s'intéresse à des appliations d'imagerie de degré de polarisation,pour lesquelles il est néessaire d'obtenir une artographie du degré de polarisa-tion en haque point de la sène imagée. Nous analysons don dans ette setiondi�érentes solutions envisageables pour utiliser la méthode d'estimation de P àune unique image de spekle pour des appliations d'imagerie.2.4.1 Sène polarimétrique simuléeDans un premier temps, nous présentons des résultats obtenus sur des donnéessynthétiques simulées, qui permettent de omparer grâe à un résultat visuelles performanes des diverses méthodes d'estimation du degré de polarisationévoquées dans la setion préédente.Les résultats d'imagerie de degré de polarisation présentés i-après ont étéobtenus à partir de la simulation d'une sène polarimétrique réaliste de taille74



2.4. Imagerie de degré de polarisationRégion Matrie de P β Intensitélabel polarisation Γ moyenne µI1 Γ1 =

[
14.4 0
0 0.88

]
0, 885 0, 783 15, 282 Γ2 =

[
12 0.4
0.4 2.4

]
0, 669 0, 447 14, 43 Γ3 =

[
3.6 2.8 + 0.8i

2.8 − 0.8i 2.6

]
0, 953 0, 908 6.24 Γ4 =

[
3.16 0
0 3.92

]
0, 107 0, 0114 7.08Tab. 2.3 � Propriétés polarimétriques et radiométriques des objets de la sènepolarimétrique simulée.

512 × 512 pixels, onstituée de trois � objets � distints, représentés shémati-quement sur la �gure 2.19.a (identi�ables par leur label variant entre 1 et 3),disposés sur un fond uniforme (qui onstitue la région de l'image portant le label
4). Les aratéristiques polarimétriques et radiométriques de es 4 objets sontdi�érentes et sont résumées dans le tableau 2.3. En analysant les matries depolarisation aratéristiques de es objets, il est possible de déterminer la naturedes 4 régions de l'image simulée proposée. En e�et, en supposant que le faiseauohérent qui élaire la sène est linéairement polarisé et de degré de polarisation
P = 1, on peut alors identi�er :
− Région 1 : une région triangulaire orrespondant à un objet fortement ré�e-hissant et peu dépolarisant (typiquement une pièe de métal). La matrie

Γ1 étant diagonale, le matériau imagé est en outre purement dépolarisant.
− Région 2 : une région onnexe omposée de retangles, également ré�éhis-sante mais plus dépolarisante que la région 1.
− Région 3 : une région triangulaire au bas de l'image, peu dépolarisante maisqui orrespond à un objet non purement dépolarisant (présene de termesanti-diagonaux importants dans Γ3). Cet objet est de faible ré�etivité etson intensité ne se distingue pratiquement pas de elle du fond.
− Région 4 : fond peu lumineux, orrespondant à un matériau purement et trèsdépolarisant.Une fois dé�nies les propriétés de haune des zones, nous pouvons alorsgénérer, en haque pixel de haque zone, une réalisation aléatoire du hamp éle-trique bidimensionnel A(r), dont les propriétés statistiques au seond ordre sontdonnées par la valeur de la matrie de polarisation de la région onsidérée. Àpartir du hamp életrique aléatoire simulé, il est alors possible de onstruire les4 images de Stokes néessaires pour l'estimation standard du degré de polarisa-tion (voir setion 1.3.2.1). Parmi es 4 images, les deux premières orrespondentà des aquisitions de la sène imagée à travers deux polariseurs orthogonaux età partir desquelles on peut évaluer la valeur du degré de polarisation en utili-sant des méthodes d'estimation simpli�ées (voir setion 1.3.2.2). Un exemple deréalisation de es deux images en polarisation parallèle et orthogonale est donné75
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1 2

4

3

() (d)

(b)(a)

olonne 330

Intensité lumineuse I

Niveaux de grisa�hage =(I)1/γ

Fig. 2.19 � Sène polarimétrique simulée (512× 512 pixels) : (a) Topologie de lasène. Les niveaux de gris permettent de oder la � vraie � valeur de β en haquerégion ; (b) Image d'intensité ; () Première image de Stokes (I//) ; (d) Deuxièmeimage de Stokes (I⊥). (Pour améliorer la lisibilité des vignettes (b), () et (d), lesfaibles valeurs de l'intensité lumineuse ont été réhaussées par appliation d'uneorretion � gamma � ave γ = 2 pour l'a�hage des niveaux de gris.)en �gure 2.19. et �gure 2.19.d respetivement. La méthode d'estimation à uneseule image étudiée dans e travail de thèse utilise quant à elle une seule imaged'intensité aquise diretement sans omposant optique polarimétrique. La �gure2.19.b représente un exemple d'image d'intensité obtenue dans la situation où les�utuations de spekle sont supposées pleinement développées d'ordre 1.En observant la seule image d'intensité de la �gure 2.19.b, il paraît di�iled'identi�er l'objet 3 par rapport au fond puisque es deux objets présentent uneintensité omparable. Ces objets sont pourtant très ontrastés en terme de degréde polarisation, omme on peut le voir sur la �gure 2.19.a, où la valeur � vraie �du arré du degré de polarisation est représentée, en haque pixel de l'image,par un odage en niveaux de gris. Par la suite, un degré de polarisation nul(β = 0) sera odé en noir sur les images de degré de polarisation tandis qu'unpixel assoié à un β unitaire apparaîtra en blan.Les résultats présentés sur la �gure 2.20 démontrent néanmoins qu'à partirde ette seule image d'intensité totale, il est possible de retrouver une informa-tion quantitative sur la valeur du degré de polarisation. Nous omparons en e�etsur ette �gure les résultats d'estimation de β = P2 obtenus sur des fenêtresglissantes de taille variable 11×11 = 121 pixels (olonne 1), 19×19 = 361 pixels(olonne 2) et 31×31 = 961 pixels (olonne 3), et ave 4 tehniques d'estimationdi�érentes. La première ligne représente les résultats obtenus ave la méthodestandard à 4 images ; la seonde ligne, eux obtenus ave la méthode à 2 images76



2.4. Imagerie de degré de polarisationbasée sur l'ICÉO. La méthode paramétrique fondée sur l'interorrélation de esdeux images a également été testée ii et ses résultats sont fournis sur la troi-sième ligne de la �gure 2.20. En�n, sur la dernière ligne, nous représentons lesrésultats obtenus ave la méthode fondée sur une unique image d'intensité qui aété aratérisée tout au long de e hapitre. Plus préisément, nous nous intéres-serons à l'estimateur au sens des moments β̂2. Cette présentation omparativedes résultats d'estimation permet de tirer les onlusions suivantes :� Il est possible d'obtenir une artographie (image) du degré de polarisationà partir d'une unique image d'intensité, provenant de la rétrodi�usion d'unélairement ohérent sur une sène. On peut en e�et véri�er sur les vi-gnettes (j), (k) et (l) que l'estimateur β̂2 permet de retrouver un ontrastepolarimétrique important, alors que e ontraste était quasiment absentsur l'image d'intensité initiale (�gure 2.19.b).� Par ailleurs, ette méthode reste valide dans les situations où la matriede polarisation de la lumière n'est pas diagonale, par exemple pour l'objet
3 qui n'est pas purement dépolarisant. À l'inverse, on voit lairement surles vignettes (d), (e) ou (f) que l'estimation basée sur l'ICÉO est inapabledans e as de fournir une évaluation orrete du ontraste polarimétrique.� La diminution du nombre de mesures prises en ompte pour estimer lavaleur de β entraîne, on l'a vu, une dégradation de la variane d'estimationqui est visuellement pereptible sur es images : pour une taille de fenêtreglissante donnée, les �utuations des valeurs estimées de β augmententsigni�ativement lorsque l'on passe de quatre images à deux, puis de deuximages à une seule.� En�n, l'augmentation de la taille de la fenêtre glissante permet de diminuerles �utuations des valeurs estimées mais entraîne une perte progressive derésolution spatiale au niveau de l'image de degré de polarisation �nale. Ilest don néessaire de trouver un ompromis entre préision d'estimationet résolution spatiale de l'image de degré de polarisation obtenue.Ces résultats visuels peuvent être omplétés par une analyse plus quantitativeen traçant les valeurs de β estimées le long d'une oupe de l'image. Ainsi, pouronstruire la �gure 2.21, on a onsidéré une oupe le long de la olonne 330 desimages préédentes (voir �gure 2.19), pour les as M = 19× 19 pixels (�g.2.21.aet 2.21.b) et M = 31 × 31 pixels (�g.2.21. et 2.21.d). Les traés en trait pleinnoir représentent les valeurs théoriques de β le long de ette oupe.L'analyse de es ourbes permet de on�rmer les di�érentes onlusions dres-sées préédemment à partir de l'observation des résultats sous forme d'images.On peut également véri�er grâe à es oupes que malgré l'apparene très bruitéedes estimations fournies par l'estimateur β̂2, les valeurs estimées que l'on peutlire diretement sur les oupes présentées sont néanmoins assez prohes de lavaleur théorique de β.
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(a) (b) ()

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)Fig. 2.20 � Résultats d'estimation ave l'estimateur standard à 4 images [(a),(b) et ()℄, l'ICÉO [(d), (e) et (f)℄, la méthode paramétrique à 2 images [(g), (h)et (i)℄ et l'estimateur β̂2 à une seule image [(j), (k) et (l)℄ pour trois tailles defenêtres : M = 11 × 11 (olonne 1), M = 19 × 19 (olonne 2) et M = 31 × 31(olonne 3).78
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Fig. 2.21 � Comparaison des valeurs de β estimées ave quatre méthodes dis-tintes, le long de la olonne 330 de l'image polarimétrique simulée, ave deuxtailles de fenêtre M = 19 × 19 [(a) et (b)℄ et M = 31 × 31 pixels [() et (d)℄.On remarque également que l'augmentation de la taille de la fenêtre glissanteutilisée pour l'estimation se traduit par des e�ets de bord de plus en plus mar-qués pour haune de es méthodes d'estimation. Pour les méthodes à quatre etdeux images, es e�ets se traduisent, à la transition entre deux régions, par un� lissage � ontinu des valeurs estimées de plus en plus important. Dans le asde l'estimation à une seule image en revanhe, es zones frontalières entre ob-jets distints s'aompagnent de surestimations importantes, visibles égalementsur les images présentées préédemment. Cet e�et peut s'interpréter aisémenten remarquant que lorsque la fenêtre glissante hevauhe deux zones d'intensitétrès di�érentes, les éhantillons mesurés proviennent de deux zones distintesde l'image aux propriétés statistiques di�érentes, violant ainsi l'hypothèse d'ho-mogénéité de l'éhantillon de mesure. Sur de tels éhantillons inhomogènes, lavariane estimée empiriquement atteint des valeurs élevées, e qui provoque unesurestimation importante de β.Notons en�n que la méthode d'estimation à une unique image d'intensitéreste appliable même lorsque le modèle de spekle n'est plus d'ordre 1. Surla �gure 2.22, nous présentons suintement les résultats obtenus, sur la mêmesène polarimétrique, ave l'estimateur β̂2 au sens des moments dans le as où leséhantillons d'intensité sont entahés d'un bruit de spekle pleinement développé79



2.4. Imagerie de degré de polarisationd'ordre L ∈ {2; 5; 10}. Ces résultats montrent lairement que la restitution d'unontraste polarimétrique à partir d'une unique image d'intensité reste possiblelorsque le spekle est d'ordre supérieur à un. La seule di�érene notable entrees divers résultats d'estimation réside dans l'augmentation de l'importane dese�ets de bord à mesure que l'ordre du spekle roît41.
L=1 L=2 L=5 L=10

(a) (b) () (d)Fig. 2.22 � Résultat de l'estimation à une unique image (estimateur β̂2) sur lasène polarimétrique simulée pour des ordres de spekle di�érents.2.4.2 Sène polarimétrique d'intensité onstante − �D�me�de polarisationLa sène polarimétrique simulée préédemment nous a permis de omparerdi�érentes méthodes d'estimation sur des régions de formes di�érentes, maisaratérisées par une valeur onstante du degré de polarisation au sein de haunede es zones. Pour ompléter es résultats et mettre en évidene enore pluslairement les apaités de la tehnique d'estimation étudiée durant ette thèse,nous analysons ii le as d'une image d'intensité uniforme mais dont le degréde polarisation évolue d'un pixel à l'autre selon une répartition gaussienne (voir�gure 2.23.d). La valeur minimale du degré de polarisation est obtenue dans lesoins de l'image où P = 0, 63 (β = 0, 40) alors que la lumière est totalementpolarisée au entre (P = β = 1). En�n, ette sène polarimétrique simulée a étédivisée en deux parties symétriques : dans la moitié gauhe de l'image, la matriede polarisation est diagonale et dé�nie par l'équation (2.51), représentant ainsiun objet purement dépolarisant. La moitié droite de l'image en revanhe simulel'imagerie d'un objet non purement dépolarisant, dont la matrie de polarisationnon diagonale est fournie par l'équation (2.52).Sur l'image 2.23.a de taille 256 × 256 pixels, on peut visualiser l'intensitéaquise sur une réalisation d'une statistique de spekle pleinement développé.Bien évidemment, on ne distingue auun ontraste sur ette image d'intensitéuniforme. Les vignettes 2.23.b et 2.23. représentent quant à elles la simulationdes deux premières images de Stokes, qui seraient aquises selon deux dire-tions de polarisation orthogonales. Les estimations de la valeur de β ont été41− Cei peut s'expliquer en remarquant que pour une valeur donnée de β, l'augmentationde l'ordre du spekle s'aompagne d'une diminution de la variane de l'intensité par rapportau as L = 1. Par onséquent, plus l'ordre L est grand, plus l'estimation de β est perturbéepar la forte augmentation de la variane qui apparaît lorsque la fenêtre hevauhe deux régionsdistintes.80



2.4. Imagerie de degré de polarisationréalisées sur une fenêtre glissante de taille 31 × 31 pixels, elle-i devant resterinférieure à la taille aratéristique des variations des valeurs de P pour garantirdes éhantillons su�samment homogènes. Les résultats obtenus sont représentéssur les vignettes 2.23.e à 2.23.h, et permettent de omparer la valeur théoriquede β (�gure 2.23.d) et les valeurs estimées ave di�érentes tehniques. Commepréédemment, es résultats sont omplétés sur la �gure 2.24 par l'analyse dedeux oupes transversales, orrespondant respetivement aux lignes 128 et 192de l'image (voir �gure 2.23.d).
(a) (b) () (d)

(h)(g)(f)(e)
l. 192l. 128

Fig. 2.23 � Sène polarimétrique simulée d'intensité onstante : (a) image d'in-tensité ; (b) première image de Stokes (I//) ; () deuxième image de Stokes (I⊥) ;(d) Répartition théorique de β. Résultats de l'estimation sur une fenêtre de
M = 31×31 pixels ave : (e) la méthode standard à 4 images ; (f) l'ICÉO ; (g) laméthode paramétrique à 2 images ; (h) l'estimateur β̂2 à une unique image. [Uneorretion gamma de 2 a été appliquée sur les vignettes (a), (b) et ()℄L'analyse de es résultats nous permet de onlure que même en l'absene detout ontraste déelable à l'÷il dans une image d'intensité de spekle, la méthoded'estimation de β proposée dans ette thèse parvient à mettre en évidene unontraste polarimétrique (2.23.h). Cette seonde expériene d'imagerie simuléeillustre, peut-être de façon plus démonstrative enore, les apaités de la méthodeproposée dans ette thèse pour révéler un ontraste polarimétrique à partir d'unsupport d'information réduit et simpli�é par rapport aux méthodes standard,même dans un as où le degré de polarisation évolue ontinûment sur la sèneimagée.En outre, la vignette 2.23.f on�rme l'inadaptation de l'ICÉO lorsque les ob-jets imagés ne sont pas purement dépolarisants. Par ailleurs, l'observation desoupes présentées en �gure 2.24 on�rme bien que les �utuations des valeursestimées ont tendane à diminuer lorsque la omplexité du dispositif de mesureaugmente. On notera aussi que les �utuations des valeurs estimées par la mé-thode paramétrique à deux mesures sont signi�ativement plus élevées lorsque81



2.4. Imagerie de degré de polarisationla matrie de polarisation est non diagonale, omme nous l'avons déjà évoquéauparavant.Il est intéressant également de remarquer que toutes les méthodes d'estima-tion utilisant plusieurs images sont très perturbées à la frontière entre les deuxzones de l'image (entre les absisses 110 et 140 sur les oupes) en raison desinhomogénéités qui apparaissent dans les mesures lorsque la fenêtre glissantehevauhe deux zones de propriétés polarimétriques distintes. En revanhe, laméthode à une seule image, fondée sur la seule analyse des statistiques de l'in-tensité totale n'est auunement perturbée à l'interfae de es deux zones, ar ellene dépend que de la forme de la DDP de l'intensité qui varie ontinûment autourde ette frontière.
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Fig. 2.24 � Valeurs estimées de β le long de la ligne 128 (a) et 192 (b) de l'imageave une fenêtre de M = 31 × 31 pixels. Les traés pointillés fournissent uneindiation de l'éart-type théorique de l'estimateur β̂2.Les deux études d'imagerie simulée que nous avons présentées sont dontoutes deux limitées par la di�ulté de hoisir une taille de fenêtre glissante adé-quate. Le ompromis entre une grande préision d'estimation et une résolutionsatisfaisante des détails de l'image de polarisation sera don laissé à l'appréia-tion de l'utilisateur, qui devra adapter la taille de la fenêtre à haque situationd'imagerie, et en fontion de son ahier des harges. Une autre solution, présentéedans le paragraphe suivant, serait de faire prééder l'estimation par une étapepréliminaire de segmentation de l'image en régions statistiquement homogènesde taille maximale.2.4.3 Imagerie de degré de polarisation ave segmentationpréalableNous présentons brièvement ii les résultats obtenus ave l'aide d'un algo-rithme de segmentation d'image en régions homogènes [48, 47℄. Cet algorithmedénommé Grille Ative Statistique, réalise la partition de l'image en régions82



2.4. Imagerie de degré de polarisationhomogènes par déformations suessives d'une grille polygonale initiale régu-lière. Chaune des modi�ations apportées au modèle de partition d'image estdéterminée par optimisation d'un ritère basé sur la minimisation de la om-plexité stohastique [125℄. L'intérêt fondamental de et algorithme repose surl'absene de paramètre à régler par l'utilisateur une fois le modèle de bruit del'image séletionné [48, 47℄. Dans l'exemple qui suit, nous avons supposé, pour lamise en ÷uvre de la Grille Ative Statistique, que les niveaux de gris de l'image�utuaient selon une loi gamma dont l'ordre est estimé par l'algorithme de seg-mentation, dans haque région de l'image partitionnée. En e�et, bien que la DDPde l'intensité PI(I) pour un spekle pleinement développé d'ordre 1 ne soit pasune loi gamma42, nous avons néanmoins véri�é que la forme de ette DDP peutêtre approhée ave une assez bonne préision par une loi gamma d'ordre L nonentier ompris entre 0 et 1, e qui justi�e le hoix du modèle de bruit adoptédans l'algorithme de partition d'image en régions statistiquement homogènes. Ilserait bien sûr envisageable à terme de modi�er l'algorithme pour l'adapter auxlois de probabilité spéi�ques mises en jeu ii.Nous avons don appliqué et algorithme de partition sur l'image d'intensitéprésentée à la �gure 2.19.b et le résultat de la segmentation peut être visualisésur la �gure 2.25.b. La qualité de la partition peut être appréiée en ompa-rant e résultat à l'image 2.25.a qui fournit la répartition théorique du degré depolarisation sur l'image. La bonne qualité de ette segmentation est on�rméequantitativement en alulant le nombre de pixels mal lassés sur haune desrégions de l'image. La proportion de pixels mal lassés est donnée dans le tableau2.4, et reste inférieure à 2% pour toutes les régions de l'image segmentée.Région/label 1 2 3 4-fondTaille des régions 3 677 21 206 32 060 204 178segmentées (pixels)Nombre de pixels mal 1,16 % 0,07 % 1,78 % 0,19%lassés (en %)� Vrai � degré de polarisation 0,885 0,669 0,953 0,107Degré de polarisation 0,92 0,66 0,94 0,08estimé (P̂2 =

√
β̂2)Éart-type indiatif (σ(P̂2)) +/- 0,033 +/- 0,015 +/- 0,011 +/- 0,018Tab. 2.4 � Résultats de segmentation et d'estimation sur haque région de lasène polarimétrique simulée.Une fois ahevée l'étape préalable de segmentation, on dispose alors de ré-gions statistiquement homogènes de taille maximale, sur lesquelles il est possibled'estimer le degré de polarisation. Dans l'exemple traité ii, bien que les régionssoient de tailles très di�érentes, la plus petite d'entre elle omporte tout de mêmeplus de 3 500 pixels, e qui aurait été di�ilement envisageable en utilisant unefenêtre glissante. Les résultats de l'estimation de P sont présentés sur la �gure2.25.b et dans le tableau 2.4. La dernière ligne du tableau fournit également42− Sauf pour P = 0 où PI(I) est une loi gamma d'ordre 2 et pour P = 1 où PI(I) est uneloi gamma d'ordre 1 (loi exponentielle) (voir �gure 1.2). 83



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxl'éart-type théorique indiatif orrespondant à haque valeur estimée43. Sur etexemple, on peut estimer P dans haque région ave une préision d'au moins
3, 3%, alors que elle-i aurait été de l'ordre de 26% pour la région 4 (fond ho-mogène) et de plus de 6% pour les autres régions si l'on onsidérait une fenêtreglissante de taille 31 × 31.Cet exemple permet ainsi de onlure qu'une étape préliminaire de segmenta-tion en régions homogènes semble être une piste très intéressante pour améliorerla préision de la méthode d'estimation du degré de polarisation à partir d'uneunique image d'intensité de spekle présentée dans e hapitre.

(b)(a)

0,660,92
0,94

0,08
0,669
0,953

0,107
0,885

Fig. 2.25 � (a) Représentation des régions de l'image originalge et des valeursthéoriques du degré de polarisation ; (b) Régions obtenues après segmentationave l'algorithme de grille ative statistique et valeurs estimées ave l'estimateur
β̂2 à l'intérieur de elles-i.2.5 Analyse de la méthode d'estimation pour desaquisitions à faible �uxDans ette setion, nous étudions la préision de la tehnique d'estimationdu degré de polarisation à partir d'une unique image lorsque l'aquisition estréalisée dans des onditions de faible intensité. Ces travaux ont été présentés demanière plus omplète dans la référene [38℄, néanmoins nous proposons ii d'enrappeler les prinipales onlusions.Pour un ertain nombre d'appliations d'imagerie, en partiulier dans le do-maine biomédial, il est néessaire de limiter la puissane d'illumination desmatériaux, substanes ou organismes imagés a�n de garantir qu'ils ne soientpas déteriorés par un �ux lumineux trop important. Dans d'autres situations,par exemple pour réaliser une imagerie en temps réel d'objets mobiles, il peuts'avérer néessaire d'aquérir des images ave des temps de pose très ourts, ré-duisant par onséquent la puissane lumineuse reçue au niveau du apteur. Detelles images aquises à faible �ux lumineux sont néessairement entahées parun bruit de photon (ou shot noise), dont il n'a pas été tenu ompte dans les43− Cet éart-type indiatif est obtenu à partir de l'expression de la variane théorique del'estimateur β̂2 donnée à l'équation (2.34).84



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxmodèles statistiques des �utuations d'intensité de spekle onsidérés jusqu'ii.Cette soure fondamentale de �utuations d'intensité provient de la nature quan-tique du hamp életromagnétique et son in�uene reste tout à fait négligeablepour les niveaux d'élairement lumineux habituellement mis en ÷uvre dans desappliations d'imagerie standard. En revanhe, pour un élairement à faible �uxde photons, il est néessaire de prendre en onsidération ette soure de �utua-tions additionnelle, qui vient se superposer aux �utuations de spekle.Ainsi, on supposera dans ette setion que le apteur enregistre non plus desniveaux d'intensité ontinûment répartis, mais un ertain nombre entier de pho-todétetions noté n, dont le résultat s'exprime sous la forme d'un photoomptage,qui donne le nombre de photons reçus sur le apteur pendant une durée de me-sure T . Ce proessus de photodétetion sera étudié plus en détail dans la seondepartie de ette thèse et nous supposerons ii que le apteur est parfait, et n'estsoumis à auun autre bruit parasite que le phénomène de spekle et le phéno-mène de quanti�ation de l'intensité lumineuse. Nous adoptons alors le modèlesimpli�é de photodétetion suivant qui permet de prendre en ompte l'in�uenedu bruit de photon [72, 118℄ : en un point r du déteteur, si la distribution statis-tique de l'intensité de spekle (aratérisée par la loi PI(I) en l'absene de bruitde photon) produit une réalisation d'intensité Iλ, on onsidère que le nombre dephotons mesurés est une variable aléatoire notée N , distribuée selon une loi dePoisson de la forme44 PN |Iλ
(n|Iλ) = exp(−Iλ)[Iλ]

n/(n!).Grâe au modèle de photodétetion adopté, on peut déduire la loi de proba-bilité PN(n) qui s'érit
PN(n) =

∫ +∞

0

PN |I(n|I) PI(I) dI. (2.53)La forme expliite de ette DDP ne s'obtient pas aisément dans le as généralmais on peut la aluler dans le as d'un spekle pleinement développé d'ordre
1, omme ela est démontré en annexe B.4, e qui onduit à la loi de probabilitésuivante

PN(n) =
1

PµI

{[ µI(1 + P)

2 + µI(1 + P)

]n+1

−
[ µI(1 − P)

2 + µI(1 − P)

]n+1
}

. (2.54)Dans la suite de ette setion, nous analysons les onséquenes de la priseen ompte du bruit de photon sur les performanes d'estimation du degré depolarisation au sens des moments, à partir d'une unique image d'intensité pourun modèle de spekle général orrespondant aux hypothèses énonées en setion2.1.1. Nous étudierons également omment la borne de Cramer-Rao est modi�éedans le as le plus simple d'un spekle pleinement développé d'ordre un.2.5.1 Estimation au sens des moments à faible �uxNous nous plaçons dans ette setion dans un as général où la statistiqued'intensité de spekle PI(I) en l'absene de bruit de photon peut être modéliséeonformément aux hypothèses introduites en setion 2.1.1. Bien qu'il soit di�ile44− Cette ériture suppose impliitement que l'e�aité quantique η du déteteur, qui a-ratérise sa qualité tehnologique, est égale à un (voir hapitre 3). 85



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxdans le as général de déterminer la loi de probabilité disrète PN(n) lorsque lebruit de photon est pris en ompte à partir de la DDP PI(I), il est ependantpossible de déduire les valeurs des umulants CN
j , j ∈ [1; 4] de la loi disrèteen fontion des umulants CI

j , j ∈ [1; 4] de la loi ontinue ou en fontion desumulants κj, j ∈ [1; 4] (voir annexe B.2.3). Grâe à es relations, nous pourronsainsi aisément aluler le biais et la variane des estimateurs au sens des momentsétudiés dans ette setion.2.5.1.1 Néessité d'introduire un nouvel estimateur non biaiséPour estimer le arré du degré de polarisation β sur des images de spekleaquises à très faible �ux, on peut envisager d'appliquer l'estimateur β̂2 introduiten setion 2.3.1, en remplaçant les éhantillons d'intensité {I1, . . . , IM} par lesrésultats de photoomptage {n1, . . . , nM} provenant d'une région homogène de
M pixels [38℄45.On peut montrer ependant (f. annexe B.3.3.1 ou référene [38℄) que ettesolution onduit à une estimation biaisée de la valeur de β puisque l'on a

〈β̂2〉 − β =
2

κ2µI

(M − 1

M

)
− 1 + β

M
. (2.55)Ainsi, lorsqu'on prend en ompte le bruit de photon, le biais asymptotique pourune taille d'éhantillon M → ∞ de l'estimateur β̂2 est non nul, ar on a 〈β̂2〉−β ≃

2/κ2µI . Si et estimateur peut être onsidéré asymptotiquement non biaisé quandl'intensité moyenne de l'élairement est élevée µI ≫ 1 ('est-à-dire lorsque lese�ets du bruit de photon sont négligeables), les valeurs estimées par β̂2 sontfortement erronnées lorsque l'intensité lumineuse devient très faible. Par exemplepour un spekle d'ordre L = 1, le biais asymptotique relatif (〈β̂2〉 − β)/β àgrande taille d'éhantillon (M → ∞) dépasse les 20% pour un élairement moyen
µI = 10 photons par pixel [38℄. Plus quantitativement, la valeur minimale del'intensité lumineuse néessaire pour que le biais asymptotique relatif (〈β̂2〉 −
β)/β ≃ 2/(κ2µIβ) demeure inférieur à 1% a été évaluée pour di�érents modèlesde spekle, et est reportée en troisième olonne du tableau 2.5. On remarque ainsique pour les di�érents modèles de spekle testés, l'estimateur β̂2 ne permet pasd'assurer une estimation non biaisée en deçà de quelques entaines de photonspar pixel (ou de quelques milliers pour une loi gamma d'ordre L ≥ 5).Il paraît don intéressant de proposer un nouvel estimateur qui parvienne àestimer β sans biais, y ompris lorsque la puissane d'élairement est faible. Dansla référene [38℄, nous avons montré que l'on pouvait réaliser une telle estimationnon biaisée au moyen de l'estimateur suivant

β̂p
2 =

2Ŝ2

κ2(µ̂N)2
− 2

κ2µ̂N

− 1, (2.56)où Ŝ2 et µ̂N désignent respetivement les estimations empiriques, sur les M me-sures {n1, . . . , nM}, de la variane et de la moyenne du photoomptage. Parrapport à l'estimateur β̂2, le terme additionnel −2/(κ2µ̂N) qui apparaît dans45− Par soui de onision, nous nous limiterons ii à étudier l'estimation de β au sens desmoments lorsque l'intensité moyenne µI est inonnue a priori.86



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxDensité de Ordre Intensité minimale pourprobabilité de la loi assurer un biais [µI ]
10%
minasymptotique ≤ 1%Gamma 1 200 40

L 200 × L 40 × LWeibull 2 ≃ 730 ≃ 1505 ≃ 380 ≃ 35Loi K 1 ≃ 70 ≃ 710 ≃ 170 ≃ 30Tab. 2.5 � Comparaison de di�érentes valeurs aratéristiques de l'intensitémoyenne (exprimée en nombre de photons par pixel) obtenues pour di�érentsmodèles de spekle (voir texte).l'expression de β̂p
2 permet d'assurer une estimation asymptotiquement non biai-sée. En e�et, le biais de β̂p

2 vaut (voir annexe B.3.3.2 ou [38℄)
〈β̂p

2〉 − β = − 2

Mκ2µI

− 1 + β

M
, (2.57)et s'annule bien lorsque la taille d'éhantillon M → ∞.2.5.1.2 Préision théorique de la méthode d'estimation à faible �uxEn e qui onerne la préision de l'estimateur β̂p

2 , on a montré (voir annexeB.3.3.2 et [38℄) que sa variane d'estimation asymptotique46 pouvait s'érire :
vara(β̂

p
2) =

1

M

[
τ0(β) +

τ1(β)

µI

+
τ2(β)

µ2
I

]
, (2.58)où τ0(β) s'exprime en fontion de vara(β̂2) donnée en équation (2.32),

τ0(β)
△
= M × vara(β̂2)

= 2(1 + β)2 +
γ2

2
(1 + 6β + β2) + 2κ2(1 + β)3 − 2γ1

√
κ2(1 + β)(1 + 3β),(2.59)et ave

τ1(β)
△
=

8

κ2

(1 + β) − 4(1 + β)2 + 4
κ3

κ2
2

(1 + 3β)

τ2(β)
△
=

8

κ2
2

+
4

κ2
(1 + β),

(2.60)que l'on peut aluler à partir des valeurs des umulants κi, i ∈ [2; 4] de la loinormalisée f , aratéristique du modèle de spekle onsidéré.On peut remarquer que lorsque le bruit de photon est négligeable (µI ≫ 1),46− Rappelons que la variane asymptotique ne prend en ompte que les termes dominantsen 1/M de l'expression de la variane. 87



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxla variane asymptotique de β̂p
2 est identique à elle de l'estimateur au sens demoments β̂2 introduit auparavant, et reste dans e as indépendante de la valeurde µI . En revanhe, lorsque la puissane de l'élairement moyen diminue, laontribution des termes additionnels τ1(β)/(MµI) et τ2(β)/(Mµ2

I) provoque uneaugmentation de la variane de β̂p
2 . Cei est lairement illustré sur la �gure 2.26où l'évolution de la variane d'estimation est représentée en fontion du niveaud'intensité moyen, pour des spekles d'ordres di�érents (L ∈ {1; 5; 50}) et pourdeux valeurs du degré de polarisation P = 0, 2 (�gure 2.26.a) et P = 0, 8 (�gure2.26.b). Les ourbes tiretées (−−) représentent la variane théorique aluléei-dessus, tandis que les symboles représentent la variane évaluée à partir desimulations numériques sur R = 104 réalisations47. Cette �gure illustre bienl'existene d'un seuil d'intensité, en dessous duquel l'in�uene du bruit de photonommene à dégrader signi�ativement la préision de l'estimation de β.
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Fig. 2.26 � Évolution de la BCR (ourbes en trait ontinu) et de la varianethéorique (ourbes en traits pointillés) et évaluée par simulation Monte-Carlo(symboles +) de l'estimateur β̂p
2 en fontion de l'intensité moyenne µI pour deuxvaleurs du degré de polarisation P = 0, 2 (a) et P = 0, 8 (b).Pour aratériser e seuil, on propose d'évaluer la valeur ritique de l'inten-sité moyenne, notée [µI ]

α
min, en deçà de laquelle la variane asymptotique de β̂p

2devient supérieure à vara(β̂2) de plus de α%. En supposant que la ontributiondu bruit de photon à la variane additionnelle peut être orretement approhéepar le seul terme τ1(β)/(MµI), on a [38℄
[µI ]

α
min ≃ 1

α
max
β∈[0,1]

[τ2(β)

τ0(β)

]
. (2.61)Ce seuil a été évalué pour une augmentation relative de la variane de α = 10%,pour di�érents modèles statistiques d'intensité de spekle. Les valeurs obtenues�gurent dans la quatrième olonne du tableau 2.5, et ont été alulées grâe aux47− Bien que nous ne le représentions pas ii, es simulations permettent également de véri�erl'absene de biais qui aratérise l'estimateur β̂p

2 (voir [38℄).88



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxvaleurs des umulants κi, i ∈ [2; 4] de la loi f fournies dans le tableau 2.1 enpage 50. En analysant les valeurs de seuil obtenues pour les modèles de spekletestés ii, on remarque qu'il est possible de diminuer l'intensité lumineuse jusqu'àune entaine de photons par pixel, sans augmenter la variane de β̂p
2 de plus de

10% par rapport à la variane qu'on obtiendrait à forte intensité. Un tel niveaud'intensité représente une puissane lumineuse d'élairement très faible, e quimontre ainsi que la tehnique d'estimation proposée peut être réalisée ave destemps d'aquisition de l'image très ourts, permettant ainsi d'imager en tempsréel des sènes très évolutives, ou des objets mobiles.2.5.2 E�aité de l'estimateur β̂p
2 à faible �uxEn observant la dégradation importante de la préision d'estimation qui seproduit lorsque le bruit de photon qui perturbe l'aquisition au niveau du dé-teteur n'est plus négligeable, la question suivante émerge naturellement : l'aug-mentation de la variane lorsque µI déroît est-elle due à une perte d'e�aitéde l'estimateur, ou bien est-e l'information disponible pour estimer β dans desdonnées de plus en plus bruitées qui diminue ?Il paraît don intéressant d'étudier l'évolution de la borne de Cramer-Raolorsque l'intensité moyenne µI diminue. Cependant, la omplexité de la loi de pro-babilité PN(n) obtenue lorsque l'on prend en ompte le bruit de photon (équation(2.54)) ne nous a pas permis de aluler expliitement la BCR. La déterminationnumérique des valeurs de la BCR a ependant été réalisée dans le as le plussimple d'un spekle pleinement développé d'ordre 1, grâe à l'implantation d'unshéma numérique simple, que nous détaillons dans l'annexe A [38℄.Cette BCR pour l'estimation de β a don été évaluée numériquement pour denombreuses valeurs de l'intensité moyenne 0, 05 ≤ µI ≤ 3.103 et son évolution enfontion de µI est reportée en trait plein ( ) sur les �gures 2.26.a et 2.26.b pour

P = 0, 2 et P = 0, 8 respetivement. De même que la variane de β̂p
2 subissaitune brutale augmentation pour les faibles valeurs de µI , l'évolution de la BCRse aratérise par un seuil d'intensité d'environ 40 photons par pixel. Au-delà dee seuil, on retrouve les valeurs de la BCR obtenues préédemment en setion2.2 quand le bruit de photon était négligé, tandis que pour des valeurs de µIinférieures, la borne de Cramer-Rao ommene à augmenter signi�ativement[38℄, montrant ainsi que la présene du bruit de photon limite la préision del'estimation de β à faible �ux. En e qui onerne l'e�aité de l'estimateur β̂p

2 ,es deux �gures 2.26.a et 2.26.b permettent de retrouver un résultat établi dansla référene [38℄ :� Comme nous l'avons vu au début de e hapitre, lorsque le bruit de photonest négligeable, l'estimation de β au sens des moments n'est e�ae que si
P est inférieur à 0, 3.� Pour les faibles valeurs de µI en revanhe (µI ≤ 1), l'estimateur β̂p

2 s'avèree�ae quelle que soit la valeur à estimer du degré de polarisation.On peut par onséquent onlure que l'estimateur de β au sens des momentsétudié ii semble adapté lorsque l'intensité d'élairement est très faible. En ef-fet, omme nous l'avons vu, et estimateur permet non seulement d'assurer uneestimation non biaisée de β en présene de bruit de photon mais il s'avère égale-ment quasiment e�ae en terme de préision d'estimation pour de très faibles89



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxOrdre du spekle L = 1 L = 10 L = 50

µIopt
≤ 2 ≤ 20 ≤ 100

Qopt pour φTtot = 103 photons ≥ 500 ≥ 50 ≥ 10
Topt = Ttot/Qopt ≤ 1/500e s ≤ 1/50e s ≤ 1/10e sGain en variane ≥ 125 ≥ 13 ≥ 3(estimateur β̂p

2)Tab. 2.6 � Comparaison de di�érentes valeurs aratéristiques de l'intensitémoyenne, obtenues pour di�érents modèles de spekle.intensités d'élairement.2.5.3 Imageur polarimétrique optimal à faible �uxAvant de onlure ette setion, nous proposons d'illustrer omment les résul-tats préédents permettent d'optimiser les performanes d'un dispositif d'image-rie polarimétrique à une image en utilisant plusieurs aquisitions réalisées à faible�ux, permettant ainsi de maximiser le nombre d'éhantillons pris en ompte pourl'estimation de β. Considérons en e�et une situation donnée, dans laquelle l'es-timation est réalisée sur M pixels élairés par un �ux lumineux moyen uniforme
φ (exprimé en photons par pixel et par seonde) rétrodi�usé par un objet dela sène polarimétrique. Le nombre moyen de photons aquis en haque pixelde l'image dépend du temps d'intégration T pendant lequel le apteur opère lamesure puisque µI = φT . On peut alors se poser la question suivante : est-il plusjudiieux de mesurer une unique image de M pixels et d'intensité moyenne µI oubien d'aquérir Q images de même taille M , d'intensité plus faible µI/Q et onte-nant des réalisations di�érentes et indépendantes de la �gure de spekle ? Cetteseonde solution permettrait en e�et de multiplier par Q le nombre de pixelsdisponibles pour estimer le degré de polarisation. Un tel dispositif est envisa-geable en pratique en plaçant un di�useur mobile devant la soure d'élairementohérent a�n d'obtenir des réalisations indépendantes du spekle.Pour répondre à ette interrogation, nous avons montré (f. annexe B.3.3.3ou référene [38℄) que pour une durée d'intégration totale Ttot onstante, et pourun élairement de �ux moyen φ, la variane de l'estimateur β̂p

2 est minimalesi l'estimation est réalisée sur Qopt aquisitions indépendantes de la �gure despekle, de durée Topt = Ttot/Qopt et dont l'intensité vaut µIopt
= φTopt/Qopt, ave

Qopt = φTopt

√
τ0(β)

τ2(β)
, d'où on déduit µIopt

=

√
τ2(β)

τ0(β)
. (2.62)Les valeurs Qopt et µIopt

dépendent don de β et du modèle de spekle onsidéréà travers les umulants κk, k ∈ [2; 4] qui interviennent dans les expressions de
τ0(β) et τ2(β) données respetivement aux équations (2.59) et (2.60).Pour donner un ordre de grandeur du gain auquel on peut s'attendre en uti-lisant le résultat préédent, nous avons omparé les varianes obtenues pour dif-férents ordres de spekle L ∈ {1; 10; 50} quand on réalise une unique aquisitiond'intensité élevée µI = φTtot = 103 photons (ave Ttot = 1 s et φ = 103 photons90



2.5. Analyse de la méthode pour des aquisitions à faible �uxpar seonde) pour laquelle l'in�uene du bruit de photon est quasiment négli-geable, ou bien lorsqu'on aquiert Qopt images à faible intensité µIopt
. Nous avonsregroupé les résultats obtenus dans le tableau 2.6, dans lequel nous avons reportéla valeur maximale de µIopt

lorsque β varie entre 0 et 1 (ligne 2 du tableau). Cetteborne a été déterminée numériquement à partir de l'expression (2.62). On peutalors en déduire aisément une borne inférieure de Qopt qui représente le nombred'aquisitions optimal (ligne 3), de même que le temps d'intégration Topt optimalà retenir pour haune de es aquisitions peut être borné supérieurement (ligne4). On peut alors aluler le rapport des varianes théoriques, évaluées grâe àl'équation (2.58), lorsqu'on onsidère une unique aquisition d'intensité µI = 103ou qu'on optimise le nombre d'images aquises. La borne inférieure de e rap-port lorsque P évolue entre 0 et 1 permet d'évaluer le gain minimal auquel onpeut s'attendre en optimisant le nombre d'images aquises, et est reporté à laquatrième ligne du tableau 2.6.Dans la situation étudiée ii, le gain est plus important lorsqu'on utilise unspekle pleinement développé d'ordre un48 (L = 1) et permet de diminuer l'éart-type de la mesure par un fateur au moins égal à √
125 ≃ 11, 2. Cependant, ettediminution importante de l'éart-type disparaît rapidement dès que l'on onsidèreun spekle d'ordre élevé et n'atteint que √13 ≃ 3, 6 pour L = 10, voire √3 ≃ 1, 7pour L = 50. Cette remarque on�rme une des onlusions préédentes : pourl'utilisation d'une méthode d'estimation du degré de polarisation à partir d'uneunique image d'intensité de spekle, il est préférable dans la mesure du possibleque le apteur éhantillonne orretement le spekle, a�n d'obtenir un speklepleinement développé d'ordre 1.La valeur élevée du gain que nous avons déterminée i-dessus dans le as d'unspekle pleinement développé d'ordre 1 doit toutefois être relativisée quelque peuar on peut raindre qu'à de tels niveaux d'élairement moyen (µIopt

≃ 2 photonspar pixel), la mesure soit perturbée par un bruit de fond parasite additif, ou parun bruit dû à l'imperfetion du apteur (e�aité quantique non unitaire oubruit propre du apteur).2.5.4 Conlusion sur l'estimation de β à faible �uxLes résultats présentés dans ette setion on�rment qu'il est possible d'esti-mer le degré de polarisation (ou tout au moins son arré β) à partir d'une uniqueimage d'intensité de spekle, même lorsque elle-i est aquise à très faible �uxet par onséquent perturbée par un bruit de photon poissonien. Cette estimationpeut par ailleurs être réalisée très simplement, à ondition de modi�er l'estima-teur au sens des moments β̂2 utilisé jusqu'ii, ar elui-i onduit à une estimationbiaisée dès que le bruit de photon n'est plus négligeable. En étudiant la varianethéorique du nouvel estimateur introduit, nous avons aussi pu aratériser le ni-veau d'intensité ritique qu'il est néessaire d'assurer pour ne pas trop dégraderla préision d'estimation. Ce seuil d'intensité d'environ une entaine de photonsmesurés en moyenne par pixel du déteteur garantit ainsi une très grande rapi-dité de l'estimation due à sa simpliité et aux faibles temps d'aquisition qu'elleautorise. Cette étude permet don d'ouvrir des perspetives intéressantes pour48− Dans e as là, le faible niveau d'intensité µIopt
≃ 2 photons par pixel permet de surroîtd'assurer une estimation e�ae de β. 91



2.6. Conlusionle développement de dispositifs d'imagerie polarimétrique à faible �ux et/ou entemps réel.2.6 ConlusionAu ours de e hapitre, nous avons aratérisé une tehnique d'estimationdu degré de polarisation (ou de son arré β = P2) fondée sur l'analyse de larépartition statistique de l'intensité rétrodi�usée par une surfae (ou une sènepolarimétrique) illuminée par un élairement ohérent. Dans un premier temps,l'étude de la variane minimale d'estimation, évaluée en déterminant la bornede Cramer-Rao pour l'estimation de P ou de β = P2, a permis de montrer queette tehnique d'estimation, qui permet de s'a�ranhir de l'utilisation de om-posants optiques polarimétriques ajustables, pouvait onduire à des préisionsaeptables sur la mesure de β à ondition de réaliser l'estimation sur un éhan-tillon homogène de M pixels su�samment grand (typiquement M ≃ 40 × 40pixels pour obtenir un éart-type de 0, 05 sur la mesure de β). En analysant l'in-�uene de l'ordre du spekle L sur les valeurs de la BCR, nous avons égalementpu onlure qu'il était préférable de maximiser le nombre d'éhantillons M plut�tque de herher à diminuer la taille des grains de spekle pour augmenter l'ordrede elui-i.La omparaison de di�érents estimateurs a ensuite permis de montrer qu'uneméthode très simple basée sur la mesure des deux premiers moments statistiquesde l'intensité présente un fort intérêt pratique en raison de sa grande souplessed'utilisation (adaptabilité à de nombreux modèles de spekle). Il faut epen-dant lui préférer des solutions plus sophistiquées, du type estimateur au sensdu maximum de vraisemblane, pour obtenir une estimation e�ae dans le asoù le spekle est orretement éhantillonné par le apteur (spekle pleinementdéveloppé d'ordre 1).L'utilité de es méthodes d'estimation à une image pour des appliationsd'imagerie de degré de polarisation a été également disutée par le biais d'ex-périenes d'imagerie simulées et a permis d'illustrer l'importane de la séletionde régions statistiquement homogènes dans l'image analysée. Quelle que soit laméthode d'estimation du degré de polarisation séletionnée49, la préision seraaméliorée si l'on est apable de maximiser la taille des régions dont on souhaiteévaluer les aratéristiques polarimétriques et nous avons évoqué à e proposl'intérêt d'utiliser des algorithmes de partition automatique d'image en régionsstatistiquement homogènes. Par ailleurs, la robustesse de la tehnique d'estima-tion en présene de bruit de photon permet également d'envisager l'aquisitionde plusieurs images à très faible �ux pour tenter de maximiser la taille des éhan-tillons de mesures.Le tableau 2.7 permet de dresser un bilan onlusif sur la méthode d'estima-tion étudiée dans e hapitre en réapitulant ses prinipaux avantages et inonvé-nients. Parmi les perspetives de reherhe intéressantes pour le développementpratique de ette tehnique d'estimation à une unique image, il semble nées-saire d'étudier les deux ontraintes qui limitent l'appliabilité de ette méthode.D'une part, il serait intéressant d'établir un protoole de alibration �able et49− Y ompris dans le as des méthodes plus lassiques à 4 ou 2 images.92



2.6. ConlusionAvantages Inonvénients
• Rapidité • Performanes dégradées par
• Coût minimal (pas de omposant rapport aux tehniquespolarimétrique ajustable) à plusieurs images
• Large gamme spetrale • Calibration néessaire
• Robustesse au bruit de photon (estimation de κ2)
• Souplesse d'utilisation (estimateur β̂2) • Validité de l'indépendane des
• Validité pour Γ non diagonale omposantes d'intensités I1 et I2

• Existene d'un estimateur optimal • Estimation biaisée pour lespour β > βmin faibles valeurs de PTab. 2.7 � Comparatif des avantages et inonvénients de l'estimation de degréde polarisation à une unique image.général pour déterminer expérimentalement le modèle de �utuation de spekle(et plus partiulièrement le umulant κ2), lorsque elui-i ne peut être spéi�éthéoriquement. D'autre part, une étude théorique sur la validité des hypothèsesénonées en setion 2.1.1 et néessaires à l'appliation de ette méthode onsti-tue également une perspetive intéressante, notamment dans le as de surfaestexturées.
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2.6. Conlusion
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Deuxième partieÉtats sous-poissoniens de la lumière
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Chapitre 3Introdution aux lumièressous-poissoniennes
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3.1. Contexte physique
Dans ette seonde partie de thèse, nous allons nous intéresser à des situationsphysiques pour lesquelles le bruit qui perturbe les signaux optiques ou les imagesaquises possède une variane inférieure à sa valeur moyenne. Ces �utuationssont quali�ées de sous-poissoniennes ar elles onduisent, à valeur moyenneégale, à une statistique plus ordonnée qu'une distribution poissonienne standard.De telles �utuations optiques peuvent être de nos jours produites en labora-toire grâe aux reherhes expérimentales menées en optique quantique depuistrois déennies. Dans e hapitre, nous rappelons ainsi brièvement le formalismede l'optique quantique qui permet de dérire des états non standard du rayonne-ment életromagnétique, parmi lesquels �gurent les lumières sous-poissoniennes.Nous détaillerons ensuite omment es bruits non standard peuvent être modéli-sés d'un point de vue statistique, hors du formalisme de la méanique quantique.3.1 Contexte physique3.1.1 Introdution à l'optique quantiqueNous allons rappeler ii les prinipaux résultats de la modélisation quantiquedes hamps életromagnétiques, qui fonde le formalisme de l'optique quantique.Pour une desription plus détaillée de l'opération de quanti�ation du rayon-nement életromagnétique, nous invitons le leteur à onsulter l'ouvrage de G.Grynberg, A. Aspet et C. Fabre ité en référene [61℄, auquel il sera fait maintesfois référene dans ette setion.Pour un hamp salaire, monohromatique de veteur d'onde �xé k, de fré-quene ν et stationnaire50, on peut tout d'abord introduire la variable normaledu hamp [61℄, notée α(r), et qui permet d'érire l'enveloppe omplexe du signalanalytique assoiée au hamp életrique sous la forme

E
(+)(r) = A(r) e0 = i E0α(r) e0, (3.1)où e0 est un veteur unitaire orthogonal à la diretion de propagation (orthogonalà k) et où la onstante E0 est onventionnellement hoisie égale à [61℄

E0 =

√
hν

2ǫ0cT
, (3.2)où c représente la élérité de la lumière, ǫ0 la permittivité diéletrique du vide et

T la durée d'intégration du apteur. Le hoix de ette onstante permet d'assurerque la quantité |α(r)|2 représente le nombre de photons reçus par mètre arré de50− C'est-à-dire que l'on supposera que les variations temporelles de l'enveloppe omplexedu hamp sont lentes par rapport au temps d'intégration sur le apteur T .98



3.1. Contexte physiquesurfae, à la position r du plan transverse [28℄.Cette simple réériture des hamps életromagnétiques sous la forme de va-riables normales n'est bien sûr pas su�sante pour appréhender la quanti�ationdu rayonnement életromagnétique. En e�et, les grandeurs E
(+)(r), A(r) et α(r)qui permettent, omme à l'équation (3.1), de dérire le hamp de manière las-sique doivent être onsidérées, du point de vue de la méanique quantique, ommedes observables du hamp, 'est-à-dire omme des opérateurs quantiques[61, 28℄. Pour dérire la lumière du point de vue de la méanique quantique, ilonvient don de réérire l'équation (3.1) sous la forme suivante51

Ê
(+)

(r) = Â(r) e0 = i E0â(r) e0, (3.3)où â(r) représente l'opérateur loal d'annihilation de photon [61℄.On peut remarquer ii que l'information sur la distribution spatiale du hampéletromagnétique est entièrement dérite par et opérateur â(r). Pour failiterla desription des phénomènes qui nous intéresserons dans la suite, nous propo-sons d'utiliser le formalisme adopté par V. Delaubert dans sa thèse de dotorat[28℄. Cette approhe onsiste à introduire un opérateur modal d'annihilation dephoton, noté simplement â et qui véri�e [28℄
â(r) = â u0(r). (3.4)Ce formalisme permet ainsi de � déoupler � l'opérateur quantique â (qui devientdon indépendant de la position) et la répartition spatiale du hamp, représen-tée désormais par la fontion u0(r) qui véri�e une ondition de normalisation∫∫

|u0(r)|2d2r = 1. Conformément à l'usage ourant, l'adjoint de et opérateur
â sera quant à lui quali�é d'opérateur (modal) de réation de photon, etsera noté â†. À partir de es deux opérateurs, on introduit également l'opérateurnombre de photons, dé�ni par

N̂
△
= â†â. (3.5)Les prinipales onséquenes liées à ette desription du hamp sous la formed'opérateurs quantiques proviennent de la non-ommutativité des opérateurs âet â†, dont le ommutateur [â, â†], non nul, véri�e

[â, â†]
△
= ââ† − â†â = 1. (3.6)En partiulier, on peut montrer [61℄ que le spetre ('est-à-dire l'ensemble desvaleurs propres) de l'opérateur nombre de photons N̂ se ompose des entierspositifs ou nuls [22, 61℄, illustrant ainsi que la mesure de ette observable estquanti�ée52. Les veteurs propres notés ∣∣n〉 et assoiés à haque valeur propre51− Nous onservons dans ette setion la notation d'usage des opérateurs quantiques sousla forme X̂. À l'exeption de ette setion ependant, ette notation désignera l'estimateur dela valeur X dans tout le reste du manusrit.52− La méanique quantique postule en e�et que le résultat de la mesure d'une grandeurphysique est néessairement égal à une des valeurs propres de l'observable orrespondante. Sile spetre de l'observable est disret, alors les résultats de mesure sont quanti�és [22℄. 99



3.1. Contexte physique
n ∈ N sont appelés états nombres ou états de Fok et véri�ent par onséquent

∀n ∈ N, N̂
∣∣n〉 = n

∣∣n〉. (3.7)Ces veteurs forment une base de l'espae de Hilbert des états du hamp dans lemode unique onsidéré ii et permettent dans ertains as de représenter aisémentd'autres états du hamp. Par ailleurs, l'énergie E|n〉 d'un tel état nombre ∣∣n〉s'érit [61℄,
E|n〉 = hν

(
n +

1

2

)
, (3.8)montrant ainsi que même en l'absene de photon (état ∣∣0〉), l'énergie du hampéletromagnétique est non nulle.3.1.1.1 Opérateurs de quadrature :Nous introduisons également deux opérateurs de quadrature, notés ÊPet ÊQ qui nous seront utiles par la suite pour dérire les états quantiques de lalumière. Ces opérateurs s'expriment simplement en fontion des parties réelle etimaginaire de l'opérateur â :

ÊP = E0[â
† + â], et, ÊQ = i E0[â

† − â]. (3.9)Dans une desription lassique du hamp, es grandeurs s'interprètent direte-ment omme les parties réelle et imaginaire de l'enveloppe omplexe du hamp.En tant qu'opérateurs quantiques, ils ne ommutent ependant pas entre eux, ren-dant par onséquent impossible la mesure simultanée des quadratures du hampave une préision absolue [61℄. Cette relation d'inertitude se traduit pluspréisément par l'inégalité de Heisenberg suivante [61℄
σ
[
EP

]
· σ
[
EQ

]
≥ E2

0 , (3.10)où σ(X) représente l'éart-type sur la mesure d'une observable X̂.3.1.1.2 Valeur moyenne des observables :On peut simplement relier les opérateurs quantiques introduits préédemmentaux grandeurs lassiques orrespondantes. En e�et, pour un opérateur X̂, lagrandeur lassique orrespondante est égale à la valeur moyenne53 de elui-i
〈X̂〉. Ainsi, le nombre moyen de photons dans le mode onsidéré sera noté

µN = 〈N̂〉. (3.11)3.1.1.3 Cas des hamps multimodes :Par soui de simpliité, nous avons supposé jusqu'à présent que le hampéletromagnétique était monomode. Cela n'est pas toujours le as dans les ex-périenes d'optique quantique : en e�et, on peut imaginer des états lumineux53− En méanique quantique, la valeur moyenne 〈X̂〉 d'une observable X̂ est dé�nie ommela moyenne statistique de la mesure de ette observable sur un état quantique donné ∣∣Ψ〉. End'autres termes, pour un état ∣∣Ψ〉 donné, on a 〈X̂〉 = 〈Ψ
∣∣X̂
∣∣Ψ〉 (voir par exemple [22℄).100



3.1. Contexte physiqueomposés de plusieurs modes de polarisation ou ontenant di�érentes ompo-santes, de veteurs d'ondes ki distints. En outre, même en restant dans leslimites d'un hamp salaire monohromatique, le hamp életrique peut être dé-omposé sur une base disrète quelonque54 de modes transverses {ui(r)}i∈N, or-thonormés (∫∫ u∗
i (r)uj(r)d

2r = δi,j). Par exemple, les modes de Hermite-Gaussou de Laguerre-Gauss sont bien adaptés pour dérire la distribution spatialetranverse d'un hamp dans une avité ylindrique [61, 28℄. De même, lorsque lamesure du hamp életromagnétique est réalisée sur un déteteur matriiel, ladesription du hamp sous la forme de � modes pixels � peut s'avérer tout à faitindiquée [149℄.Ainsi, lorsque plusieurs modes oexistent au sein du rayonnement lumineux,il est néessaire de remplaer l'opérateur â(r) introduit à l'équation (3.4) par unensemble d'opérateurs véri�ant̂
a(r) =

∑

k

âkuk(r), (3.12)où la sommation disrète peut, le as éhéant, porter sur une in�nité dénom-brable de termes [28℄. Les opérateurs âk obéissent dans e as aux relations deommutation suivantes [ân, â
†
m] = δn,m. À haun de es modes, nous pouvonsbien sûr assoier des opérateurs de quadrature, ainsi que des opérateurs nombrede photons N̂k = â†

kâk.Un état multimodal ∣∣Ψ〉 ontenant nk photons dans le mode k peut ainsiêtre représenté sur la base des états nombres en érivant ∣∣Ψ〉 =
∣∣n1, . . . , nk, . . .〉.Tout se passe don omme si le hamp életrique pouvait être dérit omme unensemble de n1 partiules indépendantes (photons) � peuplant � le mode 1, n2partiules indépendantes � peuplant � le mode 2, et.3.1.2 PhotodétetionAprès avoir introduit les bases du formalisme de l'optique quantique, nousabordons ii la modélisation des signaux de photodétetion (ou photoomptage)sur lesquels sont basés les travaux présentés dans la suite de ette thèse55.3.1.2.1 Modèle de photodéteteur uniqueConsidérons dans un premier temps le as d'un photodéteteur unique dontla surfae sensible, notée Σ, est supposée su�samment étendue pour apter latotalité du faiseau lumineux étudié (buket detetor en anglais). Nous ne rap-pelerons pas ii la théorie quantique rigoureuse de la photodétetion, fondée en1963 dans le élèbre artile de R. J. Glauber [51℄. Suivant une démarhe simi-laire aux référenes [122, 28℄, nous nous limiterons plut�t à supposer qu'un teldéteteur permet de mesurer l'observable N̂r qui orrespond au nombre total de54− Ces modes doivent néanmoins véri�er l'équation de propagation du hamp életroma-gnétique dans l'approximation paraxiale. (Voir la référene [28℄, p. 10 pour une disussion plusapprofondie de es onditions.)55− Nous laisserons de �té ii la mesure des observables ontinues du hamp (par exempleles quadratures du hamp) pour laquelle on utilise ouramment des tehniques de détetionhomodyne auxquelles on ne s'intéressera pas ii (Voir par exemple [61℄). 101



3.1. Contexte physiquephotoévénements56 détetés par le apteur pendant une durée d'intégration T .Dans le as d'un rayonnement monomode, on admettra que ette grandeur peuts'érire [28℄
N̂r =

η

E2
0

∫∫

Σ

Â†(r)Â(r)d2r = η â†â, (3.13)où Â(r) représente l'opérateur introduit à l'équation (3.3), assoié à l'enveloppeomplexe du hamp supposé salaire et où η représente l'e�aité quantiquedu déteteur. Ave e modèle simpli�é de photodétetion, on admettra que lephotodéteteur permet de mesurer l'observable N̂r, et qu'en moyenne le apteurfournit la valeur suivante :
〈N̂r〉 = η 〈â†â〉 = η 〈N̂〉 = η µN , (3.14)où µN représente le nombre moyen de photons ontenus dans l'unique mode derayonnement. En raison de la nature quantique du hamp életromagnétique, lesrésultats de mesure du nombre de photons sont entâhés de �utuations, mêmeen l'absene de toute soure de bruit. Ces �utuations peuvent être aratériséespar l'intermédiaire du modèle simpli�é de photodétetion adopté ii [28℄ et serontétudiées dans la setion suivante pour di�érents états quantiques de la lumière.Sauf indiation du ontraire, nous onsidérerons toujours dans la suite quel'e�aité quantique des déteteurs utilisés est unitaire (η = 1), e qui onstitueun as limite de photodétetion idéale. On pourra alors identi�er le résultat duproessus du photoomptage N̂r ave l'observation de l'opérateur nombre de pho-tons N̂ du faiseau monomode57. Cette hypothèse revient à supposer que haquephoton déteté à la surfae du apteur est onverti ave une probabilité de 1en un porteur de harge élémentaire (életron). Cette hypothèse peut paraîtreforte au regard de la qualité des photodéteteurs atuels. Cependant, les pro-grès tehnologiques inessants pour réduire le bruit propre des photodéteteursà omptage de photons (photomultipliateurs, photodiodes à avalanhe) tendentà rapproher ontinuellement les expérimentateurs de ette situation idéale. Parailleurs, nous étudierons dans la suite omment l'utilisation d'états quantiquesnon standards (états sous-poissoniens) permet d'améliorer les performanes detraitements d'image. Par onséquent, supposer que l'étape de photodétetions'e�etue de manière idéale nous permettra de borner e gain en performane enaratérisant le as idéal où les bruits � tehnologiques � peuvent être négligés.3.1.2.2 Photoompteur matriiel pour l'imagerieLe modèle de photodéteteur unique que nous venons d'évoquer est lairementinadapté à la desription d'expérienes d'imagerie. En e�et, la formation d'imagesnéessite de juxtaposer un grand nombre de déteteurs élémentaires pour réaliserune mesure d'intensité lumineuse en haque point du plan transverse.Nous admettrons dans la suite que l'aquisition des images est réalisée parun apteur matriiel, onstitué d'un grand nombre de photodéteteurs idéaux enrégime de omptage de photons. Chaque pixel de l'image ainsi onstituée permet-56− Un photon inident sur la surfae du déteteur donne lieu à un photoévénement lorsqu'ilest onverti en porteur de harge au niveau du apteur et est e�etivement déteté par elui-i.57− Par onséquent, nous ne distinguerons plus par la suite les observables N̂r et N̂ .102



3.1. Contexte physiquetra de oder en niveau de gris le résultat de photoomptage réalisé par haquephotodéteteur élémentaire. Pour une e�aité quantique η = 1, le modèle dephotodétetion de l'équation (3.13) permet d'érire, au niveau du déteteur � élé-mentaire � de surfae Σj assoié au pixel j

N̂j =
1

E2
0

∫∫

Σj

Â†
0(r)Â0(r)d

2r = â†â

∫∫

Σj

|u0(r)|2d2r, (3.15)où u0(r) représente le pro�l spatial du mode. Notons en outre que ette dernièreéquation peut se généraliser au as d'un hamp multimode (voir équation (3.12))en érivant,
N̂j =

∑

k

â†
kâk

∫∫

Dj

|uk(r)|2d2r, (3.16)où uk(r) représente le pro�l spatial du mode k du hamp.Si e modèle parfait de photoompteur matriiel peut paraître assez irréalistedans l'état atuel de la tehnologie des instruments de photoomptage, les progrèstehnologiques réents permettent néanmoins d'envisager que de tels dispositifsd'imagerie en omptage de photons voient le jour prohainement [141, 11, 53℄.Nous reviendrons plus en détail au hapitre suivant sur ette modélisation simplede photodéteteurs matriiels. Elle nous sera en e�et utile pour étudier l'amélio-ration de la préision optimale de positionnement de faiseau en présene d'étatsnon lassiques de la lumière.3.1.3 Des états plus ou moins � lassiques � de la lumièreLe formalisme de l'optique quantique rappelé brièvement au début de e ha-pitre va nous permettre ii de passer rapidement en revue quelques exemplesd'états partiuliers ommunément utilisés en optique quantique. Nous présen-tons tout d'abord les états dits � quasi-lassiques � (� vide � quantique et étatsohérents de Glauber), puis nous aborderons d'autres états dits � non lassiques �parmi lesquels �gurent les états sous-poissoniens qui nous intéresseront plus par-tiulièrement dans les hapitres suivants.3.1.3.1 � Vide � quantiqueNous avons vu au début de e hapitre que l'état fondamental d'une lumièremonomode possède une énergie minimale E|0〉 = hν/2 et est aratérisé par unnombre moyen de photons nul, 〈N̂〉 = µN = 0. La valeur moyenne de ses qua-dratures est nulle également, 'est-à-dire 〈ÊP 〉 = 〈ÊQ〉 = 0, justi�ant ainsi sonappelation de � vide � quantique [61℄. Bien que la valeur moyenne de l'enveloppeomplexe du hamp soit nulle, le niveau d'énergie non nul assoié au � vide �quantique provient des �utuations statistiques du hamp, qui déoulent du prin-ipe d'inertitude de Heisenberg. En e�et, on peut montrer [61, 28℄ que la varianedes quadratures du hamp életrique s'érit
σ2
(
EP

)
= σ2

(
EQ

)
= E2

0 . (3.17)L'inertitude qui entahe ainsi toute mesure de quadrature du hamp peutêtre appréhendée, hors du adre formel de la méanique quantique, par une inter-103



3.1. Contexte physiqueprétation probabiliste similaire à elle que avons utilisée dans la première partiede ette thèse pour modéliser les �utuations de hamp en présene de spe-kle. En e�et, les inertitudes qui aratérisent toute mesure d'une observabled'un hamp életromagnétique peuvent être intuitivement représentées ommedes �utuations statistiques qui entahent la grandeur lassique orrespondante[61, 122℄. Cette approhe onduit ainsi naturellement à utiliser la représentationdu hamp életrique dans le plan de Fresnel, omme nous l'avons fait en setion1.2.2.1 pour représenter les �utuations du hamp életrique pour des modèles despekle irulaires ou non-irulaires58. Ainsi la représentation de l'état � vide �sur le plan de Fresnel donnée en �gure 3.1.a est tout à fait similaire à la �gure1.1.a traée en page 15 : le hamp est représenté par un veteur nul, autour du-quel on trae un erle de rayon E0 qui re�ète les �utuations d'origine quantiquedu hamp autour de sa valeur moyenne.
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Fig. 3.1 � Représentation de Fresnel d'un état de � vide � quantique (a), d'unétat quasi-lassique (b) et d'un état omprimé en amplitude (). Les axes durepère orrespondent aux deux quadratures ÊP et ÊQ introduites à l'équation(3.9).3.1.3.2 États ohérents de Glauber ou états quasi-lassiquesÀ la di�érene de l'état � vide �, les quadratures du hamp dans l'état quasi-lassique possèdent une valeur moyenne non nulle 〈ÊP 〉 = Re[α] E0 et 〈ÊQ〉 =
Im[α] E0, où la variable normale du hamp α = 〈â〉 a été dé�nie à l'équation58− Cette approhe probabiliste des inertitudes quantiques est partiellement inorrete dupoint de vue de la méanique quantique. En e�et, dé�nir la densité de probabilité onjointe
P (X+, X−) de deux quadratures onjuguées du hamp (notées X+ et X−) néessite de donnerun sens à la quantité P (X+, X−)dX+dX− qui représente la probabilité que le hamp se situedans un volume in�nitésimal dX+dX− autour du point (X+, X−). Cette représentation estdon problématique du point de vue de la méanique quantique ar deux quadratures nepeuvent être simultanément dé�nies si e volume est inférieur à la limite de Heisenberg. Pourpallier e problème, l'optique quantique dispose d'un autre outil mathématique, la fontionde Wigner W (X+, X−), appelée aussi � quasi-densité de probabilité �, et dé�nie de sorte quetoute marginalisation de ette fontion dans une diretion de quadrature donnée orresponde àla distribution de probabilité (lassique) de la quadrature orrespondante. Dans de nombreuxas orrespondant aux états gaussiens du hamp, la fontion de Wigner peut être assimiléeà une densité de probabilité onjointe lassique, aussi nous n'utiliserons pas dans la suite leformalisme de la fontion de Wigner [36℄.104



3.1. Contexte physique(3.1) [61℄. Les �utuations de es quadratures sont ependant identiques au asdu � vide �, ar elles véri�ent
σ2
(
EP

)
= σ2

(
EQ

)
= E2

0 . (3.18)Les états quasi-lassiques sont don des états minimaux, dans le sens où ils� saturent � l'inégalité de Heisenberg de l'équation (3.10) [61, 158℄. La repré-sentation d'un tel état dans le plan de Fresnel, shématisée sur la �gure 3.1.b,se déduit don simplement de la représentation de l'état � vide � grâe à unetranslation par le nombre omplexe E0 α.Par ailleurs, on peut montrer que le nombre de photons ontenus dans un telmode obéit à une loi de Poisson [61, 122℄
PN (n) = e−µN

(µN)n

n!
, (3.19)de moyenne 〈N〉 = µN et de variane var(N) = µN .Ces états quasi-lassiques sont très souvent utilisés dans les expérienes d'op-tique quantique puisqu'ils permettent de modéliser le omportement des lumièresohérentes produites par un laser monomode au dessus de son seuil d'osillation,en l'absene de toute soure de bruit � tehnologique � lassique [61℄. Ainsi, esétats minimaux au sens de l'inégalité de Heisenberg permettent d'atteindre unelimite ultime pour la préision de mesure d'une observable du hamp ave unelumière laser ohérente. Cette préision limite a été largement étudiée [116, 37℄ etpeut être expérimentalement atteinte dans ertaines mesures de grande préision.Elle prend bien sûr diverses formes selon le type de mesure envisagé (mesure dequadrature, mesure de photoomptage, et.) mais est généralement quali�ée deLimite Quantique Standard ou Standard Quantum Limit en anglais (SQL).On sait néanmoins désormais que pour ertaines appliations de métrologie,ette préision limite peut être dépassée si l'on utilise des états quantiques dela lumière partiuliers, aux propriétés non lassiques et adaptés à la mesureonsidérée. Parmi es états non lassiques, les plus utilisés à e jour sont les étatsomprimés du rayonnement que nous présentons dans le paragraphe qui suit.3.1.3.3 États omprimésNous avons vu que les états quasi-lassiques du hamp (états ohérents)étaient des états minimaux au sens de l'inégalité de Heisenberg, et que les �u-tuations de deux quadratures onjuguées (ÊP et ÊQ par exemple) étaient égales.Depuis une trentaine d'années ependant [137℄, on sait qu'il existe des états dela lumière qui, tout en restant minimaux au sens de l'inégalité de Heisenberg,possèdent des �utuations omprimées sur une quadrature, au prix bien sûrd'un niveau de bruit plus important sur la quadrature onjuguée [61℄. Cette aug-mentation du bruit sur la quadrature onjuguée n'est pas problématique pourla plupart des appliations de métrologie optique qui se bornent à observer uneseule grandeur relative au hamp (l'intensité par exemple, ou une unique qua-drature de hamp). En e�et, il su�t dans e as de omprimer les �utuationsdans la quadrature d'intérêt pour réduire le bruit de mesure.Sans entrer dans les détails de la théorie quantique de es états omprimés105



3.1. Contexte physique(qui �gurent dans les ouvrages d'optique quantique, voir [61℄ par exemple), nousprésentons ii un état omprimé en amplitude qui se aratérise par des�utuations réduites dans la quadrature en phase ave le hamp moyen59. Sup-posons en outre sans perte de généralité que e hamp moyen est représenté parun nombre réel dans le diagramme de Fresnel. Sous es hypothèses, on peut alorsmontrer que les �utuations de la quadrature réelle σ2
(
EP

) sont réduites en pro-portion du fateur de ompression, noté e−2R, alors que les �utuations dela quadrature onjuguée (EQ) sont quant à elles augmentées en proportion dumême fateur, 'est-à-dire60
σ2
(
EP

)
= E2

0 e−2R et, σ2
(
EQ

)
= E2

0 e2R. (3.20)D'un point de vue théorique, il n'existe pas de limite à la valeur du fateur deompression : il serait don possible a priori de réduire à volonté le bruit d'originequantique sur une quadrature donnée du hamp. En pratique ependant, il estenore di�ile d'obtenir des valeurs élevées de e fateur de ompression.Si l'on représente un tel état sur un diagramme de Fresnel omme en �gure3.1., on voit alors qu'il existe un parallèle lair ave le modèle statistique d'unspekle non-irulaire présenté dans la première partie de ette thèse (Voir �gure1.1.b, page 15).États sous-poissoniens : En e qui onerne le nombre de photons ontenusdans un tel état omprimé en amplitude, on peut montrer [61℄ que la ompressiondes �utuations sur la quadrature en phase ave le hamp moyen se transfère auniveau des �utuations de l'opérateur nombre de photons N̂ . On peut montreren e�et [61℄ que pour des valeurs élevées du hamp moyen, on a
var(N) ≃ µNe−2R. (3.21)Il est don possible de produire des états omprimés en terme de nombre dephotons, qui se aratérisent par des statistiques de photoomptage plus ordon-nées que le bruit quantique standard poissonien. De tels états sont pour elaommunément appelés états sous-poissoniens du hamp. Dans la setion sui-vante de e hapitre, les prinipales propriétés de es états sous-poissoniens serontdétaillées ainsi que les di�érents modèles qui seront utilisés dans la suite pourappréhender le omportement statistique de es états.Appliations des états omprimés : Les possibilités appliatives de estehniques de rédution du bruit quantique sont variées et ont rapidement faitl'objet de nombreuses reherhes. La prinipale appliation envisagée a été l'amé-lioration de la préision des mesures interférométriques [165℄, motivée en partiu-lier par les expérienes de détetion d'ondes gravitationnelles [101, 96℄, ou enorela spetrosopie de haute sensibilité [123℄.Parmi les autres appliations envisagées qui pourraient béné�ier de la rédu-tion de bruit sur l'intensité lumineuse, on peut également iter les mesures de59− Plus exatement, en phase ave la valeur moyenne de l'enveloppe omplexe du hamp.60− On remarque ii que l'on a toujours σ2

(
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)
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0 e qui orrespond bien à unétat minimal.106



3.1. Contexte physiquefaibles absorptions [122, 73℄ ou enore les ommuniations optiques [145, 132℄.Nous verrons également que les progrès des générateurs d'états omprimés hau-tement multimodes [52, 102℄ laissent entrevoir de prohaines appliations de esétats pour l'imagerie quantique.Prodution d'états omprimés : Terminons ette présentation des étatsomprimés en évoquant les prinipaux moyens onnus à e jour pour produireen laboratoire de tels états omprimés, impossibles à obtenir ave des souresde lumière usuelles61. La prodution de es états néessite en e�et de mettre en÷uvre des e�ets optiques non linéaires à travers des montages expérimentaux degrande préision. Une méthode très répandue pour produire des états omprimésdu rayonnement onsiste à plaer un milieu non-linéaire paramétrique au ÷urd'une avité optique résonnante, permettant par e biais de réaliser la onversionparamétrique d'un photon de pompe en deux photons � jumeaux � identiques[164, 100, 122, 61℄. Grâe à es dispositifs, on peut atuellement obtenir jusqu'à
−9 dB de rédution de variane de bruit sur une quadrature [142℄.Une autre solution envisageable onsiste à utiliser des émetteurs lasers alimen-tés par un ourant de pompe dont les �utuations sont réduites [122, 94, 124, 166℄.Il est en e�et possible de produire des �ux d'életrons sous-poissoniens, en parti-ulier dans des matériaux à semi-onduteurs, e qui a ainsi permis de onevoirdes diodes laser à semi-onduteurs omprimées en intensité (sous-poissoniennes)[143℄. Les performanes de telles soures sont prometteuses, que e soit en termede fateur de ompression (on a ainsi déjà pu atteindre un fateur de ompressionde 10 ave de telles soures [61℄), ou en terme de bande passante [94℄. En�n, nouspouvons iter d'autres tehniques de prodution d'états sous-poissoniens, fondéesquant à elles sur un ontr�le atif du �ux de photons [99, 67℄, par exemple grâeà l'utilisation de paires de photons � jumeaux � [89℄ ou bien utilisant des souresà photon unique ontr�lées [150℄.3.1.3.4 Autres états non lassiques de la lumièrePour terminer ette présentation des états quantiques de la lumière, itonsen�n quelques états non lassiques, prédits depuis longtemps par la théorie quan-tique mais que l'on sait produire en laboratoire depuis peu de temps :� Les états de Fok, ou états � nombre �, notés ∣∣n〉, ontiennent un nombre�xé de photons. Malgré leur simpliité apparente dans le formalisme del'optique quantique, ils sont di�iles à produire expérimentalement.� L'état � hat de Shrödinger � est une superposition linéaire d'étatsohérents impossible à dérire hors du adre de la méanique quantique etpeut être produit en laboratoire depuis quelques années [109℄.� Les états intriqués sont des états multimodes qui présentent des orréla-tions importantes entre leurs quadratures [5℄ et peuvent être produits grâeà des états à deux photons, assoiés haun à un mode de polarisation [5℄,ou enore par superposition de deux états omprimés [108℄.Ces di�érents états possèdent un potentiel d'appliation important en e quionerne le alul quantique ou les protooles de ommuniation et de rypto-61− Voir la référene [23℄ pour une desription exhaustive des tehniques de produtiond'états omprimés. 107



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensgraphie quantiques [5℄. Pour es di�érentes raisons, ils font aujourd'hui l'objetd'une reherhe intense et sont à l'origine de nouvelles théories de l'informationquantique (voir par exemple [68℄ ou plus réemment [112℄).3.2 Modèles de proessus sous-poissoniensNous nous foaliserons uniquement dans la suite de ette thèse sur les étatssous-poissoniens du hamp életromagnétique, qui orrespondent omme nousl'avons vu à des états omprimés en amplitude. Dans les hapitres suivants, nousnous limiterons à une desription phénoménologique de e type de �utuationsd'intensité sous-poissoniennes, sans utiliser le formalisme rigoureux de l'optiquequantique. Ce hoix nous permettra ainsi d'utiliser les résultats des théories del'information et de l'estimation lassiques.Par ailleurs, bien que nous ayons positionné les travaux menés dans ettepartie de thèse dans le adre de l'optique quantique, on peut toujours imaginerque d'autres moyens existent pour produire des proessus sous-poissoniens dansle ontexte de l'optique. Plusieurs des modèles qui seront exposés par la suiteont en partiulier été proposés initialement dans des domaines bien di�érents del'optique quantique (théorie du renouvellement, théorie des �les d'attente, et.).3.2.1 Caratérisation des �utuations sous-poissoniennesComme nous l'avons vu préédemment, un état de la lumière dont les �utua-tions sont omprimées en amplitude peut onduire à une rédution de la varianede l'opérateur nombre de photons. Nous avons également souligné omment lamodélisation de es hamps omprimés pouvait être formellement rapprohée dumodèle, présenté au hapitre 1 dérivant les statistiques de spekle non irulaireet de omposante spéulaire non nulle.Dans le as où la valeur moyenne de l'enveloppe omplexe du hamp estimportante devant l'amplitude des �utuations, on peut négliger le aratèreorpusulaire des détetions de photons pour obtenir une modélisation en ré-gime de �utuations ontinues (ontinuous wave regime) plut�t qu'en régime deomptage de photons. Cela permet de pousser un peu plus loin l'analogie ave lemodèle de spekle non irulaire en supposant que l'intensité lumineuse est dis-tribuée selon la loi de probabilité de l'équation (1.30), obtenue dans le as d'unhamp gaussien non irulaire de omposante spéulaire non nulle et réelle, oùl'on �xe σ2
r = E2

0e−2R et σ2
i = E2

0e2R. On peut alors montrer [62℄ que la varianede l'intensité est inférieure à la moyenne et véri�e var(I) = µIe
−2R.En outre, en régime de très forte intensité, on peut être amené à utiliser,omme dans les référenes [29, 28℄ par exemple, un modèle plus simple de �u-tuations d'intensité sous-poissoniennes qui onsiste à simpli�er la DDP de l'in-tensité PI(I) de l'équation (1.30) en admettant que l'intensité lumineuse obéit àune loi gaussienne, de moyenne µI et variane var(I) = σ2

I inférieure à µI , soit
PI(I) =

1√
2πσI

exp
(
−(I − µI)

2

2σ2
I

)
. (3.22)Ce modèle simple est bien sûr intéressant pour dérire les statistiques d'inten-108



3.2. Modèles de proessus sous-poissonienssité sous-poissoniennes à fort �ux de photons (forte intensité). En partiulier,l'utilisation d'un tel modèle a déjà fait l'objet de plusieurs travaux [29, 28℄ pourprédire, grâe aux outils de la théorie de l'information, les gains en préisionoptimale que l'on peut espérer obtenir ave de tels signaux optiques.Nous serons amenés, dans la suite de ette partie de thèse, à ompléter esrésultats en utilisant des modèles de �utuations sous-poissoniennes di�érents,qui permettent une desription plus � �ne � de es statistiques d'intensité nonlassiques et qui ne sont pas limitées à des situations de très fortes intensités, ni àde petites variations du paramètre estimé. Avant de dérire les deux modèles quiseront utilisés dans la suite de e travail, nous présentons d'abord les prinipalespropriétés et aratérisations statistiques des états sous-poissoniens.3.2.1.1 Fateur de FanoNous quali�erons de sous-poissonienne toute statistique de photoomptagedont la variane var(N) est inférieure à la valeur moyenne µN , et qui présenteainsi un ordre partiel de la statistique par rapport à la loi de Poisson. Pourquanti�er l'ordre partiel introduit par de telles statistiques non-lassiques aumoyen d'un paramètre salaire, nous hoisissons pour la suite de es travauxde thèse d'utiliser le fateur de Fano, introduit par U. Fano en 1947 [43℄. Cefateur est simplement dé�ni omme le rapport de la variane de la statistiquede photoomptage et de la moyenne de elui-i [43℄ :
F =

var(N)

µN
. (3.23)Il est faile de véri�er qu'une statistique de Poisson orrespond à un fateur deFano unitaire (F = 1) tandis qu'une statistique sous-poissonienne sera araté-risée par un fateur de Fano inférieur à un [95, 144, 122℄.Ce paramètre salaire permet ainsi d'évaluer simplement le aratère sous-poissonien d'une statistique de photoomptage dans le adre de l'approhe sim-pli�ée de la théorie de la photodétetion que nous adoptons ii. De plus, nousverrons dans les hapitres suivants que la valeur de e paramètre onditionne lesgains en performane que l'on peut espérer en utilisant des états sous-poissoniensdu hamp à la plae d'un état ohérent lassique (lumière laser), que e soit dansle as de l'estimation d'un paramètre (hapitre 4), ou pour la disrimination entredeux niveaux d'intensité (hapitre 5).3.2.1.2 Proessus sous-poissoniens et phénomène d'antibunhingUne autre aratéristique remarquable et non lassique des proessus sous-poissoniens peut être mise en évidene lors d'une expériene de photodétetion enoïnidene, qui onsiste à mesurer expérimentalement, par un dispositif similaireà la élèbre expériene d'Hanbury-Brown et Twiss [64℄, la probabilité onjointede déteter l'arrivée d'un premier photon à l'instant t, puis un seond photonau temps t + ∆t. En e�et, lorsqu'on e�etue une mesure de photoomptageen oïnidene sur un hamp monomode sous-poissonien, on s'aperçoit que laprobabilité de photodétetions multiples pour des délais ∆t extrêmement ourtsest plus faible que dans le as d'une lumière poissonienne lassique. Ce résultat109



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensexpérimental déouvert par Kimble, Dagenais et Mandel en 1977 [81℄ on�rme learatère non lassique des proessus sous-poissoniens : en e�et, immédiatementaprès la prodution (ou la détetion) d'un photon à l'instant t, la prodution (oula détetion) d'un seond photon est pénalisée durant un ertain délai, �xé parles aratéristiques de la soure sous-poissonienne62 [111, 131℄. Ce phénomènede � dégroupement � des événements enregistrés au niveau du déteteur estappelé antibunhing selon la terminologie anglo-saxonne. Ce phénomène estfailement onevable de manière intuitive : dans un proessus sous-poissonien,les arrivées des photons sur le déteteur sont plus ordonnées dans le temps quepour un proessus de Poisson lassique, et l'ordre des instants de détetion desphotons s'aroît à mesure que la nature sous-poissonienne du hamp augmente63.Bien que nous ayons ii enore traité prinipalement le as d'états non las-siques de la lumière, des omportements similaires peuvent être identi�ées dansd'autres situations physiques, par exemple lors de la onversion d'un photon enquantum de harge életrique sur un déteteur imparfait [98℄.3.2.1.3 In�uene d'une absorption partielleComme tout état non lassique du rayonnement életromagnétique, les étatssous-poissoniens sont hautement sensibles et fragiles à toute intération (ou-plage) ave l'environnement extérieur, e qui explique en grande partie les di�-ultés expérimentales renontrées pour produire et manipuler de tels états. Enpartiulier, la propagation d'un faiseau lumineux sous-poissonien à travers unmilieu partiellement absorbant, de même que la ré�exion d'un tel faiseau surune surfae partiellement ré�éhissante vont dégrader le aratère sous-poissoniende la lumière, rapprohant elle-i d'un état ohérent aux statistiques d'inten-sité poissoniennes [144℄. Pour quanti�er ette dégradation de l'ordre partiel,il onvient don d'étudier omment l'absorption partielle d'un proessus sous-poissonien provoque une augmentation du fateur de Fano de e dernier.Un tel phénomène d'absorption de l'intensité peut être aisément modélisé parun proessus d'absorption aléatoire de Bernoulli (� Bernoulli random deletion �en anglais). Ce modèle d'absorption implique une vision orpusulaire du �uxlumineux, que l'on suppose ontenir n photons [144℄. À haun de es photons,on assoie alors une probabilité τ d'être transmis et une probabilité (1−τ) d'êtreabsorbé, où τ représente le fateur de transmission du proessus d'absorption oude ré�exion modélisé. À partir de e modèle d'absorption, dérit plus en détail àl'annexe C.1, on peut montrer la propriété suivante [144℄, dont la démonstrationest également rappelée dans la même annexe :Propriété 3.1 Un proessus sous-poissonien de moyenne µN et aratérisé parun fateur de Fano FN , subissant une absorption ou une ré�exion modélisée parun proessus d'absorption de Bernoulli de fateur de transmission τ , reste sous-62− Enore une fois, e résultat entre en ontradition ave les préditions de la théorielassique du hamp életromagnétique, et néessite pour être démontré d'utiliser la théoriequantique rigoureuse de la photodétetion en oïnidene.63− Préisons ii que la réiproque n'est pas systématiquement véri�ée : on peut trouver desétats présentant un phénomène d'antibunhing mais dont les statistiques de omptage ne sontpas sous-poissoniennes (voir [83℄ pour une disussion approfondie de ette question).110



3.2. Modèles de proessus sous-poissonienspoissonien de moyenne inférieure, µN ′ = τµN , et de fateur de Fano supérieur,
FN ′ = 1 − τ(1 − FN ) ≥ FN . (3.24)Le rapport des fateurs de Fano des états absorbé et non absorbé sera noté onven-tionnellement dans la suite

α(FN , τ)
△
=

FN ′

FN
=

1 − τ(1 − FN )

FN
. (3.25)Ce résultat permet d'illustrer ombien les états non standard du hamp életro-magnétique sont fragiles : toute absorption d'un faiseau sous-poissonien entraîneirrémédiablement une augmentation du fateur de Fano vers la valeur limite

F = 1 (proessus de Poisson). En d'autres termes, l'ordre partiel qui aratériseles statistiques sous-poissoniennes par rapport à la loi de Poisson se détérioresous l'e�et d'une absorption, jusqu'à tendre pour des absorptions importantes,vers une statistique poissonienne standard64.3.2.1.4 In�uene d'un bruit de fond PoissonienL'ordre partiel aratéristique des �utuations sous-poissoniennes peut éga-lement être dégradé par la présene d'un bruit de fond, perçu par le déteteur,et que nous modéliserons de façon standard par un proessus de Poisson additifparasite, noté NB et de moyenne µB. Ce bruit de fond est indépendant du pro-essus sous-poissonien N onsidéré et le photoomptage résultant N ′ peut dons'érire
N ′ = N + NB, (3.26)et sa valeur moyenne vaut µN ′ = µN + µB. En e qui onerne la variane duproessus N ′, on a var(N ′) = var(N)+var(B) = FNµN +µB. Le fateur de Fanodu photoomptage bruité est noté FN ′ et s'érit [144℄

FN ′ =
var(N ′)

µN ′

=
FNµN + µB

µN + µB
= 1 −

[ RSB

1 + RSB

]
(1 − FN) ≥ FN , (3.27)où l'on dé�nit RSB = µN/µB omme un rapport signal sur bruit. Comme onpouvait s'y attendre, l'ajout d'un bruit parasite additif poissonien dégrade éga-lement la nature sous-poissonienne du proessus. Par ailleurs, on remarquera enomparant ette dernière équation ave l'expression (3.24) qu'un bruit de Pois-son parasite a le même e�et sur le fateur de Fano65 qu'une absorption partielleéquivalente dont le fateur de transmission serait égal à τeq = RSB/(1 + RSB).Nous terminons maintenant e hapitre introdutif en détaillant les deux64− Notons qu'en optique quantique e résultat est souvent obtenu ave une approhe sen-siblement di�érente du proessus d'absorption, en modélisant les pertes en transmission grâeà l'ation d'une lame partiellement ré�éhissante qui � ouplerait � les �utuations de l'étatomprimé en amplitude sous-poissonien entrant par la voie (1) de la lame, et les �utuations du� vide � quantique intervenant par la voie (2) de ette lame. En sortie de elle-i, le formalismede l'optique quantique permet de modéliser e ouplage et de retrouver le résultat de l'équation(3.24) pour l'évolution du fateur de Fano [16, 61℄.65− Cela n'est bien sûr pas le as de l'intensité moyenne : elle diminue dans le as d'uneabsorption partielle mais augmente en présene d'un bruit additif. 111



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensmodèles statistiques qui seront utilisés dans la suite pour dérire des �utua-tions d'intensité sous-poissoniennes. Le premier que nous présentons i-dessouspermet d'appréhender le phénomène d'antibunhing en modélisant le omporte-ment temporel de la détetion d'un proessus sous-poissonien. Le seond modèleque nous évoquerons par la suite dérit simplement une statistique de photo-omptage sous-poissonienne, sans rendre ompte du omportement temporel deelle-i. Nous verrons ensuite dans les hapitres suivants omment haun de esmodèles peut être utilisé pour étudier les gains de performane apportés par les�utuations sous-poissoniennes pour di�érents types de traitements (estimationde paramètre, disrimination).3.2.2 Modèle phénoménologique temporelLe modèle que nous présentons ii se fonde sur une desription temporelle desproessus sous-poissoniens, qui onsiste à modéliser le omportement statistiquedes temps d'attente, notés ξi, entre deux arrivées suessives de photons et quiseront onsidérés dans la suite omme des variables aléatoires indépendantes.Cette approhe peut remplaer une desription standard qui s'attaherait à dé-rire la statistique du photoomptage et l'équivalene entre es deux desriptionsest un résultat bien onnu en e qui onerne les proessus poissoniens [110℄.3.2.2.1 Cas des proessus poissoniensConsidérons un proessus de photoomptage poissonien N dérit par la loide probabilité PN(n) donnée en équation (3.19) et de moyenne µN = φT où φdésigne le �ux moyen de photons. Du point de vue de la théorie des proessusstohastiques ou proessus pontuels, on peut montrer [110, 25℄ qu'une tellestatistique de omptage peut être modélisée omme résultant de l'observation du-rant le temps T d'un proessus stohastique dont les di�érents temps d'attente
ξi entre deux détetions suessives de photons sont des variables aléatoires in-dépendantes, et identiquement distribuées selon une loi exponentielle [110, 25℄,

Pξ(ξ) =
1

τ0
exp
(
− ξ

τ0

)
, (3.28)où τ0

△
= 〈ξ〉 = 1/φ. En notant ti les instants d'arrivée des photons sur le dé-teteur, on a bien sûr ti = ti−1 + ξi où ξi représente le temps d'attente entreles photons (i − 1) et i. Pour une durée d'observation T donnée, on détetera nphotons à ondition que

tn =

n∑

i=1

ξi ≤ T et tn+1 =

n+1∑

i=1

ξi > T. (3.29)Pour un �ux φ et un temps d'intégration T donnés, ette situation survient aveune probabilité PN(n) que l'on peut déterminer à partir de l'expression de la loide Poisson donnée en équation (3.19).Grâe à ette modélisation temporelle bien onnue dans le as des proessusde Poisson, on peut par ailleurs démontrer qu'un proessus pontuel aratérisépar des temps d'attente de distribution exponentielle dérit la seule situation112



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensd'un proessus � sans mémoire �, e qui signi�e que le fait d'avoir déteté unphoton à l'instant t n'a�ete auunement la probabilité de déteter un autreévénement à un instant ultérieur [110℄.3.2.2.2 Présentation d'un modèle phénoménologique sous-poissonienOn peut maintenant appliquer ette même vision � temporelle � du proessuspour modéliser les statistiques de photoomptage sous-poissoniennes, aratéri-sées omme nous l'avons vu par le phénomène de � dégroupement � des arrivéesde photons sur le déteteur (antibunhing). Pour tenter de traduire et ordrepartiel des photodétetions dans le temps, ertains auteurs ont proposé de mo-di�er un proessus poissonien standard en introduisant un temps mort de durée
τd immédiatement après la détetion d'un photon, interdisant ainsi toute nou-velle détetion pendant et intervalle de temps τd [17, 146℄. Cependant, s'il estbien adapté pour modéliser des situations physiques pour lesquelles il existe vé-ritablement un temps mort empêhant deux événements rapprohés, e modèlede dégroupement semble un peu trop � abrupt � pour dérire des �utuationsd'intensité sous-poissoniennes résultant d'une ompression en amplitude des �u-tuations du hamp életromagnétique.Plut�t que d'introduire un temps mort de durée �xe, on peut envisager àdéfaut de modi�er la densité de probabilité des temps d'attente, supposée expo-nentielle dans le as d'un proessus poissonien [146℄. En e�et, pour rendre omptedu phénomène d'antibunhing et introduire un ordre partiel des arrivées de pho-tons dans le temps, il est néessaire de pénaliser les détetions � groupées � dephotons, diminuant ainsi la probabilité de déteter un seond photon immédia-tement après une première détetion. Pour ette raison, nous adopterons, pourertains développements présentés dans la suite, un modèle phénoménologiquequi généralise le as de la loi exponentielle en supposant que le temps d'attenteentre deux détetions suessives de photons est distribué selon une DDP gammad'ordre entier L ≥ 1,

Pξ(ξ) =
LLξL−1

τL
0 (L − 1)!

e
−Lξ

τ0 . (3.30)Si la valeur moyenne du temps d'attente demeure égale à 〈ξ〉 = τ0, sa varianevaut en revanhe var(ξ) = τ 2
0 /L, e qui montre qu'en augmentant l'ordre L dela loi, le désordre du proessus pontuel diminue puisque les di�érentes valeursdes temps d'attente se resserrent autour de la valeur τ0 puisque la variane de

ξ diminue. Nous montrerons dans la suite que la nature sous-poissonienne duproessus ainsi modélisé sera aratérisée par l'ordre L de la loi gamma utilisée :� à l'extrême, pour un ordre L = 1, on retrouve la loi exponentielle et leproessus dérit est poissonien ;� à l'inverse, pour un ordre L grand, on tend alors vers une distribution deDira, entrée sur la valeur τ0 et l'on modélise alors un proessus dont lesdétetions de photons sont parfaitement ordonnées dans le temps.De tels proessus pontuels de temps d'attente gamma ont été étudiés delongue date en théorie des �les d'attente et théorie du renouvellement [25℄, a�n demodéliser les enombrements dans les réseaux de ommuniation, ou le vieillisse-ment de omposants. L'utilisation de es proessus pour modéliser les statistiquesde photoomptage sous-poissoniennes a également été déjà proposée, notamment113



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensdans les référenes [146, 122℄.Pour ompléter ette desription du modèle de temps d'attente gamma, nousproposons ii d'en donner une image physique simple dont nous tirerons parti auhapitre suivant. Cette image déoule de la propriété usuelle suivante [110, 25℄ :Propriété 3.2 Toute variable aléatoire ξ de moyenne τ0 et distribuée selon uneloi gamma d'ordre L entier, peut s'érire omme la somme de L variables aléa-toires indépendantes ζk distribuées selon une loi exponentielle et de moyenne
τ0/L,

ξ =
L∑

k=1

ζk. (3.31)Grâe à ette propriété, on peut don s'autoriser à onsidérer l'image phy-sique suivante : entre deux détetions suessives de photons d'un proessus sous-poissonien de �ux φ = 1/τ0, on peut imaginer que L − 1 � photons virtuels �sont parvenus à la surfae du déteteur. Dans es onditions, la réunion des dé-tetions de photons réels et de photons virtuels onstitue un proessus poissonien� virtuel � sous-jaent de �ux L/τ0. Bien entendu, es arrivées de photons vir-tuels n'ont auune réalité physique mais permettent une représentation imagéeintéressante du modèle sous-poissonien présenté ii. Elle simpli�e en partiulierla simulation numérique de es photoomptages sous-poissoniens, omme ela estexposé dans l'annexe C.2.2 où sont détaillées les méthodes utilisées pour simulernumériquement e modèle temporel.
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ξ2

t1 t2
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ℓ photons virtuelsavant la 1ere détetionFig. 3.2 � Représentation shématique du modèle temporel de proessus sous-poissonien. L'intervalle de temps entre deux détetions de photons suessivespeut être déomposé en L intervalles séparant l'arrivée de photons virtuels.3.2.2.3 Propriétés probabilistes du modèleÀ partir de e modèle temporel, il nous faut maintenant établir le omporte-ment statistique du photoomptage orrespondant. Comme on peut le voir à la�gure 3.2, une mesure de photoomptage onsiste shématiquement à mesurer lenombre n de photons arrivés au niveau du déteteur, supposé parfait (e�aitéquantique η = 1), durant un temps d'intégration T �xé. On suppose, sans pertede généralité, que le photoomptage est délenhé au temps t = 0. Les instantsd'arrivée des photons sur le déteteur sont toujours notés ti.114



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniensL'étude de la loi de probabilité PN(n) assoiée à la variable aléatoire N quiorrespond à e nombre de détetions durant T a été dérite dans le adre dela théorie du renouvellement [25℄ et peut être transposée aisément au as des�utuations d'intensité lumineuse sous-poissoniennes [146℄. Cependant, l'imagephysique des photons virtuels introduite préédemment fournit également unmoyen d'aboutir à l'expression de ette loi de probabilité, dont nous proposonsde rappeler les grandes étapes.Plut�t que de se fonder sur le omptage des photons réels du proessus sous-poissonien, on peut s'intéresser au omptage des photons virtuels qui obéissentquant à eux à un proessus poissonien virtuel sous-jaent dont la loi de probabilitéest onnue. Cette approhe implique néanmoins de di�érenier plusieurs as pourmodéliser le délenhement de la mesure de omptage. En e�et, entre l'instant dudélenhement de la mesure (t = 0) et la première détetion d'un � vrai � photonà t = t1, on peut supposer que ℓ photons virtuels sont parvenus au déteteur, enombre ℓ étant ompris entre 0 et (L− 1) (voir �gure 3.2). Pour une loi gammad'ordre L, es L hypothèses distintes seront notées Hℓ ave ℓ ∈ [0, L − 1], etseront supposées équiprobables et indépendantes, 'est-à-dire PH(Hℓ) = 1/L.Comme préédemment, on aura déteté n photons réels à l'issue de la duréed'aquisition T si tn ≤ T et tn+1 > T , où tn et tn+1 représentent respetivementles instants de détetion du ne photon et du (n + 1)e photon. Or, pour unehypothèse Hℓ donnée, avoir reçu n photons sur le déteteur orrespond à avoirobservé L(n−1)+ℓ+1 événements du proessus poissonien virtuel sous-jaent66,de même que la réeption de n + 1 photons sur le déteteur s'opère lorsque
Ln+ ℓ+1 événements du proessus poissonien virtuel sous-jaent sont survenus.Dès lors, si on détete, pendant la durée T , entre L(n − 1) + ℓ + 1 et Ln + ℓévénements de e proessus virtuel, on obtiendra dans tous les as la détetionde n photons � réels � (voir �gure 3.2). Par onséquent, sous l'hypothèse Hℓ,la probabilité onditionnelle PN(n|Hℓ) de mesurer n photons � réels � durantl'intervalle de temps T peut s'érire omme la somme de L probabilités quiorrespondent aux variables aléatoires de Poisson indépendantes assoiées à ladétetion d'entre L(n−1)+ ℓ+1 et Ln+ ℓ événements du proessus virtuel, soit

PN(n|Hℓ) =

Ln+ℓ∑

m=L(n−1)+ℓ+1

e−LφT (LφT )m

m!
, (3.32)où φ = 1/τ0 représente le �ux de photons.On obtient en�n la densité de probabilité PN(n) en sommant sur les L hypo-thèses Hℓ équiprobables, e qui permet �nalement d'érire, en notant µN = φT ,
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L−1∑

ℓ=0
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e−LµN

L

L−1∑

ℓ=0

Ln+ℓ∑

m=L(n−1)+ℓ+1

m≥0

(LµN)m

m!
,

(3.33)
66− Ce proessus orrespond, rappelons-le, à l'ensemble des instants d'arrivée des photonsréels et des photons virtuels au niveau du apteur. 115



3.2. Modèles de proessus sous-poissonienset de retrouver ainsi de façon originale le résultat de la référene [25℄.Nous pouvons maintenant véri�er qu'un tel modèle traduit bien un omporte-ment sous-poissonien en terme de statistique de photoomptage. Des aluls assezfastidieux détaillés en annexe C.2 permettent de montrer que la valeur moyennede ette loi de probabilité est en aord ave la moyenne τ0 = 1/φ des tempsd'attente et vaut bien 〈N〉 = φT = µN . Par ailleurs, on montre également quepour des temps d'intégration élevés (et don des valeurs moyennes µN élevées),la variane du photoomptage est inférieure à µN et véri�e var(N) = µN/L, equi orrespond à un fateur de Fano F = 1/L ≤ 1. Ce résultat démontre donque pour des �ux de photons su�sants, ette approhe temporelle modélise biendes statistiques de photoomptage sous-poissoniennes [146℄, dont le fateur deFano ne dépend que de l'ordre L de la distribution gamma des temps d'attente.
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Nombre moyen de photons détetés 〈N〉 = µNFig. 3.3 � Évolution du fateur de Fano du modèle temporel de �utuationssous-poissoniennes, évalué numériquement à partir de la loi de probabilité PN(n)de l'équation (3.33) et traé en fontion du nombre moyen de photons détetéspour plusieurs valeurs de l'ordre de la loi gamma L ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.Évolution du fateur de Fano à faible �ux À la di�érene du modèle gaus-sien de �utuations d'intensité évoqué préédemment et utilisé dans les référenes[29, 28℄, la modélisation présentée ii permet de s'intéresser au omportement desexpérienes de photoomptage pour des temps d'intégration T ourts ou pourdes faibles �ux φ de photons, onduisant dans les deux as à un faible nombre
µN = φT de photons détetés en moyenne. Grâe à e modèle, on peut en e�etrendre ompte de la dégradation progressive de la nature sous-poissonienne de lastatistique de photoomptage à mesure que µN diminue [146, 25℄. Pour des trèsfaibles valeurs de µN ≪ 1, le aratère sous-poissonien du proessus tend mêmeà disparaître totalement.Pour le véri�er, nous avons déterminé numériquement les valeurs du fa-teur de Fano pour plusieurs valeurs de l'ordre L de la loi gamma dérivantles temps d'attente et lorsque le nombre moyen de photons détetés µN évo-116



3.2. Modèles de proessus sous-poissonienslue. Pour ela, nous avons alulé numériquement la variane du photoomptage
var(N) = 〈N2〉−〈N〉2 à partir de la loi de probabilité PN(n) donnée en équation(3.33), en évaluant numériquement la somme partielle suivante

var(N) =

P0∑

n=0

[
n2PN(n)

]
− µ2

N (3.34)où la somme a été tronquée pour les termes n > P0 dont la ontribution n'estplus numériquement signi�ative67. Il est alors aisé d'en déduire le fateur deFano en alulant F = var(N)/µN .Les valeurs du fateur de Fano ainsi déterminées sont représentées sur la�gure 3.3 en fontion de µN et pour plusieurs valeurs de l'ordre L. On observeainsi que pour un nombre moyen de photons détetés supérieur à une entaine,le fateur de Fano est de l'ordre de 1/L, tandis qu'à très faible �ux, il tend vers 1quel que soit l'ordre de la loi d'attente. Cette �gure permet également de situer latransition (ross-over) entre es deux régimes aux alentours de 1 photon détetéen moyenne pendant l'intervalle de temps T [146, 42℄.Ce omportement peut s'expliquer assez simplement en remarquant que pourde très faibles �ux de photons (ou de manière équivalente pour des temps d'in-tégration très ourts), le temps d'attente moyen 〈ξ〉 = τ0 entre deux détetionssera supérieur à la durée d'intégration sur le apteur : dans e as, on déteteratout au plus 1 photon durant T . On onçoit alors qu'un tel résultat binaire (0ou 1 photon déteté) ne dépende pas de la forme de la DDP du temps d'attente
Pξ(ξ), mais de sa seule moyenne τ0 = 〈ξ〉. En e�et, dans la limite des très faiblesvaleurs d'intensité µN ≪ 1, omme dans le as de la loi de Poisson [110, 118℄,on montre en annexe C.2 que la loi de probabilité de l'équation (3.33) peut êtreapprohée par une loi de Bernoulli de moyenne µN ,

PN(n) = µn
N(1 − µN)1−n, ave n ∈ {0; 1}. (3.35)Pour un tel proessus de Bernoulli, la variane peut s'érire var(N) = µN(1−µN)et le fateur de Fano vaut don F = 1 − µN et tend vers 1 lorsque µN diminue.Ainsi, quel que soit l'e�ort fourni pour tenter d'ordonner les arrivées de pho-tons dans le temps, e phénomène de � fenêtrage temporel � par la duréed'observation viendra détériorer inévitablement le aratère sous-poissonien desstatistiques de omptage.3.2.2.4 Généralisations du modèle temporelPour la présentation et la aratérisation de e modèle temporel, nous noussommes volontairement limités aux as de temps d'attente distribués selon uneDDP gamma d'ordre L entier. Ce hoix a priori arbitraire se justi�e ar il per-met, par le biais de l'image physique des photons virtuels, de aratériser leomportement probabiliste du photoomptage.Néanmoins, nous verrons dans le hapitre suivant qu'il peut être intéressant degénéraliser e modèle, par exemple pour dérire des fateurs de ompression des67− Nous avons pour ela véri�é que la tronature des termes n > P0 permettait d'assurerque ∑P0

n=0 PN (n) était égal à 1 ave une préision inférieure à 10−6. 117



3.2. Modèles de proessus sous-poissoniens�utuations d'intensité non entiers en utilisant des lois d'attente gamma d'ordrequelonque (non néessairement entier). De même, pour évaluer la robustesse desrésultats établis grâe au modèle de temps d'attente gamma, on pourra remplaerles densités de probabilité gamma par d'autres formes de lois unimodales etpositives permettant également de modéliser l'e�et de dégroupement des arrivéesde photons (lois K ou lois lognormales par exemple). Pour es deux as, bienentendu, les modi�ations apportées au modèle rendront aduque l'interprétationen terme de photons virtuels.3.2.3 Modèle de photoomptage binomialPrésentons maintenant un autre modèle de �utuations sous-poissoniennesqui onsiste à supposer que loi de probabilité du nombre de photons détetés auours d'une expériene de photoomptage est une loi binomiale. Contrairementau modèle préédent, l'approhe que nous adoptons ne onsiste pas à s'intéresserau omportement temporel des temps d'attente entre les détetions de photons.3.2.3.1 Constrution du modèle de photoomptage binomialLe modèle étudié à la setion préédente onsistait à généraliser la desrip-tion temporelle d'un proessus poissonien standard, qui orrespond à la situationde désordre maximal pour la répartition temporelle des instants de détetion dephotons, en modi�ant la loi d'attente entre détetions de photons. À l'inverse,le modèle binomial peut se onstruire quant à lui à partir de la situation la plusordonnée, pour laquelle les détetions de photons surviennent de façon parfaite-ment régulière dans le temps (état nombre). Dans ette situation, une expérienede photodétetion e�etuée pendant une durée T mesure la valeur n0 ave uneprobabilité de 1, 'est-à-dire
PN(n) =

{
0 si n 6= N0

1 si n = N0
(3.36)Le fateur de Fano dans une telle situation est bien sûr minimal et nul.À partir de et état, on peut onstruire un modèle de �utuations sous-poissoniennes en analysant l'in�uene d'une absorption partielle sur et étatparfaitement ordonné [144, 145, 39℄. En e�et, lorsqu'il subit une absorption defateur de transmission τ modélisée par une absorption de Bernoulli, on a�ete àhaun des N0 photons ontenus dans et état ordonné une probabilité τ d'êtreonservé et (1 − τ) d'être absorbé (voir annexe C.1). Dans es onditions, il estbien onnu (voir [35℄ p. 43, [133℄ p. 31 ou [110℄ p. 43) que le nombre m de pho-tons onservés à l'issue du proessus d'absorption de Bernoulli appliqué sur les N0photons initiaux (nombre de � suès � à l'issue de N0 réalisations d'une épreuvede Bernoulli) obéit à une loi binomiale, de paramètres N0 et τ , 'est-à-dire

PM(m) =

(
N0

m

)
τm(1 − τ)N0−m, (3.37)où (N0

m

) représente le oe�ient binomial (N0

m

) △
= N0!

m!(N0−m)!
. Cette loi de probabi-lité se aratérise par une valeur moyenne µM = τN0 et une variane var(M) =118



3.3. Conlusion
µM(1 − τ). On remarque ainsi que le proessus absorbé est bien sous-poissonienpuisque var(M) ≤ µM et que son fateur de Fano est diretement donné par
FM = 1 − τ .Dans la suite, nous modéliserons ertains proessus de photoomptage d'unelumière sous-poissonienne de moyenne µN et fateur de Fano F par une loi bino-miale de paramètres N0 et τ véri�ant τ = 1−F et N0 = µN/(1−F ) [144, 145, 39℄.Grâe à e modèle binomial, on pourra ainsi rendre ompte de multiples situa-tions allant de l'état le plus ordonné (état nombre) en supposant τ = 0, jusqu'àla situation de plus grand désordre orrespondant à un proessus de Poisson en�xant τ → 1.Pour ompléter ette rapide présentation du modèle binomial, on peut noterégalement que le adre théorique de l'optique quantique permet d'appréhenderdes états binomiaux du rayonnement, notés ∣∣η, N0〉. Les oe�ients de la déom-position de es états sur la base des états de Fok assurent que la probabilitéde photoomptage est binomiale et régie par la loi de probabilité (3.37) [140℄.Les études menées sur de tels états ont pu montrer en partiulier qu'ils étaientbien a�etés par le phénomène de � dégroupement � des arrivées de photons maisqu'ils ne orrespondaient pas dans tous les as à des états minimaux du hampau sens de l'inégalité de Heisenberg68.3.2.3.2 Stabilité du modèle binomial par absorptionNous aurons l'oasion de voir par la suite que l'utilisation du modèle binomialde �utuations sous-poissoniennes est simple et pratique en raison de sa stabilitépar absorption. Cette propriété importante du modèle binomial peut s'énonerde la manière suivante :Propriété 3.3 Un proessus binomial N de paramètres N0 et τ demeure bino-mial lorsqu'il subit une absorption partielle de fateur de transmission τ ′ modéli-sée par une absorbtion de Bernoulli. La variable aléatoire M assoiée au proessusabsorbé est distribuée selon une loi binomiale de paramètres N0 et ττ ′.Ce résultat peut se démontrer aisément en remarquant que la omposition dedeux absorptions de Bernoulli de fateurs de transmission τ et τ ′ reste une ab-sorption de Bernoulli de fateur ττ ′. Une onséquene direte de ette propriétéest que le fateur de Fano FM de l'état absorbé s'exprime en fontion du fateurde Fano FN de l'état initial selon FM = 1 − ττ ′ = 1 − τ ′(1 − FN ), e qui estonforme au résultat général établi en équation (3.24).3.3 ConlusionDans e hapitre, la présentation suinte des bases du formalisme de l'op-tique quantique nous a permis de dérire les propriétés des états non standardomprimés du hamp életromagnétique et de noter l'analogie qui peut existerave les modélisations de statistiques d'intensité de spekle, notamment non ir-ulaires. Sous ertaines onditions, es états omprimés se aratérisent par unerédution des �utuations de l'intensité lumineuse par rapport à une lumière68− On pourra onsulter la référene [140℄ pour une étude détaillée de es états binomiaux.119



3.3. Conlusionlaser poissonienne standard, e qui permet d'envisager l'utilisation de tels étatssous-poissoniens pour améliorer la préision de mesure de ertaines appliationsde métrologie optique.Cette question sera plus préisément étudiée dans les hapitres suivants, oùnous déterminerons les gains en terme de performane optimale que l'on peutespérer obtenir ave de tels proessus sous-poissoniens, pour des appliations d'es-timation de paramètre ou de détetion. Pour réaliser es aratérisations théo-riques, nous nous appuierons sur les deux modèles de proessus sous-poissoniensqui ont été détaillés dans e hapitre.
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Dès leur mise en évidene expérimentale, les propriétés de ertains états nonlassiques du rayonnement életromagnétique ont très t�t laissé entrevoir di�é-rentes appliations potentielles, pour la métrologie notamment, mais égalementpour les ommuniations optiques. Près de trente années plus tard, ertaines dees appliations ont été éprouvées en laboratoire et ommenent à être utiliséesen métrologie de très haute sensibilité (détetion d'ondes gravitationnelles parexemple [101, 96℄). Par ailleurs, es dernières années ont également vu naîtreun nouveau hamp d'investigation, quali�é génériquement d'imagerie quan-tique [82, 93℄, qui vise à intégrer la dimension spatiale du omportement desétats quantiques non lassiques de la lumière. Cette nouvelle approhe permetpar exemple d'appréhender les e�ets de orrélations et d'intriations spatialesnon lassiques qui surviennent lorsqu'on manipule ertains états � exotiques �de la lumière [82℄. Parmi les appliations envisagées dans e domaine de re-herhe, on peut iter entre autres l'ampli�ation paramétrique sans bruit desimages [86, 103℄, l'amélioration des limites de super-résolution [10, 82℄ ou enoreles tehniques de ghost imaging utilisant des états à deux photons � jumeaux �[82, 66℄. Par ailleurs, parmi les dé�s atuels de l'imagerie quantique, on peutiter la prodution d'états non lassiques de la lumière hautement multimodesqui permettraient en partiulier de dépasser les limites quantiques de résolutionstandard pour la mesure simultanée de plusieurs paramètres [152, 84, 151℄.Nous nous limiterons ependant dans e hapitre au as de l'estimation d'ununique paramètre, a�etant un faiseau lumineux de manière spatialement dis-tribuée de telle sorte qu'une modi�ation de e paramètre entraîne une variationde l'amplitude du hamp en tout point du plan transverse. Dans e as, la li-mite quantique standard de la préision d'estimation69 peut être dépassée ensuperposant au faiseau initial un seond faiseau omprimé dans un mode spa-tial approprié, dénommé mode de bruit [151, 149, 28℄. Il a été montré en e�etqu'un tel état bimode du hamp életromagnétique donne naissane à de fortesorrélations quantiques entre di�érents points de l'image [151, 149, 76℄, et quees orrélations sont appropriées pour réduire les �utuations qui entahent lamesure du paramètre à estimer [151, 149℄.Dans e hapitre, nous allons onsidérer un autre moyen de réduire le bruitquantique pour l'estimation d'un paramètre, en supposant que l'image est forméesur un photodéteteur matriiel et qu'elle est perturbée en haque pixel pardes �utuations sous-poissoniennes indépendantes. L'objetif de e hapitre dethèse est d'étudier l'apport des lumières sous-poissoniennes pour améliorer lesperformanes d'estimation de paramètre dans une image par rapport au aspoissonien standard.69− Rappelons que la limite quantique standard orrespond à la préision que l'on obtiendraitave un faiseau quasi-lassique ohérent ('est-à-dire ave un bruit de photon poissonien), enl'absene de toute autre soure de bruit tehnologique.122



4.1. Modèle de formation d'image et hypothèsesEn utilisant le modèle phénoménologique � temporel � de �utuations sous-poissoniennes étudié au hapitre préédent, nous déterminerons une borne mi-nimale sur la variane d'estimation du déplaement d'une image perturbée pardes �utuations sous-poissoniennes et aquise à fort �ux, e qui nous permettrade on�rmer les résultats obtenus dans les référenes [29, 28℄ ave un modèlegaussien de �utuations et qui montrent que la variane d'estimation peut êtreau mieux réduite en proportion du fateur de Fano par rapport à la varianequi serait obtenue ave un faiseau poissonien standard. En analysant l'autreas limite d'une image aquise à très faible intensité et en étudiant le ompor-tement d'estimateurs du déplaement sur des images aquises à faible �ux, nousverrons toutefois que e gain sur les performanes optimales d'estimation tendà disparaître à faible �ux. Pour dérire omment la borne minimale sur la va-riane d'estimation évolue en fontion du niveau d'intensité moyen de l'image,nous montrerons alors qu'il est possible de proposer l'expression d'une borne deCramer-Rao e�etive, dont nous véri�erons numériquement la validité.En�n, les performanes de la méthode d'estimation proposée dans les réfé-renes [29, 28℄ pour assurer une estimation e�ae pour de petits déplaementsseront omparées à elles d'un autre estimateur simple d'un déplaement d'uneimage, dont nous illustrerons l'e�aité et la généralité au moyen de simulationsnumériques, notamment pour la mesure de grands déplaements.4.1 Modèle de formation d'image et hypothèsesNous supposerons dans e hapitre que les images sont aquises au moyend'un photodéteteur matriiel en régime de omptage de photons. Comme nousl'avons présenté à la setion 3.1.2.2 du hapitre préédent, un tel apteur estonstitué d'une juxtaposition de nombreux photodéteteurs élémentaires, quenous nous autoriserons par la suite à nommer pixels par abus de langage.Le modèle d'image sous-poissonienne que nous allons onsidérer suppose quehaque pixel du déteteur est illuminé par un état sous-poissonien monomode,dont les �utuations quantiques sont indépendantes des �utuations présentesau niveau des autres pixels. D'un point de vue global, ette hypothèse impliqueque le hamp déteté soit hautement multimode : sa desription spatiale surune base de modes pixels [149℄ doit en e�et faire intervenir autant de modesindépendants que de pixels onsidérés. En d'autres termes, lorsque l'on e�etuela déomposition modale d'un tel état omme à l'équation (3.12), haque modespatial uj(r) orrespond dans e as à la fontion indiatrie70 du pixel j, dontla surfae est notée Dj. L'opérateur quantique assoié au nombre de photonsmesurés au niveau du pixel j s'érit don, d'après l'équation (4.1) et pour unee�aité quantique η = 1,
N̂j =

∑

k

â†
kâk

∫∫

Dj

|uk(r)|2 d2r =
∑

k

â†
kâk δj,k = â†

j âj, (4.1)e qui signi�e que le nombre de photons détetés au pixel j orrespond à unemesure de l'observable nombre de photons N̂j = â†
jâj du seul mode j. On re-70− C'est à dire uj(r) = 1 en tout point r situé à l'intérieur du pixel j, et uj(r) = 0 partoutailleurs. 123



4.1. Modèle de formation d'image et hypothèsestrouve ainsi loalement en haque pixel du déteteur les propriétés des étatssous-poissoniens étudiés au hapitre préédent. Pour ette raison, es images se-ront quali�ées dans la suite de loalement sous-poissoniennes, ou de manièreéquivalente loalement omprimées en intensité.Ce type d'élairement sous-poissonien non lassique semble plus di�ile àonevoir expérimentalement que la solution évoquée en introdution de e ha-pitre et étudiée dans les référenes [151, 149, 28℄, pour laquelle il su�sait desuperposer deux modes dont un seul était omprimé. En e�et, il est néessaireii de générer simultanément un grand nombre d'états omprimés en amplitude.Une implémentation expérimentale d'un tel état loalement omprimé en in-tensité pourrait néanmoins être envisagée en onstruisant un réseau ompatde diodes laser sous-poissoniennes, ou d'ampli�ateurs optiques paramétriquesminiaturisés et juxtaposés [102℄ qu'il su�rait ensuite d'imager sur le plan dudéteteur. En s'assurant que le fateur de remplissage spatial (�lling fator) dees soures est su�sant et en garantissant une bonne foalisation sur le plandu déteteur, on obtiendrait des �utuations loalement sous-poissoniennes à lasurfae du apteur, dans des aires pouvant être limitées à la taille d'un déteteurélémentaire (pixel), garantissant ainsi l'absene de orrélation entre les mesurese�etuées sur les di�érents pixels.Nous supposerons dans toute la suite de e hapitre que es hypothèses sontsatisfaites. Nous pourrons alors onsidérer qu'en haun des M pixels du déte-teur (et don de l'image aquise), le nombre de photons reçus est une réalisa-tion d'une variable aléatoire Nk de moyenne µNk
, dérite par une statistique dephotoomptage sous-poissonienne. Puisque nous onsidérerons, sauf mention duontraire, uniquement les �utuations d'origine quantique intrinsèques au rayon-nement életromagnétique, l'ensemble des valeurs moyennes du photoomptageen haque pixel µNk

, k ∈ [1; M ] permettra don de dérire l'image qu'on obser-verait en l'absene de bruit quantique. Ces valeurs moyennes seront égalementnotées plus simplement µ(k)
△
= µNk

, où la fontion µ(k), k ∈ [1; M ] dérit lemotif spatial d'élairement utilisé.Par ailleurs, pour obtenir des expressions simpli�ées et synthétiques des BCRs,nous utiliserons par la suite une hypothèse ommode onsistant à supposer que leapteur est onstitué d'une répartition ontinue de pixels in�nitésimaux71. Cettereformulation � ontinue � du problème néessite alors de dérire la répartitionspatiale de l'intensité moyenne par une fontion ontinue, notée f0(x, y), qui re-présente le nombre moyen de photons détetés par unité de surfae à la position
(x, y) du plan du apteur. Dès lors, pour un pixel k de oordonnées (xk, yk) et desurfae in�nitésimale Dk = dxk dyk, la valeur moyenne de l'intensité de e pixelpourra s'érire

µ(k) = f0(xk, yk) dxk dyk. (4.2)En outre, nous onviendrons dans la suite d'érire la fontion f0(x, y) sous laforme
f0(x, y) = Nt|v0(x, y)|2, (4.3)où Nt représente le nombre de photons reçus en moyenne sur la totalité du dé-71− En partiulier, ette approximation nous permettra de remplaer la sommation disrètesur les pixels du apteur par une intégration spatiale sur la surfae de elui-i.124



4.2. BCR pour l'estimation de paramètreteteur, et où v0(x, y) désigne la valeur moyenne du hamp életromagnétique,72normalisé de sorte que ∫∫ |v0(x, y)|2dx dy = 1.4.2 BCR pour l'estimation d'un paramètre dansune image loalement sous-poissonienneNous allons ii déterminer la préision optimale d'estimation d'un paramètre
d aratéristique d'une transformation a�etant l'intensité d'une image dans saglobalité (par exemple une translation, une rotation ou enore une dilatation,et.) lorsque elle-i est perturbée par un bruit loalement sous-poissonien. Cetteétude nous permettra de quanti�er le gain que pourraient o�rir de tels états nonlassiques de la lumière pour améliorer les performanes optimales d'estimationpar rapport à une lumière ohérente standard. Cette aratérisation du gainoptimal théorique revêt en e�et une importane pratique pour justi�er le oûtmatériel et expérimental qu'il faut investir pour produire de telles images aux�utuations non lassiques.4.2.1 Information de Fisher pour l'estimation d'un para-mètre dans le as généralNous nous intéressons dans ette setion au as d'une transformation quel-onque, paramétrée par une grandeur salaire d, et a�etant la totalité de l'imageonsidérée. L'objetif de la tâhe d'estimation onsiste alors à mesurer la valeurde e paramètre d, à partir de l'aquisition de l'image modi�ée. Dans es ondi-tions, nous pouvons représenter l'e�et d'une telle transformation sur la valeurmoyenne de haque pixel de l'image grâe à la relation suivante :

{µNk
} = {µ(k)} −→ {µ(k, d)}, ∀k ∈ [1; M ]. (4.4)Pour évaluer la borne de Cramer-Rao de l'estimation du paramètre d, nousdevons préalablement évaluer l'information de Fisher IF (d), qui aratérise laquantité d'information ontenue dans la totalité de l'image pour estimer le para-mètre d et qui sera pour ette raison quali�ée d'information de Fisher globaledans la suite de e hapitre. Si l'on note n

△
= {n1; . . . ; nM} l'ensemble des mesuresde photoomptage réalisées sur les M pixels de l'image, l'information de Fisherglobale s'érit, onformément à la dé�nition 2.2 donnée au hapitre 2

IF (d)
△
= −

〈
∂2

∂d2

[
ℓ(n)

]〉
, (4.5)72− Bien que la fontion v0(x, y) représente la valeur moyenne du hamp életromagnétiqueen tout point du plan transverse, elle ne doit toutefois pas être onfondue ave un mode derayonnement unique : omme on l'a vu, le modèle de hamp onsidéré ii est en e�et hautementmultimode. 125



4.2. BCR pour l'estimation de paramètreoù la logvraisemblane ℓ(n) est dé�nie par
ℓ(n)

△
= ln PN(n) = ln

M∏

k=1

PNk
(nk) =

M∑

k=1

ln PNk
(nk) =

M∑

k=1

ℓk(nk), (4.6)ar les �utuations en haun des pixels du déteteur, dérites grâe aux lois deprobabilité disrètes PNk
(nk), ont été supposées indépendantes entre elles, e quipermet d'érire PN(n) =
∏M

k=1 PNk
(nk). Grâe à ette remarque, on peut réérire

IF (d) sous la forme suivante
IF (d) =

M∑

k=1

IF (k, d), ave IF (k, d)
△
= −

〈
∂2

∂d2

[
ℓk(nk)

]〉
, (4.7)où le terme IF (k, d) sera dénommé dans la suite information de Fisher loalepour l'estimation du paramètre d. En e�et, bien que la totalité de l'image soitutilisée pour estimer le paramètre d, savoir que nk photons ont été détetés aupixel k va ontribuer dans une ertaine mesure à la détermination de d.Pour établir l'expression de l'information de Fisher, nous allons supposer queles lois de photoomptage PNk

(nk) dépendent du paramètre d que l'on herhe àestimer par l'intermédiaire de leur valeur moyenne µNk
= µ(k, d). Un tel modèlede formation d'image orrespond à des situations expérimentales réelles danslesquelles le faiseau non lassique qui forme l'image subit une transformationparamétrée par la grandeur d.Le alul de l'information de Fisher loale IF (k, d) au pixel k néessite d'éva-luer la dérivée seonde de la logvraisemblane ℓk(nk) par rapport au paramètre

d. Nous proposons d'introduire les notations suivantes
µ′

k =
∂µ(k, d)

∂d
et µ′′

k =
∂2µ(k, d)

∂d2
, (4.8)qui nous permettent d'érire, grâe à l'hypothèse préédente,

∂ℓk(nk)

∂d
=

∂ℓk(nk)

∂µ(k, d)
· ∂µ(k, d)

∂d
= µ′

k ·
∂ℓk(nk)

∂µ(k, d)
. (4.9)Par une nouvelle dérivation par rapport au paramètre d, on obtient

∂2ℓk(nk)

∂d2
=

[
µ′′

k ·
∂ℓk(nk)

∂µ(k, d)
+
[
µ′

k

]2 · ∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2

]
. (4.10)À partir de ette dernière équation, et d'après l'équation (4.7), l'information deFisher loale se réérit :

IF (k, d) = −µ′′
k

〈
∂ℓk(nk)

∂µ(k, d)

〉
−
[
µ′

k

]2
〈

∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2

〉
. (4.11)Cette expression se simpli�e ar le premier terme est nul73. Il su�t alors deremarquer que le seond terme de l'équation (4.11) fait intervenir l'expression de73− En e�et, la loi de probabilité PNk

(nk) étant une série sommable normalisée, on peut érire126



4.2. BCR pour l'estimation de paramètrel'information de Fisher pour l'estimation de la moyenne µ(k, d), dé�nie par
Iµ

F [µ(k, d)]
△
= −

〈
∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2

〉
. (4.12)Ave es notations, l'information de Fisher loale IF (k, d) se réérit sous la forme

IF (k, d) =
[
µ′

k(k, d)
]2 × Iµ

F [µ(k, d)], (4.13)e qui permet, en sommant en�n sur les M pixels de l'image, d'obtenir unenouvelle expression de l'information de Fisher globale
IF (d) =

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2
× Iµ

F [µ(k, d)]. (4.14)En examinant la relation (4.13), on remarque que IF (k, d) dépend de deuxfateurs distints, qui s'interprètent intuitivement de la façon suivante :� La présene du terme Iµ
F [µ(k, d)] signi�e que la qualité de l'estimation duparamètre d dépend lairement de la qualité de l'estimation de l'intensitémoyenne en haque pixel.� Par ailleurs, le terme [∂µ(k,d)

∂d

]2 traduit le fait que l'information de Fisherloale IF (k, d) est d'autant plus grande que la valeur moyenne µ(k, d) est� sensible � à une variation du paramètre d. On peut noter en outre quee seond fateur ne dépend pas de la statistique de photoomptage, maisuniquement de la répartition spatiale de l'intensité moyenne.4.2.2 BCR pour l'estimation de déplaement en lumièrepoissonienne standardLe prinipe du alul de l'information de Fisher présenté i-dessus peut s'ap-pliquer à l'estimation de tout paramètre physique d qui a�ete l'intensité lumi-neuse d'une image dans sa globalité. À partir de maintenant, nous allons toute-fois nous foaliser sur un as partiulier dans lequel la transformation subie parl'image se résume à un déplaement d'amplitude d dans une diretion donnée,que nous supposerons par ommodité olinéaire à l'axe X du plan transverse.En pratique, l'étude de ette situation physique revêt un intérêt pour des appli-ations de realage d'images ou de nanopositionnement de faiseau, entre autresexemples. De plus, e problème lassique de traitement d'image a fait l'objet denombreuses études antérieures dans des situations de bruits plus standard (bruitgaussien, bruit de Poisson, et. Voir par exemple [63, 136℄). En partiulier, nousrappelons i-dessous le alul de la borne sur la variane minimale d'estimationd'un déplaement, obtenue dans le as d'un bruit de Poisson, à laquelle nouspourrons par la suite omparer les valeurs de BCR déterminées pour des �utua-tions sous-poissoniennes.Dans le as standard où les �utuations de l'intensité se situent au niveau
〈

∂ℓk(nk)
∂µ(k,d)

〉
=
∑+∞

nk=0 PNk
(nk)

∂ln PNk
(nk)

∂µ(k,d) =
∑+∞

nk=0

∂PNk
(nk)

∂µ(k,d) =
∂

[
P+∞

nk=0
PNk

(nk)

]

∂µ(k,d) = ∂[1]
∂µ(k,d) = 0.127



4.2. BCR pour l'estimation de paramètredu shot noise, nous avons vu au hapitre préédent que la loi de probabilité dephotoomptage est une loi de Poisson. Dans es onditions, il est bien onnu[118℄ que l'information de Fisher pour l'estimation de l'intensité moyenne vaut
Iµ

F [µ(k, d)] =
1

µ(k, d)
. (4.15)En utilisant ette expression dans l'équation (4.13), on peut alors aluler l'in-formation de Fisher globale

IPoi
F (d) =

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2
× 1

µ(k, d)
, (4.16)où la notation IPoi

F (d) signi�e que l'on onsidère des �utuations poissoniennes.On peut fournir une expression plus synthétique de IPoi
F (d) en utilisant l'ap-proximation d'une répartition ontinue de pixels évoquée préédemment. Pourun déplaement d selon la diretion X, la valeur moyenne de l'intensité aupixel k de oordonnées (xk, yk) de l'image déplaée s'érit dans e as µ(k, d) =

f0(xk −d, yk) dxkdyk (voir équation 4.2). En utilisant ette relation et en rempla-çant la sommation sur les M pixels du déteteur par une intégration spatiale surtoute la surfae du déteteur notée Σ, l'équation (4.16) se réérit sous la formeintégrale suivante
IPoi
F (d) =

∫∫

Σ

[∂f0(x − d, y)

∂d

]2 1

f0(x − d, y)
dx dy. (4.17)Si l'on suppose en�n que l'extension spatiale du faiseau et que l'amplitude dudéplaement sont faibles devant la taille du apteur, on peut étendre le domained'intégration de l'équation préédente à la totalité du plan transverse. En posantalors x′ △

= x − d, on a ∂f0(x−d,y)
∂d

= ∂f0(x′,y)
∂x′ · ∂x′

∂d
= −∂f0(x′,y)

∂x′ , d'où l'on déduit
IPoi
F (d) =

∫∫ [∂f0(x
′, y)

∂x′

]2 1

f0(x′, y)
dx′ dy = IPoi

F (0), (4.18)e qui permet de montrer qu'ave les hypothèses que nous avons faites, l'infor-mation de Fisher IPoi
F (d) est indépendante de la valeur du déplaement d.À partir de l'expression préédente de IPoi

F (d), on peut alors retrouver l'ex-pression de la BCR pour l'estimation du déplaement d en lumière poissonienne(voir annexe C.3.1.1), qui s'érit
BCRPoi(d) =

1

IPoi
F (d)

=
1

16π2Nt∆2
X [v0(x, y)]

, (4.19)et qui est aussi indépendante du déplaement d. Dans ette équation, ∆2
X [v0(x, y)]désigne la largeur spetrale spatiale selon la diretion X de la répartitionde hamp moyen v0(x, y) qui dé�nit la forme du motif spatial d'intensité f0(x, y)ar on a supposé que f0(x, y) = Nt|v0(x, y)|2. Nous rappelons i-dessous la dé�-nition de la largeur spetrale spatiale ∆2

X [v0(x, y)] (voir référene [117℄).Dé�nition 4.1 Soit g(x, y) une fontion dé�nie sur R2 à valeurs omplexes128



4.2. BCR pour l'estimation de paramètre(g(x, y) ∈ C). En supposant que le module, noté |g(x, y)|, de la fontion g(x, y)admet une transformée de Fourier (bidimensionnelle) notée TF
{
|g|
}
(νX , νY ), lalargeur spetrale spatiale ∆2

X [g(x, y)] de la fontion g(x, y) selon la diretion Xest dé�nie par
∆2

X [g(x, y)]
△
=

∫∫
ν2

X

∣∣∣TF
{
|g|
}
(νX , νY )

∣∣∣
2

dνX dνY . (4.20)L'expression de la BCR fournie à l'équation (4.19) onstitue un résultat las-sique lorsque l'on onsidère des bruits poissoniens [105, 136, 157℄. Il est bienonnu que ette BCR déroît lorsque le nombre moyen de photons Nt reçus surla totalité du déteteur durant la durée T augmente : en d'autres termes, l'éart-type de la mesure diminue proportionnellement à la raine arrée de l'intensitélumineuse [105, 136℄. On peut noter également que la BCR dépend du ontenufréquentiel du motif spatial d'élairement. En e�et, les variations d'intensité auniveau du déteteur seront d'autant plus sensibles à des déplaements faibles quela struture du motif d'élairement présentera une densité d'énergie non négli-geable pour des fréquenes spatiales élevées, rendant ainsi la mesure de d plusaisée, et don plus préise. Ces observations peuvent être illustrées très laire-ment dans le as où le motif d'élairement est gaussien. La répartition spatialede hamp moyen s'érit dans e as
v0(x, y) =

1√
2πw

exp
(
−x2 + y2

4w2

)
, (4.21)où w représente la largeur du faiseau (waist en anglais), et la répartition spatialed'intensité orrespondante vaut,

f0(x, y) =
Nt

2πw2
exp
(
−x2 + y2

2w2

)
. (4.22)Dans e as, on peut montrer que ∆2

X [v0(x, y)] = 1/(16 π2w2), et la BCR devientdon
BCRPoi(d) =

w2

Nt
. (4.23)Pour un tel faiseau gaussien, si l'on onsidère que le plus petit déplaementdétetable δdmin orrespond à l'éart-type minimal δdmin = w/

√
Nt, alors ettevaleur s'identi�e à l'expression de la limite quantique standard de résolution quel'on peut trouver par exemple dans les référenes [116, 37, 29℄.4.2.3 BCR pour l'estimation de déplaement en lumièresous-poissonienneNous proposons maintenant de aratériser la préision optimale d'estimationd'un déplaement d'une image en lumière sous-poissonienne en se fondant sur lemodèle phénoménologique temporel de �utuations sous-poissoniennes présentéà la setion 3.2.2. Nous verrons que si le alul expliite de la BCR n'est pasréalisable dans e as, il est néanmoins possible de minorer elle-i dans dessituations où l'intensité de l'image est élevée. Nous tenterons ensuite d'analyserle omportement de la BCR pour des situations où l'intensité de l'image est faible129



4.2. BCR pour l'estimation de paramètre(aquisitions à faible �ux de photon), e qui nous onduira à proposer l'expressionexpliite d'une borne de Cramer-Rao e�etive. Comme nous le véri�erons par lasuite, ette BCR e�etive nous permettra de borner la variane d'estimation d'undéplaement quels que soient les niveaux d'intensité que nous ayons onsidérés.4.2.3.1 Borne sur la variane minimale d'estimation pour un modèlede lois d'attente gammaEn raison de la omplexité de la loi de probabilité de photoomptage don-née en équation (3.33) et assoiée au modèle phénoménologique temporel de�utuations sous-poissoniennes, il ne nous a pas été possible de déterminer ex-pliitement la BCR pour l'estimation d'un déplaement d'une image perturbéepar un tel bruit sous-poissonien.Cependant, lorsque l'on onsidère un tel modèle temporel pour lequel lestemps d'attente entre détetions suessives de photons sont distribués selon uneloi gamma d'ordre L ∈ N, il est possible de tirer parti de l'image physique desphotons virtuels74 pour majorer l'information de Fisher et obtenir ainsi une limiteinférieure à la BCR véritable. Lorsque la valeur moyenne du photoomptage µNkau pixel k est su�samment élevée, on peut en e�et supposer qu'au lieu de mesureruniquement le résultat nk du omptage des vrais photons, nous avons aès à lamesure mk du nombre de photons virtuels qui y sont parvenus durant le temps
T . Comme nous l'avons vu à la setion (3.2.2), la loi de photoomptage PMk

(mk)suivie par e proessus virtuel sous-jaent est alors une loi de Poisson standard,d'intensité L×µNk
. Bien que l'hypothèse de pouvoir déteter es photons virtuelsne soit lairement pas réaliste, elle n'en demeure pas moins intéressante pourborner la variane minimale d'estimation de d. En e�et, nous démontrons dansla référene [42℄ (voir aussi l'annexe C.3.1.2) la propriété suivante :Propriété 4.1 Pour un proessus sous-poissonien modélisé par des temps d'at-tente gamma d'ordre L, l'information de Fisher IF (d) pour l'estimation d'undéplaement d est inférieure ou égale à l'information de Fisher, notée IFM

(d),évaluée dans le as du proessus de Poisson virtuel sous-jaent,
IF (d) ≤ IFM

(d) = L

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2 × 1

µ(k, d)
. (4.24)En omparant l'équation préédente ave l'expression de l'information de Fisher

IPoi
F (d) dans le as poissonien donnée en équation (4.17), on voit que l'informationde Fisher pour l'estimation du paramètre d est au mieux augmentée en proportionde l'ordre L de la loi gamma aratéristique du proessus sous-poissonien.On peut alors aisément déduire une limite inférieure à la BCR, que nousnoterons B̃CR

L
(d) dans la suite pour une loi d'attente gamma d'ordre L (voirannexe C.3.1.2). Cette valeur limite orrespond à la BCR que l'on obtiendraitpour une image poissonienne standard d'intensité L fois plus élevée, 'est-à-dire
B̃CR

L
(d) =

BCRPoi(d)

L
=

1

16LNtπ2∆2
X [v0(x, y)]

. (4.25)74− Introduite à la setion 3.2.2.130



4.2. BCR pour l'estimation de paramètrePar onséquent, on peut onlure que la BCR pour l'estimation d'un dépla-ement peut être au mieux réduite en proportion du fateur de Fano
F = 1/L par rapport au as poissonien standard, lorsqu'on utilise une lumièresous-poissonienne de temps d'attente gamma d'ordre L entier d'intensité su�-sante. On a montré en e�et en setion 3.2.2 que F → 1/L à forte intensité,pour une loi d'attente gamma d'ordre L. En supposant que ette borne infé-rieure puisse être atteinte par la variane d'un estimateur du déplaement, elasigni�erait alors que la rédution des �utuations du photoomptage est dans eas pleinement mise à pro�t pour réduire la variane d'estimation du paramètre.Nous véri�erons dans la suite de e hapitre que ette limite inférieure B̃CR

L
(d)s'identi�e bien à la vraie valeur de la BCR à fort �ux, on�rmant ainsi le résultatétabli dans les référenes [29, 28℄ en utilisant un modèle gaussien de �utuationssous-poissoniennes.4.2.3.2 In�uene du omportement Bernoulli à faible �ux :À faible �ux en revanhe, la limite inférieure de la BCR que nous venonsd'établir risque de sous-estimer fortement la valeur de la BCR véritable. En e�et,nous avons vu à la setion 3.2.2 que la nature sous-poissonienne de la statistiquede photoomptage disparaît progressivement quand on reçoit moins de quelquesphotons en moyenne sur le déteteur pendant la durée d'intégration T . Dans unas limite où l'intensité Nt serait très faible, en supposant que le photoomptageen haque pixel peut être modélisé par une loi de Bernoulli (voir équation 3.35),on montre que l'information de Fisher pour l'estimation de d s'érit75 (voir [42℄ou annexe C.3.1.4)

IF (d) = IPoi
F (d) +

∫∫ [∂f0(x, y)

∂x

]2
dxdy, (4.26)et tend progressivement vers IPoi

F (d) à mesure que l'intensité moyenne totale Ntdiminue76. À très faible �ux, l'utilisation d'un faiseau sous-poissonien ne permetdon pas d'augmenter l'information disponible sur l'estimation du paramètre
d par rapport à une lumière standard poissonienne. De façon équivalente, erésultat signi�e que la BCR à très faible �ux ne sera pas diminuée par rapportà la borne sur la variane d'estimation que l'on obtiendrait pour un faiseaustandard poissonien (BCRPoi(d)).4.2.3.3 Borne de Cramer-Rao e�etivePour ompléter les résultats préédents obtenus dans deux as extrêmes (imagede très forte, ou de très faible intensité), il serait intéressant de disposer d'uneexpression expliite de la BCR qui dérive omment la borne minimale sur lavariane d'estimation de déplaement en lumière sous-poissonienne évolue enfontion de l'intensité de l'image. Si l'on n'a pas pu obtenir rigoureusement unetelle expression ave le modèle phénoménologique temporel, nous allons voir que75− On suppose ii enore que d et la largeur du faiseau sont faibles par rapport à la tailledu apteur, onstitué d'une répartition ontinue de pixels in�nitésimaux.76− En e�et, le premier terme IPoi

F (d) est proportionnel à Nt alors que le seond terme varieomme N2
t et devient négligeable pour Nt ≪ 1. 131



4.2. BCR pour l'estimation de paramètrele modèle binomial de �utuations sous-poissoniennes introduit en setion 3.2.3permet quant à lui de onjeturer une forme expliite de la borne de Cramer-Rao,que nous quali�erons dans la suite de e hapitre de borne de Cramer-Rao ef-fetive et dont nous véri�erons numériquement la validité pour dérire la borneminimale de la variane d'estimation à faible �ux de photon.Information de Fisher loale pour un modèle binomial : Nous onsidé-rons dans e paragraphe que l'image aquise est perturbée par des �utuationssous-poissoniennes binomiales. Plus préisément, nous supposons qu'en haquepixel du déteteur, la statistique de photoomptage suit une loi binomiale simi-laire à l'équation (3.37) dont le paramètre N0 est supposé identique pour tousles pixels de l'image. Pour un pixel k du déteteur, le seond paramètre de etteloi binomiale est noté η(k) et aratérise la valeur moyenne du photoomptageau pixel k ar µ(k) = N0 η(k). On a vu en étudiant le modèle binomial que lefateur de Fano au pixel k s'érivait dans es onditions F (k) = 1 − η(k). Poure�etuer es hypothèses et utiliser le modèle binomial, il est en réalité néessairede modi�er le modèle de formation d'image utilisé préédemment, en supposantque l'image est désormais formée par absorption partielle d'un faiseau sous-poissonien d'intensité et de fateur de Fano initialement uniformes (voir le détailde e modèle de formation d'image en annexe C.3.1.3).Bien qu'il néessite de onsidérer un dispositif de formation d'image di�érent,e modèle binomial de �utuations sous-poissoniennes permet néanmoins de al-uler expliitement l'information de Fisher loale pour l'estimation de l'intensitémoyenne µ(k, d) au pixel k (voir annexe C.3.1.3), qui s'érit dans es onditions
Iµ

F [µ(k, d)] =
1

F (k, d)µ(k, d)
. (4.27)Si l'on ompare ette expression ave l'information de Fisher loale obtenue dansle as poissonien (équation (4.15)), on s'aperçoit que l'information de Fisher lo-ale dans le as de �utuations sous-poissoniennes binomiales est augmentée, parrapport au as poissonien, de manière inversement proportionnelle au fateur deFano F (k, d) de la lumière au pixel k. Pour un tel modèle binomial, la naturesous-poissonienne de la lumière aptée au niveau du pixel k est don très simple-ment prise en ompte dans l'expression de l'information de Fisher loale. Cetteremarque présente un intérêt signi�atif ar nous allons voir dans le paragraphesuivant qu'elle nous permet de onjeturer l'expression d'une borne de Cramer-Rao e�etive pour la prise en ompte des situations d'imagerie à faible �ux dephoton.Dé�nition d'une borne de Cramer-Rao e�etive : L'information de Fi-sher loale obtenue i-dessus en onsidérant un modèle binomial de �utuationssuggère que l'expression de l'information de Fisher pour des �utuations sous-poissoniennes peut être déduite de l'information de Fisher Ipoi

F (d) obtenue dansle as poissonien à l'équation (4.16), à ondition de pondérer la ontribution dehaque pixel de l'image par le fateur de Fano e�etif de la lumière détetée aupixel k. En e�etuant ette pondération et en sommant sur l'ensemble des M132



4.2. BCR pour l'estimation de paramètrepixels du déteteur, on obtient l'expression suivante pour l'information de Fisher
Ieff
F (d) =

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2
× 1

F (k, d)µ(k, d)
, (4.28)où la notation Ieff

F (d) désigne l'information de Fisher e�etive. Il est alorsaisé d'en déduire la borne de Cramer-Rao e�etive orrespondante77
BCReff(d) =

1

Ieff
F (d)

=

{ M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2
× 1

F (k, d)µ(k, d)

}−1

. (4.30)Cette expression de la BCR e�etive va permettre de rendre ompte de ladégradation progressive de la nature sous-poissonienne de la statistique de pho-toomptage en haque pixel lorsque l'intensité moyenne diminue. En e�et, laaratérisation du modèle temporel de �utuations sous-poissoniennes présentéedans la setion 3.2.2.3 a montré78 que lorsque le temps d'attente entre deux dé-tetions suessives de photons est distribué selon une loi gamma d'ordre L, lefateur de Fano du photoomptage sous-poissonien évolue ontinuement entre 1(pas de rédution de bruit) à très faible �ux et 1/L (rédution maximale des�utuations) quand µN est important (µN > 100 photons environ).En utilisant es observations pour interpréter l'expression de la BCR e�etivedonnée en équation (4.30), on peut alors retrouver les omportements limites dela BCR disutés préédemment :� À très forte intensité, le fateur de Fano est quasiment égal à 1/L en haundes pixels, 'est-à-dire ∀k ∈ [1; M ], F (k, d) ≃ 1/L. Dans es onditions, laBCR e�etive est alors L fois inférieure à la BCR obtenue pour un faiseaupoissonien standard de même intensité et orrespond à l'expression de laborne limite B̃CR
L
(d) obtenue préédemment.� À l'inverse, lorsque l'intensité moyenne de l'image est très faible, nous avonsvu que la nature sous-poissonienne du faiseau est fortement dégradée, eton a alors ∀k ∈ [1; M ], F (k, d) ≃ 1. L'expression de la BCR e�etive nedi�ère alors quasiment pas de la BCR obtenue pour un faiseau poissonien(BCRpoi(d)).Pour évaluer la BCR e�etive dans les situations d'intensité intermédiaire, onpeut voir en observant l'équation (4.30) qu'il est néessaire, pour haque pixel

k, de onnaître le fateur de Fano e�etif, noté F (k, d) dans l'équation (4.30) etdont la valeur évoluera entre 1/L et 1 en fontion du nombre moyen µ(k, d) dephotons reçus au pixel k. Pour un pixel k donné, d'intensité moyenne µ(k, d),nous proposons d'évaluer numériquement le fateur de Fano à partir de la loi de77− En supposant omme dans les as préédents que le apteur est onstitué d'une répar-tition ontinue de pixels in�nitésimaux et de taille importante devant d et devant l'extensionspatiale du faiseau, BCReff (d) se réérit sous une forme intégrale et indépendante de d

BCReff (d) =

{∫∫
1

F (x − d, y)

[∂f0(x − d, y)

∂d

]2 dxdy

f0(x − d, y)

}−1

, (4.29)où F (x, y) est le fateur de Fano de la lumière au point (x, y) et f0(x, y) représente la répartitionspatiale de l'intensité moyenne de l'image.78− Voir en partiulier la �gure 3.3, p. 116. 133



4.2. BCR pour l'estimation de paramètreprobabilité PNk
(nk) dont la forme est donnée en équation (3.33), en supposantque la valeur moyenne de ette loi vaut µN = µ(k, d). Cette méthode d'évaluationnumérique du fateur de Fano à partir de la loi (3.33) a été détaillée en setion3.2.2.3, et nous proposons de l'appliquer en haque pixel de l'image a�n de dé-terminer numériquement les valeurs de BCReff(d) pour un motif d'élairementdonné.Validation numérique de la BCR e�etive : Sur la �gure 4.1, nous avonstraé l'évolution de la BCR e�etive évaluée numériquement dans le as d'uneimage de 256 × 256 pixels. Le motif d'élairement onsidéré est de forme gaus-sienne (voir équation (4.22)), de largeur w = 5 pixels et d'intensité totale Ntvariable. Les valeurs de BCReff (d) normalisées par Nt sont traées en trait ti-reté (−−) en fontion de Nt.On peut remarquer en observant ette �gure que la BCR e�etive permet biende dérire une évolution ontinue de la borne minimale sur la variane d'estima-tion entre BCRpoi(d) à faible �ux (pas d'amélioration de la performane opti-male d'estimation) et BCRpoi(d)/L lorsque l'intensité de l'image est importante(amélioration maximale de la performane optimale d'estimation en proportiondu fateur de Fano F = 1/L).
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Fig. 4.1 � Comparaison de la borne de Cramer-Rao e�etive (traits tiretés (−−))ave les valeurs de la BCR évaluée numériquement (traits pleins épais ( )) pourl'estimation d'un déplaement d'un motif d'élairement de forme gaussienne, delargeur w = 5 pixels et d'intensité Nt. Les ourbes en trait pointillés (· · ·)orrespondent aux valeurs de B̃CR
L
(d). L'image omporte 256 × 256 pixels etest perturbée par un bruit sous-poissonien (modèle de temps d'attente gammad'ordre L).Nous ne pouvons ependant pas démontrer rigoureusement que l'expressionde la BCR e�etive dérit la véritable BCR pour le modèle temporel onsidéréii. Nous pouvons toutefois envisager de le véri�er numériquement. Pour ela,134



4.2. BCR pour l'estimation de paramètrenous proposons de aluler numériquement la borne de Cramer-Rao assoiée aumodèle � temporel �, dé�ni par la loi de photoomptage donnée en équation(3.33). Cette BCR numérique est obtenue en évaluant l'information de Fisherloale en haque pixel grâe à la méthode numérique détaillée en annexe A. Ilsu�t ensuite de sommer les valeurs obtenues sur la totalité des pixels formantl'image pour obtenir l'information de Fisher totale, puis d'en aluler l'inversepour déterminer �nalement la BCR numérique.Nous avons tenté d'évaluer ette BCR numérique dans des onditions iden-tiques à elles onsidérées pour le alul de BCReff (d) sur la �gure 4.1. En raisonde la omplexité de la loi de photoomptage PN(n), les valeurs de la BCR n'ontpu être alulées numériquement que pour L = 2 et L = 3, et pour les faiblesvaleurs de Nt (jusqu'à Nt=5× 103 pour L=2 et Nt=3× 103 pour L=3). Ces va-leurs normalisées par Nt sont reportées en trait plein épais ( ) en fontion de
Nt sur la �gure 4.1. Bien qu'inomplet, e traé se superpose approximativementaux ourbes représentant la BCR e�etive (ourbes en traits tiretés −−), e quitend à onforter la validité de la BCR e�etive pour évaluer une borne sur lavariane minimale d'estimation d'un déplaement en lumière sous-poissonienne,pour des valeurs quelonques de l'intensité moyenne de l'image.4.2.3.4 Dé�nition d'un gain sur la performane d'estimation optimaleGrâe aux résultats préédents, il est possible d'évaluer une borne minimalede la variane d'estimation de déplaement lorsque les �utuations de l'imagesont sous-poissoniennes. Celle-i est en général inférieure à la BCR qu'on obtien-drait ave un faiseau poissonien standard de même intensité moyenne, et l'ona vu qu'elle pouvait au mieux être diminuée en proportion du fateur de Fano
F , par rapport à ette situation de référene. De manière générale, pour desonditions expérimentales données utilisant une lumière poissonienne standard,il existe don deux façons de diminuer la BCR d'estimation d'un paramètre : soiten augmentant simplement l'intensité du faiseau poissonien, soit en onservantla même intensité lumineuse, mais en remplaçant e faiseau par un élaire-ment non lassique sous-poissonien. Si la première méthode semble bien entendubeauoup plus simple à mettre en pratique que la seonde, il existe ependant dessituations pour lesquelles l'augmentation du �ux lumineux n'est pas souhaitable,en partiulier lorsque elle-i risque de détériorer l'éhantillon mesuré (tissus el-lulaires par exemple), ou enore si les mesures e�etuées néessitent de réduirele niveau de bruit en valeur absolue79. Dans es as préis, l'utilisation d'étatsnon lassiques sous-poissoniens de la lumière revêt alors un intérêt indéniable.Il paraît don intéressant de proposer un ritère de gain sur la performaned'estimation optimale G, dé�ni omme l'aroissement d'intensité néessairepour qu'un faiseau poissonien standard d'intensité totale G ×Nt permette d'at-teindre, dans des onditions identiques, la même variane minimale (la mêmeBCR) qu'un faiseau sous-poissonien de fateur de Fano F d'intensité totale Nt.D'après les onlusions établies préédemment dans ette setion, e gain varieentre G = 1 (pas d'amélioration) lorsque l'intensité du faiseau est très faible et79− Ce qui n'est pas le as de l'estimation de paramètre étudiée dans e hapitre. 135



4.3. Estimation de déplaementune valeur maximale Gmax égale à
Gmax =

1

F
, (4.31)dans les situations où le fateur de Fano est égal à F en haun des pixelsde l'image, 'est-à-dire pour des niveaux d'intensité lumineuse su�sants. Nousverrons dans le hapitre suivant omment on peut dé�nir un gain en performanepour évaluer l'apport des états sous-poissoniens de la lumière pour des tâhes dedétetion.4.3 Estimation de déplaement en lumière sous-poissonienneDans la setion préédente, nous avons aratérisé une borne minimale sur lavariane d'estimation d'un déplaement d dans une image et établi l'expressiond'un gain en terme de performanes optimales d'estimation de déplaement lors-qu'on utilise un faiseau sous-poissonien à la plae d'un faiseau ohérent stan-dard (poissonien). Il nous faut ependant enore véri�er qu'un tel gain peut êtreatteint en pratique, en exhibant un estimateur de déplaement qui soit e�aepour des �utuations d'intensité sous-poissoniennes. Pour ela, nous présentonsdans ette setion deux méthodes d'estimation de déplaement, dont les perfor-manes seront aratérisées par la suite, grâe à des simulations numériques.4.3.1 Méthode � petits signaux � par pondération linéaireLa première méthode que nous rappelons brièvement ii a été étudiée dansles référenes [151, 29, 28℄. Le prinipe de ette tehnique d'estimation reposesur la mesure de l'intensité totale du faiseau, réalisée dans deux on�gurationsdistintes :� On mesure tout d'abord l'intensité totale de l'image aquise au niveau duapteur. Le résultat de ette mesure d'intensité est noté

N t =

∫∫

Σ

n(x, y)dxdy, (4.32)où n(x, y) désigne le nombre de photons reçus par unité de surfae à laposition (x, y) du déteteur et véri�e 〈n(x, y)〉 = f0(x − d, y) quand lefaiseau est déplaé de d. Conformément aux notations introduites préé-demment dans e hapitre, la valeur moyenne de ette mesure d'intensités'érit 〈Nt〉 = Nt.� On mesure ensuite l'intensité totale d'une version pondérée de l'imageaquise. Puisque l'on se plae toujours dans le as d'un déplaement hori-zontal uniquement, la transformation à appliquer onsiste ii à multiplierhaque pixel de l'image mesurée par une fontion de pondération notée
g(x, y). L'intensité totale mesurée s'érit alors dans e as

St =

∫∫

Σ

g(x, y) n(x, y)dxdy. (4.33)136



4.3. Estimation de déplaementÀ partir de es deux mesures d'intensité, il est possible d'estimer la valeurdu déplaement d, à ondition de hoisir onvenablement la forme de la fontionde pondération g(x, y). Ce problème a été étudié en détail dans les référenes[151, 29, 28℄. En partiulier, il a été établi que l'amplitude de variation du signal
St lorsque le faiseau subit un faible déplaement d dans la diretion horizontale
X pouvait être maximisée en hoisissant une fontion de pondération propor-tionnelle à la dérivée par rapport à la variable x du logarithme de l'amplitudedu hamp moyen non déplaé |v0(x, y)|, 'est-à-dire

gopt(x, y) ∝ 1

|v0(x, y)|
∂

∂x

[
|v0(x, y)|

]
. (4.34)Ave e hoix optimal de fontion de pondération, on maximise la préision deette méthode d'estimation et l'estimateur du déplaement d peut alors s'érire,

d̂lin
△
= − 1

8π2∆2
X [v0(x, y)]

St

Nt

(4.35)où la notation d̂lin signi�e que l'estimateur utilise une pondération linéaire.Dans e as, l'utilisation de et estimateur à � petits signaux � ('est-à-dire pourla mesure de très faibles valeurs du déplaement d) sur un faiseau standardpoissonien permet d'atteindre la limite quantique standard de préision [151, 29,28℄, 'est-à-dire que la variane de d̂lin atteint la valeur BCRPoi(d).Par ailleurs, il a également été démontré dans les référenes [29, 28℄ que etteméthode d'estimation, assoiée à une fontion de pondération g(x, y) optimiséeonformément à l'équation (4.34), reste e�ae à � petits signaux � lorsque l'ononsidère des lumières sous-poissoniennes de très forte intensité. En e�et, il aété montré que la variane de et estimateur atteint la borne de Cramer-Rao,évaluée dans les référenes [29, 28℄ pour un modèle gaussien de �utuations sous-poissoniennes (hypothèse de �ux intense) et qui s'identi�e à la valeur B̃CR
L
(d)donnée ii en équation (4.25).4.3.2 Méthode d'estimation par interorrélation logarith-miqueSi l'estimateur préédent onstitue une méthode simple pour réaliser uneestimation de déplaement e�ae à très faibles déplaements, il pourrait êtreintéressant en pratique d'exhiber une méthode d'estimation plus générale, qui nesoit pas limitée aux faibles déplaements.En raison de ses propriétés d'optimalité asymptotique, il est souvent intéres-sant d'utiliser un estimateur au sens du maximum de vraisemblane. Dans dessituations de bruit standard, e type d'estimateur peut en e�et être alulé dansle as où l'on herhe à estimer le déplaement d'une image bruitée [136, 63℄. Ce-pendant, lorsque l'on onsidère le modèle phénoménologique temporel de �utua-tions sous-poissoniennes, et estimateur n'a pas pu être déterminé expliitementen raison de la omplexité de la loi de photoomptage PN(n). À défaut, nousproposons d'utiliser l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane adaptéau as de �utuations poissoniennes que nous présentons i-dessous.L'estimation optimale du déplaement d'images bruitées par des statistiques137



4.3. Estimation de déplaementpoissoniennes présente un intérêt important, pour des appliations de realaged'images astronomiques par exemple et peut être e�etuée grâe à un estima-teur au sens du maximum de vraisemblane [136, 63℄. En partiulier, lorsquel'extension spatiale du faiseau et le déplaement à estimer sont faibles devantles dimensions du apteur, on peut montrer (voir référene [63℄ ou le rappel pro-posé en annexe C.4.1) que et estimateur peut s'érire sous la forme simpli�éesuivante,
d̂ poi

MV = arg max
δ

{ M∑

k=1

nk ln
[
µ(k, δ)

]}
, (4.36)où arg maxθ{h(θ)} désigne la valeur du paramètre θ qui maximise h(θ) et où

nk représente la mesure de photoomptage réalisée au niveau du pixel k. En-�n, µ(k, δ) représente l'intensité du pixel k de l'image non bruitée (image deréférene) si elle-i était déplaée d'une quantité δ dans la diretion X80.En analysant l'expression de et estimateur, on onlut alors que le déplae-ment estimé d̂ poi
MV orrespond à la valeur de δ qui maximise l'interorrélation,dans la diretion du déplaement X, entre l'image mesurée n = {nk}, k ∈ [1; M ]et le logarithme de l'image de référene non bruitée {µ(k)}, k ∈ [1; M ].La mise en ÷uvre de et estimateur néessite don de onnaître a priori laforme de l'image dont on désire mesurer le déplaement. Il faut noter que etteontrainte existait déjà pour établir la fontion de pondération g(x) optimaledans le as de l'estimateur d̂lin. L'estimateur d̂ poi

MV permet de mesurer n'importequelle amplitude de déplaement et son e�aité a été véri�ée numériquementsur des images perturbées par un bruit de Poisson pour toute amplitude dudéplaement d [136℄.Malheureusement, es propriétés d'optimalité ne sont pas garanties lorsquenous allons onsidérer des photoomptages sous-poissoniens. L'analyse des simu-lations numériques présentées en setion 4.4 nous permettra toutefois de onje-turer que l'optimalité de et estimateur reste véri�ée pour des statistiques sous-poissoniennes.Correspondane entre les deux méthodes : Il est intéressant de remarquerque es deux estimateurs, bien que très dissemblables de par leur mise en ÷uvre,sont équivalents lorsque le motif d'élairement est de forme gaussienne et quel'on onsidère de petits déplaements (d ≪ 1). On montre en e�et en annexe C.5que l'estimateur d̂ poi
MV peut s'érire dans es onditions sous la forme approhéesuivante, pour de petits déplaements d ≪ 1,

d̂ poi
MV = −2w2 St

Nt

, (4.37)qui s'identi�e don bien dans e as à l'estimateur linéaire d̂lin de l'équation(4.35), puisque ∆2
X [v0(x, y)] = 1/(16π2w2) pour un élairement de forme gaus-sienne de largeur w. On peut ainsi s'attendre à e que l'optimalité de l'estimateur80− Pour l'implémentation numérique de et estimateur, nous avons ajouté un oe�ientde régularisation ε = 10−9 dans le alul du logarithme a�n d'éviter que des valeurs nulles de

µ(k, δ) ne fassent diverger le résultat de l'estimation. L'estimateur utilisé pour les simulationsnumériques s'érit don d̂ poi
MV = argmaxδ

{∑
k nk ln

[
µ(k, δ) + ε

]}.138



4.4. Résultats de simulationlinéaire, démontrée à fort �ux et pour de petits déplaements (d ≪ 1) [29, 28℄,soit également partagée dans ette situation par l'estimateur d̂ poi
MV .4.4 Résultats de simulationDans ette dernière setion, les simulations numériques présentées vont per-mettre d'étudier les performanes des estimateurs introduits préédemment surdes images loalement sous-poissoniennes simulées. Ces simulations numériquespermettront avant tout d'étudier omment la préision d'estimation de dépla-ement en lumière sous-poissonienne évolue lorsque le �ux de photons diminue.En outre, l'analyse de es résultats numériques on�rmera l'intérêt de la BCRe�etive introduite à la setion 4.2.3.3 pour borner la variane d'estimation àfaible �ux, et montrera que l'estimateur du maximum de vraisemblane adaptéau bruit de poisson reste optimal lorsque les images sont entâhées de �utuationssous-poissoniennes, dans les onditions que nous avons étudiées.4.4.1 Optimalité de l'estimateur d̂ poi

MV4.4.1.1 Desription de l'expériene numérique :Nous allons onsidérer tout d'abord le as d'un hamp moyen de forme gaus-sienne, dont la répartition spatiale orrespond à elle d'un mode gaussien TEM00,et de largeur (waist) w = 5 pixels81. Le nombre total de photons détetés durantune durée d'intégration T �xée est toujours noté Nt.L'aquisition d'images sous-poissoniennes peut être simulée numériquementau moyen du modèle temporel de �utuations sous-poissoniennes présenté ensetion 3.2.2 qui suppose que le temps d'attente entre deux détetions de photonsest distribué selon une loi gamma d'ordre L entier. Il su�t pour ela de générer,en haque pixel k de l'image simulée, une réalisation de la loi de photoomptagesous-poissonienne PNk
(nk) (voir équation (3.33)) de moyenne µ(k, d) selon uneméthode de génération détaillée en annexe C.2.2.2 et dont le prinipe repose surl'image physique des photons virtuels introduite dans le hapitre préédent.Dans les résultats qui suivent, nous analysons di�érentes situations physiquesen faisant varier l'ordre L ∈ {1; 2; 3; 5} de la loi gamma dérivant les tempsd'attente entre détetions de photons, ainsi que la durée d'intégration T , desorte que le nombre de photons total moyen Nt varie entre Nt = 20 et Nt = 105photons. En�n, pour autoriser la omparaison entre les deux estimateurs dudéplaement étudiés (d̂lin et d̂ poi

MV ), nous nous plaçons dans un as où le motifd'élairement ne subit auun déplaement (d = 0)82.Comme pour toutes les expérienes numériques présentées dans la suite de ehapitre, les performanes d'estimation (biais et variane) des estimateurs d̂lin et
d̂ poi

MV ont été évaluées sur des images de 256× 256 pixels en répétant l'expériened'estimation sur un grand nombre (R = 104) de réalisations indépendantes dubruitage poissonien ou sous-poissonien de l'image onsidérée.81− Rappelons ependant pour éviter toute onfusion que les images onsidérées dans ehapitre de thèse sont supposées hautement multimodes.82− Le but de l'estimation est don ii d'estimer... une absene de déplaement ! 139



4.4. Résultats de simulation4.4.1.2 Analyse des résultats de simulation :Nous avons tout d'abord véri�é que les deux estimateurs étudiés d̂lin et d̂ poi
MVpossédaient un biais négligeable par rapport à l'éart-type des valeurs estimées,pour toutes les situations physiques onsidérées.Pour étudier la préision de es estimateurs, nous avons représenté sur la�gure 4.2 la variane de l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane

d̂ poi
MV (symboles △, 2, ⋄, ∗) ainsi que elle de l'estimateur linéaire d̂lin (symboles

+), obtenues toutes deux empiriquement à partir des simulations Monte-Carloet normalisées par l'intensité moyenne totale Nt du faiseau. On peut noter queles varianes obtenues dans haun des as sont omparables, e qui s'interprèteaisément puisqu'on a vu que es deux méthodes étaient équivalentes pour defaibles déplaements d'un élairement gaussien.Par ailleurs, l'optimalité des estimateurs peut être évaluée en omparant lesvarianes obtenues ave le traé de la BCR e�etive (traits tiretés (−−)) ou de lalimite inférieure de la borne de Cramer-Rao à fort �ux B̃CR
L
(d) (traits pointillés(· · ·)) pour di�érentes valeurs de L.
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Fig. 4.2 � Comparaison de la variane normalisée par Nt des estimateurs d̂ poi
MV(symboles 2 [L=1℄, ⋄ [L=2℄, △ [L=3℄, ∗ [L=5℄) et d̂lin (symboles +) ave lesvaleurs de la BCR e�etive (−−). Les ourbes en traits pointillés (· · ·) orres-pondent aux valeurs de B̃CR

L
(d).La �gure 4.2 permet tout d'abord de véri�er que l'estimateur d̂ poi

MV est e�-ae pour un bruit poissonien (L = 1) [136℄ et que sa variane est inversementproportionnelle à l'intensité Nt du faiseau. De même, es résultats numériqueson�rment que lorsque le modèle de bruit perturbant l'image est sous-poissonienet lorsque Nt > 100 photons environ, la variane de et estimateur devientinférieure à la BCR obtenue pour des �utuations poissoniennes BCRPoi(d)(ourbe en trait mixte (· − ·)), on�rmant ainsi que l'utilisation de lumièressous-poissoniennes permet de surpasser la limite quantique standard de préi-sion.140



4.4. Résultats de simulationPlus préisément, lorsque l'intensité du faiseau devient importante (Nt ≥ 105photons, soit plus de 600 photons par pixel en moyenne au entre du faiseau), lefateur de Fano de la lumière sous-poissonienne simulée devient égal à F = 1/Lpour la quasi-totalité des pixels de l'image et la variane des deux estimateursétudiés atteint la valeur limite B̃CR
L
(d). Or, puisque les estimateurs d̂lin et

d̂ poi
MV sont non biaisés, et qu'auun estimateur non biaisé ne peut présenter unevariane inférieure à la BCR, ette remarque permet de prouver que B̃CR

L
(d)est égale à la véritable BCR à fort �ux, on�rmant ainsi les résultats établis dansles référenes [28, 29℄. Par ailleurs, ette observation montre également que lesestimateurs d̂lin et d̂ poi

MV sont e�aes à fort �ux et permettent de garantir ungain en terme de performane optimale (BCR) égal à Gmax = 1/F [42℄.Lorsque l'intensité du faiseau est plus faible en revanhe, on observe que lavariane des estimateurs suit une évolution omparable au traé de la BCR e�e-tive, qui prend en ompte la dégradation progressive du aratère sous-poissoniendu faiseau à faible intensité sous l'in�uene du phénomène de � fenêtrage tem-porel �. Cette remarque semble ainsi montrer que pour un faible déplaementd'un faiseau de forme gaussienne, les estimateurs d̂ poi
MV et d̂lin restent quasimente�aes quel que soit le niveau de l'intensité moyenne Nt. Les simulations nu-mériques présentées ii tendent don à on�rmer que le gain en préision obtenuà fort �ux en utilisant une lumière sous-poissonienne plut�t qu'un faiseau o-hérent standard de même intensité disparaît progressivement lorsque l'image estaquise à faible �ux.4.4.2 Propriétés de l'estimateur d̂ poi

MVLes premiers résultats de simulation ont on�rmé que l'apport des lumièressous-poissoniennes pour améliorer les performanes d'estimation d'un déplae-ment était maximal à forte intensité mais qu'il tendait à disparaître pour desimages de faible intensité. Ces résultats ont aussi permis d'établir que l'estima-teur de déplaement au sens du maximum de vraisemblane adapté au bruit dePoisson d̂ poi
MV restait quasiment e�ae pour des �utuations sous-poissoniennes,quelle que soit l'intensité moyenne de l'image. Nous proposons maintenant devéri�er la validité et l'e�aité de et estimateur pour mesurer des amplitudesde déplaement importantes et pour di�érentes formes du motif d'élairement.4.4.2.1 E�aité à grand déplaementUne des motivations de ette étude onsistait à obtenir une méthode d'esti-mation plus générale que l'estimateur d̂lin qui a été développé pour la mesure detrès faibles amplitudes de déplaement dans les référenes [151, 29, 28℄ et quenous avons rappelé en setion 4.3.1. Il nous faut don véri�er que l'estimateur

d̂ poi
MV permet d'assurer quant à lui une estimation e�ae y ompris pour desamplitudes de déplaement importantes.Considérons pour ela le as d'un faiseau gaussien de largeur w = 5 etd'intensité élevée Nt = 105, perturbé par un bruit poissonien (L=1) ou sous-poissonien, modélisé grâe au modèle phénoménologique temporel pour des ordresvariables L ∈ {2, 3, 5}. Pour les di�érentes expérienes numériques réalisées, ledéplaement à estimer varie entre 0 (pas de déplaement) et un déplaement141



4.4. Résultats de simulationmaximal de 5 pixels, e qui orrespond à la largeur w du faiseau gaussien onsi-déré. Nous avons tout d'abord véri�é par simulation numérique que l'estimateurpar pondération linéaire ainsi que d̂ poi
MV permettaient d'estimer sans biais le dé-plaement pour les di�érentes valeurs testées83.
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MV adapté au bruit de Pois-son (symboles 2) pour de grandes valeurs du déplaement d'une image pertur-bée par un bruit sous-poissonien de fateur de Fano ompris entre F = 1 et

F = 1/5 = 0, 2. Ainsi, pour une valeur importante de Nt, la limite quantiquestandard pour la variane d'estimation d'un déplaement peut être améliorée enproportion du gain maximal Gmax = 1/F et ette limite est atteinte par l'esti-mateur d̂ poi
MV quelle que soit l'amplitude du déplaement. Il serait intéressant devalider e résultat pour des lumières sous-poissoniennes présentant des fateursde Fano plus faibles.83− Plus préisément les biais observés restent toujours négligeables devant l'éart-type desestimations.142



4.4. Résultats de simulation4.4.2.2 Généralisation à di�érents motifs d'illuminationNous avons jusqu'à maintenant onsidéré des motifs d'élairement de formegaussienne, dont la répartition d'intensité moyenne pouvait être assimilée à elled'un mode TEM00 de hamp. A�n de véri�er la généralité de l'estimateur d̂ poi
MVsur des motifs d'élairement di�érents, nous pouvons supposer par exemple quel'image possède désormais une répartition d'intensité moyenne similaire à unmode d'illumination TEMi0 d'ordre supérieur, ave i ∈ {0, 1, 2, 3}, 'est-à-dire

f0(x, y) =
Nt

2(i+1)πw2

[
Hi(

x√
2w

)
]2

i !
exp
[
−(x2 + y2)

2w2

]
, (4.38)où Hi(x) représente le polyn�me d'Hermite d'ordre i84.

 1e−05

 1e−04

 0.001

 1e−04  1e−03

TEM00
w = 5

TEM10TEM20TEM30 TEM00
w = 2w = 5

w = 5w = 5

TEM00
w = 10

L=1L=2L=3L=5va
r(

d̂
p
oi

M
V
)

ouBCR(d
)

∆2
X [v0(x, y)]Fig. 4.4 � Variane de l'estimateur d̂ poi

MV pour di�érents motifs d'élairement etdi�érents ordres L de la loi d'attente gamma (symboles 2). La ourbe en traitmixte (· − ·) représente la BCR dans le as poissonien standard tandis que lesvaleurs de BCReff(d) sont traées en traits tiretés (−−) pour di�érents ordres
L. L'intensité totale est �xée à Nt = 105 photons.Sur la �gure 4.4, la variane de l'estimateur d̂ poi

MV (symboles 2) ainsi quela BCR à fort �ux pour di�érentes valeurs du paramètre L sont représentées enfontion de la largeur spetrale spatiale ∆2
X [v0(x, y)] selon la diretion X, évaluéenumériquement pour les di�érents motifs d'élairement onsidérés. Cette �gurepermet de véri�er que l'estimateur d̂ poi

MV reste e�ae à forte intensité (Nt = 105photons) pour une forme quelonque du motif d'élairement, garantissant ainsi ungain maximal en proportion de F sur la variane minimale d'estimation lorsquel'image onsidérée est perturbée par un bruit sous-poissonien [42℄. On véri�eégalement sur ette �gure que la BCR pour l'estimation d'un déplaement à in-84− Voir par exemple la référene [61℄, page 219 pour une desription des modes d'illumina-tion de Gauss-Hermite. Pour l'implémentation numérique des simulations, les motifs d'intensité
f0(x, y) ont été � lissés � par appliation d'un �ltre moyenneur de taille 3 ×3 pixels pour éviterque ertains pixels de l'image ne possèdent une valeur moyenne nulle. 143



4.4. Résultats de simulationtensité moyenne élevée est bien inversement proportionnelle à la largeur spetralespatiale de l'image, omme ela est dérit par l'équation (4.25).4.4.2.3 Comparaison ave un estimateur par interorrélation � li-néaire �Nous proposons en�n d'illustrer l'intérêt partiulier de l'estimateur d̂ poi
MV enomparant ses performanes ave elles d'un estimateur par interorrélationlinéaire, noté d̂ gauss

MV et qui prend la forme suivante
d̂ gauss

MV = arg max
δ

{ M∑

k=1

nk µ(k, δ)

}
. (4.39)Cette méthode est fondée sur l'interorrélation de l'image détetée n = {nk}pour k ∈ [1; M ], ave l'image de référene µ(k) non bruitée, ontrairement àl'estimateur d̂ poi

MV pour lequel n est orrélée ave ln µ(k) (voir équation (4.36)).On peut montrer, omme ela est rappelé en annexe C.4.2, que ette méthodeorrespond à l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane dans le asd'un bruit gaussien de variane �xée [157℄, e qui justi�e la notation d̂ gauss
MV .
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4.4. Résultats de simulationet de l'estimateur par interorrélation linéaire d̂ gauss
MV (symboles ⋄), en fontiondu niveau du fond ontinu présent sur l'image, exprimé en pourentage de lahauteur h du motif gaussien. Nous supposons que l'image est perturbée par unbruit poissonien (L = 1) ou sous-poissonien (L = 2), généré grâe au modèletemporel de lois d'attente gamma d'ordre L.On remarque immédiatement en observant la �gure 4.5 que la variane del'estimateur d̂ poi

MV atteint la BCR dans le as poissonien (traée en trait mixte(· − ·)) et la valeur de BCReff (d) dans le as sous-poissonien (traée en traittireté −−) dans toutes les situations physiques représentées sur ette �gure,on�rmant ainsi l'e�aité de l'estimateur d̂ poi
MV pour des �utuations d'intensitésous-poissoniennes. Cela n'est en revanhe pas le as de l'estimateur par inter-orrélation linéaire d̂ gauss

MV qui n'est e�ae que pour de fortes valeurs du fondontinu, 'est-à-dire dans les situations où l'intensité moyenne en haque pixel del'image est très élevée. Ce omportement peut s'interpréter simplement en notantque les �utuations sous-poissoniennes peuvent être orretement modélisées pardes densités de probabilité gaussiennes à très forte intensité moyenne, expliquantainsi l'e�aité de l'estimateur d̂ gauss
MV .Si l'estimateur par interorrélation linéaire est e�ae pour une intensitémoyenne élevée, ette expériene numérique illustre néanmoins l'intérêt de onsi-dérer l'estimateur d̂ poi

MV lorsque l'intensité moyenne d'élairement est plus faible.En e�et, omme nous l'avons vu préédemment, l'utilisation des lumières sous-poissoniennes pour des tâhes d'estimation de paramètre revêt un intérêt spé-i�que lorsqu'il n'est pas possible d'augmenter le �ux d'un faiseau poissonienstandard : dans es onditions, il est don partiulièrement intéressant de dispo-ser d'une méthode d'estimation e�ae lorsque l'intensité moyenne est faible, equi est le as de l'estimateur d̂ poi
MV pour l'estimation d'un déplaement.4.4.3 Robustesse des résultats établisLes dernières simulations numériques que nous exposons ii vont nous per-mettre de disuter la généralité des onlusions préédentes. Nous verrons enpartiulier que les résultats obtenus grâe au modèle phénoménologique temporelsont robustes à une modi�ation de la DDP Pξ(ξ) dérivant les temps d'attenteentre détetions de photons. Nous illustrerons également omment l'expressionde la BCR e�etive proposée dans e hapitre permet d'évaluer une borne de lavariane minimale d'estimation, tout en prenant en ompte d'éventuelles pertur-bations du faiseau (absorption partielle, bruit de fond parasite).4.4.3.1 Généralisation du modèle phénoménologique temporelLe modèle temporel de �utuations sous-poissoniennes présenté à la setion3.2.2 permet de dérire le phénomène de dégroupement des arrivées de photonssur un déteteur (antibunhing) en supposant que la DDP Pξ(ξ) du temps d'at-tente ξ entre deux détetions suessives de photons est une loi gamma d'ordre

L. Par ailleurs, e modèle nous a permis d'introduire l'image physique des pho-tons virtuels qui a servi à établir une limite inférieure de la BCR à fort �ux etqui fournit une méthode simple pour simuler des proessus sous-poissoniens detemps d'attente gamma d'ordre entier (voir annexe C.2.2.2). Il nous paraît epen-dant important de véri�er si les onlusions préédentes sont toujours valables145



4.4. Résultats de simulationlorsque les lois gamma dérivant les statistiques des temps d'attente entre deuxdétetions suessives de photons sont remplaées par d'autres formes de densitésde probabilité, même si l'image physique des photons virtuels et la méthode desimulation assoiée ne seront plus appliables dans e as.
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4.4. Résultats de simulationgamma d'ordre L entier, nous avons hoisi de �xer le paramètre de forme85 deslois Pξ(ξ) à une valeur entière L ∈ {2; 3; 4; 5}, en assurant que
var(ξ)

〈ξ〉2 =
1

L
. (4.40)En utilisant ette méthode de simulation de proessus sous-poissoniens detemps d'attente non néessairement gamma, on peut obtenir des statistiques dephotoomptage sous-poissoniennes, omme nous pouvons le véri�er sur la �gure4.6. En e�et, pour haune des onditions physiques onsidérées, il est possibled'évaluer empiriquement la moyenne et la variane des R = 6.106 réalisationsdu proessus, permettant ainsi de déduire empiriquement la valeur du fateurde Fano du proessus sous-poissonien simulé. Le fateur de Fano ainsi obtenu aété représenté sur la �gure 4.6 en fontion de la valeur moyenne µN du nombrede photons détetés et pour di�érentes formes de loi d'attente Pξ(ξ) (loi gamma(symboles ∗), loi lognormale (symboles 2) et loi de Weibull (symboles +)). Nousavons également reporté sur ette même �gure les valeurs du fateur de Fanoobtenues lorsque l'on modélise les temps d'attente gamma d'ordre L entier ave lemodèle phénoménologique étudié préédemment (symboles ◦). En�n, les ourbesen trait tireté (−−) représentent le fateur de Fano que l'on évalue à partir dela DDP donnée en équation (3.33) pour des temps d'attente gamma d'ordre Lentier grâe à la méthode numérique présentée en setion 3.2.2.3.La superposition des symboles ∗ et ◦ permet de valider la méthode � générale �de simulation, qui onduit, dans le as d'une loi gamma, à des résultats iden-tiques à la méthode de simulation utilisant le modèle phénoménologique fondésur l'image physique des photons virtuels. Pour toutes les autres formes de loisd'attente onsidérées, on véri�e également sur ette �gure que le fateur de Fanotend vers 1/L quand l'intensité est importante tandis que la statistique rede-vient poissonienne lorsque le �ux diminue, la transition entre les deux régimess'opérant toujours aux alentours de quelques photons reçus en moyenne [42℄.On peut en outre noter que ette méthode générale de simulation permet demodéliser des temps d'attente dont le paramètre de forme ne serait pas néessai-rement entier, e qui n'était pas le as de la méthode de simulation fondée surl'image physique des photons virtuels. Nous avons illustré ette apaité dans leas d'une loi gamma d'ordre non entier L = 2, 5, dont le fateur de Fano estreprésenté sur la �gure 4.6 (symboles ∗).Appliation à l'estimation de déplaement : En utilisant e modèle plusgénéral de �utuations sous-poissoniennes, nous avons alors simulé numérique-ment une expériene d'estimation de déplaement, dans des onditions similairesà la situation étudiée à la �gure 4.2 (motif d'élairement de forme gaussienne,de largeur w = 5, intensité moyenne totale Nt variant entre 20 et 105 photons).La variane de l'estimateur d̂ poi

MV normalisée par Nt est obtenue empiriquementà partir des simulations Monte-Carlo et est traée en �gure 4.7 pour di�érentesformes de la loi d'attente entre arrivées de photons : loi gamma (symboles ⋄), loilognormale (symboles ×), loi K (symboles 2). Les paramètres de es lois sont85− Ce paramètre était jusqu'ii appelé ordre de la loi gamma. Cependant, la notion d'ordren'est plus rigoureusement utilisable si les lois n'appartiennent plus à la famille des lois gamma.147



4.4. Résultats de simulationadaptés pour que leur paramètre de forme L soit égal à L = 2, 3 ou 5.Cette �gure permet d'illustrer que le omportement de la variane de l'esti-mateur d̂ poi
MV en fontion de L et de Nt est à peu près identique, quelle que soitla forme de la loi d'attente Pξ(ξ) que nous ayons utilisée dans le modèle de bruitsous-poissonien mis en ÷uvre pour générer l'image.
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Fig. 4.7 � Variane normalisée par Nt de l'estimateur d̂ poi
MV pour di�érentes formesde lois d'attente [loi gamma (symboles ⋄), loi lognormale (symboles ×), loi K(symboles 2)]. Les symboles gris ∗ représentent la variane obtenue pour uneloi gamma d'ordre non entier L = 2, 5. La borne de Cramer-Rao e�etive estreprésentée en traits tiretés (−−) et BCRPoi(d) est traé en trait mixte (· − ·).Dans le as où l'ordre non entier de la loi d'attente gamma est égal à L = 2, 5(symboles ∗ en gris), on notera que l'évolution de la variane de l'estimateur d̂ poi

MVse situe entre les points de mesure obtenus préédemment dans les as L = 2 et
L = 3 et entre les BCR e�etives orrespondantes. On remarque de plus que pour
Nt = 105 photons, on atteint bien une valeur asymptotique Nt × var(d̂ poi

MV ) = 10,e qui orrespond bien à la valeurNt × B̃CR
2,5

(d) = Nt × BCRpoi(d)/2, 5 = 10.4.4.3.2 Généralité de la BCR e�etiveLorsque l'intensité moyenne du faiseau sous-poissonien devient plus faible,nous avons vu que l'expression de la BCR e�etive permet de prendre en omptel'in�uene du phénomène de � fenêtrage temporel � qui apparaît lorsque l'in-tensité moyenne de l'image est faible. Nous proposons ii de montrer que etteborne e�etive peut également rendre ompte de l'augmentation de la varianed'estimation lorsque le faiseau subit des perturbations de natures di�érentes(absorption partielle ou bruit de photon parasite) mais qui tendent aussi à dé-grader le aratère sous-poissonien des �utuations.Pour illustrer ette propriété, nous avons à nouveau onsidéré le problèmede l'estimation du déplaement d'un élairement de forme gaussienne de largeur
w = 5 pixels et de hauteur h = Nt/(2πw2) où Nt désigne toujours le nombremoyen de photons ontenus dans la totalité du faiseau. Le déplaement d a été148



4.4. Résultats de simulationestimé grâe à l'estimateur d̂ poi
MV sur les images perturbées soit par un bruit pois-sonien standard, soit par des �utuations sous-poissoniennes (modèle temporelde temps d'attente gamma d'ordre L = 5). Pour étudier l'in�uene de diversesperturbations sur la préision d'estimation, nous nous sommes intéressés aux inqsituations physiques dérites i-dessous :(a)- Pas de perturbation : L'image est de forte intensité (Nt = 105 photons)et ne subit auune perturbation.(b)- Aquisition à faible �ux : L'image est de faible intensité (Nt = 500photons), mais ne subit auune perturbation.()- Absorption partielle de l'image : On suppose que l'image d'inten-sité Nt = 105 photons subit, avant ou lors de sa détetion, une absorp-tion partielle de fateur de transmission η = 0, 5, pouvant modéliser parexemple l'in�uene d'un déteteur imparfait d'e�aité quantique η < 1.La simulation numérique de e phénomène d'absorption est e�etuée ena�etant à haun des photons onstituant l'image simulée une probabi-lité η = 0, 5 d'être onservé (modèle d'absorption de Bernoulli (voir an-nexe C.1.1)). L'image obtenue après absorption omptera don en moyenne

η Nt = 2, 5×105 photons et 'est sur ette image qu'est réalisée l'estimationdu déplaement d.(d)- Présene d'un fond ontinu : Le motif gaussien de forte intensité (Nt =
105 photons) et de hauteur h = Nt/2πw2 est superposé à un fond ontinude hauteur h (voir �gure 4.5.a). Le faiseau ne subit auune perturbation.(e)- Présene d'un fond ontinu et d'un bruit de Poisson parasite :On étudie un as similaire au as (d), auquel on a superposé un bruit defond parasite, modélisé en haque pixel de l'image par un bruit de Poissonde valeur moyenne µB = 0, 1 × h = 0, 1 × Nt/2πw2.Sur la �gure 4.8, nous avons représenté la variane de l'estimateur d̂ poi

MV dansle as où l'image est bruitée par des �utuations poissoniennes (symboles 2)ou sous-poissoniennes (modèle temporel ave L = 5, symboles △). Pour haquesituation, nous avons aussi traé en trait ontinu ( ) la BCR qui serait obte-nue dans le as où l'image est initialement perturbée par un bruit de Poissonstandard. Ces valeurs ont été obtenues aisément en remarquant que pour toutesles perturbations de l'image onsidérées ii (� fenêtrage temporel �, absorptionpartielle ou bruit de Poisson parasite), le bruit qui entahe l'image modi�ée restepoissonien et le alul lassique de BCRPoi(d) (voir équation (4.19)) reste donappliable. En prenant en ompte les modi�ations introduites au niveau de l'in-tensité moyenne de l'image en présene d'une absorption partielle (diminution dela valeur moyenne de l'intensité en haque pixel par un fateur η = 0, 5) ou enored'un bruit de fond Poissonien (la valeur moyenne en haque pixel devient danse as µ(k, d)+µB), nous avons alors évalué la borne de Cramer-Rao BCRPoi(d)qui est représentée en trait ontinu ( ) sur la �gure 4.8 dans les 5 situationsonsidérées. Sur ette même �gure, les traits pointillés (· · ·) représentent quantà eux la variane qui serait obtenue ave un gain maximal Gmax = 1/F = 5,'est-à-dire BCRPoi(d)/5.Comme on pouvait s'y attendre, l'analyse de la �gure 4.8 montre que le gainmaximal Gmax n'est atteint que dans les situations (a) et (d), qui orrespondent149



4.4. Résultats de simulationà des onditions expérimentales idéales. En revanhe, on s'éloigne sensiblementde la situation de gain maximal dès que le faiseau est de trop faible intensité(situation (b)) et subit alors le phénomène de � fenêtrage temporel �. De même,le gain maximal n'est pas atteint lorsque le faiseau subit une absorption par-tielle (situation ()) ou lorsqu'un bruit de fond poissonien est présent sur l'image(situation (e)). Ce résultat peut être interprété aisément grâe aux propriétésrappelées dans les setions 3.2.1.3 et 3.2.1.4 qui dérivent omment une absorp-tion partielle ou la présene d'un bruit de Poisson parasite onduisent à dégraderla nature sous-poissonienne du faiseau.
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MV pour une imagepoissonienne (symboles 2) ou sous-poissonienne ave L = 5 (symboles △) et laBCR e�etive (−−) pour les inq situations physiques étudiées. Les pointillés(· · ·) donnent une indiation de la variane qui serait obtenue ave un gainmaximal Gmax = 1/F = 5.Plus préisément, nous allons illustrer omment es propriétés nous per-mettent de aluler la BCR e�etive assoiée à es expérienes d'estimation dansdes situations non idéales. Pour ela, nous allons supposer que le fateur de Fanoest égal à F0 = 1/L en haque pixel de l'image lorsque l'intensité est importante(Nt = 105) et lorsque l'image ne subit auune perturbation. En utilisant l'équa-tion (3.24) donnée en setion 3.2.1.3, on montre que lorsque l'image subit uneabsorption partielle de fateur de transmission η, la valeur moyenne au pixel kdevient η µ(k, d) et le fateur de Fano F (k, d) au pixel k peut s'érire

F (k, d) = 1 − η (1 − F0). (4.41)De même, lorsque l'image est perturbée par un bruit de fond poissonien de valeurmoyenne µB, l'intensité moyenne de l'image au pixel k s'érit alors µ(k, d) + µBet d'après l'équation (3.27), le fateur de Fano au pixel k s'érit dans e as
F (k, d) =

F0 µ(k, d) + µB

µ(k, d) + µB
. (4.42)Ces relations, qui fournissent la valeur moyenne de l'intensité et le fateur deFano en haque pixel k de l'image perturbée, peuvent alors être insérées dans150



4.5. Conlusionl'expression de la BCR e�etive donnée en équation (4.30) a�n de aluler numé-riquement BCReff (d) dans les as où le faiseau subit une absorption partielleou bien lorsqu'il est perturbé par un bruit de fond parasite poissonien.Pour haque situation étudiée, les valeurs de BCReff (d) obtenues pour unelumière sous-poissonienne de fateur de Fano F = 1/L = 0, 2 ont été reportées entrait tireté (−−) sur la �gure 4.8. On peut ainsi remarquer que la variane de l'es-timateur d̂ poi
MV est dans tous les as très prohe de la valeur de BCReff(d). Ainsi,es quelques résultats numériques présentés sur la �gure 4.8 illustrent l'intérêtpratique de la BCR e�etive pour évaluer la préision d'estimation en lumièresous-poissonienne lorsque les onditions expérimentales ne sont pas idéales.4.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons utilisé un modèle phénoménologique de lumièresous-poissonienne a�n d'étudier la préision d'estimation d'un paramètre (ii, undéplaement) dans une image perturbée par un bruit sous-poissonien. Conformé-ment aux résultats établis dans les référenes [28, 29℄ pour des situations d'ima-gerie à très forte intensité, nous avons tout d'abord on�rmé ave e modèlephénoménologique que la variane minimale pour l'estimation d'un déplaementd'une image peut être au mieux réduite en proportion du fateur de Fano dufaiseau sous-poissonien utilisé, lorsque elui-i est su�samment intense.L'évolution de la préision d'estimation lorsque l'intensité moyenne de l'imagediminue a été analysée également. Pour ela, nous avons proposé la dé�nitiond'une borne de Cramer-Rao e�etive qui permet d'évaluer la variane minimaled'estimation d'un déplaement, y ompris pour des images aquises à faible inten-sité, en prenant en ompte la dégradation partielle du aratère sous-poissoniende la lumière au niveau des pixels faiblement élairés (augmentation du fateur deFano de la lumière dès que moins de quelques dizaines de photons sont reçus enmoyenne sur le pixel). L'évolution de ette borne de Cramer-Rao e�etive ainsique le omportement des estimateurs de déplaement testés ont permis de mon-trer que l'apport des lumières sous-poissoniennes pour améliorer les performanesd'estimation au-delà des performanes obtenues ave un faiseau poissonien stan-dard de même intensité tend à disparaître à mesure que l'intensité moyenne del'image onsidérée diminue.Les résultats numériques présentés ont aussi montré qu'un estimateur au sensdu maximum de vraisemblane adapté au as de �utuations poissoniennes per-met d'assurer une estimation quasiment e�ae du déplaement lorsque le bruitperturbant l'image est de nature sous-poissonienne, et pour des motifs d'élai-rement et des amplitudes de déplaement quelonques. Ces résultats illustrentainsi que ette méthode d'estimation permet d'atteindre le gain maximal sur laperformane d'estimation optimale ('est-à-dire de réduire la variane minimaled'estimation (BCR) en proportion du fateur de Fano de la lumière), lorsque l'in-tensité de l'image est importante. Une perspetive intéressante pourrait onsisterà généraliser es résultats pour des fateurs de Fano inférieurs à F = 1/5 = 0, 2.Par ailleurs, la prise en ompte de modèles de formation d'images multimodesplus généraux et plus réalistes que le modèle idéal étudié dans e manusrit sou-lève de nombreuses questions onernant la ompréhension et la desription desorrélations spatiales qui aratérisent les mesures de photoomptage réalisées en151



4.5. Conlusiondi�érents pixels sur es images multimodes. L'analyse de l'in�uene de es orré-lations sur la préision d'estimation onstitue don une perspetive de reherheintéressante.Dans le hapitre suivant, nous proposons d'étudier l'apport de bruits sous-poissoniens dans le as d'une tâhe de détetion, onsistant à disriminer entredeux hypothèses ave un taux d'erreur minimal, à partir d'une unique mesure dephotoomptage sous-poissonien.
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5.1. Introdution aux problèmes de détetion
Dans le hapitre préédent, nous avons étudié l'apport des lumières loale-ment sous-poissoniennes pour améliorer la préision d'estimation d'un paramètredans une image. Pour aratériser et apport, nous avons vu qu'on pouvait in-troduire un gain e�etif sur la performane optimale lorsque le gain maximalen proportion du fateur de Fano n'est pas atteint. En suivant une démarhesimilaire, nous proposons dans e hapitre d'analyser omment es lumières non-lassiques peuvent améliorer les performanes de détetion, lorsque l'on herheà disriminer entre deux hypothèses.À la di�érene du hapitre préédent, nous onsidérerons ii un déteteurunique86 pour des raisons de simpliité. Après une présentation du problème dedétetion, nous utiliserons le modèle binomial de �utuations sous-poissoniennespour illustrer omment la mesure de Cherno� permet de aratériser la dif-�ulté de la tâhe de détetion. À partir de ette mesure de Cherno�, nousétablirons un ritère de gain qui nous permettra d'étudier l'apport des lumièressous-poissoniennes pour améliorer les tâhes de détetion. La généralité de es ré-sultats sera en�n disutée grâe à des simulations numériques utilisant le modèletemporel de �utuations sous-poissoniennes étudié dans le hapitre 3.5.1 Introdution aux problèmes de détetion5.1.1 Desription du problème de détetionNous allons onsidérer dans e hapitre une tâhe de détetion simple, re-présentée shématiquement sur la �gure 5.1. Il s'agit de disriminer, à partird'une mesure de photoomptage, entre les deux hypothèses suivantes : soit lephotoomptage a été e�etué sur un faiseau sous-poissonien non perturbé, soite faiseau a subi une absorption partielle avant de parvenir sur le apteur. End'autres termes, e test d'hypothèses revient à déider quelle hypothèse expliquele mieux l'observation e�etuée par le apteur. Malgré sa simpliité apparente,e problème de détetion peut néanmoins s'appliquer à de nombreuses situationsphysiques, par exemple la propagation d'un faiseau dans un milieu absorbant ouenore la ré�exion de e faiseau sur des matériaux de ré�etivités di�érentes87.Nous supposerons pour l'instant que les états sous-poissoniens de la lumièrepeuvent être dérits au moyen d'un modèle binomial de �utuations d'inten-sité, dont la desription a été détaillée en setion 3.2.3 du hapitre 3. Dans e as,les deux hypothèses à disriminer peuvent être détaillées de la manière suivante :Hypothèse H1 : Soit le apteur est diretement illuminé par un faiseau sous-poissonien de fateur de Fano F1, et ontenant en moyenne 〈N〉 = µN186− Et non plus un déteteur matriiel spatialement distribué.87− Cette situation peut modéliser en pratique le proédé de leture d'un disque optique parexemple.154



5.1. Introdution aux problèmes de détetion
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Fig. 5.1 � Représentation shématique du test d'hypothèses onsidéré dans ehapitre : le apteur a e�etué une mesure de photoomptage : (a) soit sur unfaiseau sous-poissonien non perturbé ; (b) soit sur un faiseau ayant subi uneabsorption partielle .photons lorsqu'il est observé sur une durée d'intégration �xée T . Danse as, en notant η1 = 1 − F1 et en supposant un modèle binomial de�utuations de paramètre N0 �xé, le résultat de la mesure n obéit à la loide photoomptage suivante
PN(n|H1) =

(
N0

n

)
ηn

1 (1 − η1)
N0−n. (5.1)Hypothèse H2 : Soit e même faiseau sous-poissonien subit une absorptionpartielle de fateur de transmission τ ∈ [0; 1] et dans e as 〈N〉 = µN2 =

τµN1 . D'après les résultats de la setion 3.2.3, on peut montrer que lastatistique de photoomptage reste binomiale de paramètres N0 et η2 quivéri�e η2 = τη1, 'est-à-dire
PN(n|H2) =

(
N0

n

)
ηn

2 (1 − η2)
N0−n. (5.2)Par ailleurs, le fateur de Fano de e proessus absorbé devient F2 =

α(F1, τ)F1, où le paramètre α(F1, τ) dé�ni à l'équation (3.25) s'érit88
α(F1, τ) =

F2

F1
=

1 − τ(1 − F1)

F1
. (5.3)L'intérêt du modèle binomial de �utuations sous-poissoniennes apparaît lai-rement pour dérire la situation étudiée ii. En e�et, la stabilité de es statistiquesbinomiales sous l'e�et d'une absorption (voir propriété 3.3) garantit que la formede la loi de probabilité du photoomptage est la même dans les deux hypothèses(loi binomiale). Nous verrons que ette propriété prend toute son importane par88− Rappelons que d'après la propriété 3.1, la validité de ette relation n'est pas partiulièreau hoix d'un modèle binomial. 155



5.1. Introdution aux problèmes de détetionla suite pour aluler la mesure de Cherno� entre hypothèses sous-poissoniennes.5.1.2 Test de détetion et ourbe CORUne méthode de détetion performante doit par dé�nition être apable dedisriminer entre les deux hypothèses ave un taux d'erreur minimal. Pour évaluerette performane, la théorie usuelle de la détetion de Neyman-Pearson [148,115℄ propose de onsidérer les deux probabilités suivantes, qui présentent unintérêt pratique qui sera détaillé par la suite :La probabilité de détetion, notée Pd
△
= Pr

[hoisirH2

∣∣H2

], qui représente laprobabilité de hoisir l'hypothèse H2 lorsque elle-i est vraie. Dans le asétudié, ela orrespondra à déteter la présene d'une absorption partiellelorsque elle-i a e�etivement eu lieu.La probabilité de fausse alarme, notée Pfa
△
= Pr

[hoisirH2

∣∣H1

], qui re-présente la probabilité de hoisir l'hypothèse H2 alors que l'hypothèse H1était vraie. Dans notre as, ela orrespond à une détetion erronnée d'uneabsorption partielle alors que le faiseau n'a pas été perturbé89.Naturellement, la performane de détetion sera d'autant meilleure que laprobabilité de fausse alarme Pfa sera minimisée et que la probabilité de détetion
Pd sera élevée. Pour une valeur �xée de la probabilité de fausse alarme, la théoriede la détetion de Neyman-Pearson permet d'établir la règle de déision (ou testde détetion) optimale qui maximise la probabilité de détetion [148, 115℄. Cetest optimal, appelé likelihood ratio test (LRT) en anglais, onsiste à omparer lerapport des vraisemblanes des deux hypothèses par rapport à un seuil, noté
λ, dont la valeur est �xée par la Pfa désirée. Le résultat de ette omparaisondétermine alors le hoix de l'hypothèse selon la règle suivante

PN(n|H2)

PN(n|H1)

H2

≷
H1

λ. (5.4)Si l'on parourt toutes les valeurs possibles du seuil λ, on peut faire évoluerla Pfa entre 0 et 1. Au ours de ette évolution, on peut alors traer la ourbe pa-ramétrique qui dérit l'évolution de la probabilité de détetion Pd(λ) en fontionde la probabilité de fausse alarme Pfa(λ). Cette ourbe, ommunément appe-lée ourbe COR (Caratéristique Opérationnelle de Réeption)90, permet defournir une vue d'ensemble de la performane de détetion d'un test [115℄ et dearatériser le ompromis qui existe pour maximiser la probabilité de détetiontout en évitant que le taux de fausses alarmes ne soit trop important. En obser-vant l'allure typique d'une telle ourbe COR représentée sur la �gure 5.2, on voiten e�et que la performane de détetion est d'autant plus grande que l'in�exionde ette ourbe paramétrique est abrupte et que la ourbe se situe plus près dupoint de oordonnées (0, 1), assoiant ainsi une Pfa faible et une Pd importante.89− Notons que l'on aurait pu intervertir les deux hypothèses H1 et H2 pour la dé�nition dees probabilités de détetion et de fausse alarme sans modi�er les analyses physiques qui serontprésentées dans la suite. En pratique, la sémantique de es appellations doit bien entendu êtreadaptée à l'appliation visée.90− Reeiver operating harateristi (ROC) en anglais.156



5.1. Introdution aux problèmes de détetion
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PB

△
= PH(H1) · Pr

[hoisirH2

∣∣H1

]
+ PH(H2) · Pr

[hoisirH1

∣∣H2

]
, (5.5)qui représente la somme des probabilités de mauvaises lassi�ations. Dans le asoù les hypothèses sont équiprobables, on peut réérire ette probabilité d'erreurbayésienne en fontion des valeurs de la Pd et de la Pfa,

PB =
1

2

{
Pfa + (1 − Pd)

}
. (5.6)De façon intuitive, il apparaît assez lairement que la probabilité d'erreurd'un test d'hypothèses est intimement liée à la � ressemblane � entre les loisde probabilité aratérisant les deux hypothèses qu'il faut disriminer : pour deslois très dissemblables, la distintion entre les deux hypothèses se fera aisément,tandis que la probabilité d'erreur sera très grande si les statistiques de photo-omptage PN (n|H1) et PN(n|H2) sont très peu ontrastées.Parmi les grandeurs issues de la théorie de l'information permettant de me-surer la � séparabilité � entre lois de probabilité, nous allons dans e hapitreutiliser la mesure de Cherno�, qui sera notée C∗ dans la suite. Dans le as oùles hypothèses H1 et H2 sont équiprobables, ette grandeur est dé�nie omme lavaleur maximale de la fontion

C(s)
△
= − ln

{+∞∑

n=0

[
PN(n|H1)

]s[
PN(n|H2)

](1−s)
}
, (5.7)lorsque l'exposant s varie entre 0 et 1 [148, 24℄. L'exposant s∗ qui maximise C(s)157



5.2. Évaluation des performanes de détetion ave la mesure de Cherno�est ommunément appelé exposant de Cherno�, et la mesure de Cherno� vaut
C∗ = C(s∗) [148, 24℄. Cette quantité est toujours positive et peut être onsidéréeomme une mesure de séparabilité entre lois de probabilité puisqu'elle s'annulesi et seulement si PN (n|H1) = PN(n|H2).Dans le adre de la théorie de Neyman-Pearson dans laquelle nous nous si-tuons pour ette étude, ette quantité revêt une importane partiulière ar elleest théoriquement reliée à la probabilité d'erreur asymptotique d'un test d'hy-pothèses. Dans le adre de la théorie de la déision bayésienne, il a en e�et étéétabli [148, 24℄ que la probabilité d'erreur bayésienne PB introduite i-dessus estbornée par la borne de Cherno�, qui est une fontion de la mesure de Cher-no� C∗ entre les deux hypothèses. Plus préisément, lorsque la déision s'e�etueen prenant en ompte un grand nombre K de mesures, la probabilité d'erreurbayésienne, notée P

(K)
B , déroît exponentiellement ave K et véri�e [24℄

lim
K→+∞

1

K
ln P

(K)
B = −C∗. (5.8)Par soui de onision, nous ne détaillons pas ii le alul fastidieux de lamesure de Cherno� entre deux lois de photoomptage sous-poissoniennes bino-miales. Ce alul est présenté en annexe C.6.1.1 dans le as où les lois binomiales

PN(n|H1) et PN (n|H2) sont respetivement données par les équations (5.1) et(5.2) et permet d'établir l'expression suivante, pour un faiseau inident d'inten-sité moyenne µN1 dans l'hypothèse H1 :
C∗ = C(s∗) = − µN1

1 − F1
ln

[
(1 − F1)τ

1−s∗ + F1α(F1, τ)1−s∗
]
, (5.9)où l'exposant de Cherno� s∗ vaut

s∗ = 1 − 1

ln
[

α(F1,τ)
τ

] ln

{
F1 − 1

F1
· ln[τ ]

ln
[
α(F1, τ)

]
}

, (5.10)et où l'expression de α(F1, τ) est rappelée en équation (5.3).De même, le alul de la mesure de Cherno� C∗
p entre deux lois de Poisson(l'une d'intensité moyenne µNp

et l'autre d'intensité τ µNp
) est rappelé en annexeC.6.2.1 et permet de montrer que

C∗
p = Cp(s

∗
p) = µNp

{
1 − τ − 1

ln τ

[
1 − ln

(τ − 1

ln τ

)]}
. (5.11)5.2 Évaluation des performanes de détetion avela mesure de Cherno�Dans ette setion, nous analyserons omment la mesure de Cherno� permetde aratériser la performane de détetion entre deux hypothèses dont les �u-tuations sont poissoniennes ou sous-poissoniennes binomiales. Nous montreronsque ette propriété permet de dé�nir un ritère de gain pour évaluer l'apport deslumières sous-poissoniennes pour l'amélioration des tâhes de détetion.158



5.2. Évaluation des performanes de détetion ave la mesure de Cherno�5.2.1 Contraste entre lois binomiales et lois de PoissonComme nous l'avons déjà évoqué, la performane de détetion est intimementliée à la similarité entre les lois de probabilité assoiées aux deux hypothèsesà disriminer. Il paraît intéressant d'exhiber un paramètre de onstraste entrelois de probabilité dont la valeur serait reliée bijetivement à la performane dedétetion. En e�et, si une telle relation existe, la performane de détetion pourraêtre évaluée simplement grâe à ette mesure de ontraste, et quels que soientles paramètres physiques du problème onsidéré. Par ailleurs, omme ela a étémontré pour divers modèles de bruits dans la référene [58℄, l'existene d'unetelle relation permet d'éviter une étude fastidieuse de l'in�uene de haun dees paramètres physiques sur la performane de détetion.5.2.1.1 Hypothèses sous-poissoniennes binomialesGrâe à des simulations numériques de la tâhe de disrimination présentéeau début de e hapitre, nous avons analysé omment la mesure de Cherno� pou-vait aratériser la performane de détetion entre lois binomiales de paramètresdi�érents [39℄. Les résultats sont résumés sur la �gure 5.3, où nous avons su-perposé les ourbes COR obtenues, pour quatre valeurs distintes du paramètre
N0 ∈ {20; 2.102; 2.103; 2.104} de la loi binomiale, et pour quatre fateurs de Fanode la lumière inidente F1 ∈ {0, 01; 0, 1; 0, 5; 0, 9}. Pour haune de es seizeourbes COR, la valeur du oe�ient de transmission τ dé�nissant l'absorptionsubie dans l'hypothèse H2 a été ajusté de sorte que la mesure de Cherno� entreles deux hypothèses soit égale à C∗ = 0, 393 (symboles 2, ourbes inférieures) ou
C∗ = 1, 2 (symboles ◦, ourbes supérieures)91. Chaune de es ourbes COR estobtenue numériquement à partir de R = 106 réalisations du test d'hypothèses enévaluant la probabilité de détetion Pd et de fausse alarme Pfa pour toutes lesvaleurs du seuil de détetion λ.Dans la limite des plus faibles probabilités de fausse alarme testées, 'est-à-dire pour Pfa > 5.10−4, la superposition des di�érentes ourbes COR traéesmontre que des situations physiques di�érentes, mais aratérisées par une me-sure de Cherno� identique, onduisent à des performanes de détetion similaires[39℄. En outre, on a pu véri�er grâe à es simulations numériques que la super-position se préise à mesure que le paramètre N0 de la loi binomiale et que lefateur de Fano augmentent [39℄. Grâe à es analyses, nous avons établi quepour des �utuations sous-poissoniennes binomiales, la mesure de Cherno� peutêtre onsidérée omme un paramètre de ontraste satisfaisant, pour des valeurssu�santes de N0 (N0 > 20) et des fateurs de Fano supérieurs à 0, 01 [39℄.5.2.1.2 Hypothèses poissoniennesSur ette même �gure 5.3, nous avons également représenté les ourbes CORobtenues dans le as où la lumière inidente serait issue d'un laser standard(lumière poissonienne), pour plusieurs valeurs de l'intensité moyenne µN1 ∈
{10; 102; 103; 104}. Ii enore, pour haune de es situations, nous avons onsi-déré deux valeurs du oe�ient de transmission τ de sorte que la distane de91− Ces valeurs de C∗ ont été �xées de façon à onsidérer une situation modérément ontras-tée (C∗ = 0, 393) et une autre situation pour laquelle le ontraste est important (C∗ = 1, 2).159
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Fig. 5.3 � Courbes COR obtenues à partir de R = 106 réalisations d'un testentre deux hypothèses sous-poissoniennes binomiales, ou deux hypothèses pois-soniennes, pour un ensemble de valeurs des paramètres N0, F1 et τ tels que lamesure de Cherno� entre les deux hypothèses soit égale à C∗ = 0, 393 ou C∗ = 1, 2.Cherno� entre lois de Poisson de moyenne µN1 et τµN1 soit égale à C∗ = 1, 2(symboles ×) ou 0, 393 (symboles ∗).Dans e as également, on peut véri�er que es ourbes COR sont assez biensuperposées à elles obtenues préédemment, dans le as de photoomptages sous-poissoniens binomiaux. Cette superposition nous permet de déduire le résultatsuivant [39℄, valable au moins pour l'ensemble des on�gurations expérimentalestestées pour onstruire la �gure 5.3 :Propriété 5.1 Pour une valeur donnée de la mesure de Cherno� entre les deuxhypothèses à disriminer, les performanes évaluées par le traé d'une ourbeCOR sont omparables, que la détetion soit réalisée entre deux hypothèses bino-miales, ou entre deux hypothèses poissoniennes.Nous allons voir dans la setion suivante omment ette propriété peut êtremise à pro�t pour dé�nir un ritère de gain aratérisant l'apport des états sous-poissoniens pour l'amélioration des performanes de détetion.5.2.2 Dé�nition d'un ritère de gainComme nous l'avons vu dans les hapitres 3 et 4, les états sous-poissoniens dela lumière se aratérisent par des �utuations d'intensité (ou de photoomptage)réduites par rapport à un faiseau poissonien standard de même intensité. Paronséquent, lorsque l'on herhe à disriminer deux niveaux d'intensité, ette160



5.2. Évaluation des performanes de détetion ave la mesure de Cherno�rédution du bruit sur la mesure de photoomptage failite la disrimination entreles deux hypothèses et onduit don à des performanes de détetion amélioréespar rapport à un faiseau poissonien standard de même intensité.Cependant, omme dans le as de l'estimation de paramètre étudié au ha-pitre préédent, il su�t simplement d'augmenter la puissane de l'élairementlumineux en lumière poissonienne standard pour aroître la performane de dé-tetion. En e�et, une telle augmentation d'intensité va permettre d'aentuerle ontraste entre les deux hypothèses et ainsi failiter la tâhe de détetion.Dès lors, il peut être intéressant pour omparer es deux situations de dé�nirun ritère de gain en performanes de détetion G. Conformément à ladé�nition du gain en performane d'estimation proposée au hapitre préédent,elui-i sera dé�ni, pour une situation physique donnée92, omme l'aroisse-ment d'intensité néessaire pour qu'une lumière poissonienne standard d'inten-sité moyenne G×µN1 atteigne la même performane de détetion qu'une lumièresous-poissonienne binomiale de moyenne µN1 et fateur de Fano F1.Dans le hapitre préédent, nous avons établi que le gain pour une tâhed'estimation de paramètre dans une image sous-poissonienne de fateur de Fano
F était au maximum égal à 1/F , mais qu'il diminuait sensiblement dès que lefaiseau subissait une perturbation de nature à dégrader son aratère sous-poissonien (absorption, fenêtrage temporel, et.). Pour la tâhe de détetiononsidérée, on peut s'attendre également à e que les performanes soient amé-liorées au mieux en proportion du fateur de Fano F1 de la lumière inidente nonabsorbée. Par ailleurs, même si l'absorption subie dans l'hypothèse H2 est im-portante et dégrade fortement la nature sous-poissonienne du faiseau, on peutsupposer également que le gain restera dans tous les as au minimum égal à
1/F2, où F2 représente le fateur de Fano de la lumière dans l'hypothèse H2,'est-à-dire lorsque elle-i subit une absorption partielle.Ces remarques sont illustrées sur la �gure 5.4.a, où la ourbe COR obte-nue pour un faiseau sous-poissonien binomial (symboles �) ave µN1 = 60 et
F1 = 0, 5, subissant sous l'hypothèse H2 une absorption partielle ave τ = 0, 5,est omparée ave les ourbes COR obtenues en remplaçant le faiseau sous-poissonien par des lumières poissoniennes d'intensité µN1/F1 (symboles ◦) et
µN1/F2 (symboles 2). En observant es ourbes, on voit lairement qu'espérerun gain en proportion de 1/F1 serait beauoup trop optimiste, alors qu'un gainen proportion de 1/F2 sous-estimerait grandement l'amélioration de performanee�etivement observée ave un faiseau sous-poissonien [39℄.5.2.2.1 Critère de gain fondé sur la mesure de Cherno�Pour dé�nir un ritère de gain satisfaisant, il faut pouvoir omparer avepréision les performanes de détetion ave des lois sous-poissoniennes et deslois de Poisson. Or, nous avons véri�é à la setion préédente que la mesurede Cherno� onstituait dans e as un paramètre de ontraste performant. Ene�et, pour une valeur donnée du oe�ient de transmission τ , les performanes dedétetion (ourbe COR) obtenues en lumière sous-poissonienne d'intensité µN1 etfateur de Fano F1 sont atteintes ave un faiseau poissonien standard d'intensité92− C'est-à-dire dans le as étudié ii, pour une valeur du oe�ient d'absorption τ et del'intensité µN1
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Fig. 5.4 � Comparaison entre la ourbe COR obtenue pour des photoomptagessous-poissoniens binomiaux (symboles �) et les ourbes COR obtenues pour desphotoomptages poissoniens d'intensité supérieure, évaluée à partir de di�érentsritères de gain : (a) gain en proportion de 1/F1 (symboles ◦), de 1/F2 (symboles
2) ou du fateur de Fano moyen 1/F̄ (symboles ∗) ; (b) gain GC fondé sur lamesure de Cherno� (symboles •), gain GB fondé sur la distane de Bhattaharyya((symboles △) ou gain GF fondé sur le ontraste de Fisher (symboles H. Lesourbes en trait tireté (−−) sont une simple indiation visuelle de l'évolutiondes ourbes COR.supérieure µNp

≥ µN1, à ondition que la mesure de Cherno� C∗
p(µNp

) entre lesdeux lois de probabilité poissoniennes soit identique à la mesure de Cherno�
C∗(µN1), évaluée dans le as où les deux lois de probabilité sont binomiales.Grâe à ette propriété, nous proposons d'introduire un ritère de gain fondé surla mesure de Cherno�, que nous noterons GC(F1, τ), et que l'on dé�nit de la façonsuivante [39℄ :

GC(F1, τ)
△
=

µNp

µN1

≥ 1, ave µNp
≥ µN1 tel que C∗

p(µNp
) = C∗(µN1). (5.12)Une valeur élevée de e gain signi�e qu'il est néessaire d'augmenter fortementla puissane d'illumination en lumière standard pour obtenir les mêmes perfor-manes qu'un faiseau sous-poissonien. À l'inverse, lorsque e gain est prohede 1, utiliser un faiseau poissonien ou sous-poissonien ne hangera pas signi-�ativement la performane de disrimination. Malheureusement, l'expressionomplexe de la mesure de Cherno� ne permet pas d'obtenir une forme expliitedu gain GC(F1, τ) qui peut ependant être failement évalué numériquement93.Par ailleurs, la rédution e�etive de bruit dont on peut béné�ier grâe au a-ratère sous-poissonien du faiseau pour une tâhe de détetion peut être évaluée93− On a pu néanmoins véri�er théoriquement qu'il est indépendant de l'intensité moyenne

µN1
, e qui justi�e la notation GC(F1, τ) dans l'équation préédente.162



5.2. Évaluation des performanes de détetion ave la mesure de Cherno�grâe à un fateur de Fano équivalent
FC(F1, τ)

△
=

1

GC(F1, τ)
, (5.13)qui présente une analogie formelle ave le fateur de Fano e�etif introduit auhapitre préédent, bien que es grandeurs soient dé�nies de façons di�érentes etne soient pas rigoureusement omparables.5.2.2.2 Expression expliite approhée du ritère de gainConformément à la dé�nition rappelée en setion 5.1.3, le alul de la mesurede Cherno� C∗ △

= C(s∗) néessite de déterminer l'exposant de Cherno� s∗ ∈ [0; 1]qui maximise la fontion C(s) dé�nie en équation (5.7). En partiulier, 'est àause de ette étape d'optimisation néessaire qu'il n'est pas possible de donnerune expression simple du ritère de gain GC qui en déoule. Néanmoins, il a étémontré dans de nombreux as que et exposant de Cherno� était peu di�érentde 1/2 [71℄, et que la distane de Bhattaharyya [148℄
B △

= C(1/2) = − ln

{+∞∑

n=0

√
PN(n|H1)PN(n|H2)

} (5.14)représentait alors une approximation satisfaisante de la mesure de Cherno�. L'in-térêt pratique de ette distane omme mesure de séparabilité ou de ontrastea d'ailleurs été montré [79, 6, 71℄. Pour la situation physique onsidérée dans ehapitre, l'expression expliite de la distane de Bhattaharyya s'obtient aisémenten �xant s = 1/2 dans l'expression (5.7). Dans le as où les lois de probabilitéassoiées aux deux hypothèses H1 et H2 sont binomiales et sont dérites par leséquations (5.1) et (5.2), la distane de Bhattaharyya notée B s'érit (voir annexeC.6.1.2)
B = − µN1

1 − F1
ln
[
(1 − F1)

√
τ + F1

√
α(F1, τ)

]
, (5.15)tandis que si les lois de probabilité sont poissoniennes (l'une d'intensité moyenne

µNp
et l'autre d'intensité τ µNp

), elle s'érit
Bp =

µNp

2
(1 −√

τ)2. (5.16)Dans es deux as, nous avons en outre établi (voir [39℄ et annexe C.6.3) quela distane de Bhattaharyya onstitue une bonne approximation de la mesurede Cherno� tant que l'absorption n'est pas trop importante (τ ≥ 0, 1) et que lefateur de Fano inident n'est pas trop faible (F1 ≥ 2.10−2).Lorsque es onditions seront véri�ées, nous pourrons alors remplaer GC(F1, τ)par un ritère de gain dé�ni de manière similaire à partir des distanes de Bhat-taharyya
GB(F1, τ)

△
=

µNp

µN1

≥ 1, ave µNp
≥ µN1 tel que Bp(µNp

) = B(µN1), (5.17)dont une expression expliite peut être déduite des distanes de Bhattaharyya163



5.2. Évaluation des performanes de détetion ave la mesure de Cherno�alulées i-dessus. On obtient alors [39℄
GB(F1, τ) =

2

(F1 − 1)
·
ln
[
(1 − F1)

√
τ + F1

√
α(F1, τ)

]

(1 −√
τ)2

, (5.18)ave α(F1, τ) = F2/F1 =
[
1 − τ(1 − F1)

]
/F1. Cette nouvelle formulation d'ungain en performane de détetion permet aussi de dé�nir un fateur de Fanoéquivalent FB(F1, τ) = 1/GB(F1, τ).5.2.2.3 Autre ritère de gain fondé sur le ontraste de FisherComme nous venons de l'évoquer, il n'est pas possible d'obtenir une expres-sion expliite simple du ritère de gain dé�ni à partir de la mesure de Cherno�.On peut en déterminer une expression expliite approhée si l'on onsidère ladistane de Bhattaharyya, mais elle-i reste malgré tout assez omplexe. Onpeut dès lors herher à obtenir un autre ritère de gain dont l'expression se-rait plus simple, en se fondant sur un autre paramètre de ontraste entre lois deprobabilité. Considérons par exemple le ontraste de Fisher [148℄, qui dépenduniquement des deux premiers moments statistiques des lois de probabilité. Cettegrandeur que nous noterons R est en e�et dé�nie par

R △
=

(µN1 − µN2)
2

var(N1) + var(N2)
, (5.19)où N1 et N2 sont les variables aléatoires disrètes assoiées respetivement auphotoomptage dans l'hypothèse H1 et H2. Notons également que le ontrastede Fisher peut être onsidéré omme une forme généralisée d'un rapport signalà bruit94. Les expressions de e ontraste de Fisher données en annexe C.6.1.3pour des hypothèses binomiales (notéR), et annexe C.6.2.3 dans le as poissonien(noté Rp), permettent de dé�nir un nouveau ritère de gain noté GR(F1, τ)

△
=

µNp
/µN1 où µNp

≥ µN1 est �xé de sorte que Rp(µNp
) = R(µN1) [39℄. L'expressionexpliite de e ritère prend ette fois-i une forme très simple

GR(F1, τ) =
1

F1

1 + τ

1 + α(F1, τ)τ
. (5.20)5.2.2.4 Validation numérique des ritères de gain onsidérésÀ partir des trois paramètres de ontraste di�érents onsidérés ii, nous avonsobtenu trois expressions distintes pour dé�nir un ritère de gain. Il est donnéessaire maintenant de omparer es ritères, et de on�rmer (ou in�rmer) lapertinene de haun d'entre eux.Pour véri�er la validité du ritère de gain GC(F1, τ), dé�ni à partir de lamesure de Cherno�, nous nous plaçons dans des onditions expérimentales simi-laires à elles de la �gure 5.4.a (µN1 = 60, F1 = 0, 5), qui onduisent à de bonnes94− En toute rigueur, le ontraste de Fisher ne peut être onsidéré omme un rapport signalà bruit que dans le as où les deux hypothèses possèdent des statistiques gaussiennes et devarianes identiques [58℄.164



5.3. Caratérisation de l'amélioration des performanes de détetionperformanes de détetion en raison de l'absorption importante que subit le fais-eau dans l'hypothèse H2 (τ = 0, 5). Sur la �gure 5.4.b, nous avons reporté laourbe COR obtenue ave une loi sous-poissonienne binomiale (symboles �). Parailleurs, nous avons également traé les ourbes COR obtenues ave une lumièrepoissonienne standard d'intensité supérieure µN1 × GC(F1, τ) (symboles •) ou
µN1 ×GB(F1, τ) (symboles △), qui se superposent ave une assez bonne préisionà la ourbe COR obtenue ave la loi sous-poissonienne binomiale. Cette super-position on�rme ainsi la validité du ritère de gain GC(F1, τ) pour quanti�er legain en performane. Elle n'est ependant guère étonnante puisque l'on a vu àla setion préédente que la mesure de Cherno� (ou son approximation par ladistane de Bhattaharyya) onstituait un bon paramètre de ontraste pour lesstatistiques onsidérées.En revanhe, ette même �gure permet de montrer que le ontraste de Fishern'assure pas une évaluation orrete des performanes de détetion en lumièresous-poissonienne [39℄. En e�et, la ourbe COR que l'on obtiendrait ave unfaiseau poissonien d'intensité µN1 × GR(F1, τ) (symboles H) se situe bien au-dessus de la ourbe COR de référene, e qui signi�e que le gain GR(F1, τ) estnettement surévalué. Pour la tâhe de détetion en lumière sous-poissonienneonsidérée dans e hapitre, utiliser un paramètre de ontraste � élémentaire �fondé sur les deux premiers moments de la statistique de photoomptage nepermet pas de aratériser orretement les performanes de détetion.Dans la setion suivante, nous nous foaliserons don sur le ritère GC(F1, τ)fondé sur la mesure de Cherno�, dont nous étudierons l'évolution en fontion desparamètres physiques du problème de détetion onsidéré (fateur de Fano F1 etoe�ient de transmission τ). Cette étude nous permettra ainsi d'analyser om-ment l'utilisation de lumières sous-poissoniennes peut améliorer les performanesde détetion.5.3 Caratérisation de l'amélioration des perfor-manes de détetionAu début de e hapitre, nous avons véri�é que le gain en performane pourdes tâhes de détetion était ompris entre une valeur minimale 1/F2 et une va-leur maximale Gmax = 1/F1. En étudiant le omportement du ritère de gain95 GCdé�ni à la setion préédente lorsque les paramètres τ et F1 évoluent, nous pou-vons maintenant a�ner ette analyse et délimiter ainsi trois prinipaux domainesde fontionnement.5.3.1 Faibles ontrastes (τ → 1)Pour les plus faibles valeurs du ontraste (τ ≃ 1), on peut véri�er numé-riquement que le ritère de gain GC est quasiment égal à sa valeur maximale
Gmax = 1/F1. Ainsi, dans les situations où la disrimination entre les deux ni-veaux d'intensité est la plus di�ile en raison du faible ontraste d'intensité entreles deux hypothèses, l'utilisation d'une lumière sous-poissonienne de fateur de95− Pour simpli�er les notations nous omettrons à partir de maintenant d'indiquer la dé-pendane en τ et F1 des ritères de gain GC(F1, τ) ou GB(F1, τ). 165



5.3. Caratérisation de l'amélioration des performanes de détetionFano F1 permet d'obtenir les mêmes performanes qu'ave un faiseau standardpoissonien dont l'intensité serait 1/F1 fois supérieure. Ce résultat est lairementillustré sur la �gure 5.5 où nous avons traé les ourbes COR (symboles �) obte-nues numériquement dans le as où les deux hypothèses orrespondent à des loissous-poissoniennes binomiales d'intensité µN1 = 103 photons par pixel et de fa-teur de Fano F1 ∈ {0, 05; 0, 1; 0, 25; 0, 5} dont l'une a subi une absorption partiellefaible (τ = 0, 98). Le niveau d'intensité élevé permet d'obtenir des performanesde détetion su�santes pour pouvoir analyser onfortablement les résultats ob-tenus. Sur ette même �gure, nous avons superposé les ourbes COR obtenuesdans les mêmes onditions, mais pour des lois de Poisson standard dans le as oùl'intensité vaut µN1 (ourbe en trait tireté (−−)) et dans le as où l'intensité estmultipliée par le gain maximal Gmax = 1/F1 (ourbes en trait plein ( ), pourdi�érentes valeurs de F1 ∈ {0, 05; 0, 1; 0, 25; 0, 5}).Dans un premier temps, on peut remarquer que les performanes de détetionaugmentent à mesure que le fateur de Fano déroît, et que l'on surpasse bien sûrles performanes obtenues dans un as poissonien de même intensité (ourbe entrait tireté (−−)). En outre, on observe également que dans une telle situationde très faible ontraste (τ = 0, 98 ≃ 1), les ourbes COR obtenues pour des sta-tistiques poissoniennes standard d'intensité µN1/F1 = µN1 ×Gmax se superposentquasiment aux ourbes COR obtenues lorsque les �utuations sont binomialessous-poissoniennes de fateur de Fano F1 et d'intensité µN1. Ainsi, pour les plusfaibles valeurs de ontraste (τ → 1), l'e�ort investi pour réduire la variane desphotoomptages en utilisant des faiseaux sous-poissoniens est entièrement miseà pro�t pour améliorer les performanes de détetion.
1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
10.80.60.40.20

Photoomptages binomiauxPhotoomptage poissoniens- d'intensité µN1
/F1

- d'intensité µN1

d'intensité µN1
=103Probabilité

dedétetion

P
d

Probabilité de fausse alarme Pfa

0, 1

0, 25

F1=0, 05

0, 5

Fig. 5.5 � Comparaison des ourbes COR obtenues à très faible ontraste (τ =
0, 98), pour des hypothèses sous-poissoniennes binomiales d'intensité µN1 = 105et de fateurs de Fano F1 divers (symboles �), ave les ourbes COR obtenuespour une lumière poissonienne d'intensité µN1 (ourbe en trait tireté (−−) oud'intensité supérieure µN1/F1 (ourbes en trait plein ( )).Malheureusement, e gain maximal n'est plus observé dès que l'absorption166



5.3. Caratérisation de l'amélioration des performanes de détetiondevient trop importante, omme on peut le voir sur la �gure 5.6.a ou 5.6.b oùnous avons traé le rapport entre le gain GC et le gain maximal Gmax = 1/F1 enfontion de τ et F1. Il peut être intéressant en pratique de délimiter les valeursdu oe�ient de transmission τ lim
K% pour lesquelles le gain GC reste égal à sa valeurmaximale à K% près. Pour établir ette valeur limite, nous proposons d'utiliser laforme expliite de e ritère de gain, obtenue grâe à l'approximation de la mesurede Cherno� par la distane de Bhattaharyya. Cette approhe se justi�e ii à trèsfaible ontraste puisqu'il est démontré dans l'annexe C.6.4 que les exposants deCherno� s∗ et s∗p tendent tous deux vers 0, 5 lorsque τ tend vers 1. Ainsi, par undéveloppement limité à l'ordre 1 lorsque τ → 1, on montre (voir annexe C.6.6)que le fateur de Fano équivalent approhé FB est approximativement égal à

F̄
△
= F1

[
1 + (1 − τ)

1 − F1

2F1

]
. (5.21)À partir de ette expression, on peut déduire la valeur limite du oe�ient detransmission τ lim

K% qui permet d'assurer que le fateur de Fano équivalent (appro-hé ii par la valeur F̄ ) ne soit pas supérieur à la valeur minimale F1 de plus de
K % en résolvant

F̄ = F1

[
1 + (1 − τ)

1 − F1

2F1

]
≤ F1(1 + K%), (5.22)e qui onduit, après simpli�ation, à la valeur de τ lim

K% suivante [39℄ :
τ lim
K% = 1 − 2

F1

1 − F1
K%. (5.23)Pour donner un ordre de grandeur de e oe�ient limite, nous avons reporté entraits tiretés (−−) sur la �gure 5.6.b la ourbe de niveau orrespondant à τ lim

10%qui permet de garantir ainsi un gain minimal de 0, 9×Gmax. On note alors que eoe�ient limite vaut τ lim
10% = 0, 8 lorsque le fateur de Fano vaut F1 = 0, 5 maisn'est que de 0, 98 lorsque F1 = 0, 1. Ce résultat illustre à nouveau lairement lafragilité bien onnue des états sous-poissoniens lorsqu'ils sont perturbés par uneintération ave l'environnement (absorption, ré�exion, et.).5.3.2 Contrastes intermédiairesEn dehors du domaine délimité par e oe�ient de transmission limite, l'ab-sorption subie par le faiseau dans l'hypothèse H2 déteriore sensiblement la na-ture sous-poissonienne de e dernier, oasionnant ainsi un surroît de �utua-tions et une diminution du gain GC. Comme préédemment dans le as de la �gure5.4.a où τ = 0, 5, espérer un gain de 1/F1 est une hypothèse trop optimiste parrapport à l'amélioration observée e�etivement. On peut ependant remarquersur ette même �gure 5.4.a que la ourbe COR traée grâe aux symboles ∗est assez similaire à elle obtenue pour des �utuations sous-poissoniennes bino-miales (symboles �). Cette nouvelle ourbe, traée grâe aux symboles ∗, a étéobtenue ave des lois de Poisson standard d'intensité Ḡ × µN1, où l'on dé�nit

Ḡ △
= 1/F̄ . Puisque F̄ représente l'approximation au premier ordre de FB quand

τ → 1 donnée à l'équation (5.21), il n'est pas surprenant que ette quantité167
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F̄ =

F1 + F2

2
. (5.24)Le fateur de Fano moyen F̄ permet don d'évaluer ave une préision satisfai-sante le gain en performane de détetion auquel on peut s'attendre pour desontrastes intermédiaires. Cette propriété peut être on�rmée par l'observationde la �gure 5.7, où le rapport GC/Ḡ (ou de manière équivalente F̄ /FC) est re-présenté en fontion de τ et de F1. Cette �gure montre ainsi que pour une largegamme d'états sous-poissoniens, à l'exeption des très forts ontrastes et des plusfaibles valeurs de F1, l'inverse du fateur de Fano moyen ne di�ère guère de GC.Dans la plupart des situations, on pourra don évaluer le gain en alulant sim-plement la valeur moyenne des fateurs de Fano dans haune des hypothèses[39℄.5.3.3 Forts ontrastes (τ → 0)Si e résultat restait valable pour toutes les valeurs admissibles de F1 et de

τ , le gain maximal atteint dans le as où la lumière serait parfaitement ordonnée(F1 → 0) serait limité pour des ontrastes extrêmes à Ḡ = 2 puisque F2 →
1 quand τ → 0. Cependant, le gain e�etivement observé pour de très fortsontrastes et évalué grâe à GC est supérieur à 2 e qui signi�e que Ḡ sous-évalue le gain dans es onditions de forts ontrastes. Les simulations numériquesprésentées en �gure 5.8 permettent de le véri�er, dans une situation où µN1 = 18,168
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τ = 0, 3 et F1 = 0, 1 ou 0, 5. Les ourbes COR obtenues ave les photoomptagessous-poissoniens binomiaux sont toujours représentées grâe aux symboles �,tandis que les symboles ◦ et ∗ représentent respetivement les ourbes COR dansun as poissonien de valeur moyenne µN1 × GC ou µN1 × Ḡ. Cette �gure illustrebien qu'à fort ontraste, le ritère de gain obtenu à partir du fateur de Fanomoyen F̄ reste un indiateur de performane satisfaisant tant que le fateur deFano n'est pas trop faible (ii pour F1 = 0, 5). Il sous-évalue en revanhe le gainréel lorsque F1 est faible (ii F1 = 0, 1), et il est néessaire dans es onditions depréférer l'utilisation du ritère de gain GC fondé sur la mesure de Cherno� [39℄.Pour lore ette étude des situations de très forts ontrastes, nous pouvonsanalyser le omportement limite du ritère de gain GC lorsque le ontraste devientmaximal (τ → 0). Il n'est pas possible dans e as d'utiliser une approximationde la mesure de Cherno� par la distane de Bhattaharyya ar les exposants deCherno� s∗ et s∗p tendent tous deux vers 1 à très fort ontraste lorsque τ → 0(voir annexe C.6.5). On peut malgré tout démontrer, omme ela est détaillédans l'annexe C.6.7 que la valeur limite du ritère de gain est [39℄

lim
τ→0

GC =
ln(F1)

F1 − 1
. (5.25)En observant ette expression, on remarque que le gain diverge lorsque la lumièreest totalement absorbée dans l'hypothèse H2 (τ = 0) et lorsque que le faiseauinident devient parfaitement ordonné (F1 → 0). Cependant, pour es ontrastesextrêmes, la vitesse de roissane du gain est faible lorsque F1 déroît (en propor-tion de ln(1/F1)), tandis que lorsque le ontraste était très faible, GC augmentaiten proportion de 1/F1. Cei peut être illustré quantitativement en observantle tableau 5.1, où sont reportées les valeurs de gain obtenues pour τ = 0, 1 et

τ = 0, 9, et pour trois ordres de grandeurs du fateur de Fano F1 = 1, F1 = 0, 1et F1 = 0, 01. Pour τ = 0, 9 par exemple, on peut observer qu'une premièrediminution de F1 par un fateur 10 permet de multiplier le gain par 7, 1 mais169
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τ = 0, 1 1 2, 45 3, 85Tab. 5.1 � Évolution du ritère de gain GC en fontion du fateur de Fano F1,pour deux valeurs distintes du fateur de transmission τ .Par ailleurs, il est intéressant de remarquer que l'expression obtenue à l'équa-tion (5.25) est identique à un résultat établi par M. Teih et B. Saleh dans laréférene [145℄, dans laquelle es auteurs examinent les performanes d'un pro-toole de ommuniation optique par modulation � tout ou rien �, ou � On-O�keying � (OOK) en anglais96, qui utiliserait des états sous-poissoniens du hamplumineux. Le fait que l'on retrouve un tel résultat n'est pas surprenant au vu del'équivalene formelle entre e protoole de modulation étudié dans la référene[145℄ et la situation de détetion onsidérée ii à très fort ontraste lorsque lalumière est totalement absorbée dans l'hypothèse H2.96− Comme son nom l'indique, ette modulation permet de oder un bit d'information grâeà la présene ou l'absene d'un signal d'intensité onstante durant une période T dé�nie.170



5.4. Généralisation aux modèles sous-poissoniens non binomiaux5.4 Généralisation aux modèles sous-poissoniensnon binomiauxDans la setion qui préède, nous avons analysé omment on peut tirer partide la mesure de Cherno� entre lois binomiales pour aratériser les performanesde détetion, lorsqu'il s'agit de déider, à partir d'une mesure de photoomptageet ave un taux d'erreur minimal, si le faiseau déteté a subi ou non une ab-sorption partielle. Pour établir les onlusions préédentes, le hoix du modèlebinomial de �utuations sous-poissoniennes se justi�e ar il rend possible le alulde la mesure de Cherno� grâe à la stabilité des lois binomiales sous l'e�et d'uneabsorption de Bernoulli. Nous devons néanmoins à e niveau nous interroger surla généralité de es résultats, fondés sur le hoix ommode mais partiulier dumodèle statistique binomial.5.4.1 Prise en ompte d'un modèle non binomialNous allons tenter d'analyser dans ette dernière setion la robustesse desrésultats établis préédemment, lorsque les �utuations sous-poissoniennes desphotoomptages ne sont plus modélisées par des statistiques binomiales. En par-tiulier, nous allons onsidérer que la lumière inidente sous-poissonienne de fa-teur de Fano F1 est maintenant dérite par le modèle temporel présenté à lasetion 3.2.2, qui suppose que les temps d'attente entre les détetions suessivesde photons sont distribués selon une loi gamma. Dans le as où la loi gammaonsidérée est d'ordre L, la loi de probabilité qui dérit les photoomptages sous-poissoniens a été établie en équation (3.33), et le fateur de Fano dans une tellesituation vaut simplement F1 = 1/L.Par ailleurs, il est aisé de simuler numériquement l'ation d'une absorptionpartielle de fateur de transmission τ : onformément au modèle d'absorptionde Bernoulli présenté en annexe C.1.1, il su�t pour ela de onserver haquephoton ontenu dans le proessus sous-poissonien ave une probabilité τ et dele supprimer ave une probabilité (1 − τ). Ainsi, on peut failement générernumériquement des réalisations de la statistique de photoomptage orrespon-dant à l'hypothèse H2, lorsque le faiseau est absorbé. À la di�érene du modèlebinomial ependant, il n'est pas faile d'expliiter diretement la loi du photo-omptage orrespondant à l'hypothèse absorbée97. Pour ette raison d'une part,et au vu de la omplexité de la loi de probabilité (3.33) d'autre part, il sembledi�ile de déterminer la mesure de Cherno� entre les deux hypothèses.5.4.2 Étude de la robustesse des résultatsPuisque nous ne pouvons pas aluler la mesure de Cherno� entre les deuxlois de photoomptage lorsqu'on utilise le modèle temporel de �utuations sous-poissoniennes, il n'est pas possible dans e as de dé�nir un ritère de gain endétetion omme nous l'avons fait préédemment dans le as du modèle binomial.Néanmoins, nous allons analyser numériquement omment l'expression dugain GC obtenu en utilisant le modèle binomial peut s'appliquer lorsque les �u-97− En partiulier, la propriété de stabilité par absorption n'est plus véri�ée dans le as dumodèle temporel. 171



5.4. Généralisation aux modèles sous-poissoniens non binomiauxtuations d'intensité sont dérites grâe au modèle temporel de �utuations sous-poissoniennes. Dans une situation physique donnée (intensité moyenne µ1, fateurde Fano F1 et fateur de transmission τ), nous proposons pour ela d'assoierà la lumière dans l'hypothèse non absorbée H1 une loi binomiale de paramètres
N0 = µN1/(1− F1) et η1 = 1− F1 (voir équation (5.1)). Les paramètres de etteloi binomiale sont �xés de sorte qu'elle présente une intensité moyenne µN1 et unevariane µN1 ×F1 identiques à elles de la loi de probabilité dérivant la lumièreinidente. De même, dans l'hypothèse où la lumière inidente subit une absorp-tion partielle de fateur de transmission τ (hypothèse H2), on peut lui assoierune loi binomiale de même paramètre N0 et de paramètre η2 = 1−F2 = τ(1−F1)(voir équation (5.2)). Ainsi, bien que les données soient générées au moyen dumodèle temporel de temps d'attente gamma, il est possible d'évaluer la distanede Cherno� entre les lois binomiales assoiées à haune des hypothèses.Dans les paragraphes qui suivent, nous proposons d'analyser par simulationnumérique si la distane de Cherno� alulée pour es lois binomiales assoiéesaux véritables lois de photoomptage onstitue un paramètre de ontraste satis-faisant entre les hypothèses sous-poissoniennes.Desription de l'expériene : Nous avons simulé une expériene de dis-rimination similaire à elles que nous avons analysées préédemment, mais enutilisant le modèle phénoménologique temporel de temps d'attente gamma pourgénérer le faiseau sous-poissonien inident et en modélisant l'absorption partiellesubie dans l'hypothèse H2 par une absorption de Bernoulli. Di�érentes onditionsphysiques ont été onsidérées en faisant varier le fateur de Fano de la lumièreinidente F1 ∈ {0, 01; 0, 1; 0, 5; 0, 9; 1} ainsi que l'intensité moyenne de elle-i
µN1 ∈ {99; 495; 990; 4455}.Pour haune des situations physiques onsidérées, nous avons ajusté la valeurdu oe�ient de transmission τ de sorte que la mesure de Cherno� évaluée entreles lois binomiales assoiées aux véritables lois de photoomptage soit égale à
C∗ = 1, 2 ou C∗ = 0, 393. Dans haun des as, les R = 106 réalisations del'expériene de disrimination permettent en�n de onstruire une ourbe CORaratéristique de la performane de détetion, qui est traée sur la �gure 5.9.Nous nous sommes plaés à des niveaux d'intensité su�sants (µN1 ≥ 100photons par pixel environ) pour réaliser es expérienes. Cette préaution per-met d'éviter que les proessus sous-poissoniens simulés ave le modèle phéno-ménologique temporel ne soient trop perturbés par le phénomène de � fenêtragetemporel � identi�é à la setion 3.2.2.3, qui a�ete la nature sous-poissoniennedu modèle temporel pour de trop faibles valeurs de µN1. En e�et, le modèlesous-poissonien binomial ne permet pas de rendre ompte simplement de e phé-nomène. À faible intensité moyenne, il sera don plus di�ile de déterminerles lois binomiales assoiées aux véritables lois de photoomptage qui dériventles �utuations d'intensité dans les deux hypothèses. L'évaluation du ontrasteentre es deux lois de probabilité sera don bien plus omplexe à faible intensitémoyenne.Analyse des résultats : Nous pouvons maintenant analyser les résultats desimulation présentés en �gure 5.9. De manière générale, on remarque que les dif-férentes ourbes COR obtenues se superposent de mieux en mieux à mesure que172
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l'on augmente le nombre moyen de photons reçus µN1 , jusqu'à être quasimentonfondues lorsque µN1 = 4455 photons par pixel (exepté pour F1 = 0, 01). Celasigni�e don que la mesure de Cherno� évaluée pour les lois binomiales assoiéesaux véritables lois de photoomptage représente un paramètre de ontraste sa-tisfaisant pour des niveaux d'intensité su�sants (µN1 de l'ordre d'un millier dephotons par pixel), même lorsque le modèle de �utuations onsidéré n'est passtritement binomial.Cette remarque assez générale peut néanmoins être a�née à l'aide des obser-vations suivantes :� Pour des lumières faiblement sous-poissoniennes (ii F1 = 0, 9 ou F1 = 0, 5),la superposition des ourbes COR devient satisfaisante au-delà de quelquesentaines de photons par pixel seulement.� Cette superposition devient de moins en moins satisfaisante à mesure que lefateur de Fano diminue. Pour des fateurs de Fano très faibles (F1 = 0, 01),173



5.5. Conlusionla superposition ave les autres ourbes COR n'est toujours pas atteintepour µN1 = 4455 photons par pixel.� On peut remarquer également que la superposition est meilleure si la me-sure de Cherno� entre les deux hypothèses est plus faible, 'est-à-dire pourdes situations de moindre ontraste.Ces résultats numériques indiquent don que pour le problème de détetiononsidéré, la mesure de Cherno� évaluée entre les lois binomiales assoiées auxvéritables lois de photoomptage permet de aratériser la performane de déte-tion entre deux hypothèses sous-poissoniennes d'intensité su�sante (de l'ordrede 103 photons par pixels) et pour F1 ≥ 0, 1.Par onséquent, dès que es onditions seront véri�ées, il semble raisonnabled'utiliser le ritère de gain GC déterminé dans e hapitre. De façon similaire,on peut raisonnablement penser que les onlusions physiques et les grandeurs
τ lim
K% et F̄ qui ont été déduites de l'étude de e ritère resteront valables si lesonditions énonées i-dessus sont respetées.5.5 ConlusionEn utilisant un modèle binomial de �utuations sous-poissoniennes, nousavons pu observer qu'entre di�érentes mesures de ontraste issues de la théoriede l'information, seule la mesure de Cherno� permettait de aratériser orre-tement la performane de détetion entre deux hypothèses, selon qu'un faiseausous-poissonien a subi une absorption partielle ou non. À partir de ette mesurede ontraste, nous avons proposé un ritère de gain GC qui quanti�e l'apportdes états sous-poissoniens du hamp életromagnétique pour surpasser les per-formanes de détetion obtenues en lumière poissonienne standard.L'analyse de e gain nous a servi à délimiter l'ensemble des situations de trèsfaibles ontrastes (τ ≃ 1) pour lequelles l'amélioration est maximale, 'est-à-direen proportion du fateur de Fano de la lumière inidente. Pour les situationsde ontrastes intermédiaires, une forme approhée très simple du gain peut êtreexhibée, ar il évolue en proportion du fateur de Fano moyen des deux hypo-thèses. On retiendra également que l'expression asymptotique de GC pour unontraste maximal (τ → 0) permet de retrouver un résultat établi dans la réfé-rene [145℄. En�n, la robustesse de es résultats a été disutée à travers quelquessimulations numériques, en utilisant un modèle non binomial pour générer lesproessus sous-poissoniens.Pour simpli�er les analyses, nous nous sommes limités dans e hapitre àune tâhe de détetion très simple. Parmi les perspetives de es travaux, onpeut bien sûr imaginer de les étendre au as de déteteurs matriiels, où letest d'hypothèses serait alors e�etué sur plusieurs pixels. On pourrait dans eas envisager d'estimer les paramètres de la loi de photoomptage, et d'utiliserune version généralisée du test de vraisemblane (generalized likelihood ratio test(GLRT)). En�n, nous pouvons raisonnablement penser que d'autres tâhes detraitement d'image, telles que des problèmes de lassi�ation ou de segmentation,pourraient également voir leurs performanes améliorées grâe à l'utilisation delumières sous-poissoniennes. Cette perspetive peut don également onstituerune motivation pour des travaux de reherhe ultérieurs.174



ConlusionL'objetif de ette thèse onsistait à analyser deux situations physiques dis-tintes pour lesquelles le bruit de mesure inhérent au problème d'optique onsi-déré98 possède une in�uene importante sur les performanes de traitement, quel'on onsidère une tâhe d'estimation de paramètre ou de détetion.Dans haun de es deux as, nous avons appliqué une méthodologie similaireonsistant dans un premier temps à modéliser les bruits optiques qui perturbentles signaux lumineux, puis à déterminer les bornes statistiques sur les perfor-manes de traitement. L'analyse de es bornes issues de la théorie de l'informa-tion nous a permis d'évaluer la qualité des méthodes de traitement employées eta failité la reherhe de stratégies de traitement optimales.Dans ette onlusion, nous proposons tout d'abord de dresser un bilan desprinipaux résultats obtenus durant ette thèse onernant les deux problèmesphysiques que nous avons étudiés.Bilan des résultats obtenusEstimation du degré de polarisationLa première partie de ette thèse a permis de aratériser théoriquement uneméthode d'estimation du degré de polarisation fondée sur l'analyse de la réparti-tion statistique de l'intensité de la lumière rétrodi�usée par une sène imagée sousélairement ohérent et linéairement polarisé. L'étude de la borne de Cramer-Rao(BCR) pour l'estimation du degré de polarisation au arré (β = P2) à partird'une unique image a permis de montrer qu'il était préférable de se situer dansles onditions expérimentales d'un spekle d'ordre 1 ('est-à-dire qu'en moyenneun grain de spekle oupe un pixel du déteteur) et qu'une utilisation pratiquede ette méthode d'estimation à une image néessitait de disposer d'éhantillonsstatistiquement homogènes de taille importante (de l'ordre de 400 pixels pourobtenir un éart-type inférieur à 0, 1 sur l'estimation de β = P2). Pour des appli-ations d'imagerie, nous avons illustré omment ette augmentation de la tailledes éhantillons pouvait être favorisée par l'utilisation d'algorithmes de segmen-tation d'image en régions statistiquement homogènes. Nous avons également vuque la robustesse de la méthode d'estimation en présene de bruit de photon àfaible �ux lumineux pouvait permettre de onevoir un dispositif d'imagerie opti-misé pour maximiser la quantité d'éhantillons pris en ompte pour l'estimation.Pour la mise en ÷uvre pratique d'une telle méthode d'estimation, nous avonsétudié théoriquement et numériquement les performanes d'un estimateur de β98− Bruit de spekle dû à l'élairement ohérent ou bruit de photon.175



très simple, fondé sur l'évaluation de la moyenne et de la variane empiriques del'intensité de l'image dans une région statistiquement homogène. Si et estima-teur présente l'avantage d'une grande souplesse d'utilisation pour des modèlesde spekle variés, nous avons néanmoins montré qu'il ne permettait pas d'at-teindre les performanes optimales d'estimation en partiulier pour un spekled'ordre 1 et qu'il était néessaire dans e as de se tourner vers des méthodesd'estimation plus sophistiquées (par exemple, l'estimation au sens du maximumde vraisemblane).Plus généralement, la aratérisation de la méthode d'estimation du degréde polarisation à une image menée dans ette première partie de thèse a permisde quanti�er la dégradation de la préision d'estimation que l'on subit lorsqu'onsimpli�e les systèmes expérimentaux pour l'estimation du degré de polarisation.Malgré la perte en préision subie, ette étude omparative semble montrer néan-moins l'intérêt d'une telle méthode d'estimation à une image pour des applia-tions d'imagerie polarimétrique néessitant une grande simpliité de mise en÷uvre expérimentale.États sous-poissoniens de la lumièreDans la seonde partie de ette thèse, nous avons étudié omment des étatssous-poissoniens de la lumière (états omprimés en amplitude) pouvaient amélio-rer les performanes de traitement au delà des limites de performane obtenuesen lumière poissonienne standard. L'apport de es états lumineux présentantdes �utuations d'intensité sous-poissoniennes a été étudié pour deux problèmesdistints.Estimation de paramètre dans une image : Dans le as de l'estimationd'un déplaement d'une image, l'utilisation d'un modèle � temporel � de lumièresous-poissonienne assoié à un modèle idéal de formation d'image nous a per-mis de on�rmer et ompléter des résultats antérieurs, établis dans les référenes[29, 28℄ et valables pour de petites amplitudes de déplaement et pour des niveauxd'intensité importants. En partiulier, nous avons étudié omment la préisiond'estimation d'un déplaement d'une image évolue en fontion du niveau d'in-tensité moyen de l'image onsidérée.Lorsque l'intensité moyenne de l'image est importante, le modèle de bruitsous-poissonien utilisé nous a permis de déterminer une borne inférieure de lavariane minimale d'estimation permettant ainsi de on�rmer que la BCR àfort �ux est diminuée au mieux en proportion du fateur de Fano de la lumièresous-poissonienne utilisée par rapport à la BCR que l'on obtiendrait si l'imageétait perturbée par un bruit standard poissonien. Nous avons par ailleurs montrégrâe à des simulations numériques qu'un estimateur simple du déplaement(qui s'identi�e à l'estimateur au sens du maximum de vraisemblane adapté àun bruit de Poisson standard) permet de réaliser une estimation de déplaemente�ae en lumière sous-poissonienne. La variane de et estimateur atteint ene�et la limite inférieure de la BCR que nous avons déterminée et qui s'identi�epar onséquent à la véritable borne de Cramer-Rao à fort �ux.En analysant le as d'une image de très faible intensité, nous avons vu epen-dant que la diminution de la variane dont on béné�ie à fort �ux en utilisant176



une lumière sous-poissonienne tend à disparaître à faible �ux. Nous avons inter-prété e omportement par un e�et de � fenêtrage temporel �, oasionné parla faible durée d'observation du proessus temporel sous-poissonien, et qui dé-grade le aratère sous-poissonien de la lumière dès que l'on reçoit moins d'uneentaine de photons par pixel en moyenne. Cette observation nous a onduit àproposer l'expression d'une borne de Cramer-Rao e�etive qui permet d'appré-hender la dégradation loale du aratère sous-poissonien de la lumière due àertaines perturbations éventuelles telles que l'aquisition d'une image à faible�ux (fenêtrage temporel), l'in�uene d'une absorption partielle du faiseau (pourmodéliser une e�aité quantique du déteteur inférieure à 1 par exemple), ouenore en présene d'un bruit de photon parasite.Grâe aux simulations numériques réalisées, nous avons en outre pu véri�erla validité et la bonne e�aité de l'estimateur au sens du maximum de vrai-semblane adapté au bruit de Poisson pour estimer un déplaement d'une imageperturbée par des �utuations sous-poissoniennes, quel que soit le niveau d'inten-sité de l'image, quel que soit le motif d'élairement utilisé, et pour des amplitudesde déplaement importantes.Détetion en lumière sous-poissonienne : Dans la seonde partie de ettethèse, nous avons également onsidéré un problème simple de disriminationentre deux niveaux d'intensité qui permet de rendre ompte de diverses situa-tions physiques (appliations en téléommuniation ou pour la leture d'infor-mation optique) et de quanti�er l'apport des états sous-poissoniens de la lumièrepour améliorer les performanes de détetion par rapport aux performanes at-teignables en utilisant une lumière poissonienne lassique.Pour évaluer et apport, nous avons proposé un ritère de gain en perfor-manes de détetion, fondé sur une mesure de séparabilité entre lois de proba-bilité issue de la théorie de l'information (mesure de Cherno�). Des simulationsnumériques nous ont permis de véri�er que la mesure de Cherno� évaluée pourun modèle binomial de bruit sous-poissonien permet d'évaluer la di�ulté d'unetâhe de détetion en présene de lumière poissonienne ou sous-poissonienne, equi n'est pas le as d'une mesure de séparabilité plus simple omme le ontrastede Fisher.L'analyse du ritère de gain proposé nous a permis de dérire omment l'ap-port des lumières sous-poissoniennes sur les performanes de détetion évoluaiten fontion du ontraste existant entre les deux niveaux d'intensité à disriminer,et nous a onduit à délimiter trois prinipaux domaines de fontionnement. Pourles situations de disrimination les plus di�iles, 'est-à-dire lorsque l'on herheà distinguer deux niveaux d'intensité présentant de très faibles ontrastes, lesperformanes de détetion sont améliorées en proportion du fateur de Fano dela lumière inidente. Quand le ontraste augmente, nous avons pu montrer quele gain se dégrade d'autant plus rapidement que le fateur de Fano de la lumièreest petit, illustrant à nouveau la fragilité des états sous-poissoniens sous l'e�etd'une absorption partielle. En�n, l'étude de la limite du ritère de gain lorsquele ontraste entre les deux hypothèses est maximal nous a permis de retrouverun résultat établi dans des travaux antérieurs [145℄. 177



PerspetivesAu terme de e manusrit de thèse, nous pouvons évoquer quelques perspe-tives de reherhe qui s'ouvrent dans la ontinuité de es travaux, que e soitd'un point de vue théorique ou expérimental.Estimation du degré de polarisationLes perspetives appliatives que semble o�rir la méthode d'estimation dudegré de polarisation à partir d'une unique image de spekle mériteraient sansdoute une étude expérimentale approfondie a�n de ompléter les premiers ré-sultats expérimentaux présentés dans e manusrit. À l'oasion de ette étude,il serait également intéressant de proposer une méthodologie de alibration desdonnées qui permettrait d'évaluer préisément le modèle de bruit de spekle quientahe les données aquises, a�n d'adapter les estimateurs utilisés.D'un point de vue plus théorique, il serait néessaire d'étudier l'in�uene debruits parasites (bruit de apteur par exemple) sur les performanes de la mé-thode. De même, il serait utile d'étudier la validité des hypothèses néessaires àl'appliation de ette méthode. Pour des situations d'imagerie de surfaes textu-rées notamment, on peut se demander s'il est toujours raisonnable de supposerque l'intensité lumineuse résulte de la somme de deux omposantes d'intensitéindépendantes. Dans le as de surfaes texturées, on pourrait également étudierl'in�uene du hoix de l'état de polarisation de l'élairement ohérent inidentsur la validité de la méthode et sur la qualité de l'estimation.En�n, il serait intéressant de aratériser les performanes de ette méthodeà une image pour des appliations de détetion dans les images polarimétriqueset de mener une étude omparative des performanes de détetion selon queelle-i est opérée à partir de 4 ou 2 images polarimétriques ou d'une seule imaged'intensité de spekle.États omprimés de la lumièreEn e qui onerne l'estimation de paramètre dans des images perturbéespar des �utuations sous-poissoniennes, il serait intéressant de ompléter l'étudeprésentée dans e manusrit en analysant l'in�uene d'éventuelles imperfetionsdu dispositif expérimental (déteteur imparfait, orrélation partielle entre lesmesures de photoomptage réalisées pour des pixels voisins, et.) La réalisationexpérimentale de tels dispositifs d'imagerie est enore prématurée au regard dela tehnologie atuelle mais onstitue également une perspetive intéressante.D'autres pistes de reherhe plus théoriques peuvent également être évoquées.En partiulier, on pourrait généraliser l'étude menée pour des appliations de dis-rimination d'hypothèses en l'étendant à des problèmes de détetion plus om-plexes. On peut également envisager d'étudier l'apport des états sous-poissoniensde l'intensité lumineuse sur des tâhes de traitement d'image de plus haut niveautelles que des problèmes de lassi�ation ou de segmentation d'image.En�n, il serait intéressant d'étudier les limites théoriques des performanes detraitement assoiées à la mesure par détetion homodyne de hamps életroma-gnétiques non lassiques multimodes, dont la prodution onstitue un des enjeuxatuels des expérimentations d'optique quantique.178



Annexe AÉvaluation numérique del'information de FisherDans ette annexe, nous expliitons une méthode numérique qui permetd'évaluer numériquement l'information de Fisher lorsque la omplexité des loisde probabilité rend di�ile le alul expliite de ette quantité. Cette méthodeayant été utilisée dans e manusrit uniquement dans le as de lois de probabilitédisrètes (photoomptages), nous nous plaçons don dans e as pour détaillerle prinipe de ette méthode numérique.Lorsqu'on herhe à estimer un paramètre θ à partir d'un éhantillon de Mmesures χ = {n1; . . . ; nM} dérites par les lois de probabilité disrètes PN(nk),l'information de Fisher dé�nie à l'équation (2.12) peut s'érire
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ar PN(n|θ) est une loi de probabilité et véri�e par onséquent∑+∞
n=0 PN(n|θ) = 1.En dérivant la relation (A.3) par rapport au paramètre θ, on obtient alors
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. (A.5)En utilisant alors e résultat dans l'expression de l'information de Fisher don-née en équation (A.2), on obtient don la formulation suivante de l'informationde Fisher [118℄
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peut être déterminéeau moyen d'un shéma numérique simple, en séletionnant un pas de alul δθadapté à la préision requise :
∂PN (n|θ)

∂θ
≃ PN(n|θ + δθ) − PN(n|θ)

δθ
. (A.7)Ainsi, l'information de Fisher peut être évaluée numériquement grâe à l'expres-sion suivante :
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Annexe BCaluls annexes à la partie IDans ette annexe, nous détaillons dans un premier temps (setion B.1) lesaluls permettant d'obtenir les bornes de Cramer-Rao pour l'estimation de β =
P2 vues dans le hapitre 2. Dans un seond temps (setion B.2), nous détaillonsomment les umulants CI

k et les moments entrés MI
k (k ∈ [1; 4]) de l'intensitélumineuse, ainsi que les umulantsMN

k dans le as de mesures de photoomptageà faible �ux, peuvent s'exprimer en fontion des umulants κk de la loi normalisée
f aratéristique du modèle de spekle. Ces relations nous permettront, dans lasetion suivante de ette annexe (setion B.3), d'établir les expressions théoriquesdu biais et de la variane des estimateurs de β au sens des moments étudiés dansle hapitre 2. En�n, dans la dernière setion de ette annexe, nous aluleronsla forme de la loi de photoomptage PN(n) que l'on obtient lorsqu'on prend enompte l'in�uene du bruit de photon lors de l'aquisition d'une image d'intensitéde spekle pleinement développé d'ordre 1.B.1 BCR pour l'estimation de P à partir d'uneunique imageB.1.1 BCR en spekle pleinement développéLorsque le spekle est pleinement développé, la densité de probabilité (DDP)de l'intensité est donnée en équation (1.19). Cette DDP peut se réérire sous laforme suivante
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, (B.1)qui permettra de simpli�er les aluls de la BCR détaillés i-dessous.Nous supposons pour aluler la BCR que l'estimation est réalisée à partird'un éhantillon statistiquement homogène χ = {I1, . . . , IM} omposé de Mmesures d'intensité. Nous distinguons dans ette annexe deux situations :� Dans le premier as étudié ii, nous supposerons que l'intensité moyenne µIn'est pas onnue a priori. Comme nous l'avons exposé à la setion 2.2.1.2,il est néessaire dans e as de aluler la matrie d'information de Fisher,préalablement au alul de la BCR.� Dans le seond as, nous nous plaerons dans la situation où µI est onnue181



B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imagea priori, auquel as l'expression de la BCR donnée en equation (2.11) estappliable. Nous verrons ependant que ette dernière peut être direte-ment déduite des aluls menés pour le as préédent à µI inonnu, e quiexplique l'ordre adopté ii pour la présentation des aluls.B.1.1.1 Cas où µI n'est pas onnue a prioriDans le as où µI n'est pas onnue a priori, la vraisemblane de l'observationde l'éhantillon χ = {I1, . . . , IM} est notée L(χ;P, µI) =
∏M

j=1 PI(Ij). La logvrai-semblane ℓ(χ;P, µI) = ln L(χ;P, µI) peut se déduire aisément en remplaçant
PI(Ij) par son expression donnée à l'équation (B.1), e qui permet d'érire
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. (B.2)Considérons alors un estimateur non biaisé P̂ du degré de polarisation etun estimateur µ̂I de l'intensité moyenne sans biais. La matrie d'information deFisher qu'il nous faut aluler sera notée
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, (B.3)où Ji,j représente le terme de la matrie de Fisher situé en ligne i et olonne j.Le terme diagonal supérieur J1,1 de la matrie de Fisher peut être alulé àpartir de l'équation (B.2). En e�et, on a
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,(B.4)d'où l'on déduit grâe à une nouvelle dérivation par rapport à P,
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. (B.5)Pour aluler J1,1, il nous faut évaluer la valeur moyenne de l'équation pré-edente. Cette évaluation est failitée ar les Ij , j ∈ [1; M ] sont supposés in-dépendants, et les M termes de la sommation ontribueront de façon additiveau résultat �nal. Par ailleurs, le alul de la valeur moyenne peut être e�etuéen notant que ∀j ∈ [1; M ], 〈Ij〉 = µI , et grâe au alul des deux intégrales182



B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imagesuivantes :
α

△
=

∫ ∞

0

x exp
[
− x

1 − P2

]
cosh(

P x

1 −P2
)dx = 1 + P2, (B.6)

ϕ
△
=

∫ ∞

0

x2 exp
[
− x

1 −P2

] 1

sinh( P x
1−P2 )

dx =
(1 −P2)3

2P3
ζ(3,

1 + P
2P ), (B.7)où ζ(s, x) est la fontion Zeta de Riemann généralisée d'ordre s (dé�nie à l'équa-tion (2.16) à la setion 2.2.1 et dans la référene [60℄).Le alul de la valeur moyenne du premier terme A1 de l'équation (B.5) nepose pas de di�ulté :

〈A1〉 =
M

P2
− 4M(1 + 3P2)

(1 − P2)3
. (B.8)Pour aluler la valeur moyenne du terme A2, il s'avère judiieux d'utiliser unhangement de variables en posant xj

△
= 2Ij/µI . La densité de probabilité de lavariable xj se alule aisément en remarquant que PX(x) = PI(I)/

(
dx/dI

), equi onduit diretement à l'expression
PX(x) =

1

P exp
[
− x

1 − P2

]
sinh

xP
1 − P2

. (B.9)On alule alors la valeur moyenne de A2 en érivant :
〈A2〉 =

∫ ∞

0

A2PI(I)dI =
4MP(3 + P2)

µI(1 −P2)3

∫ ∞

0

I coth

(
2PI

µI(1 − P2)

)
PI(I)dI,(B.10)soit, en utilisant le hangement de variable proposé,

〈A2〉 =
2MP(3 + P2)

(1 − P2)3

∫ ∞

0

x coth

( Px

1 − P2

)
exp
[
− x

1−P2

]

P sinh(
Px

1 − P2
)dx

=
2M(3 + P2)

(1 − P2)3

∫ ∞

0

x cosh

( Px

1 − P2

)
exp
[
− x

1 −P2

]
dx

︸ ︷︷ ︸
α

. (B.11)On reonnaît l'intégrale α dé�nie plus haut à l'équation (B.6), e qui permetd'aboutir au résultat �nal :
〈A2〉 =

2M(3 + P2)(1 + P2)

(1 −P2)3
. (B.12)En e qui onerne le terme A3, on a

〈A3〉 =

∫ ∞

0

A3PI(I)dI = −4M

µ2
I

(1 + P2)2

(1 − P2)4

∫ ∞

0

I2

sinh2( 2PI
µI (1−P2)

)
PI(I)dI, (B.13)qui se réérit en utilisant le même hangement de variable que préédemment, et183



B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imagel'expression de PX(x) donnée à l'équation (B.9),
〈A3〉 = −M(1 + P2)2

(1 − P2)4

∫ ∞

0

x2

sinh2( Px
1−P2 )

PX(x)dx

= −M(1 + P2)2

P(1 − P2)4

∫ ∞

0

x2
exp
[
− x

1−P2

]

sinh( Px
1−P2 )

dx

︸ ︷︷ ︸
ϕ

,
(B.14)

dont on tire �nalement, en utilisant le alul de l'intégrale ϕ fourni à l'équation(B.7),
〈A3〉 = − M(1 + P2)2

2P4(1 −P2)
ζ(3,

1 + P
2P ). (B.15)En ajoutant les trois résultats préédents, on obtient pour �nir l'expressiondu terme diagonal supérieur J1,1 de la matrie de Fisher,

J1,1 = −
[
〈A1〉 + 〈A2〉 + 〈A3〉

]
= −M

1 + P2

P2(1 −P2)

[
1 − 1 + P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]
.(B.16)Pour aluler le seond terme diagonal J2,2 de la matrie JF (P, µI), il fautdéterminer la dérivée seonde de la logvraisemblane par rapport à µI :

∂2ℓ(χ;P, µI)

∂µ2
I

=

M∑

j=1

[
1

µ2
I

− 4Ij

µ3
I(1 −P2)

]

︸ ︷︷ ︸
B1

+

M∑

j=1

[
4PIj

µ3
I(1 −P2)

coth

(
2PIj

µI(1 −P2)

)]

︸ ︷︷ ︸
B2

−
M∑

j=1

[
4P2I2

j

µ4
I(1 −P2)2

1

sinh2(
2PIj

µI (1−P2)
)

]

︸ ︷︷ ︸
B3

. (B.17)On évalue alors la valeur moyenne des trois termes B1, B2 et B3 grâe au han-gement de variable proposé i-dessus xj
△
= 2Ij/µI . Tout d'abord, la moyenne duterme B1 est rapidement alulée :

〈B1〉 =
M

µ2
I

− 4M

µ2
I(1 −P2)

, (B.18)quant au terme B2, on a ave le hangement de variable proposé,
〈B2〉 =

∫ ∞

0

B2PI(I)dI =
4MP

µ3
I(1 − P2)

µI

2P

∫ ∞

0

x exp
[
− x

(1 −P2)

]
cosh(

xP
1 − P2

)dx

︸ ︷︷ ︸
α

=
2M

µ2
I(1 − P2)

(1 + P2). (B.19)184



B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imageEn�n, pour le troisième terme B3, une démarhe similaire permet d'érire,
〈B3〉 =

∫ ∞

0

B3PI(I)dI = − 4MP2

µ4
I(1 − P2)2

µ2
I

4P

∫ ∞

0

x2 exp
[
− x

(1 − P2)

] 1

sinh( xP
1−P2 )

dx

︸ ︷︷ ︸
ϕ

= −M(1 −P2)

2µ2
IP2

ζ(3,
1 + P
2P ). (B.20)Ainsi, en ajoutant les trois résultats préédents, on obtient l'expression de J2,2,

J2,2 = −
[
〈B1〉 + 〈B2〉 + 〈B3〉

]
=

M

µ2
I

[
1 +

1 − P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]
. (B.21)Il reste enore à aluler les termes antidiagonaux (J1,2 = J2,1) de JF (P, µI).Ces deux termes s'obtiennent en dérivant l'équation (B.4) par rapport à µI ,

∂2ℓ(χ;P, µI)

∂µI∂P
=

M∑

j=1

[
4IjP

µ2
I(1 − P2)2

]

︸ ︷︷ ︸
C1

−
M∑

j=1

[
2(1 + P2)Ij

µ2
I(1 − P2)2

coth

(
2PIj

µI(1 − P2)

)]

︸ ︷︷ ︸
C2

+

M∑

j=1

[
4P(1 + P2)I2

j

µ3
I(1 −P2)3

1

sinh2(
2PIj

µI (1−P2)
)

]

︸ ︷︷ ︸
C3

. (B.22)La valeur moyenne du terme C1 se alule failement,
〈C1〉 =

4MP
µI(1 −P2)2

. (B.23)En utilisant toujours le même hangement de variable, on parvient à aluler lavaleur moyenne de C2,
〈C2〉 =

∫ ∞

0

C2PI(I)dI = −2M(1 + P2)

µ2
I(1 −P2)2

µI

2P

∫ ∞

0

x cosh

( Px

(1 − P2)

)
exp
[
− x

1 − P2

]
dx

︸ ︷︷ ︸
ϕ

,(B.24)et en remplaçant l'intégrale ϕ par son expression déterminée en équation (B.7),on obtient
〈C2〉 = − M(1 + P2)2

µIP(1 − P2)2
. (B.25)En e qui onerne la valeur moyenne de C3, on peut érire

〈C3〉 =

∫ ∞

0

C3PI(I)dI =
4MP(1 + P2)

µ3
I(1 − P2)3

µ2
I

4P

∫
x2

exp
[
− x

1−P2

]

sinh( xP
(1−P2 )

dx

︸ ︷︷ ︸
α

, (B.26)185



B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imagequi s'obtient �nalement grâe à l'intégrale α alulée en équation (B.6),
〈C3〉 =

M(1 + P2)

µI

1

2P3
ζ(3,

1 + P
2P ). (B.27)En�n, en ajoutant les trois résultats préédents, on obtient l'expression de J1,2,

J1,2 = J2,1 = −
[
〈C1〉 + 〈C2〉 + 〈C3〉

]
=

M

µIP

[
1 − 1 + P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]
. (B.28)À partir des équations (B.16), (B.21) et (B.28), on exprime en�n la matriede Fisher JF (P, µI) :

JF (P, µI) = M




− 1+P2

P2(1−P2)

[
1 − 1+P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P )

]
1

µIP

[
1 − 1+P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P )

]

1
µIP

[
1 − 1+P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P )

]
1
µ2

I

[
1 + 1−P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P )

]




.(B.29)Pour appliquer le théorème 2.1, il nous faut enore inverser ette matrie.A�n d'alléger les notations, on propose de poser
JF (P, µI) = M

(
K1(1 − D) K2(1 − D)
K2(1 − D) K3(1 + E),

) (B.30)ave K1
△
= − 1+P2

P2(1−P2)
, K2

△
= 1

µIP , K3
△
= 1

µ2
I

et D
△
= 1+P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P ) et E

△
=

1−P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P ). Le déterminant de la matrie d'information de Fisher s'érit alors

det
[
JF (P, µI)

]
= M2(1 − D) (K1K3(1 + E) − K2

2(1 − D))︸ ︷︷ ︸
W

, (B.31)ave
W = K1K3(1 + E) − K2

2 (1 − D) =
−2

µ2
IP2(1 − P2)

, (B.32)et la matrie inverse peut don se aluler par
J−1

F (P, µI) =
1

M




K3(1+E)

det
[
JFM

(P,µI)
] K2(D−1)

det
[
JFM

(P,µI)
]

K2(D−1)

det
[
JFM

(P,µI )
] K1(1−D)

det
[
JFM

(P,µI )
]


 =

1

M




K3(1+E)
(1−D)W

−K2

W

−K2

W
K1

W


 .(B.33)En remplaçant �nalement les termes K1, K2, K3, D et E par leurs expressionsfournies i-dessus, on obtient la matrie inverse suivante :

J−1
F =

1

M




P2(1−P2)
2

(
1−P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P

)+1
)

(
1+P2

2P2 ζ(3, 1+P
2P

)−1

) µIP(1−P2)
2

µIP(1−P2)
2

µ2
I
(1+P2)

2




. (B.34)
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B.1. BCR pour l'estimation de P à partir d'une unique imageOn obtient alors la borne de Cramer-Rao pour l'estimation de P en appliquantl'inégalité (2.19) ave un veteur u1 = [ 1 0 ], e qui permet d'érire
var(P̂) ≥ BCR1(P) = u1 · J−1

F (P, µI) · u†
1, (B.35)et de donner �nalement l'expression de la BCR pour l'estimation du degré depolarisation à partir d'une unique image d'intensité de spekle, lorsque la valeurmoyenne de l'intensité n'est pas supposée onnue a priori. Cette borne sera notée

BCR1(P) et s'érit
BCR1(P) =

P2(1 −P2)

2M

[
(1 −P2)ζ(3, 1+P

2P ) + 2P2
]

[
(1 + P2)ζ(3, 1+P

2P ) − 2P2
] . (B.36)De façon similaire, on peut obtenir la borne de Cramer-Rao pour l'estimationde l'intensité moyenne en appliquant simplement l'inégalité (2.19) ave le veteur

u2 = [ 0 1 ], qui e fournit le résultat suivant :
BCR1(µI) =

µ2
I(1 + P2)

2M
. (B.37)B.1.1.2 Cas où µI est onnue a prioriDans le as où l'intensité moyenne µI est onsidérée omme un paramètreonnu préalablement à l'estimation du degré de polarisation, il n'y a plus lieu dealuler la matrie de Fisher préédente puisque la vraisemblane de l'observation

χ est une fontion de la seule variable P. L'information de Fisher est alors unegrandeur salaire dé�nie par,
IF (P) = −〈∂

2ℓ(χ;P)

∂P2
〉, (B.38)où l'on reonnaît le terme J1,1 de la matrie de Fisher alulée à l'équation (B.29).La BCR étant dé�nie dans le as salaire omme l'inverse de l'information deFisher, nous obtenons ainsi la BCR, notée BCR1

µI
(P), pour l'estimation de P àpartir d'une image dont l'intensité moyenne µI est onnue a priori :

BCR1
µI

(P) = −P2(1 −P2)

M(1 + P2)

[
1 − 1 + P2

2P2
ζ(3,

1 + P
2P )

]−1

. (B.39)B.1.2 BCR approhée pour des spekles d'ordres élevésNous alulons ii la BCR lorsque la DDP de l'intensité peut être appro-hée, pour des ordres de spekle élevés, par une loi gaussienne de moyenne µIet variane σ2 = µ2
I

(1+P2)
2L

dont la DDP est donnée en équation (2.24), que nousrappelons ii :
PI(I) =

√
L

π(1 + P2)µI
exp

[
−L(I − µI)

2

(1 + P2)µ2
I

]
. (B.40)187



B.2. Expression des moments entrésMI
k etMN

k en fontion des umulants κk de la loi normalisée fEn onsidérant un éhantillon de mesure χ = {I1, . . . , IM} de taille M , on peutaluler la logvraisemblane de l'observation de χ, ave β = P2,
ℓ(χ; β) =

M∑

j=1

[
−1

2
ln(1 + β) +

1

2
ln

L

πµ2
I

− L(Ij − µI)
2

µ2
I(1 + β)

]
, (B.41)dont on alule aisément la dérivée seonde par rapport à β :

∂2ℓ(χ; β)

∂β2
=

M∑

j=1

[
1

2(1 + β)2
− 2L

(1 + β)3µ2
I

(Ij − µI)
2

]
. (B.42)Pour aluler l'information de Fisher, il faut évaluer la valeur moyenne de l'équa-tion préédente, e qui est aisé en remarquant que ∀j, var(Ij) = 〈(Ij − µI)

2〉 =
(1 + β)µ2

I/2L. On obtient alors l'information de Fisher
Igauss
F (β) = − M

2(1 + β)2
+

2ML

(1 + β)3µ2
I

var(I) =
M

2(1 + β)2
, (B.43)et la BCR peut don �nalement s'érire,

BCRgauss(β) = 2
(1 + β)2

M
. (B.44)B.2 Expression des moments entrés MI

k et MN
ken fontion des umulants κk de la loi norma-lisée fNous établissons ii les relations qui permettent d'exprimer les quatre pre-miers moments entrés MI

k de l'intensité I en fontion des umulants κk de laloi normalisée f , lorsque les hypothèses établies en setion 2.1.1 sont véri�ées.Ces relations vont nous permettre d'exprimer les biais et varianes théoriques desestimateurs de β = P2 au sens des moments en fontion des κk, aratéristiquesdu modèle de spekle onsidéré.Dans un seond temps, nous établirons es relations dans le as où le bruitde photon est pris en ompte : nous pourrons alors exprimer les moments entrés
MN

k du photoomptage en fontion des κk.B.2.1 Relations entre les umulants CI
k et les κkÉtablissons tout d'abord les relations entre les umulants CI

k et les κk pour k ∈
[1; 4]. Celles-i peuvent être déduites de la relation générale établie à l'équation(2.7). Pour k = 1, on a κ1 = 1 ar la loi f est normalisée de moyenne unitaire,et d'après la relation (2.7),

CI
1 = κ1

[
(1 + P) + (1 − P)

]µI

2
= µI . (B.45)188



B.2. Expression des moments entrésMI
k etMN

k en fontion des umulants κk de la loi normalisée fPour k = 2, on retrouve le résultat de l'équation (2.8) :
CI

2 = κ2

[
(1 + P)2 + (1 − P)2

]µ2
I

22
= κ2

1 + P2

2
µ2

I = κ2
1 + β

2
µ2

I . (B.46)Lorsque k = 3, on obtient
CI

3 = κ3

[
(1 + P)3 + (1 − P)3

]µ3
I

23
= κ3

[
2 + 6P2

]µ3
I

8
= κ3

1 + 3β

4
µ3

I . (B.47)En�n, pour k = 4,
CI

4 = κ4

[
(1 + P)4 + (1 − P)4

]µ4
I

24
= κ4

[
2 + 12P2 + 2P4

]µ4
I

16
= κ4

1 + 6β + β2

8
µ4

I .(B.48)B.2.2 Relations entre les MI
j et les κjDans la setion suivante de ette annexe, nous alulerons les expressionsthéoriques du biais et de la variane des estimateurs de β au sens des moments (enl'absene de bruit de photon) en fontion des moments entrés MI

j , j ∈ [2; 4] del'intensité I. Pour pouvoir réérire es résultats en fontion des κj , j ∈ [2; 4], nouspouvons exprimer les MI
j en fontion des κj en utilisant les relations suivantesentre les moments entrés et les umulants [35℄ :

MI
1 = CI

1 ; MI
2 = CI

2 ; MI
3 = CI

3 ; MI
4 = CI

4 + 3(CI
2)

2. (B.49)On en déduit alors, en utilisant les relations (B.46) à (B.48)
MI

2 = κ2
1 + β

2
µ2

I ; MI
3 = κ3

1 + 3β

4
µ3

I ;

MI
4 = κ4

1 + 6β + β2

8
µ4

I + 3
(
MI

2

)2

=
µ4

I

8

[
(κ4 + 6κ2

2) + 6(κ4 + 2κ2
2)β + (κ4 + 6κ2

2)β
2
]
.

(B.50)
B.2.3 Relations entre les MN

j et les κjDans la setion suivante, nous établirons également les expressions du biais etde la variane des estimateurs au sens des moments lorsque le bruit de photon, dûà l'aquisition des signaux à très faible niveau d'intensité, est pris en ompte. Cesgrandeurs s'exprimeront dans e as en fontion des moments entrés des photo-omptages N et non plus de l'intensité I. Comme préédemment, pour pouvoirréérire le biais et la variane des estimateurs en fontion des umulants κj dela loi normalisée f , il est don néessaire de aluler l'expression des momentsentrés MN
j , j ∈ [2; 4] en fontion des κj .Nous allons dans un premier temps exprimer les moments entrés MN

j , j ∈
[2; 4] du photoomptage (N) en fontion des moments entrés MI

j de l'intensité(I). Lorsque le modèle simpli�é de photodétetion présenté en setion 2.5 estvalide et que l'e�aité quantique est unitaire η = 1, il est possible pour elad'utiliser la propriété suivante, établie dans la référene [72℄ : 189



B.2. Expression des moments entrésMI
k etMN

k en fontion des umulants κk de la loi normalisée fPropriété B.1 Le moment fatoriel d'ordre k ≥ 1, de la loi de photoomptage
PN(n), noté FN

k et dé�ni par
FN

k

△
=
〈
N(N − 1) × ... × (N − k + 1)

〉
, (B.51)est égal au moment d'ordre k de la loi ontinue PI(I), 'est-à-dire

∀k ≥ 1, FN
k = 〈Ik〉. (B.52)En utilisant ette propriété, on peut alors exprimer les moments fatorielsFN

j , j ∈
[2; 4] du photoomptage N en fontion des moments entrés MI

j de l'intensité Ien érivant [35℄ :
FN

2 = 〈I2〉 = MI
2 + µ2

I ,

FN
3 = 〈I3〉 = MI

3 + 3MI
2 µI + µ3

I ,

FN
4 = 〈I4〉 = MI

4 + 4MI
3 µI + 6MI

2 µ2
I + µ4

I .

(B.53)En�n, on peut aluler les moments entrés MN
k de la variable aléatoire disrète

N en fontion de ses moments fatoriels FN
k , k ∈ [1; 4], en utilisant les relationsdonnées dans la référene [35℄

MN
2 = FN

2 − µ2
N + µN ,

MN
3 = FN

3 + 3FN
3 (1 − µN) + 2µ3

N − 3µ2
N + µN ,

MN
4 = FN

4 + 2FN
3 (3 − 2µN) + FN

2 (7 − 12µN + 6µ2
N)

− 3µ4
N + 6µ3

N − 4µ2
N + µN .

(B.54)En ombinant �nalement les relations préédentes (B.53) et (B.54) et aprèsune simpli�ation fastidieuse que nous avons véri�ée à l'aide d'un logiiel dealul formel, on peut exprimer les moments entrés MN
j du photoomptage Nen fontion des moments entrés MI

j , j ∈ [2; 4] de l'intensité I,
MN

2 = MI
2 + µI ,

MN
3 = MI

3 + 3MI
2 + µI ,

MN
4 = MI

4 + 6(MI
3 + MI

2µI) + (7MI
2 + 3µ2

I) + µI .

(B.55)Il est désormais possible, en utilisant les relations (B.50) établies à la setionpréédente de ette annexe, d'exprimer les moments entrés MN
j , j ∈ [2; 4] duphotoomptage en fontion des umulants κj , j ∈ [2; 4] de la densité de probabi-lité normalisée f . Après un alul fastidieux véri�é à l'aide d'un logiiel de alulformel, on peut en�n établir les relations suivantes :

MN
2 =

µI

2

{
2 + κ2µI(1 + β)

}
,

MN
3 =

µI

4

{
4 + 6κ2µI(1 + β) + κ3µ

2
I(1 + 3β)

}
,

MN
4 =

µI

8

{
8 + µI

[
24 + 4κ2(7 + 6µI)(1 + β) + 6κ2

2µ
2
I(1 + β)2

+ 12κ3µI(1 + 3β) + κ4µ
2
I(1 + 6β + β2)

]}
.

(B.56)
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B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsB.3 Biais et variane des estimateurs de β au sensdes momentsB.3.1 Prinipe général du alulNous présentons dans ette annexe la tehnique de alul utilisée dans estravaux de thèse pour évaluer le biais et la variane d'un estimateur d'un para-mètre θ au sens des moments. Nous supposons ainsi que l'estimation de θ reposesur la mesure d'un éhantillon χ = {x1, . . . , xM}, omposé de M mesures indé-pendantes d'une grandeur X (intensité, photoomptage, et.) onsidérée ommeune variable aléatoire et dérite par une densité de probabilité PX(x). Commeela sera le as des estimateurs étudiés dans ette annexe, nous supposons ii quela valeur θ peut s'érire sous la forme d'une fration rationnelle, en fontion desdeux premiers moments de la variable X, ou de façon équivalente, en fontionde la moyenne µ = 〈X〉 et de la variane var(X). Notons que ette varianes'identi�e au seond moment entré noté MX
2

△
= 〈(X −µ)2〉 = var(X), e quinous permet d'exprimer la variable θ sous la forme

θ = F (µ,MX
2 ), (B.57)où F représente une fration rationnelle. L'estimateur au sens des moments, notégénériquement θ̂, auquel on s'intéresse onsiste don à remplaer les valeurs de lamoyenne (µ) et de la variane (var(X) = MX
2 ) de X, par leurs valeurs estiméesrespetives, notées génériquement µ̂ et Ŝ, soit :

θ̂
△
= F (µ̂, Ŝ). (B.58)En pratique, on s'intéressera par la suite à deux situations distintes :� soit la valeur moyenne µ est supposée onnue a priori, et la variane estestimée ave l'estimateur empirique de la variane à moyenne onnue [133℄

Ŝ1 =
1

M

M∑

i=1

x2
i − µ2, (B.59)� soit la valeur moyenne µ est estimée ave l'estimateur empirique µ̂ =∑M

i=1 xi/M et on utilise alors l'estimateur empirique de la variane à moyenneinonnue [133℄
Ŝ2 =

1

M

M∑

i=1

x2
i − (µ̂)2. (B.60)Dans les deux as, le prinipe de alul du biais et de la variane de θ̂ reposesur le développement de la fontion F (µ̂, Ŝ) au premier ordre autour des valeursmoyennes 〈µ̂〉 et 〈Ŝ〉,

θ̂ = F (µ̂, Ŝ) ≃ F (〈µ̂〉, 〈Ŝ〉) +
∂F

∂µ̂
δµ̂ +

∂F

∂Ŝ
δŜ, (B.61)ave

δµ̂
△
= µ̂ − 〈µ̂〉 et, δŜ

△
= Ŝ − 〈Ŝ〉, (B.62)191



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentset où on l'on a noté pour simpli�er l'ériture
∂F

∂µ̂

△
=

∂

∂µ̂

[
F (〈µ̂〉, 〈Ŝ〉)

] et ∂F

∂Ŝ

△
=

∂

∂Ŝ

[
F (〈µ̂〉, 〈Ŝ〉)

]
. (B.63)Grâe à ette approximation, il devient aisé d'évaluer le biais de l'estimateur

θ̂ en alulant la valeur moyenne de l'équation (B.61). En e�et, par dé�nition
〈δµ̂〉 = 〈δŜ〉 = 0, et on a don

〈θ̂ − θ〉 ≃ F (〈µ̂〉, 〈Ŝ〉) − θ. (B.64)De même, on montre failement que la variane de l'estimateur θ̂ peut s'érire,grâe à e développement limité,
var(θ̂) =

〈
[θ̂ − 〈θ̂〉]2

〉
≃
(

∂F

∂µ̂

)2

〈(δµ̂)2〉 +

(
∂F

∂Ŝ

)2

〈(δŜ)2〉 + 2
∂F

∂µ̂

∂F

∂Ŝ
〈δµ̂ δŜ〉.(B.65)On voit ainsi que la méthode proposée pour aratériser le biais et la varianed'un estimateur des moments néessite de onnaître les valeurs moyennes 〈µ̂〉 et

〈Ŝ〉, les varianes 〈(δµ̂)2〉 et 〈(δŜ)2〉 et en�n la ovariane 〈δµ̂ δŜ〉 des estimateursempiriques des deux premiers moments. Les expressions de es di�érentes valeurssont tout d'abord rappelées i-dessous, puis la méthode présentée ii dans le asgénéral sera appliquée à l'estimation du degré de polarisation pour aratériserles estimateurs étudiés dans la première partie de e manusrit.Premier as à moyenne onnue : Dans le as où la moyenne est supposéeonnue (µ̂ = µ), on a bien sûr δµ̂ = 0. Les seules grandeurs à aluler sont donii la valeur moyenne et la variane de l'estimateur Ŝ1. On montre d'une part
〈
Ŝ1

〉
=
〈 1

M

M∑

i=1

(Xi − µ)2
〉

=
〈
(X − µ)2

〉
= MX

2 , (B.66)et d'autre part, la variane d'un tel estimateur peut s'érire [133℄,
〈(δŜ1)

2〉 = var(Ŝ1) = var
( 1

M

M∑

i=1

(Xi − µ)2
)
. (B.67)Grâe à l'hypothèse d'indépendane des Xi, l'équation préédente peut se réérire

〈(δŜ1)
2〉 =

var
[
(X − µ)2

]

M
=

〈(X − µ)4〉 − 〈(X − µ)2〉2
M

, (B.68)où l'on reonnaît les moments entrés d'ordre deux MX
2 = 〈(X − µ)2〉 et quatre

MX
4 = 〈(X − µ)4〉. On obtient alors �nalement

〈(δŜ1)
2〉 =

MX
4 − (MX

2 )2

M
. (B.69)Seond as à moyenne inonnue : Lorsque la moyenne est inonnue, ilnous faut alors aluler la moyenne et la variane de l'estimateur empirique de192



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsla valeur moyenne µ̂. Il est bien onnu [110℄ que et estimateur est non biaisé(〈µ̂〉 = µ), et que sa variane vaut (voir [110℄ page 188),
〈(δµ̂)2〉 = var(µ̂) =

MX
2

M
. (B.70)En e qui onerne l'estimateur de la variane empirique Ŝ2, nous hoisissonsde ne pas détailler ii les aluls longs et fastidieux qui onduisent aux résultatsonnus qui suivent. On peut montrer en e�et (voir par exemple les référenes[133℄, p. 270 ou enore [110℄, p. 189) que l'estimateur Ŝ2 est asymptotiquementnon biaisé,

〈
Ŝ2

〉
=

M − 1

M
MX

2 , (B.71)et que sa variane peut s'érire
〈(δŜ2)

2〉 = var(Ŝ2) =
MX

4 − (MX
2 )2

M
− 2MX

4 − 4(MX
2 )2

M2
+

MX
4 − 3(MX

2 )2

M3
.(B.72)Le alul de la ovariane de es deux estimateurs 〈δµ̂δŜ2〉 �gure dans l'ouvragede Saporta [133℄, page 271, qui démontre que

〈
δµ̂ δŜ2

〉
=
〈
µ̂Ŝ2

〉
− 〈µ̂〉〈Ŝ2〉 =

M − 1

M2
MX

3 . (B.73)B.3.2 Appliation aux estimateurs β̂1 et β̂2La méthode générale de alul du biais et de la variane d'un estimateurau sens des moments présentée i-dessus peut maintenant être appliquée au aspartiulier de l'estimation du arré du degré de polarisation β = P2. En e�et,les équations dé�nissant les estimateurs β̂1 et β̂2 peuvent bien être mises sousla forme β̂1 = F (µI , Ŝ1) (voir équation (2.28)), et β̂2 = F (µ̂I , Ŝ2) (voir équation(2.29)) ave
F (x, y) =

2y

κ2x2
− 1. (B.74)Par la suite, µ̂I désignera l'estimateur empirique de l'intensité moyenne µI et Ŝ2l'estimateur empirique de sa variane var(I) = MI

2, dont la valeur dépend duarré du degré de polarisation β, par l'intermédiaire de l'équation (2.8) que nousrappelons ii :
var(I) = MI

2 = κ2

[
1 + β

]µ2
I

2
. (B.75)B.3.2.1 Cas de l'estimateur β̂1 à moyenne onnue :En appliquant le résultat de l'équation (B.64), nous pouvons érire le biaisde l'estimateur β̂1 sous la forme

〈β̂1 − β〉 ≃ F (µI , 〈Ŝ1〉) − β. (B.76)En remplaçant alors 〈Ŝ1〉 par sa valeur donnée à l'équation (B.66) et en utilisantl'expression deMI
2 rappelée i-dessus, on montre alors que le biais de l'estimateur193



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des moments
β̂1 est nul,

〈β̂1 − β〉 ≃ F (µI ,MI
2) − β =

2MI
2

κ2µ2
I

− 1 − β = 0, (B.77)où la forme de la fration rationnelle F est donnée en équation (B.74).En e qui onerne la variane de l'estimateur β̂1, on applique le résultat del'équation (B.65) qui prend ii une forme partiulièrement simple puisque δµI = 0(intensité moyenne supposée onnue). On obtient en e�et dans e as
var(β̂1) =

〈
[β̂1 − 〈β̂1〉]2

〉
≃
(

∂F

∂Ŝ1

)2

〈(δŜ1)
2〉. (B.78)À partir de l'expression de la fration rationnelle F (x, y) donnée en équation(B.74), on peut aluler

∂F

∂Ŝ1

=
∂

∂Ŝ1

[
F (µI , 〈Ŝ1〉)

]
=

2

κ2µ2
I

. (B.79)Finalement, en remplaçant 〈Ŝ1〉 et 〈(δŜ1)
2〉 dans l'équation (B.78) par leurs va-leurs données respetivement aux équations (B.66) et (B.69), on obtient alorsl'expression de la variane de l'estimateur β̂1 en fontion des moments entrés del'intensité MI

k, k ∈ [2; 4] :
var(β̂1) ≃

4

κ2
2µ

4
I

MI
4 − (MI

2)
2

M
. (B.80)Nous souhaitons exprimer ette variane en fontion des umulants κk, k ∈

[2; 4] de la loi normalisée f aratéristique du modèle de spekle onsidéré. Pourela, il est possible d'utiliser les relations que nous avons établies en équation(B.50) de l'annexe B.2.2 qui permettent d'exprimer les moments entrés MI
k enfontion des umulants κk, k ∈ [2; 4]. En insérant es relations dans l'expression(B.80), et après une étape de simpli�ation, on obtient

var(β̂1) ≃
2(1 + β)2

M
+

κ4

2Mκ2
2

(1 + 6β + β2). (B.81)B.3.2.2 Cas de l'estimateur β̂2 à moyenne inonnue :Lorsque l'intensité moyenne n'est pas onnue, l'estimateur est alors asymp-totiquement non biaisé. En e�et, en appliquant l'équation (B.64), nous pouvonsérire le biais de l'estimateur β̂2 sous la forme
〈β̂2 − β〉 ≃ F (〈µ̂I〉, 〈Ŝ2〉) − β. (B.82)À partir de l'expression de la fration rationnelle F donnée en équation (B.74)et en remplaçant 〈µ̂I〉 par µI et 〈Ŝ2〉 par sa valeur MI

2(M − 1)/M donnée àl'équation (B.71), l'égalité préédente se réérit
〈β̂2 − β〉 ≃ F

(
µI ,

M − 1

M
MI

2

)
− β =

2(M − 1)MI
2

Mκ2µ2
I

− 1 − β. (B.83)194



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsEn remplaçant MI
2 = var(I) par sa valeur rappelée i-dessus à l'équation (B.75),on peut �nalement érire après simpli�ation

〈β̂2 − β〉 ≃ −1 + β

M
. (B.84)Pour aluler la variane de et estimateur, la méthode générale présentée enannexe B.3.1 onsiste à utiliser l'équation (B.65), pour érire

var(β̂2) =
〈
[β̂2 − 〈β̂2〉]2

〉
≃
(

∂F

∂µ̂I

)2

〈(δµ̂I)
2〉 +

(
∂F

∂Ŝ2

)2

〈(δŜ2)
2〉

+ 2
∂F

∂µ̂I

∂F

∂Ŝ2

〈δµ̂I δŜ2〉.
(B.85)Il est néessaire de aluler les dérivées partielles ∂F/∂Ŝ2 et ∂F/∂µ̂I . On obtientalors, d'après la forme de la fration rationnelle F donnée en équation (B.74) :

∂F

∂Ŝ2

=
∂

∂Ŝ2

[
F (〈µ̂I〉, 〈Ŝ2〉)

]
=

2

κ2〈µ̂I〉2
=

2

κ2µ
2
I

, (B.86)et
∂F

∂µ̂I
=

∂

∂Ŝ2

[
F (〈µ̂I〉, 〈Ŝ2〉)

]
= − 4〈Ŝ2〉

κ2〈µ̂I〉3
= −4

M − 1

M

MI
2

κ2µ3
I

. (B.87)On remarque que es dérivées partielles s'expriment en fontion de µI , de κ2et des moments entrés de l'intensité MI
k, k ∈ [2; 4], tout omme la variane de

µ̂I (donnée en équation (B.70)), la variane de Ŝ2 (donnée en équation (B.72)) etla ovariane 〈δµ̂I δŜ2

〉 (donnée à l'équation (B.73)). En utilisant es expressionsdans l'équation préédente (B.87), et après une longue et fastidieuse étape desimpli�ation, véri�ée à l'aide d'un logiiel de alul formel, on peut obtenirl'expression de la variane de β̂2 en fontion des moments entrés MI
k, k ∈ [2; 4] :

var(β̂2) ≃
4

Mκ2
2µ

4
I

(
MI

4 − (MI
2)

2 +
4

µI

[(MI
2)

2

µI
−MI

2MI
3

]

− 2

M

{
MI

4 − 2(MI
2)

2 +
4

µI

[(MI
2)

2

µI
−MI

2MI
3

]}

+
1

M2

{
MI

4 − 3(MI
2)

2 +
4

µI

[(MI
2)

2

µI

−MI
2MI

3

]})
.

(B.88)
Pour exprimer en�n la variane de l'estimateur β̂2 en fontion des umulants

κk, k ∈ [2; 4], il est à nouveau envisageable de remplaer les MI
k par leur ex-pression en fontion des umulants κk grâe aux relations établies en équation(B.50) de l'annexe B.2.2. Après une nouvelle étape laborieuse de simpli�ationet de réorganisation des termes, véri�ée à l'aide d'un logiiel de alul formel,on obtient en�n l'expression de la variane de l'estimateur β̂2 en fontion des195



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des moments
κk, k ∈ [2; 4] et de β, que l'on propose d'érire sous la forme suivante :

var(β̂2) ≃
1

M

{
2(1 + β)2 + A + B + C

}
− 1

M2

{
2(1 + β)2 + 2A + 2B + 2C

}

+
1

M3

{
A + B + C

}
, (B.89)ave

A = 2κ2(1+β)3 ; B =
κ4

2κ2
2

(1+6β +β2) ; C = −2κ3

κ2
(1+β)(1+3β). (B.90)On peut remarquer que la variane asymptotique de et estimateur, qui s'ob-tient en ne onservant que les termes prépondérants en 1/M , s'exprime en fon-tion de la variane de l'estimateur β̂1 donnée à l'équation (B.81) :

vara(β̂2) ≃ var(β̂1) +
1

M

[
2κ2(1 + β)3 − 2

κ3

κ2
(1 + β)(1 + 3β)

]
. (B.91)

B.3.3 Estimateurs de β en présene de bruit de photonEn utilisant le modèle présenté en setion 2.5 pour modéliser l'in�uene d'unbruit de photon sur les statistiques de spekle qui seraient aquises sur un ap-teur à de très faibles niveaux d'intensité, on peut aluler le biais et la varianed'estimateurs de β au sens des moments en appliquant à nouveau la méthodegénérale rappelée en setion B.3.1 de ette annexe. À la di�érene du as préé-dent où les estimateurs β̂1 et β̂2 mettaient en jeu les deux premiers moments del'intensité I, l'utilisation de es estimateurs en situation de très faible élairementsera basée sur la mesure des premiers moments de la statistique de omptage dephotons N . Nous verrons néanmoins que les résultats obtenus peuvent toujourss'exprimer en fontion des umulants κk, k ∈ [2; 4] aratéristiques du modèle despekle hoisi. Nous avons en e�et détaillé dans l'annexe B.2.3 les relations per-mettant d'exprimer les moments entrés MN
k du photoomptage N en fontiondes umulants κk de la loi normalisée f , pour k ∈ [2; 4] dans le as d'un déteteuridéal d'e�aité quantique η = 1.B.3.3.1 In�uene du bruit de photon sur le biais de β̂2En présene de bruit de photon, on peut aluler le biais de l'estimateur β̂2d'une façon similaire à e qui a été présenté en setion B.3.2.2, à la seule di�éreneque l'on onsidère des mesures de photoomptage disrètes à la plae de mesuresd'intensité ontinues. On érit alors dans e as, en utilisant l'expression généraledu biais d'un estimateur au sens des moments, donnée à l'équation (B.64),

〈β̂2〉 − β ≃ F
(
〈µ̂N〉, 〈Ŝ2〉

)
− β. (B.92)196



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsEn remarquant qu'ave une e�aité quantique unitaire on a 〈µ̂N〉 = µN = µI ,et que onformément à l'équation (B.71), 〈Ŝ2〉 = MN
2 (M − 1)/M , on obtient

〈β̂2〉 − β ≃ F
(
µI ,

M − 1

M
MN

2

)
− β =

2(M − 1)MN
2

Mκ2µ
2
I

− 1 − β. (B.93)En remplaçant alors le moment entré MN
2 par son expression en fontion de β,

µI et κ2 établie à l'équation (B.56) dans l'annexe B.2.3, 'est-à-dire
MN

2 =
µI

2

{
2 + κ2µI(1 + β)

}
, (B.94)on obtient après simpli�ation

〈β̂2〉 − β =
2

κ2µI

(M − 1

M

)
− 1 + β

M
. (B.95)Cet estimateur est ainsi lairement biaisé en présene de bruit de photon et ebiais augmente à mesure que l'intensité µI diminue.

B.3.3.2 Biais et variane de l'estimateur β̂p
2La aratérisation théorique de l'estimateur β̂p

2 , introduit en setion 2.5 pourestimer le degré de polarisation à partir d'une image d'intensité aquise sousun faible �ux lumineux, s'opère grâe à une démarhe similaire au alul menédans le as où le bruit de photon est négligé. En e�et, l'équation dé�nissantl'estimateur β̂p
2 peut également être mise sous la forme β̂p

2 = F p(µ̂N , Ŝ2) ave
F p(x, y) =

2y

κ2x2
− 2

κ2x
− 1, (B.96)puisque

β̂p
2

△
=

2Ŝ2

κ2(µ̂N)2
− 2

κ2µ̂N
− 1. (B.97)On peut d'ors et déjà en déduire les dérivées partielles suivantes, qui nous servi-ront par la suite pour le alul de la variane de β̂p
2 :

∂F p

∂Ŝ2

=
2

κ2〈µ̂N〉2
=

2

κ2µ2
I

et,
∂F p

∂µ̂N

= − 4〈Ŝ2〉
κ2〈µ̂N〉3

+
2

κ2〈µ̂N〉2
= −4

M − 1

M

MN
2

κ2µ
3
I

+
2

κ2µ
2
I

.

(B.98)
Biais de l'estimateur β̂p

2 : Grâe aux expressions préédentes, il n'est pasdi�ile de montrer que et estimateur permet de s'a�ranhir du biais qui entahel'estimateur β̂2 en présene de bruit de photon. En e�et, l'estimateur β̂p
2 est197



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsasymptotiquement non biaisé, même en présene de bruit de photon ar on a
〈β̂p

2 − β〉 ≃ F p
(
〈µ̂N〉, 〈Ŝ2〉

)
− β

=
2(M − 1)MN

2

Mκ2µ2
I

− 2

Mκ2µI
− 1 − β,

(B.99)soit, après simpli�ation,
〈β̂p

2 − β〉 = −1 + β

M
− 2

Mκ2µI
. (B.100)Variane de l'estimateur β̂p

2 : Pour la aluler, nous proposons d'utiliser ànouveau le résultat général de l'équation (B.65). En utilisant le alul des dérivéespartielles de l'équation (B.98) et les expressions des varianes des estimateurs
µ̂N et Ŝ2 données respetivement aux équations (B.70) et (B.72), et de leurovariane 〈δµ̂N δŜ2

〉 (équation (B.73)), on peut aboutir après une fastidieuseétape de simpli�ation99, à l'expression de la variane de β̂p
2 en fontion de µI ,

κ2, β et des moments entrés MN
k , k ∈ [2; 4] du photoomptage N :

var(β̂p
2) ≃

4

Mκ2
2µ

4
I

(
MN

4 + 2MN
3 − (MN

2 )2 + MN
2 − 4MN

2

µI

[
MN

2 + MN
3 − (MN

2 )2

µI

]

− 2

M

{
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3 − 2(MN

2 )2 − 2MN
2

µI

[
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2 + 2MN
3 − 2

(MN
2 )2

µI

]}

+
1

M2

{
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4 − 3(MN
2 )2 − 4MN

2

µI

[
MN

3 − (MN
2 )2

µI

]})
. (B.101)On peut à nouveau souhaiter érire ette variane en fontion des umulants

κk, k ∈ [2; 4] de la loi normalisée f dé�nissant le modèle de spekle. Pour efaire, on peut utiliser les relations (B.56) données en annexe B.2.3 qui relientles moments entrés MN
k , k ∈ [2; 4] du photoomptage N et les umulants κk.Après une très fastidieuse étape de substitution, simpli�ation et réorganisationdes termes, véri�ée numériquement ave un logiiel de alul formel, on aboutità l'expression de var(β̂p
2) en fontion des umulants κk, k ∈ [2; 4], que nousproposons de présenter de la façon suivante :

var(β̂p
2) ≃

1

M

[
τ0(β) +

τ1(β)

µI
+

τ2(β)

µ2
I

]
+

1

M2

[
τ ′
0(β) +

τ ′
1(β)

µI
+

τ ′
2(β)

µ2
I

]

+
1

M3

[
τ ′′
0 (β) +

τ ′′
1 (β)

µI
+

τ ′′
2 (β)

µ2
I

+
τ ′′
3 (β)

µ3
I

]
,

(B.102)où les τi(β) représentent les termes en 1/M de la variane, les τ ′
i(β) les termesen 1/M2 et les τ ′′

i (β) les termes en 1/M3.Les termes portant l'indie 0 représentent la part de la variane de β̂2 qui ne99− Véri�ée à nouveau à l'aide d'un logiiel de alul formel.198



B.3. Biais et variane des estimateurs de β au sens des momentsdépend pas de l'intensité moyenne100 µI et s'érivent
τ0(β) = 2(1 + β)2 + A + B + C; τ ′′

0 (β) = A + B + C;

τ ′
0(β) = −2(1 + β)2 − 2A − 2B − 2C; (B.103)où A, B, et C ont été donnés à l'équation (B.90) lors du alul de var(β̂2).En e qui onerne les termes qui dérivent la part de la variane de β̂2dépendant de l'intensité moyenne µI , eux-i s'érivent

τ1(β) =
8

κ2

(1 + β) − 4(1 + β)2 + 4
κ3

κ2
2

(1 + 3β); τ ′′
1 (β) = 2

κ3

κ2
2

(1 + 3β);

τ ′
1(β) = − 8

κ2
(1 + β) + 4(1 + β)2 − 6

κ3

κ2
2

(1 + 3β); (B.104)et en�n
τ2(β) =

8

κ2
2

+
4

κ2
(1 + β) ; τ ′

2(β) = − 8

κ2
2

− 8

κ2
(1 + β) ;

τ ′′
2 (β) =

6

κ2

(1 + β) ; τ ′′
3 (β) =

4

κ2
2

. (B.105)
B.3.3.3 Optimisation du nombre d'images en présene de bruit dephotonOn onsidère une région homogène de M pixels, illuminée par un élairementohérent dont le �ux lumineux est noté φ. Pour un même temps d'intégrationtotal T , on peut hoisir de diviser ette aquisition d'intensité φT en Q images,permettant d'obtenir Q fois plus d'éhantillons de mesure supposés indépendants,mais aquis par onséquent sur des images d'intensité plus faible φT/Q. Onsuppose aussi que les Q images obtenues orrespondent à des réalisations de�gures de spekle statistiquement indépendantes. En utilisant es Q aquisitionspour l'estimation, le nombre d'éhantillons sur lequel est réalisée l'estimation vautalors QM et la variane asymptotique de l'estimateur β̂p

2 peut s'érire, d'aprèsl'équation (B.102),
vara(β̂

p
2) ≃

1

QM

[
τ0(β) +

τ1(β)
φT
Q

+
τ2(β)
(

φT
Q

)2
]

=
1

M

[τ0(β)

Q
+

τ1(β)

(φT )
+

Qτ2(β)

(φT )2

]
.(B.106)La valeur optimale Qopt du nombre d'aquisitions Q qui permet de minimiser lavariane doit don véri�er

∂vara(β̂
p
2)

∂Q
= 0 = −τ0(β)

MQ2
+

τ2(β)

M(φT )2
, (B.107)100− On peut montrer que l'ensemble de es termes s'identi�e à la variane de l'estimateur

β̂2 lorsque l'in�uene du bruit de photon est négligée (voir équation (B.89)). 199



B.4. Loi d'intensité pour un spekle d'ordre 1 en présene de bruit de photonet on en déduit que le nombre d'images optimal vaut don
Qopt = φTopt

√
τ0(β)

τ2(β)
, (B.108)où Topt désigne le temps d'intégration optimal sur le apteur dans le as où le�ux de photons φ est �xé.On véri�e aisément qu'il s'agit d'un minimum puisque

∂2var(β̂p
2)

∂Q2
= 2

τ0(β)

MQ3
opt

≥ 0, (B.109)ar τ0(β) est une grandeur positive puisqu'elle est proportionnelle à la varianede l'estimateur β̂2.L'intensité moyenne optimale de haune des Qopt images aquises s'éritquant à elle,
µIopt

=
φTopt

Qopt
=

√
τ2(β)

τ0(β)
, (B.110)où l'expression de τ2(β) est donnée en équation (B.105) et où

τ0(β) = 2(1 + β)2 + A + B + C (B.111)ave A, B et C donnés en équation (B.90).En observant les expressions de τ0(β) et de τ2(β), on peut montrer que lavaleur µIopt
ne dépend que des umulants κk, k ∈ [2; 4] de la loi f normaliséearatéristique du modèle de spekle, et non pas de la valeur du �ux φ ni dutemps d'intégration T .

B.4 Loi de probabilité de l'intensité pour un spe-kle d'ordre 1 en présene de bruit de photonPour aluler la loi de photoomptage PN(n) modélisant le omportementstatistique de l'intensité d'une image de spekle pleinement développé d'ordre 1,aquise à faible �ux en présene de bruit de photon, nous appliquons le résultatgénéral de l'équation (2.53) qui relie la loi de photoomptage disrète PN(n) à laloi ontinue de l'intensité PI(I) modélisant les �utuations de spekle lorsque lebruit de photon est négligé.Dans le as d'un spekle pleinement développé d'ordre 1, la loi PI(I) a étéétablie à l'équation (1.19), et en appliquant le résultat de l'équation (2.53), on200



B.4. Loi d'intensité pour un spekle d'ordre 1 en présene de bruit de photonobtient
PN(n) =

∫ +∞

0

PN |I(n|I) PI(I) dI =

∫ +∞
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exp(−I)
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}
, (B.112)où l'on a posé G+ △

= 2
(1+P)µI

+ 1 = 2+(1+P)µI

(1+P)µI
et G− △

= 2
(1−P)µI

+ 1 = 2+(1−P)µI

(1−P)µI
.En appliquant alors un hangement de variable dans haque intégrale enposant respetivement y+ △

= IG+ et y− △
= IG−, on peut réérire l'équationpréédente sous la forme

PN(n) =
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,(B.113)qui peut se réérire également
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(B.114)
En remarquant �nalement que l'intégrale ∫ +∞

0
tn exp(−t) orrespond à la va-leur Γ(n + 1) de la fontion gamma101 évaluée en (n + 1), et en notant que pourtout nombre entier n ∈ N, Γ(n + 1) = n!, l'expression de PN(n) se simpli�e�nalement en

PN(n) =
1

PµI(n!)

{
1

(G+)n+1
− 1

(G−)n+1

}
(n!), (B.115)soit, en remplaçant G+ et G− par leurs expressions respetives données i-dessus,

PN (n) =
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PµI

{[ µI(1 + P)

2 + µI(1 + P)

]n+1

−
[ µI(1 − P)

2 + µI(1 −P)

]n+1
}

. (B.116)
101− La fontion Γ est dé�nie grâe à l'intégrale suivante Γ(x)

△
=
∫ +∞

0 tx−1 exp(−t) dt (voir[60℄, p. xxxiv). 201



B.4. Loi d'intensité pour un spekle d'ordre 1 en présene de bruit de photon
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Annexe CCaluls annexes à la partie II
C.1 E�et d'une absorption sur les statistiques dephotoomptageDans ette setion, nous présentons une modélisation de l'absorption partiellede l'intensité lumineuse. L'in�uene d'une telle absorption sur la moyenne et lavariane du nombre de photons détetés sera ensuite étudiée.C.1.1 Modèle d'absorption de BernoulliNous modélisons l'absorption d'un faiseau lumineux par un proessus d'ab-sorption de Bernoulli, qui onsiste à a�eter une probabilité de � survie � à haquephoton du faiseau inident. On modélisera ainsi une absorption de fateur detransmission τ (don de fateur d'absorption 1 − τ), en supposant que haundes n photons du proessus initial non absorbé est multiplié, après l'étape d'ab-sorption, par un fateur xk = 0 (absorption du photon) ou 1 (onservation duphoton), ave k ∈ [0; n]. La variable aléatoire disrète orrespondant au photo-omptage après le proessus d'absorption peut ainsi s'érire

M =

n∑

k=1

xk (C.1)où les xk sont indépendants et identiquement distribués selon une distributionde Bernoulli,
Pr(xk = 1) = τ et, Pr(xk = 0) = 1 − τ. (C.2)À partir de e modèle d'absorption, on peut alors déduire la loi de probabilitéde la variable M en notant

PM(m) =
∞∑

n=0

PM |N(m|n)PN(n). (C.3)Dans le as où le nombre de termes n intervenant dans la somme de l'équationpréédente est onnu et déterministe, on véri�e aisément que la variable aléatoire
M orrespond à une loi binomiale de paramètres n et τ , ar elle s'érit ommela somme de n variables de Bernoulli indépendantes [35℄. On peut don érire la203



C.1. E�et d'une absorption sur les statistiques de photoomptageprobabilité onditionnelle suivante
PM |N(m|n) =

(
n

m

)
τm(1 − τ)n−m. (C.4)La valeur moyenne d'une telle loi de probabilité est 〈M〉N = τ n et sa varianevaut 〈M2〉N − 〈M〉2N = τ(1 − τ)n, où 〈.〉N désigne une moyenne onditionnelle.C.1.2 Caratérisation du proessus absorbéValeur moyenne du proessus absorbé : À partir de e modèle d'absorp-tion, on détermine alors la valeur moyenne du proessus absorbé en érivant

µM =
∞∑

m=0

m PM(m) =
∞∑

n=0

( n∑

m=0

m PM |N(m|n)

)
PN(n), (C.5)où m est néessairement inférieur ou égal à n. On identi�e, dans le terme entreparenthèses, la valeur moyenne d'une variable binomiale de paramètres n et τ ,et e terme vaut par onséquent τ n. On obtient alors

µM =
∞∑

n=0

τ n PN(n) = τ
∞∑

n=0

n PN(n) = τ µN . (C.6)Variane du proessus absorbé : En e qui onerne le seond moment, onpeut prouver un résultat similaire :
〈M2〉 =

∞∑

m=0

m2PM(m) =
∞∑

n=0

( n∑

m=0

m2PM |N(m|n)

)
PN(n), (C.7)où le terme entre parenthèses représente le moment d'ordre deux d'une variablebinomiale qui vaut τ 2n2 + nτ(1 − τ) [35℄. On a alors

〈M2〉 =

∞∑

n=0

[τ 2n2 + nτ(1 − τ)]PN (n) = τ 2〈N2〉 + τ(1 − τ)µN . (C.8)À partir de l'équation préédente et de l'équation (C.6), la variane du proessusabsorbé s'exprime aisément en fontion de τ , de la moyenne µN et variane
var(N) du proessus initial :

var(M) = τ 2var(N) + µN τ(1 − τ). (C.9)Fateur de Fano du proessus absorbé : On déduit alors diretement desdeux résultats préédents une relation entre le fateur de Fano du proessusinitial et elui du proessus absorbé :
FM =

var(M)

µM

=
τ var(N)

µN

+ 1 − τ = 1 + τ(FN − 1). (C.10)204



C.2. Modèle temporel de �utuations sous-poissoniennesC.2 Propriétés et simulation du modèle temporelde �utuations sous-poissoniennesDans ette annexe, nous détaillons les aluls permettant de aratériser lamoyenne et la variane à fort �ux du modèle de photoomptages sous-poissoniensà partir de la loi de probabilité PN (n) donnée en équation (3.33), page 115. Nousexpliitons également les méthodes utilisées aux hapitres 4 et 5 pour simulernumériquement de tels proessus sous-poissoniens.C.2.1 Propriétés statistiques du modèle temporelRéériture de la loi de probabilité : Pour permettre le alul de la valeurmoyenne, nous érivons la loi de probabilité de l'équation (3.33) sous la formesuivante
PN(n) =

e−LφT

L
B(n), (C.11)où µN est remplaé par φT et où l'on a posé

B(n)
△
=

L−1∑

ℓ=0

Ln+ℓ∑

m=L(n−1)+ℓ+1

m≥0

Am, ave Am
△
=

(qφT )m

m!
. (C.12)On remplae alors l'indie de sommation m par i = Ln − m, et on obtient

B(n) =

L−1∑

ℓ=0

ℓ∑

i=ℓ−L+1
Ln+i≥0

ALn+i. (C.13)
HL−1

H0L

hypothèsesd
i�érentes

Hℓ

Ln

i = 0

θ
′
i = L − i

θi = i + L

i=1 − L

L(n − 1) + 1 L(n + 1) − 1

i=L − 1

B(n)

Fig. C.1 � Représentation shématique des termes de la double somme B(n)dé�nie à l'équation (C.13).Il s'agit maintenant de simpli�er ette double sommation pour érire B(n)sous une forme plus simple. Pour failiter ette réériture, les di�érents termesde la double somme B(n) sont représentés shématiquement sur la �gure C.1 parle parallélogramme grisé. Pour une valeur donnée de n ≥ 1, on peut remarquerque B(n) est une somme de di�érents termes ALn+i ave i variant entre 1 − Let L− 1. De plus, pour une valeur de l'indie i �xée, le nombre de termes ALn+i205



C.2. Modèle temporel de �utuations sous-poissoniennesontenus dans la somme B(n) varie. En dénombrant orretement es termes àl'aide du shéma de la �gure C.1, on peut réorganiser la sommation en séparantles indies i stritement négatifs des indies i positifs pour érire B(n) sous laforme
B(n) =

−1∑

i=−L+1

θiALn+i +

L−1∑

i=0

θ′iALn+i, ∀n ≥ 1, (C.14)ave θi = i + L pour les valeurs de i négatives, et θ′i = L − i pour les valeursde i positives. Remplaçons maintenant l'indie i de la première sommation par
z = L + i. On �xe en�n θ′′z

△
= θi = L + i = z et on obtient, en remarquant que

θ′′z=0 = 0,
B(n) =

L−1∑

z=0

θ′′zAL(n−1)+z

︸ ︷︷ ︸
C(n)

+

L−1∑

i=0

θ′iALn+i

︸ ︷︷ ︸
D(n)

, (C.15)d'où l'on déduit en�n
PN(n) =

e−LφT

L

{
C(n) + D(n)

}
. (C.16)En e qui onerne le as n = 0, on a simplement

PN(0) =
e−LφT

L
D(0). (C.17)Normalisation de la loi de probabilité : On peut véri�er tout d'abord queette loi de probabilité est normalisée : en utilisant la nouvelle ériture de la loide probabilité, on a en e�et

+∞∑

n=0

PN(n) =
e−LφT

L

[+∞∑

n=1

C(n) +
+∞∑

n=0

D(n)

]
=

e−LφT

L

+∞∑

n=0

[
C(n + 1) + D(n)

]
.(C.18)En remarquant que θ′′z + θ′z = L, et en remplaçant C(n) et D(n) par leur expres-sion détaillée, on obtient

+∞∑

n=0

PN(n) =
e−LφT

L

+∞∑

n=0

L−1∑

z=0

[
(θ′′z + θ′z)ALn+z

]
= e−LφT

+∞∑

n=0

L−1∑

z=0

ALn+z. (C.19)En posant �nalement w = Ln + z, et puisque Aw = (LφT )w

w!
, on montre aisémentque ette loi est bien normalisée

+∞∑

n=0

PN(n) = e−LφT

+∞∑

w =0

(LφT )w

w!
= 1 , ar +∞∑

k=0

(x)k

k!
= ex. (C.20)Valeur moyenne : Pour aluler la valeur moyenne, on érit de façon similaire

µN =
+∞∑

n=0

nPN (n) =
e−LφT

L

[+∞∑

n=1

nC(n) +
+∞∑

n=0

nD(n)

]
, (C.21)206



C.2. Modèle temporel de �utuations sous-poissoniennesqui se simpli�e sous la forme suivante,
µN =

e−LφT

L

+∞∑

n=0

[
(n + 1)C(n + 1) + nD(n)

]

=
e−LφT

L

+∞∑

n=0

L−1∑

z=0

[
(n + 1)θ′′z + nθ′z

]
ALn+z.

(C.22)En remarquant ette fois que (n + 1)θ′′z + nθ′z = Ln + z, et en posant à nouveau
w = Ln + z, on obtient

µN =
e−LφT

L

+∞∑

w=0

wAw =
e−LφT

L

+∞∑

w=1

w
(LφT )w

w!

=
e−LφT

L

+∞∑

w=1

LφT (LφT )w−1

(w − 1)!
puis en posant x = w − 1,

= φT

[
e−LφT

+∞∑

x=0

(LφT )x

x!

]
= φT.

(C.23)
Enadrement de la variane du modèle de photoomptage : En utili-sant la même approhe, on peut enadrer les valeurs de la variane de la loi deprobabilité de l'équation (3.33). On érit tout d'abord

〈N2〉 =
+∞∑

n=0

n2PN(n) =
e−LφT

L

+∞∑

n=0

[
(n + 1)2C(n + 1) + n2D(n)

]

=
e−LφT

L

+∞∑

n=0

L−1∑

z=0

[
(n + 1)2θ′′z + n2θ′z

]
ALn+z.

=
e−LφT

L

+∞∑

n=0

L−1∑

z=0

[α + β + γ]

L
ALn+z,

(C.24)
ave α = (Ln + z)(Ln + z − 1), β = Ln + z and γ = (L − z)z.En suivant une démarhe similaire au alul de la valeur moyenne, on peutmontrer en développant des aluls assez fastidieux que le terme de la sommationontenant α est égal à (φT )2, tandis que le terme ontenant β vaut quant à lui
〈N〉/L = φT/L. En�n, puisque 0 ≤ γ < L2, on peut montrer �nalement que ledernier terme est ompris entre 0 et 1. Ainsi, on obtient l'enadrement suivant

(φT )2 +
φT

L
≤ 〈N2〉 < (φT )2 +

φT

L
+ 1, (C.25)e qui nous permet d'enadrer �nalement la variane var(N),

φT

L
≤ var(N) <

φT

L
+ 1. (C.26)Ainsi, pour des valeurs élevées de la valeur moyenne du photoomptage µN =

φT ≫ 1, le fateur de Fano d'un tel modèle sous-poissonien tend bien vers 1/L.207



C.2. Modèle temporel de �utuations sous-poissoniennesApproximation Bernoulli à faible �ux : Nous véri�ons ii que la loi deprobabilité de l'équation (3.33) peut être approximée par une loi de Bernoulli àfaible intensité. Supposons ainsi que µN = φT ≪ 1, et alulons PN(1) et PN(0).D'après l'expression (3.33), on a
PN(1) =

e−LφT

L

L−1∑

ℓ=0

L+ℓ∑

m=ℓ+1
m≥0

(LφT )m

m!
≃ [1 − LφT + o(φT )]

L

[
(LφT ) + o(φT )

]

=
[
1 − LφT + o(φT )

][
φT + o(φT )

]
= φT + o(φT ). (C.27)Quant à la probabilité PN(0) de ne mesurer auun photon, elle-i vaut

PN(0) =
e−LφT

L

L−1∑

ℓ=0

ℓ∑

m=−L+ℓ+1
m≥0

(LφT )m

m!

≃
[
1 − LφT + o(φT )

]

L

[
L(LφT )0 + (L − 1)(LφT )1 + o(φT )

]

= 1 − φT + o(φT ).

(C.28)
On se onvainra également aisément que la probabilité de déteter plus d'unphoton pendant l'intervalle T est bien négligeable lorsque l'on suppose µN ≪
φT . Dans es onditions, on onlut alors que l'on peut remplaer la densité deprobabilité (3.33) par une loi de Bernoulli (voir équation (3.35)).C.2.2 Simulation numérique du modèle temporelDans la suite de ette annexe, nous dérivons les méthodes de simulation nu-mériques utilisées pour générer des proessus de photoomptage sous-poissoniensselon le modèle temporel dérit en setion 3.2.2. La première méthode utilisées'inspire du proédé de simulation usuellement utilisé pour générer les proessusstohastiques poissoniens. Nous verrons omment proposer un protoole de simu-lation plus général qui pourra notamment être appliqué pour des lois d'attentequelonques (non néessairement gamma).C.2.2.1 Simulation d'un proessus de PoissonUn proessus de Poisson de �ux φ peut être simulé très simplement : enajoutant j réalisations indépendantes de variables aléatoires exponentielles devaleur moyenne τ0 = 1/φ, orrespondant aux temps d'attente entre deux arrivéesde photons suessives, on obtient la date tj de détetion du je photon. Le résultatde photoomptage d'un tel proessus pour une durée d'intégration T s'obtienten répétant ette sommation progressive des temps d'attente jusqu'à e que l'onvéri�e tn ≤ T et que tn+1 > T : on onlut alors que n photons ont été détetésdurant T , et ette valeur n orrespond à une réalisation de la loi de Poissondonnée en équation (3.19).Cette méthode de simulation simple suppose que l'intervalle de temps θ, om-pris entre le délenhement de la mesure de omptage à t = 0 et l'instant de dé-208



C.2. Modèle temporel de �utuations sous-poissoniennestetion du premier photon t1 est également distribué selon une loi exponentielle.Cela serait lairement le as si une arrivée de photon oïnidait ave l'instant
t = 0. Dans une expériene de photoomptage réelle ependant, le délenhements'opère indépendamment de l'état du proessus pontuel que l'on souhaite mesu-rer, et rien n'autorise à supposer qu'un photon arrive sur le déteteur à l'instantdu délenhement. Dans le as général, l'intervalle de temps noté θ entre l'ins-tant de délenhement de la mesure et la première détetion d'un photon sur leapteur n'est don pas néessairement distribué selon la loi d'attente Pξ(ξ). Onpeut montrer en e�et [110, 25℄ que la densité de probabilité de l'intervalle detemps θ s'érit

Pθ(θ) = φ[1 − Fξ(θ)], (C.29)où Fξ(ξ) désigne la fontion de répartition des temps d'attente dé�nie par Fξ(ξ) =∫ ξ

0
Pξ(t)dt, et où φ désigne le �ux moyen de photons et véri�e φ = 1/τ0 = 1/〈ξ〉.Cette DDP est en général di�érente de Pξ(ξ), l'unique exeption orrespondantpréisément au as du proessus de Poisson, qui onstitue le seul as de proessuspontuel � sans mémoire � [110℄. Cette propriété partiulière simpli�e onsidé-rablement la simulation des proessus puisqu'il n'est pas besoin d'assurer unedésynhronisation entre la simulation des arrivées de photons et le délenhe-ment de la mesure.C.2.2.2 Simulation d'un proessus sous-poissonien de temps d'at-tente gamma d'ordre entierCette désynhronisation devient en revanhe néessaire pour simuler orre-tement une expériene de photoomptage d'un proessus non poissonien. Dans leas du modèle temporel phénoménologique de proessus sous-poissonien où l'onsuppose que la loi du temps d'attente entre deux détetions est gamma d'ordreentier L, on peut tirer parti de l'image physique qui onsiste à imaginer L − 1photons virtuels entre deux arrivées de photons réels. Ce proessus virtuel sous-jaent étant poissonien, on peut en e�et béné�ier de la failité de simulation desproessus poissoniens, en simulant une réalisation d'un proessus sous-poissoniende moyenne µN = φT de la manière suivante :� Un premier tirage aléatoire entre les L hypothèses Hℓ (ℓ ∈ [0, L − 1])équiprobables permet de �xer le nombre ℓ de photons virtuels qui serontreçus au niveau du déteteur entre le délenhement de la mesure et lapremière détetion de vrai photon (voir �gure 3.2, page 114). La date dela première détetion s'obtient alors en sommant ℓ réalisations de variablesexponentielles de moyenne τ0/L orrespondant au proessus poissonien vir-tuel sous-jaent.� On proède ensuite omme pour un proessus poissonien, en omptant unedétetion de photon au bout de L tirages aléatoires exponentiels. Le nombrede photons reçus durant T sera à nouveau donné par la valeur n qui véri�e

tn ≤ T et tn+1 > T .Cette méthode de simulation fondée sur l'image physique des photons virtuelsprésente l'avantage d'être simple à implémenter numériquement. Elle ne peutmalheureusement pas se généraliser à des formes de lois d'attente di�érentes ouà des ordres de loi gamma non entiers. Nous présentons don i-dessous uneméthode alternative qui demeure valable quelle que soit la loi d'attente hoisie.209



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imageC.2.2.3 Méthode de simulation généralePour assurer la désynhronisation rendue néessaire quand le proessus n'estpas poissonien, une solution rigoureuse onsiste à aluler expliitement la loi
Pθ(θ) donnée à l'équation (C.29) et à obtenir la date de la première détetionà partir d'un tirage aléatoire de ette loi. Malheureusement, rien ne garantitque le alul expliite de Pθ(θ), ou la génération d'une telle variable aléatoiresoient simples. Nous préférerons don utiliser la tehnique alternative plus géné-rale suivante : pour une durée d'observation T , nous générons un grand nombrede réalisations du temps d'attente ξ, durant une fenêtre temporelle plus large
W > 2T , su�samment longue pour garantir la détetion d'un grand nombred'événements102 (voir �gure C.2). Les dates de détetion des photons durantl'intervalle de temps W sont mémorisées. Puis, pour simuler l'ouverture du dé-teteur, on détermine l'instant θ0 du délenhement de la mesure grâe au tiraged'une variable aléatoire dont la densité de probabilité est supposée uniforme entre
W/4 et W−T . Ce hoix permet de garantir que plusieurs arrivées de photons sontsurvenues entre le démarrage du proessus de simulation à t = 0 et le délenhe-ment de la mesure à t = θ0, e qui assure ainsi la désynhronisation souhaitée. Onobtient en�n le résultat de photoomptage en déterminant le nombre de photonsdont la date de détetion est omprise entre θ0 et θ0 + T (voir �gure C.2).
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Fig. C.2 � Représentation shématique de la méthode de simulation de proessussous-poissoniens de temps d'attente non néessairement gamma d'ordre entier.
C.3 BCR pour l'estimation de paramètre dansune imageC.3.1 BCR pour l'estimation d'un déplaementNous nous plaçons dans le as partiulier où le paramètre d qui a�ete ladistribution d'intensité de l'image est un déplaement selon la diretion X. Nousdétaillons dans ette annexe omment le résultat général obtenu à l'équation(4.14) peut être appliqué au as de l'estimation de déplaement, pour di�érentesstatistiques de photoomptage.102− Pour des situations où la durée d'intégration T ou le �ux φ sont très faibles, on s'assurequ'au moins 5 événements surviennent durant W .210



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imageC.3.1.1 Statistique de photoomptage poissonienne
Dans le as standard poissonien, nous avons rappelé en setion 4.2.2 quel'information de Fisher pour l'estimation de l'intensité moyenne [118℄ pouvaits'érire

Iµ
F [µ(k, d)] =

1

µ(k, d)
, (C.30)e qui nous a permis d'exprimer l'information de Fisher globale pour l'estimationdu déplaement d d'une image poissonienne sous la forme

IPoi
F (d) =

M∑

k=1

[
µ′(k, d)

]2

µ(k, d)
. (C.31)En utilisant l'approximation qui onsiste à supposer que le déteteur matriielest omposé d'une répartition ontinue de pixels in�nitésimaux, on a égalementréérit IPoi

F (d) sous la forme intégrale suivante
IPoi
F (d) =

∫∫

Σ

[∂f0(x − d, y)

∂d

]2 dxdy

f0(x − d, y)
, (C.32)où l'on a remplaé la sommation sur les M pixels de l'image par une intégrationspatiale portant sur toute la surfae Σ du déteteur et où µ(k, d) est remplaépar f0(x − d, y)dx dy. En supposant en�n que l'étendue spatiale transverse dufaiseau et le déplaement d à mesurer sont faibles devant la taille du apteur,on peut étendre le domaine d'intégration Σ à l'intégralité du plan transverse,

IPoi
F (d) =

∫∫ [∂f0(x − d, y)

∂d

]2 dxdy

f0(x − d, y)
. (C.33)En utilisant le hangement de variable suivant x′ △

= x − d, on a
∂f0(x − d, y)

∂d
=

∂f0(x
′, y)

∂x′ · ∂x′

∂d
= −∂f0(x

′, y)

∂x′ , (C.34)et don [∂f0(x − d, y)

∂d

]2
=
[∂f0(x

′, y)

∂x′

]2
, (C.35)e qui permet de déduire l'expression suivante de l'information de Fisher,

∀d, IPoi
F (d) =

∫∫ [∂f0(x
′, y)

∂x′

]2 1

f0(x′, y)
dx′ dy = IPoi

F (0), (C.36)qui est indépendante de l'amplitude du déplaement d.En utilisant l'expression de f0(x, y) donnée à l'équation (4.3) page 124, on211



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imagepeut remplaer f0(x, y) par Nt|v0(x, y)|2 et on obtient alors
∀d, IPoi

F (d) =

∫∫ {
∂

∂x

[
Nt|v0(x, y)|2

]}2
dxdy

Nt|v0(x, y)|2

=

∫∫ {
2Nt|v0(x, y)|∂|v0(x, y)|

∂x

}2
dxdy

Nt|v0(x, y)|2

= 4Nt

∫∫ [∂|v0(x, y)|
∂x

]2
dxdy.

(C.37)
À partir de ette réériture, si l'on note TF

{
f
}
(νX , νY ) la transformée de Fourierbidimensionnelle d'une fontion f(x, y) à valeurs réelles, et en appliquant l'égalitéde Parseval, on peut montrer

∫∫ [∂|v0(x, y)|
∂x

]2
dxdy =

∫∫ ∣∣∣TF
{∂|v0(x, y)|

∂x

}
(νX , νY )

∣∣∣
2

dνXdνY

=

∫∫ ∣∣∣2πνXTF
{
|v0|
}
(νX , νY )

∣∣∣
2

dνXdνY

= 4π2

∫∫
ν2

X

∣∣∣TF
{
|v0|
}
(νX , νY )

∣∣∣
2

dνXdνY

= 4π2∆2
X [v0(x, y)],

(C.38)
où ∆2

X [v0(x, y)] représente la largeur spetrale spatiale selon la diretion X de larépartition spatiale du hamp moyen v0(x, y), dé�nie en page 128.En�n, en utilisant les relations (C.37) et (C.38), l'information de Fisher peuts'érire IPoi
F (d) = 16π2Nt∆

2
X [v0(x, y)], et on retrouve l'expression onnue de laBCR pour l'estimation d'un déplaement de faiseau en lumière poissonienne[105, 136, 157℄, en érivant

BCRPoi(d) =
1

IPoi
F (d)

=
1

16π2Nt∆2
X [v0(x, y)]

. (C.39)C.3.1.2 Modèle temporel de lois d'attente gammaNous supposons ii que les pixels du déteteur enregistrent le résultat dephotoomptage de proessus sous-poissoniens indépendants, dérits par la loi deprobabilité PNk
(nk) de l'équation (3.33), orrespondant au modèle de la setion3.2.2 de proessus sous-poissoniens de temps d'attente gamma d'ordre L entier.Nous établissons ii la démonstration de la propriété 4.1 donnée en page 130, quenous rappelons ii :Propriété : Pour un proessus sous-poissonien modélisé par des temps d'at-tente gamma d'ordre L, l'information de Fisher IF (d) pour l'estimation du dépla-ement d est inférieure ou égale à l'information de Fisher, notée IFM

(d), évaluéedans le as du proessus de Poisson virtuel sous-jaent,
IF (d) ≤ IFM

(d) = L

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2 × µ(k, d). (C.40)212



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imageNous notons Mk la variable aléatoire assoiée au proessus de Poisson virtuelsous-jaent assoié au proessus sous-poissonien au pixel k (Voir setion 3.2.2.2).La moyenne de e photoomptage virtuel au pixel k est µMk
= LµNk

= Lµ(k, d).Le résultat mk d'un hypothétique omptage de e proessus sous-jaent peut êtredéomposé entre nk détetions de photons réels et vk = mk − nk détetion dephotons virtuels. La loi qui régit le omptage du proessus M au pixel k peutdon s'érire PMk
(mk) = PNk,Vk

(nk, vk) et orrespond à une loi de Poisson pour
mk puisque le temps d'attente entre haque détetion est distribué selon une loiexponentielle pour e proessus virtuel.L'information de Fisher loale pour l'estimation du déplaement d assoiée àe proessus poissonien peut don s'érire

IFMk
(k, d)

△
= −

〈
∂2ln[PMk

(mk)]

∂d2

〉
= −

+∞∑

mk=0

∂2ln[PMk
(mk)]

∂d2
PMk

(mk), (C.41)ou, de façon équivalente
IFMk

(k, d) = IFNk,Vk
(k, d) = −

+∞∑

vk=0

+∞∑

nk=0

∂2ln[PNk,Vk
(nk, vk)]

∂d2
PNk,Vk

(nk, vk).(C.42)Nous allons montrer que ette information de Fisher loale IFMk
(k, d) est supé-rieure à l'information de Fisher loale du proessus réel nk, notée IFNk

(k, d) dansette annexe pour plus de larté, et dont nous rappelons l'expression
IFNk

(k, d) = −
〈∂2[PNk

(nk)]

∂d2

〉
. (C.43)Pour ela, nous posons

∆IF (k, d)
△
= IFNk,Vk

(k, d) − IFNk
(k, d). (C.44)En remarquant que PNk

(nk) =
∑+∞

vk=0 PNk,Vk
(nk, vk), on peut érire

∆IF (k, d) = −
+∞∑

nk=0

+∞∑

vk=0

∂2

∂d2

[
ln[PNk,Vk

(nk, vk)] − ln[PNk
(nk)]

]
PNk,Vk

(nk, vk),(C.45)et par appliation de la règle de Bayes PNk,Vk
(nk, vk) = PVk |Nk

(vk|nk) · PNk
(nk) ,on obtient en�n

∆IF (k, d) = −
+∞∑

nk=0

+∞∑

vk=0

∂2

∂d2

[
ln[PVk|Nk

(vk|nk)]

]
PVk|Nk

(vk|nk)PNk
(nk)

=
+∞∑

nk=0

IFVk|Nk
(d)PNk

(nk).

(C.46)Dans l'équation préédente, on reonnaît l'expression d'une information de Fisher213



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imagemarginale
IFVk|Nk

(d)
△
= −

+∞∑

vk=0

∂2ln[PVk|Nk
(vk|nk)]

∂d2
PVk|Nk

(vk|nk), (C.47)qui est une quantité positive, montrant ainsi que ∆IF (k, d) est positif et don
IFNk

(k, d) ≤ IFMk
(k, d). (C.48)Cette inégalité permet �nalement de majorer l'information de Fisher loale

IFNk
(k, d) par l'information de Fisher loale assoiée au proessus poissonienvirtuel sous-jaent, dont la valeur s'obtient aisément puisque PMk

(mk) est uneloi de Poisson de moyenne L × µ(k, d),
IFNk

(k, d) ≤ IFMk
(k, d) = L

[
µ′(k, d)

]2

µ(k, d)
. (C.49)Cette majoration étant valable pour tous les pixels k de l'image, on peut alorsmajorer l'information de Fisher globale en érivant

IF (d) ≤
M∑

k=1

IFMk
(k, d) = IFM

(d) = L × IPoi
F (d). (C.50)On en déduit alors aisément la minoration de la BCR suivante :

BCR(d) ≥ B̃CR
L
(d) =

BCRPoi(d)

L
=

1

16LNtπ2∆2
X [v0(x, y)]

, (C.51)qui justi�e don la limite B̃CR
L
(d) de la BCR fournie à l'équation (4.25).C.3.1.3 Statistique binomiale de photoomptageSupposons maintenant que l'image est perturbée en haque pixel k par unproessus sous-poissonien, modélisé par une loi de photoomptage binomiale deparamètre N0 �xé, et où l'intensité moyenne en haque pixel s'érit µ(k, d) =

N0η(k, d). Cette situation orrespond à un modèle de formation d'image parti-ulier qui suppose que le motif spatial d'élairement est onstruit par absorptiond'un faiseau sous-poissonien uniforme dont la loi de photoomptage serait bi-nomiale, de paramètres N0 et η0.Plus préisément, e masque d'absorption sera aratérisé pour le pixel k parun oe�ient de transmission η̃(k), ompris entre 0 et 1, de sorte que µNk
=

N0η0η̃(k). Il faut noter qu'ave e modèle de formation d'image, le fateur deFano est néessairement di�érent d'un pixel à l'autre si l'intensité moyenne varieentre es pixels puisque l'on a
FNk

= 1 − η(k), ave η(k)
△
= η0η̃(k). (C.52)Ainsi, lorsqu'on onsidère e modèle, la rédution des �utuations est plus im-portante pour les zones intenses de l'image, puisqu'une valeur élevée de µNk214



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imageorrespond à une valeur η(k) importante, et par onséquent à un fateur de Fanofaible. Ce modèle de formation de l'image di�ère don sensiblement de elui quenous onsidérons au hapitre 4, mais nous allons voir que l'utilisation du modèlebinomial rend possible le alul expliite de l'information de Fisher loale pourdes �utuations sous-poissoniennes.Lorsque l'on utilise le modèle binomial, la loi de probabilité de photoomptages'érit don, pour le pixel k,
PNk

(nk) =

(
N0

nk

)
[η(k, d)]nk[1 − η(k, d)]N0−nk , (C.53)soit, en remplaçant η(k, d) par µ(k, d)/N0,

PNk
(nk) =

(
N0

nk

)
1(

NN0
0

) [µ(k, d)]nk[N0 − µ(k, d)]N0−nk . (C.54)La logvraisemblane d'un tel photoomptage binomial s'érit alors
ℓk(nk) = ln PNk

(nk) = ln
[ 1

NN0
0

(
N0

nk

)]
+nk lnµ(k, d)+ (N0 −nk) ln[N0 −µ(k, d)],(C.55)et sa dérivée première par rapport à µ(k, d) vaut don

∂ℓk(nk)

∂µ(k, d)
=

nk

µ(k, d)
− N0 − nk

N0 − µ(k, d)
, (C.56)d'ou l'on déduit

∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2 = − nk

µ(k, d)2
− N0 − nk

[N0 − µ(k, d)]2
. (C.57)En remarquant alors que 〈nk〉 = µ(k, d), on montre que l'information de Fisherpour l'estimation du paramètre µ(k, d), dé�nie à l'équation (4.12), s'érit dansle as binomial

Iµ
F [µ(k, d)] = −

〈
∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2

〉
=

1

µ(k, d)
+

1

[N0 − µ(k, d)]
, (C.58)ou enore, en remarquant que µ(k, d) = N0η(k, d) et que F (k, d) = 1 − η(k, d),

Iµ
F [µ(k, d)] =

N0

µ(k, d)[N0 − µ(k, d)]
=

1

µ(k, d)[1 − η(k, d)]
=

1

F (k, d)µ(k, d)
.(C.59)Par rapport au as poissonien (équation (C.30)), l'information de Fisher loaleest don augmentée en proportion du fateur de Fano loal F (k, d).L'information de Fisher globale IF (d) s'obtient alors en sommant la relationpréédente sur les M pixels de l'image,

Ieff
F (d) =

M∑

k=1

[∂µ(k, d)

∂d

]2
× 1

F (k, d)µ(k, d)
. (C.60)215



C.3. BCR pour l'estimation de paramètre dans une imageSi l'on suppose en�n que le apteur est grand devant d et devant la tailledu motif d'élairement, l'hypothèse d'une répartition ontinue sur le apteur depixels in�nitésimaux permet d'érire IF (d) sous la forme suivante
IF (d) =

∫∫
1

F (x − d, y)

[∂f0(x − d, y)

∂d

]2 dxdy

f0(x − d, y)
(C.61)où l'on a remplaé la valeur du fateur de Fano F (k, d) au pixel k par la valeurdu fateur de Fano F (x − d, y) au point de l'image de oordonnées (x − d, y).Cette expression de l'information de Fisher permet ainsi de justi�er dans un aspartiulier l'expression de la BCR e�etive proposée à l'équation (4.29).

C.3.1.4 Statistique de photoomptage de Bernoulli à faible �uxÉvoquons maintenant le as d'un photoomptage de Bernoulli qui peut s'érireomme un as limite d'un photoomptage binomial où l'on a �xé Nk = N0 = 1pour tous les pixels k ∈ [1; M ], 'est-à-dire
PNk

(nk) = µ(k, d)nk[1 − µ(k, d)](1−nk). (C.62)Dans e as, un alul similaire au préédent permet de montrer que
∂2ℓk(nk)

∂µ(k, d)2 =
∂2
[
ln PNk

(nk)
]

∂µ(k, d)2 = −
[

nk

µ(k, d)2
+

1 − nk

[1 − µ(k, d)]2

]
, (C.63)et en remarquant que 〈nk〉 = µ(k, d), on obtient �nalement

Iµ
F

[
µ(k, d)

]
= −

〈
∂2ℓ(nk)

∂µ(k, d)2

〉
=

1

µ(k, d)
[
1 − µ(k, d)

] , (C.64)soit, puisqu'on suppose ∀k, µ(k, d) ≪ 1,
Iµ

F

[
µ(k, d)

]
≃ 1

µ(k, d)
[1 + µ(k, d)]. (C.65)En supposant une répartition ontinue de pixels in�nitésimaux sur le ap-teur, et pour un faiseau d'extension spatiale faible devant elle du déteteur, onpeut érire une approximation de l'information de Fisher globale sous la formeintégrale suivante

IF (d) ≃
∫∫ [∂f0(x − d, y)

∂d

]2{ 1

f0(x − d, y)
+ 1
}
dxdy, (C.66)qui est également indépendante du déplaement d. En e�et, en posant x′ = x−d,on a

∀d, IF (d) ≃
∫∫ [∂f0(x

′, y)

∂x′

]2{ 1

f0(x′, y)
+ 1
}
dx′dy, (C.67)où l'on reonnaît l'expression de l'information de Fisher pour une loi de Poisson216



C.4. Estimation de déplaement d'image au sens du maximum de vraisemblane(voir équation (C.36)), et on a ainsi
∀d, IF (d) ≃ IPoi

F (d) +

∫∫ [∂f0(x, y)

∂x

]2
dxdy. (C.68)C.4 Estimation de déplaement d'image au sensdu maximum de vraisemblanePour des raisons didatiques, nous rappelons brièvement dans ette annexeomment sont établis les estimateurs d'un déplaement d'image au sens du maxi-mum de vraisemblane étudiés au hapitre 4 dans le as d'une image bruitée parun bruit de Poisson, ou par un bruit gaussien de variane �xée.C.4.1 Cas de �utuations PoissoniennesEn un pixel k d'une image perturbée par un bruit de Poisson, la logvrai-semblane orrespondant au omptage de nk photons s'érit, d'après la loi deprobabilité de Poisson donnée en équation (3.19),

ℓk(nk|d) = ln PNk
(nk) = nk ln µ(k, d) − ln nk! − µ(k, d). (C.69)Les �utuations en haun des M pixels étant supposées indépendantes, la log-vraisemblane pour la totalité de l'image est simplement la somme de es Montributions loales indépendantes. L'estimateur au sens du maximum de vrai-semblane onsiste à déterminer la valeur du paramètre δ qui maximise la vrai-semblane, ou la log-vraisemblane, i.e.,

d̂ poi
MV = arg max

δ

[ M∑

k=1

nk ln µ(k, δ) − ln nk! − µ(k, δ)

]

= arg max
δ

[ M∑

k=1

nk ln µ(k, δ) − µ(k, δ)

]
.

(C.70)En supposant alors que l'étendue spatiale du faiseau et que le déplaement àmesurer sont faibles devant la taille du apteur (ou de l'image dans son ensemble),on peut supposer que la quantité ∑M
k=1 µ(k, δ) est onstante pour toute valeurdu déplaement δ. Dans es onditions, il a été montré [63℄ que l'estimateur ausens du maximum de vraisemblane s'érit :

d̂ poi
MV = arg max

δ

[ M∑

k=1

nk lnµ(k, δ)

]
. (C.71)La valeur du déplaement estimée d̂ poi

MV qui maximise la vraisemblane peut donêtre obtenue en orrélant l'image mesurée {nk}, k ∈ [1; M ] et le logarithme dumotif d'élairement moyen de référene. Le déplaement estimé d̂ poi
MV orrespondà la valeur du paramètre δ fournissant l'interorrélation maximale. 217



C.5. Équivalene de d̂ poi
MV et d̂lin pour un motif gaussien à petits déplaementsC.4.2 Cas de �utuations gaussiennes à variane �xéeSi l'on modélisait la loi de probabilité de photoomptage en haque pixel del'image par une densité de probabilité gaussienne à variane �xée σ2, on aurait

PNk
(nk) =

1√
2πσ2

exp
{
−
[
nk − µ(k, d)

]2

2σ2

}
, (C.72)et la logvraisemblane pour le pixel k de l'image s'érirait dans e as

ℓk(nk|d) = −1

2
ln
(
2πσ2

)
−
[
nk − µ(k, d)

]2

2σ2
, (C.73)où µ(k, d) représente la valeur moyenne du motif d'intensité d'élairement aupixel k, déplaé de d selon la diretion X. Dans es onditions, ave les mêmeshypothèses que pour le as poissonien, il a été montré [157℄ que l'estimateur ausens du maximum de vraisemblane du déplaement d s'érit alors

d̂ gauss
MV = arg max

δ

[ M∑

k=1

−n2
k − [µ(k, δ)]2 + 2 nk µ(k, δ)

]

= arg max
δ

[ M∑

k=1

nk µ(k, δ)

]
.

(C.74)À la di�érene du as Poissonien où l'image mesurée était orrélée ave le lo-garithme de l'image de référene, on peut voir en analysant l'équation préé-dente que et estimateur met en ÷uvre l'interorrélation entre l'image mesurée
{nk}, k ∈ [1; M ] et l'image de référene µ(k, δ).C.5 Équivalene des estimateurs d̂ poi

MV et d̂lin pourde petits déplaements d'un faiseau gaussienConsidérons une situation où l'image dont on doit estimer le déplaement estde forme gaussienne103. On se limite également au as de petits déplaementsautour de la position d'origine de l'image, 'est-à-dire d ≪ 1.Dans e as, déterminer l'estimateur du maximum de vraisemblane donnéen équation (4.36) revient à déterminer la valeur du paramètre d qui véri�e
∂

∂d

{∫∫
n(x, y) ln f0(x − d, y)dxdy

}

d=d̂ poi
MV

= 0

⇔
∫∫

n(x, y)

{
∂

∂d

[
ln f0(x − d, y)

]}

d=d̂ poi
MV

dxdy = 0.

(C.75)Or d'après l'équation (4.3), on peut érire f0(x − d, y) = Nt|v0(x − d, y)|2,103− L'expression du motif d'intensité f0(x, y) est donné dans e as à l'équation (4.22).218



C.5. Équivalene de d̂ poi
MV et d̂lin pour un motif gaussien à petits déplaementsd'où

∂

∂d

[
ln f0(x − d, y)

]
=

∂

∂d

[
2 ln |v0(x − d, y)| + ln Nt

]

= 2
∂
∂d

[|v0(x − d, y)|]
|v0(x − d, y)| = 2gopt(x − d, y),

(C.76)où l'on reonnaît la fontion de pondération optimale gopt(x, y) introduite àl'équation (4.34) qui permet d'optimiser la sensibilité de l'estimateur � linéaire �
d̂lin introduit à la setion 4.3.1.Lorsque l'on onsidère une répartition spatiale gaussienne du hamp moyen
v0(x, y) de largeur w, on a d'après l'équation (4.21),

v0(x, y) =
1√
2πw

exp
(
−x2 + y2

4w2

)
, (C.77)et la fontion de pondération optimale gopt(x, y) véri�e dans e as,

gopt(x, y) ∝ 1

|v0(x, y)|
∂

∂x

[
|v0(x, y)|

]
= − x

2w2
. (C.78)En utilisant es résultats, l'égalité (C.75) peut se réérire alors sous la formesuivante, pour une répartition spatiale gaussienne du hamp moyen :

∫∫
n(x, y)

{
∂

∂d

[
ln f0(x − d, y)

]}

d=d̂ poi
MV

dxdy = 0.

⇔
∫∫

n(x, y)

{
2gopt(x − d, y)

}

d=d̂ poi
MV

dxdy = 0.

⇔
∫∫

n(x, y)
x − d̂ poi

MV

2w2
dxdy = 0.

(C.79)
Cette dernière égalité peut en�n se mettre sous la forme

d̂ poi
MV

2w2

∫∫
n(x, y)dxdy =

∫∫
gopt(x, y)n(x, y)dxdy, (C.80)où l'on reonnaît dans le membre de gauhe l'estimateur de l'intensité totale N tintroduit en équation (4.32), tandis que le membre de droite n'est autre que lamesure St de l'intensité totale pondérée par la fontion gopt(x, y) introduite àl'équation (4.33). L'équation préédente se réérit en e�et

d̂ poi
MV

2w2
N t = St, (C.81)d'où l'on déduit �nalement la forme approhée suivante de l'estimateur d̂ poi

MV :
d̂ poi

MV = −2w2 St

N t
, (C.82)qui s'identi�e bien à l'estimateur linéaire d̂lin de l'équation (4.35) dans e as.219



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonC.6 Mesures de séparabilité entre lois binomialeset lois de PoissonNous établissons dans ette annexe les expressions des di�érentes mesures deséparabilité (ontraste de Fisher, mesure de Cherno� et distane de Bhattaha-ryya) utilisées au hapitre 5 pour évaluer la disparité entre deux lois binomialesde paramètres distints ou entre deux lois de Poisson. Les notations utilisées dansette annexe seront onformes au problème de détetion étudié dans le hapitre5 qui vise à disriminer entre deux hypothèses selon qu'un faiseau poissonien ousous-poissonien binomial a subi ou non une absorption de oe�ient de trans-mission τ .Les valeurs limites de l'exposant de Cherno� lorsqu'on fait tendre le oef-�ient de transmission τ vers zéro ou vers un sont également déterminées. Lesformulations expliites de es mesures de séparabilité nous permettront en�n dedéterminer l'expression approhée, lorsque τ → 0, du fateur de Fano équivalent
FB fondé sur la distane de Bhattaharyya ainsi que l'expression approhée de
FC fondé sur la mesure de Cherno�, lorsque le ontraste est maximal (τ → 1).C.6.1 Cas des lois binomialesC.6.1.1 Détermination de la mesure de Cherno�Pour simpli�er les notations dans les aluls qui vont suivre, on notera p1 = η1le paramètre de la loi binomiale orrespondant à l'hypothèse de non absorption(hypothèse H1), et p2 = τ η1 elui de la loi binomiale qui dérit un faiseauayant subi l'absorption (hypothèse H2). On notera aussi q1 = 1 − p1 = F1 et
q2 = 1 − p2 = F2.Pour déterminer la mesure de Cherno� entre es deux lois binomiales, nousdevons déterminer l'exposant de Cherno� qui maximise l'expression suivante,(voir l'équation (5.7) en page 157)

C(s) = − ln

{ ∞∑

n=0

[PN(n|H1)]
s[PN(n|H2)]

1−s

}
, (C.83)lorsque s varie entre 0 et 1.Ave es nouvelles notations, C(s) se réérit, en utilisant les expressions deslois binomiales PN(n|H1) et PN(n|H2) données aux équations (5.1) et (5.2),

C(s) = − ln

{ N0∑

n=0

(
N0

n

)
(pn

1 )s(pn
2 )1−s(qN0−n

1 )s(qN0−n
2 )1−s

}
, (C.84)et en remarquant que

N0∑

n=0

(
N0

n

)
anbN0−n = (a + b)N0 , (C.85)220



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de Poissonon obtient
C(s) = − ln

{[
ps

1p
1−s
2 + qs

1q
1−s
2

]N0

}

= −N0 ln

{
p1

(p2

p1

)1−s
+ q1

(q2

q1

)1−s
}

.

(C.86)La dérivée de ette quantité par rapport à l'exposant s peut être déterminée, equi onduit à l'expression suivante :
dC(s)

ds
= −N0

d
ds

{
p1

(
p2

p1

)1−s
+ q1

(
q2

q1

)1−s
}

p1

(
p2

p1

)1−s
+ q1

(
q2

q1

)1−s

= N0

p1 ln
(

p2

p1

)
·
(

p2

p1

)1−s
+ q1 ln

(
q2

q1

)
·
(

q2

q1

)1−s

p1

(
p2

p1

)1−s
+ q1

(
q2

q1

)1−s .

(C.87)
La valeur s∗ qui maximise C(s) s'obtient �nalement en résolvant

p1 ln
(p2

p1

)
·
(p2

p1

)1−s∗
+ q1 ln

(q2

q1

)
·
(q2

q1

)1−s∗
= 0

⇔ q1 ln
(q2

q1

)
· z1−s∗ = −p1 ln

(p2

p1

)
, ave z =

p1q2

p2q1

(C.88)e qui se réérit enore de la manière suivante,
⇔ z1−s∗ = −p1

q1
·
ln
(

p2

p1

)

ln
(

q2

q1

)

⇔ s∗ = 1 − 1

ln z
ln

{
−p1

q1
·
ln
(

p2

p1

)

ln
(

q2

q1

)
}

.

(C.89)En remplaçant en�n ave les notations originales, on a p2/p1 = τ , and q2/q1 =
F2/F1 = α(F1, τ), et l'exposant de Cherno� s'érit

s∗ = 1 − 1

ln
[

α(F1,τ)
τ

] ln

{
F1 − 1

F1

· ln[τ ]

ln
[
α(F1, τ)

]
}

. (C.90)
Quant à la fontion C(s), elle-i s'érit,

C(s) = −N0 ln

[
(1 − F1)τ

1−s + F1α(F1, τ)1−s

]
, (C.91)et permet d'obtenir la mesure de Cherno� C∗ = C(s∗) qui s'érit don en fontionde µN1 en utilisant la relation µN1 = N0η1 = N0(1 − F1) :

C∗ = C(s∗) = − µN1

1 − F1

ln

[
(1 − F1)τ

1−s∗ + F1α(F1, τ)1−s∗
]
. (C.92)221



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonC.6.1.2 Distane de BhattaharyyaLa distane de Bhattaharyya peut être diretement obtenue à partir del'équation (C.91) en �xant s = 1/2, e qui fournit
B = − µN1

1 − F1
ln
[
(1 − F1)

√
τ + F1

√
α(F1, τ)

]
. (C.93)C.6.1.3 Expression du ontraste de FisherÀ partir de la dé�nition donnée en équation (5.19), on peut érire le onstrastede Fisher entre deux lois binomiales de même paramètre N0 et de paramètresrespetifs η1 = 1−F1 et τη1 = τ(1−F1), modélisant ainsi l'absorption partielle,par un fateur de transmission τ , d'un faiseau sous-poissonien de fateur de Fano

F1 et moyenne µN1 = N0η1. On a alors µN2 = τµN1 tandis que pour les varianes,on a var(N1) = (1 − η1)µN1 = F1µN1 et var(N2) = (1 − τη1)µN2 = F2µN2. On endéduit le onstraste de Fisher suivant
R =

µN1

F1
· (1 − τ)2

1 + τα(F1, τ)
, (C.94)où le rapport des fateurs de Fano α(F1, τ) = F2/F1 = τ +(1−τ)/F1 a été dé�nien équation (3.25).C.6.2 Cas des lois de PoissonOn suppose maintenant que les expérienes de disrimination sont opéréesentre un faiseau poissonien non perturbé et un faiseau poissonien partiellementabsorbé. Ainsi, la loi de probabilité du proessus non absorbé PN(n|H1) est uneloi de Poisson de moyenne µN1 = µNp

, tandis que pour le proessus absorbé,
PN(n|H2) est également une loi de Poisson mais de moyenne µN2 = τµNp

.C.6.2.1 Détermination de la mesure de Cherno�Ii enore, il est néessaire de déterminer l'exposant s∗p qui maximise la quan-tité Cp(s) qui s'érit dans le as de statistiques de Poisson,
Cp(s) = − ln

{ ∞∑

n=0

[PN(n|H1)]
s[PN(n|H2)]

1−s

}

= − ln

{ ∞∑

n=0

[
e−µNp

µn
Np

n!

]s[
e−τµNp

(τµNp
)n

n!

](1−s)
}

= − ln
{

e−sµNp−τµNp(1−s)
∞∑

n=0

[τ (1−s)µNp
]n

n!

}
,

(C.95)
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C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de Poissonsoit en remarquant que∑∞
n=0

xn

n!
= ex, et don que ∑∞

n=0

[τ (1−s)µNp ]n

n!
= eµNpτ (1−s) ,

Cp(s) = − ln
{

e−µNp [s+τ(1−s)−τ (1−s)]
}

= µNp

{
s + τ(1 − s) − τ (1−s)

}
.

(C.96)La valeur s∗p de l'exposant qui maximise ette dernière quantité s'obtient enrésolvant
∂ Cp(s)

∂s
= 0 = µNp

− τµNp
+ µNp

ln[τ ]e(1−s) ln τ , (C.97)e qui onduit à la solution suivante
s∗p = 1 −

ln
[

τ−1
ln τ

]

ln τ
, (C.98)où l'exposant p indique toujours des �utuations poissoniennes.En remplaçant ette valeur de s∗p dans l'équation (C.96), on obtient en�n

Cp(s
∗
p) = µNp

{
s∗p + τ(1 − s∗p) − τ (1−s∗p)

}
, (C.99)qui s'érit également,

Cp(s
∗
p) = µNp

{
1 −

ln
[

τ−1
ln τ

]

ln τ
+ τ

ln
[

τ−1
ln τ

]

ln τ
− τ

ln

[
τ−1
ln τ

]

ln τ

}

= µNp

{
1 +

τ − 1

ln τ
ln
[ τ − 1

ln τ

]
− e

ln

[
τ−1
ln τ

]}
.

(C.100)ou enore,
Cp(s

∗
p) = µNp

{
1 − τ − 1

ln τ

[
1 − ln

(τ − 1

ln τ

)]}
. (C.101)C.6.2.2 Distane de BhattaharyyaIi enore, on déduit immédiatement la distane de Bhattaharyya à partirde l'équation (C.96) en �xant sp = 1/2,

Bp =
µNp

2
(1 −√

τ)2. (C.102)C.6.2.3 Expression du ontraste de FisherEn appliquant simplement la dé�nition de l'équation (5.19), on obtient
Rp = µNp

(1 − τ)2

1 + τ
, (C.103)où l'exposant p permet d'indiquer que les �utuations sont supposées poisso-niennes. 223



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonC.6.3 Validité de l'approximation de la mesure de Cherno�par la distane de BhattaharyyaÀ partir des expressions des exposants de Cherno� dans le as de deux loisbinomiales (équation (C.90)) ou de deux lois de Poisson (équation (C.98)), nouspouvons tenter de délimiter l'ensemble des situations physiques du problème dedétetion onsidéré pour lesquelles la distane de Bhattaharyya permettra d'ap-proher la mesure de Cherno� ave une préision raisonnable. Il su�t pour elade déterminer l'ensemble des paramètres τ et F1 garantissant que les exposantsde Cherno� s∗ et s∗p ne soient pas trop éloignés de 1/2.
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Fig. C.3 � (a) Évolution de l'exposant de Cherno� s∗ (équation (C.90)) entrehypothèses binomiales représenté en ourbes de niveau en fontion du fateur detransmission τ et du fateur de Fano F1. (b) Évolution de l'exposant de Cherno�
s∗p (équation (C.98)) entre hypothèses poissoniennes en fontion du fateur detransmission τ . Ces deux exposants s∗ et s∗p ne dépendent pas de l'intensitémoyenne µN1 .Dans e but, nous pouvons observer la �gure C.3 sur laquelle nous avonsreprésenté en ourbes de niveau la valeur de l'exposant de Cherno� s∗ dans leas binomial (�gure C.3.a) en fontion des paramètres τ et F1 et où l'exposantde Cherno� s∗p dans le as poissonien (�gure C.3.b) est traé en fontion de τ .On peut alors véri�er que es quantités restent omprises entre 0, 4 et 0, 6 tantque l'absorption n'est pas trop importante (τ ≥ 0, 1) et que le fateur de Fanoinident n'est pas trop faible (F1 ≥ 2.10−2) [39℄.C.6.4 Limite des exposants de Cherno� pour de très faiblesontrastesDé�nissons tout d'abord ε

△
= 1− τ . Dans la limite des très faibles ontrastes,le fateur de transmission τ tend vers 1 et par onséquent ε → 0. Dans esonditions, on peut montrer le résultat suivant :224



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonPropriété C.1 L'exposant de Cherno� s∗ pour des lois binomiales, et l'exposantde Cherno� s∗p pour des lois de Poisson tendent tous deux vers 1/2 dans la limitedes faibles ontrastes, 'est-à-dire lorsque τ tend vers 1.Démonstration C.1 On réérit tout d'abord
α = 1 − ε

F1 − 1

F1

= 1 − εK, ave K
△
=

F1 − 1

F1

. (C.104)D'après l'équation (C.90), on a
s∗ = 1 −

ln

[
K ln(1−ε)

ln(1−εK)

]

ln
[

1−εK
1−ε

] . (C.105)Pour évaluer la limite de l'exposant de Cherno� pour les très faibles ontrastes,nous examinons le omportement au premier ordre en ε du numérateur et dudénominateur de la fration qui apparaît dans l'équation préédente. En déve-loppant au premier ordre le dénominateur, on obtient
ln
[1 − εK

1 − ε

]
= ln

[
(1 − εK)(1 + ε + o(ε))

]

= ln
[
1 − ε(K − 1) + o(ε)

]
= ε(1 − K) + o(ε).

(C.106)D'autre part, en e qui onerne le numérateur noté ln[U ] ave
U = K

ln(1 − ε)

ln(1 − εK)
=

Kε(1 + ε/2 + o(ε))

εK(1 + εK/2 + o(ε))

=
[
1 + ε/2(1 − K) + o(ε)

]
,

(C.107)on a au premier ordre en ε,
ln[U ] = ln

[
1 + ε/2(1 − K) + o(ε)

]
= ε/2(1 − K) + o(ε). (C.108)La limite de l'exposant de Cherno� aux faibles ontrastes s'obtient don �nale-ment en érivant

s∗ = 1 − ε1−K
2

+ o(ε)

ε(1 − K) + o(ε)
= 1/2 + o(ε). (C.109)Le même développement limité au premier ordre peut être e�etué dans leas poissonien. En e�et, d'après l'équation (C.98), on obtient le développementsuivant lorsque ε tend vers 0,

s∗p = 1 −
ln
[

−ε
ln(1−ε)

]

ln(1 − ε)
= 1 −

ln
[

−ε
−ε(1+ε/2+o(ε))

]

−ε + o(ε)

= 1 −
ln
[
1 − ε/2 + o(ε)

]

−ε + o(ε)
= 1 − ε/2 + o(ε)

ε + o(ε)
= 1/2 + o(ε).

(C.110)
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C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonC.6.5 Limite des exposants de Cherno� à ontraste maxi-malAnalysons maintenant le omportement limite de l'exposant de Cherno� (s∗ou s∗p) lorsque le ontraste est maximal, 'est-à-dire quand τ → 0. Dans e as,on peut montrer le résultat suivant :Propriété C.2 L'exposant de Cherno� s∗ pour des lois binomiales, et l'exposantde Cherno� s∗p pour des lois de Poisson tendent tous deux vers 1 lorsque leontraste est maximal, 'est-à-dire lorsque τ tend vers 0.Démonstration C.2 Ave K = (F1−1)/F1, la limite de l'exposant de Cherno�
s∗ donné en équation (C.90) peut s'érire,

lim
τ→0

s∗ = lim
τ→0

{
1 − 1

ln(z)
ln
[F1 − 1

F1

ln τ

ln α(F1, τ)

]}

= lim
τ→0

{
1 − 1

ln(α(F1, τ)/τ)
ln
[
K

ln τ

ln α(F1, τ)

]}
.

(C.111)Ave α(F1, τ) = τ + (1 − τ)/F1, on voit que α(F1, τ) ∼ 1/F1 lorsque τ → 0et par onséquent, ln(α(F1, τ)/τ) ∼ ln(1/τF1).En �xant maintenant x
△
= 1/τ , on obtient pour τ → 0 ou de manière équiva-lente, pour x → +∞,

s∗ ∼ 1 − 1

ln(x/F1)
ln
[
K

ln 1/x

ln 1/F1

]

∼ 1 − ln(K/ lnF1) + ln ln x

ln x − lnF1

∼ 1 − ln lnx

ln x
= 1,

(C.112)
puisque lim

x→+∞
ln lnx
lnx

= 0.De la même façon dans le as poissonien, la limite du oe�ient de Cherno�
s∗p de l'équation (C.98) vaut, lorsque x → +∞,

lim
τ→0

s∗p = lim
τ→0

{
1 −

ln
[

τ−1
ln τ

]

ln(τ)

}
= lim

x→+∞

{
1 − ln ln x

ln x

}
= 1. (C.113)C.6.6 Expression approhée de FB(F1, τ) pour les faiblesontrastesNous établissons ii l'expression approhée du fateur de Fano équivalent

FB(F1, τ) pour les ontrastes les plus faibles, 'est-à-dire lorsque le fateur detransmission τ tend vers 1. L'expression de FB(F1, τ) se déduit aisément à partirde GB(F1, τ) donné à l'équation (5.18),
FB(F1, τ) =

1

GB(F1, τ)
=

F1 − 1

2
· (1 −√

τ )2

ln
[
(1 − F1)

√
τ + F1

√
α(F1, τ)

] . (C.114)226



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonComme préédemment, on supposera pour établir le développement limité aupremier ordre de FB(F1, τ), que ε = 1 − τ et que α(F1, τ) = 1 − Kε, où K a étéintroduit à l'équation (C.104).Pour obtenir un développement limité à l'ordre un de FB(F1, τ), il nous fautdévelopper préalablement le numérateur et le dénominateur de ette expressionà l'ordre 3 en ε, ave ε = 1 − τ . En e qui onerne le numérateur, on obtient ledéveloppement suivant en remarquant que √1 − ε = 1−ε/2−ε2/8−ε3/16+o(ε3)

(1 −
√

1 − ε)2 =
[ε
2

+
ε2

8
+

ε3

16
+ o(ε3)

]2
=

ε2

4
+

ε3

8
+ o(ε3). (C.115)Pour le dénominateur de l'équation (C.114), le développement limité estun peu plus omplexe. En remarquant que le paramètre α(F1, τ) peut s'érire

α(F1, τ) = 1 − Kε, l'expression du dénominateur devient
ln
[
(1 − F1)

√
τ + F1

√
α(F1, τ)

]
= ln

[
(1 − F1)

√
1 − ε + F1

√
1 − Kε

]
. (C.116)Cette expression peut ainsi être développée au troisième ordre en ε de la manièresuivante :

ln
[
(1 − F1)

√
1 − ε + F1

√
1 − Kε

]

= ln
{
(1 − F1)[1 − ε

2
− ε2

8
− ε3

16
] + F1[1 − K

ε

2
− K2 ε2

8
− K3 ε3

16
] + o(ε3)

}

= ln
{
(1 − F1 + F1)︸ ︷︷ ︸

1

− (
1 − F1 + KF1

2
)

︸ ︷︷ ︸
0

ε − (
1 − F1 + K2F1

8
)

︸ ︷︷ ︸
−K/8

ε2

− (
1 − F1 + K3F1

16
)

︸ ︷︷ ︸
K(1−2F1)/16F1

ε3 + o(ε3)
}

= ln
{
1 +

Kε2

8
[1 +

2F1 − 1

2F1
ε] + o(ε3)

}

=
Kε2

8
[1 +

2F1 − 1

2F1
ε] + o(ε3) =

(F1 − 1)ε2

8F1
[1 +

2F1 − 1

2F1
ε] + o(ε3). (C.117)Finalement, en utilisant les deux développements limités des équations préé-dentes (C.115) et (C.117) dans l'expression du ritère FB(F1, τ) donné à l'équa-tion (C.114), on obtient la propriété suivante :Propriété C.3 Dans la limite des ontrastes faibles, lorsque le fateur de trans-mission τ tend vers 1, l'expression approhée du fateur de Fano équivalent

FB(F1, τ) au premier ordre en ε = 1 − τ est
FB(F1, τ) = F̄ = F1

(
1 +

1 − F1

2F1

ε
)
, (C.118)qui s'identi�e à la valeur moyenne des fateurs de Fano F1 et F2,

F̄ =
F1 + F2

2
. (C.119)227



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de PoissonDémonstration C.3 En insérant les développements limités obtenus aux équa-tions (C.115) et (C.117) dans l'équation (C.114), on obtient
FB(F1, τ) =

(F1 − 1)

2

ε2(1+ε/2)
4

+ o(ε3)
(F1−1)ε2

8F1

[
1 + (2F1 − 1)ε/2F1

]
+ o(ε3)

= F1
1 + ε/2 + o(ε)

1 + ε(2F1 − 1)/2F1 + o(ε)
.

(C.120)Par ailleurs, en posant v = ε(2F1 − 1)/2F1 + o(ε), et en notant que 1/(1 + v) =
1 − v + o(v), on peut érire

FB(F1, τ) = F1

[
1 + ε/2 + o(ε)

][
1 − ε(2F1 − 1)/2F1 + o(ε)

]

= F1

[
1 + ε

1 − F1

2F1
+ o(ε)

]
.

(C.121)Dans un seond temps, on peut érire, puisque F2 = α(F1, τ)F1

F1 + F2

2
= F1

1 + α(F1, τ)

2
= F1

[
1 +

α(F1, τ) − 1

2

]
, (C.122)et l'on obtient en remarquant que α(F1, τ) = 1 − ε[F1 − 1]/F1,

F1 + F2

2
= F1

[
1 + ε

1 − F1

2F1

]
, (C.123)qui s'identi�e bien à la valeur de F̄ alulée à l'équation (C.118).C.6.7 Expression approhée de FC(F1, τ) à fort ontrastePour les situations de ontraste maximal (τ → 0), nous avons montré à lasetion C.6.5 de ette annexe que les exposants de Cherno� s∗ et s∗p se ompor-taient asymptotiquement omme la fontion (1 − [ln(ln x)]/ ln x) lorsque x tendvers +∞, où l'on avait posé x = 1/τ . Ce omportement asymptotique des ex-posants va nous permettre de déterminer une forme asymptotique du fateur deFano équivalent FC(F1, τ) à fort ontraste.Pour établir ette expression asymptotique, il onvient de noter préalablementque les propriétés suivantes sont véri�ées� ∀a ∈ R, lim

τ→0
a × s∗ = lim

τ→0
a × s∗p = a ;� ∀a ∈ R, lim

τ→0
a × (1 − s∗) = lim

τ→0
a × (1 − s∗p) = 0 ;� ∀a ∈ R, lim

τ→0
a(1−s∗) = lim

τ→0
a(1−s∗p) = 1.� ∀a ∈ R, lim

τ→0
(a + bτ)(1−s∗) = lim

τ→0
(a + bτ)(1−s∗p) = lim

τ→0
a(1−s∗p) = 1.Par ailleurs, on peut véri�er, en remplaçant indi�érement s∗ ou s∗p par leuromportement asymptotique, que

lim
τ→0

e(1−s∗) ln τ = lim
x→+∞

e
ln ln x
lnx

ln 1
x = lim

x→+∞
e− ln ln x = lim

x→+∞

1

ln x
= 0,228



C.6. Mesures de séparabilité entre lois binomiales et lois de Poissone qui garantit que
lim
τ→0

τ (1−s∗) = lim
τ→0

τ (1−s∗p) = 0. (C.124)À partir de es propriétés, on peut en�n déterminer la limite de la mesure deCherno� entre lois binomiales donnée à l'équation (C.92) lorsque τ → 0 :
lim
τ→0

C(s∗) = lim
τ→0

µN1

F1 − 1
ln

[
(1 − F1)τ

1−s∗ + F1α(F1, τ)1−s∗
]

= lim
τ→0

µN1

F1 − 1
ln

[
(1 − F1)τ

1−s∗ + F1(τ +
1 − τ

F1
)1−s∗

]
.

(C.125)Or, d'après les propriétés préédentes, on a lim
τ→0

τ 1−s∗ = 0 et lim
τ→0

(τ + 1−τ
F1

)1−s∗ = 1,d'où
lim
τ→0

C(s∗) =
µN1

F1 − 1
ln

[
0 + F1

]

=
µN1

F1 − 1
ln F1.

(C.126)Par ailleurs, on montre aussi que la limite de la mesure de Cherno� dans leas d'hypothèses poissoniennes (équation (C.99)) est
lim
τ→0

Cp(s
∗
p) = lim

τ→0
µNp

{
s∗p + τ(1 − s∗p) − τ (1−s∗p)

}
= µNp

, (C.127)ar lim
τ→0

τ(1 − s∗p) = 0, tout omme lim
τ→0

τ (1−s∗p) = 0, et lim
τ→0

s∗p = 1.Conformément à la dé�nition adoptée à la setion 5.2.2.1, le fateur de Fanoéquivalent FC(F1, τ) peut �nalement être déterminé en évaluant le rapport µN1/µNp
,lorsque µNp

permet d'égaliser les mesures de Cherno� entre hypothèses bino-miales et poissoniennes. Dans la limite des forts ontrastes, 'est-à-dire lorsque
τ → 0, on obtient de la sorte

lim
τ→0

FC(F1, τ) = lim
τ→0

µN1

µNp

=
F1 − 1

ln(F1)
. (C.128)
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Titre : Caratérisation et extration de l'information dans des signaux optiques polari-métriques ou issus d'états sous-poissoniens de la lumièreNous nous intéressons dans ette thèse à deux phénomènes optiques pour lesquels l'in-�uene du bruit de mesure est importante. Dans le premier as, nous analysons ommentune aratérisation préise du bruit permet d'estimer le degré de polarisation de la lumièrerétrodi�usée par un objet, à partir d'une unique image d'intensité aquise sous élaire-ment ohérent. En déterminant une borne sur la variane minimale d'estimation (borne deCramer-Rao), et en omparant les performanes de di�érents estimateurs, nous aratéri-sons la préision d'une telle méthode d'estimation. En omparant les performanes de ettetehnique aux performanes de méthodes plus standard d'estimation du degré de polari-sation qui néessitent plusieurs images polarimétriques, nous disutons le ompromis entrela simpli�ation des systèmes d'imagerie polarimétrique et la diminution de la préisiond'estimation.Dans la seonde partie de ette thèse, nous étudions omment les performanes d'unetâhe d'estimation de paramètre (estimation de déplaement d'une image) ou de disri-mination entre deux hypothèses peuvent être améliorées en utilisant des lumières sous-poissoniennes qui présentent un niveau de bruit quantique inférieur à elui d'un bruit pois-sonien standard. Dans es deux as, l'étude des bornes statistiques sur les performanes detraitement et les résultats des simulations numériques e�etuées nous permettent d'analyserle gain en performane que l'on peut espérer obtenir en remplaçant un faiseau poissonienpar une lumière de même intensité présentant des �utuations sous-poissoniennes.Mots lés : Optique statistique, Estimation statistique, Bruit de spekle, Imagerie polarimé-trique, Imagerie quantique, États sous-poissoniens de la lumière.Title : Charaterization and extration of information in polarimetri optial signals orin signals obtained from sub-Poissonian states of lightIn this thesis, we fous on two optial phenomena for whih noise has a strong in�uene.In the �rst ase, we analyze how a preise haraterization of the noise allows the degree ofpolarization of the light baksattered by an objet to be estimated from a single intensityimage under oherent illumination. By determining a bound on the minimum estimationvariane (Cramer-Rao bound) and by omparing the performane of di�erent estimators,we haraterize the preision of suh an estimation method. We also study the loss inpreision undergone when this method based on the aquisition of a single intensity imageis used to estimate the degree of polarization instead of standard estimation tehniques whihrequire several polarimetri images. We disuss the ompromise between the simpli�ationof polarimetri imaging systems and the deterioration of estimation preision.In the seond part of this thesis, we study how using sub-Poissonian light, whih isharaterized by a quantum noise level smaller than a standard Poissonian noise, an im-prove the performane of an estimation task (estimation of an image displaement) or adisrimination task. In both ases, studying the statistial bounds on the signal proessingperformane and analyzing the simulation results make it possible to haraterize the gainin performane that an be expeted when a standard Poissonian beam is replaed by asub-Poissonian light with same intensity.Keywords : Statistial optis, Statistial estimation, Spekle noise, Polarimetri imaging,Quantum imaging, Sub-Poissonian states of light.Équipe Physique et Traitement d'Image (PHYTI), Institut Fresnel,D. U. de Saint-Jér�me, Av. Esadrille Normandie Niemen, 13 397 Marseille Cedex 20
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