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Résumé

Nous avons élaboré une nouvelle théorie dynamique des satellites
galiléens ajustée aux observations. Un programme numérique a été
développé afin de pouvoir simuler le mouvement des satellites. Nous avons
ainsi évalué une grande quantité de perturbations généralement négligées,
et ainsi grandement amélioré la modélisation du systeme.

La solution numérique a ensuite été ajustée a plusieurs types d’observa-
tions (photographiques, CCD et phénomenes mutuels) entre les années
1891 et 2002. Un total de plus de 2000 observations a été utilisé, dont les
observations des campagnes PHEMU de 1985 et 1991.

Une analyse en fréquence a finalement été effectuée dans la perspective
d’obtenir une représentation sous forme analytique du mouvement des
satellites. Une méthode de filtrage pour séparer les courtes périodes des
longues périodes a été développée pour résoudre des difficultés techniques
(longueur d’échantillonage, longues périodes solaires).

Notre théorie a aujourd’hui une fidélité de représentation de quelques
dizaines de kilometres sur un siecle, et reste définie sur plus de 1500 ans.

Abstract

We have developed a new dynamical theory of the Galilean system based
on historical observations. A numerical code has been made for simu-
lating the motion of the satellites where many of the usually neglected
perturbations have been quantified, thus considerably improving the mo-
deling of the system.

The numerical solution has been fitted to several kind of observa-
tions (photographic, CCD and mutual phenomena) taken between 1891
and 2002. More than 2000 observations have been used, including the
PHEMU campaign of 1985 and 1991.

A frequency analysis was finally used as a way of obtaining a theory
with an analytical form of the motion of the satellites. A digital filtering
treatment for removing the short periods from the long ones has been
developed, hence solving some technical problems such as the length of
the sample and the long solar periods.

Our theory has an accuracy of a few tens of kilometres over one century
and remains valid for more than 1500 years.
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Table des constantes

Valeur de la constante de Gauss

K =0,01720209895

Constantes relatives a Jupiter (issues de [§]

mo  9,54588464.10~* en masse solaire
E. 71398 km (rayon équatorial)

Jy  1,4736.1072

Jz  1,4.107°

Jy  —5,87.107*

Js  3,1.107°

¢33 —3.1078

S99 —7.107°

N 870.536642 degrés/jour
I 25%51 (a I’époque J2000.0)
Y 3582,05 (a I'époque J2000.0)

et [31])

Constantes relatives aux satellites galiléens' (issues de [2] et [30])

my 2,12766.10*  E! 1815 km J}
my  3,90625.101  E? 1569 km E
ms  1,27551.10*  E® 2631,2 km  J3
ms 1,78571.10*  E* 2410,3 km  J3

1. Les masses sont données sous la forme ZZ—Z
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1,863.10~3
4,38.104
1,41.10~*
3,27.107°

C%z
C%z
0:2))2
C%z

5,59.10~*
1,32.10~*
1,2.1073

1,02.10~°
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Introduction

Découvert le 7 janvier 1610 par Galilée, les quatre plus gros satellites de Jupiter (ap-
pelés satellites galiléens) porterent tout d’abord le nom “d’astres de médicis”, avant d’étre
appelées respectivement par ordre croissant de distance a Jupiter, lo, Europe, Ganymede
et Callisto. La découverte de ces satellites fut un argument décisif en faveur de la théorie
copernicienne, contredisant 'un des fondements de la physique ancienne selon laquelle le
monde ne possede qu'un seul centre physique de révolution.

Plus tard, l'observation des satellites galiléens permis d’élaborer des prédictions d’éclipse

de satellites par Jupiter. Ce n’est toutefois qu’en 1788 que la premiere théorie dynamique
complete des satellites galiléens fut effectuée par Laplace. Il fut le premier a introduire la
relation de résonance entre les trois premiers satellites, résonance qui porte aujourd’hui le
nom de résonance laplacienne. Celle-ci lie les longitudes moyennes des trois satellites par
Iégalité [y — 31, 4+ 2l5 = .
Le probleme mécanique du mouvement des satellites galiléens devient alors également un
probleme mathématique complexe, les arguments résonants n’aparaissant qu’a ’ordre deux
des puissances des masses dans les développements analytiques, et dont on pourra citer
les travaux de De Sitter (1918), Ferraz-Mello (1966), Sagnier (1981), Duriez (1982) et Vu
(1986).

Le systeme galiléen est aujourd’hui le theme de nombreuses recherches suite a ’arrivée
de la sonde Galileo dans le systeme jovien fin 1995. L’essentiel de ces recherches porte sur
les modeles de structure interne de ces satellites. En revanche les théories du mouvement
de révolution de ces satellites capables de fournir des éphémérides précises n’ont guere évo-
luées. La théorie de Sampson-Lieske dont le dernier réajustement date de 1998 (E5), prend
ses fondements théoriques sur 1’étude de Sampson (1921) et son amélioration par Lieske
(1977). Cette théorie est devenue d’une précision insuffisante en regard des observations
récentes (telles que les observations de phénomenes mutuels PHEMU), mais également
par la comparaison a des observations anciennes (telles que les observations d’éclipses de
satellites par Jupiter).

Nous allons chercher a élaborer une nouvelle théorie dynamique des satellites galiléens,

indépendante des théories antérieures et ajustée aux observations. L’obtention d’éphémé-
rides précises est devenu indispensable a la détermination d’accélérations séculaires dans
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les longitudes des satellites, propres a la quantification des effets de marées. Nous cher-
cherons également une méthode capable de fournir un modele reproduisant la dynamique
du systeme galiléen sur plusieurs milliers d’années. Enfin, nous nous attacherons a délivrer
a la fin de notre travail une routine numérique fonctionnelle, fournissant des éphémérides
issues de notre modele apres ajustement aux observations.

Le point de départ de notre travail concerne la prise en compte de perturbations géné-
ralement négligées dans les modeles et susceptibles de ne pas 1’étre. Ce travail fait 1’objet
de la premiere partie intitulée: Description du Modele Dynamique. L’écriture analytique
de ces perturbations ainsi que le développement d’un code numérique prenant en compte
les dites perturbations seront présentés.

La deuxieme partie de notre travail a comme objectif principal ’ajustement de notre
modele (jusque-la completement numérique) aux observations dont nous disposons depuis
plus d’un siecle (depuis 1891 a nos jours). Dans une premiere étape, nous commencerons
toutefois par ajuster notre modele a la théorie G5 (réalisée par J.E.Arlot sur la base de la
théorie de Sampson-Lieske).

La derniere partie de notre travail concerne la représentation de notre solution sous une
forme plus analytique, par le biais d’une représentation fréquentielle des éléments d’orbites.
L’analyse de Fourier et le filtrage numérique seront deux points clés pour atteindre cet ob-
jectif.

Enfin, une annexe sera consacrée a ’estimation des effets de marées susceptibles d’ap-

paraitre dans les différences entre les observations et notre modele, comme fonction de
certains parametres physiques de Jupiter et des satellites.
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Premiere partie

Description du Modele Dynamique
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Chapitre 1

Modélisation

Dans ce premier chapitre, nous cherchons a modéliser au mieux le systéme des quatre satel-
lites galiléens. Pour cela, il est nécessaire de mettre en évidence toutes les perturbations, en plus
des perturbations usuelles, susceptibles d’influencer la dynamique des satellites a une précision
recherchée d’environ dix kilometres. Nous allons nous intéresser a des perturbations diverses,
toutes d’origine gravitationnelle. Les équations seront présentées dans leur formulation carté-
sienne (essentiellement pour les besoins de l'intégration numérique). Consacré principalement au
développement mathématique des équations du mouvement dans le cadre général d’un probléme
des N+ 1-corps, ce chapitre sera suivi d’une étude analytique et numérique permettant de dé-
terminer le caractere influant ou non des perturbations testées. Nous pourrons alors prendre en
compte dans la théorie que nous construirons, uniquement les termes utiles.

1.1 Préambule

Avant d’entrer dans le vif du sujet, commencons par présenter le repere dans lequel les
équations ont été dévoloppées. Nous introduirons de plus les conventions adoptées dans
toute la suite.

1.1.1 Choix du repere

Nous développons les équations du mouvement dans un repere planétocentrique d’axes
fixes (donc non équatorial a priori). Ce choix est loin d’étre arbitraire. Tout d’abord, les
observations déterminent les positions de chacun des satellites par rapport a la position
de Jupiter, ce qui justifie I'emploi d’un repere planétocentrique. En second lieu, 'utilisa-
tion d’un repere dont les axes restent de direction fixe se justifie pour les simplifications
qu’il apporte. Certes dans un tel repere 'expression du potentiel perturbateur induit par
I’aplatissement du corps central devient assez complexe, mais un repere équatorial en-
gendrerait des forces d’inertie supplémentaires dans le systeme (précession équatoriale et
rotation de Jupiter). De plus, la complication principale interviendrait dans la formulation
des équations liées a I’aplatissement des satellites eux-mémes. En effet, il conviendrait alors
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d’écrire le potentiel perturbateur de I’aplatissement des satellites dans un repere fixe en
premier temps (J2000), puis dans un repere équatorial du corps central, donnant lieu a des
équations bien plus compliquées.

1.1.2 Choix des notations

La volonté d’introduire une formulation générale au probleme des N+ 1-corps, et la
complexité d’écriture des équations que nous allons présenter, nous a amené a définir un
choix de notations formelles. Bien que la plupart des notations seront introduites avant la
premiere utilisation, nous nous proposons d’en présenter les plus importantes ici.

Les masses ponctuelles seront notées par le couple (P;,m;). En particulier, I'indice ¢ sera
zéro dans le cas du corps central. La distance entre deux corps P; et P; sera notée r;;,
lorsque r possedera un seul indice au lieu de deux, il s’agira de la distance du corps corres-
pondant au corps central 5. Nous surnoterons les indices 0,1¢, j, k, ... d’une barre ou d’un
accent circonflexe lorsque les corps Py, F;, P, Py, ... correspondant a chacun de ces indices
seront respectivement appréhendés comme ponctuels ou aplatis.

Enfin, la symétrie des équations relativement aux coordonnées cartésiennes P, = (x;, s, 2;),
nécessite fréquemment de désigner par la variable ~;, 'une quelconque des trois coordon-
nées cartésiennes. Lors de la partie II, nous aurons méme besoin d’introduire deux fois
cette notation dans la méme équation, et nous noterons cette deuxieme variable par I';.

Les démonstrations présentent de facon condensée les calculs que nous avons effectués
au cours de notre travail. Celles-ci sont écrites dans une police plus petite et terminée par
le symbole O afin de faciliter la lecture.

Le choix d’une écriture explicite des équations a été fait pour faciliter la programmation
numérique, cet exposé ayant également servi d’outil de travail.

1.2 Equations du probléme des NV-corps ponctuels dans
un repere planétocentrique d’axes fixes

Commencons par modéliser le systeme galiléen par un probleme des A" + 1-corps dont
seul le corps central (Jupiter) est supposé aplati. Le nombre A pourra se voir attribuer
différentes valeurs suivant le nombre de corps introduits dans le modele, en plus des quatre
satellites galiléens (Soleil, planetes, satellites intérieurs, ...).

1.2.1 Expression des forces d’aplatissement supplémentaires

Soient N corps P, de masse my supposés ponctuels et un corps central aplati Py de
masse myg s’attirant suivant les lois de la gravitation newtonnienne. On considere un repere
orthonormé noté (Fy, x,y, z) centré sur Fy dont les axes sont supposés de directions fixes.

On note r, = Po 79 i = |I'Z'|7 Ty = |I']‘ — I'Z'|.
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centre de masse
Py
X
Pi
. y

repére

galiléen

O y =N
X

F1G. 1.1 — Probléme des N -corps ponctuels et d’un corps principal non ponctuel.

En vertu de I’égalité vectorielle ¥; = @ — O—PO> ou O est l'origine d’'un repere galiléen
arbitraire, on passe aisément des équations du mouvement exprimées dans un tel repere, a
celles exprimées dans le repere planétocentrique (Fy, x,y, z). Il vient le systeme différentiel
classique suivant

. F,. Fo

rH = — - —
mi mo

joo- i To (L1)
m; mo

. FN j-?0

ry = —— —
mas mo

ou Fj désigne I’ensemble des forces extérieures s’exercant sur le k-ieme corps Py. On note
plus précisément Fy; la force exercée sur Py par P;. Introduisant les potentiels! de gravi-
tation, on a Fp; = Gmpm; Vi Uy ou Uy, = U, = TL

Pour les forces émanant du corps central on a ll’égalité Fio = Fzg + Fyy avec Fr =
GmpmoVipUsg et Frg = GmpmoV i Urs. Ce dernier potentiel représente ’action de 1’apla-
tissement de Fy sur P, et s’écrit, en fonction des coordonnées sphériques équatoriales
(ri, ok, Ax) de Py dans le repere (Fy, 2/, y’, 2') 1ié a la planete (voir la figure (1.2)), sous la
forme suivante

= (E,)" : - : :
Ups = Z (TZ+)1 {—JnPn(sm oK) + Z PP (sin ¢ )[€np cOS pAk + Spp smp)\k]} (1.2)
p=1

n=2

1. En toute rigueur, les fonctions U sont appelées fonctions de force, les potentiels associés étant —U.
Par abus de langage, nous continuerons a utiliser la terminologie de potentiel.
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F1G. 1.2 — Repére équatorial du corps central Py précessant et tournant noté (Po, x',y’, z").

L’équation différentielle qui régit le mouvement du ieme corps P; est alors apres réécri-
ture

i:i _ _G(mo -I' mz 7 + Z Gm] ( r; > + G(mo + mz)v UO
re. r3
J=1,4#1 Y J
N
+ Z Gm]V]U]ﬁ (13)

=1,

Remarquons que le dernier terme de I’équation (1.3) ainsi que la masse m; en facteur
dans I"avant dernier terme sont généralement oubliés dans les équations du mouvement, car
ils représentent des termes d’ordre 2, de 'ordre du produit my.Jy au plus. Physiquement, ces
termes correspondent a des forces indirectes résultant de ’aplatissement du corps central.
Nous conserverons ces termes dans la suite sous la dénomination de forces d’aplatissement
supplémentaires.

1.2.2 Ecriture du potentiel perturbateur U;; dans un repere d’axes
fixes

Pour une écriture explicite de I’équation (1.3), nous devons exprimer le gradient de

Iexpression (1.2) en coordonnées cartésiennes (xy, yx, zr) dans le repere planétocentrique
d’axes fixes (P, x,y, 2).
On remarque que 'expression (1.2) est la somme de deux quantités dont la premiere est
fonction uniquement de la latitude ¢g. Afin de simplifier les développements qui vont
suivre, séparons chacune d’elles en les notant Ul%) et Ufig). Nous avons alors pour VkU,%)
la proposition qui suit.
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Proposition 1 Soit v, l'une quelconque des coordonnées cartésiennes (xy,yk, zx) de Py
dans (Po, x,y, z), et soit (x,,y, z) le jeu de coordonnées cartésiennes de Py dans (Po, 2',y', 2');

Lo . .y . 1
[écriture en coordonnées initiales de ['expression kaTié) est

1) o) n . . .
Uz, _ Z (E)" Ty [0z,  wwsingy\ dPu(singyr)  (n + 1)yxPa(sin ¢y) (1.4)
67k TZ-I_Q 67k Tk dsin qbk Tk '
DEMONSTRATION: -Désignons par M la matrice de passage transformant les coordonnées du repére fixe

(xk, Yk, 21;) dans le repére équatorial tournant de coordonnées (x4, yj., 25, ). Celle-ci s'obtient en effectuant trois
rotations successives d'angles ¢, I et y suivant les axes (P, z), (Py, &) et (Py, 2’).

Il vient ainsi
coS x cos @) — sin x sin ¢ cos 1 cosxsin +sinycos I cosy  sinysin/
M = —sinycosyY —cosxysintycos] —sinysiny + cosycostcos! cosysin/ (1.5)
sin [ sin ¢ —cossin [ cos |

Nous pouvons alors exprimer sin ¢, en coordonnées cartésiennes dans le repére d’axes fixes par les égalités
suivantes

. : in Isi _ T I
sin ¢y = i_: _ Tpsin siny — yg cos Psin I 4 zi cos (16)

Tk

En notant 5 I'une quelconque des coordonnées cartésiennes (&g, yi, ;). il vient encore

9 [Pn(sin(bk)] _ r1 [(15111(/’!@) AP (in gy = Paloin 8)(n+ D

Ok rptt 2\ O d sin ¢y, r2

De plus en utilisant la relation (1.6), on a
i(sinq/)k) _ 1 (% _ Ok Sinqj)’“)
v e \ Ok T

D’ou finalement

outl _ —i (E)" K% % sinq/)k) dP,(sin¢r)  (n+ 1)y P (sin ér)

: - 1.7
0V = rpt? Ok i dsin ¢y 7k (1.7)

O

Ezemple: L’application de la proposition précédente au cas de Jupiter (pour lequel inter-
viennent essentiellement les coefficients J3, J3, Jy, Jg) nous donne apres réarrangement des
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termes, les trois expressions suivantes

aU,(}) E 2 r 1
3;: = ( :% J2 i—: (75 sin? ¢y, — %) — 3sin ¢ sin I sin 1/)]
EN3Js [ 35 . 15 . 15 | 3\ . .
+ ( 7”)2 3 i—: (7 sin® b — 75111 ¢k) — (7 sin? b — 5) sin [ sin 1/)]
EN4I [ 15 . 1 . 1 . 15 | . .
+ 7( )6 Ja Ik (ﬁ sin? Or — Esm2 or + —5) — (ﬁsm?’ Or — —5 sin qbk) sin [ sin 1/)]
Ty | Tk 8 4 8 9 9
(E)%Js [x (3003 . 3465 . 4 945 . , 35
R P O T T R TR
ENJs | . 15 . 1 . . .
+ ( )8 Je — (ﬁ sin* ¢y, — % sin? ¢y + %) sin ¢y sin I sin 1/)]
T
o,y (Ey)2Js [yr (15 3
KO = 7 Z | Zsin?¢r — = ) + 3sin gy sin I cos
Yk i Lk \ 2 2
EN3Js [ 35 . 15 . 15 . 3\ .
+ ( )5 iy <—Slﬂ3 ¢p — —sin ¢k) + (—81112 Or — —) sin I cos 1/)]
T, |76 \ 2 2 9 9
EN4I [ 15 . 1 . 1 . 15 . .
+ ( )6 o |9k (ﬁsm4 oK — 105 sin? ¢, + —5) + (ﬁ sin® ¢, — b smqbk) sin I cos 1/)]
Ligx L "k 8 4 8 2 2
(B8 Js [yk (3003 . & 3465 ., 945 ., 35
SA ) el ST i T L T T
E)Js | . 15 | 1 . .
+ ( )8 Jo (% sin® ¢, — % sin? ¢, + %) sin ¢y sin I cos 1/)]
T L
aUl%) (Er)2J2 -Zk 15 . 2 3 R
2 = 1 a 5 sin oK — 3]~ 3sin ¢y cos I
EN3Js [ . 15 . 15 .
+ 7( 7”)2 I i—: (32—5 sin® Or — ;sm qbk) — (75 sin? Or — %) cos I]
ENYI [ 15 . 1 . 1 . 15 .
+ ( r)g Ja i—: (% sin? Or — % sin? o + ;) — (% sin? b — ;sm ¢k) cos I]
(E-)8Js [z (3003 . 3465 ., 945 . 35
+ r;f . 16 sin” ¢ — 16 sin” ¢ + 16 sin” ¢ — 16
ENSJs [ . 15 . 1 .
+ 7( )8 o | _ (ﬁ sin* ¢y — 315 sin? ¢y, + E) sin ¢y cos I]
L L 8 4 8

Dans ces expressions, sin ¢, est a remplacer par son expression (1.6).

Il reste encore a écrire le gradient de I'expression Uég). Celle-ci en plus de faire intervenir
la latitude ¢y fait également intervenir la longitude A.
Rappelons que nous avons posé

= (B)" & ) )
UI%) - Z ( n-I—)l Z Pép)(sm &k)[Cnp €OS AR + 5pp SiN PAL] (1.8)
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Il vient la proposition suivante

Proposition 2 Soit v, ['une quelconque des coordonnées cartésiennes (g, yr, zr) dans
(FPo,x,y,z), et soit (2}, y, z1.) le jeu de coordonnées cartésiennes dans (P, 2',y', 2"), Uécri-

. .. . 2
ture en coordonnées initiales de Uexpression kaTié) est

0V E 0V TL d sin ¢y, rL

ouy iz”: (E,)" { 1 [(% _ sin ¢k) AP (sindy)  (n+ 1)7uPP (sin )

= 22 rZ"'l

{cnp €O PAg + Spp sin pAy }
avy g9,

. vk~ Yk .
+ Pép) (sm Qbk)pw [_Cnp S pAk + Snp COS P/\k]

DEMONSTRATION: -Partant de |'égalité

ou? < " E)"
Wk: = Z Z —_— { (TZ-I_)l P,gp)(sin Sk )[enp COSPAE + Snp sinp/\k]} (1.9)

pour tout couple d'indices (n,p), on est amené a calculer les expressions

Er n . . Er n . .
% [(TZ_I_)I Prgp)(sm (/)k)] . [cnp COSPAg + SppsinpAy | et (TZ'I')l Prgp)(sm b1) - % [cnp coS pAg + Spp sin pAg }

En se référant a ce qui a été fait lors de la démonstration de la propostion 1, on obtient pour le premier terme

(a_ _ yesin qsk) P (singr)  (n+1)3 P (sin 6)

(£,)" [ :
- Nen M + np 5i0 pA }
3% - Cnp COS PAE + Spp SIN DAL

n+2
Tk

dsin ¢y Tk

Regardons maintenant le deuxieéme terme, il s'agit de calculer la dérivée

0 .
— [cnp cOS pAk + Spp sin pAk } (1.10)
Mk
qui se raméne en notation complexe au calcul de |'expression %eiw‘k. De plus nous avons I'égalité A\, =
1
atan(i—?), il vient donc
k
DeiPAx N 0 % OYp ot 0Tk
e . E oiphp _ o OveNer apa, . Ok Yk 73 ipAk 1.11
3 =ipy_—e =ip————e =Py ¢ (1.11)
Yk Yk 14 (Z)2 i Ty

7
Ty

Cela nous permet de retrouver |'égalité annoncée. Par ailleurs, les expressions de z}, et y; comme fonctions des
coordonnées (zp, yi, 21 ) sont données par la matrice M (voir égalité (1.5)). Nous avons ainsi

vy, = xg(cosycosty —sinysinicos ) + yg(cos x sin ¢ + sin y cos I cos ¢) + zgx (sin xsin ) (1.12)
Y, = xg(—sinyxcosty — cosysincos ) + yg(—sin x sin ¢ + cos x cos ¢ cos I) + zx(cos x sin [)
et également

!
Ly

/x;? + y;CZ

y/
et sin )y = —2F (1.13)

/x;CZ + y;CZ

cos Ay =

O
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Ezemple: Dans le cas de Jupiter (ou seuls les coefficients czz et s95 sont connus), la
proposition précédente s’utilise en posant n = p = 2. Nous avons alors I'expression

8U,(%) B 2 a /
kO — ( 2) 1Ll (15 sin? ¢p, — 9) — 6sin ¢y k| [can cos 2Ak + s228in 2X4]
Ok ry Tk Ok
6y;€ / / 6@‘;
E,)? . e Tk Yk oy, .
+ ( 3) 3(1 - sin? (bk)?w [—ea2 8in 2A; + s29 cos 2Xg]
Tk ity

Nous avons donc pour chaque coordonnée les expressions explicites suivantes

5 ko % [x—k (15 sin? ¢y, — 9) — 6 sin ¢y sin I sin 1/)] e cos 2, + sa2sin 2X]
Tl T L
E)? . V .
+ ( r3) 6(1 — sin? (/)k)m [—ean sin 20 + 892 cos 2Xx]
i K 1Y
a—ko = ( 2) [y—k (15 sin? ¢y, — 9) + 6 sin ¢y, cos ¢ sin I] [ean cos 2Ag + so2sin 2Ag]
Yk Tk Tk
E)? . W .
+ (7“—3)6(1 — sin? (/)k)m [—ean sin 20 + 892 cos 2Xx]
i K 1Yk
8U,(%) E.)?
871“0 = ( rz) [i—k (15 sin? ¢y, — 9) — 6sin ¢ cos I] e cos 2, + s92 sin 2X]
k k k
E,)? . Z .
+ ( r?’) 6(1 — sin? (/)k)m [—ean sin 20 + 892 cos 2Xx]
i K 1Yk
avec
V = aj(—sinycost — cosysini cos I) — y;(cos y costh — sin y sintp cos )
W = a}(—sinxsiny 4 cos y cos 1 cos ) — y(cos x sin ) + sin y cos I cos ¢))
Z = a)(cosysinl)—y,(sin ysin[)

Dans ces expressions, il reste encore a réécrire a7}, y,, sin ¢y, sin 2 et cos 2 en utilisant
respectivement les expressions (1.6), (1.12) et (1.13).

Voila qui conclut le développement des équations relatives a un systeme de A satellites
(ou de NV planetes) supposés ponctuels et d'un corps central non ponctuel. Intéressons-nous
a présent au cas ou tous les corps sont aplatis (aplatissement des satellites).

1.3 Equations du probléme des A -corps non ponc-
tuels dans un repere planétocentrique d’axes fixes

A travers cette section, nous allons commencer par présenter les termes a introduire
pour prendre en compte 'aplatissement de tous les corps, et pas uniquement celui du
corps central. Nous présenterons ensuite les équations relatives a la rotation des corps,
étape nécessaire pour prendre en compte les termes sectoriels et tesséraux des potentiels
de gravitation.
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1.3.1 Equations du mouvement des centres de masse

Par commodité de notation, nous reprenons ici le méme repere centré sur le corps P
d’axes fixes (Fy, ©,y, z), quoique les résultats a suivre restent valides pour un repere centré
sur tout autre corps. Nous avons de méme toujours le systeme différentiel (1.1) mais la
force exercée par P, sur Py devient

Fpu=Fg+Fy+Fy+Fy (1.14)

Une étude plus poussée du terme F;; montrerait? qu’il s’agit la d’un terme tres petit, de

lordre du® produit Jz(k)Jz(l) que nous négligerons dans toute la suite. Signalons que les
termes de la forme Fy; seront également négligés, pour la méme raison.

En tenant compte de I’égalité (1.14) et apres calculs, trois termes doivent finalement
étre ajoutés a 1’équation (1.3) de la page 24 pour tenir compte des aplatissements, a savoir

N N
Fio Z Fi+ Fy Z Fo;
(mo—l_ml)mimo—l_, — my; _, — mo_A+B+C (1'15)
J#1,5#0 J#4,5#0

Le premier terme (noté A) est issu de la perturbation directe planéte ponctuelle-satellite
aplati ainsi que d’une partie de cette méme perturbation mais cette fois-ci indirecte (pour
la masse m;). Le deuxieme terme (noté B) correspond aux perturbations mutuelles directes
satellite aplati-satellite ponctuel. Enfin, le troisieme terme (noté C) provient du reste des
perturbations indirectes satellites aplatis-planéte ponctuelle.

[expression explicite des accélérations de 1’équation (1.15) se ramene en fait a ce qui
a été fait précédemment.
En effet on peut réécrire ces trois termes sous la forme

m;mo
N
B = Z G(m]‘viUgj—m]‘v]‘Uﬁ) (1.17)
IF1,5#0
N
C = — ) GmVly (1.18)
IF1,5#0

ou la notation Uy; désigne le potentiel perturbateur induit sur le corps ponctuel P, par
I’aplatissement du corps F;. Or, les équations de la section 1.2 fournissent, plus générale-
ment, I’expression de VU; en coordonnées cartésiennes centrées sur un quelconque corps

2. On pourra se reporter par exemple & [22] ou encore & [7].
3. Notation: Nous surnoterons d’un indice entre paranthéses les coefficients se rapportant a un satellite.

(k)

Par exemple J; ’ désigne le coefficient Jo du satellite Py.
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Py, dont les angles d’Euler (¢, I}, x;) sont rapportés au repere d’axes de directions fixes
(P, x,y,z) (voir la figure 1.3).

L
repére I, =4
principal |
d axesfixes y y—y
Po
X=X
X

FiG. 1.3 — Repére équatorial d’un satellite P, rapporté au repére d’axes de directions fizes
(Po,x,y,2).

Pour obtenir 'expression de V,U;; dans le repere initial centré sur le corps Fy, il suffit de
(1) (2)
Ul Ul
substituer formellement dans les expressions de —£2- et —E0 les coordonnées (x, yx, 25 ) par
Ok O TR

(vp — @1, Yp — Y1, 2k — 21) et les angles (¢, I, x) par (¢, I;, x1). Dans le cas de A et C le chan-
gement de coordonnées revient simplement a remplacer (zx, yx, zx) par (—Tx, —Yk, —2k)-
Il va de soi que doivent étre également remplacées les valeurs du rayon équatorial et des
coefficients d’aplatissement par celles relatives a chaque satellite.

Au final, nous obtenons pour équation différentielle associée au ieme corps P; I'expres-
sion

I'Z = —G(mo —|— mz) (I‘_;

K3

— ViUp + V0U05>

+ ZGm]<T ViU + Vil —

J=1j#1

——I-v]‘U]{) —V0U0j> (1.19)
J

[écriture explicite de I’équation (1.19) est tres lourde; en pratique on pourra se restreindre
aux premieres valeurs de n et p pour les coefficients JU) et cg;) représentant "aplatissement
des satellites, cela d’autant plus que tres peu d’entre eux sont encore connus. En effet, a
I’exception de la Lune, seules les valeurs des coefficients (les plus importants) Jz(k) et 0(2];)
des satellites (voir la remarque 2 a suivre) ont été estimées par 1’observation des trajectoires
des sondes spatiales.
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D’autres simplifications sont sans doute possibles telle celle de ne pas considérer les

(5) 50 k)

perturbations indirectes (satellites-planete) faisant intervenir les termes en J5 7, J,", Jg™,
voire méme en Jz(k). Certes ces perturbations sont des forces d’aplatissement supplémen-

taires, mais sont aussi en facteur des rayons équatoriaux des satellites élevés au carré ou

(k) yn
(Er )" avec n > 2. Ces termes sont donc encore plus petits que

plus exactement du rapport =%
.

!
les forces d’aplatissement supplémentaires liées a 1’aplatissement du corps central. Toute-
fois, nous conserverons tous ces termes étant donné qu’ils sont nécessaires a la conservation

des intégrales premieres du systeme (voir la section 1.6 page 40).

Remarque 1: Dans I’hypothese ou les satellites gardent un axe de rotation parallele a
celui du corps central (ce qui est vérifié pour la plupart des satellites proches de leur
planete), il existe une méthode tres simple pour prendre en compte ’aplatissement polaire
des satellites (coefficients Jék)), sans a avoir recours aux équations précédentes. En effet,
rappelons que la fonction perturbatrice associée a 1’aplatissement polaire du corps central
et de 'un de ses satellites P; a pour expression la somme qui suit

(B _ L (EFym _
Uit Ui = = D0 P eingn) - 3 e, sineh) (120
n=2 k m=2 k

En remarquant que dans le cas ou les poles nord de rotation demeurent paralleles, il vient
Iégalité ¢, = —@k, nous avons alors par imparité de la fonction sinus et propriété des
polynomes de Legendre

o] n EN P
U+ Usip ==Y (51)1 Fo(sin é) (Jn +(=1)" <§> Jg’ﬂ) (1.21)

n=2 k

Si les perturbations mutuelles satellite aplati-satellite aplati restent négligeables, il suffit
de modifier les valeurs des coefficients J,, du corps central en conséquence.

Par ailleurs, nous pouvons en déduire que lors de 1’ajustement aux observations, les co-
efficients J,, seront corrélés aux valeurs des coefficients Jék), si I’aplatissement polaire des
satellites n’est pas pris en compte. Ainsi, si I’on désire utiliser les valeurs d’aplatissement
JI) issues des sondes spatiales, il est nécessaire d’effectuer les corrections conséquentes.

FExemple: Dans 'hypothese d’axes de rotation paralleles, pour tenir compte dans une
intégration numérique de effet satellite aplati-planéte ponctuelle induit par un coefficient
Jz(k), il n’y a qu’a remplacer la valeur du coefficient J5 du corps central par la nouvelle valeur
(J2 + (g—f)zjz(k)), lors de I'intégration du satellite considéré comme aplati. De méme pour
une théorie analytique, il suffira de modifier les valeurs du coefficient .J; dans I'expression
des séries analytiques.
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(%) (%)

Remarque 2: Les coefficients ¢;, et s5, caractérisent 'ellipticité équatoriale des satel-
lites. Généralement le repere de référence pour définir ces derniers a pour direction les
axes principaux d’inertie du satellite. La déformation équatoriale, possédant une symétrie
(jusqu’a une certaine précision) par rapport a I'un des axes d’inertie, se traduit alors par
(k)

la nullité des coefficients 3(2];). Ainsi, pour les satellites galiléens, seuls les coefficients ¢,

seront a considérer.

1.3.2 Rotation des corps autour de leur centre de masse

Le systeme (1.1) est incomplet des lors que les angles d’Euler (1, I, x) et (¢x, Ir, X&)1<k<n’
ne sont pas contraints a rester fixes (précession et rotation diurne des corps).
Afin d’appréhender 1’évolution des corps autour de leur centre de masse, il convient de faire
intervenir les différents moments présent dans le systeme.
Soit (O, x,y,z) un repere inertiel noté R, et soit (; le centre de masse d’un corps P; fixé,

nous avons |’égalité

dMg,(P;)

G~ Kalr) (1.22)

ou Mg, (P) et K¢, (F;) sont repectivement le moment cinétique en G; du corps P; et le
moment en (; des forces extérieures a F..

P>
X
repére .
repere
inertiel P
tournant
R
y
0
X
Pj
X
P1
X

Fi1G. 1.4 — Repére inertiel R et repére tournant R..

Notons R/ le repere d’axes tournant dirigés selon les axes principaux du corps P;, et centré

32



sur G (voir figure (1.4)), le premier membre de I’équation (1.22) devient alors

dMe, (F;) _ dMg, (F;) + Q% Mg (P) (1.23)
dt R dt R

ou € est le vecteur rotation instantanée du corps P;. De part le choix du repere R! (axes
confondus avec les axes principaux), le moment Mg, (P;) peut s’écrire de fagon condensée
sous la forme Mg, (P;) =18, ou I = (A, B,C) désigne la matrice principale d’inertie
du corps P;. En combinant les équations précédentes, on obtient alors I’équation suivante
appelée équation d’Euler

IO + QOxI1Q=Kg(P) (1.24)
Celle-ci peut encore étre réécrite en coordonnées cartésiennes sous la forme

AQI —|— (C - B)Q2Q3 - ([(Gl‘)l
BQQ —|— (A - C)Qng - ([(Gi)Q (125)
CQg —|— (B - A)Q1Q2 — ([(G,')S

Par définition de K¢, (F;), nous avons en notant R un point quelconque de P; 1’égalité

K, (P) = / G:E x dF(R) (1.26)
P;
Le second membre est assez délicat a calculer dans la mesure ou les forces extérieures
proviennent de corps non ponctuels. En effet, il s’agit la d’une intégrale de volume double.
Afin de contourner ce probleme nous allons nous contenter de traiter cette équation dans
le cas ou tous les autres corps (a I'exception du satellite considéré) sont modélisés comme
ponctuels.

La somme des moments des forces extérieures dans tout systeme fermé étant nulle, nous
avons alors 1’égalité

N
KG,(PZ) = — Z GZ[:'] X F]‘ (127)
i#1,§=0

(1)

Le calcul explicite du second membre dans le cas des termes (Jz(i), Cys) est donné dans la
proposition suivante?.

Proposition 3 Soient N-corps ponctuels P; et un corps non ponctuel P;, le moment dy-
namique Ke,(P;) du corps P; pris au centre de masse G; de ce dernier a pour expression

N N
Ko (P)=A+ Y Y WXM (1.28)

. ‘. . . L
J=0,5#1 k=0,k#1,k#] J

gt ; , c N . '
4. Nous noterons par ;' la coordonnée v du corps F; rapportée au repere équatorial du corps FP; et
centré sur celui-ci.
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avec pour coordonnées du vecteur A les expressions

A = EN MS?’(EW) cos qb; sin qb; sin )\é {Jz(i) — QC(Qi)}

ji=0 T T
mimg3(Ey ) i i o[ qG i
A = TN, _%ms ¢’ sin @' cos N, {ng | q (1.29)
As = erm:o CM’MTJ%WC(QZQ) cos? qb; sin 2)\2
ig

DEMONSTRATION: -En partant de |'expression vectorielle (1.27) du moment dynamique K¢, (P;), nous
avons encore

N N
Ka,(P)=— > GiPx |FutFyt > Fy (1.30)

J#4,j=0 k=0kZi,k#]

que I'on peut simplifier en remarquant que le premier produit vectoriel est nul, et reécrire sous la forme

N N —  Gm;miP. P
KG,(PZ') = Z e Fj X Gm]mZV]Uﬁ + Z GZ'P]' X % (131)
#i,5=0 k=0,k#i,k#] Tk
avec
(B})° (3.5 1 oo G i
Uy = ? _Jz( ) 551112 ¢% — 3 + 3(1 — sin? ¢])C(22) cos 27; (1.32)

ol (735, o5, /\;) sont les coordonnées sphériques du corps P; rapportées dans le repére tournant RY.

Afin d’obtenir une expression complétement explicite, nous devons développer le premier terme Je I"équation
(1.31). Pour cela, séparons comme dans la sous-section 1.2.2 le potentiel Uy en deux parties distinctes U}Zl) et

(2)
Uy’
Il vient alors apres calculs pour les trois composantes du gradient de Uj(il)

an(il) _ (ET)2J2(Z)3$;/ ?SiHZ ¢Z _ l
31‘;’ o rf’j 2 72
outl (B2 030 (5, 1
7t r 2 J s 2 g
’ — Z A 1.
an(il) _ (ET)2J2(Z)3Z;/ ?SiHZ ¢Z _ §
32}’ o rf’j 2 )

Calculons maintenant les trois composantes du gradient de U(}), il vient
p g 7

U R P .  2cos? ¢l sin 2\i sin? A
T = 3(E)%) | =L (5sin® ¢f — 3) cos 27 i Rl
81,}/ ( r) Cag r?j ( sin ¢] )COS J + r?j@/?
3U£52) oo |y ) , - 2cos® ¢k sin 2X% cos? AL
33}»’ = S(Eﬁ)zc(zz) r—‘é (5 sin? ¢% — 3) cos 2A; — 2 o7 2 2 (1.34)
J ¥ L)
3Uj(52) (Ef;)215c(222 cos 2/\3 TR
Er e =y sin ¢ cos” ¢
J ij
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En remarquant que nous avons
(1) (1)
z’/aUﬁ z’/aUﬁ

Yoy T o

=0 (1.35)

la premiére partie de la troisitme composante du moment dynamique est simplement

N Gmiij(Ef;)zc(;z) cos? (b; sin 2/\3

As= > 2 (1.36)

L r;
J#4,j=0 K

L'expression de la premiére partie des deux autres composantes est un peu plus longue a obtenir, et vaut

N ; ir i (i)
Gm;m;3(E)? 24T i S
A = Z m n:j{y( D) Y - 2 —26(22) cos ;»z}/sm/\;»] (1.37)
J#i,§=0 g &
N i irir 7(8)
Gm;m:3(EL)?2 | «¥2Y ; o ,
A, = Z — mﬂ:jg( ) J 7‘3”2 —|—26(22)COS }z}/cos/\;» (1.38)
J#1,j=0 i E

D'ol aprés quelques simplifications supplémentaires les équations (1.28) et (1.29).

O

Nous allons a présent retrouver l'orientation du corps P, dans l'espace, a partir de
I’évolution du vecteur €. Pour cela utilisons les angles d’Euler (1, [, xi) qui permettent
de définir l'orientation de P; par rapport au repere (G, x,y,z) d’axes de directions fixes

(voir figure (1.5)).

F1G. 1.5 = Les trois angles d’FEuler notés (1;, I;, \i).

Cherchons donc les équations d’évolution des angles d’Euler. On montre aisément (par
projection) que ces angles sont reliés & ) par le systeme

Q, = ;/)Z sin [;sin x; + [Z COS Xi
Qy, = ;/)Z sin 1; cos x; — I sin Yi (1.39)
Qs = 4bcos I +
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Par combinaisons linéaires on peut inverser le systeme précédent, nous obtenons alors

: Ql sin Xi + Q2 COS X;
(CES .
sin I;
['Z' = ycosy; — Qysiny; (1.40)
i = $3— @/}Z cos I;
Apres différentiation du systeme (1.40), il vient finalement
¢ B 0, sin y; + 0, cos i+ L(Xz — ;/)Z cos [;)
o sin [;
I = Qycos; — Qysinx; — \gthisin [; (1.41)
Xz - Q3 - 77/)2 COs [Z' + @/JZ[Z sin [Z'

Pour avoir une écriture en fonction uniquement des angles d’Euler, il reste a exprimer
Q) comme fonction de © et K par 1’égalité (1.24) et enfin a remplacer les composantes de
Q) par les égalités du systeme (1.39).

1.3.3 Précession et rotation du corps central

Pour les satellites naturels des grosses planetes, le corps central est a composante es-
sentiellement gazeuse. Il est donc exclu d’utiliser les équations précédentes (valables pour
un corps solide non déformable), afin d’intégrer la rotation et la précession de celui-ci.
Nous allons plutot reprendre les résultats présentés dans [11] ou plus récemment dans [31],
et qui donnent explicitement comme fonction du temps I'expression des angles d’Euler jo-
vien.

Ainsi, I’évolution du poéle de rotation jovien et du méridien origine pour I’équinoxe J2000
a I’époque J2000.0 est donnée par les égalités (exprimées en degrés)

ap = 268.05 — 0.009T
§o = 64.49 + 0.003T (1.42)
W = 284.95 4 870.536642d

ou T désigne la date en siecle julien de 36525 jours et d la date en jours juliens a partir de
I’époque standard du 1.5 janvier 2000.

Le systeme (1.42) est ainsi directement exploitable et reste relié aux variables de notre
systeme par les relations I = 90° — §g et b = g + 90°.
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z’;”l (t)

xA .
X .

~

X

X

F1G. 1.6 — Repére équatorial du corps central Py précessant et tournant, noté (Po, x',y’, z").

1.4 Potentiel gravitationnel induit par les anneaux du
corps central

Les planetes gazeuses du systeme solaire sont entourées d’anneaux. Nous allons dans
cette section développer le potentiel gravitationnel associé a ces derniers. Quoique le corps
de référence soit le corps central, ce qui va suivre est bien évidemment généralisable pour un
corps quelconque. Nous développons ici le potentiel gravitationnel d’un anneau s’exercant
sur un satellite. Cet anneau sera considéré de densité surfacique o constante.

FiG. 1.7 — Les anneaux de Jupiter observés par la sonde Galileo lors d’une éclipse de Soleil.

On considere une couronne C centrée sur le corps Fp, d’épaisseur négligeable, de densité
surfacique supposée constante o et de masse totale m 4. Le centre de masse de la couronne
sera, donc confondu avec la position du corps Fy. Nous noterons par [; et [, les rayons
internes et externes de cette couronne.
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Aj

Fic. 1.8 — Attraction exercée sur un corps P; par un élément infinitésimal de "anneau.

Nous savons alors que le potentiel gravitationnel de C (comme de tout solide dont le centre
de masse est Fy) qui s’exerce sur un quelconque corps P; est donné par

, = Cmima [1 -y I 5 p (sin @)] (1.43)
T

. n
T n=2 4

ou (r;, ¢s, A;) sont les coordonnées sphériques de P; (la longitude A; n’apparaissant pas pour

des raisons de symétrie). Rappelons que les coefficients J sont définis par

1
JA = ~ //rmPn(cos @ )dm (1.44)
mAl2 I
ou cette fois (r/,¢', \') sont les coordonnées sphériques d’un élément infinitésimal quel-
conque de masse dm de la couronne. C étant supposée infiniment mince, il est clair que
;o i i . (4)
¢ =0, et donc si n est impair nous avons J; ' = 0.
Si n est pair, on a alors par définition des polynomes de Legendre

(2n —n)!
20 n — 3)!

P.(0) = (=1)% (1.45)

et donc en posant n = 2p

—1)P*+1.3.5...(2p — 1 b
JQ(?) = ( )2 (2p )27'['0'/ p2tL gyt (1.46)
mal??  2.4.6...(2p) L

soit encore apres intégration

1.3.5...(2p — 1)(12+% — [2+2)

J(A) — (—1)PtL
=1 137 2.4.6..2p(p + 1)(12 - 12)

2p

(1.47)
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D’ou finalement pour expression du potentiel gravitationnel d’un anneau

Gmima S 1.3.5...(2p—1) [2PF2 _ p2p+2 ‘
Uy=—""=1|1— _ 1)t - 2 P ki, e
) " pz:;( ) T?p 2.4.6...(2p) (p+1)(15 1) 2p(51D ;) ( )

Regardons l'ordre de grandeur du premier coefficient Jz(;l). Celui-ci est égal a

1 B
I | (1.49)
4 2

et donc de 'ordre de 1'unité. S’il est clair que I'on ne peut se contenter d’ajouter la masse
des anneaux dans celle de Py (cela revient a négliger tous les coefficients Jz(;l)), on peut
en revanche si l'inclinaison des anneaux sur le plan équatorial de Py est nulle (ce qui
est généralement le cas), prendre en compte completement le potentiel U4 en rentrant
en plus de la masse des anneaux les coefficients JQ(?) dans les coefficients du potentiel
d’aplatissement de Fy. Cela vient a remplacer ’ancienne valeur du .J; jovien par la nouvelle

2
valeur %JQ + T:l_? <é_2r> Jz(A)-

Remarque 3: Comme dans le cas de "aplatissement des satellites, il est utile de considérer
la masse des anneaux, dans la mesure ou les sondes spatiales peuvent éventuellement fournir
la masse des planetes sans ceux-ci.

Remarque j: Cette modélisation reste tres partielle étant donné que les anneaux sont ici
considérés comme une couronne (parfaitement circulaire) et de densité surfacique constante.
En particulier, on néglige la présence de zones dans le disque plus denses que d’autres.

1.5 Prise en compte de la relativité générale

Pour finir, nous présentons les corrections a apporter pour introduire les effets relati-
vistes. Cette section est fortement inspirée de [18]. On part de I’équation du probleme des
N-corps, développée dans un repere galiléen en formulation relativiste, donnée par W. De
Sitter

. r; —1; G? r; —1; G? r; —1; G? r; —1;
¥, = —Zij ! 3 J —1—2 —Zmimj%—l—élz —mimy 23 4 Z —mmy 23 J
. 7“2»]» — C 7“2»]» * C rijrik . C rijrjk
J#i J#i k#1 k#j k#i
4G ) v—1r; TG i 3G ) Y — I
+ o mylt e (- ry) ) 32T ey (ri =) =3 (1.50)

ij

G ) . . . .
+ goamyl2r + 3(F; ‘) — At — 1) — Fj - (rj — 1) = }
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ou c est la vitesse de la lumiere et n;; est le rayon vecteur unitaire de direction P; F;, soit
Lo LTty
nij = =
Dans le cas du systeme satellitaire jovien, nous pouvons nous limiter aux termes relati-
vistes faisant intervenir exclusivement la masse de Jupiter. En particulier nous négligeons
les effets relativistes solaires ou d’un satellite sur un autre.
Nous obtenons ainsi pour un satellite P;, I’équation

.- _ r; — I‘j G2 2 r; —Ip 4G . I‘Z — I"o 7G .I"o
J#
3G . I"Z' —r G . . . . . r, —r
—-mo[to - (r; —1o)]—3 4 ——mo[21; + 3(ro ‘ni0)% — 4(¥; — ) — Fo - (ro — I‘Z')]TO
c i 2¢ T3

et pour le corps central

. o —r;
Fo+ Y Gmy———2L =0 (1.52)
J#0 0J
ce qui revient a dire que Jupiter ne ressent pas son propre effet relativiste.

Le résultat de I’équation (1.52) permet de simplifier I’équation (1.51).
Il vient

. r; — T G? ,ri—ro Gmg ) ) ) ) 3. 9
r, = - jéﬂ Gmy 7”?]' + 46—2m0 T + =ps [4%; - ny0 — 31g - Dol — Tp + 5(1‘0 M) Mg
G ) ) ..
— 627;120 [I‘ZZ + 212 — 4 ~I‘0] n;o (1.53)

10

Nous avons donc en tenant compte des effets de la relativité générale, dans un repere
jovicentrique, 'expression finale

2N . . - G2 2 G . . .
OFP, —OF, — OR(NBM) =4 02:;0 n; 027:20 [4(1'2' ng) ¥ — 1 ni} (1.54)

1.6 Intégrale de ’énergie

Nous aurons a nous servir d’'une intégrale premiere du systeme, afin de pouvoir controler
la fiabilité de notre intégrateur numérique. Cela n’a de sens que sur un systeme dynami-
quement complet. En particulier, l'intégrale premiere ne sera pas conservée sur un systeme
auquel des forces seront prises en compte de maniere incomplete. Nous avons choisi d’étu-
dier la conservation de I’énergie mécanique du systeme.

En conservant les notations des sections précédentes et en notant M la somme des masses
du systeme, nous avons la proposition qui suit

Proposition 4 L’intégrale de l’énergic E/ d'un systéeme constitué de N + 1-corps non
ponctuels, dans un repere d’axes fixes centré sur ['un des corps s’écrit

N N 2
1 . ) Tall N 1 .
E=) B <mir? + A0 4+ BOAP? 4 ¢ )Qg)2> — o ( > mﬂ'i) — U = h (1.55)
=1 -
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ou U est le potentiel gravitationnel du systeme et h une constante.

DEMONSTRATION: -En vertu du théoréme de I'énergie cinétique (dans le cas des systémes conservatifs),
nous avons dans un repére galiléen I'égalité E. = U + cste avec par définition de |'énergie cinétique

N
Ee=) 3 (WOFZ +AOQ? 4 pQ? 4 o mgﬂ) (1.56)
7=0

On a en décomposant |'égalité précédente

5 L 07” = Lm0’ 43 L 0P
;EmiO D= 5moOR +;§mi0 ; (1.57)

Considérons a présent que l'origine O est le barycentre du systéme. Cela n'affecte en rien le caractére général
de la formulation, dans la mesure ou nous allons nous ramener uniquement a des coordonnées relatives au corps
Py. En utilisant |'égalité vectorielle O—P/: =0PFP + m, et en posant pour somme des masses M = Zj\io ms,
nous pouvons écrire

N . N
MOP; = - mir; et MOPo=—> mi; (1.58)
i=1 3

Nous avons alors en reprenant |'équation (1.57)

N 1 ?2 1 2 N 1 N
;57712'0 A §MOP0 —|—;§mlrl —I—;mZOPO r;
N
1 ., 1 52
= ;imirl —§MOP0

Et finalement

N L2 Ny Al 2

D'ou le résultat annoncé.

i
Pour obtenir une expression completement explicite, il reste a exprimer le potentiel gravi-
tationnel du systeme qui changera suivant les perturbations incluses dans la modélisation.
Soit le modele général constitué de NV +1-corps non ponctuels auxquels on associera 1’équa-
tion différentielle (1.19), nous avons par exemple comme potentiel en négligeant les termes
B et C de la page 29 (équations 1.17 et 1.18) 1’égalité

ol 1 NoL N Gmka
=1

1=1 k=i+1
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Dans cette derniere expression il reste a exprimer Uy, que nous obtenons facilement en
exprimant les polynémes de Legendre

 _ (B3 o 1\ (B)s (5 5 3
Uﬂj = 3 28111 o 5 = 25111 o; QquSZ
(Er)4j4 35 -4 . 15 .92 . 3
5 3 sin”™ ¢; 7 sin b + 9
(B)%Js (231 4 315, 105 ., 5
. 16 Sin” ¢; 16 sin™ ¢; + 16 sin” ¢; 16
E,)? . .
U;g) = ( r3) (3 — 3sin? (bl) [caz cos 2(A; — X) + s228in2(A; — X)]
avec Uy = U;}) + U;?) et ou on aura remplacer les expressions sin ¢; et A; par les égalités
!
. Z;
sing; = —
i
(1.61)
!
tan \; = y—Z/
X5

De méme pourra-t’on écrire le potentiel Ug;, en réutilisant ce qui a été dit a la page 30.
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Chapitre 2

Estimation des Perturbations
Généralement Négligées

Dans ce chapitre, nous supposerons connues du lecteur les bases de la théorie des pertur-
bations et du développement de la fonction perturbatrice. A ce sujet on pourra consulter [15].
Nous allons présenter ici une estimation analytique de Ueffet principal a attendre des perturba-
tions généralement négligées, et considérées dans le chapitre précédent, en développant quelques
exemples. Celles-ci seront développées en fonction des éléments d’orbite osculateurs, dans un
repere équatorial planétocentrique. Nous ramenerons l'étude de ces perturbations au calcul des
termes séculaires de la fonction perturbatrice moyennée. Toutefois la considération de la libration
laplacienne ne peut étre mise a ’écart, dans la mesure ou elle fait intervenir des modifications
importantes sur les termes séculaires. Enfin, nous nous attarderons quelque peu sur le cas des
résonances spin-orbite qui réclament une attention particuliere.

2.1 Influence principale

Les perturbations étudiées dans ce chapitre sont bien plus faibles que les perturba-

tions classiques, telles que les perturbations entre satellites ponctuels et 'influence directe
de 'aplatissement du corps central. En effet, ces premieres comportent en facteur un ou
plusieurs coefficients de valeur faible, de 'ordre du produit de la masse de deux satellites
(perturbation d’ordre 2). Nous pouvons donc pour ces raisons nous limiter a ’étude de
I’effet principal de ces perturbations.
Par ailleurs, nous avions dans le chapitre précédent sorti des potentiels les masses des corps,
et ce afin de mettre en évidence les ordres de grandeur des perturbations. Désormais, nous
appellerons fonction perturbatrice (que nous noterons R) I'expression du potentiel en y
incluant les dites masses.
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Soit R(a;, €, I;,w;, Q;, L;) une fonction perturbatrice induite par 'aplatissement d’un
corps, nous noterons' R = R(a;, €, [;,—,—,—) le potentiel perturbateur moyenné sur le
temps, c’est a dire ou chacune des variables est ramenée a son expression moyenne au cours

du temps. Ainsi R ne contient plus de termes périodiques et est exclusivement fonction des
variables métriques.

En reprenant les équations de Lagrange que 1’on pourra trouver par exemple dans [15],
il vient

da;

a -

de;

% - 0

dT;

a -

dw; 1 (¢;0R  cosl; OR (2.1)
dt — wa (E_z' 02 Gisin; G_E)

aQ; 1 IR

dt - ﬁﬁf% sin TZ 8—72'_ B

dL; 2 OR | ¢i(1-¢;) OR 1—cosl; OR
@ = " mamom mare; 0e  maidsinl; 01,

Ces équations étant linéaires par rapport a K, nous pouvons donc nous restreindre a 1’étude

d’un seul potentiel.
[intégration du systeme (2.1) a pour solution immédiate

a; o
€; = €p
I, = Ty
5 = —o (@85%—&8—_]%)-t+@0
Tiotyy \ €0 0€ ¢y sin Lo O1; (2.2)
— 1 OR —
Qi - 5 = = -1 -I— QiO
0 D0 8in Lo O1;
- 2 OR ¢4(1— ) IR 1—cosl; JR -
Li = |mo— == —_+M—_+__2— = — | -t+ Ly
Miot0 0a; Miol€io J€  Tigarygsin Ly 01,

ou l'indice 0 dénote les constantes d’intégration.

On constate que seules les variables angulaires varient, les variables métriques restant
constantes (et égales a leur valeur moyennée dans le temps). Les variables angulaires, elles,
contiennent une composante séculaire supplémentaire. Celle-ci a pour effet de modifier tres

1. Notation: Attention, dans ce nouveau chapitre nous surnoterons par une barre une variable pour
désigner sa valeur moyennée. En particulier, cette notation est a écarter de toute notion d’aplatissement
et représentée par une barre sur un indice.
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légerement les vitesses de rotation de ces mémes variables.
On écrira dans la suite la solution (2.2) également sous la forme

a; = ap

€ = €

T = To

b, = Ab; + Wi (2:3)
Qo= AQ+ Qo

L AL; + Ly

L’influence moyenne des perturbations généralement négligées (en fait d’'une perturba-
tion en générale), se ramene donc essentiellement aux différences angulaires Aw;, AQ; et
AL; linéaires en temps. Par ailleurs, le signe de ces quantités sera important étant donné
qu’il déterminera si les perturbations étudiées s’ajoutent les unes aux autres ou ont, au
contraire, tendance a s’annuler.

2.1.1 Calcul des termes séculaires a 'ordre 1

2 issus du coef-

Comme premier exemple nous allons développer les termes séculaires
ficient JQ(Z) des satellites. Posons «; I'une quelconque des coordonnées de P; et 4 l'une

quelconque des coordonnées de Py ramenée au repere centré sur F;. En particulier nous

avons v, = —v;. Nous pouvons alors écrire la suite d’égalités suivante
i i i Zal
Vol(vg) = (89,5 B(%)) = (03 B(vi(10))) = | 9y R(vi) - i) = —ViR(v;)
0
Soit le potentiel perturbateur R;5, nous avons alors en utilisant 1’égalité générale précé-
demment démontrée VoR = —V,; R I'expression suivante?
et donc

_ Gmo(ED?JS) Py(sin ¢})

R{() = T3 (25)
ot Py(sin ) = %sim2 & — % Le potentiel R;5 se réécrit encore sous la forme
o Gmo(E)2J9 (3sin? ¢! — 1) [a;\’ y

2. 11 ’agit 1a des termes séculaires calculés a ’ordre un des petits parameétres représentatifs des perturba-

tions (coefficients Ja, Jz(k), etc...). Nous continuerons toutefois & les appeler simplement termes séculaires.
3. Nous avons volontairement omis la masse m; dans cette expression étant donné qu’elle provient d’une
perturbation d’un ordre plus élevé comme force d’aplatissement supplémentaire (du satellite lui-méme).
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Considérons le terme sin? ¢}, nous avons en supposant que I'orientation du péle nord de
rotation du satellite soit identique & celui de la planéte (voir la figure 2.1) 1’égalité sin ¢ =
sin(—¢;), et donc en utilisant les relations de trigonométrie sphérique

: 1— 2w; + 2v;
sin ¢ = sin® I; - cos(2wi + 2vi)

(2.7)

2

FIG. 2.1 — Relation entre la latitude du corps central ¢l et les angles w;, vy, I;.

3 3
Par ailleurs, rappelons que les expressions de <%> cos 2v; et <%> sin 2v; sont 2w —périodiques

7 7

par rapport a l’anomalie moyenne M;, et donc développables en série de Fourier. Il vient
finalement apres calculs pour I'expression du potentiel moyenné

. Ei 2 7(7) 1 _ 3
Rg = M (§ _ %Sinz [Z,) (1 _ g?)_i (2_8)

Calculons donc les termes séculaires associés, il vient pour les dérivées partielles par rapport
aux variables métriques

o Ez 2 (2) 1 _ 3
65@0 - _3Gm0(_47°) & (5 - %sinQ L») (1-&)°=
a; a;
D Ez 2 (2) 1 _ 5
8;}0 _ 3Gm0(_ 7,) J2 (_ _ ZSiHQ [2> (1 _ E?)_5E¢ (29)
€ a;
IR _3Gm0(Ei)2J2(i)

_ cos [;sin I;(1 —E?)_%

oI, 2a?
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Il vient alors, en utilisant ’approximation nyas, &~ Gmg et les équations du systeme (2.2)

3ﬁi0(Ei)2J2(i) (4 — 5sin” I,0)

AT =
N 1, (1 -2
= 3o E2 I cos T,
AQ = — o _7’2) : o (2.10)
2a, ' (1 - eio)
AT, — 3ﬁi0(E£2))2J2(2) 1 _L B cos_[io B sin? T (3 N _i)] »
aindi0 2 9y 200 4 Pio

Nous remarquons que AL; est positif, le méme résultat étant vérifié pour la perturba-
tion (ordre 1) induite par le J; du corps central, cela est bien en accord avec le fait (voir la
remarque 1 de la page 31) que I'aplatissement d’un satellite représenté par un JQ(Z) revient
en premiere approximation a augmenter le J; du corps central.

Regardons a présent en deuxieme exemple, les termes séculaires issus des forces d’apla-
tissement supplémentaires. Rappelons que celles-ci ont pour expression (voir 1’équation

(1.3))

N
GmZVZUm + Z Gm]v]U]{) (2.11)
J=1 g
Calculons le potentiel associé, en nous limitant au coefficient J, du corps central. Pour cela

nous devons transformer le V; en V; dans la sommation sur I'indice j (partie indirecte des
forces d’aplatissement supplémentaires). Il vient

Gm i (EN?Jy(2sin? ¢, — L
Gm%%:%<-W()ifn%2U (2.12)
J
Le gradient a pour expression
OR 3v. 1522,
0 2 J 3
— P~ _Gmi(EN, [ =L -
Ox; mi(Er)" (27“]5 27“]7 )
OR. 3y,  15z%y;
70 2 Yj Y
— = —Gm(E)" )| == — 2.13
vy, mi(Er)" )2 (27“]5 2r} > (2.13)
OR.; 9z 1523
70 2 J J
= —Gm;(E.) Sy | —= —
0z; mi(Er) e (27“]5 2r} )
On en déduit le potentiel
3 1522 322,
= — (E.)? — — — L )y -1, et 2.14
R = —Gmy( H%Q@ M)rm+@] (2.14)
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Le potentiel total Rras associé aux forces d’aplatissement supplémentaires est donc

GmZ(ET)2J2(% sin2 sz — %)
Rpas = — 3

N .
N Z _ij(E,,)ZJg[(% — % sin® ¢; )rir; cos Bi; + 32;2]

": (2.15)
j=1,%i J

ou (3;; est 'angle entre les directions Py/P; et Fy/P;. En nous limitant au premier terme,
nous avons

) 7 Er 2 . - 1

On en déduit aisément les termes séculaires induit par ce potentiel, a partir de ceux déja
développés pour le JQ(Z) des satellites. Il vient

. 2 _ 1277,
Az — 3Gm_2(lz;) Jy (4 5si12q 1) o
Aot (1—25)*
. 2 T.
AT, — _3Gmy(E,)"Jy  cos o (2.17)

2@05?0 (1 - E?O)Z

— 3Gmo(E)% T, [1 1 1; in1; 5
mo( L)) cos o sin 0<3+__>}‘t

AL; = —————|z+=————
ﬁioa%qbfo 2 9y 2¢;0 4

10

Bien évidemment les signes des termes séculaires ainsi trouvés sont identiques a ceux
trouvés pour la perturbation du J{ des satellites. Les deux effets vont donc s’ajouter.
2

2.1.2 Effet de la résonance laplacienne

Rappelons que dans le systeme galiléen, les longitudes des satellites sont reliées par
I’égalité (résonance laplacienne)

Ll — 3L2 + 2L3 =74 Oé(t) (218)
avec limp__, % f_TT a(t)dt = 0, égalité que 'on peut encore écrire sous la forme

ou N; désigne le moyen mouvement moyen du satellite :.

Cette résonance doit étre prise en considération pour pouvoir appréhender convenablement
I'introduction de toute nouvelle perturbation dans le systeme. En effet, nous avons vu que
I’effet principal d’une perturbation consiste en ’ajout de nouveaux termes séculaires dans
les variables angulaires. En particulier les longitudes de chacun des satellites se voient
alors évoluer a des fréquences légerement différentes. Prenons pour exemple I'introduction
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de 'aplatissement des satellites. Faisons comme premiere approximation que seul 1’apla-
tissement de lo (coefficient Jz(l)) est influent. Comme nous ’avons vu précédemment, la
longitude de lo évolue désormais a une fréquence légerement plus élevée Ni = Ni(1 + ¢)
tandis que les autres valeurs Ny et N3 restent inchangées. L’égalité (2.19) n’est donc for-
mellement plus vérifiée. En réalité, la stabilité de la résonance va modifier I’ensemble des
moyens mouvements des satellites résonants, de sorte que la relation (2.19) soit maintenues,
plus exactement nous aurons I’égalité Ny —3NJ 4+ 2N = 0. Le nouveau moyen mouvement
moyen N sera donc bien augmenté par rapport a N; mais en proportion moindre que
prévu. De plus, V) sera augmenté tandis que N} sera diminué. L’amplitude et la fréquence
de la libration laplacienne (le terme principal dans «(t)) vont étre également modifiés.

La quantification précise de ces changement va étre réalisée numériquement dans le chapitre

3.

2.2 Un cas intéressant: les résonances spin-orbite

Comme troisieme exemple de calcul des termes séculaires, nous allons regarder le po-
tentiel R;5 induit par le bourrelet équatorial des satellites. Soit le potentiel perturbateur
R;5 suivant
B Gmo(E)*3 cos? qbéc(zg)

3
r;

R cos(2\}) (2.20)
Nous supposerons de plus que le satellite est en résonance spin-orbite. Ce cas est parti-
culierement intéressant dans la mesure ou le terme séculaire de cette perturbation a en
plus de son effet linéaire (comme fonction du temps) une composante sinusoidale via la
libration en rotation du satellite considéré. Ceci se répercute alors sur la longitude par un
terme An; qui n’est plus constant. En particulier cet effet ne pourra pas étre absorbé dans
la valeur initiale des demi-grands axes, via la méthode présentée dans la section suivante.
Mais commencons tout d’abord par calculer le terme séculaire issu de cette perturbation
dans le cas d’une résonance spin-orbite eracte, c’est a dire ott A = 0 pour toutes les valeurs
du temps.

2.2.1 Forcgage exact
(v)

On considere un satellite non ponctuel, caractérisé par le terme tesséral c;,, dont la
longitude du premier axe principal est nulle pour toute valeur du temps. Ainsi, on a ’égalité

Ay = 0 et le potentiel perturbateur Ry est réduit a

_ Gmg(E!)?3 cos? qbéc%)

R = (2.21)
Le potentiel moyenné associé R; vaut alors
— Gmo(EH?3c) T
Riﬁ = mO(_;’) Cy (1 o E?)—3/2 (1 _ 5 Siﬂ2 [2> (222)
a;
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Calculons les dérivées partielles par rapport aux variables (a;,€;, [;), on a

6@6 _ _9Gm0(Ei)zc_gij)(1 — (L I;

0a; @ .

ORy 9Gm0(Ei)20(22§)Ei Lin?T

gm — @a_apr |l -
0T 3Cmo(Bi)PeS)(1 —e2)~)2

= — sin I; cos I;

ol a’

La variation séculaire sur la longitude moyenne induite par le potentiel R;y vaut donc (en
reprenant les équations de Lagrange)

— 2 ORg . ¢i(l— di) ORy 1—coslip ORg
ALZ — (__ ~ _20 + qbzg( — _qsz) _20 + _COS‘ 0_ _20) ot (224)
Mot 0a; Nioln€io € Ti0Gay by sin 19 D1
soit encore de fagon plus explicite, en utilisant ’approximation nia; ~ Gmyg
— 3m(E) 4 To 1. - 5
ALZ:LQC?[H_——CO_SJ——SMLO (3—|—_—>}-t (2.25)
[T P Pi0 2 i0
Les termes séculaires des deux autres variables angulaires o; et ; ont pour expression
N 3mio( B)2l) 5 4=
AﬁZ _ 3ﬁzO(E:,)QC(222) COS TiO ] (227)

o1 =€)’

Les signes des termes séculaires trouvés sont identiques a ceux des deux perturbations
précédentes. Ainsi tous ces effets s’additionnent.

2.2.2 Libration en rotation

Nous supposons dorénavant que la rotation du satellite comporte a la place du for-
cage exact, un terme sinusoidal (libration en rotation). Nous considérons donc le nouveau
potentiel

B Gmo(Ei)23c(222 cos? &)
= 3

r;

Ry cos(2}) (2.28)

avec ) = Asinwt (on supposera avoir 'origine du temps telle que A{(0) = 0). La variable
A, peut étre considérée comme une variable supplémentaire du systeme dans la mesure ol
elle est elle-méme fonction de la variable indépendante ;.
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On a donc en négligeant ’excentricité € (ce qui revient & faire Papproximation ¢, ~ 1),
et l'inclinaison [;o dans 'expression (2.25)

dL; 18750( Ei)2cY)
t :ﬁio—l—Mcos@)\l) (2.29)

azO

En intégrant par rapport au temps sur Uintervalle [0, T1], il vient

AL; = M / cos(2A sin wt)dt (2.30)
0 0

Cherchons la valeur maximale (Afi)Mm de AL;. Celle-ci sera atteinte pour la valeur du
temps T'= =. En posant u = wt, on a encore en utilisant la formule de Bessel

%/0 cos(2A sinu)du = gjo(—ZA) (2.31)

D’ou finalement I'expression de (AL;)aqz sous la forme de la série suivante

— 187 70( EZ ' - )rAR
(AT g = 2700 (Z Ok ) (2.32)

ZOw

que 'on peut encore simplifier sous la forme

(AL Maw = M (T LT 3 L) (2.33)

ax w (n!)?

n=1

On retrouve en premier terme, le terme séculaire issu du développement dans le cas du
forgage exact. Le deuxieme terme (sous forme de série) est 'amplitude maximale issue de
I’effet de la libration en rotation. On constate que les variations en longitude résultantes
seront d’autant plus importantes que w sera petit (et A grand). Ce résultat est typique
de l'introduction de longues périodes. Ce qui peut rendre ces variations importantes, c’est
qu’il n’y a pas 'excentricité ou I'inclinaison qui interviennent en facteur pour modérer 1’ef-
fet de la longue période. En effet, il s’agit ici d’une variation du terme séculaire lui-méme
(spin-orbite exacte).

Pour pouvoir appréhender 'amplitude de cette perturbation, il convient de connaitre A
et w. De plus, il peut d’ailleurs y avoir plusieurs fréquences. Ainsi, en plus de la fréquence
de révolution (fréquence du moyen mouvement) et donc tres élevée, peut-on s’attendre a
voir apparaitre des fréquences résonantes ou des longues périodes provenant d’interaction
entre différents satellites. Enfin, il est a noter que le terme AL; déplace le satellite sur
son orbite, et donc influence la valeur de la longitude \j. A ce stade, c’est 'intégration
numérique qui nous guidera.
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2.3 Absorption des termes séculaires

A premiere vue, on pourrait s’attendre a ce que les modifications sur les variables
angulaires apportées par des termes séculaires apparaissent lors de ’ajustement aux obser-
vations d’une théorie dynamique, qui ne tient pas compte de ces effets. Cela n’est pourtant
pas completement le cas pour la raison a suivre.

——— solutions sans perturbation

7777777777777 solution avec perturbation

conditions
initiales

Fia. 2.2 — En changeant [égéerement les conditions initiales d’un systeme on peut masquer
en partie les effets dune perturbation.

Par exemple, on peut aisément rentrer le terme An; dans la valeur de 7;0 en modifiant
légerement la condition initiale @;p ou bien la masse mg du corps central. Dans le cas du
demi-grand axe, cela ne pose guere de problemes car les valeurs des demi-grands axes ne
sont pas déterminées par les observations avec une précision suffisante (il faudrait avoir une
précision de I'ordre d’une dizaine de metres). Ainsi les perturbations en longitude moyenne
peuvent étre dans un premier temps completement absorbées. Certes, on ne peut absorber
de la sorte les variations sur les deux autres variables angulaires ; et Q;, mais il faut
se rappeler que pour ramener leur variation a des différences en positions, ces variables
doivent étre multipliées respectivement par e; et sin I;, ce qui implique des variations beau-
coup plus faibles que dans le cas de la longitude moyenne.

Il faut noter toutefois que ’absorption des termes séculaires en longitude étant faite,
les moyens mouvements 7;o sont changés et donc la libration induite pour une résonance
éventuelle se trouve décalée en fréquence et en amplitude.

De plus, l'effet de la libration en résonance spin-orbite présenté précédemment n’est pas
absorbable de la sorte car non linéaire.

Enfin, rappelons que la réduction d’une théorie aux observations est généralement faite
en utilisant la méthode des moindres carrés. I.’absorption des termes séculaires en longitude
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peut donc se faire de facon moins transparente en altérant par exemple certains parametres
physiques du systeme.

2.4 Intérét d’une étude numérique

Les développements analytiques que nous venons d’effectuer nous ont permis d’anticiper
I'influence a attendre pour certaines des perturbations envisagées dans le premier chapitre.
Toutefois, notre étude analytique ne saurait suffire pour sélectionner les perturbations
qu’il est utile de prendre en compte dans le modele. Tout d’abord, les variations séculaires
que nous avons mises en évidence vont étre altérées par la résonance laplacienne. Plutot
que de développer un modele analytique de cette résonance et d’en déduire ses effets, il
parait plus immédiat d’utiliser I'intégration numérique, qui se révelera de toute maniere
indispensable dans la suite de notre étude. De plus, la considération des résonances spin-
orbites exige d’inclure la rotation des satellites dans le modele, ce qui rend le traitement
analytique extrémement complexe. Enfin, I'intégration numérique nous permet de ne pas
avoir recours a diverses hypotheses simplificatrices, telles que négliger les inclinaisons ou
les excentricités des orbites.
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Chapitre 3

Intégration Numeérique

Nous allons dans ce troisieme chapitre intégrer numériquement les équations présentées dans
le chapitre 1. Ce pas est décisif pour sélectionner les perturbations dont nous tiendrons compte
dans toute la suite. Comme attendu par les développements du chapitre 2, Uinfluence majeure
de beaucoup de perturbations se résume a apparition de termes séculaires dans les longitudes.
Nous ne nous attarderons pas sur Uamplitude des différences kilomeétriques mises en évidence
pour chaque perturbation (a ce titre on pourra se reporter au chapitre 2 de la partie 2), mais nous
chercherons d trier par ordre d’importance ces perturbations. Comme nous le verrons, la prise en
compte de ces perturbations ouvre la voie a une interaction avec d’autres sections de la physique
(comme [’étude de la structure interne des satellites et de l'atmosphére de Jupiter).

3.1 Meéthode et présentation du programme utilisé

Commencons par présenter la méthode que nous avons retenue pour tester I'influence
de chaque perturbation, ainsi que les outils numériques que nous avons du développer.

3.1.1 Analyse des perturbations

La méthode que nous avons utilisée est la suivante. Nous prenons comme trajectoire de
référence sur un siecle, celle obtenue par intégration numérique d’un “systeme principal”
formé des quatre satellites galiléens et de Jupiter muni des coefficients d’aplatissement
Jo, Ju, Js.

Partant de conditions initiales identiques, nous intégrons alors le systeme principal en y
ajoutant 1'une des perturbations a tester. La différence entre les deux intégrations nous
fournit ainsi 'influence, en terme de différences sur les positions ou de variation des élé-
ments elliptiques au bout d’'un temps donné, de la perturbation étudiée. En pratique nous
avons utlisé une période de comparaison égale a un siecle, intervalle de temps comparable
a celui sur lequel s’étendent les observations que nous utiliserons par la suite. Ainsi, les
graphes qui vont suivre auront en abscisses des années et en ordonnées des kilometres. Les
différences en positions seront calculées par la distance euclidienne \/5:1;2 + dy? + 622, tan-
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dis que les variations en longitudes seront multipliées par les demi-grands axes de référence
afin d’obtenir des différences également en kilometres.

systéme principal
+
perturbation

t= lsiécle

Cl.

systéme principal

Fic. 3.1 — Variations au bout d’un siecle entre lintégration d’un systéme dynamique de
départ et de ce méme systéme enrichi d’une perturbation.

Le systeme différentiel de départ (“systeme principal”) ne comprend que les équations
simplifiées et que nous retrouvons fréquemment, a savoir

fi:_G(mﬁml Ly Z Gm]< e r]>—|—Gm0VU (3.1)

r3 r
J=1,j# E 07

Nous ’enrichirons assez rapidement des termes Ezvzl % représentant des forces d’apla-
tissement supplémentaires, pour retrouver 1’équation complete (1.3) et que nous rappelons

ci-dessous
Fo= —G(mﬁml Ly Z Gm]< %>+G(mo+mi)vi%
J=1,4#1 ” J
N
+ ) GmVUy (1.3)
J=1,57#1

Cette modification du systeme de départ est en fait nécessaire pour conserver l'intégrale
premiere de I’énergie du systeme. D’une maniere générale, rappelons que les systemes non
complets (par exemple auquels certaines forces d’inertie sont négligées) ne conservent pas
I'intégrale premiere de ’énergie.
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3.1.2 Le code numérique

Afin de tester chacune des perturbations, nous avons programmé les équations du mou-
vement correspondantes. Pour cela, nous sommes parti d’un programme numérique déve-
loppé par L.Duriez, intégrant les équations du mouvement du probleme des N+ 1-corps,
selon I’équation (1.3). L’ensemble des autres perturbations a donc du étre intégré au code.
La formulation générale des équations du chapitre 1 nous a permis de rendre applicable
notre programme a un systeme dynamique quelconque. Dans cette optique de généralité,
I’ensemble des conditions initiales et parametres est lu dans un fichier initial indépendant
du programme principal. Le choix des perturbations a inclure avant une simulation se fait
alors dans ce méme fichier initial par détermination des valeurs booléennes indépendantes
suivantes:

J3 inclut le coefficient J3 jovien;

CS22 inclut les termes sectoriels joviens ¢y3 et 8993

FAS  inclut les forces d’aplatissement supplémentaires;

RELAT inclut les corrections relativistes;

AJ2  inclut les coeflicients Jz(k) des satellites;

PMSAT inclut dans 'expression des perturbations mutuelles I’aplatissement des satellites
par les coefficients Jz(k);

ACS22 inclut les coefficients c(zg) des satellites;

ROTAT integre la rotation des satellites en méme temps que les mouvements de révolution;

PREC integre précession des satellites en méme temps que les mouvements de révolution;

SPO0  force une résonance spin-orbite exacte dans le systeme.

La routine d’intégration implémentée au code est la routine RA15 (intégrateur de Eve-
rhart, voir [17]) basée sur la méthode des polynomes de Gauss-Radau et d’ordre quinze.
Cette routine a pour atout sa rapidité d’exécution et sa convivialité d’utilisation. Par
exemple, il suffit de modifier un seul parametre pour passer de I'intégration d’un systeme
différentiel d’ordre 1 a un systeme différentiel d’ordre 2; de méme, pour passer d’une inté-
gration a pas constant a une intégration a pas variable.

Pour finir, les conditions initiales ont été reprises de la théorie! G5 (via le serveur
internet? de 'IMCCE) & la date du 25 décembre 1982, a 0HO0 le choix de ’année faisant
référence a article [5]. Celles-ci sont exprimées dans un repere J2000 en temps terrestre.
Les valeurs des masses et coefficients d’aplatissement ont été tirés de [2] et [30], et sont
données dans la table des constantes.

1. Voir ’article [5].
2. a l’adresse http://www.bdl.fr/ephemeride.html.
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3.1.3 Controle de l’intégration

Avant d’appliquer directement notre méthode de comparaison des perturbations, il
convient d’estimer l'erreur numérique propre a toute intégration. Pour cela nous avons
utilisé deux méthodes complémentaires:

La premiere méthode réside dans ’analyse des différences de positions et de vitesses don-
nées par 'intégrateur apres un aller-retour sur un siecle. Cette méthode nous a permis
d’obtenir un pas d’intégration optimal égal a 0.08 jour, donnant des erreurs d’inté-
gration de l'ordre de quelques dizaines de metres.

La deuxieme méthode consiste a étudier la variation de 'intégrale de I’énergie. Comme
nous l'avons déja dit, cette méthode n’est pas applicable pour tout les cas de figure.
La variation relative de cette intégrale premiere a été de I'ordre de 107! dans tout
les cas ou nous l'avons testée (voir la figure 3.2 a titre d’exemple pour le cas le
plus complexe). La variation de I’énergie sur un aller-retour nous permet alors de
revenir a des différences métriques (du moins d’en obtenir un ordre de grandeur). Le
résultat obtenu est apparu en accord avec les résultats de la premiere méthode, soit
de quelques dizaines de metres pour un siecle d’intégration.

le-14 T T T T T T T T T

'19'12 M”W Mm it res A
M f\ff\w%m

2e-14 - ¢ y wa \
3e-14 | W ! 4
de-14 | WW\’]/ fMV'\ 1

-6e-14 | »M B
wh
7e-14 | w g
*f
W
-8e-14 W‘ ]
"
-9e-14 | \wa
1e-13 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 %0 100

Fia. 3.2 = Variations de Uintégrale premiére de Uénergie sous la forme AE/E sur une
période d’un siecle, lors de lintégration du systeme principal enrichi des forces d’aplatiss-
ment supplémentaires et de Uaplatissement des satellites (coefficients Jz(k) et c(zg)).
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3.1.4 Les perturbations solaires et planétaires

Les intégrations numériques utilisées dans ce chapitre ne prennent pas en compte le
Soleil, ni les autres planetes en particulier Saturne. En effet, étant hors de question d’in-
tégrer le mouvement de toutes les planetes du systeme solaire, la position du Soleil doit
nécéssairement provenir d’un calcul extérieur au programme. Ce faisant le controle par
I'intégrale premiere ne devient plus réalisable.

Toutefois la suite de notre travail nécessitait d’inclure bien évidemment la perturbation
solaire dans notre programme numérique. Ainsi, la perturbation solaire et celle de Saturne
(voir la section 3.6.3), ont été reprises des éphémérides numériques DE406 du JPL. Lors de
cette implémentation dans notre programme, nous nous sommes notamment interrogé sur
la nécessité éventuelle de prendre pour masse de Jupiter la valeur issue de DE406 et non
celle des sondes spatiales. Toutefois, il faut se rappeler que les théories planétaires repré-
sentent le barycentre des systemes planétaires (a I’exception du cas Terre-Lune). Certes il
serait possible de retrancher de la valeur de la masse de Jupiter dans DE406, la valeur des
masses des satellites galiléens issues des sondes mais cet effet resterait artificiel (il manque-
rait encore la masse des satellites non galiléens). Nous n’avons donc pas utilisé la masse de

DEA406.

3.2 Analyse des termes d’aplatissement supplémen-
taires

Souvent négligés dans les équations nous nous proposons ici de quantifier I'importance
des termes d’aplatissement supplémentaires. Ces termes apparaissent apres simplification
sous la forme d’un coefficient G(mg + m;) en facteur de I'expression V,U; (au lieu de
GmoVUy), et par ajout des termes 3. Gim;V;U (voir les équations (3.1) et (1.3)).
En toute rigueur tout ces termes contiennent des coefficients cg9, 592 et J3, toutefois nous
restreindrons cette étude a la partie ne contenant que les termes en Js, Jy, Js. Nous integre-
rons les coefficients ¢q9, 822 et J3 a cette perturbation, au moment de leur étude respective
dans la section 3.4.

Par différence entre deux intégrations, il vient pour écarts sur les positions et les longitudes
moyennes les graphes qui suivent (voir figure (3.3))

Comme présenté dans le chapitre précédent, 'influence de cette perturbation se ramene
essentiellement a 'apparition de dérives séculaires dans les longitudes. Par ailleurs, nous
pouvons apercevoir des fluctuations sur les trois premiers satellites, provenant d’une légere
variation des amplitude et fréquence de la libration laplacienne. Nous détaillerons ce point
un peu plus loin lors de la section 3.5.
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F1G. 3.3 — Variations (en kilométres) des positions (a gauche) et des longitudes moyennes
multipliées par les demi-grands azes (a droite), sous Ueffet des forces d’aplatissement
supplémentaires.

3.3 Etude de la précession

Le repere équatorial jovien n’est pas fixe dans 'espace. En particulier, les angles ¢ et
I auxquels sont rattachés les coefficients J,, sont fonctions du temps. Dans la mesure ou
cet effet est géométrique et n’introduit que des rotations, nous pouvons nous attendre a ce
que ce soit les variables angulaires des satellites qui soient les plus perturbées.

Une intégration sur un siecle nous donne le graphe de la figure 3.4. Nous constatons que
Ganymede et Callisto sont les satellites les plus touchés par cette perturbation, ce qui n’est
guere surprenant dans la mesure ou la précession jovienne est un effet cinématique. Les
satellites les plus touchés sont donc les plus éloignés.

Les variations en longitudes moyennes et inclinaisons sont données dans la figure 3.5.
Cette fois la longitude moyenne n’absorbe pas ’essentiel de la perturbation au profit des
autres variables angulaires (la variation des inclinaisons multipliées par les demi-grands
axes allant jusqu’a presque 80 kilometres pour Callisto). Une analyse des autres éléments
révele en effet que les variations en demi-grand axe et excentricité sont presque nulles.

3.4 Analyse des coeflicients d’aplatissement joviens

En plus des coefficients d’aplatissement .Jy, Jy, J¢ usuels, nous avons également une
estimation du coefficient J5 et des coefficients sectoriels joviens ¢z et s95 par 'intermédiaire
des sondes spatiales (voir I’article [8]). Dans ce qui suit nous avons pris les valeurs moyennes
présentées dans cet article (voir la table des constantes).
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F1G. 3.4 — Variations sur les positions (en kilomeétres) de lo, Furope, Ganymede et Callisto,
sous Ueffet de la précession de Jupiter.
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a droite) pour lo, Furope, Ganymede et Callisto sous Ueffet de la précession jovienne.
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3.4.1 Etude du J3

Les coefficients Jy,11 modélisent 'asymétrie entre les hémispheres Nord et Sud de
Jupiter, le J3 étant le coefficient le plus important.
Regardons la variation des positions entre les deux intégrations sur un siecle (voir figure

3.6)
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F1G. 3.6 — Variations des positions (en kilométres) sous Ueffet du coefficient J3 (a gauche)
et a titre de comparaison sous Ueffet du coefficient Jg (a droite).

Il est intéressant de constater que malgré la différence de distance au corps central
entre Furope et Ganymede, la perturbation portée par le J; semble presque identique sur
ces deux satellites. Par ailleurs, bien que les coefficients J; et Js soient du méme ordre
de grandeur, les variations induites par le J3 sont tres faibles, en comparaison de celles
induites par 'influence du Js (graphe de droite). Cela illustre en particulier le fait que
I'influence d’une perturbation n’est pas toujours proportionnelle a 1’ordre de grandeur des
coefficients présent dans 1’écriture des forces.

3.4.2 Etude des termes sectoriels con et S99

. . .au®
Les termes sectoriels cy9 et s95 apparaissent au travers de ’expression 72, ou rappelons-

le ), désigne 'une des coordonnées cartésiennes quelconque (g, yi, z) (voir la page 28)

aU,(?) E)2 o
KO — (£) TE (15 sin? ¢y — 9) — 6sin qﬁkﬁ a2 cos 2X) 4 s99 8in 2]
01 o Lre 01
Ay, ; Ozt
Er 2 Lkl Y Tk
+ ( 3) 3(1 — sin? qbk)QM[—cm sin 2 + S99 cos 2]

7 RS
La considération de la longitude A; des satellites nécessite d’introduire la vitesse de rotation
jovienne. Celle qui a été choisie (tirées de [31]) correspond a la période de rotation des
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couches visibles, et donc extérieures, de Jupiter. On peut penser que ce sont celles qui
doivent étre le plus déformées influencant le plus les coefficients cz5 et s33.
Nous avons comme différences les graphes qui suivent (voir figure 3.7)
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Fi1G. 3.7 — Variations sur les positions (en kilométres) sous Ueffet des coefficients ¢z et
S92, avec Jupiter non-tournant (@ gauche) et Jupiter tournant (a droite).

On constate que la rotation jovienne atténue de beaucoup la perturbation, moyennant ainsi

effet des termes sectoriels. Une étude (graphes non présentés ici) des deux termes pris in-

au®

dépendamment dans I’expression composant Wké montre que seul le deuxieme terme est
k

influent, le premier donnant des variations de 'ordre du kimoetre tout au plus.

Il est & noter que suite aux forts mouvements atmosphériques joviens, les coefficients
Coo €t s99 sont susceptibles de varier significativement avec le temps. Cette variation étant
inconnue a priori, il est assez délicat de quantifier 'influence réelle des termes sectoriels.

3.5 Effet de 'aplatissement des satellites

Rappelons que l'introduction de 1’aplatissement des satellites nécessite d’ajouter les
trois termes A, B et C dans les équations du mouvement (voir la page 29).

3.5.1 Etude des coeflicients JQ(k)

Prenons pour départ I'équation (1.19), en nous limitant aux coefficients Jz(k) des sa-

tellites. Les valeurs que nous avons utilisées proviennent des valeurs moyennes des Jz(k)
présentées dans les articles [2] (pour o) et [30] (pour les autres), qui sont d’ailleurs rappe-
lées dans la table des constantes.
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En négligeant les perturbations mutuelles directes liées a I"aplatissement des satellites
(terme B de la page 29), I'intégration sur un siecle nous donne comme écart en positions
le graphe de gauche de la figure 3.8.
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FiG. 3.8 — Variations des positions (en kilométres) en ne tenant compte que des termes
“planéte ponctuelle-satellite aplati” (@ gauche), puis en ne tenant compte que des pertur-
bations mutuelles directes liées a ["aplatissement des satellites (a droite).

L’importance du terme B a été tracée dans le graphe de droite, et parait tout a fait
négligeable. Par ailleurs, nous avons pu remarquer (dans un graphe non présenté ici), que
les forces d’aplatissement C sont également tres faibles et completement négligeables. Tout
cela est assez normal étant donné que seules les forces issues du terme A ont en facteur le
coefficient Gmg (et non un coefficient Gm; comme c’est le cas des termes B et C).
Toutefois, il y a également une autre raison expliquant I'importance du terme A, a savoir
la grandeur des rayons équatoriaux des satellites galiléens. En effet, les rayons équatoriaux
de ces satellites sont de 'ordre du centieme du rayon équatorial jovien soit de quelques
milliers de kilometres.

. k

3.5.2 Etude des coefficients ch)
Une bonne estimation des coefficients c(zg)
(voir 'article [30]), ces derniers étant estimés a environ trois dixiemes de la valeur des
coeflicients Jz(k)
des termes sectoriels joviens d’introduire la rotation des satellites. Nous n’introduisons ici

des satellites galiléens est aujourd’hui connue

respectifs. Pour étudier leur influence, il est nécessaire comme dans le cas

que des rotations en spin-orbite exactes, les librations en rotation seront étudiées un plus
loin (voir la sous-section 3.6.1).

Cette perturbation est la plus importante que nous ayons testée (environ 9000 ki-
lometres pour lo). Profitons de cela pour revenir sur les variations en amplitude et en
fréquence de la libration laplacienne.
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F1G. 3.9 — Variations des positions (en kilométres) sous Ueffet des coefficients 0(2];) en figeant

la rotation des satellites (a gauche), puis avee la rotation des satellites en forcage exact (a
droite).

3.5.3 Variations sur Pamplitude et la fréquence de libration la-
placienne

Les variations en amplitude et en fréquence de la libration laplacienne sont directement
visibles comme oscillations sur les pentes des trois satellites résonants. Le graphe de la
figure 3.10 montre ces variations apres soustraction des dérives séculaires.

Pour déterminer les modifications en amplitude et fréquence, nous avons effectué une
analyse de Fourier sur les deux intégrations concernées. Les différences obtenues sur 1’am-
plitude et la période de libration laplacienne s’averent étre simplement de 0.01 degré et

0.003 jour.

3.6 Les autres perturbations

D’autres perturbations ont également été testées, en voici quelques exemples.

3.6.1 Libration en rotation des satellites

Afin d’introduire le mouvement de libration en rotation des satellites galiléens, nous
avons inclus l'intégration des rotations des satellites (comme rotation d’un corps solide
non déformable), avec leur mouvement de révolution. En guise d’exemple, la libration en
rotation du satellite o est présentée dans la figure 3.11.

Une analyse de Fourier nous a permis de retrouver plusieurs fréquences en plus de la
fréquence de révolution. Toutefois la prise en compte de la rotation des satellites par un
modele de solide indéformable et non dissipatif est insuffisante. De plus, nous n’avions pas
de véritable conditions initiales pour les rotations. Aussi sommes-nous parti de 'hypothese
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simplificatrice A = 0 et )\6 = (. Ces difficultés nous ont amené a rester dans le cadre d’une
résonance exacte des satellites, le traitement de la rotation des satellites étant reporté a
un travail futur.

3.6.2 Influence des satellites non galiléens

Les satellites non galiléens dont I'influence peut étre intéressante a étudier sont essen-
tiellement Amalthée et Thébé, ces satellites étant les plus proches du systeme galiléen. Afin
d’obtenir des conditions initiales sur ces deux satellites, nous sommes partis des valeurs
connues des inclinaisons, excentricités et demi-grands axes, et avons considéré qu’a la date
du 25 décembre 1982 a 0h00, les longitudes moyennes, longitude du noeud et argument du
péricentre étaient nuls. Il a bien-sur été nécessaire de diminuer le pas d’intégration, ramené
a 0.04 jours pour tenir compte des révolutions rapides d’Amalthée et Thébé. Par ailleurs,
deux intégrations avec les satellites galiléens ont été effectuées, 'une avec Amalthée 'autre
avec Thébé (afin de palier a notre choix arbitraire sur les conditions initiales de ces deux
satellites).

Enfin, rappelons que les satellites proches (i.e. les satellites non galiléens se positionnant
entre Jupiter et lo), méme s’ils ne sont pas mentionnés explicitement dans une théorie (ana-
lytique ou numérique) peuvent étre aisément pris en compte dans celle-ci par une valeur
légerement plus élevée de la masse jovienne. Nous avons choisi de tester I'influence d’Amal-
thée et Thébé en tenant compte de cela. Ainsi, lorsque nous avons intégré le mouvement
de ces satellites, leur masse respective a été soustraite de la masse de Jupiter.

3.6.3 Influence de Saturne

Comme nous ’avons déja dit, la perturbation solaire dans notre modele sera reprise des
éphémérides DE406. Ainsi, I'influence des autres planetes et en particulier Saturne sera
prise en compte. Toutefois, cette modélisation reste partielle, l'influence de Saturne sur
le mouvement des satellites eux-mémes n’étant pas intégrée. Nous avons donc cherché a
évaluer 'erreur commise en faisant cette approximation. Nous avons donc inclu dans une
simulation numérique I’action directe et indirecte (au sens des équations (1.3)) de Saturne.
Le résultat est encore une dérive séculaire en longitude, allant jusqu’a 200 kilometres sur
Callisto.

3.7 Bilan des perturbations

Comme nous ’avons vu dans les sections précédentes, la plupart des perturbations
agissent essentiellement a la maniere d’un terme linéaire en temps qui s’ajoute aux longi-
tudes moyennes. Il est important de noter que la prise en compte de cette derniere n’est
susceptible que d’améliorer sensiblement 1’élaboration des éphémérides, dans la mesure ou
elle peut étre absorbée dans la détermination des conditions initiales, et en particulier celle
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du moyen mouvement moyen observé. Toutefois cela ne reste pas completement sans consé-
quences puisque la cohérence interne de la théorie s’en trouve affectée (nous reviendrons
plus en détails sur ce point dans le chapitre 2 de la partie 2).

Par ailleurs, si les éphémérides ne sont que sensiblement améliorées, le modele physique
est lui considérablement enrichi. Entre autres, la rotation de Jupiter et les résonances
spin-orbite peuvent étre introduites en vue de travaux ultérieurs.

3.7.1 Classification des perturbations

Voici un tableau récapitulatif de la différence maximale obtenue sur les positions pour
chacune des perturbations testées

Rappelons qu’afin de tester la conservation de l’énergie mécanique du systeme, les
intégrations dont les valeurs du tableau 3.1 sont issues n’ont pas prises en compte le Soleil.
Par ailleurs, I'influence des anneaux de Jupiter a été négligée, la masse de ceux-ci étant
probablement tres faible, et d’autre part déja associée a celle de Jupiter pour la valeur que
nous avons prise (voir la table des constantes).

3.7.2 Les perturbations retenues

A priori les équations correspondant a chacune des perturbations ayant été program-

mées, nous pourrions imaginer de toutes les conserver. Toutefois, lors de ’ajustement aux
observations (partie 2) nous aurons a introduire les équations aux variations, encore bien
plus complexes que les équations du mouvement. Ce faisant nous avons donc essayé de
nous limiter aux perturbations les plus importantes.
A la vue du tableau précédent, nous avons décidé de conserver dans notre modele dy-
namique les forces d’aplatissement supplémentaires et 1’aplatissement des satellites par
les coefficients Jz(k) et 0(2];), ces perturbations semblant les plus importantes d’un ordre de
grandeur. Notons toutefois que les diverses perturbations ont été classées en regard de dif-
férences en position. Or, nombre d’entre elles correspondent a des dérives linéaires aisément
réductibles en changeant légerement les valeurs des demi-grands axes des satellites (voir la
section 2.3), pouvant rendre cette méthode de comparaison insuffisante. En réalité, toutes
les perturbations testées d’influence supérieure a quelques kilometres se composent pour
’essentiel d’une dérive linéaire en longitude (a ’exception de la précession de Jupiter?).
En ce sens la comparaison reste donc valide. Par ailleurs, nous reviendrons plus en détails
sur "apport réel de ces perturbations a la fin du chapitre 2 de la partie II.

Signalons enfin que la perturbation par Amalthée n’a pas été retenue, car nous ne
possédions pas de solution valide de ce satellite sur un siecle (période recouverte par les

3. Nous avons choisi de ne pas intégrer la précession de Jupiter dans le modéle final, dans la mesure
ol la paramétrisation de celle-ci délivrée par 'UAT 2000 (voir [31]) a été calée sur les données des sondes
spatiales Voyager et Pioneer, et n’est probablement pas valide sur une période aussi longue qu’un siecle.
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Perturbation Description Différences
en position

Aplatissement des Termes 0(2];) 9 000 km (lo)

satellites termes Jz(k) 5 000 km (lo)

FAS 4 500 km (Ca)

Amalthée Satellite interieur 680 km (lo)
le plus massif

Saturne Influence directe et indirecte 226 km (Ca)
de Saturne sur les satellites

Coefficient Jg Aplatissement de Jupiter 150 km (lo)

Precession Repere équatorial jovien non fixe 80 km (Ca)

Termes cg9, S22 Asymétrie par rapport 70 km (lo)
a ’axe de rotation de Jupiter

Thebé Satellite intérieur le plus 70 km (lo)
proche du systeme galiléen

Effets relativistes Influence de la masse de Jupiter 2 km (lo)

Terme .J3 Asymétrie entre les deux poles 1.4 km (lo)

Précession des satellites Repere équatorial des satellites non fixe <1km

TAB. 3.1 — Tableau récapitulatif des perturbations par ordre décroissant d’importance.
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observations des satellites galiléens).

3.7.3 Indépendance relative des perturbations

Comme vu dans le chapitre 2, les trois perturbations les plus importantes en terme

d’amplitude (et que nous avons choisi de conserver), s’additionnent.

(C’est ce que nous avons cherché a mettre en évidence numériquement dans les trois graphes

qui suivent.
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F1G. 3.12 — Variations en positions (en kilométres) en tenant compte des forces d’aplatisse-

ment supplémentaires (en haut a gauche), puis en y ajoutant Uaplatissement des satellites

par les coefficients

Jz(k) (en haut a droite), et en y ajoutant les coefficients 0(2];) (en bas).

Plutot que d’intégrer les perturbations indépendamment, nous les avons cette fois ajou-

tées successivement. Le résultat est donné par les trois graphes de la figure 3.12, et est en
parfait accord avec les résultats du chapitre 2.
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Deuxieme partie

Observations et Ajustements
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Chapitre 1

Méthode d’Ajustement

Dans ce premier chapitre traitant des observations, nous allons présenter la méthode que
nous avons utilisée pour ajuster notre théorie a celles-ci. Cette méthode s’appuie sur Uintégration
des équations aux variations. La difficulté réside dans la grande complexité d’écriture de ces
équations dans le cas d’un systéme comprenant les nombreuses perturbations que nous avons pris
en compte (voir le chapitre précédent). Comme dans la partie I, nous avons cherché a conserver
une formulation trés générale en vue de rendre ce travail utilisable pour d’autres systemes. Nous
présenterons également les différentes données issues des observations.

1.1 Principe d’ajustement

Dans toute cette section nous distinguerons les parametres physiques d’une théorie
(telles que les masses des corps, les coefficients d’aplatissement, etc...) que nous noterons par
le vecteur p = (p1,- -+, pa), et les constantes d’une théorie, ces dernieres regroupant en plus
des parametres physiques les 6V conditions initiales du systéme (positions-vitesses des N
corps a un instant de référence ty), et que nous noterons ¢ = (ry(t),- -+ ,ra(to); t1(t0), - ,
o (1o); P), ou encore pour avoir des notations plus concises ¢ = (r(®, (%) p). Nous allons
étre amenés a résoudre la problématique qui suit.

Problématique: Comment déterminer des valeurs optimales des parametres et conditions
initiales, pour que les différences entre les positions des satellites délivrées par notre modele
et celles issues des observations (O-C) soient minimales®.

1.1.1 Equations aux variations

. . . 1k . . . N
Soit un jeu d’observations (tk,ri( ))1<k<K fournissant pour certaines valeurs discretes

.. , . 1k
du temps t; des positions observées d’un ieme corps I'Z»( )

= r(t;). La théorie, c’est a dire
ici I'intégration numérique, nous donne pour ces mémes valeurs du temps des positions cal-

culées (tg, rgk)), comme solution d'un certain systeme différentiel. En notant ¢(r(®, (%) p)

1. au sens des moindres carrés.
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le flot dynamique de ce systeme et @i la projection dans R? de ¢ telle que ¢! = r;, on a
I’égalité

Argk) _ <I';»(k) _ rgk)) _ <¢ik(r/(0)7f/(o)7p/) _ @ik(r(o),f(o),P» (1.1)

ot '® i) p’ correspondent aux constantes du systeme réel aux erreurs de modélisation
et d’observation pres.
Par la formule de Taylor, il vient

6N +M

CRENUEDY 95; (¢)- Ac + O((Acr)?) (1.2)

=1

ou l'on a noté A¢; = ¢ — ¢;. En supposant les A¢; suffisamment petits pour pouvoir nous
limiter a ’ordre un, nous avons donc

6N +M 9o

INCINDS ai, (c) A (1.3)

=1

qui est un systeme de trois équations & 6" + M inconnues pour chacune des observations.
Ce systeme sera résolu par la méthode des moindres carrés. Toutefois commencons par
remarquer que ’expression précédente nécessite de connaitre pour les temps ¢, les valeurs

G Bpi, IG 8% " .
de —(c) autrement dit de ==& 7% et “2%  Le calcul de ces quantités peut se ramener a
5o, 5200 > 500) 7p

la résolution d’un systeme différentiel par la méthode de Moulton, que nous allons présenter

icl.

Rappelons que nous avons
eri . FZ
dtz N m;

(r,F,p) (1.4)

0)

D’ott en notant ¢ une constante quelconque de la théorie (du type r®, ), ou p), il vient

encore

8 eri 8 F . 1 8F aI' 6FZ 6r 6FZ 8
( ) —(r,i,p) = ( + p) (1.5)

9o \a2 ) = aam or 9o T OF 0 Op 0a

F, n’étant généralement pas fonction de r, on a encore en notant +; I'une quelconque des
coordonnées d’un corps P;

0 (d*r; OF; 87] OF; dp,,
— E E 1.6
dey (dt2> ( 0v; dcr = Opy, der (1.6)
Comme ¢; est indépendant du temps, on a bien I’égalité

d_2 6ri B i eri B L@FZ (1 7)
di? 8cl N 8cl di? N m; 8cl '
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Cela aboutit au systeme différentiel suivant
d? [0 1 JF; ac,ot JF; Op,,
= 1.
dt? <8cl> m; (j: 8cl Z 8pm acl ( 8)

du type dzgi = E;vzl gf(t)Xj + h;(t) avec pour conditions initiales (0,---0,1,0,---0) (le
1 étant situé au rang [) pour chacunes des composantes de X'. Nous sommes finalement
amenés a résoudre 6 + M systemes différentiels (un pour chaque constante de la théorie),

de 3N équations chacun.

1.1.2 Méthode des moindres carrés

De I’équation (1.3) nous sommes amenés a la considération d’un systeme de K lignes
a 60 4+ M inconnues.

En introduisant I’écriture matricielle, on peut encore écrire

o5t o5t
(1) t t
ATZ' £ " Boewynt Acl
ATZ('B) 8(5%]( 8(5%]\’ AC6_/\/'_|_M
dey Tt deenam
Cela revient a considérer 1’équation ¥ = X A. Nous cherchons maintenant les valeurs

optimales de A¢; composant la matrice A, qui minimisent (au sens des moindres carrés)
les composantes de la matrice Y.

(’est donc ici que nous allons pouvoir améliorer les (O-C) en corrigeant les constantes ¢ des
petites quantités Ac. En pratique trois a quatre itérations successives seront nécessaires
pour obtenir des valeurs optimales des parametres et conditions initiales.

Considérons "application

K SN+M g 2 K 6N +M 2
fﬁAl—> ||Y—XA||2:Z ( a AC[) :Z (yk_ Z J}klAl)llO)

k=1 k=1 =1

On recherche donc un minimum pour la fonction F ce qui implique la condition dF = 0.
Cette condition s’écrit encore pour tout indice [ sous la forme d’un systeme de K lignes
appelé systeme normal et de la forme

K 6N +M
Z (wklyk - Z $k1A1$1k> =0 (1.11)

soit encore ‘XY = ‘X XA, et donc la solution recherchée est A = (‘X X)™! XY Celle-ci

se ramene finalement a 1'inversion d’une maftrice.
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1.1.3 Ecriture des équations aux variations

La considération du systeme différentiel (1.8) nécessite d’écrire les vecteurs 8;;" et 881;"

en fonction des variables (r,r, p). Pour commencer, prenons pour expression de F; celle
donnée dans la premiere partie en supposant les satellites ponctuels (équation (1.3) de la

partie I), a savoir

N

Fi G(mo + mi)ri r, —r; r,
s = — T? + j:%;éi Gm] ( T?j - T?) + G(mo + mz)szfo
N
+ ) GmViUg (1.3)
i=l

Ecrivons 881?, il vient apres calculs en notant v, I'une quelconque des coordonnées d’un

corps P,
1 OF; B G(mo + m;) [3y.r; Gm, [ 39.r,
Eaﬁ)/n - T? |: 7“2»2 - C 5271 + T% T% - C (1 - 5712)
Tin Tin
N

Sy Gzzj <§+ 3(’%—%3(%—1%)) 5.

re. re.
j=1g#i Y E

+ <G(mo + mz)%szZ(}) Gin + (Gmn%vn(fn(}) (1 — (Sm) (1.12)

olt §;, est le symbole de Kronecker et ( = 1 si v, est du type? de la composante de F;,

¢ = 0 sinon.

[’équation (1.8) se réécrit donc, en posant f; = aa—ff, sous la forme
Py 1 N (OF; o) OF; )  OF: o OF,
= E 1.13
di? m; p <al’n fnl + ayn fnl + azn fnl + aq) ( )

2.0n dira que deux coordonnées sont du méme type si elles se rapportent & un meéme axe du repére
(ex: @; et z; sont du méme type, z; et y; ne le sont pas).
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En exprimant de facon explicite le second membre, il vient

N

dzfil G(mo + mz) 3(1‘2 . le) |
dt2 = r? |: TZ»Q - le:| ‘|‘ G(mo ‘|‘ mz) Jil —|— _2:79 Gmn Jnl

N
Gm, (3(r, -f.4) r,
D I e
n=1,n%#z n n

L G [(fm L O k. 7) YA ri)] }

Tin

1 OF;

m; 8cl

(1.14)

avec

0 0 0
Iy = (Tukakf)) i+ (a—%Vkka)) i+ (6—zkka’“6> 1 (1.15)

Il est clair que le terme 88];" est nul quand la constante a ajuster est une condition initiale.

Dans le cas contraire, son expression se déduit aisément des développements exprimés dans

le chapitre 1 de la partie I. Par ailleurs, le calcul explicite des termes fonction de Jy; dans
I’expression précédente fait 'objet de la proposition a suivre
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Proposition 5 Soient v et I'y, deux coordonnées quelconques d’un corps Py, nous avons
pour expression générale des dérivées secondes du potentiel Ugy limité auxr harmoniques
zonaux (coefficients J,)

i(a%@) _ i(Er)an (n+1)Pn(Sin¢k)+Sin¢k%$T?l (C_(n—I—S)Fk'yk)
— r

Ol \ O n=2 o "k i
dPy(sin ¢ . d2 P, sin ¢
Osin gy, [ (2 TFEEED 4 ypsin ¢y G 0z, d*P (sin ¢y)
o'y Tk dve  dsin? ¢y
9z} dPp(sin¢
(n 4 2)I'; (ﬁ %WTQ)

n (1.16)

2
Tk

DEMONSTRATION: -Reprenons la formule (1.4) donnée dans la premiére proposition de la partie | et
réécrivons-la sous la forme

(1) 00 n . / :
s = Z (Er)" n [7—’“ ((n + 1) Py, (sin ¢x) +sin¢kM) _ 9% M] (1.17)

Ok rZ"'z Tk d sin ¢y, Ovk  dsin ¢y

n==2

Comme nous nous contentons ici des coefficients J,,, I'indice (1) au dessus du potentiel n'est plus nécessaire.
En rentrant le facteur —L- & l'intérieur des crochets, il vient alors pour expression de la dérivation
+
-
k

9 (a%) - i@ . 52 [ (0 + 1) Pa(sin ) + sin ) Lelenenl )|
oT', Ok o gt " " rz+3
(n +3) ek ((” + 1) P, (sin ¢) + sin ¢y dlifsisrir;fk ) a% (gii dl?si?;fk )
- rz+5 - rz+2
8z, dP,(sin ¢
(n +2)Fk (ﬁ dsin¢>kk )
+ = (1.18)
Tk

Nous remarquons que nous devons effectuer la dérivation par rapport a la quantité I'y d'une quantité elle-méme
dérivée d'une coordonnée ;. Nous allons devoir différencier le cas ou 'y et v; désignent la méme variable. En
utilisant la notation ¢ (i.e. ¢ = 1 si ['; et 7y, désignent la méme coordonnée, ¢ = 0 sinon), et en regroupant les
différents termes on arrive finalement a la formule recherchée.

O

Ezxzemple: En nous limitant aux coefficients Jy, Jy et Jg du corps central, il vient pour
chacune des composantes
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Introduisons a présent ’aplatissement des satellites dans les équations aux variations,
en négligeant les termes du type Uy (autrement dit le terme B de la page 29). 11 suffit pour
cela de remplacer dans 1’équation (1.14) I'expression de Jy; par la suivante

0 0 0 0
Ju = (va’“U’“ﬁJra Vo 0k> D+ (a—ykkaera Vo 0k> %

0 0
+ (a—zkkam"‘a Vo 0k> fkl (1-19)

ou (xk, yk, 2k) sont les coordonnées du corps P, dans le repere centré sur le corps P. On

peut alors se ramener a la proposition 5 pour une écriture explicite.

1.2 Intégration des équations aux variations

Nous venons de voir que la minimisation des (O-C) passe par I'intégration d’un nouveau
systeme différentiel, celui des équations aux variations. Nous allons maintenant présenter
comment ce systeme a été inclus dans notre programme numérique.

1.2.1 Le programme EQVARSOL++.f

Lors de la partie I, nous avons développé un code numérique capable d’intégrer les équa-
tions du mouvements relatives aux diverses perturbations incluses (ou seulement testées)
dans le systeme. Ce programme a donc été repris et enrichi des équations aux variations afin
d’obtenir a la fois les positions-vitesses des satellites, mais également les dérivées partielles

<t

£ pour chaque instant des observations.

En pratique les équations du mouvement et les équations aux variations, relatives aux

coefficients Jy, J4 a toutes les masses du systeme et aux angles v, I, sont intégrées en méme
temps; soit un total de 408 équations différentielles dans le cas du systeme galiléen. Nous
avons choisit cette fois une intégration a pas variable (le pas initial restant a 0.08 jours),
de facon & garder une précision optimale lors de 'intégration du systeme global (équations
du mouvement et aux variations). A titre indicatif, signalons que le temps de calcul d’'une
simulation pour un siecle d’intégration est d’environ une heure et demi (sur un PC équipé
d’un processeur PIII cadencé a 650 Mhz).
Le controle de 'erreur durant l'intégration, et surtout de la validité des équations pro-
grammeées via la conservation de l'intégrale premiere n’était plus possible. Nous avons
donc recherché une méthode capable de nous assurer de la validité des simulations réali-
sées. Cette étape est indispensable dans la mesure ou une erreur peut aisément survenir
lors de la programmation des équations aux variations (voir les pages 79 a 81).
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1.2.2 Controle de I'intégrateur

Comme nous allons le voir, le controle de la conservation de 1’énergie a été remplacé

par celui d’une relation de linéarité. Soit ¢ une petite variation sur une des constantes de

la théorie ¢;, nous pouvons écrire par un développement de Taylor a 'ordre 1 et pour un

6N + M-uplet (¢,cq,--- ¢, congpnr) fixé
Pt

951(017"' ,ate, 7C6N+M) —953;(017"' 3 Cly s e 7C6N+M) 25a—t(017"' 3 Cly s e 7C6N+M)

7

(1.20)

C’est cette relation de linéarité que nous avons dans un premier temps testée. Pour cela,

nous avons effectué deux intégrations numériques différant juste de la quantité ¢ relative

a la constante ¢;. Puis nous avons comparé la différence sur les positions avec le second
membre de 1’équation précédente. Le graphe de la figure 1.1 représente I’écart relatif (en
pourcentage) entre ses deux quantités pour une variation de 107¢ sur le .J; de Jupiter.

60 T 0.0025

o

50 | |
0.002
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30 | |
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’lect2plot.res’ © ‘lgct2plot.res’ ©

L
20

Fic. 1.1 - Ecart relatif sous forme de pourcentage entre le membre de gauche et le membre
de droite des €égalités (1.20) (graphe de gauche) et (1.22) (graphe de droite), avec ¢ =

AJy = 1075, sur une période de 25 ans.

Quoique les écarts soient relativement faibles dans la plupart des cas, certains points

paraissent donner des différences assez importantes (jusqu’a soixante pourcents d’erreur).

De plus, leur nombre semble augmenter avec la durée de I'intégration.
En remarquant que nous avons pour une fonction f quelconque de classe C*

fla+e) = flz —e) = 2ef(x) + O(?)

on peut encore écrire pour un M-uplet fixé (¢,¢1,--+ , ¢+, Conem)

953,‘(017"' L€y 7CGN+M) _953,‘(017"' , Ol — &y 7CGN+M) ~ ag‘ai‘
_5 (017---7ci7---

2 dg
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Cette égalité® ressemble a I’égalité (1.20), mais est une approximation linéaire jusqu’a
I'ordre 3 en e. Nous avons donc cherché a tester cette nouvelle égalité, et avons obtenu
pour la méme variation du parametre .J; le graphe de droite de la figure 1.1.

Comme nous pouvons le constater ce sont bien les termes d’ordre 2 en ¢ qui apparais-
saient en grande partie dans le graphe de gauche précédent. Fn effet, une petite variation
dans une constante de la théorie apporte une dérive séculaire en longitude. Lorsque une
observation a lieu au voisinage de ’élongation du satellite rapport aux axes (X, Y, 7), seule
petite variation de la quantité obserée (ici AX) peut étre observé tandis que les deux satel-
lites sont tres éloignés (voir la figure 1.2). On peut méme imaginer le cas critique AX =0
lorsque les deux positions se situent a égales distance mais pour des Y opposés de part le
point de rebroussement. Mathématiquement cela se traduit par un terme O((A¢;)?) tres
grand en comparaison du terme linéaire.

Z

AXi

FiGg. 1.2 — Différence entre la position observée r; d’un satellite et la position calculée r;
de ce méme satellite, rapportée sur des coordonnées cartésiennes (x;,y;, z;).

La méthode précédemment décrite pour tester la validité de I'intégration des équations
aux variations a été utilisée sur chacune des constantes du modele* de maniere indépen-
dante, et avec les diverses perturbations que nous avons choisi de conserver.

3. En pratique, c’est cette égalité qui est généralement utilisée pour calculer des dérivées numériques.
4. A Dexception des coefficients d’aplatissement des satellites, qui resteront constants tout au long de
notre travail.
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1.3 Variables d’observations

Les observations des satellites ne fournissent pas des coordonnées cartésiennes, mais des
quantités liées a la configuration géométrique des satellites vus de la Terre. Ces variables
d’observation ont également changées au cours du temps en fonction des instruments uti-
lisés. Au long de notre travail, nous avons été face a trois types de quantités appelées
coordonnées absolues, différentielles et tangentielles.

1.3.1 Les coordonnées absolues

Les coordonnées absolues notées (v, §) d’un satellite appelées ascension droite et décli-
naison correspondent aux angles sphériques de I’observation rapporté a un repere équatorial
terrestre de directions fixes (J2000). Celles-ci se calculent en rapportant la position d’un sa-
tellite par rapport a certaines étoiles dont les coordonnées absolues sont connues (catalogue
d’étoiles).

1.3.2 Les coordonnées différentielles

Les coordonnées différentielles notées (A cos §, Ad) ou parfois (Aa, Ad) rapportent les
coordonnées absolues d’un satellite par rapport a un autre. Ce jeu de coordonnées est tres
utilisé dans le cas d’observations de phénomenes mutuels. En effet, un phénomene mutuel
consiste en 'occultation ou I’éclipse d’un satellite par un autre.

1.3.3 Les coordonnées tangentielles

Les coordonnées tangentielles notées (X,Y) d’un satellite sont des coordonnées car-
tésiennes rapportées sur un plan perpendiculaire a la direction observateur/observation.
Celles-ci sont généralement fournies par des observations issues de plaques photographiques.
L’origine en est généralement le photocentre de Jupiter que 'on assimile a son centre de
masse de coordonnées (a,,d,). Les axes de références sont 1’équateur terrestre B1950 ou
J2000 pour 'axe des X et donc le méridien local pour I’axe des Y. Si I'on connait (o, d,),
les coordonnées (X, Y') sont alors liées aux coordonnées absolues par la relation (ordre 2)

X = Aa«acosd, — AaAdsind, (1.23)
1
Y = Af—+ §(Aoz)2 sin d,, cos &,
a condition de supposé que le photocentre de Jupiter est exactement placé au centre du
champ. Il s’agit la bien-stir d’'une approximation que nous sommes contraint de faire, la

position de celui-ci relativement au centre de la plaque n’étant pas présente dans les données
observationnelles.
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1.4 Ajustement aux observations

Dans la mesure ou 1’on peut passer sans trop de difficultés d’un type de coordonnées a
I’autre, nous ramenerons toutes les observations a un seul type de coordonnées. Remarquons
tout d’abord que les coordonnées (a, §) font intervenir inévitablement la position de Jupiter.
En effet, la position des satellites galiléens dans le ciel est en partie fonction des éphémérides
de Jupiter (dont la précision est d’environ 50 kilometres). Afin de ne pas introduire d’erreur
extérieur a la théorie, il convient donc de se ramener plutot a des positions différentielles
(ou inter-satellite).

Dans le cas des coordonnées tangentielles, c’est la différence inconnue entre le photo-

centre et le centre de masse de Jupiter (inconnu a priori) qui nous amene de nouveau a
utiliser des coordonnées inter-satellites. Il reste a faire le choix entre des coordonnées inter-
satellites absolues ou tangentielles. Pour des raisons qui apparaitront plus loin (chapitre 3
partie II), nous avons fait le choix des coordonnées inter-satellites absolues.
L’utilisation de coordonnées intersatellite nécessite de prendre un satellite comme réfé-
rence. Pour ne pas privilégier un satellite particulier nous avons ramené la position de tout
les satellites au barycentre des satellites observés®. Ce barycentre a donc été calculé pour
chaque observation.

La prise en compte de ces nouvelles variables du probleme nécessite de compléter I’étude
faite en début de chapitre. Commencons par regarder 'ajustement en variables absolues.

1.4.1 Le cas des coordonnées absolues
(]) 5(0)

Notons par (o

27,87 les ascensions droites et déclinaisons du ieme satellite a des

dates d’observations ;. Il est donc nécessaire de ramener ces variables a des coordonnées
cartésiennes dans le repere du corps central (voir la figure 1.3).

En écrivant (X,Y,7) les coordonnées du corps central Fy et (x;,y;,2;) les coordonnées
cartésiennes recherchées du corps P; par rapport a Fy, nous avons I’égalité

X+, = rricosd;cosa;
Y +y;, = rpicosd;sina; (1.24)
A + Z; = Ty sin 52

ou rp; désigne la distance Terre-satellite. L’équation (1.3) prend alors la forme suivante
3 dev: 6N +M 674
Aot®) = Z —(e)-A
" ; 07; 2 g, e Aa
3

it 6N +M
k) Dd; My
AsH = ( Y e Acl>

=

(1.25)

5. Tous les satellites galiléens n’étant pas toujours observables dans une nuit.
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Pi(xi.y;.zi

P, (X,Y,2)

Terre

v

Fic. 1.3 — Passage des coordonnées cartésiennes jovicentriques aux coordonnées absolues.

soit encore en notation matricielle 7 = HX A, avec

Jdo; OJdoy  Oo; dey’ T dcenim
(k) Acl
Ac; _ dx;’ Oy’ 0z Ay . 78% : 1.26
A(S(k) B 852 652 652 801 ’ ’ aC6./\/-|—M : ’ )
7 al’Z 9 ayZ 9 822 822 822 AC6_/\/_|_M
801 ’ ’ aCGN-I—M
Le calcul de la matrice H amene a I’égalité
da;  Jdo;  Oa; sin oy COS 0
o ox;” Oy’ 0z _ roicos ; roicos ;| (1.27)
ds; 06 00 sin d; cos oy sind; sina;  cos d; ’
a$¢7 8yi’ aZi T ’ rT ’ rT;

1.4.2 Le cas des coordonnées relatives

Comme nous 'avons déja dit, nous allons utiliser des coordonnées inter-satellites abso-
lues relatives au barycentre des satellites observés. Soit NV, le nombre de satellites observés,
nous sommes donc amenés a considérer les différences

No No No No
(- ) (s 5508) o (- $509) - (-0
j=1 j=1 =1

J=1

Ces termes peuvent encore se réécrire pour 1’ascension droite sous la forme
No No NO
(oz;»(k) — ozgk)) — (Z oz;(k) — Z agk)> = Aagk) — Z Aoz;k) (1.29)
Jj=1 Jj=1 =1
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De méme pour les déclinaisons, nous sommes donc finalement ramenés a la section précé-
dente par le calcul des quantités Aoz;k) et A5;k) pour un j quelconque.
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Chapitre 2

Comparaison au Modele de
Sampson-Lieske

Dans ce chapitre, nous allons comparer notre modéle a la solution de Sampson-Lieske. Qutre
Uintérét de comparer notre travail a une théorie antérieure, cette étape nous permetira lors de
Uajustement auz observations d’étre déja tres proche du systéme réel. Apres une bréve description
de la théorie de Sampson-Lieske, nous présenterons les résultats issus de notre ajustement. Nous
en profiterons €galement pour revenir en fin de chapitre sur les petites perturbations introduites
dans le chapitre 1 de la partie I.

2.1 Quelques rappels sur la théorie de Sampson-Lieske

Avant de présenter le résultat de notre ajustement, il convient en premier lieu de présen-
ter brievement la théorie de Sampson-Lieske. La théorie initiale développée par Sampson
date du début du siecle dernier, et a été publiée en 1921 (référence [29]). Cette théorie a
produit les éphémeérides des satellites galiléens jusque dans les années soixante dix. Avec le
temps, celles-ci se sont déteriorées en regard des observations, par absence de réajustement
des constantes de la théorie. Un décalage temporel a alors été effectuée pour absorber la
dérive en longitude.

2.1.1 Les perturbations introduites

Sampson modélise le systeme galiléen par quatre satellites ponctuels, et Jupiter munit
d’un aplatissement via les coefficients Jy et Jy. Pour tenir compte des perturbations so-
laires, Sampson reprend les séries de Brown. La précession jovienne est également prise en
compte, apres quelques simplifications. Le repere de référence est le plan équatorial jovien,
ayant comme origine pour le premier axe le point vernal jovien. Ainsi, en plus des pertur-
bations précédemment citées, des forces d’inertie issues du mouvement du pole jovien sont
présentes.
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2.1.2 Variables utilisées et forme de la solution

Les variables utilisées par Sampson ne sont pas les variables en éléments elliptiques
usuels, mais issues des coordonnées cylindriques et notées (p;, 1, 2;) ou ¢ désigne I'indice
d’un satellite. A partir de ces variables, on peut définir les variables (&;, p;, ¢;) définies par
les relations

pi = A(1+&)

pi = I/Zgi—li (2.1)
G = T

[; étant la longitude moyenne et A; la partie constante présente dans la variable p;.

Pi

e p
X Vi

Fic. 2.1 — Les variables utilisées dans la théorie de Sampson.

Sampson integre alors analytiquement un systeme différentiel d’ordre deux par rapport au
temps des variables (&, i, Gi).

La solution du mouvement des satellites est donnée sous la forme de séries analytiques a
amplitude numérique. En effet, Sampson ne délivre dans ses séries finales que des valeurs
calculées des amplitudes. Le calcul des dérivées partielles des solutions par rapport aux
constantes du systeme devient impossible, et la solution de Sampson ne peut donc pas étre
réajustée.

2.1.3 Les amélioration de Lieske

Lorsque Lieske reprend la théorie de Sampson dans les années soixante-dix (pour les
besoins des sondes voyager), il doit trouver entre autre une méthode pour pouvoir remettre
a jour les valeurs des parametres.

Ainsi, Lieske effectue les modifications suivantes:

- il corrige un certain nombre d’erreurs de calculs présentes dans le travail de Sampson;
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- il introduit la longue période de De Haerdtl Tny — 3ns et améliore la représentation de
la perturbation solaire;

- il introduit une libration libre (résonance laplacienne) dans les développements analy-
tiques;

- il introduit des quantités ¢ et 3 comme variation des conditions initiales imposées par
Sampson, afin de réajuster la solution de 1921;

- il fournit les dérivées partielles relatives aux 49 constantes de la théorie.

Lieske donne sa solution sous la forme de corrections aux coefficients calculés par Samp-
son, en introduisant les parametres de corrections (e, Gx). Quoique la méthode de Lieske
soit efficace et permette de mieux s’ajuster aux observations, cette méthode conserve cer-
taines incohérences résidant dans le corps méme de la méthode, mais également dans le
traitement de la libration laplacienne. Ainsi, la libration libre laplacienne est introduite en
ajoutant 2 parametres (artificiels) a la théorie. Toutefois, comme nous allons le voir une
autre source d’erreur tres importante provient du choix méme des variables utilisées.

2.2 Ajustement a la solution G5

Nous avons ajusté notre modele a celui de Sampson-Lieske en utilisant la méthode
présentée dans le chapitre précédent.

2.2.1 Solution G5

La théorie de Lieske utilisée pour faire notre ajustement est la théorie G5 (disponible
sur le serveur de 'IMCCE), dont 'ajustement aux observations a été effectué par J.E.Arlot
(voir la référence [5]). Notons que I'utilisation d’une version de la théorie de Lieske plutot
qu'une autre ne change pas les résultats, dans la mesure ou le modele théorique reste le
méme (voir [25]) et ou uniquement les parametres (¢, 8i) changent. Seules les différences
internes aux deux modeles apparaitront.

L’ajustement a été réalisé en coordonnées cartésiennes équatoriales J2000 en utilisant
un échantillon de 3654 points par coordonnée et avec un pas d’échantillonage de 10 jours.
La période recouverte par ’ajustement est donc d’environ un siecle. Cet intervalle de temps
est comparable a celui sur lequel s’étendent les observations que nous utiliserons dans le
chapitre suivant.

Les constantes ajustées dans notre modele ont été les suivantes:

- Les conditions initiales (positions et vitesses) des quatre satellites;
- Les masses des quatre satellites;

- La masse de Jupiter;

- Les coefficients .J; et Jy de ’aplatissement jovien;

Les angles (v, I) relatifs a l'orientation du pole jovien dans I'espace.
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Quatre passages par la méthode des moindres carrés ont été effectués pour optimiser
notre ajustement. Afin de pouvoir interpréter les différences obtenues, nous avons choisi
de les représenter dans un jeu de coordonnées cylindriques équatoriales joviennes et donc
tres proches des variables de Sampson.

2.2.2 Résultats

Les résultats sont présentés dans les figures 2.2, 2.3, 2.4 et 2.5 pour les variables
(pivljivzi)-
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Fia. 2.2 — Résultat d’un ajustement sur 100 ans entre notre modéle et celui de Lieske
(théorie (G5), pour le satellite lo. La période de temps est d’un siécle (abscisses en années)
et les différences sont données en kilometres. Les légendes x,y, z correspondent respective-
ment aux variables (p;,v;, z;)

Nous constatons que les différences sont de 'ordre de plusieurs centaines de kilometres
pour chacun des satellites. Ces différences se manifestent surtout par la présence de longues
périodes dans la variable v; et de facon moins importante sur la variable z;. Cela nous a
conduit a réexaminer les variables utilisées par Sampson.

2.2.3 Le probleme des coordonnées cylindriques

Généralement, les solutions d’une théorie en mécanique céleste, sont données sous la
forme de séries de Fourier a amplitudes polynomiales (séries de Poisson), dans lesquelles
se distinguent des termes a courtes périodes et des termes a longues périodes. Les termes
a longues périodes sont généralement ceux ayant les plus fortes amplitudes (suite durant
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Fic. 2.3 — Résultat d’un ajustement sur 100 ans entre notre modéle et celui de Lieske
(théorie (i5), pour le satellite Furope. La période de temps est d’un siécle (abscisses en
années) et les différences sont données en kilométres. Les légendes x,y,z correspondent
respectivement aux variables (p;, vi, z;)
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Fic. 2.4 — Résultat d’un ajustement sur 100 ans entre notre modéle et celui de Lieske
(théorie (i5), pour le satellite Ganymeéde. La période de temps est d’un siécle (abscisses
en années) et les différences sont données en kilométres. Les légendes x,y, z correspondent
respectivement aux variables (p;, vi, z;)
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Fia. 2.5 — Résultat d’un ajustement sur 100 ans entre notre modéle et celui de Lieske
(théorie (i5), pour le satellite Callisto. La période de temps est d’'un siécle (abscisses en
années) et les différences sont données en kilométres. Les légendes x,y,z correspondent
respectivement aux variables (p;, vi, z;)

leur intégration a la division par de petits diviseurs), tandis que les termes a courtes
périodes ont des amplitudes légerement variables, comme fonction des longues périodes.
Cette caractéristique générale aux théorie exprimées en éléments elliptiques n’est plus
valide dans les variables de Sampson, essentiellement suite a 'utilisation de la coordonnée
(i, ou ce qui revient au méme a la coordonnées z;.

En effet, la nature méme de cette coordonnée (tres inappropriée pour décrire un mouvement
képlérien perturbé) force les termes de période supérieure a la période de révolution du
satellite a apparaitre dans les amplitudes méme des séries décrivant z; (voir la figure 2.6).

On pourra vérifier ainsi dans [25], qu’aucune longue période n’intervient dans le déve-
loppement final des variables z;.

On peut alors se demander pourquoi les variations sont plus importantes sur la variable
v; que sur la variable z;. En fait, lors de notre ajustement nous avions précédemment gardé
constantes les valeurs des angles (¢, I'). Les résultats correspondants donnaient alors une
forte variation sur z; plutdt que sur v; (graphes non présentés ici). Toutefois, nous avons
fini par ajuster également les angles (¢, I). Les variations en z; se sont alors répercutées
sur v; par un effet géométrique, donnant ainsi les graphes précédent.

Signalons également qu’une autre cause pouvant contribuer a donner ces larges varia-

tions est 'utilisation de théories solaires différentes, et dans une moindre mesure I'influence
de la précession jovienne (non prise en compte dans notre modele).
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FiG. 2.6 — Influence des variations en inclinaison des satellites sur Uamplitude de la variable
Zi.

2.3 Apport des petites perturbations

Lors de la partie I, nous avions décidé de conserver un certain nombre de petites per-
turbations dans notre modele sans pouvoir précisément définir I'influence réelle de ces
dernieres. En effet, bien que la différence d’'un point de vue quantitatif entre prendre ou
ne pas prendre en compte ces perturbations ait été estimée (voir par exemple le chapitre
3 de la partie 1), nous avions noté qu’il suffirait peut-étre d’un léger changement dans les
constantes de la théorie pour voir ces différences disparaitre (en grande partie du moins).
Cette section s’attache a determiner quelles sont les constantes qui seront modifées et en
quelle proportion pour pouvoir minimiser I’abscence de ces perturbations dans un modele.

2.3.1 Ajustement

Afin de réaliser ce travail, nous avons repris la méthode d’ajustement déja utilisée dans
la section précédente. Cette fois, nous avons ajusté notre modele (prenant en compte les
forces d’aplatissement supplémentaires, et I'aplatissement des satellites), a une intégration
numérique ne prenant pas en compte ces perturbations (voir I’équation (3.1) de la partie I).

Comme dans la section précédente les constantes ajustées ont été les suivantes:

Les conditions initiales (positions et vitesses) des quatre satellites;

Les masses des quatre satellites;
- La masse de Jupiter;

- Les coefficient J5 et Jy de 'aplatissement jovien;

Les angles (v, I) relatifs a l'orientation du pole jovien dans I'espace.

De méme, quatre passages par la méthode des moindres carrés ont été effectués pour
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optimiser notre ajustement. Les différences obtenues ont été étudiées sur les mémes va-
riables (p;, 14, z;), afin d’interpréter 'influence éventuelle des perturbations que nous avons
prises en compte et qui sont négligées dans le modele de Sampson-Lieske.

Nous avons également choisi un échantillon de 3654 points par coordonnée avec un pas
d’échantillonage de 10 jours.

2.3.2 Résultats

Les graphes des figures 2.7, 2.8, 2.9 et 2.10 représentent les différences en kilometres
entre les deux modeles et que I’on ne peut pas absorber.

-60 -40 -20 0 20 40 60

Fia. 2.7 — Résultat pour lo d’un ajustement sur 100 ans entre deur modéles, l'un prenant
en compte les forces d’aplatissement supplémentaires et Uaplatissement des satellites, et
lautre non. Les abscisses sont des années et les ordonnées des kilomeétres.

Les différences sont donc de l'ordre de quelques kilometres. Toutefois, comme nous
I’avions déja dit, ’absorption d’une perturbation se réalise au prix d’un décalage entre
les quantités physiques réelles du systeme et celles du modele. Les tableaux suivants pré-
sentent donc les modifications aux constantes du modele qu’il a fallu apporter pour obtenir
notre ajustement. Le tableau 2.1 donne les variations apportées aux conditions initiales du
modele.

Le tableau 2.2 donne les variations apportées aux conditions initiales du modele.

Il apparait que si les variations sur les conditions initiales restent tres faibles, celles
sur les parametres et surtout les coefficients d’aplatissement J, et Jy sont nettement en
dehors des barres d’erreur. A titre indicatif, les barres d’erreur pour ces deux coefficients
issues de [8] sont respectivement de seulement 107 et 5.107° alors que nous obtenons des
variations de 6,14 .107° et 3,58.107°. Ce résultat est cohérent avec ce qui a été énoncé
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Fia. 2.8 — Résultat pour Europe d’un ajustement sur 100 ans entre deux modeles, 'un pre-
nant en compte les forces d’aplatissement supplémentaires et 'aplatissement des satellites,
et autre non. Les abscisses sont des années et les ordonnées des kilométres.
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Fia. 2.9 — Résultat pour Ganymede d’un ajustement sur 100 ans entre deur modéles,
["un prenant en compte les forces d’aplatissement supplémentaires et laplatissement des
satellites, et l'autre non. Les abscisses sont des années et les ordonnées des kilometres.
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1.5 F

Fia. 2.10 — Résultat pour Callisto d’un ajustement sur 100 ans entre deux modéles, ['un
prenant en compte les forces d’aplatissement supplémentaires et Uaplatissement des satel-
lites, et Uautre non. Les abscisses sont des années et les ordonnées des kilométres.

condition initiale en x en y en z
position du satellite 1~ 0.1864 0.2372 0.9461 10~!
vitesse du satellite 1 0.4590 10~!  0.6076 -0.7496 101
position du satellite 2 -0.2534 -0.2250 -0.7398 107!
vitesse du satellite 2 0.9756 10~!  0.1181 0.2271
position du satellite 3 -0.1542 -0.6376 -0.2347
vitesse du satellite 3 -0.5535 1071 0.2873 0.1830
position du satellite 4 0.4086 -0.3074 -0.9948 101
vitesse du satellite 4 -0.1202 -0.9965 1072 -0.1083 101

TAB. 2.1 — Tableau présentant les variations apportées aux conditions initiales des satellites
pour pallier Uinfluence des forces d’aplatissement supplémentaires et de Uaplatissement des
satellites. Les valeurs sont données en kilomeétres pour les positions et kilomeétres par jour
pour les vitesses.
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Parametre correction Ag en %
masse du corps central -0.1058 1077 -0.1108 1074
J2 du corps central -0.6145 107° -0.04159
J4 du corps central -0.3582 1074 5.7732
masse du satellite 1 0.1055 107° 0.2415
masse du satellite 2 0.3047 10~ 11 0.1276 10!
masse du satellite 3 0.2231 10~ 0.2971 102
masse du satellite 4 0.6587 10~11 0.1246 10!
angle -0.2020 107* -0.5643 10~°
angle [ 0.9060 103 0.3552 10~*

TAB. 2.2 — Tableau présentant les variations apportées auxr parametres pour pallier l'in-
fluence des forces d’aplatissement supplémentaires et de l'aplatissement des satellites.

dans la partie I. Tout d’abord les forces d’aplatissement supplémentaires font intervenir
directement ’aplatissement de Jupiter. De plus, nous avions mentionné la possibilité d’ab-
sorber les coefficients Jz(k) des satellites dans ’aplatissement du corps central.

Enfin, il peut paraitre étonnant que les variations soient plus importantes pour le J; que
pour le J,. Cet effet provient directement de la corrélation entre ces deux coefficients. En
réalité, afin de minimiser les variations en .J4, nous avons contraint ce coefficient a rester
constant durant les deux premiers ajustements par moindre carrés, et ’avons laissé libre
dans les deux derniers.

Nous reviendrons plus en détails sur cet effet et sur les valeurs de corrélation dans le
chapitre qui va suivre.

99






Chapitre 3

Ajustement aux Observations

Dans ce chapitre, nous allons ajuster notre modéle aux observations. Celles-ci sont généra-
lement données dans des formats et des repéres variables. Nous commencerons par présenter les
diverses observations que nous avons utilisées. Nous présenterons également la méthode appliquée
pour nous ramener dans le repére des observations. Nous conclurons enfin par les valeurs des

(0-C).

3.1 Présentation des observations

Commencons par présenter brievement les observations que nous avons utilisées. Celles-
ci s’étendent de 1891 a 2001. Leur précision est inégale de par les instruments utilisés et
le type d’observation effectué. Dans toute la suite le nombre d’observations se réferera au
nombre total de satellites observés.

3.1.1 Les observations anciennes (1891-1936)

Ces observations ont des origines diverses. Les observations entre 1891 et 1910 ont été
faites a Helsingfors (Finlande) et a ’observatoire de Pulkovo (f=3,4m). Celles entre 1917
et 1918 ont été faites par Chevalier en Chine (f=7,1m). Les observations dites “de De Sit-
ter” ont été effectuées en 1918-1919 a Greenwich et en 1924 au Cap (f=6,9m). Enfin, les
observations 1934 et 1936 ont été réalisées respectivement a Bucarest (f=6,1m) et Paris
(f=3,4m).

L’ensemble de ces observations a été utilisé pour ajuster aux observations le modele de
Sampson-Lieske initial (voir [25]), et donnant la théorie G5 dont on trouvera des références
plus précises dans [5] et [6].

nombre d’observations: 1635 repére: équateur B1950
type d’observation: photographiques source: [6]
coordonnées: tangentielles
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3.1.2 Les observations de D.Pascu

Ces observations ont été faites entre 1967-1968 & I’observatoire de Mc Cormick (Virginie,

USA) et a 'observatoire naval de Washington D.C. (f=9,9m) par D.Pascu.

la série de 1967-1978

Cette série d’observations a également été utilisée dans 1’ajustement de G5. En re-
vanche, la série de 1986-1990 nous a été communiquée gracieusement par D.Pascu.

nombre d’observations: 1771 repére: équateur B1950
type d’observation: photographiques source: [6]
coordonnées: tangentielles

la série de 1986-1990

nombre d’observations: 1390 repére: équateur vrai de la date
type d’observation: photographiques source: (communication privée)
coordonnées: tangentielles

3.1.3 Les phénomenes mutuels

L’observation des phénomenes mutuels des satellites galiléens a commencée en 1973,
donnant lieu aux campagnes PHEMU tous les six ans. L’observation de ces phénomenes
est réalisée dans de nombreux observatoires a travers le monde. La méthode de réduction
de ces observations est tres différente de celle utilisée pour des observations classiques.
Les valeurs réduites que nous avons utilisées proviennent de la méthode de réduction de

K.Aksnes.

la campagne de 1985

nombre d’observations: 392 repére: équateur J2000
type d’observation: phénomenes mutuels source: [3]
coordonnées: différentielles

la campagne de 1991

nombre d’observations: 410 repére: équateur J2000
type d’observation: phénomenes mutuels source: [20]
coordonnées: différentielles

3.1.4 Les observations de Flagstaff

Ces observations méridiennes récentes ont été réalisées a Flagstaff (USA).
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nombre d’observations: 684 repére: équateur J2000
type d’observation: astrométriques source: [33], [34]
coordonnées: absolues

Pour conclure cette présentation signalons qu’un certain nombre d’observations, bien
que disponibles ont volontairement été inutilisées. Ainsi, nous n’avons pas retenu certaines
observations de De Sitter, car notre connaissance imparfaite du repere équatorial dans
lequel sont données ces observations aurait entrainé des erreurs importantes. Les obser-
vations de C.H. Veiga et R. Vieira Martins n’ont, elles, pas été utilisées car les satellites
galiléens y étaient surexposés (saturation du récepteur CCD). En réalité, ces observations
ont été faites essentiellement dans le but d’obtenir des positions des satellites Amalthée et
Thébé également présents sur les images.

3.2 Ajustement a toutes les observations

Nous avons effectué un ajustement de notre modele a toutes les observations présentées
dans la section précédente. Cela a nécessité de prendre en compte un certain nombre de
corrections pour passer du repere (en temps et espace) de I'intégrateur numérique au repere
des observations.

3.2.1 Les conditions d’ajustement

[’ajustement aux observations nécessite de prendre en compte les cing étapes suivantes:
- le passage dans les variables d’observations;

- la conversion du temps universel en temps des éphémérides;

le calcul du temps de lumiere;
- la correction de I’aberration;

la correction de la réfraction.

Une bonne partie des observations que nous avons utilisées sont données dans un repere
équatorial terrestre B1950. La prise en compte de ce repere étant la plus complexe, nous
allons donc détailler la méthode utilisée pour comparer les positions calculées dans I'inté-
grateur aux observations en repere B1950. Le cas du repere J2000 et du repere équatorial
vrai de la date ont été traités de fagon similaire.

Les positions observées étant des coordonnées tangentielles, il peut sembler naturel de
ramener les positions calculées (intégrateur numérique) dans ces coordonnées pour effec-
tuer l'ajustement. Toutefois, cela nécessite de ramener également les dérivées partielles
(équations aux variations) dans ce repere. Le probleme vient alors du fait que le repere
B1950 n’est pas fixe, le passage du repere J2000 a B1950 pouvant se faire par exemple
suivant la méthode de S.Aoki (voir [4]). Le traitement des dérivées partielles devient alors
particulierement complexe. Pour cette raison, nous avons donc choisi d’effectuer tous nos
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ajustements dans le repere équatorial J2000.

L’intégrateur numérique nous donne des positions en coordonnées cartésiennes dans un
repere équatorial terrestre J2000 jovicentrique. Les mouvements de la Terre et de Jupi-
ter donnés par la représentation DE406 nous permettent alors de nous ramener dans un
repere géocentrique J2000 (ou héliocentrique J2000 dans le cas des éclipses mutuelles de
satellites). Dans la mesure ou cette étape ne fait intervenir qu’une translation du repere,
les dérivées partielles restent inchangées. Nous pouvons alors transformer les positions et
dérivées partielles en utilisant les formules de la section 1.4.1 page 86, et donc obtenir des
quantités relatives au barycentre des satellites observés.

Les observations sont datées en temps universel (UT ou UTC selon la période). II est
donc nécessaire de ramener cette échelle de temps non uniforme (la rotation de la Terre
n’étant pas constante), a une date en temps des éphémérides (TE ou TT). Les formules de
changement d’échelle qui ont été utilisées sont celles publiées dans [12].

La vitesse de la lumiere étant finie, le calcul du temps de lumiere 7; est nécessaire pour
ramener la date des observations au moment ou les satellites ont été réellement observés.
Ce calcul s’effectue par itérations en utilisant la formule qui suit

O ]

(3.1)

ou rr et ry sont respectivement les vecteurs position de la Terre et de Jupiter et 7 le temps
de lumiere Terre-Jupiter. Nous avons effectué deux itérations en calculant la distance Terre-
Jupiter en amont de 'intégration numérique. Une troisieme estimation du temps de lumiere
7; a alors été effectuée dans l'intégrateur en utilisant les distances Terre-satellite P;.

Notons toutefois le cas particulier des éclipses mutuelles. Dans une telle configuration, le
temps de lumiere de I’éclipsant doit étre remplacé par le temps de lumiere de 1’éclipsé moins
le temps de lumiere nécessaire pour parcourir la distance éclipsant-éclipsé. Cela vient du
fait que le phénomene observé ne fait intervenir que le satellites éclipsé, le satellite éclip-
sant n’étant pas présent. Au moment ou le satellite éclipsé entre dans le cone d’ombre, le
satellite éclipsant s’est déja déplacé du temps de lumiere satellite éclipsant-satellite éclipsé.

La vitesse de 1'observateur (mouvement de la Terre) et la vitesse finie de la lumiere
amenent a tenir compte d’un phénomene d’aberration. Celui-ci peut étre corrigé en modi-
fiant le calcul du temps de lumiere par la nouvelle expression a suivre

__lert=r) = rult = 7)

(3.2)
Enfin, les corrections astrométriques sont généralement effectuées par les observateurs.

Signalons toutefois, que nous avons corrigé de la réfraction la série d’observations de Pascu
1986-1990, qui nous a été communiquée dans un repere apparent.
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Pour finir, le schéma 3.1 résume la démarche que nous avons suivi pour ’ajustement.
Notons que la correction des temps de lumiere Terre-satellites est effectuée dans 'intégra-
tion numérique. Ainsi, les positions de chaque satellite sont calculées dans l'intégration a
des dates légerement différentes (de quelques secondes). Afin de limiter les erreurs numé-
riques (I'intégration du systeme galiléen sur ces quelques secondes impliquant des erreurs
énormes), nous avons choisi de forcer 'intégrateur a revenir en arriere dans le temps d’un
jour systématiquement apres calcul de la position d’un satellite.

Observations
(t (k), xi(kz Yi(k))

lere estimation du

. t de lumié
aberration LI oiter / Ut_se ( x(®,v®) | B1950
(2 itérations)
Integ!’a_tlon & (0 J
Numeérique 0 G
J2000 2eme estimation du (OC, ’8' ) J2000
temps de lumiére ‘ barycentre
o d tellit
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(02, r (0, 29 J;;/(I)%%ntrlque (2®35.0,32) | 32000
translation changement
de variables
K)(K) (k) &9
(09 &3
géocentrique
J2000

Fia. 3.1 — Algorithme utilis€ pour comparer les coordonnées calculées dans Uintégrateur
auz coordonnées tangentielles B1950.

3.2.2 Les (0O-C)

Nous avons donc effectué notre ajustement en coordonnées différentielles J2000. A I'ex-
ception des observations de phénomenes mutuels, une pondération uniforme a été utilisée.
Toutes ces observations ont donc un poids de 1. Les observations de phénomenes mutuels
publiées dans [3] et [20] sont fournies avec des poids relatifs allant de 1 a 2 et ont été
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conservés tels quels dans notre ajustement.

Une difficulté fréquente dans les ajustements concerne le probleme des corrélations des
conditions initiales et parametres. Par exemple, il est bien connu que les coefficients J,
et Jy sont fortement corrélés. Cela peut ainsi conduire dans un ajustement a obtenir une
valeur tres grande du Jy, celui-ci compensant une partie du J; dans le modele. Afin d’éviter
ce genre de corrélation dans notre modele, nous avons utilisé les valeurs issues des sondes
spatiales et donc tres précises pour tous les parametres a ’exception des angles (¢, I'). En
cela, nous tirons tout le bénéfice de notre étude faite dans la partie I. En effet, comme nous
I’avions expliqué, on peut aisément absorber un certain nombre de perturbations a priori
non négligeables, en changeant légerement les valeurs des constantes d’une théorie. Tou-
tefois, notre modélisation du systeme galiléen étant particulierement fine, nous pouvons
fixer d’emblée a une valeur constante de nombreux parametres sans pour autant nuire a la
qualité de ’ajustement.

Les graphes de la figure 3.2 donnent les (O-C) pour chacun des satellites apres ajus-
tement. Le graphe de la figure 3.3 donne les (O-C) des campagnes PHEMU uniquement.
Rappelons qu’une seconde de degré géocentrique fait environ 3000 kilometres a la distance
de Jupiter.
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Fi1G. 3.2 = (O-C) en ascension droite et déclinaison sur les toutes les observations apreés
ajustement pour lo (J1), Europe (J2), Ganymeéde (J3) et Callisto (J4) (de haut en bas
et droite a gauche). En abscisses se trouvent les dates d’observations et en ordonnées des
secondes de degrés.

On pourra comparer avec intérét les (O-C) de la figure 3.3 avec ceux présentés dans les
articles [27] et [20]. On constate que les (O-C) issus de notre modele sont bien meilleurs,
surtout pour la campagne de 1991. En outre, la dérive significative dans les (O-C) issus de
la théorie E5 sur I’ascension droite de lo n’est plus présente dans les (O-C) issus de notre
modele. La justification des auteurs, soupconnant principalement des effets systématiques
lors des observations de Io pour expliquer cette dérive, ne semble donc pas licite.

Le tableau 3.1 donne les valeurs des moyennes des (O-C) et des écarts type en ascension
droite et déclinaison pour chacun des satellites.

Nous constatons en premier lieu que les valeurs obtenues pour les phénomenes mutuels
sont tres bonnes. Cela n’est pas surprenant, de telles observations étant fondées sur 1’ob-
servation d’un phénomene (éclipse ou occultation), plutét qu’une mesure astrométrique
entachée des problemes de turbulence de I’atmosphere et de repere. Les valeurs pour I'as-
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Fi1G. 3.3 — (0-C) sur les campagnes PHEMU 85 et 91.

observation v, o Vs o5 N
toutes les obs.: -0.00072 0.08567 0.00388 0.08723 1587
0.00392 0.07814 0.00350 0.08362 1658
0.00230  0.09407 0.00421 0.09850 1545
-0.00598  0.11345 -0.01239 0.13615 1492
les obs. anciennes: -0.00342 0.14262 -0.01269 0.14109 388
0.01317 0.13245 0.02310 0.14434 411
0.01018 0.14690 0.00281 0.14615 423
-0.02032  0.16237 -0.01394 0.22053 413
les obs. de Pascu: 0.00297 0.06641 0.01448 0.07498 766
0.00004 0.05936 -0.00647 0.06363 775
-0.00093 0.07129 0.00885 0.08287 788
-0.00188  0.09907 -0.01568 0.09567 832
les phemu (85 et 91): -0.00358 0.02339 -0.00113 0.01815 280
-0.00179 0.02102 0.00249 0.02677 305
0.00464 0.02901 -0.00294 0.03158 158
0.01386  0.08354 0.00041 0.02770 59
les obs. de Stone et Harrys: -0.00713 0.04731 0.00207 0.04001 153
0.00967 0.04958 0.00346 0.04361 167
-0.00421 0.05774 -0.00677 0.05478 176
0.00115 0.05518 0.00157 0.04340 188

TAB. 3.1 — Tableau donnant les valeurs des moyennes et écarts types en ascension droite
et déclinaison en secondes de degrés pour lo (premiére ligne de chaque section) a Callisto
(derniére ligne de chaque section), N étant le nombre d’observations utilisées pour chaque
satellite.
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cension droite de Callisto sont toutefois nettement moins bonnes. Cette différence semble
pouvoir s’expliquer peut-étre par la présence d’effets de surface sur Callisto importants, et
dont la réduction ne tient pas compte. La grande qualité des (O-C) pour ces observations
dont le poids est rappelons-le tres faible prouve Pefficacité de notre ajustement.

Les résultats des observations anciennes sont les plus mauvais. Certes on peut penser que
la précision des mesures effectuées a 1’époque était moins bonne, mais cela peut s’expliquer
également par le repere utilisé. En effet, la réduction des observations anciennes dans le
repere B1950 a nécessité d’utiliser des formules de précession terrestre. Mais ces formules
ont évolué avec le temps, et il est aujourd’hui délicat de savoir lesquelles ont été utilisées
au moment de 1’observation. Aux erreurs d’observations doivent donc étre ajoutées les dif-
férences entre les formules de précession de I’époque et celles que nous avons utilisées. Cela
vaut également pour les observations de D.Pascu entre 1967 et 1978.

Le tableau 3.2 donne les modifications sur les conditions initiales qui ont été effectuées
pour obtenir les (O-C) précédents. Les angles ¢, et [ ont été modifiés de respectivement

constantes ajustées en r en y en z
position du satellite 1~ 347.34575185 -36.153543772 -88.691913008
vitesse du satellite 1 139.06723156  1115.1021316  473.31802077
position du satellite 2 -211.77935926 -161.91705326 -14.859088916
vitesse du satellite 2 423.45001359  40.779713754  68.239412282
position du satellite 3 -71.675052009  131.69713168  249.93254373
vitesse du satellite 3~ -222.77632692 -26.448912147 -60.377920620
position du satellite 4 -86.634037536 -323.75033634 -6.5810646181
vitesse du satellite 4 96.733828661 -66.162037604  15.316145338

TAB. 3.2 — Tableau présentant les variations apportées aux conditions initiales des satellites
par 'ajustement aux observations. Les valeurs sont données en kilométres pour les positions
et en kilometres par jour pour les vitesses.

—2.074 1072 et 4.753 1072 degrés. Les valeurs finales des conditions initiales et des angles
Y et I peuvent étre trouvées dans ’annexe A.
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3.2.3 Les valeurs des corrélations linéaires

Nous allons présenter pour finir les valeurs des corrélations linéaires. Celles-ci sont
données dans les tableaux 3.3, 3.4 et 3.5. Les valeurs supérieures a 0.8 sont écrites en
caracteres gras.

Comme nous pouvions nous y attendre, les coefficients J; et J; sont fortement corrélés a
88%. D’autres constantes de notre modele semblent également subir de fortes corrélations.
Rappelons toutefois que ces valeurs sont dépendantes en partie des erreurs d’observation.
De plus, les observations ne donnant des mesures que sur un plan du ciel, nous n’avons
jamais acces a la position exacte des satellites mais simplement a leur projection. Des lors,
il faut s’attendre a obtenir des corrélations importantes entre les conditions initiales.
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T1 N <1 T2 Y2 22 T3 Y3 <3 L4 Ya iz
1 1.00 0.09 0.02 0.29 0.39 0.31  0.19 -0.01 0.10 -0.06 -0.31 -0.20
Y1 0.09 1.00 -0.28 0.17 0.04 0.04 036 -0.07 0.01 0.04 -0.35 -0.27
21 0.02 -0.28 1.00 0.05 0.01 0.01 0.16 -0.10 0.16 0.02 -0.15 -0.01
o 0.29 0.17 0.05 1.00 0.90 0.67 0.31 -0.26 -0.06 0.04 -0.35 -0.22
Y2 0.39 0.04 0.01 0.90 1.00 0.60 0.13 -0.13 -0.02 -0.08 -0.29 -0.18
Z9 0.31  0.04 0.01 0.67 0.60 1.00 0.05 -0.11 0.09 -0.07 -0.22 -0.15
T3 0.19 0.36 0.16 0.31 0.13 0.05 1.00 -0.49 -0.19 0.25 -0.28 -0.16
Y3 -0.01 -0.0v -0.10 -0.26 -0.13 -0.11 -0.49 1.00 0.24 0.04 0.19 0.09
z3 0.10 0.01 0.16 -0.06 -0.02 0.09 -0.19 024 1.00 0.00 -0.03 0.01
x4 -0.06 0.04 0.02 0.04 -0.08 -0.07 0.25 0.04 0.00 1.00 0.34 0.23
Ya -0.31 -0.35 -0.15 -0.35 -0.29 -0.22 -0.28 0.19 -0.03 0.34 1.00 0.45
24 -0.20 -0.27v -0.01 -0.22 -0.18 -0.15 -0.16 0.09 0.01 0.23 0.45 1.00
vy 0.61 0.64 0.22 0.23 0.25 0.20 0.30 -0.14 0.12 -0.21 -046 -0.29
vyp  0.84 -0.23 -0.09 0.14 0.26 0.24 -0.01 0.07 0.11 -0.02 -0.10 -0.07
vzy 049  -0.10 0.00 0.12 0.20 0.07 0.08 0.03 -0.07 0.00 -0.09 -0.05
vrs  -0.32  0.04 0.02 -0.89 -0.99 -0.71 -0.08 0.15 0.04 0.07 0.21 0.13
vy 0.32  -0.08 -0.10 0.50 0.63 0.51 -0.02 0.15 -0.01 0.13 -0.07 -0.08
vzeg  0.11  -0.13  0.07 0.17 0.24 0.15  0.00 0.00 0.17 0.05 -0.04 0.03
ves -0.04 0.15 0.06 0.28 0.14 0.08 055 -0.87 -0.46 -0.06 -0.16 -0.09
vys -0.14 -0.01 -0.12 0.06 -0.07 0.11 -0.25 -0.15 -0.13 0.22 0.02 -0.08
vzg -0.16 -0.27 0.07 -0.04 -0.02 -0.23 -0.10 -0.05 -0.13 0.13 0.09 0.18
vrg 0.18 0.21 0.07 0.23 0.18 0.15 0.15 -0.06 0.03 -0.51 -0.81 -0.56
vy -0.21 -0.15 -0.07 -0.16 -0.25 -0.15 -0.02 0.22 0.08 0.31 0.50 0.29
vzg -0.12 -0.12 -0.02 -0.11 -0.14  -0.16 -0.02 0.17 -0.08 0.16 0.27 0.26
Jo 0.20 0.16  0.05 0.38 0.34 0.26 0.16 -0.17 0.01 0.04 -0.16 -0.09
Jy 0.15 0.09 0.05 0.24 0.22 0.19 0.13 -0.13 0.02 0.03 -0.10 -0.06
mo 0.00 0.13 0.05 0.15 -0.04 -0.03 0.36 0.10 0.04 0.62 -0.09 -0.07
my; -0.03 0.02 0.04 -019 -0.19 -0.12 0.12 -0.06 0.01 -0.09 -0.09 -0.04
mo 048 0.73 0.24 0.31 0.26 0.20 043 -0.19 0.10 -0.10 -0.50 -0.32
msg -0.28 -0.36 -0.13 -0.38 -0.33 -0.27 -0.41 0.30 0.01 0.16 0.50 0.30
my -0.28 -0.27 -0.15 -0.34 -0.29 -0.13 -0.64 0.39 0.08 0.02 0.37 0.22
P 0.06 0.08 -0.01 0.08 0.15 -0.25 0.16 0.04 -0.37 0.02 -0.04 -0.10
1 -0.08 -0.30 0.29 -0.05 -0.001 -0.19 0.02 -0.13 0.29 0.02 0.03 0.16

TAB. 3.3 — Tableau des corrélations linéaires pour les positions.
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vV vy vVZ1 (H ] VY2 VZ9 vr3 VY3 vVZs3 VX4 VYa VZa
x 0.61 0.84 049 -0.32 032 0.11 -0.04 -0.14 -0.16 0.18 -0.21 -0.12
% 0.64 -0.23 -0.10 0.04 -0.08 -0.13 0.15 -0.01 -0.27 0.21 -0.15 -0.12
z1 022 -009 0.00 0.02 -0.10 007 006 -0.12 0.07 0.07 -0.07 -0.02
Z2 0.23 0.14 0.12 -0.89 0,50 017 0.28 0.06 -0.04 0.23 -0.16 -0.11
Y2 0.25 026 020 -0.94 063 024 0.14 -007 -0.02 0.18 -0.25 -0.14
29 0.20 024 007 -0.71 051 015 0.08 011 -0.23 0.15 -0.15 -0.16
z3 0.30 -0.01 0.08 -0.08 -0.02 000 055 -0.25 -0.10 0.15 -0.02 -0.02
Y3 -0.14 0.0vr 0.03 0.15 0.15 0.00 -0.87 -0.15 -0.06 -0.06 0.22 0.17
23 0.12 0.11 -0.07 0.04 -0.01 0.17 -0.46 -0.13 -0.13 0.03 0.08 -0.08
x4 -0.21 -0.02 0.00 0.0 013 0.05 -0.06 022 0.13 -051 031 0.16
Y4 -0.46 -0.10 -0.09 021 -0.0v -0.04 -0.16 0.02 0.09 -0.81 0.50 0.27
Z4 -0.29 -0.07r -0.06 0.13 -0.08 0.03 -0.09 -0.08 0.18 -056 029 0.26
ve; 1.00 0.23 0.17 -0.13 -0.03 -0.06 0.16 -0.29 -0.32 0.21 -047 -0.28
vyy 0.23 1.00 0.16 -0.23 032 0.13 -0.15 -0.03 -0.08 0.07 -0.04 -0.03
vzy, 0.17 0.16 1.00 -0.15 0.19 0.05 -0.04 -0.12 0.0 0.04 -0.07 -0.02
ves  -0.13 -0.23 -0.15 1.00 -0.66 -0.25 -0.18 -0.02 0.02 -0.13 0.18 0.11
vy -0.03 032 019 -0.66 1.00 -0.20 -0.14 0.18 -0.05 0.10 0.11 0.05
vzg -0.05 0.13 0.0 -0.25 -0.20 1.00 -0.06 -0.06 0.19 0.04 005 0.03
ves 0.16 -0.15 -0.04 -0.18 -0.14 -0.06 1.00 0.10 0.03 0.05 -0.23 -0.13
vys -0.29 -0.03 -0.12 -0.02 0.18 -0.06 0.10 1.00 -0.25 0.10 032 0.12
vzg -0.32 -0.08 0.0 0.02 -0.05 0.19 0.03 -0.25 1.00 -0.05 0.16 0.17
veyg 021 0.07 004 -0.13 0.10 0.04 0.05 0.10 -0.05 1.00 -0.20 -0.14
vyy -047 -0.04 -0.0v 0.18 0.11 0.05 -0.23 032 0.16 -0.20 1.00 0.14
vzg -0.28 -0.03 -0.02 0.11 0.0 0.03 -0.13 0.12 0.17 -0.14 0.14 1.00
Ja 0.24 0.00 027 -0.2v 0.19 -0.10 0.14 -0.03 -0.08 0.07 -0.17 -0.08
Ja 0.17 -0.06 036 -0.18 0.12 -0.06 0.10 -0.01 -0.07 0.04 -0.12 -0.07
mg -0.25 0.03 001 0.05 024 0.10 -0.12 042 0.17 0.19 059 0.30
m; 003 -0.05 0.03 019 -0.11 -0.05 0.02 -0.06 -0.08 0.02 -0.01 -0.08
me 094 0.08 0.09 -0.15 -0.01 -0.04 024 -0.20 -0.29 0.26 -0.38 -0.23
mg -0.50 -0.05 -0.12 0.19 -0.01 0.03 -0.25 0.13 0.22 -0.26 034 0.28
mg -043 -0.05 -0.16 0.20 0.01 0.00 -036 039 0.10 -0.14 037 0.18
(7 0.07 -0.10 0.28 -0.05 003 -0.05 0.08 -0.31 036 0.01 -0.10 0.06
1 -0.15 -0.01 -0.03 0.03 -0.25 0.44 -0.01 -0.29 045 -0.05 0.01 0.0

TAB. 3.4 — Tableau des corrélations linéaires pour les vitesses.
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Jz J4 my my mso ms ma 1/) I
x 0.20 0.15 0.00 -0.03 048 -0.28 -0.28 0.06 -0.08
Y1 0.16 0.09 0.13 0.02 073 -0.36 -0.27 0.08 -0.30
z1 0.05 0.05 0.05 004 024 -0.13 -0.15 -0.01 0.29
Zy 0.38 024 015 -0.19 031 -0.38 -0.34 0.08 -0.05
Y2 0.34 022 -0.04 -0.19 0.26 -0.33 -0.29 0.15 -0.01
29 0.26 0.19 -0.03 -0.12 0.20 -0.2v -0.13 -0.25 -0.19
3 0.16 0.13 036 0.12 043 -0.41 -0.64 0.16 0.02
Y3 -0.17 -0.13 0.10 -0.06 -0.19 030 0.39 0.04 -0.13
23 0.01 0.02 0.04 001 010 0.01 0.08 -037 0.29
T4 0.04 0.03 062 -0.09 -0.10 0.16 0.02 0.02 0.02
Y4 -0.16 -0.10 -0.09 -0.09 -0.50 050 0.37 -0.04 0.03
24 -0.09 -0.06 -0.07 -0.04 -0.32 030 0.22 -0.10 0.16
ve; 024 017 -0.25 0.03 0.94 -050 -043 0.07 -0.15
vy; 0.00 -0.06 0.03 -0.06 0.08 -0.056 -0.05 -0.10 -0.01
vzy 027 036 0.01 0.03 0.09 -0.12 -0.16 0.28 -0.03
ves  -0.27 -0.18 0.056 0.19 -0.15 0.19 0.20 -0.05 0.03
vy 0.19 0.12 0.24 -0.11 -0.01 -0.01 0.01 0.03 -0.25
vzg -0.10 -0.06 0.10 -0.05 -0.04 0.03 0.00 -0.05 0.44
ves 0.14 0.10 -0.12 0.02 024 -0.25 -0.36 0.08 -0.01
vys -0.03 -0.01 0.42 -0.05 -0.20 0.13 039 -0.31 -0.29
vzg -0.08 -0.0v 0.17 -0.08 -0.29 0.22 0.10 036 045
veg 007 0.04 0.19 0.02 026 -026 -0.14 0.01 -0.05
vys -0.17 -0.12 0.59 -0.01 -038 034 037 -0.10 0.01
vzg -0.08 -0.0v 0.30 -0.08 -0.23 0.28 0.18 0.06 0.08
Ja 1.00 0.88 0.00 -048 0.23 -0.07 -0.38 0.10 -0.13
Ja 0.88 1.00 -0.01 -0.16 0.15 -0.15 -0.29 0.07 -0.13
mg  0.00 -0.01 1.00 -0.02 -0.06 0.06 0.04 0.00 0.00
my -048 -0.16 -0.02 1.00 0.02 -0.58 0.01 -0.08 0.02
me 0.23 0.15 -0.06 0.02 1.00 -052 -045 0.09 -0.15
mg -0.07 -0.15 0.06 -0.58 -0.52 1.00 041 -0.02 0.08
myg -0.38 -0.29 0.04 0.01 -045 041 1.00 -0.26 -0.08
Y 0.10 0.07v 0.00 -0.08 0.09 -0.02 -0.26 1.00 0.02
1 -0.13 -0.13 0.00 0.02 -0.15> 0.08 -0.08 0.02 1.00

TAB. 3.5 — Tableau des corrélations linéaires pour les paramétres.
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3.3 Pourquoi ne pas s’arréter la?

A ce stade de notre travail, nous disposons enfin d’un modele capable de délivrer des
éphémérides tres précises des satellites galiléens. La précision interne de ce modele (qui
est ici la précision de notre intégrateur numérique) a préalablement été estimée a quelques
dizaines de metres (voir la partie I). La précision externe est, elle, un peu plus délicate a
évaluer dans la mesure ou nous restons tributaire des erreurs d’observations. [.’examen des
(O-C) des phénomenes mutuels nous laisse supposer que la précision externe est de l'ordre
de quelques dizaines de kilometres au plus.

Toutefois I'intégrateur numérique ne peut fournir que des valeurs tabulées des positions
et vitesses des satellites. Afin de pallier ce probleme, une méthode classique consiste a
utiliser une représentation par des polynémes de Tchebychev pour décrire le mouvement
des satellites. Cette méthode consiste a effectuer un échantillonnage suffisamment fin des
positions et vitesses des satellites issues de l'intégrateur. On peut alors utiliser des algo-
rithmes simples pour calculer les coefficients des polynomes de Tchebychev adéquats.

Cette méthode comprend pourtant au moins deux lacunes importantes que nous allons
énoncer:

- aucune connaissance des fréquences du systéme n’est disponible
Ainsi, les simples fréquences de révolution des satellites des noeuds ou de la libra-
tion laplacienne sont inconnues. Ces fréquences avec leur amplitude sont pourtant
essentielles a la compréhension de I’état dynamique dans lequel se trouve le systeme,
ainsi que son évolution au cours du temps. Cela est également nécessaire pour étudier
I’action des effets de marées a 'intérieur des satellites et sur leur rotation.

- pas de modeéle du systeme sur un long terme
Les polynomes de Tchebychev ne sont utilisables que sur I'intervalle de temps ou
a été effectuée l'intégration numérique. Une telle représentation ne peut donc pas
décrire le systeme sur un temps tres long, limitant toute étude ultérieure au temps
d’intégration précédemment utilisé.

Pour ces raisons, nous allons donc poursuivre notre travail dans une troisieme partie,
afin d’obtenir une représentation bien plus satisfaisante des mouvements des satellites
galiléens. Celle-ci sera basée sur une analyse en fréquence complete du systeme galiléen.
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Troisieme partie

Représentation Fréquentielle
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Chapitre 1

Analyse en Fréquence et Filtrage

Comme nous lavons dit a la fin du chapitre précédent, la représentation du mouvement des
satellites par des polynomes de Tchebychev n'est pas pleinement satisfaisante. Nous avons donc
recherché un moyen d’obtenir une représentation plus analytique de notre modéle. Pour cela, nous
nous sommes tourné vers l'analyse en fréquence. Ce premier chapilre présente les méthodes de
traitement du signal qui ont été utilisées au cours de notre travail. Aprés un ensemble de rappels
sur Uanalyse de Fourier, nous présenterons les méthodes d’analyse fine et de filtrage, qui ont été
deuz points clés dans notre démarche.

1.1 Quelques rappels sur ’analyse de Fourier

L’analyse de Fourier a comme point de départ la théorie des séries de Fourier. Nous
allons donc commencer par en présenter les principaux aspects.

1.1.1 Signaux continus

On appelle signal continu toute fonction f de la variable réelle a valeur dans R ou
C. La théorie des séries de Fourier se propose de décomposer tout signal périodique de

période T' en série de signaux sinusoidaux fondamentaux du type c,e? ™7, chacun ayant

, . , - s N 27
une fréquence multiple de la fréquence dite fondamentale égale a 7.

Soit f un signal continu périodique de période T', on peut montrer qu’il existe deux
suites réelles (a,,)nen et (b,)nen telles que 1'égalité

+oo
ft) = Z a,, COS <2wn%> + b, sin <2wn%> (1.1)

n=0

soit vérifiée en tout point de continuité de f (théoreme de Dirichlet).
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Ces deux suites sont définies par

2 (7 I
a, = T/o f(t)cos <2wn%> dt et ag= T/o ft)dt (1.2)
b, = 2 /T f(t)sin <2wn%> dt (1.3)

La série (1.1) est appelée série de Fourier de la fonction f. Par ailleurs, 'application F qui

~

a toute fonction f associe les suites (a,,)nen €t (b )nen est appelée transformation de Fourier.

A la place des expressions précédentes, il est souvent plus commode d’utiliser la formu-
lation complexe équivalente

ft)y = cpe?mr (1.4)

neZ

avec

1 (7 . .
¢ = —/ f(t)e_%m%dt = |en|en (1.5)
T Jo
En particulier on a les égalités suivantes

a, =c, +c_, by, = i(cy — c—y)
a, — 1b, a, + 10,
¢y, = —— Cp = ———

2 2
|c71| = |c—71| bon = —n (16)

Les valeurs |¢,| et @, sont le module et la phase de "'amplitude ¢, associée a la fréquence
Ay = %T” On appelle spectre de f I'ensemble des couples fréquence-amplitude (%, ¢, )nez.
L’une des préoccupations majeures dans 1'utilisation des séries de Fourier concerne la ra-
pidité de leur convergence. Il est possible de démontrer que la rapidité de ces dernieres
est directement liée a la régularité de la fonction f étudiée. Ainsi, plus la fonction f est
réguliere, plus sa série de Fourier converge rapidement.

D’un point de vue pratique, on ne connait généralement qu'une quantité finie de valeurs
prises par la fonction f, ce qui demande d’adapter la transformation de Fourier aux signaux
discrets.

1.1.2 Signaux discrets

Les données relatives aux signaux étudiés sont en réalité toujours en nombre fini, que
celles-ci soient observationnelles ou issues d’un code numérique. Ainsi, il est impossible de
connaitre le comportement d’un signal tout au long de son évolution, mais uniquement
a intervalles discrets dans le temps, donnant lieu a ce que 'on appelle fréquemment un

118



échantillonnage de ce signal. De plus, ces données ne sont accessibles que sur un certain in-
tervalle de temps [0, T'], T' n’étant plus la période du signal a priori. Cela nous amene alors
a formuler un certain nombre de contraintes en regard du cas idéal des signaux continus.

Soit N le nombre de données accessibles dans [0, 7], nous possédons en fait une suite
(f(n))ocn<n d’états a analyser. Généralement ces états seront espacés dans le temps de
facon homogene donnant lieu a la représentation mathématique suivante

f:N={1,..N} — R ou C
B — f(EAT) =y (1.7)

ou AT = % est le pas d’échantillonnage.

La représentation en série de Fourier du signal considéré (non périodique a priori), sup-
pose implicitement que I’on prolonge le signal sur R par périodicité, de période T'. Cela ne
pose pas de probleme réel étant donné que le signal n’est pas connu en dehors de I'intervalle

[0, 77.

En revanche, le caractere discret des échantillons étudiés est source de difficultés. En
premier lieu, le calcul des suites (a,)nen, (bn)nen ou (¢, )nen ne peut étre qu’approché, par
exemple par les sommes de Césaro suivantes

N
No= WZ F(kAT) e %%k (1.8)

oll NoUs aurons

lim an =c,
N—oo

De ces formules se déduit I'application

(Yr)1<han — (CnN)1gngN (1.9)

appelée transformation de Fourier discrete d’ordre V.

f étant de périodicité égale a T', la plus petite fréquence de ce signal correspondra donc
a la période de valeur T'. Cette plus petite fréquence est appelée fréquence fondamentale
et sera notée Ay

_27T

)\f_T

Les autres fréquences que 'on déterminera seront les multiples de cette fréquence fonda-
mentale et seront appelées les harmoniques du signal.
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Notons que la limitation du nombre de points introduite empéche également de déter-
miner ’amplitude des fréquences supérieures a une certaine valeur, celles-ci apparaissant
alors a des fréquences bien plus basses qu’elles ne le sont réellement (cet effet est connu sous
le nom d’effet mirroir ou aliasing). Ainsi, pour N données nous ne pourrons déterminer
que les N premiers termes de la série de Fourier de f. On ne peut donc pas déterminer
plus de fréquences que 'on a de points.

D’ou il ressort qu'un nombre N tres élevé de données est généralement indispensable a une
bonne analyse des signaux que 1’on étudie.

Le calcul numérique effectif des amplitudes (1.8) se fait en utilisant 1’algorithme de
Cooley et Tuckey (dont il existe des programmes dans de nombreux langages), permettant
une tres grande optimisation du temps de calcul. Cette procédure est également connue
sous le nom de transformée de Fourier rapide ou TFR (FFT en anglais).

Au final, nous obtenons donc une décomposition du signal étudié en signaux fondamentaux

dont 'amplitude et la phase sont calculées numériquement, pour chacune des fréquences
2rn

LN

Les signaux physiques que 1’on étudie comportent généralement des fréquences propres
a la dynamique du systeme que l'on regarde. Par exemple, I’évolution au cours du temps
de la coordonnée cartésienne x d’un satellite comporte comme fréquences évidentes la
fréquence de révolution du satellite, puis la fréquence de la longitude du noeuds, etc...
C’est 'amplitude relative a chacune de ces fréquences qui est recherchée dans une analyse
de Fourier. Pourtant rien n’indique que ces fréquences sont des multiples de la fréquence
fondamentale 2% (cette derniere étant fonction uniquement de la longueur de I'intervalle
d’observation [0, T]), cela n’est d’ailleurs généralement pas le cas. Nous sommes ainsi amené
a une étude plus générale dont releve ’analyse de Fourier.

1.1.3 La transformée de Fourier

Rappelons que la théorie des séries de Fourier donne uniquement les amplitudes des
fréquences multiples de la fréquence fondamentale 2% Si les fréquences propres du systeme
n’entrent pas dans ce cadre, les séries de Fourier semblent perdre de leur intérét. Nous
verrons pourtant qu’il n’en est rien.

La théorie des séries de Fourier se propose de développer tout signal périodique dans
la base des exponentielles complexes, autrement dit dans un espace de fréquences. 1l s’agit
donc d’un changement de base (au sens des espaces vectoriels) permettant de passer d'une
base temporelle a une base fréquentielle. On peut alors chercher a appliquer cette démarche
a des fonctions non périodiques. Nous avons alors une application qui & toute fonction f(¢)
suffisament réguliere (mais non périodique a priori) associe une fonction F(f)(v) appelée
transformée de Fourier. Celle-ci décrit 1’évolution dans I’espace des fréquences {e!},cp de
la fonction f. La propriété de non périodicité en temps de f se retrouve alors dans ’espace
des fréquences par le fait que son expression ne peut étre restreinte simplement a la base
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. it
des fréquences {€?™ 7}, c7.

La transformée de Fourier est définie par

R — R(X())u C
FHv) — /_ f(t)e= " dt (1.10)

et son graphe est appelé le spectre de la fonction f.

Nous avons désormais une relation théorique reliant 1’évolution temporelle d’un signal
(ce que 'on observe) avec ses fréquences intrinseques (ce que I'on recherche). Il suffit pour
cela de balayer I'espace réel des fréquences et de rechercher la présence de pics (ampli-
tudes élevées) signes révélateurs de la présence de fréquences significatives. En pratique,
une telle étude est peu applicable dans la mesure ou le nombre de points présent dans les
échantillons est généralement tres élevé. Le calcul numérique de I'intégrale (1.10) n’entre
pas dans le cadre de 'algorithme de la FFT, et devient donc bien trop long lorsque 1’on
regarde de nombreuses valeurs de v.

On remarquera toutefois que I’expression de (1.10) dans le cas d’une fréquence du type
¢2™7T et pour une fenétre d’observation [0, 7] se ramene a ’expression (1.5). Nous pouvons
donc utiliser la FFT pour obtenir un échantillonnage du spectre de f le long des fréquences
{ezi””%}nez. Si le nombre de points N présent dans 1’échantillon est tres grand, on peut
alors espérer obtenir une bonne représentation (discrete) du spectre (continu) de f. Cette
méthode est tres utilisée en pratique. Elle conserve pourtant I'inconvénient de ne fournir que
des valeurs approchées (en fait a une précision de la fréquence fondamentale) des vraies
fréquences du systeme physique étudié. Nous allons maintenant présenter une méthode

permettant de corriger cette imperfection dans le cas des signaux quasi-périodiques.

1.2 Analyse fine

En mécanique céleste, en I"absence de chaos et en négligeant les effets de marées, les
mouvements que 1’on étudie sont quasi-périodiques, c’est a dire qu’ils sont composés d’une
quantité au plus dénombrable de fréquences, non commensurables a priori. La méthode
d’analyse fine développée par J.Laskar (voir [24]) se propose de retrouver les fréquences
réelles a partir des fréquences trouvées par une FFT.

1.2.1 Présentation théorique

L’analyse fine consiste a décomposer le signal non sur la base orthonormée classique
S , . . . ) ; N
(e*™ T ), ez (représentation de Fourier), mais sur la base normée (e"7");c; ot J est un en-

semble au plus dénombrable.
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Soit f un signal quasi-périodique

£l = 3 Al (1.11)

une FEFT sur ce signal nous fournit une suite finie de couples fréquence-amplitude (%2, ¢,).
Pour un échantillonnage convenable, les fréquences %T” seront assez proches des véritables
fréquences du systeme v;. La méthode consiste donc a obtenir les valeurs explicites des
fréquences v; et de leur amplitude A(v;), en calculant la projection du signal f sur la base
des fréquences (™), ecr.

Celle-ci a pour expression

it _ 1 4 —vt
P(v) =< f, " >= ?/o F(t)evidt (1.12)

en se placant au voisinage des valeurs données pour les fréquences données par la FFT,
les véritables valeurs des fréquences sont celles pour lesquelles F'(v) atteint un maximum
local. Nous déduisons donc les véritables fréquences du systeme (v;);es. Toutefois la base
(ei%) ;e n’étant pas orthonormée mais seulement normée, les valeurs F'(v/) correspondantes
ne sont pas tout a fait les valeurs des amplitudes associées A(v;). En effet dans une base non
orthogonale, les coordonnées d’un vecteur ne coincident pas avec les produits scalaires de ce
vecteur sur la base. L'une des alternatives consiste a orthogonaliser la base des fréquences,
puis a en déduire les coordonnées dans cette base (égales cette fois aux produits scalaires)
et enfin a retrouver les valeurs précises des amplitudes en revenant dans la base initiale.
Une autre méthode, celle que nous utiliserons, consiste a utiliser, connaissant les valeurs des
fréquences, la méthode des moindres carrées pour améliorer la valeur des amplitudes. Ces
deux méthodes donnent des résultats similaires (voir [10]), lorsque une fenétre rectangulaire
est utilisée.

1.2.2 Méthode utilisée

Le programme d’analyse en fréquence que nous avons utilisé a été développé par
A.Vienne (voir [35]) sur la base des programmes de J.Laskar et reprend certaines amé-
liorations apportées a ’analyse fine par S.Champenois (voir [10]). Nous présentons ici
I’algorithme utilisé par ce code numérique.

- On commence par une FFT sur le signal initial, et on détermine la fréquence de plus
grande amplitude.

- On effectue une analyse fine (J.Laskar) pour obtenir la valeur exacte de la fréquence
précédemment obtenue.

- On regarde la proximité de la fréquence trouvée a celles déja obtenues. Si la nouvelle
fréquence est éloignée de plus de deux fois la fréquence fondamentale de toutes les
autres, on l’enleve du signal et on recommence en début de chaine (cas 1 dans la
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signal
C = TFR - :
initial analysefine
soustraction 1
de lafrégquence test pour
au signal 2 traiter
les fréquences
proches
redétermination
de lafréquence de 3
blocage
redétermination
de toutes les .
fréquences "arret de |’ analyse”

Fic. 1.1 — Diagramme de Ualgorithme utilisé par le programme d’analyse en fréquence.

figure 1.1).

Dans le cas contraire, on réintroduit dans le signal la fréquence trouvée comme étant
la plus proche et on la détermine de nouveau (cas 2). Si le résultat reste toujours
inchangé on redétermine tous les termes anciennement trouvés, un par un (cas 3).

- On arréte 'analyse lorsque l'on a atteint le degré de précision souhaité, ou bien lorsque
deux fréquences sont proches de moins de deux fois la fréquence fondamentale. On
réajuste pour finir toutes les amplitudes par la méthodes des moindres carrés.

1.2.3 Détermination de ’erreur numérique

La encore un controle de I’erreur numérique est nécessaire. La méthode la plus efficace
est de reconstruire le signal a partir de sa décomposition fréquentielle. Nous verrons en
3.1.3 que cette étape se révele tres utile pour comprendre ce qui fait bloquer, parfois tres
rapidement, I’analyse numérique du signal.

1.3 Le filtrage

Comme nous le verrons dans les chapitres qui vont suivre, I’analyse du mouvement
des satellites galiléens a nécessitée une étude en deux temps des spectres. Ainsi, pour des
difficultés liées a I’ampleur de I’échantillonnage nécessaire, nous avons du séparer les courtes
périodes des longues périodes en appliquant un filtre passe-bas. Cette méthode a d’ailleurs
été déja utilisée en mécanique céleste (voir [9] et [16]).
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1.3.1 Conception d’un filtre passe-bas

Un filtre passe-bas est un filtre qui ne conserve que les basses fréquences d’un signal. La
conception théorique d’un tel opérateur se fait directement dans 'espace des fréquences.
Ainsi, on peut concevoir assez simplement un filtre pass-bas comme une fonction qui mul-
tiplée par le spectre d’un signal f quelconque ne retiendra que la partie du spectre a basse
fréquence. Un exemple simple d’une telle fonction peut étre une fonction indicatrice égale
a ’unité sur les basse fréquences et nulle sur les hautes fréquences. Il reste alors a pouvoir
concevolr cette opération en temps.

Rappelons que nous avons pour deux fonctions f et g quelconques (suffisament régulieres)
les égalités

F(fxg) = F(f)-Flg)
FNf-g9) = FHH~F ) (1.13)

ou x désigne l'opération de convolution. Le filtrage d’un signal en temps revient donc a
appliquer un produit de convolution sur le signal d’entrée. En effet, on élabore le filtre
passe-bas dans l’espace des fréquences, puis on effectue une transformation de Fourier
inverse de celui-ci. Cette nouvelle fonction est alors a convoler avec le signal d’entrée.

1.3.2 Méthode numérique

En pratique, la discrétisation du signal ne nécessite de connaitre la valeur du filtre
qu’a un nombre fini d’instants. Le calcul des coefficients numériques en nombre fini, a
été réalisé en utilisant les routines de filtrage présentées dans [28]. Le nombre de points
nécessaire a la conception du filtre est appelé la longueur du filtre. La discrétisation du
signal introduit également les notions de ripple, noté p, et d’atténuation, notée a. En
effet, un filtre passe-bas laisse toujours passer une petite partie des hautes fréquences et
modifie légerement "amplitudes des basses fréquences. La modifications de ces amplitudes
est caractérisée directement par les coefficients a et p. Ainsi, un ripple de 1077 indique que
Pamplitude des basses fréquences sera changée au plus d’un facteur 1077, et une atténuation
de 1075 signifie que amplitude des courtes périodes résiduelles ne dépasse pas 1075 fois
I’amplitude initiale. Enfin, la discrétisation introduit ’existence d’une plage de coupure ou
les fréquences ne sont ni totalement détruites, ni completement inchangées (au ripple pres).
Il faut donc bien choisir cet intervalle fréquentiel de sorte qu’aucune fréquence importante
n’y soit présente (voir la figure 1.2).

Dans la suite nous présenterons en 3.1.1 les caractéristiques des filtres que nous avons
utilisés. Celles-ci seront récapitulées dans un tableau comme ci-dessous.

At est le pas d’echantillonnage en jours du signal d’entrée, tandis que 6t est le pas du
signal en sortie. L’intervalle [Ty, T1] représente la plage de coupure ramenée en jours. Enfin,
2M + 1 est la longueur du filtre.
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‘grafil.res’ ©

0 50 100 150 200 250 300

Fic. 1.2 — Spectre numérique d’un filtre passe-bas avec pour plage de coupure ['intervalle
[60,140], les abscisses sont des jours et les ordonnées sans unités.

caractéristiques du filtre

At fréquence d’échantillonnage du signal d’entrée (en jours)

Ty période minimale de coupure (en jours ou années)

T, période maximale de coupure (en jours ou années)

ot fréquence d’échantillonnage du signal de sortie (en jours)
2M +1 longueur du filtre

p ripple

o atténuation

Af plage de coupure (en fréquence d’échantillonnage d’entrée)

TAB. 1.1 — Tableau résumant les caractéristiques d’un filtre passe-bas.
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1.3.3 Filtres a deux étages

Le programme que nous avons utilisé ne permettait pas de concevoir des filtres ayant une
longueur de points suffisament importantes en regard de la précision que nous recherchions.
En effet, la plage de coupure devait étre tres étroite et nous recherchions un ripple et une
atténuation suffisament faibles, pour que le bruit ne dépasse pas la dizaine de metres (soit
p et a de 'odre de 107° pour des amplitudes maximum de 'ordre de 1000 kilometres). De
plus, la méthode de filtrage a deux étages offre pour avantage d’obtenir une coupure tres
propre des courtes périodes, dans la mesure ou elles vont étre pour certaines filtrées deux
fois. Cette méthode consiste a filtrer dans un premier temps le signal initial sur une plage
de hautes fréquences plus limitée que désiré initalement. Cela permet de concevoir un filtre
de longueur bien moins longue. On effectue ensuite un deuxieme filtrage et écrase toutes
les hautes fréquences désirées. L.’avantage se retrouve sur la longueur de ce deuxieme filtre
toujours bien moins long. En effet, le premier filtrage a permis d’écraser un grand nombre
de tres hautes fréquences. Ainsi, lors du deuxieme filtrage on peut se contenter d’un pas
d’échantillonnage bien plus grand que dans le cas du signal initial (voir la figure 1.3). La
longueur du deuxieme filtre est donc en conséquence bien plus courte.

A
ripple
S ¢ p
plage de coupure
du filtre 1
plage de coupure
du filtre 2
) départ du
départ du filtre 2
filtre 1
atténuation
o T v

FiG. 1.3 — Principe d’un filtre a deuzx étages.

Filtrer un signal consiste a regarder son évolution sur un intervalle de temps [t;,/]
(fonction de la longueur du filtre) pour en déduire sa valeur filtrée & un instant donné
7. Dans le cas d’un filtrage simple, la valeur de 7 est simplement la valeur moyenne de
I'intervalle sur lequel le filtre est appliqué. Le cas d’un filtre a deux étages est toutefois un
peu plus compliqué. En effet, celles-ci font intervenir les longueurs respectives L1 et L2 des
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deux filtres, mais également leur période d’échantillonnage dt; et dty (voir la figure 1.4).

période d’' échantillonage

At
)« S eeerrererareereeeeseeeerereraaeeraearens e
L1 points . .
1P | 1ere convolution
24 T
................... ~ Lpoint
mtermedlalre
L, points tousles dtq jours
T 2éme convolution
oty S
TN *
T e T 1 point definitif

tousles dt» jours

Fic. 1.4 — Algorithme d’un filtrage sur deux étages.

Apres calculs nous avons obtenu les deux égalités qui suivent

T o= i+ Ll; 1)&1 + 7@22_ 1)&2
T o= ly— 7([/12_ 1)5t1 — 7([/2 — 1)&2 (1.14)

Nous avons eu a utiliser ces deux formulations, dans la mesure ou l'intégration numérique
a été effectuée en avant et en arriere dans le temps. Nous verrons dans le chapitre 3 de

cette derniere partie plusieurs application directes de ces méthodes.
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Chapitre 2

Etude des Spectres en Fréquences

Nous nous proposons d’opérer une analyse en fréquence compléte du systeme Galiléen. Mal-
heuresement, celle-ci ne peut étre immédiate et nécessite un travail préalable. En effet, le spectre
de fréquence étant tres large, il nest pas aproprié d’effectuer une analyse en fréquence directe.
Le nombre de points nécessaire a ’échantillonnage serait trop important pour garder une bonne
précision numérique, ainsi qu’un espace disque acceptable. Nous allons donc dans un premier
temps filtrer les courtes périodes présentes dans le signal, de maniére a n’avoir qu’a analyser
les longues périodes. La mise en place du filtrage nécessite une connaissance préalable du spectre
en fréquence, afin de déterminer une plage de fréquences propre a la coupure du signal. C’est la
motivation principale de ce chapitre.

2.1 Motivation

Nous allons représenter le mouvement des satellites galiléens par des séries quasi-
périodiques sur les éléments elliptiques. Cette méthode offre I"avantage de pallier tous
les inconvénients des polynomes de Tchebychev énoncés a la page 114 sans pour autant
altérer la précision de la représentation. A la lecture du chapitre précédent, il pourrait
sembler suffisant d’appliquer notre programme d’analyse en fréquence sur les échantillons
issus du modele numérique pour obtenir les séries voulues. Mais comme nous allons le voir,
I’analyse en fréquence d’un signal présente toute sorte de difficultés techniques qu’il faut
pouvoir résoudre avant d’obtenir une représentation satisfaisante.

Le programme EQVARSOL++.f délivre des positions et vitesses en coordonnées carté-
siennes, dans un repere jovicentrique J2000. Nous allons donc transformer ces coordonnées
en variables elliptiques a la sortie du code numérique, puis effectuer une analyse en fré-
quence sur chacune des six variables nécessaires a la représentation complete de chaque
satellite.

Le spectre du systeme galiléen est tres large, c’est a dire que I’écart temporel entre les plus
courtes et les plus longues périodes influentes est tres important (plusieurs siecles). Ainsi,
les courtes périodes sont en majorité de 'ordre des périodes de révolution (quelques jours),
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tandis que les longues périodes sont de I'ordre des périodes des noeuds (jusqu’a plusieurs
centaines d’années). Cette largeur du spectre nécessite donc d’avoir un échantillonnage
suffisamment long pour pouvoir déterminer toutes les longues périodes, et un pas d’échan-
tillonnage suffisamment petit pour déterminer correctement les courtes périodes (et éviter
ainsi des problemes d’aliasing). Mais la taille d’un tel fichier ferait plusieurs centaines de
megaoctets et contiendrait des millions de points. La place conséquente, le temps numé-
rique tres long liés a la manipulation de tels fichiers, et I’erreur numérique dans le calcul
des spectres nous conduisent a renoncer a cette méthode.

Pour résoudre ce probleme, nous avons donc choisit de séparer 1’analyse des longues
périodes de celle des courtes périodes. On pourrait imaginer analyser les courtes périodes
sur un échantillonnage de temps tres court, puis les soustraire sur un échantillon bien plus
long afin d’étudier les longues périodes. Mais I’existence de tres courtes longues périodes
(quelques centaines de jours), bloque rapidement ’analyse des courtes périodes (voir par
exemple le graphe 2.1).
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Fia. 2.1 — Variation de l'excentricité d’Europe sur 400 jours.

On le constate aisément, les longues périodes d’environ 400 jours “polluent” le signal
sur un temps tres court.
Nous allons donc devoir analyser en premier lieu les longues périodes du systeme galiléen.
Cela implique le filtrage des signaux initiaux pour ne conserver que les longues périodes.
Pour ce faire, il devient indispensable d’étudier I'amplitude des courtes périodes afin de
déterminer une plage de coupure de filtrage adéquate, c’est a dire ou aucune fréquence n’a
d’amplitude supérieure a quelques dizaines de metres.
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2.2 Etude analytique des courtes périodes

Commencons donc par analyser la répartition des courtes périodes. Pour cela nous
avons utilisé le programme analytcp.for écrit par L.Duriez, qui détermine pour une
inégalité k;\; + k;A; donnée 'amplitude de la courte période associée. A ce titre, on pourra
consulter I'article [13]. Le calcul est effectué a I'ordre 1 des masses par dévelopement de
la fonction perturbatrice en prenant les valeurs moyennes des excentricités et inclinaisons.
Ces dernieres ont été reprises de [19] avec pour estimation maximale de leur valeur: e; =

0.005, e; = 0.01, e3 = 0.0015, e, = 0.0075.

2.2.1 Détermination des courtes périodes a ’ordre 1

Afin de déterminer les courtes périodes a ’ordre 1, nous avons donc utilisé le programme
Analytcp.for, avec pour moyens mouvements moyens les valeurs tirées de [14] qui suivent

Ny = 3.551552280
Ny = 1.769322721
Ns = 0.878207942
Ny = 0.376486223

L’analyse est effectuée sur les variables proches des variables elliptiques (p, ¢, 2, %, (, ().
Rappelons que ces variables sont définies au voisinage d’un mouvement circulaire uniforme
par

n = N(l+p) < a=A(l+p)
A = Nt—uyq
z = eexpiw (2.1)

( = sinl/2expif)

A se déduit de la trosieme loi de Kepler par N2A? = n?a® = Clte.

Les équations de Lagrange dans ces variables ont été développées jusqu’au degré huit en ex-
centricités et inclinaisons en utilisant la regle de D’Alembert. Chaque inégalité kA, +k;A; a
courte période se présente comme un polynome des variables z, ( et de leurs conjuguées en
facteur de exp(I(k;A;+k;A;)). Ony remplace les variables z et ¢ par leur valeur numérique
a un instant donné et la solution des équations concernant cette inégalité est simplement
obtenue en divisant le terme par k; N; + k; N;. Une inégalité k;A; + k;A; sera étudiée si elle
vérifie Cr = k; + k; <8, C; étant appelée la caractéristique de I'inégalité.

Afin de n’étudier qu'un nombre fini de courtes périodes dans le cas ou k; - k; < 0, nous
avons fait évoluer les valeurs k; et k; jusqu’a la valeur maximale 50.

Enfin, la troncature des résultats a été fixée a un kilometre, ce qui est suffisant pour la
précision que nous recherchons.
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Voici dans les tableaux 2.1 a 2.4 I’ensemble des solutions a courte période obtenues
a l'ordre 1 dont "amplitude dépasse 10 kilometres. Rappelons que ces amplitudes sont
données a titre indicatif, celles-ci correspondant aux valeurs instantanées que nous avons

prises.

Variable | Argument | Amplitude km Période j Facteur
A A1 — Ag 22.922 3.52546352710312 Mo
201 — 2), 27.022 1.76273176355156 ms
3A — 3\, 11.333 1.17515450903437 ms
Z1 2X1 — 3\, 12.333 3.50011582277532 ms
-\ 266.672 1.76913777746208 Ja

TAB. 2.1 — Tableau des courtes périodes ayant une amplitude supérieure a dix kilomeétres

pour lo.
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Variable | Argument | Amplitude km Période j Facteur
a2 A1 — Ag 110.41 3.52546352710312 my
201 — 2, 22.612 1.76273176355156 my
3A — 3\, 11.979 1.17515450903437 my
Ay — A3 16.316 7.05092705816249 ms
20y —2)3 47.258 3.52546352908124 ms
3X — 33 24.962 2.35030901938750 ms
ANy — 43 13.787 1.76273176454062 ms
Ag AL — Ay 108.459 3.52546352710312 my
201 — 2), 56.559 1.76273176355156 my
3A — 3\, 24.089 1.17515450903437 my
AN — 4N, 11.698 0.881365881775781 my
Ay — A3 109.614 7.05092705816249 ms
20y —2)3 129.633 3.52546352908124 ms
20y — 3);3 11.437 6.95026003358263 ms
3X — 33 54.218 2.35030901938750 ms
ANy — 43 25.97 1.76273176454062 ms
5Ay — HAz 13.361 1.41018541163250 ms
Zo —Az 46.227 3.55118104379986 my
-\ 61.923 1.76913777746208 my
2X1 — 3\, 42.173 3.50011582277532 my
3A — 4\, 15.732 1.75637197436884 my
—A3 23.765 7.15455304682224 ms
—Az 11.299 3.55118104379986 ms
202 — 33 58.683 6.95026003358263 ms
3Ay —4)s 21.487 3.50011582667488 ms
4Ny — B3 10.092 2.33901630941812 ms
—Az 167.781 3.55118104379986 Ja

TAB. 2.2 — Tableau des courtes périodes ayant une amplitude supérieure a dix kilomeétres

pour Kurope.
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Dans le tableau 2.2 se trouve la plus courte courte période égale a 0.88 jour d’amplitude

supérieure a dix kilometres , et dont "argument est 4A; — 4\,.

Variable | Argument | Amplitude km Période j Facteur
as AL — A3 197.538 2.35030901850833 my
Ay — A3 96.794 7.05092705816249 ms
2Xy — 23 19.488 3.52546352908124 my
3X — 33 10.294 2.35030901938750 ms
Az — N\ 10.409 12.5232475877322 My
2X3 — 2y 33.909 6.26162379386608 my
3A3 — 3\ 16.203 4.17441586257739 my
As AL — A3 143.446 2.35030901850833 my
Ay — A3 93.968 7.05092705816249 ms
20y —2)3 48.598 3.52546352908124 ms
3X — 33 20.647 2.35030901938750 ms
ANy — 43 10.001 1.76273176454062 ms
Az — N\ 64.348 12.5232475877322 My
Az — 2)4 18.818 50.1709619705550 My
2X3 — 2y 84.861 6.26162379386608 my
3A3 — 3\ 32.550 4.17441586257739 my
Ahg — 4Ny 14.261 3.13081189693304 my
Z3 —As 56.797 7.15455304682224 my
-\ 119.648 1.76913777746208 my
A1 — 2X3 57.462 3.50011582472510 my
— A3 40.304 7.15455304682224 Mo
—Ag 54.214 3.55118104379986 ms
20y — 3);3 36.066 6.95026003358263 ms
3Ay —4)s 13.464 3.50011582667488 ms
— A4 19.274 16.6890178798909 My
Az — 2)4 216.709 50.1709619705550 My
203 — 3\ 30.479 10.0217130560968 my
3A3 — 4N 11.18 5.56684909933792 my
—A3 105.203 7.15455304682224 Ja

TAB. 2.3 — Tableau des courtes périodes ayant une amplitude supérieure a diz kilomeétres

pour Ganymede.

Dans le tableau 2.3 se trouve la plus longue courte période égale a 50.17 jours d’ampli-

tude supérieure a dix kilometres, et dont ’argument est A3 — 2A4.
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Variable | Argument | Amplitude km Période j Facteur
ay AL — Ny 410.277 1.97891483023705 my
Ay — Ny 195.253 4.51107169879719 ms
Az — Mg 539.869 12.5232475877322 ms
2X3 — 2y 62.959 6.26162379386608 ms
3As — 3\ 30.084 4.17441586257739 ms
Ahg — 4Ny 15.044 3.13081189693304 ms
Ay AL — Ny 351.817 1.97891483023705 my
Ay — Ny 146.474 4.51107169879719 ms
Az — N\ 417.665 12.5232475877322 ms
Az — 2)4 34.463 50.1709619705550 ms
203 — 2)\4 141.848 6.26162379386608 ms
3A3 — 3\ 55.431 4.17441586257739 ms
Ahg — 4Ny 24.602 3.13081189693304 ms
5 3 — By 11.666 2.50464951754643 ms
Z4 — A4 91.372 16.6890178798909 my
-\ 278.324 1.76913777746208 my
AL — 2y 112.262 2.24513348908080 my
-\ 53.399 16.6890178798909 ms
—Ag 121.252 3.55118104379986 ms
Ao — 20y 56.499 6.18210617120125 Mo
— A4 199.180 16.6890178798909 ms
— A3 300.612 7.15455304682224 ms
Az — 2)4 54.811 50.1709619705550 ms
203 — 3\ 92.970 10.0217130560968 ms
3A3 — 4N 34.778 5.56684909933792 ms
4As — By 15.528 3.85376765865389 ms
— A4 59.812 16.6890178798909 Jo

TAB. 2.4 — Tableau des courtes périodes ayant une amplitude supérieure a dix kilomeétres
pour Callisto.

Dans le tableau 2.4 se trouve la courte période égale a 12.52 jours d’amplitude la plus
élevée égale a 417.6 kilometres, et dont "argument est A3 — A4.

2.2.2 Recherche des courtes et longues courtes périodes

Comme nous I"avons déja dit, il est nécessaire en vue d’appliquer un filtrage, de déter-
miner quelles sont les plus courtes et les plus longues courtes périodes du systeme, ayant
une amplitude non négligeable.

Nous avons vu que la plus longue courte période d’amplitude supérieure a 10 kilometres a
pour argument A3 — 2X;. Nous allons maintenant rechercher la plus longue courte période
ayant une amplitude supérieure a dix metres. Afin de restreindre notre recherche, nous ne
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considérerons que les courtes périodes de degré inférieur a 9 et dont les coefficients k;, k;
n’excedent pas la valeur limite 20.

Nous trouvons deux courtes périodes d’argument 4A3 —9X4 et Ay —HA4 de période respective
50.485 jours et 55.55 jours.

L’amplitude pour chacune de ces deux courtes périodes a été déterminée toujours par le
programme Analytcp.for, avec cette fois une troncature abaissée a un metre. Il apparait
alors que 'amplitude de ces courtes périodes est inférieure a deux metres.

Les plus courtes courtes périodes peuvent étre trouvées de la méme maniere, ou plus
simplement en recherchant les plus petites périodes de toutes les courtes périodes de ca-
ractéristique inférieure a 9. Nous trouvons alors que les plus petites courtes périodes du
systeme sont supérieures a 0.6 jour.

Nous retenons donc que la plage fréquentielle des courtes périodes d’amplitude supé-
rieure a quelques metres est Uintervalle en jours [0.6,55.55].

2.3 Spectre fréquence-amplitude

Nous pouvons a présent regarder la transition entre les courtes périodes et les longues
périodes en vue d’effectuer une coupure par un filtre passe-bas.

2.3.1 Détermination des longues périodes

On considere comme termes a longues périodes ceux qui ont des périodes comparables
a celles des noeuds et péricentres (ou les termes solaires). Ils correspondent a des situations
de quasi résonance ou de grande inégalité. Ce sont les suivantes

A1 — 2X,, 486.81 jours
Ay — 2A3, 486.81 jours (2.2)
33 — 7A4, 8058.10 jours

Des deux longues périodes fondamentales Ay — 25 et Ay — 2X3, de période égale a 486.8
jours, nous pouvons entre autre déduire les plus courtes longues-périodes suivantes

20 — 44Xy degré 2
3N — 06Xy degré 3
ANy — 8Xy  degré 4
5A1 — 10X, degré 5
6y — 12X, degré 6
TAy — 14Xy degré 7
8\ — 16X,  degré 8

243.405 jours
162.270 jours
121.702 jours
97.362 jours
81.135 jours
69.544 jours
60.851 jours

A A
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On obtient évidemment les mémes résultats avec les harmoniques de la longue période
Ay — 2)s.

N.B. Les valeurs des périodes sont données pour celles des moyen mouvements moyens
observés de [14]. Il faut s’attendre a des valeurs légerement différentes dans notre intégra-
teur.

2.3.2 La plage de coupure

Comme nous 'avons déja fait remarquer, le filtrage des courtes périodes est indispen-
sable a une analyse minutieuse du signal. La plage d’influence des courtes périodes a été
déterminée a l'intervalle en jours [0.6,55.55] que nous ramenons par mesure de précaution
(les fréquences présentes dans I'intégrateur numériques pouvant étre légerement différentes)

a I'intervalle [0.5, 60].

Une étude, cette fois numérique, du spectre des longues périodes a permis préalable-
ment de déterminer 'amplitude des courtes longues périodes. Il est apparu que les longues
périodes a considérer sont celles supérieures ou égales a 160 jours. Toujours par mesure
de précaution, nous allons ramener cette valeur a 140 jours. Par ailleurs, les plus longues
longues périodes du systeme d’amplitude supérieures ou égales au kilometre correspondent
aux fréquences des noeuds et périapses, qui peuvent aller jusqu’a environ 550 ans pour
Callisto.

Au final, nous avons donc une plage de courtes périodes s’étendant de 0.5 jours a 60

jours et une plage de longues périodes de 140 jours a plus de 550 ans. Les caractéristiques
des filtres utilisés seront présentées dans le chapitre suivant.
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Chapitre 3

Analyse Synthétique

Fort de notre étude des spectres réalisée dans le chapitre précédent, nous allons appliquer
dans ce dernier chapitre les méthodes de traitement du signal présentées en début de partie. Le
systeme a longue période est analysé, de sorte que 'étude des courtes périodes devient possible.
Enfin, nous présenterons l’état dynamique dans lequel sont les satellites galiléens dans notre
modele. L’ensemble des résultats est présenté ici dans un cadre de traitement général. Notons
toutefois qu’en dernier lieu une étude plus fine reléve toujours plus ou moins du cas par cas.

3.1 Analyse des longues périodes

Comme dit précédemment, I’étude du spectre du systeme galiléen nécessite d’analyser
en premier lieu les longues périodes.

3.1.1 Filtrage des courtes périodes

Les plus longues périodes du systeme galiléen ont précédemment été évaluées a un peu

plus de 550 ans (fréquences des noeud et longitude du périjove de Callisto). Cet intervalle de
temps doit étre au moins doublé dans ’analyse du signal, afin de pouvoir séparer d’autres
fréquences proches de moins de deux fois la fréquence fondamentale, des plus longues pé-
riodes.
Apres plusieurs essais, nous avons conservé comme intervalle de temps pour chaque signal
une durée de 1700 ans. En effet, une longueur si importante s’est avérée étre nécessaire
pour obtenir une bonne reconnaissance des longues périodes. Le pas d’échantillonnage a
été fixé a 0.24 jour afin d’éviter tout probleme d’aliasing avec les tres courtes périodes.

Nous avons élaboré un filtre ayant pour plage de coupure U'intervalle en jours [60, 140].
Un filtre a un étage nécessiterait plusieurs milliers de coefficients. Nous avons donc utilisé
une méthode de filtrage a deux étages. Cela nous a permis d’utiliser des filtres de longueur
égale a seulement quelques centaines de coefficients.
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Nous avons choisi d’opérer notre analyse sur les variables elliptiques (a;, A;, z;, (;) plus
adéquates pour comprendre la dynamique du systeme que des coordonnées cartésiennes.
Ce qui donne 16 séries échantillonnées au total. Les caractéristiques précises du filtre que
nous avons utilisé pour supprimer les courtes périodes dans ces signaux sont résumées dans
le tableau 3.1.

étage 1 | étage 2
At (jours) 0.24 3.36
To (jours) 6.72 60
T1 (jours) 140 140
ot (jours) 3.36 26.88
2M +1 231 247
p 1077 1077
o 107° 107°
Af 0.034 0.032

TAB. 3.1 — Tableau des caractéristiques du filtre a deux €tages utilisé pour supprimer les

courtes périodes du systéme galiléen.

Nous avons testé 'efficacité de notre filtrage sur un signal sinusoidal de fréquence va-
riable. Cela nous a permit de déduire des valeurs quantitatives du traitement qui sont
données par le tableau ci-dessous, le graphe représentatif étant celui de la figure 1.2 de la

page 125.
T (en jours) | étage 1 | étage 2
o0 7.107% 2.107°
200 000 7.107% | 2.107°
300 21077 | 6.1077
150 4.1077 2.107°
140 4.107° 2.107*
60 4.107* 1077
6.72 1077 1077
0.6 1077

TAB. 3.2 — Tableau de précision du filtre a deux étages. Celui-ct donne pour un signal
périodique de période T' le ripple et ['atténuation aprés passage dans le filtre 1 puis 2.

[intégration numérique du modele a été effectuée avec un pas constant (optimal) de
0.08 jour. En effet, la nécéssité de sortir des positions et vitesses a intervalles réguliers tres
courts (0.24 jour) rendrait une intégration a pas variable peu efficace.

Dans le but de limiter I'erreur numérique (estimée ici a quelques centaines de metres au
plus), nous avons intégré le systeme de part et d’autre dans le temps, soit sur +/-850 ans,
a partir des conditions initiales de notre modele au ler janvier 1950 a 0HO0O.

En pratique, le filtre a deux étages a été directement intégré dans le corps méme du
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programme EQVARSOL++.f. Ainsi, lors de la sortie réguliere des positions et vitesses, celles-
ci sont reportées dans le repere équatorial de 'intégration via les angles 1, I, transformées
dans les variables (a;, A;, i, (; ), puis filtrées suivant la méthode a deux étages précédemment
expliquée dans le chapitre 1.

Le traitement de la longitude nécessite toutefois une opération particuliere. En effet, le
filtrage de cette variable nécessite d’oter des pentes (relatives a la fréquence de révolution
des satellites) a celles-ci avant d’entrer dans le filtre. En pratique, nous avons retrouvé des
valeurs tres approchées apres quelques essais. Nous verrons que ce traitement nécessitera
d’étre affiné lors de I"analyse précise des longitudes.

3.1.2 Recomposition des longues périodes

Nous avons effectué une analyse en fréquence sur chacun des 16 séries échantillonnées
issues du double filtrage. Le nombre de points dans 1’échantillon a été de 23 041 points.
Une droite de régression a été retirée des longitudes afin de supprimer completement la
fréquence de révolution des satellites, la méthode itérative précédente ne fournissant que
des valeurs approchées des pentes. Enfin, apres avoir comparé un fenétrage rectangulaire et
une fenétre de Hann, nous avons conservé cette derniere pour I’analyse de tous les signaux.

Afin de tester la fidélité de la représentation fréquentielle, nous avons reconstruit les si-
gnaux a partir des spectres numériques trouvés et les avons retranchés aux signaux initiaux.
Les résultats les moins satisfaisant concernent les longitudes moyennes et sont représentés
dans la figure 3.1.

Comme on peut le voir sur ces graphes des longitudes, la présence de tres longues
périodes d’origine solaire bloque ’analyse des fréquences, surtout pour les satellites les
plus éloignés.

Nous avons recherché un traitement systématique capable de répondre a ce probleme. Cela
fait I'objet de la section qui va suivre.

3.1.3 Le traitement des longues périodes solaires

Les longues périodes solaires ne peuvent étre analysées sur l'intervalle de temps que
nous avons choisi. Certes on pourrait imaginer poursuivre notre intégration numérique sur
un temps plus long, mais ’erreur numérique deviendrait tres importante. D’autre part de
nouvelles périodes plus longues encore feraient probablement leur apparition. Nous devons
donc trouver une méthode capable de traiter ce probleme, tout en restant dans l'intervalle
de temps que nous nous sommes fixé.

On pourrait penser utiliser immédiatement une représentation en polyndémes de Tcheby-
chev pour représenter les longues périodes solaires, toutefois les longues périodes non encore
reconnues du systeme galiléen resteraient non analysées. De plus, celles-ci parasiteraient la
détermination des coefficients de ces polynomes. Une méthode plus minutieuse serait alors
de filtrer préalablement les longitudes de sorte a ne conserver que les longues périodes so-
laires. Ainsi, celles-ci seraient représentées correctement par des polynomes de Tchebychev
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Fic. 3.1 — Résidus entre l'intégration et sa représentation par Uanalyse en fréquence, pour
les longues périodes des longitudes pour lo, Furope, Ganymeéde et Callisto (de gauche a
droite et de haut en bas). Les abscisses sont des années et les amplitudes en kilométres.
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et pourraient dans un deuxieme temps étre enlevées pour pouvoir continuer ’analyse des
longues périodes du systeme. Hélas une telle méthode nécessiterait un nombre de coeft-
cients de filtrage bien trop grand car la plage de coupure serait cette fois dans 'intervalle
[140 jours, 550 ans], soit plus de 30 000 coefficients. En dehors de I'erreur numérique méme,
notre échantillon n’aurait pas la longueur suffisante pour ne serait-ce qu’évaluer un seul
point. En effet, filtrer un signal consistant a déduire un point moyen d’une série de points
initiaux, une partie de l'intervalle d’échantillonnage (aux extrémités) est systématiquement
perdue.

Nous avons finalement mis au point un traitement en quatre étapes, certes plus fastidieux
mais tres efficace. Il est de plus généralisable a de tres nombreux signaux, autres que ceux
relatifs au systeme galiléen.

La méthode est la suivante:

- On commence par filtrer le signal résiduel de maniere a ne conserver que les tres longues
périodes du systeme, a savoir celles supérieures a 120 ans. Les caractéristiques du
filtre utilisé sont données dans le tableau 3.3. Notons que la présence éventuelle de
longues périodes dans la plage de coupure en années [20,120] n’est pas importante,
cette opération ayant pour simple but de lisser le signal résiduel, et donc de rendre une
approximation polynémiale des trop longues périodes possible (graphe de la figure
3.2 en haut a gauche).

- La deuxieme étape consiste alors a utiliser une approximation du signal précédemment
filtré par des polynomes de Tchebychev. Celle-ci est faite avec des polynémes de faible
degré, en pratique celui-ci ne dépassera pas le degré 9 (graphe de la figure 3.2 en
haut & droite). En effet, nous ne recherchons que les trop longues périodes du signal,
nous ne voulons en particulier pas introduire les longues périodes théoriquement
déterminables dans une quelconque représentation polynomiale.

- La représentation des trop longues périodes par les polynomes de Tchebychev peut alors
étre soustraite du signal précédent et donne le graphe en bas a gauche de la figure 3.2.
Celui-ci est a nouveau analysable par ’analyseur en fréquence. On note toutefois, que
les extrémités du graphe décrochent assez rapidement. En effet, le filtrage précédent
a diminué l'intervalle sur lequel 'approximation polynomiale a été effectuée. Ces
décrochages font alors bloquer 1’analyse en fréquence un peu plus loin.

- La derniere étape du traitement consiste donc a refaire toute 'opération sur le nouveau
signal résiduel. En pratique trois a quatre itérations par ce procédé sont suffisantes
pour atteindre la précision de quelques dizaines de kilometres. En particulier le graphe
en bas a droite de la figure 3.2 donne le résidu limite pour la longitude de Callisto.

Cette méthode est applicable aux variables complexes par usage respectif sur les par-
ties réelles et imaginaires. Nous I’avons appliquée a toutes les variables ([, z, () des quatre
satellites.

L’exemple de la longitude de Callisto est I’exemple le plus défavorable que nous ayons
traité par cette méthode. Notons, que nous obtenons au final une précision de représentation
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etage 1
At (jours) 26.88
To (ans) 20
T; (ans) 120
ot (jours) 26.88
2M + 1 853
p 1073
o 1072

Af 0.003066393

TAB. 3.3 — Tableau des caractéristiques du filtre utilisé pour lisser les signauz résiduels en
supprimant les courtes longues périodes.
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FiG. 3.2 — Recomposition en quatre étapes des longues périodes pour la longitude de Callisto.
Les abscisses sont en années et les amplitudes en kilomeétres.
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de 150 kilometres sur une période de 1700 ans, au lieu de 1300 kilometres initialement. Les
variables des autres satellites, et en particulier les longitudes ont toutes été reconstruites
avec une erreur maximale de 20 kilometres sur 200 ans et moins de 80 kilometres sur 1700
ans.

3.2 Analyse des courtes périodes

Maintenant que nous avons une représentation fréquentielle des longues périodes, nous
allons pouvoir retrancher celles-ci des échantillons issus de notre modele numérique non
filtré. L’analyse des courtes périodes devient donc réalisable.

3.2.1 Recomposition des courtes périodes

Nous avons repris le programme EQVARSOL++.f dans les mémes conditions d’intégra-

tion, cette fois sans le filtrage, et avons utilisé des échantillons sur une période de 80 ans,
avec un pas de 0.24 jour. La encore, il ne suffit pas de faire une analyse en fréquence directe-
ment. En effet les résidus dans l'analyse des longues périodes réapparaissent. Ils bloquent
généralement I'analyse a une amplitude de 80 kilometres (surtout pour la longitude de
Callisto). En effet, 'amplitude des courtes périodes non encore analysées s’ajoute au bruit
des longues périodes et déteriore ainsi la représentation finale.
Nous avons donc utilisé de nouveau notre méthode en quatre étapes (les caractéristiques
du filtre sont données dans le tableau 3.4), cette fois sur les signaux a courte période,
les résidus des longues périodes prenant le role des trop longues périodes solaires. Cette
méthode a prouvé une fois de plus son efficacité, et donne finalement pour résidus sur les
longitudes les graphes de la figure 3.3.

étage 1
At (jours) 0.24
To (jours) 60

T1 (jours) 220
ot (jours) 0.24

2M +1 801
p 5.107°
« 5.1073
Af 0.0010909

TAB. 3.4 — Tableau des caractéristiques du filtre utilisé pour supprimer les longues périodes
résiduelles dans les séries échantillonnées des courtes périodes.
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Fic. 3.3 — Résidus sur 1700 ans pour les longitudes entre la représentation synthétique et
le modele numérique.
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3.2.2 La version 1.0

Une routine en langage FORTRAN fournissant les positions des satellites galiléens
issues de notre modele a été mise au point. Celle-ci contient trois sous programmes ap-
pelées V1-0, BNLP et BNCP. Les deux dernieres routines ne concernent pas |'utilisateur et
sont appelées par la routine principale V1-0(ET,nsat,is, iv,ELEM). Celles-ci recomposent
respectivement les longues et courtes périodes du satellite demandé. Un ensemble de neuf
fichiers de données contenant toutes les séries relatives a chaque satellite et variable doivent
étre installés pour que les routines fonctionnent. La taille totale des fichiers et routines est
au final de seulement 93.4 ko.

Voici la définition des arguments présents dans la routine V1-0:
En Entrée:

ET date désiré en jours juliens en temps des éphémérides a partir de 1’époque du ler
janvier 1950 a 0h00, soit le jour julien 2433282.5;

nsat il s’agit du numéro du satellite désiré de 1 a 4 pour respectivement lo a Callisto;

is cette option permet dans le cas is=0 de ne pas introduire les polynomes de Tcheby-
chev, fournissant a 1’utilisateur un modele dynamique correct sur un tres long terme
(bien supérieur a la période d’intégration numérique). En revanche un utilisateur
désirant une grande exactitude dans la représentation utilisera 'option is=1;

iv  cette option laisse le choix a l'utilisateur entre des variables de sortie elliptiques
(a, A, z,() dans le repere équatorial® jovien de I'intégration numérique dans le cas
1v=0, ou des coordonnées cartésiennes (x,y, z; ve, vy, vz) dans le repere jovicentrique
équatorial J2000, dans le cas iv=1.

En Sortie:

ELEM ce sont les six variables elliptiques ou cartésiennes suivant la valeur entiere de
I'option iv.

1.1l s’agit du repere équatorial jovien dans I'intégration numérique. Ce repére est d’axes fixes, dans la
mesure oll nous avons choisi de ne pas introduire la précession de Jupiter.

147






Conclusion

Nous avons élaboré un modele physique tres détaillé du systeme galiléen, tirant par-
tie des valeurs fournies par les sondes spatiales Voyager et Galileo. L'importance d’une
grande quantité de perturbations généralement négligées dans les modeles a été estimée.
Nous avons pu mettre en évidence, entre autres, I'influence de 'aplatissement des satel-
lites. Notre modele a été ajusté sur un total de 6282 observations incluant les campagnes
PHEMU de 1985 et 1991, le rendant apte a fournir des éphémérides tres précises, estimées
a quelques dizaines de kilometres sur la position des satellites. L’utilisation de méthodes
issues du traitement du signal telles que I"analyse en fréquence et le filtrage nous a permis
d’obtenir une représentation fréquentielle du systeme, rendant notre modele utilisable sur
un temps tres long (plusieurs milliers d’années). Une premiere version des éphémérides du
systeme galiléen par notre méthode est d’ores et déja disponible. Celle-ci est appelée a
évoluer encore de par le nombre d’observations utilisées ainsi que la qualité de la représen-
tation fréquentielle. De plus, la reconnaissance des fréquences comme combinaison linéaire
de fréquence fondamentales du systeme est en cours d’aboutir, rendant notre solution sous
une forme analytique.

Enfin, comme annoncé des le début de notre travail, les formulations analytiques et

outils numériques développés dans notre étude ont été concus de facon tres générale, les
rendant ainsi applicables a d’autres systemes.
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Annexe A

Caractéristiques de la Version 1.0

Dans cette annexe, nous donnons les valeurs des constantes du modéle utilisées dans ['inté-

gration numérique, aprés ajustement auzx observations (voir le chapitre 3 de la partie 1I). Nous

donnons également les valeurs finales des amplitudes, fréquences et phases retenues apres analyse

en fréquence des séries échantillonnées, et qui caractérisent la version 1.0.

A.1 Valeurs des constantes du modele

Nous ne donnons ici que les valeurs qui ont été ajustées aux observations. On trouvera

les autres valeurs (restées constantes), dans la table des constantes page 15.

Les valeurs des angles ¥ et I orientant le pole jovien dans I'espace sont de

Y = 358.071521513603d0
I = 25.5020350505248d0
conditions initiales en « en y en =z

position o
position Europe
position Ganymede
position Callisto
vitesse lo

vitesse Europe
vitesse Ganymede
vitesse Callisto

4.47363986609809d-04
4.08493993036867d-03
6.92325161769953d-03
1.15719077286146d-02
-9.85335726033762d-03
3.18687915136413d-03
-1.59588129566993d-03
1.81164574483487d-03

2.51992261541284d-03
-1.66452150395293d-03
1.60157809530108d-03
-4.31243499298343d-03
1.46650741122820d-03
6.55402514600143d-03
5.50383104387081d-03
3.97863637727101d-03

1.20666577657481d-03
-7.66912877249173d-04
8.66031375274386d-04
-1.91375554870414d-03
5.44438656632810d-04
3.18108608853749d-03
2.57262800829925d-03
1.91423965239883d-03

TaB. A.1 — Valeur des conditions initiales en ua et ua/j, pour respectivement les compo-

santes des positions et des vitesses.
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N1 3.55155228371226d0
Ny 1.76932271096441d0
N3 0.87820792458909d0
Ny 0.37648623356099d0

TAB. A.2 — Valeur des moyen mouvement moyens en radians par jour.

A.2 Valeur des amplitudes, fréquences et phases

Voici a présent les valeurs numériques des séries déterminées par l'analyse en fréquence
et présentes dans les fichiers AFCPx-1-0.dat et AFx-1-0.dat. Ces séries calculées dans les
routines BNCP et BNLP pour respectivement les courtes périodes et les longues périodes.
On remarquera qu’apparaissent parfois des longues périodes dans les tableaux des courtes
périodes. Il s’agit la de fréquences restées non analysées lors de I’étude des longues périodes,
et qui ont pu étre déterminées lors de "analyse des courtes périodes.

Par ailleurs, afin de ne pas alourdir les tableaux qui suivent, nous nous sommes limités aux
termes d’amplitude supérieure a 500 metres.
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amplitude km période ; fréquence j~! phase rd
a
422030.686336 .000000 .00000000 .000000
l
40.653261 462.514783 01358483 -1.157266
40.653261 -462.514783 -.01358483  1.157266
20.298838 482.056137 01303414  -.176852
20.298838 -482.056137 -.01303414 176852
22.244006  -2059.601662 -.00305068  2.572831
22.244006 2059.601662 00305068 -2.572831
11.667269 -485.603284 -.01293893 -1.458768
11.667269 485.603284 01293893 1.458768
7.857317  -4332.939148 -.00145010 -2.108667
7.857317 4332.939148 00145010  2.108667
7.996617 403.515434 01557112 -2.581243
7.996617 -403.515434 -.01557112  2.581243
4.940835 254.634490 02467531 1.733977
4.940835 -254.634490 -.02467531 -1.733976
3.349243  66002.498861 .00009520  -.065510
3.349243  -66002.498843 -.00009520 .065510
1.710732  11429.088438 00054975  -2.034399
1.710732 -11429.088438 -.00054975  2.034399
1.841462 -14133.229940 -.00044457  -.741631
1.841462  14133.229940 .00044457 741631
1.597885  -9692.252471 -.00064827  -.991804
1.597885 9692.252471 00064827 .991804
1.100350 274.022844 02292942 2.833984
1.100350 -274.022844 -.02292942 -2.833984
1.122726  -2166.518892 -.00290013 118487
1.122726 2166.518892 .00290013  -.118487

TAB. A.3 — Longues périodes pour lo
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amplitude km période ; fréquence ;~! phase rd
z
1751.885294 -486.809676 -.01290686  2.009025
14.751440 49367.390480 00012727 261407
8.361994  195949.115865 .00003207  1.896785
5.600437 2358.328472 .00266425 998421
2.205249 9267.813960 00067796  2.428502
.930982 -237.175682 -.02649169 -1.546347
.644463 2265.743261 00277312 -1.831004
.603635 -637.458735 -.00985661 -2.000303
¢
151.918208 -2714.006378 -.00231510 .049039
38.134708  -11038.502126 -.00056921  2.090611
6.948333  -50300.482352 -.00012491 -1.804666
-5.539773 .000000 .00000000 -3.141579
2.363674 -205594.470554 -.00003056  2.901561
1.512293 -248.893062 -.02524452  1.927435
1.020139 2166.340625 .00290037  2.301643
TAB. A.4 — Longues périodes pour lo
amplitude km période ; fréquence j~! phase rd
a
5.699862 1.762732 3.56445915 -2.643910
5.699862 -1.762732 -3.56445915  2.643910
1.289067 -3.525463 -1.78222958 -1.819641
1.289067 3.525463 1.78222958  1.819641
1.353115 .881366 7.12891830 995518
1.353115 -.881366 -7.12891830  -.995518
-.728413 .000000 .00000000 -3.141593
709050 -.783436 -8.02003309  2.807196
709050 783436 8.02003309 -2.807196
.689618 -.BRTHTT -10.69337746  1.648529
.689618 D8T5TT 10.69337746 -1.648529
760900 .705093 8.91114788  2.815019
760900 -.705093 -8.91114788 -2.815019

TAB. A.5 — Courtes périodes de lo
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amplitude km  période ; fréquence j~' phase rd

l
610315.840767 .000000 .00000000 .000000
10.626401 1.762732 3.56445909 -1.071383
10.626401 -1.762732 -3.56445909  1.071383
9.377788 3.525463 1.78222958  -2.892748
9.377788 -3.525463 -1.78222958  2.892749
2.300368 2.350309 2.67334436  2.729459
2.300368 -2.350309 -2.67334436  -2.729459
2.512132 .881366 7.12891831  2.565982
2.512132 -.881366 -7.12891831 -2.565982
1.214938 -.783436 -8.02003309  1.236399
1.214938 783436 8.02003309 -1.236399
1.296748 -.705093 -8.91114788  1.897376
1.296748 705093 8.91114788 -1.897376
1.080002 -.587577 -10.69337746 077726
1.080002 BH8THTT 10.69337746  -.077726
795192 1.175154 5.34668873 746548
795192 -1.175154 -5.34668873  -.746548
661661  249.775779 02515530 -2.488773
661661 -249.775779 -.02515530  2.488773

z
264.213167 1.769138 3.55155228  1.446138
4.086068 3.551181 1.76932271  2.768090
4.167531 -1.756372 -3.57736602 450740
3.505519 7.154553 87820792 -2.854118
1.939287 -1.406112 -4.46848081 -2.029851
2.516992 .882964 7.11601144 -1.197783
1.964088 -1.172325 -5.35959560 -1.368879
1.578611 -.879773 -7.14182517  3.094667
1.591521 -3.500116 -1.79513644  2.270387
789126 -2.245134 -2.79857979  -2.170814
557697 -.704073 -8.92405475  1.275019
536298 16.686534 37654228  1.972452
.501630 1.177998 5.33378186 124184

¢

TAB. A.6 — Courtes périodes de lo
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amplitude km  période ; fréquence j~! phase rd
a

671262.329152 .000000 .00000000 .000000
1.343835  482.056142 01303414 1.393970
1.343835 -482.056142 -.01303414 -1.393970
713094 485.603287 01293893 3.029632
713094 -485.603287 -.01293893 -3.029632
538454 -462.514907 -.01358483  2.726229
538454 462.514907 01358483  -2.726229

TAB. A.7 — Longues périodes pour Europe
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amplitude km période ; fréquence ;~! phase rd
l
285.230426 -482.056142 -.01303414 -2.964767
285.230426 482.056142 01303414 2.964767
152.646328 485.603287 01293893  -1.682757
152.646328 -485.603287 -.01293893  1.682757
103.249450 -462.514912 -.01358483  1.155356
103.249450 462.514912 .01358483  -1.155356
78.068972 2059.391483 .00305099 AT1937
78.068972 -2059.391483 -.00305099  -.471937
61.557044 -4332.938719 -.00145010 -2.108663
61.557044 4332.938719 00145010  2.108663
19.235850 403.515440 01557111 560422
19.235850 -403.515440 -.01557111  -.560422
12.024453 -211891.879189 -.00002965  1.654892
12.024453  211891.879189 00002965 -1.654892
10.940523 50284.999738 00012495  -.493680
10.940523  -50284.999736 -.00012495 493680
6.909598 -2166.517127 -.00290013 -3.052993
6.909598 2166.517127 00290013  3.052993
5.642460 250.130732 02511961 980052
5.642460 -250.130732 -.02511961  -.980052
4.774502 -9676.800001 -.00064930  2.613663
4.774502 9676.800001 .00064930 -2.613663
4.716826 254.634490 02467531 -1.407614
4.716826 -254.634490 -.02467531 1.407614
3.297999 11363.928747 .00055291 566739
3.297999  -11363.928747 -.00055291  -.566739
3.614236 2078.238926 00302332 -.033178
3.614236 -2078.238926 -.00302332 .033178
3.290950 67185.215623 .00009352 107711
3.290950  -67185.215622 -.00009352  -.107711
2.607585 241.911585 02597306  -.289125
2.607585 -241.911585 -.02597306 289125
3.054869 248.893870 02524444  -1.047053
3.054869 -248.893870 -.02524444  1.047053
2.557749 274.022854 02292942 -.307604
2.557749 -274.022854 -.02292942 307604

TAB. A.8 — Longues périodes pour Europe
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amplitude km période ; fréquence ;~! phase rd

z
6282.284609 -486.809676 -.01290686 -1.132568
133.064763 9267.640426 00067797 -.719546
142.277628 49367.383804 00012727 .261402
81.194873  195989.623405 .00003206  1.899204
9.249061 -242.210624 -.02594100 -2.526552
4.960686 -243.102867 -.02584579  2.120973
3.490722 -237.175714 -.02649169  1.593405

¢
2710.525705  -11038.501664 -.00056921  2.090618
147.875006  -50300.481880 -.00012491 -1.804666
-83.261182 .000000 .00000000 -3.141504
40.040460 -205591.789555 -.00003056  2.901658
8.076884 -2714.005874 -.00231510 -3.092354
6.905848 -248.893062 -.02524452 -1.214157
4.871630 2166.340984 00290037  2.301789
1.234100 -4333.058192 -.00145006 -1.266585
1.000023 -244.588406 -.02568881  -.460492
592231 1810.916096 00346962  -.522952
584847 4332.827030 00145014 -2.991459
572799 1444.256322 00435046  2.837882

TAB. A.9 — Longues périodes pour Europe
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amplitude km période ; fréquence j~! phase rd
a
32.345806  3.525463 1.78222958  1.819638
32.345806  -3.525463 -1.78222958 -1.819638
11.994869  -2.350309 -2.67334436  1.982924
11.994869  2.350309 2.67334436 -1.982924
7.623109  -1.175154 -5.34668873 -2.317333
7.623109 1.175154 5.34668873  2.317333
6.916919  -7.050927 -.89111479 660975
6.916919  7.050927 89111479  -.660975
3.826034  -1.410185 -4.45557394  -2.978312
3.826034 1.410185 4.45557394  2.978312
3.916962  -1.762732 -3.56445915  -.497678
3.916962 1.762732 3.56445915 497678
2.040962 -.705093 -8.91114791 327181
2.040962 705093 8.91114791  -.327181
2.333036 -.881366 -7.12891833  2.146957
2.333036 .881366 7.12891833  -2.146957
1.308687 1.007275 6.23780352  1.656368
1.308687  -1.007275 -6.23780352  -1.656368
1.737025  2.255536 2.78567292  -.022345
1.737025  -2.255536 -2.78567292 .022345
-1.157955 .000000 .00000000  3.141593
919084 BH8THTT 10.69337721  1.500497
919084 -.587577 -10.69337721 -1.500497
634772 -.503638 -12.47560702  2.970176
634772 .503638 12.47560702 -2.970176
517028 1.503691 4.17850942  -.034311
517028 -1.503691 -4.17850942 .034311

TAB. A.10 — Courtes périodes de Furope
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amplitude km période ; fréquence j~! phase rd
l
-250729.046829 .000000 .00000000  3.141593
109.044546 3.525463 1.78222958 .248846
109.044546 -3.525463 -1.78222958  -.248846
48.142386 7.050927 .89111479 .909821
48.142386 -7.050927 -.89111479  -.909821
25.908689 2.350309 2.67334436  -.412128
25.908689 -2.350309 -2.67334436 412128
14.652802 1.762732 3.56445915  2.068480
14.652802 -1.762732 -3.56445915 -2.068480
14.994874 1.175154 5.34668873  -2.395059
14.994874 -1.175154 -5.34668873  2.395059
6.467819 1.410185 4.45557394  -1.734077
6.467819 -1.410185 -4.45557394  1.734077
4.428548 .881366 7.12891829  -.574978
4.428548 -.881366 -7.12891829 574978
3.269542 -.705092 -8.91115104 -1.160366
3.269542 705092 8.91115104  1.160366
3.490959 -2.255536 -2.78567292  -1.548437
3.490959 2.255536 2.78567292  1.548437
2.558528  -274.033155 -.02292856  2.720987
2.558517 274.033160 02292856  -2.721120
1.951063 1.007275 6.23780352  -3.056026
1.951063 -1.007275 -6.23780352  3.056026
2.162053 240.803640 02609257  -2.830456
2.162264  -240.789350 -.02609412  2.851242
1.617693 -4.511072 -1.39283646 -1.559632
1.617693 4.511072 1.39283646  1.559632
1.434100 -.587577 -10.69337789 -3.051243
1.434100 BH8THTT 10.69337789  3.051243
1.574178  2465.504504 00254844 1.947308
1.574178  -2465.504593 -.00254844  -1.947309
917554 .503638 12.47560710 -1.401730
917554 -.503638 -12.47560710  1.401730
1.003942  -398.542157 -.01576542  -.104243
1.003943 398.542164 01576542 104251
1.282015  -249.149829 -.02521850  2.742617

TAB. A.11 — Courtes périodes de Furope
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amplitude km période j fréquence j~' phase rd

z
200.639955 3.551181 1.76932271  -.373502
55.280140 1.769138 3.55155228  1.446138
56.187492 -6.950260 -.90402166  1.609421
18.724629 -3.500116 -1.79513644  -.871184
21.205625 7.154553 87820792  -2.854120
19.768921 -1.756372 -3.57736602 -2.690834
9.730534 -2.339016 -2.68625123  2.931371
7.274770 -6.182107 -1.01635022  -.351150
5.516152 -1.172325 -5.35959560  1.772866
4.203330 -.879773 -7.14182481  -.057905
2.772198 -1.406112 -4.46848081 -2.029866
2.920461 16.686536 37654221 1.973372
2.824893 1.414264 4.44272306  3.120569
1.836408 -.704073 -8.92405469 -1.868112
2.483083 2.361711 2.66043750  2.107116
1.474409 9233.839177 .00068045  -.460108
1.364748 -2.608011 -2.40918706  -.327523
1.802844  397.494372 01580698 -2.385952
1.201164 -.586869 -10.70628432  2.596969
1.548903 .882964 7.11601144  1.943834
1.218955 1.009364 6.22489665  2.604807
1.108849 1.177998 5.33378186 -3.017395
.885861 -1.005195 -6.25071038  -.707893
.968430 -3.556902 -1.76647691  -.281828
785394 -437.839780 -.01435042  1.870547
1.052893  -548.591895 -.01145330  3.032627
.628505 -.503117 -12.48851381 774698
647127  4294.572999 00146305  -.906923
.601401 588285 10.68051215 -1.300516

¢

TAB. A.12 — Courtes périodes de Furope
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amplitude km période ; fréquence ;~! phase rd

a
1070622.862474 .000000 .00000000 .000000
.819858 462.514840 .01358483 414369
.819858 -462.514840 -.01358483  -.414369
.830619 -482.056142 -.01303414  1.747618
.830619 482.056142 .01303414 -1.747618

l
123.699942 4332.938867 00145010  2.108692
123.699942 -4332.938867 -.00145010 -2.108692
96.997570 -482.056142 -.01303414 176820
96.997570 482.056142 .01303414  -.176820
81.013351 462.514844 01358483  1.985233
81.013351 -462.514844 -.01358483 -1.985233
51.130511 485.603288 01293893 1.458850
51.130511 -485.603288 -.01293893 -1.458850
29.748135  211841.966812 .00002966 -1.682049
29.748135 -211841.966812 -.00002966  1.682049
26.212024  -50284.923030 -.00012495 494709
26.212024 50284.923030 .00012495  -.494709
10.659683 2059.533067 00305078  -2.604545
10.659683 -2059.533067 -.00305078  2.604545
8.271725 9642.134896 00065164  2.583422
8.271725 -9642.134896 -.00065164 -2.583422
7.188029  -11287.602808 -.00055664  -.936910
7.188029 11287.602808 .00055664 936910
4.390510  -67842.298688 -.00009261  -.100957
4.390510 67842.298690 .00009261 100957
3.435028 2166.517752 00290013  3.080020
3.435028 -2166.517752 -.00290013 -3.080020
2.810611 -254.634490 -.02467531  1.407618
2.810611 254.634490 02467531 -1.407618
3.026620 14015.831549 00044829  2.903814
3.026620  -14015.831549 -.00044829 -2.903814

TAB. A.13 — Longues périodes pour Ganymede
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amplitude km

période j

fréquence ;!

phase rd

z
1515.966733
825.256974
634.441589
7.511902
7.576828
5.123921
4.082266
-2.758831
2.425163
2.476995
778649

¢
1707.745448
-681.623975
380.095510
154.279217
16.835268
2.692877
2.187821
1.919976
1.456660
1.067283
964247

49367.403698
195955.054510
-486.809676
-242.210624
9270.901899
2265.735162
-243.102867
.000000
4332.665589
2190.534778
-237.175795

-50300.482900
.000000
-205595.254850
-11038.503299
2166.341856
-4333.065708
4332.817404
1444.256991
-248.893062
-2714.005862
2076.865387

00012727
.00003206
-.01290686
-.02594100
00067773
00277313
-.02584579
.00000000
.00145019
00286833
-.02649168

-.00012491
.00000000
-.00003056
-.00056921
.00290037
-.00145006
.00145014
.00435046
-.02524452
-.00231510
00302532

261418
1.897161
2.009025

615041
2.549498
1.307398

-1.020602
-3.133678

788317

-.326073
-1.552825

-1.804666
-3.141589
2.901574
-1.051001
2.302182
-1.267395
-2.991141
2.838556
1.927436
-3.091751
-2.910144

TAB. A.14 — Longues périodes pour Ganymede
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amplitude km période ; fréquence ;! phase rd
a
104.197153  -2.350309 -2.67334436  -1.158663
104.197153 2.350309 2.67334436  1.158663
48.244038  -7.050927 -.89111479 660974
48.244038 7.050927 89111479  -.660974
17.189241  -6.261624 -1.00344335  -1.299597
17.189241 6.261624 1.00344335  1.299597
9.136200  -3.525463 -1.78222958 -1.819644
9.136200 3.525463 1.78222958  1.819644
8.196464 4.174416 1.50516505  1.948677
8.196464  -4.174416 -1.50516505 -1.948677
5.246657 -12.523249 -.50172167  -.649786
5.246657  12.523249 50172167 .649786
4.098009  -3.130812 -2.00688670 -2.599215
4.098009 3.130812 2.00688670  2.599215
2.716858  -1.762732 -3.56445915  -.497693
2.716858 1.762732 3.56445915 497693
2.951834 1.175154 5.34668873  -.824261
2.951834  -1.175154 -5.34668873 824261
-1.847213 .000000 .00000000 -3.141593
2.103692  -2.504650 -2.50860838  3.034172
2.103692 2.504650 2.50860838 -3.034172
1.555255 1.410185 4.45557394  -.163280
1.555255  -1.410185 -4.45557394 163280
2.176272  -3.583193 -1.75351574  -2.012358
2.176272 3.583193 1.75351574  2.012358
1.098780 2.087208 3.01033005 -2.384345
1.098780  -2.087208 -3.01033005  2.384345
897064  -1.007275 -6.23780352  1.485222
.897064 1.007275 6.23780352 -1.485222
745673 10.021090 62699620 968146
745673 -10.021090 -.62699620  -.968146
580956 1.789036 3.51205173 -1.734529
580956 -1.789036 -3.51205173  1.734529
550770 50.139809 12531331 166444
550770 -50.139809 -.12531331  -.166444

TAB. A.15 — Courtes périodes de Ganymeéde

166



amplitude km  période j; fréquence j~! phase rd
l
307749.090094 .000000 .00000000 .000000
62.295309 -2.350309 -2.67334436 412134
62.295309 2.350309 2.67334436  -.412134
43.641103 7.050927 89111479 -2.231772
43.641103 -7.050927 -.89111479  2.231772
42.890201 -6.261624 -1.00344335 -2.870393
42.890201 6.261624 1.00344335  2.870393
32.494280  -12.523249 -.00172167 -2.220585
32.494280 12.523249 50172167 2.220586
22.888582 -3.525463 -1.78222958  2.892745
22.888582 3.525463 1.78222958  -2.892745
16.453368 4.174416 1.50516501 -2.762545
16.453368 -4.174416 -1.50516501  2.762545
7.207910 -3.130812 -2.00688670  2.113183
7.207910 3.130812 2.00688670 -2.113183
7.727017  -50.141956 -.12530794  -1.764326
7.727017 50.141956 12530794 1.764326
4.708340 -1.762732 -3.56445915 -2.068491
4.708340 1.762732 3.56445915  2.068491
5.113510 1.175154 5.34668873 746533
5.113510 -1.175154 -5.34668873  -.746533
3.384339 -2.504650 -2.50860837  1.463365
3.384339 2.504650 2.50860837 -1.463365
3.808542 -3.583193 -1.75351577  2.700314
3.808542 3.583193 1.75351577 -2.700314
2.511361  -10.021077 -.62699698 -2.538263
2.511361 10.021077 62699698  2.538263
2.517076 1.410185 4.45557394  1.407517
2.517076 -1.410185 -4.45557394  -1.407517
2.266996 55.935784 11232855 -2.751910
2.266996  -55.935784 -.11232855  2.751910
2.071963  249.862861 02514654 -2.445689
2.071963 -249.862861 -.02514654  2.445689
1.657207 2.087208 3.01033005  -.813562
1.657207 -2.087208 -3.01033005 .813562

TAB. A.16 — Courtes périodes de Ganymeéde
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amplitude km période ; fréquence ;! phase rd

z
219.015815 -50.170999 -.12523540 -1.012291
191.116935 7.154553 87820791 287553
121.194407 1.769138 3.55155229  1.446110
70.531074  -3.500116 -1.79513647  -.870994
53.216570 3.551181 1.76932271  -.373477
33.873700  -6.950260 -.90402168 -1.531980
30.808267 -10.021716 -.62695702 -1.662574
19.462127  16.689016 37648626 2.779215
11.299907  -5.566850 -1.12867872 -2.312119
6.538283  -7.178259 -.87530765 -1.725683
6.168104  -1.406112 -4.46848085  1.112062
6.136018  -2.339016 -2.68625127  -.209921
4.988781  -3.853768 -1.63040039 -2.962035
3.169698 -25.081125 -.25051449 -1.286704
3.231271  25.012003 25120681  2.505940
3.221823  -1.756372 -3.57736606 451106
3.745126 3.339187 1.88165122  1.587404
2.226888 2.636260 2.38337060  2.257839
2.380750  -2.946916 -2.13212205  2.671251
1.277118 2.177809 2.88509456  2.887170
1.503986 4.553265 1.37992957 -2.204110
1.197066  -1.172325 -5.35959565  1.773145
1.107345  -7.190161 -.87385881 -2.714722
1.185001  -2.385557 -2.63384372  2.021358
962827 -.879773 -7.14182522  -.046553
.893881  -8.352679 -. 75223597 -1.937186
712584 1.855189 3.38681619 -2.745833
768433 2.361711 2.66043750  2.107082
.678735 1.414282 4.44266709 785039
673038 .882964 7.11601147 -1.198030
605438 -2.003844 -3.13556538  1.371465
656607 1.009364 6.22489667  -.536963
724350 2.387480 2.63172299  2.304274
557478 -1.005195 -6.25071045  2.434199

¢

TAB. A.17 — Courtes périodes de Ganymede

168



amplitude km période j fréquence j~! phase rd
a
1883136.786260 .000000 .00000000 .000000
l
525.964634 4332.938603 00145010  2.108787
525.964634 -4332.938603 -.00145010 -2.108787
362.055986 -211707.555652 -.00002968 -1.375514
362.055986  211707.555652 .00002968  1.375514
31.570300 50291.159284 00012494 2.651756
31.570300  -50291.159280 -.00012494  -2.651756
17.511243 2166.515490 00290013  2.989626
17.511243 -2166.515490 -.00290013 -2.989626
16.026028 -9641.987347 -.00065165 563175
16.026028 9641.987347 00065165  -.563175
14.109841 11291.361938 00055646  -2.064697
14.109841  -11291.361938 -.00055646  2.064697
11.394971 67405.451668 .00009321 -2.964883
11.394971  -67405.451660 -.00009321  2.964883

TAB. A.18 — Longues périodes pour Callisto
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amplitude km période j fréquence j~! phase rd

z
13884.428305  195950.745193 .00003207  1.896926
291.301333 49367.288207 .00012727 -2.880144
101.779614 2190.529511 00286834  -.327758
-36.720445 .000000 .00000000  3.141185
17.025709 4332.682191 .00145018 789919
11.371539 1454.716007 00431918  -.020534
5.312033 -198438.440396 -.00003166  -.304617
5.005251 4430.386216 .00141820  2.291032
3.071799 4238.971433 00148224 2.406576
3.041957 -4430.930255 -.00141803 -1.784023
2.244744 2265.731598 00277314 -1.835619
1.669579 9192.217306 .00068353  -.156668
.851019 2164.875213 .00290233 627441
.883709 10677.467217 00058845 -1.727249
1.001740 1089.216989 .00576853 750063

¢
-5398.622271 .000000 .00000000 -3.141588
4272.729345  -205593.264145 -.00003056  2.901737
491.019213  -50300.471257 -.00012491  1.336923
62.519045 2166.334076 00290038  2.298955
9.361003 -4333.060342 -.00145006 -1.266728
9.299999  -11038.567920 -.00056920 -1.052052
8.274165 4332.829384 00145013 -2.986728
7.083844 1444.256168 00435046  2.837653
5.866723 2143.479703 00293130 -1.435825
.882553 -4242.900512 -.00148087  2.425351
.898185 4426.190904 .00141955 271404
.660009 1433.991267 00438161  -.958324
.659325 2076.871142 .00302531 .234379
625815 1083.207406 .00580054  -2.900460

TAB. A.19 — Longues périodes pour Callisto
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amplitude km période ; fréquence ;! phase rd
a
268.917670  12.523249 50172167 .649801
268.917670 -12.523249 -.50172167  -.649801
206.297458 1.978915 3.17506604  1.808468
206.297458  -1.978915 -3.17506604 -1.808468
96.303048  -4.511072 -1.39283646 011177
96.303048 4.511072 1.39283646  -.011177
31.222455  -6.261624 -1.00344334  1.842016
31.222455 6.261624 1.00344334 -1.842016
20.872674  -8.376772 -.75007237  -.712910
20.872674 8.376772 75007237 712910
14.945924 4.174416 1.50516502 -1.192188
14.945924  -4.174416 -1.50516502  1.192188
7.487471 3.130812 2.00688670  -.542379
7487471 -3.130812 -2.00688670 542379
-3.252044 .000000 .00000000 -3.141593
3.843449 2.504650 2.50860838 107432
3.843449  -2.504650 -2.50860838  -.107432
3.555678 8.392992 74862286  1.715001
3.555678  -8.392992 -.74862286  -1.715001
2.043664 -10.021089 -.62699628  2.173477
2.043664  10.021089 62699628  -2.173477
2.869262 -16.690664 -.37644908  -.331142
2.869262  16.690664 37644908 331142
2.007291  -2.087208 -3.01033005  -.757247
2.007291 2.087208 3.01033005 157247
1.676618  -2.245107 -2.79861287  -1.471703
1.676618 2.245107 2.79861287  1.471703
1.289530  50.149875 12528815 -.763174
1.289530 -50.149875 -.12528815 763174
1.061208  -1.789036 -3.51205173  -1.407065
1.061208 1.789036 3.51205173  1.407065
1.280338  -2.255536 -2.78567286  -3.120750
1.280338 2.255536 2.78567286  3.120750
1.016041  -5.566557 -1.12873811  1.811535
1.016041 5.566557 1.12873811 -1.811535
.827366 6.181905 1.01638339  -.346631
827366  -6.181905 -1.01638339 .346632
806772 -.932289 -6.73952282 7137454
806772 .932289 6.73952282  -.737454

TAB. A.20 — Courtes périodes de Callisto
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amplitude km période ; fréquence ;! phase rd
l
-681996.174976 .000000 .00000000  3.141593
207.630132  12.523249 50172167 -.920998
207.630132 -12.523249 -.50172167 .920998
176.816673  -1.978915 -3.17506604  -.237673
176.816673 1.978915 3.17506604 237673
72.210481  -4.511072 -1.39283646  1.581972
72.210481 4.511072 1.39283646 -1.581972
70.340510 6.261624 1.00344335  -.271201
70.340510  -6.261624 -1.00344335 271201
36.563247 8.376772 75007237 2.283704
36.563247  -8.376772 -.75007237 -2.283704
27.591056 4.174416 1.50516502 378604
27.591056  -4.174416 -1.50516502  -.378604
12.233628 3.130812 2.00688670  1.028410
12.233628  -3.130812 -2.00688670 -1.028410
13.924498 -50.142105 -.12530757  1.375405
13.924498  50.142105 12530757 -1.375405
6.234275  -8.392991 -.74862286  2.997470
6.234275 8.392991 74862286  -2.997470
5.798277  -2.504650 -2.50860837 -1.678219
5.798277 2.504650 2.50860837  1.678219
4.397784  -10.021077 -.62699702 .603371
4.397784  10.021077 62699702  -.603371
3.688795  55.935785 11232854 .389673
3.688795 -55.935785 -. 11232854  -.389673

TAB. A.21 — Courtes périodes de Callisto
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amplitude km période ; fréquence ;~! phase rd

z
389.055003 16.689016 37648625 -.362388
299.398818 7.154553 87820791 287546
279.843614 1.769138 3.55155229  1.446102
119.593164 3.551181 1.76932270  -.373461
112.865755 -2.245134 -2.79857978  -2.170855
92.202433 -10.021716 -.62695706  1.479362
62.831895 -16.818579 -.37358599 -1.075807
55.029503 -50.170987 -.12523543 -1.012214
55.708925 -6.182107 -1.01635020  -.351283
34.561408 -5.566850 -1.12867872 .829463
15.435599 -3.853768 -1.63040038 179555
10.689865 -16.884048 -.37213738  -2.062886
9.261723 -25.081107 -.25051467  1.855434
6.949783 5.577327 1.12655846 351278
7.416955 -2.946916 -2.13212205  -.470349
5.176287 25.012818 25119862 -.609666
3.709371 -2.385557 -2.63384371 -1.120247
3.632889 8.344957 75293199 .003655
2.679386 -8.352678 -.75223601  1.204439
3.516596 4.553265 1.37992955 -2.204063
3.143583 3.339187 1.88165123 -1.554218
2.643639 -2.608010 -2.40918721  2.806473
1.901801 -2.003844 -3.13556538 -1.770140
2.033103 2.636258 2.38337289  -.904305
1.831436 -12.524186 -.50168411  1.773660
1.376724 -2.594077 -2.42212757  -1.825305
1.268333 -5.010684 -1.25395756 554251
1.193606 2.177809 2.88509456  -.254403
1.114071 16.625067 37793443 1.794643
1.553249 -16.753063 -.37504695  3.141041
1.513411 .882954 7.11609482  -1.942262
991624 -1.727437 -3.63728705 -2.420033
1.160638 -1.978936 -3.17503211 625361
1.257790 -16.950075 -.37068777 -3.050508
1.182202 5.584509 1.12510967  1.339545
780659 12.522495 50175188 -.045278
678741 1.855189 3.38681622 .395497
865465  10967.734078 00057288  -.582522
904673 16.753507 37503702 -2.511677

¢
982765 73389.634443 .00008561  -.266841

TAB. A.22 — Courtes périodes de Callisto
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Annexe B

Introduction des Effets de Marées

Le travail présenté dans cette anneze, effectué avec la collaboration de G.Tobie (laboratoire de
planétologie, université de Nantes), constitue une premiere étape dans Uintroduction et l'étude des
effets de marées au sein de notre modéle. Nous présenterons essentiellement comment ces effets
peuvent étre introduit dans notre code numérique, et quelles différences sur les positions des satel-
lites sont a en attendre. Pour cela, la dissipation d’énergie a Uintérieur des satellites et ['échange
d’énergie et de moment angulaire entre Jupiter et ses satellites doivent étre considérés. Ces effets
sont directement liés a des constantes physiques encore mal connues. En particulier, nous verrons
que les mouvements orbitaux des satellites peuvent étre affectés de différentes maniéres, sutvant
les valeurs fixées pour ces constantes.

B.1 Motivation

L’étude des effets de marées n’intéresse pas seulement les astronomes, mais également
les planétologues. En effet, les effets de marées sont invoqués pour expliquer certaines struc-
tures observées a la surface des satellites glace, notamment Furope. De plus, la dissipation
de marée constitue une source d’énergie importante qui serait en mesure d’expliquer le
volcanisme intense de lo et 'existence d’un ocean sous la surface d’Europe.

B.1.1 La structure interne des satellites

Les satellites étant des solides déformables, I’excentricité et I'inclinaison de leur orbite
induisent une déformation périodique du satellite. En raison des propriétés visco-élastiques
des intérieurs satellitaires, une partie de 1’énergie de déformation est dissipée par friction
visqueuse. La déformation globale du satellite dépend principalement de sa structure in-
terne et sa dissipation de sont état thermique. Deux parametres ky et () permettent de
décrire, au premier ordre, respectivement la déformation du satellite et la fraction d’éner-
gie de marée dissipée. Le parametre ky est le nombre de Love qui relie le potentiel induit
par la déformation du satellite au potentiel de marée généré par Jupiter. Le parametre
Q) est le facteur de dissipation global d’expression @) = 27 FE/AFE, ou E est la quantité
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d’énergie dissipée pendant un cycle.

Nous avons cherché dans ce travail une borne supérieure des effets dissipatifs, afin d’an-
ticiper les variations maximales en position que 'on peut attendre. Les valeurs des nombre
de Love et fonction de dissipation que nous avons utilisées sont données en caracteres gras
dans le tableau B.1.

Io Europe  Ganymede Callisto  Jupiter
ko 0.25 0.25 0.25 0.25 0.5
¢ |10 (100) 15 (200) 50 (200) 50 (200) 10°/10*

TAB. B.1 — Valeurs des nombres de Love et fonction de dissipation utilisées dans notre
€tude (en caractéres gras), pour les quatre satellites Galiléen et Jupiter. Les valeurs entre
parantheses correspondent a une dissipation minimale.

Ces valeurs, dans le cas des satellites galiléens sont des valeurs correspondant a une dis-
sipation maximale que I'on peut attendre en 1’état de notre connaissance de la composition
des satellites.

B.1.2 Les dérives séculaires observées

Différentes valeurs des effets de marées issues de la comparaison d’un modele du mouve-
ment des satellites aux observations ont pu étre estimées. Parmi elles, une évaluation faite
par J.H.Lieske (voir [26]), par la comparaison a des éclipses anciennes donne des valeurs
négatives des accélérations en longitudes, dont 1y /ny; = —0.07440.087 (en 10~'%an~") pour
lo. Cela tend a privilégier 'action de marées des satellites sur Jupiter a la dissipation a I’in-
térieur des satellites. Une évaluation plus récente effectuée par K.Aksnes et F.A.Franklin
(voir [1]) en comparant le modele de Sampson a des observations de phénomenes mutuels
donne au contraire une accélération séculaire pour lo de ny/n; = 3.6 1.0 (en 107 %an™1).
Comme nous 'avions mis en évidence dans la partie II, la théorie de Sampson-Lieske n’a
une précision interne pour une période d’un siecle, que de quelques centaines de kilometres
et semble donc maladaptée pour étre utilsée dans la détermination des accélérations sécu-
laires en longitudes des satellites.

B.2 Meéthode utilisée

Nous présentons maintenant la méthode que nous avons utilisée pour introduire les
effets de marées dans notre modele.

B.2.1 Les équations de Kaula

Nous avons choisi pour introduire les effets de marées entre Jupiter et ses satellites
de reprendre la formulation de Kaula (voir [21]), et utilisée par K.Aksnes et F.A.Franklin
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dans [1]. Pour de plus amples détails, on pourra également se reporter a [10]. Dans cette
formulation, I’échange d’énergie et de moment angulaire induit par ’action des satellites
sur Jupiter se ramene a des variations séculaires sur les variables métriques des éléments
elliptiques, et a pour expression (en négligeant les variations en inclinaison)

K3

da 3kin;mi(E,)’ {1 N 5162]

dt Qratmg 4
—_ = — | — €; .
dt SQJmO a;

ou kJ et Q; sont respectivement le nombre de Love et la fonction de dissipation de Jupiter.
Ainsi donc les effets de marées engendrés par les satellites sur Jupiter éloignent les satellites
de leur planete, en méme temps qu’augmente leur excentricité.

La dissipation d’énergie dans un satellite peut également étre introduite par les deux

égalités
da; 21k£i)nim0(E,(,i))5 5
dt N szzaf i
de; 21k(i)nim0 E,(,i) ’
_ = — 2 c; (BQ)
dt 20);m; a;

ou kgi) et (); sont respectivement le nombre de Love et la fonction de dissipation du satel-
lite P;. Ainsi, la dissipation a I'intérieur des satellites engendre un effet contraire et tend a

rapprocher les satellites de Jupiter en méme temps que diminue leur excentricité.

La formulation de Kaula utilisant les éléments elliptiques, il serait peu approprié de I’in-
troduire dans le programme EQVARSOL++.f, comme pour le cas des perturbations étudiées
dans la premiere partie. Nous allons donc avoir recours aux équations de Gauss.

B.2.2 Les équations de Gauss

Notre démarche va reposer principalement sur une réécriture partielle du programme
EQVARSOL++.f dans le cadre des équations de Gauss (que I’on peut trouver dans [15]). Ces
équations sont identiques aux équations de Lagrange mais dans le cas plus général d’un
systeme non nécessairement conservatif. Ainsi, le systeme différentiel considéré ne fait
pas intervenir un potentiel perturbateur du systeme U, mais les différentes composantes
(R;, S:,W;) dans la base locale (u;,v;,k;) des forces F agissant sur chacun des satellites
P;. L’intérét principal de cette méthode est que nous disposons alors d’un modele nu-
mérique prenant en compte toutes les perturbations déja introduites dans le programme
EQVARSOL++.f, et précédemment ajusté aux observations.
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Rappelons que les équations de Gauss ont pour forme

da; .
dcilf = 2a}[Rie;sinv; + Si(1 + e; cos v;)]
de; .
dc;‘ = pi[Risinv; + S;(cosv; + cos E;)]
dI;
= r;W;cos(w; +v;)

dt
df; Wsi (B.3)
o = T s sin(w; + v;)
:; = —p;Ricosv; + (r; + p;)Sisinv; — Ge; cos [i%
da; 1 dv; d€);

- = ni— —— |2rR; : Ii——
7 n Miai{rﬁ’ —|—G<dt—|—cos dt)}

ot p; = a;(1 — ¢f).

Ce systeme différentiel a été programmé pour remplacer celui existant en coordonnées
cartésiennes dans le programme EQVARSOL++.f. Le programme résultant, baptisé gauss.f,
permet donc de reprendre de maniere exacte notre modele numérique initial ajusté aux
observations. On peut constater que les équations (B.3) sont singulieres en e = 0 et [ = 0.
En réalité le cas ou I'inclinaison est nulle n’est pas un probleme étant donné que nous nous
placons dans un repere J2000 dont le plan principal est bien différent du plan équatorial
jovien. En revanche le cas d’excentricité nulle, semble moins évident. Toutefois, les valeurs
des excentricités restent suffisamment élevées pour ne pas occasionner de dérive numérique
particuliere, comme nous allons le voir dans la sous-section qui suit.

B.2.3 Test numérique

Afin de tester la fiabilité de notre programme réécrit dans les variables elliptiques,
nous avons comparé les résultats d’une simulation entre le programme EQVARSOL++.f et le
programme gauss.f dans lequel les effets de marées (formules B.1 et B.2) ont été retirées.
Les différences entre les deux intégrations sont présentées pour les quatre satellites dans le
graphe de la figure B.1.
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Fic. B.1 - Différences en kilometres sur le caleul des positions des quatre satellites galiléens
entre le programme EQVARSOL++.f et le programme gauss.f, sur une période d’un siecle.

Comme nous pouvons le constater, les différences entre les deux codes numériques sont
de l'ordre de I'erreur numérique de ceux-ci. Nous disposons donc d’un outil performant
pour étudier 'influence des effets de marées.

B.3 Résultats

Nous avons effectué trois simulations avec des modeles de marées différents. La premiere
simulation dans laquelle les équations B.1 ne sont pas présentes, et dont la comparaison
avec un modele sans effets de marées est donnée dans le graphe en haut de la figure B.2,
montre une accélération de 'ordre de deux milles kilometres sur Io pour une période d’un
siecle. Notons que Ganymede, lui, décelere sous 'effet de la résonance laplacienne (retrou-
vant en cela ce que nous avions anticipé dans la section 2.1.2 de la page 48).

Les deux autres simulations introduisent en plus de la dissipation des satellites, ’échange
d’énergie et de moment angulaire induit par 'action des satellites sur Jupiter. Le graphe
en bas a gauche (figure B.2), présente les différences pour une fonction de dissipation de
valeur ()5 = 10°, tandis que le graphe en bas a droite introduit une valeur plus faible (et
moins réaliste) de Q5 = 10.
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FiG. B.2 — Différences en longitude (ramenées en kilométres) entre une simulation tenant
compte des effets de marées et lautre non. Les trois graphes ont été obtenus pour des
modéles de marées différents (voir le texte).

Nous pouvons voir nettement que suivant les valeurs (encore incertaines) des nombre
de Love et des fonctions de dissipation (surtout pour Jupiter), le résultat sur le mouvement
orbital des satellites passe d’une accélération séculaire a une décélération. Il apparait ainsi
que dans la limite d’incertitude des constantes physiques introduites, une étude purement
théorique des effets de marées ne saurait suffire a appréhender 1’évolution des mouvements
orbitaux des satellites a court terme. En revanche, une détermination observationnelle des
accélérations (ou décélération) contraindera plus fortement les valeurs des constantes phy-
siques introduites.

Enfin, on peut se demander si la modélisation des effets de marées induit sur Jupiter par
les satellites galiléens et généralement reprise du probleme Terre-Lune ne devrait pas étre
révisée pour tenir compte de la composition essentiellement gazeuse de Jupiter. En effet, la
rotation de Jupiter étant différentielle, certaines couches gazeuses sont susceptibles d’entrer
en résonance avec les satellites galiléens, donnant lieu a des phénomenes dynamiques bien
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plus complexes.
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