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R�esum�e

Nous avons �elabor�e une nouvelle th�eorie dynamique des satellites
galil�eens ajust�ee aux observations� Un programme num�erique a �et�e
d�evelopp�e a�n de pouvoir simuler le mouvement des satellites� Nous avons
ainsi �evalu�e une grande quantit�e de perturbations g�en�eralement n�eglig�ees�
et ainsi grandement am�elior�e la mod�elisation du syst�eme�
La solution num�erique a ensuite �et�e ajust�ee �a plusieurs types d
observa�
tions �photographiques� CCD et ph�enom�enes mutuels� entre les ann�ees
�� et ����� Un total de plus de ���� observations a �et�e utilis�e� dont les
observations des campagnes PHEMU de ��� et ���
Une analyse en fr�equence a �nalement �et�e e�ectu�ee dans la perspective
d
obtenir une repr�esentation sous forme analytique du mouvement des
satellites� Une m�ethode de �ltrage pour s�eparer les courtes p�eriodes des
longues p�eriodes a �et�e d�evelopp�ee pour r�esoudre des di�cult�es techniques
�longueur d
�echantillonage� longues p�eriodes solaires��
Notre th�eorie a aujourd
hui une �d�elit�e de repr�esentation de quelques
dizaines de kilom�etres sur un si�ecle� et reste d�e�nie sur plus de ��� ans�

Abstract

We have developed a new dynamical theory of the Galilean system based
on historical observations� A numerical code has been made for simu�
lating the motion of the satellites where many of the usually neglected
perturbations have been quanti�ed� thus considerably improving the mo�
deling of the system�
The numerical solution has been �tted to several kind of observa�
tions �photographic� CCD and mutual phenomena� taken between ��
and ����� More than ���� observations have been used� including the
PHEMU campaign of ��� and ���
A frequency analysis was �nally used as a way of obtaining a theory
with an analytical form of the motion of the satellites� A digital �ltering
treatment for removing the short periods from the long ones has been
developed� hence solving some technical problems such as the length of
the sample and the long solar periods�
Our theory has an accuracy of a few tens of kilometres over one century
and remains valid for more than ��� years�

�



�



Table des mati�eres

Table des constantes ��

Introduction ��

I Description du Mod�ele Dynamique ��

� Mod�elisation ��

� Pr�eambule � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�� Choix du rep�ere � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Choix des notations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� �Equations du probl�eme des N �corps ponctuels dans un rep�ere plan�etocen�
trique d
axes �xes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Expression des forces d
aplatissement suppl�ementaires � � � � � � � � ��
���� Ecriture du potentiel perturbateur U�k�� dans un rep�ere d
axes �xes � �	

�� �Equations du probl�eme des N �corps non ponctuels dans un rep�ere plan�eto�
centrique d
axes �xes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Equations du mouvement des centres de masse � � � � � � � � � � � � ��
���� Rotation des corps autour de leur centre de masse � � � � � � � � � � ��
���� Pr�ecession et rotation du corps central � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�	 Potentiel gravitationnel induit par les anneaux du corps central � � � � � � ��
�� Prise en compte de la relativit�e g�en�erale � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� Int�egrale de l
�energie � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

� Estimation des Perturbations G�en�eralement N�eglig�ees �	
�� In�uence principale � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

��� Calcul des termes s�eculaires �a l
ordre  � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
���� E�et de la r�esonance laplacienne � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

��� Un cas int�eressant� les r�esonances spin�orbite � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
���� For�cage exact � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
����� Libration en rotation � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Absorption des termes s�eculaires � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��	 Int�er�et d
une �etude num�erique � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��





	 Int�egration Num�erique ��

�� M�ethode et pr�esentation du programme utilis�e � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Analyse des perturbations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Le code num�erique � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Contr�ole de l
int�egration � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���	 Les perturbations solaires et plan�etaires � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Analyse des termes d
aplatissement suppl�ementaires � � � � � � � � � � � � � ��
��� �Etude de la pr�ecession � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��	 Analyse des coe�cients d
aplatissement joviens � � � � � � � � � � � � � � � ��

��	� �Etude du J� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��	�� �Etude des termes sectoriels c�� et s�� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� E�et de l
aplatissement des satellites � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Etude des coe�cients J

�k�
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� Etude des coe�cients c�
k�
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

����� Variations sur l
amplitude et la fr�equence de libration laplacienne � ��
��� Les autres perturbations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���� Libration en rotation des satellites � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� In�uence des satellites non galil�eens � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� In�uence de Saturne � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Bilan des perturbations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Classi�cation des perturbations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� Les perturbations retenues � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� Ind�ependance relative des perturbations � � � � � � � � � � � � � � � ��

II Observations et Ajustements ��

� M�ethode d
Ajustement �	

� Principe d
ajustement � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� Equations aux variations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� M�ethode des moindres carr�es � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Ecriture des �equations aux variations � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Int�egration des �equations aux variations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Le programme EQVARSOL���f � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Contr�ole de l
int�egrateur � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Variables d
observations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Les coordonn�ees absolues � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Les coordonn�ees di��erentielles � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Les coordonn�ees tangentielles � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�	 Ajustement aux observations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�	� Le cas des coordonn�ees absolues � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�	�� Le cas des coordonn�ees relatives � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�



� Comparaison au Mod�ele de Sampson�Lieske ��

�� Quelques rappels sur la th�eorie de Sampson�Lieske � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Les perturbations introduites � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Variables utilis�ees et forme de la solution � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Les am�elioration de Lieske � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Ajustement �a la solution G� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
���� Solution G� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� R�esultats � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� Le probl�eme des coordonn�ees cylindriques � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Apport des petites perturbations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Ajustement � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� R�esultats � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	 Ajustement aux Observations ��

�� Pr�esentation des observations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Les observations anciennes �������� � � � � � � � � � � � � � � � � �
���� Les observations de D�Pascu � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Les ph�enom�enes mutuels � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���	 Les observations de Flagsta� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

��� Ajustement �a toutes les observations � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Les conditions d
ajustement � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� Les �O�C� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� Les valeurs des corr�elations lin�eaires � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

��� Pourquoi ne pas s
arr�eter l�a� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	

III Repr�esentation Fr�equentielle ���

� Analyse en Fr�equence et Filtrage ���
� Quelques rappels sur l
analyse de Fourier � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

�� Signaux continus � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Signaux discrets � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� La transform�ee de Fourier � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Analyse �ne � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Pr�esentation th�eorique � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
���� M�ethode utilis�ee � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� D�etermination de l
erreur num�erique � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Le �ltrage � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Conception d
un �ltre passe�bas � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
���� M�ethode num�erique � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
���� Filtres �a deux �etages � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�



� Etude des Spectres en Fr�equences ���

�� Motivation � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Etude analytique des courtes p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���� D�etermination des courtes p�eriodes �a l
ordre  � � � � � � � � � � � � �
����� Recherche des courtes et longues courtes p�eriodes � � � � � � � � � � ��

��� Spectre fr�equence�amplitude � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� D�etermination des longues p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
����� La plage de coupure � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

	 Analyse Synth�etique �	�

�� Analyse des longues p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Filtrage des courtes p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� Recomposition des longues p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	
���� Le traitement des longues p�eriodes solaires � � � � � � � � � � � � � � 	

��� Analyse des courtes p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
���� Recomposition des courtes p�eriodes � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
����� La version �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�

Conclusion ���

Annexes ���

A Caract�eristiques de la Version �� ��	
A� Valeurs des constantes du mod�ele � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
A�� Valeur des amplitudes� fr�equences et phases � � � � � � � � � � � � � � � � � �	

B Introduction des E�ets de Mar�ees ���
B� Motivation � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

B�� La structure interne des satellites � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
B��� Les d�erives s�eculaires observ�ees � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

B�� M�ethode utilis�ee � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
B��� Les �equations de Kaula � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
B���� Les �equations de Gauss � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
B���� Test num�erique � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

B�� R�esultats � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

Bibliographie ��	

	



Table des constantes

Valeur de la constante de Gauss

K � �� ����������

Constantes relatives �a Jupiter �issues de �� et �� �

m� �� �	���	�	���� en masse solaire
Er ���� km �rayon �equatorial�
J� � 	�������

J� � 	����

J� ��� ������

J� �� ���	

c�� �����


s�� ������

N ��������	� degr�es!jour
I ��o� � ��a l
�epoque J�������
� ���o� �� ��a l
�epoque J�������

Constantes relatives aux satellites galil�eens � �issues de �� et ��� �

m� �� �������

m� �� ��������

m� � �������

m� � �������

E�
r �� km

E�
r ��� km

E�
r ���� � km

E�
r �	�� � km

J�
� � �������

J�
� 	� ������

J�
� � 	����

J�
� �� �����	

c��� �� ������

c��� � ������

c��� � ����	

c��� � �����	

�� Les masses sont donn�ees sous la forme m�

mk

�

�



�



Introduction

D�ecouvert le � janvier �� par Galil�ee� les quatre plus gros satellites de Jupiter �ap�
pel�es satellites galil�eens� port�erent tout d
abord le nom �d
astres de m�edicis�� avant d
�etre
appel�ees respectivement par ordre croissant de distance �a Jupiter� Io� Europe� Ganym�ede
et Callisto� La d�ecouverte de ces satellites fut un argument d�ecisif en faveur de la th�eorie
copernicienne� contredisant l
un des fondements de la physique ancienne selon laquelle le
monde ne poss�ede qu
un seul centre physique de r�evolution�

Plus tard� l
observation des satellites galil�eens permis d
�elaborer des pr�edictions d
�eclipse
de satellites par Jupiter� Ce n
est toutefois qu
en ��� que la premi�ere th�eorie dynamique
compl�ete des satellites galil�eens fut e�ectu�ee par Laplace� Il fut le premier �a introduire la
relation de r�esonance entre les trois premiers satellites� r�esonance qui porte aujourd
hui le
nom de r�esonance laplacienne� Celle�ci lie les longitudes moyennes des trois satellites par
l
�egalit�e l� � �l� " �l� � ��
Le probl�eme m�ecanique du mouvement des satellites galil�eens devient alors �egalement un
probl�eme math�ematique complexe� les arguments r�esonants n
aparaissant qu
�a l
ordre deux
des puissances des masses dans les d�eveloppements analytiques� et dont on pourra citer
les travaux de De Sitter ����� Ferraz�Mello ������ Sagnier ����� Duriez ����� et Vu
������

Le syst�eme galil�een est aujourd
hui le th�eme de nombreuses recherches suite �a l
arriv�ee
de la sonde Galileo dans le syst�eme jovien �n ���� L
essentiel de ces recherches porte sur
les mod�eles de structure interne de ces satellites� En revanche les th�eories du mouvement
de r�evolution de ces satellites capables de fournir des �eph�em�erides pr�ecises n
ont gu�ere �evo�
lu�ees� La th�eorie de Sampson�Lieske dont le dernier r�eajustement date de ��� �E��� prend
ses fondements th�eoriques sur l
�etude de Sampson ���� et son am�elioration par Lieske
������ Cette th�eorie est devenue d
une pr�ecision insu�sante en regard des observations
r�ecentes �telles que les observations de ph�enom�enes mutuels PHEMU�� mais �egalement
par la comparaison �a des observations anciennes �telles que les observations d
�eclipses de
satellites par Jupiter��

Nous allons chercher �a �elaborer une nouvelle th�eorie dynamique des satellites galil�eens�
ind�ependante des th�eories ant�erieures et ajust�ee aux observations� L
obtention d
�eph�em�e�
rides pr�ecises est devenu indispensable �a la d�etermination d
acc�el�erations s�eculaires dans
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les longitudes des satellites� propres �a la quanti�cation des e�ets de mar�ees� Nous cher�
cherons �egalement une m�ethode capable de fournir un mod�ele reproduisant la dynamique
du syst�eme galil�een sur plusieurs milliers d
ann�ees� En�n� nous nous attacherons �a d�elivrer
�a la �n de notre travail une routine num�erique fonctionnelle� fournissant des �eph�em�erides
issues de notre mod�ele apr�es ajustement aux observations�

Le point de d�epart de notre travail concerne la prise en compte de perturbations g�en�e�
ralement n�eglig�ees dans les mod�eles et susceptibles de ne pas l
�etre� Ce travail fait l
objet
de la premi�ere partie intitul�ee� Description du Mod�ele Dynamique� L
�ecriture analytique
de ces perturbations ainsi que le d�eveloppement d
un code num�erique prenant en compte
les dites perturbations seront pr�esent�es�

La deuxi�eme partie de notre travail a comme objectif principal l
ajustement de notre
mod�ele �jusque�l�a compl�etement num�erique� aux observations dont nous disposons depuis
plus d
un si�ecle �depuis �� �a nos jours�� Dans une premi�ere �etape� nous commencerons
toutefois par ajuster notre mod�ele �a la th�eorie G� �r�ealis�ee par J�E�Arlot sur la base de la
th�eorie de Sampson�Lieske��

La derni�ere partie de notre travail concerne la repr�esentation de notre solution sous une
forme plus analytique� par le biais d
une repr�esentation fr�equentielle des �el�ements d
orbites�
L
analyse de Fourier et le �ltrage num�erique seront deux points cl�es pour atteindre cet ob�
jectif�

En�n� une annexe sera consacr�ee �a l
estimation des e�ets de mar�ees susceptibles d
ap�
paraitre dans les di��erences entre les observations et notre mod�ele� comme fonction de
certains param�etres physiques de Jupiter et des satellites�
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Chapitre �

Mod�elisation

Dans ce premier chapitre� nous cherchons �a mod�eliser au mieux le syst�eme des quatre satel�

lites galil�eens� Pour cela� il est n�ecessaire de mettre en �evidence toutes les perturbations� en plus

des perturbations usuelles� susceptibles d�in�uencer la dynamique des satellites �a une pr�ecision

recherch�ee d�environ dix kilom�etres� Nous allons nous int�eresser �a des perturbations diverses�

toutes d�origine gravitationnelle� Les �equations seront pr�esent�ees dans leur formulation cart�e�

sienne �essentiellement pour les besoins de l�int�egration num�erique�� Consacr�e principalement au

d�eveloppement math�ematique des �equations du mouvement dans le cadre g�en�eral d�un probl�eme

des N � ��corps� ce chapitre sera suivi d�une �etude analytique et num�erique permettant de d�e�

terminer le caract�ere in�uant ou non des perturbations test�ees� Nous pourrons alors prendre en

compte dans la th�eorie que nous construirons� uniquement les termes utiles�

��� Pr�eambule

Avant d
entrer dans le vif du sujet� commen�cons par pr�esenter le rep�ere dans lequel les
�equations ont �et�e d�evolopp�ees� Nous introduirons de plus les conventions adopt�ees dans
toute la suite�

����� Choix du rep�ere

Nous d�eveloppons les �equations du mouvement dans un rep�ere plan�etocentrique d
axes
�xes �donc non �equatorial a priori�� Ce choix est loin d
�etre arbitraire� Tout d
abord� les
observations d�eterminent les positions de chacun des satellites par rapport �a la position
de Jupiter� ce qui justi�e l
emploi d
un rep�ere plan�etocentrique� En second lieu� l
utilisa�
tion d
un rep�ere dont les axes restent de direction �xe se justi�e pour les simpli�cations
qu
il apporte� Certes dans un tel rep�ere l
expression du potentiel perturbateur induit par
l
aplatissement du corps central devient assez complexe� mais un rep�ere �equatorial en�
gendrerait des forces d
inertie suppl�ementaires dans le syst�eme �pr�ecession �equatoriale et
rotation de Jupiter�� De plus� la complication principale interviendrait dans la formulation
des �equations li�ees �a l
aplatissement des satellites eux�m�emes� En e�et� il conviendrait alors
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d
�ecrire le potentiel perturbateur de l
aplatissement des satellites dans un rep�ere �xe en
premier temps �J������ puis dans un rep�ere �equatorial du corps central� donnant lieu �a des
�equations bien plus compliqu�ees�

����� Choix des notations

La volont�e d
introduire une formulation g�en�erale au probl�eme des N " �corps� et la
complexit�e d
�ecriture des �equations que nous allons pr�esenter� nous a amen�e �a d�e�nir un
choix de notations formelles� Bien que la plupart des notations seront introduites avant la
premi�ere utilisation� nous nous proposons d
en pr�esenter les plus importantes ici�
Les masses ponctuelles seront not�ees par le couple �Pi�mi�� En particulier� l
indice i sera
z�ero dans le cas du corps central� La distance entre deux corps Pi et Pj sera not�ee rij�
lorsque r poss�edera un seul indice au lieu de deux� il s
agira de la distance du corps corres�
pondant au corps central P�� Nous surnoterons les indices �� i� j� k� ��� d
une barre ou d
un
accent circon�exe lorsque les corps P�� Pi� Pj� Pk� ��� correspondant �a chacun de ces indices
seront respectivement appr�ehend�es comme ponctuels ou aplatis�
En�n� la sym�etrie des �equations relativement aux coordonn�ees cart�esiennes Pi � �xi� yi� zi��
n�ecessite fr�equemment de d�esigner par la variable �i� l
une quelconque des trois coordon�
n�ees cart�esiennes� Lors de la partie II� nous aurons m�eme besoin d
introduire deux fois
cette notation dans la m�eme �equation� et nous noterons cette deuxi�eme variable par #i�

Les d�emonstrations pr�esentent de fa�con condens�ee les calculs que nous avons e�ectu�es
au cours de notre travail� Celles�ci sont �ecrites dans une police plus petite et termin�ee par
le symbole � a�n de faciliter la lecture�
Le choix d
une �ecriture explicite des �equations a �et�e fait pour faciliter la programmation
num�erique� cet expos�e ayant �egalement servi d
outil de travail�

��� �Equations du probl�eme desN �corps ponctuels dans

un rep�ere plan�etocentrique d�axes �xes

Commen�cons par mod�eliser le syst�eme galil�een par un probl�eme des N " �corps dont
seul le corps central �Jupiter� est suppos�e aplati� Le nombre N pourra se voir attribuer
di��erentes valeurs suivant le nombre de corps introduits dans le mod�ele� en plus des quatre
satellites galil�eens �Soleil� plan�etes� satellites int�erieurs� �����

����� Expression des forces d�aplatissement suppl�ementaires

Soient N corps Pk de masse mk suppos�es ponctuels et un corps central aplati P� de
masse m� s
attirant suivant les lois de la gravitation newtonnienne� On consid�ere un rep�ere
orthonorm�e not�e �P�� x� y� z� centr�e sur P� dont les axes sont suppos�es de directions �xes�

On note ri �
���
P�Pi� ri � jrij� rij � jrj � rij�
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Fig� � � Probl�eme des N 
corps ponctuels et d�un corps principal non ponctuel�

En vertu de l
�egalit�e vectorielle �ri �
$���

OPi � $���
OP� o�u O est l
origine d
un rep�ere galil�een

arbitraire� on passe ais�ement des �equations du mouvement exprim�ees dans un tel rep�ere� �a
celles exprim�ees dans le rep�ere plan�etocentrique �P�� x� y� z�� Il vient le syst�eme di��erentiel
classique suivant ������������

�����������

�r� �
F�

m�
� F�

m�
���

���
���

�ri �
Fi

mi
� F�

m�
���

���
���

�rN �
FN

mN
� F�

m�

���

o�u Fk d�esigne l
ensemble des forces ext�erieures s
exer�cant sur le k
ieme corps Pk� On note
plus pr�ecis�ement Fki la force exerc�ee sur Pk par Pi� Introduisant les potentiels � de gravi�
tation� on a Fki � GmkmirkUki o�u Uki � U�k�� � �

rki
�

Pour les forces �emanant du corps central on a l
�egalit�e Fk� � F�k�� " F�k�� avec F�k�� �
Gmkm�rkU�k�� et F�k�� � Gmkm�rkU�k��� Ce dernier potentiel repr�esente l
action de l
apla�
tissement de P� sur Pk et s
�ecrit� en fonction des coordonn�ees sph�eriques �equatoriales
�rk� �k� �k� de Pk dans le rep�ere �P�� x

�� y�� z�� li�e �a la plan�ete �voir la �gure ������ sous la
forme suivante

U�k�� �
�X
n�

�Er�n

rn��
k

�
�JnPn�sin �k� "

nX
p�

P �p�
n �sin�k��cnp cos p�k " snp sin p�k 

�
����

�� En toute rigueur� les fonctions U sont appel�ees fonctions de force� les potentiels associ�es �etant �U �
Par abus de langage� nous continuerons �a utiliser la terminologie de potentiel�
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Fig� �� � Rep�ere �equatorial du corps central P� pr�ecessant et tournant not�e �P�� x
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L
�equation di��erentielle qui r�egit le mouvement du ieme corps Pi est alors apr�es r�e�ecri�
ture

�ri � �G�m� " mi�ri
r�i

"
NX

j��j �i

Gmj

�
rj � ri

r�ij
� rj

r�j

�
" G�m� " mi�riU����

"
NX

j��j �i

GmjrjU���� ����

Remarquons que le dernier terme de l
�equation ���� ainsi que la masse mi en facteur
dans l
avant dernier terme sont g�en�eralement oubli�es dans les �equations du mouvement� car
ils repr�esentent des termes d
ordre �� de l
ordre du produit mkJ� au plus� Physiquement� ces
termes correspondent �a des forces indirectes r�esultant de l
aplatissement du corps central�
Nous conserverons ces termes dans la suite sous la d�enomination de forces d
aplatissement
suppl�ementaires�

����� Ecriture du potentiel perturbateur U�k�� dans un rep�ere d�axes
	xes

Pour une �ecriture explicite de l
�equation ����� nous devons exprimer le gradient de
l
expression ���� en coordonn�ees cart�esiennes �xk� yk� zk� dans le rep�ere plan�etocentrique
d
axes �xes �P�� x� y� z��
On remarque que l
expression ���� est la somme de deux quantit�es dont la premi�ere est
fonction uniquement de la latitude �k� A�n de simpli�er les d�eveloppements qui vont
suivre� s�eparons chacune d
elles en les notant U ���

�k��
et U ���

�k��
� Nous avons alors pour rkU

���
�k��

la proposition qui suit�
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Proposition � Soit �k l�une quelconque des coordonn�ees cart�esiennes �xk� yk� zk� de Pk
dans �P�� x� y� z�� et soit �x�k� y

�
k� z

�
k� le jeu de coordonn�ees cart�esiennes de Pk dans �P�� x

�� y�� z���

l��ecriture en coordonn�ees initiales de l�expression rkU
���
�k��

est

�U
���
�k��

��k
� �

�X
n�

�Er�nJn

rn��
k

��
�z�k
��k

� �k sin�k
rk

�
dPn�sin�k�

d sin �k
� �n " ��kPn�sin�k�

rk

	
��	�

D�EMONSTRATION� �D�esignons par M la matrice de passage transformant les coordonn�ees du rep�ere �xe
�xk� yk� zk� dans le rep�ere �equatorial tournant de coordonn�ees �x�k� y

�
k� z

�
k�� Celle�ci s�obtient en e�ectuant trois

rotations successives d�angles �	 I et � suivant les axes 	P�� z
	 	P�� �x
 et 	P�� z
�
�

Il vient ainsi

M �

�
� cos� cos� � sin� sin� cos I cos� sin�  sin� cos I cos� sin� sin I
� sin� cos� � cos� sin� cos I � sin� sin�  cos � cos� cos I cos� sin I

sin I sin� � cos� sin I cos I

�
A 	���


Nous pouvons alors exprimer sin�k en coordonn�ees cart�esiennes dans le rep�ere d�axes �xes par les �egalit�es
suivantes

sin�k �
z�k
rk

�
xk sin I sin� � yk cos� sin I  zk cos I

rk
	���


En notant �k l�une quelconque des coordonn�ees cart�esiennes �xk� yk� zk�	 il vient encore

�
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De plus en utilisant la relation �
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D�o�u �nalement
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Exemple� L
application de la proposition pr�ec�edente au cas de Jupiter �pour lequel inter�
viennent essentiellement les coe�cients J�� J�� J�� J�� nous donne apr�es r�earrangement des
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termes� les trois expressions suivantes
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Dans ces expressions� sin�k est �a remplacer par son expression �����

Il reste encore �a �ecrire le gradient de l
expression U ���
�k��

� Celle�ci en plus de faire intervenir
la latitude �k fait �egalement intervenir la longitude �k�
Rappelons que nous avons pos�e
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P �p�
n �sin�k��cnp cos p�k " snp sin p�k  ����
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Il vient la proposition suivante

Proposition � Soit �k l�une quelconque des coordonn�ees cart�esiennes �xk� yk� zk� dans
�P�� x� y� z�� et soit �x�k� y

�
k� z

�
k� le jeu de coordonn�ees cart�esiennes dans �P�� x

�� y�� z��� l��ecri


ture en coordonn�ees initiales de l�expression rkU
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D�EMONSTRATION� �Partant de l��egalit�e
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pour tout couple d�indices 	n� p
	 on est amen�e �a calculer les expressions
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En se r�ef�erant �a ce qui a �et�e fait lors de la d�emonstration de la propostion 
	 on obtient pour le premier terme
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Regardons maintenant le deuxi�eme terme	 il s�agit de calculer la d�eriv�ee

�
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h
cnp cos p�k  snp sin p�k
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qui se ram�ene en notation complexe au calcul de l�expression �
��k

eip�k � De plus nous avons l��egalit�e �k �

atan	 y
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	 il vient donc
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Cela nous permet de retrouver l��egalit�e annonc�ee� Par ailleurs	 les expressions de x�k et y�k comme fonctions des
coordonn�ees 	xk� yk� zk
 sont donn�ees par la matrice M �voir �egalit�e �
����� Nous avons ainsi

x�k � xk	cos� cos� � sin� sin� cos I
  yk	cos� sin�  sin� cos I cos�
  zk	sin� sin I
 	����


y�k � xk	� sin� cos� � cos� sin� cos I
  yk	� sin� sin�  cos � cos� cos I
  zk	cos � sin I


et �egalement

cos�k �
x�kp

x��k  y��k
et sin�k �

y�kp
x��k  y��k

	����


�

��



Exemple� Dans le cas de Jupiter �o�u seuls les coe�cients c�� et s�� sont connus�� la
proposition pr�ec�edente s
utilise en posant n � p � �� Nous avons alors l
expression
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Nous avons donc pour chaque coordonn�ee les expressions explicites suivantes
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avec

V � x�k�� sin� cos� � cos� sin� cos I�� y�k�cos� cos� � sin� sin� cos I�

W � x�k�� sin� sin� " cos� cos� cos I�� y�k�cos� sin� " sin� cos I cos��

Z � x�k�cos� sin I�� y�k�sin� sin I�

Dans ces expressions� il reste encore �a r�e�ecrire x�k� y
�
k� sin�k� sin ��k et cos ��k en utilisant

respectivement les expressions ����� ���� et �����

Voil�a qui conclut le d�eveloppement des �equations relatives �a un syst�eme de N satellites
�ou deN plan�etes� suppos�es ponctuels et d
un corps central non ponctuel� Int�eressons�nous
�a pr�esent au cas o�u tous les corps sont aplatis �aplatissement des satellites��

��� �Equations du probl�eme des N �corps non ponc�

tuels dans un rep�ere plan�etocentrique d�axes �xes

A travers cette section� nous allons commencer par pr�esenter les termes �a introduire
pour prendre en compte l
aplatissement de tous les corps� et pas uniquement celui du
corps central� Nous pr�esenterons ensuite les �equations relatives �a la rotation des corps�
�etape n�ecessaire pour prendre en compte les termes sectoriels et tess�eraux des potentiels
de gravitation�

��



��
�� Equations du mouvement des centres de masse

Par commodit�e de notation� nous reprenons ici le m�eme rep�ere centr�e sur le corps P�

d
axes �xes �P�� x� y� z�� quoique les r�esultats �a suivre restent valides pour un rep�ere centr�e
sur tout autre corps� Nous avons de m�eme toujours le syst�eme di��erentiel ��� mais la
force exerc�ee par Pl sur Pk devient

Fkl � F�k�l " F�k�l " F�k�l " F�k�l ��	�

Une �etude plus pouss�ee du terme F�k�l montrerait � qu
il s
agit l�a d
un terme tr�es petit� de

l
ordre du � produit J
�k�
� J

�l�
� que nous n�egligerons dans toute la suite� Signalons que les

termes de la forme F���l seront �egalement n�eglig�es� pour la m�eme raison�

En tenant compte de l
�egalit�e ��	� et apr�es calculs� trois termes doivent �nalement
�etre ajout�es �a l
�equation ���� de la page �	 pour tenir compte des aplatissements� �a savoir

�m� " mi�
F����

mim�
"

NX
j �i�j ��

F���� " F����

mi
�

NX
j �i�j ��

F����

m�
� A"B"C ����

Le premier terme �not�e A� est issu de la perturbation directe plan�ete ponctuelle
satellite
aplati ainsi que d
une partie de cette m�eme perturbation mais cette fois�ci indirecte �pour
la masse mi�� Le deuxi�eme terme �not�e B� correspond aux perturbations mutuelles directes
satellite aplati
satellite ponctuel� En�n� le troisi�eme terme �not�e C� provient du reste des
perturbations indirectes satellites aplatis
plan�ete ponctuelle�

L
expression explicite des acc�el�erations de l
�equation ���� se ram�ene en fait �a ce qui
a �et�e fait pr�ec�edemment�
En e�et on peut r�e�ecrire ces trois termes sous la forme

A � ��m� " mi�
F����

mim�
� �G�m� " mi�r�U���� ����

B �

NX
j �i�j ��

G �mjriU���� �mjrjU����� ����

C � �
NX

j �i�j ��

Gmjr�U���� ����

o�u la notation U�k�l d�esigne le potentiel perturbateur induit sur le corps ponctuel Pk par
l
aplatissement du corps Pl� Or� les �equations de la section �� fournissent� plus g�en�erale�
ment� l
expression de rkU�k�l en coordonn�ees cart�esiennes centr�ees sur un quelconque corps

�� On pourra se reporter par exemple �a ���� ou encore �a ����
��Notation�Nous surnoterons d�un indice entre paranth�eses les coe�cients se rapportant �a un satellite�

Par exemple J �k�� d�esigne le coe�cient J� du satellite Pk�

��



Pl� dont les angles d
Euler ��l� Il� �l� sont rapport�es au rep�ere d
axes de directions �xes
�Pl� x� y� z� �voir la �gure ����

d’axes fixes

principal

repère

P

x

z

y

I

χ
ψ

y−y

z−z

x−xl l

l

l

l
l

Pl
0

Fig� �� � Rep�ere �equatorial d�un satellite Pl rapport�e au rep�ere d�axes de directions �xes
�P�� x� y� z��

Pour obtenir l
expression de rkU�k�l dans le rep�ere initial centr�e sur le corps P�� il su�t de

substituer formellement dans les expressions de
�U

���
�k��

��k
et

�U
���
�k��

��k
les coordonn�ees �xk� yk� zk� par

�xk�xl� yk�yl� zk�zl� et les angles ��� I� �� par ��l� Il� �l�� Dans le cas de A et C le chan�
gement de coordonn�ees revient simplement �a remplacer �xk� yk� zk� par ��xk��yk��zk��
Il va de soi que doivent �etre �egalement remplac�ees les valeurs du rayon �equatorial et des
coe�cients d
aplatissement par celles relatives �a chaque satellite�

Au �nal� nous obtenons pour �equation di��erentielle associ�ee au ieme corps Pi l
expres�
sion

�ri � �G�m� " mi�

�
ri

r�i
�riU���� "r�U����

�

"
NX

j��j �i

Gmj

�
rj � ri

r�ij
�rjU���� "riU���� � rj

r�j
"rjU���� �r�U����

�
����

L
�ecriture explicite de l
�equation ���� est tr�es lourde% en pratique on pourra se restreindre

aux premi�eres valeurs de n et p pour les coe�cients J �k�
n et c�k�np repr�esentant l
aplatissement

des satellites� cela d
autant plus que tr�es peu d
entre eux sont encore connus� En e�et� �a
l
exception de la Lune� seules les valeurs des coe�cients �les plus importants� J

�k�
� et c

�k�
��

des satellites �voir la remarque � �a suivre� ont �et�e estim�ees par l
observation des trajectoires
des sondes spatiales�

��



D
autres simpli�cations sont sans doute possibles telle celle de ne pas consid�erer les
perturbations indirectes �satellites�plan�ete� faisant intervenir les termes en J

�k�
� � J

�k�
� � J

�k�
� �

voire m�eme en J
�k�
� � Certes ces perturbations sont des forces d
aplatissement suppl�emen�

taires� mais sont aussi en facteur des rayons �equatoriaux des satellites �elev�es au carr�e ou

plus exactement du rapport �E
�k�
r �n

rn��
kl

avec n � �� Ces termes sont donc encore plus petits que

les forces d
aplatissement suppl�ementaires li�ees �a l
aplatissement du corps central� Toute�
fois� nous conserverons tous ces termes �etant donn�e qu
ils sont n�ecessaires �a la conservation
des int�egrales premi�eres du syst�eme �voir la section �� page 	���

Remarque �� Dans l
hypoth�ese o�u les satellites gardent un axe de rotation parall�ele �a
celui du corps central �ce qui est v�eri��e pour la plupart des satellites proches de leur
plan�ete�� il existe une m�ethode tr�es simple pour prendre en compte l
aplatissement polaire

des satellites �coe�cients J
�k�
n �� sans �a avoir recours aux �equations pr�ec�edentes� En e�et�

rappelons que la fonction perturbatrice associ�ee �a l
aplatissement polaire du corps central
et de l
un de ses satellites Pi a pour expression la somme qui suit

U�k�� " U���k � �
�X
n�

�Er�n

rn��
k

JnPn�sin�k��
�X

m�

�Ek
r �m

rm��
k

J �k�
m Pm�sin�k�� �����

En remarquant que dans le cas o�u les p�oles nord de rotation demeurent parall�eles� il vient
l
�egalit�e �k � ��k�� nous avons alors par imparit�e de la fonction sinus et propri�et�e des
polyn�omes de Legendre

U�k�� " U���k � �
�X
n�

�Er�n

rn��
k

Pn�sin �k�

�
Jn " ���n

�
Ek
r

Er

�n

J �k�
n

�
����

Si les perturbations mutuelles satellite aplati
satellite aplati restent n�egligeables� il su�t
de modi�er les valeurs des coe�cients Jn du corps central en cons�equence�
Par ailleurs� nous pouvons en d�eduire que lors de l
ajustement aux observations� les co�
e�cients Jn seront corr�el�es aux valeurs des coe�cients J

�k�
n � si l
aplatissement polaire des

satellites n
est pas pris en compte� Ainsi� si l
on d�esire utiliser les valeurs d
aplatissement
J
�k�
n issues des sondes spatiales� il est n�ecessaire d
e�ectuer les corrections cons�equentes�

Exemple� Dans l
hypoth�ese d
axes de rotation parall�eles� pour tenir compte dans une
int�egration num�erique de l
e�et satellite aplati
plan�ete ponctuelle induit par un coe�cient
J
�k�
� � il n
y a qu
�a remplacer la valeur du coe�cient J� du corps central par la nouvelle valeur

�J� " �E
k
r

Er
��J

�k�
� �� lors de l
int�egration du satellite consid�er�e comme aplati� De m�eme pour

une th�eorie analytique� il su�ra de modi�er les valeurs du coe�cient J� dans l
expression
des s�eries analytiques�

�



Remarque �� Les coe�cients c
�k�
�� et s

�k�
�� caract�erisent l
ellipticit�e �equatoriale des satel�

lites� G�en�eralement le rep�ere de r�ef�erence pour d�e�nir ces derniers a pour direction les
axes principaux d
inertie du satellite� La d�eformation �equatoriale� poss�edant une sym�etrie
�jusqu
�a une certaine pr�ecision� par rapport �a l
un des axes d
inertie� se traduit alors par

la nullit�e des coe�cients s
�k�
�� � Ainsi� pour les satellites galil�eens� seuls les coe�cients c

�k�
��

seront �a consid�erer�

��
�� Rotation des corps autour de leur centre de masse

Le syst�eme ��� est incomplet d�es lors que les angles d
Euler ��� I� �� et ��k� Ik� �k���k�N �
ne sont pas contraints �a rester �xes �pr�ecession et rotation diurne des corps��
A�n d
appr�ehender l
�evolution des corps autour de leur centre de masse� il convient de faire
intervenir les di��erents moments pr�esent dans le syst�eme�
Soit �O�x� y� z� un rep�ere inertiel not�e R� et soit Gi le centre de masse d
un corps Pi �x�e�
nous avons l
�egalit�e

dMGi�Pi�

dt






R

� KGi�Pi� �����

o�u MGi�Pi� et KGi�Pi� sont repectivement le moment cin�etique en Gi du corps Pi et le
moment en Gi des forces ext�erieures �a Pi�
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Fig� �	 � Rep�ere inertiel R et rep�ere tournant R�
i�

Notons R�
i le rep�ere d
axes tournant dirig�es selon les axes principaux du corps Pi� et centr�e

��



sur Gi �voir �gure ��	��� le premier membre de l
�equation ����� devient alors

dMGi�Pi�

dt






R

�
dMGi�Pi�

dt






R�
i

" &�MGi�Pi� �����

o�u & est le vecteur rotation instantan�ee du corps Pi� De part le choix du rep�ere R�
i �axes

confondus avec les axes principaux�� le momentMGi�Pi� peut s
�ecrire de fa�con condens�ee
sous la forme MGi�Pi� � I &� o�u I � �A�B�C� d�esigne la matrice principale d
inertie
du corps Pi� En combinant les �equations pr�ec�edentes� on obtient alors l
�equation suivante
appel�ee �equation d
Euler

I �& " &� I & � KGi�Pi� ���	�

Celle�ci peut encore �etre r�e�ecrite en coordonn�ees cart�esiennes sous la forme��
�

A '&� " �C �B�&�&� � �KGi��
B '&� " �A� C�&�&� � �KGi��
C '&� " �B �A�&�&� � �KGi��

�����

Par d�e�nition de KGi�Pi�� nous avons en notant R un point quelconque de Pi l
�egalit�e

KGi�Pi� �

Z
Pi

���
GiR � dF�R� �����

Le second membre est assez d�elicat �a calculer dans la mesure o�u les forces ext�erieures
proviennent de corps non ponctuels� En e�et� il s
agit l�a d
une int�egrale de volume double�
A�n de contourner ce probl�eme nous allons nous contenter de traiter cette �equation dans
le cas o�u tous les autres corps ��a l
exception du satellite consid�er�e� sont mod�elis�es comme
ponctuels�
La somme des moments des forces ext�erieures dans tout syst�eme ferm�e �etant nulle� nous
avons alors l
�egalit�e

KGi�Pi� � �
NX

j �i�j�

���
GiPj �Fj �����

Le calcul explicite du second membre dans le cas des termes �J �i�
� � c

�i�
��� est donn�e dans la

proposition suivante ��

Proposition 	 Soient N 
corps ponctuels Pj et un corps non ponctuel Pi� le moment dy

namique KGi�Pi� du corps Pi pris au centre de masse Gi de ce dernier �a pour expression

KGi�Pi� � A"
NX

j��j �i

NX
k��k �i�k �j

���
GiPj � Gmjmk

���
PkPj

r�jk
�����

�� Nous noterons par �j�i la coordonn�ee � du corps Pi rapport�ee au rep�ere �equatorial du corps Pj et
centr�e sur celui�ci�
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avec pour coordonn�ees du vecteur A les expressions�����
����
A� �

PN
j �i�j�

Gmimj��E
i
r�
�

r�ij
cos �ij sin �ij sin�ij

h
J
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i
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i
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i
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c
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D�EMONSTRATION� �En partant de l�expression vectorielle �
��� du moment dynamique KGi
	Pi
	 nous

avons encore

KGi
	Pi
 � �

NX
j ��i�j��

���
GiPj �

�
�F���� F���� 

NX
k���k ��i�k ��j

F���k

�
A 	����


que l�on peut simpli�er en remarquant que le premier produit vectoriel est nul	 et re�ecrire sous la forme

KGi
	Pi
 �

NX
j ��i�j��

�
�����GiPj � GmjmirjU���� 

NX
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o�u 	rij� �ij� �
i
j
 sont les coordonn�ees sph�eriques du corps Pj rapport�ees dans le rep�ere tournant R�

i�
A�n d�obtenir une expression compl�etement explicite	 nous devons d�evelopper le premier terme de l��equation

�
��
�� Pour cela	 s�eparons comme dans la sous�section 
�� le potentiel U���� en deux parties distinctes U
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Il vient alors apr�es calculs pour les trois composantes du gradient de U
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Calculons maintenant les trois composantes du gradient de U
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���� 	 il vient
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En remarquant que nous avons
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la premi�ere partie de la troisi�eme composante du moment dynamique est simplement
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L�expression de la premi�ere partie des deux autres composantes est un peu plus longue �a obtenir	 et vaut
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D�o�u apr�es quelques simpli�cations suppl�ementaires les �equations �
��� et �
����

�

Nous allons �a pr�esent retrouver l
orientation du corps Pi dans l
espace� �a partir de
l
�evolution du vecteur &� Pour cela utilisons les angles d
Euler ��i� Ii� �i� qui permettent
de d�e�nir l
orientation de Pi par rapport au rep�ere �Gi� x� y� z� d
axes de directions �xes
�voir �gure ������

i

i
i

iG

’
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Fig� �� � Les trois angles d�Euler not�es ��i� Ii� �i��

Cherchons donc les �equations d
�evolution des angles d
Euler� On montre ais�ement �par
projection� que ces angles sont reli�es �a & par le syst�eme������

�����

&� � '�i sin Ii sin�i " 'Ii cos�i

&� � '�i sin Ii cos�i � 'Ii sin�i

&� � '�i cos Ii " '�i

�����

��



Par combinaisons lin�eaires on peut inverser le syst�eme pr�ec�edent� nous obtenons alors��������
�������

'�i �
&� sin�i " &� cos�i

sin Ii

'Ii � &� cos�i �&� sin�i

'�i � &� � '�i cos Ii

��	��

Apr�es di��erentiation du syst�eme ��	��� il vient �nalement��������
�������

$�i �
'&� sin�i " '&� cos�i " 'Ii� '�i � '�i cos Ii�

sin Ii

$Ii � '&� cos�i � '&� sin�i � '�i '�i sin Ii

$�i � '&� � $�i cos Ii " '�i
'Ii sin Ii

��	�

Pour avoir une �ecriture en fonction uniquement des angles d
Euler� il reste �a exprimer
�& comme fonction de & et K par l
�egalit�e ���	� et en�n �a remplacer les composantes de
& par les �egalit�es du syst�eme ������

��
�
 Pr�ecession et rotation du corps central

Pour les satellites naturels des grosses plan�etes� le corps central est �a composante es�
sentiellement gazeuse� Il est donc exclu d
utiliser les �equations pr�ec�edentes �valables pour
un corps solide non d�eformable�� a�n d
int�egrer la rotation et la pr�ecession de celui�ci�
Nous allons plut�ot reprendre les r�esultats pr�esent�es dans � ou plus r�ecemment dans �� �
et qui donnent explicitement comme fonction du temps l
expression des angles d
Euler jo�
vien�

Ainsi� l
�evolution du p�ole de rotation jovien et du m�eridien origine pour l
�equinoxe J����
�a l
�epoque J������ est donn�ee par les �egalit�es �exprim�ees en degr�es���

�
	� � ������ � �����T

� � �	�	� " �����T
W � ��	��� " ��������	�d

��	��

o�u T d�esigne la date en si�ecle julien de ����� jours et d la date en jours juliens �a partir de
l
�epoque standard du �� janvier �����
Le syst�eme ��	�� est ainsi directement exploitable et reste reli�e aux variables de notre
syst�eme par les relations I � ��� � 
� et � � 	� " ����

��
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Fig� �� � Rep�ere �equatorial du corps central P� pr�ecessant et tournant� not�e �P�� x
�� y�� z���

��	 Potentiel gravitationnel induit par les anneaux du

corps central

Les plan�etes gazeuses du syst�eme solaire sont entour�ees d
anneaux� Nous allons dans
cette section d�evelopper le potentiel gravitationnel associ�e �a ces derniers� Quoique le corps
de r�ef�erence soit le corps central� ce qui va suivre est bien �evidemment g�en�eralisable pour un
corps quelconque� Nous d�eveloppons ici le potentiel gravitationnel d
un anneau s
exer�cant
sur un satellite� Cet anneau sera consid�er�e de densit�e surfacique � constante�

Fig� �� � Les anneaux de Jupiter observ�es par la sonde Galileo lors d�une �eclipse de Soleil�

On consid�ere une couronne C centr�ee sur le corps P�� d
�epaisseur n�egligeable� de densit�e
surfacique suppos�ee constante � et de masse totale mA� Le centre de masse de la couronne
sera donc confondu avec la position du corps P�� Nous noterons par l� et l� les rayons
internes et externes de cette couronne�

��
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Fig� �� � Attraction exerc�ee sur un corps Pi par un �el�ement in�nit�esimal de l�anneau�

Nous savons alors que le potentiel gravitationnel de C �comme de tout solide dont le centre
de masse est P�� qui s
exerce sur un quelconque corps Pi est donn�e par
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o�u �ri� �i� �i� sont les coordonn�ees sph�eriques de Pi �la longitude �i n
apparaissant pas pour

des raisons de sym�etrie�� Rappelons que les coe�cients J �A�
n sont d�e�nis par

J �A�
n � � 

mAl
n
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Z Z
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r�nPn�cos���dm ��		�

o�u cette fois �r�� ��� ��� sont les coordonn�ees sph�eriques d
un �el�ement in�nit�esimal quel�
conque de masse dm de la couronne� C �etant suppos�ee in�niment mince� il est clair que
�� � �� et donc si n est impair nous avons J

�A�
n � ��

Si n est pair� on a alors par d�e�nition des polyn�omes de Legendre
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soit encore apr�es int�egration
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D
o�u �nalement pour expression du potentiel gravitationnel d
un anneau
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Regardons l
ordre de grandeur du premier coe�cient J �A�
�p � Celui�ci est �egal �a

J
�A�
� �
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et donc de l
ordre de l
unit�e� S
il est clair que l
on ne peut se contenter d
ajouter la masse
des anneaux dans celle de P� �cela revient �a n�egliger tous les coe�cients J �A�

�p �� on peut
en revanche si l
inclinaison des anneaux sur le plan �equatorial de P� est nulle �ce qui
est g�en�eralement le cas�� prendre en compte compl�etement le potentiel UA en rentrant

en plus de la masse des anneaux les coe�cients J
�A�
�p dans les coe�cients du potentiel

d
aplatissement de P�� Cela vient �a remplacer l
ancienne valeur du J� jovien par la nouvelle

valeur m��mA

m�
J� " mA

m�


l�
Er

��
J
�A�
� �

Remarque �� Comme dans le cas de l
aplatissement des satellites� il est utile de consid�erer
la masse des anneaux� dans la mesure o�u les sondes spatiales peuvent �eventuellement fournir
la masse des plan�etes sans ceux�ci�

Remarque �� Cette mod�elisation reste tr�es partielle �etant donn�e que les anneaux sont ici
consid�er�es comme une couronne �parfaitement circulaire� et de densit�e surfacique constante�
En particulier� on n�eglige la pr�esence de zones dans le disque plus denses que d
autres�

��
 Prise en compte de la relativit�e g�en�erale

Pour �nir� nous pr�esentons les corrections �a apporter pour introduire les e�ets relati�
vistes� Cette section est fortement inspir�ee de �� � On part de l
�equation du probl�eme des
N �corps� d�evelopp�ee dans un rep�ere galil�een en formulation relativiste� donn�ee par W� De
Sitter
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o�u c est la vitesse de la lumi�ere et nij est le rayon vecteur unitaire de direction
���
PjPi� soit

nij �
ri�rj
rij

�

Dans le cas du syst�eme satellitaire jovien� nous pouvons nous limiter aux termes relati�
vistes faisant intervenir exclusivement la masse de Jupiter� En particulier nous n�egligeons
les e�ets relativistes solaires ou d
un satellite sur un autre�
Nous obtenons ainsi pour un satellite Pi� l
�equation
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et pour le corps central
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ce qui revient �a dire que Jupiter ne ressent pas son propre e�et relativiste�
Le r�esultat de l
�equation ����� permet de simpli�er l
�equation �����
Il vient
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Nous avons donc en tenant compte des e�ets de la relativit�e g�en�erale� dans un rep�ere
jovicentrique� l
expression �nale
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��� Int�egrale de l��energie

Nous aurons �a nous servir d
une int�egrale premi�ere du syst�eme� a�n de pouvoir contr�oler
la �abilit�e de notre int�egrateur num�erique� Cela n
a de sens que sur un syst�eme dynami�
quement complet� En particulier� l
int�egrale premi�ere ne sera pas conserv�ee sur un syst�eme
auquel des forces seront prises en compte de mani�ere incompl�ete� Nous avons choisi d
�etu�
dier la conservation de l
�energie m�ecanique du syst�eme�
En conservant les notations des sections pr�ec�edentes et en notant M la somme des masses
du syst�eme� nous avons la proposition qui suit

Proposition � L�int�egrale de l��energie E d�un syst�eme constitu�e de N " 
corps non
ponctuels� dans un rep�ere d�axes �xes centr�e sur l�un des corps s��ecrit
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o�u U est le potentiel gravitationnel du syst�eme et h une constante�

D�EMONSTRATION� �En vertu du th�eor�eme de l��energie cin�etique �dans le cas des syst�emes conservatifs�	
nous avons dans un rep�ere galil�een l��egalit�e Ec � U  cste avec par d�e�nition de l��energie cin�etique
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On a en d�ecomposant l��egalit�e pr�ec�edente
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Consid�erons �a pr�esent que l�origine O est le barycentre du syst�eme� Cela n�a�ecte en rien le caract�ere g�en�eral
de la formulation	 dans la mesure o�u nous allons nous ramener uniquement �a des coordonn�ees relatives au corps
P�� En utilisant l��egalit�e vectorielle
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Nous avons alors en reprenant l��equation �
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D�o�u le r�esultat annonc�e�

�

Pour obtenir une expression compl�etement explicite� il reste �a exprimer le potentiel gravi�
tationnel du syst�eme qui changera suivant les perturbations incluses dans la mod�elisation�
Soit le mod�ele g�en�eral constitu�e deN "�corps non ponctuels auxquels on associera l
�equa�
tion di��erentielle ����� nous avons par exemple comme potentiel en n�egligeant les termes
B et C de la page �� ��equations �� et ��� l
�egalit�e
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Dans cette derni�ere expression il reste �a exprimer U����� que nous obtenons facilement en
exprimant les polyn�omes de Legendre
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et o�u on aura remplacer les expressions sin�i et �i par les �egalit�es
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De m�eme pourra�t
on �ecrire le potentiel U����� en r�eutilisant ce qui a �et�e dit �a la page ���
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Chapitre �

Estimation des Perturbations

G�en�eralement N�eglig�ees

Dans ce chapitre� nous supposerons connues du lecteur les bases de la th�eorie des pertur�

bations et du d�eveloppement de la fonction perturbatrice� A ce sujet on pourra consulter 	
���

Nous allons pr�esenter ici une estimation analytique de l�eet principal �a attendre des perturba�

tions g�en�eralement n�eglig�ees� et consid�er�ees dans le chapitre pr�ec�edent� en d�eveloppant quelques

exemples� Celles�ci seront d�evelopp�ees en fonction des �el�ements d�orbite osculateurs� dans un

rep�ere �equatorial plan�etocentrique� Nous ram�enerons l��etude de ces perturbations au calcul des

termes s�eculaires de la fonction perturbatrice moyenn�ee� Toutefois la consid�eration de la libration

laplacienne ne peut �etre mise �a l��ecart� dans la mesure o�u elle fait intervenir des modi�cations

importantes sur les termes s�eculaires� En�n� nous nous attarderons quelque peu sur le cas des

r�esonances spin�orbite qui r�eclament une attention particuli�ere�

��� In�uence principale

Les perturbations �etudi�ees dans ce chapitre sont bien plus faibles que les perturba�
tions classiques� telles que les perturbations entre satellites ponctuels et l
in�uence directe
de l
aplatissement du corps central� En e�et� ces premi�eres comportent en facteur un ou
plusieurs coe�cients de valeur faible� de l
ordre du produit de la masse de deux satellites
�perturbation d
ordre ��� Nous pouvons donc pour ces raisons nous limiter �a l
�etude de
l
e�et principal de ces perturbations�
Par ailleurs� nous avions dans le chapitre pr�ec�edent sorti des potentiels les masses des corps�
et ce a�n de mettre en �evidence les ordres de grandeur des perturbations� D�esormais� nous
appellerons fonction perturbatrice �que nous noterons R� l
expression du potentiel en y
incluant les dites masses�

	�



Soit R�ai� ei� Ii� �i�&i� Li� une fonction perturbatrice induite par l
aplatissement d
un
corps� nous noterons � R � R�ai� ei� Ii������� le potentiel perturbateur moyenn�e sur le
temps� c
est �a dire o�u chacune des variables est ramen�ee �a son expression moyenne au cours
du temps� Ainsi R ne contient plus de termes p�eriodiques et est exclusivement fonction des
variables m�etriques�

En reprenant les �equations de Lagrange que l
on pourra trouver par exemple dans �� �
il vient �																			
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Ces �equations �etant lin�eaires par rapport �a R� nous pouvons donc nous restreindre �a l
�etude
d
un seul potentiel�
L
int�egration du syst�eme ���� a pour solution imm�ediate�															
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ai � ai�
ei � ei�
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o�u l
indice � d�enote les constantes d
int�egration�
On constate que seules les variables angulaires varient� les variables m�etriques restant
constantes �et �egales �a leur valeur moyenn�ee dans le temps�� Les variables angulaires� elles�
contiennent une composante s�eculaire suppl�ementaire� Celle�ci a pour e�et de modi�er tr�es

��Notation� Attention� dans ce nouveau chapitre nous surnoterons par une barre une variable pour
d�esigner sa valeur moyenn�ee� En particulier� cette notation est �a �ecarter de toute notion d�aplatissement
et repr�esent�ee par une barre sur un indice�

		



l�eg�erement les vitesses de rotation de ces m�emes variables�
On �ecrira dans la suite la solution ����� �egalement sous la forme��������

�������

ai � ai�
ei � ei�
Ii � Ii�
�i � (�i " �i�

&i � (&i " &i�

Li � (Li " Li�

�����

L
in�uence moyenne des perturbations g�en�eralement n�eglig�ees �en fait d
une perturba�
tion en g�en�erale�� se ram�ene donc essentiellement aux di��erences angulaires (�i�(&i et
(Li lin�eaires en temps� Par ailleurs� le signe de ces quantit�es sera important �etant donn�e
qu
il d�eterminera si les perturbations �etudi�ees s
ajoutent les unes aux autres ou ont� au
contraire� tendance �a s
annuler�

����� Calcul des termes s�eculaires �a l�ordre �

Comme premier exemple nous allons d�evelopper les termes s�eculaires � issus du coef�
�cient J

�i�
� des satellites� Posons �i l
une quelconque des coordonn�ees de Pi et �i� l
une

quelconque des coordonn�ees de P� ramen�ee au rep�ere centr�e sur Pi� En particulier nous
avons �i� � ��i� Nous pouvons alors �ecrire la suite d
�egalit�es suivante

r�R��i�� � ���i�R��i��� � ���i�R��i��
i
���� �

�
��iR��i� � ��i

��i�

�
� �riR��i�

Soit le potentiel perturbateur R����� nous avons alors en utilisant l
�egalit�e g�en�erale pr�ec�e�
demment d�emontr�ee r�R � �riR l
expression suivante �

riR���� � Gm�riU���� ���	�

et donc

R���� � �Gm��Ei
r�

�J
�i�
� P��sin�i��

r�i
�����

o�u P��sin�i�� � �
� sin� �i� � �

� � Le potentiel R���� se r�e�ecrit encore sous la forme

R���� � �Gm��E
i
r�

�J
�i�
� �� sin� �i� � �

�a�i

�
ai
ri

��

�����

�� Il s�agit l�a des termes s�eculaires calcul�es �a l�ordre un des petits param�etres repr�esentatifs des perturba�

tions 	coe�cients J�� J
�k�
� � etc���
� Nous continuerons toutefois �a les appeler simplement termes s�eculaires�

�� Nous avons volontairement omis la masse mi dans cette expression �etant donn�e qu�elle provient d�une
perturbation d�un ordre plus �elev�e comme force d�aplatissement suppl�ementaire 	du satellite lui�m�eme
�

	�



Consid�erons le terme sin� �i�� nous avons en supposant que l
orientation du p�ole nord de
rotation du satellite soit identique �a celui de la plan�ete �voir la �gure ��� l
�egalit�e sin�i� �
sin���i�� et donc en utilisant les relations de trigonom�etrie sph�erique

sin� �i� � sin� Ii � � cos���i " �vi�

�
�����
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0
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Fig� �� � Relation entre la latitude du corps central �i� et les angles �i� vi� Ii�

Par ailleurs� rappelons que les expressions de

ai
ri

��
cos �vi et


ai
ri

��
sin �vi sont ���p�eriodiques

par rapport �a l
anomalie moyenne Mi� et donc d�eveloppables en s�erie de Fourier� Il vient
�nalement apr�es calculs pour l
expression du potentiel moyenn�e

R���� �
Gm��Ei

r�
�J

�i�
�

a�i

�


�
� �

	
sin� I i

�
�� e�i �

� �
� �����

Calculons donc les termes s�eculaires associ�es� il vient pour les d�eriv�ees partielles par rapport
aux variables m�etriques
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Il vient alors� en utilisant l
approximation n�i�a
�
i� � Gm� et les �equations du syst�eme �����

(�i �
�ni��Ei

r�
�J

�i�
�

	a�i�

�	 � � sin� I i��

� � e�i��
�

� t

(&i � ��ni��Ei
r�

�J
�i�
�

�a�i�

cos Ii�
� � e�i��

�
� t �����

(Li �
�ni��Ei
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a�i��
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�i�
� cos I i�

��i�
� sin� I i�
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� t

Nous remarquons que (Li est positif� le m�eme r�esultat �etant v�eri��e pour la perturba�
tion �ordre � induite par le J� du corps central� cela est bien en accord avec le fait �voir la

remarque  de la page �� que l
aplatissement d
un satellite repr�esent�e par un J
�i�
� revient

en premi�ere approximation �a augmenter le J� du corps central�

Regardons �a pr�esent en deuxi�eme exemple� les termes s�eculaires issus des forces d
apla�
tissement suppl�ementaires� Rappelons que celles�ci ont pour expression �voir l
�equation
�����

GmiriU���� "
NX

j��j �i

GmjrjU���� ����

Calculons le potentiel associ�e� en nous limitant au coe�cient J� du corps central� Pour cela
nous devons transformer le rj en ri dans la sommation sur l
indice j �partie indirecte des
forces d
aplatissement suppl�ementaires�� Il vient

GmjrjU���� � rj

�
�Gmj�Er��J��

�
� sin� �j � �

��

r�j

�
�����

Le gradient a pour expression
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On en d�eduit le potentiel

R � �Gmj�Er�
�J�
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�zizj
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Le potentiel total RFAS associ�e aux forces d
aplatissement suppl�ementaires est donc

RFAS � �Gmi�Er��J��
�
�

sin� �i � �
�
�

r�i

"
NX

j���i

�Gmj�Er��J���
�
�
� �	

�
sin� �j�rirj cos ij " �zjzi 

r	j
�����

o�u ij est l
angle entre les directions P��Pi et P��Pj � En nous limitant au premier terme�
nous avons

RFAS � �Gmi�Er��J�
a�i

� � e�i �
����

�
�

	
sin� Ii � 

�

�
�����

On en d�eduit ais�ement les termes s�eculaires induit par ce potentiel� �a partir de ceux d�ej�a
d�evelopp�es pour le J �i�

� des satellites� Il vient

(�i �
�Gmi�Er�

�J�
	ni�a	i�

�	� � sin� I i�

�� e�i��
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� t

(&i � ��Gmi�Er�
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�ni�a	i�
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� � e�i��
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� t �����

(Li �
�Gm��Ei
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�i�
� cos I i�

��i�
� sin� I i�

	

�
� "
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� t

Bien �evidemment les signes des termes s�eculaires ainsi trouv�es sont identiques �a ceux
trouv�es pour la perturbation du J

�i�
� des satellites� Les deux e�ets vont donc s
ajouter�

����� E�et de la r�esonance laplacienne

Rappelons que dans le syst�eme galil�een� les longitudes des satellites sont reli�ees par
l
�egalit�e �r�esonance laplacienne�

L� � �L� " �L� � � " 	�t� �����

avec limT���
�
�T

R T
�T 	�t�dt � �� �egalit�e que l
on peut encore �ecrire sous la forme

N� � �N� " �N� � � �����

o�u Ni d�esigne le moyen mouvement moyen du satellite i�
Cette r�esonance doit �etre prise en consid�eration pour pouvoir appr�ehender convenablement
l
introduction de toute nouvelle perturbation dans le syst�eme� En e�et� nous avons vu que
l
e�et principal d
une perturbation consiste en l
ajout de nouveaux termes s�eculaires dans
les variables angulaires� En particulier les longitudes de chacun des satellites se voient
alors �evoluer �a des fr�equences l�eg�erement di��erentes� Prenons pour exemple l
introduction

	�



de l
aplatissement des satellites� Faisons comme premi�ere approximation que seul l
apla�
tissement de Io �coe�cient J

���
� � est in�uent� Comme nous l
avons vu pr�ec�edemment� la

longitude de Io �evolue d�esormais �a une fr�equence l�eg�erement plus �elev�ee N �
� � N�� " ��

tandis que les autres valeurs N� et N� restent inchang�ees� L
�egalit�e ����� n
est donc for�
mellement plus v�eri��ee� En r�ealit�e� la stabilit�e de la r�esonance va modi�er l
ensemble des
moyens mouvements des satellites r�esonants� de sorte que la relation ����� soit maintenues�
plus exactement nous aurons l
�egalit�e N �

�� �N �
� " �N �

� � �� Le nouveau moyen mouvement
moyen N �

� sera donc bien augment�e par rapport �a N� mais en proportion moindre que
pr�evu� De plus� N �

� sera augment�e tandis que N �
� sera diminu�e� L
amplitude et la fr�equence

de la libration laplacienne �le terme principal dans 	�t�� vont �etre �egalement modi��es�
La quanti�cation pr�ecise de ces changement va �etre r�ealis�ee num�eriquement dans le chapitre
��

��� Un cas int�eressant les r�esonances spin�orbite

Comme troisi�eme exemple de calcul des termes s�eculaires� nous allons regarder le po�
tentiel R���� induit par le bourrelet �equatorial des satellites� Soit le potentiel perturbateur
R���� suivant

R���� �
Gm��Ei

r�
�� cos� �i�c

�i�
��

r�i
cos���i�� ������

Nous supposerons de plus que le satellite est en r�esonance spin�orbite� Ce cas est parti�
culi�erement int�eressant dans la mesure o�u le terme s�eculaire de cette perturbation a en
plus de son e�et lin�eaire �comme fonction du temps� une composante sinuso$)dale via la
libration en rotation du satellite consid�er�e� Ceci se r�epercute alors sur la longitude par un
terme (ni qui n
est plus constant� En particulier cet e�et ne pourra pas �etre absorb�e dans
la valeur initiale des demi�grands axes� via la m�ethode pr�esent�ee dans la section suivante�
Mais commen�cons tout d
abord par calculer le terme s�eculaire issu de cette perturbation
dans le cas d
une r�esonance spin�orbite exacte� c
est �a dire o�u �i� � � pour toutes les valeurs
du temps�

����� For�cage exact

On consid�ere un satellite non ponctuel� caract�eris�e par le terme tess�eral c�i��� � dont la
longitude du premier axe principal est nulle pour toute valeur du temps� Ainsi� on a l
�egalit�e
�i� � � et le potentiel perturbateur R���� est r�eduit �a

R���� �
Gm��Ei

r�
�� cos� �i�c

�i�
��

r�i
�����

Le potentiel moyenn�e associ�e R���� vaut alors
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�� e�i �
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�
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�
sin� Ii

�
������
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Calculons les d�eriv�ees partielles par rapport aux variables �ai� ei� Ii�� on a
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a�i
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La variation s�eculaire sur la longitude moyenne induite par le potentiel R���� vaut donc �en
reprenant les �equations de Lagrange�
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soit encore de fa�con plus explicite� en utilisant l
approximation n�i a
�
i � Gm�

(Li �
�ni��Ei
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Les termes s�eculaires des deux autres variables angulaires �i et &i ont pour expression

(�i �
�ni��Ei

r�
�c

�i�
��

a�i��� e�i��
�

�
	� �

�
sin� Ii�

�
� t ������

(&i � ��ni��Ei
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�c
�i�
�� cos Ii�

a�i��� e�i��
�

� t ������

Les signes des termes s�eculaires trouv�es sont identiques �a ceux des deux perturbations
pr�ec�edentes� Ainsi tous ces e�ets s
additionnent�

����� Libration en rotation

Nous supposons dor�enavant que la rotation du satellite comporte �a la place du for�
�cage exact� un terme sinuso$)dal �libration en rotation�� Nous consid�erons donc le nouveau
potentiel

R���� �
Gm��Ei

r�
��c�i��� cos� �i�
r�i

cos���i�� ������

avec �i� � A sinwt �on supposera avoir l
origine du temps telle que �i���� � ��� La variable
�i� peut �etre consid�er�ee comme une variable suppl�ementaire du syst�eme dans la mesure o�u
elle est elle�m�eme fonction de la variable ind�ependante �i�
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On a donc en n�egligeant l
excentricit�e ei� �ce qui revient �a faire l
approximation �i� � ��
et l
inclinaison I i� dans l
expression ������

dLi

dt
� ni� "

�ni��Ei
r�

�c
�i�
��

a�i�
cos���i�� ������

En int�egrant par rapport au temps sur l
intervalle ��� T  � il vient

(Li �
�ni��Ei

r�
�c

�i�
��

a�i�

Z T

�

cos��A sinwt�dt ������

Cherchons la valeur maximale �(Li�Max de (Li� Celle�ci sera atteinte pour la valeur du
temps T � �

w
� En posant u � wt� on a encore en utilisant la formule de Bessel



w

Z �

�

cos��A sin u�du �
�

w
J����A� �����

D
o�u �nalement l
expression de �(Li�Max sous la forme de la s�erie suivante

�(Li�Max �
��ni��Ei
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���nA�n

�n���

�
������

que l
on peut encore simpli�er sous la forme

�(Li�Max �
�ni��Ei
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On retrouve en premier terme� le terme s�eculaire issu du d�eveloppement dans le cas du
for�cage exact� Le deuxi�eme terme �sous forme de s�erie� est l
amplitude maximale issue de
l
e�et de la libration en rotation� On constate que les variations en longitude r�esultantes
seront d
autant plus importantes que w sera petit �et A grand�� Ce r�esultat est typique
de l
introduction de longues p�eriodes� Ce qui peut rendre ces variations importantes� c
est
qu
il n
y a pas l
excentricit�e ou l
inclinaison qui interviennent en facteur pour mod�erer l
ef�
fet de la longue p�eriode� En e�et� il s
agit ici d
une variation du terme s�eculaire lui�m�eme
�spin�orbite exacte��

Pour pouvoir appr�ehender l
amplitude de cette perturbation� il convient de connaitre A
et w� De plus� il peut d
ailleurs y avoir plusieurs fr�equences� Ainsi� en plus de la fr�equence
de r�evolution �fr�equence du moyen mouvement� et donc tr�es �elev�ee� peut�on s
attendre �a
voir apparaitre des fr�equences r�esonantes ou des longues p�eriodes provenant d
interaction
entre di��erents satellites� En�n� il est �a noter que le terme (Li d�eplace le satellite sur
son orbite� et donc in�uence la valeur de la longitude �i�� A ce stade� c
est l
int�egration
num�erique qui nous guidera�

�



��� Absorption des termes s�eculaires

A premi�ere vue� on pourrait s
attendre �a ce que les modi�cations sur les variables
angulaires apport�ees par des termes s�eculaires apparaissent lors de l
ajustement aux obser�
vations d
une th�eorie dynamique� qui ne tient pas compte de ces e�ets� Cela n
est pourtant
pas compl�etement le cas pour la raison �a suivre�

conditions
initiales

solutions sans perturbation

solution avec perturbation

Fig� ��� � En changeant l�eg�erement les conditions initiales d�un syst�eme on peut masquer
en partie les eets d�une perturbation�

Par exemple� on peut ais�ement rentrer le terme (ni dans la valeur de ni� en modi�ant
l�eg�erement la condition initiale ai� ou bien la masse m� du corps central� Dans le cas du
demi�grand axe� cela ne pose gu�ere de probl�emes car les valeurs des demi�grands axes ne
sont pas d�etermin�ees par les observations avec une pr�ecision su�sante �il faudrait avoir une
pr�ecision de l
ordre d
une dizaine de m�etres�� Ainsi les perturbations en longitude moyenne
peuvent �etre dans un premier temps compl�etement absorb�ees� Certes� on ne peut absorber
de la sorte les variations sur les deux autres variables angulaires �i et &i� mais il faut
se rappeler que pour ramener leur variation �a des di��erences en positions� ces variables
doivent �etre multipli�ees respectivement par ei et sin Ii� ce qui implique des variations beau�
coup plus faibles que dans le cas de la longitude moyenne�

Il faut noter toutefois que l
absorption des termes s�eculaires en longitude �etant faite�
les moyens mouvements ni� sont chang�es et donc la libration induite pour une r�esonance
�eventuelle se trouve d�ecal�ee en fr�equence et en amplitude�
De plus� l
e�et de la libration en r�esonance spin�orbite pr�esent�e pr�ec�edemment n
est pas
absorbable de la sorte car non lin�eaire�

En�n� rappelons que la r�eduction d
une th�eorie aux observations est g�en�eralement faite
en utilisant la m�ethode des moindres carr�es� L
absorption des termes s�eculaires en longitude

��



peut donc se faire de fa�con moins transparente en alt�erant par exemple certains param�etres
physiques du syst�eme�

��	 Int�er�et d�une �etude num�erique

Les d�eveloppements analytiques que nous venons d
e�ectuer nous ont permis d
anticiper
l
in�uence �a attendre pour certaines des perturbations envisag�ees dans le premier chapitre�
Toutefois� notre �etude analytique ne saurait su�re pour s�electionner les perturbations
qu
il est utile de prendre en compte dans le mod�ele� Tout d
abord� les variations s�eculaires
que nous avons mises en �evidence vont �etre alt�er�ees par la r�esonance laplacienne� Plut�ot
que de d�evelopper un mod�ele analytique de cette r�esonance et d
en d�eduire ses e�ets� il
parait plus imm�ediat d
utiliser l
int�egration num�erique� qui se r�evelera de toute mani�ere
indispensable dans la suite de notre �etude� De plus� la consid�eration des r�esonances spin�
orbites exige d
inclure la rotation des satellites dans le mod�ele� ce qui rend le traitement
analytique extr�emement complexe� En�n� l
int�egration num�erique nous permet de ne pas
avoir recours �a diverses hypoth�eses simpli�catrices� telles que n�egliger les inclinaisons ou
les excentricit�es des orbites�
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Chapitre �

Int�egration Num�erique

Nous allons dans ce troisi�eme chapitre int�egrer num�eriquement les �equations pr�esent�ees dans

le chapitre 
� Ce pas est d�ecisif pour s�electionner les perturbations dont nous tiendrons compte

dans toute la suite� Comme attendu par les d�eveloppements du chapitre �� l�in�uence majeure

de beaucoup de perturbations se r�esume �a l�apparition de termes s�eculaires dans les longitudes�

Nous ne nous attarderons pas sur l�amplitude des di�erences kilom�etriques mises en �evidence

pour chaque perturbation ��a ce titre on pourra se reporter au chapitre � de la partie ��� mais nous

chercherons �a trier par ordre d�importance ces perturbations� Comme nous le verrons� la prise en

compte de ces perturbations ouvre la voie �a une interaction avec d�autres sections de la physique

�comme l��etude de la structure interne des satellites et de l�atmosph�ere de Jupiter��

��� M�ethode et pr�esentation du programme utilis�e

Commen�cons par pr�esenter la m�ethode que nous avons retenue pour tester l
in�uence
de chaque perturbation� ainsi que les outils num�eriques que nous avons d�u d�evelopper�


���� Analyse des perturbations

La m�ethode que nous avons utilis�ee est la suivante� Nous prenons comme trajectoire de
r�ef�erence sur un si�ecle� celle obtenue par int�egration num�erique d
un �syst�eme principal�
form�e des quatre satellites galil�eens et de Jupiter muni des coe�cients d
aplatissement
J�� J�� J��
Partant de conditions initiales identiques� nous int�egrons alors le syst�eme principal en y
ajoutant l
une des perturbations �a tester� La di��erence entre les deux int�egrations nous
fournit ainsi l
in�uence� en terme de di��erences sur les positions ou de variation des �el�e�
ments elliptiques au bout d
un temps donn�e� de la perturbation �etudi�ee� En pratique nous
avons utlis�e une p�eriode de comparaison �egale �a un si�ecle� intervalle de temps comparable
�a celui sur lequel s
�etendent les observations que nous utiliserons par la suite� Ainsi� les
graphes qui vont suivre auront en abscisses des ann�ees et en ordonn�ees des kilom�etres� Les
di��erences en positions seront calcul�ees par la distance euclidienne

p

x� " 
y� " 
z�� tan�

��



dis que les variations en longitudes seront multipli�ees par les demi�grands axes de r�ef�erence
a�n d
obtenir des di��erences �egalement en kilom�etres�

système principal
+

perturbation

système principal

t= 1 siècle

C.I.

Fig� �� � Variations au bout d�un si�ecle entre l�int�egration d�un syst�eme dynamique de
d�epart et de ce m�eme syst�eme enrichi d�une perturbation�

Le syst�eme di��erentiel de d�epart ��syst�eme principal�� ne comprend que les �equations
simpli��ees et que nous retrouvons fr�equemment� �a savoir

�ri � �G�m� " mi�ri
r�i

"
NX

j��j �i

Gmj

�
rj � ri

r�ij
� rj

r��j

�
" Gm�riU���� ����

Nous l
enrichirons assez rapidement des termes
PN

k�
F���k
m�

repr�esentant des forces d
apla�
tissement suppl�ementaires� pour retrouver l
�equation compl�ete ���� et que nous rappelons
ci�dessous

�ri � �G�m� " mi�ri
r�i

"
NX

j��j �i

Gmj

�
rj � ri

r�ij
� rj

r�j

�
" G�m� " mi�riU����

"
NX

j��j �i

GmjrjU���� ����

Cette modi�cation du syst�eme de d�epart est en fait n�ecessaire pour conserver l
int�egrale
premi�ere de l
�energie du syst�eme� D
une mani�ere g�en�erale� rappelons que les syst�emes non
complets �par exemple auquels certaines forces d
inertie sont n�eglig�ees� ne conservent pas
l
int�egrale premi�ere de l
�energie�

��




���� Le code num�erique

A�n de tester chacune des perturbations� nous avons programm�e les �equations du mou�
vement correspondantes� Pour cela� nous sommes parti d
un programme num�erique d�eve�
lopp�e par L�Duriez� int�egrant les �equations du mouvement du probl�eme des N " �corps�
selon l
�equation ����� L
ensemble des autres perturbations a donc du �etre int�egr�e au code�
La formulation g�en�erale des �equations du chapitre  nous a permis de rendre applicable
notre programme �a un syst�eme dynamique quelconque� Dans cette optique de g�en�eralit�e�
l
ensemble des conditions initiales et param�etres est lu dans un �chier initial ind�ependant
du programme principal� Le choix des perturbations �a inclure avant une simulation se fait
alors dans ce m�eme �chier initial par d�etermination des valeurs bool�eennes ind�ependantes
suivantes�

J� inclut le coe�cient J� jovien%

CS�� inclut les termes sectoriels joviens c�� et s��%

FAS inclut les forces d
aplatissement suppl�ementaires%

RELAT inclut les corrections relativistes%

AJ� inclut les coe�cients J
�k�
� des satellites%

PMSAT inclut dans l
expression des perturbations mutuelles l
aplatissement des satellites
par les coe�cients J

�k�
� %

ACS�� inclut les coe�cients c�k��� des satellites%

ROTAT int�egre la rotation des satellites en m�eme temps que les mouvements de r�evolution%

PREC int�egre pr�ecession des satellites en m�eme temps que les mouvements de r�evolution%

SPO force une r�esonance spin�orbite exacte dans le syst�eme�

La routine d
int�egration impl�ement�ee au code est la routine RA�� �int�egrateur de Eve�
rhart� voir �� � bas�ee sur la m�ethode des polyn�omes de Gauss�Radau et d
ordre quinze�
Cette routine a pour atout sa rapidit�e d
ex�ecution et sa convivialit�e d
utilisation� Par
exemple� il su�t de modi�er un seul param�etre pour passer de l
int�egration d
un syst�eme
di��erentiel d
ordre  �a un syst�eme di��erentiel d
ordre �% de m�eme� pour passer d
une int�e�
gration �a pas constant �a une int�egration �a pas variable�

Pour �nir� les conditions initiales ont �et�e reprises de la th�eorie � G� �via le serveur
internet � de l
IMCCE� �a la date du �� d�ecembre ���� �a �H�� le choix de l
ann�ee faisant
r�ef�erence �a l
article �� � Celles�ci sont exprim�ees dans un rep�ere J���� en temps terrestre�
Les valeurs des masses et coe�cients d
aplatissement ont �et�e tir�es de �� et ��� � et sont
donn�ees dans la table des constantes�

�� Voir l�article ����
�� �a l�adresse http���www�bdl�fr�ephemeride�html�

��




���
 Controle de l�int�egration

Avant d
appliquer directement notre m�ethode de comparaison des perturbations� il
convient d
estimer l
erreur num�erique propre �a toute int�egration� Pour cela nous avons
utilis�e deux m�ethodes compl�ementaires�

La premi�ere m�ethode r�eside dans l
analyse des di��erences de positions et de vitesses don�
n�ees par l
int�egrateur apr�es un aller�retour sur un si�ecle� Cette m�ethode nous a permis
d
obtenir un pas d
int�egration optimal �egal �a ���� jour� donnant des erreurs d
int�e�
gration de l
ordre de quelques dizaines de m�etres�

La deuxi�eme m�ethode consiste �a �etudier la variation de l
int�egrale de l
�energie� Comme
nous l
avons d�ej�a dit� cette m�ethode n
est pas applicable pour tout les cas de �gure�
La variation relative de cette int�egrale premi�ere a �et�e de l
ordre de ���� dans tout
les cas o�u nous l
avons test�ee �voir la �gure ��� �a titre d
exemple pour le cas le
plus complexe�� La variation de l
�energie sur un aller�retour nous permet alors de
revenir �a des di��erences m�etriques �du moins d
en obtenir un ordre de grandeur�� Le
r�esultat obtenu est apparu en accord avec les r�esultats de la premi�ere m�ethode� soit
de quelques dizaines de m�etres pour un si�ecle d
int�egration�

-1e-13

-9e-14

-8e-14

-7e-14

-6e-14

-5e-14

-4e-14

-3e-14

-2e-14

-1e-14

0

1e-14

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

’int1.res’
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���� Les perturbations solaires et plan�etaires

Les int�egrations num�eriques utilis�ees dans ce chapitre ne prennent pas en compte le
Soleil� ni les autres plan�etes en particulier Saturne� En e�et� �etant hors de question d
in�
t�egrer le mouvement de toutes les plan�etes du syst�eme solaire� la position du Soleil doit
n�ec�essairement provenir d
un calcul ext�erieur au programme� Ce faisant le contr�ole par
l
int�egrale premi�ere ne devient plus r�ealisable�
Toutefois la suite de notre travail n�ecessitait d
inclure bien �evidemment la perturbation
solaire dans notre programme num�erique� Ainsi� la perturbation solaire et celle de Saturne
�voir la section ������� ont �et�e reprises des �eph�em�erides num�eriques DE	�� du JPL� Lors de
cette impl�ementation dans notre programme� nous nous sommes notamment interrog�e sur
la n�ecessit�e �eventuelle de prendre pour masse de Jupiter la valeur issue de DE	�� et non
celle des sondes spatiales� Toutefois� il faut se rappeler que les th�eories plan�etaires repr�e�
sentent le barycentre des syst�emes plan�etaires ��a l
exception du cas Terre�Lune�� Certes il
serait possible de retrancher de la valeur de la masse de Jupiter dans DE	��� la valeur des
masses des satellites galil�eens issues des sondes mais cet e�et resterait arti�ciel �il manque�
rait encore la masse des satellites non galil�eens�� Nous n
avons donc pas utilis�e la masse de
DE	���

��� Analyse des termes d�aplatissement suppl�emen�

taires

Souvent n�eglig�es dans les �equations nous nous proposons ici de quanti�er l
importance
des termes d
aplatissement suppl�ementaires� Ces termes apparaissent apr�es simpli�cation
sous la forme d
un coe�cient G�m� " mi� en facteur de l
expression riU���� �au lieu de
Gm�riU������ et par l
ajout des termes

P
j GmjrjU���� �voir les �equations ���� et ������

En toute rigueur tout ces termes contiennent des coe�cients c��� s�� et J�� toutefois nous
restreindrons cette �etude �a la partie ne contenant que les termes en J�� J�� J�� Nous int�egre�
rons les coe�cients c��� s�� et J� �a cette perturbation� au moment de leur �etude respective
dans la section ��	�
Par di��erence entre deux int�egrations� il vient pour �ecarts sur les positions et les longitudes
moyennes les graphes qui suivent �voir �gure ������

Comme pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent� l
in�uence de cette perturbation se ram�ene
essentiellement �a l
apparition de d�erives s�eculaires dans les longitudes� Par ailleurs� nous
pouvons apercevoir des �uctuations sur les trois premiers satellites� provenant d
une l�eg�ere
variation des amplitude et fr�equence de la libration laplacienne� Nous d�etaillerons ce point
un peu plus loin lors de la section ����

��
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Fig� ��� � Variations �en kilom�etres	 des positions ��a gauche	 et des longitudes moyennes
multipli�ees par les demi
grands axes ��a droite	� sous l�eet des forces d�aplatissement
suppl�ementaires�

��� �Etude de la pr�ecession

Le rep�ere �equatorial jovien n
est pas �xe dans l
espace� En particulier� les angles � et
I auxquels sont rattach�es les coe�cients Jn sont fonctions du temps� Dans la mesure o�u
cet e�et est g�eom�etrique et n
introduit que des rotations� nous pouvons nous attendre �a ce
que ce soit les variables angulaires des satellites qui soient les plus perturb�ees�

Une int�egration sur un si�ecle nous donne le graphe de la �gure ��	� Nous constatons que
Ganym�ede et Callisto sont les satellites les plus touch�es par cette perturbation� ce qui n
est
gu�ere surprenant dans la mesure o�u la pr�ecession jovienne est un e�et cin�ematique� Les
satellites les plus touch�es sont donc les plus �eloign�es�

Les variations en longitudes moyennes et inclinaisons sont donn�ees dans la �gure ����
Cette fois la longitude moyenne n
absorbe pas l
essentiel de la perturbation au pro�t des
autres variables angulaires �la variation des inclinaisons multipli�ees par les demi�grands
axes allant jusqu
�a presque �� kilom�etres pour Callisto�� Une analyse des autres �el�ements
r�ev�ele en e�et que les variations en demi�grand axe et excentricit�e sont presque nulles�

��	 Analyse des coe�cients d�aplatissement joviens

En plus des coe�cients d
aplatissement J�� J�� J� usuels� nous avons �egalement une
estimation du coe�cient J� et des coe�cients sectoriels joviens c�� et s�� par l
interm�ediaire
des sondes spatiales �voir l
article �� �� Dans ce qui suit nous avons pris les valeurs moyennes
pr�esent�ees dans cet article �voir la table des constantes��
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Fig� ��	 � Variations sur les positions �en kilom�etres	 de Io� Europe� Ganymede et Callisto�
sous l�eet de la pr�ecession de Jupiter�
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Fig� ��� � Variations des longitudes moyennes multipli�ees par les demi
grands axes �en
kilom�etres �a gauche	 et des inclinaisons multipli�ees par les demi
grands axes �en kilom�etres
�a droite	 pour Io� Europe� Ganymede et Callisto sous l�eet de la pr�ecession jovienne�
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���� �Etude du J�

Les coe�cients J�n�� mod�elisent l
asym�etrie entre les h�emisph�eres Nord et Sud de
Jupiter� le J� �etant le coe�cient le plus important�
Regardons la variation des positions entre les deux int�egrations sur un si�ecle �voir �gure
����
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Fig� ��� � Variations des positions �en kilom�etres	 sous l�eet du coe�cient J� ��a gauche	
et �a titre de comparaison sous l�eet du coe�cient J� ��a droite	�

Il est int�eressant de constater que malgr�e la di��erence de distance au corps central
entre Europe et Ganym�ede� la perturbation port�ee par le J� semble presque identique sur
ces deux satellites� Par ailleurs� bien que les coe�cients J� et J� soient du m�eme ordre
de grandeur� les variations induites par le J� sont tr�es faibles� en comparaison de celles
induites par l
in�uence du J� �graphe de droite�� Cela illustre en particulier le fait que
l
in�uence d
une perturbation n
est pas toujours proportionnelle �a l
ordre de grandeur des
coe�cients pr�esent dans l
�ecriture des forces�


���� �Etude des termes sectoriels c�� et s��

Les termes sectoriels c�� et s�� appara�)ssent au travers de l
expression
�U

���

k��

��k
� o�u rappelons�

le �k d�esigne l
une des coordonn�ees cart�esiennes quelconque �xk� yk� zk� �voir la page ���

�U
���
�k��

��k
�

�Er��

r�k

�
�k

rk

�
�� sin� �k � 

�
� � sin�k

�z�k
��k

�
� �c�� cos 
�k � s�� sin 
�k�

�
�Er�

�

r�k
���� sin� �k�


�y�
k

��k
x�k � y�k

�x�
k

��k

x��k � y��k
��c�� sin 
�k � s�� cos 
�k�

La consid�eration de la longitude �k des satellites n�ecessite d
introduire la vitesse de rotation
jovienne� Celle qui a �et�e choisie �tir�ees de �� � correspond �a la p�eriode de rotation des

��



couches visibles� et donc ext�erieures� de Jupiter� On peut penser que ce sont celles qui
doivent �etre le plus d�eform�ees in�uen�cant le plus les coe�cients c�� et s���
Nous avons comme di��erences les graphes qui suivent �voir �gure ����
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Fig� ��� � Variations sur les positions �en kilom�etres	 sous l�eet des coe�cients c�� et
s��� avec Jupiter non
tournant ��a gauche	 et Jupiter tournant ��a droite	�

On constate que la rotation jovienne att�enue de beaucoup la perturbation� moyennant ainsi
l
e�et des termes sectoriels� Une �etude �graphes non pr�esent�es ici� des deux termes pris in�

d�ependamment dans l
expression composant
�U

���

k��

��k
montre que seul le deuxi�eme terme est

in�uent� le premier donnant des variations de l
ordre du kimo�etre tout au plus�

Il est �a noter que suite aux forts mouvements atmosph�eriques joviens� les coe�cients
c�� et s�� sont susceptibles de varier signi�cativement avec le temps� Cette variation �etant
inconnue a priori� il est assez d�elicat de quanti�er l
in�uence r�eelle des termes sectoriels�

��
 E�et de l�aplatissement des satellites

Rappelons que l
introduction de l
aplatissement des satellites n�ecessite d
ajouter les
trois termes A� B et C dans les �equations du mouvement �voir la page ����


���� Etude des coe�cients J
	k

�

Prenons pour d�epart l
�equation ����� en nous limitant aux coe�cients J
�k�
� des sa�

tellites� Les valeurs que nous avons utilis�ees proviennent des valeurs moyennes des J
�k�
�

pr�esent�ees dans les articles �� �pour Io� et ��� �pour les autres�� qui sont d
ailleurs rappe�
l�ees dans la table des constantes�

��



En n�egligeant les perturbations mutuelles directes li�ees �a l
aplatissement des satellites
�terme B de la page ���� l
int�egration sur un si�ecle nous donne comme �ecart en positions
le graphe de gauche de la �gure ����
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Fig� ��� � Variations des positions �en kilom�etres	 en ne tenant compte que des termes
�plan�ete ponctuelle
satellite aplati� ��a gauche	� puis en ne tenant compte que des pertur

bations mutuelles directes li�ees �a l�aplatissement des satellites ��a droite	�

L
importance du terme B a �et�e trac�ee dans le graphe de droite� et parait tout �a fait
n�egligeable� Par ailleurs� nous avons pu remarquer �dans un graphe non pr�esent�e ici�� que
les forces d
aplatissementC sont �egalement tr�es faibles et compl�etement n�egligeables� Tout
cela est assez normal �etant donn�e que seules les forces issues du terme A ont en facteur le
coe�cient Gm� �et non un coe�cient Gmj comme c
est le cas des termes B et C��
Toutefois� il y a �egalement une autre raison expliquant l
importance du terme A� �a savoir
la grandeur des rayons �equatoriaux des satellites galil�eens� En e�et� les rayons �equatoriaux
de ces satellites sont de l
ordre du centi�eme du rayon �equatorial jovien soit de quelques
milliers de kilom�etres�


���� Etude des coe�cients c
	k

��

Une bonne estimation des coe�cients c�k��� des satellites galil�eens est aujourd
hui connue
�voir l
article ��� �� ces derniers �etant estim�es �a environ trois dixi�emes de la valeur des

coe�cients J �k�
� respectifs� Pour �etudier leur in�uence� il est n�ecessaire comme dans le cas

des termes sectoriels joviens d
introduire la rotation des satellites� Nous n
introduisons ici
que des rotations en spin�orbite exactes� les librations en rotation seront �etudi�ees un plus
loin �voir la sous�section ������

Cette perturbation est la plus importante que nous ayons test�ee �environ ���� ki�
lom�etres pour Io�� Pro�tons de cela pour revenir sur les variations en amplitude et en
fr�equence de la libration laplacienne�

�	
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Fig� ��� � Variations des positions �en kilom�etres	 sous l�eet des coe�cients c
�k�
�� en �geant

la rotation des satellites ��a gauche	� puis avec la rotation des satellites en for�cage exact ��a
droite	�


���
 Variations sur l�amplitude et la fr�equence de libration la�
placienne

Les variations en amplitude et en fr�equence de la libration laplacienne sont directement
visibles comme oscillations sur les pentes des trois satellites r�esonants� Le graphe de la
�gure ��� montre ces variations apr�es soustraction des d�erives s�eculaires�

Pour d�eterminer les modi�cations en amplitude et fr�equence� nous avons e�ectu�e une
analyse de Fourier sur les deux int�egrations concern�ees� Les di��erences obtenues sur l
am�
plitude et la p�eriode de libration laplacienne s
av�erent �etre simplement de ��� degr�e et
����� jour�

��� Les autres perturbations

D
autres perturbations ont �egalement �et�e test�ees� en voici quelques exemples�


���� Libration en rotation des satellites

A�n d
introduire le mouvement de libration en rotation des satellites galil�eens� nous
avons inclus l
int�egration des rotations des satellites �comme rotation d
un corps solide
non d�eformable�� avec leur mouvement de r�evolution� En guise d
exemple� la libration en
rotation du satellite Io est pr�esent�ee dans la �gure ���

Une analyse de Fourier nous a permis de retrouver plusieurs fr�equences en plus de la
fr�equence de r�evolution� Toutefois la prise en compte de la rotation des satellites par un
mod�ele de solide ind�eformable et non dissipatif est insu�sante� De plus� nous n
avions pas
de v�eritable conditions initiales pour les rotations� Aussi sommes�nous parti de l
hypoth�ese
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simpli�catrice �i� � � et '�i� � �� Ces di�cult�es nous ont amen�e �a rester dans le cadre d
une
r�esonance exacte des satellites� le traitement de la rotation des satellites �etant report�e �a
un travail futur�


���� In�uence des satellites non galil�eens

Les satellites non galil�eens dont l
in�uence peut �etre int�eressante �a �etudier sont essen�
tiellement Amalth�ee et Th�eb�e� ces satellites �etant les plus proches du syst�eme galil�een� A�n
d
obtenir des conditions initiales sur ces deux satellites� nous sommes partis des valeurs
connues des inclinaisons� excentricit�es et demi�grands axes� et avons consid�er�e qu
�a la date
du �� d�ecembre ��� �a �h��� les longitudes moyennes� longitude du noeud et argument du
p�ericentre �etaient nuls� Il a bien�s�ur �et�e n�ecessaire de diminuer le pas d
int�egration� ramen�e
�a ���	 jours pour tenir compte des r�evolutions rapides d
Amalth�ee et Th�eb�e� Par ailleurs�
deux int�egrations avec les satellites galil�eens ont �et�e e�ectu�ees� l
une avec Amalth�ee l
autre
avec Th�eb�e �a�n de palier �a notre choix arbitraire sur les conditions initiales de ces deux
satellites��

En�n� rappelons que les satellites proches �i�e� les satellites non galil�eens se positionnant
entre Jupiter et Io�� m�eme s
ils ne sont pas mentionn�es explicitement dans une th�eorie �ana�
lytique ou num�erique� peuvent �etre ais�ement pris en compte dans celle�ci par une valeur
l�eg�erement plus �elev�ee de la masse jovienne� Nous avons choisi de tester l
in�uence d
Amal�
th�ee et Th�eb�e en tenant compte de cela� Ainsi� lorsque nous avons int�egr�e le mouvement
de ces satellites� leur masse respective a �et�e soustraite de la masse de Jupiter�


���
 In�uence de Saturne

Comme nous l
avons d�ej�a dit� la perturbation solaire dans notre mod�ele sera reprise des
�eph�em�erides DE	��� Ainsi� l
in�uence des autres plan�etes et en particulier Saturne sera
prise en compte� Toutefois� cette mod�elisation reste partielle� l
in�uence de Saturne sur
le mouvement des satellites eux�m�emes n
�etant pas int�egr�ee� Nous avons donc cherch�e �a
�evaluer l
erreur commise en faisant cette approximation� Nous avons donc inclu dans une
simulation num�erique l
action directe et indirecte �au sens des �equations ����� de Saturne�
Le r�esultat est encore une d�erive s�eculaire en longitude� allant jusqu
�a ��� kilom�etres sur
Callisto�

��� Bilan des perturbations

Comme nous l
avons vu dans les sections pr�ec�edentes� la plupart des perturbations
agissent essentiellement �a la mani�ere d
un terme lin�eaire en temps qui s
ajoute aux longi�
tudes moyennes� Il est important de noter que la prise en compte de cette derni�ere n
est
susceptible que d
am�eliorer sensiblement l
�elaboration des �eph�em�erides� dans la mesure o�u
elle peut �etre absorb�ee dans la d�etermination des conditions initiales� et en particulier celle
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du moyen mouvement moyen observ�e� Toutefois cela ne reste pas compl�etement sans cons�e�
quences puisque la coh�erence interne de la th�eorie s
en trouve a�ect�ee �nous reviendrons
plus en d�etails sur ce point dans le chapitre � de la partie ���

Par ailleurs� si les �eph�em�erides ne sont que sensiblement am�elior�ees� le mod�ele physique
est lui consid�erablement enrichi� Entre autres� la rotation de Jupiter et les r�esonances
spin�orbite peuvent �etre introduites en vue de travaux ult�erieurs�


���� Classi	cation des perturbations

Voici un tableau r�ecapitulatif de la di��erence maximale obtenue sur les positions pour
chacune des perturbations test�ees

Rappelons qu
a�n de tester la conservation de l
�energie m�ecanique du syst�eme� les
int�egrations dont les valeurs du tableau �� sont issues n
ont pas prises en compte le Soleil�
Par ailleurs� l
in�uence des anneaux de Jupiter a �et�e n�eglig�ee� la masse de ceux�ci �etant
probablement tr�es faible� et d
autre part d�ej�a associ�ee �a celle de Jupiter pour la valeur que
nous avons prise �voir la table des constantes��


���� Les perturbations retenues

A priori les �equations correspondant �a chacune des perturbations ayant �et�e program�
m�ees� nous pourrions imaginer de toutes les conserver� Toutefois� lors de l
ajustement aux
observations �partie �� nous aurons �a introduire les �equations aux variations� encore bien
plus complexes que les �equations du mouvement� Ce faisant nous avons donc essay�e de
nous limiter aux perturbations les plus importantes�
A la vue du tableau pr�ec�edent� nous avons d�ecid�e de conserver dans notre mod�ele dy�
namique les forces d
aplatissement suppl�ementaires et l
aplatissement des satellites par
les coe�cients J �k�

� et c�k��� � ces perturbations semblant les plus importantes d
un ordre de
grandeur� Notons toutefois que les diverses perturbations ont �et�e class�ees en regard de dif�
f�erences en position� Or� nombre d
entre elles correspondent �a des d�erives lin�eaires ais�ement
r�eductibles en changeant l�eg�erement les valeurs des demi�grands axes des satellites �voir la
section ����� pouvant rendre cette m�ethode de comparaison insu�sante� En r�ealit�e� toutes
les perturbations test�ees d
in�uence sup�erieure �a quelques kilom�etres se composent pour
l
essentiel d
une d�erive lin�eaire en longitude ��a l
exception de la pr�ecession de Jupiter ���
En ce sens la comparaison reste donc valide� Par ailleurs� nous reviendrons plus en d�etails
sur l
apport r�eel de ces perturbations �a la �n du chapitre � de la partie II�

Signalons en�n que la perturbation par Amalth�ee n
a pas �et�e retenue� car nous ne
poss�edions pas de solution valide de ce satellite sur un si�ecle �p�eriode recouverte par les

�� Nous avons choisi de ne pas int�egrer la pr�ecession de Jupiter dans le mod�ele �nal� dans la mesure
o�u la param�etrisation de celle�ci d�elivr�ee par l�UAI ���� 	voir ����
 a �et�e cal�ee sur les donn�ees des sondes
spatiales Voyager et Pioneer� et n�est probablement pas valide sur une p�eriode aussi longue qu�un si�ecle�
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Perturbation Description Di��erences

en position

Aplatissement des Termes c
�k�
��  ��� km �Io�

satellites termes J
�k�
� � ��� km �Io�

FAS � ��� km �Ca�

Amalth�ee Satellite interieur ��� km �Io�
le plus massif

Saturne In�uence directe et indirecte 

� km �Ca�
de Saturne sur les satellites

Coe�cient J� Aplatissement de Jupiter ��� km �Io�

Precession Rep�ere �equatorial jovien non �xe �� km �Ca�

Termes c��� s�� Asym�etrie par rapport �� km �Io�
�a l�axe de rotation de Jupiter

Theb�e Satellite int�erieur le plus �� km �Io�
proche du syst�eme galil�een

E�ets relativistes In�uence de la masse de Jupiter 
 km �Io�

Terme J� Asym�etrie entre les deux p�oles ��� km �Io�

Pr�ecession des satellites Rep�ere �equatorial des satellites non �xe � � km

Tab� �� � Tableau r�ecapitulatif des perturbations par ordre d�ecroissant d�importance�
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observations des satellites galil�eens��


���
 Ind�ependance relative des perturbations

Comme vu dans le chapitre �� les trois perturbations les plus importantes en terme
d
amplitude �et que nous avons choisi de conserver�� s
additionnent�
C
est ce que nous avons cherch�e �a mettre en �evidence num�eriquement dans les trois graphes
qui suivent�
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Fig� ��� � Variations en positions �en kilom�etres	 en tenant compte des forces d�aplatisse

ment suppl�ementaires �en haut �a gauche	� puis en y ajoutant l�aplatissement des satellites

par les coe�cients J
�k�
� �en haut �a droite	� et en y ajoutant les coe�cients c

�k�
�� �en bas	�

Plut�ot que d
int�egrer les perturbations ind�ependamment� nous les avons cette fois ajou�
t�ees successivement� Le r�esultat est donn�e par les trois graphes de la �gure ���� et est en
parfait accord avec les r�esultats du chapitre ��
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Deuxi�eme partie

Observations et Ajustements

�





Chapitre �

M�ethode d�Ajustement

Dans ce premier chapitre traitant des observations� nous allons pr�esenter la m�ethode que

nous avons utilis�ee pour ajuster notre th�eorie �a celles�ci� Cette m�ethode s�appuie sur l�int�egration

des �equations aux variations� La di�cult�e r�eside dans la grande complexit�e d��ecriture de ces

�equations dans le cas d�un syst�eme comprenant les nombreuses perturbations que nous avons pris

en compte �voir le chapitre pr�ec�edent�� Comme dans la partie I� nous avons cherch�e �a conserver

une formulation tr�es g�en�erale en vue de rendre ce travail utilisable pour d�autres syst�emes� Nous

pr�esenterons �egalement les di�erentes donn�ees issues des observations�

��� Principe d�ajustement

Dans toute cette section nous distinguerons les param�etres physiques d
une th�eorie
�telles que les masses des corps� les coe�cients d
aplatissement� etc���� que nous noterons par
le vecteur p � �p�� � � � � pM �� et les constantes d
une th�eorie� ces derni�eres regroupant en plus
des param�etres physiques les �N conditions initiales du syst�eme �positions�vitesses des N
corps �a un instant de r�ef�erence t��� et que nous noterons c � �r��t��� � � � � rN �t��% 'r��t��� � � � �
'rN �t��%p�� ou encore pour avoir des notations plus concises c � �r���� 'r����p�� Nous allons
�etre amen�es �a r�esoudre la probl�ematique qui suit�

Probl�ematique�Comment d�eterminer des valeurs optimales des param�etres et conditions
initiales� pour que les di��erences entre les positions des satellites d�elivr�ees par notre mod�ele
et celles issues des observations �O�C� soient minimales ��

����� Equations aux variations

Soit un jeu d
observations �tk� r
��k�
i ���k�K fournissant pour certaines valeurs discr�etes

du temps tk des positions observ�ees d
un ieme corps r��k�i � r�i�tk�� La th�eorie� c
est �a dire
ici l
int�egration num�erique� nous donne pour ces m�emes valeurs du temps des positions cal�
cul�ees �tk� r

�k�
i �� comme solution d
un certain syst�eme di��erentiel� En notant �t�r���� 'r����p�

�� au sens des moindres carr�es�

��



le �ot dynamique de ce syst�eme et *�i
t la projection dans R� de � telle que *�i

t � ri� on a
l
�egalit�e

(r
�k�
i �


r
��k�
i � r

�k�
i

�
�


*�i
tk

�r����� 'r�����p��� *�i
tk

�r���� 'r����p�
�

���

o�u r����� 'r�����p� correspondent aux constantes du syst�eme r�eel aux erreurs de mod�elisation
et d
observation pr�es�
Par la formule de Taylor� il vient


r
��k�
i � r

�k�
i

�
�

�N�MX
l�

� *�i
tk

�cl
�c� �(cl " O��(cl�

�� ����

o�u l
on a not�e (cl � c�l � cl� En supposant les (cl su�samment petits pour pouvoir nous
limiter �a l
ordre un� nous avons donc

(r�k�i �
�N�MX
l�

� *�i
tk

�cl
�c� �(cl ����

qui est un syst�eme de trois �equations �a �N "M inconnues pour chacune des observations�
Ce syst�eme sera r�esolu par la m�ethode des moindres carr�es� Toutefois commen�cons par
remarquer que l
expression pr�ec�edente n�ecessite de connaitre pour les temps tk les valeurs

de
� ��itk
�cl

�c� autrement dit de
� ��tk
�r���

�
� ��tk
� �r���

et
� ��tk
�p

� Le calcul de ces quantit�es peut se ramener �a
la r�esolution d
un syst�eme di��erentiel par la m�ethode de Moulton� que nous allons pr�esenter
ici�
Rappelons que nous avons

d�ri
dt�

�
Fi

mi
�r� 'r�p� ��	�

D
o�u en notant cl une constante quelconque de la th�eorie �du type r���� 'r���� ou p�� il vient
encore

�

�cl

�
d�ri
dt�

�
�

�

�cl

Fi

mi
�r� 'r�p� �



mi

�
�Fi

�r

�r

�cl
"
�Fi

� 'r

� 'r

�cl
"
�Fi

�p

�p

�cl

�
����

Fi n
�etant g�en�eralement pas fonction de 'r� on a encore en notant �j l
une quelconque des
coordonn�ees d
un corps Pj

�

�cl

�
d�ri
dt�

�
�



mi

�
�NX
j�

�Fi

��j

��j
�cl

"
MX
m�

�Fi

�pm

�pm
�cl

�
����

Comme cl est ind�ependant du temps� on a bien l
�egalit�e

d�

dt�

�
�ri
�cl

�
�

�

�cl

�
d�ri
dt�

�
�



mi

�Fi

�cl
����

�	



Cela aboutit au syst�eme di��erentiel suivant

d�

dt�

�
� *�i

t

�cl

�
�



mi

�
NX
j�

�Fi

�rj

� *�j
t

�cl
"

MX
m�

�Fi

�pm

�pm
�cl

�
����

du type d�Xi

dt�
�
PN

j� g
j
i �t�X

j " hi�t� avec pour conditions initiales ��� � � � �� � �� � � � �� �le

 �etant situ�e au rang l� pour chacunes des composantes de Xi� Nous sommes �nalement
amen�es �a r�esoudre �N "M syst�emes di��erentiels �un pour chaque constante de la th�eorie��
de �N �equations chacun�

����� M�ethode des moindres carr�es

De l
�equation ���� nous sommes amen�es �a la consid�eration d
un syst�eme de K lignes
�a �N " M inconnues�
En introduisant l
�ecriture matricielle� on peut encore �ecrire

Y �

�
B�

(r
���
i

���

(r
�K�
i

�
CA � X �

�
BB�

� ��it�
�c�

� � �
� ��it�

�c
N�M

���
� � �

���
� ��itK
�c�

� � �
� ��itK

�c
N�M

�
CCA � A �

�
B�

(c�
���

(c�N�M

�
CA ����

Cela revient �a consid�erer l
�equation Y � XA� Nous cherchons maintenant les valeurs
optimales de (cl composant la matrice A� qui minimisent �au sens des moindres carr�es�
les composantes de la matrice Y �
C
est donc ici que nous allons pouvoir am�eliorer les �O�C� en corrigeant les constantes c des
petites quantit�es (c� En pratique trois �a quatre it�erations successives seront n�ecessaires
pour obtenir des valeurs optimales des param�etres et conditions initiales�
Consid�erons l
application

F � A ��� jjY �XAjj� �

KX
k�

�
(r

�k�
i �

�N�MX
l�

� *�i
tk

�cl
�(cl

��

�

KX
k�

�
yk �

�N�MX
l�

xklAl

��

����

On recherche donc un minimum pour la fonction F ce qui implique la condition dF � ��
Cette condition s
�ecrit encore pour tout indice l sous la forme d
un syst�eme de K lignes
appel�e syst�eme normal et de la forme

KX
k�

�
xklyk �

�N�MX
l�

xklAlxlk

�
� � ���

soit encore tXY � tXXA� et donc la solution recherch�ee est A � �tXX��� tXY � Celle�ci
se ram�ene �nalement �a l
inversion d
une matrice�
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����
 Ecriture des �equations aux variations

La consid�eration du syst�eme di��erentiel ���� n�ecessite d
�ecrire les vecteurs �Fi
�r

et �Fi
�p

en fonction des variables �r� 'r�p�� Pour commencer� prenons pour expression de Fi celle
donn�ee dans la premi�ere partie en supposant les satellites ponctuels ��equation ���� de la
partie I�� �a savoir

Fi

mi
� �G�m� " mi�ri

r�i
"

NX
j��j �i

Gmj

�
rj � ri

r�ij
� rj

r�j

�
" G�m� " mi�riU����

"
NX

j��j �i

GmjrjU���� ����

Ecrivons �Fi
�r

� il vient apr�es calculs en notant �n l
une quelconque des coordonn�ees d
un
corps Pn



mi

�Fi

��n
�

G�m� " mi�

r�i

�
��nri
r�i

� �

	

in "

Gmn

r�n

�
��nrn
r�n

� �

�
� � 
ni�

"
Gmn

r�in

�
� � ���n � �i��rn � ri�

r�in

�
� � 
ni�

�
NX

j��j �i

Gmj

r�ij

�
� "

���i � �j��rj � ri�

r�ij

�

in

"

�
G�m� " mi�

�

��n
riU����

�

in "

�
Gmn

�

��n
rnU�n��

�
�� 
in� ����

o�u 
in est le symbole de Kronecker et � �  si �n est du type � de la composante de Fi�
� � � sinon�

L
�equation ���� se r�e�ecrit donc� en posant fil � � ��it
�cl

� sous la forme

d�fil
dt�

�


mi

NX
n�

�
�Fi

�xn
f
���
nl "

�Fi

�yn
f
���
nl "

�Fi

�zn
f
���
nl "

�Fi

�cl

�
����

�� On dira que deux coordonn�ees sont du m�eme type si elles se rapportent �a un m�eme axe du rep�ere
	ex� xi et xj sont du m�eme type� xi et yj ne le sont pas
�

��



En exprimant de fa�con explicite le second membre� il vient

d�fil
dt�

�
G�m� " mi�

r�i

�
��ri � fil� ri

r�i
� fil

	
" G�m� " mi� Jil "

NX
n��n �i

Gmn Jnl

"

NX
n��n �i

�
Gmn

r�n

�
��rn � fnl� rn

r�n
� fnl

�

"
Gmn

r�in

�
�fnl � fil� "

��rn � ri� � �fil � fnl�

r�in
�rn � ri�

	 �

"


mi

�Fi

�cl
��	�

avec

Jkl �

�
�

�xk
rkU�k��

�
f
���
kl "

�
�

�yk
rkU�k��

�
f
���
kl "

�
�

�zk
rkU�k��

�
f
���
kl ����

Il est clair que le terme �Fi
�cl

est nul quand la constante �a ajuster est une condition initiale�
Dans le cas contraire� son expression se d�eduit ais�ement des d�eveloppements exprim�es dans
le chapitre  de la partie I� Par ailleurs� le calcul explicite des termes fonction de Jkl dans
l
expression pr�ec�edente fait l
objet de la proposition �a suivre
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Proposition � Soient �k et #k deux coordonn�ees quelconques d�un corps Pk� nous avons
pour expression g�en�erale des d�eriv�ees secondes du potentiel U�k�� limit�e aux harmoniques
zonaux �coe�cients Jn	

�

��k

�
�U�k��

��k

�
�

�X
n�

�Er�
nJn

rn��
k

�

�
�
��n� ��Pn�sin�k� � sin�k

dPn�sin�k�
d sin�k

rk

�
A�� � �n� ���k�k

r�k

�

�
� sin�k
��k

�
��n� 
��k

dPn�sin�k�
d sin�k

� �k sin�k
d�Pn�sin�k�
d sin� �k

rk
�

�z�k
��k

d�Pn�sin�k�

d sin� �k

�
A

�
�n� 
��k

�
�z�

k

��k

dPn�sin�k�
d sin�k

�
r�k

��
� ������

D�EMONSTRATION� �Reprenons la formule �
��� donn�ee dans la premi�ere proposition de la partie I et
r�e�ecrivons�la sous la forme

�U
���
�k��

��k
�

�X
n��

	Er
nJn

rn��
k

�
�k

rk

�
	n  �
Pn	sin�k
  sin�k

dPn	sin�k


d sin�k

�
�
�z�k
��k

dPn	sin�k


d sin�k

�
	����


Comme nous nous contentons ici des coe�cients Jn	 l�indice
��� au dessus du potentiel n�est plus n�ecessaire�

En rentrant le facteur �
r
n��

k

�a l�int�erieur des crochets	 il vient alors pour expression de la d�erivation

�
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Nous remarquons que nous devons e�ectuer la d�erivation par rapport �a la quantit�e �k d�une quantit�e elle�m�eme
d�eriv�ee d�une coordonn�ee �k� Nous allons devoir di��erencier le cas o�u �k et �k d�esignent la m�eme variable� En
utilisant la notation � �i�e� � � � si �k et �k d�esignent la m�eme coordonn�ee	 � � � sinon�	 et en regroupant les
di��erents termes on arrive �nalement �a la formule recherch�ee�
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Exemple� En nous limitant aux coe�cients J�� J� et J� du corps central� il vient pour
chacune des composantes
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Introduisons �a pr�esent l
aplatissement des satellites dans les �equations aux variations�
en n�egligeant les termes du type U���� �autrement dit le terme B de la page ���� Il su�t pour
cela de remplacer dans l
�equation ��	� l
expression de Jkl par la suivante

Jkl �

�
�

�xk
rkU�k�� "

�
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���
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o�u �xk�� y
k
� � z

k
�� sont les coordonn�ees du corps P� dans le rep�ere centr�e sur le corps Pk� On

peut alors se ramener �a la proposition � pour une �ecriture explicite�

��� Int�egration des �equations aux variations

Nous venons de voir que la minimisation des �O�C� passe par l
int�egration d
un nouveau
syst�eme di��erentiel� celui des �equations aux variations� Nous allons maintenant pr�esenter
comment ce syst�eme a �et�e inclus dans notre programme num�erique�

����� Le programme EQVARSOL���f

Lors de la partie I� nous avons d�evelopp�e un code num�erique capable d
int�egrer les �equa�
tions du mouvements relatives aux diverses perturbations incluses �ou seulement test�ees�
dans le syst�eme� Ce programme a donc �et�e repris et enrichi des �equations aux variations a�n
d
obtenir �a la fois les positions�vitesses des satellites� mais �egalement les d�eriv�ees partielles
� ��itk
�cl

pour chaque instant des observations�
En pratique les �equations du mouvement et les �equations aux variations� relatives aux

coe�cients J�� J� �a toutes les masses du syst�eme et aux angles �� I� sont int�egr�ees en m�eme
temps% soit un total de 	�� �equations di��erentielles dans le cas du syst�eme galil�een� Nous
avons choisit cette fois une int�egration �a pas variable �le pas initial restant �a ���� jours��
de fa�con �a garder une pr�ecision optimale lors de l
int�egration du syst�eme global ��equations
du mouvement et aux variations�� A titre indicatif� signalons que le temps de calcul d
une
simulation pour un si�ecle d
int�egration est d
environ une heure et demi �sur un PC �equip�e
d
un processeur PIII cadenc�e �a ��� Mhz��
Le contr�ole de l
erreur durant l
int�egration� et surtout de la validit�e des �equations pro�
gramm�ees via la conservation de l
int�egrale premi�ere n
�etait plus possible� Nous avons
donc recherch�e une m�ethode capable de nous assurer de la validit�e des simulations r�eali�
s�ees� Cette �etape est indispensable dans la mesure o�u une erreur peut ais�ement survenir
lors de la programmation des �equations aux variations �voir les pages �� �a ���

��



����� Controle de l�int�egrateur

Comme nous allons le voir� le contr�ole de la conservation de l
�energie a �et�e remplac�e
par celui d
une relation de lin�earit�e� Soit � une petite variation sur une des constantes de
la th�eorie cl� nous pouvons �ecrire par un d�eveloppement de Taylor �a l
ordre  et pour un
�N " M �uplet �t� c�� � � � � �cl� � � � � c�N�M� �x�e

*�i
t�c�� � � � � cl " �� � � � � c�N�M �� *�i

t�c�� � � � � cl� � � � � c�N�M� � �
� *�i

t

�ci
�c�� � � � � cl� � � � � c�N�M�

�����

C
est cette relation de lin�earit�e que nous avons dans un premier temps test�ee� Pour cela�
nous avons e�ectu�e deux int�egrations num�eriques di��erant juste de la quantit�e � relative
�a la constante ci� Puis nous avons compar�e la di��erence sur les positions avec le second
membre de l
�equation pr�ec�edente� Le graphe de la �gure � repr�esente l
�ecart relatif �en
pourcentage� entre ses deux quantit�es pour une variation de ��� sur le J� de Jupiter�
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Fig� � � Ecart relatif sous forme de pourcentage entre le membre de gauche et le membre
de droite des �egalit�es �����	 �graphe de gauche	 et �����	 �graphe de droite	� avec � �
(J� � ���� sur une p�eriode de �� ans�

Quoique les �ecarts soient relativement faibles dans la plupart des cas� certains points
paraissent donner des di��erences assez importantes �jusqu
�a soixante pourcents d
erreur��
De plus� leur nombre semble augmenter avec la dur�ee de l
int�egration�
En remarquant que nous avons pour une fonction f quelconque de classe C�

f�x " ��� f�x � �� � ��f ��x� " O���� ����

on peut encore �ecrire pour un M �uplet �x�e �t� c�� � � � � �ci� � � � � c�N�M�
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Cette �egalit�e � ressemble �a l
�egalit�e ������ mais est une approximation lin�eaire jusqu
�a
l
ordre � en �� Nous avons donc cherch�e �a tester cette nouvelle �egalit�e� et avons obtenu
pour la m�eme variation du param�etre J� le graphe de droite de la �gure ��

Comme nous pouvons le constater ce sont bien les termes d
ordre � en � qui apparais�
saient en grande partie dans le graphe de gauche pr�ec�edent� En e�et� une petite variation
dans une constante de la th�eorie apporte une d�erive s�eculaire en longitude� Lorsque une
observation a lieu au voisinage de l
�elongation du satellite rapport aux axes �X�Y�Z�� seule
petite variation de la quantit�e obser�ee �ici (X� peut �etre observ�e tandis que les deux satel�
lites sont tr�es �eloign�es �voir la �gure ���� On peut m�eme imaginer le cas critique (X � �
lorsque les deux positions se situent �a �egales distance mais pour des Y oppos�es de part le
point de rebroussement� Math�ematiquement cela se traduit par un terme O��(cl�

�� tr�es
grand en comparaison du terme lin�eaire�
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Fig� �� � Di�erence entre la position observ�ee r�i d�un satellite et la position calcul�ee ri
de ce m�eme satellite� rapport�ee sur des coordonn�ees cart�esiennes �xi� yi� zi��

La m�ethode pr�ec�edemment d�ecrite pour tester la validit�e de l
int�egration des �equations
aux variations a �et�e utilis�ee sur chacune des constantes du mod�ele � de mani�ere ind�epen�
dante� et avec les diverses perturbations que nous avons choisi de conserver�

�� En pratique� c�est cette �egalit�e qui est g�en�eralement utilis�ee pour calculer des d�eriv�ees num�eriques�
�� A l�exception des coe�cients d�aplatissement des satellites� qui resteront constants tout au long de

notre travail�

�	



��� Variables d�observations

Les observations des satellites ne fournissent pas des coordonn�ees cart�esiennes� mais des
quantit�es li�ees �a la con�guration g�eom�etrique des satellites vus de la Terre� Ces variables
d
observation ont �egalement chang�ees au cours du temps en fonction des instruments uti�
lis�es� Au long de notre travail� nous avons �et�e face �a trois types de quantit�es appel�ees
coordonn�ees absolues� di��erentielles et tangentielles�

��
�� Les coordonn�ees absolues

Les coordonn�ees absolues not�ees �	� 
� d
un satellite appel�ees ascension droite et d�ecli�
naison correspondent aux angles sph�eriques de l
observation rapport�e �a un rep�ere �equatorial
terrestre de directions �xes �J������ Celles�ci se calculent en rapportant la position d
un sa�
tellite par rapport �a certaines �etoiles dont les coordonn�ees absolues sont connues �catalogue
d
�etoiles��

��
�� Les coordonn�ees di��erentielles

Les coordonn�ees di��erentielles not�ees �(	 cos 
�(
� ou parfois �(	�(
� rapportent les
coordonn�ees absolues d
un satellite par rapport �a un autre� Ce jeu de coordonn�ees est tr�es
utilis�e dans le cas d
observations de ph�enom�enes mutuels� En e�et� un ph�enom�ene mutuel
consiste en l
occultation ou l
�eclipse d
un satellite par un autre�

��
�
 Les coordonn�ees tangentielles

Les coordonn�ees tangentielles not�ees �X�Y � d
un satellite sont des coordonn�ees car�
t�esiennes rapport�ees sur un plan perpendiculaire �a la direction observateur!observation�
Celles�ci sont g�en�eralement fournies par des observations issues de plaques photographiques�
L
origine en est g�en�eralement le photocentre de Jupiter que l
on assimile �a son centre de
masse de coordonn�ees �	p� 
p�� Les axes de r�ef�erences sont l
�equateur terrestre B��� ou
J���� pour l
axe des X et donc le m�eridien local pour l
axe des Y � Si l
on connait �	p� 
p��
les coordonn�ees �X�Y � sont alors li�ees aux coordonn�ees absolues par la relation �ordre ��

X � (	 cos 
p �(	(
 sin 
p �����

Y � (
 "


�
�(	�� sin 
p cos 
p

�a condition de suppos�e que le photocentre de Jupiter est exactement plac�e au centre du
champ� Il s
agit l�a bien�s�ur d
une approximation que nous sommes contraint de faire� la
position de celui�ci relativement au centre de la plaque n
�etant pas pr�esente dans les donn�ees
observationnelles�

��



��	 Ajustement aux observations

Dans la mesure o�u l
on peut passer sans trop de di�cult�es d
un type de coordonn�ees �a
l
autre� nous ram�enerons toutes les observations �a un seul type de coordonn�ees� Remarquons
tout d
abord que les coordonn�ees �	� 
� font intervenir in�evitablement la position de Jupiter�
En e�et� la position des satellites galil�eens dans le ciel est en partie fonction des �eph�em�erides
de Jupiter �dont la pr�ecision est d
environ �� kilom�etres�� A�n de ne pas introduire d
erreur
ext�erieur �a la th�eorie� il convient donc de se ramener plut�ot �a des positions di��erentielles
�ou inter�satellite��

Dans le cas des coordonn�ees tangentielles� c
est la di��erence inconnue entre le photo�
centre et le centre de masse de Jupiter �inconnu a priori� qui nous am�ene de nouveau �a
utiliser des coordonn�ees inter�satellites� Il reste �a faire le choix entre des coordonn�ees inter�
satellites absolues ou tangentielles� Pour des raisons qui apparaitront plus loin �chapitre �
partie II�� nous avons fait le choix des coordonn�ees inter�satellites absolues�
L
utilisation de coordonn�ees intersatellite n�ecessite de prendre un satellite comme r�ef�e�
rence� Pour ne pas privil�egier un satellite particulier nous avons ramen�e la position de tout
les satellites au barycentre des satellites observ�es 	� Ce barycentre a donc �et�e calcul�e pour
chaque observation�

La prise en compte de ces nouvelles variables du probl�eme n�ecessite de compl�eter l
�etude
faite en d�ebut de chapitre� Commen�cons par regarder l
ajustement en variables absolues�

����� Le cas des coordonn�ees absolues

Notons par �	
�k�
i � 


�k�
i � les ascensions droites et d�eclinaisons du ieme satellite �a des

dates d
observations tk� Il est donc n�ecessaire de ramener ces variables �a des coordonn�ees
cart�esiennes dans le rep�ere du corps central �voir la �gure ����

En �ecrivant �X�Y�Z� les coordonn�ees du corps central P� et �xi� yi� zi� les coordonn�ees
cart�esiennes recherch�ees du corps Pi par rapport �a P�� nous avons l
�egalit�e

X " xi � rT i cos 
i cos	i

Y " yi � rT i cos 
i sin	i ���	�

Z " zi � rT i sin 
i

o�u rT i d�esigne la distance Terre�satellite� L
�equation ���� prend alors la forme suivante

�O � C�i ��

������
�����

(	
�k�
i �

�X
j�

�	i
��j

�
�N�MX
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�cl
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�� Tous les satellites galil�eens n��etant pas toujours observables dans une nuit�
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Fig� �� � Passage des coordonn�ees cart�esiennes jovicentriques aux coordonn�ees absolues�

soit encore en notation matricielle Z � HXA� avec
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Le calcul de la matrice H am�ene �a l
�egalit�e
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����� Le cas des coordonn�ees relatives

Comme nous l
avons d�ej�a dit� nous allons utiliser des coordonn�ees inter�satellites abso�
lues relatives au barycentre des satellites observ�es� Soit No le nombre de satellites observ�es�
nous sommes donc amen�es �a consid�erer les di��erences�
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Ces termes peuvent encore se r�e�ecrire pour l
ascension droite sous la forme
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De m�eme pour les d�eclinaisons� nous sommes donc �nalement ramen�es �a la section pr�ec�e�
dente par le calcul des quantit�es (	

�k�
j et (


�k�
j pour un j quelconque�
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Chapitre �

Comparaison au Mod�ele de

Sampson�Lieske

Dans ce chapitre� nous allons comparer notre mod�ele �a la solution de Sampson�Lieske� Outre

l�int�er�et de comparer notre travail �a une th�eorie ant�erieure� cette �etape nous permettra lors de

l�ajustement aux observations d��etre d�ej�a tr�es proche du syst�eme r�eel� Apr�es une br�eve description

de la th�eorie de Sampson�Lieske� nous pr�esenterons les r�esultats issus de notre ajustement� Nous

en pro�terons �egalement pour revenir en �n de chapitre sur les petites perturbations introduites

dans le chapitre 
 de la partie I�

��� Quelques rappels sur la th�eorie de Sampson�Lieske

Avant de pr�esenter le r�esultat de notre ajustement� il convient en premier lieu de pr�esen�
ter bri�evement la th�eorie de Sampson�Lieske� La th�eorie initiale d�evelopp�ee par Sampson
date du d�ebut du si�ecle dernier� et a �et�e publi�ee en �� �r�ef�erence ��� �� Cette th�eorie �a
produit les �eph�em�erides des satellites galil�eens jusque dans les ann�ees soixante dix� Avec le
temps� celles�ci se sont d�eterior�ees en regard des observations� par absence de r�eajustement
des constantes de la th�eorie� Un d�ecalage temporel a alors �et�e e�ectu�ee pour absorber la
d�erive en longitude�

����� Les perturbations introduites

Sampson mod�elise le syst�eme galil�een par quatre satellites ponctuels� et Jupiter munit
d
un aplatissement via les coe�cients J� et J�� Pour tenir compte des perturbations so�
laires� Sampson reprend les s�eries de Brown� La pr�ecession jovienne est �egalement prise en
compte� apr�es quelques simpli�cations� Le rep�ere de r�ef�erence est le plan �equatorial jovien�
ayant comme origine pour le premier axe le point vernal jovien� Ainsi� en plus des pertur�
bations pr�ec�edemment cit�ees� des forces d
inertie issues du mouvement du p�ole jovien sont
pr�esentes�
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����� Variables utilis�ees et forme de la solution

Les variables utilis�ees par Sampson ne sont pas les variables en �el�ements elliptiques
usuels� mais issues des coordonn�ees cylindriques et not�ees ��i� �i� zi� o�u i d�esigne l
indice
d
un satellite� A partir de ces variables� on peut d�e�nir les variables ��i� �i� �i� d�e�nies par
les relations ���

��
�i � Ai� " �i�
�i � �i � li

�i �
zi
Ai

����

li �etant la longitude moyenne et Ai la partie constante pr�esente dans la variable �i�

y

x

z

i

ν i

ρ

P i

z i

Fig� �� � Les variables utilis�ees dans la th�eorie de Sampson�

Sampson int�egre alors analytiquement un syst�eme di��erentiel d
ordre deux par rapport au
temps des variables ��i� �i� �i��
La solution du mouvement des satellites est donn�ee sous la forme de s�eries analytiques �a
amplitude num�erique� En e�et� Sampson ne d�elivre dans ses s�eries �nales que des valeurs
calcul�ees des amplitudes� Le calcul des d�eriv�ees partielles des solutions par rapport aux
constantes du syst�eme devient impossible� et la solution de Sampson ne peut donc pas �etre
r�eajust�ee�

����
 Les am�elioration de Lieske

Lorsque Lieske reprend la th�eorie de Sampson dans les ann�ees soixante�dix �pour les
besoins des sondes voyager�� il doit trouver entre autre une m�ethode pour pouvoir remettre
�a jour les valeurs des param�etres�
Ainsi� Lieske e�ectue les modi�cations suivantes�

� il corrige un certain nombre d
erreurs de calculs pr�esentes dans le travail de Sampson%
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� il introduit la longue p�eriode de De Haerdtl �n� � �n� et am�eliore la repr�esentation de
la perturbation solaire%

� il introduit une libration libre �r�esonance laplacienne� dans les d�eveloppements analy�
tiques%

� il introduit des quantit�es � et  comme variation des conditions initiales impos�ees par
Sampson� a�n de r�eajuster la solution de ��%

� il fournit les d�eriv�ees partielles relatives aux 	� constantes de la th�eorie�

Lieske donne sa solution sous la forme de corrections aux coe�cients calcul�es par Samp�
son� en introduisant les param�etres de corrections ��k� k�� Quoique la m�ethode de Lieske
soit e�cace et permette de mieux s
ajuster aux observations� cette m�ethode conserve cer�
taines incoh�erences r�esidant dans le corps m�eme de la m�ethode� mais �egalement dans le
traitement de la libration laplacienne� Ainsi� la libration libre laplacienne est introduite en
ajoutant � param�etres �arti�ciels� �a la th�eorie� Toutefois� comme nous allons le voir une
autre source d
erreur tr�es importante provient du choix m�eme des variables utilis�ees�

��� Ajustement �a la solution G


Nous avons ajust�e notre mod�ele �a celui de Sampson�Lieske en utilisant la m�ethode
pr�esent�ee dans le chapitre pr�ec�edent�

����� Solution G�

La th�eorie de Lieske utilis�ee pour faire notre ajustement est la th�eorie G� �disponible
sur le serveur de l
IMCCE�� dont l
ajustement aux observations a �et�e e�ectu�e par J�E�Arlot
�voir la r�ef�erence �� �� Notons que l
utilisation d
une version de la th�eorie de Lieske plut�ot
qu
une autre ne change pas les r�esultats� dans la mesure o�u le mod�ele th�eorique reste le
m�eme �voir ��� � et o�u uniquement les param�etres ��k� k� changent� Seules les di��erences
internes aux deux mod�eles apparaitront�

L
ajustement a �et�e r�ealis�e en coordonn�ees cart�esiennes �equatoriales J���� en utilisant
un �echantillon de ���	 points par coordonn�ee et avec un pas d
�echantillonage de � jours�
La p�eriode recouverte par l
ajustement est donc d
environ un si�ecle� Cet intervalle de temps
est comparable �a celui sur lequel s
�etendent les observations que nous utiliserons dans le
chapitre suivant�
Les constantes ajust�ees dans notre mod�ele ont �et�e les suivantes�

� Les conditions initiales �positions et vitesses� des quatre satellites%

� Les masses des quatre satellites%

� La masse de Jupiter%

� Les coe�cients J� et J� de l
aplatissement jovien%

� Les angles ��� I� relatifs �a l
orientation du p�ole jovien dans l
espace�
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Quatre passages par la m�ethode des moindres carr�es ont �et�e e�ectu�es pour optimiser
notre ajustement� A�n de pouvoir interpr�eter les di��erences obtenues� nous avons choisi
de les repr�esenter dans un jeu de coordonn�ees cylindriques �equatoriales joviennes et donc
tr�es proches des variables de Sampson�

����� R�esultats

Les r�esultats sont pr�esent�es dans les �gures ���� ���� ��	 et ��� pour les variables
��i� �i� zi��
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Fig� ��� � R�esultat d�un ajustement sur ��� ans entre notre mod�ele et celui de Lieske
�th�eorie G�	� pour le satellite Io� La p�eriode de temps est d�un si�ecle �abscisses en ann�ees	
et les di�erences sont donn�ees en kilom�etres� Les l�egendes x� y� z correspondent respective

ment aux variables ��i� �i� zi�

Nous constatons que les di��erences sont de l
ordre de plusieurs centaines de kilom�etres
pour chacun des satellites� Ces di��erences se manifestent surtout par la pr�esence de longues
p�eriodes dans la variable �i et de fa�con moins importante sur la variable zi� Cela nous a
conduit �a r�eexaminer les variables utilis�ees par Sampson�

����
 Le probl�eme des coordonn�ees cylindriques

G�en�eralement� les solutions d
une th�eorie en m�ecanique c�eleste� sont donn�ees sous la
forme de s�eries de Fourier �a amplitudes polyn�omiales �s�eries de Poisson�� dans lesquelles
se distinguent des termes �a courtes p�eriodes et des termes �a longues p�eriodes� Les termes
�a longues p�eriodes sont g�en�eralement ceux ayant les plus fortes amplitudes �suite durant
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Fig� ��� � R�esultat d�un ajustement sur ��� ans entre notre mod�ele et celui de Lieske
�th�eorie G�	� pour le satellite Europe� La p�eriode de temps est d�un si�ecle �abscisses en
ann�ees	 et les di�erences sont donn�ees en kilom�etres� Les l�egendes x� y� z correspondent
respectivement aux variables ��i� �i� zi�

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

200

300

400

-60 -40 -20 0 20 40 60

’x’
’y’
’z’

Fig� ��	 � R�esultat d�un ajustement sur ��� ans entre notre mod�ele et celui de Lieske
�th�eorie G�	� pour le satellite Ganym�ede� La p�eriode de temps est d�un si�ecle �abscisses
en ann�ees	 et les di�erences sont donn�ees en kilom�etres� Les l�egendes x� y� z correspondent
respectivement aux variables ��i� �i� zi�

��



-300

-200

-100

0

100

200

300

400

500

600

-60 -40 -20 0 20 40 60

’x’
’y’
’z’

Fig� ��� � R�esultat d�un ajustement sur ��� ans entre notre mod�ele et celui de Lieske
�th�eorie G�	� pour le satellite Callisto� La p�eriode de temps est d�un si�ecle �abscisses en
ann�ees	 et les di�erences sont donn�ees en kilom�etres� Les l�egendes x� y� z correspondent
respectivement aux variables ��i� �i� zi�

leur int�egration �a la division par de petits diviseurs�� tandis que les termes �a courtes
p�eriodes ont des amplitudes l�eg�erement variables� comme fonction des longues p�eriodes�
Cette caract�eristique g�en�erale aux th�eorie exprim�ees en �el�ements elliptiques n
est plus
valide dans les variables de Sampson� essentiellement suite �a l
utilisation de la coordonn�ee
�i� ou ce qui revient au m�eme �a la coordonn�ees zi�
En e�et� la nature m�eme de cette coordonn�ee �tr�es inappropri�ee pour d�ecrire un mouvement
k�epl�erien perturb�e� force les termes de p�eriode sup�erieure �a la p�eriode de r�evolution du
satellite �a apparaitre dans les amplitudes m�eme des s�eries d�ecrivant zi �voir la �gure �����

On pourra v�eri�er ainsi dans ��� � qu
aucune longue p�eriode n
intervient dans le d�eve�
loppement �nal des variables zi�

On peut alors se demander pourquoi les variations sont plus importantes sur la variable
�i que sur la variable zi� En fait� lors de notre ajustement nous avions pr�ec�edemment gard�e
constantes les valeurs des angles ��� I�� Les r�esultats correspondants donnaient alors une
forte variation sur zi plut�ot que sur �i �graphes non pr�esent�es ici�� Toutefois� nous avons
�ni par ajuster �egalement les angles ��� I�� Les variations en zi se sont alors r�epercut�ees
sur �i par un e�et g�eom�etrique� donnant ainsi les graphes pr�ec�edent�

Signalons �egalement qu
une autre cause pouvant contribuer �a donner ces larges varia�
tions est l
utilisation de th�eories solaires di��erentes� et dans une moindre mesure l
in�uence
de la pr�ecession jovienne �non prise en compte dans notre mod�ele��
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Fig� ��� � In�uence des variations en inclinaison des satellites sur l�amplitude de la variable
zi�

��� Apport des petites perturbations

Lors de la partie I� nous avions d�ecid�e de conserver un certain nombre de petites per�
turbations dans notre mod�ele sans pouvoir pr�ecis�ement d�e�nir l
in�uence r�eelle de ces
derni�eres� En e�et� bien que la di��erence d
un point de vue quantitatif entre prendre ou
ne pas prendre en compte ces perturbations ait �et�e estim�ee �voir par exemple le chapitre
� de la partie I�� nous avions not�e qu
il su�rait peut��etre d
un l�eger changement dans les
constantes de la th�eorie pour voir ces di��erences disparaitre �en grande partie du moins��
Cette section s
attache �a determiner quelles sont les constantes qui seront modif�ees et en
quelle proportion pour pouvoir minimiser l
abscence de ces perturbations dans un mod�ele�

��
�� Ajustement

A�n de r�ealiser ce travail� nous avons repris la m�ethode d
ajustement d�ej�a utilis�ee dans
la section pr�ec�edente� Cette fois� nous avons ajust�e notre mod�ele �prenant en compte les
forces d
aplatissement suppl�ementaires� et l
aplatissement des satellites�� �a une int�egration
num�erique ne prenant pas en compte ces perturbations �voir l
�equation ���� de la partie I��

Comme dans la section pr�ec�edente les constantes ajust�ees ont �et�e les suivantes�

� Les conditions initiales �positions et vitesses� des quatre satellites%

� Les masses des quatre satellites%

� La masse de Jupiter%

� Les coe�cient J� et J� de l
aplatissement jovien%

� Les angles ��� I� relatifs �a l
orientation du p�ole jovien dans l
espace�

De m�eme� quatre passages par la m�ethode des moindres carr�es ont �et�e e�ectu�es pour

��



optimiser notre ajustement� Les di��erences obtenues ont �et�e �etudi�ees sur les m�emes va�
riables ��i� �i� zi�� a�n d
interpr�eter l
in�uence �eventuelle des perturbations que nous avons
prises en compte et qui sont n�eglig�ees dans le mod�ele de Sampson�Lieske�

Nous avons �egalement choisi un �echantillon de ���	 points par coordonn�ee avec un pas
d
�echantillonage de � jours�

��
�� R�esultats

Les graphes des �gures ���� ���� ��� et ��� repr�esentent les di��erences en kilom�etres
entre les deux mod�eles et que l
on ne peut pas absorber�
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Fig� ��� � R�esultat pour Io d�un ajustement sur ��� ans entre deux mod�eles� l�un prenant
en compte les forces d�aplatissement suppl�ementaires et l�aplatissement des satellites� et
l�autre non� Les abscisses sont des ann�ees et les ordonn�ees des kilom�etres�

Les di��erences sont donc de l
ordre de quelques kilom�etres� Toutefois� comme nous
l
avions d�ej�a dit� l
absorption d
une perturbation se r�ealise au prix d
un d�ecalage entre
les quantit�es physiques r�eelles du syst�eme et celles du mod�ele� Les tableaux suivants pr�e�
sentent donc les modi�cations aux constantes du mod�ele qu
il a fallu apporter pour obtenir
notre ajustement� Le tableau �� donne les variations apport�ees aux conditions initiales du
mod�ele�

Le tableau ��� donne les variations apport�ees aux conditions initiales du mod�ele�
Il apparait que si les variations sur les conditions initiales restent tr�es faibles� celles

sur les param�etres et surtout les coe�cients d
aplatissement J� et J� sont nettement en
dehors des barres d
erreur� A titre indicatif� les barres d
erreur pour ces deux coe�cients
issues de �� sont respectivement de seulement ��� et ����� alors que nous obtenons des
variations de �� 	 ���� et �� �����	� Ce r�esultat est coh�erent avec ce qui a �et�e �enonc�e
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Fig� ��� � R�esultat pour Europe d�un ajustement sur ��� ans entre deux mod�eles� l�un pre

nant en compte les forces d�aplatissement suppl�ementaires et l�aplatissement des satellites�
et l�autre non� Les abscisses sont des ann�ees et les ordonn�ees des kilom�etres�
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Fig� ��� � R�esultat pour Ganym�ede d�un ajustement sur ��� ans entre deux mod�eles�
l�un prenant en compte les forces d�aplatissement suppl�ementaires et l�aplatissement des
satellites� et l�autre non� Les abscisses sont des ann�ees et les ordonn�ees des kilom�etres�
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Fig� ��� � R�esultat pour Callisto d�un ajustement sur ��� ans entre deux mod�eles� l�un
prenant en compte les forces d�aplatissement suppl�ementaires et l�aplatissement des satel

lites� et l�autre non� Les abscisses sont des ann�ees et les ordonn�ees des kilom�etres�

condition initiale en x en y en z

position du satellite  ����	 ������ ���	� ���

vitesse du satellite  ��	��� ��� ������ ����	�� ���

position du satellite � ������	 ������� ������� ���

vitesse du satellite � ������ ��� ��� �����
position du satellite � ����	� ������� �����	�
vitesse du satellite � ������� ��� ������ �����
position du satellite 	 ��	��� ������	 �����	� ���

vitesse du satellite 	 ������ ������� ��� ������ ���

Tab� �� � Tableau pr�esentant les variations apport�ees aux conditions initiales des satellites
pour pallier l�in�uence des forces d�aplatissement suppl�ementaires et de l�aplatissement des
satellites� Les valeurs sont donn�ees en kilom�etres pour les positions et kilom�etres par jour
pour les vitesses�
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Param�etre correction (cl en �

masse du corps central ������ ��� ����� ���

J� du corps central ������ ��	 ������

J	 du corps central ��	��� ��� ����	�
masse du satellite  ����� ��� ���	�
masse du satellite � ����	� ���� ����� ���

masse du satellite � ����� ���� ����� ���

masse du satellite 	 ������ ���� ���	� ���

angle � ������� ��� �����	� ��	

angle I ������ ��	 ������ ���

Tab� ��� � Tableau pr�esentant les variations apport�ees aux param�etres pour pallier l�in

�uence des forces d�aplatissement suppl�ementaires et de l�aplatissement des satellites�

dans la partie I� Tout d
abord les forces d
aplatissement suppl�ementaires font intervenir
directement l
aplatissement de Jupiter� De plus� nous avions mentionn�e la possibilit�e d
ab�
sorber les coe�cients J

�k�
� des satellites dans l
aplatissement du corps central�

En�n� il peut para�)tre �etonnant que les variations soient plus importantes pour le J� que
pour le J�� Cet e�et provient directement de la corr�elation entre ces deux coe�cients� En
r�ealit�e� a�n de minimiser les variations en J�� nous avons contraint ce coe�cient �a rester
constant durant les deux premiers ajustements par moindre carr�es� et l
avons laiss�e libre
dans les deux derniers�
Nous reviendrons plus en d�etails sur cet e�et et sur les valeurs de corr�elation dans le
chapitre qui va suivre�
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Chapitre �

Ajustement aux Observations

Dans ce chapitre� nous allons ajuster notre mod�ele aux observations� Celles�ci sont g�en�era�

lement donn�ees dans des formats et des rep�eres variables� Nous commencerons par pr�esenter les

diverses observations que nous avons utilis�ees� Nous pr�esenterons �egalement la m�ethode appliqu�ee

pour nous ramener dans le rep�ere des observations� Nous conclurons en�n par les valeurs des

�O�C��

��� Pr�esentation des observations

Commen�cons par pr�esenter bri�evement les observations que nous avons utilis�ees� Celles�
ci s
�etendent de �� �a ���� Leur pr�ecision est in�egale de par les instruments utilis�es et
le type d
observation e�ectu�e� Dans toute la suite le nombre d
observations se r�ef�erera au
nombre total de satellites observ�es�


���� Les observations anciennes ��������
��

Ces observations ont des origines diverses� Les observations entre �� et �� ont �et�e
faites �a Helsingfors �Finlande� et �a l
observatoire de Pulkovo �f���	m�� Celles entre ��
et �� ont �et�e faites par Chevalier en Chine �f���m�� Les observations dites �de De Sit�
ter� ont �et�e e�ectu�ees en ����� �a Greenwich et en ��	 au Cap �f����m�� En�n� les
observations ��	 et ��� ont �et�e r�ealis�ees respectivement �a Bucarest �f���m� et Paris
�f���	m��
L
ensemble de ces observations a �et�e utilis�e pour ajuster aux observations le mod�ele de
Sampson�Lieske initial �voir ��� �� et donnant la th�eorie G� dont on trouvera des r�ef�erences
plus pr�ecises dans �� et �� �

nombre d�observations� ��� rep	ere� �equateur B���
type d�observation� photographiques source� �� 
coordonn
ees� tangentielles

�




���� Les observations de D�Pascu

Ces observations ont �et�e faites entre ������� �a l
observatoire de Mc Cormick �Virginie�
USA� et �a l
observatoire naval de Washington D�C� �f����m� par D�Pascu�

la s�erie de ���������

Cette s�erie d
observations a �egalement �et�e utilis�ee dans l
ajustement de G�� En re�
vanche� la s�erie de ������� nous a �et�e communiqu�ee gracieusement par D�Pascu�

nombre d�observations� �� rep	ere� �equateur B���
type d�observation� photographiques source� �� 
coordonn
ees� tangentielles

la s�erie de ��������

nombre d�observations� ��� rep	ere� �equateur vrai de la date
type d�observation� photographiques source� �communication priv�ee�
coordonn
ees� tangentielles


���
 Les ph�enom�enes mutuels

L
observation des ph�enom�enes mutuels des satellites galil�eens a commenc�ee en ����
donnant lieu aux campagnes PHEMU tous les six ans� L
observation de ces ph�enom�enes
est r�ealis�ee dans de nombreux observatoires �a travers le monde� La m�ethode de r�eduction
de ces observations est tr�es di��erente de celle utilis�ee pour des observations classiques�
Les valeurs r�eduites que nous avons utilis�ees proviennent de la m�ethode de r�eduction de
K�Aksnes�

la campagne de ����

nombre d�observations� ��� rep	ere� �equateur J����
type d�observation� ph�enom�enes mutuels source� �� 
coordonn
ees� di��erentielles

la campagne de ����

nombre d�observations� 	� rep	ere� �equateur J����
type d�observation� ph�enom�enes mutuels source� ��� 
coordonn
ees� di��erentielles


���� Les observations de Flagsta�

Ces observations m�eridiennes r�ecentes ont �et�e r�ealis�ees �a Flagsta� �USA��

��



nombre d�observations� ��	 rep	ere� �equateur J����
type d�observation� astrom�etriques source� ��� � ��	 
coordonn
ees� absolues

Pour conclure cette pr�esentation signalons qu
un certain nombre d
observations� bien
que disponibles ont volontairement �et�e inutilis�ees� Ainsi� nous n
avons pas retenu certaines
observations de De Sitter� car notre connaissance imparfaite du rep�ere �equatorial dans
lequel sont donn�ees ces observations aurait entrain�e des erreurs importantes� Les obser�
vations de C�H� Veiga et R� Vieira Martins n
ont� elles� pas �et�e utilis�ees car les satellites
galil�eens y �etaient surexpos�es �saturation du r�ecepteur CCD�� En r�ealit�e� ces observations
ont �et�e faites essentiellement dans le but d
obtenir des positions des satellites Amalth�ee et
Th�eb�e �egalement pr�esents sur les images�

��� Ajustement �a toutes les observations

Nous avons e�ectu�e un ajustement de notre mod�ele �a toutes les observations pr�esent�ees
dans la section pr�ec�edente� Cela a n�ecessit�e de prendre en compte un certain nombre de
corrections pour passer du rep�ere �en temps et espace� de l
int�egrateur num�erique au rep�ere
des observations�


���� Les conditions d�ajustement

L
ajustement aux observations n�ecessite de prendre en compte les cinq �etapes suivantes�

� le passage dans les variables d
observations%

� la conversion du temps universel en temps des �eph�em�erides%

� le calcul du temps de lumi�ere%

� la correction de l
aberration%

� la correction de la r�efraction�

Une bonne partie des observations que nous avons utilis�ees sont donn�ees dans un rep�ere
�equatorial terrestre B���� La prise en compte de ce rep�ere �etant la plus complexe� nous
allons donc d�etailler la m�ethode utilis�ee pour comparer les positions calcul�ees dans l
int�e�
grateur aux observations en rep�ere B���� Le cas du rep�ere J���� et du rep�ere �equatorial
vrai de la date ont �et�e trait�es de fa�con similaire�

Les positions observ�ees �etant des coordonn�ees tangentielles� il peut sembler naturel de
ramener les positions calcul�ees �int�egrateur num�erique� dans ces coordonn�ees pour e�ec�
tuer l
ajustement� Toutefois� cela n�ecessite de ramener �egalement les d�eriv�ees partielles
��equations aux variations� dans ce rep�ere� Le probl�eme vient alors du fait que le rep�ere
B��� n
est pas �xe� le passage du rep�ere J���� �a B��� pouvant se faire par exemple
suivant la m�ethode de S�Aoki �voir �	 �� Le traitement des d�eriv�ees partielles devient alors
particuli�erement complexe� Pour cette raison� nous avons donc choisi d
e�ectuer tous nos

��



ajustements dans le rep�ere �equatorial J�����

L
int�egrateur num�erique nous donne des positions en coordonn�ees cart�esiennes dans un
rep�ere �equatorial terrestre J���� jovicentrique� Les mouvements de la Terre et de Jupi�
ter donn�es par la repr�esentation DE	�� nous permettent alors de nous ramener dans un
rep�ere g�eocentrique J���� �ou h�eliocentrique J���� dans le cas des �eclipses mutuelles de
satellites�� Dans la mesure o�u cette �etape ne fait intervenir qu
une translation du rep�ere�
les d�eriv�ees partielles restent inchang�ees� Nous pouvons alors transformer les positions et
d�eriv�ees partielles en utilisant les formules de la section �	� page ��� et donc obtenir des
quantit�es relatives au barycentre des satellites observ�es�

Les observations sont dat�ees en temps universel �UT ou UTC selon la p�eriode�� Il est
donc n�ecessaire de ramener cette �echelle de temps non uniforme �la rotation de la Terre
n
�etant pas constante�� �a une date en temps des �eph�em�erides �TE ou TT�� Les formules de
changement d
�echelle qui ont �et�e utilis�ees sont celles publi�ees dans �� �

La vitesse de la lumi�ere �etant �nie� le calcul du temps de lumi�ere �i est n�ecessaire pour
ramener la date des observations au moment o�u les satellites ont �et�e r�eellement observ�es�
Ce calcul s
e�ectue par it�erations en utilisant la formule qui suit

� �
jrT �t�� rJ�t� � �j

c
����

o�u rT et rJ sont respectivement les vecteurs position de la Terre et de Jupiter et � le temps
de lumi�ere Terre�Jupiter� Nous avons e�ectu�e deux it�erations en calculant la distance Terre�
Jupiter en amont de l
int�egration num�erique� Une troisi�eme estimation du temps de lumi�ere
�i a alors �et�e e�ectu�ee dans l
int�egrateur en utilisant les distances Terre�satellite Pi�
Notons toutefois le cas particulier des �eclipses mutuelles� Dans une telle con�guration� le
temps de lumi�ere de l
�eclipsant doit �etre remplac�e par le temps de lumi�ere de l
�eclips�e moins
le temps de lumi�ere n�ecessaire pour parcourir la distance �eclipsant��eclips�e� Cela vient du
fait que le ph�enom�ene observ�e ne fait intervenir que le satellites �eclips�e� le satellite �eclip�
sant n
�etant pas pr�esent� Au moment o�u le satellite �eclips�e entre dans le c�one d
ombre� le
satellite �eclipsant s
est d�ej�a d�eplac�e du temps de lumi�ere satellite �eclipsant�satellite �eclips�e�

La vitesse de l
observateur �mouvement de la Terre� et la vitesse �nie de la lumi�ere
am�enent �a tenir compte d
un ph�enom�ene d
aberration� Celui�ci peut �etre corrig�e en modi�
�ant le calcul du temps de lumi�ere par la nouvelle expression �a suivre

� �
jrT �t� � �� rJ�t� � �j

c
�����

En�n� les corrections astrom�etriques sont g�en�eralement e�ectu�ees par les observateurs�
Signalons toutefois� que nous avons corrig�e de la r�efraction la s�erie d
observations de Pascu
�������� qui nous a �et�e communiqu�ee dans un rep�ere apparent�

�	



Pour �nir� le sch�ema �� r�esume la d�emarche que nous avons suivi pour l
ajustement�
Notons que la correction des temps de lumi�ere Terre�satellites est e�ectu�ee dans l
int�egra�
tion num�erique� Ainsi� les positions de chaque satellite sont calcul�ees dans l
int�egration �a
des dates l�eg�erement di��erentes �de quelques secondes�� A�n de limiter les erreurs num�e�
riques �l
int�egration du syst�eme galil�een sur ces quelques secondes impliquant des erreurs
�enormes�� nous avons choisi de forcer l
int�egrateur �a revenir en arri�ere dans le temps d
un
jour syst�ematiquement apr�es calcul de la position d
un satellite�
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Fig� �� � Algorithme utilis�e pour comparer les coordonn�ees calcul�ees dans l�int�egrateur
aux coordonn�ees tangentielles B�����


���� Les �O�C�

Nous avons donc e�ectu�e notre ajustement en coordonn�ees di��erentielles J����� A l
ex�
ception des observations de ph�enom�enes mutuels� une pond�eration uniforme a �et�e utilis�ee�
Toutes ces observations ont donc un poids de � Les observations de ph�enom�enes mutuels
publi�ees dans �� et ��� sont fournies avec des poids relatifs allant de  �a � et ont �et�e

��



conserv�es tels quels dans notre ajustement�

Une di�cult�e fr�equente dans les ajustements concerne le probl�eme des corr�elations des
conditions initiales et param�etres� Par exemple� il est bien connu que les coe�cients J�
et J� sont fortement corr�el�es� Cela peut ainsi conduire dans un ajustement �a obtenir une
valeur tr�es grande du J�� celui�ci compensant une partie du J� dans le mod�ele� A�n d
�eviter
ce genre de corr�elation dans notre mod�ele� nous avons utilis�e les valeurs issues des sondes
spatiales et donc tr�es pr�ecises pour tous les param�etres �a l
exception des angles ��� I�� En
cela� nous tirons tout le b�en�e�ce de notre �etude faite dans la partie I� En e�et� comme nous
l
avions expliqu�e� on peut ais�ement absorber un certain nombre de perturbations a priori
non n�egligeables� en changeant l�eg�erement les valeurs des constantes d
une th�eorie� Tou�
tefois� notre mod�elisation du syst�eme galil�een �etant particuli�erement �ne� nous pouvons
�xer d
embl�ee �a une valeur constante de nombreux param�etres sans pour autant nuire �a la
qualit�e de l
ajustement�

Les graphes de la �gure ��� donnent les �O�C� pour chacun des satellites apr�es ajus�
tement� Le graphe de la �gure ��� donne les �O�C� des campagnes PHEMU uniquement�
Rappelons qu
une seconde de degr�e g�eocentrique fait environ ���� kilom�etres �a la distance
de Jupiter�
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Fig� ��� � �O
C	 en ascension droite et d�eclinaison sur les toutes les observations apr�es
ajustement pour Io �J�	� Europe �J�	� Ganym�ede �J�	 et Callisto �J�	 �de haut en bas
et droite �a gauche	� En abscisses se trouvent les dates d�observations et en ordonn�ees des
secondes de degr�es�

On pourra comparer avec int�er�et les �O�C� de la �gure ��� avec ceux pr�esent�es dans les
articles ��� et ��� � On constate que les �O�C� issus de notre mod�ele sont bien meilleurs�
surtout pour la campagne de ��� En outre� la d�erive signi�cative dans les �O�C� issus de
la th�eorie E� sur l
ascension droite de Io n
est plus pr�esente dans les �O�C� issus de notre
mod�ele� La justi�cation des auteurs� soup�connant principalement des e�ets syst�ematiques
lors des observations de Io pour expliquer cette d�erive� ne semble donc pas licite�

Le tableau �� donne les valeurs des moyennes des �O�C� et des �ecarts type en ascension
droite et d�eclinaison pour chacun des satellites�

Nous constatons en premier lieu que les valeurs obtenues pour les ph�enom�enes mutuels
sont tr�es bonnes� Cela n
est pas surprenant� de telles observations �etant fond�ees sur l
ob�
servation d
un ph�enom�ene ��eclipse ou occultation�� plut�ot qu
une mesure astrom�etrique
entach�ee des probl�emes de turbulence de l
atmosph�ere et de rep�ere� Les valeurs pour l
as�
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Fig� ��� � �O
C	 sur les campagnes PHEMU �� et ���

observation �	 �	 �
 �
 N

toutes les obs�� �������� ������� ������� ������� ���
������� �����	 ������� ������� ���
������� ����	�� ����	� ������� �	�
�������� ���	� ������� ����� 	��

les obs� anciennes� ������	� ��	��� ������� ��	�� ���
����� ����	� ������ ��		�	 	
����� ��	��� ������ ��	�� 	��
�������� ������ ������	 ������� 	�

les obs� de Pascu� ������� �����	 ���		� ����	�� ���
������	 ������� ������	� ������� ���
�������� ������ ������� ������� ���
������� ������� ������� ������� ���

les phemu ��� et ��� �������� ������� ������ ����� ���
������� ������ �����	� ������� ���
����	�	 ������ �������	 ������ ��
������ ������	 �����	 ������� ��

les obs� de Stone et Harrys� ������� ���	�� ������� ���	�� ��
������� ���	��� �����	� ���	�� ��
�����	� ������	 �������� ����	�� ��
����� ������ ������ ���	�	� ��

Tab� �� � Tableau donnant les valeurs des moyennes et �ecarts types en ascension droite
et d�eclinaison en secondes de degr�es pour Io �premi�ere ligne de chaque section	 �a Callisto
�derni�ere ligne de chaque section	� N �etant le nombre d�observations utilis�ees pour chaque
satellite�

��



cension droite de Callisto sont toutefois nettement moins bonnes� Cette di��erence semble
pouvoir s
expliquer peut��etre par la pr�esence d
e�ets de surface sur Callisto importants� et
dont la r�eduction ne tient pas compte� La grande qualit�e des �O�C� pour ces observations
dont le poids est rappelons�le tr�es faible prouve l
e�cacit�e de notre ajustement�
Les r�esultats des observations anciennes sont les plus mauvais� Certes on peut penser que
la pr�ecision des mesures e�ectu�ees �a l
�epoque �etait moins bonne� mais cela peut s
expliquer
�egalement par le rep�ere utilis�e� En e�et� la r�eduction des observations anciennes dans le
rep�ere B��� a n�ecessit�e d
utiliser des formules de pr�ecession terrestre� Mais ces formules
ont �evolu�e avec le temps� et il est aujourd
hui d�elicat de savoir lesquelles ont �et�e utilis�ees
au moment de l
observation� Aux erreurs d
observations doivent donc �etre ajout�ees les dif�
f�erences entre les formules de pr�ecession de l
�epoque et celles que nous avons utilis�ees� Cela
vaut �egalement pour les observations de D�Pascu entre ��� et ����

Le tableau ��� donne les modi�cations sur les conditions initiales qui ont �et�e e�ectu�ees
pour obtenir les �O�C� pr�ec�edents� Les angles �� et I ont �et�e modi��es de respectivement

constantes ajust�ees en x en y en z

position du satellite  �	���	����� �������	���� �����������
vitesse du satellite  ���������� ������ 	����������
position du satellite � ����������� ���������� �	���������
vitesse du satellite � 	���	������ 	���������	 ������	����
position du satellite � ������������ �������� �	������	���
vitesse du satellite � ������������� ����		���	� �������������
position du satellite 	 ������	������ ������������	 �������	��
vitesse du satellite 	 ����������� �����������	 ����	����

Tab� ��� � Tableau pr�esentant les variations apport�ees aux conditions initiales des satellites
par l�ajustement aux observations� Les valeurs sont donn�ees en kilom�etres pour les positions
et en kilom�etres par jour pour les vitesses�

�����	 ��� et 	���� ��� degr�es� Les valeurs �nales des conditions initiales et des angles
� et I peuvent �etre trouv�ees dans l
annexe A�

��




���
 Les valeurs des corr�elations lin�eaires

Nous allons pr�esenter pour �nir les valeurs des corr�elations lin�eaires� Celles�ci sont
donn�ees dans les tableaux ���� ��	 et ���� Les valeurs sup�erieures �a ��� sont �ecrites en
caract�eres gras�

Comme nous pouvions nous y attendre� les coe�cients J� et J� sont fortement corr�el�es �a
��+� D
autres constantes de notre mod�ele semblent �egalement subir de fortes corr�elations�
Rappelons toutefois que ces valeurs sont d�ependantes en partie des erreurs d
observation�
De plus� les observations ne donnant des mesures que sur un plan du ciel� nous n
avons
jamais acc�es �a la position exacte des satellites mais simplement �a leur projection� D�es lors�
il faut s
attendre �a obtenir des corr�elations importantes entre les conditions initiales�
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x� y� z� x� y� z� x
 y
 z
 x	 y	 z	
x� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� �����
y� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� �����
z� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� �����
x� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� �����
y� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� �����
z� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� �����
x
 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� �����
y
 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ����
z
 ���� ���� ���� ����� ����� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����
x	 ����� ���� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ����
y	 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� ���� ����
z	 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ����

vx� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� �����
vy� ���� ����� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ����� �����
vz� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� �����
vx� ����� ���� ���� 	���� 	���� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ����
vy� ���� ����� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ���� ����� �����
vz� ���� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����
vx
 ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� 	���
 ����� ����� ����� �����
vy
 ����� ����� ����� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ���� ���� �����
vz
 ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ����
vx	 ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ���� ����� 	���� �����
vy	 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ����
vz	 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� ���� ����
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��� Pourquoi ne pas s�arr�eter l�a�

A ce stade de notre travail� nous disposons en�n d
un mod�ele capable de d�elivrer des
�eph�em�erides tr�es pr�ecises des satellites galil�eens� La pr�ecision interne de ce mod�ele �qui
est ici la pr�ecision de notre int�egrateur num�erique� a pr�ealablement �et�e estim�ee �a quelques
dizaines de m�etres �voir la partie I�� La pr�ecision externe est� elle� un peu plus d�elicate �a
�evaluer dans la mesure o�u nous restons tributaire des erreurs d
observations� L
examen des
�O�C� des ph�enom�enes mutuels nous laisse supposer que la pr�ecision externe est de l
ordre
de quelques dizaines de kilom�etres au plus�

Toutefois l
int�egrateur num�erique ne peut fournir que des valeurs tabul�ees des positions
et vitesses des satellites� A�n de pallier ce probl�eme� une m�ethode classique consiste �a
utiliser une repr�esentation par des polyn�omes de Tchebychev pour d�ecrire le mouvement
des satellites� Cette m�ethode consiste �a e�ectuer un �echantillonnage su�samment �n des
positions et vitesses des satellites issues de l
int�egrateur� On peut alors utiliser des algo�
rithmes simples pour calculer les coe�cients des polyn�omes de Tchebychev ad�equats�

Cette m�ethode comprend pourtant au moins deux lacunes importantes que nous allons
�enoncer�

� aucune connaissance des fr�equences du syst�eme n
est disponible
Ainsi� les simples fr�equences de r�evolution des satellites des noeuds ou de la libra�
tion laplacienne sont inconnues� Ces fr�equences avec leur amplitude sont pourtant
essentielles �a la compr�ehension de l
�etat dynamique dans lequel se trouve le syst�eme�
ainsi que son �evolution au cours du temps� Cela est �egalement n�ecessaire pour �etudier
l
action des e�ets de mar�ees �a l
int�erieur des satellites et sur leur rotation�

� pas de mod�ele du syst�eme sur un long terme

Les polyn�omes de Tchebychev ne sont utilisables que sur l
intervalle de temps o�u
a �et�e e�ectu�ee l
int�egration num�erique� Une telle repr�esentation ne peut donc pas
d�ecrire le syst�eme sur un temps tr�es long� limitant toute �etude ult�erieure au temps
d
int�egration pr�ec�edemment utilis�e�

Pour ces raisons� nous allons donc poursuivre notre travail dans une troisi�eme partie�
a�n d
obtenir une repr�esentation bien plus satisfaisante des mouvements des satellites
galil�eens� Celle�ci sera bas�ee sur une analyse en fr�equence compl�ete du syst�eme galil�een�

	



Troisi�eme partie

Repr�esentation Fr�equentielle
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Chapitre �

Analyse en Fr�equence et Filtrage

Comme nous l�avons dit �a la �n du chapitre pr�ec�edent� la repr�esentation du mouvement des

satellites par des polyn�omes de Tchebychev n�est pas pleinement satisfaisante� Nous avons donc

recherch�e un moyen d�obtenir une repr�esentation plus analytique de notre mod�ele� Pour cela� nous

nous sommes tourn�e vers l�analyse en fr�equence� Ce premier chapitre pr�esente les m�ethodes de

traitement du signal qui ont �et�e utilis�ees au cours de notre travail� Apr�es un ensemble de rappels

sur l�analyse de Fourier� nous pr�esenterons les m�ethodes d�analyse �ne et de �ltrage� qui ont �et�e

deux points cl�es dans notre d�emarche�

��� Quelques rappels sur l�analyse de Fourier

L
analyse de Fourier �a comme point de d�epart la th�eorie des s�eries de Fourier� Nous
allons donc commencer par en pr�esenter les principaux aspects�

����� Signaux continus

On appelle signal continu toute fonction f de la variable r�eelle �a valeur dans R ou
C � La th�eorie des s�eries de Fourier se propose de d�ecomposer tout signal p�eriodique de
p�eriode T en s�erie de signaux sinuso$)daux fondamentaux du type cne

�i�n t
T � chacun ayant

une fr�equence multiple de la fr�equence dite fondamentale �egale �a ��
T

�

Soit f un signal continu p�eriodique de p�eriode T � on peut montrer qu
il existe deux
suites r�eelles �an�n�N et �bn�n�N telles que l
�egalit�e

f�t� �
��X
n�

an cos

�
��n

t

T

�
" bn sin

�
��n

t

T

�
���

soit v�eri��ee en tout point de continuit�e de f �th�eor�eme de Dirichlet��
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Ces deux suites sont d�e�nies par

an �
�

T

Z T

�

f�t� cos

�
��n

t

T

�
dt et a� �
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�

f�t�dt ����

bn �
�

T

Z T

�

f�t� sin

�
��n

t

T

�
dt ����

La s�erie ��� est appel�ee s�erie de Fourier de la fonction f � Par ailleurs� l
application F qui
�a toute fonction f associe les suites �an�n�N et �bn�n�N est appel�ee transformation de Fourier�

A la place des expressions pr�ec�edentes� il est souvent plus commode d
utiliser la formu�
lation complexe �equivalente

f�t� �
X
n�Z

cne
�i�n t

T ��	�

avec

cn �


T

Z T

�

f�t�e��i�n
t
T dt � jcnjei�n ����

En particulier on a les �egalit�es suivantes

an � cn " c�n bn � i�cn � c�n�

cn �
an � ibn

�
c�n �

an " ibn
�

jcnj � jc�nj ��n � ��n ����

Les valeurs jcnj et �n sont le module et la phase de l
amplitude cn associ�ee �a la fr�equence
�n � ��n

T
� On appelle spectre de f l
ensemble des couples fr�equence�amplitude � n

T
� cn�n�Z�

L
une des pr�eoccupations majeures dans l
utilisation des s�eries de Fourier concerne la ra�
pidit�e de leur convergence� Il est possible de d�emontrer que la rapidit�e de ces derni�eres
est directement li�ee �a la r�egularit�e de la fonction f �etudi�ee� Ainsi� plus la fonction f est
r�eguli�ere� plus sa s�erie de Fourier converge rapidement�

D
un point de vue pratique� on ne connait g�en�eralement qu
une quantit�e �nie de valeurs
prises par la fonction f � ce qui demande d
adapter la transformation de Fourier aux signaux
discrets�

����� Signaux discrets

Les donn�ees relatives aux signaux �etudi�es sont en r�ealit�e toujours en nombre �ni� que
celles�ci soient observationnelles ou issues d
un code num�erique� Ainsi� il est impossible de
conna�)tre le comportement d
un signal tout au long de son �evolution� mais uniquement
�a intervalles discrets dans le temps� donnant lieu �a ce que l
on appelle fr�equemment un

�



�echantillonnage de ce signal� De plus� ces donn�ees ne sont accessibles que sur un certain in�
tervalle de temps ��� T  � T n
�etant plus la p�eriode du signal a priori� Cela nous am�ene alors
�a formuler un certain nombre de contraintes en regard du cas id�eal des signaux continus�

Soit N le nombre de donn�ees accessibles dans ��� T  � nous poss�edons en fait une suite
�f�n����n�N d
�etats �a analyser� G�en�eralement ces �etats seront espac�es dans le temps de
fa�con homog�ene donnant lieu �a la repr�esentation math�ematique suivante

*f � *N � f� ���� Ng �� R ou C

k ��� f �k(T � � yk ����

o�u (T � T
N

est le pas d
�echantillonnage�

La repr�esentation en s�erie de Fourier du signal consid�er�e �non p�eriodique a priori�� sup�
pose implicitement que l
on prolonge le signal sur R par p�eriodicit�e� de p�eriode T � Cela ne
pose pas de probl�eme r�eel �etant donn�e que le signal n
est pas connu en dehors de l
intervalle
��� T  �

En revanche� le caract�ere discret des �echantillons �etudi�es est source de di�cult�es� En
premier lieu� le calcul des suites �an�n�N� �bn�n�N ou �cn�n�N ne peut �etre qu
approch�e� par
exemple par les sommes de C�esaro suivantes

cNn �


N

NX
k�

f �k(T � e��i
�
N
nk ����

o�u nous aurons

lim
N��

cNn � cn

De ces formules se d�eduit l
application

�yk���k�N ��� �cNn ���n�N ����

appel�ee transformation de Fourier discr�ete d
ordre N �

f �etant de p�eriodicit�e �egale �a T � la plus petite fr�equence de ce signal correspondra donc
�a la p�eriode de valeur T � Cette plus petite fr�equence est appel�ee fr�equence fondamentale
et sera not�ee �f

�f �
��

T

Les autres fr�equences que l
on d�eterminera seront les multiples de cette fr�equence fonda�
mentale et seront appel�ees les harmoniques du signal�

�



Notons que la limitation du nombre de points introduite emp�eche �egalement de d�eter�
miner l
amplitude des fr�equences sup�erieures �a une certaine valeur� celles�ci apparaissant
alors �a des fr�equences bien plus basses qu
elles ne le sont r�eellement �cet e�et est connu sous
le nom d
e�et mirroir ou aliasing�� Ainsi� pour N donn�ees nous ne pourrons d�eterminer
que les N premiers termes de la s�erie de Fourier de f � On ne peut donc pas d�eterminer
plus de fr�equences que l
on a de points�
D
o�u il ressort qu
un nombre N tr�es �elev�e de donn�ees est g�en�eralement indispensable �a une
bonne analyse des signaux que l
on �etudie�

Le calcul num�erique e�ectif des amplitudes ���� se fait en utilisant l
algorithme de
Cooley et Tuckey �dont il existe des programmes dans de nombreux langages�� permettant
une tr�es grande optimisation du temps de calcul� Cette proc�edure est �egalement connue
sous le nom de transform�ee de Fourier rapide ou TFR �FFT en anglais��
Au �nal� nous obtenons donc une d�ecomposition du signal �etudi�e en signaux fondamentaux
dont l
amplitude et la phase sont calcul�ees num�eriquement� pour chacune des fr�equences
��n
T

�

Les signaux physiques que l
on �etudie comportent g�en�eralement des fr�equences propres
�a la dynamique du syst�eme que l
on regarde� Par exemple� l
�evolution au cours du temps
de la coordonn�ee cart�esienne x d
un satellite comporte comme fr�equences �evidentes la
fr�equence de r�evolution du satellite� puis la fr�equence de la longitude du noeuds� etc���
C
est l
amplitude relative �a chacune de ces fr�equences qui est recherch�ee dans une analyse
de Fourier� Pourtant rien n
indique que ces fr�equences sont des multiples de la fr�equence
fondamentale ��

T
�cette derni�ere �etant fonction uniquement de la longueur de l
intervalle

d
observation ��� T  �� cela n
est d
ailleurs g�en�eralement pas le cas� Nous sommes ainsi amen�e
�a une �etude plus g�en�erale dont rel�eve l
analyse de Fourier�

����
 La transform�ee de Fourier

Rappelons que la th�eorie des s�eries de Fourier donne uniquement les amplitudes des
fr�equences multiples de la fr�equence fondamentale ��

T
� Si les fr�equences propres du syst�eme

n
entrent pas dans ce cadre� les s�eries de Fourier semblent perdre de leur int�er�et� Nous
verrons pourtant qu
il n
en est rien�

La th�eorie des s�eries de Fourier se propose de d�evelopper tout signal p�eriodique dans
la base des exponentielles complexes� autrement dit dans un espace de fr�equences� Il s
agit
donc d
un changement de base �au sens des espaces vectoriels� permettant de passer d
une
base temporelle �a une base fr�equentielle� On peut alors chercher �a appliquer cette d�emarche
��a des fonctions non p�eriodiques� Nous avons alors une application qui �a toute fonction f�t�
su�sament r�eguli�ere �mais non p�eriodique a priori� associe une fonction F�f���� appel�ee
transform�ee de Fourier� Celle�ci d�ecrit l
�evolution dans l
espace des fr�equences fei�tg��Rde
la fonction f � La propri�et�e de non p�eriodicit�e en temps de f se retrouve alors dans l
espace
des fr�equences par le fait que son expression ne peut �etre restreinte simplement �a la base

��



des fr�equences fe�i�n t
T gn�Z�

La transform�ee de Fourier est d�e�nie par

R ��� R ou C

F�f���� ��
Z �

��

f�t�e�i�tdt ����

et son graphe est appel�e le spectre de la fonction f �

Nous avons d�esormais une relation th�eorique reliant l
�evolution temporelle d
un signal
�ce que l
on observe� avec ses fr�equences intrins�eques �ce que l
on recherche�� Il su�t pour
cela de balayer l
espace r�eel des fr�equences et de rechercher la pr�esence de pics �ampli�
tudes �elev�ees� signes r�ev�elateurs de la pr�esence de fr�equences signi�catives� En pratique�
une telle �etude est peu applicable dans la mesure o�u le nombre de points pr�esent dans les
�echantillons est g�en�eralement tr�es �elev�e� Le calcul num�erique de l
int�egrale ���� n
entre
pas dans le cadre de l
algorithme de la FFT� et devient donc bien trop long lorsque l
on
regarde de nombreuses valeurs de ��

On remarquera toutefois que l
expression de ���� dans le cas d
une fr�equence du type
e�i�n

t
T et pour une fen�etre d
observation ��� T  se ram�ene �a l
expression ����� Nous pouvons

donc utiliser la FFT pour obtenir un �echantillonnage du spectre de f le long des fr�equences
fe�i�n t

T gn�Z� Si le nombre de points N pr�esent dans l
�echantillon est tr�es grand� on peut
alors esp�erer obtenir une bonne repr�esentation �discr�ete� du spectre �continu� de f � Cette
m�ethode est tr�es utilis�ee en pratique� Elle conserve pourtant l
inconv�enient de ne fournir que
des valeurs approch�ees �en fait �a une pr�ecision de la fr�equence fondamentale� des vraies
fr�equences du syst�eme physique �etudi�e� Nous allons maintenant pr�esenter une m�ethode
permettant de corriger cette imperfection dans le cas des signaux quasi�p�eriodiques�

��� Analyse �ne

En m�ecanique c�eleste� en l
absence de chaos et en n�egligeant les e�ets de mar�ees� les
mouvements que l
on �etudie sont quasi�p�eriodiques� c
est �a dire qu
ils sont compos�es d
une
quantit�e au plus d�enombrable de fr�equences� non commensurables a priori� La m�ethode
d
analyse �ne d�evelopp�ee par J�Laskar �voir ��	 � se propose de retrouver les fr�equences
r�eelles �a partir des fr�equences trouv�ees par une FFT�

����� Pr�esentation th�eorique

L
analyse �ne consiste �a d�ecomposer le signal non sur la base orthonorm�ee classique
�e�i�n

t
T �n�Z�repr�esentation de Fourier�� mais sur la base norm�ee �ei�jt�j�J o�u J est un en�

semble au plus d�enombrable�
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Soit f un signal quasi�p�eriodique

f�t� �
X
j�N

A��j�e
i�jt ���

une FFT sur ce signal nous fournit une suite �nie de couples fr�equence�amplitude ���n
T
� cn��

Pour un �echantillonnage convenable� les fr�equences ��n
T

seront assez proches des v�eritables
fr�equences du syst�eme �j� La m�ethode consiste donc �a obtenir les valeurs explicites des
fr�equences �i et de leur amplitude A��j�� en calculant la projection du signal f sur la base
des fr�equences �ei�t���R�
Celle�ci a pour expression

F ��� �� f� ei�t ��


T

Z T

�

f�t�e�i�tdt ����

en se pla�cant au voisinage des valeurs donn�ees pour les fr�equences donn�ees par la FFT�
les v�eritables valeurs des fr�equences sont celles pour lesquelles F ��� atteint un maximum
local� Nous d�eduisons donc les v�eritables fr�equences du syst�eme ��j�j�J � Toutefois la base
�ei�jt�j�J n
�etant pas orthonorm�ee mais seulement norm�ee� les valeurs F ��� correspondantes
ne sont pas tout �a fait les valeurs des amplitudes associ�ees A��j�� En e�et dans une base non
orthogonale� les coordonn�ees d
un vecteur ne co$)ncident pas avec les produits scalaires de ce
vecteur sur la base� L
une des alternatives consiste �a orthogonaliser la base des fr�equences�
puis �a en d�eduire les coordonn�ees dans cette base ��egales cette fois aux produits scalaires�
et en�n �a retrouver les valeurs pr�ecises des amplitudes en revenant dans la base initiale�
Une autre m�ethode� celle que nous utiliserons� consiste �a utiliser� connaissant les valeurs des
fr�equences� la m�ethode des moindres carr�ees pour am�eliorer la valeur des amplitudes� Ces
deux m�ethodes donnent des r�esultats similaires �voir �� �� lorsque une fen�etre rectangulaire
est utilis�ee�

����� M�ethode utilis�ee

Le programme d
analyse en fr�equence que nous avons utilis�e a �et�e d�evelopp�e par
A�Vienne �voir ��� � sur la base des programmes de J�Laskar et reprend certaines am�e�
liorations apport�ees �a l
analyse �ne par S�Champenois �voir �� �� Nous pr�esentons ici
l
algorithme utilis�e par ce code num�erique�

� On commence par une FFT sur le signal initial� et on d�etermine la fr�equence de plus
grande amplitude�

� On e�ectue une analyse �ne �J�Laskar� pour obtenir la valeur exacte de la fr�equence
pr�ec�edemment obtenue�

� On regarde la proximit�e de la fr�equence trouv�ee �a celles d�ej�a obtenues� Si la nouvelle
fr�equence est �eloign�ee de plus de deux fois la fr�equence fondamentale de toutes les
autres� on l
enl�eve du signal et on recommence en d�ebut de cha�)ne �cas  dans la
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Fig� � � Diagramme de l�algorithme utilis�e par le programme d�analyse en fr�equence�

�gure ���
Dans le cas contraire� on r�eintroduit dans le signal la fr�equence trouv�ee comme �etant
la plus proche et on la d�etermine de nouveau �cas ��� Si le r�esultat reste toujours
inchang�e on red�etermine tous les termes anciennement trouv�es� un par un �cas ���

� On arr�ete l
analyse lorsque l
on a atteint le degr�e de pr�ecision souhait�e� ou bien lorsque
deux fr�equences sont proches de moins de deux fois la fr�equence fondamentale� On
r�eajuste pour �nir toutes les amplitudes par la m�ethodes des moindres carr�es�

����
 D�etermination de l�erreur num�erique

L�a encore un contr�ole de l
erreur num�erique est n�ecessaire� La m�ethode la plus e�cace
est de reconstruire le signal �a partir de sa d�ecomposition fr�equentielle� Nous verrons en
���� que cette �etape se r�ev�ele tr�es utile pour comprendre ce qui fait bloquer� parfois tr�es
rapidement� l
analyse num�erique du signal�

��� Le �ltrage

Comme nous le verrons dans les chapitres qui vont suivre� l
analyse du mouvement
des satellites galil�eens a n�ecessit�ee une �etude en deux temps des spectres� Ainsi� pour des
di�cult�es li�ees �a l
ampleur de l
�echantillonnage n�ecessaire� nous avons du s�eparer les courtes
p�eriodes des longues p�eriodes en appliquant un �ltre passe�bas� Cette m�ethode a d
ailleurs
�et�e d�ej�a utilis�ee en m�ecanique c�eleste �voir �� et �� ��
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��
�� Conception d�un 	ltre passe�bas

Un �ltre passe�bas est un �ltre qui ne conserve que les basses fr�equences d
un signal� La
conception th�eorique d
un tel op�erateur se fait directement dans l
espace des fr�equences�
Ainsi� on peut concevoir assez simplement un �ltre pass�bas comme une fonction qui mul�
tipl�ee par le spectre d
un signal f quelconque ne retiendra que la partie du spectre �a basse
fr�equence� Un exemple simple d
une telle fonction peut �etre une fonction indicatrice �egale
�a l
unit�e sur les basse fr�equences et nulle sur les hautes fr�equences� Il reste alors a pouvoir
concevoir cette op�eration en temps�
Rappelons que nous avons pour deux fonctions f et g quelconques �su�sament r�eguli�eres�
les �egalit�es

F�f � g� � F�f� � F�g�

F���f � g� � F���f� � F���g� ����

o�u � d�esigne l
op�eration de convolution� Le �ltrage d
un signal en temps revient donc �a
appliquer un produit de convolution sur le signal d
entr�ee� En e�et� on �elabore le �ltre
passe�bas dans l
espace des fr�equences� puis on e�ectue une transformation de Fourier
inverse de celui�ci� Cette nouvelle fonction est alors �a convoler avec le signal d
entr�ee�

��
�� M�ethode num�erique

En pratique� la discr�etisation du signal ne n�ecessite de conna�)tre la valeur du �ltre
qu
�a un nombre �ni d
instants� Le calcul des coe�cients num�eriques en nombre �ni� a
�et�e r�ealis�e en utilisant les routines de �ltrage pr�esent�ees dans ��� � Le nombre de points
n�ecessaire �a la conception du �ltre est appel�e la longueur du �ltre� La discr�etisation du
signal introduit �egalement les notions de ripple� not�e �� et d
att�enuation� not�ee 	� En
e�et� un �ltre passe�bas laisse toujours passer une petite partie des hautes fr�equences et
modi�e l�eg�erement l
amplitudes des basses fr�equences� La modi�cations de ces amplitudes
est caract�eris�ee directement par les coe�cients 	 et �� Ainsi� un ripple de ��	 indique que
l
amplitude des basses fr�equences sera chang�ee au plus d
un facteur ��	� et une att�enuation
de ��	 signi�e que l
amplitude des courtes p�eriodes r�esiduelles ne d�epasse pas ��	 fois
l
amplitude initiale� En�n� la discr�etisation introduit l
existence d
une plage de coupure o�u
les fr�equences ne sont ni totalement d�etruites� ni compl�etement inchang�ees �au ripple pr�es��
Il faut donc bien choisir cet intervalle fr�equentiel de sorte qu
aucune fr�equence importante
n
y soit pr�esente �voir la �gure ����

Dans la suite nous pr�esenterons en ��� les caract�eristiques des �ltres que nous avons
utilis�es� Celles�ci seront r�ecapitul�ees dans un tableau comme ci�dessous�

(t est le pas d
echantillonnage en jours du signal d
entr�ee� tandis que 
t est le pas du
signal en sortie� L
intervalle �T�� T� repr�esente la plage de coupure ramen�ee en jours� En�n�
�M "  est la longueur du �ltre�
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Fig� �� � Spectre num�erique d�un �ltre passe
bas avec pour plage de coupure l�intervalle
���� 	� � les abscisses sont des jours et les ordonn�ees sans unit�es�

caract�eristiques du �ltre

(t fr�equence d
�echantillonnage du signal d
entr�ee �en jours�
T� p�eriode minimale de coupure �en jours ou ann�ees�
T� p�eriode maximale de coupure �en jours ou ann�ees�

t fr�equence d
�echantillonnage du signal de sortie �en jours�

�M " � longueur du �ltre
� ripple
	 att�enuation

(f plage de coupure �en fr�equence d
�echantillonnage d
entr�ee�

Tab� � � Tableau r�esumant les caract�eristiques d�un �ltre passe
bas�
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��
�
 Filtres �a deux �etages

Le programme que nous avons utilis�e ne permettait pas de concevoir des �ltres ayant une
longueur de points su�sament importantes en regard de la pr�ecision que nous recherchions�
En e�et� la plage de coupure devait �etre tr�es �etroite et nous recherchions un ripple et une
att�enuation su�sament faibles� pour que le bruit ne d�epasse pas la dizaine de m�etres �soit
� et 	 de l
odre de ��	 pour des amplitudes maximum de l
ordre de ��� kilom�etres�� De
plus� la m�ethode de �ltrage �a deux �etages o�re pour avantage d
obtenir une coupure tr�es
propre des courtes p�eriodes� dans la mesure o�u elles vont �etre pour certaines �ltr�ees deux
fois� Cette m�ethode consiste �a �ltrer dans un premier temps le signal initial sur une plage
de hautes fr�equences plus limit�ee que d�esir�e initalement� Cela permet de concevoir un �ltre
de longueur bien moins longue� On e�ectue ensuite un deuxi�eme �ltrage et �ecrase toutes
les hautes fr�equences d�esir�ees� L
avantage se retrouve sur la longueur de ce deuxi�eme �ltre
toujours bien moins long� En e�et� le premier �ltrage a permis d
�ecraser un grand nombre
de tr�es hautes fr�equences� Ainsi� lors du deuxi�eme �ltrage on peut se contenter d
un pas
d
�echantillonnage bien plus grand que dans le cas du signal initial �voir la �gure ���� La
longueur du deuxi�eme �ltre est donc en cons�equence bien plus courte�

υ

A

ripple

atténuation

ρ

α

plage de coupure
du filtre 2

plage de coupure
du filtre 1

filtre 1
départ du filtre 2

départ du

Fig� �� � Principe d�un �ltre �a deux �etages�

Filtrer un signal consiste �a regarder son �evolution sur un intervalle de temps �ti� tf  
�fonction de la longueur du �ltre� pour en d�eduire sa valeur �ltr�ee �a un instant donn�e
� � Dans le cas d
un �ltrage simple� la valeur de � est simplement la valeur moyenne de
l
intervalle sur lequel le �ltre est appliqu�e� Le cas d
un �ltre �a deux �etages est toutefois un
peu plus compliqu�e� En e�et� celles�ci font intervenir les longueurs respectives L et L� des
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deux �ltres� mais �egalement leur p�eriode d
�echantillonnage 
t� et 
t� �voir la �gure �	��

.......... ..............................................

1 point
...................

........... *

intermediaire

definitif1 point

1 points

∆
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δ
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tous les t2
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Fig� �	 � Algorithme d�un �ltrage sur deux �etages�

Apr�es calculs nous avons obtenu les deux �egalit�es qui suivent

� � ti "
�L � �

�

t� "

�L� � �

�

t�

� � tf � �L� �

�

t� � �L� � �

�

t� ��	�

Nous avons eu �a utiliser ces deux formulations� dans la mesure o�u l
int�egration num�erique
a �et�e e�ectu�ee en avant et en arri�ere dans le temps� Nous verrons dans le chapitre � de
cette derni�ere partie plusieurs application directes de ces m�ethodes�
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Chapitre �

Etude des Spectres en Fr�equences

Nous nous proposons d�op�erer une analyse en fr�equence compl�ete du syst�eme Galil�een� Mal�

heuresement� celle�ci ne peut �etre imm�ediate et n�ecessite un travail pr�ealable� En eet� le spectre

de fr�equence �etant tr�es large� il n�est pas apropri�e d�eectuer une analyse en fr�equence directe�

Le nombre de points n�ecessaire �a l��echantillonnage serait trop important pour garder une bonne

pr�ecision num�erique� ainsi qu�un espace disque acceptable� Nous allons donc dans un premier

temps �ltrer les courtes p�eriodes pr�esentes dans le signal� de mani�ere �a n�avoir qu��a analyser

les longues p�eriodes� La mise en place du �ltrage n�ecessite une connaissance pr�ealable du spectre

en fr�equence� a�n de d�eterminer une plage de fr�equences propre �a la coupure du signal� C�est la

motivation principale de ce chapitre�

��� Motivation

Nous allons repr�esenter le mouvement des satellites galil�eens par des s�eries quasi�
p�eriodiques sur les �el�ements elliptiques� Cette m�ethode o�re l
avantage de pallier tous
les inconv�enients des polyn�omes de Tchebychev �enonc�es �a la page 	 sans pour autant
alt�erer la pr�ecision de la repr�esentation� A la lecture du chapitre pr�ec�edent� il pourrait
sembler su�sant d
appliquer notre programme d
analyse en fr�equence sur les �echantillons
issus du mod�ele num�erique pour obtenir les s�eries voulues� Mais comme nous allons le voir�
l
analyse en fr�equence d
un signal pr�esente toute sorte de di�cult�es techniques qu
il faut
pouvoir r�esoudre avant d
obtenir une repr�esentation satisfaisante�

Le programme EQVARSOL���f d�elivre des positions et vitesses en coordonn�ees cart�e�
siennes� dans un rep�ere jovicentrique J����� Nous allons donc transformer ces coordonn�ees
en variables elliptiques �a la sortie du code num�erique� puis e�ectuer une analyse en fr�e�
quence sur chacune des six variables n�ecessaires �a la repr�esentation compl�ete de chaque
satellite�
Le spectre du syst�eme galil�een est tr�es large� c
est �a dire que l
�ecart temporel entre les plus
courtes et les plus longues p�eriodes in�uentes est tr�es important �plusieurs si�ecles�� Ainsi�
les courtes p�eriodes sont en majorit�e de l
ordre des p�eriodes de r�evolution �quelques jours��
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tandis que les longues p�eriodes sont de l
ordre des p�eriodes des noeuds �jusqu
�a plusieurs
centaines d
ann�ees�� Cette largeur du spectre n�ecessite donc d
avoir un �echantillonnage
su�samment long pour pouvoir d�eterminer toutes les longues p�eriodes� et un pas d
�echan�
tillonnage su�samment petit pour d�eterminer correctement les courtes p�eriodes �et �eviter
ainsi des probl�emes d
aliasing�� Mais la taille d
un tel �chier ferait plusieurs centaines de
megaoctets et contiendrait des millions de points� La place cons�equente� le temps num�e�
rique tr�es long li�es �a la manipulation de tels �chiers� et l
erreur num�erique dans le calcul
des spectres nous conduisent �a renoncer �a cette m�ethode�

Pour r�esoudre ce probl�eme� nous avons donc choisit de s�eparer l
analyse des longues
p�eriodes de celle des courtes p�eriodes� On pourrait imaginer analyser les courtes p�eriodes
sur un �echantillonnage de temps tr�es court� puis les soustraire sur un �echantillon bien plus
long a�n d
�etudier les longues p�eriodes� Mais l
existence de tr�es courtes longues p�eriodes
�quelques centaines de jours�� bloque rapidement l
analyse des courtes p�eriodes �voir par
exemple le graphe ����
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Fig� �� � Variation de l�excentricit�e d�Europe sur ��� jours�

On le constate ais�ement� les longues p�eriodes d
environ 	�� jours �polluent� le signal
sur un temps tr�es court�
Nous allons donc devoir analyser en premier lieu les longues p�eriodes du syst�eme galil�een�
Cela implique le �ltrage des signaux initiaux pour ne conserver que les longues p�eriodes�
Pour ce faire� il devient indispensable d
�etudier l
amplitude des courtes p�eriodes a�n de
d�eterminer une plage de coupure de �ltrage ad�equate� c
est �a dire o�u aucune fr�equence n
a
d
amplitude sup�erieure �a quelques dizaines de m�etres�
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��� Etude analytique des courtes p�eriodes

Commen�cons donc par analyser la r�epartition des courtes p�eriodes� Pour cela nous
avons utilis�e le programme analytcp�for �ecrit par L�Duriez� qui d�etermine pour une
in�egalit�e ki�i "kj�j donn�ee l
amplitude de la courte p�eriode associ�ee� A ce titre� on pourra
consulter l
article �� � Le calcul est e�ectu�e �a l
ordre  des masses par d�evelopement de
la fonction perturbatrice en prenant les valeurs moyennes des excentricit�es et inclinaisons�
Ces derni�eres ont �et�e reprises de �� avec pour estimation maximale de leur valeur� e� �
������ e� � ���� e� � ������ e� � �������

����� D�etermination des courtes p�eriodes �a l�ordre �

A�n de d�eterminer les courtes p�eriodes �a l
ordre � nous avons donc utilis�e le programme
Analytcp�for� avec pour moyens mouvements moyens les valeurs tir�ees de �	 qui suivent

N� � ����������

N� � ���������

N� � ���������	�

N� � �����	�����

L
analyse est e�ectu�ee sur les variables proches des variables elliptiques �p� q� z� z� �� ���
Rappelons que ces variables sont d�e�nies au voisinage d
un mouvement circulaire uniforme
par

n � N� " p� �	 a � A� " p�����

� � Nt� iq

z � e exp i� ����

� � sin I�� exp i&

A se d�eduit de la trosi�eme loi de Kepler par N�A� � n�a� � Cte�
Les �equations de Lagrange dans ces variables ont �et�e d�evelopp�ees jusqu
au degr�e huit en ex�
centricit�es et inclinaisons en utilisant la r�egle de D
Alembert� Chaque in�egalit�e ki�i"kj�j �a
courte p�eriode se pr�esente comme un polyn�ome des variables z� � et de leurs conjugu�ees en
facteur de exp�I�ki�i "kj�j��� On y remplace les variables z et � par leur valeur num�erique
�a un instant donn�e et la solution des �equations concernant cette in�egalit�e est simplement
obtenue en divisant le terme par kiNi " kjNj� Une in�egalit�e ki�i " kj�j sera �etudi�ee si elle
v�eri�e CI � ki " kj 
 �� CI �etant appel�ee la caract�eristique de l
in�egalit�e�
A�n de n
�etudier qu
un nombre �ni de courtes p�eriodes dans le cas o�u ki � kj � �� nous
avons fait �evoluer les valeurs ki et kj jusqu
�a la valeur maximale ���
En�n� la troncature des r�esultats a �et�e �x�ee �a un kilom�etre� ce qui est su�sant pour la
pr�ecision que nous recherchons�
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Voici dans les tableaux �� �a ��	 l
ensemble des solutions �a courte p�eriode obtenues
�a l
ordre  dont l
amplitude d�epasse � kilom�etres� Rappelons que ces amplitudes sont
donn�ees �a titre indicatif� celles�ci correspondant aux valeurs instantan�ees que nous avons
prises�

Variable Argument Amplitude km P�eriode j Facteur

�� �� � �� ������ �����	�������� m�

��� � ��� ������ ������������� m�

��� � ��� ���� ����	�����	�� m�

z� ��� � ��� ����� �������������� m�

��� ������� ���������	���� J�

Tab� �� � Tableau des courtes p�eriodes ayant une amplitude sup�erieure �a dix kilom�etres
pour Io�
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Variable Argument Amplitude km P�eriode j Facteur

a� �� � �� ��	 �����	�������� m�

��� � ��� ����� ������������� m�

��� � ��� ���� ����	�����	�� m�

�� � �� ���� �������������	� m�

��� � ��� 	����� �����	��������	 m�

��� � ��� �	���� ��������������� m�

	�� � 	�� ����� ��������	�	��� m�

�� �� � �� ���	�� �����	�������� m�

��� � ��� ������ ������������� m�

��� � ��� �	���� ����	�����	�� m�

	�� � 	�� ���� �������������� m�

�� � �� ����	 �������������	� m�

��� � ��� ������ �����	��������	 m�
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Tab� ��� � Tableau des courtes p�eriodes ayant une amplitude sup�erieure �a dix kilom�etres
pour Europe�
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Dans le tableau ��� se trouve la plus courte courte p�eriode �egale �a ���� jour d
amplitude
sup�erieure �a dix kilom�etres � et dont l
argument est 	�� � 	���

Variable Argument Amplitude km P�eriode j Facteur
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Tab� ��� � Tableau des courtes p�eriodes ayant une amplitude sup�erieure �a dix kilom�etres
pour Ganym�ede�

Dans le tableau ��� se trouve la plus longue courte p�eriode �egale �a ���� jours d
ampli�
tude sup�erieure �a dix kilom�etres� et dont l
argument est �� � ����
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Variable Argument Amplitude km P�eriode j Facteur
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Tab� ��	 � Tableau des courtes p�eriodes ayant une amplitude sup�erieure �a dix kilom�etres
pour Callisto�

Dans le tableau ��	 se trouve la courte p�eriode �egale �a ���� jours d
amplitude la plus
�elev�ee �egale �a 	��� kilom�etres� et dont l
argument est �� � ���

����� Recherche des courtes et longues courtes p�eriodes

Comme nous l
avons d�ej�a dit� il est n�ecessaire en vue d
appliquer un �ltrage� de d�eter�
miner quelles sont les plus courtes et les plus longues courtes p�eriodes du syst�eme� ayant
une amplitude non n�egligeable�
Nous avons vu que la plus longue courte p�eriode d
amplitude sup�erieure �a � kilom�etres a
pour argument �� � ���� Nous allons maintenant rechercher la plus longue courte p�eriode
ayant une amplitude sup�erieure �a dix m�etres� A�n de restreindre notre recherche� nous ne
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consid�ererons que les courtes p�eriodes de degr�e inf�erieur �a � et dont les coe�cients ki� kj
n
exc�edent pas la valeur limite ���
Nous trouvons deux courtes p�eriodes d
argument 	������ et ������ de p�eriode respective
���	�� jours et ����� jours�
L
amplitude pour chacune de ces deux courtes p�eriodes a �et�e d�etermin�ee toujours par le
programme Analytcp�for� avec cette fois une troncature abaiss�ee �a un m�etre� Il appara�)t
alors que l
amplitude de ces courtes p�eriodes est inf�erieure �a deux m�etres�

Les plus courtes courtes p�eriodes peuvent �etre trouv�ees de la m�eme mani�ere� o�u plus
simplement en recherchant les plus petites p�eriodes de toutes les courtes p�eriodes de ca�
ract�eristique inf�erieure �a �� Nous trouvons alors que les plus petites courtes p�eriodes du
syst�eme sont sup�erieures �a ��� jour�

Nous retenons donc que la plage fr�equentielle des courtes p�eriodes d
amplitude sup�e�
rieure �a quelques m�etres est l
intervalle en jours ����� ����� �

��� Spectre fr�equence�amplitude

Nous pouvons �a pr�esent regarder la transition entre les courtes p�eriodes et les longues
p�eriodes en vue d
e�ectuer une coupure par un �ltre passe�bas�

��
�� D�etermination des longues p�eriodes

On consid�ere comme termes �a longues p�eriodes ceux qui ont des p�eriodes comparables
�a celles des noeuds et p�ericentres �ou les termes solaires�� Ils correspondent �a des situations
de quasi r�esonance ou de grande in�egalit�e� Ce sont les suivantes

�� � ���� 	���� jours

�� � ���� 	���� jours �����

��� � ���� ������ jours

Des deux longues p�eriodes fondamentales ��� ��� et ��� ���� de p�eriode �egale �a 	����
jours� nous pouvons entre autre d�eduire les plus courtes longues�p�eriodes suivantes

��� � 	�� degr�e � �� �	��	�� jours

��� � ��� degr�e � �� ������ jours

	�� � ��� degr�e 	 �� ����� jours

��� � ��� degr�e � �� ������ jours

��� � ��� degr�e � �� ���� jours

��� � 	�� degr�e � �� ����		 jours

��� � ��� degr�e � �� ����� jours
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On obtient �evidemment les m�emes r�esultats avec les harmoniques de la longue p�eriode
�� � ����

N�B� Les valeurs des p�eriodes sont donn�ees pour celles des moyen mouvements moyens
observ�es de �	 � Il faut s
attendre �a des valeurs l�eg�erement di��erentes dans notre int�egra�
teur�

��
�� La plage de coupure

Comme nous l
avons d�ej�a fait remarquer� le �ltrage des courtes p�eriodes est indispen�
sable �a une analyse minutieuse du signal� La plage d
in�uence des courtes p�eriodes a �et�e
d�etermin�ee �a l
intervalle en jours ����� ����� que nous ramenons par mesure de pr�ecaution
�les fr�equences pr�esentes dans l
int�egrateur num�eriques pouvant �etre l�eg�erement di��erentes�
�a l
intervalle ����� �� �

Une �etude� cette fois num�erique� du spectre des longues p�eriodes a permis pr�ealable�
ment de d�eterminer l
amplitude des courtes longues p�eriodes� Il est apparu que les longues
p�eriodes a consid�erer sont celles sup�erieures ou �egales �a �� jours� Toujours par mesure
de pr�ecaution� nous allons ramener cette valeur �a 	� jours� Par ailleurs� les plus longues
longues p�eriodes du syst�eme d
amplitude sup�erieures ou �egales au kilom�etre correspondent
aux fr�equences des noeuds et p�eriapses� qui peuvent aller jusqu
�a environ ��� ans pour
Callisto�

Au �nal� nous avons donc une plage de courtes p�eriodes s
�etendant de ��� jours �a ��
jours et une plage de longues p�eriodes de 	� jours �a plus de ��� ans� Les caract�eristiques
des �ltres utilis�es seront pr�esent�ees dans le chapitre suivant�

��





Chapitre �

Analyse Synth�etique

Fort de notre �etude des spectres r�ealis�ee dans le chapitre pr�ec�edent� nous allons appliquer

dans ce dernier chapitre les m�ethodes de traitement du signal pr�esent�ees en d�ebut de partie� Le

syst�eme �a longue p�eriode est analys�e� de sorte que l��etude des courtes p�eriodes devient possible�

En�n� nous pr�esenterons l��etat dynamique dans lequel sont les satellites galil�eens dans notre

mod�ele� L�ensemble des r�esultats est pr�esent�e ici dans un cadre de traitement g�en�eral� Notons

toutefois qu�en dernier lieu une �etude plus �ne rel�eve toujours plus ou moins du cas par cas�

��� Analyse des longues p�eriodes

Comme dit pr�ec�edemment� l
�etude du spectre du syst�eme galil�een n�ecessite d
analyser
en premier lieu les longues p�eriodes�


���� Filtrage des courtes p�eriodes

Les plus longues p�eriodes du syst�eme galil�een ont pr�ec�edemment �et�e �evalu�ees �a un peu
plus de ��� ans �fr�equences des noeud et longitude du p�erijove de Callisto�� Cet intervalle de
temps doit �etre au moins doubl�e dans l
analyse du signal� a�n de pouvoir s�eparer d
autres
fr�equences proches de moins de deux fois la fr�equence fondamentale� des plus longues p�e�
riodes�
Apr�es plusieurs essais� nous avons conserv�e comme intervalle de temps pour chaque signal
une dur�ee de ��� ans� En e�et� une longueur si importante s
est av�er�ee �etre n�ecessaire
pour obtenir une bonne reconnaissance des longues p�eriodes� Le pas d
�echantillonnage a
�et�e �x�e �a ���	 jour a�n d
�eviter tout probl�eme d
aliasing avec les tr�es courtes p�eriodes�

Nous avons �elabor�e un �ltre ayant pour plage de coupure l
intervalle en jours ���� 	� �
Un �ltre �a un �etage n�ecessiterait plusieurs milliers de coe�cients� Nous avons donc utilis�e
une m�ethode de �ltrage �a deux �etages� Cela nous a permis d
utiliser des �ltres de longueur
�egale �a seulement quelques centaines de coe�cients�
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Nous avons choisi d
op�erer notre analyse sur les variables elliptiques �ai� �i� zi� �i� plus
ad�equates pour comprendre la dynamique du syst�eme que des coordonn�ees cart�esiennes�
Ce qui donne � s�eries �echantillonn�ees au total� Les caract�eristiques pr�ecises du �ltre que
nous avons utilis�e pour supprimer les courtes p�eriodes dans ces signaux sont r�esum�ees dans
le tableau ���

�etage � �etage �

(t �jours� ���	 ����
T� �jours� ���� ��
T� �jours� 	� 	�

t �jours� ���� �����
�M" � �� �	�

� ��� ���

	 ��� ���

(f ����	 �����

Tab� �� � Tableau des caract�eristiques du �ltre �a deux �etages utilis�e pour supprimer les
courtes p�eriodes du syst�eme galil�een�

Nous avons test�e l
e�cacit�e de notre �ltrage sur un signal sinusoidal de fr�equence va�
riable� Cela nous a permit de d�eduire des valeurs quantitatives du traitement qui sont
donn�ees par le tableau ci�dessous� le graphe repr�esentatif �etant celui de la �gure �� de la
page ���

T �en jours� �etage � �etage �

� ����
 �����

��� ��� ����
 �����

��� ����� �����

�� 	���� �����

	� 	���� �����

�� 	���� ���

���� ��� ���

��� ���

Tab� ��� � Tableau de pr�ecision du �ltre �a deux �etages� Celui
ci donne pour un signal
p�eriodique de p�eriode T le ripple et l�att�enuation apr�es passage dans le �ltre � puis ��

L
int�egration num�erique du mod�ele a �et�e e�ectu�ee avec un pas constant �optimal� de
���� jour� En e�et� la n�ec�essit�e de sortir des positions et vitesses �a intervalles r�eguliers tr�es
courts ����	 jour� rendrait une int�egration �a pas variable peu e�cace�
Dans le but de limiter l
erreur num�erique �estim�ee ici �a quelques centaines de m�etres au
plus�� nous avons int�egr�e le syst�eme de part et d
autre dans le temps� soit sur "!���� ans�
�a partir des conditions initiales de notre mod�ele au er janvier ��� �a �H���
En pratique� le �ltre �a deux �etages a �et�e directement int�egr�e dans le corps m�eme du
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programme EQVARSOL���f� Ainsi� lors de la sortie r�eguli�ere des positions et vitesses� celles�
ci sont report�ees dans le rep�ere �equatorial de l
int�egration via les angles �� I� transform�ees
dans les variables �ai� �i� zi� �i�� puis �ltr�ees suivant la m�ethode �a deux �etages pr�ec�edemment
expliqu�ee dans le chapitre �
Le traitement de la longitude n�ecessite toutefois une op�eration particuli�ere� En e�et� le
�ltrage de cette variable n�ecessite d
�oter des pentes �relatives �a la fr�equence de r�evolution
des satellites� �a celles�ci avant d
entrer dans le �ltre� En pratique� nous avons retrouv�e des
valeurs tr�es approch�ees apr�es quelques essais� Nous verrons que ce traitement n�ecessitera
d
�etre a�n�e lors de l
analyse pr�ecise des longitudes�


���� Recomposition des longues p�eriodes

Nous avons e�ectu�e une analyse en fr�equence sur chacun des � s�eries �echantillonn�ees
issues du double �ltrage� Le nombre de points dans l
�echantillon a �et�e de �� �	 points�
Une droite de r�egression �a �et�e retir�ee des longitudes a�n de supprimer compl�etement la
fr�equence de r�evolution des satellites� la m�ethode it�erative pr�ec�edente ne fournissant que
des valeurs approch�ees des pentes� En�n� apr�es avoir compar�e un fen�etrage rectangulaire et
une fen�etre de Hann� nous avons conserv�e cette derni�ere pour l
analyse de tous les signaux�

A�n de tester la �d�elit�e de la repr�esentation fr�equentielle� nous avons reconstruit les si�
gnaux �a partir des spectres num�eriques trouv�es et les avons retranch�es aux signaux initiaux�
Les r�esultats les moins satisfaisant concernent les longitudes moyennes et sont repr�esent�es
dans la �gure ���

Comme on peut le voir sur ces graphes des longitudes� la pr�esence de tr�es longues
p�eriodes d
origine solaire bloque l
analyse des fr�equences� surtout pour les satellites les
plus �eloign�es�
Nous avons recherch�e un traitement syst�ematique capable de r�epondre �a ce probl�eme� Cela
fait l
objet de la section qui va suivre�


���
 Le traitement des longues p�eriodes solaires

Les longues p�eriodes solaires ne peuvent �etre analys�ees sur l
intervalle de temps que
nous avons choisi� Certes on pourrait imaginer poursuivre notre int�egration num�erique sur
un temps plus long� mais l
erreur num�erique deviendrait tr�es importante� D
autre part de
nouvelles p�eriodes plus longues encore feraient probablement leur apparition� Nous devons
donc trouver une m�ethode capable de traiter ce probl�eme� tout en restant dans l
intervalle
de temps que nous nous sommes �x�e�
On pourrait penser utiliser imm�ediatement une repr�esentation en polyn�omes de Tcheby�
chev pour repr�esenter les longues p�eriodes solaires� toutefois les longues p�eriodes non encore
reconnues du syst�eme galil�een resteraient non analys�ees� De plus� celles�ci parasiteraient la
d�etermination des coe�cients de ces polyn�omes� Une m�ethode plus minutieuse serait alors
de �ltrer pr�ealablement les longitudes de sorte �a ne conserver que les longues p�eriodes so�
laires� Ainsi� celles�ci seraient repr�esent�ees correctement par des polyn�omes de Tchebychev
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Fig� �� � R�esidus entre l�int�egration et sa repr�esentation par l�analyse en fr�equence� pour
les longues p�eriodes des longitudes pour Io� Europe� Ganym�ede et Callisto �de gauche �a
droite et de haut en bas	� Les abscisses sont des ann�ees et les amplitudes en kilom�etres�
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et pourraient dans un deuxi�eme temps �etre enlev�ees pour pouvoir continuer l
analyse des
longues p�eriodes du syst�eme� H�elas une telle m�ethode n�ecessiterait un nombre de coe��
cients de �ltrage bien trop grand car la plage de coupure serait cette fois dans l
intervalle
�	� jours� ��� ans � soit plus de �� ��� coe�cients� En dehors de l
erreur num�erique m�eme�
notre �echantillon n
aurait pas la longueur su�sante pour ne serait�ce qu
�evaluer un seul
point� En e�et� �ltrer un signal consistant �a d�eduire un point moyen d
une s�erie de points
initiaux� une partie de l
intervalle d
�echantillonnage �aux extr�emit�es� est syst�ematiquement
perdue�
Nous avons �nalement mis au point un traitement en quatre �etapes� certes plus fastidieux
mais tr�es e�cace� Il est de plus g�en�eralisable �a de tr�es nombreux signaux� autres que ceux
relatifs au syst�eme galil�een�

La m�ethode est la suivante�

� On commence par �ltrer le signal r�esiduel de mani�ere �a ne conserver que les tr�es longues
p�eriodes du syst�eme� �a savoir celles sup�erieures �a �� ans� Les caract�eristiques du
�ltre utilis�e sont donn�ees dans le tableau ���� Notons que la pr�esence �eventuelle de
longues p�eriodes dans la plage de coupure en ann�ees ���� �� n
est pas importante�
cette op�eration ayant pour simple but de lisser le signal r�esiduel� et donc de rendre une
approximation polyn�omiale des trop longues p�eriodes possible �graphe de la �gure
��� en haut �a gauche��

� La deuxi�eme �etape consiste alors �a utiliser une approximation du signal pr�ec�edemment
�ltr�e par des polyn�omes de Tchebychev� Celle�ci est faite avec des polyn�omes de faible
degr�e� en pratique celui�ci ne d�epassera pas le degr�e � �graphe de la �gure ��� en
haut �a droite�� En e�et� nous ne recherchons que les trop longues p�eriodes du signal�
nous ne voulons en particulier pas introduire les longues p�eriodes th�eoriquement
d�eterminables dans une quelconque repr�esentation polyn�omiale�

� La repr�esentation des trop longues p�eriodes par les polyn�omes de Tchebychev peut alors
�etre soustraite du signal pr�ec�edent et donne le graphe en bas �a gauche de la �gure ����
Celui�ci est �a nouveau analysable par l
analyseur en fr�equence� On note toutefois� que
les extr�emit�es du graphe d�ecrochent assez rapidement� En e�et� le �ltrage pr�ec�edent
�a diminu�e l
intervalle sur lequel l
approximation polyn�omiale a �et�e e�ectu�ee� Ces
d�ecrochages font alors bloquer l
analyse en fr�equence un peu plus loin�

� La derni�ere �etape du traitement consiste donc �a refaire toute l
op�eration sur le nouveau
signal r�esiduel� En pratique trois �a quatre it�erations par ce proc�ed�e sont su�santes
pour atteindre la pr�ecision de quelques dizaines de kilom�etres� En particulier le graphe
en bas �a droite de la �gure ��� donne le r�esidu limite pour la longitude de Callisto�

Cette m�ethode est applicable aux variables complexes par usage respectif sur les par�
ties r�eelles et imaginaires� Nous l
avons appliqu�ee �a toutes les variables �l� z� �� des quatre
satellites�

L
exemple de la longitude de Callisto est l
exemple le plus d�efavorable que nous ayons
trait�e par cette m�ethode� Notons� que nous obtenons au �nal une pr�ecision de repr�esentation

	�



�etage �

(t �jours� �����
T� �ans� ��
T� �ans� ��

t �jours� �����
�M" � ���

� ���

	 ���

(f �����������

Tab� ��� � Tableau des caract�eristiques du �ltre utilis�e pour lisser les signaux r�esiduels en
supprimant les courtes longues p�eriodes�
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Fig� ��� � Recomposition en quatre �etapes des longues p�eriodes pour la longitude de Callisto�
Les abscisses sont en ann�ees et les amplitudes en kilom�etres�

		



de �� kilom�etres sur une p�eriode de ��� ans� au lieu de ��� kilom�etres initialement� Les
variables des autres satellites� et en particulier les longitudes ont toutes �et�e reconstruites
avec une erreur maximale de �� kilom�etres sur ��� ans et moins de �� kilom�etres sur ���
ans�

��� Analyse des courtes p�eriodes

Maintenant que nous avons une repr�esentation fr�equentielle des longues p�eriodes� nous
allons pouvoir retrancher celles�ci des �echantillons issus de notre mod�ele num�erique non
�ltr�e� L
analyse des courtes p�eriodes devient donc r�ealisable�


���� Recomposition des courtes p�eriodes

Nous avons repris le programme EQVARSOL���f dans les m�emes conditions d
int�egra�
tion� cette fois sans le �ltrage� et avons utilis�e des �echantillons sur une p�eriode de �� ans�
avec un pas de ���	 jour� L�a encore� il ne su�t pas de faire une analyse en fr�equence directe�
ment� En e�et les r�esidus dans l
analyse des longues p�eriodes r�eapparaissent� Ils bloquent
g�en�eralement l
analyse �a une amplitude de �� kilom�etres �surtout pour la longitude de
Callisto�� En e�et� l
amplitude des courtes p�eriodes non encore analys�ees s
ajoute au bruit
des longues p�eriodes et d�eteriore ainsi la repr�esentation �nale�
Nous avons donc utilis�e de nouveau notre m�ethode en quatre �etapes �les caract�eristiques
du �ltre sont donn�ees dans le tableau ��	�� cette fois sur les signaux �a courte p�eriode�
les r�esidus des longues p�eriodes prenant le r�ole des trop longues p�eriodes solaires� Cette
m�ethode a prouv�e une fois de plus son e�cacit�e� et donne �nalement pour r�esidus sur les
longitudes les graphes de la �gure ����
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Tab� ��	 � Tableau des caract�eristiques du �ltre utilis�e pour supprimer les longues p�eriodes
r�esiduelles dans les s�eries �echantillonn�ees des courtes p�eriodes�
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Fig� ��� � R�esidus sur ���� ans pour les longitudes entre la repr�esentation synth�etique et
le mod�ele num�erique�
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���� La version ���

Une routine en langage FORTRAN fournissant les positions des satellites galil�eens
issues de notre mod�ele a �et�e mise au point� Celle�ci contient trois sous programmes ap�
pel�ees V���� BNLP et BNCP� Les deux derni�eres routines ne concernent pas l
utilisateur et
sont appel�ees par la routine principale V����ETnsatisivELEM�� Celles�ci recomposent
respectivement les longues et courtes p�eriodes du satellite demand�e� Un ensemble de neuf
�chiers de donn�ees contenant toutes les s�eries relatives �a chaque satellite et variable doivent
�etre install�es pour que les routines fonctionnent� La taille totale des �chiers et routines est
au �nal de seulement ���	 ko�

Voici la d�e�nition des arguments pr�esents dans la routine V����

En Entr�ee�

ET date d�esir�e en jours juliens en temps des �eph�em�erides �a partir de l
�epoque du er
janvier ��� �a �h��� soit le jour julien �	�������%

nsat il s
agit du num�ero du satellite d�esir�e de  �a 	 pour respectivement Io �a Callisto%

is cette option permet dans le cas is�� de ne pas introduire les polyn�omes de Tcheby�
chev� fournissant �a l
utilisateur un mod�ele dynamique correct sur un tr�es long terme
�bien sup�erieur �a la p�eriode d
int�egration num�erique�� En revanche un utilisateur
d�esirant une grande exactitude dans la repr�esentation utilisera l
option is��%

iv cette option laisse le choix �a l
utilisateur entre des variables de sortie elliptiques
�a� �� z� �� dans le rep�ere �equatorial � jovien de l
int�egration num�erique dans le cas
iv��� ou des coordonn�ees cart�esiennes �x� y� z% vx� vy� vz� dans le rep�ere jovicentrique
�equatorial J����� dans le cas iv���

En Sortie�

ELEM ce sont les six variables elliptiques ou cart�esiennes suivant la valeur enti�ere de
l
option iv�

�� Il s�agit du rep�ere �equatorial jovien dans l�int�egration num�erique� Ce rep�ere est d�axes �xes� dans la
mesure o�u nous avons choisi de ne pas introduire la pr�ecession de Jupiter�
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Conclusion

Nous avons �elabor�e un mod�ele physique tr�es d�etaill�e du syst�eme galil�een� tirant par�
tie des valeurs fournies par les sondes spatiales Voyager et Galileo� L
importance d
une
grande quantit�e de perturbations g�en�eralement n�eglig�ees dans les mod�eles a �et�e estim�ee�
Nous avons pu mettre en �evidence� entre autres� l
in�uence de l
aplatissement des satel�
lites� Notre mod�ele a �et�e ajust�e sur un total de ���� observations incluant les campagnes
PHEMU de ��� et ��� le rendant apte �a fournir des �eph�em�erides tr�es pr�ecises� estim�ees
�a quelques dizaines de kilom�etres sur la position des satellites� L
utilisation de m�ethodes
issues du traitement du signal telles que l
analyse en fr�equence et le �ltrage nous a permis
d
obtenir une repr�esentation fr�equentielle du syst�eme� rendant notre mod�ele utilisable sur
un temps tr�es long �plusieurs milliers d
ann�ees�� Une premi�ere version des �eph�em�erides du
syst�eme galil�een par notre m�ethode est d
ores et d�ej�a disponible� Celle�ci est appel�ee �a
�evoluer encore de par le nombre d
observations utilis�ees ainsi que la qualit�e de la repr�esen�
tation fr�equentielle� De plus� la reconnaissance des fr�equences comme combinaison lin�eaire
de fr�equence fondamentales du syst�eme est en cours d
aboutir� rendant notre solution sous
une forme analytique�

En�n� comme annonc�e d�es le d�ebut de notre travail� les formulations analytiques et
outils num�eriques d�evelopp�es dans notre �etude ont �et�e con�cus de fa�con tr�es g�en�erale� les
rendant ainsi applicables �a d
autres syst�emes�
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Annexe A

Caract�eristiques de la Version ���

Dans cette annexe� nous donnons les valeurs des constantes du mod�ele utilis�ees dans l�int�e�

gration num�erique� apr�es ajustement aux observations �voir le chapitre � de la partie II�� Nous

donnons �egalement les valeurs �nales des amplitudes� fr�equences et phases retenues apr�es l�analyse

en fr�equence des s�eries �echantillonn�ees� et qui caract�erisent la version 
���

A�� Valeurs des constantes du mod�ele

Nous ne donnons ici que les valeurs qui ont �et�e ajust�ees aux observations� On trouvera
les autres valeurs �rest�ees constantes�� dans la table des constantes page ��

Les valeurs des angles � et I orientant le p�ole jovien dans l
espace sont de

� � �������������d�

I � ��������������	�d�

conditions initiales en x en y en z

position Io �������������d��� 
���

�����
��d��� ��
�������������d���
position Europe �������������d��� �������
�����
�d��� ������
���
����d���
position Ganym�ede ��
�
��������d��� ���������������d��� ����������
�����d���
position Callisto ���������
�����d��
 �����
���
����d��� ����������������d���
vitesse Io ��������
������
d��� �����������

�
�d��� ������������
���d���
vitesse Europe ���������������d��� ������
���������d��� ���������������d���
vitesse Ganym�ede ��������
����d��� ����������������d��� 
���
�
����

�d���
vitesse Callisto ����������������d��� ����������
����d��� ����
���
����d���

Tab� A� � Valeur des conditions initiales en ua et ua�j� pour respectivement les compo

santes des positions et des vitesses�

��



N� �������

����

�d�
N� �����

�������d�
N� �����
��
����d�
N� ��������
�����d�

Tab� A�� � Valeur des moyen mouvement moyens en radians par jour�

A�� Valeur des amplitudes� fr�equences et phases

Voici �a pr�esent les valeurs num�eriques des s�eries d�etermin�ees par l
analyse en fr�equence
et pr�esentes dans les �chiers AFCPx�����dat et AFx�����dat� Ces s�eries calcul�ees dans les
routines BNCP et BNLP pour respectivement les courtes p�eriodes et les longues p�eriodes�
On remarquera qu
apparaissent parfois des longues p�eriodes dans les tableaux des courtes
p�eriodes� Il s
agit l�a de fr�equences rest�ees non analys�ees lors de l
�etude des longues p�eriodes�
et qui ont pu �etre d�etermin�ees lors de l
analyse des courtes p�eriodes�
Par ailleurs� a�n de ne pas alourdir les tableaux qui suivent� nous nous sommes limit�es aux
termes d
amplitude sup�erieure �a ��� m�etres�
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Annexe B

Introduction des E	ets de Mar�ees

Le travail pr�esent�e dans cette annexe� eectu�e avec la collaboration de G�Tobie �laboratoire de

plan�etologie� universit�e de Nantes�� constitue une premi�ere �etape dans l�introduction et l��etude des

eets de mar�ees au sein de notre mod�ele� Nous pr�esenterons essentiellement comment ces eets

peuvent �etre introduit dans notre code num�erique� et quelles di�erences sur les positions des satel�

lites sont �a en attendre� Pour cela� la dissipation d��energie �a l�int�erieur des satellites et l��echange

d��energie et de moment angulaire entre Jupiter et ses satellites doivent �etre consid�er�es� Ces eets

sont directement li�es �a des constantes physiques encore mal connues� En particulier� nous verrons

que les mouvements orbitaux des satellites peuvent �etre aect�es de di�erentes mani�eres� suivant

les valeurs �x�ees pour ces constantes�

B�� Motivation

L
�etude des e�ets de mar�ees n
int�eresse pas seulement les astronomes� mais �egalement
les plan�etologues� En e�et� les e�ets de mar�ees sont invoqu�es pour expliquer certaines struc�
tures observ�ees �a la surface des satellites glace� notamment Europe� De plus� la dissipation
de mar�ee constitue une source d
�energie importante qui serait en mesure d
expliquer le
volcanisme intense de Io et l
existence d
un ocean sous la surface d
Europe�

B���� La structure interne des satellites

Les satellites �etant des solides d�eformables� l
excentricit�e et l
inclinaison de leur orbite
induisent une d�eformation p�eriodique du satellite� En raison des propri�et�es visco��elastiques
des int�erieurs satellitaires� une partie de l
�energie de d�eformation est dissip�ee par friction
visqueuse� La d�eformation globale du satellite d�epend principalement de sa structure in�
terne et sa dissipation de sont �etat thermique� Deux param�etres k� et Q permettent de
d�ecrire� au premier ordre� respectivement la d�eformation du satellite et la fraction d
�ener�
gie de mar�ee dissip�ee� Le param�etre k� est le nombre de Love qui relie le potentiel induit
par la d�eformation du satellite au potentiel de mar�ee g�en�er�e par Jupiter� Le param�etre
Q est le facteur de dissipation global d
expression Q � ��E�(E� o�u E est la quantit�e
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d
�energie dissip�ee pendant un cycle�

Nous avons cherch�e dans ce travail une borne sup�erieure des e�ets dissipatifs� a�n d
an�
ticiper les variations maximales en position que l
on peut attendre� Les valeurs des nombre
de Love et fonction de dissipation que nous avons utilis�ees sont donn�ees en caract�eres gras
dans le tableau B��

Io Europe Ganym�ede Callisto Jupiter
k� ��� ��� ��� ��� ��
Q � ���� �� ����� � ����� � ����� �	���

Tab� B� � Valeurs des nombres de Love et fonction de dissipation utilis�ees dans notre
�etude �en caract�eres gras	� pour les quatre satellites Galil�een et Jupiter� Les valeurs entre
paranth�eses correspondent �a une dissipation minimale�

Ces valeurs� dans le cas des satellites galil�eens sont des valeurs correspondant �a une dis�
sipation maximale que l
on peut attendre en l
�etat de notre connaissance de la composition
des satellites�

B���� Les d�erives s�eculaires observ�ees

Di��erentes valeurs des e�ets de mar�ees issues de la comparaison d
un mod�ele du mouve�
ment des satellites aux observations ont pu �etre estim�ees� Parmi elles� une �evaluation faite
par J�H�Lieske �voir ��� �� par la comparaison �a des �eclipses anciennes donne des valeurs
n�egatives des acc�el�erations en longitudes� dont 'n��n� � �����	������ �en ����an��� pour
Io� Cela tend �a privil�egier l
action de mar�ees des satellites sur Jupiter �a la dissipation �a l
in�
t�erieur des satellites� Une �evaluation plus r�ecente e�ectu�ee par K�Aksnes et F�A�Franklin
�voir � � en comparant le mod�ele de Sampson �a des observations de ph�enom�enes mutuels
donne au contraire une acc�el�eration s�eculaire pour Io de 'n��n� � ���� �� �en ����an����
Comme nous l
avions mis en �evidence dans la partie II� la th�eorie de Sampson�Lieske n
a
une pr�ecision interne pour une p�eriode d
un si�ecle� que de quelques centaines de kilom�etres
et semble donc maladapt�ee pour �etre utils�ee dans la d�etermination des acc�el�erations s�ecu�
laires en longitudes des satellites�

B�� M�ethode utilis�ee

Nous pr�esentons maintenant la m�ethode que nous avons utilis�ee pour introduire les
e�ets de mar�ees dans notre mod�ele�

B���� Les �equations de Kaula

Nous avons choisi pour introduire les e�ets de mar�ees entre Jupiter et ses satellites
de reprendre la formulation de Kaula �voir �� �� et utilis�ee par K�Aksnes et F�A�Franklin
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dans � � Pour de plus amples d�etails� on pourra �egalement se reporter �a �� � Dans cette
formulation� l
�echange d
�energie et de moment angulaire induit par l
action des satellites
sur Jupiter se ram�ene �a des variations s�eculaires sur les variables m�etriques des �el�ements
elliptiques� et a pour expression �en n�egligeant les variations en inclinaison�

dai
dt

�
�kJ�nimi�Er�	

QJa�im�

�
 "

�e�i
	

	
dei
dt

�
��kJ� nimi

�QJm�

�
Er

ai

�	

ei �B��

o�u kJ� et QJ sont respectivement le nombre de Love et la fonction de dissipation de Jupiter�
Ainsi donc les e�ets de mar�ees engendr�es par les satellites sur Jupiter �eloignent les satellites
de leur plan�ete� en m�eme temps qu
augmente leur excentricit�e�

La dissipation d
�energie dans un satellite peut �egalement �etre introduite par les deux
�egalit�es

dai
dt

� ��k�i�� nim��E
�i�
r �	

Qimia�i
e�i

dei
dt

� ��k�i�� nim�

�Qimi

�
E

�i�
r

ai

�	

ei �B���

o�u k
�i�
� et Qi sont respectivement le nombre de Love et la fonction de dissipation du satel�

lite Pi� Ainsi� la dissipation �a l
int�erieur des satellites engendre un e�et contraire et tend �a
rapprocher les satellites de Jupiter en m�eme temps que diminue leur excentricit�e�

La formulation de Kaula utilisant les �el�ements elliptiques� il serait peu appropri�e de l
in�
troduire dans le programme EQVARSOL���f� comme pour le cas des perturbations �etudi�ees
dans la premi�ere partie� Nous allons donc avoir recours aux �equations de Gauss�

B���� Les �equations de Gauss

Notre d�emarche va reposer principalement sur une r�e�ecriture partielle du programme
EQVARSOL���f dans le cadre des �equations de Gauss �que l
on peut trouver dans �� �� Ces
�equations sont identiques aux �equations de Lagrange mais dans le cas plus g�en�eral d
un
syst�eme non n�ecessairement conservatif� Ainsi� le syst�eme di��erentiel consid�er�e ne fait
pas intervenir un potentiel perturbateur du syst�eme U � mais les di��erentes composantes
�Ri� Si�Wi� dans la base locale �ui� vi� ki� des forces F agissant sur chacun des satellites
Pi� L
int�er�et principal de cette m�ethode est que nous disposons alors d
un mod�ele nu�
m�erique prenant en compte toutes les perturbations d�ej�a introduites dans le programme
EQVARSOL���f� et pr�ec�edemment ajust�e aux observations�
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Rappelons que les �equations de Gauss ont pour forme��������������������
�������������������

dai
dt

� �a�i �Riei sin vi " Si� " ei cos vi� 

dei
dt

� pi�Ri sin vi " Si�cos vi " cosEi� 

dIi
dt

� riWi cos��i " vi�

d&i

dt
� riWi sin��i " vi�

d�i
dt

� �piRi cos vi " �ri " pi�Si sin vi �Gei cos Ii
d&i

dt
dai
dt

� ni � p
�iai

�
�riRi " G

�
dvi
dt

" cos Ii
d&i

dt

�	

�B���

o�u pi � ai�� e�i ��

Ce syst�eme di��erentiel a �et�e programm�e pour remplacer celui existant en coordonn�ees
cart�esiennes dans le programme EQVARSOL���f� Le programme r�esultant� baptis�e gauss�f�
permet donc de reprendre de mani�ere exacte notre mod�ele num�erique initial ajust�e aux
observations� On peut constater que les �equations �B��� sont singuli�eres en e � � et I � ��
En r�ealit�e le cas o�u l
inclinaison est nulle n
est pas un probl�eme �etant donn�e que nous nous
pla�cons dans un rep�ere J���� dont le plan principal est bien di��erent du plan �equatorial
jovien� En revanche le cas d
excentricit�e nulle� semble moins �evident� Toutefois� les valeurs
des excentricit�es restent su�samment �elev�ees pour ne pas occasionner de d�erive num�erique
particuli�ere� comme nous allons le voir dans la sous�section qui suit�

B���
 Test num�erique

A�n de tester la �abilit�e de notre programme r�e�ecrit dans les variables elliptiques�
nous avons compar�e les r�esultats d
une simulation entre le programme EQVARSOL���f et le
programme gauss�f dans lequel les e�ets de mar�ees �formules B� et B��� ont �et�e retir�ees�
Les di��erences entre les deux int�egrations sont pr�esent�ees pour les quatre satellites dans le
graphe de la �gure B��
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Fig� B� � Di�erences en kilom�etres sur le calcul des positions des quatre satellites galil�eens
entre le programme EQVARSOL���f et le programme gauss�f� sur une p�eriode d�un si�ecle�

Comme nous pouvons le constater� les di��erences entre les deux codes num�eriques sont
de l
ordre de l
erreur num�erique de ceux�ci� Nous disposons donc d
un outil performant
pour �etudier l
in�uence des e�ets de mar�ees�

B�� R�esultats

Nous avons e�ectu�e trois simulations avec des mod�eles de mar�ees di��erents� La premi�ere
simulation dans laquelle les �equations B� ne sont pas pr�esentes� et dont la comparaison
avec un mod�ele sans e�ets de mar�ees est donn�ee dans le graphe en haut de la �gure B���
montre une acc�el�eration de l
ordre de deux milles kilom�etres sur Io pour une p�eriode d
un
si�ecle� Notons que Ganym�ede� lui� d�ecel�ere sous l
e�et de la r�esonance laplacienne �retrou�
vant en cela ce que nous avions anticip�e dans la section ���� de la page 	���

Les deux autres simulations introduisent en plus de la dissipation des satellites� l
�echange
d
�energie et de moment angulaire induit par l
action des satellites sur Jupiter� Le graphe
en bas �a gauche ��gure B���� pr�esente les di��erences pour une fonction de dissipation de
valeur QJ � �	� tandis que le graphe en bas �a droite introduit une valeur plus faible �et
moins r�ealiste� de QJ � ���

��



-1000

-500

0

500

1000

1500

2000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

’Io’
’Europe’

’Ganymede’
’Callisto’

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

’Io’
’Europe’

’Ganymede’
’Callisto’

-3000

-2500

-2000

-1500

-1000

-500

0

500

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

’Io’
’Europe’

’Ganymede’
’Callisto’

Fig� B�� � Di�erences en longitude �ramen�ees en kilom�etres	 entre une simulation tenant
compte des eets de mar�ees et l�autre non� Les trois graphes ont �et�e obtenus pour des
mod�eles de mar�ees di�erents �voir le texte	�

Nous pouvons voir nettement que suivant les valeurs �encore incertaines� des nombre
de Love et des fonctions de dissipation �surtout pour Jupiter�� le r�esultat sur le mouvement
orbital des satellites passe d
une acc�el�eration s�eculaire �a une d�ec�el�eration� Il apparait ainsi
que dans la limite d
incertitude des constantes physiques introduites� une �etude purement
th�eorique des e�ets de mar�ees ne saurait su�re �a appr�ehender l
�evolution des mouvements
orbitaux des satellites �a court terme� En revanche� une d�etermination observationnelle des
acc�el�erations �ou d�ec�el�eration� contraindera plus fortement les valeurs des constantes phy�
siques introduites�

En�n� on peut se demander si la mod�elisation des e�ets de mar�ees induit sur Jupiter par
les satellites galil�eens et g�en�eralement reprise du probl�eme Terre�Lune ne devrait pas �etre
r�evis�ee pour tenir compte de la composition essentiellement gazeuse de Jupiter� En e�et� la
rotation de Jupiter �etant di��erentielle� certaines couches gazeuses sont susceptibles d
entrer
en r�esonance avec les satellites galil�eens� donnant lieu �a des ph�enom�enes dynamiques bien
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