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INTRODUCTION

Dans cette these, nous proposons un formalisme de modélisation pour les systemes complexes
s’appuyant sur la théorie des jeux, la théorie des réseaux de jeux. Ce formalisme étend les jeux
stratégiques afin de capturer la notion de localité présente dans de nombreux systemes. Son cadre
applicatif s’étend a tous les systemes ou I’étude de la localité est nécessaire a la compréhension du
fonctionnement du systéme. Parmi ces domaines, les réseaux de régulation génétique constituent
un champ privilégié. Leur étude exhibe des organisations structurelles qui sous-tendent a prior:
un découpage de 'activité globale du systéme en structures modulaires. L’identification de la
localité précede la découverte de sous-systémes possedant une certaine autonomie et donc une
fonction au sein du systeme. Cette analyse repose toutefois sur la capacité a exhiber de la
complexité du systeme la modularité a partir de I’étude de sa dynamique. Les réseaux de jeux
ont pour but de permettre cette analyse.

Théorie des jeux. L’analyse des systemes complexes demande une étude a la fois des com-
posants du systéeme mais également des interactions entre ces composants. La théorie des jeux
se pose naturellement comme candidate a la modélisation de ces interactions.

La théorie des jeux peut se définir comme ’étude des modeles mathématiques de conflit
et coopération entre des décisionnaires rationnels et intelligents. Elle fournit des techniques
mathématiques générales pour analyser des situations dans lesquelles des individus prennent des
décisions qui influencent le « bien-étre » des autres. De fait, la théorie des jeux se qualifie de
« théorie de la décision en interaction ».

La théorie des jeux moderne telle que nous la présentons doit sa formalisation a von Neumann
et Morgenstern ([vNM44]) qui définissent un cadre de travail théorique pour la modélisation
d’interactions complexes. Dans ce cadre, un jeu se référe a un ensemble d’interactions entre des
individus, appelés joueurs ou agents. Chaque individu est rationnel, autrement dit les décisions,
ou stratégies, qu’il prend ont pour but la réalisation de ses propres objectifs. Von Neuman
et Morgenstern démontrent que la rationnalité peut se modéliser par la maximisation d’une
fonction de gains qui attribue une récompense aux décisions prises par un joueur, en fonction
des décisions des autres joueurs.

Bien qu’initialement développée dans le cadre de la modélisation de phénomeénes économiques
(encheres, paris, [Gib92, Kre90]), la théorie des jeux est utilisée de nos jours dans de nombreux
domaines d’application allant de la théorie de la décision ([LR89]) a la biologie ([HS98, MS82,
NS04]) en passant par I'informatique ([Pap01]). Néanmoins, quel que soit le domaine d’applica-
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tion, la théorie des jeux se focalise particulierement sur la recherche d’équilibres, c’est-a-dire la
recherche de situations ou chaque agent est satisfait de sa décision, au regard des décisions des
autres joueurs. Du fait de cette notion, développée sous le terme d’équilibre de Nash ([Nas96)),
la théorie des jeux peut étre qualifiée de « théorie des Equilibres ».

Localité et modularité. Un des enjeux de I’analyse des systemes complexes est la recherche
de modules, autrement dit la recherche des « Basic Building Blocks » ([MSOIT02]) ou briques
de base a partir desquelles le systeme étudié est construit. Analyser un systéme a la lumiére
de sa modularité apparait comme une étape centrale a sa compréhension car mettant en valeur
I'organisation du systeme a partir des ses sous-systemes. Le comportement global du systeme est
alors vu comme la « somme » ou composition complexe des comportements locaux de chacun
des modules.

La notion de localité se pose comme sous tendant ces propriétés de modularité et est donc une
notion fondamentale dans I’étude des sytémes complexes ([SFKT05] pour les réseaux génétiques).
La localité d’interaction rend compte de phénomenes n’intervenant que sur une partie du systeme
étudié, sur les modules. L’étude doit étre faite de l'influence des propriétés locales sur le com-
portement global du systeme. On étudie en particulier les phénomenes dits d’émergence, qui
correspondent a ’apparition d’un comportement global que 1’on ne pouvait pas prédire a partir
de la seule connaissance des entités composant le systeme. De fait, il est nécessaire d’analyser
les interactions entre les composants de ce systéme pour prédire I’apparition des phénomenes
émergeants.

La théorie des jeux fournit un cadre pour la modélisation de ces interactions complexes.
Néanmoins, elle ne permet pas de capturer les interactions locales. En effet dans un jeu, chaque
agent joue contre tous les autres joueurs, autrement dit chaque composant du systeme est en
interaction avec tous les autres.

Théorie des réseaux de jeux. La théorie des réseaux de jeux étend la théorie des jeux pour
permettre la modélisation des interactions locales. Fondamentalement, la théorie des réseaux de
jeux se distingue de la théorie des jeux par la capacité des joueurs a participer a plusieurs jeux
simultanément. Un réseau de jeux représente les interactions comme un « réseau de joueurs et
de jeux » ou les joueurs sont reliés aux jeux auxquels ils participent. Dans ce cadre, chaque jeu
du réseau décrit les interactions entre les joueurs du jeu; un joueur impliqué dans plusieurs jeux
devra prendre en compte chacun d’entre eux afin de déterminer la meilleure stratégie a jouer.
Ces jeux d’interactions, locales car n’impliquant pas I’ensemble des joueurs, sont naturellement
identifiés aux modules.

Il devient alors possible de s’intéresser au comportement global des joueurs a partir de leur
comportement local dans chacun des jeux auxquels ils participent. L’étude du comportement mo-
dulaire du systeme est réalisé non pas en considérant des modules statiques, i.e. un ensemble de
joueurs, mais des modules dynamiques, i.e. les interactions d’un ensemble de joueurs, c’est-a-dire
un jeu. La notion d’équilibre de Nash qui capture les situations résultant des interactions entre
les joueurs d’un jeu est étendue aux réseaux de jeux : les équilibres de Nash des différents jeux
du réseau, qualifiés d’équilibres locaux, se combinent pour former un équilibre global, définissant
ainsi un état d’équilibre pour tous les joueurs et tous les jeux du réseau.

Un cadre applicatif : les réseaux de régulation génétique. Bien que la théorie des jeux
(en fait les jeux évolutionnaires, [MS82, Wei97]) ait été utilisée avec succes pour 'étude de
I’évolution d’une population soumise a la pression sélective ([HS98, KRFB02]), son application
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dans le cadre des réseaux biologiques moléculaires est beaucoup plus réduite et récente ([AAPOG,
CDL™06]).

Les réseaux de jeux permettent la modélisation des réseaux de régulation génétique, systemes
complexes biologiques moléculaires décrivant les interactions entre genes. Ils constituent un cadre
intéressant pour ce type de modélisation, les interactions entre genes s’assimilant a un jeu du
réseau. La structure du réseau de jeux capture naturellement la structure du réseau biologique
et les gains permettent d’en modéliser la dynamique. Les équilibres stables biologiques du réseau
de régulation équivalent alors dans notre modele aux équilibres du réseau jeu (les équilibres de
Nash et les équilibres globaux).

Organisation du document

Le document se structure en trois parties.

Dans la premicre partie, « THEORIE DES JEUX », nous présentons les jeux stratégiques sur
lesquels se fondent les réseaux de jeux et nous nous intéressons alors aux modeles permettant
de modéliser la localité d’interaction en théorie des jeux.

e Le chapitre 1 (page 17) traite des jeux stratégiques qui se définissent par la donnée des
joueurs, de leurs stratégies et de leurs gains. Nous détaillons également I’extension mixte,
ou les joueurs n’ont pas a choisir spécifiquement la stratégie qu’ils désirent jouer, mais
peuvent définir une distribution de probabilités sur I’ensemble de leurs stratégies. La notion
d’équilibres de Nash capture les situations d’équilibre, ou chaque joueur est satisfait de sa
stratégie au regard des stratégies des autres joueurs.

e Le chapitre 2 (page 33) dresse un état de I'art de la localité d’interactions en théorie des
jeux. Avant de présenter en détails les différents modeles, nous étudions les représentations
servant de support a la localité. Ces supports, que nous avons regroupés sous le terme de
dépendance, se distinguent par les éléments mis en relation (les agents ou les stratégies),
et par les méthodes de calcul employées pour exhiber cette dépendance.

La seconde partie, « RESEAUX DE JEUX » s’intéresse aux réseaux de jeux en en donnant tout
d’abord une présentation générale avant de poser le probleme de la recherche des interactions
locales.

e Le chapitre 3 (page 53) présente les principales définitions des réseaux de jeux. Nous y dis-
cutons en particulier des deux niveaux d’équilibres : les équilibres locaux correspondent aux
équilibres de Nash des jeux du réseau et se combinent en équilibres globaux, a ’échelle du
réseau complet. Nous abordons la notion de dépendance qui permet d’analyser 'influence
des agents les uns envers les autres. Cette notion est alors utilisée pour présenter des condi-
tions suffisantes d’existence d’un équilibre global. Nous situons également les réseaux de
jeux dans le paysage des modeles de 1’état de I'art

e Le chapitre 4 (page 73) s’intéresse a un résultat important de la théorie des réseaux de
jeux, la recherche de modules élémentaires par normalisation du réseau. En effet, nous
verrons que plusieurs réseaux de jeux peuvent avoir les mémes équilibres globaux, mais
définir des interactions différentes, ils sont alors dits équivalents. Se pose la question d’une
représentation canonique, mettant en valeur les modules élementaires qui sous tendent les
interactions locales du réseau. Nous définissons des opérateurs permettant de modifier la
structure du réseau (la maniere dont est constuit le réseau) et présentons un algorithme
décomposant un jeu en un réseau de modules élémentaires.

11
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La troisieme partie, « APPLICATION ET DEVELOPPEMENT », traite de 1'utilisation des réseaux

de jeux et de leur application aux réseaux de régulation génétique; elle présente également la
plateforme GNET-PAD que nous avons développée.

e Le chapitre 5 (page 97) utilise la théorie des réseaux de jeux pour modéliser les phénomenes

de régulation génétique. L’objet de notre modélisation est de définir un réseau de jeux
dont les équilibres globaux correspondent aux états stables du réseau de régulation. Sa
conception conduit & définir les joueurs, les stratégies et les gains pour chaque jeu du
réseau. Nous définissons des jeux modélisant les régulations élémentaires (activation et
inhibition) et pouvant se combiner pour créer des réseaux complexes. La modélisation par
réseaux de jeux est alors appliquée a deux réseaux de régulation réels : un réseau impliqué
dans la régulation de la division cellulaire ([WPSY04]), et un réseau intervenant dans la
croissance des fleurs d’Arabidopsis thaliana ([ESPLABO4]).

Le chapitre 6 (page 123) présente GNET-PAD, une plateforme logicielle permettant la
modélisation des réseaux de jeux. GNET-PAD autorise le calcul des équilibres locaux et
globaux en stratégie pures, 'analyse des dépendances, ainsi que la normalisation d’un jeu,
ou du réseau dans son ensemble.

Enfin, la conclusion (page 131) récapitule les travaux effectués durant cette these avant d’en

présenter les perspectives.

12
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Dans ce chapitre nous donnons les principales définitions des jeux stratégiques, a savoir la
représentation sous forme stratégique, l’extension mizte et les équilibres de Nash.

L’analyse de tout jeu ou conflit doit débuter par la spécification d’un modele décrivant
le jeu. La structure générale du modele doit étre définie avec attention car trop simple, elle
pourrait nous forcer a ignorer certains aspects vitaux du jeu, alors que trop complexe, elle
pourrait biaiser I’analyse en occultant certains résultats fondamentaux. Pour éviter ces deux cas
extremes, plusieurs modeles de jeux ont été proposés. Dans le cadre des jeux non-coopératifs
(jeux ou les joueurs s’affrontent, au contraire des jeux coopératifs ou ils s’entraident) les deux
principaux modeles sont les jeux sous forme extensive, et les jeux sous forme stratégique, ou plus
simplement jeux stratégiques.

La forme stratégique est conceptuellement plus simple que la forme extensive, et parti-
culierement adaptée aux problemes d’analyse en général, et & ceux que nous avons eu a traiter en
particulier. Pour ces raisons, la forme stratégique est a la base de la théorie des réseaux de jeux
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que nous développons dans la deuxieme partie (chapitres 3 et 4). Nous présentons cependant la
forme extensive (utilisée notamment au chapitre 2 sur I’état de 'art) au travers d’un exemple
dans 'annexe A.

La suite du chapitre se découpe de la maniere suivante. Dans la section 1.1 nous définissons
formellement la représentation sous forme stratégique. Nous nous intéressons également a une
classe de jeux stratégiques particuliere, les jeux a deux joueurs, et a leur représentation sous
forme de tableaux.

La section 1.2 traite d’une extension des jeux stratégiques, ’extension mixte, ou les joueurs
n’ont pas a choisir spécifiquement la stratégie qu’ils désirent jouer, mais peuvent définir une
distribution de probabilités sur I’ensemble de leurs stratégies. L’extension mixte comporte la
définition des stratégies mixtes, des configurations mixtes et des gains mixtes.

Un des concepts fondamentaux de la théorie des jeux est la notion d’équilibres de Nash. La
section 1.3 présente cette notion qui permet de déterminer des configurations spécifiques du jeu
ou chaque joueur est « satisfait » de sa stratégie, au regard des stratégies jouées par les autres
participants.

Enfin la section 1.4 dresse un bilan du chapitre.

Le lecteur pourra se référer & [OR94], [Osb03] pour un complément d’informations. Les
notations présentées s’inspirent de [Mye91].

1.1 Forme stratégique

Un jeu sous forme stratégique, ou jeu stratégique, se compose d’un ensemble de joueurs,
possédant chacun un ensemble de stratégies. Les résultats possibles du jeu sont définis par un
ensemble de configurations, une configuration consistant a associer une stratégie a chaque joueur.
A chacune des configurations du jeu est associé, pour chaque joueur, un gain particulier. Les
joueurs sont supposés rationnels, c’est-a-dire qu’ils cherchent a maximiser leur gain.

Un jeu stratégique modélise donc une décision face a des choix stratégiques, les joueurs jouent
une seule fois et de maniére simultanée en pleine connaissance de toutes les informations du
jeu. On parle alors de jeu a information complete.

1.1.1 Définition formelle

Le jeu stratégique se définit par une forme stratégique qui définit les joueurs, les stratégies
et le gain pour chaque joueur en fonction des différentes configurations de jeu. Formellement, la
représentation sous forme stratégique se définit de la maniere suivante :

DEFINITION 1.1 (FORME STRATEGIQUE)
Un jeu statégique est un triplet (A, C,u) ou :

e A est un ensemble de joueurs (ou agents).
On assimile habituellement A a I'ensemble {1,...,n} C N, ot chaque entier correspond a
un joueur.

o C ={C;}ica est un ensemble d’ensembles de stratégies.
C; = {cz-l, ..., ¢} correspond & I'ensemble des m; stratégies accessibles au joueur i.
Un élément c € [];c 4 C; est appelé une configuration de jeu.

18
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o u:[LicaCi— RIAl est Ia fonction de gains du jeul.
On note habituellement u = (u;)icA, avec u; : [ [;c 4 Ci — R la fonction de gains du joueur
1 qui lui attribue, pour chaque configuration, un gain.

Remarques.

1. Les notations présentées ici sont tres générales. Dans les exemples, nous utiliserons autant
que possible des notations plus explicites. L’exemple 1.1 détaille ainsi un jeu entre Roméo
et Juliette. Les joueurs sont alors appelés R et J plutot que 1 et 2. De méme, les stratégies
sont indexées par les initiales des joueurs plutét que par des chiffres.

2. Etant donné ¢ € [I;c 4 Ci, on notera ¢; une stratégie quelconque du joueur .

3. Etant donnée une configuration ¢ = (c1,...,¢,) € [[;c4 Ci, pour mettre en évidence la
stratégie d’'un joueur ¢, on écrirera de maniere usuelle la configuration ¢ sous la forme
c=(c_i,c).

1.1.2 Jeux a deux joueurs

Un intérét particulier est porté aux jeux stratégiques a deux joueurs car leur étude per-
met d’aborder de maniére simple et directe des propriétés qui se généralisent a des jeux plus
complexes. L’exemple 1.1 présente 1’énoncé d’un tel jeu.

On représente souvent un jeu a deux joueurs sous la forme d’une table de gains qui en offre
une vision synthétique. Ainsi, si I’on considére un jeu (A, C,u) & deux joueurs, on a :

o A=1{1,2}.

o C = {C1,C5} et, dans le cas ou le joueur 1 aurait deux stratégies, et le joueur 2 trois
stratégies, on aurait C = {ci,c2} et Cy = {c},c3,c3}.

o u=(ug,ug) avec uj : C1 x Co = Ret ug: C1 x Co — R.

La représentation sous forme de table de gains est alors la suivante :

1 2 3
1/2 s 5 c

‘1 (ul(c%,c%),UQ(c%,c%)) (ul(c%,cg)ﬂm(c%?c%)) (ul(c%’cg)’uﬂc%’cg))

C% (ul(c%,cé),UQ(c%,cé)) (Ul(C%,C%),UQ(C%,C%)) (Ul(C%,C%),Ug(C%,C%))

Dans ce tableau a double entrée, les stratégies du joueur 1 sont en lignes, et les stratégies
du joueur 2 en colonnes. A une case du tableau est associé le couple des gains des joueurs 1 et
2 correspondant a la configuration définie par les stratégies de la ligne et de la colonne.

1.1.3 Un exemple de jeux a deux joueurs : Roméo et Juliette

Considérons 1’énoncé de 'exemple 1.1 suivant et cherchons sa représentation sous forme
stratégique.

EXEMPLE 1.1 (ROMEO ET JULIETTE)
Roméo et Juliette décident de faire une sortie. Roméo préfere aller au théatre et Juliette a
Popéra, mais aucun des deux n’aime sortir seul.

LOn rappelle que |A| est le cardinal de I'ensemble A, i.e. le nombre d’éléments de A. Ici, |A| = n.

19
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Joueurs et stratégies. Les joueurs et les stratégies se déduisent directement de 1’énoncé :
e Les joueurs sont Roméo (joueur 1 noté R) et Juliette (joueur 2, noté J).

e Les stratégies sont les mémes pour les deux joueurs qui peuvent aller soit au théatre
(stratégie ¢l notée Tr pour Roméo et ¢} notée T pour Juliette), soit & Popéra (stratégie
c? notée Or pour Roméo et 3 notée Oy pour Juliette). On a donc Cr = {Tg,Ogr} et
C;={T;,0,}.

Gains. Les gains vont permettre de traduire les préférences des deux joueurs. Roméo préfere
aller au théatre? Son gain quand il joue sa stratégie T'r doit alors étre supérieur a son gain
quand il joue sa stratégie Ogr. Mais il faut également prendre en compte ce que fait Juliette.
Nous avons ainsi quatre configurations a ordonner : lorsque Roméo et Juliette vont au théatre
— configuration (T, 7y) — lorsque Roméo va au théatre et Juliette a 'opéra — configuration
(Tr,Oy) — lorsque Roméo va a l'opéra et Juliette au théatre — configuration (Og,Ty) — et
enfin lorsqu’ils vont tous les deux a l'opéra — configuration (Og, Oy).

Ces configurations peuvent, en partie, étre ordonnées a ’aide de I’énoncé. Dans le cas de
Romeéo, nous savons ainsi que :

e ur(Tr,Ty) doit correspondre au gain maximum pour Roméo, car il s’agit de la configura-
tion idéale pour lui (il est au théatre, avec Juliette).

e ur(OR,Ty) doit correspondre au gain minimal pour Roméo, car il sort d’une part sans
Juliette et d’autre part il va & l'opéra. On est donc dans la configuration la pire pour
Roméo.

Reste alors a comparer ur(Tr,Oy) et ur(Opr,Oy), autrement dit & déterminer si Roméo préfere
aller seul au théatre, ou bien sortir avec Juliette, mais a 'opéra. On se retrouve donc avec deux
relations possibles entre les gains, suivant cette préférence.

e Si Roméo préfere étre avec Juliette plutot qu’aller au théatre :
ur(Tr,Ty) > ur(Ogr,0y) > ur(Tg,Os) > ur(Or, Ty)
e Si Roméo préfere aller au théatre plutot qu’étre avec Juliette :

ur(Tr,Ty) > ur(Tr,01) > ur(Ogr,0y) > ur(Or,Ty)

Jeux. Les considérations faites sur Roméo sont bien sur identiques dans le cas de Juliette. 11
existe alors quatre modeles de jeux possibles. Le tableau 1.1 présente les tables de gains de ces
différents jeux (numérotés de (a) a (d)). Les gains attribués sont ici totalement arbitraires et se
contentent de vérifier les inégalités vues précédemment. Nous verrons 'importance que la valeur
des gains peut avoir dans la section 1.3.

1.2 Extension mixte

L’extension mixte rend possible la modélisation de comportements tels que I'indécision ou le
bluff. Elle recouvre les notions de stratégies mixtes, de configurations mixtes et de gains mixtes.
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Jeu o

R/IJ| T; Oy
Tr | (3,2) (2,1
Or | (0,0) (1,3)

Roméo préfere le théatre a Juliette
Juliette préfere Roméo a l'opéra

Jeu e

R/IJ| T, Oy
Tr | 3,1) (2,2)
Or | (0,0) (1,3)

Romeéo préfere le théatre a Juliette
Juliette préfere I'opéra a Roméo

Jeu a

Roméo préfere Juliette au théatre
Juliette préfere Roméo a I'opéra

Jeu @

R/IJ| T; Oy
TR ‘ (3,1) (1,2)
Or | (0,0) (2,3)

Roméo préfere Juliette au théatre
Juliette préfere I'opéra a Roméo

TAB. 1.1 — Différentes tables de gains pour modéliser I’exemple 1.1 entre Roméo et Juliette

1.2.1 Stratégie mixte

Les stratégies mixtes étendent la notion de stratégies en définissant pour un joueur une
distribution de probabilités sur I’ensemble de ses stratégies, déterminant ainsi leur probabilité
d’utilisation.

DEFINITION 1.2 (STRATEGIES MIXTES ET PURES)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique, et i € A un joueur. On rappelle que C; = {c},... "} est
Pensemble des stratégies du joueur i. On note par A(C;) 'ensemble des stratégies mixtes du
joueur i :
AC) ={ (D)jetmg | Vi€l :mi] 0<p] <1 A ZP{ =1}
j=1

Par analogie au terme « mixte », les éléments de C; sont appelés stratégies pures du joueur

i. A la stratégie pure c¥ € C; est associée sa représentation mixte o; = (pg)je[lzmi] € A(C;) telle

quept =1et pg = 0 pour j € [1:my],j # k. Suivant le contexte, par abus de notation c¥ pourra
représenter soit la stratégie pure, soit la stratégie mixte associée.

Remarques.

1. A(C;), 'ensemble des stratégies mixtes d’un joueur 4, définit un simplexe sur les stratégies
pures C; de ce joueur.

2. Dans la suite, il sera fait référence aux stratégies mixtes d’'un joueur ¢ par la lettre o;, qui
représente donc un élément de A(C;).

3. Etant donnée o; € A(C}), on notera o;[c¥] la probabilité du joueur i de jouer sa k-ieme
stratégie, i.e. o;[cF] = pF.

4. En cas d’exemple numérique, pour plus de clarté, on pourra noter o; = (Zke[l:mi] pf [cﬂ),

rappelant ainsi entre [ | & quelle stratégie fait référence la probabilité pf. (Voir 'exemple
1.2.)
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EXEMPLE 1.2 (STRATEGIE MIXTE)
Reprenons I'un des jeux de l'exemple 1.1. Une stratégie mixte op € A(CR) pour Roméo est
par exemple d’aller au théatre avec la probilité or[Tgr| = % et a l'opéra avec la probabilité
or[Or] = 2. On note alors o = (3, %), ou plus clairement o = (3[Tg] + 2[OR)).

La stratégie pure T € Cr consiste a aller au théatre avec une probabilité 1, et donc a ’opéra

avec une probabilité 0. La stratégie mixte associée est alors (1,0) = [Tr] € A(CR).

1.2.2 Configuration mixte

Dans une configuration mixte, les joueurs ont la possibilité de jouer une de leur stratégie
mixte montrant ainsi leur indécision.
L’ensemble des configurations mixtes d’un jeu se définit de la maniere suivante.

DEFINITION 1.3 (CONFIGURATIONS MIXTES)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. On note par A(C') ’ensemble des configurations mixtes du jeu :

A(©) =] aw@)
€A
Remarques.
1. Une configuration mixte ou tous les joueurs ont des stratégie pures, est appelée configura-
tion pure ; une configuration pure est élément de ], 4 C;.
2. Une configuration mixte décrit une distribution de probabilités sur ’espace des configura-
tions pures [[;c 4 Ci.

3. Comme dans le cas des configurations pures, pour mettre en évidence le choix d’un joueur ¢
dans une configuration mixte o, celle-ci sera écrite o = (0_;,0;). On aura alors o; € A(C})

et o_; € [Lens AC)).

Les configurations mixtes permettent de calculer la probabilité de se trouver dans une situa-
tion donnée, i.e. dans une configuration pure, au vue des indécisions des différents joueurs. La
fonction Pr permet de déterminer cette probabilité.

DEFINITION 1.4 (PROBABILITE D’'UNE CONFIGURATION PURE)
La fonction Pr permet de calculer la probabilité d’étre dans une configuration pure ¢ € [[,c 4 C;
étant donné la configuration mixte o € A(C) :

pPr: J[cixa@©) — 0,1

i€A
(Cv J) = PT(QO—) = H Ji[ci]
i€A
EXEMPLE 1.3 (CONFIGURATION MIXTE)

Reprenons I'un de jeux de I'exemple 1.1 et considérons les stratégies mixtes de Roméo et Juliette
suivantes :

1 2 1 2
OR = (5’ g) = (g[TR] + g[OR]) € A(CR) pour Roméo
51 ) 1 )
oy = (6’ 6) = (E[TJ] + 6[0]]) € A(Cy) pour Juliette
La configuration mixte correspondant & ces deux stratégies est alors :
12,561 1 2 ) 1
= —., = — — — — T — — T _
o ((3’3)’(6’6)) ((3[ R]+3[ORD7(6[ J]+6[0JD>
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La probabilité pour que Roméo et Juliette aillent au théatre est donnée par la fonction Pr :

1 5 5
Pr((Tgr, T = Trlx o:/T;] == x 2 ==
r((Tr,Ty),0) = or[Tr] % 0.[T}] 2 X613
Le tableau suivant présente le calcul des différentes probabilités des configurations pures, au
regard de la configuration mixte o. On peut remarquer que la somme de ces probabilités est
égale a 1, et que 'on a donc bien une distribution de probabilités sur I’espace des configurations
pures.

R/J | o4[Ty)=3 005 =%

1115 _ |5 1,1 _ |1
or[Trl =3 | 3 X §=|13 376~ |18
— 2| 2,5 __|5 2 1 _|1
orlORl =3 | 3 %% =39 376~ |9

1.2.3 Gains mixtes

Les gains associés aux stratégies mixtes different de la présentation initiale qui en a été faite

dans le sens ot ils correspondent & une espérance de gains du jeu. L’exemple 1.4 permet d’illutrer
cette notion.

EXEMPLE 1.4 (GAINS MIXTES)

Considérons le jeu de I'exemple 1.1 et plus précisément la table de gain (a) du tableau 1.1. Dans
le cas de la configuration mixte o de ’exemple 1.3, nous avons calculé les différentes probabilités
pour que les joueurs se trouvent dans une des quatre configurations pures possibles. Le gain
mixte associé a ces configurations est donné dans le tableau suivant. Il consiste en fait au gain
pur de la configuration multiplié par la probabilité d’étre dans cette configuration.

R/J as[Ts] = 3§ 0[04] = &
orlTh] = 5 | 15 % (3:2) =| (3 3) 5 % (2,1) =| (5, 18)
or[Or] = 5 | §x(0,00=[(0,0]  §5x(1,3)=|(53)

Le gain global associé a la configuration mixte est alors la somme des gains mixtes associés
a chacune des configuration pures. Ce gain est noté m

(o) = Pr((TR,TJ),J) x w(Tr,Ty) +PT((TR,OJ),O') x u(Tgr,Oy)
—i—P?”((OR,TJ),J) X U(OR,TJ) —i—PT((OR,OJ),U) X u(OR,OJ)

= 2 x(3,2)+ & x 2D +3x(0,0)+5x(1,3)
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De fagon formelle, on définit le gain d’une configuration mixte de la maniere suivante.

DEFINITION 1.5 (FONCTION DE GAINS MIXTES)
Soit (A,C,u) un jeu stratégique. Le gain associé a une configuration mixte est donné par la
fonction de gains mixtes w telle que :

m: AC) — R
o — W(g):( Z Pr(c,o)xudc))ieA

CeHiGA C;

Remarque. La fonction 7 : A(C) — RMI permet de calculer le gain mixte, associé & une
configuration mixte, pour tous les joueurs. Le gain d’un joueur en particulier, le joueur ¢ par
exemple, est noté m; : A(C) — R.

En considérant les extensions mixtes, nous disposons d’un moyen d’exprimer une probabilité
de choix. Généralement, les stratégies mixtes et pures sont clairement distinguées dans le jeux
car elles ne modélisent pas la méme chose. Les stratégies pures modélisent des choix par rapport
a des actions; c’est pourquoi en économie elles sont choisies pour définir des comportements
entre individus. Les stratégies mixtes peuvent désigner des probabilités ou des choix sur des
populations.

1.3 Equilibre de Nash

La notion d’équilibre de Nash est une notion centrale en théorie des jeux. Elle fut introduite
par John Nash en 1951 ([Nas51]). Cette notion s’applique aux stratégies pures et mixtes. Elle
permet de distinguer des choix probabilistes assimilés a des états stables du jeu. En ce sens, les
équilibres de Nash pourraient correspondre aux choix que peuvent faire les joueurs.

Un équilibre de Nash se définit comme une configuration du jeu d’ou aucun joueur ne peut
s’écarter seul sans encourir une diminution de son gain. Autrement dit, une déviation unilatérale
d’un joueur entrainerait une diminution du gain de ce joueur. Formellement, un équilibre de Nash
se définit de la maniére suivante :

DEFINITION 1.6 (EQUILIBRE DE NASH)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique, soit o* € A(C') une configuration mixte. c* est un équilibre
de Nash si et seulement si :

Vie A, Vo, € A(C;) mi(0%,,00) < mi(or;,07)

—1) — —17 71

Remarques.
* * % *\ %k
1. On rappelle que (07;,07) = (07,...,07_1,0;,07,1,...,0) = 0"
* * * *
2. De méme, (0% ;,04) = (07,...,07_1,04,07,1,...,00).

3. La configuration (o, ai) correspond donc a la configuration ¢* = (¢*,,0}) ou le joueur

i choisit de jouer sa stratégie o; plutot que sa stratégie o, les autres joueurs conservant
leurs stratégies.

Une des questions importantes concernant 1’équilibre de Nash est son existence pour un jeu
donné. Le théoreme 1.1 suivant répond a la question en affirmant ’existence d’'un équilibre en
stratégies mixtes, quelque soit le jeu (le lecteur intéressé par la preuve peut se référer a [Nas51]).
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THEOREME 1.1 (EXISTENCE D’UN EQUILIBRE DE NASH)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. 1l existe une configuration mixte o* € A(C') qui soit un équilibre
de Nash.

Un jeu admet donc un équilibre de Nash en stratégie mixte. Nous verrons que ce n’est pas
nécessairement le cas si I'on se contente des stratégies pures. D’autre part, un jeu n’admet pas
forcément un unique équilibre de Nash. La définition suivante décrit ’ensemble des équilibres de
Nash d’un jeu.

DEFINITION 1.7 (ENSEMBLE DES EQUILIBRES DE NASH)
Soit G = (A, C,u) un jeu stratégique. On note par Nash(G) I’ensemble des équilibres de Nash
du jeu G.

—1

Nash(G) = {a* e A(C) | Vi€ A, VYo, € AC;) mi(o,,04) < (o a;)}

Remarque. Si on ne travaille qu’en stratégies pures, on s’intéressera plutot a Nash?(G) l'en-
semble des équilibres purs.

Nash?(G) = {c* € H Ci|Vie A, Ve € C; wui(cy, ) <wui(c! c*)}

> —17 Y
i€EA

1.3.1 Méthodes générales de calcul

En toute généralité le calcul d’un équilibre de Nash est un probleme difficile. Nous nous
contenterons d’évoquer les éléments conduisant aux méthodes les plus fondamentales. Le calcul
d’un équilibre de Nash peut étre séparé en plusieurs questions :

e trouver un équilibre de Nash ;
e trouver un ou plusieurs équilibres en stratégies pures, s’ils existent ;
e trouver un ou plusieurs équilibres en stratégies mixtes;

e trouver tous les équilibres de Nash.

La liste de ces questions n’est pas exhaustive et fait appel a des méthodes algorithmiques
différentes qui varient aussi en fonction des caractéristiques des jeux. Il s’agit d’un domaine de
recherche actif qu’il nous semble impossible de couvrir exhaustivement. Le lecteur intéressé peut
se référer au travaux de McKelvey et McLennan dans [MM96]. Nous donnons ici les principes
élémentaires qui permettent de décrire le calcul des équilibres de Nash. Ce calcul se fonde sur
deux notions principales : la notion de meilleure réponse et la notion de jeu réduit par suppression
des stratégies fortement dominées.

Meilleure réponse

Une meilleure réponse d’un joueur a une configuration donnée consiste en la stratégie maximi-
sant le gain de ce joueur. Formellement, une meilleure réponse se définit de la manieére suivante :

DEFINITION 1.8 (MEILLEURE REPONSE)

Soient (A, C,u) un jeu stratégique et i € A un joueur. Soit o_; € HjeA—i A(Cy), une configura-
tion mixte pour les joueurs différents de i. La stratégie o € A(C;) du joueur i est une meilleure
réponse en stratégies mixtes a o_; si, et seulement si :

Vo, € A(CZ) 7TZ‘(O'_Z‘,O'Z') < 7Ti(0'_i70';k)
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Remarque. Si on ne travaille qu’en stratégies pures, une meilleure réponse c; € C; du joueur ¢
a une configuration c¢_; € HjeAf{i} C; vérifie : Ve; € Cy ui(c—i, ¢i) < wi(c—i, cf)

Clairement, une meilleure réponse possede un gain maximal pour une configuration donnée
des stratégies des joueurs adverses. On définit alors (3; qui recherche I’ensemble des meilleures
réponse d’un joueur ¢ € A.

DEFINITION 1.9 (ENSEMBLE DES MEILLEURES REPONSES)
Soient (A,C,u) un jeu et i € A un joueur. La fonction f3; calcule I'ensemble des meilleures
réponses du joueur i aux stratégies des joueurs adverses :

gi: I aw) — 2¢
jEA—i
o_; {(7;k € A(C;) | Vo, € A(Cy) mi(o—iy0i) < ﬂi(a_i,af)}

Autrement dit :
Bi(o—;) = argmam{m(a,i, ai)}
O'iEA(Ci)
Remarque. Si on travaille en stratégies pures, on s’intéressera plutot & (37 l'ensemble des
meilleures réponses de joueur ¢ en stratégies pures.

Yo_; € H A(CJ) ﬁzp(cfz) = {C;K e C; | Ve; € C 7T¢(OL¢,C¢) < ﬂi(Ufi,C;f)}
jeA-{i}
= argmax{m(a_i,ci)}
CiECZ’

L’équilibre de Nash peut alors se formuler différemment en s’appuyant sur la notion de
meilleure réponse. Chaque stratégie est une meilleure réponse aux autres stratégies décrites
dans cette configuration définissant 1’équilibre.

ProposiTIiON 1.1 (EQUILIBRE DE NASH = MEILLEURE REPONSE)
Soit (A,C,u) un jeu stratégique. Soit c* € A(C) une configuration mixte. c* est un équilibre
de Nash si et seulement si toute stratégie choisie pour ’équilibre est une meilleure réponse aux
stratégies des autres joueurs :

Vie A o] € Bi(or;)

PREUVE. La preuve de cette proposition est donnée dans I'annexe D, page 143. |

Stratégie fortement dominée et jeux réduits

La recherche d’un équilibre de Nash s’attache a trouver pour chaque joueur une meilleure
réponse aux stratégies des autres joueurs. Habituellement, la premiere étape lors du calcul des
équilibres de Nash d’un jeu consiste a réduire le jeu, c’est-a-dire supprimer les stratégies qui ne
seront jamais jouées, i.e. les stratégies fortement dominées.

DEFINITION 1.10 (STRATEGIE FORTEMENT DOMINEE)
Soient (A, C,u) une jeu stratégique, et i € A un joueur. Une stratégie fortement dominée pour
le joueur i est une stratégie pure ¢; € C; ayant la propriété suivante :

do; € A(CZ), Ve_; € H Cj ui(c_i,ci) < Wi(c—ivo'z‘)
JEA—i
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Remarque. Ici, on cherche a dominer la stratégie pure ¢; par la stratégie mixte ;. Puisqu’une
stratégie pure peut s’exprimer sous forme de stragie mixte, une stratégie pure peut en dominer
une autre. La propriété de forte domination s’exprime alors plus simplement sous la forme :

30; € Ci, Ve_; € H Cj ui(c,i,ci) < ’LLZ'(Cfl',C;)
jEA—I

Autrement dit, une stratégie c¢; est fortement dominée si quelles que soient les stratégies
adverses, ¢; admet un gain strictement inférieur au gain offert par une stratégie (mixte ou pure)
o;. Le joueur 7 n’a donc aucun intérét a choisir cette stratégie s’il veut maximiser son gain.

Une fois que les stratégies fortement dominées d’un joueur ont été supprimées, on peut
recommencer avec un autre joueur. Lorsque tous les joueurs ont été traité, certaines des stratégies
des joueurs précédents peuvent devenir alors fortement dominées. Un jeu ou I'on aurait supprimé
toutes les stratégies fortement dominées, de maniére récursive et jusqu’a atteindre un point fixe,
est appelé jeu réduit. La recherche des équilibres de Nash s’effectue sur les jeux réduits. L’exemple
1.5 présente la réduction des jeux de I’exemple 1.1.

EXEMPLE 1.5 (REDUCTION DES JEUX DE L’EXEMPLE 1.1)
Considérons les jeux de I'exemple 1.1 détaillés dans le tableau 1.1. Rappelons ici la table de gain
du jeu (a) :

R/J| T; O

Tr | (3,2) (2,1)
Or | (0,0) 3

On remarque en particulier que ur(Tr,Ty) > ur(Or,T;) et ur(Tr,Oy) > ur(ORr,Oy). Au-
trement dit la stratégie pure Op est fortement dominée par la stratégie pure Tr. C’est d’ailleurs
la seule a cette étape. La suppression de la stratégie O nous donne alors le jeu suivant :

R/J| Ty Oy
Tr | (3,2) (2,1)

Dans ce jeu, on peut se rendre compte que uj(Tr,Ty) > uyj(Tr,Oy). La stratégie Oy est
donc fortement dominée. De fait, si on la supprime il ne nous reste que la configuration (T'r, Ty).

RIT| Ty
TR (37 2)

Puisque nous sommes certains qu’un équilibre de Nash existe (au moins au stratégie mixte),
et qu’il ne reste qu’une seule configuration, alors (Tr,Tj) est équilibre de Nash.

Dans le cas des jeux (c) et (d), la réduction nous permet également de calculer directement les
équilibres de Nash : (Tr,Oy) pour le jeu (c) et (Or,Oy) pour le jeu (d). Le jeu (b) est déja sous
forme réduite : UR(TR, TJ) > UR(OR, TJ) mais UR(TR, OJ) < UR(OR, O]), donc Tr et Og ne sont
pas fortement dominées; de méme uj(Tg,Ty) > uy(Tr,Oy) mais uj(Or,Tj) < uy(Ogr,Oy).

1.3.2 Calcul des équilibres purs

Dans le cas ou 'on recherche des équilibres purs, la définition 1.6 s’exprime de la maniere
suivante :
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DEFINITION 1.11 (EQUILIBRES DE NASH PURS)
Soit G = (A,C,u) un jeu stratégique, soit c* € [[,. , C; une configuration pure. c¢* est un
équilibre de Nash pur si et seulement si :

Vie A, V¢ € C; wi(ct;, ) < wui(cy, c)

—17
Le calcul des équilibres de Nash purs peut se fonder sur la recherche de meilleures réponses,
en utilisant la proposition 1.1. Etant donné un agent, cette méthode examine toutes les configu-
rations possibles de stratégies pures des autres joueurs et détermine pour chacune la stratégie
jouée par I'agent. Les équilibres de Nash sont les configurations qui se situent a l'intersection
des meilleures réponses de chacun des agents.

PROPOSITION 1.2 (EQUILIBRES DE NASH PURS)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. L’ensemble des équilibres de Nash purs peut étre calculé ainsi :

N U (c—is i)

€A ci€lljeai C)
ci €Y (c—y)

L’exemple 1.6 suivant présente ce calcul dans le cas des jeux a deux joueurs de ’exemple 1.1.

EXEMPLE 1.6 (CALCUL DES EQUILIBRES DE NASH PURS DU JEU (b) DU TABLEAU 1.1)
Rappelons ici la table de gains du jeu (D).

R/J| T; Oy

Tr | (3,2) (1,1)
Or | (0,0) (2,3)

Puisque ur(Tr,Ty) > ur(Or,Ty), on a Tr € [L(Ty) et méme B4 (T;) = {Tr}. De méme,
puisque ur(Tr,O7) < ur(Og,0j), on a 35%(0;) = {Og}.

De la méme maniére pour Juliette, 35 (Tr) = {Ts} et 85(Or) = {O,}.

L’intersection des configurations nous donne alors Nashg Pensemble des équilibres de Nash
purs du jeu b) :

Nash! = {(Tr,T)), (Or,0,)}

Graphiquement, on peut représenter ce calcul en mettant un <« dans les cases du tableau
correspondant a une meilleure réponse pour Roméo, et un » dans celle correspondant a une
meilleure réponse pour Juliette. Les cases contenant a la fois un <« et un » correspondent a un
équilibre de Nash.

R/J| Ty 0,
Tr | € (3,2) » (1,1)
Or (0,0) <(2,3)»

Existence. Nous avons vu (théoreéme 1.1) que l'existence d’un équilibre de Nash en stratégies
mixtes est certaine. Si 'on se restreint aux équilibres de Nash purs, il existe des jeux qui n’en
possedent pas. L’exemple 1.7 suivant exhibe un tel jeu.

EXEMPLE 1.7 (ROMEO SANS JULIETTE)

Dans cette version, Roméo ne veut plus étre avec Juliette mais Juliette tient a étre avec Roméo.
Un gain de 1 est donc attribué a Roméo s’il est au théatre ou a l’'opéra sans Juliette, un gain de
0 sinon. Les gains sont inversés pour Juliette : 0 si elle est au théatre ou a 'opéra avec Roméo,
et 1 sinon.
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Intuitivement, ce jeu ne peut pas conduire a un consensus incarné par un équilibre de Nash
pur car chaque partenaire a intérét a changer son choix en fonction de celui de I’autre (si Roméo
décide d’aller au théatre, Juliette I'y accompagnera mais dans ce cas Roméo voudra aller a
Popéra, etc.) ; ce qui dans le jeu conduit & bouger de maniére unilatérale vers une autre stratégie
afin d’augmenter son gain.

Sous forme de tableau de gains, le jeu est le suivant (ou les € marquent une configuration
de meilleure réponse pour Roméo, et les » une meilleure réponse pour Juliette) :

R/J| Ty 0,
Tr | (0,1)» «(1,0)
Or | €« (1,0) (0,1)»

Nous voyons alors que l'intersection des meilleures réponses de Roméo et Juliette est vide, il
n’existe pas d’équilibre de Nash en stratégies pures, ce qui confirme notre intuition.

Importance des gains. La recherche des équilibre de Nash purs se fonde sur le principe de
meilleure réponse. La valeur intrinseque des gains n’est pas importante en soit. Pour un joueur
i donné, seul I'ordre des gains u;(c—;, c;) & c—; fixé, influencera les équilibres.

1.3.3 Calcul des équilibres mixtes

Pour les stratégies mixtes, le calcul est plus complexe et différentes méthodes ont été pro-
posées dans la littérature. Le lemme suivant, déduit de la proposition 1.1 sur I’équivalence entre
meilleure réponse et équilibre de Nash, fonde une méthode exacte et classique de calcul des
équilibres mixtes.

LEMME 1.1 (EGALITE DES GAINS)
Soient G = (A, C,u) un jeu stratégique, c* = (c¢*;,0}) € Nash(G) un équilibre de Nash mixte.
Alors :

Vie A, Yk, k) €1 :mi? ( (07 £0 A o7[cF] £0) = mi(07,, k) = mi(o™;, ) )

PREUVE. La preuve de ce lemme est proposée dans l'annexe D, page 143. |

Ce lemme signifie que si la stratégie mixte o; du joueur 7 correspond & une indécision de sa
part entre ses stratégies pures cf et cf/, alors les deux stratégies pures doivent lui apporter le
méme gain. En effet, si I'une des deux stratégies apportait un gain suppérieur a l’autre, le joueur
1 aurait tout intérét a choisir la stratégie qui lui rapporte le plus.

Grace a ce lemme, le calcul des équilibres mixtes de Nash d’un jeu (A, C, u) peut se formuler
comme un systéme d’équations et d’inéquations ou les variables sont les o;(c;) pour i € A
et ¢; € C;. Afin d’exhiber ce systeme d’équations, il convient tout d’abord de déterminer entre
quelles stratégies chaque joueur est indécis. Autrement dit, déterminer pour chaque joueur quelles
sont les stratégies pures qui auront une probabilité non nulle. Ces stratégies sont appelées support

de la stratégie mizte.

DEFINITION 1.12 (SUPPORT D’UNE STRATEGIE MIXTE)
Soit (A, C,u) un jeu stratégique. Soit i € A un joueur et o; € A(C;) une de ses stratégies mixtes.
On appelle support de o; ’ensemble noté D;(o;) et défini par :

DZ(O'Z) = {CZ‘ S CZ‘ ’ O’Z‘[Cz‘] 75 O}
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A Tlaide de la définition du support, on peut exprimer la recherche des équilibres de Nash
mixtes d’'un jeu (A, C,u) par la résolution du systeme d’équations suivant :

DEFINITION 1.13 (SYSTEME D’EQUATIONS)
Soient (A, C,u) un jeu, o € A(C') une configuration mixte. o est un équilibre de Nash mixte si
et seulement si o est solution du systéme d’équations suivant :

O’i(Ci) =0 Ve, € C; — DZ(O')
Uz(d,) > 0 Vd; € DZ(U)
Vie A
Yeec, oilc) =1
Wi(U_z,di) = Wi(d_i,d;) V(dz,d;) S DZ'(O')2
L mi(o_i,d;) > mi(o—i,¢) V(di,ci) € Di(o) x C; — Dj(0)

Importance des gains. Au contraire des équilibres purs, la valeur des gains est primordiale
dans la recherche des équilibres mixtes. En effet, les gains purs apparaissent en tant que co-
efficients des probabilités des stratégies mixtes dans le systeme d’équations précédent. Lors de
la résolution du systeme, la valeur des gains va donc conditionner le résultat, i.e. la valeur de
I’équilibre de Nash mixte.

Complexité. En toute généralité ce systeéme n’est pas linéaire a cause du produit des variables
(dans le calcul des gains ;). Dans le cas d’un jeu a n joueurs, les équations sont de degré n — 1.

De plus, la résolution du systeme présuppose la connaissance du support de chaque agent. Il
faut donc résoudre un systéme pour chaque support existant. Dans le cas d’un agent ayant m
stratégie, le nombre de supports différents est de ’ordre de 2™

Ces grandeurs prises en considérations font que la recherche des équilibres de Nash en
stratégies mixtes est un probleme NP-Complet. L’exemple 1.8 suivant, propose de détailler la
recherche des équilibres de Nash mixtes, pour un jeu a deux joueurs (le systéme est alors linéaire)
ayant respectivement deux et trois stratégies (et donc quatre supports a étudier).

EXEMPLE 1.8
Considérons le jeu entre Roméo et Juliette, ou Juliette a maintenant la possibilité d’aller au
cinéma. Le tableau suivant résume les gains des deux joueurs.

R/J| T; 05 Cy

Tr | (7,2) (2,7) (3,6)
Or | (2,7) (7,2) (4,5)

La premiére chose que ’on peut remarquer est qu’il n’y a pas d’équilibre de Nash pur dans
ce jeu.

Soit o un équilibre de Nash mixte. Il existe alors quatre supports différents pour Juliette :
soit Juliette est en indécision sur ses trois stratégies et D j(o) = {1;,0,C;} ; soit Juliette hésite
entre l'opéra et le cinéma, D (o) = {Oy,C;}; soit Juliette hésite entre le théatre et 'opéra,
Dj(o) ={T;,0;}; soit enfin Juliette hésite entre le théatre et le cinéma, D j(o) = {T;,C}. Le
support de Roméo est Dr(o) = {Tr,ORr}.

Cas 1 : Théatre, Opéra ou Cinéma? Pour que Roméo soit indécis entre ses deux stratégies,
ses gains doivent étre identiques si I'on consideére les stratégies pures : 1r(Tr,07) = Tr(OR,0).
Autrement dit :

Txoy[Ty]+2x0s[0)]+3%x04[C)] =2%x0y[Ty] + 7 x0,[0;] +4 x 0;[Cy]
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Pour que Juliette soit indécise entre ses trois stratégies, les gains espérés lorsqu’elle joue ses
stratégies purs doivent étre égaux : wj(Ty,or) = 75(0j,0r) = 7;(Cy,0R). Soit :

2x oR[TR] + 7 x or[Or] =7 x oRr[TR] + 2 x 0R(Or] = 3 x oR[TR] + 4 X or[OR]
En sachant que og[Tr] + or[ORr] = 1, ce systéme n’admet pas de solution.

Il n’y a donc pas d’équilibre de Nash ot Juliette hésite entre ses trois stratégies.

Cas 2 : Opéra ou Cinéma? Dans ce cas ou Juliette hésite en opéra et cinéma, le systéme
devient, en ce qui concerne les gains :

{WR(TRvo'J) = 7Rr(OR,0)

75(0g,0r) = 7;(Cy,0R)
Soit :
2x04[0)]+3%x04[Cy] = Tx0y[0;]+4x0,[Cy]
7XUR[TR]+2XUR[OR] = 3XO’R[TR]+4XUR[OR]

La résolution mathématique du sytéme des gains donne une unique solution ot o ;[0;] = —
qui n’est pas acceptable (on ne peut pas avoir de probabilité négative).
Il n’y a donc pas d’équilibre de Nash ot Juliette hésite entre I'opéra et le cinéma.

Cas 3 : Théatre ou Opéra? Dans ce cas la, le systéme devient, en ce qui concerne les gains :

{FR(TR,UJ) = 7Rr(OR,0)

7)(Ty,or) = 7;(04,0R)
Soit :
Txoy[Ty]+2x0,[0)] = 2x04[0;]+7x0,[Cy]
QXUR[TR]+7XUR[OR] = 7XO’R[TR]+2XOR[OR]

Le systéme admet une unique solution, o = (o, o) avec or = (3,3) et 07 = (4, 1). Les joueurs

espérent gagner mgr(o) = ms(0) = 3.
Cependant, Si Juliette avait décidé d’aller au cinéma, sont gain aurait été m;(Cy,or) =
6 X % + 5 x % = % > my(o). Autrement dit, en changeant seule de stratégie, Juliette peut

améliorer son gain. Nous ne sommes donc pas en situation d’équilibre de Nash.

Cas 4 : Théatre ou Cinéma? D’aprés le théoreme 1.1 d’existence d’un équilibre de Nash,
on est certain que le systeme du cas 4 admet une solution, puisque aucun des autres n’en admet.
Si Juliette hésite entre théatre et cinéma, le systeme devient, en ce qui concerne les gains :

{WR(TR,UJ) = 7g(Or,07)

m)(Ty,or) = w;(Cy,0R)
Soit :
Txoy[Ty]+3x0,[C)] = 2x0;04]+4x0,[CY]
QXUR[TR]—I—7XUR[OR] = GXO'R[TR]+5><UR[OR]

Le systéme admet une unique solution, ot og = (3[Tg] + 2[OR)) et o5 = (§[Ty] + 3[C;]) et les
joueurs espérent gagner mg(c) = 4 et 7;(c) = 2.
On peut alors vérifier que Juliette gagne plus ici qu’en allant a ’opéra :
1 2 11 16
0y, =TX 42X -=— < —
m1(01,95) 37437353

La configuration ((3[Tr] + 2[Or)), (3[T] + 2[C.])) est équilibre de Nash.

=my(0o)
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1.4 Bilan

Dans ce chapitre nous avons détaillé une représentation des jeux non-coopératifs : les jeux
stratégiques. Ces jeux se caractérisent par la donnée d’un ensemble de joueurs, des différentes
stratégies accessibles pour chacun d’entre eux, et enfin d’une fonction de gains attribuant une
récompense (un gain) a chaque joueur en fonction des différentes stratégies choisies par ces
joueurs. Dans les jeux stratégiques, les joueurs jouent simultanément, en étant parfaitement
informés des stratégies possibles des adversaires, et des gains associés.

L’extension mixte des jeux stratégiques permet de modéliser des phénomenes d’indécision
de la part d’un joueur. En particulier, les stratégies mixtes d’un joueur se définissent par une
distribution de probabilités sur ’espace de ses stratégies classiques, dites pures.

Un des points fondamentaux de la théorie des jeux est la recherche des équilibres de Nash,
autrement dit des situations dans lesquelles chaque joueur est satisfait de la stratégie qu’il a
choisie, au regard des stratégies choisies par ses adversaires. Dans le cadre des jeux stratégiques
en stratégies pures, certains jeux n’admettent pas d’équilibre de Nash. Cependant si I’on se place
dans le cadre de I’extension mixte, le théoreme de Nash affirme qu’une situation d’équilibre existe
toujours.

Nous avons finalement présenté une méthode de calcul des équilibres, soit en stratégies pures,
soit en stratégies mixtes. Dans le cadre pur, la recherche des équilibres se fonde sur 'apparte-
nance, pour chaque joueur, de la stratégie choisie a ’ensemble des meilleures stratégies qu’il
aurait pu jouer. Dans le cadre mixte, la méthode de calcul cherche a résoudre un systeme
d’équations qui affirme ’égalité des gains associés aux stratégies entre lesquelles le joueurs est
indécis.
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