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La conjecture de Lang et Silverman sur les variétés abé-
liennes

Lorsqu’on s’intéresse a l'arithmétique des variétés abéliennes sur les corps de nombres
on est trés vite confronté a la notion de hauteur, déja présente dans le coeur de la preuve
du théoréme de Mordell-Weil.

Le présent texte est entiérement consacré a I’étude d’une conjecture portant sur une
hauteur particuliére et énoncée sur les courbes elliptiques dans un livre de Serge Lang,
puis généralisée aux variétés abéliennes de dimension supérieure dans un article de Joseph
Silverman. S. Lang a conjecturé dans [Lan78| p. 92 une minoration de la hauteur de Néron-
Tate d’une courbe elliptique, qu’on rappelle ici :

Conjecture 1. (Lang) Pour tout corps de nombres k, il existe une constante positive c(k)
telle que pour toute courbe elliptique E définie sur k et tout point P d’ordre infini de E (k)
on ait :

R(P) > c(k) max { log Niyg(Ar), h(jis) }.

ol /i;() est la hauteur de Néron-Tate sur E, Ny o(Ag) la norme du disciminant minimal de
la courbe E et h(jg) la hauteur de Weil logarithmique et absolue de l'invariant modulaire
JE de la courbe E.

Remarque : Dans cette conjecture il est équivalent de chercher une minoration du
type h(P) > ¢(k) hg(E/k) ou hp(E/k) est la hauteur de Faltings (relative) de la courbe
elliptique E. Dans la formulation de la question qui figure dans [Lan78|, S. Lang ne faisait
intervenir que le logarithme du discriminant.

Cette conjecture de Lang a été partiellement démontrée par M. Hindry et J. Silverman
qui obtiennent dans [HS88|, corollaire 4.2 (ii) de leur théoréme 4.1 (p. 430 et 431), le
résultat suivant :

Théoréme 1. (Hindry, Silverman) Soit k un corps de nombres de degré d. Soit E/k une
courbe elliptique de disciminant minimal Ag et de conducteur Frp. On note og le quotient
de Szpiro défini par og = log Ny /o(Ag)/log Ny o(Fr). Alors pour tout point P € E(k)
d’ordre infini on a la minoration :

~ _ _ 1 .
h(P) = (2005) 8107472 — max { log Nuja(A5), h(ix) }.

Ceci permet de conclure pour toute famille de courbes elliptiques pour lesquelles le
quotient de Szpiro est borné uniformément. Une conjecture de Szpiro affirme que c’est en
fait le cas de toutes les courbes elliptiques et entraine donc la conjecture de Lang ci-dessus.
La preuve de ce théoréme repose sur l'existence d’une décomposition de la hauteur de
Néron-Tate en somme de hauteurs locales bien normalisées.

J. Silverman avait démontré auparavant plusieurs cas particuliers de cette conjecture
dans [Sil81] et [Sil84]. Par la suite S. David a publié une preuve de transcendance [Dav92]
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offrant une constante ¢(d, o) polynomiale inverse en d et og. On peut citer aussi 'article
de M. Krir [Kri01] qui explicite sur k& = Q d’une maniére un peu différente ce résultat
de minoration pour des familles de courbes elliptiques particuliéres. Plus récemment, une
nouvelle constante polynomiale inverse a été obtenue par C. Petsche [Pet06] par la technique
de décomposition locale.

La conjecture sur les courbes elliptiques a ensuite été généralisée aux variétés abéliennes
de dimension supérieure par J. Silverman dans [Sil84] p. 396 :

Conjecture 2. (Lang, Silverman) Soit g > 1. Pour tout corps de nombres k, il existe une
constante positive c(k, g) telle que pour toute variété abélienne A/k de dimension g, pour
tout diviseur ample D € Div(A) et tout point P € A(k) tel que Z-P = {mP|m € Z} est
Zariski-dense on ait : R

han(P) > c(k,g) max {1 he(A/k) },

ol /i;A7'D(.) est la hauteur de Néron-Tate sur A associée au diviseur D et hg(A/k) est la
hauteur de Faltings (relative) de la variété abélienne A.

Remarque : 11 y a plusieurs notions de hauteur d’une variété abélienne. L’énoncé de
cette conjecture est plus fin avec la hauteur de Faltings (relative) comme minorant qu’avec
la hauteur de Faltings stable (voir 1.4.1 et 1.4.2 pour les définitions). Remarquons de plus
que la hauteur de Faltings stable est comparable a une hauteur modulaire, comme par
exemple la hauteur théta d’une variété abélienne (voir 1.4.6 pour les comparaisons).

S. David a proposé une preuve partielle de cette conjecture généralisée, preuve basée sur
un raisonnement de type transcendance ([Dav93]) : il donne une borne inférieure pouvant
tendre vers 'infini avec la hauteur (théta) de la variété. Plus précisément il obtient le théo-
réme, dans lequel on note F, le domaine de Siegel (précisément défini dans le paragraphe
1.3) :

Théoréme 2. (David) Soient ¢ > 1 un entier, k un corps de nombres, v une place
archimédienne, A/k une variété abélienne principalement polarisée de dimension g et

T, € F, tel que A(k,) = CI/Z9 + 1,Z°. On note ||Im7,|| = max,;|Im7,;;|. Posons
do = max{2, [k : Q]} et h = max{1,he(A)}, la hauteur théta de A. Posons de plus :
do(h, + lOg do) %
p(A k) = ————= +dJ.
AR = T T T

Alors il eziste deuz constantes c1(g) > 0 et ca(g) > 0 telles que tout point P € A(k)
vérifie :

— ou bien il existe une sous-variété abélienne B C A, B # A, dont le degré vérifie
deg(B) < cap(A, k) (log(p(A, k)9)) et telle que le point P soit d’ordre inférieur a
C2p(A7 k)g(log(p<A7 k)g)) modulo B;

- ou bien on a :
R(P) > c1(g)p(A, k)~ (log(p(A, k) .
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Cet énoncé implique donc l'inégalité cherchée pour les familles de variétés abéliennes
vérifiant p(A, k) borné. D.Masser utilise d’ailleurs ces résultats dans [Mas93] pour exhiber
une famille de variétés abéliennes simples avec p borné, famille vérifiant donc la conjecture
de Lang et Silverman.

Applications : Un résultat de minoration uniforme en la variété du type de I’énoncé de
Lang et Silverman aurait des conséquences intéressantes pour plusieurs problémes concer-
nant les variétés algébriques. On se limitera ici a deux problémes applicatifs, en direction
desquels on trouvera dans la suite des énoncés partiels. Tout d’abord les techniques de
preuve des résultats partiels en direction de I'inégalité de Lang et Silverman passent gé-
néralement par un raisonnement du type : « parmi les N points distincts Py,..., Py, il en
existe un qui vérifie h(P;) > a ». Si « est strictement positif, on déduit donc qu’il ne peut
y avoir plus de N points de hauteur nulle, ce qui procure une borne uniforme sur la torsion
des variétés abéliennes considérées pour peu que N soit uniforme. Le deuxiéme probléme
lié & ces minorations est I’obtention de bornes uniformes sur le nombre de points rationnels
d’une courbe algébrique de genre g > 2, en passant par I’étude de la variété jacobienne.

Nous allons donc progresser un peu en direction d’une conjecture classique sur la torsion
des variétés abéliennes :

Conjecture 3. (de torsion forte) Soient k un corps de nombres de degré d et g > 1 un
entier. Alors il existe une constante c(k,g) > 0 ne dépendant que de k et g telle que pour
toute variété abélienne A de dimension g définie sur k on a :

Card (A(K)iors) < clk, )

Remarque : 11 suffit de montrer cette conjecture pour £ = Q en toute dimension pour
en déduire un énoncé général avec c(k,g) = ¢(Q, dg) ne dépendant que du degré d et de
la dimension g. En effet, si A/k est une variété abélienne, B = Njg(A) (restriction des
scalaires a la Weil, voir le paragraphe 4.1.2) est une variété abélienne définie sur Q de
dimension dg et telle que A(k)iors = B(Q)sors-

Nous donnerons de plus un résultat en direction de 1’énoncé suivant :

Conjecture 4. (Mazur) Soient k un corps de nombres et g > 2 un entier. Alors il existe
une constante ¢ = c(k, g) > 0 telle que pour toute courbe C de genre g définie sur k, si on
note A la jacobienne de C', on a :

Card (C’(k)) < crang A(k) +1

Remarque : Caporaso, Harris et Mazur montrent dans [CHM97| qu'une conjecture trés
générale de Lang, disant que I'ensemble des points rationnels d’une variété de type géné-
ral n’est jamais Zariski-dense, implique en fait une borne encore plus uniforme du type
Card(C(k)) < c(k,g). En utilisant I’étude de [Pac97] on peut méme espérer une borne
Card(C(k)) < c¢(d, g).
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Contenu de la thése

Cette thése se consacre entiérement a I’étude de la conjecture de Lang et Silverman
sur les variétés abéliennes et a certaines de ses applications. Le travail se divise en quatre
chapitres. Les chapitres 2, 3 et 4 sont largement indépendants les uns des autres. Toutes
les hauteurs de variétés « h(A) » impliquées dans des majorations ou minorations doivent
étre comprises comme « max{1,h(A)} ».

Le premier chapitre sera utile pour toute la suite. Il fixe les principales notations
et normalisations dont on aura besoin, a savoir les définitions de hauteur d’un point dans
un espace projectif, hauteur canonique ou de Néron-Tate pour les points d’une variété
abélienne, et le théoréme de Néron de décomposition en hauteurs locales, point central de
la stratégie d’étude mise en place. On aura besoin de 'espace de Siegel associé aux variétés
abéliennes principalement polarisées. On étudiera ensuite les définitions de hauteur d’une
variété abélienne utiles dans ce texte. On définira ainsi la hauteur de Faltings, la hauteur de
Faltings augmentée, la hauteur de Faltings stable, la hauteur théta d’une variété abélienne,
et on donnera les comparaisons entre ces différentes notions de hauteur. On rajoutera la
définition de trace archimédienne d’'une variété abélienne, ainsi qu'un paragraphe sur les
discriminants associés aux courbes hyperelliptiques.

Le second chapitre est une étude détaillée de la conjecture de Lang et Silverman pour
les variétés abéliennes de dimension 2. Une variété abélienne principalement polarisée de
dimension 2 est isomorphe ou bien & une jacobienne d’une courbe C' de genre 2 polarisée
par le diviseur © = C, ou bien & un produit de courbes elliptiques F; X Fy, polarisé par
© = E1x{0}+{0} x E,.

On obtient dans ce chapitre un théoréme de minoration de la hauteur de Néron-Tate
associée au diviseur © en utilisant une technique de décomposition en hauteurs locales
légérement modifiées. En effet ces hauteurs locales sont définies a une constante prés, il
y a donc plusieurs maniéres de normaliser ces fonctions. On met en place une étude des
différences de hauteurs locales, ce qui est une maniére détournée de fixer une normalisation,
ce grace a une propriété cruciale des points de 3-torsion en dimension 2. Malheureusement
cette méthode fait apparaitre une condition au bord de ’espace de modules des variétés
abéliennes principalement polarisées de dimension 2. Soit ¢ > 0. On notera Fh . et G5 des
sous-ensembles du domaine de Siegel F, dans lesquels on retire un voisinage « tubulaire-
hyperbolique » du lieu des produits de courbes elliptiques (voir I'introduction du chapitre 2
pour les définitions précises). Les énoncés se placeront donc toujours dans un tel ensemble
F, .. La quantité Tr(A) est appelée la trace archimédienne de la variété abélienne (voir
définition précise en 1.5) et D est un certain discriminant associée a la courbe sous-jacente.
Notons de plus que les calculs explicites et la mise en ceuvre des estimations des hauteurs
locales aux places finies est basée sur I’étude poussée de la surface de Kummer effectuée
par V. Flynn, N. Smart et M. Stoll dans les articles [Fly95, FS97, Sto99, Sto02]. Dans le
cas des jacobiennes de dimension 2 simples, le théoréme prend la forme suivante :
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Théoréme 3. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement positif.
Soient C/k une courbe de genre 2 admettant un point de Weierstrass rationnel sur k et
A sa jacobienne. Alors si A vérifie 7, € I, pour toute place archimédienne v, il existe
une constante c1(d) > 0 telle que pour tout point P € A(k) l'une des deuz propositions
suivantes est vraie :

(1) [n]P = O pour un entier 1< n < 2.240%3'°¢,

(2) hazo(P) = e (Tr(4) = 631og Nyyg(D)) .

1
1604 2408-3"°d’

ot on peut prendre ¢y =

Remarque 1 : 'hypothése « 7, € F, . pour toute place v archimédienne » peut peut-étre
étre retirée dans le cas ou le corps £ n’a qu'une place archimédienne, en particulier pour
k = Q. Il suffit de faire une moyenne restreinte sur les points d’ordre 3, non pas sur 80
points mais sur 72 points bien choisis. Cela se fera au prix de la perte du caractére explicite
de la constante ¢; du théoréme 3.

Remarque 2 : On va donc étre amené dans les énoncés suivants & supposer que l'on
a Tr(A) > 64log Ny g(D). Imposer une hypothese du type Tr(A) > clog Ny q(D) nest
pas rien. En dimension 1, une conjecture de Hall (voir par exemple [Sil92| p. 268) prédit
que seul un nombre fini de courbes elliptiques peuvent la vérifier si la constante ¢ est trop
grande : on meéne une étude a ce sujet dans un paragraphe succédant au théoréme 2.7.4.

Cependant ’espace de modules des courbes de genre 2 est de dimension 3 : ceci permet
d’obtenir des familles infinies de jacobiennes vérifiant cette condition sur le discriminant. On
verra dans le paragraphe succédant au théoréme 2.5.3 ce que I’on peut montrer en utilisant
'article de Igusa [Igu62]. Cette remarque est toutefois une motivation supplémentaire pour
chercher, dans le futur, & obtenir des contributions positives aux places finies.

Remarque 8 : L’existence d'un point de Weierstrass rationnel sur k£ est équivalente a
I'existence d’un modéle y? = F(x) avec deg(F) = 5 sur k. Il suffit d’effectuer une extension
de k de degré inférieur ou égal a 2 pour obtenir un point de Weierstrass rationnel sur k.

On déduit immeédiatement de ce théoréme le corollaire suivant :

Corollaire 1. Soient k un corps de nombres de degré d et € > 0. Soient C'/k une courbe
de genre 2 de modéle y* = F(z) avec deg(F) = 5 et A/k sa jacobienne. Soient Tr(A) sa
trace archimédienne et D = 28 disc(F). On suppose que pour toute place archimédienne v
onaT, €[y, et que :

Tr(A) > 641log Ny /(D).

Alors on a :

16
Card <A(k)tors> < 94.94016-3 d.
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On compléte le théoréme 3 par I'étude de la situation du produit de courbes elliptiques,
qui donne un théoréme plus faible que celui de M. Hindry et J. Silverman dans [HS88],
mais qui permet d’aboutir & un énoncé faisant intervenir les mémes quantités que pour les
jacobiennes simples.

Le chapitre 2 renferme aussi la preuve du théoréme de majoration suivant, basé sur
'expression de la hauteur de Faltings donnée dans [Uen88|; on note ici hi(A/k) la hauteur
de Faltings augmentée :

Théoréme 4. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement positif. Soit
C'/k une courbe de genre 2 avec bonne réduction en 2, prise dans un modéle hyperelliptique
y*> = F(z) avec deg(F) = 5. On note D = 28disc(F). On suppose que la jacobienne
A = Jac(C) vérifie T, € Ga pour toute place archimédienne v. Alors il existe des constantes

c3(d) > 0 et cy(d) > 0 telles que :
he(A/k) < 3 Tr(A) + ¢4log Ny (D),

; ; J 5+ 2 . 1
et on peut prendre : c3 = ——— et ¢y = —.
20d 10d

Notons que ce théoréme est un pas vers la conjecture 1.7 de S. David donnée dans
[Dav93| p. 513. La conjonction des théorémes 3 et 4 fournit alors le corollaire suivant :

Corollaire 2. Soient k un corps de nombres de degré d et € > 0. Soit (A, ©)/k une variété
abélienne principalement polarisée de dimension 2. Si A est simple, on suppose que T, €
Goc pour toute place v archimédienne et que la courbe sous-jacente a bonne réduction en 2.
On prend le modele y* = F(z) avec deg(F) = 5. On suppose que Tr(A) > 64log Ny, /(D).
Alors il eziste une constante c(d) > 0 telle que pour tout point P € A(k) vérifiant Z-P = A
on a :

hase(P) > ¢ hip(A/k),

0, 00005
2408" 316q°

et on peut prendre ¢ =

Les théorémes 1 et 2, ainsi que ce corollaire, permettent de vérifier la conjecture de Lang
et Silverman pour une large classe de variétés abéliennes de dimension 2, par exemple les
jacobiennes simples qui ont potentiellement bonne réduction (on énonce ici le corollaire
2.8.4) :

Corollaire 3. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit ¢ un réel strictement positif.
Soit C/k une courbe de genre 2 donnée dans un modeéle hyperelliptique entier y*> = F(x)
avec deg(F) = 5 et telle que C/k a potentiellement bonne réduction partout. Soit A la
jacobienne de C', simple et vérifiant T, € Ga pour toute place v archimédienne. Alors pour
tout point P € A(k) d’ordre infini on a :

0,0007 ,

hase(P)> —2"" B (A).
A729( )_240320-1516d st( )
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Cet énoncé n’est pas couvert par le théoréme de S. David [Dav93] en dimension 2. Par
contre le théoréme de S. David se passe de I'hypothése archimédienne dont on a besoin
pour mener a bien la stratégie locale.

On rajoute un dernier énoncé dans la présentation de ce chapitre 2, concernant les
points rationnels sur les courbes de genre 2. On compare deux techniques de recherche de
borne sur le nombre de points rationnels d’une courbe de genre 2. Une premiére méthode
consiste a utiliser les travaux de T. de Diego [dD97| ot est mis en place un raisonnement
en famille. La seconde se base sur I'article [Rém00| de G. Rémond, ou figure une borne
qui dépend encore de la hauteur de Faltings de la jacobienne. Combinées au corollaire 2
ci-avant, les deux méthodes donnent le méme genre de borne. Voici le résultat obtenu avec
la seconde :

Corollaire 4. Soient k un corps de nombres et € > 0. Soit C/k une courbe de genre 2,
avec bonne réduction en toute place divisant 2, donnée dans un modéle y*> = F(z) avec
deg(F) = 5. On notera D = 28disc(F). Soit A/k la jacobienne de C. On suppose que
pour toute place archimédienne v, la matrice de périodes T, € Gy .. On suppose de plus que
Tr(A) > 641ogNyo(D). Alors il existe une constante co(d) ne dépendant que de d = [k : Q]

telle que :

Card(C (k) < AmeAR) +1

I

et on peut choisir :
35
ey = 240(d T 1)27

Le troisiéme chapitre est une généralisation de la méthode utilisée en dimension 2
aux variétés abéliennes de dimension g > 2. Les difficultés principales & surmonter, outre
la technicité accrue de certains calculs, sont les suivantes : tout d’abord on ne dispose pas
de I'équivalent de I’étude explicite de V. Flynn, N. Smart et M. Stoll. On a donc choisi de
composer avec les coordonnées de Mumford définies dans [Mum66| pour étudier les places
finies, plus exactement avec les coordonnées de Mumford modifiées introduites dans I’article
[DP02]. Pour réunir les informations locales en un théoréme global, il faut ensuite trouver
un niveau de torsion N ad hoc, jouant le méme role que N = 3 pour g = 2. On a besoin
pour cela a la fois d’une propriété « algébrique » du type N = 2° — 1, et d’une propriété
« analytique » du type N > ¢(L, g), ou ¢(L, g) est une constante strictement positive ne
dépendant que de g et du plongement projectif associé au fibré £ au-dessus d’une variété
abélienne A. Il faut ensuite prendre des précautions avec I'espace de modules des variétés
abéliennes principalement polarisées de dimension g. On notera F,. un sous-ensemble
de cet espace dans lequel on enléve un nombre fini d’hypersurfaces analytiques épaissies
(voisinages « tubulaires-hyperboliques » de taille €, voir définition précise au paragraphe
3.1.2). Ces hypersurfaces sont directement liées au niveau de torsion N choisi au départ.
On note 1a encore Tr(A) la trace archimédienne de A, hg,i(A) la partie finie de la hauteur
théta de A et Sgni(A) le terme issu de la multiplication par [2°], voir les paragraphes 1.5
et 3.2.10 pour les définitions précises. Finalement on peut affirmer :
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Théoréme 5. Soit k un corps de nombres de degré d, notons m = |M®|. Soient g > 2 un
entier et € > 0. Alors il existe des constantes c1(d,g) > 0 et co(d,g) > 0 telles que pour
toute variété abélienne simple de dimension g principalement polarisée (A, ©)/k vérifiant
que T, € F, . pour toute place v archimédienne, et pour tout point P € A(k) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne :

haseo(P) = e1 Tr(A) = ea(hiwi(4) + Siai(4) ),

et on peut prendre :

w49 ¢! 1
4 g? (gl (166 (g2 2)iamsl * 2 = G 2 (2agl)i(T6 I (gl)20F2)tam

cl =

[’esprit de ce théoréme est le méme qu’en dimension 2, notre utilisation de la méthode
des différences de hauteurs locales met en opposition les places archimédiennes et les places
finies, aboutissant & un théoréme de minoration non trivial dés que la somme des contri-
butions archimédiennes domine la somme des contributions aux places finies. On pourra
déduire une borne conditionnelle sur la torsion, de la méme maniére que dans le cas de la
dimension 2. Il sera intéressant a ’avenir de chercher a faire contribuer positivement les
places finies et d’ainsi viser un minorant toujours positif.

Ce troisiéeme chapitre renferme de plus une expression explicite de la hauteur de Fal-
tings pour les jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre g. C’est la généralisation
de la formule de K. Ueno de I'article [Uen88|, établie ici grace a l'utilisation de Particle de
P. Lockhart [Loc94]. Une fois cette formule montrée, on travaille dans un sous-espace de
modules G, excluant les voisinages « tubulaires-hyperboliques » d’un nombre fini d’hy-
persurfaces analytiques (voir définition précise en 3.1.3), ce qui permet d’estimer :

Théoréme 6. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0.
Alors il existe des constantes c3(d, g) > 0 et c4(d, g) > 0 telles que : pour toute courbe C/k
hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal Ay, si la jacobienne
(Jac(C), ©), principalement polarisée par le diviseur ©, admet des matrices 1, € Gy . pour
toute place archimédienne v, on a :

hiy(Jac(C)) < ¢3 Tr(Jac(C)) + calog Ni/o(Amin),

A + 2 ; g
el Cp = V77— —.
d T (8¢ +4)d

et on peut prendre c3 =

On peut déduire des théorémes 5 et 6 le corollaire suivant en direction de la conjecture
de Lang et Silverman :
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Corollaire 5. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0. Soit
C/k une courbe hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal Apiy.
On suppose que sa jacobienne (A, ©) est simple, principalement polarisée par le diviseur ©
et admet des matrices T, € G, N F, . pour toute place archimédienne v. On suppose, pour
cs = c5(g) une constante donnée :

Tr(A) > 5 max {hﬁni(A) + Sini(A), log Ny, /@(Amm)},

alors il existe une constante ¢ = c(d, g) > 0 ne dépendant que de d et g telle que pour
tout point P € Jac(C)(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne :

hageo(P) > ¢ hy(A).

De plus on peut prendre :

160+ (g1)20+1 2
o= Ty et o= (1607 D ()20 2)
s

-bgd

A priori cet énoncé est moins puissant que celui de S. David en dimension g car res-
treint aux jacobiennes de courbes hypelliptiques et affublé d’une hypothése archimédienne
difficilement calculable. De plus, s’il est clair qu’on peut trouver des familles de variétés
avec Tr(A) dominant hgy;(A), il est moins évident de controler les contributions finies de
la hauteur des formes représentant la multiplication par [2%], regroupées dans Sgp;(A).

Plusieurs points méritent d’étre soulignés cependant. Tout d’abord la méthode sépare
les places finies et les places archimédiennes, ce qui laisse espérer des énoncés futurs moyen-
nant des hypothéses de réductions. Ceci n’est pas directement possible avec le théoréme
de S. David. En outre on peut espérer, moyennant un calcul de la hauteur de Faltings sans
hypothése de semi-stabilité sur la courbe, pouvoir obtenir un minorant faisant intervenir la
hauteur de Faltings augmentée relative au corps k, qui est un majorant de la hauteur théta
utilisée pour obtenir le résultat de [Dav93| rappelé plus haut (la hauteur théta est compa-
rable a la hauteur de Faltings stable). Enfin, et a la lumiére de I'historique des recherches
sur la conjecture de Lang et Silverman, ce corollaire va dans le sens de la remarque de S.
David suivante : les techniques de preuve de transcendance et de décomposition en hau-
teurs locales semblent aboutir par des voies différentes aux mémes résultats, c’est-a-dire
en I’état actuel des connaissances, a des résultats dans le cas ou les places archimédiennes
dominent.

Remarque : On peut bien str déduire, sous des hypothéses analogues, des énoncés
partiels sur le nombre de points de torsion d'une variété abélienne de dimension g et sur le
nombre de points rationnels d'une courbe hyperelliptique de genre g. Par souci de concision,
nous laissons au lecteur le soin de formuler ces corollaires (voir les corollaires 1 et 4 dans
le cas g = 2).

Le quatriéme chapitre est un chapitre d’étude de la dépendance de la constante pré-
sente dans I'inégalité de Lang et Silverman. On montre trés facilement, par exemple par
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un argument de division de point, que cette constante dépend nécessairement du corps
de définition des points rationnels P considérés. En utilisant la restriction des scalaires
a la Weil, on montre aussi qu’on doit considérer la dimension du plus petit sous-groupe
algébrique contenant P. La nécessité de la dépendance en la dimension de la variété abé-
lienne ambiante, lorsqu’on se restreint aux points vérifiant que Z- P est Zariski-dense, est
un peu moins évidente. On traite en détail le cas des jacobiennes de courbes modulaires
Jo(N). Plus exactement on produit un équivalent de la hauteur de Néron-Tate d’un point
de Heegner lorsque le niveau N est grand, généralisant une démarche déja présente dans
[MU98|. Pour k un corps de nombres dont I'anneau des entiers est noté Oy, on note hy, son
nombre de classes, u; la moitié du cardinal de ses unités et Ny un ensemble de produits de
premiers appartenant a des classes de congruences constitué des entiers N tels qu’il existe
un point de Heegner associé a Oy sur Xo(N). Le résultat est le suivant :

Théoréme 7. Soit k un corps quadratique dont le discriminant D vérifie les conditions :
D <0, D est sans facteur carré et D =1 (mod 4). Soit xp € Xo(N) un point de Heegner
associé a k et posons : cp = (xp) — (00). Alors on a :

EJO(N) (CD) ~ hkuk log(N),

lorsque N € Ny tend vers l'infini.

Notons g(N) la dimension de Jy(N). L’utilisation de 1’équivalent (obtenu dans [JKO8|
grace a des calculs de géométrie hyperbolique complexe) hg(Jo(N)) ~ @ log(N) de la
hauteur de Faltings de Jo(N) lorsque N est grand permet, par comparaison des asympto-
tiques, de conclure au fait suivant :

Corollaire 6. Soit k un corps quadratique dont le discriminant D vérifie les conditions :
D <0, D est sans facteur carré et D =1 (mod 4). Soit xp € Xo(N) un point de Heegner
associé a k et posons : cp = (xp) — (00). Notons g(N) le genre de Xo(N). Alors on a :

3hkuk

i) hst(Jo(IV)),

vy (cp) ~
lorsque N € Ny tend vers l'infini.

Remarque :
Il faut noter que les exemples développés dans ce chapitre indiquent que, pour obtenir
une inégalité du type hao(P) > ¢ hp(A/k), on ne peut se dispenser en général de :

— la dépendance en le corps k de la constante c;

— la dépendance en la dimension g de la constante c;
— I’hypotheése Z-P = A.
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Le cinquiéme chapitre est composé de trois annexes. Dans la premiére on montre
comment augmenter le domaine de validité du corollaire 2 ci-avant en utilisant des isogénies
particuliéres. On pourrait généraliser encore un peu. Il n’est pas impossible que cette
voie d’attaque permette a ’avenir de faire disparaitre la condition au bord de I'espace de
modules. La deuxiéme annexe renferme les formules explicites utiles pour les calculs sur
la surface de Kummer. La derniére annexe donne les formules des invariants d’Igusa des
courbes de genre 2.
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Chapitre 1

(Généralités sur les hauteurs
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1.1 Hauteur dans un espace projectif

Soit k un corps de nombres. On note d = [k : Q] son degré sur Q. On notera dans tout
le texte My l'ensemble de ses places (deux a deux non équivalentes), M° I'ensemble de
ses places archimédiennes et M} 1’'ensemble de ses places finies. Pour toute place v € My,
on notera k, le complété de k pour la valuation |.|, associée a la place v, oul on normalise
Ip|l, = p~! pour toute place finie v au-dessus d’un nombre premier p. Pour les places
archimédiennes on prendra la valeur absolue usuelle. On notera de plus d, = [k, : Q,] le

degré local en v et :
dy [y 1 Q)

’nU:—:i

d~ k:qQ

Soient n > 1 un entier naturel et ]P% 'espace projectif sur Q de dimension n. Soit
x = (xg:...: x,) € PX un point projectif et soit & un corps contenant x, i.e. contenant ses
coordonnées. Alors on définit la hauteur de x comme étant :

h(z) = Z n, log max |z;|,.

1€[0,n
va [0,n]

C’est un nombre positif ou nul qui ne dépend ni de la normalisation du point = (formule
du produit), ni du corps contenant z (formule d’extension).

Soient X/k une variété projective sur k, D un diviseur trés ample sur X et @p un
plongement de X dans un espace projectif P". Alors on peut définir une hauteur sur
X, appelée hauteur de Weil, de la maniére suivante : pour tout point k-rationnel P (i.e.

P € X(k)) on pose :
hxp(P) = h(gp(P)).

Si le diviseur D n’est pas trés ample, on peut toujours écrire D = D; — Ds, avec D; et
D, trés amples. On posera alors :

hxp(P) := h(p,(P)) — h(p,(P)).

On vérifie ensuite que cette définition ne dépend ni du morphisme ¢p, ni de la décom-
position D = D; — D, a une fonction bornée prés. Toutes ces vérifications sont faites en
détails dans la littérature, voir par exemple [HS00] p. 186, dans le cours de la preuve du
théoréme « Weil’s Height Machine ».

Soient A/k une variété abélienne sur k, D un diviseur ample et symétrique sur A. Pour
tout entier naturel n > 1 on note [n]P le point [n — 1]P + P, ou le symbole « + », est
ici Paddition sur A, et [1]P = P. On définit alors la hauteur canonique, ou hauteur de
Néron-Tate, d'un point P € A(k), par la formule :

~ h P
hap(P) := nEToo %.
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1.2 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs locales

Une hauteur de Weil associée a un diviseur D sur une variété abélienne A/k est par
définition une somme indexée par les places de k de fonctions a valeurs réelles (définies hors
du diviseur D). C’est de plus une fonction vérifiant la relation suivante (issue du théoréme
du cube) : il existe une constante c telle que pour tous points P, Q, R € A(k), et en notant
temporairement b = hyp :

MP+Q+R)—hP+Q)—h(Q+R)—h(R+ P)+h(P)+h(Q)+h(R)| <c

Si on suppose de plus que le diviseur D est symétrique on obtient (en prenant R = —(Q))
une relation de quasi-parallélogramme :

h(P+ Q)+ h(P — Q) — 2h(P) —2h(Q)| < c.

Le passage a la limite effectué pour définir la hauteur de Néron-Tate permet d’obtenir
¢ = 0. Cette construction offre donc I'avantage suivant : la hauteur de Néron-Tate devient
une forme quadratique, dont le cone isotrope est le sous-groupe de torsion de la variété
abélienne.

A. Néron souhaitait retrouver une décomposition locale de cette hauteur canonique, si
possible en obtenant une somme de formes quadratiques locales. On donne ici ’aboutis-
sement des travaux de A. Néron permettant de décomposer la hauteur de Néron-Tate en
une somme de hauteurs locales. La décomposition s’écrit comme suit (voir [HS00| p. 242) :

Théoréme 1.2.1. (Néron) Soit A/k une variété abélienne définie sur un corps de nombres
k. Soit My, l’ensemble des places de k. Pour tout diviseur D sur A on note Ap = A\ supp(D).
Alors pour toute place v € My, il existe une fonction hauteur locale, unique a une fonction
constante pres : R

)\'D,v : AD(/{ZU) — R,

appelée hauteur locale canonique, dépendant du choiz de D et vérifiant les propriétés
suivantes, avec v;, des constantes dépendant de v :

1. XDl+Dg,v = /)\\Dl,’v + XDQ,U + V-

2. Si' D =div(f), alors XD,v =vo f+ You.

3. 851 ® : B — A est un morphisme de variétés abéliennes alors on a la relation :
X@*D,v = XD,v 0D+ 3.

4. Soit @ € A(k) et soit tg : A — A la translation par Q). Alors on a la relation :
/):tZzD,v = /):D,U otg + Vau-

5. Soit /l;A;D la hauteur globale canonique de A associée a D. Il existe une constante c
telle que, pour tout P € Ap(k) :

hap(P) =Y npu(P)+c.

veEMp,
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6. Si D vérifie [2]*D = 4D +div(f) pour f une fonction rationnelle sur A et si l'on fize
les constantes de telle sorte qu’on ait la relation XDW([Q]P) = 4XD,U(P) +u(f(P)),
alors : R R

hap(P) =Y nuAp.(P).

vE My

(Notons que f est unique & multiplication par une constante a € k* pres.)

Remarque : On utilise ce théoréme dans les chapitres 2 et 3. Dans le chapitre 4, on
prendra le point de vue « symbole de Néron », dont les propriétés sont étudiées dans
[Nér65]. Essentiellement pour un diviseur D, un point P hors du support de D et une place

v de k on aura XD,U(P) =<D,P >,.

1.3 Espace de Siegel

Soit v une place archimédienne. On notera H, l'espace de Siegel associé¢ aux variétés
abéliennes sur k, principalement polarisées de dimension g et munies d’une base symplec-
tique (on pourra consulter [LB92| p. 213). C’est ’ensemble des matrices 7 = 7, de taille
g x g symétriques a coefficients complexes et vérifiant la condition Im 7 > 0 (i.e. définie po-
sitive). Cet espace est muni d’une action transitive du groupe symplectique I' = Sp(2¢g, R)
donnée par :

¢ D

On consideére alors F, un domaine fondamental pour ’action du sous-groupe Sp(2g, Z).
On peut choisir F,; de telle sorte qu'une matrice 7 de ce domaine vérifie en particulier les
conditions suivantes (voir [Fre83| p. 34) :

{ A B ] .t = (Ar + B)(Cr+ D).

— S1 : Pour tout o € Spy,(Z) on a : det(Im(o.7)) < det(Im(7)). On dira que Im 7 est
mazimale pour I'action de Spy,(Z).
— S2: Si Re(7) = (asy) alors |a; ;| < 3.

— 83 : SiIm(7) = (b;;) alors pour tout I € {1,...,g} et tout ¢ = ((y,...,(,;) € Z9 tel
que pged((y, ..., ) = 1 on a “‘¢Im(7)¢ > byy. De plus pour tout i € {1,...,¢9} on a
bi,i+1 > 0. On impose enfin bg,g > .2 bl,l > \/§/2 et bz,z/2 > |bz,j‘

En dimension g = 2 on aura en particulier les inégalités, utilisées constamment dans le
chapitre 2 (on note 71 = 711 et 7 = T9o) :

{ Im7m >Im7 > 2Im7e >0,

Imm > @

Dans tout le texte, les matrices 7 seront toujours supposées appartenir au domaine
fondamental F}.
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1.4 Hauteur d’une variété abélienne

Nous avons défini la hauteur sur les points d’une variété abélienne, il nous faut a présent
donner une définition de la hauteur de la variété elle-méme. 11 y a plusieurs possibilités de
définition dans la littérature, nous allons en utiliser deux, a savoir la hauteur de Faltings
et la hauteur théta, qui chacune ont leurs avantages et qui sont comparables (confer la
remarque 3 du paragraphe sur la hauteur théta).

Hauteur de Faltings

Soient k un corps de nombres et S = Spec(Oy) le spectre de son anneau d’entiers. Un
fibré vectoriel métrisé de rang r sur S est un Op-module projectif £ de rang » muni d’une
collection {]|.|[, }verrge telle que ||.|[, est une norme hermitienne sur le k,-espace vectoriel
L ®0, k,, vérifiant ||z||, = ||Z||; pour tout plongement v : k — C.

Le degré d’Arakelov d'un fibré en droites métrisé (L, ||.||,) sur S est défini, en prenant
un élément non nul s € L :

deg(L) = log Card <£/80k> — Z d, log|]s]]v-

v:k—C
Ce degré ne dépend pas du choix de s non nul (application de la formule du produit).

Soit alors A/k une variété abélienne de dimension g > 1. Soient 4 — S son modéle
de Néron, € : S — A sa section neutre et Qi\/s le faisceau des g-formes différentielles, qui
est localement libre de rang 1. On pose wa/s = 5*(Qf’4/s); c’est un fibré en droites sur

S = Spec(Oy) qu’on peut identifier au module de ses sections globales. On le munit des
métriques suivantes :

1 _
vacuys®,C, llali=5 [ lanal
Ay (C)

On définit alors :

Définition 1.4.1. Soit A/k une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. On
appelle hauteur de Faltings relative a k ou plus simplement hauteur de Faltings la quantité :

he(AJK) = = deg(eonss).

Définition 1.4.2. Soit A/k une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. Soit
k" une extension de k telle que A/K' aquiére réduction semi-stable. On appelle alors hauteur
de Faltings stable la hauteur de Faltings relative a k' et on note :

ht(A) = he(A/K).
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On donne enfin une variante, utile dans ce texte a plusieurs endroits. Commencons par
quelques notations : pour une variété abélienne A/k principalement polarisée de dimension
g définie sur un corps de nombres et une place v € M° on sait que les points complexes
de A, forment un tore complexe de dimension g, plus précisément il existe une matrice 7,
symétrique de taille g x g, avec Im 7, définie positive et mazimale pour l'action de szg(Z)
(au sens de la propriété S1 du paragraphe précédent), telle que :

Ay(ky) ~ CY/(Z9 + 1,79).
On définit alors, en gardant toutes ces normalisations :

Définition 1.4.3. Soit A/k une variété abélienne principalement polarisée définie sur un
corps de nombres k. On appelle hauteur de Faltings augmentée (relative) la quantité :

Wo(AJk) = hp(A/k) + % > d,log[det(Im,)].

UEMISO
De méme on définit :

Définition 1.4.4. Soit A/k une variété abélienne principalement polarisée définie sur un
corps de nombres k. Soit k' une extension de k telle que A/k" aquiére réduction semi-stable.
On appelle alors hauteur de Faltings augmentée stable la hauteur de Faltings augmentée
relative a k' et on note :

hGi(A) = hp(A/K).

Remarque 1 : Lorsque det(Im7,) > 1 pour toute place v archimédienne, on a les inéga-
lités :

Be(AR) = he(A/K) > hy(A),
Be(AJR) = Wy (A) > ha(A).

Remarque 2 : La hauteur de Faltings ne dépend d’aucun choix de plongement dans un
espace projectif, ni méme de la section (non nulle) qu’on utilise pour la calculer. C’est une
quantité intrinséque, ce qui rend sa présence trés naturelle dans I’énoncé de la conjecture
de Lang et Silverman.

Hauteur théta

On commence ce paragraphe par fixer un certain nombre de notations importantes,
particulierement pour le chapitre 3. On tire toute la présentation de la théorie des coor-
données de Mumford de ’article [DP02] dont on garde les notations, mais on pourra bien
entendu se référer aussi a 'article original [Mum66| pour les preuves. On gardera en mé-
moire que les coordonnées de Mumford modifiées, correspondant au plongement théta avec
caractéristiques, sont définies et étudiées dans [DP02| uniquement.
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Soit A/k une variété abélienne de dimension g munie de £ un fibré ample et totalement
symétrique au sens de [Mum66]| p. 305. Pour la compréhension de notre travail, il suffit de
savoir que si M est un fibré ample et symétrique, alors M®3 est trés ample et M®* est
a la fois trés ample et totalement symétrique. On définit, en notant ¢, la translation par
x € A, les sous-groupes :

H(L) = {xeA

PL E} ,
Gg(L) = {(x, gp)‘x eH(L), g€ Isom(ﬁ,tzﬁ)} :
On sait par [Mum66]| p. 290 que 1'on a la suite exacte :

{1} = # = G(L) = H(L) =0, (%)

et k* est le centre de G(L£) pour sa structure de groupe naturelle. On définit de plus la
forme bilinéaire alternée non dégénérée e~ sur H(L) par :

soient x et y dans H(L), avec = et y dans G(L) au-dessus respectivement de = et y,
on pose : e“(x,y) =7-7- Lyt € k*.

On vérifie (voir [Mum66| p. 293) qu’on a une décomposition en sous-groupes isotropes
K(L) et K'(L) tels que H(L) = K(L) @ K'(L). Le forme e permet d’identifier K'(L) avec

—

le dual K(£) = Hom(K(L), k*) lorsque k est algébriquement clos.

On appelle type de L et on note d = (d, ..., d,) le g-uplet des diviseurs élémentaires du
groupe fini (L). On pose alors :

K(d) = éZ/diZ . K(d) = Hom(K(d),k*), H(d)=K(d) o K(d).

On définit de plus ’ensemble :

—

G(d) = k* x K(d) x K(d),

que I'on munit de la loi de groupe :
<a, x, l) . <o/, x l’) = <a-o/.l’(x) L x4a L+ l').

Le corollaire de [Mum66| p. 294 nous fournit, si £ est de type d, un isomorphisme entre
la suite exacte (x) et la suite exacte suivante :

{1} = k" = G(d) — H(d) — 0. (xx)

On définit ensuite (par les commutateurs, comme pour ) une forme e? bilinéaire
alternée non dégénérée sur H(d) qui admet pour sous-espaces isotropes les K(d) et K (d).

Le groupe admet alors une représentation naturelle dans le k-espace vectoriel I'(A, £) :
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soient z = (z,¢) € G(L) et s € ['(A, L),

on définit U, : T'(A, L) — I'(A, L) en posant : U,(s) = 7°_(¢(s)).
Cette représentation fait de I'(A, £) un G(£)-module irreductible (confer [Mum66],
théoréme 2 p. 297).
On définit I'ensemble V(d) comme étant I'espace des fonctions de K(d) dans k. On
définit une représentation U de G(d) dans V((d)) en posant :

Vy € K(d), (Uaen(f)y) = a-l(y)-flz+y).
On sait par [Mum66]| p. 295 que cette représentation est irréductible. On a alors :

Proposition-Définition 1.4.5. (Mumford) Soient A/k une variété abélienne et L un
fibré tres ample et totalement symétrique sur A. Choisissons un isomorphisme entre G(L)
et G(d) agissant trivialement sur k*. Il existe alors un unique (G4 multiplication par un
scalaire non nul prés) un isomorphisme du G(L)-module T'(A, L) vers le G(d)-module V(d).
Un tel choix d’isomorphisme est appelée une structure théta pour la paire (A, £).

Supposons donnée une structure théta pour (A, L) et soit f : V(d) — I'(A, £) l'iso-
morphisme induit, pour d = (dy, ...,d,) le g-uplet d’entiers correspondant. Les fonctions

caractéristiques fournissent une base de V' (d). Pour tout a € K(d) on définit la fonction
64 € V(d) =T'(A, L) en posant :

d(z)=1 si z=a
{ 04(x) =0 si z#a, v K(d).

La famille de sections globales 6* := (65),ex(a) = (f(62))ack(a) fournit alors un plon-
gement projectif de A noté O,. Cette base est appelée coordonnées de Mumford.

En suivant [DP02] on va définir un systéme de coordonnées modifiées afin de tenir
compte des caractéristiques théta. On note tout d’abord K; = K(2'd) et on identifie
['(A, £%%) et V(2'd). On suppose que les structures théta ainsi fixées sont compatibles, ce
qui signifiera qu’elles vérifient deux a deux la proposition 7 p. 320 de [Mum66|. On peut
donc fixer des coordonnées de Mumford pour chaque niveau i, que 'on notera (53))%&.
On définit de plus K;(n) C K; le sous-groupe des éléments de n-torsion. Pour i = 0,2,4 on
désigne par Z; un systéme de représentant du %o\tient K;/K;(2.2"/%). On introduit alors

les nouvelles coordonnées, pour (a,l) € Z; x K;(2.2/2) :
i) i
AD = > el
ceK;(2.21/2)

On définit alors :



La collection des coordonnées est définie a un scalaire pres, ce qui donne bien un plon-
gement projectif de la variété A, appelé coordonnées de Mumford modifiées. Dans toute la
suite on choisira de travailler avec i = 2.

On va normaliser les points projectifs en divisant par I'une des coordonnées. Ceci fixera
le diviseur D utilisé pour la suite de notre travail. On va faire le choix de la caractéristique

—_—

(ag,lo) € Z9 X K3(4) correspondant a la caractéristique de Mumford [¢’, 6”] donnée en 3.2.5

e
et on note xy = A(amlo

) On définit alors, pour tout point P hors du diviseur D = (x5 = 0) :

i A? (P)
_ (a,)
@(P) f— (1’ ceey W7 ...) .

On notera qu’en particulier zo(O4) = 0.

Définition 1.4.6. On appelle hauteur théta de la variété abélienne polarisée (A, L) la
hauteur projective de l'image de l'origine dans le plongement associé a L= :

he(A) :=h (@z:®4 (OA)> :

On peut de plus définir les parties finie hgni(A) et archimédienne ho(A) de la hauteur
théta comme suit : il faut avant tout fixer une normalisation pour la hauteur locale de
lorigine. Partons de la caractéristique privilégiée (ag,lo). On sait par le lemme 3.5 p. 654

de [DP02] qu’il existe une caractéristique (by, ko) telle que Agz ko) (Oa) # 0. Cest le choix
qu’on fera pour trivialiser. On donne alors :

. AP (0.4)
6(0.) :( : 1(2()#)
AD  (Oa)

On peut alors définir :

hoo(A) := ) dy10g ||6(0.4)|o,

veMp?

heni(A) = dy1og[|©(04)]]u,
UEM,?
et on aura bien entendu :
1

ho(A) = & (haol() + ha(4)).

Remarque 1 : En partant d’un fibré ample M associé a une polarisation principale, on
obtient un fibré trés ample et totalement symétrique en prenant la puissance tensorielle
quatriéme.
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Remarque 2 : La hauteur théta définie ici est exactement la hauteur des thetanullwerte,
image par le plongement théta complexe de I'origine de la variété abélienne. Les coordon-
nées de Mumford modifiées correspondent essentiellement au plongement théta complexe
avec caractéristiques; ce fait est détaille dans [DP02| p. 655 et p. 656 ou on trouve la
formule :

. k—
Oap (1,27 2) = exp(2im tab) A((ZQ(%’;Z)) (2).

Remarque 3 : La hauteur théta et la hauteur de Faltings stable sont des hauteurs
comparables au sens suivant. Explicitant un résultat de G. Faltings de 1983, J.-B. Bost et
S. David montrent (voir par exemple [Rém99|, dans lequel on prend r = 4 avec notre choix
de plongement théta) qu’il existe une constante M(g) > 0 telle que pour toute variété
abélienne A principalement polarisée :

hi(A) = 2he(A)| < M(g).

On utilisera ce fait notamment dans la partie 2.8.3.

Remarque j : La hauteur théta dépend donc d’un choix de plongement projectif contrai-
rement & la hauteur de Faltings, mais elle posséde la propriété agréable de se décomposer
naturellement en somme de hauteurs locales.

Remarque 5 : 11 existe des énoncés de minoration de la hauteur théta, notamment le
matriz lemma de D.Masser (voir [Mas87| p. 115). S. David et P. Philippon explicitent ce
résultat dans [DP02] p. 697 de la maniére suivante (o ||.||2 désigne la norme euclidienne) :

1 8 ,
p Z || Im7,[|2 < ;(max{l,h@(z‘l)}+2g log(4g)).

veMpge

1.5 Trace archimédienne et discriminants

On définit ici une quantité purement archimédienne qui va rendre compte des contribu-
tions aux places archimédiennes de la hauteur d’une variété abélienne. On discute ensuite
des notions classiques de discriminants pour les courbes hyperelliptiques.

Trace archimédienne

On définit ici une quantité qui rend compte de la taille des contributions archimédiennes
pour la hauteur d’une variété. Elle est bien stir comparable au membre de gauche dans
I'inégalité du matriz lemma donnée dans la remarque 5 ci-avant.

Définition 1.5.1. Soit A/k une variété abélienne principalement polarisée sur un corps
de nombre k. On note Mp° l’ensemble des places archimédiennes de k et d, = [k, : Q,].
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On a pour tout v € M : A(k,) ~ CI/Z9 + 1,29, avec T, € F,. On appelle alors trace
archimédienne de A la quantité :

Tr(A) = ) d,Tr(Imr,).

veMp?

Remarque 1 : A priori la trace archimédienne ainsi définie n’est pas tout a fait intrin-
seque. En effet le déterminant des matrices Im 7, peut étre choisi maximal pour ’action
de Sp(2¢,Z) (au sens de la propriété S1 dans le paragraphe sur I'espace de Siegel) mais
cela ne fixe pas forcément la trace des Im7,. Pour une variété abélienne principalement
polarisée A, on choisira toujours, parmi les 7, qui maximisent le déterminant de Im 7, les
T, maximisant aussi la trace des matrices Im 7,.

1
Remarque 2 : La quantité — Tr(A) est stable par extension du corps de base. On pourra

s’en convaincre en regardant le corollaire 2.8.4.

Remarque 3 : Le lemme 2.1 p. 517 de [Dav93| combiné a la démonstration du théoréme
3.4.9 permet d’obtenir une inégalité entre la trace archimédienne et la somme des contribu-
tions archimédiennes de la hauteur théta. Notons Z I’ensemble des caractéristiques. Fixons
mgy € Z la coordonnée par laquelle on divise, on peut écrire, en prenant les notations des
fonctions théta complexes :

hoo(A) = Z dvlogmax‘%).

mo
veMge

Le lemme de [Dav93| (avec z = 0) nous fournit une constante ¢(g) > 0 ne dépendant
que de la dimension telle que :

log max ’6m<7'v,0)’ < c(g)|| ITm ||,
me
et les détails de la preuve du théoréme 3.4.9 fournissent, au moins lorsque 7, est dans un

sous-espace du domaine de Siegel F;, noté G,. (excluant I'hypersurface d’annulation de
Omo (0, 0), voir la définition précise en 3.4.8), une constante ’(g) > 0 telle que :

—log ’Qmo(ﬂ,, O)’ < d(g) Tr(ImT,).

Ces deux inégalités fournissent, en sommant toutes les estimations et en majorant
simplement || Im7,|| par Tr(Im 7,), une troisiéme constante ¢’(g) > 0 telle que, si 7, € G,
pour toute place v archimédienne :

hoo(A) < ¢"(g) Tr(A).
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Discriminants
Discriminant d’une courbe hyperelliptique

Soit C' une courbe hyperelliptique de genre g définie sur un corps k, munie d’un point
P, rationnel sur k (ce point sera placé a l'infini). On peut en donner un modéle affine :

E: y*+q(z)y = p(a),
avec deg(q) < g et deg(p) = 2g + 1.

On définit alors en suivant [Loc94| le discriminant du modéle hyperelliptique E :

1
Ap = 2% disc (p(x) + Zq(:c)) .
Le fait important est que ce discriminant caractérise la mauvaise réduction du modele
(voir 1a aussi [Loc94]) :

Ap =0 <= F est singulier.

Discriminant minimal

Soit v une place finie du corps k. Parmi tous les modéles hyperelliptiques entiers sur
O, de (C,FR), on peut en trouver un qui minimise la quantité v(A). On appelle alors
discriminant minimal local l'idéal p*®+), Le discriminant minimal de la courbe C' (munie
du point P,) sera alors le produit des discriminants minimaux locaux :

Do = H pya).

0
vEM,c

Une équation hyperelliptique dont le discriminant est le discriminant minimal global
sera appelée équation minimale globale. Il est parfois possible d’en trouver une, par exemple
dans le cas o I’anneau des entiers de & est principal. On pourra se reporter a la proposition
2.8 de [Loc94| ou a la proposition 2 de [Liu96]. On trouve dans [Liu96] une étude plus
poussée sur les discriminants et discriminants minimaux, que l'on utilisera au chapitre
2. On utilisera plutot les calculs de [Loc94] au chapitre 3, ainsi que dans un corollaire
du chapitre 2. On notera souvent A, pour le discriminant minimal (lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité sur le corps).

Remarque : 11 serait intéressant d’obtenir une comparaison entre le logarithme de la
norme du discriminant d’une courbe hyperelliptique C' et la somme des contributions aux
places finies de la hauteur théta hgy;(Jac(C)).

1.6 Additivité de I’énoncé

On donne ici des informations concernant les produits de variétés abéliennes et les choix
de polarisations.
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Produit de variétés abéliennes

Soient (Ay,D;) et (A2, Dy) des variétés abéliennes définies sur k, avec Dy et Dy des
diviseurs associés a des polarisations principales. Alors la variété abélienne principalement
polarisée (A, D) = (A; X Ay, Dy x {O4, } +{04,} x Dy) vérifie les relations suivantes, pour
tout point P = (Py, P») :

EAD(P) = /EALDI (Pl) +/i;z427172(P2)7

he(A/E) = hp(Ay k) + he(As/k).

Toute information obtenue sur les variétés abéliennes simples aura donc des consé-
quences sur les variétés abéliennes composées.

Polarisations

On va restreindre I’étude aux variétés abéliennes principalement polarisées. Il est sou-
vent possible dans les travaux portant sur les variétés abéliennes d’étendre des résultats
obtenus sur les variétés abéliennes principalement polarisées aux variétés abéliennes mu-
nies d'une polarisation quelconque. En effet pour toute variété abélienne A, le lemme de
Zarhin (dont on trouve une preuve dans [MB85b] p. 205) nous assure que A* x A* ot A
est la variété abélienne duale de A, peut étre munie d’une polarisation principale dont le
diviseur associé sera noté D.

Dans I'étude de I'inégalité de Lang et Silverman, pour le membre de droite on a 1’égalité
he(A/k) = hp(A/k). Par contre, pour un diviseur D; ample sur A, il n’est pas évident de
déduire d’une minoration de /l;A@ d’une minoration de EA4xA4,D-

On peut cependant utiliser le fait suivant : une variété abélienne polarisée est isogéne
a une variété abélienne principalement polarisée (on pourra consulter 'article de Milne
sur les variétés abéliennes dans I'ouvrage [CS86]). On a la proposition suivante, qui se
démontre comme en 5.1.2 :

Proposition 1. Soit g > 2 un entier. Soient k un corps de nombres et v une place
archimédienne de k. Soient (A,D)/k une variété abélienne polarisée de dimension g et
A’k une variété abélienne principalement polarisée isogéne a A. On note & : A — A’
l’isogénie.

Supposons que l'inégalité de Lang et Silverman soit vérifiée pour toute variété abélienne
principalement polarisée. Alors il existe une constante ci(k, g, ®) > 0 telle que pour tout
point P € A(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne :

Fan(P) > ex(k,g.9) (ha(A) — 5 log(de ®)).
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Chapitre 2

Minoration de la hauteur de Néron-Tate
pour les variétés abéliennes de
dimension 2
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Introduction

Ce chapitre est une étude de la situation en dimension 2; les variétés abéliennes de
dimension 2 principalement polarisées sont, a isomorphisme prés (voir [Wei57] p. 37 et la
fin de cette introduction), ou bien des produits (E; X Es, ©) de deux courbes elliptiques,
avec © = E1 x{O}+{0} x E, ou bien des jacobiennes (Jac(C'), ©) de courbes de genre 2,
avec © = (. Dans le premier cas on peut utiliser la minoration donnée dans le théoréme de
M. Hindry et J. Silverman rappelé dans I'introduction générale (théoréme 1) ou un énoncé
dérivé. Dans le second on cherche & minorer la hauteur de Néron-Tate associée au diviseur
0=C.

Nous allons mettre en place une stratégie de minoration proche de celle adoptée par M.
Hindry et J. Silverman dans le cas ¢ = 1 en utilisant la décomposition de la hauteur de
Néron-Tate en hauteurs locales. Ce qui rend cette démarche possible en dimension 1 est
I'existence de formules explicites et relativement manipulables pour ces hauteurs locales.
Bien qu’on ne dispose pas de formule dans le cas général, on peut encore obtenir un énoncé
en dimension 2.

Si A = Jac(C') est la jacobienne d’une courbe de genre 2, avec C' donnée par y? = F(x)
avec deg(F) = 5, on note D = 28disc(F). Si A = F; x E, est un produit de courbes
elliptiques, on note D = Ag, Ag, le produit des discriminants minimaux de E; et Es.

De plus on note Tr(A) = Z d, Tr(Im 7,) sa trace archimédienne, ou d, = [k, : Q,] et
veMpge
T, est une matrice de périodes de F, associée au tore complexe :

Ay (k) ~ C*)(Z* + 7,77).
Enfin, on définit deux sous-ensembles du domaine de Siegel F3 : soit € un réel strictement

positif. On note :

Im7‘12 >e>0
F,=(17€F, ) Im7 > max{l/e, \/3/2}
Imm > 31

>
G2,€:{T€F2 {Im712_€>0 }

Im 7 > max{1/¢? 31}

On a bien sir : Go C Fy. C Fj.

Ces deux ensembles visent en fait a exclure des voisinages tubulaires du lieu des pro-
duits de courbes elliptiques dans ’espace de module des variétés abéliennes principalement
polarisées de dimension 2. On fera attention a la condition supplémentaire qui impose aux
coefficients diagonaux d’étre d’autant plus grands que l'on souhaite s’approcher du divi-
seur exclu; ceci empéche donc de faire tendre ¢ vers 0. Les voisinages exclus seront donc
« tubulaire-hyperbolique ».
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Le théoréeme principal obtenu est le suivant :

Théoréme 2.0.1. Soit k un corps de nombres. Soit € un réel strictement positif. Soient
C/k un courbe de genre 2 donnée dans le modéle y* = F(z) avec deg(F) = 5 et A sa
jacobienne. On suppose que A vérifie T, € I, pour toute place v archimédienne. Alors il
existe une constante ci(d) > 0 telle que pour tout point P € A(k) d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne :

hae(P) > <Tr(A) — 631og Ny /Q(D)) .

De plus si A est un produit de courbes elliptiques on a la méme inégalité en remplacant 63
par 1/7.

Dans la premiére partie on commence par décomposer la hauteur de Néron-Tate en
hauteurs locales explicites. On s’inspire pour cela 'article de E. V. Flynn et N. P. Smart
[F'S97]. La deuxiéme partie est consacrée a la recherche d'une premiére minoration des
hauteurs locales : on utilise 1a encore la référence [FS97] que 'on prolonge légérement. La
troisiéme partie donne une autre définition de hauteur locale aux places archimédiennes.
On réunit les deux normalisations dans la quatriéme. Aprés avoir effectué ces minorations
place par place, on réunit ces informations dans une cinquiéme partie pour obtenir une
minoration globale. On propose dans la sixiéme partie une majoration de la hauteur de
Faltings de la jacobienne d’une courbe de genre 2. La septiéme partie regroupe des travaux
paralléles sur les produits de courbes elliptiques. Enfin, on réunit les résultats des parties 5,
6 et 7 dans une huitiéme partie regroupant trois corollaires : une minoration de la hauteur
de Néron-Tate par la hauteur de Faltings, une borne sur la torsion des variétés abéliennes
de dimension 2 et une borne sur le nombre de points rationnels d’une courbe de genre 2.
On obtient en particulier :

Théoréme 2.0.2. Soit k un corps de nombres de degré d et soit € un réel strictement
positif. Soient C'/k une courbe de genre 2 donnée par y*> = F(z) avec deg(F) =5 et A
sa jacobienne. On suppose que T, € Gao. pour toute place v archimédienne et que l'on a
Tr(A) > 641og Ny (D). Alors il existe une constante ¢ = c(d) > 0 telle que pour tout point
P € A(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne, on a :

hase(P) > ¢ hp(A/k).

Terminons cette introduction en redonnant briévement ’argument permettant de dé-
duire la structure des variétés abéliennes de dimension 2 principalement polarisées. Soit
(A, ©) une telle variété. On a dim(©) = 1 et (©)® = 2! = 2 (par Riemann-Roch, ou bien
la formule de Poincaré [LB92| p. 328). Si © est une courbe C et j : C' — Jac(C) le plon-
gement dans la jacobienne, on montre que j(C) + j(C) est birationnellement équivalent a
A, ce qui n’est possible que si C' est de genre 2 et A ~ Jac(C). Si © = > C; avec C; des
courbes, on a :

2=(0)% =3 (C;-Cy),
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et chaque terme de la somme est un entier naturel. On déduit alors que © est isomorphe

a la somme de deux courbes, qui de plus sont des translatées de sous-variétés abéliennes
de A.

2.1 Les hauteurs locales en dimension 2

Les deux premiers paragraphes sont directement issus de I’article de E.V. Flynn et N.
Smart [FS97]. On en donne ici une reformulation un peu plus géométrique en omettant la
plupart des preuves. Remarquons que 'article original [FS97| est écrit pour £ = Q, mais
on peut tout utiliser, mutatis mutandis, sur un corps de nombres k. Ceci est en fait décrit
dans les articles de M.Stoll [Sto99] et [Sto02].

2.1.1 Jacobienne et surface de Kummer

On se donne une courbe C' de genre 2 sur un corps de nombres k. On sait que C' est
hyperelliptique, elle posséde donc six points de Weierstrass, les points fixes de I'involution
hyperelliptique. On fait I’hypothése que I'un de ces points, appelé Fy, est rationnel sur k.
On note cl pour la classe rationnelle d’un diviseur. On définit alors le plongement jacobien
de la courbe C dans sa jacobienne :

j: C — Jac(C)

Pl ((P) - (P0)>.
On définit alors © = j(C).

Remarque : Ce choix de Py permet d’affirmer que :

PeO «— —-Pco.

E.V. Flynn et N. Smart explicitent dans l'article [FS97] un choix possible des fonctions
hauteurs locales lorsque A est la jacobienne d’une courbe de genre 2. Nous suivrons pour
cela leur normalisation pour les hauteurs locales. Le diviseur qu’ils utilisent n’est pas ex-
plicitement cité dans ’article mais nous allons voir qu’il s’agit du diviseur D = 20 lorsque
le modéle hyperelliptique est de degré 5. Soulignons que ce choix de diviseur est unique a
translation par un point de 2-torsion prés.

Soient k£ un corps de nombres et C'/k une courbe de genre 2. On peut identifier la
jacobienne Jac(C') au carré symétrique de la courbe, Sym?(C'), dans lequel il faut contracter
un diviseur (qui correspond au diviseur exceptionnel d'un éclatement d’un point de Jac(C)).
Ce procédé est bien décrit dans [Mum?75| p. 52. La surface de Kummer K est définie comme
le quotient Jac(C')/(£1). Elle se plonge dans P3. On a le diagramme :
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Sym?(C) - K c P3
R
Jac(C)

Voyons cela plus en détails : comme on a supposé que F, est un point de Weierstrass
rationnel sur k, on peut se donner un modéle hyperelliptique de la courbe C entier sur k
de degré impair, avec as # 0 et sans racine multiple :

C:y* = F(x) = a52° + agx® + asx® + ao2® + ayz + ay.

Contrairement au modéle plus général de degré 6, il n'y a dans ce modéle qu'un point
a l'infini : Py = oo. L’étude de [FS97| est menée en degré 6, le cas quintique est plus simple
et inclus dans leur travail (il suffit de prendre fg = 0 dans leur notation).

On note A = Jac(C) la jacobienne de C. L’involution hyperelliptique donnée sur la
courbe C par i : (x,y) — (x,—y) induit la multiplication par [—1] sur A. On considére
le quotient de A par (£1). La surface K est donnée par I’équation quartique homogéne
suivante (donnée dans [Fly95] ou [CF96] p. 19 et reprise dans ’annexe 5.2.1) :

R(ky, ko, ks)ki 4+ S(k1, ko, k3)ks + T'(k1, ko, k3) = 0.
On peut donner les points de K par I'application :
K : Sym*(C) — K C P?

k:P= (Pl,PQ) L KP - (klak25k3ak4)7

ot on a défini pour un point P = ((z1,¥1), (x2,y2)) hors du support du diviseur © :

kl = 17
/{ZQ =1 + X9,
ks = x129,

by — 2a0 + a1 (z1 + x2) + 209179 + a3($?$2 + xlx%) /(xy — )2
4 +2a4x725 + as(xiz3 + x73) — 2519 o

Pour un point P = ((x1,y1), 00) :

kl :Oa
ko =1,
ks = 1,
ky = asx?.
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Le diviseur D’ sur Sym?(C) associé¢ a (k; = 0) est donné par D’ = 2(C x {oo}). Ce
diviseur D’ s’envoie donc via I’application 7 : Sym?(C) — Jac(C) sur le diviseur D = 20.

Choisissons alors un plongement k <, C. Les points complexes de (Jac(C), ©) forment
un tore complexe qu'on normalise ainsi : Jac(C)(C) ~ A, (C) = C*/Z* + 1,72, avec T,
une matrice obtenue en calculant les périodes de la surface de Riemann compacte C(C).
Le diviseur ©(C) est alors identifié a la courbe C(C) — A, (C).

2.1.2 Hauteurs

On garde le cadre précédent et on définit suivant [FS97| les hauteurs naive et canonique
d’un point P = (P, P) € A(k). On va normaliser le point projectif Kp en fixant la premiére
coordonnée non nulle comme étant égale a 1 (c’est la normalisation choisie dans [FS97]).
On peut donc définir la hauteur naive comme étant :

hi(P)=h(Kp) = Y n,log max (|kil,),

ie{l,.. 4
va {1,..,4}

et la hauteur canonique associée :
hA72@(P) = lim

ot on note K[njp I'image sur la surface de Kummer de la multiplication par [2"] d'un point
P de la jacobienne; la surface de Kummer n’a plus la structure de groupe de la jacobienne,
mais on peut passer ’application au quotient :

[2"]

A A

| |

AJ(21) — A/(21)

On a choisi de travailler avec la multiplication par [2]. En effet il existe des formules
explicites de duplication sur la surface de Kummer : prenons un point Kp, alors la formule
de duplication est donnée par des polynémes homogénes explicites (donnés sur le site
internet de V. Flynn et reproduites dans I’annexe 5.2) notés 6(Kp) = (01,09,03,04) de
degré total 4 en les k;. Avec la normalisation choisie ici, on aura donc (lorsque P et [2]P
sont hors du support du diviseur ©) :

Kpp =

La hauteur locale naive en une place v est définie par :

)\2@,1) : (kh k27 k37 k4) — log . max (‘kl‘v>
1€{1,..,4}
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Remarque : Cette construction doit étre vue comme l’analogue de la hauteur locale sur
une courbe elliptique \,(P) = log |x(P)|,, ot z(P) est la coordonnée d’un point P dans
un modele de Weierstrass.

Calculons alors :

maxX;e{1... ki([21P)],
)‘ZG,U(K[Z]P) _4)‘29,U(KP) — log €11, 74}<‘ ([ ] )4|))

maxXe 1, a3 (|ki(P)]
max;eq1,..43 (|0 (Kp)ly)
max;e(1, 43 (|ki(P)[%)

= —10g|51(Kp)|U+lOg

Toujours en suivant [FS97]| on définit la hauteur locale canonique d’un point P € A(k)2e
comme suit, en posant tout d’abord :

max(|6;(Kp)|v)

E (Kp):=
Ke) = Tk (P
et :
+oo 1
iow(Kp) =3 o5 los (EU(K[zn]P))-
n=0

Remarque : Cette quantité use ,(Kp) ne dépend pas de la normalisation du point
projectif. 1l est intéressant de remarquer que la preuve du lemme 3 de [FS97| utilise une
normalisation différente du reste de I’article.

Alors on définit la hauteur locale canonique :

N6.0(P) = Moo (Kp) + pae.(Kp).

Lorsque Kgp est lui aussi hors du support du diviseur 20, cette hauteur locale cano-
nique vérifie ’équation fonctionnelle :

Xze,v(mp) - 4/):2@7U(P) = —log |0:(Kp)|, = v(f(P)),
avec div(f) = [2]*(20) — 4(20).

D’aprés le théoréme 4 de 'article [FS97| (qui ne dépend pas de la normalisation pro-
jective choisie pour le point P) on a bien pour P € A(k)g (i.e. hors du support du diviseur

O): - ~
hase(P) = Z NyA2e o (P).

vE My,

2.2 Premiéres minorations

On montre dans cette partie pourquoi la normalisation des hauteurs locales présentée
dans la partie précédente pose des problémes lorsqu’on cherche & minorer ces fonctions. Le
premier paragraphe, concernant les places finies, sera utile dans toute la suite, celui sur les
places archimédiennes n’est inclus ici que pour justifier les travaux de la partie suivante.
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2.2.1 Minorations locales aux places finies
Notations

Soit C' une courbe de genre 2 définie sur un corps k. Elle admet un modéle hyperellip-
tique entier de la forme :

y? = agr® + a2’ + agr + asx® + axx® + ayx + ag = F(x),

et on décompose F' (quitte & augmenter le corps de nombres k, ce qui n’affectera pas le
calcul final) en un produit de polynomes de degré 2 (dont les coefficients sont des entiers
algébriques) :

y* = P(z)Q(z)R(z) = (fia® + grw + h)(for® + gow + ho)(f32” + g3z + hy).

Dans notre cadre, puisqu’on a fait I'hypothése qu’il existe un point de Weierstrass
rationnel sur k, on pourra prendre dans toute la suite ag = 0 et f; = 0, avec a5 # 0, fo # 0
et f3 §£ 0.

On sait d’aprés le lemme 2 de I'article [FS97] p. 336 qu'il est possible de choisir cette
décomposition de telle sorte que Apgg soit non nul, ot on a posé :

hi g1 fi
Apgr =det | ha g2 fo
hs g3 f3

Notons que la preuve du lemme 2 de [FS97| est plus simple lorsque ag = 0, puisqu’on
n’a pas besoin de changer de variable pour se ramener au cas des quintiques. On pose
alors :

b1 = Res(P, Q) Res(P, R)
by = Res(@, P) Res(Q, R)
bs = Res(R, P) Res(R, Q).

On a alors :

disc(F) = disc(P)disc(Q)disc(R) Res(Q, R)? Res(R, P)?*Res(P, Q)?

= disc(P) disc(Q) disc(R)bybabs.

On notera que le discriminant disc(F') est nul modulo une place v finie si et seulement si
la réduction de F' modulo v en admet une racine double, donc aux places ou le modéle est
singulier. Il faut cependant prendre des précautions avec les places divisant 2; on peut, en
suivant [Loc94|, corriger le discriminant de telle sorte qu'il tienne compte de la réduction
en 2.
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Soit C' la courbe isogéne & C via la correspondance de Richelot (voir [FS97] et [BM88]).
La courbe C' est donnée par I’équation :

~

Apory? = P(2)Q(2)R(z) = F(x),
ol l'on a noté :

P(X) :=[Q, RI(X) = (Q'R — QR))(X)
Q(X) := R, P|(X) = (R'P = RP')(X)
R(X) := [P.Q)(X) = (P'Q — PQ')(X).

~—~
~—

On a: P(X) = (fogs — f392) X2+ 2(fahs — fsha) X + (g2hs — gsha).

On définit une application sur les matrices : s : (my;)i; — (m7;)i ;.

La multiplication par [2] sur la surface de Kummer associée a C' s’explicite alors en :
5(Kp) = W18W28W3Kp,

ot on définit des matrices W; suivant [Fly95] p. 3012 (avec A = Apgg, et ou les
coefficients étoilés sont des polynémes en les f, g, h définis dans la méme référence; on
remarquera qu’on peut prendre un des f égal a 0) :

L Vb Vb Vs A * * *
Wy = 1 Vb —Vby —Vbs 0 g3ha — gohs  faho — fohs  f392 — fag3
' 1 —vVbi Vb —Vbs 0 gihs —gshi  fihs — fshi  fig3 — fs¢
1 —b —vby bs 0 g2h1 —qrhe  fahi — fihe  fog1 — f192
Puis :

W, = W,V

ot le chapeau sur la matrice signifie qu’on prend la matrice W3 avec les coefficients du
polynome F' de la courbe C' et :

2A  x % % 1 0 0 0 1 1 1 1
solo a0 oo n kR || UVE VR VR -1VE
o 0 0 A 0 0 & 92 g3 1/\/5 —1/\/5 1/\/6 —1/\/5
0 0 0 A 0 —h1 —hy —hs3 1/vbs —1/v/by —1/vbs 1/v/by

On donne finalement :

o O R
oo o
ok oo
o oo
<
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On note pour une place v de k : ||(a;;)||, = max{|a;;|,}. Pour une place finie v on
notera Ny g(v) la norme de I'idéal de Oy, associé a v et pour un idéal a on définit ord,(a)
I'exposant de I'idéal associé a v dans la décomposition de a en idéaux premiers. On pose
alors pour ¢ € {1,2,3} :

Nio(0) i) = w1,

Minorations

Ce paragraphe permet d’obtenir une minoration des hauteurs locales aux places finies
en utilisant des calculs élémentaires. Mise en garde pour le lecteur : il existe un résultat de
M.Stoll dans [Sto99] qui permet d’obtenir un peu mieux au niveau des constantes que celui
présenté ici, mais faisant appel a une preuve plus difficile. Le résultat déduit des travaux
de M.Stoll est donné a la fin du paragraphe, proposition 2.2.6, et sera bien entendu celui
utilisé dans la suite du texte.

On s’intéresse aux hauteurs locales associées & une place finie v du corps k, la place
v étant au-dessus d'un nombre premier p. D’apreés I'article de E. V. Flynn et N. P. Smart
([FS97]) la hauteur locale se décompose en deux parties notées Aag , €t 112, que 'on calcule
sur la variété de Kummer issue de la jacobienne considérée. Plus précisément pour un point
P € Jac(C)(k) hors du support du diviseur 20 on a : A\yg ,(P) = Ao (Kp) + t2e..(Kp).

On sait que Agg (K p) > 0 par définition (voir plus haut ou bien [FS97| p. 340) et que :

+o0o —+o00
1 1
n=0 n=0

Alors par le lemme 3 p. 338 de [FS97| (établi pour £ = Q mais valable pour une
extension finie) :

Nk/Q<U)—(w1(v) + 2wy (v) + 4ws(v)) < BEy(Kp) < 1.

On a donc :
+o0
(w1 (v) + 2wa(v) + 4wy (v))
0 Z MQ@,U(KP) Z - Z 4n+1 IOgNk/Q(U),
n=0
donc :

—(wi(v) + 2wz (v) + 4wy (v))
3
Nous allons a présent estimer ce minorant et ainsi prolonger [FS97] en calculant les
nombres w;(v) grace a la formule de la comatrice :

0> pzeo(Kp) > log Ny./g(v)-

1

W= (det Wi)i Fcom(W;).
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Pour ¢ = 3, dans un modéle entier la matrice W3 est a coefficients entiers donc la
matrice com(W;) aussi, donc || com(Ws)||, < 1. Ainsi :

-1
HWZ;IHU S ’ (det W3> (U)ordv(det Wg)

= Ny/g

Pour i = 2 cette estimation devient :

NI

1
ord, (det Wy) + 3 ord, (b1 b2bs)

Wi, < ’(det WQ)_l(blebg)_ = Nigg(v) .

Pour 7 = 1 on obtient enfin :

1 PR
B N ord,(det W7) 4+ = ord,, (b beb3)
Wil < ‘(deth) <b162b3) | = Nygv) 2 .
Lemme 2.2.1. Un calcul direct donne :
det W1 = _21135PQR(/61/62/53>_1/27
9A5 A3 o\ 12 —-1/2
det W, = 29A%,,A%,, (blebg) (bibabs) V2,
1/2
det Wy = 2Dy (bibobs )

Lemme 2.2.2. On a la formule :
et en utilisant les relations :

{ disc([@, R]) = 4Res(Q, R)
Res([Q, B, [R, P]) = A?—"’QR disc(R),

on obtient :

disc(ﬁ) = QGA}DZQR disc(F)? < Res(Q, R) Res(R, P) Res(P, Q))3

Démonstration. On exprime :

R (93ha — gohs)  2(fsha — fahs) (fsg2 — f293)
Rpon=det | (9ihs—gshi) 2(fihs — fshn) (frgs— fogn) | =2det (com(d)),
(92h1 — g1ha) 2(faha — fiha) (fog1 — f192)
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ol on a noté :

i =1
M=1fo —g ho
f3 —g3 hs

La matrice M est de déterminant Apgg. Or en prenant le déterminant de la formule
tcom(M)M = det(M)I3 on obtient 1'égalité det(com(M)) = det(M)?. Pour le calcul du
discriminant, il suffit d’utiliser les relations :

disc(F') = disc(P) disc(Q) disc(R)bybabs,

disc(F) = disc(P) disc(Q) disc(R )/5/563

En utilisant les lemmes 2.2.1 et 2.2.2 on obtient :

Proposition 2.2.3. On a les majorations :
wi(v) < 160rd,(2) + 10o0rd,(Apgr),
wy(v) < 120rd,(2) + 14 ord,(Apgr) + 5 ord,(disc(F)),
wz(v) < 4dord,(2) + 3ord,(Apgr) + 3 ord,(disc(F))
et :

w1 (v) 4 2wy (v) + dws(v) < 57o0rd,(2) + 51 ord, (Apgr) + 3 ord, (disc(F)).

Notation 2.2.4. Considérons F l’ensemble des décompositions F' = PQR telles que Apgr
soit non nul. On note :

A = pged {APQR‘ (P,Q,R) € f}’

ot le symbole pged est pris comme étant le produit des idéaux avec les plus petites
puissances dans la décomposition en idéauzr premiers.

Proposition 2.2.5. La hauteur locale aux places finies peut étre minorée de la facon
suivante (pour P hors du support du diviseur) :

Nooo(P) > — (19 ord, (2) + 17 ord, (A) + ordv(disc(F))) log N o (v).
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Démonstration. 11 suffit d’utiliser les inégalités précédentes et de remarquer que le membre
de gauche ne dépend pas de la décomposition F' = PQR. On peut donc toujours choisir la

décomposition donnant le plus petit ordre ord,(Apgr) en chaque place finie v.
O

Remarque : La méthode utilisée ici est élémentaire mais pas assez fine pour éviter
le terme en « A » provenant de la correspondance de Richelot sur la courbe de genre 2
é¢tudiée. On n’ajoute cependant pas de « mauvaises places » car d’apres le lemme 2 de
[FS97| p. 336 si A = 0 alors la courbe a au moins un point double (la réciproque n’est pas
vraie en général). On sait donc qu'il existe une constante ¢ telle que Al(disc(F))e. On peut
cependant faire mieux :

Proposition 2.2.6. La hauteur locale aux places finies peut étre minorée de la facon
suivante (pour P hors du support du diviseur ©) :

ngm(P) > —% <4 ord,(2) + ordv(disc(F))> log Ny /g (v).

Démonstration. En étudiant des représentations du sous-groupe de 2-torsion de la jaco-
bienne, M.Stoll ([Sto99], théoréme 6.1) a obtenu la minoration :

E,(K) > |2*disc(F)

v

Ceci donne directement I’amélioration souhaitée par rapport au théoréme 2.2.5. Remar-
quons qu'il est possible d’utiliser ce résultat de Stoll (écrit pour des sextiques) en prenant
I'un des coefficients [3; égal a 0 dans son paragraphe 3. Cela induit les mémes change-
ments que pour les travaux de V. Flynn puisqu’il utilise le méme plongement et les mémes

matrices agissant sur P3.
O

2.2.2 Minorations locales aux places archimédiennes

Dans un premier temps, on propose une minoration de la hauteur locale archimédienne
définie comme précédemment, i.e. comme dans l'article [FS97|. On se donne un modéle
hyperelliptique entier du type (avec f; = 0 par exemple) :

Y’ = P(2)Q(2)R(z) = (fie® + g1 + hi)(for® + gox + ho)(f32° + gsa + D).

On pose alors :
hol(P,Q, ) = Tog_max (|ilus lgius il ).

i€{1,2,3}

Posons de plus pour M = (m; ;) une matrice carrée de taille n a coefficients dans & :

o (M) := log max|my, + log(n).

,

En gardant les mémes notations que dans la partie précédente on a alors le lemme :
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Lemme 2.2.7. Un calcul direct donne :

ho(Wi) < 39log2 + 13log3 + 54h, (P, Q, R),
h,(W5') < 35log2+ 13log3 + 57h,(P,Q, R),

hv(Wg_l) < —log2+log3+ 12h,(P,Q, R).

Nous serons amenés par la suite & nous servir du lemme suivant :

Lemme 2.2.8. Soit S un diviseur du polynome T dans C[X], avec deg(T') > deg(S) > 1
et de coefficient dominant plus petit en module que le coefficient dominant de T. Alors on
a:

15]o0 < 2% (deg T + 1)2]|T|ce.

Démonstration. On a tout d’abord I'inégalité classique : ||S|]o < ||S]]o-
On utilise ensuite la mesure de Mahler de T' = a,, [[;_,(X — ), avec a,, # 0, notée M(T)

et définie comme :
M (anH(X - ozi)> = |an| [ [ max(|as], 1).
i=1

i=1
Posons :

UX)=a, [[ @X-1) J] (X -a)

\ai\gl |Oéi|>1

On a M(T) = |U(0)| < ||U|l2 = ||T||2- De plus les relations coefficients-racines pour le
polynome T'= >"" ;X" donnent :

|a;] < Cplan| max |ay,..a;] < C M(T),
21<...<7i

ce qui implique : ||T||y < 29T M (T).
On a alors en appliquant ces inégalités a S et T :

[15]]2 < 295 M(S) < 298 M(T) < 275 5|T | .
11 suffit ensuite d’utiliser la comparaison classique : ||T||» < (degT + 1)2||T| . O

On a alors la minoration :

Proposition 2.2.9. La hauteur locale en une place v archimédienne peut étre minorée de
la facon suivante, pour P un point hors du support du diviseur 20 :

Mow(P) > —(143log 2 + 51log 3) — 72h,(F).
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Démonstration. On a, en utilisant Pexpression de la multiplication par [2] sur la surface
de Kummer :

log max |§(Kp), > 4log max |k;(P)|, — 4h,(W5 ') — 2k, (W5 ) — hy (W),

1<i<4 1<i<4

ce qui induit :
~ 1
Now(P) = 3 (= 4h (W5 ) = 2h, (W) = hu(Wi)).
Il suffit ensuite d’utiliser le lemme 2.2.7 pour obtenir :
Noo.(P) > —(351log 2 + 1510g 3) — 72h,(P, Q, R).

A partir de 1a on applique le lemme 2.2.8 aux polynoémes P, (), R diviseurs du polynome
F', on obtient :

1
he(P,Q, R) <2log2 + B log 6 + h,(F).
U

On voit ainsi que la définition des hauteurs locales archimédiennes normalisées /):2@71)
dans Darticle [FS97] ne permet pas d’en donner une minoration explicite apportant une
contribution positive lors de la minoration place a4 place. On va donc proposer dans un
premier temps une autre définition de la hauteur locale canonique associée au diviseur ©
puis étudier le lien entre ces deux définitions.

2.3 Une autre hauteur locale archimédienne

On donne dans cette partie une autre normalisation des hauteurs locales archimé-
diennes, grace a l'utilisation des fonctions théta. Ce lien est donné par A. Néron, voir
par exemple l'article fondateur [Nér65] p.329.

2.3.1 Définition

On commence ce paragraphe par rappeler la définition des fonctions théta : soient
ZeC’etTeEF,:

1
2ir [ =t (n+a)r(n+a "m4+a)(Z+Db
)= S (50 @+ @)+ s 0z 4)

nez?

J

o a,b € 377 /Z* forment le vecteur caractéristique de la fonction théta.

Tout vecteur complexe peut se décomposer en Z = X + 7Y avec X,Y € R%
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Le théoréme de Riemann (voir par exemple [LB92| p. 330) montre que les points com-
plexes du diviseur © sont les zéros d’une fonction théta avec caractéristique (la caractéris-
tique fixant le point de torsion par lequel il faut éventuellement translater, voir par exemple
[Mum75| p. 60 et p. 69 et [Mum83| p. 164).

En se reportant a I'analyse menée dans [Mum83| p. 164 et [Mum84| p. 3.80-82, on peut
identifier le vecteur caractéristique comme étant [a,b] = [1/2, 1/2, 1, 1/2]. C’est aussi le
choix qui est fait dans [Yos98]. Il est de plus équivalent de prendre la troisiéme coordonnée
égale a zéro.

Fixons alors [a,b] = [1/2, 1/2, 0, 1/2]. Cette caractéristique est impaire, la fonction
théta considérée vérifie en particulier 6,,(0) = 0. On appelle © = O(C) son diviseur; il
contient O dans son support.

Soit k un corps de nombres. Soient C/k une courbe de genre 2 et A = Jac(C) sa
jacobienne, polarisée par ©. Soit v une place archimédienne et soit 7, 1’élément de F,
correspondant a (A(k,),©). On peut alors donner la définition suivante :

Proposition-Définition 2.3.1. A une contante pres, la hauteur locale associée au diviseur
O pour la place v € My, archimédienne peut s’exprimer comme suit, pour tout point P hors
du support du diviseur © et toute coordonnée compleze de P notée Z(P) :

ea,b(Z(P))

v

Ao (P) = —log ( e_WtImZ(ImTU>IImZ) :

On peut trouver cette idée d’écriture de la hauteur locale dans I'article [Nér65|, p. 329.
Cette fonction est bien une fonction sur le tore, on a corrigé la fonction théta de telle sorte
qu’elle soit Z? + 7,Z2-périodique. Elle vérifie de plus I’équation fonctionnelle :

|0a,b(2Z(P))|v o

Noo([2]P) — 4Me (P) = —10gm =v(f(P)),

avec div(f) = [2]"© — 40.

2.3.2 Evolution du diviseur en dimension 2

Le but de ce paragraphe est de préciser la nature du diviseur © en dimension 2. Le
passage d’une variété abélienne principalement polarisée simple & un produit de courbes
elliptiques (principalement polarisé) fait varier certaines propriétés arithmétiques du divi-
seur (au regard de la torsion par exemple) dont on se sert dans la suite, d’ott I'importance
des remarques faites ici.

1 T12 ]

On note la matrice de période : 7 =
Ti2 T2

On sait d’aprés les travaux de [Igu62| p. 178 et [Wei57| que dans le domaine de Siegel
F;, seules les matrices 7 dont le terme non diagonal 715 est nul représentent des produits
de courbes elliptiques principalement polarisés. On s’intéresse ici a I’évolution du diviseur
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© d’une variété abélienne simple principalement polarisée de dimension 2 lorsque 75 tend
vers 0.

Nous avons fixé le diviseur en fixant le vecteur caractéristique [a, b] = [ay, as, by, bs] de
la fonction 04. Soit Z = (z1, 29) un élément de C?. Observons alors lorsque 715 — 0 :

07'7 la1, az, by, bo] (2) — 97'17 la1, bi] (21)97'27 [az, b2]<z2>’

ou 97_1’ lax, b1] (.) est la fonction théta de dimension 1.

On obtient donc avec les choix faits ci-avant :
0r11101(Z2) — 0, 11.0(21)0, 11 1 (22).

Ceci signifie que lorsque la variété se décompose en produit E; x Ey de deux courbes
elliptiques associées aux périodes 7 et 7o, le diviseur sur ce produit de courbes est de la
forme E; x{O}+{O} x E, ceci & un point de 2-torsion prés. Or ce point de 2-torsion est
fixé par le choix du vecteur caractéristique. En effet les fonctions 6 vérifient les relations :

eab(_Z) _ e47ritab0ab(Z)’

1
2im(=tara + 'aZ + 'ab)
07—7ab(Z) = QT,OQ(Z +Ta + b)e 2 .

Ces relations nous donnent donc :

div (0,,3.4) = {0},

div (6, 150) = {3 }-

On sait donc que, lorsque 715 tend vers 0, les choix faits ici imposent au diviseur ©
la forme Ey x{O} + {P} x E5, ou P; est le point de 2-torsion dont la coordonnée dans
C/Z + 7 est 3.

2.4 Différences de hauteurs locales
On montre dans cette partie comment tirer parti a la fois des informations aux places

finies issues de la normalisation des hauteurs locales au sens de Flynn-Smart (donnée dans
le paragraphe 2.1.2) et des calculs menés sur les fonctions théta.
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2.4.1 Discussion autour de la torsion

On va a présent comparer les hauteurs locales canoniques associées aux diviseurs © et
20. On rappelle la notation Ap(k) = A(k)\D(k).

Proposition 2.4.1. Soit v une place archimédienne. Soit ng,v la hauteur locale canonique
normalisée au sens de Flynn-Smart et définie dans la partie 2.1.2. Soit Ag, la hauteur
locale archimédienne définie en 2.3.1. 1l existe une constante C ,, telle que :

VP € Ao(k), Mo.o(P)=2Mo(P)+ Coos.

Démonstration. C’est en fait un simple corollaire du théoréme 1.2.1.
O

Pour obtenir une minoration de la hauteur locale archimédienne normalisée comme
dans la partie 2.1.2, il suffira donc de minorer la hauteur locale archimédienne Ag , et la
constante C ,. Nous allons estimer cette constante en particularisant 1'équation donnée
dans la proposition 2.4.1 en des points de torsion. Il faut cependant s’assurer que les points
ne sont pas sur le diviseur ©.

Nous allons utiliser le fait suivant :

Proposition 2.4.2. (Bozall, Grant) Soit Jac(C)/k une jacobienne de dimension 2 sur un
corps quelconque, simple et polarisée par le diviseur © = C. Alors aucun point d’ordre 3
n’est sur le diviseur ©.

Démonstration. On reprend ici la preuve de la proposition 1.5 de [BG00|. Une deuxiéme
preuve de cette proposition figure en corollaire du lemme de zéros 2.5.1.

Soit Div®?(C) I'ensemble des diviseurs effectifs de degré 2 sur C, défini sur k. Soit
D Tensemble des diviseurs canoniques dans Div®(C). La courbe C' étant une courbe
hyperelliptique, si on note ¢ 'involution hyperelliptique on a D= {€+(&)|€ € C}.

Soit () un point de Weierstrass de C'. On note jg 'application :
jo : Div®(C) — Jac(C)(k)

définie par jg(a+b) = cl(a+b—2Q). Par le théoréme d’Abel-Jacobi, on sait que cette
application est une bijection entre Div®® (C)\D et Jac(C)\{O} et que jo(D) = O.

Le diviseur © est alors I'image de C' par 'application 7 : a — jo(a + Q).

Sachant cela supposons que P € O et [3]P € O. Il existe donc £ € C' et n € C tels que :
P =jo€+Q) et [3]P = jo(n+ Q). En partant de la relation P+ P = [3]P — P on a que
2¢ — 2() est linéairement équivalent & n — @ + ¢(£) — @, soit 2€ est linéairement équivalent
an+ (). La bijectivité de jgo impose donc 2¢ € D, donc & = 1(€), donc [2]P = 0.
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Donc si un point est d’ordre exactement 3, comme [3|P = O € O, il ne saurait étre lui
aussi sur ©. O

Remarque importante : La situation est complétement différente sur un produit de
courbes elliptiques F; x E, polarisé par E; x {O} + {P;} x E,, ou P; est un point de
2-torsion non nul. En effet les points de la forme (R, O), avec 3R = O, sont des points de
3-torsion qui sont sur le diviseur. Quitte & étendre un peu le corps, il y a donc 9 points de
3-torsion sur les produits de courbes elliptiques ainsi polarisés.

Revenons aux variétés abéliennes simples en dimension 2. Nous pouvons nous baser sur
la derniére proposition et utiliser les points de 3-torsion dans I'étude de la constante de
normalisation des hauteurs locales. Reprenons, pour tout point P € Ag(k) :

/):2@,1}(P) = 2A@,v(P) + C(oo,v-
En particularisant cette égalité pour R un point de 3-torsion non nul nous obtenons :
Coo,v = )\2@,v<R) - 2A@,v(R)7

ce qui implique donc que pour tout point P € Ag(k) et tout point R d’ordre 3 la
différence est constante (on n’utilise que le fait que R ¢ © pour l'instant) :

M6.5(P) — Mo u(R) = 2M6 4(P) — 2A6 o(R).

Posons 73 I'’ensemble des points d’ordre 3. C’est un ensemble de cardinal 80, car il y
a 81 points de 3-torsion mais le point O n’est pas d’ordre exactement 3. Nous allons a
présent effectuer le calcul clef de notre stratégie d’étude de la hauteur globale.

Remarque : Notons que nous allons supposer ici que k(A[3]) = k. Nous verrons a la fin
de notre travail comment nous passer de cette hypothése.

Egalité Clef 2.4.3. Soit P € A(k) et soit n > 1 tel que [n|P € Ag(k) :

Raze(P) = s 3 | 30 m(RooullnlP) Koo n(B) + 3 mu(200.([n]P) — 206,(R))

ReTz |veM) veEMP®

Démonstration. 11 suffit de suivre ce calcul :
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EA,Z@(P) = %EA,ZG([TL]P) L Z EA,Z@(R)

80n? Pt
1 > ~
~ 80n? Z Z T ()‘2970([”]10) - Aze,u(R)>
ReT3 veMy,
_ 801n2 ST Y e (Raoul11P) — Roo(B)) + 3 nu(200,4([7]P) — 286,(R))
ReTs UEM’? veMge

O

Nous avons donc cing taches a mener :
Pour v une place finie : minorer \sg ,([n]P).

Pour v une place finie : majorer /)IQQ,U(R).
Pour v une place archimédienne : minorer Ag ,([n]P).

Pour v une place archimédienne : majorer Ag ,(R).

A

Redescendre sur le corps de base.

On a déja résolu le premier point dans la partie précédente. Nous allons donc compléter
I’étude aux places finies en traitant dans le prochain paragraphe la deuxiéme tache. Les
études 3 et 4 aux places archimédiennes feront 1’objet des parties suivantes. Le cinquiéme
point sera traité a la fin de la preuve du théoréme 2.5.3.

2.4.2 Estimation aux places finies

Nous commencons ce paragraphe en montrant la proposition suivante :

Lemme 2.4.4. Soit A/k une variété abélienne de dimension 2, simple et principalement

polarisée. Soit R € A(k) un point de 3-torsion non nul. Soit /):2@71} la hauteur locale nor-
malisée comme dans la partie 2.1.2. Alors on a :

~ 1
)\2@7U(R) = g log

01 (KR)

v

Démonstration. On note v(f(P)) = —log|f(P)|,. Il suffit de partir de I’équation fonction-
nelle fixant la hauteur locale :

Ao ([2|R) — 4X0,(R) = v(f(R)).
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Comme R est un point de 3-torsion non nul, on a [2]R = —R. De plus le diviseur O est
symétrique et défini grace a un point de Weierstrass donc la hauteur locale est paire, ce
qui implique :

—3%0.4(R) = v(f(R)),
d’ou le résultat, en notant que dans la normalisation 2.1.2, f(P) = §;(Kp). O

On peut en fait déduire de I’équation fonctionnelle une formule close pour la hauteur
locale de tout point de torsion dont aucun itéré par la multiplication par [2] ne tombe sur
le diviseur ©. On a donc la généralisation suivante :

Lemme 2.4.5. Soit (Q un point de m-torsion dont tous les itérés par la multiplication par
2] sont hors du support du diviseur ©. Alors, en notant ¢ lindicatrice d’Euler, o = vy(m)

et m’ tel que m = 2°m/, on a :

oa—

N ! . $(m’) $(m)-1 ‘
Ra0u(@) = = X 1o 210D ~ (g —1) L gD

Démonstration. Soit (Q un point de m-torsion vérifiant les hypothéses de I’énoncé. Par le
théoréme d’Euler on sait que :
200m) =1 (mod m).
Repartons de I’équation fonctionnelle :
A6, ([2]P) — 4hse,(P) = v(f(P)),

d’on on déduit, en notant @' = [2%]Q et en évaluant en P = Q' :

~ 1 1~
Nao.0(@) = —10(F(@) + Thaon(21Q),
et par itération :

Blm')-1
~ 1 ) 1 ~ /
Ao (Q) = — Z YIRS v(f([2Q)) + W)\Qe,v(p(b(m Q",

d’ou :

~ gotmy N A=t |
Ao (Q) = — (W) Z 4i+1v(f([2Z]Ql))-

=0

De plus on a par le méme calcul :

I
—

«

1

Ro60(Q) = = 3 o (21Q)) + 1 e (20,

Il
o

i

60



donc finalement, en reprenant @' = [2¢]Q :

- ot A o(m) ¢(m)-1 ,
ooul@ = =3 A PI0) ~ () L gEreUEIQ)

O

Remarque : On peut retrouver notre formule pour les points de 3-torsion : un point de
3-torsion a tous ses itérés hors du support du diviseur © d’aprés la proposition 2.4.2. On
a dans ce cas : a = 0 et ¢(m’) = ¢(3) = 2, donc :

~ 16 1 1
v = — - - — 2 .
Nenlf) = g (o) - R
Or [2]R = —R, donc comme f est paire on obtient en réunissant les termes :

Ra00(R) = ~50(f(R))

On va alors se servir de ce lemme pour démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.4.6. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe de genre 2. On se
donne un modele hyperelliptique y* = F(z). Soit Jac(C) sa jacobienne, simple et principa-
lement polarisée. Soit R un point de 3-torsion non nul. Soit v une place finie pour laquelle
le modéle de C' a bonne réduction. Alors la hauteur locale associée a v et normalisée comme
en 2.1.2 vérifie : R

A2e () < 0.

Démonstration. On utilise sans rappel les notations de la partie 2.2.1. Reprenons la relation
vérifiée par les points R de 3-torsion sur la surface de Kummer :

K[Q]R = K,R - KR-

On sait par ailleurs exprimer la multiplication par [2] sur la surface de Kummer grace
a 0. Le double d’un point, une fois normalisé, vérifie donc, avec les notations de 2.2.1 :

0(Kr)
0n(Kg)

Kpr =

On tire donc de ces deux relations en prenant les normes v-adiques :

_ KRl _ [10(KR)[l _ [[0(KR)IL

= = = 1 Kll3-
1 Kalle KRl | KRl

101 (KR) o

61



Il nous faut donc majorer le quotient de la multiplication par [2]. En utilisant la re-
marque 2 suivant le théoréme 6.1 de [Sto99], on a :

0(KRr)|lo
I3l
1l

donc :
01(KRg)|w < ||KR|[3-

Or en utilisant le théoréme de Boxall-Grant sur la variété réduite en v, comme la
courbe a bonne réduction en v on sait que R n’est pas sur le diviseur © réduit en v. Or
Kgr = (1, ko, ks, ky). Comme I'image de R aprés réduction en v n’est pas sur le diviseur, on
obtient que les coordonnées de Kp vérifient ord,(k;) > 0, ce qui implique ||Kgl|, = 1.

On obtient alors le résultat en prenant le logarithme et en utilisant le lemme 2.4.4.

O

Lemme 2.4.7. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe de genre 2, dont on se
donne un modele hyperelliptique y*> = F(x) = asz® + ... + ag. Soit A la jacobienne de C.
On note D = 28 disc(F). Alors on a l’égalité :

[T oxe)= L p36,

24
ReA[B\{O} 3

Démonstration. On sait que si D # 0, la courbe C' est lisse et les points d’ordre exactement
3 de Jac(C') ne sont pas sur le support du diviseur ©. Ceci implique que —R = [2]R n’est
pas sur le support de O, donc d;(R) # 0 pour tout point d’ordre 3.

En contraposant on obtient I'implication : (51(R) = 0) = (D = 0).

On sait de plus que 6 (Kg) € Z[ky, ..., k4][ao, ..., as] et le degré total en les a; est 3. Le
degré total en les k; est 4. Soit L = Q(aq, ..., as5). Les k; étant les coordonnées des points
d’ordre 3 ce sont des éléments algébriques sur L. On sait de plus que [L[A[3]] : L] < 3'6.
Posons :

Q(ag, ...,as) = H 51 (Kg).

ReA3\{O}

L’ensemble A[3]\{O} est stable sous 'action du groupe de Galois Gal(L/L). On peut
en déduire que @ € Q(ao, ..., as). Or @ est une fonction sans pole : ¢’est donc un polynome.
On en déduit que Q(aq, ..., as) € Qlag, ..., as].

D’autre part on a D € Zlay, ..., as] et D est irréductible. Ceci permet de dire qu’il existe
des constantes universelle ¢y € Q et dy € N telles que :

Q = CoDdO .
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Dans un deuxiéme temps on cherche & expliciter les constantes ¢y et dy. Il suffit pour
cela de mener le calcul complet dans un cas particulier. Nous allons choisir 1’équation
y*>=12° — 1. On pose F(z) = 2° — 1. On a donc disc(F) = 3125 = 5°.

On va calculer les coordonnées K des points R d’ordre 3 exactement pour cet exemple
particulier. On note Kr = (1, ko, k3, k4) la coordonnée normalisée. Ces points vérifient
I’équation :

K[2}R = KR.

Cette derniére se traduit par le systéme suivant, dans lequel on note 6(Kg) = (d1, ..., 04) :

52 = k2517
53 - k3517
54 - k451 .

Les coordonnées de ces points vérifient aussi I’équation de la surface de Kummer (donnée
dans [CF96] p. 19 ou dans l'annexe 5.2.1), qu'on notera dy. On doit donc résoudre le
systeme :

52 - ]{Z251 - 0,
53 — k'351 = 0,
54 — k’451 = 0,
do = 0.

On utilise alors les formules de duplication sur la surface de Kummer données en annexe,
dans lequelles on spécialise ainsi : ag = 0, a5 = 1, a4y = a3 = as = a1 = 0, ag = —1 et
ki1 = 1. A partir de 1a, on s’est ramené au probléme de la recherche de racines communes
a quatre polyndomes fixés dépendant de trois variables ko, k3 et ky.

On peut résoudre ce systéme en utilisant une technique de résultants : on prend le
résultant des deux premiers polyndmes par rapport a la premiére variable, puis le résultant
du résultat avec le troisitme polyndéme par rapport a la deuxiéme variable et un dernier
résultant en fonction de la derniére variable. On fait cela dans tous les ordres possibles.
Ceci donne des valeurs possibles pour la derniére variable, on remonte ensuite les calculs
et on vérifie a posteriori que les coordonnées candidates sont bien des solutions des quatre
équations de départ. Une fois les coordonnées trouvées, le calcul de d; est direct.

Les calculs ont été menés complétement en utilisant le logiciel PARI. Le résultat est le
suivant :

Q(1,0,0,0,0, —1) = 22883245180

Ceci fournit, puisqu'on a D = 28 disc(F) = 285°, les valeurs ¢y = 3724 ot d, = 36.
]

Proposition 2.4.8. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe de genre 2. On
se donne un modeéle hyperelliptique y*> = F(z). On pose D = 28disc(F). Soit Jac(C)
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la jacobienne de C, simple et principalement polarisée. On note T3 ’ensemble des points
d’ordre 3. Alors on a :

> Y didsen(R) < 361og Ny jg(D) — 241log 3.

ReT3 UEMS

Démonstration. 11 suffit de conjuguer la proposition 2.4.6, le lemme 2.4.7 et le lemme 2.4.4.
O

2.4.3 Estimation aux places archimédiennes
Minoration de Ag ,(P)

On veut dans cette sous-partie minorer la hauteur locale archimédienne définie pour
P e Ao(C) par :

9a,b<Z<P>) €

(2

Y

t -1
Ao (P) = —log ( —r'ImZ(Im7)"" Im Z)

ot on a fixé [a,b] = [1/2,1/2,0,1/2]. Pour tout vecteur x = [x1, 5] € R?, on définit
la quantité d(z,Z?) := min{d(x1,Z),d(x2,Z)}. Nous allons montrer dans ce paragraphe la
proposition :

Proposition 2.4.9. Soit C/k une courbe de genre 2 et soit v une place archimédienne.
Soit P un point de Jac(C)(k,) = C?/(Z* + 1,7*) hors du support du diviseur ©. On note
Z = X + 1,Y une coordonnée de P, avec Y = [y1,ys]. On définit la norme de vecteur
(X, Y)|| = max{|x1]|, |22, |v1], |y2|}. Alors la hauteur locale archimédienne Ag ,, peut étre
minorée de la fagon suivante, dés que ||(X,Y)|| <3 :

Noo(P) > a(Tr(Im7,) —2Im7,15)d(a+ Y, Z?*)? — log (4 + g Tr(Im Tv)>

1
+ log 7||(X, %l —log C5(Y),

ot [’on peut prendre :

2
4 1 8 1
CYZ 8 — 2@ — 2 — 2 _
3(Y) = max Sm | -+ |y\+2<\/yz+7r+ ) +3
Remarque :

On a la majoration C3(Y) < 239,2 pour y; < 1/2.
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Démonstration. On notera tout au long de la preuve : 7 = 7,,. Calculons, pour Z = X +7Y,
avec X et Y des vecteurs de R? :

"Im Z(Im7) ' Im Z = "Im(7Y)(Im7) ' Im(7Y) = *Y Im 7Y.

Posons :
. 1 t t t
G(X,Y) = 2im (5 (n+a)r(n+a)+ "(n+a)7¥ + "(n+a)(X + b)) )

et :
JXY) = Oop(X +7Y) = Y XY,

nez?

t
On veut donc majorer la quantité : [g(X,Y)[e™ ™ YIm7Y

Tout d’abord par I'inégalité des accroissements finis, avec ||(X, Y)|| = sup{|z1|, |z2|, |v1], |y2| }
et |[].||| la norme subordonnée :
X,Y) - ¢(0,0)] < dgix v X,Y) — (0,0)]].
9. Y) = 0,00 <, mas e ll]) 1Y) - ©.0)

donc comme ¢(0,0) = 6,,(0) =0 :

9. )1 < (s ldgaonn ) ICX V1L

On a alors en écrivant [X, Y] = [z, x2, y1, yo] :

gxgl(x Y) = ) 2mi (n1_|_ ) G(X,Y).

n€z2

g

or, 0 Y) = T;Wzm (n2 n 2) G (XY,

8651 (X,Y) = 7;2227” (<n1 + ;) m+ (n2 4 %) m) (Gn(XY),

2 xy) = 3 o ((m ¥ ;) o+ (n2 " %) Tz) (XYY
De plus :
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Re((n(Xu, Yu))

—mt(n+a)Im7(n+a) =27 (n+a)Im7Yu

—min+a+Yu)Im7(n+a+Yu)+ 7u?tY Im7Y.

On obtient alors pour tout vecteur (X,Y’) non nul :

l9(X, Y)|

— max
o |LY)[ T welod)

On obtient ainsi :

19(X, Y)|6—7TtYImTY

2 ||(X, Y)|

IN

_— %’eRe(Cn(Xu, Yu))

%
5>

nez?

+7;ZQ(

(Xu,Yu))

n2+

no + = ’|7’12\> e(Gu(Xu, Yu))

s + = M71‘—F

! 1
+7;ZQ (‘m + §‘|7-12| + ‘712 + §)|7'2|) eRe(Cn(Xu’yu)) .

1
n1+§’+

max DI CERARREH)

u€l(0,1
[ nez?

(1+ |7| + |7'12|))n2 n 2‘) Re(Co(Xu, Yu)) —WtYImTY:|

1
3|+ (%)

1+ ||+
s | 22 (el e

t
(1+ |7] + |72]) —m (n+a+Yu)Im7‘(n+a+Yu)]

1
n2'+'§’>€

Nous montrons a présent une batterie de lemmes analytiques utiles pour terminer cette

estimation :

Lemme 2.4.10. Pour toute matrice T € Fy on a la minoration pour tout vecteur réel

R ::[fgl,fiﬂ e R? .

‘RIm7R > (Im7 — Im75) R2 + (Im 7, — Im 7y5) R

Démonstration. 11 suffit de développer la forme quadratique et d’écrire :
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tRIm7R = R?Imm7 + RiIm7y + 2R Ry Im 7o
Z R%ImTl—i—R%Ing—(R%%—R%)ImTlQ

> R2(Im7, — Im7a) + RE(Im 7 — Im 7).

On gardera en mémoire que Im7 > Im7; > 2Im7s > 0 et Im7; > 0. Ces inégalités
impliquent que le minorant est une fonction définie positive.

O
Lemme 2.4.11. Soit r > 0 un réel. Alors on a l'inégalité :
+oo 2 2
/ e T de < ﬁe_r )
, 2
Démonstration. On se raméne au calcul en coordonnées polaires :
oy T =Y ddy < = pdpdg = T 2"
t x>r Ty = >rv2 € pap o Z €
" 9€[0, ]
O

Lemme 2.4.12. Soient a > 0 et § € R. Alors si B ¢ Z :

S emalm + 5 (2+\\/Fa) —ad(8,2)*

n1€Z
et si B EL :
Z —(ng + 3)? <1+ ﬁ
n1€Z «
Deplussiﬁz% on a :
25
> et e (E) T
n1€Z a

1
n1#£-3,—-2,—1,0,1,2

Enfin si =0 on a :
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Démonstration. On démontre la premiére inégalité, 5 ¢ Z, les autres s’en déduisent. On

2
méne une comparaison série-intégrale pour la fonction f donnée par f(x) = e—a(r+ )7,
On note ng le plus grand entier inférieur & —F (on notera ny = |[—/3]) et on utilise la

distance d((,7Z) = min{|ng + 3|, [no + 1 + 5|}. On obtient alors la majoration :

Z e_Oé(nl =+ ﬁ)2 < /no 6_04(3: + 5)2(11' + e_a<n0 + ﬁ)2 + e_a<n0 +1+ 5)2

n1€Z s

+o00
+/ e—a(:c T ﬁ)zdx,

o+1
donc :
+00 +oo
Z e—a(m +5)° < / 6_x2d_:c + 9e—ad(B, Z)? +/ e_xQd—x.
= (no-pva Vo (oti+pva V@

I1 suffit alors d’utiliser 'inégalité du lemme 2.4.11 pour conclure.

Lemme 2.4.13. Soient a > 0 et § € R. Alors :

S [+ Lot 9 < o, el 27,

n1€Z

ot [’on peut prendre :

1 1 1\? 2 1
C<avﬁ):a+’ﬁ_§’—+§ \/(ﬁ_a) "‘54—2 —|—§.

Démonstration. On meéne ici une comparaison série-intégrale pour la fonction f donnée
par f(x) = |z + %|e_°‘(”‘*’+5)2. Il y a ici trois changements de sens de variation. On notera
Tax1 < —% < Tmaxo les abscisses des maxima locaux. L’étude de la dérivée donne les
expressions :

_ —B-1/2—/(B+1/2)?-28+2/a

Tmax1 = 9 9

—B—=1/24 /(B +1/2)2 —26+2/a

Lmax2 = 9
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Posons : Ny = |Zmax1] €t No = |Tmax2|, o0t |x] désigne la partie entiére de x.

On a alors la majoration :

2.

Nn1EZL

1

2
m+ 3 e—m+B8) <arByC

ou :

Ny
A:/ x+%)e_a<x+ﬁ)2dx

No+1

B0

1=N1

n1+%e (nl_'_ﬁ)Q’

—+00
C =

T+ l’e—a(x T B)Zd:c
No+1

Alors en posant r = (—N; — [3)\/a > 0 on obtient par inégalité triangulaire :

+00 1 2 d 1 +oo 9 _ 1 +00 9
:/ ’iJrﬁ——e —xg— :Ee_xderw 2‘/ e v dr,
r Wa 2 Va T a va o,

donc par intégration directe et par 'inégalité du lemme 2.4.11 :

I (=N, — 13— |\/_ o 2 18— |\/_ —ad(B3,7,)?
A< e ( ) Lo (—N ﬁ)<(2a = ) (8,Z)%

On obtient la méme majoration pour le terme C'. Reste le terme médian :

No+1 d ﬁ Z) No+1 1 -1 1 d(ﬁ Z)2
—« —ad(3,
B< Z ny + = ’ (Z (n1+5)— Z <n1—|—§)>e s
=N n1=0 n1=N1
donc :

Red(8,2)? o NE+Nf+4Ny +4 (N2 — N1)® + 2Ni Ny + 4N, +4
— 2 2 )

donc en utilisant les inégalités Ny < —1 et 2 < —2N; :

Begd<ﬁ7Z)2 < (NQ — N1)2 —|—2(N2 — Nl) —|—2 _ <N2 — N1 + 1)2 + 1
- 2 2
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OrOSNQ_N1<$max2_xmaxl+1: (/8_%)2+§+1ad0n(3:
2

2
s (1 \/(5_1) L 2.0) 1) eds2
« 2

I1 suffit alors de réunir les majorations des termes A, B, C' pour obtenir le lemme.

O

Lemme 2.4.14. On rappelle d(a + Y, Z*) = min{d(3 + y1,Z),d(3 + y2,Z)}. On suppose
que |[(X,Y)|| < 3. On a alors la majoration pour tout u € [0,1] :

2

n€z2

1
nﬁ—)e

—n'(n+a+Yu)Im7(n+a+Yu) o C2<y‘)€—7r(Tr(Im 7) —2Im7s)d(a + Y, Z*)?
2 - v )

ot l’on peut prendre :

2
4 1 8 1
Coly)) =4 | =+ 2yl += [ Jy2+2+2)| +=
2(v:) 7T+\y|+2< y,+ﬁ+)+2

Démonstration. On applique successivement les lemmes 2.4.10, 2.4.12 et 2.4.13 en spécia-
lisant v = 7(Im7; — Im712) et 8 = 5 + uy; (avec u € [0,1]) pour i € {1,2}. Le maximum
sur u est atteint, pour le majorant, en u = 1, car |y;| < %

O

On utilise alors le lemme 2.4.14 dans la majoration (x) :

(X, Y)|6—7TtYImTY

< —m(Tr(Im7) — 2Im715)d (a + Y, Zz)2
27 |[(X, Y|

(14 [71] + [712]) Ca(y1)e

2
1+ [l + gl ) Caya)e ™ ™(Tr(ImT) = 2Imma)d o ¥, 257

donc on obtient en notant Cy(Y) := max{Cs(y1), Ca(y2)} :

|g(X, Y)‘e—ﬂ'tYImTY
27||(X, V)|

2

2
< @2+ |n| + |ma| + 2/ma| ) Co (Y )T (Tr(Im7) = 2Im my)d(a + Y, Z7)

En prenant I'opposé du logarithme de cette derniére inégalité il vient finalement :
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No(P) > w(Tr(Im7) —2Immy)d(a+Y, 22)2 —log(2 + || + || + 2|12])

1
loc—— — log 2 Y
Tlog gy~ log 2rCa(Y),

De plus, en utilisant |7;| < %—l—Im 7; et || < %+%Im 7; pour ¢ = 1 et ¢ = 2 on obtient :

3
log(2+ [1] + 72| + 2Irial) < log (4 + 5 Tr(Im7)).

Ceci acheéve la preuve de la proposition 2.4.9.

Majoration de Ag ,(R)

Proposition 2.4.15. Soit € un réel strictement positif. Soit A/k une variété abélienne
simple de dimension 2, principalement polarisée. Soit v une place archimédienne du corps
k. Soit T3 l'ensemble des points d’ordre 3 exactement. Supposons que Im Ty, > ¢ > 0,

Immy, > 31 et que Im 7y, > max{?, é} Alors la somme des hauteurs locales des points
de T3 est majorée :

1
Z Ao o(R) < 87 Tr(Imm,) — 87 Im 75, + 101log (max {g, 15}) )
ReTs

Démonstration. Soit v une place archimédienne du corps de nombres k. On écrira 7 = 7,
dans le cours de la preuve. Ecrivons ’expression de Ag, :

Y
v

t -1
Ao,(P) = —log ( Ouon 20172 (Z(P))| e~ M Z(Imr)""Im Z)

avec :

1
2Tt = n+a)r(n+a ‘tn+a)(Z+Db
b(2)— 3" ¢ @(+)(+)+(+M%))

nez?

Soit R un point de 3-torsion. Ses coordonnées dans C?/Z?* + 7Z* s’écrivent :

= o[22

avec (ayi,as, as,ay) € {0,1,2}% L'ensemble 73 des points d’ordre exactement trois est
donc :

T, = {{ Z;g ] . { Zig ] ‘(al,aQ,ag,a@ c {0,1,2}4} \{(0,0,0,0)}
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On veut majorer la valeur de la hauteur locale en ces points, ce qui revient donc a
minorer le module de la fonction 6, en ces points. Ecrivons :

bus(Z(R)| =| 30 @m(@nma) L))

9

(n1,n2)€Z?
avec : ) ,
Qn,m2) = n+- | ntlmts| n+2ln+s)(net+s ) e
L) 4371 + a7z + @ 1\ [asmie +asm +ay 1
L(ny,ng) = 2<n1+§) A ;12 1+2(n2+§)<312 342 2+§)

Notons n = (n,ny) et C = {(0,0), (0, —1),(—1,0),(—1,—1)}. On commence a minorer
en appliquant 'inégalité triangulaire :

000 Z(R))| = A(R) - B(R),

oll On a posé :
A(R) = | 32 /(@ mz) + Ly ma)
neC
" B(R) = Z e—W(ImQ(nl,nz) +ImL(n1,n2)).
neZ?\C

On va a présent étudier plus en détails les termes A(R) et B(R).

Afin de mieux visualiser la stratégie d’étude de la série théta on peut se reporter a
la figure ci-aprés. La somme A(R) est constituée des 4 points de plus grand module : ce
sont les points en noir, dont les coordonnées sont dans C. Ce terme A(R) est la clef de la
minoration : lorsqu’on s’approche du diviseur ©, il va avoir tendance a étre petit, et c’est
a ce moment qu’on a besoin d’introduite la quantification en . On va ensuite diviser B(R)
en trois morceaux :

B(R) = Bi1(R) + B2(R) + B3(R),
olt on considére sur la figure de la page suivante :

Le terme B;(R) : les points encerclés, qui sont les 28 points les plus proches en module
de ceux de A(R).

Le terme By(R) : les 16 demi-droites épaissies.

(
Le terme B3(R) : les 4 quarts de plan, sur lesquels les termes de la série sont les plus
petits.
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Etude de A(R) :

Ecrivons en détail la somme des exponentielles complexes :

. 1 «a 1 «a 1 as+a —2a1 — 2ay — 3
O e e
A(R) =|e

/1 1 1 + 2a1 + 2a9 + 3
v ——i-% T+ —+% Ty + _+a3 i 712—1-%
te 1\ 4 3 4 3 2 3 6

X [ 1 as 1 ay 1 —a3+a4 2(11—20,2—3-
z7r_(4+3)71+(4 3)7'2"_( 2+ 3 )7’12+ 6 |

[ /1 a 1 a 1 a3—a —2aq + 2a5 + 3]
1T (———3>7'1+(_+—4>7'2+(—§+ 3 4)7’12+ ! 2

+e

+e

donc en factorisant on forme le nombre A(R) :

A(R) = A(R)eﬂlm[(i_%) Tﬁ(i_%) TQ+(%_GB_§&4) m}

2m
) z? (a37'1 + a4 + (ag + a4)7'12 +a; + ag)
= —e

’QW( + + aq) '27T( + + as)
. 1— (a3T- AqT a 11— (QyT: asT: a
+6_Z7T7—12 (6 3 311 4112 1 e 3 412 3112 2 ))

On va chercher a estimer ce module en fonction des valeurs de R. Il y a a priori 80 calculs
a mener; en utilisant le fait que Ag ,(R) = Ao ,([2]R) on va se ramener & l'analyse de 40
points. Le fait que les valeurs de a; et as n’influent pas sur le module d’un terme seul permet
de restreindre ’étude a 10 calculs. On regroupe les résultats dans le tableau suivant, dans
lequel la premiére colonne donne les coordonnées de R (avec a; € {0,1,2}) et la derniére
colonne représente le nombre de points de 3-torsion R pour lesquels la minoration de Z(R)
est valable. On rappelle la majoration cruciale : | Re 2| < 1/2.
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ajazagay  A(R) (nbd)
27 2w
i— , i— o ,
1000 l1-e¢ 3 +e—“T712(e 3 —1) = |1 - F||1 - e | > B(em ImT2 _ ) (1%)
2m 2w
i— , i— o ,
0100 1—e 3 4 (1—e 3 )| = 1 F|[1 +emmz| > 3Ve2TTN T 1 (1%)
A
"
1100 1—e 3(:\/5 (1)
27 Ar
, i— i
1200 e VT2 (e 3 —e 3 )‘ > /3em Im 712 (1%)
_271'( + 712) 2T 2T
(T2 T ; 1—T 1—T:
0ay 01 loe 3 27712 —i—e_mﬁ?(e 3'12_¢3 2)‘
T .27T( +719) . (2 )
—i=T i— (o + T im(=1o — T
2‘1+6 312‘_‘6 g (2t m2) | (g 12‘
T T TR 2T (I 7y + Im712) (21 Tm 712)
—ImT7; —=ImT —i—RerT ——(Im7y+Im7 —m(=Im7 —ImT
S 3 12‘6 3 ER 12 3 2 12) 3 2 12
m 2m 2
—Im7 ——(Imm+ImT —m(zImm —ImT
=3 2 3( 2 12)—@ (3 2 12) (35 %)
2m 27 2w
lag01 | 613(72 + 712 +1) 4 e—imTI (623(712 +1) 61?7—2>‘
2a501
2 T ,27T( + +1) ) (2 )
i— —i—T i—(To + T in(=To — T
2‘1+e 3. 312‘_‘6 5 (72 712 LT 12‘
771 7TI 27 ,7TR 271'I ( + ) I ( )
—ImT7y —=ImT i— —i—Rer ——Im(rp+7 —nlm(=7y — 7
S 3 12‘6 3 12 g iy 12 3 2+ T2) 372 T T2
i " (Im 75 + Im 715) (Z1 Tm 712)
—Imr ——(Im7y, +Im~ —m(=Im7m —ImT
S 3 12%—@ 3 2 12) T3 2 12 (65 %)
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ajazagay  A(R) (nbd)

27 27
~n

' - i i—T
a1 010 1—e 3 —i—e_mﬁ?(e 3 T —e 3 12)‘

T 2T
T T I —r(ZTmr —1
>3 mﬁg_l_e 3(m7'1—|— m7'12)_e 7"(3 m7; — Im7y2) (3% %)
27 2 27
a1 110 1 613(7'1 + 7112+ 1) LTI (eZ?Tl B 613(7’12 + 1))‘
a1210
2 T 2 2
2m T .2 21 1
2‘1_6136 Z3T12‘_‘617T(3T1 Tlg)_el?)(Tl—i-TlQ—i- )‘
T 2 2T
Ty —r(ZTmr —1 T I
263 m7’12_e 7T(3 mTy mTlg)_e 3 (mT1+ m7’12) (6**)
2 2 2
21 9 ‘ 21 21
eiagll - ez 3 (11 4 72 + 2712) iz <ez 3 (11 4 T12) B 62 3 (T2 +T12))‘ >
27 (Tm 1 + Tm 7 + 2Tm 715) Ter Im 712) "1 T 712)
——(Im mT mr ——2Imm —ImT ——2Imm —ImT
1_¢ 3 1 2 12 .3 1 12 .3 2 12 ()
2 2 2
i— (11 + 21 + 37 : i— (1 + 27 1I—(2m 4+ T
a1 as 12 1—e 3(1 2 12)—|—€_Z7TT12<6 3(1 12)—@ 3( 2 12))‘2
2 T s
——(Im7 +2Im7y 4+ 3Im7y9) ——(2Im7 + Im 79) ——(4Im7y — Immy)
1—e 3 —e 3 —e 3 9)

Remarque 1 : On peut noter ici que les points de 3-torsion dont le vecteur coordonné
vérifie as = a4 = 0 ont des minorants négatifs si 75 = 0. C’est le phénoméne expliqué dans
le paragraphe 2.3.2.

_ Remarque 2 : Les lignes étoilées correspondent aux 21 points de 3-torsion pour lesquelles
A(R) est minoré par une exponentielle comportant un terme en + Im 75 ou +% Im 745 en
exposant. Cette remarque sera utile dans le décompte final.
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Etude de B(R) :

Explicitons I'exposant de B(R) :

1\? 1\? 1 1
ImQ(ny,ny) = <n1+§) Im7’1+<n2+§) Im7’2+2<n1+§) (n2+§) Im 799

Im L(ny,ny) = 2 (n1+§) 4 mﬁ;% T + 2 (n2+§> (a3 m7-123+a4 ng)

On va diviser I’étude en trois : des termes isolés (By), des sommes simples (Bs) et la
somme double restante (Bs).

Etude du terme By : B; est la somme de 28 modules, il suffit de se reporter au dessin
ci-avant ; on garde ces termes isolés pour permettre d’étudier plus facilement les sommes
simples de Bs. On a :

1 as 9 3 aq 9 1 aq 3 as
—rlm|{—-+—|n+(5—a |2+ |—7-—az+ — | 112 —rlm|{—-—a3 |1+ |-+ |m2+|—-+ - —as| 112
By —ec 4" 3 4 2 3 Le 4 43 23
9 + 3 a4 I 9 i 1 a4 I 3 as
- —ag | T ——a3—— | T —nmlm || = —a3 | T -—— T —— — —a T
1 4| T2 2 3= 5 T2 e 1 3 ) 71 1 3™ 53”3 4 ) T12
5 5a3 a4 25 5a3 1 a4 5 as 5(14
_2 X%, M - 208 -4 _2, 38 oM
T+<2 3+3>T12}+e7rm[<4 3>T1+<4+3>T2+< 2-i-3 3>T12}
25 5a4 5 5a3 aq 25 5a3 1 a4 5 as 5a4
0 i 0 Q43 4 il b t:d oM 043 0
4 3>TQ+<2 3 3)712}+e7rm{<4 3>T1+<4 3>TQ+<2 3 3)“}
25 5a4> n (15 5a3 > } I {(25 5a3> " (9 ) n (15 5(14) }
———r ————a4)T —rlm | — - — )7 = —aq T ——az3—— | T
" 3 2 2 3 4| T12 e n 3 1 1 4| T2 2 3 3 12

9 a i 9 o o Im 25 basg i 25  Sag I 25 5a3z  bag
- = T — —a3z — T —T — =T — = — |7 — = = — | T
4 4 2 2 3 4 12 te 4 3 1 4 3 2 2 3 3 12

9 15 S5a4 9 25  bag 15  b5asz
T+ -+taa |2+ | —— +az3— — | 712 —rlm|(-4a |+ |(——— |+ |-—F——F tas) T2
4 2 3 te 4 4 3 2 3
9 “ i 25+5a4 i 15+5a3 a Im 25+5a3 i 9 a " 15 a +5a4
- — T — + — | T -+ — = T - —+ — |7 - — T - = — | T
L BT 1 3 2 2 3 4 | T12 e 1 3 1 g )T 2 3 3 12
9 9 9 9
+(—5t+a3—as) 7112 —rlm|{—-4a3 |71+ |- —as )2+ |—5 —aztas) T2
2 Te 4 4 2

Voo (24 I m|(2+a p(tom) (2o,
- —— T — T —— —— |7 -7 — T - —— T - - T
4 3 1 4 4 2 2 3 3 12 +e 4 3 1 4 3 2 2 3 4 12

3
.
_l’_

/N

| ©
+
IS
=
~—
e
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[/1 a3 25  bag 5 Baz a4 25  bag 1 a4 5 as 5a4
- - bl [ Tt A - b4 - _ = 2Dy e
ﬂm_<4 3>T1+<4+ 3>T2+( 2+ 3 3>T12}+e7rm[<4+ 3>71+<4 3>Tz+< 2 3+ 3)712}

[ as 25 5a4 5 5as a4 25 5a3 1 a4 5 as 5a4
- = o8 e Bt A - 28 e 4= 242y e
ﬂm»< +3>T1+<4+ 3>Tz+<2+ 3 +3>T12}+e7rm{<4+ 3>T1+<4+3>Tz+<2+3+ 3)7—12}
m[(2r2) g (24 (2 tast+ X | (24 2+ ) (2B
—rlm || -+ —= |7 —4a4 T - +a — | —rIm || - 4a3 )T -+ =T -4+ —=—+as)T

113 1 g taa) 7 3 st 5 ) M2 e Jtas|m 1t3 )™ 5T 3 4 12-

On va alors former le nombre :

G-5)(G5) e G5
. 7TII’I1 - — — T1+ - — — T2+ - — T12
Bl(R) _ Bl(R)e 4 3 4 3 2 3 )

Alors on a :

NP

Bi=¢e¢ 3 3 3 3
+e*7r1m[(27@)T2+(1773>7’12] e*WIm [(2773) 1+(17@>T12]
() (o e (040 )] - )y () (542 )
+e—wlm[(6—%)rz+(2—%>ﬁg] e—WIm[(G——3) +(2——>712]
+e—7rlm[(2—%%)n+(6—%)72—}—(7—%—%)7’12] e—ﬂIm [(6——3> 1+(2——4)7’2+(7—%—%>ﬁg]
+e*7rlm|:(27%%)T1+(27%)72+(47%7%)T12:| —7Im [(6773>T1+(671) +(1274;)£7%)T12]
+e*7r11’n|:(67 %)Tl + (6+2a4>72+(7 13 + 2a3 — %)Tlg] +e*7‘('1m [(6+2a3)71+ (67 %)TQ‘F (7137 ZJV?+2(I4)T12]
+e—wlm[(6—%)n+(2+%>m+(—8—}—4:;2—%)7'12]+e—ﬂlm[(2+%>ﬁ+(6—%)7’2-‘,—(—8—%—}—%)’&2]
—mIm 2—%ﬁ T+ (64 2a4 )72 + —8+2a3—% T12 —nmlm | (6 4+ 2a3 |71 + 2—%ﬂ T2 + —8—%-{—2@4 T12
o[22 ) m (6 20)m o 3] i [ (6 20 (2 ) (280 5 42 )ne)
+e*7rlm|:(27%%)T1+(2+%>TQ+(75+%7%)T12]+677T1m|:(2+%>71+(27%)T2+(757%4*%)712]
+57W1m[(2+%)7—2+ (724» %)Tlg] +e*7rIm [(2+ ZJV?)Tl +(72+%)T12:|
+ef7rlm[(6+2a4)7—2+(73+2a3>7—12] +677T1m [(6+2a3)7—1 =+ (73+2a4)7—12]
J,-eiﬂ—lm[(%)Tl —+ (6+2a4)7—2+ (2+2a3+ %)Tlg] +e*7r11’n [(6+2a3>71 + (%)TQ‘F (2+ %4»2(14)T12:|
+ef7rlm[(2%)n + (2+%>Tz+ (1+ %Jr 2%)712] +ef7r1m[(2+ %)n + (%)m+ (1+ %Jr%)Tm].
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Etude du terme B :

Posons tout d’abord Z = Z\{-3,—-2,—1,0,1,2}. Alors By peut étre exprimé comme la
somme de huit séries indexées sur Z, voir la encore la figure 2.4.3. On a :

2
+1 + +1 2a4 +<2a3+1) + 1+a3 +a4
n2 5 T2 2 5 3 T2 3 T12 173 T1 37'12

—7mIm

2
I +1 n +1 2a3 +(2a4+1> n 1+a4 +a3
mim || ny 5 ! n 5 3 ! 3 T12 173 T2 37'12

%_
™
9]

No€Z
2 1 2a3 2a4 1 a4 a
—rIm||nmi+5) n+({n1+5 —7'1+(——1>7'12 +l7— 5 |2~ 572
2 3 3 4 3 3
—i—Ze
nlei
1\? 1\ /2a4 2as 9
—mIm | (no+ =] o+ (n2a+ = —7'2+(——3>7'12 + (- —a3) 11— asm2
2 2 3 3 4
—i—Ze
TLQEZ

I 41 i + (g4 1) (2 +(2a4 3) + (2
T 1m ni 2 T1 n1 2 3 T1 3 T12 4 aq | T2 as3T12
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On va majorer chacune de ces huit sommes. Il suffit pour cela de minorer les exposants.
Afin de faciliter la lecture du lemme d’exposant suivant, on pose :

Notation 2.4.16.
4ay 2 das
(- 2 (-3-8)
[6%) m( o1 7'2"— 7 o1 T12

. 4(1,4 4(1,3 2 4(14 2 4(1,3
= min (I (1+ 5 )n+ (G = 3)me ) I (1= 50+ G- 31)me) -
6 mm{m( —1—21 Ty + o1 7 T12 m 71 T2 + T 91 Tio
. 4a 4a 6 4a 6 4da
Y2 = min {Im ((1 + 2—14>7'2 + (2—13 - ?>7'12) , Im <(1 - —14>7'2 + <? - 2—f’>712) } .
. 4a4 4&3 10 4(14 10 4&3
%= mm{lm ((1 UL 7)712) o ((1 o) (o ﬁ)m) } |

Les nombres aq, (31, 71 et §; sont obtenus a partir de ceux-la en remplacant 7 par 7y et
échangeant ay et az. Ces nombres sont tous strictement positifs pour tous as, ay € {0, 1,2}.

On calcule alors :

Lemme 2.4.17. Pour tout entier ny € 7 = Z\{-3,—-2,—1,0,1,2} on a :
I TR Y
m %) 5 T2 Mo 5
I T 2 (o
m - -
N9 5 T2 T 5

1\? 1
Im n2+§ 7'2-'- n2—|—§

I - +12 + (na+ 2
mn227'2 7122

De plus, on a les mémes minorations pour les sommes indexées par ny, dans lesquelles
il faut remplacer 7o par T et échanger ay et as.

2 2 1\?2
Mo ()] = (mrd)

Démonstration. 11 suffit de remarquer que aw, (32, Y2, d2 sont les termes calculés en ny = —4
et no = 3. Une preuve détaillée de ce type de lemme est donnée en 2.6.3.
O
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On forme alors le nombre :

G5)nr (5) e a57)
— rlm || - ——|n+t|-—— |nt+t|5— T12
Bs(R) = Ba(R)e 13 13 23 .

On applique les lemmes 2.4.17 et 2.4.12 a chacune des huit sommes de By pour obtenir :

2a 6a 16 6 2
. Ly i [ (6 S (-2 S 2y
By < <—>e 3 7 7 7 3
= \7&
6a 2a, 16 6a 2
1 —mIm (6_—3)7'14‘—47'24‘(————44-2)7'12
+< )e 7 3 77 T3
Vol
1
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Etude de Bs :
Apreés tout le travail préparatoire précédent, I’étude de Bs devient trés rapide. Tout
d’abord :

Y

B, — Z e—w(ImQ(nl,ng) +ImL(n1,n2))

ne(Z\{-3,-2,—1,0})2

avec :
1\2 1\ 2 1 1
ImQ(ny,ng) = n1+§ Im7 + n2+§ Im 7y + 2 n1+§ n2+§ Tm 7
1 I I 1 I I
ImL(nth) = 9 <n1+§) as m7'14;a4 1M 719 +9 <n2+§) <a3 m7‘123+a4 m7-2)

On utilise alors I'inégalité :

2 +1 +1 > +12 +12
n+=)(ne+ 2 —|lm+z)] —|n2+ =z
15 2t 5 ) = 15 2t 5

pour couper la somme double en produit de sommes simples et obtenir I'amorce de la
majoration :

By < 515,

ou :

1\? 2 1
—7 Im n1+§ (7'1—7'12)+§ n1+§ (T1a3 + T12a4)

51: Z (& )

n1€Z\{—3,—-2,—1,0}

—7Im

SQZ Z (&

na€Z\{—3,—2,—1,0}

2
1 2 1
n2—|—§ (TQ—T12)—|—§ n2—|—§ (T2a4—|—7'12a3)

On donne alors le lemme d’exposants suivant, en posant tout d’abord :

Notation 2.4.18.

4 4
w; = (1 — iag) Im7m + (—1 — ﬁa4) Im 749,

4 4
Wy = (1 — i(u) Ing + (—1 — iag) Im7'12.
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Remarque : wy et wy sont strictement positifs pour tous as,ay € {0,1,2}, sauf éven-
tuellement en a3 = a4 = 2. Cependant on verra un peu plus bas qu’en utilisant la relation
Ao o(R) = Ao ([2]R) on évite ce point car on méne le calcul pour a3 = a4 = 1. On peut
donc exclure le cas as = a4 = 2 dans les calculs suivants.

Lemme 2.4.19. Pour tout entier ny € Z\{—3,—2,—1,0}, on peut minorer :

2 2
1 2 1 1
Nno + 5 (7'2 — 7'12) -+ g No + 5 (TQCL4 + 7'12(1,3) Z No + 5 wa,

de méme pour la somme indexée par n, :
1\? 2 1 1\?
n1+§ (7'1—7'12)+§ n1+§ (T1a3 + Ti2a4) | > n1+§ w1.

Démonstration. Le nombre wy est calculé en étudiant les cas no = —4 et ny = 1.

Im

Im

Comme pour les termes précédents on forme alors :
1 1 1
B; = Bse 4 3 4 3 2 3 .

On applique les lemmes 2.4.17 et 2.4.12 pour obtenir finalement :

Ege—wImK2—;—1a3)n+(2—22—1a4)72+(—%(a3+a4)—5)m] (1+\/171) (1+\/1}_2).

On va a présent réunir les informations collectées jusqu’ici. On appelle 7, I’ensemble
des points d’ordre 3 étudiés dans le tableau 2.4.3. On appelle 7" I'ensemble des doubles
des points de 7. L'union 73 = 75 U 73" est une partition de 73. On a donc en vertu de
A@,U(R) = A@,v([Q]R) :

D Aeu(R) =) Aeu(R)+ D> Neu(R) =2 Aeu(R).

ReT3 ReT] ReTy ReT]

Il suffit donc de majorer cette derniére somme. On va utiliser tout le matériel précédent
pour ce faire :
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S New(R) = Y —log ( 01101 (Z(R)) ~7'Y(R) ImTvY(R)>
ReT] ReT] v
= > —log|f11(Z(R)| + Y «'Y(R)Im7Y(R),
ReTy " Rem}

ou Z(R) = X(R) + 7,Y(R), avec X et Y des vecteurs réels. On calcule :

7'Y(R)Im7,Y(R) = T (a3Im 7 + 2aza4 Im 715 + @ Im 7).

Ne

En reprenant les calculs précédents on a :

PIEHIESY [— log (A(R) . B(R)) n g (a2Tm 7y + 20304 Im 71 + a2 Tm 72)},
ReT] ReTy

donc :
S Neu(R) < 30 [~ log (A(R) - B(R)) |+
ReT] ReT]
2 2
as 1 a3 a; 1 ay 2a3a4 1 as+ as
Zﬂlm[<§+1—§)ﬁ+(§+Z—§>Tz+( 9 +§— 3 T12
ReT]

On va définir alors le sous-ensemble 73, C 73 contenant les points R d’ordre 3 tels que
le plus grand terme du minorant de A(R) est de module e™™™2 1l y a 3 tels points, qui

sont les points étoilés dans le tableau 2.4.3.

On définit de plus 73, C 73 le sous-ensemble contenant les points R d’ordre 3 tels que
le plus grand terme du minorant de A(R) est de module 3 ™72, Il y a 18 tels points, ce

sont les points doublement étoilés dans le tableau 2.4.3.

On appelle 73, 'ensemble des 19 autres points, non étoilés dans le tableau, pour lesquels

le plus grand terme du minorant est constant.

On a alors :
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ReT] ReTs, RET34
Ty
— 1m T
- Z log ( A(R) —B(R))e 3 2 Z E:[m7—12
ReT3y ReT3,
- log (Zx(R) - §(R)>
ReTs,
+ Z I % 1 as + ai 1 Qy 2(13(14
rlm{| —=+-—— |7 — + -
9 "4 3)1'"\9 "4 3)7 9
ReT]
on a donc : X )
Y Aeu(R) < C(e) —9rImmy + (13 X 1+ 27 x %) 7 Tr(Im 7)
ReTy

+ 4><1+18><1—|—9><2 9><2 I
= — — —9x— m
2 6 36 36 ) T

oll on a poseé :

On obtient donc :

D Aeou(R) <2C(e) + 8 Tr(Im7) — 8Im 715,
ReT3

On donne a présent un argument d’estimation grossiére pour donner une idée du com-
portement de C/(¢). Notons A(R) les sommes ajustées de telle sorte que le terme dominant
est 1 (c’est la stratégie mise en place dans les calculs précédents) : ce sont exactement
les termes qui interviennent dans C'(e). On notera B(R) les termes obtenus par la méme
transformation a partir de B(R). Pour les quatre points R du tableau de coordonnées
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as = a4 = 0 on a essentiellement :
/VX(R) >1— e Im T 26—7rIm7'1’
pour les trente-six autres on a :
AR) > 1—3e mImm,
Pour tout point R on a ensuite :
B(R) < o8¢~ mImm | g —mIm7 | yo—mlm7
Ceci donne comme premiére estimation :
C(c) < —4log (1 _emmImTe 57 Im Tl) — 361og (1 — 46e~TIm 71) .

Les termes du membre de droite sont, lorsque € est au voisinage de 0, ou bien bornés ou
bien du type :

—log(1 — e~%) = —log(= + o(<)).

Cela fournit donc, au moins lorsque Im 7 est suffisamment grand, une estimation de C(¢).

On peut faire mieux en utilisant un logiciel de calcul, car tous les termes A(R) et B(R)
sont explicites. La majorité des termes exponentiels seront écrasés par le fait qu’on suppose
Im 75 suffisamment grand. En tenant compte de plus de Im 7 > max{?, %} on obtient

finalement : )
< - .
C(e) < b5log (max{g, 15})

Remarques sur le cas 31 > Imn,

Dans le cas ou la matrice de périodes a tous ses coefficients bornés, nous allons obtenir :

Proposition 2.4.20. Soit ¢ > 0. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe de
genre 2. Soit v une place archimédienne de k, on a : Jac(C)(k,) ~ C?/Z* + 1,Z>. On
suppose qu’il existe une contante absolue ¢ > 0 telle que ¢ > Im1y,. On suppose de plus
que Im 115 > e. Il existe une constante c,(e) > 0 ne dépendant que du corps k et de € telle
que pour tout point R € Ag(k) d’ordre exactement 3 :

—Ae(R) > —cy(e).
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Démonstration. On sait que les points R d’ordre exactement 3 ne sont pas sur le diviseur
O il suffit de constater que la fonction :

T, — —Ao(R)

est continue sur le compact défini par les conditions ¢ > Im 7y, et Im 79, > €.

0

Remarque 1 : Cette proposition permettra donc d’étendre le domaine de validité du
théoréme 2.5.3 (quitte a changer un peu le principe des tiroirs) au prix du caractére explicite
des constantes.

Remarque 2 : Pour chercher & préciser cette minoration on peut partir directement de
la minoration de la proposition 2.2.9 :

Xao.o(P) > —(143log 2 + 511og 3) — 72h,(F).

Un énoncé de comparaison entre Im 7, et h,(F') permettrait donc d’expliciter la constante
¢, de la proposition précédente.

2.5 Minoration globale de la hauteur de Néron-Tate

On montre dans cette partie comment & partir des informations locales on peut obtenir
un théoréme global de minoration de la hauteur de Néron-Tate sur une jacobienne de
dimension 2.

2.5.1 Lemme de zéros et principe des tiroirs

Lemme 2.5.1. Soit k un corps de nombres. Soit C'/k une courbe de genre 2 plongée dans
A sa jacobienne. Soient Py et Py des points non nuls de A(k) tels que Py + Py # 0. Alors :

{£P, £Py, £(P, + Py)} ¢ C(k).

Démonstration. La preuve proposée ici montre un résultat un peu plus général. Soient
Sy =A{T1,....,T.} et So = {Q1,...,Q,} deux ensembles de points de A(k) a exactement
r > 2 éléments. On suppose que S + Sy C C'(k).

Posons alors C1) = ﬂ (C' —t). C’est une sous-variété non vide et stricte de A, sa

tes1
dimension vaut donc 0 ou 1. Or si ¢ # O, 'ensemble C' N (C' —t) est fini (cela vient du fait

que © est associé a une polarisation principale); donc la dimension de C") est zéro car
Card(S;) > 2. Comme de plus Sy € CM) par construction, il vient :

r = Card(S,) < deg(CW) < 2,
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la derniére inégalité étant justifiée par le fait que C'-C' = 2! = 2 (comme auto-intersection
de diviseur).

On obtient alors le lemme en prenant S; = {O, P, — Py} et Sy = {O, — Py, Py} : on sait
que r = 3 dans ce cas grace aux hypothéses sur P; et P,, il vient donc par contraposée :

S1+ Sy ={0,P, Py, P+ P5,—P,,—P,,—P, — P,} ¢ C(k).

II suffit de remarquer que O € C(k) pour conclure.

Remarque :

On peut déduire de ce lemme une nouvelle preuve de la propriété 2.4.2. Soit () un point
d’ordre 3 exactement. On pose dans le lemme précédent S; = Sy = {O,Q, —Q}. Alors le
lemme permet d’affirmer :

{0,Q,-Q} +{0,Q,-Q} = {0, £Q, £[2]Q} = {0, £Q} £ C(k),

ce qui permet de conclure : Q ¢ C(k).

Proposition 2.5.2. Soit k un corps de nombres, on pose m = |M?|. Soit C'/k une courbe
de genre 2, on note A = Jac(C) sa jacobienne. On pose M = 240. Soit P € A(k) un point
tel que ses multiples {[n|P,n € [0,2M*™]} soient tous distincts. Il vient alors :

In € [0,2M*™], [n]P ¢ ©, Yv € M°,

3
Aseo([n]P) > 0, 2457r<Tr(Im 7) —2Im mﬂ,) —log (4 + 5 Tr(Im Tv)).

Démonstration. On a les applications :
A(ky) — C*/(Z* + 1,27%) — R?/Z* x R?*/Z?
P r— Z,(P) = Xo(P) + 1.Yo(P) — (X,(P), Y, (P)).
Soit alors l'application F : A(k) — (R/Z)*™ définie par :
F(P) = (Xy(P),Yo(P))verge-

On divise alors (R/Z)*™ en M*™ boites de taille --. On considére alors I'ensemble

{F([n]P),n € [0,2M*™]} : il contient 2M*™ + 1 points a répartir dans M*™ boites. Par le
principe des tiroirs il existe donc trois entiers ny, no et n3 tels que, avec ¢ > j :

0<n <ng <ng §2M4m, ng —n; §2M4m,
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1 1
Xl = mlP)l < 20 allms = m] P < o2

Posons P, = [ng—ns|P et Py = [ny —ny]|P. Alors Py + P, = [ng—n;]P. En appliquant le
lemme 2.5.1, on sait que dans 'ensemble de points { Py, Py, P+ Po, —P;, — P>, — P, — P} il
y en a au moins un qui n’est pas sur le diviseur ©. C’est ce point qu’on choisit : on le note
[n] P (ou peut-étre [n](—P), le fait de prendre éventuellement ’opposé n’est pas génant car
la hauteur locale est paire).

Or on a M = 240. Alors ||(X,Y)|| < 1/240 et d(1/2+y:, Z)? > (1/2—1/240)2 > 0, 245.
On obtient alors, en reportant ces approximations dans la proposition 2.4.9 :

Aseo([n]P) = 0, 2457r(Tr(Im ) —2Im Tv,lz) —log (4 n g Tr(Im Tv)).

2.5.2 Minoration globale

On réunit les résultats des parties précédentes dans le théoréme suivant. On rappelle que
pour une courbe C'/k de genre 2 on note D = 28 disc(F), et Tr(A) la trace archimédienne
de la variété abélienne A. On rappelle qu'on a défini, pour tout choix de £ > 0, un sous-
ensemble de I’espace de module F5 :

Im7’12 >e> 0
Foe=q1€F Im7 > max{1/e,V/3/2}
Im7y, > 31

Alors on obtient :

Théoréme 2.5.3. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement
positif. Soient C'/k une courbe de genre 2 donnée par y*> = F(z) avec deg(F) =5 et A sa
jacobienne. On suppose que A vérifie T, € Fy. pour toute place archimédienne v. Alors il
existe une constante c1(d) > 0 telle que pour tout point P € A(k) l'une des deux assertions
suitvantes est vraie :

(1) [n]P = O pour un entier 1< n < 2-240%3"°

(2) haze(P) > er (Tr(4) = 631og Nyyg(D))

1

ot on peut prendre ¢; = 160d 2405574
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Démonstration. Soit k' = k(A[3]). Posons m' = |M¥| et d' = [k’ : Q]. Ecrivons I'égalité-clef
2.4.3 sur k' en choisissant pour n 'entier donné par le principe des tiroirs de 2.5.2 :

!
~ 80n?2

Taze(P) S m(ReoullnlP) = Raou(®) + D nu(280,(0]P) — 206.(R))

ReT3 veM]?, veMp?

Il suffit alors d’appliquer les minorations locales des propositions 2.2.6, 2.4.6, 2.4.15 et
2.5.2 avec n < 2-240*" pour obtenir :

> 1 80
) — _ (=
hase(P) > S0 134057 > nv< (3 +36> ord, (D) +24ordv(3)+4ordv(2)) log Ni/q(v)
veMk,
2
+ 350 51057 > nv((SOXO, 245 — &) Tr(Im 7, ) + (16 — 160 x 0, 245)7 Im 712)

UEMIS,O

2 3 1
+W Z My (—80 log <4+§ TI'(ImTv)> — 10 logmax{g, 15}) ,

UEM]:/O
donc en utilisant :
1 1 1
Tr(Im7) > 2max {—, 15} — —10log <§ Tr(Im7‘)> < —10log max {—, 15},
€ €
et Tr(Im 7) > 4Im 75 on obtient :

(63 log Nijg(D) — 24log 3 — 4log 2)

~ 1
hase(P)> ——
120(P) 2 = {500 e

1 3 1

- (18,72 Tr(Im 7,) =801 (4 2 (1 v)—11 <—TI )

+160d’2408d' e%wd (87 r(Im7,)—80log +3 r(Im,) 0log 5 r(Im,)
veMy

1 63

> Tooa 240 T~ Tgoqraager 08 NwalD):

Les derniéres inégalités étant vraies en vertu de Im7 > max{?, %} et Im7m, > 31.

On conclut cette preuve en redescendant sur le corps de base. On sait que la variété
est définie sur k. De plus les quantités < Tr(A) et logNyg(D)) sont invariantes par
extension de corps : pour la trace archimédienne c’est montré dans le corollaire 2.8.4, pour
le discriminant c’est une conséquence directe de la multiplicativité des normes et de la
multiplicativité des degrés. On a donc :

% (Tr(A) — 63log Ny /Q(D)> = % (Tr(A) — 63log Nk/Q<D)>'
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Enfin par multiplicativité des degrés a nouveau : d' = [k : k|d < 3'%d.
U

Remarque importante : L’espace des modules de courbes de genre 2 est de dimension
3, cela laisse suffisamment de liberté pour obtenir des familles de jacobiennes vérifiant des
conditions sur le discriminant. C’est une différence notable par rapport au cas des courbes
elliptiques (voir la remarque succédant au théoréme 2.7.4). L’exemple suivant donne une
infinité de courbes ayant bonne réduction en dehors des places divisant 5 et dont au moins
I'un des invariants d’Igusa tend vers I'infini. Notons que ces courbes ne peuvent étre toutes
définies sur un méme corps de nombres (a cause de la conjecture de Shafarevitch démontrée
par Faltings), mais des extensions de corps de degré inférieur ou égal a 4 permettent
d’agrandir la famille. Pour tout o > 0, voici une famille infinie d’équations hyperelliptiques
de degré 5 définies par y*> = F(x) et telles que Jg(F) > disc(F)®, ot Jg est un invariant
d’Igusa. Considérons pour B un paramétre entier strictement positif :

y?> = F(z) = 2° — 5Bz + (1 + 256 B°)1.

Alors (les formules des invariants d’Igusa sont rappelées dans 'annexe 5.3) :

( disc(F) = 5°,
J, — _95B,
Jy = 48,875 B?,
Jg = 39,0625 B3.

\

A partir de 1a, pour un o > 0 fixé :
(JG > disc(F)O‘> = (B3 > 55“) = (B > 53‘“).
Les invariants d’Igusa décrivent 'espace de modules des courbes de genre 2 (voir [[gu62]
p. 638 et suivantes), I'inégalité log|Js| > alog Ny g(disc(F')) est donc un argument indi-

quant qu’il existe des familles infinies de jacobiennes A de dimension 2 vérifiant la condition
Tr(A) > 641log Ny g(D), contrairement (conjecturalement) au cas de la dimension 1.

2.6 La hauteur de Faltings

2.6.1 Expression dans le modéle d’Igusa

Soit k£ un corps de nombres. Soient C/k une coube lisse de genre 2 et A = Jac(C)
sa jacobienne. Notons hp(A/k) la hauteur de Faltings de la variété abélienne A/k. On
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suppose de plus que la courbe localisée C), est lisse de genre 2 en toute place v divisant 2.
On note A, le discriminant minimal associé aux modéles d’Igusa de la courbe C, lequel
est utilisé dans [Uen88| et défini dans le paragraphe suivant. On notera Z, ’ensemble des
caractéristiques paires de dimension 2. En se référant aux travaux de K. Ueno de I'article
[Uen88| p. 765 on a :

he(A/k) = 10 o | D2 dyord, (272 A log Nuyo(p) — Y do 1og)2*12 I 62(0.7,) det(Im~,)°

]()EM0 UEM,;X’ meZo
La formule obtenue pour la hauteur de Faltings augmentée est donc :

h(A/k) =

3 dyord, (272 ) log Nejo(p) — S d, 1og)2 2 T 620,7)

pEMO UEMDO meZo

10d

2.6.2 Comparaison entre discriminants

Lemme 2.6.1. Soit C/k une courbe de genre 2 donnée dans le modéle y*> = F(x) hyper-
elliptique entier sur k (comme dans Uarticle [FS97]), avec bonne réduction en toute place
divisant 2. Le discriminant A, introduit dans Uarticle [Uen88] du modeéle d’Igusa de C
vérifie :

> dyord, (27 Apin) log Ny jg(p) < Y dyord,(2° disc(F)) log Ny g (p)-

pEM;S pGM0

Démonstration. Le modéle d’Igusa est donné par une équation du type :
zy® + (1 + ax + b2?)y + 2*(c + dz + 2%) = 0.

Son discriminant est défini dans [Uen88| comme étant le discriminant de ’équation
hyperelliptique :
y? = (14 ax + b2®)? — 42°(c + dv + 2?),

corrigé par une puissance de 2, afin de tenir compte du comportement aux places de k
divisant 2.

Le discriminant minimal donné dans [Uen88]| est donc de norme inférieure ou égale au
discriminant minimal de la courbe hyperelliptique C' (car il est plus petit pour la valuation
en 2). Ce discriminant sera en particulier de norme inférieure ou égale a celle du discri-
minant du modéle hyperelliptique de Flynn-Smart (qui n’est pas forcément minimal), on
consultera par exemple [Liu96| p. 4581 et suivantes.
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2.6.3 Constantes théta

Soit v une place archimédienne. On note ici 7 = 7,. Il y a dix constantes théta 6,,(0, 7)
non nulles en dimension 2; elles correspondent exactement aux caractéristiques paires :

0 0 0 0
@l g 0 0 0 0
b Yol oo {22
0 1/2 0 1/2
1/2 0 1/2 0 1/2 1/2
al o 0 1/2 1/2 1/2 0 1/2
b > 0 || o [ o |12 0 |"]1/2
0 0 0 0 1/2 1/2
On a donc Z5 = 61 U 6,.
On rappelle la relation :
.t -t t
eab<0,7')‘ = ‘900(7’&"‘ b, 7')6,”1- ara + 2um a'b‘ = ‘900(7'0, + b, 7') 6_7T aImTa.

Proposition 2.6.2. Pour les caractéristiques [a,b] € 01 (donc vérifiant a = 0) on a la
minoration (positive lorsque Tm1 > 2) :

Imr Im T
o) - 1 2
)

Im

%ﬂ&ﬂ’ZQ— 1+(2+

Démonstration. On minore par inégalité triangulaire :

eab(oﬂ_)’ _ ’Z eiﬂ(tn7n+2tnb)’
nez?
-t t
> 1_‘ Z JAr(nTn + 2 nb)‘
nez?
n#(0,0)
t
> 9- Z o~ nIan’
nez?

donc :
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_r <n% Imm + n% Ing)
Qab(O,T)’ > Z—Ze 2

nez?
2111’17'1 2111’17'2
—TN]—F— —TNyg—(——
> 2 E e 2 g e 2 ,
ni1€Z no€ZL

d’ou le résultat en appliquant deux fois le lemme 2.4.12.

Lemme 2.6.3. Soit 7 une matrice du domaine de Siegel en dimension 2. On a alors les
minorations pour ny € Z\{—2, -1} et no € Z\{—-1} :

1
n%(lmﬁ — Im7’12> +nImm > (%) n%,

I
n%(ImTQ —Im7'12> +n21m7'12 > ( H;TQ) 'I’Lg,

pour ng € Z\{1} :

Im 7
n%ImTQ—?mgIme > ( 2)713,

et pour ny € 7. :

Im
ngImTQ—TLQImTlQ > ( 5 2) n%

Démonstration. On démontre la derniére inégalité, ny € Z. Pour ny = 0 'inégalité est une
égalité simple, on peut donc supposer ny # 0. Soit :

I
E:=n3lm7 —nylm7yy — ( H;T2) na,

alors :

donc :
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Proposition 2.6.4. Soit [a,b] = [1/2,0,0,0]. On a la minoration (positive lorsque l’on
suppose Imry > 4) :

/G Immn 5 Imm
t -7 -7
0,0, 7)|e™ @lmTa 5y 1+(1+ )e 6 2+(1+ )e 4
Immy Im 7
3 Imm
-7
- 1+<2+ )e 2 e~ mimmy
Im 7y
3 Im 7
-7
— 1+<1+ )e 2 e~ 2mImm
Im 7y
De plus on déduit le minorant pour la caractéristique [a,b] = [0,1/2,0,0] en échangeant

T1 et 7o dans cette derniére expression.

Démonstration. On fait le calcul pour la caractéristique [1/2,0,0,0], le deuxiéme calcul se
déduit du premier en changeant n; en n,. On a tout d’abord :

.t .t '
Qab(O,T)‘ = ‘900(7a+b, e ara + 2w ab) _ )Qoo(Taer, e almra

Calculons (avec b = 0 ici) :

1
2w (— tnrn + tnra)
‘900(7'0/, 7')‘ = (& 2

. 2 2
Z (s (nm + n5Te + 2n1NeTio + T + TL27'12> ’
e

nez?

(n1,n2)€Z2

5 Z -7 (nf Im7m + n% Im7m + 2nine Im 742 + ny Im 7 + ny Im 7'12>
— e

>
(n1,n2)€Z?
n#(0,0),(—1,0)
—7r<n% Imm + ng Im7m 4+ 2nines Im 79 + ny Im 7 4+ nyIm 7'12>
> 4-— Z e .

(n1,n2)€Z?
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Posons :

4 -7 <n% Imm + n% Im 7 + 2nyne Im 799 + 0y Im 7y + 1o Im 7'12>
= e .

(n1,n0)€Z?

Décomposons :

Z -7 <n% Imm + n% Im 7 + 2nyne Im 799 + ny Im 7y + 1o Im 7'12>
e

A =
(n1,m2)€Z?
n1#—2,—1
2 2
—ﬂ(n Im7 — ny Im 7'12> -7 <n Im7 —3nyIm 7o +2Im 7'1)
Ly ol Loy ol |
(n1,n2)€Z? (n1,m2)€Z?
ni=-—1 ni=—2
Alors comme 2nny > —n? — n3 :
A < Z 6—7? <n%(1m 1 —Im7e) +nyIm7 +n2(Im 7 — Im7yp) + ng Im 7'12>
(n1,m2)€Z?
n1#—2,—1

+Ze—7r(n§ Imm — ne Im7‘12> N Z e—ﬂ(ng Im7m — 3noIm s + QImﬁ)'

no€”Z n2€7Z
Donc :
Immn Im7 , Imm, ,
—T—n —T—n —T—n
I D SR [ CRR PR B e
n1€Z\{—-2,—-1} no€Z\{—1} no€Z
Imm ,
—W(ImT2—3ImT12+2ImT1) —7r(—n2+21m7'1)
- F oy

n2€Z\{1}

Donc en utilisant le lemme 2.6.3 et par une application répétée du lemme 2.4.12 :
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6 —T 2 —T
a < 1+ (14 V6 e "6 | (24 (14 Je o 4
Imﬁ ImTQ
3 Im 7
-7
|1+ (2+ Je 2
Im 7
3 Im
-
—|-e_7TIm7_2—|— 1+(1+ 2 )e 9 e—2mlmmy
Imm
La proposition en découle.
U
Proposition 2.6.5. Soit [a,b] = [1/2,0,0,1/2]. On a la minoration (positive lorsque
Imﬁ Z 4) N
Im 7y Im 7
t 6 —T 2 —T
0,0, 7)|e™ @lmTa 5y 1+(1+ V6 )e 6 2+(1+ )e 4
Immy Im 7
3 Imm
-7
— 1+<2+ 2 )e 2 e~ mimT2
Im 7y
Im 7
— 1+ <1+ V2 )e_ﬂ 9 e—2mImm
Im 7y
De plus si [a,b] = [0,1/2,1/2,0] on a une minoration similaire (positive lorsque 'on

suppose Im 1y > 4) quitte a changer 7 en 5.

Démonstration. On fait le calcul pour la caractéristique [1/2,0,0,1/2], le deuxiéme calcul
se déduit du premier en changeant ny en ny. Or le calcul pour [1/2,0,0,1/2] est en fait le
méme que pour [1/2,0,0,0]. En effet :
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i <n%7'1 + n3T2 + 2ninoTia + NaT1 4 NoTia + n2>
900(7'a+b,7')‘ = ) e )

(n1,n2)€Z?

i (n%ﬁ + n3T2 + 2nynaTis + NiTy + NaTi2 + 712)
Z 2— Z € )
(n1,m2)€Z?
n¢(070)7(7170)
v (nfﬁ + nng + 2n1naTio + i1 + n2712>
>0 Y e I
(n1,n2)€Z?

n#(0,0),(—1,0)

et le minorant est donc le méme que pour la caractéristique [1/2,0,0,0] dans la propo-
sition 2.6.4.
U

Lemme 2.6.6. Soit 7 une matrice du domaine de Siegel en dimension 2. On a alors les
minorations pour ny € Z\{—1} :

I
nflmﬁ +n1(1m7'1 —Imle) > ( n127'1) n%,

I
n%lm7’1+n1<1mﬁ —31m7‘12> > ( mﬁ) n%,

pour ny € Z\{—2,—-1,1} :

I
n%Imrqunl(Imﬁ —5Im712> > ( H;ﬁ) n%,

pour ny € Z\{—3,—-2,—1} :

I
n%(lmﬁ —Im7’12> +n1(1m7'1+1m7'12> > ( H;Tl> n%,

et pour ny € Z\{-3,—2,—1,0,1} :

51
n%(lmﬁ —Im7'12> +n1(1m7'1 +II'I17'12) > ( I;”-l) n%,

et les mémes minorations sont valables en remplacant partout 71 par Ts.
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Proposition 2.6.7. Soit € un réel strictement positif. Soit [a,b] = [1/2,1/2,0,0]. On a la
manoration :

Qab(O, 7')

Vvimm,  Imn

_ <1+£> e~ mImmy _ <1+£> e~ Im
ImTl Ing

—(2+ 2 o dmImm _ 2+ 2 e dmImm
Im 7y Im 7

\/g _7T5II’I171
B RN P
volmmn

ewtaImTa > 467rImTlg_<2+ V2 + V2 )67r1m712

\/g _W5Im7'2
(1) s
5Im 1

—1+ 6—27r(1m7'1 + Im7'2 + 2111’17'12) + 6—67T<Im7'1 + Im7'2 + 2111’17'12).
En supposant que Im 79 > >0 et Imm > max{e%, 5} on peut alors affirmer :

t
(0, 7)|e™ almra > min{%; 0,31}.

De plus si [a,b] = [1/2,1/2,1/2,1/2] on a la méme minoration sous les mémes condi-
tions.

Remarque 1 : Pour que le minorant soit strictement positif (lorsque Im7; est grand)
on doit donc imposer Im 75 > 0, ce qui souligne le fait qu’un produit de deux courbes
elliptiques (112 = 0) est un cas dégénéré de variétés abéliennes principalement polari-
sées de dimension 2. Cette remarque est a relier avec le paragraphe 2.3.2. On remarquera
cependant que la seule caractéristique qui doit nécessiter un traitement « epsilon » est
[1/2,1/2,1/2,1/2], puisque c’est la seule qui se décompose en deux caractéristiques im-
paires lorsque 715 = 0. Il est donc théoriquement possible d’étre plus fin sur la caractéris-
tique [1/2,1/2,0,0].

Remarque 2 : On meéne le calcul pour la premiére caractéristique (avec b = 0). La
deuxiéme caractéristique considérée n’introduit qu’un décalage n’affectant pas les modules.

Démonstration. On procéde comme pour la proposition précédente, les termes dominants
sont cette fois en (—1,0) et en (0, —1); on utilise le lemme 2.6.6. On rappelle :

.t .t '
Hab((),r)‘ = ‘900(7a+ b, )T aTa + 2im ab) _ )900<Ta b,7)|e T aImTa7

et on calcule donc :
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1
2 (— tnrn + tnra)
e \2 )

nez?

’900(7'@, T)’ =

. 2 2
Z i (nm + n5To + 2nineTio + T + NoTe + (ng + nz)m) ‘
e
(n1,n2)€Z?

2671'7I'T12 o

(n1,n2)€Z?
n#(—1,0),(0,—1)

v

A('I’Ll, 7’1,2)

Z 4e7rlm7-12 — Z A(nl, 7’1,2)

(n1,n2)€Z?

ol on a noté :

—ﬂ(n% Imm + ng Im 7y + (2n1n9 + 11 + no) Im 745 + ny Im 7 + 15 Im 7'2>
A(ny,mg) =e

On décompose alors la somme indexée par Z? selon une technique proche de celle
expliquée sur la figure 2.4.3 :

2
—m(nyImm +n(Imm —Im7p) —Imr )
Z A(nl,ng) _ Z e ( 1 1 1( 1 12) 12
(n1,n2)€Z? nlezl
no=-—

Z —ﬂ(ng Im 7 + ny(Im 7o — Im 795) — Im 7'12>
e

NoEZL
ni=—1

Z —ﬂ(n% Im7 +ny(Im7m —3Im7s) + 2(Im 7 — Im 7'12))
e

n1€Z\{-1}
no=—2

Z —7T<7’L§ Im To + n2(ImT2 — 3Im7'12) + 2(Im T — Im 7'12))
e

n2€Z\{-1}
ni=—2
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n Z e—w(n?lnna%—nl(lmﬁ—51m7'12)+3(21m7'2—1m7'12))

n1€Z\{-2,—1}
ng=-—3

Z —ﬂ(ng Im7 + ny(Im 7 — 5Im7p) + 3(2Im 7 — Im 7'12))
e

no€Z\{—-2,-1}
ni=-—3

+ Z A(nq,n2)

(n1,n2)€(Z\{-3,-2,—1})2

+o(=1) - e 2m(Im7 +Im7y +2Im7o) _ ,~67(Im7 +Im7 +2Im 7o)

Les trois derniers termes viennent du fait qu’on compte A(—1,—1) =1, A(-2,-2) et
A(=3,—3) une fois de trop dans la décomposition de la somme qu’on majore. On utilise
alors 2nyny > —n? — n3 pour 'exposant de la somme double. On utilise ensuite le lemme
d’exposant 2.6.6. On prendra garde au fait que deux termes —1 vont sortir des premiéres
sommes simples avant d’appliquer le lemme 2.6.6, impliquant —1 — 1 4+ 1 = —1 comme
contribution pour le minorant de 1’énoncé.

O

2.6.4 Majoration de hi(A/k)

Dans cette partie nous allons majorer la hauteur de Faltings augmentée (relative) qui
est un majorant de la hauteur de Faltings (relative). Elle s’exprime, comme on ’a vu en
2.6.1, comme suit :

Wp(AJk) = — | Y dyordy (27" Apin) log Nijg(p) — dvlog’2’12 IT ¢2.00,7)

peM?O veEM® meZo

On réunit ici les résultats sur les constantes théta pour minorer le produit des constantes
théta paires et ainsi majorer le terme archimédien de la hauteur de Faltings exprimée en
2.6.1 dans le modéle d’Igusa.

On a :
.t .t 2 2 t
| TT #.0.7)| =| T flrast n)e™ ama+ 2 ab "~ TT |gog(rasth, 7,)| =27 almra,

m=ab€Zy abeZy abeZq

donc en notant Cipeia le produit des dix minorants apparaissant dans les propositions
2.6.2, 2.6.4, 2.6.5 et 2.6.7, on obtient :

2

41 41 41
chhétae 4( m7 +4Im 7 4+ 4Im 1)

)

II ¢.0mn)

m=abeZy

101



donc :

—log <‘ H 62,00, 7,)

) <2n(Im7y + Im 7 + Im 715) — 2log(Clpsta)-
m=abeZy
On définit le sous-ensemble du domaine de Siegel F5 :

Définition 2.6.8. Soit € un réel strictement positif. On pose :

G2,€ = {T € FQ

Im7ms>e>0
Im7 > max{1/e? 31} [°

On peut donc énoncer :

Théoréme 2.6.9. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement positif.
Soit C/k une courbe de genre 2, lisse en toute place divisant 2 et donnée dans un modéle
hyperelliptique y*> = F(x) avec deg(F) = 5. On note D = 28disc(F). On suppose que
A = Jac(C) sa jacobienne vérifie 7, € Gy, pour toute place v archimédienne. Alors il
eriste des constantes c3(d) > 0 et cq(d) > 0 telles que :

h%(A/k’) S C3 TI'(A) + 4 log Nk/Q(D),

om + 2 1
et on peut prendre : c3 = —— et ¢y =

20d 10d’

Démonstration. Pour le terme non archimédien on a en utilisant le lemme 2.6.1 :

Z dy ord, (272 Apin) log N /g (p) < Z d,, ord,,(2° disc(F)) log Ny, o(p),

peM peM?
donc :

10d hy(A/k) < log Nijo(D) + Z d, (ZW(Im Tp1 +Im7, 5 + Im Tv712)>

veM>®

+ Z dv<1210g2 - log(c"?héta)>'

veEM?

On a donc :

1 1
W (A/k) < 75108 Niyg(D) 15 D mo(2n(Im my+Im 75+ 1m 7, 1) +12 log 2-1og(Cey) )
veM?
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On majore alors, en utilisant les propriétés du domaine F5 :
5
Im7,; +Im7,2 +Im7, 10 < 2 Tr(Im7,).

Il suffit ensuite d’approcher la constante Clipsa €n réunissant les calculs précédents
sur les dix constantes théta paires en dimension 2. Un calcul donne, sous les hypothéses
Im7p > ¢ >0 et Im7; > max{1/e? 31} :

Cinata > (0,99)* x (0,99)* x (min{e/2; 0,31})® > 0,92min{c/2; 0,31}%
Il suffit alors d’utiliser :

Tr(Im7) > 2max{1/¢% 31} > 12log 2 + 2log(0,92) — 4 log (min{z—:/2 . 0, 31}),

donc :
Tr(Im7) > 121og 2 — log(Chein)-

2.7 Produit de courbes elliptiques

On traite dans ce chapitre du cas des produits de courbes elliptiques. Les résultats obte-
nus sont plus faibles que le résultat de M. Hindry et J. Silverman rappelé comme théoréme
1 de l'introduction générale. On méne ces calculs pour montrer qu'on peut trouver exac-
tement la méme forme d’estimation que celles obtenues dans les paragraphes précédents,
faisant intervenir la trace archimédienne et un discriminant, et ainsi obtenir un énoncé plus
homogéne pour les variétés abéliennes de dimension 2.

2.7.1 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs locales

Soient k un corps de nombres et E//k une courbe elliptique. La hauteur de Néron-Tate
sur £ se décompose de la maniére suivante (voir [Sil94] p. 461) :

VP € E(k)\{O}, h(P) = % S dA(P).

veEMp,

Les hauteurs locales A, sont définies ainsi :

— Si v est une place finie et qu'on se donne un modéle entier de Weierstrass avec
discriminant A de la courbe E, on peut alors définir pour un point P de bonne
réduction en v :

~

Ao(P) = %max{v(x(P)l), 0} + iv(A).
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— Si v est une place archimédienne on a un isomorphisme du type E(k,) ~ C/(Z+1,7Z)
pour un certain 7, tel que Im(7,) > 0. Posons : ¢ = exp(2in7,) et u = exp(2inz). On
peut alors définir :

~ C
A
Z + 1,7

par la formule suivante, lorsque z(P) = a4+ 7 avec 0 < < 1:

\ {0} —R

Rol(P) = Az, m) = —5 Ba(9) logla] —log |1 —u| = 3" log|(1 — g"u)(1 — g"u)].

n>1
By(T) est le deuxiéme polyndéme de Bernoulli défini par :

T> =T+
périodique en T, de période 1

By(T) = {

— Enfin si v est une place finie de mauvaise réduction on utilise la courbe de Tate
E, : pour un corps k, p-adique il existe un élément ¢ € k¥ tel que |¢|, < 1 et un
isomorphisme ¢ : k7 /q* — E,(k,). On pose de plus v(.) := —log|.|,. On définit alors
la hauteur locale de la méme maniére que pour les places archimédiennes, i.e. :

Nog: (ki/a")\{0} — R,

avec :

2.7.2 Minorations

On reprend ici la proposition 2.3 de I'article [HS88] en exprimant le minorant sous une
autre forme :

Proposition 2.7.1. Soit v une place archimédienne de k. Soit z = a + 3. On suppose
que 6 = max{|al, |B|} < 1. Soit T, = s + it avec |s| < 3, [t| > @ Alors on a :

>)

1 3 1
o(2,Tp) > 7 (6 — 5) Im 7, — log (IHITU + 5) + log 95 0, 0665.

Démonstration. On sait d’aprés le lemme 2.2 de article [HS88| que l'on a :

> log )(1 —q"u)(1—¢q"u™")

n>1

< 0,0665,
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et :
log |1 — u| < log (t + g) + log(279).

Il suffit alors d’utiliser dans I’expression de la hauteur locale archimédienne donnée dans
le paragraphe précédent les relations simples :

Buy(B) > —B + é

et :
—log |q| = 2m Im 7.

Nous allons a présent mettre en place un principe des tiroirs :

Proposition 2.7.2. Soient k un corps de nombres, v une place archimédienne. On pose
m = |M®|. Soient P € E(k) un point d’ordre plus grand que 20*™ et z(P) = o +if3 une
coordonnée compleze de P. Soit § = max{|al, ||} < 3. Alors on a :

In € {1,..,20°"}, A([n]P) > 0,3Im .

Démonstration. On considére ici Uapplication F': E(k) — (R/Z)*™ définie par :
F(Q) = (aU(Q)aﬁv(Q))vEMﬁo'

On divise (R/Z)*™ en boites de taille =-. Soit P € E(k) un point qui n'est pas de
torsion. On regarde ’ensemble :

{(F([n)P) |n =0, .. M*™}.

C’est un ensemble contenant M?™ +1 points a répartir dans M?™ boites, par le principe
des tiroirs on obtient donc deux entiers n; < ng tels que F'([ni]P) = F([n2]P). Donc le
point Py = [ny — ny] P vérifie :

1

max(|aw (P, 6o (P1)]) < 77

Posons alors M = 20. Alors § < % = 0, 05. Il suffit d’évaluer les termes de la proposition
précédente pour obtenir le minorant annoncé.
O

On donne dans la proposition suivante une minoration simple pour les hauteurs locales
aux places finies :
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Proposition 2.7.3. Soient k un corps de nombres et E/k une courbe elliptique donnée
dans un modeéle de Weierstrass de discriminant Ag. Soit v une place finie de k. Alors la
hauteur locale associée a la place v peut étre minorée de la fagon suivante, pour tout point
P non nul :

~

1
Ao(P) > Y ord,(Ag) log Ny g (v).

Démonstration. Par définition des hauteurs locales, on sait que /)\\U(P) > 0 lorsque v est
une place de bonne réduction.

Pour la mauvaise réduction, on se référe au théoréme 4.2 de [Sil94] p. 473 pour affirmer
que v(q) = v(A(q)) et par un argument de périodicité sur la courbe de Tate, il suffit ensuite
d’utiliser By(z) > —% pour tout z réel. On peut aussi utiliser I’équation (23) p. 431 et p.
432 de Particle [HS8S].

U

On peut alors réunir les informations locales pour obtenir :

Théoréme 2.7.4. Soit k un corps de nombres de degré d. On note m = |M?|. Alors il
existe une constante c1(d) > 0 telle que pour toute courbe elliptique E/k de discriminant
minimal Ag et de trace archimédienne Tr(E), et pour tout point P € E(k) d’ordre infini :

~

1
he(P) > o (Tr(E) - —log Nk/@(AE)> ,
0,3

ot on peut prendre ¢, = 200"

Démonstration. 11 suffit d’écrire, pour n I'entier donné par le principe des tiroirs de 2.7.2 :

ho(P) = < hp([lP) > —— 3 n A ([]P),

2
n 20
vwEM;,

puis d’utiliser les minorations 2.7.2 et 2.7.3.
O

Remarque a propos d’une conjecture de Hall : On va étre amené dans la suite du
texte a imposer Tr(E) > 11log Ny /g(Ag). Fixons une courbe elliptique E/Q et supposons
|7(E)| > 1. Alors :

1 1 ‘
Tr(E) =Im7g = ~5- log |gp| ~ o log |7 (E)|.
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Donc I'hypothése Tr(E) > Llog|Ag| équivaut a [j(E)| > |Ag|7. Or on a la relation
J(E) = 1728¢3 /AR, o ¢4 est un polynome en les coefficients de la courbe elliptique (voir
[Sil192] p. 46). On a donc :

lea® > |Ap]TF.

La conjecture de Hall (voir [Sil92] p. 268) donne 'inégalité :
D] > e~

Comme 3 > = —|— Z, ces inégalités sont compatibles, mais il est important de garder a
I’esprit que la constante de comparaison entre la trace archimédienne et le logarithme du
discriminant ne saurait étre trop grande dans le cas de la dimension 1.

2.7.3 Majoration de la hauteur de Faltings
Nous allons montrer dans cette partie la majoration suivante :

Théoréme 2.7.5. Soit E/k une courbe elliptique donnée dans un modéle de Weierstrass
de discriminant Ag et de trace archimédienne Tr(E). Alors on a :

hp(E/k) < c3 Tr(E) 4 calog Ny jo(Ag),

32 1

ot on peut prendre c3 = T2d et cy = Tod

Démonstration. On connait une expression explicite de la hauteur de Faltings d’une courbe
elliptique E définie sur un corps de nombres k (voir par exemple [CS86] p. 254) :

1
he(E/k) = 7 | log Niyg(As) = Y d, log< (ImTv)G)
UEMDO

Ceci donne :

1
hie(B/k) = - | log Niyo(Ap) — > d,log(A
veM>®

Partant de cette expression il suffit donc de relier la fonction A(7,) a la quantité Im .
On note g = exp(2in7,); on a la formule :

donc :
—log |A(7,)| < 2rImT, + 12log 27 + | A, |,
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ou :

400 400 400
An] <24 log |1 — ¢ <24 log(1 + e 2TIMTN) < 94 37 72w ImTn,

n=1 n=1 n=1
donc :
—2rImT, —V37
|ATU|<24Z —2rlmmn _ g © <7 L
1 - ¢—2rImm, 1_ e_\/§7T 9

Il suffit d’injecter cette majoration dans I'expression de la hauteur de Faltings et d'uti-
liser :

1
2rIm T, + 9 +12log27m < 32Im,

pour conclure.

2.8 Corollaires

On présente dans cette partie plusieurs énoncés. Les premiers corollaires constituent
une avancée en direction de la conjecture de Lang et Silverman en dimension 2. Par la
suite on présente une borne uniforme explicite pour la torsion d’'une famille de variétés
abéliennes de dimension 2. Enfin on obtient une borne explicite sur le nombre de points
rationnels pour des familles de courbes de genre 2.

2.8.1 Conjecture de Lang et Silverman en dimension 2

Soit (A, £) une variété abélienne principalement polarisée de dimension 2. Comme ex-
pliqué dans l'introduction, il y a alors deux possibilités (on pourra aussi consulter [Wei57]) :

(A, L) ~ (Ey x Ey, By x {O} + {0} x Ey),
(A, L) ~ (Jac(C), 9),

ot C' est une courbe algébrique de genre 2.

Dans le premier cas, on a les relations :

R xme(Pry Po)) = hg, (P) + hi,(Pa),

he(Ey % EsJk) = he(Ey/k) + he(Es/k).
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Remarque :
On peut éventuellement translater le diviseur (F; x {O} 4+ {O} x E3) par un point Q)

de 2-torsion, ce qui ne change pas le calcul en vertu du fait que hg(P + Q) = hg(P) pour
tout point P de E.

Ceci permet donc d’utiliser les théorémes 2.7.4 et 2.7.5 pour obtenir un énoncé dans la
direction de la conjecture de Lang et Silverman :

Corollaire 2.8.1. Soient Ey/k et Es/k deux courbes elliptiques. On considére la variété
abélienne Ey x Ey munie de la polarisation By x {0} + {0} x Ey. On pose pour i = 1,2 :

Tr(E;) = Z dy Im 7D,

UEMISO

1log Nijo(Ag,). Alors pour tout Py € Ei(k) et Py € Ey(k)

On suppose que Tr(E;) >
points d’ordre infini : R
hexe, (P, P2) > cg he(E1x Ey k),
ot on peut prendre :
10,0025

Cg = 72047” .

Démonstration. En utilisant les théorémes 2.7.4 et 2.7.5 on a les estimations pour chacune
des courbes E;,1 =1,2:

hg,(P) > ¢ Te(E;) — ¢31og Nyyjo(Ag,),
hF<EZ/l€) <c3 TI‘(EZ) +cy log Nk/(@(AEl)a
ol on peut prendre :

0.3 1 32 1

AT q20im 2T ogq200m BT o) YT 124

En utilisant de plus Ihypothése Tr(E;) > 11log Ni/g(Ag,) il vient :

T, (Pr, Po) = hp, (Py) + T, (Po) > ¢ hp(E1 k) + cp hp(Es/k) = g he(Ey x By [k),
ol on a noté :
—1
o= (e — 2 (e L) T
g Yoayr) \7P Ty 3+ Ty

Il reste donc a étudier le cas des jacobiennes de courbes de genre 2. Or nous sommes
a présent en mesure de construire un énoncé de théoréme répondant partiellement a la
conjecture de Lang et Silverman pour ces variétés abéliennes particuliéres.

En réunissant les résultats des théorémes 2.5.3 et 2.6.9 on obtient, en considérant tou-
jours D = 28disc(F) si C': y* = F(x) avec deg(F) = 5 et Tr(A) la trace archimédienne de
A:

O
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Corollaire 2.8.2. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement po-
sitif. Alors il existe une constante cy..(d) > 0 ne dépendant que de d telle que pour toute
jacobienne A = Jac(C), C/k courbe de genre 2 avec bonne réduction en 2, de modéle
y> = F(z) avec deg(F) = 5, vérifiant 7, € Go. pour toute place archimédienne v et
Tr(A) > 641logNy,o(D), et pour tout point P tel que Z-P est Zariski-dense dans A :

EA,Q@(P) > Cyac hp(A/k),
et on peut prendre :

0, 00005
2408~316d ’

CJac =

Démonstration. En utilisant les théorémes 2.5.3 et 2.6.9 on a les estimations :

~ 1 1 63
hAQ@(P) Z 2408_316d ( T (A) PV ]'Og Nk‘/@(D)) I

160d V7 160d
et : 5142 1
T
R(A)k) < Tr(A) + — log Ny jo(D).
r(A/k) < 50d r( )+10d 0g Ny /o(D)
En notant :

1 63 57+ 2 1
L= ———"— C)y — ———— Ca = CL = ——
L7 160d24083% 2T 160d24083° 2 204 ' 10d

et en supposant : Tr(A) > 641log Ny /o(D), on obtient alors :

ﬁA,Q@(P) > (01 — (%1) <C3 + %)_1 hip(A/E).

On déduit de ces énoncés le corollaire suivant :

Corollaire 2.8.3. Soit k un corps de nombres de degré d. Alors il existe une constante
¢ =c(d) > 0 ne dépendant que du degré de k telle que pour toute variété abélienne (A, ©)
sur k, principalement polarisée de dimension 2, vérifiant les hypotheses des énoncés 2.8.1
ou 2.8.2 et pour tout point P € A(k) tel que Z-P est Zariski-dense on a :

hae(P) > c hi(A/k),

et on peut prendre ¢ = min{cE, CJaC} = Cjac, aVEC Cp et Cyac les constantes données respec-
tivement dans les énoncés 2.8.1 et 2.8.2.
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Remarque :
On obtient la conjecture de Lang et Silverman (sous les hypothéses des énoncés utilisés)
en remarquant que hi(A/k) > hp(A/k) est valable.

On peut de plus déduire de 2.8.2 le cas particulier suivant :

Corollaire 2.8.4. Soit k un corps de nombres de degré d. Soit € un réel strictement positif.
Soit C'/k une courbe de genre 2 donnée dans un modéle hyperelliptique entier y?> = F(z)
avec deg(F') = b et telle que C/k a potentiellement bonne réduction partout. Soit A la
jacobienne de C, vérifiant 7, € Gy pour toute place v archimédienne. Alors pour tout
point P € A(k) tel que Z-P est Zariski-dense on a :

~ 0, 0007
h P> ———— 1l (A).
A,2@( ) = 240320-1516d st( )

Démonstration. On sait que si le modéle de la courbe est & bonne réduction partout et
est globalement minimal on obtient Ny g(D) = 1. Or il existe une extension k' de k telle
que A/K' est a bonne réduction partout. On va voir qu’en faisant une autre extension bien
choisie on peut de plus obtenir ’existence d’un modéle globalement minimal : donnons-
nous tout d’abord un modéle hyperelliptique entier sur O, de C, dont le discriminant sera
noté Ac. En se reportant par exemple a [Loc94| p. 736, on sait que pour toute place finie
v, il existe un entier u, tel que Ac = ul®A,, ot A, est le discriminant minimal local.
L’exposant 40 vient du fait qu’on est ici en dimension g = 2, et 4g(2g + 1) = 40 dans ce
cas.

On pose alors a¢ = H p, ") On obtient facilement les faits suivants (voir [Loc94]) :

(2

v
Amin = Ac(ac)®, ott Ay, est le discriminant minimal de la courbe hyperelliptique C. De
plus la classe d’idéaux de ac ne dépend pas du modéle hyperelliptique de C'. Enfin il existe
un modéle minimal global si et seulement si ac est principal.

Or sur &', on a bonne réduction partout, ce qui impose Ain/k" = Op. En particulier
on obtient que I'idéal af? est principal sur &’. Il existe donc a € k' tel que af) = aOy.
Considérons alors k" = K'[3], avec 8% = «a. Alors ac = 3O~ est principal sur k", et le
degré de 'extension [k : k'] est inférieur ou égal a 40.

La variété abélienne A étant définie sur k, elle I'est aussi sur &’ et £”. De plus on a les
relations :
Yw e M, wlv= T, =T,

Ces relations viennent du fait que A,(C) = A, (C) : en effet on a A,(C) = Mory(Spec(C), A)
et A, (C) = Morgr(Spec(C), Apr) ; or les diagrammes suivants commutent :
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Spec(k")

e

Spec(C) — A @y k"

N

A

On peut donc appliquer les théorémes 2.5.3 et 2.6.9 & A/k” puisque les 7, vérifient les
mémes conditions que les 7, donc :

! L.

hase(P) >
A729( ) = 92408[+":Q 80(57‘r + 2) st

Or [E": Q] = [K" : ][k : ][k : Q] et on peut déduire de [Sil81] p. 400, en choisissant

k' = Kk[A[15]] que [k : k] < 15, Remarquons qu’il suffit de redescendre sur le corps de
base a la fin, d’ou la présence du terme 15! et non de 3'6.15'6,

U

Remarque 1 : On aurait pu essayer de se placer sur extension k' de k sur laquelle
la variété admet bonne réduction partout, puis monter jusqu’a Hj le corps de classes de
Hilbert de &’ sur lequel le modéle est globalement minimal (par principalité) et a toujours
bonne réduction partout. Cependant la constante obtenue dépendra alors du corps &’ aussi.

Remarque 2 : A propos de la condition 7 € G ..

La premiére condition définissant 'ensemble G ., donnée par Im7s > € > 0, est
naturelle ici car les variétés abéliennes de dimension 2 dont la matrice du domaine de
Siegel vérifie 75 = 0 ne sont pas des jacobiennes de courbes de genre 2 mais des produits
de deux courbes elliptiques ; la hauteur de Faltings n’a pas la méme expression qu’en 2.6.1
(puisque le produit des constantes théta est nul dans ce cas). Ce phénomeéne ne se produit
pas si 712 # 0, on consultera par exemple [Igu62| p. 178 et [Wei57].

La deuxiéme condition du domaine Gy ., qui consiste & imposer Im 7; > max{1/e? 31},
est un peu moins naturelle et provient directement de la minoration des constantes théta.
(On peut d’ailleurs remplacer 31 par 5 dans la majoration de la hauteur de Faltings.) On
explique dans les annexes comment améliorer cela en utilisant une isogénie et ainsi parvenir
a obtenir un énoncé plus large.

2.8.2 Borne pour la torsion d’une jacobienne de dimension 2.

Le principe des tiroirs utilisé dans le théoréme 2.5.2 montre le fait suivant : si on peut
obtenir suffisamment de multiples distincts d’un point P, alors la hauteur de Néron-Tate de
ce point est minorée par une quantité non nulle, donc ce point n’est pas un point de torsion.
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Inversement on va donc obtenir une borne sur la torsion des jacobiennes sur lesquelles on
a travaillé dans le théoréme 2.5.3 :

Corollaire 2.8.5. (du théoréme 2.5.3)
Soit k un corps de nombres de degré d. Soient C/k une courbe de genre 2 de modéle
y* = F(x) avec deg(F) = 5 et A/k sa jacobienne, vérifiant les hypothéses du théoréme

2.5.3. Soient Tr(A) sa trace archimédienne et D = 28 disc(F). On suppose de plus que :
Tr(A) > 641og Ny o(D).
Alors on a :
VP € A(k)ors, In € {1,2,...,2:240*3°%}  [n]P =0,

ce qui permet d’obtenir :
1
|A(K ) ors| < 2%-240163'°4,

2.8.3 Borne pour les points rationnels d’une courbe de genre 2.

On va chercher dans cette partie des informations sur le nombre de points k-rationnels
sur une courbe de genre 2. On sait par le théoréme de Faltings (ex-conjecture de Mordell)
que ce nombre est fini. On s’intéresse donc a une majoration de ce nombre fini de points.
On propose deux approches différentes, qui font toutes deux appel a la structure de la
jacobienne. La premiére est un raisonnement en famille qui fournit une borne qui n’est pas
totalement explicite. La seconde utilise des outils trés proches de la premiére mais évite de
travailler en famille.

Raisonnement en famille

On trouve dans l'article de T. de Diego [dD97] un théoréme donnant un majorant du
nombre de points rationnels pour une famille de courbes de genre g > 2. Soient C'/k une

courbe de genre 2 et A sa jacobienne. On notera dans ce paragraphe |.| = \/ﬁ@(.) la norme

euclidienne (associée au diviseur 0) sur A(k) ® R. On pose alors :

IC k) = min |z].
xz€A(k)/A(K)tors
Théoréme 2.8.6. (de Diego) Soit k un corps de nombres, soit C une famille plate de
courbes de genre g > 2 paramétrée par une variété projective T' définie sur k et telle que la
fibre générique soit lisse et projective sur k(T). Soit T° I'ouvert au-dessus duquel la famille
est lisse. Alors il existe une constante positive v1(C) ne dépendant que de la famille et du

choiz de la hauteur hp associée a un diviseur ample D, telle que pour tout point t € T°(k)
et pour toute extension finie k' de k(t) on ait :

Card(C,(K)) < Card(Ay(K Juore) <1 L 2O ho(t) + 1>> o % -

d(Ct, k')

ol 1y est le rang de la variété abélienne A, (k).
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Notation 2.8.7. On note My, — Spec(Z[1]) le schéma de modules de variétés abé-
liennes de dimension g, de polarisation de degré d* et de niveau r. On note :

f : A — Mg,d,r
le schéma abélien universel, qui existe des que r > 3.

Lemme 2.8.8. En choisissant pour base T = /\;l271724, et un diviseur ample D sur T, il

existe des constantes ci(k,g) > 0 et ca(k,g) > 0 telles que pour tout t € T°(k) :
h;t(At) Z Clhp(t) — Cg.

Démonstration. Ce lemme est directement issu des travaux de Faltings. On utilise ici le
théoréme 1.1 de Moret-Bailly donné dans [MB85al. Il est déja utilisé (pour g quelconque)
dans lintroduction de [Dav91]|, plus précisément dans la partie de « réduction du pro-
bléme ». Notons que I'inégalité est aussi vérifiée pour la hauteur relative augmentée puisque
hp(A/k) = hig (Ay).

O

Remarque : Notons qu’on peut expliciter les constantes en utilisant un résultat de J.-B.
Bost et S. David comparant la hauteur de Faltings stable et la hauteur théta et apparais-
sant dans larticle de G. Rémond [Rém99]; celui-ci donne ensuite une interprétation de la
hauteur théta comme hauteur sur la base de la famille des variétés abéliennes considérées.
Si on note hg(A) la hauteur théta de A (associée a la polarisation ©), alors leur résultat
donne pour t € T :

1 1
5 hst () + 5 > nylog(det(Im,)) > hiy(Ar) + M(r, g),

2
veMp?

2
ou M(r,g) = %10g(4ﬂ) + glog(r) + % log <2 + sz’?’/ﬂ‘),

De plus, d’apreés la proposition 4.2 de [Rém99] on a :
ho(t) = r*hg(Ay),
(o D est défini par les sections globales de (f,0)®~").

Ceci donne donc dans notre contexte oit g = 2 et r = 24, avec k = k(A[24)) :

(A k) > %hp(t) - <1og(4ﬁ) + 4log(24) + 2log (2 + %))

2 8
On peut donc prendre ¢; = YD et co = log(4m) + 4log(24) 4 2log (2 + W)
En utilisant le corollaire 2.8.5 pour majorer le cardinal du groupe de torsion de la

jacobienne dans le cas particulier des courbes de genre 2 on obtient alors le nouveau
corollaire :
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Corollaire 2.8.9. (du théoréeme 2.8.2, du théoréme 2.8.6 et du lemme 2.8.8) Soit & un réel
strictement positif. Soit k un corps de nombres de degré d. On considére la famille { A her
des jacobiennes de courbes de genre 2 paramétrées par la base T = /\;12,1724.

Soit C'/k une courbe de genre 2 (dont on prend un modéle y* = F(x) avec deg(F) =5)
avec bonne réduction en 2. Soit A/k sa jacobienne, vue comme fibre de cette famille. On
suppose que :

- (1) 7, € Gae pour toute place v archimédienne,

©(2) TH(A) > 6410g Nyyo(D),

alors il existe une constante a(k) > 0 telle que :
Card(C(k)) < a(k)rang A(k) +1

Démonstration. On note dans la suite ry pour le rang sur k de la jacobienne A. On applique
d’abord le théoréme 2.8.6 pour la famille universelle des jacobiennes de dimension 2 (avec
structure de niveau 24). Ensuite on applique a chaque fibre le théoréme 2.8.2 sur le corps
k' = k(A[24]) pour obtenir :

Card(C,(k)) < 24240163"¢ <1+ (O hot) £ 1 ) + P (%)

Crac(K(A[24])) v/ hip(A/F) 2
On remarque alors que [k(A[24]) : k] < 24%° donc :

_ 0, 00005 _ 0, 00005 S 0, 00005
2108 (AR Q] g8 RARD) AR Q) = 08247 [k Q)

CJaC(k(A[24]))

On veut ensuite appliquer le lemme 2.8.8. Il faut prendre une précaution supplémentaire
puisqu’on va diviser par le terme ¢;hp(t) — ca.

— ou bien hp(t) > £ +1 et on peut appliquer le lemme 2.8.8 dans (x) et obtenir une
borne a4 (k).

— ou bien hp(t) < i—f + 1, ce qui permet de borner le dénominateur. On utilise alors le
théoréme 2.5.3 pour obtenir une autre borne ay (k).

On obtient alors le corollaire en prenant a(k) = max{ai(k),az(k)}. On obtient donc

une borne non explicite car on ne connait pas la constante v;(C).
]
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Seconde méthode

On va utiliser dans ce paragraphe la proposition 3.7 p. 527 de l'article de G. Rémond
[RémO00]| que I'on rappelle ici. 11 y a beaucoup de notations, on les reprend en totalité mais
les définitions précises sont dans [Rém00| (ou dans ses références).

Proposition 2.8.10. (G. Rémond)

Soit AJQ une variété abélienne de dimension g, plongée dans ]P%. Soit X un sous-
schéma fermé de A et T' un sous-groupe de rang fini de A(Q). On note Zx 'union des
translatés de sous-variétés abéliennes non nulles inclus dans X. On note h la hauteur
de Néron-Tate sur A associée au plongement sous-jacent. On note cyt la constante de
comparaison entre la hauteur naive et la hauteur de Néron-Tate. On note hy la hauteur
de la famille de polynomes définissant l’addition sur A. On pose m = dim(X) + 1 et on
définit :

3m2

72 = (max{deg(X), (6m)*™}) " -(n+2)" " deg(X),

¢z = y*max{cyr + 3log(n + 1), h}.

Alors on peut trouver explicitement des entiers M et N tels que :
- ou bien :

Card <(X\ZX) N F) < (47 +1)'M + N,

— ou bien il existe un point y € (X\Zx) NI tel que :
Card {:c € (X\Zx)NT| /}\L(.T —y) > 4c§} < N.

Lemme 2.8.11. (G. Rémond, « cas des courbes »)
Posons B = max{deg(X),2'}. Lorsque X = C est une courbe de genre g > 2 on a
ZX = (Z) et :
(4y+ 1M+ N < (3(n+1)>B"™)".

Lemme 2.8.12. Soit C' une courbe de genre g = 2. On note hg(A) la hauteur théta de la
variété abélienne A = Jac(C). On considére cs pour le plongement de A dans P>, Alors
on a, en gardant les notations précédentes :

16
2 <122 he(A).

Démonstration. Dans le cas des courbes de genre 2 on a :

212

c: = <max{deg(0), (12)4}> (n +2)° deg(C) max{enr + 3log(n + 1),k },

et on trouve dans [DP02| les majorations (p. 652, p. 662 et p. 665), en rappelant que
deg(C') = g = 2 dans notre cas :

hi <2(49 — 1)he(A) , ent < 49 hg(A) + 3glog 2.
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Donc pour g = 2 :
h1 S 30h@(A) s CNT S 64h@(A) + 610g 2.

On déduit donc la majoration, avec n = 15 ici :
16
2 <122 he(A).

O

Corollaire 2.8.13. (des théorémes 2.8.2 et 2.5.3 et de 2.8.10, 2.8.11 et 2.8.12) Soient k
un corps de nombres et € > 0. Soit C'/k une courbe de genre 2 avec bonne réduction en
2, donnée dans un modeéle y*> = F(z) avec deg(F) = 5. Soit A/k la jacobienne de C. On
suppose que pour toute place archimédienne v, la matrice de périodes T, € Ga .. On suppose
de plus que Tr(A) > 641log Ny /o(D). Alors il existe une constante co(d) ne dépendant que
de d = [k : Q) telle que :

Card(C(k)) < cgangA(k) 1

et on peut choisir :
35
¢y = 240(d T 1)27

Démonstration. On notera dans tout ce qui suit 7 le rang de A sur k. On commence par

C(k) =C(Q) N A(k), donc :
k) < {x e Ak [z - y) < 12217h@(A)} O {w €AW R —y) > 12217h@(A)},

d’on en utilisant un lemme euclidien classique pour le premier ensemble (voir par exemple
[dD97| p. 109), suivi de la proposition 2.8.10 et du lemme 2.8.11 pour le deuxiéme :

Tk
917
12 A
Card C(k) < Card A(K)iors | 1+ hold) |y zarpiy,
min  h(x)
2€ A(k)\ Ators

d’ou avec la borne 2.8.5 et en notant d = [k : Q] :

Tk
217
12 A
Card C(k) < 2%240'6%"°0 | 1 4 ho(4) + (2180 (x)
min  h(z)
z€A(k)\Ators

Appliquons alors le théoréme de minoration de la hauteur de Néron-Tate 2.8.2 sur le
corps k' = k(A[4]) :

17 r
122 ho(A) ) ooy
0, 00005 A (A/K) '

Card C'(k) < 21240'63™ (1 + 24083
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On a tout d’abord hi(A/Ek") > hl(A). Il nous faut ici encore utiliser le résultat de J.-B.
Bost et S. David, que I'on trouve énoncé dans [Rém99|, qui compare la hauteur théta et la
hauteur de Faltings stable. On obtient ici pour la variété abélienne A :

hi(A) = 2he(A) +2M(r,g),

2
oit + M(r,g) = % 1og(4m) + glog(r) + S log (2 + 201,

On peut choisir r = 2, ce qui impose de travailler sur &' = k(A[4]). On utilisera donc
de plus la borne [k(A[4]) : k] < 4'. On trouve alors :

H(AK) > 2he(A) — log (2%(1 + %)2) > 2he(A) — 19/2.

Il y a deux possibilités :
ler cas : Sion a: 2hg(A) > 10.

On injecte dans le majorant :

Card C(k) < 2*.240'63'° (1 + 240312 3211(25)1 7?%’2) . + (21807,
donc : e
Card C(k) < 2*-240'6%'" (1 + 240842 712(?212_9 ) + (2!80)7k,
10
d’ou :

T 35 rp+1
Card C(k) S 24016'316d+1 (1 —+ 2408(d+1)121612712217> F S (240(d+ ].)2 )

2e cas : Sion a: 2hg(A) < 10.

On obtient dans la borne (%) :
17 "
12279

min /ﬁ(x)
$EA(k)\Ators

Card C'(k) < 24.240'63°¢ [ 1 4 4 (2180,

On peut alors appliquer directement le théoréme 2.5.3 et affirmer, puisqu’on a supposé
Tr(A) > 641og Ny /o(D) :

h 1 63 1
in - h(r) 2 e Ti(A
xeA%})l\nAcors (z) = 160-24(8-3%d r(A)

— ——————5 Nijo(D) > Tr(A
16024083 k/al )—160.64.2408-316d r(A),
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donc, comme A a une matrice de période 7 € G5 on a Tr(A) > 62 et :

min T
€ A(k)\Ators ~ 160-64-24(83'%d’

d’ou la borne :

160-64-9
_l’_ -

Card C(k) < 2*.240103" (1 =

que l'on peut simplifier en :

17\ "k
Card C(k) < 240'03°d+1 <1+2408'316d+2122 ) .

17\ "k
2408-316d122 ) _'_(12214)7’1@’

On remarque ensuite que la borne du ler cas est plus grande que la borne du second,

d’ou le résultat.
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Chapitre 3

Minoration de la hauteur de Néron-Tate
pour les variétés abéliennes de
dimension g > 2
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3.1 Introduction

Dans les deux premiéres parties on décompose la hauteur de Néron-Tate en hauteurs
locales, en utilisant les coordonnées de Mumford avec caractéristiques. La normalisation
choisie n’aboutit pas directement & des minorations positives des hauteurs locales, on ap-
plique donc une technique de différences de hauteurs locales. On obtient finalement un
théoréme de minoration de la hauteur de Néron-Tate sur des variétés abéliennes vérifiant
certaines conditions, lesquelles sont regroupées dans la définition de I’ensemble Fj . au pa-
ragraphe suivant. On verra que la premiére condition semble inhérente a la méthode. Pour
ce qui est de la seconde, un effort de raffinement des calculs donnerait probablement une
condition plus faible et éventuellement permettrait de 1’6ter.

3.1.1 Cadre

On souhaite étudier les variétés abéliennes A définies sur un corps de nombres k et
munies d'un diviseur © associé a une polarisation principale. On notera dans toute cette
partie ¢ = dim(A). On travaillera avec D = [4]*© pour pouvoir utiliser les coordonnées de
Mumford modifiées comme dans 'article [DP02].

Notation 3.1.1. Soit s le plus petit entier strictement supérieur a log(49¢!)/log 2. Posons
N =2%—1. On note Ty = A[N]\D et ty = Card(Zy).

On verra que ce choix de niveau de torsion N = 2° — 1 fournit des symétries tres
utiles dans toute la suite. L’inégalité N > 49¢! permet d’affirmer, via le lemme 3.2.4 que
'ensemble A[N]\D posséde beaucoup de points complexes.

On va définir des sous-ensembles de ’espace de module des variétés abéliennes prin-
cipalement polarisées de dimension g. On se reportera a l'introduction générale pour les
propriétés du domaine fondamental de Siegel noté F,. On note [0, "] le vecteur caractéris-
tique donné dans la partie 3.2.5, qui est fixé une fois pour toutes, et 55/75// la fonction théta
modifiée associée a cette caractéristique, dont la définition précise est donnée en 3.2.6.
Pour un point @ € A(C) ~ C9/Z9 + 779, on note Z(Q)) = X(Q) + 7Y (Q) une coordonnée
complexe de @, avec X(Q),Y(Q) € RY. Alors on pose :

Définition 3.1.2. (ensemble F,.)

Soit € > 0. On définit le sous-ensemble F, . du domaine de Siegel F, comme l’ensemble
des matrices T = (Ti;)1<i j<g VErifiant les deux conditions :

( - min(ImT[n + &' +4Y(Q)]>

(1) vQ € I, ‘55'5"(@)) >e neLs ,

(2) Tm7y > 2(4%)% % S [Ty, + 4(4%91)%* log (3)
e
L J#i
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La condition (1) de I’ensemble F, . revient a exclure un voisinage tubulaire d’un nombre
fini d’hypersurfaces analytiques dans I'espace A,. La condition (2) impose aux modules des
coefficients diagonaux des matrices de périodes d’étre d’autant plus grand que le voisinage
tubulaire est petit. On demande de plus que ces termes diagonaux dominent nettement les
autres termes de la matrice.

Le sous-ensemble de F|, suivant est construit de la méme maniére; il nous permettra de
travailler avec les points de 2-torsion qui s’écrivent, dans les coordonnées du tore analytique
C9/Z29 4+ 1,29 : P, = a+ 1,b, avec a,b € %ZQ/ZQ.

Définition 3.1.3. (ensemble G, .)

Soit € > 0. On définit le sous-ensemble G, . du domaine de Siegel F, comme l’ensemble
des matrices 7, = (T;j)1<i j<g VErifiant les deux conditions :

—m min Im 7[n + a
(1) \V/Pab = A[2]\@a ea,b(OaTv) > e nezs g,

1 1
(2) Imm; > | Im 7| + — log <—>

La premiére condition, la aussi, exclut un voisinage tubulaire d’un nombre fini d’hyper-
surfaces analytiques de A,(C). La seconde, comme pour ’ensemble F, ., permet de réduire
la taille des voisinages a exclure au prix d’une condition sur les coefficients diagonaux de
la matrice de périodes.

3.1.2 Résultats

On présente dans ce troisiéme chapitre les deux théorémes qui suivent. Le premier est
un résultat de minoration de la hauteur de Néron-Tate pour les variétés abéliennes, le
second est un résultat de majoration de la hauteur de Faltings concernant uniquement les
jacobiennes de courbes hyperelliptiques. On rappelle que Tr(A) est la trace archimédienne
de A et que hgpi(A) est la somme des contributions des places finies a la hauteur théta de
la variété abélienne A. Le terme Sgy;(A) est issu des formes décrivant la multiplication par
[2°] et est défini par la notation 3.2.10. Alors on a :

Théoréme 3.1.4. Soient k un corps de nombres de degré d, g > 2 un entier et € > 0. Alors
il existe des constantes c¢1(d, g) > 0 et cao(d, g) > 0 telles que pour toute variété abélienne
de dimension g principalement polarisée (A, ©)/k admettant des matrices 1, € F,. pour
toute place v archimédienne, et pour tout point P € A(k) qui n’est pas de torsion modulo
toute sous-variété abélienne, on a :

hao(P) > ¢ Tr(A) — ¢ (hﬁm(A) v sﬁm<A)).
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On rappelle pour le second théoréme que hl(A) est la hauteur de Faltings augmentée
stable de la variété abélienne A et Tr(A) sa trace archimédienne.

Théoréme 3.1.5. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0.
Alors il existe des constantes cs3(k,g) > 0 et c4(k,g) > 0 telles que : pour toute courbe C/k
hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal A, st la jacobienne
(Jac(C), ©), principalement polarisée par le diviseur ©, admet des matrices T, € Gy . pour
toute place archimédienne v, on a :

hl;(Jac(C)) < e3 Tr(Jac(C)) + calog Ny g (Amin)-

De ces deux théorémes on déduira alors le corollaire suivant, en direction de la conjecture
de Lang et Silverman :

Corollaire 3.1.6. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0.
Soit C'/k une courbe hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal Ay, .
On suppose que sa jacobienne (A, ©), principalement polarisée par le diviseur ©, admet des
matrices T, € Gy N I, . pour toute place archimédienne v. Alors il existe deuzx constantes
s =c5(9) >0 et c=c(d,g) >0 telles que si on suppose :

Tr(A) > ¢5 max {hﬁni(A) + Sami(A), log N, /@(Amin)},
alors pour tout point P € Jac(C)(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne :

hae(P) > c hy(A).

Remarque : En copiant la démarche entreprise en dimension 2, on peut alors déduire des
énoncés partiels sur le nombre de points de torsion d’une variété abélienne de dimension g
et sur le nombre de points rationnels d'une courbe hyperelliptique de genre g. Par souci de
concision, nous laissons au lecteur le soin de formuler ces corollaires (voir les énoncés des
corollaires 1 et 3 dans le cas g = 2 de l'introduction générale).

3.2 Hauteur de Néron-Tate et hauteurs locales

On propose dans cette partie une décomposition de la hauteur de Néron-Tate en hau-
teurs locales normalisées pour les variétés abéliennes de dimension g > 2. Cette démarche
généralise I'approche de Flynn-Smart en dimension 2 rappelée en 2.1.2.

3.2.1 Décomposition en hauteurs locales

Soit A/k une variété abélienne sur un corps de nombres k, principalement polarisée par
un diviseur ©. On note M le fibré associé. On va travailler avec £ = M®*. Nous voulons
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fixer une décomposition de la hauteur de Néron-Tate. Nous allons pour cela utiliser les
coordonnées de D.Mumford dans leur version modifiée comme dans l'article [DP02] de S.
David et P. Philippon. On utilise dans toute la suite les notations de la partie 1.4 sans
rappel. On a tout d’abord le plongement :

A o pro-1
A2 )
P (A (P) ) ez e
On notera dans la suite P = (x¢(P) : ... : 249_1(P)) pour simplifier la notation.

Lorsqu’on regarde la variété sur C, ce plongement correspond au plongement théta avec
caractéristique. Pour normaliser les coordonnées du point P, on va choisir une coordonnée,
Tg, par laquelle on va diviser.

Prenons tout d’abord une place v archimédienne, et regardons les points complexes
A,(C). La théorie des fonctions théta fournit des coordonnées projectives pour les points
complexes, indexées par les caractéristiques. Choisissons la caractéristique [¢’,0"”], définie
en 3.2.5. Cette caractéristique correspond & une coordonnée (ag, ly) dans les coordonnées de
Mumford modifiées et on conviendra de la fixer comme étant zy. On fixera ainsi le diviseur

associé au plongement :

Comme la caractéristique est impaire, ce choix impose en particluier O € D. C’est la
raison pour laquelle on doit prendre des précautions lorsqu’on normalise les parties finies
et infinies de la hauteur théta de A. Rappelons qu’il existe, par le lemme 3.5 p. 654 de
[DP02], un couple (by, ko) associé a (ao, ly) et tel que Ag())’ko)(O) # 0. Ce couple (by, ko) est
fixé une fois pour toutes.

—

Notation 3.2.1. Pour tout couple (a,l) € Zyx K(4), on pose :
AZ (O
0(a,1) = 7(5)“70( .
A(‘-‘>0J<~‘0)<O)
Soit (a,l) € 2, x@. Fixons un élément (b, k) € Kgx[?@ tel que b = a (mod 2K>)
et k = [.k? pour un certain xk € K(4) tel que (b, k) # 0. Comme dit plus haut, I'existence
d’un tel (b, k) est assurée par le lemme 3.5 p. 654 de [DP02].

Notation 3.2.2. On notera G = (G(al))(a DK (D) le systéme de formes représentant la

multiplication par [2] sur A (introduit dans [DP02] p. 665 et p. 666) donné par :

1 2 2) 3
Glan = ——— 1(d)A®) (A(, )
(a,0) 299((), /{?)3 dEK%K(z) ( ) (leﬁq.%) (aTber’,ifl_Qu)
uel?(?)
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Plus généralement, pour un entier s > 2 on notera G® = G o GV ¢t G = G e
systéeme de formes représentant la multiplication par [2°] sur A.

Soit v une place de k. La hauteur locale naive associée a v est alors :

Mpo(P) =1
iwa(P) =log s,

‘ x;(P)
xo(P)

v
On définit a présent un quotient qui ne dépend pas de la normalisation du point P

choisie :

max |G®);(P)],

max |z;(P)|* '

et la série suivante, dont la convergence est assurée en remarquant par exemple que le

quotient FE, ¢ est uniformément borné par le 3.11 p. 666 de [DP02] :

Ev,s<P> =

400
ol P) =3 e R B (2)1P)

Proposition 3.2.3. Soit A/k une variété abélienne sur un corps de nombres k. Soit /fZAAfD
la hauteur de Néron-Tate associée au diviseur 4D. Alors on a la décomposition pour P hors
du support du diviseur D :

hap(P) = > noAapo(P)

vE M,

ol :
Aipw(P) = Xip o (P) + pap o(P).

Démonstration. Ecrivons :

max ) z(ZP) ) +00 (s) +1
Rena(1P) ~4Rena(P) = o ——2E 3 s o e
max o(P) n=0

NS L max| G ([(24)]P)]
,Za @) 8 " ([ P) [

Alors la série étant télescopique :
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max |G®);(P)]||zo([2]P)]

Ao([Z°1P) = 4w (P) - = —log e T B
max G(S)i(xol(Dp))
= —log

max |z;([2°]P)| /|zo([25] P)|’

— —10g |G (L)L,

avec div(f) = [2°]*(4D) — 4°(4D).
Posons :

On a alors :

L(P) = Z Ty ()\4'D,U(P) +M4D,U(P))

haan(P)+ Y ey 3 0B E((2)'1P)

Donc d’aprés [DP02| lemme 3.11 p. 666, |L — ha4p| est borné.

Dans un deuxiéme temps, en utilisant la formule du produit on obtient :

L([QS]P) = vaxwm([QS]P)

= S (4 Ru(P) +o(f(P)

(2

—  £L(P).

On peut conclure de ces deux faits que L(P) = TLAAD(P) pour tout P hors du support
du diviseur D.
U
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3.2.2 Différences de hauteurs locales et niveau de torsion

Nous allons a présent mettre en place une stratégie de minoration semblable a celle
utilisée dans le cas des variétés abéliennes de dimension 2. La normalisation ci-dessus
permet de minorer les hauteurs locales aux places finies par des contributions négatives.
On se contente de cela pour les places finies et on utilise une autre définition aux places
archimédiennes pour contre-balancer ce fait.

Supposons que I'on dispose d'une autre hauteur locale Ap , aux places archimédiennes
(nous verrons laquelle choisir dans la partie suivante grace a l'utilisation des fonctions
théta, voir 3.2.11). En appliquant le théoréme 1.2.1 on peut donc dire qu'il existe une
constante C, telle que, pour tout P € Ap(k) :

X4D,v(P) = 4AD,1}<P> + C(oo,v-

Pour pouvoir minorer la hauteur locale va, il suffit donc de minorer Ap,, et C .. On
peut aussi exploiter le fait suivant : pour tout couple (P, Q) € Ap(k)?,

Xzm,v(P) — 4Ap ,(P) = X4D,U<Q) —4Ap ,(Q).

C’est la stratégie que nous allons mettre en place. Nous commencons par remarquer
qu’il existe un niveau de torsion ne dépendant que de g avec beaucoup de points hors du
support du diviseur D. Posons tout d’abord, pour N > 2 :

T = (AIN\D)(C), ty = Card(Ty).

Proposition 3.2.4. Soit g > 2 un entier. Si N > 49g! alors pour toute variété abélienne
polarisée (A, D) de dimension g on a ty > N2971,

Démonstration. On utilise un énoncé qui figure dans le livre de D.Mumford [MF82| p. 138.
On en trouve une version semblable dans le livre de L.Moret-Bailly [MB85b] p. 167. Le
résultat est le suivant : soit A une variété abélienne sur C, polarisée par un diviseur D,
plongée dans un espace projectif via le fibré L. Alors :

Card(A[N]N D) < deg,(A) N2,
Dans notre cadre, on obtient donc :
ty = N* — Card(A[N]N'D) > N? — 4949gIN?92,
Or,si N > 49g!,on a N29—169g!N2972 > N?9~1 dés que g > 2. Cela suffit pour montrer

la proposition. O

Sachant cela, on se donne maintenant un entier n > 1 paramétre libre, qui sera fixé
ultérieurement par un principe des tiroirs. Alors on écrit notre égalité-clef en dimension g.
A noter qu’on suppose ici que k = k(A[N]).
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Egalité Clef 3.2.5. Soit P € A(k) et soit n > 1 tel que [n]P € A(k)\D. Alors :

- 1
h’A,4D<P> = tN nZ

S (Rl IP) = Mip @) +4 3 nu(Beul[nlP) = Ao (@)

QETN | veMy vEMP®

Démonstration. On méne le calcul suivant :
1 ~

Fao(P) = Zham(P) - —— 3 a(@)
QeTn
= 2 Y (haollP) - ain(@)
QeTn
= tNan Z Z Ty </):4’D,v([n]P) _/):41?,11(@))
QEeTNy veEMy,
1 ~ ~
= o 2 | 2 m(ama(1P) Ria(@) +4 3 mu(Aeu(P) — Ae(@)
QETy |veM? veM®

O

Dans la partie 3.2.3 on va commencer par minorer les hauteurs locales aux places finies
au point P et les majorer au point () € 7y. On traitera les places archimédiennes dans la
partie 3.2.5, aprés avoir défini une nouvelle hauteur locale archimédienne.

3.2.3 Minoration aux places finies

Les notations employées ici sont les mémes que celles du chapitre 1, partie 1.4. On se
base dans ce paragraphe sur un lemme figurant dans [DP02] (lemme 3.11 p. 666) que 'on
reprend ici. Une relecture attentive de ce lemme permet de donner cette version légérement

, . . . , 2 . .
plus précise. On rappelle qu’on a choisi une coordonnée zy = Agai o) Ainsi qu'un couple

(bo, ko) tel que Agg ko) (O) # 0. On note le plongement projectif :

O(P) = ©e4(P) = ( AP (P) ) .

a€Zy,leKo(4)

et 'image par ©,24 du point P normalisée en divisant par la premiére coordonnée, pour
P hors du support du diviseur D, sera notée :

(2)
O(P) = (1, ...,%}(j), )

—

a€Zs,le Ko (4)
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On définit de plus :

l‘o(P)

B (1B )
P Ag)l) (P) a€Za,leKa(4)

ol on ne garde que les inverses de coordonnées non nulles. On rappelle de plus qu’on a
normalisé :

) AP, (0)
@KDz(QmJ,-7§l——W)
A(bo ko) (O)
On utilisera enfin :
(2)
o = (1, St
T Aﬁiz (0) =/ aczieka(®)’

ou on ne prend que les inverses de coordonnées non nulles.
Alors :

Lemme 3.2.6. (David-Philippon,)

Soit A une variété abélienne définie sur un corps de nombres k. Soit G le systéeme de
formes représentant la multiplication par [2°] sur A. Alors pour toute place finie v et tout
point P € A(k,), en notant x = O(P) on a les inégalités :

g(4*—1) g(45 =1

2 % e >_“(T|X‘(|4s <3| selt Y.

Démonstration. Tout d’abord terme central ne dépend pas de la normalisation du point
projectif. Il suffit ensuite de remarquer que l'itération des inégalités numérotées (11) dans
[DP02] (lemme 3.11 p. 666) donne :

s—1 s—1
IO, _ GG GO 2 s
||| |G (X)||4 ||| |4 —e0)]3 1©(0)]3
donc :
s—1
||G(S>( Nle |29] 1+4+..+4 g(483_1> 5 —(4° —1)
w2 (o) > 12 OO '

On procéde de méme pour la majoration.

L’utilisation de ce lemme donne :
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Proposition 3.2.7. Soient k un corps de nombres et v une place finie de k. Soit A/k une
variété abélienne munie du diviseur D. Alors la hauteur locale définie dans la proposition
3.2.3 est minorée, pour tout P € Ap(k) :

~ g ~
App(P) 2 5 log 2], — log ||O(O)]]..

Démonstration. En reprenant la définition de la hauteur locale et en utilisant le lemme
3.2.6 il vient :

+oo
- L max|GY([(20)]P)],
> =
MoulP) 2 0 (P) = D e 8 S o P
n=0
donc :
b g(4°—1) w1
_ —
>
Nipo(P) > > log (|2|v 16(0)]], )
d’ou :
g(4° —1) 1)
_ — e
>
Ao (P) 2 - log (|21, [l ).

3.2.4 Majoration aux places finies

On rappelle les notations : 7y = (A[N]\D)(C) et ty = Card(Zy). On note de plus pour
tout point @ € A(C) : Z(Q) = X(Q) + 7Y(Q). Le but de cette partie est de majorer la

quantité :
1 -
t_ Z )\4D,U(Q)~

N QeTn

On peut majorer terme a terme en utilisant comme dans le paragraphe précédent le
lemme 3.2.6. On va voir que cela ne suffit pas pour ce que I’on souhaite obtenir. L’appli-
cation du lemme 3.2.6 donne :

Proposition 3.2.8. Soit v une place finie. La hauteur locale X@w vérifie la propriété :
1

Y Re(@ = Drog 3] + - Y e (C0,0),

QTN QeTN

ot on a posé : Cp(0,Q) = HC:)(Q)HU [|1Bol|o-
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Démonstration. En appliquant la partie majoration du lemme 3.2.6 on a :

Aip(Q) < Mapo(@Q) + Y R log ’§’U 3 |IBolls )
n=0
donc :
94" —1)
- _ (M (4° —1)
Aipo(@) < 1og||O(Q)ll. + 7 log | |5] 1Boll: ,
d’otu :

5| + 108 (1611 11Boll.).

16(Q)l. [Boll» pour conclure.

Mip(Q) < % log

Il suffit de poser C,(©, Q)
]

On peut donner un résultat plus précis en utilisant la forme particuliére du niveau N.
On obtient une formule close pour la hauteur locale au point de N-torsion :

Proposition 3.2.9. Soit A/k une variété abélienne sur un corps k. Soit N = 2% —1 le ni-
veau de torsion privilégié. Alors pour tout point Q € A[N|\D (dont la premiére coordonnée
vaut 1) et toute place v de k on a :

X4D,v(Q) =

log |G®0(Q)

45 — 1

v

Démonstration. Commencons par la remarque suivante :
[NQ =04 [2]Q = Q = M([21Q) = \(Q)-
On va écrire I’équation fonctionnelle de la hauteur locale. Remarquons tout d’abord :
Q¢EO=[2]Q¢0.

Ceci permet d’écrire :

Mpo([27]Q) = 4% Xup o (Q) +v(f(Q)),
ce qui donne en vertu de I'hypothése sur le niveau de torsion N :

1 1
1@ =5

3\\417,1;(@) = — log |G(S)0(Q)|v-
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Remarque : En prenant pour s le plus petit entier vérifiant s > log(49¢!)/log 2 on assure
aussi les conditions de la proposition 3.2.4.
On utilisera dans la suite la notation suivante :

Notation 3.2.10. Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres k, de dimension
g et munie du diviseur D. Soit s > 2 le plus petit entier tel que s > log(49g!)/log?2 et
posons N = 2° —1. Soit GO la premiére forme normalisée décrivant la multiplication par
2°] sur A dans les coordonnées de Mumford modifiées. On rappelle que Ty = A[N]\D est
de cardinal ty. Alors on pose :

Sin4) = s 30 3 dlog[G(@Q)

QETN veM}

v

Remarque :
Cette quantité est estimable via le lemme 3.2.8. On peut penser qu’il est possible

d’obtenir mieux en exploitant par exemple le fait que I'ensemble 7y est stable sous 'action
du groupe de Galois Gal(k/k).

3.2.5 Minoration aux places archimédiennes
Hauteur locale archimédienne et fonctions théta
Soient 7 € Fy et Z € C9. On peut écrire Z = X + 7Y avec X,Y € R9.

On rappelle de plus la définition des fonctions théta :

1
2in | ='(n+a)t(n+a)+ ‘(n+a)(Z+b
Oup(Z) = > e (2(+)(+)+(+)( +))

Y
nez9

ou a,b € %ZQ/Zg forment le vecteur caractéristique de la fonction théta.

On va fixer le vecteur caractéristique comme étant [a, b] = [0', "], avec §' = [1/2,...,1/2]
et 0" =10,0,...,0,1/2]. Cette caractéristique est impaire, la fonction théta considérée vérifie
en particulier 8y 5/(0) = 0. On appelle © = O(C) son diviseur; il contient O dans son
support.

Soit k un corps de nombres. Soit (A4,0)/k une variété abélienne principalement po-

larisée. Soit v une place archimédienne et soit 7, 1’élément de F| correspondant a A(k,).

On peut alors donner la définition suivante (dont I'idée vient de Néron, voir par exemple
[Nér65]) :

Proposition-Définition 3.2.11. A une constante pres, la hauteur locale associée au di-
viseur © pour la place v € My archimédienne peut s’exprimer comme suit, pour tout point
P € A(k) hors du support du diviseur © :

e

v

Aoo(P) = —log ()95,,542(13))

—WtImZ(ImT)_llmZ> .
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Cette hauteur locale vérifie de plus [’équation fonctionnelle :

|05 5 (Z([2°]P))]
Gz - VD

Ao »([2°]P) — 4°No (P) = —log

ou div(f) = [2°]*© — 4°O.

Remarque importante : Il faut a présent faire attention a la forme particuliére de notre
diviseur D. On peut faire le lien avec le diviseur © = <95/,5~ = O) : ces diviseurs vérifient

'égalité D = [4]*©. On pourra consulter [DP02] p. 656 ot on trouve la formule :

Oup(T,42) = exp(2imab) A( @) 4b)(z).

On travaillera donc toujours avec la fonction Z — 0y 5v(42).

Lemmes analytiques

On commence par montrer des lemmes importants pour les estimations de fonctions
théta. Dans toute la suite on notera :

T[z] = '2Tx,
pour T une matrice carrée et x un vecteur colonne, x son transposé.

Lemme 3.2.12. Soit T = (t;;);; une matrice symétrique carrée de taille g x g dont les
coefficients diagonaux sont positifs. Alors pour tout n € 79 et tout a € RY on a :

g
zz_ Z ‘Q]‘]u

g
n —+ a E n; + aZ
i=1 J=1j#i

min T'[n + a] <Zd (a;, Z

nez9

g9
tit Y |tij|].

=Ly
Démonstration. 11 suffit d’écrire :

T[n + CL] = Z(nz + CLi)Qtii + Z (nl + ai)(nj + aj)tij

i=1 1<j#i<g

et d’encadrer en utilisant que pour tout z,y € R, 2zy > —a? — 32

- > ((ni+ai)2+(nj‘|‘aj)2>|tij|§2 Y (it a)(ng + a)ty,

1<j#i<g 1<j#i<g
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et pour tout z,y € R, 2zy < 2% + y?

2 Z (nl —+ ai)(nj —+ aj)tij S Z ((nz + ai)Q -+ (nj -+ aj)2> |tzj|

1<j#i<g 1<j#i<g

On calcule alors :

Z <(n,~+ai) + (n; + a;) >|tw|—z Z ni + a;) |tw|+z Z (nj + a;)*[ty,

1<j#i<g i=1 j=1,j7#1 i=1 j=1,j71

et comme ¢;; = t;; pour tout couple d’entiers (g, ) il vient :

g
3 ((ni+ai) (n; + a;) )\tw\_22nz+al 3 ltl,

1<ji<g j=Lii
d’ou :
g g g g
(it a) [ti— > \tz’j\] <'n+a)T(n+a) <D (ni+a) |tit Y, |tz‘j\] -
i=1 j=1,j7i i=1 j=1,j#i

Il suffit de prendre le minimum pour obtenir le lemme.

Lemme technique et long mais utile 3.2.13. Soient a € [0,1)9 et T = Im7 avec T
une matrice du domaine de Siegel Fy. On suppose qu’elle vérifie la condition :

10
tn>1+ 3 Z |t
1<i#j<g

Alors il existe une constante co2(g) > 0 telle que :

—7mmin Tle + a
Z e—?TT[n+a] < C2<g>€ ec79 [ ]7

nez9

et on peut choisir c3(g) = 59.

Démonstration. La preuve de ce lemme s’inspire directement de la méthode mise en place
en dimension 2, voir la figure 2.4.3. Donnons-nous un ensemble fini noté C = C; x ... x C,
de points du réseau Z (les points « proches » du minimum) défini par :

On a donc CardC < 29,
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Posons, pour Ay, ..., A, et By, ..., B, des sous-ensembles de Z :

e€B1X..xBy

- {T[n+a]— min T[e+a]}
fo(T, A1 x . ..x Ay, Byx...xBy) = Z e

neAIX..xAy
On va estimer f,(7',Z9,77) en décomposant (on peut penser a la figure 2.4.3) :

fg<T, Zg,zg) - zg: 3 fg<T, CoX oo X (Z\Ciy ) % oo X (Z\Ci, ) X .. X C, Z9>

k=0 1<i1<..<ix<g

Fixons I = {iy,...,ix} C [1,9] et J = [1, g]\{¢1,...,ix}. Dans la suite du calcul, pour
tout indice ¢ € I on aura n; € Z\C; et pour tout j € J on aura n; € C;.

Ecrivons pour n € C; x... X (Z\C;,) X ... X (Z\C;, ) X ... XCy :

T[n—l—a] = Z(nz—l—az)?t” + Z(nj—l—aj)?tjj + Z (nj+aj)(nl—|—al)tﬂ + Z (nl-—l—ai)(nl—l—al)tu.

iel jeJ (G, ¢ 1> (i,)er?
15 1#i
On a donc :
T[n—i—a] > Z(nj+aj)2 (tjj—z |tjl‘> + Z(nl—l—az)Q (t”—z |tzl‘> + Z (ni—FCLi)(nl"—CLl)til.
jed 1] il leJ (i,1)eI?
I#i
Posons, avec n' = [n;,, ..., n;,] le sous-vecteur de n adapté et o’ = [a;, ..., a;,] :
Trin' +d] = Z(”z‘ + az‘)Q(tz‘z‘ - Z |til|> + Z (ni + a;)(ng + ap)ta.
iel leJ (i,0)er?

I£i
On a donc obtenu :

T[n + a] > Z(nj + aj)2(tjj — Z ‘t]’l|> + T[[n/ + CLI].
jeJ I#3
Poursuivons :

. 2 / !/ :
T[n+a] — iréug;T[e +al > ZJ(nJ + a;) (tjj — ; \tjl|) + Tin' +d'] — iréug;T[e + al.
je j

On cherche alors une condition suffisante sur 7" afin que le membre de droite soit minoré
par :

Tr[n' +a'] — min Ty[n' + a'l.
W E(Z\Ciy e X(Z\Ciy)
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Ceci revient & montrer :

min Tn+a + n; + a;) ( t ) > minTle + a
n'€(Z\Ciy Jx.. X(Z\Ciy,) | ]eZJ ! ! i ;| jl| eCZ9 [ )

ce qui est impliqué par :

Zd —a;, Z\C;) (m Z\tu|)+z nj+a;) (H Z|tﬂ\> Z —a;, 7 (t“+2|tzl\>

i€l 1#1 jeJ l#j l#1

inégalité elle-méme impliquée par :

Z (d(—ai, Z\Ci)z . d(—ai, Z)Q)tn‘ + Z ((n] + aj)Q _ d(—aj, Z)2>tjj

i€l jeJ
> Z(d(—ai,Z\C) td(—ai,Z )Z|tl,|+z<nj+aj +d(—a;,Z )Zum]
iel 14 JjeJ I#j

Or, par définition de C; on a les inégalités :
0 S d(_aiaZ)2 S ia
1 S d(—aZ,Z\CZ)Q S %,
VjedJ 0< (nj+a;)?<1.
11 suffit donc d’avoir :
3 10 5
Dt = | D 2 Ml + ) 7D I
iel iel 1#i jed T I#j

ce qui est impliqué, indépendament du choix de I = {iy, ..., i} (avec I non vide), par :

. 10
Vi€ [Lgl ti > 5> [l

l#m

Les hypothéses de I’énoncé implique cette derniére inégalité. On peut donc affirmer que
pour tout vecteur n € C; X...x (Z\C;, ) X ... X (Z\C;, ) X ... XCy :

Tln+al —minTle+a]l > T, [0 +d]— min T
ecZ9 ' €(Z\Ciy )x.. X(Z\C;,,)

ce qui implique donc que :

£ <T, Cix.. X(Z\C;, )x...x(Z\Cik)x...ng,W) <297 kfk< ioins (Z\Ciy )X.. X(Z\C,), (Z\Cil)x...x(Z\Cik)).
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Il reste donc a majorer les sommes de ce type. Posons a présent :

§ = fi(Toies (B\C) XX (E\C), (BAC) %X (2\Cy) ).
En utilisant les deux inégalités du lemme 3.2.12, on obtient :
_WZ 7’LZ+CLZ ( i Z|t2] ) aza )z(tu+2|tu|>]

S < Z e iel J#i J#i

n€(Z\Ciy )x.. X(Z\Ci,)

—T

(ni + a:)? (1 Z|t”|) al,Z)z<tii+Z|tij|)]

JF#i JF#i

INA
o

—T

(n; + a;) <” Z\%) d(a;, )2<tii+2‘tij|)]

J#i J#i

IN

11>

i€l n,€Z\C;

On cherche alors des conditions sur 7" telles que pour tout 7 € I :

R S R CIE S (RS w0 B (RO O w %))
j#i

J#i

& ;((nmLal < Z\tﬁ) > d(a;, 7 <tu+2\tw>

J#i J#i
1 1
= 5(%-2\%0 > Z(tii"i_Z‘tUD
£ J#
& ti =2 3 Z il (%)
JF#i

On a utilisé la condition |n; 4+ a;| > 1, car n; € Z\C;, ainsi que les inégalités précédentes
sur la distance des a; au réseau. La condition () est impliquée par I'hypothése de I’énoncé,
on peut donc poursuivre :

(ni + @) (1 = Y It )]

J#i

<II >
i€l n,€Z\C;
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Donc en appliquant le lemme unidimensionnel (une légére variante pour étre exact)
2.4.12 :

T
3 3 (tn‘ - Z |tij|>d(ai, Z)?
S < H 1+ e el .
iel \/tz‘i - Zj;éi ‘tij|

On peut donc conclure, grace une fois encore a I’hypothése de I’énoncé et au fait que
Card(I) =k :

fi (T (Z\Ci,) X .. X (Z\Ci,), (Z\Ciy ) X ... X (Z\Cl-k)) — S <3

On réunit a présent les informations récoltées au long de ces calculs :

fg<T7Zg,Zg> = 29: Z fg(T,Cl><...><(Z\Cl-l)x...x(Z\Cik)x...ng,Zg>

k=0 1<ii<..<ix<g

Z Z 297F i, (Til...ika (Z\Ciy) X ... X (Z\Cyy, ), (Z\Ciy ) X ... % (Z\Cﬂc)>

<
k=0 1<i1<...<ix<g
g9
<Y Y vty
k=0 1<i1<...<ip<g
g9
< ) Ckaskgh
k=0
< 59

O

Lemme 3.2.14. Soient a € [0,1]9 et T = Im 7 avec 7 une matrice du domaine de Siegel
F,. On suppose qu’elle vérifie la condition :

10 <
t1121+§ Z |tij].

1<j#1<g
Soit k € {1,...,g}. Alors il existe une constante c3(g) > 0 telle que :

1 _ —7mmin T'le +a
S et ae T+l < g THE T

nez9

et on peut choisir c3(g) = 240-59
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Démonstration. Ce lemme se démontre comme le précédent, on utilise la méme décompo-
sition et on conclut en appliquant le lemme unidimensionnel 2.4.13. O

Proposition 3.2.15. Soit P € Ap(C) un point non nul de coordonnées Z(P) =X + 1Y,
avec ||4Y'|| < 5. On suppose que la matrice de période T, vérifie :

10
Imﬁl Z 1+ §§|Im’r@]‘
J#i

Alors il existe une constante c4(g) > 0 telle que :

9 g
1
Apo(P) = 7 min min (1 4] ) log [ex(0) (5 t ) |-+Hog Ty
oul(P) 2 7 i iy (T o 0747 0] ) ~log eala) (0 2, [Tl ) | +log ey

ol on peut prendre c4(g) = 240759.
Démonstration. Ecrivons Z = X 4+ 7Y et posons ¢(X,Y) = 0y s (4(X +7Y)). On a alors :

Apo(P) = —log [t(X,Y)e ™ Im7[4Y]]
Par I'inégalité des accroissements finis on a :

tX,Y)—1(0,0) < max dixrynt!|]]|(X,Y) = (0,0)|],
HY) = 0.0 < | max ldge] LG Y) - (0.0)]

soit :
X Y)] < ma fldentl LK, V)l

Calculons les dérivées partielles; on note X = [xy,...,z,] et Y = [y1, ..., y,]. Posons :
1
G(X,Y) = 2im (5 Tln+ 8+ “(n+0)(4X + 74Y + 5”)) :

Soit j € {1,..,9} :

ﬁ(X, Y) = Z 8mi (nj + %) (XY,

aZL‘j i

ot g 1

S (XY) = Y 8w (Z (nk + 5) m») n(X,Y).
Yi nezs k=1

Donc en posant F,,(X,Y) = —7Im7[n + '] — 27t (n + &) Im 74uY, il vient :
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1
nj+§‘eF"(X’Y),

f(uX,uY)) < Z 81

nez9

)| = 3 se( Sl Sl ) D)

ayj nez9

Or F,(X,Y) < —wrIm7[n+ 0" +4Yu] + 7 Im 7[4Y] pour tout u € [0, 1], d’on finalement
comme (X,Y) # (0,0) :
(X, Y)e™ ™ Im 7[4Y]

) < 1 ’
87||(X, Y)]| JQ%ZZ( +Z|le|> nl+

€z9

[+ 0" +4Yu]

L’utilisation du lemme 3.2.14 donne :

o~ Im7[4Y]
= YH)<|X V)l < s (o) (g + > i)

2,7=1

nez9

—7min Im7[n + ¢ + 4Yu]]

avec c¢4(g) = 8mcg > 0. On utilise ensuite les inégalités :
1
7 < [Re7iy| + | Im 7| < o + [ Im 7y .

Il vient alors :

—mIm7[4Y] 2 g —7 min min Im 7[n + §' + 4Yu]
‘t(X’ Y)‘e T g U nez9
ST <) (5 ot o mryl)e 0l

ij=1

Il suffit de prendre le logarithme pour obtenir la proposition.

3.2.6 Majoration aux places archimédiennes

On rappelle les notations : 7Ty = {Q € (A[N]\D)(C)} et txy = Card(7Zy). On note de
plus Z(Q) = X(Q) + 7Y(Q) une coordonnée complexe d'un point @) € A(C). Le but de

cette partie est de majorer la quantité :

LS @=L Y (, § cinlrln -+ 6]+ 2'(n+ $)AZ(Q) +8") e—ﬂ1m7[4Y(Q)]>_

QeTn QeTn nez9

Ecrivons pour Z = Z(Q), X = X(Q) et Y =Y (Q) :
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Tn+d8+2n+8)4Z+6") = Rern+d])+2(n+)(4X +4RetY +0")

+i<1m7[n + 4+ 2%n+4") Im7’4Y).
On notera dorénavant :

Notation 3.2.16.

~ T R § +2° 0)(4X + RetdY + 48" /
o (O) = ng( etln+ 0] +2°(n+0")(4X + Rem4Y + ))e_WImT[nJr(; +4v]
nez9

On cherche donc & minorer la somme :

Sty = —% Z Apo(Q) = % Z log ’%/5”(@)’-

QGTN QGTN

Proposition 3.2.17. Soit ¢ > 0. Soient (A,©)/k une variété abélienne principalement

polarisée et v € M. On appelle 7, la matrice de périodes associée a A(k,). On suppose

que T, vérifie :

—7 min < Im7[n+ 40 + 4Y(Q)]>

55/5"(@)) >  neLs c

vQ € I,

La hauteur locale archimédienne Ap , vérifie alors la propriété :

_1 Y Apu(Q) = log(e) - ti 3 77min(1m7‘[n+5'+4Y(Q)]).

t nez9
N Qety N Qe

Démonstration. 11 suffit de prendre 'opposé du logarithme de la premiére propriété, puis
de faire la moyenne des inégalités. LL’hypothése de 1’énoncé est exactement la premiére

condition définissant ’ensemble Fy ..
U

3.3 Minoration de la hauteur de Néron-Tate

On réunit dans cette partie les informations locales obtenues grace aux calculs effectués

jusqu’ici.
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3.3.1 Lemme de zéros et principe des tiroirs

Ce paragraphe présentent des lemmes utiles pour éviter le diviseur. On commence
par un lemme préparatoire au lemme de zéros. Quelques conventions : soit A une variété
abélienne et D un diviseur définissant une polarisation principale sur A. Pour toute sous-
variété V' on note deg(V) = degp(V) := degy(V - DI™V)). Pour V un sous-ensemble
algébrique, on note deg(V') la somme des degrés de ses composantes irréductibles. Enfin
on note D' = D 'équivalence numeérique (ou algébrique) des diviseurs.

Lemme 3.3.1. Soient A une variété abélienne, V une sous-variété algébrique de A et D
un diviseur définissant une polarisation sur A. Soit D' tel que D' = D. Alors :

deg(V ND'") < deg(V).
Plus généralement, si Dy =D pour toutt € T :

deg (V A (mteTDt)> < deg(V).

Démonstration. Si 'V C D' I'énoncé est trivial. Sinon V N D’ est 'union de composantes
irréductibles Vi, ..., V,, toutes de dimension dim(V') — 1. En tant que cycle on a :

VD =e Vi +...+e,V,, avece; > 1.
Ainsi :
deg(V N D) = deg, ((v N D')-Ddim<v>—1) < deg, ((V-D’)-Ddim(v)‘1> = deg(V).
La deuxiéme inégalité découle directement de la premiére. O

Lemme 3.3.2. Soit k un corps de nombres. Soit (A, ©)/k une variété abélienne de di-
mension g principalement polarisée et simple. Soit D = [4]*©. Soient Sy, S, ..., S, des
ensembles finis de points de A possédant chacun r éléments. On impose de plus que O € S;
pour tout indice 1 < i < g. Supposons que S+ Sa+ ... + S, C D. Alors r < (49g!)%.

Démonstration. On calculera les degrés par rapport a D, i.e. pour une sous-variété V', on
a deg V = deg, (V. DI™(V)), On sait qu’on a :
deg D = deg[4]*© = 4% deg © = 4*g!.

On pose a présent :

Zj = ﬂ <D— (IL‘l +l‘2 + +l‘]))
z1€S51
z;€S;

On a donc :

Zip = ﬂ (Z; — =),

z€S;41
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ce qui entraine :
D:ZODleZQD...DZg_l.

On peut remarquer de plus que Sy + ... + 511 C Z;. Deux cas se présentent :

ler cas : dim(Z,_,) = 0.
Dans ce cas on a :

r = Card(S,) < Card(Z, ;) = deg(Z,_1) < deg(D) = 4%¢!,
la derniére inégalité étant une application du lemme 3.3.1.

2e cas : dim(Z,_1) > 0.
Si la dimension n’a pas chuté complétement c’est qu’il existe un indice i tel que :

Comme on a Z; D Z;;1, il existe une composante de Y C Z; de dimension maximale
qui reste une composante de Z;,,. Donc I'ensemble :

U (Y +x)

€S 11

est une union de composantes de Z; de dimension maximale. Introduisons Gy le stabilisa-

teur de Y :
Gy = (Y —y).
yey
Alors :
Card Sj44 )
ot < . _ - N
CardGy — Card <(SJ+1 + GY)/GY> deg(Y) = deg U (Y +1x) | <deg(Z;) <4%yg

€841

Or la variété abélienne A est supposée simple, donc Gy est fini. On observe que
Nyey (Z; — y) est de dimension 0 car sinon une composante irréductible W de cette in-
tersection vérifierait Y + W C Z;, ce qui forcerait le stabilisateur de Y a étre de dimension
strictement positive. On en tire par une nouvelle application du lemme 3.3.1 :

Card Gy = Card ﬂ (Y —y) < Card ﬂ (Z; —y) < deg(D),

yey yey
ce qui donne Card(Gy) < 4%9¢g!. On déduit donc :

r = Card(S;41) < (49g!)°.
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Lemme 3.3.3. Supposons que ty > N2971. Posons :

-1
(1 \/ 1 1 (1 1 )
el ViU TN/ )

Alors, si on note yp; les coordonnées du vecteur Y (P) on a l'implication :

. 1
Vie [[179]]7 ‘4sz‘ S -
anN

4

1 N — 1

. / : / =

min (Im Tle+o +4Y(P)]> .~ QEET greuzrl}(lm Tle+o +4Y(Q)]> ] = L r(Im7) ; | Im 7]
N i#j

Démonstration. Commencgons par nommer le membre de gauche :
1
M = min (Im[e N 4Y(P)]) -— Y min(ImT[e Ny 4Y(Q)]).

ecZ9 t ecZ9
N qety

D’apres les deux inégalités du lemme 3.2.12, on a :

M>Zd< + dyp;, ) (Imn Z|Imnj>—— ZZd( + 4yqi, )Z(IanrZ\Imnj\),

I#j QETy i=1 I#5

donc :
g
M=3,

Fixons un entier i € [1, g] quelconque. On a supposé que t > N?971 et cette condition
est équivalente a :
Yi = 0} .

On sait donc que pour tout indice i € [1, g], il existe au moins un point @ € 7y tel que
ygi 7 0. On aura méme : 4yq; > % Fort de cela, calculons :

1 2 (In—1)1 1,1 1y2 1 171 /1 12
d( 4 Z,z) <cUn—D12 _(___) :___[__<___>]
tn 5 T = 175G N

QeTN

2 1 1
< +4ypz,Z> . Z d<§+4yQi,Z> ]Imn Z|Im7'l]| (%)

l#]

Card(Ty) > Card {(X, Y) e (%Zg /zg) X (%zg /zg)

Donc comme ty < N9 :
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Il suffit donc de rendre les coordonnées du point P suffisamment petites pour dominer
le majorant de (). Supposons donc que :

1 1 1 1
i Dl o < 5 =5 = i (1= )

Alors :

1 2 1 2 1 1 1
(5 +aaz) = (5—ded) = - g (1= 7). (29
on

On injecte alors (xx) et (% * %) dans (%) et on obtient :

9
1
MZZW(I )ImTZ Z|Im7'jl|
i=1

J#l
0

On rajoute un petit lemme de majoration de oy qui permettra de majorer I’entier M
du principe des tiroirs ci-apres.

Lemme 3.3.4. Soit g > 2 un entier et soit N un entier tel que 497 g! > N > 49g!. Alors :
ay < 16(ng1)2 <g!)2g+2.

Démonstration. Reprenons I'expression :

-1
(1 \/ 1 1 ( L] )
w2 Ve aven U TN/

On utilise tout d’abord 'estimation, valable pour tout réel z € [0, 1] :

Vi-z<1-2

2
donc : X
x
S(1-vi=e) =T
(1-vi=3) 2§
et pour tout x € |0, 1] :
(G(1-vi—e)) <=,
x
i 2(N —-1)
ce qui donne pour z = e )
N29+2
< < N29t2
SN =Y

d’ott, comme 49t1g! > N :
ay < 16(ng1)2 <g!)2g+2.
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Proposition 3.3.5. Soit k un corps de nombres, on pose m = |M®°|. Soit g > 2 un entier.
Il eziste un entier M et une constante c5(g) > 0 tels que pour toute variété abélienne
(A,0©)/k de dimension g principalement polarisée dont les matrices de périodes vérifie :

1
Yvoe Mp?, Immyq, > 1+ ?0 Z | Im 7550,
J#i
et pour tout point P € A(k) dont les multiples {[n]P,n € [0, (4*¢!)2M*™]} sont deuz a
deuz distincts, en notant Z,(P) = X,(P) + 7,Y,(P) les coordonnées complexes, on a :

In € [0,9(4*g)*M*™], [n]P ¢ D, Vv € M, [|[(Xo([n]P), Yo([n]P))Ilo < g/M,

Ap,([n]P) > = m[ionll miZn (Im Tv[n+5'+4u}/§,([n]P)])—log <1+c5 Tr(Im TU)>+% log 2,
u€l0,1] neZ9

10g + 3
t t prendre M < g120m(2g> + ¢)5929/1 et =—_———.
et on peut prendre M < g120mw(2g° + g) et cs5(g) 105° 7 547

Remarque : De plus, si on prend M = max{g120m(2¢> + 9)5729/1%, 4gay}, le point
[n] P obtenu vérifiera aussi la propriété du lemme 3.3.3. Or en vertu du lemme 3.3.4, on
a ay < 16WHD?(g1)29+2 et cette constante domine g120m(2g2 + ¢)59216. On prendra donc

dans les énoncés ultérieurs :
M = 41697 (g1)20+2,

Démonstration. On a les applications :
A(k,) — C9/(Z9 + 1,2°) — RIJZ9 <RI 79
P Z,(P) = Xy(P) + 1,Y,(P) — (Xu(P),Y,(P))
Soit alors I'application F': A(k) — (RY9/Z9xR9/7Z9)™ définie par :
F(P) = (XU(P)aYv(P))veM;;o-

On divise (R/Z)*™ en M?™ boites de taille --. L’ensemble { F([n]P), n € [0, (42%9g!)>M?s™]}
contient (429¢!)2M?9™ + 1 points a répartir dans M?9™ boites. Par le principe des ti-
roirs il existe (4%9¢g!)? + 1 entiers 0 < ny < ny < ... < npzegyzer < (429g1)2M>™ tels
que les points [n1]P,...,[n (20 gy211] P sont dans la méme boite. Alors I'ensemble des points
{lni — m]P, i € [1,(4%9g!")? + 1]} sont dans la boite proche de l'origine, i.e. pour tout
i € [[1,(4%g!)* + 1] et toute place v :

0<mn;—n < (4%g)2M>™,

1
< Y
- M

1

Yo([ni —mP)| < e

X[ = mlP)|

148



Nous allons nous servir du lemme 3.3.2 pour montrer qu’on peut en déduire ’existence
d’un petit point hors du support du diviseur D. Posons :

Sl = 52 =..= Sg = {O, [TlQ - nl]P, ey [n(g!)2+1 — nl]P}

Alors par le lemme 3.3.2 on sait que Sy + Sz + ... + S, € D. On déduit qu'il existe g
entiers iy, ..., 7, € [1, (4%9g!)? + 1] tels que [n;, + ... +n;, — gnq| P ne soit pas sur le diviseur
D.

On a de plus, puisque les points sont tous dans la méme boite proche de l'origine :
(0<ng—ny < .. <nzegyeer —ng < (49g1)2M>™) = (g, + ... + 1y, — gny < g(4%9g1)>M>™)

Y, ([ng, + ... +ny, — gnl]P)‘ < 9.

)qunil 4+ ...+ nig — gnl]P)‘ < g Vi

_Ma

Posons alors M = gleyr(g? + £)25 ] +1; ceci implique [[(X, V)| < 1/|eyr(g? + £)25 .
On obtient alors le résultat en appliquant 3.2.15 et en observant, pour le calcul de ¢5(g) :

9 9
3 3
Z | Im 75| = Zlmm+ Z | Im 7;;| < Tl"(ImT)‘F@ ;Imm = <1+F) Tr(Im 7).

1<i,j<g I=1 1<i#j<g 9

O

Définition 3.3.6. (ensemble F,.)

Soit € > 0. On définit le sous-ensemble F, . du domaine de Siegel F, comme l’ensemble
des matrices T = (Ti;)1<i j<g VErifiant de plus les deux conditions :

( - min(ImT[n + 0’ +Y(Q)]>

(1) YOQ € T, )’9;,5,,(@)) S o " nets .

(2) Immy > 27(49g!)%9+? E | Im 75| + 4(49g1)*9 2 log <Q>
€
L J#i

Remarque : A propos des conditions définissant F, .

La condition (1) est une condition suffisante pour @ ¢ D. On « épaissit » ici en quan-
tifiant la non-annulation du module de cette somme, ce qui revient a exclure un petit
voisinage d’un nombre fini d’hypersurfaces analytiques. La méthode des différences de
hauteurs locales employée ici semble imposer cette condition.

La condition (2) est une condition plus « souple », i.e. elle est présente pour faciliter un
certain nombre de passages techniques dans la voie de preuve choisie ici. Il n’est cependant

149



pas évident de voir comment s’en départir. Elle s’interpréte ainsi : la matrice de période doit
avoir ses termes diagonaux trés grands devant les autres. De plus on impose que lorsqu’on
s’approche d’une situation dégénérée (condition rigide (1)), i.e. lorsque € tend vers 0, alors
ces termes diagonaux deviennent d’autant plus grands.

On vérifiera facilement que les conditions (1) et (2) impliquent les conditions des énoncés
3.2.13, 3.2.14, 3.2.15, 3.2.17 et 3.3.5, nécessaires a 1’établissement du théoréeme global.

3.3.2 Minoration globale

Théoréme 3.3.7. Soit k un corps de nombres de degré d, notons m = |M?|. Soient g > 2
un entier et € > 0. Alors il existe des constantes c¢1(d, g) > 0 et ca(d, g) > 0 telles que pour
toute variété abélienne simple de dimension g principalement polarisée (A, ©)/k vérifiant
que T, € F,. pour toute place v archimédienne, et telles que pour tout point P € A(k)
d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne :

haan(P) = ¢ Tr(A) = c3 (haui(4) + Siai(4)).
et on peut prendre :

m49g! B 1
d g?(420gYA(16(6+1? (gl)20+2)dgm+1 ° C2 = d g2(429 gN) A (1617 (gl)20+2)dgm”

C1 =

Démonstration. On choisit tout d’abord un niveau de torsion N = 2° — 1 avec s le plus
petit entier vérifiant s > log(49¢!)/log2. On remarque que les choix de s et de N nous
placent dans les conditions d’application du lemme 3.3.3 en vertu de la proposition 3.2.4.

On commence alors le travail de réunification en reprenant 1’égalité 3.2.5 :

1
tN TL2

hipo(P) = — 3 | S m(Rapal(lP) = Rap (@) +4 3 o (Apu([n]P) — Apo(@))

QETN |veMy vEMP®

L’application des propositions 3.2.7, 3.2.9, 3.2.15 et 3.2.17 donne alors :

B4D,U(P)>_ilog2_n2t 3 valog<||@ )uv) e Frl 33 0, log|GE(Q)],

QETN veM) QETN veM)

4 R : g
+— Z n, |7 min min (Im T.le + 8 + 4uY([n]P)]> — log (1 + ¢5 Tr(Im Tv)> + 16 log 2]

€[0,1] ecZ9
veMp? - uel0,1]

+s Z n, |log(e)— ti 7rmin<1m7'v[e + 0"+ 4Y(Q)]>] :

N ecZ9
veMp? L QTN
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On obtient donc en utilisant la définition 1.4.6 et la notation 3.2.10 :
~ 1
hapo(P) = == (haus(A) + Saui(4))
4 .. , 1 : /
= min min (Im T,le + 0"+ 4uY([n]P)]) - — Z mm(lm T,le + 0"+ 4Y(Q)])

2 Ty [ t
n u€l0,1] e€Z9 ecZ9
vEM® [0.1] N QeTy

+% Z - [log(€) —log (1 + ¢5 Tr(Im Tv)ﬂ :

veMpe
On applique alors le lemme 3.3.3 pour obtenir :

Ripa(P) 2 == (i) + Siui(4))

4 [ N -1
+$ va WWT ImTv ——Z\Imﬂ,z”]

veMpge L 1#£]

4 r
+ﬁ Z Ny _log(a) — log (1 + ¢5 Tr(Im Tv)ﬂ :

veMpge

d’ou en utilisant I’hypothése (2) de ’ensemble Fg76 :

~ 1
hipo(P) 2 = (hui(4) + Sus(4)) + an Zd [ e (Imﬂ,)}.

11 suffit alors de majorer n < g(429¢1)2(16@+D* (g1)292)29™ pour obtenir le théoréme.
On calcule a présent les constantes. Les valeurs sont a ce point du calcul :

A7r(N — 1) B 1
4dN29+2g2(429g ) (16 g+1)2 (g )2g+2)4gm » G2 = dg2<42gg!)4(16(g+1)2 <g!)29+2>4gm'

C1 =

Sachant que 4971 gl > N > 49¢! on a 16017 (g)20+2 > N20+2 ot .

7T4gg|
oz d16(9+1)%(g1)29+2¢2(429g1)4(16(9+1D)° (g!)20+2)4gm’

1
= TR g Iy (1661 (gl)2a2ytam

On obtient ainsi :
749!
d g?(429 gD (16(5 D% (g1)20+2)dgm+1”

c >
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1
e = d g2(429g1)4(16(9+1)?(g!)29+2)dgm

On gardera a ’esprit que ¢; < co.

3.4 Hauteur de Faltings d’une jacobienne hyperellip-
tique

On s’intéresse dans cette partie aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques. On donne
dans un premier temps une formule explicite pour la hauteur de Faltings d’une telle ja-
cobienne A, généralisant ainsi la démarche de K. Ueno présentée dans [Uen88| pour la
dimension 2, puis on exhibe un majorant de cette hauteur de Faltings faisant intervenir la
trace archimédienne de A et le discriminant minimal de la courbe sous-jacente.

3.4.1 Hauteur de Faltings

Soient k£ un corps de nombres, Oy son anneau d’entiers et S = Spec(Oy). Soient C'/k
une courbe hyperelliptique et A = Jac(C') sa jacobienne. C’est une variété abélienne de
dimension notée g. Soient 7 : A — S son modéle de Néron, s : S — A sa section neutre
et Q“Zx/s le faisceau localement libre de rang 1 des g-formes différentielles. On pose alors
wa/s = s*(Q’A/S). C’est un fibré en droites dont on peut calculer le degré d’Arakelov. C’est
la quantité qu’on cherche a calculer dans la suite de cette partie :

he(AJk) = mae\g(ws).

Si on choisit un élément o non nul de wy /g on peut exprimer cette hauteur de la maniére
suivante :

hp(A/k) = m log <Card(wA/S/a(’)k)) — Z dylogllall, | (1)

ou on a noté d, = [k, : Q,] et :

1
||a||?,:—/ anal.
29 Ja,)

On va donc s’intéresser aux deux quantités a l'intérieur des logarithmes. On va voir que
la premiére peut étre exprimée grace & un discriminant et la seconde est liée a la matrice
7 (du domaine de Siegel) associée a la jacobienne que I'on étudie.
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3.4.2 Equations de Weierstrass et discriminants

Soient g > 2 et k un corps de nombres. Une équation de Weierstrass (E) pour une
courbe hyperelliptique (C) est une équation du type :

(E) : v"+Q(z)y = P(z),

avec P et () des polyndmes a coefficients dans k tels que deg ) < g et deg P = 2¢g + 1,
P unitaire. Une telle équation est unique modulo les changements de variables du type :

r=ur +r
(%)

Y = u2g+1y/ + t(x/)

avec u € k*, r € k et t un polynome a coefficients dans k£ de degré inférieur ou égal a g
(voir proposition 1.2 p. 730 de [Loc94]).

On définit alors le discriminant d’une équation (E) en posant :
4q 1 1 2
Ap =2"9disc | P(z) + 1 Q(x)” | .
Lorsqu’on passe d’une équation F & une équation £’ par le changement de coordonnées

(%) on obtient la relation Ap = ud9(29 + 1)AE/.

Proposition 3.4.1. Le disciminant Ap d’une équation entiére est un polynéome a coeffi-
cients entiers. Il vérifie de plus la propriété :

E est singuliere si et seulement si Ag = 0.

Démonstration. On se référe ici a article [Loc94].

3.4.3 Formes différentielles

Soit C' une courbe hyperelliptique donnée par un modéle de Weierstrass £. On peut
alors exhiber une base de H°(C, Qlc/k), donnée par les formes :

' ldx
Wi = ———,
"2y +q(x)
Considérons alors la g-forme o« = w; A ... A wy. On vérifie que lorsqu’on change de
coordonnées en utilisant (%) dans le modéle de Weierstrass pour passer de F a E’ on

obtient la relation & = =9 o/. Ceci va nous permettre de trouver une g-forme différentielle
7 ne dépendant pas du modéle de Weierstrass. On va chercher n de la forme :

)b

1<1<g.

n=A%w A...\w,)’, avec a,b € Z.
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Un changement de modéle de E vers E’ de la forme (*) conduit alors a :

4929 + 1)a — g*b,_,

n=1u n.

On fait le choix a = g et b = 4(2g + 1) et on obtient :

Proposition 3.4.2. La g-forme n = A% (W1 A oo A wg)®4(29 +1) et indépendante du
modeéle de Weierstrass E choisi.

On va donc utiliser la section 1 pour calculer la hauteur de Faltings en (1). On a besoin
pour cela du résultat de la proposition suivante. On commence par définir :

Définition 3.4.3. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe algébrique lisse définie
sur k. On note p: C'— S un modéle entier sur S = Spec(Oy) semi-stable de la courbe C'.
On appelle hauteur de Faltings de C/k la quantité :

hg(C) = ] deg(det Peeys).-

[k@

Remarque : 11 s’agit bien de la hauteur stable car on prend un modéle semi-stable de

C.

Proposition 3.4.4. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe algébrique lisse. On
a alors :

hst(Jac(C)) = het(C).

Démonstration. Notons S = Spec Oy, et soit p : C' — S un modéle entier semi-stable de
la courbe C', de section neutre €. On considére A = Picg/s. On a alors :

Lie(A) ~ R'p,Oc¢.

De plus par dualité de Grothendieck (on pourra consulter le paragraphe 6.4.3 p. 243 de
[Liu02]) :
(R'p.Oc)” ~ poweys.
On calcule alors :
"y = Lie(A)Y =~ paweys,
d’ou :
e* QY hs ~ det p,weys.

Il suffit alors de prendre le degré d’Arakelov de chaque c6té pour obtenir la proposition.
O
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3.4.4 Partie non-archimédienne

On garde les notations des paragraphes précédents. La section 7 correspond au choix
de section A fait dans [Kau99|. Dans cet article, I. Kausz analyse les contributions en
chaque place finie et il est important de souligner qu'on obtient pas exactement le discri-
minant minimal, contrairement au cas des courbes elliptiques. En effet il existe des courbes
hyperelliptiques telles que pour tout choix de modeéle y* = F(z), on a ord, (w1 A...Aw,) < 0.

Cependant en reprenant les calculs (voir par exemple I'équation (1) de la preuve de la
proposition 5.5) on peut déduire que pour toute place finie v il existe un entier e, € N
dépendant du modéle hyperelliptique et tel que :

ord,(n) = gord,(Amin) — (89 + 4)e,.
On déduit donc :

log (Card(det Peeys /1 Ok)) = g log Ni/o(Amin) — Z (8g +4)eylog Nijg(v).

UIAmin

Les entiers e, sont des nombres d’intersection entre la section 7 et le bord de I'espace
de modules des courbes de genre g. Lorsque g > 1 il y a plusieurs cas de figure : on peut
rencontrer le produit d’une courbe de genre g — ¢ et d’'une courbe de genre i, pour tout
ie{l,..,g—1}.

Remarque : Notons qu’en combinant avec l'article de S.Maugeais [Mau03], on peut
supprimer I’hypothése de bonne réduction en 2 faite dans [Kau99|.

3.4.5 Partie archimédienne

On se base ici sur les travaux de P. Lockhart [Loc94|, dont les calculs s’appuient en
bonne partie sur [Mum84].
Tout d’abord pour m € $Z* on pose :

m(T) = 01(0, 7')87

ou 0,,(z,7) est la fonction théta de caractéristique m associée au réseau de dimension g
dont la définition est rappelée en 2.3.1.

1
Si S est un sous-ensemble de {1,2,...,2¢g+1} on définit alors mg = Z m; € 5229 avec :
ieS

0 030 .0 .
A - <1<
mZ’L—l [ t(% % O 0 ) O) 9 ]- iy 2 -~ g + ]- 3
t0 0 Lo .. 0)} .
my = ? , 1<i<g,
SR K R ’



ot le coefficient non nul de la premiére ligne est en i-éme position. Soit alors 7 la
collection des sous-ensembles de {1, ...,2¢g + 1} de cardinal g+ 1. Soit U = {1,3,...,29g+ 1}
et notons o 'opérateur de différence symétrique. On définit alors :

o(1) = [ emen (7):

TeT

On pose enfin r = (2;’:11) et n = (g2f1). On a alors la proposition suivante dont la preuve
figure dans [Loc94] :

Proposition 3.4.5. (Lockhart) Soient C/k une courbe hyperelliptique et P € C(k). Soit
E un modéle de Weierstrass de (C, P). On uniformise Jac(C)(C) ~ C9/Ag avec le réseau
Ag = 79 + W79 et 5 = QL. Soit V(Ag) le covolume du réseau Ap dans CI. Alors

la quantité |AE|V(AE)4+§ ne dépend pas du choix de E et on a de plus :
1

AplV(AR)T = 21975+ (| o(7) | det(Im 7)) .

Nous allons ainsi pouvoir calculer la contribution archimédienne a la hauteur de Fal-
tings :

Proposition 3.4.6. Soient C'/k une courbe de genre g donnée dans un modéle hyperellip-

tique E de discriminant Ag et w; = ;y:;‘(j;), 1 = 1..g une base des formes différentielles sur

C. Notons A = Jac(C) sa jacobienne. Soit v € M. Soit n = A% (wi A ... Aw, )89, Alors
on a :

log gl = log (20" £x* ()] det(Tm 7)) )

Démonstration. 11 suffit de calculer :

1
il = = In A
29 Ja,0

1

= g\AEﬁg(le/\---/\Wg||3)8g+4
]‘ 2 8g+4

= ﬁ\AE| IV (Ag)™

= 2892000 (| ()| det(Im 755) ") &

On déduit :
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Proposition 3.4.7. Soient k un corps de nombres et C'/k une courbe hyperelliptique définie
. . (2941 _ (2

sur k de genre g. On note Jac(C) sa jacobienne. On pose r = (gg+1) et n = (gfl). La

hauteur de Faltings de Jac(C) est donnée par la formule :

1

he(Jac(C)) = T 9108 Nijg(Amin) = D (89 +4)e, log Nyjg(v)

U|Amin

—g>" dylog (277354 (o(r,)| det(Im ) )

veM >

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les calculs des deux paragraphes précédents.
O

On va se servir de cette formule explicite pour donner une majoration de la hauteur de
Faltings d'une jacobienne de courbe hyperelliptique.

3.4.6 Majoration de la hauteur de Faltings
On commence par une définition :

Définition 3.4.8. (ensemble G, .)

Soit € > 0. On définit le sous-ensemble G, . du domaine de Siegel F, comme l’ensemble
des matrices T = (Ti;)1<i j<g VErifiant de plus les deux conditions :

—m min Im 7[n + a]

(1) VPy € A2\O, [0,4(0,7)] > e  neZ? .

1 1
(2) Immy; > g | Im 7| + — log (—)
— g €
J#i

On montre ici le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.9. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0.
Alors il existe des constantes c3(d, g) > 0 et c4(d, g) > 0 telles que : pour toute courbe C'/k
hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal Ay, si la jacobienne
(Jac(C), ©), principalement polarisée par le diviseur ©, admet des matrices T, € G, . pour
toute place archimédienne v, on a :

h;t(JaC(C)) S C3 TI'(JaC(C)) + Cyq log Nk/Q(Amin)a

4 + 2 g

et on peut prendre c3 = 7 et cy = m
9
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Démonstration. On commence par réduire un peu la formule de la proposition 3.4.7 en
remarquant que :

g 2r g 22¢9+1Ng+Dg—-1)! 1

8g+4n 8g+4 (g + 1)lg!(29)! 2

On peut donc écrire, comme e, > 0 et 49 — 1/2 > 3¢ :

! < — 9 | 1oeNL (A ) — ] 939 - (8g+4) .
HoTaelC) < ey | 0Nl a) = 3 og (297 p(7,)|+ )
veMi

Il suffit donc de minorer |p(7,)|. On a tout d’abord :

() = TT 1mres (07 = (i 8y (0, 7))

TeT

Soit (a,b) une caractéristique telle que :

%%1 0o (0, 70)| = |0a7b(077—v)|'

On utilise la condition (1) de I’ensemble G, :

—m min Im 7[n + a]
0.6(0,7,)| > e  neZe €.

On obtient donc :

log |(7,)| > 8rlog(e) — 8rm min Im 7[n + al,

nez9I
d’onu :

B, (Jac(C)) < —2

g+ TS

+m Z d, (— log (239789t + 8—r7r min Im 7[n + a] — 8;rlog(»s)) :

n nez9I
vGM,SO
Donc en utilisant le lemme 3.2.12 :

/ g
< <z .
h’st(‘]ac(c)) = <8g + 4)d IOg Nk/Q(Amm)

8r & 2 3
e TP o o CON (TS SNV B E)
k

i=1 ji
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Donc d’aprés l'inégalité (2) de I'ensemble G, :

' g
< < .
h’st(‘]ac(c)) = <8g + 4)d lOg Nk/Q(Amm)

+m Z d, <8T7ri (ImTZZ + Im7'”> + — 8r Tr(Imn,)) ,

et finalement :

9
’ <—9 [ logNi/o(Amm) + —(2 > d, Tr(I
hst(‘]ac(c>> = (8g +4)d og k/@( m1n) 7T—|— UEMOOd I' mTv

Pour obtenir la valeur des constantes il suffit de remarquer que :
8  2(8g+4)
p )
O

On peut déduire des théorémes 3.3.7 et 3.4.9 le corollaire suivant en direction de la
conjecture de Lang et Silverman :

Corollaire 3.4.10. Soit k un corps de nombres de degré d. Soient g > 2 un entier et € > 0.
Soit C'/k une courbe hyperelliptique définie sur k de genre g, de discriminant minimal Ay, .
On suppose que sa jacobienne (A, ©) est simple, principalement polarisée par le diviseur ©
et admet des matrices 7, € Gy N F, . pour toute place archimédienne v. On suppose, pour
cs = c5(g) une constante donnée :

Tr(A) > ¢5 max {(hﬁni(A) + Sami(A)), log Nj /@(Amin)},

alors il ezxiste une constante ¢ = c(d, g) > 0 ne dépendant que de d et g telle que pour tout
point P € Jac(C)(k) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne :

haee(P) > ¢ h(A).
De plus on peut prendre :

166D (g1)20+1 2 -bgd
6o = Ty e o= (1600 D (gn20 +2)

749

Démonstration. Les théorémes 3.3.7 et 3.4.9 nous fournissent sous les hypothéses de I’énoncé :

hareo(P) = haup(P) > ¢1 Tr(A) — ca(hsni(A) + Sani(A)),
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et :
hi(A) < c3 Tr(A) + cslog Ny (Amin)-

Sous I’hypothése Tr(A) > ¢ max {hﬁm(A) + Shni(A), log Nk/Q(Amm)}, avec ¢; a fixer
ultérieurement on obtient :

Faneo(P) > (o= 2) 1) > (e = 2) (e + Z—z)l B(A).

Cs Cs
En reprenant les valeurs des constantes données dans 1’énoncé 3.3.7 on obtient :

g B 16(g+1)2 (g!>2g+2

a1 494!

)

donc en posant ¢5 = ¢/c; + 1 et en minorant violemment le quotient :

C1Cy — C2 . C1 > 1

Cc3C5 + ¢ c3Ccs +cq4 2
e G (g1 2 +2)

5gd’
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Chapitre 4

Etude d’exemples
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4.1 Variation du corps et restriction des scalaires a la
Weil

On présente dans cette partie l'effet de la variation du corps, vue sous deux angles
différents, sur I’énoncé de la conjecture de Lang et Silverman.

4.1.1 Variation du corps

Nous commencons notre étude par la remarque suivante : soient & un corps de nombres
et (A,0)/k une variété abélienne polarisée par un diviseur ©. Soit P € A(k) un point
d’ordre infini. Pour tout N > 1 posons Py = %P et ky = k[Py]. Alors :

~ 1~
hae(Pn) = mhA@(P)-

On a donc :

Fait 4.1.1. (classique) Soient k un corps de nombres et A/k une variété abélienne. Il existe
une suite d’extensions ky/k et une suite de points Py € A(ky) telles que :

NlirnLnoo EA’G(PN) =0

Ce fait souligne la nécessité d’avoir une constante dépendant du corps k£ dans I’énoncé
de la conjecture de Lang et Silverman.

4.1.2 Restriction des scalaires a la Welil

Nous exploitons ici la méme idée de division de points, mais présentée difféeremment.
Nous allons nous intéresser a la restriction des scalaires, appelée aussi foncteur norme. On
consultera [Mil72] et [Weid8| pour une définition plus générale et les preuves des propriétés
utilisées ci-apreés.

Soient k& un corps de nombres et L/k une extension finie de degré m. Soit A/L une
variété abélienne définie sur L de dimension g. On s’intéresse a la variété obtenue par
restriction des scalaires A, = Nk A définie sur k par restriction des scalaires. C’est une
variété abélienne car pour toute extension galoisienne &’ de k contenant L on a 'isomor-
phisme :

’Lp: (NL/k:A)k/ %AZ}X...XAZ;”, (*)
ot les o; sont les plongements de L dans k' au-dessus de k. Elle arrive de plus équipée d’un

morphisme surjectif :
D (NL/kA)L — A

Soit b € Pic’(A). On lui associe I'élément b, = p7*(b°) + ... + p7*(b°™). Alors la
proposition 4 de [Mil72| nous donne un isomorphisme :

Pic’(A) — Pic’(4,), b+ b,.
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On associera a la variété abélienne polarisée (A, ©)/L sa restriction (A,, ©,)/k via cet
isomorphisme. La proposition 5 de [Mil72] nous donne alors :

Proposition 4.1.2. (Milne)
On note < .,. >r: Pic?(A)xA(L) — R l'accouplement de Néron-Tate. Soient a € A, (k)
et b € Pic’(A), alors :
< by,a >p=<b,p(a) >, .

Considérons I’application (surjective, voir par exemple [HS00| p. 208) suivante :
(I)@ A — PIC(](A)

Qr— 150 — 0.

Nous choisissons alors dans I’énoncé de Milne : b = ®g(p(a)), image du point p(a) € A
dans Pic’(A). On sait alors que < ®g(p(a)),p(a) >r= ﬁA/L,@(p(a)) et on déduit de ce qui
précede : R R

ha.ke.(a) = hare(p(a)).

Considérons alors le cas de figure suivant. On choisit un point P, € A(k) d’ordre infini
et on forme, pour N > 1, une suite de points Py = +~P; € A(ky), avec ky = k[Py]. On
note my = [ky : k]. On peut donc définir une suite de variétés abéliennes Ay = Ny A
définies sur k telles que, en notant P}, un antécédent de Py par p dans Ay (k) :

1

EAN/k,GN(P],V) = ﬁA/kN,G(PN) = mﬁA/kN,G(Pl) =

1 ~
mhA/k,@(PO-

Dans le méme temps, grace a l'isomorphisme (x) on peut déduire les relations suivantes
sur les dimensions et les hauteurs stables :

dlm(AN) = myN dlm(A), hst(AN) = mNhSt(A).

On doit enfin calculer 'adhérence de ZPy. Or comme Py = %Pl, on aura ZPy = %ZPM

donc :
Z-P, ={(P,..,P) € A x..x A%~} C A7V x ... x AN

On peut donc garder a l'esprit :
Fait 4.1.3. Soit k un corps de nombres. Il existe une suite de variétés abéliennes Ay /k
définies sur k et une suite de points d’ordre infini Qn € An(k) telles que (dim(An))n>1
est croissante et : R

Nl—i>r-Il—1c>o hay(@Qn) =0,

hm h’st<AN) = +OO,
N—+o0o

dim(Z.Qy) = dim(A;).

164



Ce fait souligne le caractére crucial de I’hypothése Z- P = A dans ’énoncé de la conjec-
ture de Lang et Silverman.

Remarque : Une variante consiste a considérer la situation A = A; X Ay et un point
P =(P,0) € A(k), avec hp(As/k) trés grand.

4.2 Points de Heegner et courbes modulaires

On s’intéresse dans cette partie aux jacobiennes de courbes modulaires et aux points
particuliers que sont les points de Heegner sur ces jacobiennes.

Soit k un corps quadratique imaginaire dont le discriminant D est sans facteur carré
et est tel que D =1 (mod 4). On s’intéresse dans un premier temps a 1’ensemble Nj des
entiers NV tels qu'il existe un point de Heegner associé a k sur la courbe modulaire X, (V).
On estime ensuite, pour de tels N, la hauteur du point de Heegner sur la jacobienne
Jo(N) = Jac(Xo(N)). On montre le résultat suivant, en notant hy le nombre de classe
associé a k et uy la moitié du nombre de ses unités :

Théoréme 4.2.1. Soit k un corps quadratique dont le discriminant D vérifie les condi-
tions : D < 0, D est sans facteur carré et D =1 (mod 4). Soit xp € Xo(N) un point de
Heegner associé a k et posons : cp = (xp) — (00). Alors on a :

EJO(N) (CD) ~ hkuk log(N)

lorsque N € Ny tend vers l'infini.

On en déduit ensuite des conséquences sur la conjecture de Lang et Silverman et sur la
torsion des jacobiennes de courbes modulaires.

4.2.1 Cadre général
La courbe modulaire X,(V)

Soit H = {z € C|R(z) > 0} le demi-plan de Poincaré et H* = HUQU {oo}. Le groupe

To(N) = {( .« ) € SLy(Z)c=0 (mod N)}

agit sur H* et H*/To(IN) est une surface de Riemann compacte; c’est la compactifiée de
Yo(N) := H/To(N) laquelle paramétre les paires (E,,G,) on E, = C/(Z + 77Z) est une
courbe elliptique sur C et G, est un sous-groupe de E.(C) cyclique d’ordre N. Sur un
corps de caractéristique 0 un point de Yy(N) correspond & une paire (E, E’) de courbes
elliptiques munies d’une isogénie ¢ : £ — E'.

Cela permet d’identifier H*/I'g(N) & la courbe modulaire X(V) définie sur Q.
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Points de Heegner

Soit k un corps quadratique imaginaire. Le point z = (E — E’) € Xy(N) est appelé
point de Heegner associé a k lorsque les deux courbes elliptiques E et E’ sont & multipli-
cation complexe par Oy.

On peut décrire les points de Heegner sur C (on pourra se référer par exemple a [GZ86|
p. 235 et [Gro84]) :

{(A,n), A€ Cly,n C O, Op/n 2 Z/NZ} > {@teegner € Xo(N)(C)}

(la],n) — (C/a — C/an™").

La condition d’existence d’'un point de Heegner est donc I’existence d’'un idéal n C O,
tel que Or/n = Z/NZ. Un tel idéal existe si et seulement s’il existe 5 € Z/2NZ vérifiant

$%=D (mod 4N). On a alors n = ZN—}—ZﬁJFT\m.

Un point 7 € H correspondant & une courbe & multiplication complexe par O est
racine d’une équation quadratique de la forme A7? + BT + C = 0 avec A, B et C entiers
et de discriminant B? — 4AC = D = disc(k). Or N7 doit avoir la méme propriété. Ceci
implique que d’une part N|A, d’autre part B> = D (mod 4N). A toute classe de formes
quadratiques de discriminant disc(k) correspond un point de Heegner différent associé a k.

L’ensemble N,

On considére un discriminant de la forme D = —d;...d, avec les d; des entiers naturels
premiers impairs deux a deux distincts. Le corps k donnera lieu & des points de Heegner
sur une courbe Xy(N) pour les entiers N € Ny, avec :

N == {NEN‘ 3dEN, dAAN =1, D=d* (mod4N), D=1 (mod 4)}.

Proposition 4.2.2. L’ensemble Ny est de cardinal infini.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas N = p premier. Prenons donc p un nombre premier
différent des d;. Le discriminant D doit étre un carré modulo 4p, ce qui est équivalent aux
conditions D =1 (mod 4) et (D/p) = 1. On obtient pour la seconde :

SRGIOR

Une telle équation en p admet comme ensemble type de solutions un nombre non nul et fini
de progressions arithmétiques (on pourra consulter [IR90] p. 55), ceci étant une application
directe répétée de la loi de réciprocité quadratique. Le cardinal de N, est donc infini. [
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Ezemple : On peut traiter un exemple simple pour illustrer ce propos. Si D = —3 on a
tout d’abord D =1 (mod 4) et de plus pour p premier et p # 3 :

D)- G- G-

On a donc comme solution la progression arithmétique {p =1 (mod 3)} C Nj. Ceci permet
d’ailleurs de donner une minoration de la densité d(N;) des premiers de Ny (au sens de
Dirichlet) grace a la forme forte du théoréme de progression arithmétique de Dirichlet :

d(Ny,) > ﬁ = 1 avec ¢ l'indicateur d’Euler.

4.2.2 La formule de Gross-Zagier
Accouplement global

On va reprendre ici I'expression de I'accouplement global des points de Heegner sur
Jo(N)xJy(N) obtenu par Gross et Zagier dans [GZ86| page 307 et valable pour (m, N) = 1.
On rappelle que les calculs menés dans 'article [GZ86] sont faits place par place, mais qu’a
priori le symbole < ¢, ¢ >, n’est pas bien défini. On peut cependant calculer < ¢, d >, avec
¢ # d et utiliser le fait que globalement < ¢,d >=< ¢, ¢ > car ¢ — d est de torsion (c’est ici
qu’on applique le théoréme de Manin-Drinfeld). C’est la démarche qu’adoptent B. Gross
et D. Zagier dans cet article.

On rappelle ici le cadre dans lequel on se place :

— xp étant une coordonnée d’un point de Heegner associé au corps quadratique ima-
ginaire k = Q[v/D], on considére le point c¢p = (zp) — (c0) € Jo(N)(H) et le point
dp = (xp) — (0) € Jo(N)(H) avec H le corps de classe de Hilbert associé a k.

— T,, est le m-iéme opérateur de Hecke. Son action sur z = (¢: E— E’) € Xy(N) est
donnée par T,,(z) = > - (x¢), la somme portant sur tous les sous-groupes C' d’ordre
m dans E tels que C' Nker(¢) = {0} avec z¢ := (E/C — E'/¢(C)).

— Enfin ¢ € Gal(H|k), avec H le corps de classe de Hilbert de k, correspond wvia
lapplication d’Artin a la classe d’idéaux A de k.

Alors l'article de B. Gross et D. Zagier [GZ86] nous donne, en notant ¢ = cp et d = dp :
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' ad 2nN hioy(m
<o, Thpd” > = LEI} —2u? ;UA<H)TA<TT?,|D| +nN)Qs_1 (1 - W) — s%%)]
N log(p) ¢’ L
+hk |1 (m) 1ogH +2) a1 2+ 22(2) —2-(Le)
| pIN
m
+hK Zdlogﬁ
dlm
L/
+hur4(m) {23(1, g) — 2y — 2log 27 + log |D|]
<, Tpd’ >gn = —u? Z a's(n)ra(m|D| — nN) + hur4(m) log E
m

1<n<m|D|/N
Pour les membres de droite on a :

— r4(n) représente le nombre d’idéaux dans la classe A de norme égale a n.

—oa(n) = Y g.caln.d) et oly(n) = >, €a(n,d)log . On rappelle que 4(n,d)
est nul si pged(d,n/d,D) > 1. Dans le cas ou pged(d,n/d,D) = 1, en notant
pged(d, D) = |Do|, D1Dy = D, ep,(d) = (5) et xp,p, un certain caractére de
Cly (voir [GZ86] p. 277 et p. 268) :

ea(n,d) = ep, (d)ep, (— N%) XDups (A).

— h = h;, est le nombre de classes associé & K, D = D,, est son discriminant, u = uy
la moitié du nombre de ses unités. On sait que v = 1 sauf dans les cas D = —3 ou
u=3et D=—4ouu=2.

- K=Ky = —12/ NH<1+%)
pIN
—oy(m) =) _d.

dlm

— v~ 0.57 la constante d’Euler.

1
- ((s) = Z — est la fonction zeta de Riemann.

n>1
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— L(s,e) = Z i? est la fonction L de Dirichlet, avec £(n) = (£).
n>1 n
— Qs_1(1) est la fonction de Legendre de seconde espéce. On a plusieurs expression de

cette quantité spectrale (|[GZ86| p. 238), par exemple pour ¢t > 1 et s > 0 :

00 du
Qs—l(t) = /0 (t + mCOSh<u>>s .

On utilisera dans la suite la fonction gs(z, w) = —2Q,_1 <1 + %) Cest en

particulier une fonction holomorphe sur le domaine Re(s) > 1. Ses propriétés sont
détaillées dans [GZ86] p. 239.

Particularisations

La premiére partie du travail consiste a évaluer cette formule pour se ramener a 'ex-
pression de la hauteur du point ¢ € Jo(N)(H).

Tout d’abord par le théoréme de Manin-Drinfeld, ¢ et d représentent la méme classe
dans Jo(N)(H) ® Q. On en déduit I’égalité suivante :

<cT,d >=<c T, >.

On prend de plus m = 1. On obtient alors T}¢ = c. Enfin on prend ¢ = Id € Gal(H|K),
ce qui impose donc de prendre A = O, I'anneau des entiers du corps K. Ceci étant posé
on calcule alors le membre de droite pour obtenir, A,y étant la hauteur de Néron-Tate
associée au diviseur 20 de la variété abélienne Jy(V) :

Proposition 4.2.3.

hjny(c) =< c,c>=<c,c >0 + < ¢ ¢ >

avec :
) = 2nN K ,
< e> = ll—lg [—2u2 nz::laok(n)rok(|D| +nN)Qs_1 (1 + D ) — hs — 1] (i)
N log(p) ¢’ L g

+hk | log — + 2 +2422(2) —2—(1,¢) (17)

Dy
LI
+hu |:QZ(1,€) —27—210g277+10g|D|} (131)
< e = —u' Y g (n)ro,(|D] = nN) + hulog(N) (iv)
1<n<|D|/N
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4.2.3 Un équivalent

On se place toujours dans le méme cadre, le discriminant D du corps K est fixé avec les
conditions de 'introduction. D’aprés la proposition 4.2.2 I’ensemble N, est infini, on peut
donc faire tendre N vers l'infini. On s’efforce alors dans cette troisiéme partie de trouver un
équivalent, lorsque N tend vers l'infini, de la hauteur hjy(c). Nous allons donc étudier la
contribution de chaque terme de la proposition 4.2.3. On commence par donner quelques
majorations utiles.

Majorations

Lemme 4.2.4. Si on note 7(n) le nombre de diviseurs de n, alors on a les majorations
o0, ()] < 7(n) et |0, ()] < 7(n)log(n).

Démonstration. Il suffit de voir que |e4(n,d)| est borné par 1. O

Lemme 4.2.5. On rappelle la majoration : 7(n) = O.(n®) pour tout £ > 0.
Démonstration. On introduit un parameétre t € R tel que 2 <t < n :

)=+ <[+ ] 2"

p|ln Pl p”lIn
p<t p>t

v log(n
— Comme n = [][p” on a lc‘)g(n). =Y wvlog(p) donc pour tout v: (v+1) <1+ 1o§((2))'
— D’autre part on a la majoration :

[Hen < II» ,

p|ln p|ln
p>t

en effet en prenant le logarithme il vient :

Z vlog(2) < Z 1/10g(p) log(2).

log(t
Pl o 1os(®)
p>t

En réunissant ces deux résultats on obtient :

log(2)
log(t)

7(n) < (1+ Eig; )t |

p¥|In

donc :

7(n) < exp (t(2 + loglog(n)) + M) :

log(t)
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log(n)

On fait alors le choix t = y pour obtenir finalement :

(loglog(n))®
7(n) < exp [% (1+O (%))] '

Lemme 4.2.6. On peut majorer : ro,(n) = O:(n®) pour tout € > 0.

Démonstration. Dans un anneau d’entiers, un idéal se décompose en produit d’idéaux
premiers. Soient n > 1 et Z = P*... P un idéal de norme n. En prenant la norme on
obtient une égalité du type n = pfl...plﬁl avec les p; des entiers naturels premiers. Les
possibilités pour I'idéal Z sont donc fonction du nombre d’idéaux au-dessus de chaque
premier p;|n. Puisque k est un corps quadratique, il y a au plus deux idéaux au-dessus
d’un entier premier p de Z (auquel cas p est totalement décomposé), ceci donne donc lieu
a au plus 2! idéaux Z de norme n. Or [ = > pin 1 = w(n) et par définition de 7(n) on a :
2¢(m) < 7(n). On conclut donc par le lemme précédent. O

Lemme 4.2.7. Si s > 1 on a les propriétés asymptotiques suivantes :
Qs-1(t) = O yoo(t™°),

Qs-1(t) = _% log(t —1) + O (1).

Démonstration. On pourra par exemple se référer & [EMOT53| a partir de la page 155. 0O

1 1
Lemme 4.2.8. On a Uencadrement 1 < H <1 + —) < loglog(N) et ainsi : k = O(N)
p
pIN

Démonstration. En partant de l'estimation asymptotique (@ > 0 est une constante) :
[1<.(1- i)*l ~ alog(z) et de log(N) ~ z lorsque N =[] _, p (il suffit de traiter ce cas),

on obtient :
1 1 N 6
H (1 + —) = H (1 - —2) (1 — —) ~ —aloglog(N).
p p p m
pIN pIN
O
1
Lemme 4.2.9. On rappelle enfin : ((s) = 1 + O;-1(1).
S —
Démonstration. 11 suffit de faire une comparaison série-intégrale. O
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Les termes (ii), (iii), (iv)

Le traitement des trois derniers termes est assez rapide. En effet & D fixé h = hy, est
constant, on obtient donc directement que le terme (iii) est un Oy_ ;o0(1). De plus en
log(N)

utilisant le lemme 4.2.8 on a immédiatement que (ii) est un O(=5~).

Pour (iv) on remarque que —u? Z '4(n)ra(|D] = nN) =0si N > |D|. Sinon en
1<n<|DI|/N
utilisant les lemmes 4.2.5 et 4.2.6 on obtient dans tous les cas que le terme dominant est
hulog(N).

Jusqu'’ici on a donc montré que le terme principal des contributions (ii), (iii) et (iv) est
hu log(N). 1l nous reste maintenant a étudier le terme (i) issu (comme (ii) et (iii)) des
places archimédiennes.

Le terme (i)

Le but de toute cette partie est de généraliser la démarche de P. Michel et E. Ullmo
dans [MU98| pour montrer une majoration du terme (i) par un O.(N°~1).

Commengons par poser :
~ > 2nIN
H(S) = —2u2 ZO’Ok (n)'f’(’)k(|D| + nN)Qs,1 (1 + W) .
n=1

Les lemmes 4.2.5, 4.2.6 et 4.2.7 assurent que H converge absolument pour Re(s) > 1
et définit une fonction holomorphe.

On va utiliser plusieurs fonctions introduites dans I'article de B. Gross et D. Zagier
pour étudier la fonction H au voisinage de 1. La fonction g, est définie en 2.1. On rappelle
donc :

Pour z, 2" € ‘H, on pose (|GZ86] p. 251 et 252) :

I’ L 1
1 AN / - _ - _
Ghn(er?) = 30 13+ 2 | (6) ~Tog(2n) + - (1,2) + g log(|D]) |
YT/ 1)
vz F£z

Pour A € Cly, on pose (|GZ86| p. 243) :

7]1\775("4) = Z G}V,S(TAU TAz)'

A1, A2€C1,
A1 A=A

Les calculs de B. Gross et D. Zagier montrent alors que (|GZ86| p. 243 et p. 247 combinée

172



avec p. 285) :

F[(S> = /7]1\/,5<Ok) = Z GJIV,S(TA17TA2) = Z G}V,S(Tfh?TAl)'

A1, A2€C1y, A1 €CI,
A1 Ay =0y,

On peut alors trouver dans l'article de P. Michel et E. Ullmo ([MU98| p. 673) une
étude d’un terme Gy ,(7,7) (= H(s) dans leur notation) pour un point de Heegner 7. Leur
résultat est le suivant :

Proposition 4.2.10. On a la majoration suivante, valable pour tout € > 0 :

s—1

lim (G}V78(T, T) — . f 1) = O.(N=7h).

Démonstration. Nous allons suivre [MU98| en remarquant que leur preuve reste valide
pour tout point de Heegner 7 lorsque D est fixé. On introduit le noyau automorphe pour
Lo(N)/{=£1} -
Gns(z,2') = Z gs(z,77").
€T o(N)/{£1}
vz'#z

On a alors I’égalité pour a > 1 :

G}Vys(T, T) — G}V@(T, 7) = Gns(T,7) — Gno(T,7) — 2hu (IIY( ) — FF,(a)) . (1)

On utilise pour conclure le lemme la proposition suivante, dont la preuve figure dans le
livre de H.Iwaniec [Iwa02| p. 105, théoréme 7.5.

Proposition 4.2.11. Soient a > 1 et Re(s) > 1. On note s;(1 — s;) la j-iéme valeur
propre du laplacien sur Xo(N). On prend de plus (u;); une base orthonormale de fonctions
propres associées a ces valeurs propres. On note de plus E, la série d’Eisenstein associée
a la pointe p. On pose enfin :

1 1

Xea(v) = (s—v)1-s-v) (a—v)(l—a—v)

On a alors ’égalité :

GN,S(ZaZ) GNa Z Z ZXSG 5] uj u](z )+ 47T /+ZR Xsa )E ( )dv,

pe{Pomtes}

et la série et ['intégrale convergent absolument et uniformément sur tout compact.
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Cette proposition permet de prolonger la fonction Gy (2, 2') — Gna(2, 2’) en une fonc-
tion méromorphe (que I'on notera de la méme maniére) sur le domaine R(s) > 1/2 avec
un pole simple en s = 1 de résidu égal & x (voir aussi [GZ86] p. 239). Cette fonction est
méme holomorphe sur le domaine Re(s) > 3/4 privé du point s = 1 (voir [MU98] p. 672).

On va choisir une bande verticale dans le plan complexe contenant 1’abscisse s = 1 dans
le but d’appliquer le principe de Phragmen-Lindel6f a la fonction :

K
s—1

Gns(T,7) = GNao(T,T) —

On en déduira une majoration au voisinage de s = 1 de celle-ci et donc par 'égalité (1) de

G}\LS(T, T)—kK/(s—1).

Tout d’abord par application des lemmes 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7 et 4.2.9 on a la majoration
valable pour R(s) > lete>0:

1
Cvalri) = O (NH (1 T 1|)) |

On va a présent étudier la croissance de la fonction Gy ((7,7) — x/(s — 1) (toujours par
'intermédiaire de 1'égalité (1)) dans une bande du type b < s < 14 ¢ avec 3/4 < b < 1.
On prend par exemple b = 7/8. On utilise alors ¢ = Im(s) et on a :

Proposition 4.2.12. [l existe un A > 0 tel que pour tout s dans la bande 7/8 < s < 1+¢
on a la majoration, avec t = Im(s) et 7 un point de Heegner :

GN,S(T7 7—) - GN,a(Ta 7—) - % < (N(l + |t|))Aa

et la constante implicite est indépendante de N.

Démonstration. On se reportera a [MU98| p. 673. O

On a donc une croissance suffisamment faible de la fonction Gy ,(7,7) — k/(s — 1) dans
la bande 7/8 < Re(s) < 14 & pour pouvoir conclure par le principe de Phragmen-Lindel6f
en utilisant ’équation fonctionnelle de [MU98| p. 654. Ceci achéve la preuve du théoréme
4.2.10.

Il suffit alors d’appliquer ce théoréme & chacune des h classes associées a k pour obtenir :
Proposition 4.2.13. On a la majoration valable pour tout € > 0 :

K

lin (ﬁ(s) —h 1) = O.(N*7Y).

S —
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Equivalent de la hauteur

Conjuguant les résultats des sections 3.2 et 3.3, on arrive a la conclusion suivante :

Théoréme 4.2.14. Soit k un corps quadratique dont le discriminant D vérifie les condi-
tions : D < 0, D est sans facteur carré et D =1 (mod 4). Soit xp € Xo(N) un point de
Heegner associé a k et posons : cp = (xp) — (00). On note hy, le nombre de classes associé
a k et up la moitié du nombre de ses unités. Alors on a :

oy (ep) ~ hyug log(N)
lorsque N € Ny tend vers l'infini.

Ces calculs généralisent le calcul de [MU98] mené alors pour D = —3, —4. Pour D fixé
avec |D| > 4 on sait de plus que u, = 1. Il suit deux corollaires :

Corollaire 4.2.15. Sous les hypothéses du théoréme, avec |D| > 4, on a l’estimation de
hy suivante : R
hayy(cp)

Nage log(N)

Corollaire 4.2.16. Pour tout discriminant D =1 (mod 4) négatif et sans facteur carré il
existe un entier No(D) et un certain ensemble Ny de congruences modulo D tels que pour
tout N > No(D) et N € Ny, les points de Heegner cp sont d’ordre infini dans Jo(N)(H).

Remarque : Pour certains petits IV on sait que le corps de définition est nécessaire-
ment strictement plus gros que Q. Par exemple on a ¢p € Jo(N)(H)\Jo(N)(Q) pour tout
N € {11,14,15,17,19, 20,21, 24, 27,32, 36,49}. En effet on connait les courbes modulaires
Xo(N) de genre 1, il y en a douze et elles correspondent aux niveaux N ci-avant. Ces
courbes sont des courbes elliptiques et on a donc dans ce cas un isomorphisme entre Jo(NV)
et Xo(V). On sait de plus que pour ces douze courbes le groupe Xo(N)(Q) est fini, i.e. leur
rang sur Q est égal a zéro. (On se base ici sur une étude des courbes modulaires de genre
1 dont la référence est [Lig75|.)

4.2.4 Remarques sur la conjecture de Lang et Silverman

On note dans la suite hg(A/k) pour la hauteur de Faltings (relative) d'une variété
abélienne A. La hauteur de Néron-Tate associée & 20 sera notée hy4(.).

Rappelons I’énoncé de la conjecture de Lang et Silverman sur les variétés abéliennes :

Conjecture 4.2.17. Soit g > 1 et soit k un corps. Il existe une constante ¢ = c(k,g) > 0
telle que pour toute variété abélienne A/k de dimension g, tout diviseur ample D € Div(A)
et tout point P € A(k) tel que Z-P = A on a :

hap(P) > ¢ he(A/k).
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On trouve dans l'article [JKO08| (a paraitre dans « Annals of Maths » ) I’équivalent
suivant, obtenu par des techniques de géométrie hyperbolique complexe :

Théoréme 4.2.18. Pour tout N sans facteur carré on a, lorsque N tend vers l’infini :
ha(Jo(N)) = 5 10g(N) + o(glog(N).

Or la dimension de Jy(N) est égale au genre de X((/N) et ce dernier s’exprime comme
suit lorsque N est sans facteur carré (voir [Shi94]) :

s =13 () S () oo

p|N p|N p|N

et donc en particulier on a I’équivalent lorsque N — 400 :

o)~ T (145)).

p|N

avec l’encadrement pour une certaine constante a > 0 :

1
1< 1+—) < aloglog(N).
H( p ()

p|N

Remarque : Les points de Heegner vérifient la condition Z-P = Jy(N) au moins lorsque
le discriminant D est choisi suffisamment grand. Cela découle de I’é¢tude menée par J.
Nekovar et N. Schappacher dans [NS99|.

On a donc :

Fait 4.2.19. Si nous réunissons ici les résultats obtenus dans les théoremes 3.11 et 3.17 :
hyyvy(c) ~ hulog(N) et hg(Jo(N)) ~ g(N)log(N)/3, on voit que la conjonction de ces
théoréemes constitue un exemple indiquant que la constante présente dans la conjecture de
Lang et Silverman doit nécessairement dépendre de la dimension g des variétés abéliennes
considérées. On peut méme affirmer pour un corps quadratique imaginaire k donné et H
son corps de classe de Hilbert :

o(H, g) < 3_hk _ 3[Hk]

g g

On déduit de plus de la comparaison des deux asymptotiques le corollaire suivant :

Corollaire 4.2.20. Soit k un corps quadratique dont le discriminant D vérifie les condi-
tions : D < 0, D est sans facteur carré et D =1 (mod 4). Soit xp € Xo(N) un point de
Heegner associé a k et posons : cp = (xp) — (00). Alors on a :

lorsque N € Ny tend vers l'infini.
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4.2.5 Torsion sur la jacobienne

On compare ici le résultat asymptotique montré précédemment avec un résultat existant
pour les petites valeurs du niveau N. On pourra se référer a I’article de H.Nakazato [Nak96].
On se place dorénavant dans la situation suivante : soit £ une courbe elliptique définie sur
Q. D’aprés le théoréme de Wiles étendu par Breuil, Conrad, Diamond, Taylor elle est munie
d’un morphisme non constant :

v : Xo(N) — E(C).

On note de plus E; ’ensemble des points de [-torsion de F. Si F n’est pas a multipli-
cation complexe on pose :

Sp = {1] Gal(Q(E)|Q) # Aute, (E)} U{IIN} U {2,3}.
Si E est a multiplication complexe on posera seulement :
S ={l|IN}U{2,3}.

Fixons alors un discriminant D = 1 (mod 4) négatif et sans facteur carré tel que les
facteurs premiers de D ne soient pas inclus dans Sg. L’ensemble Sg est fini et il y a une
infinité de tels D (voir [Nak96]). Soit alors N € Nj. Dans ces conditions on a :

Théoréme 4.2.21. (Nakazato) Soit T € Xo(N) un point de Heegner associé a k. Si on a
hi, > deg() alors (1) est un point d’ordre infini sur E.

Remarque : On peut minorer le degré de ¢ en fonction de N, par exemple en suivant
[Wat02] :
deg(ip) > Ni~°.

En utilisant cette remarque et les théorémes 4.2.16 et 4.2.21 on pourra garder a I’esprit
que les points de Heegner sur la jacobienne Jy(IV) sont génériquement des points d’ordre
infini.
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Chapitre 5

Annexes
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5.1 Extension en dimension 2 par isogénies

Nous allons montrer dans cette partie qu’il est possible d’étendre le domaine de validité
du théoréme 2.8.2 en utilisant des isogénies. Nous allons pour cela travailler le domaine de
Siegel I3 associé aux variétés abéliennes principalement polarisées de dimension 2.

Lemme calculatoire

Lemme 5.1.1. Soit v une place archimédienne. Soite € )0, 1] tel que az = (max{1/¢2, 36})z
est un entier. Soit T = 1, une matrice de Fy vérifiant de plus :

Im7’12 >e> O,
Im7m <aeg,

Imm > a45 Im7y.

Alors la matrice :
’ aa 0 Tl T12 azg O
T = 1 1
0 ag Ti2 T2 0 ag
est un €lément de Iy et vérifie les conditions :
Im 7, > max{1/e? 36},

Im7, =Im7y >e>0.

On remarquera de plus que det(r,) = det(7)).

Fonctorialité

Proposition 5.1.2. Soient k un corps de nombres et v une place archimédienne de k.
Soient A, et A, deux jacobiennes de courbes de genre 2 définies sur k munies de leur
diviseur théta respectif avec 7' une matrice de Fy vérifiant les conditions du théoréme 2.8.2

(On a A (k,) = C?*/(Z* + 7Z%) et Ay(k,) = C?*/(Z* + 7'Z%)). Soit :
P : AT e AT/

une isogénie telle que det(r) = det(7’). Alors il existe une constante c1(k, ®) > 0 telle que
pour tout point P € A.(k) d’ordre infini :

Favo(P) > ealh, ®) (1, (A7) — S log(deg @),
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Démonstration. 11y a deux structures concurrentes sur A, : on peut construire une premiére
hauteur de Néron-Tate associée au diviseur O et une seconde associée au diviseur *(0').
Afin d’obtenir I’énoncé pour A, il suffit d’utiliser successivement les faits suivants :

1. 11 existe un entier m = m(®) tel que mO — &*(O’) soit un diviseur ample sur A, ce
qui implique 'inégalité pour P € A, (k) :

mha, o(P) > /EAT;I)*(@/)(P)'

2. On a égalité hy, o) (P) = ha_ o(®(P)).

3. Comme 7’ vérifie les hypothéses du théoréme 2.8.2 on sait qu’il existe une constante
c(k) > 0 telle que pour tout point P € A (k) :

ha,e(P) > c(k) Wy (Ar).

4. On trouve dans [HS00] p. 467 'inégalité suivante (ici adaptée a notre situation) :

1
hst(AT) - hst(AT’) < 5 log(deg (1))

5. Comme det(7) = det(7’) on peut remplacer hy, par hl, dans 'inégalité précédente.

On trouve donc ¢ (k, ®) = c(k)/m.

Calcul de m(®) et deg(?)

On explicite ici le point (1) de la preuve du théoréme précédent.
Proposition 5.1.3. Pour l'isogénie ® donnée par le lemme 5.1.1 on a m(®) = a% + 1 et

deg(®) = a}.

Démonstration. L’entier m recherché peut étre identifié en comparant les polarisations sur
la variété abélienne A, : I'isogénie ® est donnée par une matrice M € Mat(2x2,Z).

Posons : )
a; 0
M_[O 1].

On a alors :
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C2_M,(C2
! |

A 2 AL
On peut calculer 7/ = éMTtM. Alors MZ? C Z? et Mt = a27' "M~ € 7'7%.
On veut comparer H,(Z) =t Z(Im7)"1Z et Hy(MZ) =t Z'M(Im7')"'MZ.
On a :
Hy(MZ)="Z'"M(Im7) 'MZ =a2'Z(Im7) ' Z = a2 H,(Z).
On cherche alors m tel que mH; — Hyo M > 0; il suffit de prendre m = a2 + 1.
De plus on a :
deg(®) = (Z*+ 772 : M(Z? + 7Z?)) = (Z? : MZ?)(7'Z* : MTZ?)
= det(M)det(a2' M) = at.
O

Remarque : On peut donc étendre un peu I’énoncé 2.8.2 en utilisant une décomposition
de 'ensemble des places de k. Soit ¢ € ]0, 1] choisi tel que as = (max{1/¢% 36})2 est un
entier. Pour une variété abélienne principalement polarisée, on note (Tv)veMgo les matrices
de périodes associées aux différents plongements complexes. Décomposons :

M]?O:N1UN2UN3UN4,
avec :
- Ny ={ve M?Imn, <d, Inn, <al},
- Ny ={ve M Imn, <d:, Inn, >a},

- N3={ve M?Imnm, >d:, Inn, <atlmr,},

Ny={ve M?Imr, >d:, Inm, >atlnm,}.
La conjecture de Lang et Silverman sera donc vérifiée pour des familles de jacobiennes
de courbes de genre 2 vérifiant, a la place de I'hypothése de 1'énoncé 2.8.2 « 7, € Fh . pour

toute place archimédienne v » une des trois assertions suivantes :

1. M]?O:Nl,
2. N1:N2:®
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3. N1:N3:®-

Démonstration. Dans le premier cas, on va utiliser un raisonnement par compacité. Défi-
nissons l’ensemble :

F = {A/k|A = Jac(C), dim(A4) =2, Im7,» < a’, Tr(A) > 64log Ny (D)}

La hauteur de Faltings des éléments de F' est bornée : en effet le discriminant est borné
par Tr(A) qui lui-méme est borné, donc la contribution des places finies est bornée. Pour
les places infinies, les fonctions 7, — log(6(0, 7,)?) étant continues sur des compacts, elles
sont bornées elles aussi, donc leur contribution est bornée.

Cet ensemble est donc un ensemble de variétés abéliennes définies sur un corps de
nombres fixé, de dimension fixée et de hauteur de Faltings bornée. Par le théoréme de
Faltings (voir par exemple [Bos96]) cet ensemble est donc un ensemble fini. II suffit alors
de considérer ces deux ensembles de réels :

F= Prélj‘%c){hA,@(P)} AeF,,
ZP=A
et :
Fy = {ha(A)| A€ F).
Ces deux ensembles sont finis, en particulier bornés, on obtient donc la conjecture de
Lang et Silverman dans ce cas avec une constante (non explicite) égale a inf F/ sup Fs.

Dans le deuxiéme cas il suffit d’appliquer les théorémes précédents.

Dans le troisiéme cas, on utilise le lemme d’isogénie pour ramener des matrices 7, dans
le domaine sur lequel on sait écrire notre minoration, et se ramener ainsi au cas précédent.
O

5.2 Duplication sur la surface de Kummer

On reproduit dans cette partie I’équation de la surface de Kummer et les formules
explicites de duplication cette surface. Les notations sont les mémes que dans le chapitre
2. Ces formules sont disponibles en ligne a ’adresse :

http ://www2.maths.ox.ac.uk/~flynn/genus2 /kummer/duplication.

Soit C' une courbe donnée dans le modéle :

C: y2 = a6x6 + a5:c5 + a4:c4 + a3:c3 + a2x2 + a1 + ag.

Pour tout diviseur donné par {(x,y), (u,v)}, on note (ki, ko, k3, ks) les coordonnées
normalisées du point associé sur la surface de Kummer : k; = 1, ks = x + u, k3 = xu et
ky = (M(z,u) — 2yv)/(x — u)?, ot M(z,u) est défini par :

M (2, u) = 2a9+ay (x+u) + 2as (xw) +as(z +u) (v1) +2a4 (vu)* 4+ as (2 4+ u) (2 )? + 2a6 (zu)?.
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5.2.1 Equation de la surface de Kummer

L’équation en Kp = (ki : ks : k3 : ky) de la surface de Kummer est :
R(kla k?a k3) ki + S(kla k?a k3) k;4 + T(kla k:27 k:3) = 07

oll on a poseé :

R = k‘% - 4k1k3,
S = —4/{?:1))010 — 2/{;%/@&1 — 4]{Z%]{Z3a2 — 2k1k2k3a3 — 4k1k§a4 — 2/{?2/{??2’CL5 — 4k§’a6,
T = —4kf‘a0a2 + kf‘a% — 4k§’k2a0a3 — 2]€%]€36L1G3 — 4]€%]€%CL06L4 + 4k%k2k3a0a5

—4]{3%]{32]{33(11&4 — 4]{:%]{;5(1’0@6 + 2]{3%]{?32(11&5 — 4]{3%]{?%&2&4 + k‘%k‘g&g
—4]{31]{?%(10&5 + 8k1k3k33a0&6 - 4]{31]{3%]{33(110,5 + 4]{31]{3211’%(110,6 — 4]{31]{32]{3?2’(12(15
—2/{?1]€§CL36L5 — 4/{?3010016 — 4k§’k3a1a6 — 4]€§/€§(L26L6 — 4k2k§a3a6 — 4]{Z§CL4CL6 + k§a§

5.2.2 Formules explicites de duplication sur la surface de Kummer

Soit (01,09, 03,04) = (K1, ko, k3, k4) les formes de duplication. Alors 6y, ds, d3, 04 sont
données par des quartiques en ky, ko, k3, k4 & coefficients dans Z[aq, ..., ag]. Les termes sont
ordonnés en blocs de degrés croissants en ay, ..., ag.

51 = 4k1ki’+4ki(k‘%a2—k2k3a5—3k§a6)+4k;4(—4k:‘(fa0a4+k;‘(fa1a3—8]{:%]{:2@0&5—Zk%k:gal%—
12]{;1]{;%@0@6 - ]{31]{35(11(15 - 6]{31]{32]{33(11(1,6 - 2]{31]{32]{33(12&5 - 4]{31]{3?2’(1,2(16 - ]{31]{3?2’(13(1,5 - 2]{35’(1,1(16 —
4k3ksasas—6kok3azas—8kiasas+2kia?) +4kiasai+4kialas+4kiagai—16kjasa2 +4kjaga? —
16k3a%ag —16kok3azasas — 16kiadas — 16kiagasay — 4k koksarazas +4kiksaya2 +4kok3aza? +
4k3k2asa? — 16k3keapaias — 32k3koagazas + 8k3koatas + 32k} kzapasas — 16k3ksapazas —
16k3kza2ag —64k?k2agasas — 8k k2agazas + 12k?k3a2 ag — 16k koksapasas — 16k koksay azag —
48k3k2apasag + 16k3k2agai + 24k3k3ayazas — 8kikiaiasas — 16kik2a3ag — 32k k3apazas —
16k:1k:§k‘3a0a§—24k:1k:§k3a1a3a6—16k‘1k2k§a0a5a6—8k:1kgkgalag—16k1k2k§a2a3a6+32k1k§aoa§—
16k k3a1asas — S8kikiaias — 16kjagasas — 16ksksapasas — 16kiksayasas — 48k3k3agas —
8kakiayasag — 16k3k3azsasas — 32kok3ara? + 8kijasasag.

52 = 4](?2](?2 + k’i (4]@’%&1 + 8](?1]{?20,2 - 8k1k3a3 + 5](?%&3 + 8]{32]{330,4 -+ 4](?%&5) + 2]434(2]6%&00,3 +
8](?%]62&0&4 + k?%k’ga,lag — 8](?%]63&0&5 + 8](?%]{33&10,4 — 6]{3%]{?30,2&3 + 4](?1](?%61,00,5 + 4](?1](?%&10,4 —
24]{31 k?gk?gaoa,@ + 8]{31 k2k3a1a5 + 8]{31]{?2]{33612614 - 5](?1](?2]630,% - 8]{31 k§a1a6 -}-8]{?1]{?%&2&5 - Gk’l k§a3a4 -+
2k3ayas + 4k3ksaiag + 4k3ksasas + S8kakiasas + kok2azas + 2k3azag) + kiatas + 5k?k3a3 +
16k5a1a2+k3aza2 +16kiakas — 8k k3ksayazas+32k2 kokza?ag — 20k  kok2ayazas — 4kiagazaz+
32k3koatag + 16k3koagaras — 4k3koagal — 32k3kzapasas + 16k3ksagazay + 16kikzaas —
6](?%]63&10% + 32]{?%]{3%&0&10,6 - 4](?%]6%&00,30,4 + 4]{3%11’%&%&5 - 64]6%]{32]{33&00,2&6 - 20]@’%]{32]{33&0&3&5 +
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32]{3 k2k3a0a4+16k k2k3a1a2a5—12k k2k3a1a3a4—20k; k2a0a3a6—14k%k§a1a3a5+16k%k§a1ai+
16]{32]{?2(1,2(1,5 20]{3 k’ 3020304 — 4]{31]{3 apasas + 8]{31]{33(1,1(16 - 56](?1](?%]{53&0(1,3(16 + 32]{31]{?%]{?3(1,0(1,4(15 +
32k k3ksaiasas — 64k kok2agasas + 32kikakiaga? + 16k kok3aiasas + 32k kokia3as  —
12k kok3azazas — 32kik3ajasas + 16k k3aia? + 16k k3asazag — 6kik3a3as — 4kjagazas +
8k3ksapai—4k3ksayazas+32k3kiaoasas+4kskiayal —4kikiasazag+32kok3apai+16kok3aasas—
4]{?2]{?3(13(1,6 4k§a3a4a6.

53 = 4]{?3]{?2 + 4]{/’2(—3]{3%(10 - ]{31]{32(11 + k§a4) + 4]{34(—8]{3‘;’(1,0(12 + Zk%a% - 6]{3%]{?2(1,0(13 -
4k3kzapay — kiksayas — 4kik3agas — 6k koksagas — 2kikoksayay — 2kik3a1as — 2k3agas —
12k2ksagag — kiksayas — 8kokiayas — 4kiasas + kiazas) + 4kjatag — 16kiata, — 16kiagas +
4kzasa2 +4kiatas +4kiaias—16k3apal — 8k3k3ayasas +4kikoalaz+4k3kia as+ 4k k3aias +
Sk’ 1000103 — 32]{3 k2a0a5 - 4]{31]{32]{350,1&30,5 - 16](?%]{32&00,2&3 + 32]6%]{33&%&6 - 16]{?%]{33(!00,1&5 -

Sk’ k?gaoa,g - 48k2k;2a0a6 8]{3%]{3%&0&10,5 - 16]{3%]{3%&0&2&4 - 16]{3%162]{?30,0&10,6 - 16]{3%162]{33&0&30,4 -
8kikoksalas — 48k k3apasas + 24k?k3apaszas — 16k?k3apal + 16k?k2a3as — 16k k3agaas —
16k1k§a0a2a5—24k1k§k3aoa3a5—16k1k§k3a%a6—16k1/§2k§a0a4a5—16k1k2k§a1a2a6+32k1k§’a0a4a6—
16k k3aga? — 16k1k3arazas — 16k5apazas — 32Kk3 k3a0a3a6 — 64k2k2agasas + 12k3k2apa? —

Sk’ k? 3010306 — 16]{32]{? o5 — 32]{32]{3 a1a40¢ + Skgk a1a5 ]_Gk’ 3U2A406.-

54 = k?i + 0+ 2k2(4k2a0a4 - k’ 1a1as + 4]{31]{32&0&5 + 8](?1]{330,00,6 + 41{:%@00'6 + 4](?2](?3&1&6 +
dkZasag—k2azas)+4ks(—2k3a2as—2k3aga3—2k3asa2+8k3kzagasas—2k3aas+16k k3agasag—
4k1k§a%a6+/€1/€2k3a1a3a5+8k apagay+12k3 k2a0a2a5—3k%k2a%a5+4k%k3aoa3a5—Qk%kga%a6+
2k1k apasas + 20](?1]{321630,00,3&6 + 8]{31]{3 apaqaQg — 2]{31]{3 a0a5 + 4]{31]{3 ajasag + 4]{? 2Q0A30¢ +
16]{3 k3a0a4a6 4]{? k3a0a5+2k k3a1a3a6+12k2k a1a406— 3]{?2]{? a1a5—|—8k a2a4a6)+16k4a2a6
k:4a3a5 2k4a1a5+16k:4a0a6 kia2ai+16k{aka3 —4kiaga?ag+16kiapadas+ 16k kokzapara? —
16k3a,azai — 8k kok3agaza? — 2k3a1a5 + 16k3a0a4a6 + 16kfadazag + k2a1a5 16kiatazas +
8kiapayasas—8kiaparaza,—4k] a0a2a3 —4kiatasa,—32k3 k2a0a3a6+32k k2a0a4a5+32k koo asag—
16k§’k2a0a1a3a5 + 32/{;%2@0(1%@5 — Sk%kQG?(IG — 8k%k2d%d2@5 641{? k3a0a4a6 + 32/€3k3a0a5
16k3kzaparazag+16k3kzagasazas—4akikzalazas+32kikial a4a6—|—16k52k2a0a5 24k3k2apa, azag+
641{:%k§a0a§a6+8k%k§aoa2a3a5—16]{:%]6%&%&2@6—2k%k§a%a3a5—l—64k; koksadasas—32k? koksagarasas+
641{? k2k3a0a2a3a6+8/€ k2k3a0a3a5 8k k2k3a1a3a6+64k2k aga§+96k2k3a0a2a4a6 32k k3a0a2a§—
16k2k2a0a3a6+8/€ k2apazasas— 32k2k2 2asa6+12k3k2a3 a2+ 8k3kia azazas+ 32k k3adasag+
32]{Z1]{Z ApA2a306— Sklk a1a3a6+64/{;1k2k3a a§+32k1/{; k3a0a1a5a6—|—48k1k2k3a0a3a6+64k1k2k aoalag—
32]{31]{32]{3 ApQoas5ag + 64k1k2k ApQ3a40g + 16]{31]{32]{32 70506 + 8]{?1]{?2]{? a1a3a6 64]{?1]{?%&0&2&% +
16k, k3agazasag + 32k k3a?a2 + 16k  kiayazasas — 4k k3ayaza? + 16kyagazagag — 4kjagaza? —
4]{?4 a4a6+32k k3a0a1a6—|—32k‘ k3a0a3a4a6—8k‘ k3a0a3a5+32k2k‘2a0a2a6 24]{? k’ a0a3a5a6+
64k2k3a0a4a6 —16k3k3apasa? + 16k2k§a%a% - 8k2k3a1a3a4a6 —2k3k3a aza2 — 32k2k3a0a3a§ +
32k2k a0a4a5a6—8k2k a0a5+32k2k a1a2a6—16k2k a1a3a5a6+32k2k a1a4a6—8k2k a1a4a5
4k§a0a§a6 + 8k§a1a4a5a6 — 8k5§a2a3a5a6 + 16k§a2aia6 — 4k;§a2a4a§ — 4k5§a§a4a6.
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5.3

Invariants d’Igusa des courbes de genre 2

On donne ici les formules des trois invariants d’Igusa que 1'on reprend directement de
[Igu60] p. 623 (en changeant simplement le nom des coefficients). On se donne un polynéme :

F(2) = a52° + aya* + as2® + asx® + a1z + ao.

On définit alors les trois invariants .Js, Jy et Jg, dont I'indice donne le degré en les
coefficients de F' :

Jo

Ju

Je

3 5
daias — 2aza4 + —as.

4

1
3 [25a0a2a5 15a1a5 — 15apasaqsas + Taiasagas + 2a1a3a5 a§a3a5 + 4a0ai

3
2 2 2 2 4

11125
2.2 9 2 .
16 [ 5 agasay — 25apa1a2a3 + 5ata; — 25aiaiai — 10aga;asasai + 10agasaqal
2 2 D 2 2 L yoo 7 1,2 1 6 3 3 2
—a7020405 — Za0a2a3a5 1 —ajasas + 2a1a2a3a5 asaz + 6agarajas — 3apazazajas

T o 9 2 2 3 7 2 3 7 4
+§a1a3a4a5 — 2aqa5a5a;5 + Zaoa3a4a5 — Za1a2a3a4a5 + ajasasas + 1—6a1a3a5
1 1 1 1 1
2.3 2 4 3 3.2 2.2 2 6
—Za2a3a5 aia; + aia2a3ay; — 4a1a3a4 4a2a3a4 + 8a2a3a4 64(13 .
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Résumé

Cette thése est consacrée a I’étude d’une conjecture de Lang et Silverman de mino-
ration de la hauteur de Néron-Tate sur les variétés abéliennes sur les corps de nombres.
Le premier chapitre décrit le matériel nécessaire a I’étude des chapitres suivants et fixe
les notations et normalisations. On montre dans le second chapitre que la conjecture
est vraie pour certaines classes de variétés abéliennes de dimension 2, en particulier
pour les jacobiennes ayant potentiellement bonne réduction et restant loin des produits
de courbes elliptiques dans I'espace de modules. Le second chapitre renferme aussi des
corollaires allant dans la direction de la conjecture de borne uniforme sur la torsion
et de majoration uniforme du nombre de points rationnels d’une courbe de genre 2.
Le troisiéme chapitre généralise les résultats de minoration du second chapitre aux ja-
cobiennes de courbes hyperelliptiques de genre g > 2. Le quatriéme chapitre contient
une étude de la restriction des scalaires a la Weil et une étude asymptotique de la
hauteur des points de Heegner sur les jacobiennes de courbes modulaires. Le cinquiéme
chapitre est une annexe contenant des formules explicites utiles pour la dimension 2 et
un paragraphe sur un raisonnement par isogénies.

Mots-clés : hauteur de Néron-Tate, hauteurs locales, hauteur de Faltings,
jacobiennes, courbes hyperelliptiques, torsion, points rationnels, fonctions
théta, coordonnées de Mumford, points de Heegner.

Abstract

This thesis concentrates on a conjecture made by Lang and Silverman which gives
a uniform lower bound for the Néron-Tate height on abelian varieties over number
fields. The first chapter provides a background for the understanding of the following
chapters and fixes the notations and normalisations used throughout the text. It is
proven in the second chapter that the conjecture is true for some classes of abelian
surfaces, in particular jacobians with potentially good reduction that lie outside an e-
neighbourhood of the elliptic curve product locus. This chapter also includes statements
towards the uniform torsion bound conjecture and uniform bounds on the number of
rational points on curves of genus 2. The third chapter generalizes the previous bounds
for heights to jacobians of hyperelliptic curves of greater genus. The fourth chapter
studies the restriction of scalars a la Weil and gives an asymptotic result for the height
of Heegner points on jacobians of modular curves. The fifth chapter includes explicit
formulas useful in dimension 2 and a short study involving isogenies.

Keywords: Néron-Tate height, local heights, Faltings height, jacobians,
hyperelliptic curves, torsion, rational points, theta functions, Mumford co-
ordinates, Heegner points.



