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RésuméLa théorie des jeux permet de dérire des systèmes d'interations omplexes entreagents. Dans le adre de la modélisation des interations moléulaires, nous avons appliquéette théorie a�n d'étudier la dynamique des réseaux d'interations à partir d'observations.L'objet est de aluler les équilibres orrespondant à des phénotypes ellulaires. Le modèlepermet de valider la ohérene des réseaux étudiés et de proposer des préditions sur leurstruture.En nous fondant sur le modèle des jeux Conversion Préférene (ou jeux CP), modèledisret se dé�nissant à partir de relations algébriques entre des situations de jeu, nousavons proposé un modèle pour la régulation hétérogène (signalisation et régulation gé-nétique), nommé : modèle générateur/généré. Ce modèle a été appliqué dans le adredes réseaux de régulation et notamment à deux appliations ; la première onerne unproessus impliqué dans la migration des ellules anéreuses via une moléule PAi-1,la deuxième onernant le hoix entre la mort ellulaire et la migration, deux fontionsaratérisées par une même morphologie.A�n d'aélérer le alul des équilibres dont la omplexité exponentielle est inhérenteaux modèles disrets fondés sur les graphes d'états, nous avons établi des méthodes per-mettant de prédire des équilibres à partir de la simple donnée de la struture du réseau.La prédition des équilibres stables onduit à la formulation d'un problème k-SAT qui seréduit fréquemment à un problème 2-SAT résolvable en un temps polynomial.La théorie des jeux et en partiulier le modèle des jeux Conversion Préférene paraitadapté à la modélisation des réseaux d'interations biologiques. Le modèle permet ladesription des équilibres au sein de systèmes biologiques omplexes tout en possédant laaratéristique de simpliité.AbstratWe applied game theory to study biologial interations. The objet is to omputeequilibria orresponding to ellular phenotypes. The model allows us validate the ohe-rene of biologial networks and to propose preditions about their struture. We appliedit on two biologial networks impliated in metastasis migration. To aelerate equilibriumomputation we established methods for predition that led to the formulation of a k-SATproblem whih is frequently redued to a 2-SAT problem solvable in polynomial time.
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IntrodutionDevant la di�ulté de ompréhension et la omplexité des phénomènes biologiques,di�érentes théories et méthodes issues de plusieurs domaines omme l'informatique, lesmathématiques et la physique ont été mises en plae. En e�et, es méthodes permettentd'aider à dérire et omprendre les méanismes qui régissent le fontionnement des phé-nomènes biologiques inarnés par des réseaux d'interations. Elles permettent d'étudierla dynamique de es réseaux et leur réponse aux perturbations de l'environnement. Ellespermettent aussi d'établir de nouvelles hypothèses apables d'expliquer des phénomènesobservables. Ces méthodes font appel à la modélisation et à la simulation.Un des enjeux de la modélisation pour les systèmes biologiques est de déterminerles on�gurations moléulaires responsables d'un omportement ellulaire, ou phénotypeellulaire, pouvant être soit une morphologie, soit une fontion spéi�que (apoptose, mi-gration, di�éreniation,. . .). Cette on�guration est onsidérée omme une réponse à unstimulis subi par la ellule qui entraîne le hangement de son omportement. Cette réponseorrespond à un état stable du système dans la mesure où elle induit un omportementobservable et don stable. En terme de modélisation, et état orrespond à un équilibre.Nous avons alors reours à des théories qui permettent d'extraire les équilibres des sys-tèmes biologiques. Notre hoix s'est dirigé vers la théorie des jeux.La théorie des jeux est onsidérée omme étant la théorie des interations omplexes.Elle a été initialement développée dans le adre de la modélisation de phénomènes éono-miques [Gib92, Kre90℄, puis dans de nombreux domaines d'appliation allant de la théoriede la déision [LR89℄ à la biologie [HS98, MS82℄ en passant par l'informatique [Pap01℄.Elle se fonde sur l'étude d'interations entre agents (onstituant un jeu) ; haun ayantune liste de hoix (appelés stratégies). A haque on�guration de stratégies des joueurs onattribue un gain pour haque joueur. L'issue du jeu est le alul de la on�guration pourlaquelle tous les joueurs maximisent leur gain. Cette on�guration est l'équilibre du jeuonnu sous le nom de son fondateur : équilibre de Nash [Nas96, Nas51℄. Nous présentonsdans e travail deux formalismes fondés sur la théorie des jeux : la théorie des réseaux dejeux et les jeux Conversion Préférene (jeux CP).La théorie des réseaux de jeux est une extension originale de la théorie des jeuxpermettant à un joueur de partiiper à plusieurs jeux simultanément. Cette théorie permetune représentation modulaire des réseaux d'interations. Chaque jeu peut représenter desinterations impliquées dans une même fontion. Les équilibres de Nash des di�érentsjeux du réseau, quali�és d'équilibres loaux, se ombinent pour former un équilibre global,dé�nissant ainsi un état d'équilibre pour tous les joueurs partiipant au réseau.



IntrodutionLa théorie des jeux CP onstitue une théorie algébrique disrète généralisant les jeuxstratégiques. Elle se struture par la dé�nition d'un ensemble de joueurs, un ensembled'états du jeu, une relation de onversion représentant les possibilités d'évolution du jeuet en�n une relation de préférene représentant les hoix des joueurs. Nous distinguonsdeux types d'équilibres. Le premier est l'équilibre abstrait de Nash qui permet d'extraireles équilibres stables du jeu et le deuxième l'équilibre CP qui permet d'extraire en plusles équilibres osillatoires.Nous avons proposé un adre de modélisation original nommémodèle générateur/générése fondant sur les jeux CP. Ce modèle permet d'intégrer des réseaux hétérogènes ouplantsignalisation et régulation génétique. Il permet la onstrution automatique d'un jeu re-présentant la dynamique du réseau étudié et d'en aluler les équilibres.Nous nous sommes posés deux questions à la suite de la onstrution de e modèle :est-il pertinent ? Est-il performant ?
• Eu égard à la pertinene, nous avons hoisi de omparer notre modèle à un forma-lisme disret onnu pour l'étude des réseaux de régulation, le formalisme de RenéThomas. Nous avons montré que le formalisme de Thomas pouvait être vu ommeune instane d'un jeu CP. En e�et, nous avons onstruit un jeu CP représentant leformalisme de Thomas et permettant le alul des mêmes équilibres.L'adéquation de notre modèle à l'étude des réseaux biologiques a été égalementonfrontée à la apaité de dérire des phénomènes observables, dans le adre d'uneollaboration interdisiplinaire. Nous avons proposé l'étude de deux modèles biolo-giques : le premier onerne la migration des ellules anéreuses via le système PAs(système Ativateur du Plasminogène), nous avons on�rmé les expérienes menéespar l'équipe [CMMD 7, CDMM07℄ par le alul des équilibres du réseau du systèmePAs, le seond modèle onerne une étude spéulative s'appuyant sur une étudebibliographique, permettant de dérire la balane entre deux fontions déisives ausein des ellules anéreuses : migration et apoptose.
• Eu égard à la performane, nous avons établi des outils permettant de gérer leproblème de taille du jeu CP présentant la dynamique du réseau étudié. En e�et,le jeu CP généré à partir du modèle générateur/généré ne peut prendre en omptequ'un nombre limité de gènes étant donné que la omplexité de l'algorithme générantle jeu CP est de l'ordre du nombre des états du jeu qui est exponentiel par rapportau nombre de gènes. Cette limitation est ommune à tous les formalismes disrets.Nous avons établi deux méthodes permettant de gérer e problème de taille. Lapremière s'appuie sur la omposition de jeux. Il s'agit de déomposer le réseau àétudier en sous-réseaux et étudier le sous-jeu assoié à haun, puis de déduire leomportement du jeu les omposant en s'aidant de théorèmes et résultats que nousavons établis. La deuxième méthode permet de prédire les équilibres du réseau àpartir de la seule donnée de sa struture. Ces deux méthodes permettent de prédirele omportement d'un grand réseau sans avoir à onstruire le jeu qui lui est assoié.Appliations biologiquesNous avons modélisé deux appliations biologiques par les deux théories des réseaux dejeux et des jeux CP. Ces deux appliations onernent des problématiques liées au aner.14



IntrodutionLa première onerne la migration des ellules anéreuses via le système Ativateur duPlasminogène (PAs). Il s'agit d'un pont moléulaire qui se forme entre la matrie extrael-lulaire et la membrane ellulaire dont la formation et la déformation permet la propulsionde la ellule. Nous avons montré l'existene de deux équilibres stables assoiés haunà une morphologie ellulaire di�érente. Chaune de es morphologies est assoiée à unefontion di�érente : la migration ou l'absene de migration.La deuxième appliation onerne la morphologie améboidale (ronde) de la ellule.Nous nous intéressons à ette morphologie pare qu'elle aratérise la ommutation entredeux fontions ellulaires essentielles : la migration améboide et l'apoptose. Le ontr�lede es deux fontions dans les ellules anéreuses est un point important. En e�et, pouramorer le yle métastasique, une ellule anéreuse devra migrer vers un autre organe.Le ontr�le de ette fontion est alors une première étape pour empêher la ellule d'ini-tier une métastase (tumeur seondaire). De plus, une des aratéristiques de la elluleanéreuse maligne est qu'elle ne répond plus aux signaux de mort ellulaire. Il est alorsaussi important d'étudier les phénomènes qui régissent l'apoptose. Nous avons modélisé leréseau représentant les gènes impliqués dans es deux fontions et nous avons pu extraireles deux équilibres stables assoiés aux deux fontions. Rappelons que les équilibres repré-sentent les on�gurations moléulaires responsables de la fontion qui leur est assoiée.Organisation du doumentCe mémoire s'organise en sept hapitres.
• Le hapitre 1 présente les di�érents modèles de jeux abordés. Dans un premier temps,nous présentons un modèle basique en théorie des jeux : les jeux stratégiques quise dé�nissent par la donnée des joueurs, de leurs stratégies et de leurs gains. Nousprésentons la méthode générale de alul d'équilibre de Nash.Puis, nous présentons la théorie des réseaux de jeux qui est une extension de lathéorie des jeux permettant à un joueur de partiiper à plusieurs jeux simultané-ment. Nous y onsidérons en partiulier deux niveaux d'équilibres : les équilibresloaux orrespondant aux équilibres de Nash des jeux du réseau qui se ombinenten équilibres globaux, à l'éhelle du réseau omplet.En�n, nous présentons un nouveau formalisme proposant un adre algébrique disretétendant les jeux stratégiques : les jeux CP (jeux Conversion Préférene). Un jeu CPse dé�nit par la donnée d'un ensemble de joueurs, un ensemble d'états de jeu appeléssynopsis, une relation de onversion représentant les possibilités d'évolution desjoueurs et en�n une relation de préférene représentant les préférenes des joueurs.Nous disutons des deux types d'équilibres dé�nis sous les jeux CP : les équilibresabstraits de Nash et les équilibres CP.
• Le hapitre 2 présente les di�érents types de réseaux d'interations sur lesquels portenotre modélisation. Nous étudions les réseaux de régulation représentés soit par desréseaux de régulation génétiques soit par des réseaux de transdution de signal. Onappelle réseau de régulation tout réseau dans lequel une entité in�uene une autreen modi�ant une grandeur observable qui lui est liée. Dans les réseaux génétiques,un gène régule la transription d'un autre gène soit en l'ativant (en augmentant sa15



Introdutiontransription) soit en l'inhibant (en diminuant sa transription). Les réseaux de voiesde transdution peuvent se voir aussi omme des réseaux de régulation. En e�et,toute ation sur une entité induit soit son ativation soit son inativation, et doninduit soit l'augmentation soit la diminution d'une grandeur liée à ette entité. Nousprésentons dans e hapitre deux exemples biologiques qui permettront d'illustrernotre modèle dans le reste du doument ; d'une part le réseau de régulation du gènesuppresseur de tumeur p53, d'autre part le réseau du phage qui est un virus infetantles batéries.
• Dans le hapitre 3 nous montrons la pertinene de la théorie des jeux CP en laomparant à un formalisme fondamental pour l'étude des réseaux de régulation.Nous prouvons que le formalisme de René Thomas peut être vu omme une instaned'un jeu CP.
• Le hapitre 4 présente un modèle onçu pour l'étude des réseaux de régulation fondésur les jeux CP : le modèle générateur/généré. Ce modèle permet de onstruire unjeu représentant la dynamique du réseau étudié par la simple donnée de sa struture.En e�et, le modèle générateur/généré permet de onstruire un premier jeu appelégénérateur qui représente la struture du réseau de régulation, puis le modèle génèreautomatiquement le jeu de la dynamique par une méthode de onstrution des deuxrelations de onversion et de préférene.
• Le hapitre 5 présente l'appliation du modèle générateur/généré à la migrationmétastasique. Nous présentons deux systèmes biologiques pouvant être onsidérésomme deux ibles thérapeutiques pour le aner. La migration et l'apoptose étantdeux fontions ellulaires qui ne sont plus ontr�lées dans une tumeur, il est né-essaire de les étudier a�n de mieux omprendre leur fontionnement. La premièreappliation onerne l'étude de l'impliation du système PAs (système Ativateurdu Plasminogène) dans la migration des ellules anéreuses. La deuxième applia-tion onerne l'étude de la balane entre deux fontions apoptose et migration étantdonné une même morphologie de la ellule.
• Le hapitre 6 est onsaré à la présentation d'une extension des outils du modèlegénérateur/généré. Le modèle se trouve onfronté à la taille du jeu généré. En e�et,elle est de l'ordre du ardinal de l'ensemble des parties de l'ensemble des gènesétudiés. Nous tentons dans e hapitre d'établir des méthodes de prédition deséquilibres des jeux sans avoir à générer le jeu CP orrespondant.
• En�n le hapitre 7 est onsaré à la présentation du logiiel CPGenGame. Il s'agitd'une plateforme implémentée sous mathématia permettant la onstrution au-tomatique du jeu CP et le alul des équilibres tout en se fondant sur le modèlegénérateur/généré.
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Chapitre 1Théorie des jeuxLa théorie des jeux se dé�nit omme l'étude des omportements rationnels des in-dividus en situation de on�it. Le on�it se dé�nit par les interations des individusqui s'opposent. La théorie des jeux o�re un ensemble d'outils analytiques onçus pourl'étude des phénomènes observés lorsque des agents interagissent entre eux. Cette théorietrouve ses appliations dans de nombreux domaines où l'interation entre di�érents ateursonstitue un élément entral pour la modélisation : l'éonomie pour l'étude des marhés[Gib92, Kre90℄, la politique pour la résolution des on�its militaires, l'informatique pourl'Internet [Pap01℄, la biologie pour l'étude des populations [HS98, MS82℄, et.La théorie des jeux propose un ertain nombre de solutions à es systèmes. Ces so-lutions dé�nissent les hoix que font les individus dans une situation. L'un des objetsprinipaux de la théorie des jeux onerne la déouverte de l'issue du jeu qui se modé-lise omme un équilibre. Ce onept fondamental a été introduit par John Nash en 1950dans le adre de l'étude des jeux non oopératifs [Nas96, Nas51℄. L'équilibre de Nash d'unjeu est une on�guration de stratégies (ations des joueurs) pour laquelle auun joueurn'a intérêt à dévier unilatéralement de ette on�guration. En d'autres termes, dans unéquilibre de Nash, les stratégies forment les meilleures réponses pour tous les joueurs.Les hypothèses de base en théorie des jeux onsistent à onsidérer que haque agentest rationnel, 'est-à-dire qu'il tente d'atteindre la meilleure situation pour lui et qu'ilest parfaitement informé du omportement des autres agents (il raisonne de façon straté-gique).La prinipale forme de jeux que nous allons étudier est la forme non-oopérative : lesjoueurs ne se oordonnent pas, ne s'entendent pas au préalable. On distingue plusieursmodèles en théorie des jeux : les jeux stratégiques [OR94, Osb03℄, les jeux séquentiels ouextensifs qui prennent en ompte la séquentialité des ations des joueurs [Kuh53, Kuh50℄,les jeux répétés prenant en ompte les répétitions des ations [Sor86, Sor02℄, les jeuxévolutionnaires permettant, entre autres, l'étude de populations [MS82, Wei97, YM06℄.Nous allons nous intéresser spéi�quement à deux nouveaux modèles en théorie desjeux. Pour les introduire nous présentons un modèle fondamental : les jeux stratégiques.Pour ela, la première setion sera onsarée aux jeux stratégiques, la deuxième présenteraune extension des jeux stratégiques : les réseaux de jeux, dans lesquels un agent peutpartiiper à plusieurs jeux simultanément. La troisième setion présentera un nouveauformalisme de jeux, les jeux Conversion préférene (jeux CP). En�n, la dernière setionproposera une omparaison entre les jeux stratégiques et les jeux CP.



Chapitre 1 Théorie des jeux1.1 Jeux stratégiquesUn jeu stratégique est un modèle d'interations entre agents (joueurs) où haun pos-sède un ensemble de stratégies (ou ations). Chaque joueur hoisit son plan d'ationsune fois pour toute, et es hoix sont faits simultanément. Étant donné que les joueurssont rationnels, ils visent à maximiser leurs gains tout en onnaissant les gains des autresagents.Tout le long de e hapitre, nous nous fondons sur un exemple élèbre de la théoriedes jeux pour illustrer les di�érentes notions. Ce jeu onstitue une situation typique deon�it ; il s'agit du dilemme du prisonnier.1.1.1 Exemple : Dilemme du prisonnierLe dilemme du prisonnier possède la partiularité de mettre en valeur les notionsfondant l'équilibre de Nash ontrairement à d'autres exemples. L'énoné est le suivant :Deux suspets sont arrêtés par la polie. Mais les agents n'ont pas assez de preuves pour lesinulper, don ils les interrogent séparément (les suspets ne peuvent pas ommuniquer)en leur faisant la même o�re :
• si un seul des deux dénone, elui-i est ertain d'obtenir une remise de peine alorsque l'autre obtient la peine maximale (10 ans),
• si les deux se dénonent mutuellement, ils seront ondamnés à une peine plus légère(5 ans haun),
• si auun ne dénone, la peine sera minimale (1 an), faute d'éléments au dossier.Nous allons dans la suite extraire la struture du jeu puis aluler la on�guration destratégies hoisie par les deux prisonniers.1.1.2 Dé�nitionDe manière formelle, les jeux stratégiques se présentent de la façon suivante :Dé�nition 1.1 (Jeu stratégique)Un jeu stratégique est un triplet 〈A, C, u〉 où :
• A est l'ensemble des agents ou joueurs.
• C = {Ci}i∈A est un ensemble d'ensembles de stratégies du jeu ; Ci = {c1

i , ..., c
mi

i }est l'ensemble des stratégies du joueur i.
• u : ×i∈ACi 7→ R

|A| est la fontion de gains 1 ; on note habituellement u = (ui)i∈A,ave ui : ×i∈ACi 7→ R la fontion de gains du joueur i qui lui attribue, pour haqueon�guration, un gain.On appelle on�guration de stratégies le veteur c = (c1, ..., cn) ∈ ×i∈ACi où ci ∈ Ciest la stratégie jouée par l'agent i.1On rappelle que |A| est le ardinal de l'ensemble A.20



Jeux stratégiques Setion 1.1Dilemme du prisonnierÉtant donné ette dé�nition nous pouvons extraire la struture du jeu du dilemmedu prisonnier. Celle-i se présente omme suit :Les joueurs :Les deux prisonniers {X, Y }.Les stratégies :Les di�érents hoix des prisonniers, soit se taire, soit dénoner l'autre :
CX = {Dénone, se Tait} les stratégies du joueur X,
CY = {Dénone, se Tait} les stratégies du joueur Y .Les gains :Ils orrespondent à l'opposé de la peine reçue, en nombre d'années, par haque prisonnieraux dépens de la on�guration de jeu dans laquelle ils se retrouveraient.Traditionnellement un jeu stratégique se représente par un tableau ayant omme di-mension le nombre de joueurs. Pour avoir une représentation simpli�ée, la sous-setionsuivante présente la onstrution d'un jeu à 2 dimensions.1.1.3 Représentation par tableauLes jeux stratégiques 2 × 2 � 2 joueurs ayant haun 2 stratégies � sont souventles plus utilisés pour représenter les notions de la théorie des jeux. Un tel jeu est habi-tuellement représenté de manière synthétique par un tableau où les stratégies du premierjoueur sont en lignes et elles du seond joueur en olonnes.Étant donné un jeu stratégique 2×2 〈{1, 2}, {{c1

1, c
2
1}, {c

1
2, c

2
2}}, (u1, u2)〉 ayant les gainssuivants :

u1(c
1
1, c

1
2) = w1 , u2(c

1
1, c

1
2) = w2

u1(c
1
1, c

2
2) = x1 , u2(c

1
1, c

2
2) = x2

u1(c
2
1, c

1
2) = y1 , u2(c

2
1, c

1
2) = y2

u1(c
2
1, c

2
2) = z1 , u2(c

2
1, c

2
2) = z2Alors la représentation par tableau est :

1/2 c1
2 c2

2

c1
1 (w1, w2) (x1, x2)

c2
1 (y1, y2) (z1, z2)Dilemme du prisonnierNous représentons dans la �gure 1.1 le tableau assoié au jeu du dilemme du prisonnier.Les gains à gauhe sont assoiés au prisonnier X et eux de droite à Y . 21



Chapitre 1 Théorie des jeuxUne fois la struture du jeu établie, une question se pose : quelle est l'issue du jeu,autrement dit, quelle est la situation hoisie par les prisonniers ?En terme de jeu, ette situation orrespond à la notion d'équilibre, appelé équilibre deNash.1.1.4 Équilibre de NashLa notion d'équilibre de Nash est un onept entral en théorie des jeux [Nas96℄.Cette notion apture les on�gurations stables d'un jeu stratégique. Il existe deux typesd'équilibres en jeux stratégiques, les équilibres de Nash purs et les équilibres mixtes.Le alul d'un équilibre de Nash est un problème di�ile. Nous nous ontenteronsd'évoquer les éléments onduisant aux méthodes fondamentales. Le alul d'un équilibrede Nash peut être séparé en plusieurs questions :
• Trouver un équilibre de Nash,
• Trouver un ou plusieurs équilibres purs, s'ils existent,
• Trouver un ou plusieurs équilibres mixtes,
• Trouver tous les équilibres de Nash.La liste de es questions n'est pas exhaustive et fait appel à des méthodes algorith-miques di�érentes qui varient aussi en fontion des aratéristiques des jeux. Il s'agitd'un domaine de reherhe atif qu'il nous semble impossible de ouvrir exhaustivement[MMT96℄. Nous donnons ii les prinipes élémentaires qui permettent de dérire le aluldes équilibres de Nash.Le alul des équilibres de Nash se fonde sur la notion de meilleure réponse. Il s'agitdu hoix maximisant le gain d'un joueur en fontion d'une on�guration de jeu donnée.1.1.4.1 Équilibres pursL'équilibre de Nash pur onstitue l'issue ohérente pour laquelle auun joueur ne re-grettera son hoix dans le ontexte du jeu. Pourtant, il ne onstitue en rien une solutionévidente immédiate et un jeu peut en ontenir plusieurs ou auun.Dé�nition 1.2 (Équilibre de Nash pur)Soit 〈A, C = {Ci}i∈A, u = (ui)i∈A〉 un jeu stratégique. Un équilibre de Nash est une on�-guration du jeu c∗ ∈ ×i∈ACi telle que :

∀i ∈ A, ∀ci ∈ Ci, ui(c
∗
−i, ci) ≤ ui(c

∗)où (c∗−i, ci) orrespond à la on�guration c∗ dans laquelle seul le joueur i hange destratégie : il joue la stratégie ci plut�t que c∗i . On note c−i le tuple privé de ci ; soit
c−i = (c1, · · · , ci−1, ci+1, · · · , cn).Dans un équilibre de Nash, la stratégie jouée par l'agent i est la meilleure réponsepossible aux stratégies des autres joueurs. L'agent i n'a don pas intérêt à hanger, seul,de stratégie. Le alul des équilibres de Nash purs se fonde ainsi sur la reherhe demeilleures réponses. Il s'agit du hoix maximisant le gain d'un joueur en fontion d'uneon�guration de jeu donnée. Formellement, une meilleure réponse se dé�nit ainsi :22



Jeux stratégiques Setion 1.1Dé�nition 1.3 (Meilleure réponse)Soit 〈A, C, u〉 un jeu stratégique, soit i ∈ A, soit c−i ∈ C−i. La stratégie c∗i du joueur i estune meilleure réponse à c−i si, et seulement si :
∀ci ∈ Ci, ui(c

∗
−i, ci) ≤ ui(c

∗
−i, c

∗
i )Étant donné un agent, ette méthode examine toutes les on�gurations possibles destratégies des autres joueurs et déterminent pour haune la stratégie jouée par l'agent.Clairement, une meilleure réponse possède un gain maximal pour une on�guration donnéede stratégies des joueurs adverses.Dé�nition 1.4 (Ensemble des meilleures réponses)Soit Γ = 〈A, C, u〉 un jeu, soit i ∈ A un joueur, soit c−i ∈ C−i, βi(c−i) dénote l'ensembledes meilleures réponses à la on�guration des joueurs adverses, soit :

βi(c−i) = {c∗i |ui(c
∗
i , c−i) ∈ max({ui(ci, c−i)|ci ∈ Ci})}Par extension, on note la on�guration des meilleures réponses ainsi :

Bi(c−i) = {(c∗i , c−i)|c
∗
i ∈ βi(c−i)}Les équilibres de Nash purs sont des on�gurations qui se situent à l'intersetion desmeilleures réponses de haun des agents.Proposition 1.1 (Équilibres de Nash Purs)Soit Γ = 〈A, C, u〉 un jeu, l'ensemble des équilibres de Nash purs est alulé ainsi :

⋃∈×m
i=1

Ci

m⋂

j=1

Bj(c−j)Formulé autrement, toutes on�gurations ∗ est un équilibre de Nash si elle véri�e
∀i ∈ A, ∗ ∈ Bi(c

∗
−i)Dilemme du prisonnierDans l'exemple de la �gure 1.1, l'équilibre de Nash orrespond à la on�guration (Dé-none, Dénone) (ou (DX , DY ), D : dénone, T : se tait) dans laquelle les deux prisonniershoisissent de se dénoner mutuellement.Tableau de gains Équilibre de Nash

X/Y Dénone Se TaitDénone (−5,−5) (0,−10)Se Tait (−10, 0) (−1,−1)
{(Dénone, Dénone)}Fig. 1.1 � Jeu du dilemme du prisonnier 23



Chapitre 1 Théorie des jeuxEn e�et, étant donné que les deux joueurs ne ommuniquent pas et ne peuvent donpas oopérer, ils préfèrent haun minimiser leur risque d'obtenir la peine maximale etdon jouer de manière raisonnable en supposant que l'autre puisse le trahir.La situation où les deux se dénonent mutuellement est la meilleure réponse pour lesdeux joueurs. En e�et, puisque uX(DX , DY ) > uX(TX , DY ), on en déduit que DX est lameilleure réponse pour la stratégie DY du joueur Y . De même puisque uX(DX , TY ) >
uX(TX , TY ), on en déduit que DX est la meilleure réponse pour la stratégie TY du joueur
Y . Don DX est la meilleure réponse possible du joueur X aux stratégies du joueur Y . Demême pour le joueur Y , la stratégie DY est la meilleure réponse possible aux stratégies dujoueur X. Il en déoule alors que la on�guration de stratégies (DX , DY ) onstitue bienl'équilibre du jeu, un état duquel auun des deux joueurs n'a intérêt à dévier.Il faut remarquer que ette situation ne orrespond pas à la on�guration assoiée àun optimum soial. En e�et, la situation pour laquelle les prisonniers auraient pu obtenirune peine moindre de 1 an haun, est elle où ils oopèrent et se taisent. Mais étantdonné que les deux joueurs ne ommuniquent pas, ils ne peuvent don pas se onerter.Cei montre que les équilibres de Nash ne orrespondent pas forément à une situationoptimale ; ainsi peuvent-ils re�éter une situation de non oopération.Il n'existe pas toujours d'équilibre de Nash pur dans un jeu stratégique. En e�et, ilexiste des jeux dans lesquels les joueurs ne peuvent pas hoisir une unique situation aril existe toujours une meilleure solution ailleurs pour au moins l'un d'eux. Dans e as,il faut intégrer des probabilités pour déterminer les hoix des joueurs. On appelle etéquilibre, un équilibre mixte.1.1.4.2 Équilibres mixtesLa notion d'équilibre mixte est désignée pour modéliser un état stable pour lequel leshoix des partiipants ne sont pas déterministes, mais sont réglés par des règles probabi-listes. Un jeu stratégique �ni, 'est-à-dire ave un ensemble de joueurs ayant un nombre�ni de stratégies, ontient au moins un équilibre mixte de Nash.Pour illustrer et équilibre, nous présentons l'exemple de pile ou fae.Exemple 1.1Deux joueurs A et B jouent à pile ou fae. Ils ont haun une pièe et doivent les laneret observer le résultat. Les règles du jeu sont les suivantes :

• Si les deux pièes a�hent le même résultat (deux piles ou deux faes) 'est le joueurA qui gagne,
• Si une pièe a�he fae et l'autre a�he pile, alors dans e as 'est le joueur B quigagne.Le jeu se struture omme suit :Joueurs :Les deux joueurs A et B.Stratégies :pile ou fae, CA = {pile, fae}, CB = {pile, fae}.24



Jeux stratégiques Setion 1.1Gains :Le gain du joueur A est supérieur à elui de B si les deux pièes a�hent le mêmerésultat, il sera inférieur sinon. Le gain du joueur B est supérieur à elui de A si les deuxpièes a�hent des résultats di�érents, il sera inférieur sinon.Étant donné qu'il faut respeter la relation d'ordre sur la fontion de gain, nous hoisis-sons d'aorder un gain de 1 pour le joueur gagnant et 0 au perdant. Dans e as, le tableaude jeu orrespondant est représenté dans la �gure 1.2. La on�guration (pileA, pileB) estune on�guration gagnante pour le joueur A, on lui aorde alors un gain de 1 et onaorde un gain de 0 au joueur perdant B.
A/B Pile FaePile (1, 0) (0, 1)Fae (0, 1) (1, 0)Fig. 1.2 � Jeu du Pile ou FaeSi nous essayons de aluler l'équilibre du jeu nous remarquons qu'auun des joueursn'est satisfait de n'importe quelle situation. En e�et, dans la situation (pileA, pileB) lejoueur B voudrait hanger et avoir fae ar dans e as il obtiendrait 1 plut�t que 0. Dansle as (pileA, faeB), le joueur A préférerait hanger vers la situation (faeA, faeB) ardans e as, il aurait 1 plut�t que 0, et. Il n'y a don pas d'équilibre pur de Nash. Il fautalors herher un équilibre mixte pour dérire l'issue du jeu.A�n de aluler les équilibres mixtes d'un jeu, il faut établir pour haque joueur sesstratégies mixtes. Soit un joueur i disposant d'un ensemble Ci =

{
c1
i . . . ck

i

} de stratégiespures (les stratégies initialement dé�nies). Ce joueur déide de tirer au sort la stratégiequ'il va jouer. Une stratégie mixte est alors un veteur σi de probabilités (σi(c
1
i ), . . . , σi(c

k
i ))que hoisit de respeter le joueur lorsqu'il e�etue son tirage aléatoire. Puisque σi est unveteur de probabilités, nous avons :

∀l ∈ [1; k], 0 ≤ (σi(c
l
i)) ≤ 1et

k∑

l=1

(σi(c
l
i)) = 1La notion d'équilibre mixte ou d'équilibre de Nash en stratégies mixtes est tout sim-plement la version étendue de la notion d'équilibre de Nash en stratégies pures. Il s'agitd'un ensemble de stratégies mixtes (σ∗

1, . . . , σ
∗
n) qui possède des arguments de stabilitéanalogue à eux d'un équilibre de Nash pur.Formellement, un ensemble de stratégies mixtes (σ∗

1 , . . . , σ
∗
n) onstitue un équilibre deNash en stratégies mixtes si, pour haque joueur i, la stratégie mixte σ∗

i est une meilleureréponse aux stratégies mixtes des autres joueurs.Dé�nition 1.5 (Meilleure réponse en stratégies mixtes)Soit 〈A, C, u〉 un jeu stratégique soit σ−i = (σ∗
1 , . . . , σ

∗
i−1, σ

∗
i+1, . . . , σ

∗
n), une on�gurationmixte pour les joueurs di�érents du joueur i. La stratégie σ∗

i du joueur i est une meilleure25



Chapitre 1 Théorie des jeuxréponse en stratégies mixtes à σ−i si, et seulement si :
∀σi, ui(σ

∗
−i, σi) ≤ ui(σ

∗
−i, σ

∗
i )Le alul des équilibres mixtes est plus omplexe que elui des équilibres purs. Di�é-rentes méthodes ont été proposées dans la littérature. Lors du alul des équilibres mixtes,on herhe à résoudre un système d'équations qui a�rme l'égalité des gains assoiés auxstratégies entre lesquelles le joueur est indéis. Le leteur peut se référer à [MMT96℄ pouravoir de plus amples préisions sur les di�érentes méthodes de alul des équilibres mixtes.1.2 Réseaux de jeuxLa théorie des réseaux de jeux est une extension de la théorie des jeux [Man06℄. Shé-matiquement, les réseaux de jeux permettent à des joueurs ou des agents de partiiper àplusieurs jeux simultanément. Ils autorisent une desription modulaire des interations ausein du réseau. Chaque module orrespond à un jeu spéi�que dé�ni par une fontion degain. Les paramètres de ette fontion de gains sont les stratégies des joueurs impliquésdans le jeu.Dans un réseau de jeux, les joueurs sont � partagés � entre plusieurs jeux auxquelsils partiipent en parallèle. Cependant, les stratégies qu'ils peuvent jouer sont les mêmesquel que soit le jeu. Nous donnons ii les prinipales dé�nitions des réseaux de jeux.1.2.1 Dé�nitionUn réseau de jeux onsiste prinipalement à dé�nir un ensemble d'agents onnetés àun ensemble de jeux. Formellement, un réseau de jeux se dé�nit de la manière suivante :Dé�nition 1.6 (réseau de jeux)Un réseau de jeux est un triplet 〈A, C,U〉 où :

• A est l'ensemble des agents, ou joueurs,
• C = {Ci}i∈A est un ensemble d'ensembles de stratégies ; Ci = {c1

i , ..., c
mi

i } est l'en-semble des stratégies du joueur i,
• U = {〈Aj, uj〉} est un ensemble de jeux ave pour haque jeu j : Aj ⊆ A l'ensembledes agents et uj : ×i∈Aj

Ci 7→ R
|Aj | la fontion de gains du jeu.Il n'est pas néessaire dans les jeux de U de rappeler l'ensemble des stratégies d'un agentar elles-i sont identiques pour tous les jeux auxquels il partiipe, et sont don assoiéesà l'agent plut�t qu'au jeu.1.2.2 Représentation graphiqueLes réseaux de jeux se représentent sous forme de graphes bipartis (�gure 1.3). Dansun tel graphe, les agents sont représentés par un erle qui ontient leur nom, et les jeuxpar des retangles. Les agents sont reliés aux jeux auxquels ils partiipent.Formellement, le graphe biparti assoié à un réseau de jeux 〈A, C,U〉 est dé�ni par

〈A,U , E〉, E ⊆ A × U où un ar (i, 〈Aj, uj〉) appartient à E si et seulement si i ∈ Aj .26



Réseaux de jeux Setion 1.2La �gure 1.3 montre, par exemple, que le joueur b partiipe à deux jeux.
Jeu 1 Jeu 3 Jeu 2a b e

c

f

g

d

h

Fig. 1.3 � Représentation graphique d'un réseau de jeux1.2.3 ÉquilibresDeux types de dynamique émergent de la représentation en réseau de jeux : une loaleassoiée à haque jeu et une globale ommune à l'ensemble du réseau. De fait, on dé�nitdeux notions d'équilibres : les équilibres loaux et les équilibres globaux. Les équilibresloaux orrespondent aux équilibres de Nash de haun des jeux onstituant le réseau. Leséquilibres globaux orrespondent à une on�guration d'équilibres pour l'ensemble des jeuxdu réseau et sont alulés en ombinant les équilibres de Nash des di�érents jeux. A�n deombiner les équilibres loaux, nous avons équipé la théorie de l'opérateur de projetionqui permet de se foaliser sur un jeu du réseau.Dé�nition 1.7 (Opérateur de projetion)SoitA = [1, · · · , n] un intervalle disret représentant un ensemble d'agents, et C = {Ci}i∈Aun ensemble d'ensembles de stratégies. Étant donné une on�guration c ∈ ×i∈ACi, ondé�nit pA(c) la projetion sur l'ensemble A ⊆ A :
∀A ⊆ A pA : ×i∈ACi → ×i∈ACi

c 7→ pA(c) = (ci)i∈AExemple 1.2Soit A = [1, 2, 3, 4] et c = (c1, c2, c3, c4). Si A = {1, 3}, alors pA(c) = (c1, c3).La dé�nition de l'équilibre global en tant que ombinaison d'équilibres loaux peutalors s'exprimer de la manière suivante.Dé�nition 1.8 (Équilibre global)Soit Γ = 〈A, C,U〉 un réseau de jeux, et c∗ = (c1, · · · , cn) une on�guration du réseau. c∗est un équilibre global si et seulement si,
∀〈Aj, u

j〉 ∈ U , pAj
(c∗) est un équilibre loal (i.e. de Nash) du jeu 〈Aj , {Ci}i∈Aj

, uj〉. 27



Chapitre 1 Théorie des jeuxLes équilibres globaux permettent de trouver les on�gurations stables du réseau,si elles existent. Dans de telles on�gurations, haque agent se trouve en situation demeilleure réponse dans haun des jeux auxquels il partiipe.1.2.4 Dilemme du prisonnier étenduPour illustrer les réseaux de jeux par l'exemple du dilemme du prisonnier, nous ajou-tons un troisième joueur pour onstituer un réseau de deux jeux à trois joueurs : un prohe
PY du détenu Y détient la somme volée par les deux amis. Il ontate alors X pour luiproposer un marhé. Étant donné que PY veut que le prisonnier Y obtienne le minimumde peine il tente de pousser X à ne pas dénoner Y . Il lui propose alors de partager lasomme ave lui s'il se tait et de garder tout pour lui s'il dénone Y . Toutefois, PY peuttrahir et peut ne pas tenir ses promesses et garder la somme pour lui dans les deux as :le as où X se tait et le as où X dénone Y . PY a deux stratégies : être honnête et tenirses promesses en donnant la moitié de 10 millions de dollars à X s'il se tait ou ne pas êtrehonnête et tout garder pour lui même si X se tait.Le nouveau jeu a alors deux joueurs X et PY . Le joueur X a toujours les mêmesstratégies que le jeu initial : dénoner ou se taire, le joueur PY a aussi deux stratégies :être honnête ou ne pas l'être. Les gains orrespondent aux sommes que haun gagneraen fontion de la on�guration de stratégies hoisie.Formellement la struture du réseau de jeux du dilemme du prisonnier étendu s'éritainsi :Joueurs :
A = {X, Y, PY }.Stratégies :
CX = {DX , TX}, CY = {DY , TY }, CPY = {HPY , PasHPY }.Gains :
U = {〈AX,Y , uX,Y 〉, 〈APY,X, uPY,X〉}, les jeux du réseau où AX,Y = {X, Y }, APY,X =

{PY, X}, les fontions de gains étant préisées sur la �gure 1.4.A�n de aluler les équilibres globaux du réseau de jeux du dilemme du prisonnierétendu, il nous faut tout d'abord aluler les équilibres loaux de haun des jeux duréseau :
• pour le jeu 〈AX,Y , uX,Y 〉 : {

(DX , DY )
},

• pour le jeu 〈AX,PY , uX,PY 〉 : {
(PasHPY , DX); (PasHPY , TX)

}.Nous pouvons alors aluler les équilibres globaux, 'est-à-dire ombiner les équilibresloaux ompatibles :Équilibre global : {
(PasHPY , DX , DY )

}28



Jeux Conversion Préférene Setion 1.3
PY XPY / X Dénone se TaitHonnête (10, 0) (5, 5)Pas H. (10, 0) (10, 0)

YX / Y Dénone se TaitDénone (−5,−5) (0,−10)Tait (−10, 0) (−1,−1)

Fig. 1.4 � Dilemme du prisonnier à deux jeux1.3 Jeux Conversion PréféreneDans ette setion, nous introduisons une nouvelle approhe fondée sur la théorie desjeux, les jeux Conversion Préférene que l'on dénote par jeux CP [LRLV06a, Les06℄. Cettethéorie propose un adre algébrique disret étendant les jeux stratégiques. De manièreinformelle, les jeux CP se distinguent des jeux stratégiques en intégrant dans la dé�nitiondu jeu la possibilité de varier les règles onduisant aux hoix. Ils abstraient aussi la notionde gain. Un jeu CP s'artiule autour de deux relations : une relation de possibilité et unerelation de faisabilité.Informellement, nous dé�nissons un jeu CP par quatre omposantes : les joueurs, lessituations, les règles et les tatiques. Les joueurs sont les agents partiipant au jeu etles situations les di�érentes on�gurations d'ations que peuvent avoir les joueurs. Lesrègles ditent aux joueurs leur possibilité d'ations, elle apture les évolutions possiblespermettant de passer d'une situation de jeu à une autre. Ces règles sont dérites par unerelation appelée onversion, notée par ◮i pour le joueur i.En�n, les tatiques dérivent les situations qui sont meilleures que d'autres, étant donné unritère spéi�que, pour un joueur rationnel. On dira que ette situation est préférée à uneautre. Ces tatiques sont dérites par une relation qu'on appellera relation de préférene,notée par ⊲i pour le joueur i. La relation de préférene permet aux joueurs de dérire destatiques de jeu en empruntant les situations les plus béné�ques pour eux.1.3.1 Dé�nitionUn jeu CP se dé�nit par un ensemble de joueurs, un ensemble de situations qu'onappellera synopsis, une relation de onversion et une relation de préférene pour haquejoueur. Formellement, il s'érit omme suit :Dé�nition 1.9 (Jeu CP)Un jeu CP est un quadruplet 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉 où :
• A est un ensemble de joueurs (ou agents).
• S est un ensemble de synopsis (ou situations).
• pour i ∈ A, ◮i⊆ S × S est une relation binaire de onversion sur S assoiant deuxsynopsis si le joueur i peut onvertir la première situation à la deuxième (peut passerde la première à la deuxième). 29



Chapitre 1 Théorie des jeux
• pour i ∈ A, ⊲i⊆ S × S est une relation binaire de préférene sur S assoiant deuxsynopsis si le joueur i préfère la seonde situation à la première.Remarque 1.1La relation de préférene est similaire à la relation de onversion d'un point de vue ma-thématique étant donné qu'il s'agit d'une relation binaire entre des situations. Un joueurpeut hanger d'un synopsis pour aller à un autre par onversion et il ompare es deuxsynopsis par la préférene.Dilemme du prisonnierConstruisons la struture du jeu CP représentant le dilemme du prisonnier.Joueurs :Les deux prisonniers X et Y : A = {X, Y }.Synopsis :Les di�érentes situations de jeux qui orrespondent aux di�érents hoix des prisonniers :soit les deux se taisent, soit les deux dénonent, soit seulement l'un des deux dénone :

S = {(D, D), (D, T ), (T, D), (T, T )}.Relation de onversion :Correspond aux possibilités d'ation se présentant aux prisonniers. Chaun peut passerd'une situation où il se tait à une situation où il dénone et vie versa.Relation de préférene :Correspond aux hoix des joueurs. Ces hoix se ditent par la reherhe de la peineminimale. Par exemple, dans une situation où X dénone, Y préfère dénoner aussi (ilobtient une peine de 5 ans) plut�t que de se taire (il obtiendrait 10 ans).1.3.2 Représentation graphiqueNous représentons les jeux CP par 2 multi-graphes.Un multi-graphe étant un graphe pouvant avoir plusieurs ars entre deux sommets.Un multi-graphe est dé�ni omme suit :Dé�nition 1.10Un multi-graphe est une struture 〈V, E, L, φ〉, où :
• V est un ensemble de sommets,
• E ⊂ V × V est un ensemble d'ars,
• L est un ensemble de labels,
• φ : E 7→ L est une fontion attribuant à haque ar un label.Remarquons qu'un ar peut avoir plusieurs labels.Revenons aux multi-graphes des jeux CP. Dans un jeu CP, un multi-graphe a la stru-ture 〈V, E, L, φ〉 suivante :30



Jeux Conversion Préférene Setion 1.3
• V représente l'ensemble des synopsis du jeu, V = S,
• E l'ensemble des ars assoiés à tous les joueurs : E =

⋃

i∈A(Ei), Ei étant l'ensembledes ars assoiés au joueur i.
• L l'ensemble des labels représentant les joueurs, L = A,
• φ la fontion qui attribue soit les onversions, soit les préférenes aux joueurs.On représente les jeux CP par 2 multi-graphes ayant tous les deux les mêmes sommets(les synopsis), les mêmes labels (les joueurs) mais di�èrent par rapport aux ars et à lafontion φ :
• Le premier représente la relation de onversion. Un ar existe entre deux sommets

s et s′ et φ(Es,s′) = i si s ◮i s′,
• Le deuxième représente la relation de préférene. Un ar existe entre deux sommets

s et s′ et φ(Es,s′) = i si s ⊲i s′.A partir de es deux multi-graphes, nous onstruisons le graphe �nal CP. Il existe unar entre s et s′ et φ(Es,s′) = i si ∃i ∈ A.s ◮i s′ et s ⊲i s′. Ce graphe représente unerelation de hangement d'état d'esprit que nous expliquons plus en détail dans la setionsuivante.Nous illustrons ette représentation graphique par la représentation du jeu du dilemmedu prisonnier. Nous présentons dans la �gure 1.5 les multi-graphes assoiés, à gauhe, àla relation de onversion, et à droite à la relation de préférene.Nous représentons les synopsis par des sommets du graphe. Les ars sont étiquetés par lejoueur assoié. Les ars en ontinu orrespondent à la relation de onversion et eux enpointillés à la relation de préférene.D,D D,TT,D T,T
yyyyxx xx D,D D,TT,D T,T

xyyxyx xyxyx y
Multi-graphe de la relation de onversion Multi-graphe de la relation de préféreneFig. 1.5 � Conversion et préférene du dilemme du prisonnier1.3.3 ÉquilibresLa notion fondamentale en théorie des jeux CP orrespond à la notion d'équilibre.Dans les jeux CP, on distingue deux formes d'équilibres :
• la première appelée équilibre abstrait de Nash orrespond à un onsensus sur ununique synopsis, 'est-à-dire tous les joueurs préfèrent une unique situation de jeuet ne veulent pas la hanger, 31



Chapitre 1 Théorie des jeux
• la seonde notion appelée équilibre CP orrespond à une hésitation. Un ensemble(une lasse) de synopsis est séletionné mais auun synopsis n'est hoisi et les joueurspeuvent passer d'un synopsis à un autre au sein de et ensemble sans en sortir.Équilibre abstrait de Nash :Informellement, un synopsis est un équilibre abstrait de Nash si tous les joueurs sontsatisfaits de ette situation et ne veulent pas la hanger, 'est-à-dire si un joueur peut bou-ger de ette situation pour aller à une seonde, elle-i n'est pas préférée. Formellement,un équilibre abstrait de Nash s'érit omme suit :Dé�nition 1.11 (Équilibre abstrait de Nash)Soit Γ = 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉 un jeu CP, un synopsis s est un équilibre abstrait deNash, noté EqanΓ (s), si :EqanΓ (s)

∆
= ∀i ∈ A, ∀s′ ∈ S.s ◮i s′ ⇒ ¬s ⊲i s′Cette notion d'équilibre fait appel à une nouvelle relation englobant les deux relationsde onversion et de préférene. En e�et, un synopsis est un équilibre si tous les joueurspeuvent y aéder et le préfèrent aux autres synopsis. On s'intéresse alors à une relationtraduisant le pouvoir et le vouloir qui est représentée mathématiquement par l'intersetionde la onversion et de la préférene. Nous l'appelons relation de hangement d'état d'esprit.Elle traduit le fait qu'un joueur peut et préfère passer de la situation ourante à unenouvelle. Le hangement d'état d'esprit d'un joueur i ∈ A, dénoté par →i est dé�niomme suit :Dé�nition 1.12 (Relation de hangement d'état d'esprit pour un joueur)

→i = ◮i ∩ ⊲iPlus généralement, nous dé�nissons une relation de hangement d'état d'esprit pourtout i ∈ A. Étant donné deux synopsis s et s′, s'il existe i dans A tel que s →i s′ alors onnote, de manière générale, s → s′. Nous dé�nissons alors une relation entre deux synopsisindépendamment des joueurs.Dé�nition 1.13 (Relation de hangement d'état d'esprit)
→ =

⋃

i∈A

→iÉtant donné ette nouvelle relation qui traduit le fait de pouvoir hanger de situationet de préférer en hanger, la dé�nition 1.11 peut être reformulée de la manière suivante :Proposition 1.2 EqanΓ (s)
∆
= ∀s′ ∈ S.¬s → s′32



Jeux Conversion Préférene Setion 1.3
D,D D,TT,D T,T

Fig. 1.6 � Graphe de hangement d'état d'esprit, EqanΓ ((D, D))La relation de hangement d'état d'esprit uni�e les di�érentes relations individuelles.En se fondant sur la proposition 1.2, nous pouvons dé�nir un algorithme en O(|S|) per-mettant de trouver les équilibres abstraits de Nash. Ils orrespondent à des puits dans legraphe de la relation de hangement d'état d'esprit. Ce point sera plus détaillé dans lasetion alul des équilibres 1.3.3.1.La �gure 1.6 représente le graphe de hangement d'état d'esprit du jeu du dilemme duprisonnier. L'équilibre abstrait de Nash orrespond à la situation où les deux prisonniersse dénonent mutuellement. Cet équilibre orrespond bien à l'équilibre de Nash du jeustratégique assoié au dilemme du prisonnier.Équilibre CP :La seonde notion d'équilibre, l'équilibre CP, peut se traduire par le fait que les joueursne peuvent pas hoisir un unique synopsis parmi un ensemble. Toutes les situations deet ensemble onviennent à tous les joueurs et auune n'est meilleure qu'une autre. Pourdé�nir formellement un jeu CP, nous avons besoin de dé�nir la notion de jeu réduit. Unjeu réduit est un jeu où haque synopsis orrespond à un ensemble de synopsis du jeuinitial.Dé�nition 1.14 (Jeu réduit)Soit Γ = 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉 un jeu, et soit ⌊S⌋ l'ensemble des synopsis dé�ni ommesuit :
⌊s⌋

∆
= {s′ ∈ S|s

∗
→ s′ ∧ s′

∗
→ s}son jeu réduit est dé�ni omme suit :

⌊Γ⌋
∆
= 〈A, ⌊S⌋, (⌊→⌋i)i∈A, (⌊→⌋i)i∈A〉ave :

⌊s⌋⌊→⌋⌊s′⌋
∆
= ⌊s⌋ 6= ⌊s′⌋ ∧ s → s′Remarque 1.2La relation ∗

→ désigne la fermeture transitive de la relation → :
(∃ {s1, . . . , sk} .s → s1 · · · → sk → s′)

∆
= (s

∗
→ s′) 33



Chapitre 1 Théorie des jeuxNous notons ⌊s⌋Γ le luster ontenant le synopsis s dans le jeu Γ.Un équilibre CP est un équilibre abstrait de Nash du jeu réduit. Formellement, il s'éritomme suit.Dé�nition 1.15 (Équilibre CP)Soit Γ = 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉 un jeu et soit ⌊Γ⌋ son jeu réduit, ⌊s⌋ est un équilibreCP : EqpΓ (⌊s⌋)
∆
= Eqan⌊Γ⌋(s)Nous dé�nissons l'ensemble des équilibres CP et les équilibres abstraits de Nash ommesuit :Dé�nition 1.16 (Ensemble d'équilibres)Soit Γ un jeu CP, nous notons par Ep(Γ) (resp. Ean(Γ)) l'ensemble des équilibres CP dujeu Γ (resp. équilibre abstrait de Nash).1.3.3.1 Calul des équilibres par les graphesLe graphe de la relation de hangement d'état d'esprit se onstruit en dé�nissantomme noeuds les synopsis et omme ars les relations de hangement d'état d'esprit : ilexiste un ar entre s et s′ si ∃i ∈ A.s →i s′.

• les équilibres abstraits de Nash représentent les puits du graphe (les noeuds d'oùauun ar ne peut s'éhapper). La �gure 1.7 montre un exemple de graphe ave unéquilibre abstrait de Nash.
• les équilibres CP orrespondent aux omposantes fortement onnexes terminales dugraphe. Un graphe est dit fortement onnexe si pour haque pair de noeuds x et

y il existe toujours un hemin allant de x vers y et un hemin de y vers x. Ungraphe quelonque n'est évidemment pas forément fortement onnexe mais peut enontenir. Nous appelons omposantes fortement onnexes (CFC) les sous graphesfortement onnexes d'un graphe. Une omposante fortement onnexe terminale estune omposante fortement onnexe n'ayant pas d'éhappatoire, 'est-à-dire que pourtout noeud de la omposante fortement onnexe CFC, s'il existe un ar sortant versun autre noeud, alors e dernier appartient forément à la omposante CFC.Pour aluler les équilibres CP, nous onstruisons un graphe qu'on appellera grapheréduit du graphe initial. Ce graphe réduit a pour sommets les omposantes fortementonnexes du graphe initial et omme ars eux dé�nis omme suit : il y a un arentre deux omposantes fortement onnexes CFC1 et CFC2 s'il existe un sommet
n1 dans CFC1, un sommet n2 dans CFC2 tel qu'il existe un ar entre n1 et n2 dansle graphe initial. Les puits dans le graphe réduit orrespondent aux omposantesfortement onnexes terminales du graphe initial. Les équilibres CP orrespondentalors aux puits du graphe réduit.La struture générale de l'algorithme se déompose ainsi :1. Calul des omposantes fortement onnexes,2. Constrution du jeu réduit,34



Jeux stratégiques et jeux CP Setion 1.4
s1 s2

s3

s4 s5

s1 s2

s3

s4 s5Fig. 1.7 � Exemple de graphe EqanΓ (s3)3. Calul des puits dans le jeu réduit.La omplexité de l'algorithme est de l'ordre de O(S. log(S)) [APT79℄. La �gure 1.8représente le graphe d'un jeu et son graphe réduit.a b d e f a (b,,d) (e,f)
Graphe initial Graphe réduitFig. 1.8 � Graphe initial et son graphe réduit, EqpΓ ((b, c, d))

1.4 Jeux stratégiques et jeux CPLes jeux stratégiques peuvent se traduire en un jeu CP mais l'inverse n'est pas tou-jours vrai. Nous présentons i-dessous la tradution des omposantes d'un jeu CP enomposantes d'un jeu stratégique puis nous expliitons les équilibres CP dans les jeuxstratégiques ; en�n, nous présentons l'apport des jeux CP partiulièrement dans le adrede l'étude des réseaux de régulation.1.4.1 Les omposantesNous exposons i-dessous les omposantes du jeu CP en présentant l'équivalent en jeustratégique, tout en montrant les apports de la première représentation par rapport à ladeuxième.Les joueurs :Dans les deux formes de jeux, les joueurs représentent les agents impliqués dans lesinterations du système étudié. Nous pouvons onserver les mêmes joueurs pour passerd'un jeu stratégique à un jeu CP. 35



Chapitre 1 Théorie des jeuxLes synopsis :Les synopsis abstraient les on�gurations de stratégies dans les jeux stratégiques. Parailleurs, la notion de synopsis peut être perçue plus généralement omme étant un état dujeu. Un joueur peut hanger d'état du jeu ou préférer un état à un autre. La partiularitédes synopsis réside dans le fait qu'il ne s'agit pas d'une notion déomposable. En e�et, unsynopsis représente un état du système et il n'est pas obligatoirement une ombinaisond'ations des joueurs. Cei n'est pas le as dans les jeux stratégiques, étant donné quepar dé�nition un état du jeu est une on�guration de stratégies des joueurs. La partiu-larité des jeux CP réside, entre autres, dans l'indépendane des synopsis par rapport auxstratégies des joueurs.La relation de onversion :La relation de onversion représente les possibilités de hangement d'état pour unjoueur. Une onversion, pour un joueur i, orrespond dans un jeu stratégique au pas-sage entre deux on�gurations de stratégies où seule la stratégie du joueur i hange etles autres demeurent �xées. Dans la représentation graphique des jeux stratégiques, lesonversions orrespondent aux hangements horizontaux pour le joueur en olonne et leshangements vertiaux pour le joueur en ligne. Formellement, étant donné deux on�gu-rations de stratégies c et c′, i un joueur, ei s'érit omme suit :
c ◮i c′ ⇔ ci 6= c′i ∧ c−i = c′−iLa relation de préférene :La relation de préférene inarne la relation d'ordre entre les gains dans le jeu stra-tégique. Étant donné deux joueurs x et y ayant haun deux stratégies c1 et c2, si

ux(c
1
x, c

1
y) < ux(c

1
x, c

2
y) alors le joueur x préfère l'état (c1

x, c
2
y) (où x joue sa stratégie c1et y sa stratégie c) à l'état (c1

x, c
1
y) (où les deux joueurs jouent leur stratégie c1). Formel-lement étant donné deux on�gurations de stratégies c et c′, ei s'érit omme suit :
c ⊲i c′ ⇔ ui(c) < ui(c

′)La �gure 1.9 rappelle le tableau du jeu stratégique assoié au jeu du dilemme du prisonnieret sa représentation graphique par le jeu CP.1.4.2 ÉquilibresDans les jeux stratégiques, les équilibres abstraits de Nash du jeu CP orrespondentaux équilibres purs de Nash. Une on�guration est un équilibre de Nash si auun desjoueurs n'a intérêt à hanger unilatéralement de stratégie sinon il diminuera son gain. sest un équilibre de Nash si un joueur hange de stratégie (de façon unilatérale) alors lenouveau gain est plus petit, 'est-à-dire, il ne préfère pas ette nouvelle on�guration.Nous retrouvons alors la dé�nition d'un équilibre abstrait de Nash : s est un équilibreabstrait de Nash, dans le as où si un des joueurs peut se onvertir de s vers un nouveausynopsis alors e dernier n'est pas préféré.Quant à l'équilibre CP, il ne orrespond pas toujours aux équilibres mixtes dans lesjeux stratégiques [LRLV06b℄. Cependant, il existe une ertaine similitude entre les deux.36



Jeux stratégiques et jeux CP Setion 1.4
D,D D,TT,D T,T

yyyyxx xx D,D D,TT,D T,T
xyyxyx xyxyx y

X/Y D TD (−5,−5) (0,−10)T (−10, 0) (−1,−1)Fig. 1.9 � Jeu stratégique et jeu CP du dilemme du prisonnierPar exemple, en éonomie, nous interprétons les équilibres mixtes [Osb03, OR94℄ ommeétant un état d'hésitation entre plusieurs stratégies représentées par une distribution deprobabilités. Un équilibre CP orrespond à un sous-ensemble de synopsis tel qu'auunsynopsis n'est globalement préféré à un autre. Cei peut dé�nir une notion d'hésitationsimilaire à l'interprétation que l'on a des équilibres mixtes.Il existe toujours un équilibre CP dans un jeu CP �ni. La preuve se déduit direte-ment de la onstrution du graphe réduit pour le alul des équilibres CP. Dans un jeustratégique, il n'existe pas toujours un équilibre pur de Nash mais il existe toujours unéquilibre mixte dans un jeu �ni.1.4.3 Intérêt des jeux CP par rapport aux jeux stratégiquesLa théorie des jeux CP dé�nit une approhe algébrique disrète des jeux. Elle distinguedeux types d'équilibres : abstrait et CP. Le passage à la notion ombinée de onversion,identi�ant les apaités d'ation du joueur, et de préférene, identi�ant le hoix du joueur,permet d'avoir une approhe plus intuitive de la dé�nition du jeu. En e�et, une desritiques apportées aux jeux stratégiques onerne la di�ulté à établir la fontion de gainpour haque joueur et sur l'interprétation faite des équilibres mixtes de Nash. Ces deuxnotions sont remplaées, dans les jeux CP, par la relation de préférene et les équilibresCP qui dé�nissent l'équivalene entre plusieurs situations de jeux pour les joueurs. Cetteéquivalene s'interprète omme une hésitation, tradution usuelle des équilibres mixtes deNash.De surroît, la théorie des jeux CP o�re un adre approprié pour la desription dis-rète de système dynamique dont l'évolution est régie par les interations entre di�érentsateurs. Les équilibres du jeu deviennent alors les équilibres du système et les situationsde jeu (synopsis) les états. Un équilibre abstrait de Nash sera interprété omme un étatstable et un équilibre CP omme un état osillatoire.Il faut aussi souligner l'intérêt de la représentation sous forme de graphe permettant37



Chapitre 1 Théorie des jeuxà la fois de proposer une visualisation simple des évolutions du jeu et ouvrant des pers-petives pour son analyse en s'appuyant sur la théorie des graphes.Les jeux CP se prêtent spéialement à la modélisation des systèmes biologiques. Dansles jeux stratégiques la représentation des stratégies, la fontion de gain et les équilibresmixtes n'ont pas un véritable sens dans les appliations biologiques. En e�et, si l'on veutmodéliser un système biologique ayant des agents biologiques omme joueurs et leursonentrations omme stratégies (c1, c2, c3, . . . , cn), selon les règles d'un jeu stratégique, ilest possible pour un joueur de passer d'un niveau c1 au niveau c3 sans forément passerpar le niveau c2. Cei n'a évidemment pas de sens biologique. La relation de onversionapparaît adaptée étant donné que ette relation est librement établie selon les besoins dusystème d'interations étudié. Ii par exemple, il existe une relation de onversion entre
c1 et c2 et non entre c1 et c3.L'intérêt de la modélisation des réseaux de régulation par les jeux CP sera plus am-plement détaillé dans le reste du doument.
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Chapitre 2Réseaux d'interation vus omme desréseaux de régulationUn des enjeux de la modélisation des systèmes biologiques omplexes est de déterminerles on�gurations moléulaires responsables d'un omportement ellulaire (di�éreniation,division, mort ellulaire, modi�ation morphologique, migration). La ellule reçoit onti-nuellement des signaux provenant de son environnement auxquels elle répond, soit enaugmentant la prodution d'un ensemble de ses moléules (protéines, enzymes), soit auontraire en la diminuant. La réponse à es signaux s'e�etue par des asades de régu-lations au sein de la ellule. Ces régulations se font à deux niveaux : par les voies detransdution de signal et/ou par les voies de régulation génétique.La �gure 2.1 identi�e les di�érentes voies de régulations par voie de transdution designal au sein du ytoplasme ou par voie de régulations génétique au sein du noyau de laellule. Ces régulations sont induites à partir d'un signal extérieur. Elles entraînent desomportements ellulaires di�érents aratérisant la réponse au signal en entrée.

Fig. 2.1 � Signalisation et fontionnement ellulaire



Chapitre 2 Réseaux d'interation vus omme des réseaux de régulation2.1 Régulation en biologiePour notre modélisation, nous nous intéressons à l'étude de réseaux d'interations a-ratérisant des phénomènes de régulation. Nous entendons par régulation la apaité d'unagent à agir sur la prodution ou l'ativité d'un autre agent. Dans les systèmes biologiques,un type de régulation très étudié est elui de la régulation génétique. Cependant, ettenotion peut s'étendre à d'autres types d'interations où l'ation d'un agent biologique apour onséquene la modi�ation de l'état d'un autre agent.La �gure 2.2 présente shématiquement les voies de régulation au sein d'une ellule enréponse à un signal extérieur. Cette réponse se fait au niveau ytoplasmique par voie detransdution de signal et nuléique par voie de régulation génétique.

Fig. 2.2 � Voies de régulation au sein d'une ellule adapté de D.Hanahan et RA.Weinberg[HW00℄Dans ette partie, nous présentons tout d'abord les méanismes de régulation impli-quant les voies de transdution de signal puis eux impliquant les réseaux de régulationgénétique.2.1.1 Réseaux de transdution de signalUn signal extérieur, via un réepteur ellulaire, se propage, omme une onde, à l'inté-rieur de la ellule par une asade de réations aboutissant à une réponse ellulaire : 'estla transdution de signal [AJL+04, Pi04℄. Généralement, les di�érents proessus d'unevoie de transdution de signal peuvent se déomposer en trois atégories :
• Ativation ou inativation par omplexation :Une moléule A inative devient ative en se �xant à une autre moléule B. Dans e42



Régulation en biologie Setion 2.1as, on dit que A inative (Ai) devient ative (Aa) par omplexation : Ai +B → Aa.Dans le as d'inativation, le phénomène dual se produit.
• Ativation ou inativation par phosphorylation :Une moléule inative Ai peut devenir ative par phosphorylation. Ai + p → Aa.A�n de simpli�er, nous pouvons onsidérer l'ativation par phosphorylation ommeétant un as partiulier de la omplexation.
• Ativation ou inativation par livage :Une moléule A inative peut devenir ative en se livant. Dans e as, il existeune moléule C responsable du déouplage de la moléule A inative (Ai) en unemoléule A ative (Aa) et une moléule résidu r : Ai + C → Aa + C + r. Dans eas, nous dirons que la moléule C régule la moléule Aa en l'ativant. En e�et, laprésene de la moléule C induit la présene de la moléule Aa.La �gure 2.3 présente les trois proessus possibles omposants les voies de transdution.D'une manière générale nous pouvons onsidérer que les voies de transdution de signalpeuvent se déomposer en deux atégories : la régulation et la omplexation. En e�et,l'ativation par livage peut être onsidérée omme étant une réponse à une régulation.Soit une moléule C responsable du livage d'une moléule A a�n de la rendre ative, onpeut onsidérer que la moléule C régule A positivement. On dit alors que C ative A.De manière symétrique, il existe une moléule C responsable de l'inativation d'une autre

A par livage. Dans e as, on dit que C régule A négativement. La phosphorylation,étant un arohage d'un groupe phosphate à une protéine, peut être vue omme uneomplexation. Nous pouvons alors déomposer les trois méanismes de signalisation :livage, omplexation et phosphorylation en deux prinipales atégories : régulation etomplexation.

Fig. 2.3 � Comportements ellulaires induits par des signaux2.1.2 Réseaux de régulation génétiqueLa régulation génétique hez les euaryotes est réalisée via des méanismes omplexes.Des protéines appelées fateurs de transriptions, jouent un r�le important : elles se lient43



Chapitre 2 Réseaux d'interation vus omme des réseaux de régulationà des sites spéi�ques, appelés sites de �xation, dans les régions régulatries des gènes.En se �xant à l'ADN et en formant des omplexes les uns ave les autres, les fateursde transription ont deux modes d'ation : ils peuvent ativer (e�et positif) ou inhiber(e�et négatif) la transription de leurs gènes ibles. Les fateurs de transription peuventeux-mêmes être régulés ; dans e as, ils partiipent à une voie de régulation génétique.Tout d'abord, nous expliitons le mode de synthèse des protéines à partir de l'ADNpuis nous présentons omment une protéine est apable d'in�uener la synthèse d'autresprotéines.2.1.2.1 Du gène à la protéineLes rapports entre ADN, ARN et protéines sont résumés dans le dogme fondamen-tal de la biologie moléulaire, qui dérit le sens du �ux de l'information génétique :ADN → ARN → Protéines.On appelle transription le méanisme qui assure la fabriation d'ARN à partir del'ADN ; il s'agit d'un proessus de reopiage de l'information génétique déoulant de lanature même de l'organisation des nuléotides, basée sur la omplémentarité des paires debases AT (ou AU) et GC dans des strutures double-brin. La synthèse de l'ARN est réaliséepar des enzymes, les ARN polymérases. Ils se lient très étroitement lorsqu'ils renontrentune séquene spéi�que de l'ADN, le promoteur, qui ontient le site d'initiation de lasynthèse de l'ARN et indique où elle-i doit ommener. L'ARN ainsi formé subira unproessus de maturation induisant la formation de moléules informatives utilisables pourla synthèse des protéines. Ce proessus se fonde, notamment, sur une méthode d'épissagepermettant d'obtenir une moléule essentielle pour la tradution en protéine ; il s'agit del'ARNm.La tradution permet, quant à elle, la synthèse des protéines. Elle utilise un omplexemoléulaire appelé ribosome qui se �xe tout d'abord à un site spéi�que sur l'ARNmpour débuter sa phase de leture. En se déplaçant sur la moléule, le ribosome traduit laséquene nuléotidique en séquene d'aides aminés. La séquene linéaire d'aides aminésainsi obtenue se replie pour former la protéine.La �gure 2.4 résume très shématiquement les étapes de synthèse des protéines à partirde l'ADN, en passant par les étapes de transription, d'épissage et de tradution.2.1.2.2 Régulation des gènesComme nous l'avons vu dans la setion préédente, il existe beauoup d'étapes dansla voie qui onduit de l'ADN aux protéines. Toutes es étapes, induisant la synthèse desprotéines, dépendent de plusieurs régulations :
• la régulation de la transription : quand et à quelle fréquene un gène donné doitêtre transrit
• la régulation de la maturation des ARNm produits : régulation de l'épissage
• la régulation de la balane entre prodution des ARNm, disponibilité en ribosomes,dégradation des ARNm : ontr�le de la tradution
• la régulation de la maturation des protéines : ontr�le du repliement et de la dégra-dation des protéines.44



Régulation en biologie Setion 2.2

Fig. 2.4 � Résumé des étapes de la synthèse protéiquePour la plupart des gènes le ontr�le de la transription est primordial et onstitue unpoint de ontr�le très important. A�n de simpli�er, nous onsidérons que la régulationgénétique onsiste en le ontr�le de l'expression du taux de transription des gènes. Ceontr�le s'opère grâe à des protéines appelées fateurs de transription. Ces protéinesfavorisent ou au ontraire inhibent l'expression d'autres gènes. Elles lient aux sites de�xation dans les régions régulatries des gènes usuellement appelés des promoteurs. Ense �xant à des promoteurs spéi�ques, seul ou en formant des omplexes les uns ave lesautres, les fateurs de transription peuvent ativer ou inhiber la transription de leur(s)gène(s) ible(s). De plus, les fateurs de transription peuvent être eux-mêmes régulés ;dans e as, ils partiipent à une voie de régulation. Ces protéines jouent un r�le lé dansles méanismes de régulation d'un organisme et la onnaissane de ertaines d'entre ellesreprésente une information partiulièrement intéressante dans la onstrution d'un réseaude régulation. Ainsi, un gène ible peut être régulé par une ombinaison de fateurs detransription et un fateur de transription peut réguler plusieurs gènes ibles.Ces phénomènes de régulation sont habituellement représentés par un graphe orientéet étiqueté appelé réseau de régulation génétique. Les noeuds du graphe orrespondentaux gènes (fateurs de transription ou gènes ibles). Les arêtes orientées représentent dese�ets transriptionnels ; elles sont étiquetées par �+� si elles représentent des ativationsou �-� dans le as d'inhibitions. La �gure 2.5 présente la représentation graphique assoiéeà haque mode de régulation.Dans la suite du mémoire, nous nous fondons sur deux exemples paradigmatiques pourillustrer les di�érents modèles formels abordés. Il s'agit premièrement d'un réseau impliquédans la régulation de la division ellulaire, puis du réseau du batériophage lambda, unvirus infetant les batéries. 45



Chapitre 2 Réseaux d'interation vus omme des réseaux de régulation
Régulation positive : AtivationInhibé Ativégène yPromoteur X

X gène yARN
x y

+
Régulation négative : Inhibition

x y
-

Ativé Inhibégène yPromoteur X

X gène yARN
Fig. 2.5 � Régulation positive et négative : la protéine X se �xe sur le promoteur et ativeou inhibe le gène y2.2 Réseau de régulation de la division ellulaireLa division ellulaire est un proessus parfaitement régulé dans les ellules euaryotes.Ce proessus est préédé par une longue phase de préparation appelée interphase et setermine par la formation de deux ellules �lles identiques ayant la même informationgénétique que la ellule mère. Le yle ellulaire peut être déomposé en deux étapes :l'interphase : omposée de trois phases suessives (G1, S et G2) et la division ellulaireappelée mitose. La ellule passe la majeure partie de sa vie en interphase. Par exemple,pour les ellules à division ellulaire rapide, l'interphase dure généralement entre 16 et 24heures alors que la mitose ne prend qu'une heure à deux [ABL+83℄. La phase G1 onsisteen une phase où la roissane est maximale, la phase S mène à la dupliation de l'ADN etla phase G2 permet la réparation des dommages produits pendant la répliation [Bas01℄.Il y a plusieurs méanismes qui ontr�lent le yle ellulaire et qui permettent degarder l'intégrité de l'information génétique [ABL+83, Bas01℄. En e�et, ertains gènesdé�nis en tant que suppresseurs de gènes de tumeur, peuvent arrêter le yle ellulaire àdes points de ontr�les ritiques a�n de réparer des dommages d'ADN ou d'induire la mortdes ellules. Nous nous sommes intéressés à la régulation ellulaire régulée par le réseau
p53−p21/cyclin−dependent−kinase2. Le gène suppresseur p53 inhibe la transition de G1à S en stimulant la transription du gène p21. La protéine p21 partiipe à ette régulationen inhibant l'expression des protéines kinases omme la cyclin − dependent − kinase2(cdk2) [WPSW04℄. Dans les ellules à tumeur, la protéine cdk2 doit être assoiée à laprotéine cyclinE pour sous-réguler la transription de p53. En dépit des mutations, esellules sont apables de passer par les phases G1/S et de ontinuer le yle ellulaire.Le réseau orrespondant est représenté dans la �gure 2.6. Ainsi, nous pouvons onsidérerque le réseau a deux états d'équilibre. Dans le premier, p53 et p21 sont ativés et inhibentla transition G1/S. Dans le deuxième, p53 et p21 sont inativés mais cdk2 est ativé et46



Réseau de régulation du phage lambda Setion 2.3permet la division ellulaire. Dans le réseau de régulation de p53, il y a deux inhibitionset une ativation (�gure 2.6).
p21 cdk2

p53

+

−

−

Fig. 2.6 � Réseau de régulation de la division ellulaire2.3 Réseau de régulation du phage lambdaLe batériophage lambda (phage lambda) est un virus qui infete les batéries, pluspréisément Esherihia oli (E.oli) [Pta03℄. Il est onsidéré omme une organisation trèssimple et un bon modèle pour étudier le vivant. Dès lors, il joue un r�le entral dansla naissane de la biologie moléulaire. Quand un phage renontre une batérie, il peuts'attaher à la membrane batérienne grâe à des réepteurs spéi�ques. Le génome duvirus peut alors pénétrer dans la batérie. Deux voies sont possibles :
• voie lytique : le virus utilise la mahinerie génétique de la batérie pour se répliqueret réer de nouveaux virus (une entaine environ). Après une phase de répliationqui dure environ 45 mn, la batérie se détruit et libère les virus dans l'environnementexterne.
• voie lysogénique : le virus intègre son matériel génétique dans le génome batérie.Dans e as, il n'y a prodution du virus que lorsque le génome batérien est repro-duit. La batérie est dite lysogénique. Le virus peut rester indé�nitivement dans legénome de son h�te. Néanmoins, il existe parfois des as où le virus se détahe dugénome de la batérie et entre en phase lytique. Mais la probabilité qu'un tel évé-nement se produise, sans l'intervention de signaux externes (par exemple les UV),est très faible.La déision entre la voie lytique et lysogénique est le résultat d'un méanisme génétiqueodé par deux promoteurs et deux gènes. La déision résulte de la onurrene entre deuxprotéines :
• la première s'appelle répresseur de lambda, onnu sous l'appellation CI. Elle estodée par le gène cI. Elle peut ativer d'autres gènes y ompris elle-même et peutréprimer d'autres gènes. cI est exprimé pendant la phase lysogène.
• L'autre protéine s'appelle CRO. Elle est odée par le gène cro et elle est expriméependant la phase lytique.Chaune de es deux protéines peut réprimer la synthèse de l'autre et favorise sapropre synthèse. CRO a la spéi�ité d'inhiber sa propre synthèse, à un niveau élevé desa onentration protéique [TTK95℄. La onurrene entre les deux protéines déidera de47



Chapitre 2 Réseaux d'interation vus omme des réseaux de régulationla voie empruntée, lyse ou lysogène. Si CRO l'emporte, il inhibera la synthèse de ertainsgènes et induira la synthèse d'autres impliqués dans la répliation du génome viral. Danse as, le virus entrera en phase lytique. Si CI l'emporte, le virus ativera la synthèsede gènes impliqués dans l'intégration de son génome au sein de elui de la batérie, etinhibera les autres gènes. Dans e as, le virus entrera en phase lysogénique. La dynamiquedu système de régulation formé par es deux entités a été modélisée grâe à de nombreuxformalismes et entre autres par Denis Thie�ry et René Thomas [TTK95℄ en utilisantomme point de départ le réseau de régulation qui sera présenté dans le hapitre 3. Pournotre modélisation, nous reprenons le même réseau de régulation.
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Chapitre 3Un formalisme disret vu omme un jeuCPLes formalismes proposés pour modéliser la dynamique des réseaux d'interations bio-logiques sont nombreux [dJ02, Gea04℄. Nous itons par exemple les équations di�érentiellesordinaires [ESAG01, CHC99℄, les réseaux booléens [Kau69, Tho73℄, les réseaux bayésiens[FLNP00℄, les réseaux de Petri [RML93, MDNM00℄ et les automates hybrides [Hen96℄.La plupart des approhes de modélisation se fondent sur les équations di�érentielles or-dinaires. Cependant, nous savons que les régulations représentent souvent des systèmesnon-linéaires. Il est alors di�ile de les résoudre analytiquement. En e�et, omme lesrésultats d'expérienes réalisées sur les réseaux sont prinipalement qualitatifs, la valeurdes paramètres inétiques est souvent inonnue. Les modèles les plus réents prennent enompte les aratéristiques qualitatives de la dynamique des réseaux en proposant desdesriptions logiques.Dans e hapitre, nous exposons un modèle formel qualitatif pour l'étude des réseaux derégulation. Ce modèle a été introduit par René Thomas [Tho91, TTK95℄. Nous présentonspar la suite omment e modèle peut être vu omme une instane d'un jeu CP [CDL+06℄.Nous présentons tout d'abord omment disrétiser les données obtenues de la régulationet omment elles se représentent graphiquement.3.1 Modélisation des réseaux de régulationNous avons présenté dans le hapitre préédent deux modes biologiques de régulationqui di�èrent mais dont le méanisme de régulation est équivalent. Nous onsidérons qu'uneentité ative une autre si elle induit l'augmentation d'une grandeur assoiée à ette der-nière. Elle l'inhibe dans le as ontraire. Dans le reste de e hapitre, nous nous foalisonssur l'étude des réseaux de régulation génétique.3.1.1 Disrétisation de la régulationDevant le manque de données ontinues et la non-linéarité des systèmes de régula-tion, les modèles disrets paraissent onstituer des modèles pertinents pour l'étude de ladynamique des réseaux de régulation. Dans les systèmes génétiques, l'augmentation de



Chapitre 3 Un formalisme disret vu omme un jeu CPla onentration d'une protéine odée à partir d'un gène x peut induire l'augmentation(ativation) de la onentration d'une autre protéine odée par un gène y. La protéinevient se �xer sur le promoteur du gène y et induit l'augmentation de son taux d'expres-sion. La protéine augmente alors la onentration des protéines traduites. Généralement,dans le as d'une régulation positive (ativation), une augmentation de la onentrationdu produit du gène x induit une augmentation du taux de synthèse de la protéine odéepar le gène y suivant une ourbe sigmoïdale. Le gène x a une in�uene quasi nulle sur
y au-dessous d'un seuil Sx,y (orrespondant au point d'in�exion de la sigmoïde), et une�et d'augmentation de synthèse du produit de y au delà de e seuil. Dans le as d'unerégulation négative, nous remarquons une sigmoïde symétrique à la préédente.Pour simpli�er, nous supposons que la onentration des protéines traduites est équi-valente au taux d'expression des gènes. Pour la modélisation, nous onsidérons que le gène
x ative l'expression du gène y diretement. De manière duale, nous onsidérons que legène x inhibe le gène y sans prendre en ompte les protéines.La �gure 3.1 présente les sigmoïdes assoiées à la régulation positive et la régulationnégative.Régulation positive (Ativation)

x y
+

τx

τy

Sx,yTaux d'expression de yen fontion de elui de x

Régulation négative (Inhibition)
x y

-
τx

τy

Sx,yTaux d'expression de yen fontion de elui de xFig. 3.1 � In�uene de l'ativation et de l'inhibition sur l'expression d'un gèneL'in�uene d'un gène sur un autre étant de nature sigmoïdale, les modèles disretstentent de simpli�er la donnée ontinue du taux d'expression en la disrétisant, et e,en aordant à haque palier de la sigmoïde un niveau d'expression. Le modèle disretfait alors orrespondre à haun des omportements d'un gène x, un niveau d'expression.Étant donné le domaine d'expression d'un gène x ativant y, présenté dans la �gure 3.1,le omportement du gène x di�ère tout dépend si son taux d'expression se situe en-dessous du seuil Sx,y ou au-dessus. Nous disrétisons le domaine de taux d'expression enaordant un premier niveau noté 0x si τx < Sx,y, un deuxième niveau noté 1x si τx > Sx,y.La représentation des niveaux des gènes n'est pas forément booléenne. En e�et, il estpossible de représenter des niveaux multi-valués. Supposons par exemple qu'un gène xrégule deux gènes à la fois, en inhibant le premier gène y et en ativant le deuxième52



Modélisation des réseaux de régulation Setion 3.1gène z. L'in�uene du gène x sur les deux autres gènes dépend diretement du tauxd'expression de x. Etant donné que l'in�uene d'un gène sur un autre dépend du seuilassoié à la régulation, la régulation des gènes y et z dépend du niveau de x par rapportau seuil Sx,y assoié à l'inhibition de y et par rapport au seuil Sx,z assoié à l'ativationde z. Dans e as, trois omportements di�érents sont assoiés au gène x dépendant deses trois di�érents niveaux d'expression :
• soit τx < Sx,y, dans e as x inhibe z et ative y,
• soit Sx,y < τx < Sx,z, dans e as x inhibe z et y,
• soit τx > Sx,z, dans e as x inhibe y et ative z, .La �gure 3.2 présente les sigmoïdes superposées assoiées aux régulations par x.

y x z
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τx

τy, τz

Sy Sz

0x 1x 2x

Les niveaux d'expression de x (notés 0x, 1x et 2x) sont obtenus en disrétisant sontaux d'expression τx, et dépendent des seuils Sx,y et Sx,z des sigmoïdes. Le niveau 0xorrespond à τx < Sx,y, le niveau 1x à Sx,y < τx < Sx,z, et le niveau 2x à Sx,z < τx.Fig. 3.2 � Niveaux d'expression d'un gèneLa représentation graphique des réseaux de régulation peut prendre en ompte leniveau d'expression du gène néessaire pour que la régulation ait lieu. Il su�t d'étiqueterles arêtes du réseau, en plus du signe de régulation (+ ou -), par le niveau d'expression àpartir duquel la régulation est e�etive. Pour l'exemple préédent, l'ativation du gène zrequiert un niveau 2 du gène x. L'inhibition de y est e�etive au niveau 1. Le réseau derégulation de et exemple est exposé dans la �gure 3.3.3.1.2 Représentation des réseaux d'interations graphiquementRappelons qu'un système biologique de régulation est représenté par un graphe orientéet étiqueté. Formellement, il s'érit omme suit : G = 〈V, E, e, t〉
• V les noeuds représentant un ensemble non vide de gènes, ou plus généralement lesvariables du système, 53



Chapitre 3 Un formalisme disret vu omme un jeu CP
y x z

2,+1,-
Fig. 3.3 � Graphe de régulation multivalué

• E ⊆ V × V , l'ensemble des arêtes, (x, y) ∈ E si x régule y,
• e : E 7→ {+,−} orrespond au signe de la régulation : e(x, y) = + si x ative y ou

e(x, y) = − si x inhibe y,
• t : E 7→ N orrespond au niveau d'expression du gène régulateur pour lequel larégulation est e�etive. t(x, y) = 2 si x doit atteindre le niveau 2 pour réguler legène y.Dans le système de régulation du phage présenté dans le hapitre 2, le hoix entre lesdeux voies lytique ou lysogénique dépend de la ompétition entre deux gènes cI et cro.La prodution de cI inhibe l'expression du gène cro et ative sa propre synthèse, pendantque la prodution de cro inhibe sa synthèse en plus de elle du gène cI.
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0 1 2niveau d'expression de roFig. 3.4 � Sigmoïdes des régulations de cI et croLa �gure 3.5 présente le graphe d'interation du réseau de régulation du phage déduitde la �gure 3.4 représentant les régulations au sein du réseau.54



Modèle disret de régulation de René Thomas Setion 3.2
I ro1,-1,-1,+ 2,-

Fig. 3.5 � Réseau de régulation du phage λ3.2 Modèle disret de régulation de René ThomasA�n de résoudre le problème d'absene de données quantitatives dérivant les systèmesgénétiques, Thomas a introduit une approhe booléenne permettant une desription quali-tative de la dynamique de es systèmes omplexes. Il a dérit son formalisme dans le adrede son appliation à la régulation du phage lambda introduit dans le hapitre préédent.Par la suite, il a généralisé son formalisme à des niveaux d'expressions multivalués.Le formalisme de René Thomas onsiste en la génération de tous les modèles représen-tant le réseau d'interation étudié pour en�n séletionner eux menant au graphe d'étatsatisfaisant les propriétés temporelles du réseau. La logique temporelle [Eme90℄ et le �mo-del heking� [MM93, CCG+02℄ des méthodes formelles sont utilisées pour permettre laséletion automatique des modèles pertinents.Les propriétés biologiques sont traduites en spéi�ations formelles, utilisant une lo-gique temporelle [BCRGM04, BCC+03℄. Les formules temporelles ainsi obtenues sontvéri�ées sur les graphes d'états générés par l'approhe de Thomas par des méthodes demodel heking. Si auun des modèles n'est séletionné, la ohérene du réseau d'intera-tion est mise en doute. Autrement dit, les modèles générés peuvent être employés pourprévoir le omportement des mutants ou pour élaborer de nouvelles hypothèses [Ri05℄.Nous exposons le modèle de René Thomas en nous fondons sur l'exemple pragmatiquede régulation du phage λ [RCB07℄.Paramètres logiques et ressoures :A�n de traiter les régulations positives et négatives de la même façon, nous présentonsla notion de ressoure. Une variable x est ressoure d'une variable y quand x induit uneaugmentation du taux d'expression de y. En as d'ativation, x est ressoure si son tauxd'expression est au-dessus du seuil Sx,y et dans le as d'inhibition, x est une ressoure sison taux d'expression est enb -dessous du seuil Sx,y. La fontion Ry donnant l'ensembledes ressoures du gène y, quel que soit l'état s, se dé�nit omme suit :Dé�nition 3.1La fontion de ressoure pour un gène y, quelque soit l'état s, s'érit omme suit :
Ry(s) = {x ∈ G−(y)|(ex,y(y) = + ∧ sx ≥ Sx,y) ∨ (ex,y(y) = − ∧ sx < Sx,y)}, où G−(y)désigne l'ensemble des prédéesseurs du gène y dans le graphe de régulation G.Dans le réseau de régulation du phage λ la liste des ressoures pour cI et cro estreprésentée dans le tableau 3.1 55



Chapitre 3 Un formalisme disret vu omme un jeu CP
cI cro RcI Rcro

0 0 {cro} {cI, cro}
0 1 {} {cI, cro}
0 2 {} {cI}
1 0 {cI, cro} {cro}
1 1 {cI} {cro}
1 2 {cI} {}Tab. 3.1 � Ressoures assoiées à haque état du système du phageL'e�et de la ressoure Ry(s) sur l'évolution de l'état s est dé�ni par une fontion deparamétrisation Ky : 2G−(y) → {0, . . . , by}. Cette fontion aorde un poids à haqueressoure de y. Ce poids orrespond au niveau que y tente d'atteindre à partir de sonniveau à l'état s. Autrement dit, :

• si sy < Ky(Ry(s)) alors y tend à augmenter son niveau d'expression,
• si sy = Ky(Ry(s)) alors y maintient son niveau,
• si sy > Ky(Ry(s)) alors y tend à diminuer son niveau d'expression.Tout Ky(p), p ∈ G−(y) est appelé paramètre logique. L'assoiation de ette fontionave le graphe d'interation (K, G) est abusivement appelée un modèle.Les paramètres logiques assoiés à cI appartiennent à l'ensemble {0, 1}, eux de croappartiennent à l'ensemble {0, 1, 2}. Etant donné que l'on assoie 4 paramètres logiquesà haque gène (par exemple, 4 ressoures possibles pour cI : {} , {cI} , {cro} , {cI, cro}),ei nous amène à 24 ∗ 34 = 5182 modèles di�érents pour le réseau d'interation de cIet cro. La �gure 3.6 représente un exemple de modèle, à gauhe le tableau représentantles paramètres logiques aordés à haque ressoure, à droite un tableau réapitulatifreprésentant l'évolution de l'état donné par es paramètres logiques hoisis.Ressoures KcI Kcro

{} 0 0
{cI} 1 1
{cro} 1 0

{cI, cro} 1 2

cI cro KcI ◦ RcI Kcro ◦ Rcro

0 0 1 2
0 1 0 2
0 2 0 1
1 0 1 0
1 1 1 0
1 2 1 0Fig. 3.6 � Un modèle représentant l'interation cI − croGraphe d'états :La dynamique de la régulation se modélise généralement par un graphe d'états. Ungraphe d'états est un graphe représentant l'évolution des états d'un système. Ces évolu-tions sont données dans le modèle de Thomas par les paramètres logiques assoiés à haqueétat de départ. Les noeuds du graphe orrespondent aux états du système, i.e. l'attribu-tion d'un niveau aux di�érents gènes du réseau, et les ars représentent les transitions56



Modèle de René Thomas vu omme étant instane d'un jeu CP Setion 3.3d'états possibles. Deux formalismes prinipaux existent pour dérire les transitions dansun graphe d'état : soit une représentation synhrone [Kau69℄ ou asynhrone. Contraire-ment au modèle synhrone, le modèle asynhrone ne permet pas la réalisation de plusieurstransitions en même temps. Une seule transition est autorisée, i.e. une transition entredeux états implique que es états ne di�érent que par le niveau d'expression d'un seulgène. La représentation de Thomas suit le modèle asynhrone.Étant donné les paramètres logiques du modèle, les transitions sont dé�nies ommesuit :
• Soit s et s′ deux états du système. Il existe un ar entre es deux états s'il existeune variable y telle que ∀x 6= y, sx = s′x et :

(s′y = sy + 1 ∧ sy < Ky(Ry(s))) ∨ ((s′y = sy − 1 ∧ sy > Ky(Ry(s)))

• Soit s un état du système. Il existe une boule sur s, (s → s) si sy = Ky(Ry(s)), ∀y.Le graphe d'état orrespondant au modèle représenté dans la �gure 3.6 est dérit dansla �gure 3.7.
cI

cro

0 1

0

1

2

Fig. 3.7 � Graphe d'état du phageDynamique du réseau :Étant donné le graphe d'état représenté dans la �gure 3.7, nous remarquons que legraphe ontient des puits orrespondant aux équilibres du système. Un premier équilibrestable représenté par l'état {(1cI , 0cro)},puis un équilibre osillatoire {(0cI , 1cro), (0cI, 2cro)}.3.3 Modèle de René Thomas vu omme étant instaned'un jeu CPDans ette setion, nous prouvons que le modèle de René Thomas peut être vu ommeune instane d'un jeu CP. Nous nous fonderons sur la régulation du phage pour illustrerle résultat.A�n de montrer que le modèle de Thomas est une instane d'un jeu CP, nous allons ex-pliiter les omposants du modèle de Thomas en terme de jeu Γ = 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉,'est-à-dire établir les joueurs, les synopsis, la relation de onversion et la relation de pré-férene. Nous établissons les omposants du jeu CP du réseau du phage. 57



Chapitre 3 Un formalisme disret vu omme un jeu CPLes joueurs :Ce sont les gènes du réseau biologique : A = {cro, cI},Les synopsis :Ce sont les états du système orrespondant à la disrétisation des niveaux d'expressiondes gènes :
S = {(0cI , 0cro), (0cI , 1cro), (0cI , 2cro), (1cI , 0cro), (1cI , 1cro), (1cI , 2cro)}La relation de onversion :Elle donne les possibilité d'évolution d'un état vers un autre. Étant donné que le modèlede René Thomas est un modèle asynhrone, 'est-à-dire qu'il ne permet le hangement deniveau que d'un seul gène, la relation de onversion assoiée doit prendre en ompte etteasynhroniité. Soit s et s′ deux synopsis :

s ◮x s′
∆
= |s′x − sx| = 1 ∧ (∀y 6= x, |s′y − sy| = 0)Par exemple, pour le phage, (1cI , 0cro) ◮cro (1cI , 1cro) est une relation faisant partiede l'ensemble des onversions. La relation de onversion du phage est représentée par legraphe de gauhe de la �gure 3.8.

0, 0 1, 0

0, 1 1, 1

0, 2 1, 2

IIIIIIro ro ro roro ro ro ro 0, 0 1, 0

0, 1 1, 1

0, 2 1, 2

III rorororororo
Multi-graphe de la relation de onversion Multi-graphe de la relation de préféreneFig. 3.8 � Conversion et préférene du phage, la valeur à gauhe est assoiée à cI et ellede droite à croLa relation de préférene :Elle est ditée par la fontion de paramétrisation K. Etant donné deux synopsis s et

s′, e dernier est préféré au premier, par rapport au joueur x, si le niveau d'expressionde x dans l'état s′ se situe entre son niveau à l'état s et la fontion Kx(Rx(s)). End'autres termes un état est préféré à un autre s'il permet l'évolution vers la fontion deparamétrisation.
s ⊲x s′

∆
= (sx < s′x ≤ Kx(Rx(s))) ∨ (sx > s′x ≥ Kx(Rx(s)))58



Disussion Setion 3.4Nous déduisons du tableau 3.6 les valeurs des fontions de paramétrisation. Par exemple,on a KcI(RcI((0cI , 0cro))) = 1, alors :
(0cI , 0cro) ⊲cI (1cI , 0cro) puisque 0cI < 1cI ≤ KcI(RcI((0cI , 0cro))).La relation de préférene du phage est représentée par le graphe de la �gure 3.8.En résumé, nous dé�nissons un jeu CP représentant le formalisme de Thomas ainsi :Dé�nition 3.2Soit (K, R, V, E, e, t) la struture dé�nissant un modèle de Thomas, on dé�nit le jeu CPéquivalent par 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 ave :

• A = V
• S = ×x∈V [0 : max {t(x, y)|(x, y) ∈ E}]

• ◮i : s ◮x s′
∆
= |s′x − sx| = 1 ∧ ∀y 6= x, |s′y − sy| = 0

• ⊲i : s ⊲x s′
∆
= (sx < s′x ≤ Kx(Rx(s))) ∨ (sx > s′x ≥ Kx(Rx(s)))Nous dénotons par [a : b] = {x ∈ N|a ≤ x ≤ b}.Équilibres :Les équilibres du jeu CP orrespondent aux puits du graphe de relation de hangementd'état d'esprit. Les équilibres CP trouvés dans le graphe de la �gure 3.9 orrespondentà eux trouvés par le formalisme de Thomas. Il s'agit des deux équilibres orrespondantl'un à la lyse {(0cI , 1cro), (0cI , 2cro)} l'autre à la phase lysogénique {(1cI , 0cro)}.

0, 0 1, 0

0, 1 1, 1

0, 2 1, 2

Fig. 3.9 � Graphe de hangement d'état d'esprit du phage3.4 DisussionLa tradution du modèle de René Thomas dans un jeu CP onstitue une première étapepour s'assurer de l'adéquation des jeux CP à la modélisation des réseaux d'interationsbiologiques. En se fondant sur un modèle disret de référene, nous souhaitons savoir sile modèle des jeux CP possède la même apaité de modélisation que le modèle de RenéThomas. Cette tradution nous permet de le on�rmer. 59



Chapitre 3 Un formalisme disret vu omme un jeu CPMontrer que le formalisme de René Thomas peut être vu omme une instane d'unjeu CP présente plusieurs intérêts. En e�et, en plus de dé�nir un adre sémantique aumodèle de René Thomas, ei permet de quali�er les équilibres biologiques en équilibresde jeux. Il s'agit de plus d'utiliser des théorèmes plus généraux onernant les jeux CP etdans une ertaine mesure eux des jeux stratégiques.La théorie des jeux CP permet aussi d'ouvrir à d'autres modèles disrets de régulation.Cei est l'objet du hapitre suivant (hapitre 4).
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Chapitre 4
Coneption de modèles formels sefondant sur les jeux CP

L'étude de la dynamique des systèmes omplexes, représentés par des réseaux d'intera-tions, doit tenir ompte de deux éléments. Le premier a trait aux interations élémentairesqui orrespondent, dans le adre de la régulation, à des ativations ou à des inhibitions.Le deuxième orrespond à l'étude du système dans sa globalité, en s'appuyant sur lesinterations élémentaires, dans le but de dérire la dynamique du système.L'un des enjeux de la biologie des systèmes est d'essayer de trouver des règles gé-nérales permettant de dérire la dynamique des systèmes biologiques. La biologie nousapprend que les systèmes sont en permanene a�rontés à des exeptions indiquant qu'ilserait impossible de trouver des lois mathématiques pour les dérire. L'une des auses dees exeptions, que l'on peut évoquer, relève de la dépendane d'un organisme à son envi-ronnement. Pour la modélisation des systèmes biologiques nous sommes alors onfrontés àdeux problèmes : le premier étant de tenter de trouver des règles générales régissant toutsystème d'interation et le deuxième de déterminer les exeptions à es règles permettantde dérire les propriétés observées dans un environnement donné. Il s'agit de trouver unmodèle qui permet d'abord de trouver toutes les possibilités dérivant d'une manière gé-nérale le système et puis de séletionner elles qui sont e�etives, respetant les propriétésdu système étudié.L'approhe que nous proposons est d'examiner es problèmes l'un après l'autre. D'abordnous tentons d'examiner toutes les interations potentielles du système étudié en nous ap-puyant sur une desription loale des interations. Puis nous étudions le fontionnement duréseau d'interations dans un environnement donné. Cette analyse repose sur l'étude desexeptions du fontionnement potentiel du système. Pour ela, nous dérivons le modèlede jeux CP pour la modélisation des réseaux de régulation nommé modèle du généra-teur/généré (setion 4.1), nous exposons les di�érents omposants d'un jeu CP biologiqueet nous présentons la méthode de onstrution du jeu dérivant la dynamique du systèmepar le modèle du générateur/généré.



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CP4.1 Modèle générateur/généréDans ette setion, nous présentons un modèle de jeu CP dont l'objetif est de trouverdes règles générales aux systèmes étudiés tout en onsidérant les propriétés qui leur sontpropres. On appellera e modèle : modèle du générateur/généré. Il se fonde sur la donnéed'un ensemble de onversions dérivant les relations élémentaires entre ertains synopsis,représentant les interations entre les joueurs du réseau étudié. Cet ensemble se nommele générateur, il sera préisé dans la setion 4.1.1.A partir du générateur, d'autres onversions sont générées automatiquement selonune méthode que nous dérirons en setion 4.1.2.1. La relation de onversion obtenuereprésente, pour l'étude des interations biologiques, les évolutions potentielles du systèmeétudié. Il apparaît alors néessaire de réduire les possibilités d'évolution a�n de déduirele omportement du système sous l'in�uene d'un ontexte environnemental spéi�que.Cette rédution s'opère grâe aux préférenes dont le r�le onsiste shématiquement àséletionner parmi les onversions générées elles qui sont e�etives et qui orrespondentau ontexte d'étude.La dé�nition des préférenes s'établit en partie automatiquement et en partie manuel-lement grâe à l'expertise. Le détail du proessus est abordé en setion 4.1.2.2.Présentons d'abord de manière générale le prinipe de e modèle.4.1.1 Struture du jeu générateur et du jeu généréLe modèle du générateur/généré onsiste à partir d'un jeu initial appelé générateuret de générer automatiquement un seond jeu appelé jeu généré. Avant d'introduire lesdétails permettant d'engendrer le jeu généré à partir du jeu générateur, nous dé�nissonstout d'abord la struture des deux jeux.Le jeu générateur :Il représente la struture du réseau d'interation étudié. La relation de onversion du jeugénérateur orrespond à la tradution des interations élémentaires du réseau. La relationde préférene reste identique à elle de onversion. Le jeu générateur possède la struturesuivante :
Γ = 〈A, S, (◮i)i∈A, (◮i)i∈A〉La �gure 4.2 à gauhe présente le graphe du jeu générateur assoié à l'exemple 4.1.Le jeu généré :Il dérit la dynamique du réseau étudié. A partir du jeu générateur Γ on en déduit unjeu généré noté Γ . Les joueurs et les synopsis sont identiques à eux du jeu générateur.Par ontre la relation de onversion et elle de préférene di�èrent. Le jeu généré s'éritalors sous ette forme :
Γ = 〈A, S, (◮i )i∈A, (⊲i)i∈A〉La relation ◮ désigne la relation générée à partir de ◮. La onstrution du jeu généréà partir du jeu générateur est détaillée dans la setion suivante. Cette génération s'e�etue64



Modèle générateur/généré Setion 4.1en deux étapes omme le préise la �gure 4.1. D'abord, un jeu intermédiaire est produit,puis, on déduit de e jeu le jeu �nal intégrant les préférenes.4.1.2 Constrution du jeu généré à partir du générateurLa onstrution du jeu généré s'e�etue en deux étapes : la première onsiste à partirdu générateur et de générer les onversions du jeu généré ; puis une deuxième étape estdédiée à la onstrution des préférenes du jeu généré. La �gure 4.1 présente la méthodede onstrution d'un jeu CP selon le modèle générateur/généré. Nous nous fondons surles multi-ensembles pour introduire les synopsis des jeux CP.Jeu générateur
Γ = 〈A, S, ◮i, ◮i〉Struture duréseaud'interations

Jeu généréintermédiaire
Γ = 〈A, S, ◮i , ◮i〉Générationdes onversions

Jeu généré
Γ = 〈A, S, ◮i , ⊲i〉Générationdes préférenesPassage auontexte Séletion desonversionse�etives

Fig. 4.1 � Constrution d'un jeu CPNotations Dans un multi-ensemble, haque élément peut avoir plusieurs ourrenes.Formellement, il se dé�nit omme suit :
• un multi-ensemble (�ni) PM dé�ni sur un ensemble A est une fontion PM : A 7→ Noù PM est nul presque partout, 'est-à-dire PM(x) = 0, exepté sur un ensemble �nide A. P (x) indique le nombre d'ourrenes de x dans le multi-ensemble.L'ensemble des multi-ensembles sur A est noté M(A).
• un singleton est noté {{x}} ou x.
• Soit P, Q deux multi-ensembles et z un élément de A, on étend les opérations om-munes aux ensembles ainsi :

P ⊆M Q
∆
= ∀x ∈ A.P (x) ≤ Q(x)

P ∪M Q
∆
= λx. max(P (x), Q(x))

P+MQ
∆
= λx.(P (x) + Q(x))

P ∩M Q
∆
= λx. min(P (x), Q(x))

P \M Q
∆
= λx. max(P (x) − Q(x), 0)

P∆MQ
∆
= P ∪M Q −M P ∩M Q 65



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CPRemarquons qu'on a {{
k

︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x}} =

k
︷ ︸︸ ︷

{{x}} + ... + {{x}} = k{{x}} puisque {{ k
︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x}}(x) = k.Dans le reste du doument nous noterons kx plut�t que k{{x}}. Nous noterons parfois \Mpar �−� pour avoir plus de larté.Nous présentons i-dessous omment passer du jeu générateur vers le jeu généré in-termédiaire, onsistant à onstruire la relation de onversion du jeu généré, puis nousprésentons la onstrution de la relation de préférene qui onstituera le jeu généré déri-vant la dynamique du système.4.1.2.1 Génération des onversions : prinipe de passage au ontexteLa génération de relation de onversion se fonde sur l'idée de passage au ontexte,dérivant l'invariane des relations fae à un ontexte donné. Ce ontexte se dé�nit ommeune ombinaison ave d'autres éléments ; haque nouvel élément orrespond à un multi-ensemble dans S.Pour illustrer ave un exemple simple, supposons que α et β soient deux entités enrelation dans le générateur : α ◮i β. En présene de δ, la relation α ◮i β demeure. Paronséquent, en rajoutant δ de part et d'autre de la relation, ei onduit à une nouvellerelation α + δ◮i β + δ dérivant la permanene de ette relation. De manière généraleette ombinaison s'opère ave tous les multi-ensembles s ∈ S, pourvu que la ombinaisonn'étende pas le domaine de dé�nition de la relation (i.e. (α + s ∈ S) ∧ (β + s ∈ S)).A partir d'une relation quelonque ⊲·, l'opération de passage au ontexte, notée ⊲· , sedé�nit ainsi :Dé�nition 4.1 (Relation générée)Soit un ensemble A. Une relation ⊲· dé�nie sur M(A) est générée à partir d'une relation

⊲· dé�nie sur M(A) :
X ⊲· Y

∆
= X ⊲·Y ∨ ∃z.(X(z) ≥ 1 ∧ Y (z) ≥ 1 ∧ (X \M {{z}}⊲· Y \M {{z}})).Exemple 4.1Soit un jeu du générateur Γ = 〈{a, b, c} , S, ◮i, ◮i〉. Soit l'ensemble des relations de onver-sion du générateur :







∅ ◮a x (1)
∅ ◮b y (2)
x + z ◮b z (3)(∅ désigne l'état où auune entité n'est présente).En générant ◮ à partir de ◮ nous obtenons le jeu CP ayant omme relation deonversion ◮ l'ensemble suivant :66



Modèle générateur/généré Setion 4.1






∅ ◮a x provenant du générateur (1)
y ◮a x + y généré en rajoutant y à (1)
z ◮a x + z généré en rajoutant z à (1)
z + y ◮a x + z + y généré en rajoutant z et y à (1)
∅ ◮b y provenant du générateur (2)
x ◮b y + x généré en rajoutant x à (2)
z ◮b y + z généré en rajoutant z à (2)
x + z ◮b y + x + z généré en rajoutant x et z à (2)
x + z ◮b z provenant du générateur (3)
x + z + y ◮b z + y généré en rajoutant y à (3)Le multi-graphe des relations de onversion du jeu CP orrespondant est représentépar la �gure 4.2.

∅

x y z

x + y x + z y + z

x + y + z

a b

b

∅

x y z

x + y x + z y + z

x + y + z

a b

b

a

a

b ba

ba) Graphe du jeu générateur b) Graphe du jeu généréFig. 4.2 � Exemple d'un jeu de générateur et de son généré représentés par leur graphe4.1.2.2 Génération des préférenes : séletion des règles e�etivesA partir du jeu généré intermédiaire, dont l'objet est de dé�nir toutes les relations po-tentielles que l'on peut dérire par ombinaison des onversions obtenue par la méthodede passage au ontexte, on dé�nit le jeu généré dé�nitif en modi�ant la relation de pré-férene. La relation de préférene �te de l'ensemble de onversions générées les relationsnon e�etives, 'est-à-dire, les relations qui ne se produisent pas selon les lois d'évolutiondu système.En e�et, le méanisme de passage au ontexte dérit le maintien d'une relation in-dépendamment des autres éléments omposant un synopsis. En e sens, nous supposonsd'une indépendane des relations fae à un ontexte dérit par l'extension d'une rela-tion. La relation de préférene permet de dé�nir les relations e�etives aratérisant destransitions observées entre deux situations en s'appuyant sur les observations.Plus spéi�quement, on peut remarquer que ertaines relations de onversions généréesdeviennent symétriques bien qu'elles ne l'étaient pas initialement. Par exemple étant donné67



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CPles deux onversions dans le générateur : (∅ ◮ x)∧(x+y ◮ y), les relations générées sont :






∅ ◮ x
y ◮ x + y
x + y ◮ yAinsi, on a une relation symétrique entre les situations x + y et y. Comme nousl'aborderons en setion 4.1.3.3, es relations sont remarquables ar elles indiquent souventune ontradition potentielle dans l'étude de l'évolution du système. Un ouple de relations

X◮i Y et Y ◮j X se nomme un dilemme.Deux interprétations des dilemmes sont possibles.1. un dilemme peut indiquer une situation de hoix où une seule relation est e�etive.Cette situation apparaît intéressante du point de vue de la modélisation ar elle faitexpliitement apparaître un point ritique où une expertise est requise. Dans e as,la relation de préférene aura pour r�le d'�ter l'ambiguïté attenante à e dilemme.La méthode sera plus amplement exposée en setion 4.1.3.3.2. un dilemme peut représenter une situation e�etive où les deux relations sont équi-valentes du point de vue des préférenes. Dans e as, la relation de préférenereprendra le dilemme. Il indique une osillation entre deux états.4.1.3 Constrution d'un jeu CP biologiqueLa setion préédente dérivait les étapes essentielles de la méthode résumée par la�gure 4.1, à savoir :
• desription du générateur,
• génération du jeu intermédiaire par le alul de la relation de onversion,
• génération du jeu généré �nal par le alul de la relation de préférene.Dans ette setion, nous détaillons l'appliation de ette méthode à la régulation desréseaux biologiques. Dans un premier temps, nous dé�nissons les omposantes du jeugénérateur (les joueurs et les synopsis) qui sont ommuns à eux du jeu généré, et lesonversions. Dans un seond temps, nous alulons le jeu généré intermédiaire dé�ni au-tomatiquement par la méthode de passage au ontexte. En�n, nous aratériserons lesméthodes de alul des préférenes à partir du jeu généré intermédiaire. Cette dernièreétape permettra la onstrution du jeu généré �nal. Nous nous fondons sur la régulationtumorale de p53 pour illustrer la onstrution du jeu CP biologique.4.1.3.1 Jeu générateur biologiqueLe modèle générateur/généré o�re un adre adapté à l'analyse des réseaux de régu-lation biologique. Rappelons qu'il s'agit de modéliser l'ation d'un agent sur un autreonduisant à la roissane (ativation) ou à la déroissane (inhibition) d'une grandeurobservable. De ette desription, nous déduisons les équilibres du réseau de régulationétudié. Les omposants du jeu générateur sont :68



Modèle générateur/généré Setion 4.1Joueurs :L'objet de e modèle est d'évaluer omment un système biologique fournit une réponseà un stimulus extérieur ou à une ombinaison de stimuli. Un ensemble de stimuli dé�nitun ontexte environnemental inarnant elui de la réponse. Indiretement, le ontexte agitsur la régulation d'entités au sein du système ar la réponse orrespond à un proessusde régulation onduisant à une suession de transitions d'états d'expression de gènes.Nous onsidérons, don, que les joueurs inarnent les ontextes environnementaux. L'as-similation d'un ontexte partiulier à un joueur est un hoix de la modélisation qui sedé�nit à partir de l'étude biologique onernée. Pour des exemples simples, nous pouvonsonsidérer qu'il n'existe qu'un seul joueur.Synopsis :Les synopsis se dé�nissent par rapport aux agents biologiques. Il s'agit d'une disréti-sation des grandeurs observables assoiées à haque agent utilisées pour l'observation dela régulation. Conernant la régulation génétique, il s'agit de la disrétisation du niveaud'expression des gènes orrespondant au taux d'ARN produit. Quand un gène est à unniveau k, elui-i est représenté par un multi-ensemble {{ k
︷ ︸︸ ︷
x, · · · , x}} ou kx tout simplement.Un synopsis est un multi-ensemble de gènes à un niveau d'expression donné. Exemple :

2x+y orrespond au synopsis où le gène x s'exprime au niveau 2 et le gène y au niveau 1.La relation de onversion :La régulation est dérite par deux ations : une ation d'ativation, assoiée à la règle
x

k,+
→ y, dans laquelle x ative y au niveau d'expression k ; une deuxième ation d'in-hibition assoiée à la règle x

k,−
→ y, dans laquelle x inhibe y au niveau d'expression k.Nous proposons de fournir une sémantique fondée sur la théorie des jeux CP traduisantla desription des régulations en onversion du générateur. Une onversion dérira alorssoit une ativation soit une inhibition. Pour introduire ette tradution des régulations enonversions, onsidérons :si X ◮ Y (ave X ∩ Y = ∅ ⇔ (X = ∅) ∨ (Y = ∅)), on a :

• si Y ⊂ X alors la onversion représente une inhibition
• si X ⊂ Y alors la onversion représente une ativationCes relations traduisent le fait qu'une ativation induit un ajout d'entité, 'est-à-direqu'un synopsis X se onvertit, en as d'ativation, en un synopsis Y = X + s, s étantaussi un synopsis. La relation est duale pour le as d'inhibition.Pour introduire en détail la tradution des régulations, nous nous fondons sur l'exempledu réseau de régulation génétique tumorale introduit dans le hapitre préédent pour dé-rire les relations de onversion du générateur. La �gure 4.3 rappelle le réseau de régulationassoié au réseau de régulation tumorale.Considérons la régulation élémentaire de p53 sur p21. Étant donné que p53 ative p21,il induit l'augmentation de transription de p21. Si à l'instant �t� p53 est présent dans lemilieu alors à l'instant �t+1� p21 sera aussi présent dans le milieu. Nous traduisons elapar la relation : p53 ◮ p53 + p21 (p53 se onvertit en p53 + p21). 69



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CP
p21 cdk2

p53

+

−

−

Fig. 4.3 � Réseau de régulation de la division ellulaireDe manière équivalente, prenons la régulation élémentaire de p21 sur cdk2. L'inhibitionde cdk2 par p21 induit la diminution de transription du premier. Si à l'instant �t� p21et cdk2 sont présents, alors à l'instant �t+1� il n'y aura plus de cdk2 dans le milieu étantdonné qu'il ne va pas être transrit et que la quantité qui existait ne sera pas régénérée.Nous traduisons ela par la relation : p21 + cdk2 ◮ p21 (p21 + cdk2 se onvertit en p21).Par onséquent, les onversions représentent des transitions d'états entre l'état dérivantune situation avant la régulation et un état dérivant la situation après régulation.Il faut, par ailleurs, onsidérer le as d'absene d'ation du régulateur. L'absene derégulation orrespond à un niveau dit �basal� ; la onversion traduisant l'absene d'ationde régulation dérit le retour vers e niveau basal. Cependant, la dé�nition de e niveaudi�ère en fontion de la nature de la régulation appliquée (ativation ou inhibition).Par exemple, a�n de dérire l'absene de régulation sur p21 par le gène p53, nousonsidérons que e dernier retourne à son niveau basal dérit par l'état ∅. Cei se traduitalors par la onversion p21 ◮ ∅. En s'appuyant sur les mêmes arguments, en absene deson inhibiteur p21, cdk2 tend à gagner à nouveau son niveau basal qui, par dé�nition,orrespond à un état où le gène s'exprime. Cei se traduit par la onversion : ∅ ◮ cdk2.En s'appuyant sur et exemple, nous pouvons dérire l'ation de régulation par lesonversions ainsi : étant donné deux gènes x et y, dans les deux as de régulation on a :
• x

+
→ y se traduit par (x ◮ x + y) ∧ (y ◮ ∅)

• x
−
→ y se traduit par (x + y ◮ x) ∧ (∅ ◮ y)D'une manière générale, étant donné un réseau de régulation, ave des entités quiativent ou inhibent selon un seuil k, le générateur assoié s'érit omme suit :Dé�nition 4.2 (Constrution d'un générateur à partir d'un réseau de régulation)Soient x et y deux agents tels que x 6= y

x
k,+
→ y ⇒ (kx ◮ kx + y) ∧ (y ◮ ∅)

x
k,−
→ y ⇒ (kx + y ◮ kx) ∧ (∅ ◮ y)Ainsi, les onversions du générateur du réseau de p53 sont :70



Modèle générateur/généré Setion 4.1






∅ ◮ p53 Absene d'inhibiteur
p21 ◮ ∅ Absene d'ativateur
∅ ◮ cdk2 Absene d'inhibiteur
p53 ◮ p53 + p21 Ativation de p21 par p53
p21 + cdk2 ◮ p21 Inhibition de cdk2 par p21
p53 + cdk2 ◮ cdk2 Inhibition de p53 par p21

∅

p53 p21 cdk2

p53 + p21 p53 + cdk2 p21 + cdk2

p53 + p21 + cdk2Fig. 4.4 � Graphe du jeu générateur du réseau tumoralLa �gure 4.4 présente le graphe du générateur assoié au réseau de la régulation tu-morale.La dé�nition 4.2 dérit les relations de onversions pour des régulations entre deuxgènes di�érents. Les auto-régulations des gènes représentent un as spéi�que de la ré-gulation, dont la tradution en onversions di�ère. Au sein des auto-régulations, nousdistinguons les auto-ativations et les auto-inhibitions. Rappelons que pour traduire la ré-gulation entre deux gènes di�érents en onversions, nous avons pris en ompte le as d'ab-sene de régulation en plus de la présene de régulation. Dans le as de l'auto-régulation,il n'est pas possible de prendre en ompte le as d'absene de régulation dans la mesureoù le régulateur devient lui-même le régulé. Si un gène x s'auto-inhibe au niveau k, ei setraduit par la onversion : kx ◮ kx− x. Si x n'a pas atteint le niveau k alors, en absened'ation d'inhibition, il s'ative : kx − x ◮ kx. L'auto-inhibition se traduit, en terme deonversion, en deux relations : (kx ◮ kx − x) ∧ (kx − x ◮ kx). La présene d'une auto-ativation dans un réseau de régulation, traduit un maintien de régulation d'un gène à unniveau donné. Si x s'auto-régule au niveau k ei veut dire que le gène x sera maintenuau niveau k. En terme de onversion, ei se traduit par la simple relation : kx− x ◮ kx.La dé�nition 4.3 dé�nit les onversions assoiées aux deux as d'auto-régulation.Dé�nition 4.3 (Générateur assoié à l'auto-régulation)
x

k,+
→ x ⇒ kx − x ◮ kx

x
k,−
→ x ⇒ (kx ◮ kx − x) ∧ (kx − x ◮ kx) 71



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CP4.1.3.2 Jeu généré intermédiaire : génération des onversionsLes onversions s'établissent à partir des onversions du générateur en ajoutant, depart et d'autre des relations, d'autres variables selon le prinipe de passage au ontexte.L'ensemble des onversions générées du réseau de p53 sont :






∅ ◮ p53 provenant du générateur (1)
p21 ◮ p53 + p21 généré en rajoutant p21 à (1)
cdk2 ◮ p53 + cdk2 généré en rajoutant cdk2 à (1)
p21 + cdk2 ◮ p53 + p21 + cdk2 généré en rajoutant p21 et cdk2 à (1)
p21 ◮ ∅ provenant du générateur (2)
p21 + p53 ◮ p53 généré en rajoutant p53 à (2)
p21 + cdk2 ◮ cdk2 généré en rajoutant cdk2 à (2)
p21 + p53 + cdk2 ◮ p53 + cdk2 généré en rajoutant p53 et cdk2 à (2)
∅ ◮ cdk2 provenant du générateur (3)
p21 ◮ cdk2 + p21 généré en rajoutant p21 à (3)
p53 ◮ cdk2 + p53 généré en rajoutant p53 à (3)
p53 + p21 ◮ cdk2 + p53 + p21 généré en rajoutant p53 et p21 à (3)
p53 ◮ p53 + p21 provenant du générateur (4)
p53 + cdk2 ◮ p53 + p21 + cdk2 généré en rajoutant cdk2 à (4)
p21 + cdk2 ◮ p21 provenant du générateur (5)
p21 + cdk2 + p53 ◮ p21 + p53 généré en rajoutant p53 à (5)
p53 + cdk2 ◮ cdk2 provenant du générateur (6)
p53 + cdk2 + p21 ◮ cdk2 + p21 généré en rajoutant p21 à (6)

∅

p53 p21 cdk2

p53 + p21 p53 + cdk2 p21 + cdk2

p53 + p21 + cdk2Fig. 4.5 � Graphe des onversions générées du réseau de régulation tumoraleLa �gure 4.5 représente le graphe de la relation de onversion générée à partir dugénérateur selon le prinipe de passage au ontexte.4.1.3.3 Jeu généré �nalLa génération de onversion induit parfois des dilemmes, 'est-à-dire une relation deonversion et son symétrique. Ces dilemmes indiquent des ations de régulation symé-triques. Formellement, nous dé�nissons les dilemmes omme suit :72



Modèle générateur/généré Setion 4.1Dé�nition 4.4 (Dilemme)Soit une relation ⊲·, un dilemme existe entre X et Y ssi :
(X ⊲·Y ) ∧ (Y ⊲·X)Les dilemmes indiquent parfois des régulations non-e�etives. La relation de préférenea alors le r�le de retirer de l'ensemble des dilemmes, les onversions non-observées. A�nde déterminer le jeu de la dynamique du réseau biologique étudié, nous avons lassé lesdilemmes en trois atégories dont la résolution par la relation de préférene di�ère.1. Dilemme �niveau basal� :La plupart des dilemmes sont générés par le prinipe de passage au ontexte. Néan-moins, il en existe ertains qui préexistaient dans le générateur. Ils orrespondent àeux du niveau basal de la forme ∅ ◮i x∧x ◮j ∅. Cette symétrie entre des relationsdu niveau basal provient de la présene d'une régulation et de sa duale, 'est-à-dire,une ativation et une inhibition subit simultanément par le gène x. Dans le as d'uneativation, nous onsidérons que le niveau basal du gène régulé x est le niveau ∅,dans le as d'une inhibition, le niveau basal du gène régulé est le niveau x. Parontre dans le as d'ativation et d'inhibition simultanées, le modèle �hésite� entrehoisir ∅ ou x omme niveau basal. Le modèle o�re alors plusieurs possibilités pourle hoix du niveau basal. Ce dilemme ne doit pas être interprété omme étant unétat osillatoire mais plut�t une tradution d'un état intermédiaire (état singulier[TK01℄). Nous hoisissons dans notre modèle de ne pas �ter e type de dilemme etde onserver la préférene des deux relations de onversion symétriques.2. Dilemme �présene/absene de régulation� :Il existe des dilemmes provenant d'une relation de régulation et d'une onversiongénérée à partir d'une relation d'absene de régulation. Dans l'exemple préédent, onpeut onsidérer le dilemme onstitué des deux onversions suivantes : p53◮ p53+p21et p53+ p21◮ p53. La onversion p53◮ p53+ p21 traduit l'ativation de p21 par p53et la onversion p53+p21◮ p53 est générée à partir de la relation p21◮ ∅ traduisantle omportement de p21 en as d'absene de son ativateur.Ce dilemme indique un hoix à opérer quant à l'étude du modèle : soit la régulations'applique et devient fontionnelle ; soit elle n'est pas fontionnelle et devient inopé-rante. Généralement l'étude du système présume de la fontionnalité des régulations.Autrement dit, nous voulons étudier la dynamique du système en présene d'ationde régulation de ses entités. Dans e as, le modèle visera à privilégier l'ation derégulation à elle d'absene de régulation. De e fait, nous onsidérons que l'ationde régulation de p53 sur p21 domine sur son omportement basal. La préférene estalors attribuée à la relation traduisant la présene de régulation : p53 ◮ p53 + p21.On obtient don la relation p53 ⊲ p53 + p21.A partir de l'ensemble des dilemmes provenant de deux relations symétriques, d'unepart, de la présene de régulation et d'autre part, de l'absene de ette régulation,il s'agit de retirer les onversions traduisant le omportement en as d'absene derégulation. Ce type de dilemme se résout alors automatiquement en se fondant sur73



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CPla propriété de dominane de régulation : �La régulation domine sur l'absene derégulation� pour tous les dilemmes.Ainsi, l'ensemble de relation de préférene du réseau de régulation de p53 est lesuivant :






∅ ⊲ p53
p21 ⊲ p53 + p21
p21 ⊲ ∅
p21 + cdk2 ⊲ cdk2
∅ ⊲ cdk2
p53 ⊲ cdk2 + p53
p53 ⊲ p53 + p21
p53 + cdk2 ⊲ p53 + p21 + cdk2
p21 + cdk2 ⊲ p21
p21 + cdk2 + p53 ⊲ p21 + p53
p53 + cdk2 ⊲ cdk2
p53 + cdk2 + p21 ⊲ cdk2 + p21

∅

p53 p21 cdk2

p53 + p21 p53 + cdk2 p21 + cdk2

p53 + p21 + cdk2Fig. 4.6 � Graphe de relation de préférene du réseau de régulation tumoraleLa �gure 4.6 présente le graphe de relation de préférene assoié au réseau de régu-lation tumorale. Nous remarquons que le graphe induit ne présente plus de dilemme.Il présente la dynamique du système. Les équilibres sont les équilibres abstraits deNash représentés par des puits dans le graphe de relation de hangement d'étatd'esprit présenté dans la �gure 4.7. Le système présente deux équilibres abstraitsde Nash : {cdk2} orrespondant à l'état de division ellulaire et {p53 + p21} orres-pondant à l'état d'inhibition de la transition G1/S. Les équilibres orrespondent àeux observés expérimentalement.Il existe ertains systèmes dans lesquels les propriétés de dominane de régulationne permettent pas de résoudre tous les dilemmes. Il s'agit des �régulations inverses�.3. Dilemme �régulations inverses� :Le jeu CP du jeu généré présenté i-dessus peut parfois ne pas dérire entièrementla dynamique du système onsidéré. En e�et, il existe des dilemmes qui ne peuvent74



Modèle générateur/généré Setion 4.1
∅

p53 p21 cdk2

p53 + p21 p53 + cdk2 p21 + cdk2

p53 + p21 + cdk2Fig. 4.7 � Graphe de relation de hangement d'état d'esprit du réseau de régulationtumoralpas être retirés par la seule règle de dominane de la régulation. Cei survient dansle as où les relations symétriques onstituant le dilemme sont générées, toutes lesdeux, à partir de onversion traduisant une régulation. Dans e as, on ne peutpas préférer une relation à l'autre. Remarquons ependant que la présene de esdilemmes met en évidene les points à résoudre par une expertise. Cette dernièrepermet d'indiquer préisément les transitions pour lesquelles l'apport de l'expertises'avère néessaire. Un exemple ontenant e type de dilemme est un jeu à trois gènesoù un gène z subit une ativation et une inhibition simultanément. Le feedforwardinohérent ([SOMMA02℄) est aussi un exemple présentant e type de dilemme. Leréseau assoié est représenté dans la �gure 4.8, à gauhe.Le générateur assoié à e réseau est onstitué des onversions suivantes :






∅ ◮ z Absene d'ativateur
y ◮ x + z Ativation de z par x
z ◮ ∅ Absene d'inhibiteur
y + z ◮ y Inhibition de z par yEn générant les relations de onversion du jeu généré, un dilemme est induit ommesuit :

• en rajoutant y de part et d'autre de la relation de onversion x ◮ x+z, traduisantl'ativation de z par y, on obtient la relation de onversion x + y◮ x + y + z,
• en rajoutant x de part et d'autre de la relation de onversion y+z ◮ y, traduisantl'inhibition de z par y, nous obtenons x + y + z◮ x + y.Cei mène alors à un dilemme (x + y◮ x + y + z) ∧ (x + y + z◮ x + y) (f. �gure4.8 représentant les onversions du jeu généré à droite). L'approhe automatiquene parvient pas à résoudre e dilemme. En e�et, il provient de deux onversionsgénérées à partir de deux relations traduisant des régulations ontraires. Quelleest alors l'issue de la régulation du gène z lorsque les deux régulateurs, x et y,s'expriment simultanément ? Trois réponses sont possibles : 75



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CP
x y

− +
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∅
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x + y x + z y + z

x + y + z

∅

x y z

x + y x + z y + z

x + y + zRéseau de régulation Générateur ◮ Génération de onversions ◮Fig. 4.8 � Graphes du générateur et du jeu généré du réseau à trois gènes
• Une première approhe est de onsidérer que la régulation positive domine sur l'in-hibition. Dans e as, le système préférerait la relation d'ativation : on onserveraalors la préférene induite à partir de l'ativation x + y + z ⊲ x + y.Dans e as, l'équilibre abstrait de Nash du système serait l'état {x + y} ou

(x = 1, y = 1, z = 0) (Voir �gure 4.9, graphique à gauhe, représentant la re-lation de préférene dans e as).
• Une deuxième approhe orrespond au dual de la première : on veut observerl'inhibition plut�t que l'ativation. Dans e as, la préférene est aordée à larelation inférée à partir de la règle d'inhibition : x + y ⊲ x + y + z.Dans e as, l'équilibre abstrait de Nash du système orrespond à l'état {x + y + z}(Figure 4.9, graphique au milieu).
• En�n une dernière approhe onsiste à ne pas �ter le dilemme (Figure 4.9, gra-phique à droite). Cei ne s'interprétera pas omme une osillation mais ommel'existene d'un état singulier. En e�et, l'étude des iruits dans un réseau de régu-lation montre que l'existene d'un iruit négatif dans un réseau est une onditionnéessaire à l'existene d'un état osillatoire au sein de e réseau. Cette étude aété développée dans le adre de la modélisation de René Thomas [TT95℄. Étantdonné que le réseau à trois gènes présenté i-dessus ne ontient pas de iruitnégatif, il n'existe alors pas d'état osillatoire. Ce réseau présente dans e as unéquilibre CP, {x + y + z, x + y}, s'interprétant omme un état singulier.D'une manière générale, la relation de préférene se onstruit à partir des deux ap-prohes de résolution des dilemmes : une approhe automatique et une approhe parl'expertise. Nous notons les relations de préférene induites par le alul automatique
⊲α

i et elles induites par l'expertise ⊲
β
i .Pour dé�nir formellement les préférenes ⊲α

i , nous avons besoin d'introduire de nou-velles notations.76



Modèle générateur/généré Setion 4.1
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x + y + zFig. 4.9 � Trois possibilités de résolution du dilemme du réseau à trois gènesDé�nition 4.5Soit une relation ◮i, on note :
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iNous pouvons dé�nir la préférene pour un joueur i, ⊲i, omme étant les relationsde préférene induite par l'approhe automatique de laquelle on retire elles qui ontété induites par l'approhe expertise. Formellement on érit :
⊲i=⊲

α
i \ ⊲

β
iOn peut aussi érire formellement la relation de préférene par l'approhe automa-tique omme suit :Dé�nition 4.6Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ◮i〉 un générateur, soit ⊲β⊆ S × S, la préférene induite parl'expertise, la préférene induite automatiquement ⊲α et la préférene du jeu généré

⊲ s'érivent ainsi :
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i \ ⊲
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i4.1.4 Appliation aux régulations et iruits élémentairesDans ette setion, nous passons en revue quelques exemples élémentaires qui résumentles spéi�ités du modèle. Nous exposons la modélisation des régulations élémentaires(ativation et inhibition) puis nous en déduisons elle des iruits élémentaires. 77



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CP4.1.4.1 Régulations élémentairesDans ette setion, nous onsidérons les as où le régulateur régule uniquement ungène. Deux as de �gure se présentent : x ative y et x inhibe y.La �gure 4.10 représente es deux as ave les relations de onversion et de préféreneassoiées.Les équilibres alulés orrespondent à eux observés biologiquement. En e�et, dansle as d'une ativation : x ative y, les deux équilibres orrespondent aux deux as : lepremier où les deux entités sont absentes et le deuxième as où les deux sont présentes.Etant donné que x ative y, si x est présent dans le milieu, y sera forément présent d'oùl'équilibre {x + y}. D'un autre �té si x est absent, y n'a alors pas d'ativateur et donréagit omme s'il était sous l'in�uene d'un inhibiteur et alors y sera absent du milieu :on a alors le deuxième équilibre {∅}.Régulationsélémentaires Conversion Préférene Équilibres CP
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Fig. 4.10 � Les régulations élémentaires, jeu CP et équilibres CP4.1.4.2 Ciruits élémentairesA partir des régulations élémentaires, nous déduisons le omportement des iruitsélémentaires par ombinaison des premiers. La �gure 4.11 représente les trois iruitsélémentaires possibles et les équilibres CP assoiés. Dans les deux as de modélisationde régulations et iruits élémentaires, les équilibres CP obtenus orrespondent à desphénomènes biologiquement observables.4.1.5 Représentation de la omplexationLe modèle générateur/généré est fondé sur la donnée du jeu générateur représentant lastruture du réseau étudié. Nous avons exposé dans les setions préédentes la onstrutiondu générateur traduisant les régulations élémentaires d'un réseau. En e�et, nous avons78



Disussion Setion 4.2Ciruits élémentaires Conversion Préférene Équilibres CP
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Fig. 4.11 � Les iruits élémentaires, jeu CP et équilibres CPonstruit les onversions assoiées aux deux phénomènes d'ativation et d'inhibition quepeut exerer un gène sur un autre. Néanmoins, omme nous l'avons mentionné dans lehapitre 2, une régulation génétique peut se produire grâe à une omplexation de deuxfateurs de transription. Autrement dit, pour réguler un gène z, les protéines X et Ydoivent former un omplexe C qui sera responsable de la régulation du gène z. Il fautalors introduire la tradution de la omplexation en terme de relation de onversion. Laomplexation est aussi un phénomène largement présent dans les voies de transdution designal. Nous traduisons la omplexation dans les deux as génétique et protéique par uneonversion ditant la présene du omplexe à l'instant �t+1� étant donné la présene deses omposants à l'instant �t�. Cette onversion s'aompagne de deux autres relationsdérivant la perte des omposants du omplexe après omplexation. Soit x et y deux entitésaboutissant à un omplexe c, les relations de onversion assoiées s'érivent omme suit :
(x + y ◮ c) ∧ (x ◮ ∅) ∧ (y ◮ ∅)Le jeu du réseau de transdution de signal, système PAs, qui sera présenté dans le hapitre5 est un jeu présentant plusieurs phénomènes de omplexation protéique.4.2 DisussionTout au long de e hapitre nous avons présenté un modèle se fondant sur les jeuxCP. Ce modèle générateur/généré onsiste à traduire des interations en règles spéi�ques79



Chapitre 4 Coneption de modèles formels se fondant sur les jeux CPdérivant les onversions et les préférenes. Nous exposons i-dessous les di�érentes ara-téristiques du modèle générateur/généré.Hétérogénéité des informationsLe modèle générateur/généré o�re un formalisme qui permet d'étudier des interationspouvant être hétérogènes (ativation, inhibition, omplexation). En e�et, les réseaux detransdution de signal ou réseaux de régulation génétique peuvent a�her des interationshétérogènes. Le modèle générateur/généré permet de traiter haque interation indépen-damment des autres et d'assembler les di�érentes règles traduisant des interations di�é-rentes a�n de onstruire un jeu CP dérivant la struture du réseau appelé générateur. Cesrègles permettent de traiter l'hétérogénéité des informations sur les réseaux biologiques etde onstruire un jeu unique homogène dérivant es informations.Identi�ation des points d'expertiseLe modèle générateur/généré permet de partir d'une donnée simple (desription desinterations entre agents) et de générer automatiquement un objet de la même nature(jeu CP) dérivant la dynamique du réseau. Cette génération se fonde sur le prinipede passage au ontexte qui permet d'intégrer les agents, présents dans le système, ausein des interations loales. Cette génération induit des on�its ou dilemmes à résoudre.L'existene de es on�its permet de ibler les zones où on a besoin d'intégrer les propriétésdu système. La préférene automatique (⊲α) permet de réduire et ensemble en se fondantsur des propriétés élémentaires des réseaux de régulation.Les on�its restant requièrent l'intervention de l'expertise. Il est possible de réduire aunombre de on�its, obtenus après séletion automatique, les zones à problèmes néessitantl'intervention de l'expertise (⊲β).Relation de préférene inluse dans la onversionDans la mesure où la relation de préférene orrespond aux onversions e�etives, ilapparaît naturel qu'elle soit inluse dans la relation de onversion. Toutefois, on peut seposer les questions suivantes : la préférene dérite ainsi orrespond-t-elle réellement àelle observée ? Si ei n'est pas le as, peut-elle s'a�ranhir du fait qu'elle soit inlusedans les onversions et de e fait oïnider ave elle observée ? Remarquons que si on peutonstruire une telle relation de préférene, indépendante algébriquement de la relation deonversion, nous pouvons toujours retrouver la propriété d'inlusion des préférenes dansles onversions. Etant donné un jeu 〈A, S, (◮i)i∈A, (⊲i)i∈A〉, il su�t de dé�nir un jeu ayantpour préférene :
⊲̃i =◮i ∩ ⊲i=→iChoix des joueursLes joueurs dérivent di�érents environnements orrespondant soit à di�érentes expé-rienes soit à di�érentes fontions biologiques soit enore à di�érentes soures d'infor-mation. Cependant, ils matérialisent essentiellement un hoix du modélisateur. En e�et,nous pouvons onsidérer qu'un jeu de régulation a un seul joueur. Autrement dit, pour80



Disussion Setion 4.2simpli�er la modélisation, on peut supposer que toutes les expérienes sont regroupées enune seule et on assoie un seul joueur à un jeu CP. Cette onsidération reste générale et nehange rien à la modélisation. En e�et étant donné que dans le adre de la modélisationpar le modèle générateur/généré la relation de préférene est inluse dans la relation deonversion, unir les joueurs avant de aluler la relation de hangement d'état d'esprit (in-tersetion de la relation de onversion et de la relation de préférene pour haque joueur)est équivalent à unir les relations de hangement d'état d'esprit pour haque joueur aprèsl'intersetion des relations de onversion et de préférene :
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⊲i)Cette propriété est due au fait que dans e modèle nous onsidérons que ⊲i⊂ ◮i .Ainsi du point de vue des équilibres le jeu Γ = 〈A, S, ◮i , ⊲i〉 sera équivalent au jeu
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Chapitre 5Appliation à la migration métastasiqueNous avons appliqué les réseaux de jeux et les jeux CP à des réseaux biologiquesimpliqués dans la migration et à la mort ellulaire des ellules anéreuses.5.1 Généralités sur le anerAu niveau ellulaire, le aner représente, avant tout, un dysfontionnement des fon-tions de régulation. Les ellules ne répondent plus de façon adaptée aux demandes etaux variations de leur environnement. Le aner se manifeste par une augmentation de lamasse ellulaire donnant naissane à une tumeur. Dans ertains aners, la tumeur pri-maire est à l'origine d'une dissémination de ellules qui envahissent d'autres tissus pourformer des métastases. La plupart des aners se développent par étapes : bénigne à sesdébuts, la tumeur peut évoluer vers un stade malin. La ompréhension des réseaux de si-gnalisation et de leur ontr�le qui sont perturbés dans les ellules anéreuses, permettraitd'améliorer notre onnaissane des méanismes d'initiation et de développement du an-er et également d'identi�er de nouvelles ibles de thérapie. On distingue trois proessusaratérisant les ellules anéreuses :
• leur apaité de prolifération,
• leur résistane à l'apoptose,
• leur apaité de migration.Dans notre étude, nous nous sommes intéressés aux deux dernières fontions ellulairesqui ont un r�le déisif dans la vie d'une ellule anéreuse. Pour amorer le yle méta-stasique, une ellule anéreuse devra migrer vers un autre organe. Le ontr�le de ettefontion est alors une première étape pour empêher la ellule d'initier une métastase(tumeur seondaire). La deuxième fontion onerne la mort ellulaire. En e�et, une desaratéristiques de la ellule anéreuse maligne est qu'elle ne répond plus aux signauxonduisant à la mort ellulaire. Il est alors important d'étudier les réseaux de signalisationle gouvernant a�n de omprendre les raisons de e omportement.La setion 5.2 présente un exemple de mode de migration des ellules anéreusesrégit par une moléule PAI-1. Cette moléule partiipe à un système de transdutionde signal induisant la migration des ellules appelé système Ativateur du Plasminogène(Plasminogen Ativator system : PAs) [CMMD 7, MCM+06, MCBC+06℄.



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueLa setion 5.3 présente la onstrution d'un réseau onernant le hoix de la elluleentre deux fontions : apoptose ou migration. Cette onstrution s'établit à travers uneétude bibliographique. A�n de valider la ohérene du réseau, nous présentons dans unpremier temps une méthodologie de onstrution de réseau de jeux. Puis la modélisationdu réseau par les jeux CP.5.2 Système PAsLa migration ellulaire peut être onsidérée omme la somme d'événements onduisantà un mouvement net d'un orps ellulaire dans son environnement. Après stimulation, lesellules aquièrent un phénotype polarisé ave un front de migration et une zone arrière.Le proessus de transdution de signal auquel nous nous intéressons est un proessusimpliqué dans la migration des ellules anéreuses. Nous voulons évaluer la dynamiquequalitative de e proessus. Les ellules anéreuses peuvent migrer d'un tissu à l'autre.Le proessus peut être onsidéré omme la réponse à un signal promigratoire. Si nousmodélisons e proessus et si nous pouvons déterminer sa dynamique, nous pourronsprédire l'évolution de la migration ellulaire. Dans la première partie de ette setion,nous présentons plus préisément les méanismes de la migration ellulaire et le r�le dusystème Ativateur du Plasminogène (PAs). Dans la seonde partie, nous nous intéressonsà la modélisation par les réseaux de jeux. En�n, en troisième partie, nous présentons lamodélisation par les jeux CP.5.2.1 Contexte biologiqueLa migration ellulaire est un proessus omplexe. Elle peut être dérite omme unesuession d'étapes : adhésion, ontration, déadhésion [LH96℄. Nous nous sommes inté-ressés au système PAs qui partiipe à l'établissement d'un pont moléulaire entre la elluleet la matrie extraellulaire. Ce pont partiipe à la migration des ellules [CRC+02℄. Lesystème PAs que nous onsidérons se ompose de nombreux ateurs menant à l'ativa-tion du plasminogène. Nous onsidérons seulement ertains ateurs de e système qui ontété étudiés expérimentalement par l'équipe. Il s'agit d'une protéase uPA (urokinase Plas-minogen Ativator), d'un réepteur uPAR (urokinase Plasminogen Ativator Reeptor)et d'un inhibiteur spéi�que PAI-1 (Plasminogen Ativator Inhibitor- 1 )[PH04℄. L'ordredes interations impliquées dans le proessus promigratoire est le suivant : PAI-1 peut se� oller � à la vitronetine (VN, une protéine de la matrie extraellulaire) qui rend stablela forme ative de PAI-1. Une fois PAI-1 ativé, il se lie à un dimère omposé par uPA etuPAR. Le omplexe est internalisé via un réepteur α2 M-LRP (Low-density lipoproteinreeptor-related protein). Puis l'uPAR est reylé à l'avant de la ellule. La transdutionde signal que représente la �xation de PAI-1 induit les modi�ations de la morphologieellulaire et du ytosquelette de l'atine propies à la migration. Ces modi�ations im-pliquent la régulation de l'ativation des GTPases Cd42 et de RhoA [Rid01℄ que nousonsidérerons aussi dans notre étude.La �gure 5.1 montre la omposition moléulaire du système PAs.84



Système PAs Setion 5.2

Fig. 5.1 � Système PAs5.2.2 Modélisation par les réseaux de jeuxDans ette setion, nous utilisons les réseaux de jeux pour modéliser le proessus detransdution du système PAs.5.2.2.1 Struture générale du jeu biologiqueLe jeu modélise di�érents éléments du système biologique : les joueurs, les stratégieset les gains. Shématiquement, la struture des jeux se présente omme suit :
• les joueurs représentent les objets biologiques qui sont à l'origine des interations.Ces agents peuvent être des gènes, des protéines, des métabolites, et.
• les stratégies représentent les états aratéristiques observables d'un agent. Ellespeuvent être des niveaux d'expression pour les gènes, des a�nités, des onformationsou des onentrations pour les protéines et les métabolites, et.
• les gains servent à modéliser le type d'interations (omplexation ou régulationgénétique, et). Les gains nous permettent de aluler les équilibres du système etertaines propriétés biologiques qui en déoulent. L'attribution des gains onstitueertainement la partie la plus ritique du modèle. Elle demande de déterminer uneméthodologie qui établisse une relation entre des mesures biologiques observableset des gains. Sans prétendre être arrivé à un modèle générique de alul des gains,nous proposons deux méthodes di�érentes dont les résultats ont été validés dans leadre de la modélisation du système PAs.Dans la sous-setion suivante, nous abordons les méthodes génériques de alul desfontions de gain.5.2.2.2 Vers une méthode générique de alul des gainsNous avons déterminé deux méthodes de alul de gains. La première onerne letraitement de la régulation : l'approhe par fontion de gain monotone (Monotonous payo�funtion approah : mpf ) et la deuxième onernant les jeux de omplexation : l'approhedu jeu odant une fontion (Game oding Funtion : gf ). 85



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueL'approhe par fontion de gain monotone : mpfLa fontion de gain est monotone par rapport aux données expérimentales. Étant donnéun jeu 〈A, C, u〉, nous supposons que la mesure observée peut être dérite par un ensemblede fontions fi : ×j∈ACj → R, qui dé�nit l'évolution de la mesure observée, assoiée àl'agent ai, qui peut être une onentration par exemple. La fontion de gain véri�e lapropriété suivante :
∀ai ∈ A, ∀(c, c′) ∈ C2, fi(c) ≤ fi(c

′) ⇒ ui(c) ≤ ui(c
′)La méthode mpf est utilisée notamment pour modéliser les régulations dans un réseau.L'approhe du jeu odant une fontion : gfL'approhe gf est employée pour oder une fontion dans un jeu. Cette approhe meten valeur un agent partiulier dont l'ensemble des stratégies est l'ensemble image de lafontion à oder. Les paramètres de la fontion seront les stratégies des autres agents. Demanière formelle, l'approhe gf s'exprime de la façon suivante :Dé�nition 5.1 (approhe gf )Soient un jeu stratégique 〈A, C, u〉 et une fontion f : C1 × · · · × Cn−1 7→ Cn. Le gaindu jeu est dé�ni selon l'approhe gf si et seulement si :

∀c ∈ ×i∈ACi, ∀i ∈ A \ {n},

ui(c) = 0 ∧ un(c) =

{
α si cn = f(c1, · · · , cn−1)
0 sinon , α > 0En utilisant es règles, nous pouvons noter que les équilibres de Nash orrespondentaux on�gurations (c1, · · · , f(c1, · · · , cn−1)), ∀c ∈ ×i∈ACi, qui est l'ensemble image de f .Exemple 5.1 (formation de omplexes)L'approhe gf peut être utilisée pour dérire la formation de omplexes. Considérons lasituation où deux entités X et Y agissent l'une sur l'autre pour former un omplexe Z. Lamodélisation de ette situation va naturellement prendre en ompte 3 agents X, Y et Z.On attribue à haun de es joueurs deux stratégies 1 ou 0 suivant qu'il est présent (1) ouabsent (0) du milieu. La fontion odée par l'approhe gf orrespond à un � et �logique.Le gain de Z sera stritement positif si sa présene est biologiquement possible au regardde la présene de X et Y . Formellement, on a pour une on�guration c = (cX , cY , cZ) :

uX(c) = 0, uY (c) = 0, uZ(c) =

{
1 si cZ = cX ∧ cY

0 sinonLes gains orrespondants sont énumérés dans la �gure 5.2. Les équilibres de Nash (en grassur la �gure 5.2) orrespondent aux situations biologiques où le omplexe est formé enprésene des réatifs, ou absent si un des réatifs est manquant. Les autres situations nesont pas des équilibres de Nash.5.2.2.3 Struture du réseau de jeu du système PAsLes agents :Les agents sont ii des moléules et des omplexes. Le réseau dérit la formation des86



Système PAs Setion 5.2
(cX , cY , cZ) uX uY uZ(0,0,0) 0 0 1

(0, 0, 1) 0 0 0(0,1,0) 0 0 1
(0, 1, 1) 0 0 0(1,0,0) 0 0 1
(1, 0, 1) 0 0 0
(1, 1, 0) 0 0 0(1,1,1) 0 0 1

X Y

Z

∧

Fig. 5.2 � Table de gain de omplexationomplexes et les phénomènes de régulation se produisant dans le proessus de signalisationétudié. Les agents partiipant aux jeux sont les 7 agents biologiques mentionnés au débutde la setion : (PAI-1, VN, uPA, uPAR, LRP, RhoA, Cd42) auxquels s'ajoutent quatreagents obtenus par omplexation des préédents :
• c1 représente l'ativation de PAI-1 (omplexation de PAI-1 et VN),
• c2 représente la formation du dimère uPA/uPAR,
• c3 représente la formation du omplexe PAI-1/uPA/uPAR,
• c4 représente l'internalisation du omplexe PAI-1/uPA/uPAR.La �gure 5.3 représente la struture des interations entre les di�érents joueurs dusystème PAs. uparpai-1 U c2 K2 upa

K1 c1 K3 lrp d42vn c3 I c4 R rhoaFig. 5.3 � Réseau de jeux du PAsLes stratégies :Les données biologiques nous informent des états aratéristiques observables des agents.Elles sont en partie représentées dans le tableau 5.1. Les autres agents suivent ette régle :leur stratégie est (1) s'ils sont présents dans l'environnement, (0) sinon.La fontion de gain :Le réseau de jeu orrespondant à notre modèle est dérit dans la �gure 5.4. 87



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueAgent Stratégies DesriptionPAI-1 0 Pas d'a�nité pour VNdans K1 1 Grande a�nité pour VNPAI-1 0 Conentration faible Cdans 1 Conentration moyenne C
U 2 Forte onentration C
c1 0 PAI-1 pas ativé1 PAI-1 ativé par VN
c2 0 Le dimère uPA/uPAR pas formé1 Le omplexe formé
c3 0 Le omplexe PAI-1/uPA/uPAR non formé1 Le omplexe PAI-1/uPA/uPAR formé
c4 0 Le omplexe PAI-1/uPA/uPAR non internalisé par LRP1 Le omplexe PAI-1/uPA/uPAR internaliséRhoA 0 Faible niveau d'expression1 Niveau d'expression élevéCd42 0 Faible niveau d'expression1 Niveau d'expression élevéTab. 5.1 � Table des stratégiesLes jeux Ki, 1 ≤ i ≤ 4, orrespondent à des jeux de omplexation. Par onséquent, ilssuivent les règles de l'approhe gf . Leurs gains sont dérits dans la �gure 5.2. Le jeu

R est un jeu de régulation dans lequel PAI-1 agit sur les GTPases RhoA et Cd42. Parontre les GTPases n'in�uenent pas PAI-1. Nous pouvons alors admettre que le jeu Rn'élimine pas d'équilibres.Il apparaît alors que le réseau est uniquement régulé par le jeu U . Ce jeu onsiste enl'interation entre PAI-1 et le dimère uPA/uPAR (c2) dans le but de former le omplexetripartite PAI-1/uPA/uPA (c3).Pour aluler la fontion de gain, nous nous ramenons à une mesure (ativité, onen-tration, a�nité,. . .) et nous appliquons la méthode de alul de gain par l'approhe defontion de gain monotone (mpf ). Le hoix de la mesure des gains in�uene l'issue dujeu.Dans notre modèle, l'étude porte sur un ensemble de fateurs de migration spéi�quedes ellules anéreuses ; et plus partiulièrement, sur l'in�uene de PAI-1 sur e proessus.Nous savons que l'augmentation du omplexe tripartite onduit à aroître la probabilité demigration des ellules. Par onséquent, le taux de formation du omplexe tripartite (PAI-1/uPA/uPA) devient l'observation aratéristique du modèle. Dans e adre, les gains dujeu se rapportent à la formation du omplexe ; plus préisément, ils orrespondent auxtaux de ontribution à sa formation.Cette fontion sera alulée omme suit pour haque on�guration :
∀i ∈ A, ∀c ∈ C, ui(c) = [Tripartite]

[i]
, ave [Tripartite] (ou [T ]) la onentration duomplexe tripartite réé grâe à l'agent, et [i] la onentration totale de l'agent i dansle milieu avant la formation. On hoisit d'assoier aux gains les valeurs obtenues par le88



Système PAs Setion 5.2
c2/pai − 1 0 1 2

0 (0,0) (0, 0) (0, 0)
1 (0, 0) (0.5,1) (0.35, 0.35)uparpai-1 U c2 K2 upa

K1 c1 K3 lrp d42vn c3 I c4 R rhoaFig. 5.4 � Réseau de jeux modélisant le système ativateur du plasminogène (PAs)alul des taux de ontribution à la formation du omplexe.Dans e jeu, on trouve 6 on�gurations déoulant des di�érentes stratégies des agents.Le tableau 5.2 explique le alul des gains pour haune de es on�gurations en s'appuyantsur les données biologiques onernant les onentrations des di�érents agents.5.2.2.4 Calul des équilibresPar dé�nition, les jeux de omplexation ne limitent pas les stratégies des agents en� entrée �. En e�et, quelle que soit la ombinaison de stratégies hoisies (voir table 5.2),il existe toujours un équilibre de Nash les inluant. Ainsi, l'équilibre global se fonde prin-ipalement sur les équilibres de Nash du jeu U pare qu'il impose des on�gurations destratégies.Les deux équilibres de Nash, érits en � gras � dans la �gure 5.4, orrespondent à deson�gurations biologiques aratéristiques. Le premier (c2=0,PAI-1=0) orrespond à unétat non-migratoire et le deuxième (c2=1,PAI-1=1) orrespond à un état migratoire. La�gure 5.5 représente les morphologies orrespondantes aux deux états biologiques inarnéspar les équilibres.5.2.3 Modélisation par les jeux CPNous avons présenté dans la setion préédente la modélisation du système PAs parles réseaux de jeu. Pour e faire, nous avons onstruit les stratégies pour haque agentbiologique et aluler la fontion de gain pour haque jeu. L'étude aboutit au alul dedeux équilibres stables, le premier orrespondant à l'état non-migratoire et le deuxième àl'état migratoire de la ellule.Dans ette setion, nous présentons la modélisation du système PAs par les jeux CP.Cette modélisation sera fondée sur le modèle générateur/généré. La première étape deonstrution du jeu CP est la onstrution du générateur. Cette onstrution onsiste àtraduire les interations élémentaires entre les agents en onversions de jeu. 89



Chapitre5
Appliationàlamigrationmétastasique

c2 / PAI-1 0 1 20 Étant donné que le dimère n'est pas formé, le omplexe tripartite ne peut pas l'être nonplus. Sa onentration est alors nulle dans les 3 états de PAI-1. Don les gains de PAI-1 etdu dimère sont nuls dans les 3 as de onentration de PAI-1.1 [T ]
[Dimere]

=0
1

=0 [T ]
[PAI−1]

=0
0̃

=0 [T ]
[D]

=0.5
1

=0.5 [T ]
[PAI−1]

=0.5
0.5

=1 [T ]
[D]

=0.35
1

=0.35 [T ]
[PAI−1]

=0.35
1

=0.35

Pour la onstrution de la table, nous avons besoin d'établir une base de normalisation. On onsidère poursimpli�er notre raisonnement que lorsque le dimère est formé (état � 1 �), sa onentration est de 1 et de presquenulle noté 0̃ dans le as de dimère non-formé (état � 0 �). En se ramenant sur une base de 1, on onsidère quel'état � 0 � de PAI-1 orrespond à une onentration de 1, l'état � 1 � orrespondra à une onentration de
0.5 et l'état � 2 � à une onentration de 1. Toujours d'après les données biologiques, dans le as où le dimèreest formé, à l'état PAI-1 � 0 � la onentration du omplexe est presque nulle. A l'état � 1 � de PAI-1 , laonentration du omplexe est de 0.5 et en�n à l'état � 2 � la onentration du omplexe est de 0.8. Cei donneles rapports de onentration donnés dans la table. On attribue alors les valeurs des taux aux gains. Il en résultela table �nale représentant le jeu U (�gure 5.4).

Tab.5.2�Tabledesgainsdujeu
U
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Système PAs Setion 5.2

Cellule migrante en milieu PAI Cellule non migrante en milieu ollagèneFig. 5.5 � Morphologie ellulaires orrespondantes aux deux équilibres (ellule anéreusedu olon)Le réseau de régulation du système PAs est représenté dans la �gure 5.6. La doublerégulation arquée non-étiquetée sur une moléule désigne une omplexation.Jeu générateur :Le jeu CP du système PAs est onstitué de trois omplexations, deux régulations posi-tives et une régulation négative. En se fondant sur le prinipe de tradution des régulationsexposé dans le hapitre 4, et en ne prenons pas en ompte la régulation négative, nousérivons le générateur du système omme suit :






pai + vn ◮ paiA Ativation de pai par omplexation
upa + upar ◮ dimere Formation du dimère
paiA + dimere ◮ tripartite Formation du omplexe
tripartite ◮ tripartite + cdc42 Ativation de cdk42 par le omplexe
cdk42 ◮ ∅ Absene d'ativation sur cdk42
tripartite ◮ tripartite + RhoA Ativation de RhoA par le omplexe
RhoA ◮ ∅ Absene d'ativation sur RhoANous avons vu dans la table de gain du jeu de pai de la setion préédente, onstruite àpartir des données biologiques, que le taux de omplexe formé diminue lorsque paiA atteintun niveau élevé. Cette diminution se traduit par une inhibition du omplexe tripartite par

2paiA, désignant paiA à un niveau élevé. Néanmoins, nous ne pouvons pas la onsidéreromme une inhibition traditionnelle. En e�et, rappelons qu'une inhibition traditionnelleest traduite en terme de onversion pour x inhibe y par les deux relations : (x + y ◮

x) ∧ (∅ ◮ y) ; dans notre as nous ne pouvons pas rajouter la deuxième onversion étant91



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasique
pai

paiA

vn cdc42

tripartite

upa RhoA

dimere

upar

−
+

+

Fig. 5.6 � Réseau de régulation du système PAsdonné que la formation d'un omplexe dépend de la présene de ses omposants. Paronséquent, ette inhibition de tripartite par 2paiA se traduit dans le générateur par laonversion suivante :
2paiA + tripartite ◮ 2paiALa �gure 5.7 présente le graphe du jeu générateur.Jeu généré :Le jeu généré est obtenu automatiquement à partir du générateur par passage auontexte. Un programme a été implémenté sous mathématia qui prend en entrée legénérateur et renvoie d'une part le jeu CP généré et d'autre part alule les équilibres.Ce programme sera expliité dans le hapitre 7. La �gure 5.8 présente le graphe du jeugénéré par le programme mathématia.Équilibres :Le graphe du jeu CP généré ne présente pas de on�its, on n'a alors pas besoin del'intervention de l'expertise. Les équilibres sont alulés automatiquement. On onstate laprésene de deux équilibres abstraits de Nash. Le premier orrespond à l'état où auundes agents n'est présent : {∅} e qui orrespond biologiquement à l'état non-migratoire. Ledeuxième équilibre orrespond à l'état où le omplexe et les deux GTPases sont présents :

{tripartite + cdc42 + RhoA}, e qui orrespond à l'état migratoire.5.3 Swith : ommutation entre apoptose et migrationIl existe di�érentes formes de mort ellulaire : nérose et apoptose. La nérose est dûeà une agression très violente provoquant une lyse. L'apoptose est une mort ellulaire quiest génétiquement ontr�lée (mort programmée). La spéi�ité des ellules anéreusesréside dans le fait qu'elle résistent aux signaux de la mort programmée. Il est alors impor-tant d'étudier la dynamique régissant e phénomène. L'apoptose est aratérisée par une92



Swith : ommutation entre apoptose et migration Setion 5.3

cdc42
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dimere pai paiactif
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Fig. 5.7 � Graphe du jeu générateur de PAs
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Swith : ommutation entre apoptose et migration Setion 5.3morphologie spéi�que appelée � blebbing �, dans laquelle des �boursou�ures� de la mem-brane ou �bleb� sont observés. Il se trouve que ette morphologie est aussi observée dansun proessus de migration ellulaire partiulier : la migration améboïde. Cette migrationest aratéristique des ellules métastasique [WML+03℄.Quels sont les phénomènes, à l'éhelle moléulaire, responsables de l'indution d'unproessus ou l'autre (migration ou apoptose) étant donné que es derniers se aratérisentpar une même morphologie ?Nous tentons de répondre à ette question en déterminant le réseau de régulationrégissant es deux fontions grâe à une étude bibliographique. Ce réseau nous permettrapar la suite de dérire la dynamique du système grâe à la modélisation par les réseauxde jeux dans un premier temps, par les jeux CP dans un deuxième temps.La �gure 5.9 présente les di�érentes fontions assoiées aux deux morphologies �bleb-bing� et �étalement�. Le blebbing est aratéristique de deux fontions : soit de la migra-tion améboïde soit de l'apoptose. L'étalement aratéristique de deux fontions : soit dela migration mésenhymateuse, soit de la prolifération.MorphologieBleb ÉtalementM. améboïde Apoptose M. mésenhymateuse ProliférationFig. 5.9 � De la morphologie à la fontion ellulaire5.3.1 Contexte biologique : extration de données de la littératureL'analyse bibliographique porte sur l'étude des moléules impliquées dans les modi-�ations de morphologies pendant l'apoptose et pendant la migration. L'objetif est dedé�nir un ensemble de modèles dé�nissant la régulation exerée par les agents moléulairesonduisant à ette balane. Plusieurs artiles abordent les phénomènes régissant l'apop-tose. Ils dérivent les di�érentes moléules partiipant à ette fontion. Les aspases sontles prinipales protéines impliquées dans e proessus, elles sont onnues pour être respon-sables de plusieurs hangements morphologiques des ellules apoptotiques [LR01, CO02℄.En partiulier, elles sont assoiées au blebbing et la ontration ellulaire.Une autre partiipation à la morphologie des ellules apoptotiques a été démontréepar Sebbagh et al. [SRH+01℄ : l'impliation du omplexe MLC (myosin light hain) phos-phorylé dans la forme de bleb des ellules apoptotiques. En e�et le MLC phosphoryléatalyse la génération de la fore ontratile d'atine myosine et induit don le blebbingellulaire. Se pose alors la question de la relation entre la aspase qui elle aussi a étémise en relation ave le blebbing et le MLC phosphorylé. Sebbagh et al. et Croft et al.montrent que pendant l'apoptose, la aspase live une protéine ROCK pour la rendre95



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueative [SRH+01, RLL+05℄. Cette forme ative de ROCK induit une forte augmentationdu niveau de MLC phosphorylé menant au blebbing de la membrane. Nous nous sommesintéressés aux prinipales moléules empêhant l'indution d'apoptose de ellules, e quiest le as dans les ellules tumorales. Chen et al. montrent l'impliation d'une protéinePAI-1 dans l'inhibition de l'apoptose dans les ellules VMSC (vasular smooth musleells) [CJB+04℄. En e�et, il a été montré que l'addition de PAI-1 inhibe l'apoptose dansplusieurs lignées de ellules même elles de PC-3 du aner de prostate. Les auteurs ontmis en avant le fait que l'ativation de la aspase et l'indution de l'apoptose des neuronesont été observés dans un milieu faible en PAI-1. L'artile postule que PAI-1 pourrait ré-guler l'apoptose des ellules vasulaires des musles en interagissant diretement ave laaspase.Dans la littérature, on relève d'autres protéines in�uant la morphologie des ellules,les protéines de la famille Rho (Rho, Ra, Cd42..). En e�et, Rho a été identi�é ommeresponsable de la formation de �bres de stress d'atine et de la fore ontratile générée parl'atin-myosine ; Ra promeut la formation des lamellipodes et Cd42 elle des �lopodes[CO02℄. Shmitz et al. ont démontré la orrélation entre l'ativation de Rho et la migrationdes ellules tumorales [AGBVA00℄.Cette étude bibliographique a permis la onstrution d'un réseau de régulation déri-vant les interations entre les di�érentes protéines responsables de l'indution des deuxfontions de migration et apoptose. Le réseau onstruit est représenté par la �gure 5.10.Dans un premier temps, nous tentons de valider la ohérene de e réseau en onstruisantle réseau de jeux orrespondant par le prinipe de �mehanism design�. Cette théoriepermet de onstruire un jeu à partir des équilibres voulus. Le but de ette méthode deonstrution inverse est de proposer des hypothèses sur de nouvelles interations ou deréfuter ertaines hypothèses existantes dans le réseau. Dans un deuxième temps, nousmodélisons la dynamique du réseau par les jeux CP.5.3.2 Modélisation par les réseaux de jeuxA�n de onstruire le réseau de jeux biologiques, nous devons onstituer les di�érentsomposants de haque jeu. Les agents sont les prinipales moléules intervenant dans leréseau présenté dans la �gure 5.10 ; les stratégies étant soit les di�érentes onentrationsde l'agent soit ses di�érentes onformations soit enore ses di�érentes ations sur les autresagents (inhibe ou ative). Les gains seront attribués grâe à une fontion préalablementhoisie.Dans e travail, nous abordons un sous-hamp de la théorie des jeux : le �mehanismdesign�. Il s'agit d'établir des méthodes de oneption de jeux véri�ant des résultatsspéi�ques. Dans le adre de notre étude, ei nous mène à onevoir des modèles dejeux permettant d'aboutir aux trois équilibres orrespondant aux fontions biologiquesobtenues dans le réseau de la �gure 5.10 : migration, apoptose et étalement.Étant donné un ensemble d'équilibres, plusieurs jeux peuvent les engendrer (potentiel-lement une in�nité) en faisant varier le nombre de joueurs, les stratégies et les gains desjeux. Une question entrale onerne le hoix entre deux jeux équivalents du point de vuedes équilibres. Pour e�etuer le hoix entre les deux, nous nous fonderons sur le prinipede parimonie onsistant à hoisir le plus simple.96
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Fig. 5.10 � Réseau de régulation du swith apoptose/migration
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Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueLa notion de simpliité revient à dé�nir un ordre sur les jeux ; le plus simple étant leplus petit selon et ordre. Les ritères possibles pour un réseau de jeux sont le nombre dejoueurs, le nombre de stratégies par joueur ou le nombre de jeux. La modélisation onsistealors à trouver le jeu minimal onduisant à un ensemble possible d'équilibres préétablis.Il s'agit don d'une onstrution inverse (�bakward�) qui onsiste à partir des équilibreset aboutir au jeu orrespondant. L'objet est de véri�er la ohérene du jeu au vu desobservations biologiques.Un ordre sur les ritères ne peut, en l'état atuel des onnaissanes, se faire à priori.Aussi faut-il envisager di�érents modèles répondant aux ritères. Les modèles à onserverseront eux qui auront passé l'examen de l'expert biologiste ave suès ; en e sens, lemodèle orrespond plus à une réalité ou intuition biologique.Cette approhe par parimonie dans la oneption d'un modèle a pour objetif pratiquede limiter l'investigation expérimentale et don son oût. A�n de valider le modèle, nousprenons omme méthodologie de onevoir le modèle puis le valider théoriquement puisexpérimentalement. Dans e adre, l'expériene est guidée par les besoins pour validerou invalider le modèle. Une expériene invalidant le modèle su�t pour le réfuter et noushoisissons d'ahever les expérienes lorsque le modèle est validé.Pour illustrer ette notion, onsidérons que le modèle minimal met en lumière la né-essité d'avoir 3 stratégies pour un agent a�n d'obtenir 3 états physiologiques distints.Supposons que haque stratégie orrespond à un niveau de onentration di�érent ; danse adre, pour valider le modèle, il est néessaire d'identi�er expérimentalement que es 3di�érentes onentrations onduisent aux 3 états physiologiques. Nous expliitons dans lasetion suivante la méthodologie de oneption de modèles de jeux aboutissant aux troiséquilibres voulus tout en nous fondant sur le prinipe de parimonie.5.3.2.1 MéthodologieA�n de onstruire le réseau de jeux orrespondant au réseau biologique étudié, il fautdéterminer les joueurs, les stratégies et les relations d'ordre entre les di�érentes on�gu-rations de stratégies nous permettant d'aboutir aux équilibres de Nash voulus.Joueurs :Les joueurs du réseau de jeux sont les prinipales moléules onstituant le réseau derégulation. Nous onsidérons les 7 agents prinipaux suivants : PAI-1, aspase, induteur,ROCK, Rho, Ra et Dia.Stratégies :A�n d'établir les stratégies des agents nous avons reours à la onstrution �bakward�,sous le prinipe de mehanism design. Cette méthode onsiste à partir des données d'équi-libres (ii les trois fontions ellulaires : migration, apoptose et étalement) et de retrouverles stratégies de haque joueur qui permettent d'aboutir aux trois équilibres de Nashorrespondant aux trois fontions itées i-dessus.En se référant au réseau de régulation de la �gure 5.10, nous observons e qui suit :
• ROCK est assoiée diretement à deux fontions biologiques di�érentes (apoptoseet migration) ; ei mène à penser que ette moléule agit de deux manières di�é-98



Swith : ommutation entre apoptose et migration Setion 5.3rentes aboutissant haune à une de es deux fontions ; on lui assoiera don deuxstratégies représentant es deux fontions. A es deux stratégies nous rajoutons unetroisième qui orrespond au as où ROCK est absent de l'environnement (stratégie :0).
• Caspase étant une moléule régulant uniquement ROCK, il en suit qu'elle adoptedeux stratégies : une pour réguler ROCK (stratégie : 1) et une assoiée à son abseneet don l'absene de régulation (stratégie : 0).
• Dia est impliquée dans la troisième fontion (étalement), ei nous mène à lui a-order au moins deux stratégies : la première étant le as où elle est absente del'environnement (stratégie : 0) et la seonde la stratégie qu'elle adopte pour menerà l'étalement (stratégie : 1).
• Rho étant une moléule qui régule en même temps ROCK et Dia, qui elles-mêmesrégulent des fontions di�érentes, nous sommes alors amenés à onsidérer que Rhorégule ROCK d'une manière di�érente de Dia. Alors Rho adopte deux stratégiesdi�érentes pour es deux régulations (pour la régulation de ROCK, la stratégie : 1et pour la régulation de Dia, la stratégie : 2) auxquelles nous rajoutons une troisièmeorrespondant au as où Rho est absent de l'environnement et par onséquent nerégule ni ROCK ni Dia (stratégie : 0).
• PAI-1 régule Rho, Dia et la aspase. La aspase régule l'apoptose, Dia l'étalementet Rho soit l'étalement soit l'apoptose. PAI-1 paraît alors réguler indiretement lestrois fontions. Cei nous mène à lui aorder au moins trois stratégies auxquelles serajoute une quatrième : son absene de l'environnement (stratégie : 0). Étant donnéque l'on a au maximum trois équilibres, PAI-1 peut juste avoir trois stratégies luipermettant d'avoir es trois équilibres.Dans le tableau 5.3 nous présentons une synthèse présentant le nombre maximal onsi-déré de stratégies par joueur.Agent Nombre destratégies StratégiesPAI-1 3 (0,1,2)aspase 2 (0,1)induteur 2 (0,1)ROCK 3 (0,T,ST)Rho 3 (0,1,2)Ra 2 (0,1)Dia 2 (0,1)Tab. 5.3 � Stratégies maximales assoiées à haque agent selon la méthode de �bakward�Gains :Pour trouver les relations d'ordre entre les di�érentes on�gurations nous partons deséquilibres que l'on veut trouver. Ces équilibres orrespondent aux trois fontions biolo-giques : apoptose, migration et étalement. Par exemple, pour la première fontion repré-99



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiquesentant l'apoptose, la apase doit être ative (stratégie :1) e qui ative la forme ROCK(stratégie : ST). On onsidère que PAI-1 est à son état absent (stratégie :0) puisqu'il estinhibiteur de la aspase et ette dernière est présente dans l'environnement. Dia, étantimpliquée dans l'étalement et non dans l'apoptose, sera absente (stratégie : 0). Nous nousfondons sur ette méthodologie de onstrution de jeux pour établir la fontion de gaindes di�érents agents.Étant donné ette struture de jeu et se fondant sur le prinipe de parimonie nousaboutissons à au moins trois modèles de réseaux de jeux di�érents. Chaun de es mo-dèles postule une hypothèse sur le r�le entral d'une moléule dans le réseau : soit PAI-1ontr�le les trois fontions, soit RhoA ontr�le es trois fontions soit en�n l'existened'interation entre ROCK et Dia ontr�lant es trois fontions. Ces modèles seront résu-més dans le tableau 5.7.1. PAI-1 ontr�le les trois fontions :Le premier modèle propose que PAI-1 est responsable de l'indution des trois fon-tions.
• PAI-1 a trois stratégies, nous assoions un équilibre global au réseau, orrespon-dant à une des trois morphologies ellulaires di�érentes, à une stratégie de PAI-1.
• En plus des trois stratégies de PAI-1, nous aordons trois stratégies aussi à Rhodans sa régulation de Dia. En e�et, pour distinguer les deux fontions : étalementet migration, Rho doit agir de deux manières di�érentes sur Dia.
• Nous assoions à ROCK trois stratégies également (0), (T), (ST) orrespondantrespetivement à l'absene de ROCK, la présene de ROCK sous sa forme ativevia Rho et �nalement la présene de ROCK sous sa forme ative via la aspase.
• Pour les autres moléules, on leur attribue des stratégies binaires : (0) et (1)orrespondant respetivement à l'état absent et à l'état présent.Dans e as nous obtenons le réseau de jeu de la �gure 5.11. Les stratégies des agentsmenant aux trois équilibres globaux du réseau �gurent dans la table 5.4.Agent Apoptose Migration ÉtalementPAI-1 0 1 2aspase 1 0 0induteur 1 0 0ROCK ST T 0Rho 0 1 2Ra 1 0 0Dia 0 0 1Tab. 5.4 � Équilibres du réseau de la �gure 5.112. RhoA ontr�le les trois fontions :100
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Fig. 5.11 � Réseau de jeux du modèle 1
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Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiqueLe deuxième modèle postule que la petite GTPase Rho est responsable des troisfontions.
• Rho a trois stratégies (0), (1) et (2) orrespondant respetivement à l'état absentde Rho, un état où Rho in�uene Dia et n'in�uene pas ROCK et en�n un étatin�uençant ROCK et pas Dia. C'est ette basule qui est responsable des deuxéquilibres migration et étalement.
• PAI-1 a deux stratégies (0) ou (1), la première induit le premier équilibre (apop-tose) et le deuxième induit les deux autres.
• ROCK possède trois stratégies (0), (T), (ST) orrespondant respetivement à l'ab-sene de ROCK, la présene de ROCK sous sa forme ative via Rho et �nalementla présene de ROCK sous sa forme ative via la aspase.
• On attribue aux autres moléules des stratégies binaire en (0) et (1) orrespondantrespetivement à l'état absent et à l'état présent.Ce modèle se présente sous la forme d'un réseau de jeux donné par la �gure 5.12.

Fig. 5.12 � Réseau de jeux du modèle 2Les stratégies assoiées à haque moléule permettant d'avoir les trois équilibresvoulus sont représentées dans le tableau 5.5.3. Interation entre ROCK et Dia ontr�lant les trois fontions :102



Swith : ommutation entre apoptose et migration Setion 5.3Agent Apoptose Migration ÉtalementPAI-1 0 1 1aspase 1 0 0induteur 1 0 0ROCK ST 0 TRho 0 2 1Ra 1 0 0Dia 0 1 0Tab. 5.5 � Équilibres du réseau de la �gure 5.12Le dernier modèle postule que la petite GTPase Rho ne possède auune importanedans le réseau et qu'il existe une interation entre Dia et ROCK. Dans e as labasule entre les trois fontions est régulée par l'interation entre ROCK et Dia etpar PAI-1. Le réseau de jeux onstruit permet de déduire qu'il s'agit d'une inhibitionde ROCK par Dia.
• ROCK a trois stratégies (0), (ST), (T), orrespondant respetivement à l'absenede ROCK, la présene de ROCK sous sa forme ative via la aspase et la présenede ROCK sous sa forme ative non via la aspase.
• PAI-1 a trois stratégies, haune orrespond à un équilibre di�érent.
• Dia et les autres moléules ont haune deux stratégies (0) ou (1) selon qu'ellessont présentes dans l'environnement ou pas.Le réseau de jeux assoié à e modèle est représenté par la �gure 5.13.Les stratégies menant aux équilibres souhaités sont représentées dans le tableau 5.6.Agent Apoptose Migration ÉtalementPAI-1 0 1 2aspase 1 0 0induteur 1 0 0ROCK ST T 0Dia 0 0 1Tab. 5.6 � Équilibres du réseau de la �gure 5.135.3.2.2 Synthèse et RésultatsL'interprétation des données bibliographiques onduit à trois modèles possibles, validéspar des réseaux de jeux. Le tableau 5.7 présente une synthèse de la modélisation et lesaratéristiques des trois modèles obtenus.Ces trois modèles, ohérents ave les équilibres observés nous permettent de proposerde nouvelles possibilités d'interations et de nouveaux omportements de moléules. Cei103



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasique

Fig. 5.13 � Réseau de jeux du modèle 3nous mène à établir de nouvelles hypothèses biologiques pouvant expliquer la dynamiquedes réseaux menant aux équilibres observés.Les hypothèses déduites onernent le ontr�le des trois fontions par PAI-1, ou leontr�le par RhoA, ou enore la possibilité d'une interation entre Dia et ROCK, quiparaît être une inhibition de ROCK par Dia, ou en�n la non-impliation de Rho dans eméanisme.La validation de es di�érentes hypothèses néessite d'avoir reours à l'expérimenta-tion. Par exemple pour l'hypothèse d'interation entre ROCK et Dia, l'expériene proposéese produit en deux étapes :
• utilisation d'un anti-orps anti-Dia et mesurer l'expression de ROCK,
• ajouter un e�eteur pour Dia et mesurer l'expression de ROCK.Si la mesure de ROCK diminue en présene de Dia, on peut valider l'hypothèse d'in-hibition de ROCK par Dia.Cette étude nous a permis de valider la modélisation par la théorie des jeux dans leadre d'un travail interdisiplinaire. En e�et, elle propose une grille de ompréhensiondes di�érentes fontions de la ellule, à partir desquelles nous avons établi de nouvelleshypothèses ohérentes ave les observations.5.3.3 Modélisation par les jeux CPNous avons présenté dans la setion préédente la modélisation du réseau du swithapoptose/migration par la théorie des réseaux de jeux. Cette modélisation est fondé surle prinipe de �mehanism design� qui onsiste à partir des équilibres et de onstruire104



Swith : ommutation entre apoptose et migration Setion 5.3
Modèle 1 - PAI-1 responsable de l'indution des trois équilibres- PAI-1 a trois stratégies : haune assoiée à un équilibredi�érent- Rho a trois stratégies dans la régulation de Dia quipermettent de distinguer les deux équilibres étalementet migration- ROCK trois stratégies (0), (T), (ST) : absene, ROCKatif via Rho, ROCK atif via aspase- Autres moléules (0) et (1) : absent ou présentModèle 2 - Rho responsable de l'indution des trois équilibres- (0) pour l'absene, (1) pour la régulation de Dia et pasROCK, (2) pour la régulation de ROCK et pas Dia- ROCK trois stratégies (0), (T), (ST) : absene, ROCKatif via Rho, ROCK atif via aspase- Autres moléules (0) et (1) : absents ou présentsModèle 3 - Rho n'a pas d'in�uene sur le réseau- Interation entre Dia et ROCK (Dia inhibe ROCK)- PAI-1 responsable de l'indution des trois équilibres enadaptant trois stratégies- Autres moléules (0) et (1) : absents ou présentsTab. 5.7 � Synthèse de la modélisationle réseau de jeu équivalent. La modélisation de e même réseau par les jeux CP permetde onstruire un premier modèle en se référant au réseau de régulation obtenu par lalittérature. Si les équilibres ne sont pas satisfaisants, il s'agit de ompléter le générateura�n d'aboutir aux équilibres souhaités.Jeu générateur et jeu généré :Nous traduisons les six régulations présentées dans la �gure 5.10 par le générateursuivant :






pai ◮ pai + rho Ativation de rho par pai
rho ◮ ∅ Absene d'ativateur de rho
pai + caspase ◮ pai Inhibition de caspase par pai
∅ ◮ caspase Absene d'inhibiteur de caspase
caspase ◮ rock Ativation de rock par caspase
rock ◮ ∅ Absene d'ativateur de rock
rho ◮ rho + rock Ativation de rock par rho
rock ◮ ∅ Absene d'ativateur de rock
rho ◮ rho + dia Ativation de dia par rho
dia ◮ ∅ Absene d'ativateur de dia
pai ◮ pai + dia Ativation de dia par paiLa simple donnée du générateur onstruit à partir du réseau de régulation donne lieuà deux graphes obtenus grâe au programme mathématia. Le premier orrespond au105



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiquegraphe du jeu du générateur (f. �gure 5.14) et le deuxième à elui du jeu généré (f.�gure 5.15) obtenu par la méthode de passage au ontexte.
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Fig. 5.14 � Graphe du jeu générateur du swith apoptose/migrationÉquilibres :Les équilibres sont alulés automatiquement. On onstate la présene de deux équi-libres abstraits de Nash. Le premier orrespond à l'état {caspase + rock} représentantl'état apoptotique. Le deuxième équilibre orrespond à l'état {dia + pai + rho + rock}représentant l'état améboïde migratoire. Nous remarquons que le réseau de régulationdonné ne permet pas de représenter de manière distinte les deux états ; le premier re-présentant la morphologie étalée de la ellule et le deuxième représentant la morphologieaméboïde assoiée à la fontion de migration. En e�et, l'équilibre {dia + pai + rho + rock}peut représenter les deux états tout dépend de la onentration de Dia et de ROCK. Laohérene du réseau est alors mise en doute ; il faut établir des hypothèses sur de nouvellesrégulations permettant d'extraire le troisième équilibre (étalement).Une hypothèse que l'on peut établir, a�n de distinguer les deux équilibres, est l'exis-tene d'une interation entre Dia et ROCK. En e�et, s'il s'agit de plus d'une inhibition, laprésene de dia induit l'absene de ROCK et vie versa. On pourra alors extraire les deuxéquilibres, le premier orrespondant à la présene de Dia, Rho et PAI-1 qui représente la106
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Fig. 5.15 � Graphe du jeu généré du swith apoptose/migration 107



Chapitre 5 Appliation à la migration métastasiquefontion étalement. Le deuxième orrespondant à la présene de ROCK, Rho et PAI-1 quireprésente la fontion migration améboïde.
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Chapitre 6Extension des outils de la théorieL'analyse par le modèle générateur/généré exposé dans le hapitre 4 se trouve limitéepar le nombre d'agents à étudier. Cette limite n'est pas propre à e modèle mais ommunà tous les formalismes induisant des graphes d'états. La ardinalité des onversions d'ungénérateur est en moyenne de l'ordre du nombre d'agents n. Par ontre, le nombre d'étatsd'un jeu généré est de 2n, de l'ordre du nombre des synopsis, orrespondant mathémati-quement à l'ensemble des parties de l'ensemble des agents. Par onséquent, l'analyse desréseaux ne peut s'opérer que sur des réseaux de taille réduite, 'est-à-dire de l'ordre de 10à 20 gènes selon leur onnetivité. A�n d'étudier la dynamique de réseaux de taille plusimportante et d'en aluler les équilibres, il apparaît néessaire d'adopter des méthodes dealuls spéi�ques permettant d'éviter le passage par le jeu généré. Cette approhe reposesur deux notions qui se omplètent :
• le alul des équilibres engendrés par la omposition de sous-jeux :Il onsiste à traiter haque sous-jeu, pouvant inarner haun un joueur, séparémentet de prédire le omportement du jeu de omposition à partir de la dynamique dessous-jeux,
• le alul des équilibres en ne onsidérant que le générateur :Il onsiste à prédire les équilibres du jeu en se foalisant seulement sur la donnée deson générateur, e qui permet de se passer du alul du jeu généré.Cette étude s'artiule autour de trois questions :1. Existe t-il un ou plusieurs équilibres ?2. Un synopsis est-il un équilibre ou ne l'est-il pas ?3. Quels sont tous les équilibres ?De manière générale, un algorithme permettant de répondre à la troisième questionpermet de répondre aux deux préédentes. La troisième question paraît, ependant, êtreune question di�ile, les questions 1 et 2 onstituent un ra�nement de elle-i, permettantde donner des éléments de réponse.De manière pragmatique, la omposition de jeux permet d'appréhender la oneptionde jeu de manière inrémentale en se foalisant sur des jeux de taille réduite orrespondantà des sous-ensembles d'agents biologiques. Cette démarhe permet de modéliser progres-sivement les réseaux de régulation. Le méanisme de omposition repose sur l'union des



Chapitre 6 Extension des outils de la théorieomposants du jeu. L'objet de ette approhe est de trouver des éléments de préditionquant à la dynamique du réseau global étant donné les équilibres des sous-jeux le ompo-sant. L'étude de la omposition sera faite sous le modèle générateur/généré. Elle s'appliqueaussi bien aux jeux générateurs qu'aux jeux générés.Par ailleurs, d'une manière symétrique, nous pouvons proéder à la déomposition d'unjeu en sous-jeux. Cei a pour but de réduire le domaine de travail et de se foaliser surun sous-jeu intéressant. En e�et, si on applique une perturbation à un jeu, nous voudronsonnaître le sous-jeu responsable de la réponse à ette perturbation. La déompositionen sous-jeux ohérents ('est-à-dire pouvant se onsidérer indépendants des autres sous-jeux au vu de la perturbation étudiée), nous permet d'extraire l'ensemble des élémentsresponsables de ette réponse.La prédition d'équilibre à partir du générateur a pour objetif d'évaluer les équi-libres du réseau étudié en ayant pour seule donnée le générateur. Cette approhe dépendintrinsèquement du modèle générateur/généré et de la manière dont sont alulées lespréférenes, qui onstituent un prérequis néessaire à la prédition d'équilibres à partirdu générateur.Les propositions et les théorèmes de e hapitre sont démontrés dans le adre dumodèle générateur/généré. Pour ela nous onsidérons que la relation de préférene estinluse dans la relation de onversion (⊲i⊂◮i).Le hapitre s'organise omme suit : la setion 6.1 présente la méthodologie d'intégrationdes données par la prédition du omportement du jeu global à partir de la dynamiquedes sous-jeux le omposant. La setion 6.2 présente des théorèmes sur la prédition de ladynamique du jeu CP à partir de la seule donnée de son générateur.6.1 Jeux de ompositionLa omposition onsiste à unir deux jeux CP. Elle se dé�nit formellement par l'uniondes omposantes. Étant donné deux jeux CP (Γ et Γ′), le jeu CP de omposition a ommestruture de jeu l'union des joueurs, des synopsis, des onversions et des préférenes dessous-jeux. Cette dé�nition s'applique aussi bien pour les jeux générateurs que pour lesjeux générés. La �gure 6.1 présente shématiquement la omposition de deux jeux.Dé�nition 6.1 (Composition de jeux)Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 et Γ′ = 〈A′, S ′, ◮′
i, ⊲

′
i〉 deux jeux CP, on dé�nit :

Γ ∪ Γ′ ∆
= 〈A ∪ A′, S ∪ S ′, (◮i ∪ ◮

′
i)i∈A∪A′ , (⊲i ∪ ⊲

′
i)i∈A∪A′〉L'étude des équilibres du jeu omposé s'établit à partir de la donnée des équilibresdes sous-jeux le omposant. La détermination des équilibres du jeu omposé se formuledon en terme de maintien, de perte ou de réation d'équilibres. Peut-on maintenir leséquilibres des jeux initiaux ? Assiste-t-on à l'émergene de nouveaux équilibres lors de laomposition de jeux ?112



Jeux de omposition Setion 6.1
Jeu CP 1 Jeu CP 2

Jeu CP 1-2Fig. 6.1 � Jeu de ompositionÉquilibres abstraits de NashConernant les équilibres abstraits de Nash, nous pouvons établir une relation onser-vative d'un équilibre des sous-jeux vers la omposition. L'existene d'un équilibre dans lessous-jeux onduit à son existene dans le jeu omposé. D'une manière symétrique, nousétablissons une relation montrant l'absene d'émergene d'équilibres abstraits de Nash.Un équilibre abstrait de Nash dans le jeu de omposition provient néessairement d'un deses sous-jeux. La proposition 6.1 érit formellement es résultats. La �gure 6.2 représenteun exemple de sous-jeux dont la omposition maintient l'équilibre abstrait de Nash. La�gure 6.3 illustre l'absene d'émergene d'équilibre abstrait dans le jeu omposé.Proposition 6.1 (Équilibre abstrait de Nash d'un jeu de omposition)Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 et Γ′ = 〈A′, S ′, ◮′
i, ⊲

′
i〉 deux jeux CP :EqanΓ∪Γ′(s) ⇒ EqanΓ (s) ∨ EqanΓ′ (s) (6.1)EqanΓ∪Γ′(s) ⇐ EqanΓ (s) ∧ EqanΓ′ (s) (6.2)Preuve. f. annexe. �

 e f b d b d e f(1) (2) (1+2)Fig. 6.2 � EqanΓ1
(c) ∧ EqanΓ2

(c) ⇒ EqanΓ1∪Γ2
(c)Il faut noter que si les sous-jeux possèdent les mêmes synopsis (S = S ′) nous pouvonsétablir l'équivalene suivante :EqanΓ∪Γ′(s) ⇔ EqanΓ (s) ∧ EqanΓ′ (s)Par ailleurs, si les sous-jeux n'ont pas de synopsis ommuns, les équilibres abstraits deNash ne �gurant pas dans un des deux sous-jeux sont onservés dans le jeu de omposition.113



Chapitre 6 Extension des outils de la théoriee f b d e b d e f(1) (2) (1+2)Fig. 6.3 � EqanΓ1∪Γ2
(c) ⇒ EqanΓ2

(c)Cei provient du fait que les synopsis équilibres ne peuvent pas être atteints par e sous-jeu ar ils ne font pas partie de ses synopsis. En onséquene, les équilibres abstraits d'unjeu omposé de deux sous-jeux ayant des synopsis di�érents (S ∩ S ′ = ∅) se déterminentainsi :
Ean(Γ ∪ Γ′) = Ean(Γ) ∪ Ean(Γ′)Équilibres CPLa question du maintien des équilibres CP, a trait à la manière dont se omposentles équilibres CP (i.e. ensemble de synopsis formant une omposante fortement onnexe)possédant des synopsis en ommun. Il faut établir au préalable une distintion entrela dé�nition des omposantes de synopsis ⌊s⌋ et des synopsis formant la omposante.Identi�ée par un synopsis s, une omposante ⌊s⌋ peut di�érer selon le jeu. ⌊s⌋ établie selonle jeu Γ et désignée par ⌊s⌋Γ, peut se distinguer de la omposante établie selon le jeu Γ′(⌊s⌋Γ′). De manière générale, nous avons ⌊s⌋Γ 6= ⌊s⌋Γ′ . Toutefois la question d'assoiationde omposantes se pose dans la mesure où les jeux se partagent des synopsis. Dans e adre,la proposition 6.1 n'est pas véri�ée pour les équilibres CP omme l'illustre l'exemple dela �gure 6.4. Le théorème 6.1 en donne une onstrution à partir de n'importe quel jeu.En e�et, pour tout jeu Γ nous pouvons réer un jeu Γ′ partageant un même équilibre etdont la omposition onduit à la perte de et équilibre. Cei prouve qu'un équilibre CPpeut ne pas être préservé et qu'il est plus di�ile de prévoir son maintien que elui d'unéquilibre abstrait de Nash.Théorème 6.1 (Perte d'équilibres)

∀Γ, ∀s ∈ S.EqpΓ (⌊s⌋) ∧ ⌊s⌋ 6= {s} ⇒ ∃Γ′.EqpΓ′ (⌊s⌋) ∧ ¬EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋)Preuve. Soit un jeu Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉, pour tout s tel que EqpΓ (⌊s⌋) et ⌊s⌋ 6= {s}, ondé�nit un jeu Γ′ = 〈A′, S ′, ◮′
i, ⊲

′
i〉 omme suit :

• A = A′ ;
• S ′ = {s, s′, z} ave s′ ∈ ⌊s⌋Γ ∧ s′ 6= s et z 6∈ S (puisque ⌊s⌋Γ 6= {s}, s′ exist) ;
• ∀i ∈ A′, (s′ ◮′

i z) ∧ (s′ ◮′
i s) ;

• ∀i ∈ A′, (s′ ⊲′
i z) ∧ (s′ ⊲′

i s).Étant donné la dé�nition de Γ′, la relation de hangement d'état d'esprit est : s →′
i z ∧

s′ →′
i s pour tout joueur i. Par onséquent nous avons EqpΓ′ (⌊s⌋). Cependant, étant donnéla dé�nition des jeux de omposition, nous avons ¬EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋). �114



Jeux de omposition Setion 6.1
 e f b d e b d e f1) Γ.EqpΓ (⌊c⌋) ∧ ⌊c⌋ 6= {c} 2) Γ′.EqpΓ′ (⌊c⌋) 3) Γ ∪ Γ′.¬EqpΓ∪Γ′(⌊c⌋)Fig. 6.4 � Exemple de perte d'équilibres CPNous sommes amenés à déterminer des onditions pour lesquelles l'équilibre CP desdeux sous-jeux est maintenu dans le jeu de omposition. Une propriété pour laquelle nousavons une ondition su�sante de maintien des équilibres CP des sous-jeux Γ et Γ′ dans lejeu de omposition est la suivante :Proposition 6.2 (Maintien des équilibres CP)Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 et Γ′ = 〈A′, S ′, ◮′

i, ⊲
′
i〉 deux jeux CP :EqpΓ (⌊s⌋) ∧ EqpΓ′ (⌊s⌋) ∧ ∀x ∈ ⌊s⌋Γ \ ⌊s⌋Γ′ , ∀x′ ∈ ⌊s⌋Γ′ \ ⌊s⌋Γ,

∀y′ ∈ S ′.(x
∗,Γ′

→ i y′ ⇒ (y′ ∗,Γ
→i x) ∨ y′ ∗,Γ′

→ i x))∧

∀y ∈ S.(x′ ∗,Γ
→i y ⇒ (y

∗,Γ′

→ i x′ ∨ y
∗,Γ
→i x′))

⇒ EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋) ∧ (⌊s⌋Γ ∪ ⌊s⌋Γ′ ⊆ ⌊s⌋Γ∪Γ′)On note Γ
→ la relation de hangement d'état d'esprit du jeu Γ.Preuve. Cette proposition impose l'absene d'éhappement par relation de hangementd'état d'esprit dans le jeu Γ ∪ Γ′ de la omposante fortement onnexe ⌊s⌋Γ∪Γ′ .L'éhappement est possible dans la situation suivante :

• il existe une relation de hangement d'état d'esprit dans un des jeux (e.g Γ′) ayantpour origine un synopsis x appartenant à la omposante fortement onnexe de l'autrejeu (e.g ⌊s⌋Γ).
• Cette relation a pour destination un synopsis y′ n'appartenant pas à la omposantefortement onnexe d'auun des jeux (e.g ⌊s⌋Γ ∪ ⌊s⌋Γ′).Dans e as, la omposante union ⌊s⌋Γ∪Γ′ possédera un éhappement par ette relation etdon ne sera plus équilibre. Pour empêher et éhappement, il doit exister un hemin derelations de hangement d'état d'esprit ( ∗

→i), soit dans Γ soit dans Γ′, ramenant tous leshemins sortant de x dans la omposante fortement onnexe ⌊s⌋Γ∪Γ′ . Cei permettrait demaintenir l'équilibre CP dans le jeu union. Il en déoule que l'union des omposantes ⌊s⌋Γet de ⌊s⌋Γ′ est une omposante fortement onnexe inluse dans la omposante ⌊s⌋Γ∪Γ′ . �Remarque 6.1Lorsque ⌊s⌋Γ = ⌊s⌋Γ′ , ette omposante est aussi présente dans le jeu de omposition(⌊s⌋Γ∪Γ′ = ⌊s⌋Γ = ⌊s⌋Γ′), l'équilibre, dans e as, est maintenu dans le jeu union.Cette ondition n'est pas satisfaite par des jeux quelonques, on assiste alors à l'émer-gene de nouveaux équilibres par omposition de jeux. Le théorème 6.2 montre l'origine115



Chapitre 6 Extension des outils de la théoriedes nouveaux équilibres CP du jeu de omposition.Théorème 6.2 (Équilibre CP dans le jeu de omposition)Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 et Γ′ = 〈A′, S ′, ◮′
i, ⊲

′
i〉 deux jeux CP :EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋) ⇒ ∃x ∈ ⌊s⌋Γ∪Γ′ .EqpΓ (⌊x⌋) ∨ EqpΓ′ (⌊x⌋)Preuve. f. annexe. �Le théorème 6.2 est analogue à la proposition 6.1.6.1. Néanmoins, son interprétationest plus omplexe : un équilibre CP dans le jeu de omposition provient d'un synopsiséquilibre d'un des sous-jeux le omposant.BilanNous avons étudié les équilibres abstraits de Nash et les équilibres CP séparément.Nous pouvons répondre à la question d'existene d'équilibre abstrait par une ondition desu�sane établie grâe à la proposition 6.1.6.2. Il su�t que s soit équilibre abstrait dans lessous-jeux pour qu'il le soit dans le jeu omposé. Dans le as où les sous-jeux présentent lemême ensemble de synopsis, nous pouvons déterminer l'ensemble des équilibres abstraitsdu jeu omposé à partir de eux des sous-jeux.Pour les équilibres CP, nous avons établi des onditions pour lesquelles l'équilibre estmaintenu dans le jeu omposé (proposition 6.2). Sous ertaines onditions, nous pouvonsalors déterminer si un ensemble de synopsis est un équilibre CP. De manière symétrique,nous avons aussi mis en évidene des onditions pour lesquelles l'équilibre est perdu (théo-rème 6.1). Néanmoins, il est di�ile de prédire dans le adre général tous les équilibresCP.6.2 Prédition d'équilibresDans un premier temps, les préditions d'équilibres à partir du générateur s'appuientsur l'algorithme de génération du jeu généré, obtenu en onsidérant uniquement la relationde préférene automatique ⊲α. Dans un deuxième temps, nous étendons es éléments depréditions en onsidérant l'approhe par expertise (i.e. ⊲β). Nous onsidérons uniquementles générateurs issus de la régulation génétique fondamentale (ativation et inhibition)pour établir es préditions. Les trois questions auxquelles nous voudrions répondre sontles suivantes :1. Existe-t-il un ou plusieurs équilibres ?2. Un synopsis est-il un équilibre ou ne l'est-il pas ?3. Quels sont les équilibres ?Ces trois questions seront traitées en distinguant les deux types d'équilibres, à savoirles équilibres abstraits de Nash et les équilibres CP. A�n d'introduire les propositionsimportantes qui nous serviront à établir les théorèmes pour la prédition d'équilibres, nousallons onsidérer tout d'abord les onditions pour lesquelles une régulation (ativation ouinhibition) ne peut pas être responsable de l'évolution d'un état donné vers un autre.116



Prédition d'équilibres Setion 6.2Dans un soui de simpli�ation, nous onsidérons que les régulations sont booléennes(niveau k = 1).Nous nous intéressons à dé�nir un équilibre abstrait de Nash à partir des relations dugénérateur donné par le modèle générateur/généré. Tout d'abord, dé�nissons formellementle sous-ensemble de relation de hangement d'état d'esprit engendré par une relation deonversion du générateur :Dé�nition 6.2Soit S un ensemble de synopsis, nous dé�nissons le sous-ensemble de relation de hange-ment d'état d'esprit aordé à la onversion du générateur a ◮ b par :
S

−−−→
a ◮i b

∆
= {a + α →i b + α|α ∈ S, i ∈ A}Ce sous-ensemble quali�e l'ensemble des relations de hangement d'état d'esprit en-gendrées par une onversion partiulière (a ◮i b) du générateur selon un ensemble S desynopsis. Un synopsis s est un équilibre abstrait de Nash si et seulement s'il véri�e lapropriété suivante :Proposition 6.3Soit Γ = 〈A, S, ◮i, ◮i〉 un générateur et soit Γ = 〈A, S, ◮i , ⊲i〉 son jeu généré :Eqan

Γ
(s) ⇔ ∀i ∈ A, ∀(a ◮i b), ∀s′ ∈ S.s →i s′ /∈

S
−−−→
a ◮i bPreuve. Par dé�nition d'un équilibre abstrait de Nash, il n'existe pas de relation dehangement d'état d'esprit d'un équilibre vers un quelonque autre synopsis.

�Aussi pour établir si s est un équilibre abstrait de Nash, il faut dé�nir des onditionsse fondant sur le générateur pour lesquelles la partie droite de l'équivalene de la propo-sition soit véri�ée (i.e ∀i ∈ A, ∀(a ◮i b), ∀s′ ∈ S.s →i s′ /∈ a ◮i b). A�n de trouver esonditions, nous nous foalisons sur l'étude des relations de onversion dans le générateur.Les onversions du générateur dépendent de la régulation.
• x

+
→ y : (x ◮i x + y) ∧ (y ◮i ∅)

• x
−
→ y : (x ◮i x + y) ∧ (∅ ◮i y)Par extension de la dé�nition 6.2, nous dé�nissons un sous-ensemble de relations dehangement d'état d'esprit assoié à une régulation :Dé�nition 6.3Soit x et y deux gènes :

•

S
−−−→
x

+
→ y

∆
= (

S
−−−−−−−→
x ◮i x + y) ∪ (

S
−−−→
y ◮i ∅)

•

S
−−−→
x

−
→ y

∆
= (

S
−−−−−−−→
x + y ◮i x) ∪ (

S
−−−→
∅ ◮i y) 117



Chapitre 6 Extension des outils de la théorieEn se fondant sur l'ensemble des relations de hangement d'état d'esprit provenantd'une régulation, que doivent satisfaire les deux gènes x et y, impliqués dans la régulation
x

+
→ y ou x

−
→ y, a�n qu'un synopsis s soit un équilibre abstrait de Nash ? La propositionsuivante (6.4) énone la relation entre les gènes x, y et un synopsis s a�n qu'il existe unerelation de hangement d'état d'esprit de s vers un synopsis s′ provenant de la régulation

x
+
→ y ou x

−
→ y.Proposition 6.4Soit s ∈ S, soit s′ ∈ S et soit deux gènes x et y :

• (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
x

+
→ y) ⇒ (x ∈ s ∧ y /∈ s) ∨ (x /∈ s ∧ y ∈ s)

• (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
x

−
→ y) ⇒ (x ∈ s ∧ y ∈ s) ∨ (x /∈ s ∧ y /∈ s)Preuve.

• (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
x

+
→ y)

⇒ (s →i s′) ∈ (

S
−−−−−−→
x ◮ x + y) ∨ (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
y ◮ ∅)

⇒ (∃α.s = x + α ∧ s′ = x + y + α) ∨ (∃β.s = y + β ∧ s′ = β)

⇒ (x ∈ s ∧ s′ = s + y) ∨ (y ∈ s ∧ x /∈ s)

⇒ (x ∈ s ∧ s = s′ − y) ∨ (y ∈ s ∧ x /∈ s)

⇒ (x ∈ s ∧ y /∈ s) ∨ (y ∈ s ∧ x /∈ s)

• (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
x

−
→ y)

⇒ (s →i s′) ∈ (

S
−−−−−−→
x + y ◮ x) ∨ (s →i s′) ∈ (

S
−−−→
∅ ◮ y)

⇒ (∃α.s = x + y + α ∧ s′ = x + α) ∨ (∃β.s = β ∧ s′ = y + β)

⇒ (x ∈ s ∧ s′ = s − y) ∨ (y /∈ s ∧ x /∈ s)

⇒ (x ∈ s ∧ s = s′ + y) ∨ (y /∈ s ∧ x /∈ s)

⇒ (x ∈ s ∧ y ∈ s) ∨ (y /∈ s ∧ x /∈ s)

�La ontraposée de la proposition préédente dé�nit les onditions portant sur les gènes
x et y pour qu'il n'y ait pas de relation de hangement d'état d'esprit de s vers un autresynopsis provenant soit de la régulation x

+
→ y, soit de la régulation x

−
→ y. Cette nouvelleproposition s'érit omme suit :Proposition 6.5Soit s ∈ S, ∀s′ ∈ S :118



Prédition d'équilibres Setion 6.2
• (x /∈ s ∨ y ∈ s) ∧ (x ∈ s ∨ y /∈ s) ⇒ (s →i s′) /∈ (

S
−−−→
x

+
→ y)

• (x /∈ s ∨ y /∈ s) ∧ (x ∈ s ∨ y ∈ s) ⇒ (s →i s′) /∈ (

S
−−−→
x

−
→ y)Preuve. La ontraposée de la proposition 6.4.

�A partir de ette proposition, il est possible de déterminer si un synopsis est un équilibreabstrait de Nash en s'appuyant sur toutes les régulations du réseau étudié. Néanmoins,pour montrer l'existene d'un équilibre, le parours de tous les synopsis, dans le jeu généré,ne onduit pas à un algorithme s'exéutant en temps polynomial ar le nombre de synopsisest de 2n, n étant le nombre de gènes. L'existene d'un équilibre pose alors la question desa onstrution en un temps polynomial. En se fondant sur la proposition 6.5, nous nousramenons à la résolution d'un problème de satis�abilité d'une formule logique.Posons tout d'abord une nouvelle notation qui dépendra de l'appartenane d'un sy-nopsis à un autre ou pas : on notera x ∈ s par x et x /∈ s par ¬x.A partir d'une régulation, on obtient une formule propositionnelle sous forme normaleonjontive où haque lause possède deux variables orrespondant au gène régulateur etau gène régulé (ex : x ∧ ¬y).On peut alors reformuler la proposition 6.5 en tenant ompte de la nouvelle notation :
(¬x ∨ y) ∧ (x ∨ ¬y) ⇒ (s →i s′) /∈ (

S
−−−→
x

+
→ y)

(¬x ∨ ¬y) ∧ (x ∨ y) ⇒ (s →i s′) /∈ (

S
−−−→
x

−
→ y)Le problème d'existene d'équilibre se ramène au problème 2-SAT que l'on peut ré-soudre en temps polynomial [APT79℄. L'algorithme permet de trouver une instane de etéquilibre s'il existe.Le problème 2-SAT onsiste à trouver une valuation de n variables {x1, . . . , xn} a�nqu'une onjontion de lauses, 'est-à-dire une disjontion de littéraux (variables ou né-gations de variables), à deux littéraux (par exemple (x1 ∨x2)∧ (x3 ∨¬x4)∧ (x2 ∨x4)) soitvraie. Ce problème est polynomial et on peut le résoudre en le réduisant à un problèmede graphes orientés.Algorithme

• On onsidère le graphe ayant 2n sommets représentant les variables et leurs néga-tions. On représente les m lauses de la formule par 2m arêtes dans le graphe de lafaçon suivante : haque lause de la forme (x∨y) peut être vue omme l'impliation
¬y ⇒ x ou enore ¬x ⇒ y. On ajoute alors pour haque lause de ette forme lesdeux arêtes orrespondant aux deux équivalenes : (¬x, y) et (x,¬y).

• A�n de montrer la satis�abilité d'une formule, il faut tester pour toute variable xi,l'existene d'un hemin de xi vers ¬xi. Cette existene se résout par la reherhe119



Chapitre 6 Extension des outils de la théoriedes omposantes fortement onnexes [APT79℄. L'existene d'un hemin de ¬x vers ximplique que es deux noeuds font partie de la même omposante fortement onnexe.S'il existe un tel hemin pour une variable, ela signi�e que xi ⇒ ¬xi et alors laformule n'est pas satis�able. Si auun hemin de e type n'est trouvé, la formule estalors dite satis�able.
• Pour trouver une solution de la formule, il su�t de valuer un premier noeud à �vrai�et de propager ette valeur par onnexité dans le graphe ; pour tous les noeuds ainsivalués, il faut valuer leur noeud négation par �faux�.Montrer que la formule est satis�able prouve l'existene d'un équilibre. Par ontre,dans le as où la formule ne l'est pas, il n'est pas possible d'a�rmer l'absene d'équilibre.En e�et, la proposition 6.5 postule que si les gènes x et y satisfont la propriété énonéealors il n'existe pas de relation de hangement d'état d'esprit de s vers un synopsis s′ ;l'équivalene n'est pas véri�ée. De plus, il n'est pas possible d'a�rmer l'absene d'équilibreétant donné que la onsidération de la préférene par l'expertise (⊲β

i ) pourrait réer deséquilibres.Appliation à p53Considérons l'exemple du réseau de régulation de p53.Le générateur du réseau de p53 présenté dans le hapitre 4 s'érit omme suit :






p21 ◮ ∅
p53 ◮ p53 + p21
∅ ◮ cdk2
p21 + cdk2 ◮ p21
∅ ◮ p53
p53 + cdk2 ◮ cdk2Sur la base de la proposition 6.5, l'expression logique déduite de e générateur est lasuivante :

((¬p53∨p21)∧(p53∨¬p21))∧((¬p21∨¬cdk2)∧(p21∨cdk2))∧((¬cdk2∨¬p53)∧(cdk2∨p53))Etant donné la forme normale onjontive assoiée au réseau de p53 dérit i-dessus,nous pouvons onstruire le graphe assoié. Nous avons implémenté l'algorithme de réso-lution des problèmes 2-SAT sous mathématia. Le graphe assoié à p53 est représentédans la �gure 6.5Le programme est omposé de deux fontions. La première onstruit la struture dugraphe (noeuds et arêtes) à partir de la formule logique :CnfToGraph[f_℄ := Module[{x, y},Flatten�Replae[List �� f,{( x_ || ! y_) -> {y -> x, ! x -> ! y},(! x_ || y_) -> {x -> y, ! y -> ! x},(x_ || y_) -> {! x -> y, ! y -> x},(! x_ || ! y_) -> {x -> ! y, y -> ! x}}, 1℄℄120



Prédition d'équilibres Setion 6.2

p53

p21

Ø p21

Ø p53cdk2

Ø cdk2

Fig. 6.5 � Graphe de résolution de p53
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Chapitre 6 Extension des outils de la théorieA haque lause on assoie les deux arêtes du graphe : par exemple, (x ∨ y) ⇒
{y → x,¬x → ¬y}.La deuxième fontion teste la satis�abilité de la formule en herhant les omposantesfortement onnexes du graphe ainsi onstruit et en véri�ant s'il y existe un hemin de xvers ¬x :TwoSat[f_℄ := With[{s = StrongComponents�CnfToGraph[f℄},! MemberQ[Map[Simplify[And �� #℄&, s℄, False℄℄L'expression logique assoiée à p53 s'érit omme suit :fp53 = (! p53 || p21) && (p53 || ! p21) \&& (! p21 || ! dk2) &&(p21 || dk2) && (! dk2 || ! p53) && (dk2 || p53)}En appliquant la fontion de test de satis�abilité sur la formule fp53 on obtient :In:=TwoSat[fp53℄Out:=TrueProuver que la formule est satis�able démontre l'existene d'un équilibre abstrait deNash dans le réseau de régulation de p53 (rappelons qu'en as de non satis�abilité on nepeut rien a�rmer).Nous avons mentionné au début de la setion que nous ne prenons en ompte quela préférene automatique ⊲α

i , dans un premier temps, dans la résolution des questionsd'existene d'équilibres. Nous avons montré i-dessus que la résolution de la questiond'existene revenait, en partie, à la résolution d'un problème 2-SAT. Pour un jeu ayantomme préférene ⊲α
i , il existe un équilibre abstrait de Nash si l'algorithme 2-SAT équi-valent est satis�able. Rappelons que ⊲i=⊲

α
i \ ⊲

β
i . En prenant en ompte, en plus despréférenes automatiques, les préférenes par expertise, nous allons retirer des relationsde hangement d'état d'esprit. Le retrait de relations de hangement d'état d'esprit nepeut que rajouter des équilibres. En e�et, si s est un équilibre abstrait de Nash, il lerestera toujours dans le jeu prenant en ompte la préférene expertise étant donné quel'on ne rajoute pas de préférene et don pas d'éhappement à partir de e synopsis s. Deplus, s'il existe un synopsis s tel qu'il existe une relation de hangement d'état d'espritvers un unique synopsis s′ (s →i s′), si la préférene expertise retire ette relation alors ssera un équilibre du jeu.La résolution de la question d'existene d'équilibre de Nash par le problème 2-SATreste alors valable aussi en rajoutant les préférenes de l'expertise. Les équilibres préditspréédemment par l'algorithme 2-SAT se maintiennent aussi dans le as où on ajoutel'expertise.122



In�uene des iruits de rétroation Setion 6.3BilanNous avons traité i-dessus la prédition des équilibres abstraits de Nash. En assimilantle problème de reherhe d'équilibre abstrait à un problème 2-SAT, nous pouvons répondreaux trois questions émises au début de la setion.
• Existene d'équilibre : il su�t de véri�er la satis�abilité de la formule logique orres-pondante au réseau étudié. Si la formule est satis�able, il existe un équilibre abstraitde Nash. Si la formule n'est pas satis�able on ne peut rien a�rmer ar la proposition6.5, sur laquelle se fonde la onstitution du problème 2-SAT, donne des onditionsde su�sane pour l'existene d'équilibre.
• Un synopsis est-il un équilibre ou pas : il faut valuer le synopsis et véri�er s'il satisfaitla formule ou pas.
• Énumérer tous les équilibres : l'énumération de tous les équilibres possède une om-plexité exponentielle. Tous les synopsis peuvent être équilibres. En e�et, pour nvariables représentant les gènes, le ardinal de l'ensemble des synopsis du jeu estde 2n (ensemble des parties de l'ensemble des gènes). Ce as survient notammentpour un réseau sans auune onnexion, de e fait tous les synopsis seront équilibresabstraits de Nash.6.3 In�uene des iruits de rétroationNous abordons dans ette setion l'étude des équilibres pour les iruits de rétroationen biologie et leur étude par la modélisation des jeux CP. Un iruit de rétroation est uniruit dans un réseau de régulation génétique où haque gène régule uniquement un gèneet est lui-même régulé par un seul gène. Étant donné que haque gène du iruit régulepositivement ou négativement son voisin, on peut dé�nir le signe du iruit. Ce signedépend de la parité des régulations négatives dans le iruit. Si le nombre d'interationsnégatives est pair, le iruit est dit positif ; il est négatif sinon [syn01℄.L'importane de es iruits dans les systèmes biologiques a été mise en valeur depuislongtemps [MJ61℄. Ils ont été onsidérés omme étant des omposantes dynamiques élé-mentaires qui, ombinés, provoquent des omportements dynamiques omplexes [syn01℄.Plusieurs études formelles ont permis de lari�er les r�les dynamiques des iruits néga-tifs et positifs [PMO95, Sno98℄. René Thomas a onjeturé dans [Tho81℄ que la présened'un iruit positif dans un réseau d'interation est une ondition néessaire pour la mul-tistationarité (présene de plusieurs équilibres stables). D'un point de vue biologique, lamultistationarité est une propriété apitale. Elle est reliée au phénomène de di�érentiationdes ellules [BSS01, CD02℄. René Thomas a aussi onjeturé que la présene d'un iruitnégatif est une ondition néessaire pour la présene d'un équilibre osillatoire [Tho81℄.Ces osillations permettent de représenter les phénomènes d'homéostasie, 'est-à-dire, laapaité d'un organisme à maintenir la onentration de ertaines substanes malgré lesvariations onstantes de l'environnement [CD02℄.Dans le adre de la modélisation par le modèle générateur/généré, nous avons établi despropriétés onernant la orrélation entre le signe d'un iruit pur (un réseau de régulationomposé uniquement d'un iruit) et la nature de l'équilibre (stable ou osillatoire). 123



Chapitre 6 Extension des outils de la théorieTout d'abord nous étudions un réseau sous la forme d'une haîne, 'est-à-dire, tel quehaque gène régule un seul gène sauf un seul qui ne régule auun gène. Dans e type deréseau, nous montrons l'existene d'un équilibre abstrait de Nash. Nous avons alors laproposition suivante :Proposition 6.6Soit un réseau de régulation G = 〈V, E, e, t〉, tel que
• V = {x1, x2, . . . , xn}
• E = {(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn)}et Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 le jeu orrespondant, on a alors :

∃s ∈ S.EqanΓ (s)Preuve. Il est toujours possible de trouver un synopsis s tel que :
∀s′ ∈ S, s →i s′ /∈

n−1⋃

i=1

(

S
−−−−−−−→
xi

+,−
→ xi+1).Il su�t de se fonder sur la proposition 6.5 et de déider d'inlure xi dans le synopsiséquilibre ou pas. L'appartenane de xi à s dépend du signe de la régulation à laquelle xiappartient et de xi−1 (s'il appartient à s ou pas). �Dans la suite nous nous intéressons tout d'abord aux iruits positifs purs puis auxiruits négatifs purs.Ciruit positifNous montrons une ondition su�sante pour l'existene d'un équilibre abstrait de Nash

s dans une haîne de régulation de gènes, tel que l'appartenane du premier gène dela haîne à s onduit à l'appartenane du dernier gène de ette haîne à s. Pour ela, laproposition suivante postule que le hemin est positif ('est-à-dire le nombre de régulationsnégatives entre es deux entités dans le réseau de régulation doit être pair). Soit unefontion φ : {+,−} 7→ {1,−1} ave φ(+) = 1, φ(−) = −1. Formellement ette onditionde su�sane s'érit ainsi :Proposition 6.7Soit un réseau de régulation G = 〈V, E, e, t〉, tel que
• V = {x1, x2, . . . , xn}
• E = {(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn)}et Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉 le jeu orrespondant, on a :

n−1∏

i=1

φ(e(xi, xi+1)) > 0 ⇒ ∃s ∈ S,EqanΓ (s).(x1 ∈ s ⇒ xn ∈ s)Preuve. Conséquene de la proposition 6.5 et 6.6. �A partir de la proposition 6.7 nous déduisons une ondition su�sante sur un iruitpour l'existene d'un équilibre abstrait de Nash.124



In�uene des iruits de rétroation Setion 6.3Proposition 6.8Soit un réseau de régulation sous forme de iruit :Si le iruit est positif alors il existe un équilibre abstrait de Nash.Preuve. Il su�t de onsidérer la proposition 6.7 et de prendre x1 = xn a�n de formerun iruit. La onstrution de l'équilibre abstrait de Nash s ne ontredit pas le fait que
x1 ∈ s ⇒ xn ∈ s, puisque x1 = xn. �Nous avons prouvé qu'un réseau onstitué uniquement d'un iruit positif induit for-ément un équilibre abstrait de Nash.La �gure 6.6 présente le jeu générateur et le jeu généré d'un iruit positif à trois gènesave : x ative y qui ative z qui ative x. Ce jeu présente deux équilibres abstraits deNash : {∅} et {x + y + z}.

x

0

x + y

y

y + z

z

x + z

x

0

x + y

y

y + z

x + y + z

z

x + z

Fig. 6.6 � Jeu générateur et généré d'un iruit positif (x ative y qui ative z qui ativex)Ciruit négatifPar ontraposée de la proposition 6.8, l'absene d'équilibre abstrait de Nash, et donla présene d'un équilibre osillatoire, induit que le iruit est négatif. Nous obtenons lapropriété suivante :Proposition 6.9Soit un réseau de régulation sous forme de iruit :S'il existe un équilibre CP non-abstrait de Nash alors le iruit est négatif.Dans la suite, nous allons montrer l'équivalene de la proposition 6.9. Pour ela, nousmontrons l'équivalene de la proposition 6.7 dans le as d'un hemin négatif. Nous avonsalors la proposition suivante : 125



Chapitre 6 Extension des outils de la théorieProposition 6.10Soit un réseau de régulation G = 〈V, E, e, t〉, tel que
• V = {x1, x2, . . . , xn}
• E = {(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xn−1, xn)}et Γ = 〈A, S, ◮i, ⊲i〉, on a :

n−1∏

i=1

φ(e(xi, xi+1)) < 0 ⇒ ∃s ∈ S,EqanΓ (s).(x1 ∈ s ⇒ xn /∈ s)A partir de ette proposition nous déduisons une ondition de su�sane quant à l'exis-tene d'un équilibre osillatoire.Proposition 6.11Soit un réseau de régulation sous forme de iruit :Si le iruit est négatif alors il existe un équilibre CP non-abstrait de Nash.Preuve. Il su�t de onsidérer la proposition 6.10 et de prendre x1 = xn a�n de for-mer un iruit. Dans e as, la proposition postule qu'il existe un équilibre s tel que
x1 ∈ s ∧ x1 /∈ s. Cei n'est pas possible, alors il n'existe pas d'équilibre abstrait de Nash.Rappelons qu'il existe toujours un équilibre CP dans un réseau quelonque �ni, l'équilibredu réseau est alors un équilibre CP non-abstrait de Nash. �La �gure 6.7 présente le jeu générateur et le jeu généré d'un iruit négatif à trois gènesave : x ative y qui inhibe z qui ative x. Ce jeu présente un équilibre CP non-abstrait :
{∅, z, x + y, x + z, y, x + y + z}.
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Fig. 6.7 � Jeu générateur et généré d'un iruit négatif126



In�uene des iruits de rétroation Setion 6.3BilanDans ette setion, nous avons montré une ondition néessaire et su�sante sur lesigne d'un iruit pur ('est-à-dire un réseau onstitué uniquement d'un iruit) pourl'existene d'un équilibre CP non-abstrait. Toutefois la onjeture de René Thomas estplus générale dans la mesure où elle postule l'existene d'un iruit négatif dans un réseauquelonque omme une ondition néessaire à la présene d'un équilibre osillatoire. Cettedernière propriété, que nous avons véri�é sur des exemples, en utilisant la plateformelogiielle, néessite d'en établir une preuve sur les jeux CP. Elle onstitue une perspetivede développement de e travail.
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Chapitre 7Plateforme logiielle : CPGenGameUne plateforme logiielle, CPGenGame, a été développée a�n de permettre la modé-lisation des jeux CP pour les réseaux de régulation. Elle permet de aluler les équilibresen partant des relations traduisant les interations génétiques du système. Ce logiiel estdéveloppé sous mathématia [res07℄, il s'agit d'un logiiel de alul formel symbolique.CPGenGame permet d'étudier la dynamique de systèmes de régulation de plusieurs di-zaines d'agents. Le programme est déomposé en quatre parties :
• Implémentation de fontions représentant des opérations sur les multi-ensembles(union, intersetion, multi-ensemble omplément,. . .).
• Implémentation de fontions graphiques permettant la visualisation des jeux sousforme de graphes.
• Implémentation de fontions permettant le alul des équilibres étant donné un jeugénéré ave une relation de onversion et une relation de préférene prédéterminées.
• Implémentation du modèle générateur/généré. Calul du générateur à partir d'unréseau de régulation. Calul de la relation de onversion par passage au ontexte etde la relation de préférene se fondant sur la propriété de dominane.Nous allons présenté dans la suite les fontions fondamentales onstituant le modèlegénérateur/généré.Calul du générateur :CPGenGame prend en entrée la struture du réseau de régulation. Un réseau de ré-gulation peut ontenir des inhibitions, des ativations ou des omplexations. La fontionCPNetToGame s'érit omme suit, elle assoie à haque régulation les relations deonversions équivalentes.CPNetToGame[n_List℄ :=Module[{x, y, z, k},With[{onvertrules = {{x_ -> y_, Positive} -> { x -> x + y, y -> 0},{x_ -> y_, {Positive, k_}} -> { k x -> k x + y, y -> 0},{x_ -> x_, {Positive, k_}} -> {k x - x -> k x },{x_ -> y_, Negative} -> {x + y -> x, 0 -> y},



Chapitre 7 Plateforme logiielle : CPGenGame{x_ -> y_, {Negative, k_}} -> {k x + y -> k x, 0 -> y},{x_ -> x_, {Negative, k_}} -> {k x -> k x - x, k x - x -> k x},{x_ + y_ -> z_, Complex} -> {x + y -> z, y -> 0, x -> 0},{x_ -> y_, {Default, k_}} -> {}}, Union�Flatten�Replae[n, onvertrules, 2℄℄℄Calul du jeu généré :Une fontion CPGenerate permet de générer la relation de onversion du jeu inter-médiaire par passage au ontexte à partir de l'ensemble de onversions du générateur.Une fois la liste de onversions générée, une fontion CPDilemma permet de déter-miner les dilemmes, 'est-à-dire, les onversions et leurs inverses présents dans ette liste.CPDilemma[rule_List℄ :=Module[{x, y}, Intersetion[( rule /. (x_ -> y_) -> (y -> x)), rule℄℄La relation de préférene est alulée grâe à une fontion CPPref qui implémentela fontion suivante :
⊲i =

[

◮i \

(

◮

◭

∅

i ∩ ◭1
i

)]

\ ⊲
β
iLa préférene par l'expertise s'ajoute manuellement en l'intégrant aux argumentsde la fontion CPPref. Une fois la relation de onversion et la relation de préféreneonstruites, une fontion CPMind permet de aluler la relation de hangement d'étatd'esprit. Une fontion CPGenRegGame permet de onstruire la liste de ertains om-posants d'un jeu CP, étant donné un générateur et la préférene par expertise. Il s'agit dela liste des agents, des onversions et des préférenes.CPGenRegGame[l_List, pref_℄ := {CPPlayer -> CPExtratAgent[l℄,CPConversion -> CPConvert[l℄,CPPreferene -> CPPref[l, pref℄}En�n nous alulons les équilibres du jeu. Les équilibres donnés par la fontion EqCPorrespondent aux puits du graphe ayant omme sommets les omposantes fortementonnexes du graphe des relations de hangement d'état d'esprit du jeu. Ces omposantessont déterminées grâe à la fontion CPShrunk qui s'appuie sur l'algorithme de Tarjan[APT79℄. La fontion CPSink permet de aluler les puits d'un graphe.CPEq[rel_List℄ := CPSink[CPShrunk[rel℄℄130



Illustration p53 :Nous illustrons ette plateforme par le réseau de régulation de p53. En entrée, nousdonnons la struture du réseau.In=Generator=CPNetToGame[{{ P53->P21,Positive},{P21-> CDK2,Negative},{CDK2-> P53,Negative}}℄Out={0->CDK2,0->P53,P21->0,CDK2+P21->P21,P53->P21+P53,CDK2+P53->CDK2}Une fontion CPGraphPlot permet de onstruire le graphe orrespondant. La �gure7.1 représente le graphe onstruit à partir de la fontion suivante.CPGraphPlot[Generator℄
0

cdk2 p53 p21

cdk2 + p21p21 + p53cdk2 + p53

Fig. 7.1 � Jeu générateur du réseau de régulation de p53A partir du générateur, les relations de onversion et de préférene sont onstruites àpartir du modèle générateur/généré. La relation de hangement d'état d'esprit est aluléepar intersetion de es deux relations. Les équilibres sont alulés à partir de ette relation.La �gure 7.2 présente le graphe de la relation de hangement d'état d'esprit ; les équilibressont représentés par des ouleurs di�érentes.Mind=(CPPreferene/.Game)\[Intersetion℄ (CPConversion/.Game);eq=CPEq[Mind℄CPGraphPlot[Mind,eq℄ 131



Chapitre 7 Plateforme logiielle : CPGenGame
0

cdk2 p53 p21

p21 + p53cdk2 + p21 cdk2 + p53

cdk2 + p21 + p53

Fig. 7.2 � Jeu généré du réseau de régulation de p53BilanCette plateforme logiielle nous a permis de tester les di�érents réseaux de régulationqui ont servi à illustrer le modèle générateur/généré et les di�érents résultats théoriques.Elle nous a permis, de plus, d'étudier deux réseaux biologiques impliqués dans le aner :le réseau du système PAs et le réseau du swith apoptose migration (hapitre 5) a�n dedéterminer la ohérene des réseaux en fontion des équilibres alulés automatiquement.
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ConlusionNous avons présenté au début de e doument les di�érents formalismes fondés surla théorie des jeux pour la modélisation des réseaux d'interations biologiques. Les jeuxstratégiques onstituent un modèle fondamental en théorie des jeux ; il s'agit d'un jeuayant des joueurs qui interagissent entre eux, haun ayant un ensemble de stratégieset une fontion de gain qui renvoie une valeur à haque on�guration de jeu. L'issuedu jeu est de aluler une situation au sein de laquelle tous les joueurs maximisent leurfontion de gain. La théorie des réseaux de jeux est une extension des jeux stratégiquespermettant de faire partiiper des joueurs à plusieurs jeux simultanément. Cette théoriepermet de prendre en ompte la modularité au sein des réseaux d'interations. En�n, lesjeux CP onstituent une théorie algébrique disrète généralisant les jeux stratégiques. Ilspermettent de dérire un jeu à l'aide de deux relations algébriques : relation de onversionet relation de préférene.Nous avons montré que le formalisme de modélisation disrète de René Thomas [Tho73℄onstitue une instane d'un jeu CP. Ce résultat onstitue un élément montrant la per-tinene de ette théorie. En e�et, la théorie des jeux o�re un panel large de théorèmesqui ont fait leur preuve dans plusieurs domaines et qui permettraient de résoudre ertainsproblèmes lors de l'étude de réseaux biologiques.Nous avons ensuite présenté un modèle onçu sous la théorie des jeux CP pour l'étudedes réseaux d'interations biologiques et plus préisément des réseaux de régulation. Cemodèle générateur/généré permet de onstruire automatiquement la dynamique d'un sys-tème à partir de la struture du réseau de régulation. Parfois, il existe des points deon�its appelés dilemmes qui requièrent l'intervention de l'expertise. L'un des apports dee modèle est de ibler ette intervention.Le modèle générateur/généré et les réseaux de jeux ont été appliqués pour la modéli-sation de deux appliations impliquées dans le aner.Une première appliation onerne la migration des ellules anéreuses via le systèmeAtivateur du Plasminogène. La modélisation par les deux théories a permis d'extrairedeux équilibres stables orrespondant haun à une morphologie ellulaire observable : uneorrespondante à une morphologie migratoire, l'autre non migratoire. Ces deux équilibresont été validés par les expérienes biologiques.Une deuxième appliation onerne une balane entre deux fontions ellulaires di�érentesétant donné une même morphologie. En e�et, en adoptant une morphologie blebbante,la ellule peut migrer ou amorer une mort programmée. Cette balane entre es deuxfontions a été modélisée par la théorie des réseaux de jeux dans un premier temps puispar les jeux CP. Cette modélisation a permis d'extraire la dynamique du système à partir



Conlusiondu réseau de régulation obtenu par une étude bibliographique. Cette dynamique montreles di�érentes protéines impliquées dans une fontion ou dans l'autre.Devant la taille du jeu généré du modèle générateur/généré onstruit sous la théoriedes jeux CP, nous nous sommes intéressés à trouver des propriétés permettant de prédireles équilibres et la dynamique du système étudié. Nous avons établi deux méthodes :la première par omposition de jeux onsistant à prédire les équilibres du jeu sahanteux des sous-jeux le omposant ; la deuxième onsiste à prédire les équilibres à partirde la seule donnée de son générateur inarnant la struture du réseau de régulation. Ladeuxième méthode se fonde sur la résolution d'un problème 2-SAT. La satis�abilité duproblème 2-SAT prouve l'existene d'un équilibre abstrait de Nash dans le jeu.Une plateforme sous mathématia a été implémentée pour générer automatique-ment la dynamique d'un système à partir de la donnée de la struture de son réseau derégulation. Cette plateforme permet le alul des équilibres du réseau étudié.Plusieurs perspetives s'ouvrent à l'issue de e travail.A ourt terme, d'une part, au niveau de l'appliation biologique, il s'agit de véri�erles hypothèses déduites à partir des deux modélisations du swith apoptose migration :par les réseaux de jeux et par les jeux CP. D'autre part, au niveau du modèle, il s'agitd'approfondir les outils de prédition d'équilibre.Deux perspetives sont envisagées à plus long terme, d'une part l'inférene de jeux CPet d'autre part l'étude du �mehanism design� en jeux CP.Ces quatre points se détaillent omme suit :
• Appliation biologiqueLa modélisation du swith apoptose migration a induit des hypothèses sur le réseaubiologique. En e�et, la modélisation par la théorie des réseaux de jeux et par lesjeux CP a permis d'établir trois hypothèses. La première a trait au ontr�le de labalane apoptose migration par la moléule PAI-1. La deuxième onerne le ontr�lede ette même balane par la moléule Rho. En�n, la dernière hypothèse suggèrel'existene d'une interation entre les deux moléules Dia et ROCK. Ces hypothèsesdoivent être véri�ées expérimentalement a�n de les on�rmer.
• Prédition d'équilibreLa prédition a pour objet de déterminer les équilibres du jeu en établissant une rela-tion entre la struture du réseau et sa dynamique. Cette approhe permet d'envisagerle alul d'équilibres sur des réseaux de grande taille. Nous omptons approfondirette démarhe et plus préisément la prédition des équilibres CP.
• L'inférene de jeuxIl s'agit d'inférer des jeux CP à partir de données d'expression (pues à ADN,. . .).Cei permettrait la onstrution automatique de réseaux de régulation génétiqueà partir de données transriptionnelles. Les outils permettant l'analyse des don-nées d'expression génétique sont enore peu nombreux. Les prinipaux objetifs deette analyse sont de omprendre omment les gènes interagissent entre eux et quelssont les gènes impliqués dans une fontion biologique donnée. Un des moyens lesplus e�aes pour la représentation de l'ensemble de es interations onsiste en la136



Conlusiononstrution d'un réseau de régulation. Il existe di�érentes méthodes de onstru-tion de réseau dans la littérature qui di�érent prinipalement dans la onditionditant quand un gène est relié à un autre [BKB+03, BTS+00℄. L'inférene des ré-seaux de régulation à partir de données onstitue un outil d'analyse e�ae pour laompréhension des fontions biologiques. L'inférene de jeux CP reposerait sur ladétermination de la relation de onversion et de la relation de préférene.
• Le �mehanism design� CPIl s'agit d'établir des méthodologies de onstrution de jeux CP (relation de onver-sion et relation de préférene) en partant des équilibres biologiques des réseauxétudiés. Cei permettrait d'établir les propriétés biologiques que doivent satisfaireles réseaux étudiés a�n de dérire les équilibres souhaités. En terme de jeu CP, espropriétés sont représentées par la relation de préférene. Le �Mehanism Design�permettrait également d'obtenir des indiations sur les onditions environnementalesdans lesquelles évolue le système.
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AnnexePreuve. Propositon 6.1
(6.1) EqanΓ∪Γ′(s) ⇒ ∀i ∈ A ∪A′, ∀s′ ∈ S ∪ S ′.¬s

Γ∪Γ′

→ i s′Ave Γ
→ désigne une relation de hangement d'esprit dans le jeu Γ.Rappelons que, par dé�nition, on a Γ∪Γ′

→ =
Γ
→ ∪

Γ′

→.On a s ∈ S ∪ S ′ alors s ∈ S ∨ s ∈ S ′. Deux as se présentent :EqanΓ∪Γ′(s), s ∈ S ⇒ s ∈ S, ∀i ∈ A ∪A′, ∀s′ ∈ S ∪ S ′.¬s
Γ∪Γ′

→ i s′

⇒ s ∈ S, ∀i ∈ A, ∀s′ ∈ S ′.¬s
Γ
→i s′

⇒ ∃EqanΓ (s)ou EqanΓ∪Γ′(s), s ∈ S ′ ⇒ s ∈ S ′, ∀i ∈ A ∪A′, ∀s′ ∈ S ∪ S ′.¬s
Γ∪Γ′

→ i s′

⇒ s ∈ S ′, ∀i ∈ A, ∀s′ ∈ S ′.¬s
Γ′

→i s′

⇒ EqanΓ′ (s)la proposition est diretement déduite des deux as :EqanΓ∪Γ′(s) ⇒ EqanΓ (s) ∨ EqanΓ′ (s)(6.2) Nous prouvons par l'absurde.Supposons que EqanΓ (s) ∧ EqanΓ′ (s) ∧ ¬EqanΓ∪Γ′(s), on a :
¬EqanΓ∪Γ′(s) ⇒ ∃i ∈ A ∪ A′, ∃s′ ∈ S ∪ S ′.s

Γ∪Γ′

→ i s′

⇒ [∃i ∈ A ∪ A′, ∃s′ ∈ S.s
Γ∪Γ′

→ i s′] ∨ [∃i ∈ A ∪ A′, ∃s′ ∈ S ′.s
Γ∪Γ′

→ i s′]

⇒ [∃i ∈ A, ∃s′ ∈ S.s
Γ
→i s′] ∨ [∃i ∈ A′, ∃s′ ∈ S ′.s

Γ′

→i s′]

⇒ ¬EqanΓ (s) ∨ ¬EqanΓ′ (s)



AnnexeCe qui est absurde. On a alors la proposition :EqanΓ (s) ∧ EqanΓ′ (s) ⇒ EqanΓ∪Γ′(s)

�Preuve. Théorème 6.2Prouvons la proposition par l'absurde.Supposons que EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋) ∧ ∀x ∈ ⌊s⌋Γ∪Γ′ .¬EqpΓ (⌊x⌋) ∧ ¬EqpΓ′ (⌊x⌋)

⇒ EqpΓ∪Γ′(⌊s⌋) ∧ ∃s′ ∈ S \ ⌊x⌋Γ, ∃s′′ ∈ S ′ \ ⌊x⌋Γ′ .s
Γ
→i s′ ∧ s

Γ′

→i s′′

⇒ ∃s′ ∈ S, ∃s′′ ∈ S ′.s
Γ
→i s′ ∧ s

Γ′

→i s′′ ∧ s′ ∈ ⌊x⌋Γ∪Γ′ ∧ s′′ ∈ ⌊x⌋Γ∪Γ′

⇒ ∃s′ ∈ S, ∃s′′ ∈ S ′.s
Γ
→i s′ ∧ s

Γ′

→i s′′ ∧ s′
Γ′

→i s ∧ s′′
Γ
→i sEn réitérant le même raisonnement pour s′ ∈ ⌊s⌋Γ∪Γ′ et pour s′′ ∈ ⌊s⌋Γ∪Γ′ , nousobtenons l'existene de deux synopsis s′1 et s′2 pour s′ et de deux synopsis s′′1 et s′′2 pour

s′′, tel que s′ hange son état d'esprit vers haun des deux synopsis, un dans le jeu Γ,l'autre dans le jeu Γ′ ; de même pour s′′. On réitère le même raisonnement pour es quatresynopsis. Nous remarquons que s′1 et s′2 ne font partie ni de ⌊s′⌋Γ ni ⌊x⌋Γ ar sinon on auraEqpΓ (⌊s′⌋) et EqpΓ (⌊x⌋). De même pour s′′1 et s′′2. Par onséquent le nombre de synopsisqu'on rée, par itération du raisonnement, est in�ni. Ce qui est absurde.
�
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