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Chapitre 1

Introduction

Au cours des dernieres décennies, des progres fantastiques ont été accomplis dans I’étude des phénomenes
critiques des systémes bidimensionnels. Au cceur de ces avancées, la notion d’invariance conforme au point
critique a joué un role essentiel, et illustre encore une fois la puissance du concept de symétrie en physique
théorique. En physique statistique, les théories des champs conformes décrivent les transitions de phase du
deuxiéme ordre. Dans les systemes bidimensionnels les contraintes de symétries sont tellement fortes qu’elles
fournissent des solutions exactes, ce qui explique I'importance de I'invariance conforme dans ce contexte.

Les théories conformes (CFT) ont permis de faire de grandes avancées tant sur le plan conceptuel que
technique, et elles constituent un formidable outil pour calculer exactement les quantités universelles telles
que les exposants critiques. Une avalanche de résultats nouveaux voire des branches entieres de la physique
mathématique ont vu le jour suite a 'article fondateur de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov [1]. Citons par
exemple 1’étude des interfaces dans les systémes critiques et le lien avec I’équation de Schramm Léwner (SLE)
[2, 3], qui constitue une extension récente et trés active de I’étude des phénomenes critiques bidimensionnels.

Lorsque I'on souleve le probleme de la classification des classes d’universalité, i.e. des théories conformes,
se pose naturellement la question des symétries supplémentaires. Issues de la théorie des cordes, les CFT
possédant des symétries additionnelles continues ont été 'objet de nombreuses études : les théories Weis-
Zumino-Witten en constituent un exemple typique et possédent un symétrie d’algebre de Lie. Cepen-
dant beaucoup d’applications a la physique statistique ou a la matiere condensée concernent des systemes
possédant des symétries discretes.

Les travaux présentés dans ce mémoire s’inscrivent dans un projet de recherche visant a mieux comprendre
les classes d’universalité des systemes critiques possédant des symétries discretes du type Zpy, en deux
dimensions, tels les modeles d’Ising, de Potts a trois états ou encore d’Ashkin-Teller. Cette symétrie discrete
additionnelle donne lieu aux théories conformes dites parafermioniques. Ces CFT, introduites dans leur
version la plus simple par Fateev et Zamolodchikov [4], ont connu ces derniéres années un regain d’intérét,
et un certain nombre de généralisations ont vu le jour. En particulier ces théories sont les objets naturels
pour décrire le comportement universel des systémes sur réseau qui possedent des symétries Zy. De plus, le
lien avec l'effet Hall quantique fractionnaire est une autre source de motivation pour ’étude de ces théories
parafermioniques. Au cours de ma these j’ai travaillé sur différents aspects de ces CFT.

Il existe plusieurs généralisations des parafermions de Fateev et Zamolodchikov, notamment la série de
modeles unitaires développée par Dotsenko, Jacobsen et Santachiara [5, 6, 7, 8]. Cette série a une struc-
ture tres riche, et semble décrire les points multicritiques des modeles possédant une symétrie discrete Zy .
Pendant la premiere partie de ma these, en collaboration avec Vladimir Dotsenko, nous avons étudié 'effet
de perturbations faiblement pertinentes pour ces théories parafermioniques. Un systéme critique étant in-
variant d’échelle, la CFT correspondante est un point fixe du groupe de renormalisation. Pour aller au-dela
et étudier le voisinage du point critique, nous avons perturbé ces théories parafermioniques par des champs
faiblement pertinents. En utilisant les techniques issues du Gaz de Coulomb et de la représentation coset
de ces CFT, nous avons obtenu perturbativement les équations du groupe de renormalisation. Nous avons
analysé la présence de points fixes infra-rouges, qui décrivent un comportement & grande distance invariant
d’échelle. Nous avons identifié les théories conformes décrivant ces points fixes en utilisant le théoreme c
de Zamolodchikov, et nous avons ainsi mis en évidence des flots non massifs entre différentes théories pa-



rafermioniques, généralisant les résultats connus par exemple pour les modeles minimaux. Ces travaux sont
présentés dans le chapitre 4.

J’ai travaillé en collaboration avec Raoul Santachiara et Nicolas Regnault sur 'application des théories
conformes parafermioniques a I’étude de effet Hall quantique fractionnaire (FQHE). L’effet Hall quantique
fractionnaire a connu ces derniéres années un tres fort regain d’intérét grace a la possibilité de mettre en
évidence des excitations avec des statistiques non-abéliennes. L’utilisation de fonctions d’onde test pour
la description de ces états non-abéliens a permis de faire de grands progres dans la compréhension de ces
systémes. Les théories conformes constituent une approche tres fructueuse pour générer ces fonctions d’onde
test, qui héritent alors des propriétés topologiques non triviales des blocs conformes : I’action du groupe de
tresse sur ces états non abéliens est basée sur les monodromies des blocs conformes correspondants.

Les fonctions d’onde de Read-Rezayi (RR) [9] constituent I'exemple canonique de ces états non abéliens,
et les CFT correspondantes sont les parafermions de Fateev et Zamolodchikov. A cause de leur importance,
il existe une vive activité autour des généralisations des états de Read-Rezayi. En particulier la classification
des fonctions d’onde test possédant des propriétés de clustering est fortement reliée a celle des théories
conformes parafermioniques unitaires. Dans ce contexte, il est trés naturel de construire et d’étudier les
fonctions d’onde test associées a ces nouvelles théories conformes.

Certains polynomes de Jack ont été proposés comme une généralisation naturelle des états de Read-Rezayi
Zy. Ces polynémes sont reliés aux fonctions de corrélation d’une classe de théories W basées sur I’algebre
de Lie SU(k). Ces théories peuvent étre considérées comme des représentations particulieres, non unitaires,
d’une algebre parafermionique plus générale. Partant de 'observation qu’il existe aussi des solutions unitaires,
nous montrons, en calculant les fonctions de corrélation correspondantes, que ces théories fournissent des
fonctions d’onde test qui satisfont les mémes propriétés de clustering que celles des Jacks, mais permettent
de corriger le probleme de non-unitarité. Nous avons montré explicitement que, bien que les fonctions d’onde
construites a partir des CFT unitaires ne s’expriment pas comme un unique polynéme de Jack , elles ont
une structure tres intéressante dans laquelle les propriétés des Jacks jouent un réle majeur. Ces résultats ont
été obtenus en collaboration avec Nicolas Regnault et Raoul Santachiara, et correspondent au chapitre 6.

Enfin le chapitre 5 décrit mon travail le plus récent, effectué en collaboration avec Raoul Santachiara.
Nous nous sommes intéressés a un probléme de théorie conforme issu de l'effet Hall quantique fraction-
naire. Les polynomes de Jack généralisant les états de Read-Rezayi ont été conjecturés comme étant reliés
aux corrélateurs de certaines théories conformes parafermioniques non unitaires, qu’il est possible d’identi-
fier avec des théories W particulieres. En utilisant les identités de Ward associées ainsi que les propriétés
de dégénérescence des opérateurs parafermioniques, nous avons montré que ces corrélateurs satisfont une
équation aux dérivées partielles d’ordre deux. Cette EDP peut étre transformée en une équation aux va-
leurs propres de '’hamiltonien de Calogero-Sutherland, ce qui fournit une preuve de la conjecture reliant les
corrélateurs des opérateurs parafermioniques a ces polynomes de Jack.

Dans le premier chapitre je présente rapidement quelques notions essentielles des théories conformes, qui
vont servir dans la suite. Le deuxieme chapitre constitue une introduction générale aux théories parafermio-
niques. Enfin les chapitres suivants correspondent aux travaux effectués durant ma these, regroupés en trois
parties : le chapitre 4 traite des théories conformes perturbées et les chapitres 6 et 5 décrivent respectivement
I'application des parafermions unitaires & 'effet Hall quantique fractionnaire et la preuve de la conjecture
reliant les Jacks et les théories W.



Chapitre 2

Théories conformes des champs

Lors d’une transition de phase du deuxieéme ordre, les fluctuations critiques deviennent corrélées a tres
grande distance. Cette particularité des sytemes critiques rend leur étude analytique particulierement difficile.
L’introduction de nouveaux outils théoriques a permis de réaliser de grandes avancées dans la compréhension
des phénomeénes critiques [10, 11, 12, 13]. Le groupe de renormalisation (RG) [14, 15, 16, 17] a fourni un cadre
pour expliquer certains concepts issus de 1’étude des phénomenes critiques, tel I'hypothese de scaling des
quantités thermodynamiques étudiée par Kadanoff et Widom, ou encore la notion de classe d’universalité.

Suite & Particle de Belavin, Polyakov et Zamolodchikov [1], 'invariance conforme a permis d’obtenir des
résultats tres forts pour les systemes bidimensionnels. Par exemple, la notion de classes d’universalités ont
une origine particulierement claire a la lumiere des théories conformes des champs (CFT) : elles correspondent
a une réalisation particuliere de 'invariance d’échelle inhérente aux phénomenes critiques. Un des tours de
force des CFT est d’avoir obtenu une classification (partielle) des classes d’universalité en deux dimensions
[18, 19].

Au cours des dernieres décennies les CFT sont devenues un outil essentiel du physicien théorique, avec
des retombées aussi bien en théorie des cordes qu’en physique statistique [20, 21, 22] et en matiére condensée
[23, 24]. Pour une introduction assez exhaustive aux théories conformes, on renvoie a [25]. Ci-dessous, certains
résultats importants des théories conformes sont rappelés.

2.1 Invariance d’échelle et invariance conforme au point critique

Un systeme statistique est caractérisé par une ou plusieurs longueurs de corrélation ¢;, qui correspondent
aux distances typiques sur lesquelles les degrés de liberté locaux sont statistiquement corrélés. De maniere
plus précise, les fonctions de corrélation correspondantes décroissent exponentiellement & grande distance :

@i(0)Bi(y))e  ~  exp (—u) 2.1)
lz—y|—o0 &i

Si le systéme est défini a partir d’'un modele sur réseau, la maille du réseau a joue le role d’un cutoff
ultraviolet, et est aussi une des longueurs caractéristiques du systeme.

Lors d’une transition de phase du deuxieme ordre, les longueurs de corrélation divergent, et les fonctions
de corrélation ont alors des comportements dits algébriques (i.e. elles décroissent en loi de puissance) aux
grandes distances : les fluctuations critiques deviennent corrélées a tres grande distance. Au voisinage du point
critique, les longeurs de corrélation sont trés grandes, et le systeme devient effectivement invariant d’échelle
sur les distances a < R < &; : dans cette région critique, le systeme n’a aucune longueur caractéristique, et
devient auto-similaire : il conserve sa « forme », quelle que soit I’échelle a laquelle on I'observe.

C’est précisement cette invariance d’échelle qui est a l'origine des théories conformes des champs. Un
modele sur réseau n’admet de comportement universel qu’aux distances grandes devant la maille a du réseau :
on s’intéresse donc a sa limite continue. Pour décrire les fluctuations critiques d’une classe d’universalité
donnée, on construit une théorie des champs (quantique) invariante par translation, rotation et, pour assurer

I’auto-similarité, par dilatation :
xt — At (2.2)



Fia. 2.1 — Configuration typique du modele d’Ising au point critique : la longueur de corrélation est tres
grande devant la taille de I’échantillon et les clusters sont auto-similaires.

Toutes ces symétries sont globales, mais en théorie des champs il est naturel de considérer des transformations
locales. En effet du moment que les interactions sont locales, le systéme ne devrait pas étre capable de faire
la distinction entre une dilatation/rotation/translation globale et une transformation qui possede les mémes
propriétés locales. Les transformations qui localement ressemblent & des translations, rotations ou dilatations
sont appelées transformations conformes. Plus précisément, ce sont les transformations inversibles telles que :

 — It = f(x) (2.3)
I (T) = G (T) = A(2)gpn (2)

ou l'on a introduit la métrique g,,. Ce sont aussi les transformations qui préservent les angles, c’est pourquoi
on parle de transformations conformes.

Au niveau classique (c¢’est-a-dire au niveau de ’action), I'invariance par translation, rotation et dilatation
assure automatiquement l'invariance par les transformations conformes. Par contre au niveau quantique, i.e.
concernant les fluctuations, la situtation est plus complexe. Néanmoins, les arguments heuristiques du type
« localité », ainsi que les résultats obtenus pour certains modeles intégrables, poussent a postuler I'invariance
conforme au niveau des fonctions de corrélation. Utilisée depuis maintenant plus de 25 ans, cette hypothese
n’a jamais été mise en défaut, ni par 'expérience, ni par les simulations numériques. Bien que la preuve de
Iinvariance conforme des points critiques semble en général extrémement ardue, il existe dans certains cas
des dérivations rigoureuses de sa validité, notamment dans le cas de la percolation critique [26].

2.1.1 Transformations conformes

Une fois postulée I'invariance conforme des systemes critiques, il convient de classifier I’ensemble des
transformations conformes : qu’avons-nous gagné exactement par rapport aux transformations globales?
Pour répondre a cette question, il est pratique de considérer les versions infinitésimales des transformations
conformes.

Les transformations conformes sont les versions locales des dilatations (2.2), c’est-a~dire les transforma-
tions d’espace x — 7 telles que :

v = Juv = A(x)gW (2.5)



F1a. 2.2 — Déformation conforme d’un réseau carré. Globalement le réseau est déformé, mais localement la
transformation est une rotation/dilatation : les angles sont préservés.

Pour une transformation conforme infinitésimale ## = x* 4 €*(z) la contrainte (2.5) devient :
Op€y + Opey = OA(2) g0 (2.6)

En dimension d > 2, les seules transformations infinitésimales nouvelles correspondent & e# = b*x2 —2(b.z)z*,
et le groupe conforme est de dimension finie, isomorphe & SO(d+ 1, 1). Il contient les translations, rotations,
dilatations et les transformations conformes spéciales :

- a4 ad (2.7)

 — RF ¥ (2.8)

- Azt (2.9)
© M2

TN N (2.10)

14 2b.x + b222

Nous avons alors affaire au groupe de Poincaré simplement enrichi des transformations spéciales, et ces
symétries n’imposent qu'un nombre fini de contraintes. Cela fixe par exemple la forme des fonctions de
corrélation & deux et trois points [27, 28, 29], mais c¢’est insuffisant pour déterminer complétement la théorie.

2.1.2 Transformations conformes en 2 dimensions

En revanche pour un systeme bidimensionnel, la situation est radicalement différente : les transformations
satisfaisant & la contrainte (2.5) sont beaucoup plus nombreuses, et les constraintes issues de l'invariance
conforme vont permettre d’aller beaucoup plus loin que dans le cas d générique. Pour voir cela il est pratique
de passer en notations complexes :

B = AP 3V (2.11)

1 i
oo
A”_<1 -1>

On note généralement z et z les nouvelles coordonnées ! et #2. Parmi les quatre contraintes (2.6), deux
sont satisfaites automatiquement, et les deux autres se résument a :

ou A est donné par :

0;¢e=0 et 0,e=0, (2.12)



i.e. il s’agit des transformations holomorphes infinitésimales :

z— z+€(2) et zZ—Z+¢€(2) (2.13)

Les transformations finies correspondantes sont donc :

z— f(z) et z— f(z) (2.14)

ol f(z) est une fonction méromorphe : le goupe conforme est de dimension infinie en deux dimensions, et la
symétrie conforme impose un nombre infini de contraintes sur la théorie, i.e. sur les fonctions de corrélation.
L’idée est alors de construire/classifier les théories des champs conformes (CFT), i.e. les réalisations possibles
de P'invariance d’échelle [20]. A chaque classe d’universalité va correspondre une CFT particuliere, qui va
prédire la forme analytique des fonctions de corrélation, et en particulier la valeur exacte des exposants
critiques.

Il est utile d’observer au passage ce que deviennent les tenseurs a deux indices en notations complexes :

A = (A1) A0 (A7), (2.15)
i.e. plus explicitement :

i 1 ( A — A — i (Ao + Az1) A+ Aso + i (Air — Aor) ) (2.16)

TG\ A+ Asp —i (A — Aar) Arg — Ao+ (Arz + Az)

En particulier la métrique plate n’est pas diagonale en notations complexes, et il faut faire attention a bien
différencier les indices covariants et contravariants :

(0 12 (02
9/‘”_(1/2 0 > et g _<2 0)

Le tenseur d’énergie-impulsion va jouer un role fondamental dans les théories conformes. Comme il s’agit
d’un tenseur symétrique pour une théorie isotrope, il s’écrit en notations complexes :
g1 ( Ty — Tog — 20712 S} )

- . 2.1
S Ti1 —Too + 2iT9 (2.17)

py 4
ou © = Ty1 + Tyo est la trace du tenseur d’énergie-impulsion, qui est nulle pour une théorie invariante
d’échelle. Nous allons voir un peu plus tard quelles sont les conséquences de l'invariance conforme sur la
forme du tenseur d’énergie-impulsion.

2.1.3 Champs primaires

L’invariance conforme impose des contraintes sur les fonctions de corrélation de la théorie des champs
décrivant le comportement universel au voisinage d’un point critique. Pour savoir comment les fonctions de
corrélation changent sous l'effet d’une transformation conforme, il faut spécifier les lois de transformations
des champs. Ceci est tout a fait similaire & I'invariance par rotation en trois dimensions, pour laquelle il faut
préciser le spin des champs, c’est-a-dire décrire comment se transforment les champs lors d’une rotation.

Dans une théorie conforme bidimensionnelle il existe un ensemble de champs particuliers dits primaires,
qui se comportent de maniere trés simple lors d'une transformation conforme (z,z) — (f(2), f(2)) :

A, A
(I)A,Z(Za z) — <dfd—(j)> <dfd—(ZZ)> (I)A,Z(f(z)vw) (2.18)

ot (A, A) sont les dimensions conformes du champ ® A& Elles sont reliées a la dimension physique et au
spin par :
Aphys (219)

A+
A-N = s (2.20)

Bl B



En effet, la dimension physique Appys et le spin s d’'un champ sont liées respectivement aux dilatations et
aux rotations :

sous une dilatation z — Az : & — Ao (2.21)
sous une rotation z — ez : & — P (2.22)
(2.23)

Il est intéressant de remarquer qu'en deux dimensions le groupe des rotations SO(2) est abélien, et ses
représentations unidimensionnelles ; les champs sont caractérisés par leur spin (planaire) s, qui peut étre un
réel quelconque.

La version infinitésimale de la loi de transformation globale (2.18) est :

5e®an(2) = (A€(2) + €(2)0: + AT(2) + e(2)0: ) Da a(2,2) (2.24)

L’invariance sous les transformations conformes globales SL(2,7Z) des fonctions de corrélation est suffisante
pour fixer la forme des fonctions a 1, 2 et 3 points pour les champs primaires :

<(I)1(21)> = Cl avec Cl =0si Al 7& 0 (225)
(D1 (21) P (22)) = (_Cﬁ avec Cho=0si Ay # Ay (2.26)
<¢)1(21)¢)2(Z2)(I)3(23)> = (212)A1+A2—A3(le)gllffs—AQ(223)A2+A3—A1 (227)

En général on va considérer des théories conformes ot le seul opérateur de dimension conforme nulle est
I'opérateur indentité, noté I, et dans lesquelles chaque champ primaire ®, possede un unique champ conjugué
®; tel que Cp 5 # 0. On peut alors choisir la normalisation de champs de telle sorte que :

(®(21)) = 01 (2.28)
(@1(21)Pa(22)) = —2loxr (2.29)

- (21—22)2A1

2.2 Tenseur d’énergie-impulsion et algebre de Virasoro

Les conséquences de l'invariance conforme s’expriment naturellement sous forme d’identités de Ward
associées a la conservation du tenseur d’énergie-impulsion.

2.2.1 Le tenseur d’énergie-impulsion comme courant de Noether

On s’intéresse aux conséquences de I'invariance conforme au niveau de l'action d’une théorie des champs
en d dimensions. Dans une théorie des champs classique la variation de 'action sous une transformation
infinitésimale z# — x* + e* fait intervenir le tenseur d’énergie-impulsion T+ :

ot = ot = M + et (230)
58  x / A%z T d e, (2.31)

L’invariance de 1’action sous les rotations et les translations assure que 7}, est symétrique et conservé, i.e.
o*Ty,, = 0.

0S /ddx THY (Op€n + Ovey) (2.32)
o /ddx TH 59, (2.33)

De plus l'invariance d’échelle implique 7%, = 0. L’action est alors invariante sous toute transformation
infinitésimale telle que dg,. (x) = f(x)gu (), c’est-a-dire les transformations conformes infinitésimales.
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2.2.2 Identités de Ward

Si on s’intéresse maintenant & une théorie des champs quantique, les symétries continues donnent lieu a
des identités de Ward pour les fonctions de corrélation :

§Pi(x1)...Py(zN)) /ddx e’ () (T () ®1(z1) ... On(zN)) (2.34)

x /E dsh ¢ (2) (Th (2)®1 (21) . .. B () (2.35)

ou X est une hypersurface qui enclot tous les points x;, les seuls ou des singularités peuvent apparaitre, et
ou on n’a pas pris la peine de fixer la normalisation du tenseur d’énergie-impulsion a ce stade.

Considérons maintenant le cas bidimensionnel. Le tenseur d’énergie-impulsion est donné par (2.17), et
les relations classiques de conservation s’expriment alors comme :

9:T.. =0 (2.36)
8ZT52 - 0 (237)
TzZ = 1zz = 0=0 (238)

En particulier le terme T, est purement holomorphe. Dans la suite on va noter :
Tzz = T(Z), ng = T(Z) (239)

et les identités de Ward (2.35) se découplent explicitement en deux termes, une partie holomorphe et une
partie anti-holomorphe (ici on a fixé une normalisation particuliere de T') :

1 1 o
Oee(®y...0N) = 5t dEe(ET()Py1...PN) — —]{ dEe(E)(T(E)P1...PN) (2.40)
T Jo 2m Jo
ou le contour C enclot tous les points z;. Cette identité de Ward peut étre interprétée comme la définition

de la réponse d’un champ ® (non nécessairement primaire) & une transformation conforme infinitésimale :

. cB(ar) = —— ;ﬁ A e(€) T(€)B(a1) — —— ;g AEE) T(E)D (1) (2.41)

= omi

En comparant avec l'expression (2.24) pour un champ primaire on obtient :

(AC(:) +€(:)0.) Ba(2) = = § AL TP (2) (2.42)

et de méme pour la partie anti-holomorphe. Dorénavant, on ne va mentionner que la partie holomorphe
de I'invariance conforme, en gardant & l'esprit que toutes les identités sont les mémes dans le secteur anti
holomorphe. La convention adoptée ici est que le contour C, enclot le point z et aucun des autres points
apparaissant dans la fonction de corrélation ou I'on insére I’expansion en produit d’opérateurs correspondante
(voir partie 2.4.1).

2.2.3 Algebre de Virasoro

La partie holomorphe du tenseur d’énergie-impulsion est un champ chiral T'(2), et correspond & un courant
conservé. L'action de T'(z) sur un champ quelconque de la théorie conforme peut étre développé en série de
Laurent faisant intervenir les modes du tenseur d’énergie-impulsion :

o0

T(2)(w) = Y mwp(w) (2.43)

n=—oo

Les modes de Virasoro L,,, n € Z sont les générateurs des transformations conformes. Ils peuvent s’exprimer
comme une intégrale de contour :

L,®(w) = %i dz (z — w)" M T(2)®(w) (2.44)
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et obéissent aux relations de commutation suivantes :

Z (2 = 1Dopsmo (2.45)

LnaLm: - an
[ J=(n—m)Lny URT

De maniere équivalente le tenseur d’énergie-impulsion 7'(z) admet 'expansion en produits d’opérateurs (cf
2.4.1) :

_c/2

T()T(0) = 25 + %T(O) + %8T(0) +0(1) (2.46)

Les relations de commutation (2.45) définissent I’algebre de Virasoro [30] et font intervenir la charge centrale
c. Ce parametre dépend de la théorie conforme que 1'on considére : par exemple ¢ = 1/2 pour un fermion
libre sans masse et ¢ = 1 pour un boson libre (sans masse). Elle peut plus ou moins s’interpréter comme une
mesure du nombre de degré de libertés dans la théorie en question. En particulier la charge centrale associée
au produit tensoriel de deux CFT est la somme des charges centrales.

On peut aussi comparer 'algebre de Virasoro avec 'algebre des transformations classiques d’un champ
scalaire de dimension nulle ¢ :

z — z4¢€(z) (2.47)
p(z) — p(z+e2) (2.48)

Les modes l,, = —2"110, obéissent aux relations de commutation de ’algebre de Witt :
Ly lm] = (n — m)lpgm, (2.49)

algebre qui n’est autre que 'algebre de Virasoro spécialisée a ¢ = 0. On peut aussi interpréter ¢ comme une
extension centrale de 'algebre de Witt, et a ce titre elle joue le role d’une anomalie quantique. La charge
centrale encode la réaction de la théorie a l'introduction d’une longueur macroscopique dans le systeme,
comme par exemple effet d’imposer des conditions aux bords périodiques [31, 32, 33].

2.3 Modules de Verma et représentations du groupe conforme

2.3.1 Module de Verma d’un champ primaire

Les champs primaires introduits en 2.1.3 jouent un role particulier dans la construction des théories
conformes. La loi de transformation d’un champ primaire (2.24) sous une transformation conforme infi-
nitésimale est équivalente a ’action suivante des modes de Virasoro :

L, A = 0 pourn>0 (2.50)
Loba = Ada (2.51)
Loy = 0.0 (2.52)

Un champ primaire est donc annihilé par les modes de Virasoro positifs. En agissant avec les modes négatifs
on crée de nouveaux champs, dont les lois de transformations sont en général différentes de celles des champs
primaires et se déduisent de I’algebre de Virasoro : on parle de champs descendants. Comme [Lg, L_,] = nLo,
les modes L_,, augmentent la dimension conforme. Plus précisément un descendant de la forme :

@(A,nl17...nlp)£L7nl L Lfnp@a (2.53)

a pour dimension conforme A + (n1 + --- + n,). On parle de descendant de niveau N = (nq + --- + nyp).
L’ensemble des champs obtenus par action successive des modes de Virasoro sur un champ primaire ®a
est appelé module de Verma Va. L’ensemble des champs ainsi générés est stable par action des modes de
Virasoro : il s’agit d’une représentation de ’agebre de Virasoro, avec pour plus haut poids ®a. Les relations
de commutation (2.45) assurent qu’une base du module de Verma est donnée par :

Va =Vect (L_p, ... L_p,®a, 1<n3 << mp) (2.54)
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Il est naturellement gradué par la dimension des champs, car on peut classer les descendants par leur niveau
N. Voici le tableau donnant les premiers descendants linéairement indépendants du module de Verma V.

Niveau Champs Dimension conforme
0 [OFN A
1 L 19 A+1
2 L_o®p, L2, ®p A+2
3 L _3®n, L 1L _o®A, L3, ®p A+3

Le nombre p(N) de descendants linéairement indépendants au niveau N est donné par le nombre de
partitions de l'entier IV, dont la fonction génératrice s’exprime simplement en terme de la fonction d’Euler
©(q) comme :

n=1 n=0

2.3.2 Représentations dégénérées et formule de Kac

Pour certaines valeurs de la dimension conforme A, qui vont en général dépendre de la charge centrale, le
module de Verma correspondant est dégénéré : il apparait parmi les descendants des états qui sont a leur tour
primaires, 4.e. annihilés par les modes de Virasoro positifs. Toute fonction de corrélation faisant intervenir
un tel descendant est identiquement nulle, c’est pourquoi on parle de fantémes. Ces champs découplent de
la théorie et peuvent étre quotientés.

Un descendant x est un fantome lorsque L,x = 0, Vn > 0. Il est équivalent de vérifier L,x = 0 pour
n =1,2. En effet ’annulation par 'action des L,,, n > 3 est alors automatiquement assurée par I’algebre de
Virasoro (2.45).

La formule de Kac [34, 35, 36] donne les dimensions conformes pour lesquelles le module de Verma
correspondant est dégénéré au niveau N :

n2 _ 2
An,n’ = (a_n * Eadl )4 (05— * a+) (256)

avec :
ar =ap £ /ad +1, ara_ = -1 (2.57)
c=1-2403 (2.58)

et les indices n,n’ sont des entiers positifs, correspondant & toutes les factorisation possible de N = n x n’.
On va noter les champs primaires correspondants @,y ou encore ®,) avec a = a_n + ayn'.

2.3.3 Equations aux dérivées partielles pour les fonctions de corrélation

Deux champs primaires vont jouer un role particulierement important dans la détermination des regles
de fusion (2.4.2). Il s’agit des deux champs qui sont dégénérés au niveau 2 : ®(1j9) et ®(z)1). Tous deux
admettent comme descendant dégénéré le champ :

@ _ (., 3 _12e 2.59
Xa ( 2T 9pAt1) ) TA (2.59)

ol A vaut respectivement Aj 2 (Agz ). Toute fonction de corrélation comprenant un tel champ ®a vérifie
une équation aux dérivées partielles :

S 2(Pa(2)®1(z1)... (2 )>=§: A 1, (BA(2)P1(21) ... On(zn)) (2.60)
A1) - aEtE ) NN = 2\ T T o) ) (Pl S S

qui découle de I’annulation de :
2
(W (2)®1(21) ... @x(2n)) =0 (2.61)
De facon plus générale, une dégénérescence au niveau N va donner lieu & une équation aux dérivées
partielles de degré N.
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2.4 Modéles minimaux

Avant de présenter les modeles minimaux, il faut introduire certains concepts essentiels pour les théories
conformes : 'expansion en produits d’opérateurs (OPE) et les regles de fusion.

2.4.1 Développement en produits d’opérateurs

Une théorie conforme des champs, a la différence d’un théorie des champs au sens habituel, ne repose
pas sur une approche lagrangienne pour définir les fonctions de corrélation. L’invariance conforme impose
des contraintes si fortes que les identités de Ward permettent une approche alternative.

Les fonctions de corrélation sont encodées dans ’algebre des opérateurs primaires, qui est décrite par les
expansions en produits d’opérateurs :

P
D12

©1(2)220) =) x7a. =,

p

Oy + 280 VL_1®y + 2280 VL2 8, 4+ 2780 DL 00, + (2.62)

ou ®; sont des champs primaires de dimension conforme A;. La « fusion » de deux champs primaires ®; et ®,
se décompose en une somme de blocs conformes [®,] associés au canal de fusion 1 x ®o — ®,,. L’ensemble

des coefficients BI(;”) qui y apparaissent sont completement fixés par l'invariance conforme, car les deux
membres de I’équation (2.62) doivent avoir le méme comportement sous I’action des modes de Virasoro L,,
[29].

Finalement les seules inconnues a priori dans (2.62) sont les constantes DY,, appelées constantes de
fusion. Pour des champs dégénérés, il existe plusieurs fagons de les calculer. La plus naturelle est d’utiliser
les équations différentielles issues des dégénérescences. Une autre possibilité consiste a utiliser une réalisation
explicite de la théorie conforme, par exemple par des techniques de gaz de Coulomb. (voir partie 2.5).

En utilisant 'OPE (2.62) pour évaluer les fonctions & 2 et 3 points et en comparant avec (2.27)-(2.29),
on obtient : B

D3y =Ci93 (2.63)

Ainsi connaitre ’ensemble des champs primaires ainsi que les fonctions a 3 points fixe completement les
OPE et est suffisant pour déterminer toutes les fonctions de corrélation d’une théorie conforme.

2.4.2 Regles de fusion

Les régles de fusion précisent seulement quels blocs conformes sont autorisés dans le produit de deux
champs primaires. L’OPE (2.62) donne la regle de fusion :

Oy x By — Y D, (2.64)
p

Si un des deux champs est dégénéré, ’équation aux dérivées partielles associée permet de restreindre
les champs susceptibles d’apparaitre dans les fusions. Prenons I'exemple de la fusion d’un champ dégénéré
au niveau deux ®(1j9) (ou P(9)1)), et d'un champ primaire quelconque ®(,). ® gy apparait dans la fusion
®(1)2) X P(n) si la fonction a 3 points correspondante est non nulle. Or cette fonction de corrélation, de la
forme (2.27), doit obéir a I’équation aux dérivées partielles (2.60). On trouve alors pour la dimension de ® g
deux solutions, qui correspondent & ®(o_q,) €t P(q1q,)- On obtient les regles de fusion suivantes :

D12) X Pa) = Pla—ay) T Platas) (2.65)
o X @ = Pa-a) tPata) (2.66)

Cela donne, pour un champ dégénéré @, |,/ :

P2 X Piapny = Praf—1) + Plapnrt1) (2.67)
Do)y X Piany = Pi—tjn) + Pty (2.68)
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Généralement I’algebre des opérateurs primaires @, ,,/) s’enferme selon :

n+m n’-{—m’

(I)(n‘n/) X (I)(m|m/) = Z Z (I)(k\k’) (269)
k=|n—m|+1 k'=|n’—m/|+1

ce qui signifie que ’on peut définir une théorie conforme particuliere ne comprenant que ces champs primaires
et leurs descendants. Dans une telle théorie on peut en principe évaluer toutes les fonctions de corrélation
en utilisant les équations différentielles issues des dégénérescences des champs primaires.
2.4.3 Modeles minimaux et tableau de Kac
Cependant, pour des valeurs spéciales de la charge centrale, données par
6(p—p')°
oy

. 2 _ P
e oy =

c=1- p,,etp/\p'zl (2.70)

les regles de fusion (2.69) sont tronquées par p et p’. Les champs appartenant au tableau de Kac :

1<n <p' -1 (2.71)
1<n'<p-1 (2.72)
forment une algebre de fusion fermée. On parle des théories conformes minimales, notées M (p, p'), car elles ne

contiennent qu’un nombre fini d’opérateurs primaires. C’est un cas particulier de théorie conforme rationnelle.
Les dimensions conformes sont données par

(pn—p'n')* = (p—p')?

(nln") o (2.73)
On remarque que le tableau de Kac possede la symétrie suivante :
Amlnty = Agpr—nlp—n) (2.74)

et dans les modeles minimaux on identifie les champs correspondants @,y = @ —p|p—n’)-
Une remarque pour finir : les modeles mimimaux M (p,p’) sont généralement non unitaires. On peut
montrer que sont unitaires seulement ceux appartenant a la série M, = M(p,p+ 1), p > 3 [37], avec pour

charge centrale

6
c=1- P (2.75)

2.5 Gaz de Coulomb

Pour pouvoir caractériser completement une CFT, le spectre des opérateurs n’est pas suffisant. Il faut
aussi déterminer les constantes de lalgebre de fusion.(2.63). En principe il est possible de passer par les
équations différentielles issues des dégénéresences, mais en pratique cette approche est assez lourde. Les
modeles minimaux M (p,p’) admettent une réalisation basée sur la déformation d’un boson libre : le gaz
de Coulomb [38]. Cette construction permet en particulier de donner des représentations par des intégrales
complexes des constantes de fusion, et ainsi de les évaluer explicitement [39, 40].

2.5.1 Le boson libre c=1

Un boson libre sans masse en d = 2 dimensions est décrit par ’action suivante :

Sle] = i /dzdz&pg@ (2.76)
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En admettant la transformation ¢(Z) = ¢(z), cette action est explicitement invariante sous les transformaions

conformes. De plus comme 'action est quadratique, le théoreme de Wick permet de calculer explicitement

les fonctions de corrélation en termes de la fonction & 2 points {p(z,2)p(2',2')) = —2log(|]z — 2|?).
L’opérateur d’énergie-impulsion pour cette théorie est :

T(z) = —i 1 0p(z)0p(z) (2.77)

et en utilisant le théoréme de Wick on obtient immédiatement ’OPE :

_ 12

T()T(0)= 7 + Z%T(O) + %aT(O) T (2.78)

On identifie donc une CFT avec une charge centrale ¢ = 1. De plus les opérateurs de vertex V) donnés par
Va(z,2) = :exp (iap(z,2)) : (2.79)

obéissent aux OPE :
o2

T(2)Va(0) = 23 Val0) + %ava(o) +o (2.80)

et sont donc des opérateurs primaires de dimension conforme A, = a?. On a donc une infinité de champs
primaires, et cette théorie ne constitue pas un modeéle minimal. Finalement les fonctions de corrélation
composées d’opérateurs de vertex sont données par :

(Vo (21, 21)Vay (22, 22) .. . Vo (2N, 2N)) = H |z; — Zj|4aiaj (2.81)

1<j

avec la condition de neutralité )" a; = 0.

2.5.2 Déformation par insertion d’une charge a I’infini
Il est possible de déformer la théorie précédente, en ajoutant une charge —2cg a l'infini. On modifie
Popérateur d’énergie-impulsion en :
1
T(z) = 1 0p(2)0¢p(2) 1 +iagd*p (2.82)
et donc la charge centrale devient :
c=1-240a3 (2.83)

L’insertion la charge —2qq a l'infini modifie aussi les fonctions de corrélation de vertex :

<VO¢1 (Zlv Z1) s VOtN (ZNv ZN)>(—2(Jn0) = ngn RlGag <VO¢1 (21’ 21) s VaN (ZNv ZN)V*QQO (R)> (284)

oo
En conséquence la dimension des opérateurs de vertex (2.79) devient :
A, = ala —2ag) = (a — ap)® + o (2.85)
Dans ce contexte deux opérateurs particuliers jouent un role privilégié. Il s’agit de :
Vi(z,2) = :exp (laxp(z,2)) : (2.86)

ol ax sont les deux solutions de A, = a(a — 2ap) = 1. Ces vertex, dits opérateurs d’écrans, ont pour
dimension conforme A4 = 1, ce qui permet de modifier I'action tout en conservant I'invariance conforme de
la facon suivante :

1 _
Slel = o= / d2dz 0pdp + s Vi (2,2) + V. (2, 3) (2.87)
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C’est I'action du Gaz de Coulomb, ou le parameétre o est un réel quelconque. Les fonctions de corrélation
conformes (®q(z1)P2(x2)... Pn(zn)) sont représentées par :

NE
3

" (“—?m (Vi (21, 21)Viag (22, 52) - - Vi (2, ) (/ v V+(v>> ' (/ dw V- (w)) s

n,m=0
(2.88)
ou la condition de neutralité va annuler tous les termes sauf ceux pour lesquels :
N
Z a; + noy + ma- =20 (2.89)
i=1
Ceci permet d’obtenir des représentations intégrales des fonctions de corrélation conformes :
<(I)1(21, 21)¢2(22, 22) o (I)N(ZN, ZN)> X
o [Tiey 20 = 21250 [ d2or... [ dP0, ]|z — vy |2t T] foi — w405 (2.90)
2
o [dPwy ... [ QPwy, [T ]2 — wj|* =TT Jw; — w;| = HKJ. lv; —w;|~* (2.91)

et en particulier il est ainsi possible de donner une représentation intégrale des fonctions a 3 points et donc
des constantes de fusion (2.63).

2.5.3 Réalisation des modéles minimaux

/
PP on retrouve les modeles minimaux. En effet on a alors :

1
2 or
a_=—\/P/p et ap=./p/p (2.92)

et la charge centrale du Gaz de Coulomb s’accorde avec celle du modele minimal M (p,p’) (2.70) :

Lorsque ag =

c=1- M (2.93)
pp
De plus on représente le champ primaire ®,|,,/y du tableau de Kac par le vertex V{,,+) ( ou par son conjugué
ANE

Vinln') (2, 2) =: exp (ia(n‘n:)go(z, 2)) : (2.94)
Vi (2:2) =2 exp (i@ (2, 7)) (2.95)

on 1 1 !
QAnlns) = < ;nour + —2n a) et Q(n|n) = 200 — A(njn’) = Q—n|—n’) (2.96)

et on vérifie que les dimensions et les regles de fusion obtenues par cette construction reproduisent bien
celles des modeles minimaux. En particulier I'introduction des écrans (2.86) dans l’action est essentielle
pour obtenir les bonnes regles de fusion. Cette construction permet d’exprimer les fonctions de corrélation
conformes comme des fonctions de corrélation de vertex et ainsi de les calculer explicitement [39, 40].

Cette construction a partir de champs libres se généralise au cas des théories conformes basées sur des
cosets SU(2) [41] ainsi qu’au cas des théories W [42]. Durant ce travail de thése les Gaz de Coulomb des
théories WB,, et WD,, ont été utilisés (au chapitre 4), ainsi que, dans une moindre mesure, celui des théories
WA, (chapitre 5).
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Chapitre 3

Symétrie étendue Z; et théories
conformes parafermioniques

Les théories conformes minimales que nous avons décrites dans le chapitre précédent décrivent les classes
d’universalité les plus simples. En effet nous nous sommes limités aux théories comportant un nombre fini
d’opérateurs primaires, et ces CFT minimales ne sont pas les plus générales; d’ailleurs les charges centrales
correspondantes sont toutes inférieures a un (¢ < 1). Il est possible d’obtenir de nouvelles théories conformes
en relachant cette contrainte, cependant des que ¢ > 1 les CFT contiennent une infinité de champs primaires
et elles deviennent difficiles & manipuler.

Pour contourner ce probleme 'approche standard est de considérer des théories conformes possédant
des symétries étendues, c’est-a-dire dans lesquelles ’algebre de Virasoro ne constitue qu'une sous-algebre.
Dans ce contexte les champs primaires sont les champs qui sont annihilés par tous les modes positifs (pas
seulement par ceux de Virasoro); il est alors possible de construire des théories minimales possédant cette
algebre étendue, c’est-a-dire des CFT possédant un nombre fini de champs primaires, tout en atteignant des
charges centrales ¢ > 1. Il faut bien garder a l'esprit que ces CFT étendues vont comprendre un nombre
infini de primaires de Virasoro des que ¢ > 1. Cependant la symétrie additionnelle permet de réorganiser
cette infinité de modules de Verma en un nombre fini de représentations de 1’algebre étendue. Grace a cette
structure supplémentaire ces CF'T restent relativement simples & manipuler.

Le cas des symétries additionnelles continues a été énormément étudié. Par exemple il est possible
d’étendre 'algebre de Virasoro par une algebre de Lie g : on parle alors d’algebre de Lie affine g. Les
CFT possédant cette symétrie sont les théories Weis-Zumino-Witten [43, 44, 45].

Cependant beaucoup d’applications a la physique statistique ou a la matieére condensée concernent des
systemes possédant des symétries discretes. Motivés par ’étude de certains modeles sur réseau introduits
par Fateev et Zamolodchimov [46], les cas des symétries Zj a donné lieu aux premiéres théories conformes
parafermioniques [4]. Ces modeles comprennent par exemple les modeles d’'Ising, de Potts & trois états ou
encore un cas particulier d’Ashkin-Teller.

Apres une rapide présentation des parafermions de Fateev et Zamolodchikov, les théories conformes
parafermioniques plus générales sont présentées.

3.1 Modeles de spins a k états et courants parafermioniques

Le concept de classe d’universalité est fondamental en physique statistique, et il permet de rempla-
cer I’étude de systemes avec des interactions réalistes, compliquées, par celle de modeles jouets beaucoup
plus simples. De nombreux modeles sont ainsi définis sur réseau, avec des comportements microscopiques
extrémement simplifiés. I.’exemple canonique en est le modele d’Ising, qui est un modele de spins a deux états
sur réseau décrivant le ferromagnétisme. La classe d’universalité dépend assez peu des détails micoscopiques
du modele, mais par contre elle est trés sensible aux symétries su systéme. Souvent ces modeles sur réseau
présentent des symétries discretes, comme par exemple I'invariance par I'action du groupe cyclique Zj.
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ag; (]

F1G. 3.1 — Deux spins voisins o; et o; sur un réseau carré bidimensionnel.

3.1.1 Modele d’Ising et symétrie Z,

Le modele d’Ising est un systéme défini sur un réseau, que 'on va prendre carré dans la suite (on
s’intéresse bien stir au modele d’Ising bidimensionnel). Sur chaque site vit une variable de spin o; = £1, et
les interactions ont lieu entre plus proches voisins, ¢’est-a-dire entre sites reliés par un lien (voir figure 3.1) :

H= Y H(oi0;) (3.1)

<i,j>

L’interaction locale entre voisins H(o;,0;) est I'interaction la plus générale invariante par la transformation

globale 0 — —0 :
H(O’i,O'j) = JUZ‘O'j (32)

Cette transformation génere le groupe de symétrie Zs, que ’'on peut interpréter comme le groupe des rotations
d’angle 0 et w. Le systéme possede un point critique a la valeur J = J. du couplage, qui sépare une phase
ordonnée & basse température (J > J.) ou les spins sont polarisés (phase ferromagnétique) d’une phase
désordonnée (paramagnétique) & haute température (J < J;). Il existe une dualité de Kramers-Wannier [47]
dans ce systeme, qui échange haute et basse température :

J—J avec sinh(2J) = L

sinh(2J) (3:3)

Le dual de 'opérateur d’ordre (i.e. de spin) o est appelé opérateur de désordre u, et peut s’écrire comme un
opérateur non local en termes des opérateurs de spin [48].
Le point critique est atteint pour 'unique valeur auto-duale du couplage :

L:%m@+¢® (3.4)

Au point critique, la longueur de corrélation diverge, et la limite continue du modele d’Ising correspond
simplement & un fermion libre, réel et sans masse :

1 .
S::ZR/d%(@&@+@8W) (3.5)

Cette théorie des champs coincide avec le modele minimal unitaire le plus simple M3 = M(3,4), de charge
centrale ¢ = 1/2 (voir chapitre 2), qui contient en particulier un champ primaire fermionique ¥ = ® )9y de
dimension conforme A = 1/2 et qui vérifie expansion en produits d’opérateurs :

Ux=I (3.6)

19



w4

Fia. 3.2 — L’espace des phases pour un spin dans le cas k = 5.

Cette OPE peut sembler anodine mais nous allons voir qu’il s’agit de la forme embryonnaire des OPE
parafermioniques. Il existe d’ailleurs une unique théorie conforme comprenant un champ de dimension A =
1/2 et vérifiant cette OPE, et en ce sens ’OPE (3.6) est suffisante pour fixer une unique classe d’universalité.

3.1.2 Modeles de spins a k états

Le modele d’Ising bidimensionnel a été résolu par Onsager en 1944 [49]. 11 ’agit d’un modéle intégrable car
les interactions (3.2) vérifient la relation triangle-étoile [50]. Une généralisation standard du modele d’Ising
est le modele de Potts a k états, qui est invariant sous le groupe des permutations G. Malheureusement
des que k > 4 la transition de phase est du premier ordre, et il n’y pas de point critique. Il est possible
de considérer le cas ou le nombre de couleurs k n’est pas entier, et le régime intéressant correspond au cas
0 < k < 4 [51], cependant lorsque k n’est pas entier il n’y a plus de symétrie discréte évidente.

Le modele de Potts peut étre vu comme un modele de spin a k états avec une interaction particuliere,
invariante sous &f. En considérant une interaction plus générale, invariante sous Zj, seulement, il est possible
de trouver des points critiques intéressants [46]. Nous condidérons donc un modele de spin sur réseau, ol
les spins peuvent prendre k valeurs que 1’on choisit conventionnellement comme étant les racines k—ieme de

Punité (voir figure 3.2) :
9
Jie{exp($),n:0...k—1}. (3.7)

Dans la suite on va noter w = exp (2im/k) la racine fondamentale. On choisit une interaction entre plus
proches voisins qui soit invariante sous la rotation discrete globale 2 : ¢ — wo. La forme la plus générale est
donnée par :

k—1
H(O’i,O'j) = ZJn (aﬁj)” (38)

n=1
et il y a donc k — 1 parametres d’interaction J, € R. On demande de plus 'invariance par conjugaison de
charge globale C' : ¢ — & ce qui impose J,, = Ji_p. Il reste |k/2| parametres d’interaction indépendants.

De nombreuses propriétés de ces modeles s’expriment plus simplement en termes des poids de Boltzmann,
qui s’expriment dans la bonne normalisation (¢ = 1) comme :

k—1
W0y, 05) = e PHE7) —1 4 Z Ty (0:55)" (3.9)
n=1

Tout comme dans le cas d’Ising, cette interaction admet une dualité de Kramers-Wannier [46], et généralement
l’ensemble des points auto-duaux forme un sous-espace de dimensions |k/4] +1 dans l'espace des parametres
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Fia. 3.3 — L’espace des phases pour k = 5 est symétrique sous x; — x5. La droite 1 = x5 correspond au
modele de Potts & 5 états. Les points de bifurcation C' et C* sont les points critiques et la droite (C' C*) est
auto-duale.

de dimension |k/2] [52]. La transformation duale est donnée (& la normalisation prés) par la transformée de

Fourier discrete :
k—1

T; X Z Tpw™ (3.10)
n=0

Cette dualité de Kramers-Wannier est tres utile pour analyser les phases de ces modeles. Ces dernieres ont
été analysées dans les cas k = 3,...7 [53]. Par exemple lorsque k = 5 on trouve trois phases distinctes dans
Pespace des parametres (1, z2) (voir figure 3.3) :

— la phase I est ordonnée : (o) # 0, (1) =0

— la phase II est la phase duale de I, désordonnée : (o) =0, (u) # 0

— enfin la phase IIT est une phase non-massive : (o) =0, () =0

Sauf pour k = 2 - le modele d’Ising - il n’existe pas de solution exacte pour la forme générale de l'inter-
action (3.8). Cependant Fateev et Zamolodchikov [46] ont construit une solution auto-duale de ’équation
triangle-étoile, qui définit dans le cas isotrope un point particulier, intégrable, de 'espace des parametres
Tp

n—1 .
20 H sin (mp/k + 7/4k) (3.11)
n . .
o Sin (mp/k + 37 /4k)

A ce point a lieu une transition de phase du deuxieme ordre : la longueur de corrélation diverge, et la limite
continue donne lieu & une théorie conforme qui posséde naturellement une symétrie étendue Zj.

3.1.3 Parafermions de Fateev-Zamolodchikov

Dans ces modeles possédant a la fois une dualité de Kramers-Wannier et une symétrie abélienne Zy, il est
possible de construire explicitement sur réseau des champs dits parafermioniques qui généralisent le fermion
libre du modele d’Ising (Z3). Ces parafermions sont le produit d’une variable d’ordre o, et d’une variable
de désordre p, [54], de méme que dans le cas du modele d’Ising ol le champ fermionique est construit &
partir des champs d’ordre o et de désordre u. Au point critique, il a été montré dans [55] que ces champs
parafermioniques définis sur réseau deviennent dans la limite continue des champs chiraux : il s’agit donc de
courants.

La théorie conforme décrivant la limite continue au point critique a été étudiée par Fateev et Zamolochikov
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dans [4]. Cette CFT a pour charge centrale :

2k — 1)
k+2

c= (3.12)
Elle contient un ensemble de champs parafermioniques chiraux {¥"(z),n = 0...k — 1} qui sont les li-
mites continues des parafermions définis sur réseau. Ces courants sont des champs primaires de dimension
conforme :

n(k —n)

k

Ils ont des spins fractionnaires, et les monodromies abéliennes associées généralisent celles des bosons (spin
entier) et des fermions (spin demi-entier), d’olt le nom de parafermions. Ces champs chiraux forment une
algebre étendue de courants et leurs OPE reproduisent les lois de multiplications du groupe cyclique Zj :

A, = (3.13)

\I/n % \Ilm _ \Iln-i—m mod k (314)

ot W0 est simplement 'identité I. Ces courants géneérent une algebre parafermionique contenant I’algebre de
Virasoro : il s’agit bien d’'un cas de symétrie étendue. Les champs primaires sont les champs annihilés par
les modes positifs des courants parafermioniques, et sont en nombre fini. Parmi eux se trouvent les k — 1
variables d’ordre 0,, n = 1,2,...k — 1, de dimensions conformes :

d. n(k —n)

, = m, (3.15)

ainsi que les champs duaux pu,, de mémes dimensions. Il existe aussi des opérateurs neutres €,, n =
1,2,...|k/2] de dimension :

n(n+1)

k+2

Les cas k = 2 et kK = 3 ne sont en fait pas nouveaux : ils décrivent les classes d’universalité du modele d’Ising
et du modele de Potts a trois états, et coincident avec les modeles minimaux M3 et M5, respectivement. Par
contre des que k > 3 ces théories conformes ne sont pas dans la série des modeles minimaux, et les charges
centrales sont supérieures a 1. Ces théories conformes sont des représentations de ’algebre parafermionique
générée par les courants ¥ (z), n = 1,...,k — 1, qui contient l'algebre de Virasoro. Cependant il existe un
unique théorie conforme compatible avec les régles de fusion (3.14) et les dimensions des courants (3.13) :
dans ce cas, pour une symétrie Z; donnée, la charge centrale est fixée par l’associativité a la valeur ¢ =

2k — 1)/ (k +2).

D, = (3.16)

3.2 Théories conformes parafermioniques : symétrie Z; et ansatz
pour P’algebre des courants

Pour obtenir des théories parafermioniques plus riches, I'idée est de considérer les régles de fusion de la
forme générale (3.14). En effet ces regles de fusion possédent une graduation Zj qui encode cette symétrie
discrete au niveau des courants. En relachant la contrainte sur les dimensions (3.13), il est possible d’obtenir
de nouvelles théories conformes.

On impose donc la symétrie discréte Zy, en introduisant k — 1 courants chiraux {¥"(z),n =1,...,k—1}
dont les fusions reproduisent les lois de multiplication du groupe :

Ur X gm = grbmomedk (3.17)
et ol on identifie :
WO =0k =1 (3.18)

L’associativité des OPE impose de fortes contraintes sur les spins des courants parafermioniques. Nous allons
voir que les dimensions conformes les plus simples pour les courants sont de la forme :

_rn(k—mn)
a,=pntom) (3.19)
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our > 2 est un entier. En particulier on retrouve les parafermions de Fateev Zamolodchikov lorsque r = 2, et
plus 7 augmente plus les CFT correspondantes vont étre riches. Nous notons 1’algebre chirale parafermionique
correspondante Z,(:).

Dans un premier temps nous allons voir que les OPE possédant une graduation Zy du type (3.17) induisent

une représentation de Zj sur les courants, ainsi que sur leurs fonctions de corrélation.

3.2.1 Le groupe cyclique Z; et ses représentations

Les groupes finis les plus simples sont les goupes finis abéliens, dont la brique élémentaire est le groupe
Ly, = {eXp(%%), p=0...k— 1}, qui est isomorphe au groupe des rotations discretes d’angle 27” 1l s’agit
d’une groupe cyclique car engendré par 1’élément wy = exp( %T’T) Dans la suite nous allons omettre I'indice
k et noter simplement w = wy quand cela ne porte pas a confusion.

Les représentations irréductibles de Zj sont au nombre de k, indexées par leur « charge » ¢ =0,...k—1.
La représentation de charge g, notée V,, est de dimension 1, et w agit simplement comme la multiplication

par w9 :

Z; — Hom(C) (3.20)

wP = Ry (wP):z— wPx (3.21)

3.2.2 Action du groupe Z; sur les courants

Implicitement nous avons supposé que le seul courant de dimension conforme nulle est I'identité ¥° = 1T,
et I'invariance sous les dilatations fixe la forme suivante pour les fonctions & 1 point :

(U™(2)) = 01,0 mod k (3.22)

Cette relation semble relativement inoffensive, mais associée a la graduation des OPE elle induit une
représentation du groupe Zj sur les courants. Pour voir cela, explicitons le terme dominant de 'OPE (3.17) :
Cn
T (2) T (0) = M”—TM [T™™(0) + O(2)] (3.23)
ol les constantes de structure de I'algeébre des courants sont non nulles C,, ., # 0. Cette OPE détermine les
fonctions a deux points :

Cn,m

Chj—
W <\I,n+m> _ n,k—n
Z n m n m

(T"(2)T™(0)) = = R Onm,0 (3.24)
Comme l'invariance conforme impose I’annulation des fonctions a deux points entre deux champs primaires
de dimensions différentes, une conséquence immédiate de la regle de fusion U x WF~" — T est que le courant

U” et son conjugué ¥*~" ont méme dimension conforme :
Ay =Ap_n (3.25)

De plus on peut toujours normaliser les courants de telle sorte que C;, j—,, =1, d.€. :

Ontm,0
U ()™ (2)) = D 3.26
(0" (@0 () = (3:26)
Dans une théorie conforme habituelle, sans symétrie additionnelle, cette normalisation des fonctions a 2
points fixe celle des champs primaires (au signe pres). Ce n’est pas le cas ici, et il reste des libertés dans la
normalisation des champs. En effet toute transformation du type :

" — q,9"  avec {a,} vérifiant anar_n, =1 (3.27)

ne modifie pas la normalisation (¥™®¥ ™) = 1. Par contre les constantes de structures vont étre généralement

transformées :
AnAm

Cnm — Cn,m (3.28)

s

an—i—m
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On remarque qu’il y a exactement k transformations qui préservent les constantes de structures. Il s’agit des
QP p=0...k— 1, définies par :

9
QP . 9" — WPrpn oll w = exp (%) (3.29)

Ces transformations forment une représentation (réductible) du groupe Zj sur lalgebre chirale : le courant
U™ (ainsi que tous ses descendants de Virasoro) vit dans la représentation de charge n.

3.2.3 Invariance Z; des fonctions de corrélation

La représentation de Zj; au niveau des courants est compatible avec les OPE, et induit ainsi une

représentation sur les fonctions de corrélation des courants. Lors d’une rotation discrete d’angle 2%, une
fonction de corrélation de courants transforme suivant :
(U™ (21) U2 (25) ... U™ (2)) — W™ (P (2 )P (25) L W (2;)) (3.30)

La graduation Zj des OPE (3.17) est clairement a l'origine de cette propriété. Or les fonctions & 1 point
étant de la forme :

(W (2)) = 600 (3.31)

par fusions successives des courants on obtient la condition de neutralité (i.e. d’invariance) des fonctions de
corrélation :

(U™ ()02 (23) ... 0" (2,)) =0 si my+ma+...my #0mod k (3.32)

Cette condition de neutralité est équivalente a 'invariance Zj des fonctions de correlation.

Les OPE parafermioniques (3.17) induisent donc une représentation du groupe Zj sur l'algebre des
courants : le parafermion ¥™(z) vit dans la représentation de charge n, et les fonctions de corrélation de ces
courants sont invariantes sous l'action de Zj, comme il se doit pour des observables.

3.3 Contraintes d’associativité des OPE

Les considérations précédentes supposent ’existence d’une théorie conforme comprenant des OPE du type
(3.17). Une telle CFT n’est possible que si le systéeme d’OPE est associatif. On va voir dans cette section que
cela impose de fortes contraintes sur les parameétres tels que la charge centrale, les constantes de structures
et les dimensions des courants. Voici les premiers termes sous dominants des OPE parafermioniques (3.17) :

n m Cn,m n+m An_ArrL‘|’An m n+m
vrET0) = W(“’ Ot = A U (0)+O(22)> (3.33)
n k—n 1 2AW 2 3

Implicitement nous avons supposé ’absence de courants chiraux de dimension A = 1 dans la derniere OPE.
La présence de tels courants signifierait I'existence d’une symétrie continue additionnelle. En pratique il va
souvent y avoir des champs primaires (au sens de Virasoro) additionnels dans les OPE (3.33) et (3.34). Nous
éliminons simplement le cas des courants de dimension 1. Nous allons voir des exemples explicites ou des
champs primaires additionnels sont présents.

3.3.1 Contraintes sur les dimensions A,

Une premiere série de contraintes imposées par ’associativité concerne les dimensions A,,. Implicitement
on suppose que les courants parafermioniques ont des monodromies abéliennes lorsque l'on écrit les OPE
(3.33) et (3.34). Cela signifie que des objets du type

(7 (21) 0 () [ (51— ) Bt s =B (3.35)

i<j
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sont simplement des polynomes. Le comportement asymptotique lorsque z; — oo doit donc étre un compor-
tement en loi de puissance ~ zfv “ ou N; est un entier. En comparant avec les OPE on obtient des contraintes
sur les dimensions conformes A,, :

20, + 200, = Ay + Ay mod 1, (3.36)
A, =n?A; mod 1. (3.37)

Il faut bien garder a I’esprit que ces contraintes constituent simplement des conditions nécessaires a l’existence
d’une solution associative, et ne sont en aucun cas des conditions suffisantes. La solution générale de ces

contraintes est donnée par

rn(k —n)
Ap=5——F——+ M, -
s+ (3.38)

our et M,, = My_,, sont des entiers.

A ma connaissance une classification complete des OPE parafermioniques associatives n’existe pas a ce
jour. Cependant dans la littérature un certain nombre de théories parafermioniques ont été étudiées. La
plupart correspondent a des dimensions parafermioniques de la forme
rn(k —n)

A, =<

SR (3.39)

i.e. avec tous les entiers M,, = 0 dans (3.38).
C’est la solution la plus simple, a laquelle on va se restreindre dans la suite. On va donc s’intéresser a
des théories conformes possédant £ — 1 courants U™, de dimension conforme

rn(k —mn)
An = - N .4
5 r € (3.40)
obéissant aux regles de fusion :
U x g o= gntm ol n,m et n + m sont définis modulo k (3.41)
VAV L (3.42)

et invariante par conjugaison de charge. Une telle CFT, quand elle existe, est notée Z,(:). Pour caractériser
une algebre chirale de ce type, il faut définir complétement les OPE correspondantes, i.e. donner tous les
termes singuliers dans :

n m Cn,m n+m An_Am‘|’An m n+m
vrEPT0) - = W(“’ +7(0) + A rrm 20U (0)+0(22)> (3.43)
n k—n 1 2A’ﬂ 2 3

et vérifier leur associativité.

Il est évident que plus la dimension des courants est grande, plus le nombre de termes a connaitre dans ces
OPE est important. La plupart de ces termes (tous les descendants de Virasoro) sont fixés par l'invariance
conforme, mais en général il va rapidement apparaitre des nouveaux champs primaires, pour lesquels il
faudra aussi donner les OPEs. Ainsi la complexité de la théorie va augmenter rapidement avec r. Une étude
exhaustive des solutions associatives n’existe que pour r < 4.

3.3.2 Quelques solutions associatives connues

Dans cette partie on présente un certain nombre de théories conformes parafermioniques, dont la plupart
seront utilisées dans les chapitres suivants.

25



Théories parafermioniques de Fateev-Zamolodchikov

Historiquement, Fateev et Zamolodchikov ont introduit les premieres théorie parafermioniques pour
décrire les points critiques auto-duaux des modeles & k spins présentés en 3.1.2. Ces CFT correspondent
dans nos notations au cas r = 2, et les dimensions des parafermions sont données par

n(k —n)
—

C’est le cas le plus simple de la discussion précédente (r = 1 n’est pas possible), dans le sens ol les dimensions
A,, prennent les valeurs minimales parmi celles de la série considérée. En fait il y a tellement peu de liberté
dans les OPE qu'il existe une unique solution associative pour un k donné. Les constantes de structure sont
alors :

A, = (3.45)

2 F'n+m+ 1Lk —-—n+1IT'k—-m+1)
(Cum)” = T OTm+ DI —n—m+ DT+ 1) (3:46)

(n+m)!l(k —n)!l(k —m)!

= , 3.47
nIml(k —n —m)!k! (3.47)
et la charge centrale est :
2(k—-1)
=—". 4
T Tht2 (348)

Il est facile de vérifier que ces valeurs sont les seules compatibles avec 'associativité. Cependant vérifier
completement ’associativité, i.e. écrire complétement les OPE et calculer toutes les fonctions a 4 points
constitue déja un probleme non trivial. Pour prouver I’associativité de cette algebre, il est beaucoup plus
simple de considérer le coset
SU(2)k

u) -
et d’y reconnaitre la théorie de Fateev et Zamolodchikov. En effet ce coset contient des champs ¥", de
dimension n(k — n)/k et qui obéissent aux OPE parafermioniques Zj. L’associativité de cette algebre est
donc automatiquement assurée.

(3.49)

Ces CFT, que 'on va noter Z,(f), ont été énormément étudiées dans la littérature. Ce sont sans doute les
plus connues et couramment utilisées.

Théories parafermioniques unitaires pour r = 4

Lorsque r = 4, il existe une infinité d’algebres parafermioniques associatives, paramétrées par un réel A
[4]. Les courants ont pour dimension

k—mn)

A, =2 — (3.50)

et les constantes de strucuture sont données par

Fn+m+1)I'k—n+1)I'k—m+1) Tn+m+NT(k—n+NT(k—m+NT(N)
Fn+ DI (m+ D0k —n—m+ DI(k+1) T(n+ ANC(m + N0k —n —m+ MN(k + )\() ' )
3.51

(Cn,m)z =

Cette algebre est associative pour la charge centrale

Ak =D (k+ A= 1)A
T2k t2n—2)" (3.52)

On peut former un algebre assoviative quelle que soit la valeur de la charge centrale. En ce sens, elle n’est pas
fixée par l'associativité de 1'algebre. Les modeles minimaux unitaires possédant cette algebre sont obtenus
lorsque 2\ = [ est un entier positif, et correspond au coset [56] :

SO(k) x SO(k)s
SO(k)i+2

(3.53)

Les représentations dégénérées correspondantes ont été étudiées en grand détail dans [57] lorsque k = 3 et
[5, 6, 7, 8] pour k > 5.
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Théories WA, _1(k+ 1,k +7)

Les théories WA,_; sont des CFT dont P’algebre chirale est composée de k — 2 courants W) (2), s =
2,...k —1 de spin entier A(,) = s. Les modeles minimaux correspondants WAy _1(p,p’) sont paramétrés par
deux entiers p et p’ premiers entre eux et ne sont unitaires que pour p’ = p + 1 (voir chapitre 5).

Parmi ces modeles minimaux les théories WA (k + 1,k + r) sont assez particulieres : dans le tableau de
Kac on trouve k — 1 champs parafermioniques U™ de dimension conforme

rn(k—mn)
An = - — . 4
5 3 (3.54)
On a donc affaire a une solution associative particuliere de Zg), pour une valeur de la charge centrale donnée
par
r(k—1)
=—(k(r—-2)—1)———=. 3.55
e = —(hr—2) - )= (355)

De plus amples détails sur ces théories sont donnés dans le chapitre 5. Le cas r = 2 n’est pas nouveau et
coincide avec les parafermions de Fateev et Zamolodchikov. Des que r > 2 ces modeles ne sont pas unitaires,
comme en témoigne la valeur négative de la charge centrale. Lorsque r = 4 ces courants parafermioniques
forment un cas particulier de (3.52) pour A = (—2k +1)/3 (ou A = (—k + 2)/3), et cette théorie constitue

, . o N 4
alors une représentation non unitaire de ’algebre Z;

Théorie Zés)

Dans [58], Dotsenko et Santachiara ont construit une troisieme solution pour les algebres associatives de
type Zs. Ces solutions correspondent & (k,r) = (3,8). Dans ce cas les courants parafermioniques ¥(z) et

U't(2) ont pour dimension conforme

8
A=2 .
- (3.56)

L’associativité de I’algebre parafermionique impose la présence de champs primaires (au sens de Virasoro)
supplémentaires ¥(z) et ¥f(z) de dimension A = A + 2 ainsi qu'un champ primaire neutre B(z) de spin
Ap = 4. Les reégles de fusion possedent toujours une graduation Zs :

UxU — A4 eQf, (3.57)

UxU — cutgput, (3.58)

Ux Ut T+4+4B, (3.59)

U x ot - uB, (3.60)

UxB — ~U+u¥, (3.61)

et les constantes de structure A2, 42, ... sont des fonctions rationnelles de la charge centrale. Par exemple :
¢+ 56)(11c+ 14)

\/ : 3.62

27 \/ c(784 4+ 57¢) ( )

On renvoie a [58] pour 'ensemble des valeurs de ces constantes.

Dans ce cas seule I’algebre chirale de la théorie conforme est connue, et I’étude des représentations reste
a faire. Tres certainement il existe une série discrete de valeurs de la charge centrale pour lesquelles les CFT
sont unitaires et contiennent un nombre fini de primaires dégénérés.
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Chapitre 4

Groupe de renormalisation pour les

théories Zﬁ) perturbées

Dans ce chapitre on étudie les perturbations de théories unitaires Z%‘) par deux champs faiblement
pertinents. Les équations du groupe de renormalisation sont évaluées perturbativement, et les points fixes
infra-rouges sont identifiés. On obtient des flots non-massifs entre théories parafermioniques, généralisant
ainsi les résultats connus dans le cas des modeles minimaux. Ce chapitre constitue une synthese des travaux
[59, 60, 61].

4.1 Théories conformes perturbées

4.1.1 Approche perturbative du groupe de renormalisation

Une théorie conforme est une théorie des champs décrivant le point critique d’un systéeme statistique, et
est par définition invariante d’échelle. A ce titre elle correspond & un point fixe du groupe de renormalisation.
Pour étudier le voisinage de ce point critique, une approche possible est de perturber la CFT correspondante
par des champs pertinents, et d’étudier les flots du groupe de renormalisation (RG) [62, 63, 64, 65]. En général,
il est difficile d’obtenir des résultats exacts des que 1’on brise 'invariance conforme. Cependant dans certains
cas des méthodes robustes sont a disposition : tout d’abord il existe toute un technologie dédiée a 1’étude des
perturbations intégrables. On peut ainsi étudier certains flots, massifs ou non, du groupe de renormalisation,
a condition de choisir une perturbation qui préserve I'intégrabilité. Un autre cas bien connu, et il va s’agir
du cas qui nous intéresse particulierement ici, est I’étude des perturbations faiblement pertinentes pour les
modeles minimaux [62] : on perturbe avec des champs possédant des dimensions anormales Appys = 2 — €,
avec € < 1, ce qui fournit un parametre perturbatif € que 'on controle parfaitement.

L’action de la théorie perturbée prend alors la forme :

A=Ao+> g /an: D, (x) (4.1)

ou 'on note Ay 'action de la théorie conforme non perturbée décrivant les propriétés ultra-violettes du
systeéme, et ou les constantes de couplage g = ¢(£) dépendent de I’échelle £. Cette expression formelle en
terme d’une action est simplement un guide, puisqu’en général on ne connait pas ’action d’'une théorie
conforme, mais seulement les fonctions de corrélation. Mais cela est suffisant pour dériver perturbativement
les équations du RG. Comme cette méthode est perturbative, elle ne va fonctionner a priori que si les
constantes de couplage restent d’ordre € : cela va étre le cas lorsque les équations du RG flottent vers
un nouveau point fixe, situé dans la région perturbativement bien maitrisée. On va alors décrire des flots
non massifs d’'une CFT décrivant les propriétés aux courtes distances vers une autre CFT, qui décrit le
comportement aux grandes distances. L’objectif d’un telle approche est de prédire quelle sera la CFT dans
Pinfrarouge (IR) connaissant celle dans 1'ultraviolet (UV).
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Pour mener a bien ce programme, il faut d’abord identifier un ensemble de champs faiblement pertinents
@, dont l'algebre de fusion se referme. En particulier il ne faut pas que leurs fusions engendrent des champs
fortement pertinents (hormis 'identité), ce qui rendrait caduque 'approche perturbative. Par contre ils
peuvent générer des champs non pertinents, ceci ne pose aucun probleme. On introduit les fonctions g qui
quantifient la variation des constantes de couplage lorsque l’on change I’échelle z — (1 + 6£/2)x :

dgi = Bi(g9)0&/2 (4.2)

A Tordre dominant en e les équations du groupe de renormalisation s’obtiennent directement a partir des
OPE des champs faiblement pertinents. Considérons un ensemble de champs ®; faiblement pertinents de
dimension conforme A; = 1 — ¢;, avec ¢; ~ €, et admettant les regles de fusion générales suivantes :

O; x ¢; = Zci,j,kq)k (4.3)
k

ou l'on a omis les champs non pertinents de dimension A > 1, ainsi que identité qui ne va pas participer
au RG. Les fonctions 8 sont alors données a I'ordre dominant en g; ~ € :

Bi = 2€;9; — 2 Z Cijkgigr + O(€) (4.4)
.k

Ces équations dérivent d’un potentiel, i.e. on peut écrire 8; = Jy,V (g), avec :

2
Vig) =) gl — 3D Cijkgigion +O(") (4.5)

Une conséquence immédiate est que ce potentiel ne peut qu’augmenter le long des flots du groupe de renor-
malisation :

%é” - ;ﬂiagiv - (ﬁv)2 >0 (4.6)

Ceci est une marque d’irréversibilité des flots du RG. En effet, lorsque I’on renormalise la théorie, on moyenne
sur les fluctuations de courte portée, et on perd des degrés de liberté. Ceci constitue un cas particulier,
perturbatif, du fameux théoreme ¢ de Zamolodchikov.

4.1.2 Théoreme c de Zamolodchikov

Considérons une théorie des champs unitaire en deux dimensions : le théoréme ¢ de Zamolodchikov [62]
prouve le caractére irréversible des flots du groupe de renormalisation, en construisant une fonction des
couplages ¢({g;}) qui posséde les propriétés suivantes :

— ¢({gi}) est décroissante le long des flots du groupe de renormalisation,

— Lorsqu’un point fixe se présente, la fonction ¢({g;}) coincide avec la charge centrale de la CFT corres-

pondante.

Losqu’'un point fixe du RG est atteint, la théorie développe une symétrie infinie et devient une CFT. En
particulier la trace du tenseur d’énergie-impulsion © s’annule. En dehors d’un point critique, la trace © = T,
ne s’annule plus, car la théorie des champs n’est plus invariante d’échelle. Mais ’isotropie et I’homogénéité
imposent toujours les relations de conservation de TH" :

0*T, =0 (4.7)

ZLV - TV/I. (48)
ce qui donne en notations complexes :

oT = —00 (4.9)

oT = —00 (4.10)
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Zamolodchikov a introduit la fonction ¢ suivante, qui ne dépend que de ’échelle £ = In(z22) puisque T est de
spin 2 et © de spin 0 :

(&) = 21T (2,2)T(0,0)) + 42°2(T (2, 2)©(0,0)) — 6222%(0(z, 2)©(0,0)) (4.11)
Les équations de conservation du tenseur d’énergie-impulsion impliquent directement :

de _ _
i ~122%2%(0(z,2)0(0,0)) (4.12)

Le caracteére unitaire de la théorie des champs assure que la fonction de corrélation (©(z,2)0(0,0)) est
positive, et la fonction ¢(€) est une fonction décroissante de I'échelle &, ce qui prouve le premier point. Le
deuxiéme point découle naturellement de la définition de la fonction ¢(€) : comme la trace © s’annule aux
points fixes, on a alors ¢(g) = 224(T'(2)T(0)) qui n’est autre que la charge centrale.

Pour une théorie conforme perturbée de la forme (4.1), la trace du tenseur d’énergie-impulsion © est
donnée explicitement par :

O(z,2) = Zﬁi(g)‘l’z’(z,?)- (4.13)

En comparant avec I’équation (4.12), on découvre que la fonction ¢(g) est directement reliée au potentiel
dont dérivent les fonctions 3 :

1 2, 1 4
c(g) =co — =~ Z@:gi + 36 Z Ci,j.k9i9i9k + O(€”) (4.14)

i .5,k

Perturbativement on connait les fonctions 8 & Iordre €2, et donc la fonction ¢ & I'ordre €2. 11 suffit alors de
chercher, a cet ordre, la présence de points fixes g7, c’est-a-dire des valeurs des constantes de couplages pour
lesquelles les fonctions § s’annulent. On peut alors estimer la charge centrale correspondante en utilisant
(4.14).

Pour identifier la CFT décrivant un point-fixe il est aussi possible d’évaluer la modification de la dimension
anormale des opérateurs primaires le long du flot, en calculant les fonctions =y correspondantes. Cette approche
donne acces au spectre de la théorie infra-rouge, en particulier elle permet de comparer les dimensions
conformes des opérateurs avec le tableau de Kac prédit par la CFT.

Historiquement cette approche a d’abord été appliquée aux modeéles minimaux unitaires M,, présentés au
chapitre 2. Lorsque p > 1 la perturbation par le champ ®(y)3) est faiblement pertinente, et génere un flot
du groupe de renormalisation du modele M), vers le modele M,_; [62].

4.2 Perturbation des théories parafermioniques unitaires Z%)

Nous souhaitons appliquer ces idées aux théories parafermioniques unitaires Zgé) introduites par Dotsenko,
Jacobsen et Sanatachiara [5]-[8] et présentées au chapitre 3, pour obtenir des flots non-massifs entre CFT
parafermioniques.

4.2.1 Présentation des théories unitaires Zgé)

Les courants parafermioniques WP des théories ZS\A}), N > 3 ont pour dimension.
2p(N —
Ap=An_p= % (4.15)

On ne considere pas le cas N = 2, car alors le « parafermion » possede une dimension A = 1 non fractionnaire,
qui correspond a une symétrie continue U(1). Le cas N = 3 est un peu particulier, et les CFT possédant
I’algebre chirale Zgl) ont été construites dans [57]. L’effet de perturbations faiblement pertinentes a été traité
dans [66, 67]. Enfin les théories pour N = 4 factorisent en deux copies du modele N = 1 superconforme. On
se concentre donc sur le cas NV > 5. Les parafermions forment une algebre de courants associative quelle que
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soit la valeur de la charge centrale ¢ [4]. Cependant les représentations de cette algébre ne donnent lieu a
des théories unitaires que pour une série discrete de valeurs de ¢ [5, 6, 7, 8] :
N(N —2)

o(p) = (N~ 1) (1— e

) p>N-—1 (4.16)

qui correspondent aux cosets symétriques [56] :

SO(N); ® SO(N)2
SO(N)i+2

avecp=I1+N—2 (4.17)

et les champs primaires sont indexés par le réseau de poids de 'algeébre de Lie SO(N), c¢’est-a-dire :

— B(n—_1)/2 si N est impair

— Dpy2 si N est pair
On va noter génériquement r le rang de l'algebre de Lie : » = | N/2], et &;, i = 1,...,r, les poids fondamen-
taux. Les champs primaires ® ;|7 sont indexés par deux vecteurs 7,7’ appartenant au réseau des poids de
I'algebre de Lie X, correspondante. Leurs dimensions conformes sont données par :

((p +2)i — pit")* — 475°
2p(p +2)
ot Bg est un terme qui dépend du secteur de la la théorie, c’est-a-dire de la charge Zy du champ primaire,
qui a son tour ne dépend que de la position dans le tableau de Kac du champ primaire. La dépendance en
la charge @ du terme de bord est simplement donnée par :
QN —2Q)

BQ:T, on,l,...T (419)

4.2.2 Choix de la perturbation

Nous voulons perturber la théorie minimale unitaire Z%‘) (p) par des champs faiblement pertinents. Dans
le but de préserver l'invariance Zy, nous allons nous limiter a des perturbations neutres vis-a-vis de cette

symétrie. En effet I'idée ici est d’obtenir des flots sans masse d’une théorie minimale Z%‘) (p) vers une autre

du méme type Z%‘) (p'), généralisant les résultats connus pour les modeles M (p,p+ 1). Il est donc essentiel
que le terme de perturbation ne brise pas 'invariance Zy de l'action. Lorsque p > 1, la théorie possede
naturellement un parametre perturbatif € ~ 1/p que l'on contréle parfaitement. L’approche est tout & fait
similaire & celle du groupe de renormalisation des modeles minimaux basés sur 'algebre de Virasoro [62].

Dans ce domaine, i.e. lorsque p > 1, nous allons voir que 'on trouve dans le bas du tableau de Kac
(4.18) de la théorie Zy (p) deux champs neutres, faiblement pertinents, et qui forment une algebre de fusion
fermée. Le type d’algebre de Lie sous-jacente & la théorie Z%‘) dépend de la parité de N, et cela donne lieu
a quelques différences dans I'analyse des perturbations. Cependant les résultats pour les cas pair et impair
sont tres similaires, et il est possible d’unifier les deux cas au niveau des équations du RG. En particulier
le diagramme de phase obtenu ne dépend pas de la parité de IN. Dans un souci de simplicité, nous allons
considérer en détail le cas impair. Lorsque N = 2r + 1, les champs primaires sont naturellement indexés par
le réseau de racines de B,.. Les détails de ces CFT ont été donnés dans [5, 6], et Panalyse des perturbations
faiblement pertinentes a été ’'objet des publications [59, 60]. Le cas N pair a été traité dans [61].

Dans un premier temps, nous allons rechercher un ensemble de champs neutres appropriés pour perturber
la théorie Zgé) (p). Les champs neutres, i.e. de charge Zx nulle, sont de deux sortes : les champs primaires
neutres, ou singlets, et les descendants neutres de champs primaires chargés (doublets).

Singlets

Les champs neutres les plus naturels sont les singlets : ce sont les champs primaires de charge nulle qui
apparaissent dans le tableau de Kac. Un champ primaire ®;7/) est neutre lorsque (d’apres [6]) :

n; —n; =0 mod 2 i=1...r—1 (4.20)
n, —n,. =0 mod 4 (4.21)
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La formule de Kac de Z%‘) (p) (4.18) donne leur dimension conforme. En particulier le terme de bord Bg est
nul dans le secteur correspondant aux singlets :

Asﬁ ay =
) 1(p+2)

~ Il e+ 0(e?) (4.22)

Dans le domaine p > 1, on trouve dans le bas du tableau de Kac de la théorie Zs le singlet faiblement
pertinent suivant :

S = Su1,.131,1,...1) (4.23)
As = 1—Ne+0(e) (4.24)

Ce n’est bien sir pas 'unique singlet faiblement pertinent du tableau de Kac, mais celui-ci possede la
propriété de ne pas générer un trés grand nombre d’autres champs pertinents par fusion, ce qui est essentiel
dans cette approche. D’apres les régles de fusion issues du Gaz de Coulomb, ce champ S(x) ne peut générer
qu’un seul nouveau champ pertinent A(x), qui est un descendant d’un doublet (4.25). Nous allons voir dans la
partie 4.2.3 que c’est effectivement le cas, c’est-a-dire que les régles de fusion du champ S(x) sont S x .S — A.

Descendants neutres

L’autre type de champs neutres pertinents correspond a certains descendants de champs chargés. Les
détails de analyse des candidats sont donnés dans [60]. Il existe un champ particulier A qui forme une
algebre de fusion fermée (i.e. A x A — A). Plus précisément il s’agit de :

AL pour N =5
VR (4.25)
A,%‘I’(ln...\ul...) pour N > 7
qui a pour dimension conforme
Ay=1—(N—2)e+0() (4.26)

Comme ce champ ne génere aucun autre opérateur pertinent, il serait cohérent d’étudier les effets de la
perturbation suivante :

A=A+ g/de A(x) (4.27)

En termes de la construction GKO [68], ce champ A(x) correspond au branchement [(k, id)® (I, id)/(k+1, ad)]
du coset G, ® G;/Gp41, dans le cas particulier des théories Zg&_l. Il s’agit du champ standard lors de ce
genre de considérations, et en ce sens A(x) est I"équivalent du champ ®(y)3)(x) pour les modeles minimaux.

Dans le cadre plus général des cosets symétriques de la forme (Gy ® G;)/Gp+1, pour G simplement lacée,
Fateev [69] a étudié les flots du groupe de renormalisation obtenus en perturbant avec ce champ, généralisant
ainsi les résultats des modeles minimaux. Comme il s’agit d’une perturbation intégrable, il a pu étudier aussi
bien les flots non massifs que les flots massifs .

Cependant il est intéressant d’analyser les effets d’une perturbation par les champs A et S, et ce pour
plusieurs raisons :

— d’une part le cas N impair est nouveau car il correspond a une algebre de Lie non simplement lacée;

— d’autre part la perturbation par deux champs est plus générale, et permet d’atteindre de nouveaux

points fixes infra-rouges.

4.2.3 Calcul des constantes de fusion

Nous considérons la théorie conforme Z%‘) (p) perturbée par les champs S(x) et A(x) :

A=A+ 2?9 /dsz(x) + % /d2xA(x) (4.28)
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ol les champs perturbatifs S(z) et A(x) sont faiblement pertinents, et forment un anneau de fusion fermé :

SxS— DA (4.29)
AxA— Dy A (4.30)
SxA— DS (4.31)

Les fonctions (B, et (5, (4.4) sont données au premier ordre non trivial par (4.4) :

d
B, = _dg 2(1 — Ag)h — 4Dy gh (4.32)
dh ) )

Pour analyser les flots du groupe de renormalisation, il faut calculer les quatre constantes de fusion D; et
D5. Une méthode efficace pour obtenir les OPE des champs A(x) et S(z) et calculer les constantes de fusion
correspondantes est de passer par un Gaz de Coulomb. Mais cette approche n’est pas aisée pour les théories
Z%‘) car I'ansatz pour le Gaz de Coulomb fait intervenir des parafermions de Gepner [70] SO(2r +1)/U(1)",

pour lesquels les fonctions de corrélation ne sont pas connues. Nous avons contourné ce probléme en utilisant

la représentation coset des théories Zx“,)

[66, 67] pour les cosets SU(2).
L’idée ici est de décomposer la théorie Zgé) (p) en termes de CFT plus simples & manipuler, en particulier
qui admettent une représentation par un Gaz de Coulomb simple. En partant de la représentation coset :

@, _ SO(N)E ®SO(N)2
)= SO(N)t2

. En particulier nous avons généralisé les méthodes développées dans

p=N-—2+k, (4.34)

on peut décomposer formellement ces théories parafermioniques comme :

SO(N); ®SO(N); _ SO(N), @ SO(N); _ SO(N)1 @ SO(N),
SO(V)s T SOV SO(N) 2

¥ (p) @ (4.35)

Les trois cosets qui apparaissent dans I’équation (4.35) sont des théories minimales unitaires WB,. pour N
impair :

SO(2r + 1) ® SO(2r + 1)1

WB, (p) = , — 2 — 14k, 4.36
(p) S0 T it p=2r—1+ (4.36)
et la décomposition formelle (4.35) devient simplement :

Z () ® WB,(2r) = WB,(p) © WB,(p + 1) (4.37)

Cette équation relie les représentations des algebres correspondantes, et peut étre réexprimée en termes
de relations au niveau des caracteres. Mais cela permet aussi d’établir des identifications entre les blocs
conformes, i.e. de relier la partie holomorphe des champs primaires et des descendants entre les différentes
théories. Une fois que cette relation est établie au niveau des champs holomorphes, il est tres facile d’accéder
aux constantes de structure en comparant les fonctions a trois points par exemple. Cette approche a été
développée et analysée en grand détail dans le cas de SU(2) [66, 67].

Généralisée au cas des cosets SO(N), cette méthode permet 'identification des champs neutres de ZS\?) (p)
avec certains champs dans WB,.(p) ® WB,(p + 1). En effet, le terme WB,.(2r) dans (4.35) n’intervient pas
dans la décomposition des champs neutres, qui appartiennent au secteur le plus simple de Zx“,) (p). Les détails
de cette identification sont assez techniques et sont l'objet de [60]. Plutét que de reproduire cette analyse
ici, nous allons simplement donner cette identification, et pour étre spécifique nous allons nous cantonner a
N = 5. Dans ce cas la partie holomorphe des champs A(x) et S(x) s’exprime comme :

_ (p) (p+1)
S = @(’191‘21) ® @(51‘31) (4.38)
L o) et L am (p+1)
A = ﬁ‘b(lfuu) ® 25 + ﬁ‘b(lfum) ® @ T313) (4.39)
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Les champs ®®) appartiennent & la théorie WB, (p) et leurs regles de fusion ainsi que leurs constantes de
fusion se déduisent du Gaz de Coulomb des théories WBs. En particulier on obtient [59] :

3v2
Daipsyaipsyaisy = %’

3V2 ,

D(11\13)(13\13)(13\13) = €,

Daipnyaienyais) =

Jaslis

Do1j31)(21131)(11)13) =

|
—

D3p13y(13)13)(13)13) =

Da1j31)(21131)(13)13) = (4.40)

o] Ut

Ce sont les seules constantes nécessaires a nos calculs, et elles sont données a l'ordre dominant en €. En
utilisant ce valeurs et en les injectant dans les identifications (4.38)-(4.39) on obtient les regles de fusions
suivantes pour les champs S(z) et A(x) :

SxS— DA (4.41)
AxA— Dy A (4.42)
SxA— DS (4.43)
avec
D, = \/E—F O(G) et Dy = i + 0(6) (444)
2 V10

Cette approche se généralise sans probléme au cas N quelconque (méme pair [61]), en particulier on
obtient a I'ordre dominant en € :
N N -2
D =V2—— + O(e) et Dy= Vo—— + O(e) (4.45)
N(N -1) N(N -1)

A partir d’ici Panalyse des cas pair et impair est identique, et on considere le cas générique (i.e. N > 5).

4.3 Flots non massifs du RG pour les théories Z%) (p) perturbées

Nous considérons la théorie conforme Z%‘) (p) perturbée par les champs S(x) et A(x) :
2 2h
A=A+ =) /dsz(x) +— /d2xA(x) (4.46)
71' 71'

ot 'action Ay symbolise celle de la théorie conforme ultraviolette Z%) (p), et les champs A(x) et S(z) ont
pour dimensions conformes :
Ay
Ag

1—(N—=2)e
1— Ne

(4.47)

4.3.1 Equation du groupe de renormalisation

A partir des OPE des champs A(z) et S(z) on obtient les équations du groupe de renormalisation pour
les constantes de couplage :

d

B, = d—g = 2(1- Ag)h —4D1gh (4.48)
dh , ,

fr="gg = 21=Ba)g—2Dig> —2Dsh (4.49)
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Elles sont données au premier ordre non trivial en g et h . Toute cette analyse n’est valide que pour ¢ < 1,
c’est-a-dire pour les théories Zx“,) (p) avec p > 1. Comme on a la liberté choisir p arbitrairement grand, on
controle parfaitement le parametre perturbatif €. Les équations ci-dessus restent valables lorsque g et h restent
dans la région perturbativement bien contrélée g, h ~ € et cette approche permet de décrire d’éventuels flots

non massifs reliant la théorie Z%‘) (p) dans l'ultraviolet & une autre CEFT dans l'infrarouge. La présence de
CFT infrarouges dans le diagramme des phases se traduit par des points fixes des équations du RG. Il est
donc essentiel d’analyser la présence de tels points fixes.

4.3.2 Flots et points fixes infra-rouges

Les points fixes sont des points (g, k) de 'espace des phases qui sont stables sous les flots du RG, i.e. qui
annulent toutes les fonctions 8 (4.48)-(4.49). En injectant les valeurs (4.47)-(4.45) dans les fonctions 3, on
obtient dans le diagramme de phase les points fixes suivants (voir Fig. 4.1) :

— le point fixe UV trivial g5 = h§ = 0, qui est décrit par la CFT Z%‘) (p)

— un point fixe IR sur 'axe h :
- N(N -1
(91, h1) = (0; NV 1) B )€> (4.50)

qui est décrit par ZS\?) (p —2) (cf partie 4.3.3)
— deux point fixes IR additionnels, qui coincident avec Z%‘) (p—1) (cf4.3.3) :

1 /[(N=2)(N—-1) 1 [N(N-1)
(5\/ 5 6,5\/ 5 e) , (4.51)

1 [N—2)(N—-1) 1 [N(N—-1)
<_§\/—2 6,5\/72 e.). (4.52)

4.3.3 Identification des CFT infra-rouges

(95, h3)

(93, h3)

Les points fixes du RG sont décrits par des théories des champs invariantes d’échelle, et donc tres cer-
tainement par des théories conformes. Pour identifier ces nouvelles CFT, ’approche la plus directe consiste
a utiliser la fonction ¢ de Zamoldchikov (4.14), ce qui permet d’évaluer perturbativement, & l'ordre €, la
valeur de la charge centrale de ces théories.

Tout a été fait dans cette analyse des perturbations des théories parafermioniques Z%‘) (p) pour ne pas

briser la symétrie discréte Zy, et on s’attend a retrouver dans l'infra-rouge une théorie Z%) (p — 0) avec un
shift ¢ entier positif. En effet le théoreme ¢ impose une décroissance de la charge centrale le long des flots
du groupe de renormalisation. En comparant la valeur de la charge centrale prédite par la fonction ¢ (4.14)
avec 'ansatz Zx“,) (p — 9) pour les points fixes IR, on obtient la correspondance suivante :

— la charge centrale du point fixe (g7, h}) coincide avec celle de Zgé) (p—2)

— celle des points fixes (g3, h3) et (g5, h}) avec Z%) (p—1)

Cette classification des points fixes peut étre vérifiée au niveau des dimensions conformes des champs

primaires, qui doivent correspondre dans l'infra-rouge avec le nouveau tableau de Kac. Les fonctions -y
donnent ’évolution des dimensions des champs :

d2n,
71 - dg

(4.53)

Exactement comme dans le cas des modeles minimaux ([62]), cette analyse est plus simple dans le cas des
champs primaires de la forme @ 55). En particulier les fonctions y correspondantes sont simplement données
au premier ordre non trivial en € par :

e Vi) = —4hDaiia) ) — 49D s @) ()7) (4.54)
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g fixed point 2
p->p-l

fixed point 1
p->p-2

Fi1G. 4.1 — Flots non massifs du groupe de renormalisation. Les flots sont invariants par g — —g, et seule la
partie g > 0 est montrée .

Les mémes techniques permettent d’évaluer les constantes D i) (iijir) €t Ds(ijiy(iji)- Cette vérification
n’a été faite que dans le cas N = 2r + 1 correspondant & B,., ou les fonctions v des champs ®(; ,,  |1,n,...)
et (.1, |n,1,...) ont été évaluées pour tout n > 1. La forme particuliere de ces champs a été choisie pour
permettre de calculer facilement les constantes dans les théories WB,. qui interviennent dans la décomposition
(4.37). On obtient :

(n=1)(2r+n—2)

_ 2
= Y(n1l..|n11...) = —8he N

~ Y(nl..|inl..) = —8h62%\/2+:g_3)
Ces valeurs sont en accord parfait (& cet ordre des perturbations) avec le flot du champ primaire UV @g?‘ﬁ)

vers le champ (I)gfi\_ﬁfs)) dans l'infrarouge :

(») (p—9)
(I)(ﬁlﬁ) — Q(ﬁ‘ﬁ) (4.55)

ou le shift § est précisemment celui annoncé :
— ¢ =2 pour le point fixe (g7, h}) : la CFT IR coincide avec ZS\?) (p—2)
— aux points fixes (g5, h3) et (g5,h3) ona d =1, et la CFT est Z%‘) (p—1)

4.4 Conclusion

Dans cette partie nous avons étudié l'effet de deux perturbations faiblement pertinentes pour les théories
parafermioniques unitaires Z%‘) (p), et nous avons obtenu trois points fixes. Les théories conformes corres-
pondantes ont été identifiées par ’évaluation des charges centrales ainsi que par les dimensions anormales de
certains champs a ces point fixes. L'un deux est décrit par la théorie ZS\?) (p — 2), et correspond au point fixe
attendu. En effet cela confirme 1'observation faite sur les cosets SU(2) [66, 67] et plus généralement sur les
cosets sur des algebres de Lie simplement lacées [69] que la perturbation d’un coset par un champ approprié
donne lieu & un flot p — p — §, ou § est le shift du coset (G @ G5)/Grts. On notera que dans le cas N
impair, lalgebre de Lie SO(N) n’est pas simplement lacée, et ce travail étend les résultats obtenus dans [69].

D’un autre c6té 'apparition des deux points fixes additionnels pour N > 5, décrits par Z%‘) (p—1), est
assez surprenante. En effet pour N = 3, ces points sont absents [66, 67]. De plus, contrairement au point
fixe précédent, ces deux points fixes restent invisibles si ’on considere la perturbation par le champ A(x)
uniquement.

Pour le cas N pair, leffet de la perturbation par le champ A a été traitée dans le cadre plus général
des cosets symétriques sur des algebres de Lie simplement lacées [69]. Nos résultats dans le cas A pur
sont en parfait accord, et généralisent les flots sans masse obtenus en perturbant avec les champs A et S
simultanément. Un point clé de lanalyse de Fateev dans [69] est le caractere intégrable de la perturbation
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par le champ A. Cela reste certainement vrai dans le cas non simplement lacé (i.e. N impair), mais il serait
tres intéressant de regarder ce qu’il en est de la perturbation plus générale par les champs A et S a la fois :
si jamais elle préserve un nombre suffisant d’intégrales du mouvement, toute une nouvelle technologie s’offre
& nous, ce qui permettrait d’étudier par exemple les flots massifs [71].
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Chapitre 5

La correspondance entre polynomes
de Jack et théories conformes

WA, ((kE+1,k+7)

Dans [72, 73] on a conjecturé que les polyndémes de Jack dits (k,r)-admissibles pouvaient s’exprimer &
I’aide de certains corrélateurs d’une famille de CFT : les théories WA;_. 1l s’agit de théories conformes
possédant une symétrie étendue W : en plus de la symétrie conforme, engendrée par le tenseur d’énergie-
impulsion 7'(z), les théories WA,_; contiennent des courants chiraux additionnels {W)(z),s = 3,...k} de
spin s = 3...k [74, 75, 76, 77]. L’algebre de la théorie WA, coincide avec celle de Virasoro. Les représentations
de I'algebre WA _; sont naturellement associées a 'algébre de Lie Aj_1 et la série des modeéles minimaux
WAL_1(p,p’) est indexée par deux entiers p et p’ premiers entre eux. En particulier lorsque ¥ = 1 on
retrouve les modeles minimaux WA (p, p’) = M (p,p’). Cependant pour k général les théories WA, _; sont
beaucoup plus compliquées. Ceci est en partie di aux courants additionnels dont les modes ne possedent
pas d’interprétation géométrique contrairement aux modes de Virasoro. Ainsi les fantomes caractérisant une
représentation dégénérée ne donnent en général pas lieu a une équation aux dérivées partielles pour les
fonctions de corrélation. Pour cette raison, elles sont difficiles & calculer [78, 79].

Ainsi, la conjecture que certaines fonctions de corrélation des théories WA, _; s’expriment simplement
a I'aide d’un polynome de Jack est assez remarquable. Ceci était déja connu dans le cas de 'algebre de
Virasoro, qui correspond au cas k = 2 [80]. Pour k général, de nombreux indices en faveur de ce résultat ont
été mis en évidences dans différents travaux ([81, 82, 83, 84]), mais jusqu’ici il n’y avait pas de preuve de
cette correspondance.

Dans cette partie on considere les fonctions & NV points des opérateurs parafermioniques dans les théories
WA_1(k + 1,k + r). En utilisant ’approche décrite dans [78], on montre que ces fonctions de corrélation
vérifient une équation différentielle particuliere d’ordre deux, qui peut étre reliée a ’hamiltonien de Calogero-
Sutherland. Ceci fournit une preuve de la correspondance entre les polynémes de Jack (k,r)-admissibles et
les théories conformes WA,_1(k + 1,k + r). Ce travail est 'objet de la publication [85].

5.1 Conjecture reliant polynémes de Jack et théories W

Les théories conformes WA,_1 (k+1, k+r) sont une réalisation particuliere des théories parafermioniques

Zl(:), et contiennent donc un champ parafermionique ¥(z) de dimension A = r(k — 1)/2k. Dans [72, 73] il a
été conjecturé que les fonctions a N points de ce courant parafermionique s’expriment simplement a I'aide
d’un polynoéme de Jack :

(O(z1). . 0(en)) = I3 OV [] - )7 (5.1)

i<j
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ol J;(kH)/(T_l)({zi}) est le polynéme de Jack & N variables J§({z;}) pour « = —(k +1)/(r — 1) et pour
une partition A dite (k,r)-admissible, donnée par :

A=[Ng,..., Ny, Ny —7,... , Ny —r,-c 1 ...T 5.2
[No ¢, N ¢ ] (5.2)
k times k times k times

Les notations issues de I'effet Hall quantique fractionnaire ont été adoptées ici. En particulier N, désigne le
flux magnétique :

(5.3)

Ils’agit d’un entier, car N doit étre un multipe de & pour que la fonction de corrélation parafermionique (5.1)
ne s’annule pas. Le polynome J, (k+D/r=1) constitue une fonction d’onde test pour ’état fondamental de
N particules dans le niveau de Landau le plus bas & une fraction de remplissage v = k/r.

Avant de donner la preuve de cette conjecture, une introduction rapide aux théories conformes WA,, et
aux polyndmes de Jack est présentée, ce qui permet de rappeler leurs principales propriétés et de fixer un

certain nombre de notations.

5.1.1 Algebres WA,, et les modéles minimaux WA, (p,p’)

Les modeles minimaux M (p,p’) correspondent aux représentations de 1'algebre de Virasoro comprenant
un nombre fini d’opérateurs primaires. L’algebre de Virasoro est issue des lois de transformation d’un courant
conservé de dimension 2 : le tenseur d’énergie-impulsion. Une des nombreuses généralisations possibles est
obtenue en introduisant des courants supplémentaires de dimensions entiéres (ou demi-entieres). On parle
dans la littérature de théories W, dont [77] fournit une revue. Les théories WA,, en sont un cas particulier :
elles comprennent n courants chiraux {W)(z),s = 2,...n + 1} indexés par leur dimension/spin A, =
s = 2...n + 1. En particulier le tenseur d’énergie-impulsion est le courant de spin 2 : T(z) = W) (2).
Les relations de commutation des modes de ces courants définissent une algebre, dont ’algebre de Virasoro
constitue une sous-algebre : on parle de CFT avec symétrie étendue. Ces algebres sont en général non linéaires
et permettent de définir les modeles minimaux correspondants, c’est-a-dire comprenant un nombre fini de
champs primaires (i.e. annihilés par tous les modes positifs, pas seulement par ceux de Virasoro). Lorsque
n = 1, on retrouve les modeles minimaux M (p,p’) introduits dans le chapitre 2 :

WAl (p7pl) = M(pap/) (54)

Les modeles minimaux WA, (p, p’), avec p et p’ premiers entre eux, ont une structure tres similaire au
cas n = 1 [74]. Il existe une maniere tres compacte de formuler leur spectre, associée a l’algebre de Lie A,.
On note &J;, i = 1,...n les poids fondamentaux de A, et €;,7 = 1,...n les racines simples, et on adopte les
conventions de [25].

La charge centrale de la théorie WA,,(p, p’) est donnée par :

n+1)(n+2)(p—p)?
R (55)
pp
et les dimensions des opérateurs primaires :
(pit = p'i")* = P (p — 1)
Ay = ; (5.6)

=3l (5.8)
et le tableau de Kac est borné par :
1 <ngn} (5.9)
>oomg <p'—1 (5.10
;n<p—1 5



Ces champs primaires correspondent a des représentations dégénérées de 'agebre WA,,. En particulier
I'opérateur primaire Az est dégénéré aux niveaux N; = n;nj pour i = 1,...n. Les regles de fusion
généralisent celles des modeles minimaux, entre autres (2.65) devient :

n+1
P21, 11,1,.1) X P = Z P ivai (5.12)
i=1

ou les ﬁi, 1=1...n+1 sont les poids de m; , la premiere représentation fondamentale de A,,, de plus haut
poids wi. Explicitement les h; sont donnés par :

Eizﬁl—el—---—é};_l (513)

Comme pour les modeles minimaux M (p,p’), il existe un Gaz de Coulomb pour les théories WA, (p,p’), &
la différence prés que n bosons sont nécessaires & sa construction [74].

Les théories WA,_1(p,p’) contiennent des champs parafermioniques Zj, lorsque p = k + 1. En effet les
champs primaires :

U =Dy 112,1,1,..1) (5.14)
2 = D 1,21,.1) (5.15)
: (5.16

Phl = Dy 11,1,1,..,2) (5.17)

possedent des OPE de type parafermionique (3.41). En paramétrant ¢ = k + r, ils ont pour dimension
conforme :

ri(k —1)
2 k
On peut donc reinterpréter la théorie WA,_1(k + 1,k + r) comme une représentation particuliere des para-
fermions Z,(:) [84, 86, 87, 88, 89]. Ceci n’est possible que pour (k+1)A(r—1) = 1, car les théories WA, (p, p’)
ne sont définies que pour p et p’ premiers entre eux. Ces théories ne sont unitaires que lorsque r = 2, et dans
ce cas on retrouve les parafermions de Fateev-Zamolodchikov, qui admettent une unique représentation. On
remarque que dans ce cas k+ 1 Ar — 1 =1 est satisfait pour tout k.

A; = (5.18)

5.1.2 Les polynémes de Jack (k,r)-admissibles

Les polynémes de Jack J{(z1, - - , zn) sont des polyndémes symétriques de N variables dont les monémes
sont des fonctions rationnelles d’un parametre «. Ils sont indexés par les partitions A = [A1, Aa... Ax] olt
les \; sont des entiers positifs vérifiant A; > \;y1. Pour plus de détails sur les Jacks voir [90]. Les fonctions
monomiales my, elles aussi indexées par les partitions, forment une base des polynémes symétriques a N
variables :

N
ma({zi}) =S (H z?) (5.19)

ou S signifie que I'on symétrise sur les N variables, i.e. on somme sur le groupe des permutations quotienté
par le sous groupe qui laisse invariant la partition A. Le développement d’un polynome de Jack sur la base
des my prend la forme :

IS =ma+ Y uau(a)my,. (5.20)
pn<A

et fait intervenir seulement les partitions u < A. Cette relation d’ordre (partiel) sur les partitions g < X est
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Les Jacks sont les états propres de ’hamiltonien de Calogero-Sutherland [91, 92, 93, 94] :
HOS () I (2, - - I .
(21,0, 2n) = eXIN(z1, 00y 2n) (5.21)

ou I’hamiltonien de CS est donné par
Cs al 1 Zi + 2j
— 9:.)2 L — oA
HYP () = E (2:0:)" + - E P (2:0; — 2;05) (5.22)

et les valeurs propres € par
E)\—Z)\ {A+ N+1—2z)] (5.23)

Les coefficients uy, (o) dans (5.20) sont des fractions rationnelles en a. En particulier pour « négatif, il
peut y avoir des poles, et le polynéme de Jack est alors singulier. Dans [72], il a été prouvé que pour une
partition A dite (k,r)-admissible, i.e. qui vérifie

Ai — Nigk =1 pouri=1,...,N —k, (5.24)

le polynome de Jack J§ n’est pas singulier pour o = —(k+1)/r — 1, avec k + 1 et r — 1 premiers entre eux.
On va nommer ces polynoémes des Jack (k,r)-admissibles. Ce sont précisément les polyndémes symétriques
qui interviennent dans la correspondance qui nous intéresse dans ce chapitre.

5.2 Analyse des théories WA;_;(k+1,k+r) et preuve de la corres-
pondance

5.2.1 Une petite mise en jambes : le cas des modeles minimaux de 1’algebre de
Virasoro

Pour le cas k = 2, la théorie WA (p, p’) n’est autre que le modele minimal M (p, p’). Dans ce cas opérateur
(para)fermionique est réalisé par le champ ®(y), et correspond & une représentation dégénérée au niveau
2 de l'algebre de Virasoro. La fonction de corrélation symétrique obéit donc naturellement & une équation
aux dérivées partielles de degré 2 qui, apres manipulation, permet de retrouver ’hamiltonien de Calogero-
Sutherland. Bien que ce résultat soit bien connu ([80]), il est intéressant de discuter ce cas avant de s’attaquer
aux cas plus compliqués des algebres étendues WAj_1.

Les modeéles minimaux M (3, 2+7) coincident avec une théorie Zg) particuliere, correspondant a la charge
centrale ¢ = 1—2(r—1)%/(2+7) [86, 87]. Le courant ¥ = ®4}5) a pour dimension conforme A = A(yj9) = 1/4,
et ses regles de fusion reproduisent 1’algebre parafermionique Zo : ¥ x W =1L

Le point essentiel dont découle toute la suite est que le champ ¥ = ® 4|5y possede un descendant dégénéré
au niveau deux [1, 25] :

(L 9 — iL2 > U =0 (5.25)

La présence du vecteur nul (5.25) impose une équation différentielle d’ordre 2 & toute fonction de corrélation
faisant intervenir un champ W. En particulier la fonction a N points (¥(z1)¥(z2) - - U(zn)) satisfait la
relation :

N
ZzW NW(ez) W) = o2 S L W) W(e) - W) (5.26)

ol LQQ agit sur le i-eme champ. Apres des manipulations un peu fastidieuses, cela peut se mettre sous la
forme d’une équation aux dérivées partielles, que voici :

HWVAL (1) (T (21) T (22) - -- U (2n)) = 0 (5.27)
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ou :

M =3 (w00 () Y o ) Y 25020 4 Ny

i i#j - it (2 — 2i)
_or(r+2) _r+2 _or(r—1)
N=my 2= et 3= 5 (5.28)

Introduisons la fonction ¢(*) ({z;}) :
P ({zi}) o= [ [ (20— 2y) /" (5.29)
i<j

Apres quelques manipulations algébriques, on retrouve ’équation aux valeurs propres pour ’hamiltonien de
Calogero-Sutherland HCS () :

672 ({z)IHVA (602 ({z:1)] 7! = HS () - B(r) (5.30)
o= —% et E(r) = %TN(N _ )2+ N +r(2N —5)] (5.31)

11 est alors facile de comparer les équations (5.30) et (5.31) et les équations (5.21)-(5.23) et de vérifier que
l’on retouve (5.1) et (5.2) pour k = 2. Il est important de noter que la solution de (5.21) donnée par le Jack
est la seule compatible avec les monodromies de 'opérateur ¥. Cette équation aux valeurs propres prouve
donc la correspondance qui nous intéresse dans le cas k = 2.

5.2.2 Preuve de la conjecture : le cas WA, (k = 3)

Ce qui se passe lorsque k > 2 est moins clair, car le tenseur d’énergie-impulsion n’est plus le seul
courant, et les modes des courants supplémentaires W,,, n = 3,...k n’ont pas d’interprétation géométrique
simple comme ceux de Virasoro : les vecteurs nuls ne donnent plus systématiquement lieu a des équations
différentielles.

On va considérer dans un premier temps le cas k = 3, ou une approche pédestre permet de comprendre
comment fonctionne la généralisation vers k > 2. L’algebre chirale de la théorie WA, contient deux courants
WP (2) = T(2) et W) (2) = W(z) de spins 2 et 3 respectivement. Leurs OPE sont données par :

T()T(0) = 0/2 Z7(0) + éaT(O)Jr... (5.32)
W) = 3 W0 ) % W)+ ... (5.33)
W(z)W(0) = ﬁ + %T(O) + 21—38T(0) + % (13—082T(0) + 22?%)

+ % (1—1583T(0) + 221f508A(0)) +... (5.34)

avec A =TT : —%82T. Un champ primaire ®a ., se comporte sous cette symétrie étendue comme :

T(z)®a,(0) = o + ~ +... (5.35)
®(0 W_19(0 W_2®(0
W(2)Pau(0) = 2 g ) | 12( ) (W22 (5.36)
z z z
et leurs fonctions & deux points sont de la forme :
1) 0wy —ws
(1(2)@2(0)) = T2 (5.37)

Z2A1
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L’algebre WA, est produite par les modes de T(z) et W) (z). Leurs relations de commutation se déduisent,
de maniere habituelle, des OPE des courants [77] :

(Lo, L] = (0 —m)Lpgm + 1—6271(712 — 1o sm.0 (5.38)
L, W] = (20— m) Wi (5.39)
(W, We] = %(n =) A + g = D)0 = o
+(n—m) %5(71 +m+2)(n+m+3)— é(n +2)(m+2)| Lptm (5.40)
avec
Ap=dyLn+> 7 :LypLy_p: (5.41)
dom = S50 ot dgyyy = LEME=m) (5.42)

Les représentations de cette algebre sont indexées par les valeurs propres de Lg et Wy : A et w respectivement.
En utilisant les relations de commutation (5.38)-(5.40) , on peut montrer que le champ primaire ®a ., admet
les vecteurs nuls suivants :

3w
X1 = (Wl — ﬂLl) (I)A’w =0 (543)
B 12w 9 6w(A+1) B
X2 = (W2 AGA+ ) T ABA 1) L2) Paw =0 (5.44)

a condition que les nombres quantiques A et w soient reliés & la charge centrale ¢ par :

7—9A

c = 2A ATl (5.45)
2A? [ 32 1.1
2 = _— A - - — .4
n 9 (22+5c( +5) 5) (5.46)

On remarque que si un champ ®4 ,, vérifie ces relations, alors son conjugué ®a _,, aussi.
La théorie minimale WA (3+1, 3+r) peut étre identifiée a une théorie Zér). Les courants parafermioniques
y sont réalisés par les champs primaires :

vto= D1 11,1 = P12, (5.47)
U = D) =P (5.48)
(5.49)

En effet, ces champs ont pour dimension A = r/3, et leurs OPE reproduisent celles des parafermions Zgr).

L’associativité est automatiquement assurée. Or ce sont précisément ces champs qui admettent les vecteurs
nuls de la forme (5.43) et (5.44) : les parafermions ¥ (et W~1!) possedent donc les descendants dégénérés
suivants :

3w
B 12w 9 6w(A+1) B
X2 = <W2 AGA+) T ABAT 2 V=0 (5:51)

ol w est donné par (5.46). Nous avons maintenant une dégénérescence au niveau 2, comme attendu. Cepen-
dant, pour en tirer une équation aux dérivées partielles, il faut encore éliminer les modes non « géométriques »
W,,. Pour ce faire, il suffit d’utiliser le comportement asymptotique de W(z) :
Wn Z2—00 1
Wi(z) = Z e et W(z) ~ =

n

(5.52)
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et de voir les conséquences de ce comportement a l'infini pour les fonctions de corrélation entre opérateurs
primaires. En explicitant la structure des poles en z de (W (2)®1(21)P2(22) --- Pn(2n)) on obtient :

N } ) )
<W(Z)‘I’1(21)""I’N(ZN)>:Z< - e + e ><‘I’1(21)""I’N(ZN)> (5.53)

S\E-z)? (-2 (2-%)

En comparant le comportement asymptotique (5.52) et le développement (5.53), on obtient cing relations
linéaires entre fonctions de corrélation, dont voici les premieres :

N
S WY (@1 (21)®a(2) - By(2n)) = 0 (5.54)
> (ZJWEJQ + ijf) (P1(21)P2(22) - En(2n)) = 0 (5.55)
> (ZJQWEJQ) +2,WY) +Wj) (D1(21)P2(22) - - PN (2n)) = 0O (5.56)

j=1
En particulier, en insérant les vecteurs nuls (5.43) et (5.44) dans la relation (5.56), on élimine tous les
modes de W (z), et on obtient I’équation aux dérivées partielles suivante pour les fonctions de corrélation
(W(z1)W(z2) - ¥(2n)) :

HWVA2(T(21)...U(z,)) =0, (5.57)

ot HWA2 est I'opérateur différentiel suivant :

N 2
WAz _ 4.\2 % zizj (05 — 0i)
r(r+3 r+3 r(4r — 3
'71(7”) = — ( 18 ), ’}/2(7“) = 2 et 3= —% (5.58)

De méme que dans le cas k = 2, il est alors facile d’obtenir ’équation aux valeurs propres de Calogero-
Sutherland pour le polynéme Py(z;) = (¥(z1)... ¥(2n)) [T, (2 — z;)"/3. En conjuguant avec la fonction

»3) ({2;}) définie en (5.29), on retrouve HOS .

[T {2 HY ()6 ({z )] = 1O (), ~E(r) (5.59)
avec :
B =Y v )9 - 21 4 NGB+ 5r) (5.60)
a=-— e ) = 516 r T)). .
11 suffit alors de vérifier que la valeur propre E(r) coincide avec ey («) pour o = —fﬂ et la partition :
/\ = [Nq;., N<p, Nq;., Nq) -, Nq) -, Nq) - Tr,...,n,7T, ’I“], (561)
3 3 3

dans laquelle on note Ng = r (%) Il s’agit donc du polynéme de Jack attendu : on a prouvé la conjecture

dans le cas k = 3.

5.2.3 Cas général

Dans le cas général, I’approche algébrique directe utilisée pour k = 3 se heurte tres vite a la complexité
des OPE des courants et de I’algebre associée. Comme il y a k — 1 courants, il y a (k — 1)(k — 2)/2 OPE
a écrire, pour lesquelles certains coefficients ne peuvent étre fixés que par des considérations d’associativité.
Pis, les dimensions des courants additionnels sont de plus en plus grandes, ce qui nécessite de considérer de
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plus en plus de termes dans les OPE. Enfin, le nombre p(n) de descendants linéairement indépendants au
niveau n dans un module non dégénéré est donné par la fonction génératrice @y (z) :

b= (=) =TI (=) =S s (5.62)
() ~I(=) -%

o()

et le nombre de descendants au niveau 2 est génériquement (k — 1)(k + 2)/2.

Niveau n Nombre de champs p(n) champs

0 1 )
2 3 k
1 k-1 wh, whe,.. whe -
— + SO, pouri=2,...k—1et W WY/ P pourt < j
2 k—1)(k+2)/2 w'o =2, k—1et WOWY i< j

Pour contourner ce foisonnement, les caracteéres des représentations de 1'algebre WA _1 constituent un outil
trés puissant [77]. En particulier ils permettent d’obtenir le résultat suivant : pour tout k > 2 les champs
primaires ®(1 1. 1j2,1,1,...,1) e ®@,1...,11,1,1,...,2) des théories minimales WA,_1(p,p’) admettent un unique
descendant au niveau 1, et seulement deux descendants au niveau deux. Cela signifie que les deux pre-
miers niveaux du module sont générés uniquement par les modes de Virasoro. Ceci assure automatiquement
Pexistence de vecteurs nuls du type (5.43) et (5.44) :

i o= (WS‘? + ﬂL,l) U=0 (5.63)
X2 = (WEQ L2, + VL_Q) =0 (5.64)

Pour fixer les inconnues 3, p et v il suffit d’agir avec les modes de Virasoro Ly et Lo et d'imposer L, x; = 0.
On obtient immédiatement :

303)
7T T (5.65)
_ 2(2A—|—C) B 2k(1+k)
_ 16A(A — 1) 2kt
v = AT AT T2 1o - MROER) (5.67)

A partir de la, la méthode est exactement la méme que pour le cas k = 3, et on obtient I’équation aux
dérivées partielles suivante pour la fonction a N points :

HWVAR=1 (T (2) ... U(zy)) =0 (5.68)
ot 'opérateur différentiel HWA#-1, dont les coefficients dépendent de 7 et k, est donné par :
2
WAL 1 _ 2 % 2i2j(0j — 9i)
R _Z(Zjaj) +71(k’T)Z(Zj_Zi)2 +’72(k77n)z (2 — 2i) + Nvs(k,r)
J i#] 7]
rirk —r +k® — k) r+k r(k—1)(2rk — k — 2r)

avee m RE+1) 0 P T kk+y O 6k2 (5.69)

Cette équation aux dérivées partielles généralise (5.28) et (5.58) qui correspondent respectivement aux cas
k =2 et k = 3. On obtient alors de maniére similaire la preuve de la conjecture, a savoir que le polyndéme

suivant :
(W(z1)... @) [[ (2 = 2)/" (5.70)
i<j
est bien un vecteur propre de I’hamiltonien de Calogero-Sutherland pour oo = —% et pour la partition A :
A= [N@,...,N@,Nq;. —’I“,...,Nq) —’I“,...,’I“,...,’I“]7 (571)
——
k k k

avec No = r(IN — k) /k. L’unique solution polynomiale de cette équation aux valeurs propres est le polynéme
de Jack J;<k+1)/<r71), ce qui termine la preuve de la conjecture dans le cas général.
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5.3 Conclusion

Dans cette partie, on a calculé les fonctions a N points des champs ¥ = ®(; ... y)2,1... 1) et vl =
®(1,... 1]1,1... ,2) appartenant au tableau de Kac des théories WA, _1(k + 1,k + ). En utilisant les identités
de Ward associées au courant de spin 3 W®)(z) et les dégénérescences des modules de ¥ et U~!, on a
montré que ces corrélateurs satisfont une équation aux dérivées partielles d’ordre deux. Cette EDP peut étre
transformée en une équation aux valeurs propres de ’hamiltonien de Calogero-Sutherland pour une valeur
négative de la constante de couplage @ = —(k +1)/(r — 1). Ceci fournit une preuve de la conjecture reliant
les fonctions & N points des opérateurs parafermioniques ¥ et ¥~! aux polynémes de Jack.

Comme nous allons le voir dans le chapitre 6, ces polynémes constituent des fonctions d’onde test pour
un état fondamental bosonique au remplissage v = k/r dans leffet Hall quantique fractionnaire. Dans
ce contexte il est intéressant de considérer aussi les états excités, obtenus en insérant des quasi-trous : les
fonctions d’onde correspondantes devraient aussi pouvoir s’exprimer comme des corrélateurs dans les théories
WA _1(k + 1,k + ), en insérant des opérateurs de quasi-trou conjecturés comme étant o = @21, 1j1,1...1)
[83] dans les fonctions de corrélation (¥(z1)...¥(zn)). Ceci est encore un probléme ouvert d’un point de
vue des théories conformes, mais I'approche développée ici devrait permettre de résoudre ce point.
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Chapitre 6

Polynomes symeétriques et fonctions
de corrélation parafermioniques :
au-dela des polynomes de Jack

Les résultats de CFT présentés dans cette partie ont été inspirés et motivés par 1’étude des fonctions
d’onde non abéliennes dans l'effet Hall quantique fractionnaire (FQHE), et ont été publiés dans [88].

Depuis le succes des états de Laughlin [95], l'utilisation de fonctions d’onde test dans effet Hall quan-
tique fractionnaire (FQHE) a permis de faire de grands progres dans la compréhension de ces systemes, en
particulier dans la description des états non abéliens [9, 96, 97, 98]. Au cours des derniéres années, il y a eu
un regain d’intérét pour ces états non abéliens [99, 100, 101, 102], principalement & cause de leur lien avec le
calcul quantique topologique [103, 104]. Les fonctions d’onde test décrivant ces états peuvent étre construites
en utilisant les blocs conformes des CFT. Une grande partie de la théorie décrivant ces états non abéliens
est basée sur les monodromies des blocs conformes des théories parafermioniques.

Il a été observé dans [81] que les fonctions d’onde Read-Rezayi Zj, de méme que d’autres propositions
pour décrire les états non abéliens [105], peuvent étre exprimées en termes d’un polynéme de Jack, pour
un parametre négatif &« = —(k 4+ 1)/(r — 1). Cela a naturellement conduit a essayer de décrire les fonctions
d’onde du FQHE en termes de Jacks. Cette approche a été le sujet de travaux récents [82, 84, 83, 106], dans
lesquels les liens entre les polynomes de Jack et le FQHE ont été étudiés en détail.

Il a été conjecturé que ces Jacks pouvaient étre exprimés comme certaines fonctions de corrélation des
théories WA,_1(k + 1,k + r) ([72, 74, 82]). Nous avons traité ce cas en détail et donné une preuve de ce
résultat dans le chapitre 5.

Un point crucial est que pour r > 2, les modeles WA, _1(k+ 1,k +r) ne sont pas unitaires. Or il existe de
solides arguments [107, 108] indiquant que les fonctions d’onde construites & partir de CFT non unitaires ne
peuvent pas décrire des phases quantiques topologiques gappées. Il est donc crucial de rechercher des CFT
candidates qui soient unitaires. On mentionne qu’il existe dans certains cas une approche différente visant a
corriger les fonctions d’onde obtenues par des CFT non-unitaires, notamment dane le cas du Gaffnien [109].

Il existe pour r > 4 des algebres de courants Z,(:) (c) qui sont associatives pour toutes les valeurs de
la charge centrale ¢. Comme pour la séquence unitaire des modeles minimaux M (p,p + 1), ces algebres
parafermioniques admettent des représentations unitaires pour une série de valeurs discretes de la charge
centrale. Dans cette partie, nous allons voir quels types de fonctions d’onde sont attachés a ces théories
parafermioniques unitaires, en particulier dans deux cas : les théories WB,,, qui possedent une symétrie
ng”), et les parafermions Z,(:l). Nous allons voir que les fonctions d’onde correspondantes constituent a
priori des candidates aussi pertinentes que les polynomes de Jack, et de plus qu’elles possedent des propriétés
de clustering étendues. Ce chapitre correspond & l'article [88].
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6.1 Propriétés de clustering et parafermions

Les CFT parafermioniques permettent de construire certains polyndémes symétriques, dits polynémes de
clusters, qui ont la propriété de s’annuler lorsque k + 1 particules sont au méme point. Ces polynémes sont
naturellement liés a la symétrie Zy, et il y a un parallele intéressant entre la classification de ces fonctions
d’ondes et celle des théories parafermioniques [110, 111].

6.1.1 Les états de Read-Rezayi et les parafermions r = 2

Les états de Read-Rezayi (RR), dont il est admis que certains sont pertinents expérimentalement, sont
un exemple typique d’états non abéliens [96, 9]. Ces états sont décrits par les blocs conformes d’une famille
particuliere de CFT : les parafermions Zy de Fateev-Zamolodchikov [4]. Les OPE (3.33) et (3.34) des pa-
rafermions déterminent des propriétés de clustering spécifiques pour les fonctions d’onde qui sont décrites
par des fonctions de corrélation des courants. En particulier on peut montrer que, a un terme de jauge pres,
les états fondamentaux (bosoniques) Z; RR sont des polynémes symétriques qui s’annulent lorsque k + 1
(ou plus) particules sont au méme point. Cette propriété de k—-clustering fait des états Zy RR l'unique
état fondamental d’un hamiltonien & k& + 1 corps décrivant un cotut énergétique associé au rapprochement
de k + 1 particules au méme point [9, 112]. Dans le cas d’une interaction & deux corps (k = 1), I'état du
vide est ’état de Laughlin & la fraction de remplissage v = 1/2 pour les bosons. Il est couramment admis
que les hamiltoniens modeles de ce type capturent la physique des systemes bidimensionnels en fort champ
magnétique ou I’hamiltonien effectif est réduit aux interactions entre particules dans le niveau de Landau le
plus bas.

A cause de Iimportance des fonctions d’onde de RR, il y a eu beaucoup d’activité en direction des
généralisations de ces fonctions, et donc des théories parafermioniques de FZ. En plus de la propriété de
k—clustering, les polyndmes symétriques sont caractérisés par la puissance r avec laquelle ces polynémes
s’annulent lorsque la k + 1-ieme particule arrive. En termes de CFT, la valeur de r détermine la dimension
conforme des courants générant la symétrie Zj;. En particulier les états de Read-Rezayi correspondent a
r=2.

6.1.2 fonctions d’onde et propriété de clustering

Dans cette section on rappelle quelques propriétés générales des états fondamentaux de 'effet Hall pro-
venant de simples arguments physiques. Il est pratique de considérer un systeme de N particules sur une
sphere de rayon R soumise & un champ magnétique radial uniforme et un flux total Ny [113]. La particule i
est paramétrée par la variable complexe z; qui est la projection stéréographique de sa position sur la sphere.
Chaque particule dans le niveau de Landau le plus bas possede un moment angulaire orbital Ny/2, et une
base pour une unique particule est donnée par z™u(z,z) ou m est le nombre quantique correspondant a
L. et u(z,%) est la mesure sur la sphere, donnée par u(z, z) = 1/(1 + (|z|/R)?/4)"tN¢/2_ 11 s’ensuit qu'une
fonction d’onde décrivant un état a N particules dans le niveau de Landau le plus bas prend la forme

N
f(z1,21,-...,2n,2n) = Pn(21,- -+, 2N) H,u(zi, Zi), (6.1)
i=1
ol Py ({z;}) est un polynéme (anti)symétrique pour des bosons (fermions). Il est suffisant de traiter unique-
ment le cas bosonique, les fonctions d’onde fermioniques s’obtenant simplement en introduisant un facteur
de Jastrow [, j (2; — zj). En effet ce facteur divise tout polynéme antisymétrique, et le quotient est un
polynéme symétrique, i.e. bosonique. Dans la suite on considére donc des polynémes Py ({z;}) symétriques
dans les variables z;.
Pour décrire un état fondamental de leffet Hall quantique, le polynéme Py ({z;}) doit étre homogene ainsi
qu’invariant par translation et rotation. Enfin il doit étre de degré N en chaque variable. Un tel polynome
vérifie donc
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N
Z&PN({zi}) =0, (6.2)
N
szaz‘PN({Zi}) = —Ny <Z Zz) Pn({zi}), (6.3)

N
Sz Pa({z)) = o P({=), (6.4)
i=1

ol les conditions (6.2) et (6.3) sont appelées respectivement conditions de plus haut poids (HW) et de plus
bas poids (LW). Sur la sphere, Ny et N sont reliés a la fraction de remplissage v et au décalage § par

Ny=v"'N-3§. (6.5)

Comme mentionné dans l'introduction, on s’intéresse aux polynémes Py ({z;}) qui sont les états fondamen-
taux d’hamiltoniens & k 4+ 1 corps. En utilisant les notations de [105], on peut définir ces hamiltoniens sur
la sphere comme les projecteurs P; qui annulent les états comprenant des clusters de £ 4 1 particules avec
un moment angulaire relatif inférieur & r. En d’autres termes pas plus de k particules ne peuvent occuper r
orbitales consécutives. Ceci revient & imposer la propriété dite de k— clustering pour le polynéme Py ({z;}) :

P](Vk’r)(zi =29 = .. = Zkt1, 242, 5 2N) = 0. (6.6)

Un autre parametre important est la puissance r avec laquelle ce polynome s’annule lorsque ’on forme un
cluster de k 4 1 particules, par exemple en approchant une k + 1-ieme particule d’un cluster de k particules :

N
P](Vk’r)(zi = 29.. = 2k, Zktl, " 5 EN) = | | (Z — zi)TP](\ZCLT,g(zk+1,zk+2, Ce L ZN) - (6.7)
— ———
~ i=k+1

Comme indiqué dans [105, 112], I’état fondamental le plus dense possédant les propriétés ci-dessus est obtenu
pour :

N -k
N, = % . (6.8)
Ces polynémes décrivent des états de Hall quantiques (bosoniques) a la fraction de remplissage v = k/r,
(k,r)

avec un décalage § = r. On va noter de tels polynémes Py

)

Comme nous allons le voir, des polynomes P qui satisfont aux conditions (6.2)-(6.7) peuvent étre

construits en utilisant les CFT parafermioniques Z,(:).

6.1.3 Lien avec les théories conformes parafermioniques

Une caractérisation des polyndémes symétriques possédant la propriété de k— clustering (6.6) a été com-
mencée dans le travail de Feigin et al. [72]. Dans ce cadre les polynémes qui apparaissent naturellement sont
les polynomes de Jack (k, r)-admissibles (voir partie 5.1.2) qui généralisent les états de Read-Rezayi. Comme
vu au chapitre 5, ces polynémes correspondent aux théories conformes WA,_1(k + 1,k + r), qui sont non
unitaires pour r > 2, et donc inaptes a décrire des phases quantiques topologiques gappées. Il semble donc
que les Jacks ne constituent pas une bonne généralisation des états de Read-Rezayi.

Une autre approche pour générer des polynémes possédant les propriétés (6.2)-(6.7) est basée sur les
fonctions de corrélation des courants parafermioniques d’une théorie Zg). En effet en utilisant W(2)=W1!(z)

le champ parafermionique fondamental de cette CFT, on peut définir le polynéme P](\;C ™) ({z;}) suivant :

PYT(ad) = (W) ) [T e - )75
- <\I/(zl)...\I/(zN)>H(zi—zj)r/k. (6.9)
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Ce polynome satisfait automatiquement toutes les propriétés (6.2)-(6.7). Les conditions de HW et LW (6.2) et
(6.3) sont une conséquence directe de I'invariance conforme globale, tandis que les propriétés de k— clustering
découlent des OPE parafermioniques (3.33) et (3.34), c’est-a-dire de la symétrie Zj de 1'algebre des courants
[96].

Evidemment cette approche nécessite 'existence d’une algebre chirale associative de type Z,(;) pour
assurer que les fonctions de corrélation soient bien définies. L’étude des polynomes symétriques possédant
la propriété de k—clustering est donc fortement reliée a celle des algebres chirales Zl(:) associatives. Pour
certaines valeurs de k et r, il n’existe de solution associative que pour une unique valeur de la charge centrale :
c’est le cas par exemple des parafermions de Fateev et Zamolodchikov (r = 2) [4] qui forment les états de
Read-Rezayi [9], et aussi des parafermions » = 3 [86] qui sont utilisés pour construire I’état Gaffnien [105]
(k=2 et r =3). Les polynémes symétriques correspondants sont alors des polynémes de Jack.

En revanche, les solutions associatives connues pour r > 4 ont toutes en commun de ne pas fixer la
charge centrale ¢, qui peut prendre n’importe quelle valeur. Intuitivement, en augmentant r, le spin des
parafermions augmente, ainsi que le nombre de termes singuliers dans leurs OPE, ce qui permet d’avoir
suffisamment de liberté pour que la charge centrale reste libre. Souvent, le prix a payer est l'introduction de
champs primaires additionnels (au sens de Virasoro) dont le cas WBs est un exemple typique ( voir partie
6.2.1). Cette liberté permet d’obtenir des solutions unitaires. Et en bonus on va voir que cela implique des
propriétés de clustering généralisées tout a fait intéressantes pour les polynémes symétriques associés.

6.2 Théories parafermioniques unitaires

Certains polynomes de Jack ont été proposés comme une généralisation naturelle des états de Read-Rezayi
Zy. Ces polynoémes sont liés aux fonctions de corrélation d’une classe de théories VW basées sur 'algebre de
Lie SU(k), comme vu au chapitre 5.

Ces théories peuvent étre considérées comme des représentations particulieres, non unitaires, de I'algebre
parafermionique Z,(:). Partant de I'observation qu’il existe aussi des solutions unitaires, nous montrons, en
calculant les fonctions de corrélation correspondantes, que ces théories fournissent des fonctions d’onde test
qui satisfont les mémes propriétés de clustering que celles des Jacks, mais permettent de corriger le probleme
de non-unitarité. Nous avons montré explicitement que, bien que les fonctions d’onde construites a partir
des CFT unitaires ne s’expriment pas comme un unique polynéme de Jack , elles ont une structure tres
intéressante dans laquelle les propriétés des Jacks jouent un role majeur.

6.2.1 Le cas Z, : les théories WB,,

Dans un premier temps nous allons considérer en détail les théories possédant une symétrie Zo, qui sont
liées aux polynomes symétriques ayant des propriétés de k = 2 clustering. Les théories Zg) possedent un
courant « parafermionique » ¥ de spin A = r/4.

Un cas particulier correspond aux théories WB,,, n > 1, qui posseédent un courant fermionique ¥ de

dimension A = n + 1/2, et dont les OPE reproduisent ¥ x ¥ = I : il s’agit d’une réalisation des théories
Z;T) pour r = 4n + 2. Cette série de valeurs de r est la plus naturelle pour la symétrie Zsy, car on a alors
affaire & des courants fermioniques. Le cas WBy (i.e. 7 = 6) a été abondamment étudié dans la littérature,
car il coincide avec les théories N = 1 superconformes, qui contiennent un champ chiral de dimension 3/2.
Lorsque I'on augmente r, de plus en plus de termes sont a considérer dans 'OPE ¥ x ¥ = I, car elle contient
r/2 termes singuliers. En général, des champs primaires additionnels, de spin entier, vont apparaitre dans
cette OPE. WB3 en est 'exemple typique. Dans ce cas le courant fermionique est de spin 5/2, et 'ansatz
pour 'OPE est le suivant :

UxW¥—T. (6.10)

Si on impose I'absence de courants supplémentaires, ’associativité n’est possible que pour une valeur précise
de la charge centrale ¢ = —13/14 [114], et on a affaire & une CFT non unitaire. Une forme plus générale
de cette OPE, compatible avec le graduation Zs, est obtenue en ajoutant un courant (neutre) W(z) de spin
AW =4

UxW¥U—-IT4+W. (6.11)
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I1 est alors possible de refermer l’algebre des trois courants T'(z), W(z) et ¥(z) et d’obtenir une forme
associative pour toute valeur de la charge centrale ¢ : il s’agit de 'algebre des courants de WB,. La forme
explicite de la régle de fusion (6.11) est [115] :

1 1 ) 5

V(2)¥(w) = ) + EEE ~T(w) + maT(w) e
+ z —1 w <2C(2123-?- 5C)A(w) + %aQT(U}) + 'YW(U))> ) (6.12)

ol A(z) est un descendant de Virasoro de I'identité défini par A =: T? : —3/100*T et ou la constante ~y est
donnée par

 75(13 + 14¢)
(224 5¢)

En particulier lorsque ¢ = —14/17, le champ additionnel W (z) se découple de la théorie et on retombe sur
la solution associative de Zamolodchikov [114].

Pour le cas général WB,,, il y a en plus du courant fermionique ¥(z) de spin n + 1/2, n courants
bosoniques (i.e. de spins entiers) {W®) i = 1,...,n} de dimension Ay; = 2i dont le tenseur d’énergie-
impulsion T(z) = W®)(2). Ces n 4 1 champs chiraux forment une algebre associative quelle que soit la
valeur de la charge centrale.

Le cas 7 = 2 est simplement un fermion libre et les états de Hall correspondants sont les états de Moore-
Read [96]. On présente ici les résultats obtenus dans les cas r = 6 et r = 10 qui correspondent aux théories
WB; et WB; respectivement.

(6.13)

Les théories N = 1 superconformes : Zgﬁ)

On considere les CFT N = 1 superconformes, dont ’algebre des courants est formée du tenseur d’énergie-
impulsion T'(z) et de son superpartenaire fermionique W(z) de spin 3/2. On s’intéresse ici au polynéme défini
en (6.9) :

PO ({z)) = ((z1) ... W) [[ (20 — ). (6.14)

i<j
On a choisi la normalisation de ¥ de telle sorte que :
1 3
W(2)W(0) =  + %T(O) +... (6.15)
Cette OPE, ainsi que les OPE habituelles pour T :
c/2 2 1
T)T0)=——+ =T -oT . 1
(T0) = L+ ST0) +0T(O0) + .. (6.16)
3/2 1
T(2)¥(0) = ZLQfo(o) +-0%(0) + ..., (6.17)

sont associatives pour toute valeur de la charge centrale c. Pour certaines valeurs de la charge centrale, on
obtient des théories particulieres :
— la séquence de modeles minimaux unitaires de I'algebre N = 1 superconforme correspond aux charges

centrales :
3 (1 8 3,4 (6.18)
c=—-|1— ——— m= cel )
2 m(m+2)) "’ ’ ’
— lorsque ¢ = —21/4 on retrouve le modele minimal non unitaire M (3, 8), et le polynéme Py est un Jack

(2,6) admissible (ceci est un cas particulier du chapitre 5) ;

— pour ¢ = 7/10, il s’agit du modele M (4,5) qui décrit la classe d’universalité du modele d’Ising tricri-
tique;

— enfin lorsque ¢ = 3/2, la théorie factorise en 3 fermions libres indépendants.
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Lorsque ¢ = —21/4, nous avons vu que Zéﬁ) = M(3,8) et que la fonction & N points est simplement un
polynome de Jack. En particulier la fonction a 4 points est donnée par :

PO ({z)) = T ({2i}) - (6.19)

Nous allons voir explicitement que ce n’est plus le cas pour une valeur de ¢ générique. L’OPE (6.15) permet
de calculer par itération les fonctions a N points :

al al ym 3 ) 3/2 N
U (2i) :22 EETNE L+ = (21— 2m) > ((zl—/zi)ﬁzl—zl) H (6.20)

i#1lm

T
Cette relation rend explicite la dépendance en ¢ des corrélateurs. Les polynémes associés

PEO({z)) = (U(21) .. W (220)) [] (i — 2)° (6.21)

1<j

admettent un développement en puissances de 1/c de la forme :
2,6 2,6)(1 2,6)(2 2,6)(3 1 2,6)(n
PED (i) = PRV (a)) + - PEOD () + 5 PO (i) 4+ s PRV (). (622)

Par exemple un calcul direct donne pour la fonction a 4 points :

1 1
(W (21) 0 (22) W (23)W(24)) = T — + (214223 + 5 H Z (6.23)

i.€e.

P4(2’6)(Z1, 22, 23,24) = (313224z14223)3 - (Z12234Z14223)3 + (212Z34213Z24)3 + = (312234Z13224z14223)2 . (6.24)

2c
On observe explicitement dans ’équation ci-dessus que le polynome P4(2’6)(z1, 29, 23, 24) s’annule lorsque 3
particules s’agrégent. De plus il contient un terme en 1/¢ qui s’annule lorsque seulement 2 particules sont au
méme point. Ceci aurait pu se déduire directement de la propriété de 2—clustering (6.7) :

PP (21,2, 28,) = (Z—23)°(Z — 2) P (23, 2) (6.25)
——
=7
= (Z — 23)6(2 - 24)6 (626)

qui implique la disparition du terme en 1/c deés lors que deux particules sont au méme point.

Cette structure se généralise sans peine au cas des fonctions a 2n-points. En comparant le développement
en 1/c (6.22) et la propriété de 2—clustering (6.7), on obtient des propriétés de clustering pour les polynémes
PO

N

PROD () 0 s i ay) = —2) PO (25,24, 2n), 6.27

N (21,22, 23 H ) PNy (23,74 N) (6.27)
=z -

6) ()

i.e., tout comme P(2’6) les polynomes P(Q’ apparaissant dans le développement héritent de la propriété

de 2 clustering. Mais ce n’est pas tout. Comme le développement (6.22) est fini, tronqué par P(2 00 — g

pour ¢ > n, on obtient des propriétés supplémentaires : le polynéme PQ(n 0 possede toujours la propriété

de 2—clustering, a savoir qu’il s’annule des qu’un cluster de 3 particules apparait, mais il possede en plus la
propriété de s’annuler quand on forme n + 1 — i clusters de 2 particules.
Comme les polynomes de Jack (k, 2)-admissibles forment une base des polynémes symétriques possédant

(2,6)

la propriété de k—clustering [72], le polynéme P, peut se développer en Jacks :

3(21 + 4c)

2,6
P4( ’ )(21722,23724) [66 "{zh) + Tic

({zl}) . (6.28)
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En particulier on retrouve le Jack du chapitre 5 lorsque ¢ = —21/4. La forme de ce développement est tres
suggestive : on peut voir le second terme du membre de droite comme une correction au cas du polynome de
Jack pur. Ce terme préserve les propriétés de k = 2 clustering, mais restaure 'unitarité pour les valeurs de
¢ données par (6.18). Les fonctions d’onde test construites a partir de la théorie conforme WB; possedent
donc toutes les bonnes propriétés des Jacks (2, 6)-admissibles, tout en corrigeant la non-unitarité.

Nous allons voir maintenant ce que devient cette structure dans le cas suivant, a savoir r = 10.

Les théories WB; : Zglo)

Nous considérons maintenant le cas des théories WBg, ol le champ fermionique ¥(z) est de dimension
A1 = 5/2. Cela correspond & r = 10. Les OPE du champ fermionique avec lui-méme ont la forme suivante
[115] :

1 1 5 5 3
V()W = =T — =0T — 0T
(2)¥(w) (z —w)b + (z —w)3 ¢ (w) + 2¢(z — w)? (w) + de(z — w) (w)
LB O\ w)+513+ 14w (w) ) + (6.29)
z—wc(22+45¢) \ 2 v M '
Les théories WB5 sont unitaires pour les charges centrales appartenant a la séquence :
5 12
=—(1- — =4,5... 6.30
1 (== R (6.30)
Un calcul direct pour la fonction a 4 points P4(2’10) donne :
2,10 ~1/3 25(22 + 5¢)
PO ({z)) = J[lO,/lo]({Zi}) + TP(Q)({%}) ; (6.31)
ol
3 7T o, 25 125 ., 5

2 -2 —2
PP({z}) = Jos2({zi}) = EJ[10,7,3] + @J[lo,s,z;] + %J[s),z:s,l] - @%9,6,4,1] + ﬁ‘][s,m,z] - (6.32)

L . 2,10
Comme dans le cas des théories N = 1 superconformes, on peut décomposer P4( )

indépendants :

en deux polynomes

PO () = PROD((z)) + 2 PROD (). (6:33)

Ces deux polynomes sont des états homogenes sur la sphere, i.e. ils satisfont aux conditions HW (6.2) et

LW (6.3), mais leurs propriétés de clustering different : Pf’w)(l) ({z:}) s’annule quand au moins 3 particules

se rencontrent, tandis que Pf’lo)@)({zi}) est nul des lors que 2 particules coincident. L’expression (6.32)
montre que Pf’m)(z)({zi}) peut étre écrit comme un état de Laughlin v = 1/2 avec 4 quasi-trous.

Mais le cas WBy est a priori plus complexe. En effet, il y a dans POPE (6.29) non seulement des termes
en 1/c, mais aussi des termes en 1/(22 + 5¢), qui pourraient apparaitre dans les fonctions de corrélation.
Or on observe 'absence de tels termes additionnels dans la fonction & 4 points (6.31). De méme nous avons
vérifié que la fonction a 6 points ne contient pas de tels termes. La structure du cas » = 6, en particulier le
développement en 1/¢ du type (6.22), semble se généraliser. Il serait intéressant d’enquéter sur ce point, et
s’il se confirme que cette structure reste valable, d’en comprendre l'origine.

6.2.2 Le cas Z, k > 3 : les parafermions Z,(f)

Lorsque r = 4, il a été montré dans [4] qu’il existe une algebre parafermionique associative pour ¢
arbitraire. La séquence des représentations unitaires ont été étudiées dans [57, 5, 6, 7, 8]. D’autres résultats
sur les modeles Z,(f) on été obtenus dans [116].

Nous allons regarder les fonctions a 2k points de Z,(f) dans deux cas : k = 3 et kK = 5, et voir que la encore
la structure semble étre la méme que dans (6.22).
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Etude pour k=3, r=4

Dans le paragraphe précédent nous avons analysé les fonctions d’onde associées a certaines algebres de
courants parafermioniques Zs. On considere maintenant la symétrie Zs et les fonctions d’onde satisfaisant
les propriétés de k = 3 clustering. Dans le cas Zgl) il y a deux courants parafermioniques ¥(z) et Wf(z) de
dimension A = 4/3, et ayant pour OPE :

T(2)T(w) = m(\I'T(w)—l—(z—w)@wllﬁ(w)+---), (6.34)
U(2)Ui(w) = m <1 + (z—w)Q%T(w) +> : (6.35)

ou la constante de structure v = 4/34/2/c — 1/4 est une constante fixée par Passociativité, et la charge
centrale ¢ est libre. En particulier les représentations de cette algébre sont unitaires pour la séquence [57] :

c:2<l—ﬁ>, m=34... (6.36)

La premiere théorie unitaire (m = 3) coincide avec le modele minimal M (6,7) de charge centrale ¢ = 6/7
qui décrit la classe d’universalité du point tri-critique du modele de Potts a 3 états.
On s’intéresse a la fonction :

P ({z1)) = (W (1) W (22) W (25) ¥ (20) ¥ (25) ¥ (26)) [ ] (22 = 29)"* (6.37)

Un calcul explicite a partir des OPE donne

3,4 —4/3 4(40+7c) _
PV () = Tl () + = Jihaa () (6.38)
Pour ¢ = —40/7, on retrouve le cas du polynéme de Jack non unitaire du chapitre 5, car la théorie Zgl)

coincide alors avec WA5(3,7). De méme que dans le cas ZéG) (voir partie 6.2.1) on a un terme additionnel,

correctif, qui permet de rétablir I'unitarité. Le polynéme Pé3’4) s’annule lorsque 4 particules sont au méme
point, tandis que le terme correctif disparait des lors que seulement 3 particules coincident. La encore, on
retrouve une structure similaire & (6.22).

Etude pour k=5,r=4

Le cas k = 5, = 4 constitute un exemple particulierement intéressant et illustre Vefficacité de 'approche
par les théories parafermioniques. En effet r —1 = 3 et k+ 1 = 6 ne sont pas premiers entre eux, et la théorie
minimale correspondante WA4(3,9) n’est pas définie : Papproche par les Jacks n’est tout simplement pas
possible dans ce cas! Cependant la théorie Zé4) est une théorie conforme parfaitement définie, qui possede
une algebre chirale associative quelle que soit la charge centrale, et cette CFT est unitaire pour la séquence
de charges centrales [5] :

15
c=4(1-—2 ), m=4,5... (6.39)
m(m + 2)
On peut donc fabriquer des fonctions d’onde test sans difficulté. Par exemple la fonction a dix points
5,4 4/5
Pio Y ({zi}) = (W(z1) ¥ (z2) .. (210) [ ] (0 — 2)" (6.40)
1<j

est donnée explicitement par :

2 128 /1 7 3 18 3
(5,4) _ —6 -5 -5 -5 -5
Py = (J[2,2,272,2]) T 55 (g - E) (J[474,474,272] ~glaas22 T T w00 ﬁJ[4747373,272,171]> :

(6.41)
La encore on obtient un développement en 1/¢, mais par contre on ne peut pas comparer ce résultat avec
Péquation (6.41), puisque le Jack J[(j‘1 4,4,] €t singulier pour & = —(k+1)/r —1 = —2. Ceci est cohérent avec

labsence de théories minimales WA,4(3,9).
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6.2.3 Structure générale des fonctions & N points et développement en 1/c

Nous avons calculé explicitement les fonctions symétriques Pj(\;ZQ)k({zi}) générées par plusieurs exemples
de théories parafermioniques dans lesquelles la charge centrale est un parametre libre. Dans tous les cas que
nous avons étudiés, une structure similaire semble apparaitre.

Nous conjecturons que dans les cas (k = 2,7 = 6,10,...) et (k > 3,7 = 4) les polyndémes construits a
partir de la théorie parafermionique Z,(:)(c) admettent un développement en 1/c de la forme :

PO, (642

PED (e = BEDD () + 2 PEDO () + 5 P ([fa1) +
ot les [ polynémes indépendants P(k " l)({zy}) (¢ =1,---,1) possedent les propriétés suivantes :
k ) ({z}),i=1,--- 1, sont symétriques et satisfont aux propriétés HW (6.2) et LW (6.3);
- P(lC M) ({z;}) s’annulent dés qu’un cluster de k + 1 particules apparait;

k T)( ({z:}),i=2,---,l, Sannulent lorsqu’on forme | — i + 1 clusters de k particules :
Pz(;ck’T)(i)(Zl = =Rk e 5 R(1—i—1D)k+1l = 0 = RB(l—i)ky B(l—i)k+1s F(l—i)k+25 - - )
A Zr .
1—i 1—i
= J[ @z II & -=)ypr"®?, (6.43)
1=i<j i=1 §>(l—i)k+1
PEID (==, sl 1)kl = = 2k Akl = = 21—t Dk -+ )
A Zis Zi_ip1
= 0. (6.44)

Nous avons prouvé explicitement ce résultat dans le cas (k = 2,7 = 6), et nous Pavons testé pour des
fonctions a faible nombre de particules dans les autres cas. Les propriétés de clustering étendues qui émergent
du développement en 1/c sont trés intéressantes, et pourraient servir dans la classification des polynémes
symétriques pertinents pour 'effet Hall quantique fractionnaire.

Mise a part cette conjecture sur la structure générale des fonctions a IV points, nous avons montré que les
théories parafermioniques unitaires générales constituent a priori de bonnes candidates pour construire des
fonctions d’onde test, car elles possedent exactement les mémes propriétés de clustering que les polynomes
de Jack, tout en restaurant 'unitarité de la CF'T sous-jacente.

6.3 Conclusion

Dans cette partie, des polynomes P](\f T)({zl}) qui sont symétriques dans les N variables z; et qui cor-
respondent aux polyndmes les plus denses satisfaisant aux propriétés de (k,r)-clustering ont été considérés.
L’intérét porté a ces polyndémes est issu de leur lien potentiel avec les états non abéliens bosoniques dans
Peffet Hall quantique fractionnaire, & la fraction de remplissage v = k/r. Récemment certains polynoémes de
Jack correspondant a des théories conformes non unitaires ont été considérés; cependant il y a de solides argu-
ments indiquant que les états issus de CFT non unitaires ne peuvent pas décrire des phases topologiquement
gappées.

Nous avons présenté une étude systématique de 'approche par les CFT pour générer de tels polynomes.
Ce probleme est directement lié a la classification des algebres parafermioniques (associatives). Une attention
particuliere a été portée aux algebres chirales associatives ou la charge centrale ¢ est une parametre libre.
Dans deux cas particuliers, les théories WB,, et les théories Z,(:l), nous avons calculé certaines fonctions de
corrélation et donné un développement explicite en terme de Jacks. Pour des valeurs particulieres (négatives)
de la charge centrale, les résultats coincide avec ceux de la partie 5 : on retrouve le polynome de Jack (k,r)-
admissible correspondant a la CFT non unitaire WA,_;(k+ 1, k+ 7). En revanche pour une valeur générique
de la charge centrale, incluant la séquence unitaire, nous avons développé ces polyndomes en une série de
Jacks possédant des propriétés de clustering généralisées.
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A notre connaissance, beaucoup de ces CFT unitaires n’ont jamais été considérées dans I’'étude des états
non abéliens de l'effet Hall quantique fractionnaire. Les polynomes PT(L’”) sont les états du vide du pseudo
hamiltonien P} mais, pour k = 2,7 > 4 et pour k > 3,7 > 2, ils ne sont pas uniques. Nous n’avons pas trouvé
d’hamiltonien qui admette ces états comme unique état du vide. Cependant, il est possible d’en construire
un dans le cas Zgl) [117], ce qui doit siirement pouvoir se généraliser au cas Z,(f).

Il serait tres intéressant de vérifier les prédictions de ces CFT et de vérifier si les fonctions d’onde test
P,(Lk’r) que nous avons calculées sont de bonnes candidates pour décrire ces états non abéliens. Coté CFT, un
premier effort & faire dans ce sens serait de calculer explicitement les fonctions d’onde pour 1’état du vide a
N particules, i.e. les fonctions de corrélation a N parafermions W. Il serait aussi intéressant de calculer les
états excités correspondants et d’analyser le type de statistique des excitations.
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Chapitre 7

Conclusion

L’ensemble des travaux présentés dans ce mémoire s’inscrit dans un projet de recherche visant & mieux
comprendre les classes d’universalité des systemes critiques possédant des symétries discretes du type Zy,
en deux dimensions. Les théories conformes sont un outil tres puissant pour étudier les phénomenes critiques
bidimensionnels et la symétrie étendue Zy donne lieu aux théories conformes dites parafermioniques. Ces
CFT sont les objets naturels pour décrire le comportement universel des systémes sur réseau du type du
modele d'Ising, de Potts & trois états ou encore d’Ashkin-Teller.

Bien qu’une classification exhaustive soit encore manquante, il existe des généralisations naturelles des
parafermions de Fateev et Zamolodchikov, pour lesquelles on retrouve une structure tres proche des modeles
minimaux unitaires : les théories Z%) (p). Un systéme critique décrit par la théorie Z%) (p) correspond & un
point fixe du groupe de renormalisation. Pour aller au-dela et étudier le voisinage de ce point critique, nous
avons étudié les perturbations de ces théories par deux champs faiblement pertinents. Nous avons considéré
le cas p > 1 qui permet d’étudier perturbativement le groupe de renormalisation, et nous avons montré qu’il
existe des flots non massifs vers une limite infra-rouge décrite par Z%) (p—2), généralisant ainsi les résultats
connus dans le cas des CFT correspondant a des cosets symétriques. De maniere tout a fait inattendue, nous
avons découvert un point fixe additionnel, correspondant a une limite infra-rouge différente : Zgé) (p—1).
Ces théories parafermioniques possedent donc un riche diagramme de phase, avec une structure de flots
non massifs tres intéressante. Ces différentes CFT infra-rouges ont été identifiées d’une part en utilisant le
théoreme c pour évaluer leur charge centrale, et d’autre part en vérifiant la dimension conforme de certains
opérateurs primaires.

Un autre aspect tres intéressant des théories conformes parafermioniques réside dans leur lien avec 'effet
Hall quantique fractionnaire. Depuis le succes des états de Laughlin, I'utilisation de fonctions d’onde test a
permis de faire de grands progres dans la compréhension de ces systemes, en particulier dans la description des
états non abéliens. Dans ce contexte, les blocs conformes des CFT parafermioniques permettent de construire
des fonctions d’onde test possédant certaines propriétés de clustering. En particulier les états de Read-Rezayi
en FQHE sont basés sur les parafermions de Fateev et Zamolodchikov. Au cours des dernieres années, il y a
eu un regain d’intérét pour les états non abéliens, principalement a cause de leur lien avec le calcul quantique
topologique, et de nombreuses généralisations des états de Read-Rezayi ont été proposées dans la littérature.
En particulier il existe une approche basée sur les propriétés de clustering de certains polynémes de Jack
pour tenter de classifier ces fonctions d’onde test, et il était conjecturé que ces Jacks peuvent s’exprimer
comme des fonctions de corrélation dans les théories WA,,. Ces théories conformes possedent des symétries
étendues, dont en particulier un courant de spin 3. En utilisant les identités de Ward associées & ce courant
ainsi que les dégénérescences des champs primaires, nous avons montré que ces corrélateurs satisfont a une
équation aux dérivées partielles d’ordre deux. Cette EDP peut étre transformée en une équation aux valeurs
propres de 'hamiltonien de Calogero-Sutherland pour une valeur particuliere de la constante de couplage,
ce qui fournit une preuve de cette conjecture.

Malheureusement ces généralisations correspondent a des CFT non unitaires et sont donc inaptes a
décrire des phases quantiques topologiques gappées. Les théories parafermioniques unitaires constituent par
conséquent des candidates naturelles pour la construction de fonctions d’onde test décrivant des états non
abéliens dans l'effet Hall quantique fractionnaire. Le travail que nous avons effectué dans cette direction est
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simplement une premiére analyse des propriétés des états fondamentaux produits par ce type de CFT. Nous
avons montré en particulier que les théories Zx“,) (p) permettent de construire des polynémes symétriques
possédant les mémes propriétés de clustering que les Jacks, tout en assurant l'unitarité de ces théories.
Cependant il reste beaucoup a faire pour tester la pertinence de ces CFT parafermioniques pour l'effet
Hall quantique fractionnaire et vérifier si les fonctions d’onde test que nous avons calculées sont de bonnes
candidates pour décrire certains états non abéliens. Un premier effort a faire dans ce sens serait de calculer
explicitement les fonctions d’onde pour I’état du vide a N particules, i.e. les fonctions de corrélation a N
parafermions ¥, pour pouvoir les comparer avec les calculs numériques. Il est aussi nécessaire de considérer
les excitations du systeme, soit en calculant explicitement les états excités, soit par I’approche des spectres
d’intrications proposée par Li et Haldane [118].
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Annexe A

algebres de Lie

A.1 Racines simples

Pour tout ce qui concerne les algebres de Lie A, B, et D,, les notations adoptées sont celles de [25],
en particulier les conventions de normalisation des racines et des poids. Les racines longues sont de norme
(ej,€e;) = 2, et les racines simples e;,7 = 1,...,n sont données par la matrice de Cartan A;; = (e;, €;), ou
ej = 2ej/(ej,e;) est la coracine de e;j. Ci-dessous une liste des matrices de Cartan pour les cas qui nous

concernent :

— pour A, :
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0o -1 2 0 0 0
A= : (A1)
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 -1
0 0 0 o -1 2
— pour B, :
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0o -1 2 0 0 0
A= : (A.2)
0 0 0 2 -1 0
0 0 0 -1 2 =2
0 0 0 o -1 2
— pour D,, :
2 -1 0 0 0 0
-1 2 -1 0 0 0
0o -1 2 0 0 0
A= : : : R : : (A.3)
0 0 o ... 2 -1 -1
0 0 o ... -1 2 0
0 0 0O ... =1 0 2

En particulier B,, n’est pas simplement lacée, puisque elle possede n — 1 racines simples longues (e;, ¢;) =
2 pour i = 1...n — 1, et une racine courte (e, e,) = 1.
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A.2 Poids fondamentaux

Les poids fondamentaux w; forment une base duale & celle des coracines simples : (w;, ej) = d;5, et la
matrice de Cartan n’est autre que la matrice de passage entre la base des racines simples et celle des poids
fondamentaux :

e; = Z Aijwj (A4)
j=1

Le produit scalaire des poids s’écrit sous la forme de la forme quadratique w;; :

Wij = W;.Wj (A.5)
ou :
— pour A,
itn+1-74) o
wij:T pour i < j (A.6)
soit encore :
n n—1 n—2 ... 2 1
n—1 2(n—-1) 2(n-—2) 4
1 n—2 2(n—2) 3(n—-2) ... 6 3
w= . : . , . . (A.7)
n+1 : : - : :
4 6 oo 2(n—1) n—-1
1 2 3 n—1 n
— pour B,
wij =1, 1<j<mn (A.8)
win=3,  i<m (A.9)
n
nn — A.10
won = (A10)
i.e.
2 2 2 . 2 1
2 4 4 4 2
11246 6 3
w== (A.11)
2
2 4 6 2n—1) n—1
1 2 3 n—1 n/2
— et enfin pour D, :
2 2 2 2 1 1
2 4 4 4 2 2
) 2 4 6 6 3 3
4 6 2(n—2) n—2 n—2
1 2 3 n—2 n/2 (n—2)/2
1 2 3 n—2 (n—2)/2 n/2

On introduit aussi le vecteur de Weyl :

p=> wi=(1,1,..,1) (A.13)
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et le nombre de Coxeter dual :
n+1 pour A,

g=4¢ 2n—1 pour B, (A.14)
2n —2 pour D,
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