N

N

Optimisation de forme d’antennes lentilles intégrées aux
ondes millimétriques

Frédérique Le Louér

» To cite this version:

Frédérique Le Louér. Optimisation de forme d’antennes lentilles intégrées aux ondes millimétriques.
Mathématiques [math]. Université Européenne de Bretagne, 2009. Frangais. NNT: . tel-00421863

HAL Id: tel-00421863
https://theses.hal.science/tel-00421863
Submitted on 4 Oct 2009

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00421863
https://hal.archives-ouvertes.fr

) J ueh
UNIVERSITE DE &

N° TORDRE: 3930 RENNES 1

de la these

THESE DE DOCTORAT

Présentée par

Frédérique LE LOUER

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE RENNES 1

MENTION MATHEMATIQUES ET APPLICATIONS

Institut de Recherche Mathématiques de Rennes
Ecole Doctorale MATISSE
UFR Mathématiques

Titre de la these:

Optimisation de Forme d’Antennes
Lentilles Intégrées aux Ondes
Millimétriques

SOUTENUE LE 25 SEPTEMBRE 2009 devant la commission d’examen:

X. Antoine Professeur a I’Université de Nancy 1 Rapporteur
M. Costabel  Professeur a I’Université de Rennes 1 Directeur
J.-C. Nédélec Professeur émérite a I’Université de Rennes 1 Examinateur
M. Pierre Professeur a I’Antenne de Bretagne de ’ENS Cachan Examinateur
R. Sauleau Maitre de Conférence a 'TETR Examinateur
O. Steinbach  Professeur a I’Université Technique de Graz Rapporteur
E. Stephan Professeur a I’Université Leibniz de Hanovre Examinateur

IRMAR, UMR 6625 du CNRS
Université de Rennes 1
Campus de Beaulieu, 35042, RENNES Cedex












Remerciements

Je tiens a exprimer toute ma reconnaissance a mon directeur de these Martin
Costabel pour m’avoir fait confiance et m’avoir donné la chance de travailler sous
sa direction sur des sujets passionnants. Je le remercie pour tout ce qu’il m’a appris
durant ces trois dernieres années, sa disponibilité, ses encouragements et ses nom-
breux conseils, en toutes circonstances.

Je remercie Roland Potthast pour toutes les discussions que nous avons eues lors
de ses nombreuses visites a Rennes.

Je remercie chaleureusement Xavier Antoine et Olaf Steinbach d’avoir accepté
de rapporter mon travail. Je remercie également Michel Pierre, Jean-Claude Nédélec
et Ronan Sauleau de me faire ’honneur d’étre membres de mon jury.

Ces trois dernieres années j’ai profité des conditions de travail excellentes et de
I’ambiance tres sympathique de 'PIRMAR et plus précisément de ’équipe d’analyse
numérique. Je remercie Monique et Eric pour leurs intéréts envers mon travail et
leurs encouragements incessants.

Quelques pensées pour tous ceux dont j’ai croisé la route durant ces années et
en particulier pour les quelques doctorants avec qui j’ai sympathisé : Maher, Victor,
Thomas, Adrien, Ludovic, Dorian...

Je remercie affectueusement ma famille. En particulier ma mere, ma soeur, qui
m’ont constamment soutenue.

Enfin, mes derniers remerciements, sans doute les plus profonds, sont pour Chris-
tian.



i



Table des matieres

Remerciements
Introduction

Notations

I Equations intégrales de frontiere

1 Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique
1.1 Imtroduction . . . . . . . . ...
1.2 Traces et espaces de Sobolev . . . . . . . ... ... ...
1.2.1 Notations et définitions . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.2.2  Un peu de géométrie différentielle . . . . . . . .. .. ... ..
1.2.3  Les espaces H(rot, ) et H(div,§2) . . ... ... ... ....
1.2.4 Décomposition de Helmholtz . . . . . . ... ... .. .. ...
1.3 Conditions de transmission . . . . . . . . . .. ...
1.4 Condition de rayonnement et théoreme de Rellich . . . . . .. .. ..
1.5 Formule de Stratton-Chu et champ lointain . . . . . . . . .. ... ..
1.6 Existence et unicité de la solution . . . . . . . ... ... ... .. ..

2 Théorie du potentiel
2.1 Introduction . . . . . . . . . ...
2.2 Opérateurs intégraux de noyaux pseudo-homogenes . . . . . . . . ..
2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques . . . . . . . . . ... ..
2.3.1 Définitions et premieres propriétés. . . . . . . . . .. . .. ..
2.3.2 Relationsdesauts. . . . .. .. ... 0L
2.3.3 Les opérateurs intégraux de frontiere . . . . . . . .. ... ..

3 Représentation intégrale de la solution
3.1 Introduction . . . . . . . . .. ...
3.2 Equations intégrales de frontiere : méthodes de Kleinman-Martin
3.2.1 Ansatz sur le champ extérieur . . . . . . . ... ...
3.2.2  Ansatz sur le champ intérieur . . . . . ... ..o

il

11

13
13
15
16
18
20
22
23
23
24
26

29
29
29
31
31
33
35



3.3 Equations intégrales sans fréquences irrégulieres . . . . . . . . . . .. 53
4 Simulations numériques 57
4.1 Introduction . . . . . . . .. ... D7
4.2 Schéma numérique . . . . . ... 58
4.2.1 Quelques formules . . . ... ..o 60
4.3 Cas de la sphere diélectrique . . . . . . . . ... ... .. ... .. .. 61
4.3.1 Solution exacte du probleme de diffraction diélectrique . . . . 61
4.3.2 Convergence de la méthode . . . . ... ... ... ... ... 64
433 A propos des fréquences irrégulieres . . . . . . . .. .. .. .. 66
4.4 Cas du cube diélectrique . . . . . . . ... 68
4.4.1 Convergence de la méthode . . . . . ... ... ... ..... 68
442 A propos des fréquences irrégulieres . . . . . . . .. ... L. 70
II Optimisation de forme 75
5 Dérivées de forme de la solution du probléeme de diffraction 77
5.1 Imtroduction . . . . . . . . .. ... 7
5.1.1 Difficultés . . . . . .. .. 80
5.1.2  Alternative : utilisation de la décomposition de Helmholtz . . 82
5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet . . . . . . . . . ... ... 86
5.2.1 Définitions et propriétés . . . . . . . ... 86
5.2.2  Quelques dérivées de forme classiques . . . . . . . ... .. .. 88
5.3 Dérivées de forme d’un opérateur intégral de noyau pseudo-homogene 90
5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels surfaciques . . . . . . . 97
5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution . . . . . . . . . .. 101
5.5.1 Caractérisation de la dérivée premiere. . . . . . . . . . .. .. 105
5.6 Dérivées de forme du champ lointain . . . . . . . . . ... ... ... 109
6 Le probléeme d’optimisation de forme 113
6.1 Introduction . . . . . . . . . ... 113
6.2 Algorithmes d’optimisation de forme . . . . . . ... ... ... ... 115
6.2.1 Une méthode de gradient . . . . . . . .. ... ... ... ... 115
6.2.2 Autre méthode de descente . . . . . . . . ... ... ... ... 118
7 Simulations numériques 121
7.1 Introduction . . . . . . . . . ... 121
7.2 Schéma numérique . . . . . . . ... 121
7.2.1 Dérivées de forme des opérateurs intégraux surfaciques . . . . 122

7.2.2  Composante tangentielle des dérivées normales des opérateurs
de potentiels . . . . . . . ... 123
7.3 Résultats numériques . . . . . . . ..o 124
7.3.1 Sur le calcul des dérivées de forme du champ lointain . . . . . 124

v



7.3.2 Sur la méthode de gradient . . . . . ... ... ... ... .. 125

7.3.3 Sur 'autre méthode de descente . . . . . . . ... ... .. .. 135
Conclusion et perspectives 141
A Théorie de Mie pour les équations de Maxwell 143

A.1 Solutions harmoniques des équations de Helmholtz . . . . . . . . . .. 144
A.2 Solutions harmoniques des équations de Maxwell . . . . . . . . . . .. 145
A.3 Développement en série Mie des opérateurs intégraux surfaciques . . . 147
Bibliographie 149



vi



Introduction

Les antennes lentilles intégrées

Les antennes lentilles sont des dispositifs ayant pour support les ondes électromagné-
tiques et dont le fonctionnement peut étre assimilé a celui des systemes de focali-
sation en optique, c’est pourquoi le nom de < lentille > a été choisi. La structure
de ces antennes est toujours composée d’une source primaire et d’au moins une len-
tille diélectrique. Le role de la lentille est d’augmenter la directivité de la source
ou de modifier la forme de son rayonnement pour obtenir un profil de rayonnement
souhaité. La dénomination « antenne lentille > est utilisée généralement dans le
cas ou la lentille est séparée de la source primaire. Le terme <« lentille intégrée >
désigne les antennes dont la lentille est en contact direct avec la source. On dis-
tingue deux types de lentilles : les lentilles homogenes et les lentilles inhomogenes.
Les lentilles homogenes sont constituées de matériaux non conducteurs qui ne sont
pas magnétiquement actifs, leur caractere diélectrique étant donc décrit par une
permittivité électrique différente de celle de l'espace ambiant. Les lentilles inho-
mogenes s’appuient sur une loi de variation de lindice de réfraction (par des in-
clusions diélectriques ou métalliques dans une lentille homogene) pour focaliser le
rayonnement.

PR

Configurations usuelles d’antennes lentilles d’indice n,. [18].
(a) hémisphere; (b) ellipse; (c) hyperhémisphere; (d) hémispheére étendu.



Parmi les configurations usuelles des lentilles on distingue :

(a) la lentille hémisphérique : les rayons arrivent en incidence normale a la surface
sphérique de la lentille ;

(b) la lentille elliptique : la source primaire est située au second foyer de l'ellipse.
Pour que les rayons incidents forment un faisceau de rayons paralleles en sortie il
est préférable d’utiliser ce type de lentille.

(c) la lentille hyperhémisphérique : il s’agit d’une sphere de rayon R coupée selon

un plan situé a une distance d = — de son centre;;
n

.

(d) la lentille hémisphérique étendue : elle est constituée d'une demi-boule diélectrique

de rayon R et d’indice n, associée a une partie cylindrique de méme indice et de

hauteur h. Lorsque h = — elle se comporte comme la lentille hyperhémisphérique.
ny

Avec ce type de lentille la forme du diagramme en rayonnement se rapproche d’une

gaussienne. La gaussicité des diagrammes obtenus peut atteindre les 90%.

Synthese de forme d’antennes lentilles

La montée en importance récente d’applications en ondes millimétriques telles que les
systemes de communication de proximité, les communications multimedia par satel-
lites ou la sécurité automobile (radars d’assistance ou d’aide a la conduite) nécessite
la construction d’antennes lentilles de quelques centimetres seulement (de une a dix
longueurs d’ondes). Celles-ci doivent répondre a des cahiers des charges spécifiques
qui dépendent des applications visées. L'une des problématiques a résoudre consiste
a déterminer la forme optimale de la lentille 3D étant données :

(i) les caractéristiques de la source primaire,
(ii) les caractéristiques en rayonnement fixées.

Les lentilles présentées ci-dessus ont des formes simples mais certaines applications
nécessitent des diagrammes de rayonnement que ces lentilles ne peuvent pas satis-
faire. Des exemples typiques de diagrammes de rayonnement désirés sont des dia-
grammes gaussiens asymétriques ou des diagrammes sectoriels.

Depuis quelques années des travaux de recherche sont menés au sein de ’équipe An-
tennes et Hyperfréquences de I'Institut d’Electronique et des Télécommunications de
Rennes (IETR) afin de mettre au point des méthodes de synthese de forme efficaces
appliquées a la conception d’antennes lentilles. Les méthodes actuelles d’optimisa-
tion reposent sur une formulation asymptotique du probleme (passage a la limite
zéro pour la longueur d’onde) couplée a des algorithmes d’optimisation de forme
locale ou globale :



(i) formulation par optique géométrique et optimisation par gradient conju-
gué, these de B. Bares [10], a 'TETR.

(ii) formulation par optique géométrique et optique physique et optimisation
par algorithme génétique, thése de G. Godi [18] a I'TETR.
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Exemple de lentille synthétisée par gradient conjugué en vue de [’obtention
d’un diagramme gaussien [10].

Ezemples de lentilles synthétisées par algorithme génétique [18].
(a) diagramme gaussien, (b) diagramme sectoriel.

Cependant, dans les situations réalistes, on est loin des fréquences infinies. Quelques
travaux récents mentionnent aussi I'utilisation d’une formulation intégrale du proble-



me mais uniquement pour des antennes lentilles 2-D.

Cette these s’inscrit dans le cadre d’un projet de collaboration entre I’équipe d’Ana-
lyse Numérique de 'Institut de Recherche Mathématique de Rennes (IRMAR) et
I’équipe Antennes et Hyperfréquence de I'ETR et vise, d’une part, a construire
des modeles mathématiques et numériques plus précis et efficaces en utilisant une
formulation intégrale du probleme 3-D et, d’autre part, a développer de nouveaux
outils d’optimisation de forme. Une premiere these sur la premiere partie de ce pro-
jet a été effectuée par E. H. Kone en utilisant des méthodes d’équations intégrales
volumiques [27]. Ici nous utilisons une approche par équations intégrales surfaciques.
Cette these se compose de deux parties. Dans la premiere partie nous construisons
plusieurs formulations intégrales pour le probleme de rayonnement de ’antenne len-
tille. La seconde partie est dédiée au probleme d’optimisation de forme.

Modele mathématique du probleme physique

Dans cette these nous considérons uniquement des lentilles homogenes formées d'une
seule couche diélectrique. Dans ce cas le probleme de rayonnement de 'antenne
lentille est décrit par les équations de Maxwell harmoniques en temps dans ’espace
entier, la lentille diélectrique étant représentée par un domaine €2 de permittivité
électrique différente de celle de ’espace ambiant. Il s’agit du probleme de diffraction
d’ondes électromagnétiques par une interface avec des conditions de transmissions
naturelles sur la surface de la lentille. En pratique on ne considére pas de matériaux
magnétiquement actifs (c’est-a dire que la perméabilité magnétique est supposée
constante égale a la perméabilité du vide dans l’espace entier) et on ne considere
pas non plus de matériaux conducteurs. Pour se placer dans un cadre plus général
nous considérons ici des constantes diélectriques quelconques. Le systeme de Maxwell
en régime harmonique s’écrit

rotE —iwpyH = 0,

{ rotH +iwecE = oE+J,
ou les constantes positives w, u, € et o représentent respectivement la fréquence,
la perméabilité magnétique, la permittivité électrique et la conductivité et ou J
représente la partie rayonnante de I’antenne. A ces équations s’ajoutent des condi-
tions sur la surface de discontinuité de € et p : les composantes tangentielles des
champs électriques E et magnétiques H sont continues. On complete les hypotheses
par la condition de rayonnement de Silver-Miiller a I'infini et par la condition que
la densité de courant J est de divergence nulle et s’annule en dehors d’'un compact
disjoint de €. Etant donnée la densité de courant J, on sait que ce probleme de
diffraction admet une unique solution pour toute fréquence réelle (voir [8],[31], ou
le chapitre 1).



Partie I : Equations intégrales de frontiere

Dans la premiere partie de cette these nous voulons déterminer la solution de ce
probleme de diffraction en utilisant les méthodes d’équations intégrales de frontieres.
Plus précisément nous voulons résoudre le probleme de diffraction diélectrique en
utilisant une seule équation intégrale de frontiere a une inconnue. La littérature
mathématique est abondante en articles sur la résolution de problemes aux li-
mites intérieurs ou extérieurs liés aux équations de Maxwell en utilisant une simple
équation intégrale a une inconnue [7, 12, 41]; dans le cas du diélectrique un systeme
de deux équations est généralement utilisé [8, 15, 31]. Cependant R. E. Kleinman
et P. A. Martin présentent dans [26] deux méthodes pour résoudre le probleme cor-
respondant en acoustique. Ici nous appliquons et analysons ces méthodes au cas
électromagnétique.

Dans le cas scalaire, I'idée consiste a considérer différentes représentations intégrales
de la solution en utilisant diverses combinaisons du potentiel de simple couche et du
potentiel de double couche. La premiere méthode consiste a représenter la solution
a 'extérieur du domaine par une combinaison linéaire des opérateurs de potentiels
appliqués a une méme densité et en faisant intervenir des parametres qui permettent
de déplacer le spectre des fréquences parasites. En électromagnétisme, cela ne suffit
pas a éviter les fréquences irrégulieres. Plusieurs méthodes existent pour contour-
ner cette difficulté. Notre approche consiste a modifier la représentation intégrale
de la solution en multipliant 1'un des opérateurs de potentiels électromagnétiques
par un opérateur intégral surfacique elliptique et inversible introduit par O. Stein-
bach et M. Windish dans un autre contexte [41]. De cette fagon, nous construisons
deux équations intégrales de frontiere alternatives. L’'unicité de la solution de ces
équations dépend de l'existence de valeurs propres d’un nouveau probleme aux li-
mites intérieur qui agit comme un probleme d’impédance. Contrairement au cas
acoustique, les deux équations intégrales ne sont pas des équations intégrales de
Fredholm de seconde espece, Ilnais les opérateurs correspondants sont de Fredholm

d’indice zéro sur 'espace H, ?(divp,T'). Finalement on montre que les opérateurs
définissent des isomorphismes pour toute la plage des fréquences réelles selon un
choix adéquat des parametres introduits. La seconde méthode, dans le cas scalaire,
repose sur I’hypothese que la solution peut étre représentée a l'intérieur du domaine
soit par un potentiel de simple couche, soit par un potentiel de double couche. La
encore on construit deux équations intégrales de frontiere. Cette méthode s’applique
directement au cas électromagnétique. Les équations intégrales ainsi construites sont
les formes adjointes des équations intégrales obtenues avec la premiere méthode.

Cette analyse est présentée au chapitre 3 et utilise de nombreux résultats rassemblés
aux chapitre 1 et 2 sur les équations de Maxwell harmoniques et la théorie du poten-
tiel en électromagnétisme dans les espaces de Sobolev qui sont également énoncés et
prouvés dans la liste non exhaustive d’ouvrages et d’articles [3, 4, 8, 9, 13, 16, 30,
31]. Au chapitre 4 nous présentons plusieurs expériences numériques illustrant les
différentes propriétés de ces équations intégrales. Les calculs numériques ont été ef-



fectués avec la bibliotheque Inversion Studio développée par R. Potthast, Professeur
a ’Université de Reading, et ses collaborateurs; c¢’est une bibliotheque utilisant le
langage de programmation MATLAB et dédiée a la résolution d’équations intégrales
surfaciques et de problemes inverses acoustiques et électromagnétiques.

Partie II : Optimisation de forme

Une quantité importante est le comportement asymptotique a l'infini du champ
électromagnétique diffracté par la lentille,

E(z) einlel o
avec G(k, |z|) = PP et & = &k

EX(7) = lim —
(IE) |z\1£>noo G(K, |Q§'|)7

La fonction E*, définie sur la spheére unité S2, est appelée profil de rayonnement,
ou aussi champ lointain. Elle décrit une modulation angulaire de ’'onde sphérique
uniforme G(k,| - |) rayonnée par une source fictive située a l'origine. Ce profil de
rayonnement est le seul vestige laissé a l'infini par la géométrie de 'antenne et la
structure du diffracteur diélectrique. Il sert comme point de départ a toute méthode
de diffraction inverse (par exemple la détection de radar) ou on veut déterminer
la forme du diffracteur a partir d’observations lointaines. Pour nous, le profil de
rayonnement est la quantité que nous voulons optimiser en modifiant la forme de la
lentille. On se donne un profil idéal I*® et on cherche a minimiser la fonction cott
quadratique

10) = [ (@) [E¥(@) ~T() doa),

ou w est un poids. Des exemples pratiques de tels profils idéaux I sont des fonc-
tions d’amplitude constante sur un ensemble de directions qui correspond a une
zone qu’on souhaite illuminer par le rayonnement de I’antenne, et zéro en dehors de
cet ensemble. Les cas extrémes qui peuvent étre intéressants sont le rayonnement
uniforme correspondant a une fonction I°° d’amplitude uniforme sur toute la sphere
lointaine, ou au contraire la focalisation étroite correspondant a des fonctions I
concentrées autour d’une seule direction.

En dimension finie, les méthodes classiques utilisées pour déterminer numériquement
le minimum d’une fonction cout F : R™ — R, sont la méthode de Newton qui fait
intervenir la Hessienne de F' et les méthodes de descentes de type gradient qui
nécessitent le calcul des dérivées premieres de F' a chaque itération. Ces méthodes
se prolongent aux fonctionnelles de forme. Par conséquent nous devons disposer
d’une forme explicite des dérivées de forme de la fonctionnelle J. Cette fonction
cotut dépend du domaine €2 par I'intermédiaire de la solution E du probleme de dif-
fraction. La seconde partie de cette these débute avec 1’étude de la dérivabilité de
la solution du probleme de diffraction par rapport a 'obstacle diélectrique 2. C’est
une question assez difficile a traiter. Tout d’abord les outils standards de calcul



différentiel nécessitent au moins un cadre d’espaces vectoriels topologiques locale-
ment convexes [42], cadre dont on ne dispose pas dans le cas des fonctionnelles de
forme. Une approche satisfaisante consiste a représenter les variations du domaine
Q2 par un espace de fonctions. On considere des variations générées par des transfor-
mations des points x de ’espace de type

x— x4 r(z),

ou r est une fonction vectorielle définie (au moins) au voisinage du bord I' de 2. Cette
transformation déforme la surface I' en la surface I', = (I+r)I" d'un domaine §2,.. Ce
point de vue nous permet de définir des dérivées directionnelles. On se ramene alors
a I’étude de la différentiabilité au sens de Gateaux de I'application r — E™(£2,).

Meéme si aujourd’hui de nombreux travaux ont été effectués sur le calcul de variations
de forme [19, 32, 33, 39, 40], dans le cadre des équations intégrales surfaciques, la
littérature mathématique n’est pas tres étendue. Nous nous sommes principalement
inspirée des travaux que R. Potthast a réalisés pendant sa these [37] il y a une
dizaine d’années ou il a étudié les dérivées de forme des solutions de problemes
aux limites liés aux équations de Helmholtz et de Maxwell mais dans les espaces de
fonctions continues [34, 36, 35]. 11 s’agit d’utiliser la représentation intégrale de la
solution pour se ramener a 1’étude des dérivées de forme des opérateurs intégraux
de frontieres standard en électromagnétisme tridimensionnel. Nous sommes alors
confrontés a deux autres difficultés : d’'une part, pour pouvoir construire des dérivées
de forme de la solution, il est nécessaire de montrer que les dérivées sont définies
sur les mémes espaces que les opérateurs intégraux surfaciques eux-meémes, a savoir

1
I'espace de Hilbert H, 2 (divp, I') ; d’autre part, la définition de dérivabilité pour des

_1
opérateurs définis sur H, ?(divr, ') souleve des questions non triviales : en effet,
comment dériver des applications r — f(r) ot f(r) est défini sur l’espace variable

_1

H, 2 (divr,,I',) ? Pour contourner cette difficulté R. Potthast propose dans [35] une

alternative pour les espaces de fonctions continues, qui ne se généralise toutefois
1

pas a 'espace H, % (divy, I'). Notre approche consiste a utiliser la décomposition de

7



Helmholtz de cet espace [16] :

N

H.?(divp,T) = Vi H?(T) @ rotr H=(T).

On se ramene alors a 1’étude des dérivées de forme d’une classe d’opérateurs intégraux
pseudo-différentiels classiques et d’'un bon nombre des opérateurs différentiels sur-
faciques sur les espaces de Sobolev standards. Pour cette étude nous avons utilisé
également quelques résultats sur la dérivabilité d’une intégrale sur le bord qui sont
énoncés dans le livre de M. Pierre et A. Henrot [32]. Nous montrons alors que les
dérivées de forme des opérateurs intégraux de frontieres et celles des opérateurs
différentiels surfaciques ne perdent pas de régularité. Nous donnons également une
forme explicite de leurs dérivées de forme. Grace aux propriétés de dérivation stan-
dard nous en déduisons une forme explicite des dérivées de forme de la solution.
Nous donnons aussi une caractérisation de la premiere dérivée : c’est la solution
d’un nouveau probleme aux limites. Nous avons donc deux possibilités pour calculer
les dérivées de forme de la solution et du champ lointain. Cette analyse est présentée
au chapitre 5.

Une fois qu’on dispose des dérivées de forme du champ lointain, on peut construire
un algorithme d’optimisation de la forme du diffracteur diélectrique en vue de 1’ob-
tention d’'un profil de rayonnement souhaité. Ici nous avons mis en ceuvre deux
méthodes de descente pour la fonction cott J (dans les limites de la capacité de
calcul du logiciel utilisé). Elles sont décrites au chapitre 6. Les résultats numériques
sont présentés au chapitre 7.
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Chapitre 1

Diffraction d’ondes
électromagnétiques par un
diélectrique

1.1 Introduction

Considérons la diffraction d’ondes électromagnétiques par un obstacle borné ) de R3
soumis a une onde incidente connue. Les ondes électromagnétiques sont définies par
le champ électrique € et le champ magnétique H en tout point = de I'espace R3. En
milieu diélectrique, isotrope et linéaire caractérisé par la perméabilité magnétique p,
la permittivité électrique ¢, la conductivité o et la densité de courant 7, les lois de
propagations des ondes électromagnétiques sont décrites par le systeme de Maxwell :

o€

rotH—c— = o€+ J,
ot

a—7-‘4—1‘0’55 = 0

ot -

On suppose que les ondes électromagnétiques oscillent avec une seule fréquence w,
on peut écrire :

E(x,t) = R (E(@)e ™), H(z,t) =R (H(x)e ™) et T(x,t) =R (J(x)e ™).
Les champs E et H sont alors solutions des équations de Maxwell harmoniques :

rotH +iwecE = oE+J,

(1.1) rotE —iwpH = 0.

En général, pour résoudre les équations de Maxwell harmoniques on se ramene a
une équation du second ordre en éliminant 'inconnue H. On a

(1.2) rotrot E — x’E = F

13



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

ou F =iwpd et k est le nombre d’onde défini par

{ K2 = (e+ig) Jw?,
w

(k) > 0.

1
On retrouve H en utilisant 1’égalité H = — rot E.
iwp

Dans la suite nous utiliserons 1’équation (1.2) au lieu des équations de Maxwell du
premier ordre.

lentille diélectrique

\

Einc

- B H

€ey He, Re

Hinc

f

antenne

r

On note Q¢ le complémentaire R3\Q). La permittivité électrique € et la perméabilité
magnétique p sont strictement positives et constantes a l'intérieur et a 'extérieur
de €. La conductivité o est positive ou nulle. On pose € = €q, j; = pie et ki = Ko,
€e = €jac, fle = Hjoe €t K. = Kge. Le champ électrique incident E™* et le champ
magnétique incident H"® sont supposés satisfaire les équations de Maxwell (1.1) en
I’absence du diffracteur diélectrique. Par conséquent, le champ E™ satisfait

rot rot E” — k2E™° = F dans R®.

On suppose que la fonction F s’annule en dehors d’un compact disjoint de (2. Par
conséquent E™° satisfait I’équation de Maxwell homogene

rotrot E™¢ — k2E" = 0.

14



1.2 Traces et espaces de Sobolev

dans un domaine borné de R? incluant Q.
On pose E' = Eg et E* = Ejq. Le champ total a Uextérieur E*" se décompose en
la somme du champ incident E™“ et du champ diffracté E*. Finalement, on a :

(1.3) rotrot E' — x?E' = 0 dans Q,
' rotrot E° — k?2E° = 0 dans Q-

On note également H' le champ magnétique induit & U'intérieur de Q et H*! le champ
magnétique total a 'extérieur.

Dans la section 1.2 nous introduisons les espaces de solutions appropriés et rappe-
lons les propriétés des traces correspondantes. Afin d’obtenir une unique solution de
ce probleme de diffraction nous devons compléter les équations de Maxwell par des
conditions de transmissions sur l'interface qui sépare les milieux diélectriques et par
la condition de rayonnement de Silver-Miiller a I'infini. Les conditions de transmis-
sions garantissent la continuité de la solution a travers la surface I' du diffracteur
diélectrique. Nous les rappelons en section 1.3. La condition de Silver-Miiller assure
que la solution se disperse a l'infini. Elle permet notamment d’établir des criteres
d’unicité des solutions de problemes aux limites extérieur. Nous en discutons en
section 1.4. En section 1.5, nous rappelons la formule de Stratton Shu qui permet
de donner une représentation intégrale de la solution connaissant ses traces sur la
surface du diélectrique I'. Nous introduisons également la quantité qui nous intéresse
dans cette these a savoir le profil de rayonnement de la solution. Enfin en section
1.6 nous établissons 'existence et I'unicité de la solution.

Pour les preuves des résultats énoncés dans ce chapitre nous renvoyons le lecteur
aux livres [3, 4, 8, 9, 13, 16, 30, 31].

1.2 Traces et espaces de Sobolev

Pour un entier d > 1, on note S(R?) 'ensemble des fonctions infiniment différentiables
et & décroissance rapide a linfini et §’(RY) ensemble des distributions tempérées.
Pour s € R, on définit I'espace de Sobolev sur R? d’ordre s par

e = {ue S®). [ (14169 (o) de < +oc

ou 4 désigne la transformée de Fourier de u. C’est un espace de Banach pour la
norme

ey = [ (14 16F)° () e

Soit K un compact de R?. Pour k € N, Pespace €*(K) des fonctions k-fois continiiment
différentiables sur K est un espace de Banach pour la norme

r(K) = Z su]g |0%u(z)].

la|<k *€

I

15



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

L’espace des fonctions infiniment différentiables sur K noté €*°(K) est un espace
de Fréchet pour les semi-normes pi(u) = |[ul|lgrx) pour & = 0,1,... Soit G un
domaine non borné de R? qui est une réunion croissante pour l'inclusion de compact
K; ou i1 = 0,1,... Alors €*(G) est un espace de Fréchet pour les semi-normes
pi(u) = ||ul|%i(k,)- La topologie naturelle sur ces espaces est celle de la convergence
uniforme des dérivées de tout ordre. On note enfin €>°(G) 'espace des fonctions
dans €*°(G) et a support compact.

1.2.1 Notations et définitions

Soit 2 un domaine borné de R3, simplement connexe et de frontiere I' infiniment
différentiable. Pour s > 0, on définit I’espace de Sobolev sur 2 d’ordre s par

H*(Q) = {u € L*(), u= v avec v € H*(R?)}.

C’est un espace de Banach pour la norme

||UHHS(Q) = inf ) {HU| H5(R4)s u = U|Q} .

veHs (R4

On définit les espaces localement de Sobolev d’ordre s sur I’ensemble non borné §2¢
par

ue H}

loc

(Q°) & u € H*(K) pour tout compact K C Q.

On définit de la méme fagon H; (R?). Un domaine de R? étant une réunion dénombra-
ble de compact (k). les espaces localement de Sobolev sont des espaces de Fréchet

pour les semi-normes p;(u) = ||u||gs(x,) sur chaque compacts K;, o i =1,...

r

QC

Carte locale.
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1.2 Traces et espaces de Sobolev

La surface I' étant compacte elle admet un recouvrement ouvert fini (0;),. (1,0}
Puisque la surface I' est réguliere il existe un difféomorphisme v; de classe € qui
envoie O; sur la boule unité B; de R3 et tel que

v (CNO;) = B NR2x{0},
V1 (QNO0;) = B NR2x] —o0;0],
PN O;) = By NR2x]0; +o0].

Au recouvrement ouvert de I' on associe une partition de 'mnité (A;);c(y , telle

p

que \; € €°(0;), Ay > 0 pour i =1,...,pavec Y A\; = 1 sur un voisinage de I.
i=1

Pour k € N on dit qu'une fonction u définie sur I" est dans €*(I") si pouri = 1,...,p

on a (A\u) oty € €F(R?) (on prolonge par zéro en dehors du plan équatorial de By).

On définit une norme sur €*(I") par :

p
|| ?gk(r) = Z [[(Aiw) o WH?@(W)-
i=1
Muni de cette norme l'espace €*(T") est un espace de Banach. Maintenant on pose
() =0 €*(T'). Muni des semi-normes py(u) = ||u ¢r(r) pour k > 0, 'espace
¢ >°(I") est un espace de Fréchet.

Pour s € R, on dit qu'une fonction w définit sur I' est dans H*(I") si pour tout
i=1,...,pona (\u)o; € H(R?) et on définit une norme sur H*(T') par :

Il .

p
%IS(F) = Z [[(Ai) o 4]
i=1
L’espace dual de H*(T') pour le produit scalaire usuel de L*(T") est H~*(T') et on
note ( , )or le produit de dualité sur ces espaces. On pose H*() = (H*(T"))*,
HY(Q) = (H*(Q))*, Hi, () = (Hpo () et Hi (R?) = (Hj,(R?))”. On note n

le vecteur normal unitaire de 2 dirigé vers l'extérieur et do 1’élément d’aire sur la
surface T'.

Définition 1.2.1 Soient v € € (ﬁ) et soit u € (‘5"0 (ﬁ))g on définit les traces :

YU = U|r (trace de Dirichlet scalaire),
Yl 1= v =N (Vo) (trace de Neumann scalaire),
Ypu =N X uj, (trace de Dirichlet vectorielle),

yn.u = Kk"n x (rot u). (trace de Neumann vectorielle).

Pour v € € () etu € (€ (W))3, on définit les traces extérieures vg, Ve, VD
et vy, de la méme facon.

17



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

Lemme 1.2.2 Soit s € Ry. Les traces 74 et vy, se prolongent en des applications
linéaires et continues de H*(Q)UH®(Q°) et H*™(Q)UHN(Q) respectivement dans

loc
H* 2 ().
Définition 1.2.3 On introduit ’espace de Hilbert
H; (T) == yp(H*"2(Q))

muni de la norme graphe

lullwg ey = inf {[[vl]eeq g tel que ypv = u}
)

veH T2 (Q

qui rend Uapplication vp : HS+%(Q) — HS (T') continue et surjective. Son espace dual
pour le produit scalaire de L*(T') est noté H *(T).

1.2.2 Un peu de géométrie différentielle

Toute fonction f : I' — R?® peut étre étendue & R3 tout entier en une fonction ]7
définie pour tout =z € R3 par

p
(14) fla) =3 Xi@)f (i oMo (z)
i=1
ott IT est la projection orthogonale sur le plan R? x {0}. Si f est dans €>°(T) alors

fe %> (R3) (par prolongement par zéro en dehors des ouverts O;).

Définition 1.2.4 (Gradient tangentiel) Soit v € €>°(I"), on définit le gradient
tangentiel par :

Vv =Vv—(n-Vo)n.

Pour u € (¢>°(I'))® on note Vru la matrice dont la i®™ colonne est le gradient
tangentiel de la i°™ composante de u.

Définition 1.2.5 (Divergence surfacique) Soit u € (¢>°(T")), on définit la di-
vergence surfacique par :

divru = divu — [Jac(u)] n - n = trace (Vru)
ou [Jac(u)] désigne la matrice Jacobienne de .

Définition 1.2.6 (Rotationnel tangentiel) Soit v € €<(T"), on définit le rota-
tionnel tangentiel par :

rotrv=Vvxn=Vrv Xn.

18



1.2 Traces et espaces de Sobolev

Pour u € (€>°(I'))® on note rotr u la matrice dont la i®™ colonne est le rotationnel
tangentiel de la i*™ composante de u.

Définition 1.2.7 (Rotationnel surfacique) Pour u € (¢>(T'))?, on définit le
rotationnel surfacique par :

rotru = n-rotu = —trace (rotru).

Définition 1.2.8 (Laplace-Beltrami) Soit v € €>(I"); l'opérateur de Laplace-
Beltrami sur T est défini par :

(1.5) Arv = divp Vv = —rotr rotrov.
Remarque 1.2.9 Les définitions ci-dessus ne dépendent pas du prolongement.

Théoréme 1.2.10 (Formule de Stokes) Soient u € (4°°(I"))3 un champ de vec-
teur et v € €°(I") une fonction scalaire. Nous avons les égalités suivantes :

(1.6) / (Vrv-u)do + / vdivpudo = 0,
r r

(1.7) / (rotrv-u)do — /vrotp udo = 0,
r

r

(18) din I‘Ot[‘ =0 et IOtF VF = 0,

(1.9) divru X n =rotru et rotrn X u = divr u.

Par des arguments de densité et de dualité on montre que les opérateurs différentiels
tangentiels Vr et rotr s’étendent en des opérateurs linéaires et continus de H*(T")
dans H: ('), que les opérateurs différentiels surfaciques divr et rotr s’étendent en des
opérateurs linéaires et continus de H*™(I") dans H*(T') et que I'opérateur différentiel
Ar s’étend en un opérateur linéaire et continu de H¥7%(T") dans H*(T).

Définition 1.2.11 On définit l'opérateur de courbure et la coubure moyenne par :
Rr =Vrn et Hp =divprn = trace(Rr)
respectivement.

Théoréme 1.2.12 Soit u une fonction vectorielle et soit v une fonction scalaire.
Les opérateurs de divergence, de gradient, de rotationnel et le laplacien se décomposent
des fagons suivantes :

Vv=Vr+ @n,
on

19



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

0
divu:dinup—i—Hpu-n—i—a—(u-n),

n
Ou
rotu = (rotru)n + rotr (ur - n) — (Rru) x n — o) XM
ov v
Av=A Hr — + —
v rv + Hp on + n?
PREUVE. Nous renvoyons le lecteur au livre [31] page 75. |

Les relations de commutation entre la dérivée normale et les opérateurs différentiels
surfaciques suivantes nous seront tres utiles pour étudier les dérivées normales des
opérateurs de potentiels en électromagnétisme.

Lemme 1.2.13 Soitu une fonction vectorielle et soit v une fonction scalaire définies
sur I'. Nous avons les égalités suivantes :

.0 o .. .
(110) ler %U — % ler u= ler(RFU) —u- VF HF,
0 0 0 0
(1.11) Vp%v — %va = Va—v — %VU = RrVru,
0 0 0 5
(1.12) n (Rru) — RF%U = (%Rp) u=—Rru.
PREUVE. Nous renvoyons le lecteur au livre [31] page 78. [ |

1.2.3 Les espaces H(rot, 2) et H(div, 2)

Définition 1.2.14 Soit s € R. On introduit les espaces
HS (divy, ) := {j € HY(I"),divrj € H*(I")},

H: (rotr,I') := {j € H}(I"),rotrj € H*(I")}.

Ce sont des espaces de Hilbert pour les normes

|3l e @ive,ry = illns @) + || dive jl|zs @),

|l [Hs, rotre,ry = |1l [Hs, () + || Totr || s (1)
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1.2 Traces et espaces de Sobolev

Théoreme 1.2.15 L’opérateur

LX) — LD

Xn: . .
J =) Xn

1 1
s’étend en un isomorphisme continu de H,?(divp,I') sur son dual H,*(rotr,I").
L’application

_1 1
B: H, *(divp,T) x H 2(divp,T) — C

(j,m) — B(j, m):/F(nxj)-mdo

1
défini un produit de dualité sur H, ?(divp, ).

Soit D un opérateur différentiel de R? sur R (ou R?). Pour s € R, , on introduit les

espaces : H*(D,Q) = {u € H°(Q), Du € H*(Q2) (ou H*(Q))},

(D, Q%) = {u € Hj,.(), Du € Hy, ()
(R?)

(Ou HZSOC( C))}?
(ou H; (R*))}.

loc

HS

loc
s (D,R*) ={ueH, (R®, Due H;,

loc loc

On munit 'espace H*(D, Q) de sa norme graphe

[ullue.0) = [|ullns@) + || D ul[ms().-

On notera H(D, Q) au lieu de H(D, Q).

Théoréme 1.2.16 La trace qui a u € H(div, Q) associe sa composante normale sur
T, notée n - ~gu, est continue et surjective de H(div,Q) sur H=2(T).
De plus, pour tout v € H'(Q) et tout u € H(div,Q), on a

5

(1.13) /Q[(Vv-u) —vdivu]dr = {n-Ju,0) 1 p.

Théoréeme 1.2.17 (théoréme de Green) Les opérateurs de trace yp et vy, sont
1

linéaires et continus de H(rot, ) et H(rot rot, Q), respectivement, vers H, 2 (divy, T').
De plus, pour tout u, v € H(rot, (), nous avons la formule de Stokes :

(1.14) /Q [(rotu-v) — (u-rotv)]dz = B(vpu,ypv).

Nous avons les mémes propriétés pour les opérateurs de traces extérieurs n-~g, 77 et
V&, sur les espaces Hioe(div, Q°), Hye(rot, ) et Hjo.(rot rot, °) respectivement.

Théoreme 1.2.18 (dérivées normales) Les opérateurs de traces 7y, et n X 7,

1
sont linéaires et continus de H'(rot, Q) vers H 2 () et H, 2 (divr, I') respectivement.

PREUVE. On utilise le théoreme précédent 1.2.17 et la relation de commutation
entre la dérivée normale et 'opérateur de divergence surfacique (1.10). |
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1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

1.2.4 Décomposition de Helmholtz

Théoréme 1.2.19 (Théoréme de la divergence) Soit u € H*(T'). On a

/dinuda:/u-ando.
r r

En particulier si u est tangente a la surface I' alors divp u est de moyenne nulle.

On pose
H:<F) - {f € HS<F)7 <f7 1>s,1" - 0}

Remarque 1.2.20 Puisque rotpn = 0, on en déduit que pour tout u € H*™(I') on
arotru € H:(T'). De plus, les opérateurs divp et rotp sont continus et surjectifs de

H:M(T) sur H(T).

Puisque la surface I' est réguliere et simplement connexe nous avons le résultat
suivant :

Théoréme 1.2.21 Soit s € R. Etant donné f € H:(T), il existe une unique solution
u € H2(T)/R de l’équation :

Aru = f surT.

1
Le théoreme suivant est démontré dans [16] pour le cas s = 5 mais il est valable

pour tout s € R :

Théoreme 1.2.22 L’espace H (divr, ') admet la décomposition de Helmholtz sui-
vante :

(1.15) H3 (divy, T') = Vi (H*(T)/R) @ rotr (H*(I')/R) .

C’est-a-dire que pour tout j € HS, (divy,T') il existe un unique p € H*"(T)/R et un
unique q € H*TH(T')/R tels que :

i=Vrp + rotrq.

Remarque 1.2.23 Soit j € H (divr,I") et soit Vrp + rotrq sa décomposition de
Helmholtz. Grace aux egalités (1.5), (1.8) et au théoréme 1.2.21 les densités p et q
sont données par

p=Aprtdivrj et ¢ = —Ap'rotrj.
Puisque j € H, (T) et divpj € H*(T') on a bien p € H*2(T')/R et ¢ € H*(I")/R.
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1.3 Conditions de transmission

1.3 Conditions de transmission

Désormais on va s’intéresser aux solutions de (1.1) qui sont dans Hy,.(rot, R?). On
suppose que F € L (R?) et satisfait div F = 0 et que E™°, H""* € H;,.(rot, R®). Pour
s’assurer que la solution (E, H) des équations de Maxwell (1.1) est dans Hy,.(rot, R?)
nous devons compléter les équations de Maxwell par les conditions de transmissions

suivantes :

Lemme 1.3.1 Soit (E,H) une solution des équations de Maxwell (1.1). Alors E et
H sont dans Hy,.(rot,R3) si et seulement si les champs intérieurs E' et H' sont
dans H(rot, ), les champs diffractés E* et H® sont dans Hj.(rot, Q) et que les
conditions de transmissions suivantes sont satisfaites sur I' :

n x E\. — n x Ei
(1.16) T T

nx Hp —nxHY =
PREUVE. On utilise la formule d’intégration par partie (1.14). |

Lemme 1.3.2 Soit E;H € Hj,.(rot,R3) une solution des équations de Mazwell
harmoniques (1.1). Alors (¢E), (uH) € Hipe(div,R3) et sur T on a :

n- (eiEi)‘F —n-(eE”). =0,
n- ('uiHZ)|F —-n (MthOt)u“ =0

PREUVE. On applique l'opérateur de divergence aux équations de Maxwell [ |

Si E et H sont dans Hy,.(rot, R?) et satisfont les équations de Maxwell (1.1) alors E
est dans Hy,.(rot rot, R?), ce qui justifie qu’on utilise les équations du second ordre
(1.2). Dans ce cas, les conditions de transmission (1.16) deviennent :

(1.17a) nx Ejp —nxEY =0,
1 a1 .
(1.17b) En x (rot E )\r — En x (rot E’ t)|r = 0.

1.4 Condition de rayonnement et théoreme de Rel-
lich

Considérons 1’équation de Maxwell homogene :

(1.18) rotrot E — x’E = 0.
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1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

Définition 1.4.1 Une solution E de (1.18) dans Q¢ est dite raynonnante si elle
vérifie la condition de rayonnement de Silver-Miiller :

(1.19) lim |z|(rot E x & —ikE) =0

|| —+o00
ou de fagon équivalente

rot E x & — ikE = o(1) lorsque |z| — 400

. / . . N x
uniformément dans toutes les directions & = —, x € R3.

2|’

Puisque les solutions de (1.18) satisfont ’équation de Helmholtz vectorielle
AE + k*E = 0,

nous pouvons étendre le théoreme de Rellich établit pour les solutions des équations
d’Helmholtz au cas des équations de Maxwell.

Lemme 1.4.2 (Lemme de Rellich) Soit E € Hy,.(rot, Q°), une solution de ’équation
de Mazwell (1.18) dans Q° satisfaisant la condition de Silver-Miller et telle que

lim |E]* = 0.

R—+o00 OBR

Alors E = 0 dans Qc.

Corollaire 1.4.3 Soit E € Hj,.(rot,Q°) une solution de l’équation de Mazwell
(1.18) dans Q° satisfaisant la condition de Silver-Miiller et la condition de Dirichlet
homogéne YHE = 0 sur I'. Alors E =0 dans Q¢.

PREUVE. On utilise la formule (1.14) et le lemme de Rellich. |

On a le méme résultat avec la condition de Neumann homogene 75, E = 0.

1.5 Formule de Stratton-Chu et champ lointain

pirlz—y]

Soit G(k, |x—y|) = la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz :

At|z — y|
Au + k*u = 0.

Théoréme 1.5.1 Soit E une solution de (1.18) dans Q. On supose que E est dans
H(rot, ). Alors E admet la représentation intégrale suivante pour tout x € €2 :

E(r) = —rot / G, 7 — ) (10E) (y)dor(y)

_% rot rot / G(k, |z — y[) (v, E)(y)do(y).
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1.5 Formule de Stratton-Chu et champ lointain

Remarque 1.5.2 On en déduit que si les traces de E sur I sont nulles alors E est
identiquement nul sur §2.

Théoréme 1.5.3 Soit E une solution de (1.18) dans Q°¢. On suppose que E est
dans Hy,.(rot, Q°) et satisfait la condition de rayonnement de Silver-Miiller. Alors
E admet la représentation intégrale suivante pout tout x € Q° :

E() = rot / G, |2 — y) (1 E) () do(y)

% rot rot / Glr, | — y) (4%, E) (y)do(y).

Corollaire 1.5.4 Toute solution rayonnante de (1.18) dans Q¢ admet le comporte-
ment asymptotique suivant :

1
E(z) = G(k, |z|) {E‘X’(fc) +0 (H) } quand |x| — o0,
x
uniformément dans toutes les directions T = |:r_| De plus
x

ex(@) = inix ([ pEN)
r
+KEX ( / em}'y(’YzcvnE)(Z/)da(yO X 7.
r
Remarque 1.5.5 La fonction E™ est appelée champ lointain ou profil de rayon-
nement. On peut définir de la méme facon le champ lointain associé au champ

magnétique H. Les champs H™ et E™ sont tangents a la sphére unité et orthogo-
naur.

25



1. Diffraction d’ondes électromagnétiques par un diélectrique

1.6 Existence et unicité de la solution

Considérons le probleme suivant :

(

Etant donné E™ € Hype(rot, R3) tel que rot rot E™ — xk2E™ = (
dans un domaine borné contenant €2, trouver
(E',E®) € H(rot, Q) x Hy.(rot, Q°) satisfaisant les
équations de Mazwell,
rotrot E' — x?E' = 0 dans Q,
rotrot E° — k?E° = 0 dans Q°,

(2) » .
les conditions de transmissions sur I’
n x Ejp —n x EY’ = 0,
1 7 1 tot
Enx(rotE)‘F—Enx(rotE )|r = 0,

et la condition de Silver-Mdiller

(| limjy o0 7] (rot E X 2 —ikE) = 0.

Le théoreme ci-dessous est une adaptation du théoreme d’unicité établi dans [26]
dans le cas acoustique. Il donne des conditions suffisantes sur les caractéristiques du
milieu pour obtenir une unique solution du probleme Z.

Théoreme 1.6.1 On suppose que les constantes ji;, pe, K; et ke verifient les condi-
tions sutvantes :
(1) ke est un réel strictement positif ou de partie imaginaire strictement positive,

(i) S (H_i> <0etS (m—eﬂ@?) > 0.
fhe Lhe

Alors le probleme &2 admet une unique solution.

PREUVE. Ici nous montrons seulement I'unicité et déterminerons une solution de ce
probleme au chapitre 3. Supposons que E™* = 0. Soit E = (E’, E*) une solution non
nulle du probleme de transmission. Soit Br une boule de rayon suffisamment grand
pour que {2 C Bpg et ng le vecteur normal unitaire extérieur a Br. Deux applications
du théoreme de Green et (3.3) et (3.4) donnent :

/ (rot E¥ x ng) - E° = / {|rot E*)* — KZ|E4|*}
0Br Br\Q
+ﬂ/{yrot E')” — k2[E°2}.
He Ja
On multiplie par %, ’égalité ci-dessus et on prend la partie imaginaire, ce qui donne :
S (H—/ (rot E* x np) E_) ~ SR (/ {|rot E¥2 + |/<aeES|2}>
0BRr BR\Q

3 <m—“—) / | Tot % — S <m—eﬂf@§) / E[2.
He Q He Q
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1.6 Existence et unicité de la solution

D’apres la condition de Silver-Miiller on a

. . 2 o
Rl_l)I_iI_loo Jom,, |TOt E* x ng — ik E*[* = 0.

En développant on a

lim |rot E® x ng|? + |k.E°|> — 2R (rot E° x ng - meEs> =0.
R—+o00 OBp

Sous les hypotheses du théoreme on a
/ R (rot E¥ x np - i E) = s/ (Rerot E* x np - E) < 0,
0Bg 0Bg

On en déduit que

lim |E°|* = 0.
R—+400 OBR

Donc E* = 0 dans Q¢ d’apres le théoreme de Rellich. D’apres les conditions de
transmissions, on a ypE" = 0 et yy, E' = 0. Il vient ensuite que E' = 0 dans

d’apres la formule de Stratton-Shu.

Ce théoreme couvre les cas qui nous intéressent a savoir lorsque le domaine €2 est
plongé dans le vide, c’est-a-dire lorsque la conductivité est nulle a 'extérieure et k.

est strictement positif et x; est un complexe satisfaisant la condition (7).
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Chapitre 2

Théorie du potentiel

2.1 Introduction

La théorie du potentiel associée aux équations de Maxwell harmoniques découle de
la formulation intégrale de Stratton-Chu évoquée au chapitre 1 qui met en rela-
tion les solutions des problemes aux limites avec leurs traces sur le bord. Elle a
contribué au développement de la théorie des équations intégrales de frontiere en
électromagnétisme : au lieu de résoudre les équations de Maxwell dans I'espace R?
on se ramene a un systeme de deux équations intégrales sur le bord a deux incon-
nues. Pour déterminer 'existence et 'unicité des solutions de telles équations on
fait appel a la théorie de Fredholm, ce qui nécessite au préalable une étude précise
des opérateurs de potentiels et des opérateurs intégraux de frontieres. Nous allons
rappeler dans ce chapitre les résultats fondamentaux sur cette étude. Nous utilisons
les notations de [8], la majorité des résultats énoncés ici sont prouvés dans [9, 31].
Les opérateurs intégraux de frontiere qui nous intéressent appartiennent a la classe
des opérateurs intégraux pseudo-différentiels de noyaux pseudo-homogenes (voir
(17,23, 24, 29, 44, 43]). Nous commengons ce chapitre par présenter les propriétés de
régularité des opéateurs faiblement singuliers ([31] p. 176) de cette classe d’opérateur
qui sera tres utile dans la seconde partie de cette these pour étudier les dérivées de
forme de la solution du probleme de diffraction.

2.2 Opérateurs intégraux de noyaux
pseudo-homogeénes

Soit € un domaine borné de R¢ de bord I" régulier. Dans cette section nous nous
intéressons aux opérateurs intégraux surfaciques de la forme :

(2.1) (@) =vb. [ bz = puly)do(y), = € T

r
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2. Théorie du potentiel

ou l'intégrale est considérée au sens de la partie principale de Cauchy et le noyau k
est faiblement singulier, régulier par rapport a la variable y € I' et quasi-homogene
par rapport & la variable z = 2 — y € R? Nous rappelons ici les propriétés de
régularités de ces opérateurs sur les espaces de Sobolev H*(I") valables aussi pour
leurs adjoints

(22) R()(@) = vp. [ bla,y = D)uly)doly), 7 € T,

r

Théoréme 2.2.1 On dit que k(y, z) défini sur RYx (R™\{0}) est homogéne de degré

o k(y,z) = Lk’(y, ( © ) :

2" ||

Définition 2.2.2 Un noyau homogéne k(y, z) défini sur R x (RN\{0}) est dit de
classe —m pour m > 0 si

( olel plol
—@k(% z)

sup sup
oy~

yeR? [z]=1

< Cy.,g, pour tout multi-indices « et f3,

o8l

Wk(:c, z) est homogéne de degré — d + 1 par rapport a la variable z
z

[ pour tout || =m et DT'k(x, z) est impaire par rapport da la variable z.

Maintenant on va introduire une classe d’opérateurs pseudo-différentiels.

Définition 2.2.3 Soit s € R. Un noyau k € € (I' x (RI\{0})) est pseudo-
homogéne de classe —m pour un entier m tel que m > 0, si pour tout entier r
le noyau k admet le développement asymptotique sutvant lorsque z tend vers O :

-1

(2.3) Ky, 2) = Ky, 2) + D Ky, 2) + ka9, 2),

j=1

ot pour j = 0,1,....,1 — 1 ky,4; est homogene de classe —(m + j) et | est choisi tel
que kg est r fois différentiables.

Le théoreme ci-dessous est énoncé et prouvé dans [31].

Théoreme 2.2.4 Soit k un noyau pseudo-homogéne de classe —m. L’opérateur
associé Kr donné par (2.1) est linéaire et continu de H*"™(I') dans H*(I') pour
tout réel s.

Nous avons le méme résultat pour son adjoint IC|*F.
Le théoreme ci-dessous est établi dans le livre de G. 1. Eskin [17].
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2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

Théoreme 2.2.5 Soit s un réel et k un noyau pseudo-homogene de classe —m.
L’opérateur de potentiel P défini par

(2.4) Pu)(x) = / k(y. — yu(y)ds(y), = € RAT

est continu de H*~2 () dans H=™™(Q) U HZE™(QF) pour tout réel s.

loc

2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques
ik|z|

est la solution
47 |z|

Soit k € C avec (k) > 0. Nous rappelons que G(k, |z|) =

fondamentale de ’équation de Helmholtz.

2.3.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 2.3.1 On définit l'opérateur de potentiel de simple couche v, pour une
fonction scalaire ou vectorielle u par :

(W) (2) = / G|z — y)u(y)doly) =€ RAT,

et Vopérateur intégral V,, par
Veala) =vp. [ Glwfo ~ yhul)doly) v e
r

Théoreme 2.3.2 Soit s € R. L’opérateur intégral V,, est linéaire et continu de

1
H*(T') dans H**Y(T') et l'opérateur de potentiel ¥, est linéaire et continu de H*2(T)
dans H*+H(Q) U HZTH(Q°).

loc

PREUVE. On pose z =z — .

Pour 5 # 1,

qui est clairement impaire et homogene de degré j — 1 dans R3. Le noyau associé &
I'opérateur de simple couche W, est pseudo-homogene de classe -1. [ |

Définition 2.3.3 (Potentiel électrique) On définit 'opérateur de potentiel élec-
trique Vg pour une densité j par :

Vg, j:= Kk 'rotrot U, j.
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2. Théorie du potentiel

Ceci peut s’écrire aussi
(2.5) Up j=rVU,j+r VU, divrj
d’apres 1'équation d’Helmholtz et I’égalité rot rot = —A + V div (cf [3]).

Définition 2.3.4 (Potentiel magnétique) On définit ['opérateur de potentiel ma-
gnétique Wy pour une densité m par :

(26) \IIMHJ :=rot ‘I/,i_]

Théoreme 2.3.5 Les potentiels Vg, et Wy, sont continus de H;%(din,F) dans
H(rot, Q) U H,,.(rot, Q). Pourj,m € H;%(din,F) on a :
(rotrot —x?1) Ug,_j =0 et (rotrot —x*1) Uy, m = 0 dans R*\T
et Ui, j et Wy, m satisfont la condition de Silver-Miiller. On a de plus :
(2.7) klrot WUy =V etk 'rot Wy, =Ug .

PREUVE. L’opérateur ¥, est pseudo-homogene de classe -1, VU, et rot ¥, sont alors
_1

pseudo-homogenes de classe 0. Donc ¥, et W), sont continus de H, ?(divp, I') dans

L?(Q) UL}, (92°). On conclut grace aux égalités (2.7). u

loc

On pose [yp] =vp — 75 et [yv.] = v — W,
Théoréme 2.3.6 (Formule de Stratton-Chu) Soit E une solution de l’équation
de Maxwell harmonique

rotrot E — x°E = 0

telle que Eq € H(rot,Q) et Eqe € Hy(rot, %) et satisfaisant la condition de
Silver-Miiller. Alors si on pose :

i=[v.]E et m = [yp]E,
le champ E admet la représentation intégrale sur €2 U Q° :
(2.8) E(z) = —(Vg,)(2) — (Ym, m)(z).
De plus, on a
E* = — (Vi) — (V3m),
ou les opérateurs Vg et WSy sont linéaires et continus de H;%(din, I') dans lespace
(‘KQO(SQ))3 des fonctions tangentes a la sphére unité S? et infiniment différentiables

_1
et sont définis pour j, m € H, 2(divp,T") et pour & € S? par :

5 x ( / e-m'yj<y>da<y>) <t

Uy m(d) =ik & X ( /F e—m@'ym(y)da(y)) :

e i@)
(2.9)
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2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

2.3.2 Relations de sauts
On pose [va] = va — 75 et [Yn] = Y0 — 75

Soit u e H™2 (I'), on sait que le potentiel de simple couche W, u est continu a travers
la surface I' et que sa dérivée normale est discontinue. On a :

(2.10) [Ya] Ve =0 et [y, ¥, =1.
On en déduit le théoréeme suivant :

1
Théoréme 2.3.7 Soit j € H, *(divr,I'). La composante tangentielle du potentiel
électrique Vg, j est continue a travers la surface I' alors que sa composante normale
est discontinue. On a

. R
(211) [")/D] \DENJ =0 et n- h/d] qJEHJ = EleFJ.

_1
Soit m € H, 2 (divy,T'). La composante normale du potentiel magnétique Wy, m est
continue a travers la surface I' alors que sa composante tangentielle est discontinue.

On a:

(212) [7D] \IJM& m=-—-m et [n . ’yd] \I/M,ﬁ m=20

PREUVE. Soit j € H, ?(divy,T'), on a sur I :
nx (Vg j)p=rnx (Uf)+r7nx V(U divej)

et
. . 1 0 .
n- (Vg j)p=rn-(Tj)p+r 1% (U, divrpj) .
En utilisant les relations de sauts du potentiel de simple couche, on obtient :

YoVUgj=rnx [y ¥+ r"'nx V] U, divej =0

et
n-[VaVej=rn- [P+ & 1]V divej = £ divr .

_1
Soit m € H, 2 (divp,I'), en utilisant la décomposition (1.2.12) du rotationnel sur la
surface I', on a :

nx (Vy,m)p =nx(rot¥,m), = _ng (¥,m) —Rp (¥,m). + Vp ((n : (\Ifnm)|F>

et
n-(Yy,m)p=n-(rot¥,m).m=rotr (¥,m).
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2. Théorie du potentiel

En utilisant les relations de sauts du potentiel de simple couche, on obtient :
ol¥ . m = —[7]¥em — Rr[y]¥um + Vr(n - [y4] ¥ )m = —m

et
n- Vd\IIMRm = I‘Otp[’)/d]‘;[}Hm =0.

Puisque nous avons les égalités :

W VE, =7¥YMm, et N, Y, = 7DVE,,
on en déduit
(2.13) N YE.J=—] et [yn.] ¥y, m=0.

Dans la seconde partie de cette these nous aurons besoins des résultats suivants
concernant la dérivée normale des potentiels électriques et magnétiques.

Théoreme 2.3.8 Les opérateurs de potentiels électriques Vg, et magnétiques Wy,
ont une dérivée normale discontinue a travers la surface et on a :

1
n X [Vn]\IJEH =knxI+—nx VpdiVF,
K
n X [f)/n]\I[Mn = HF'I—RF.

1
PREUVE. Soit j € H, ?(divr,I'); en utilisant les relations de commutation du lemme
1213 onasur I':

o . ) 0

%\I/E,{J = K a—n‘l’nj + R %V\Ijﬁ divrj
o _ . 0 . o
- k 8_n\DFJ 4 H_IV%‘I’K divpj — RrVr (¥, leFJ)|F .

En utilisant les relations de saut du potentiel de simple couche, on obtient

n x [’yn]\IjEnJ = RKNX h/n]\llﬂj + /i_ln X VF[’}/TL]\IJK diVFj —nxX RFVF[’VCI]\I]R diVFj

= Kn ><J+ K'n x Vr leFJ

_1
Soit m € H, *(divp, ') ; en utilisant la décomposition (1.2.12) du rotationnel sur la
surface I', on a :

0 0
n X (%\I/Mﬁm) = % (n X rot ‘If,@m)
0? 0 0

= 55 Vem — o (Re(Vem)) + 2 -Vr (n - (T,m)).
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2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

On utilise les relations de commutations du lemme 1.2.13 et on obtient :

0 0 9,
n (nxrot¥,m) = Vr (n : (%\an)> —RrVre(n- (U,m)) — Rr(a_n\lj”m>

+RE(VU,.m) + k2¥,m + Ar¥,m + Hp %\I/Nm.
Puisque m est une fonction tangente a la surface I', on a
Ve (- [v,]¥.m)=0.
Par conséquent on a

n X [y Yy.m=—Rr[y,|¥.m+ Hr[y,|¥.m=Hrm —Rrm.

2.3.3 Les opérateurs intégraux de frontiere

Définition 2.3.9 Soit j une densité de vecteurs tangents a la surface I'. On définit
les opérateurs intégraux de frontiére M, et C\ par :

M) = — [ n(e) % rot” (Gl o = i)} doto)
~ D,j(x) - Bj(x).
Ci(a) = = [ n(a) x rot ot (G o = yi(0)} d(y

= —kSie) - ST,

ot

Sde) = [ ntw)x (Gl | = )it do ),

Bi) = [ VG(elo =yl (n(o) - §0) do (),
Dile) = [ (o) "Gl o = y)itw)dolo)

Tie) = [ nte)x VGl b2 = yl) dive ()} do (o)

Théoreme 2.3.10 On montre que :

1 1
(2.14) Co == 5 (10 +7D) ¥, = =5 (vw. +7,) Yar;
1 . 1 ¢
(2.15) My = =5 (0 +75) Yar, = —5 (. +75,) Y,
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2. Théorie du potentiel

Nous introduisons deux nouveaux opérateurs intégraux. Le premier est tout simple-
ment la partie principale de l'opérateur C) et le second est un opérateur intégral
aux propriétés intéressantes introduit en premier par O. Steinbach et M. Windisch
dans [41].

_1
Définition 2.3.11 On définit les opérateurs Cy et Cy o pourj € H, ?(divp,I') par :

] .1,
(2.16) Croj = —RSOJ—ETOJ,

(2.17) Coj = Soj — Toj-

Théoréme 2.3.12 Les opérateurs C,, — Cio et M, sont des opérateurs compacts
1 1
de H, ?(divp,T") dans H, 2 (divr, ).

PREUVE. ‘
6m|z\ 1 ' (il{)2
— — =K

- 2] + o(l2*)
E{E

1 — 1y est un opérateur pseudo-homogene de classe -3 (son noyau se comporte
comme |z — y|) et V(. — 1bo) est un opérateur pseudo-homogene de classe -2. En
utilisant :

I\J\b—\

L2 (T, dive) ™" M2 (1) Y28 g2 (1) “22 M2 (T, dive),

on obtient la compacité de 1, — 1y, et en utilisant

1\)\»—‘

HL2 (T, dive) &5 HZ2() Y2 g2 () “29 U2 (T, divy),

on obtient la compacité de 'opérateur C\, — Cj .
Lemme 2.3.13 Lopérateur D,, est un opérateur continu de H=2(T') dans Hz(T').

PREUVE. Soient z,y € I fixé. On a :

0(2) - VG [ — o) = St (m - L) n(z) - (z - y)

|z — y? |z —y|

En utilisant les notations du chapitre 1, on définit sur R? un opérateur P définit sur
R? par :

Z/\ Jib; o I o ;! ().

Pour tout x € I' on a « = P(x) et 'opérateur P peut étre considéré comme un
opérateur de projection sur la surface I' et défini au voisinage I'. Pour tout z € T’
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2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

la différentielle DP(x) agit dans le plan tangent a la surface I' au point x. Pour
x,y € I" on écrit

n(z) - (z —y) =n(z) - (P(z) — P(y)) = n(z) - DP(x)[z] +n(z) - D*P()[z, 2] + . ..

>

~~
=0

Finalement on en déduit que D, est un opérateur de noyau pseudo-homogene de
classe -1 [ |

Pour j tangent a la surface I', le noyau de B, s’écrit

VEG(s, [ = yl) (n(z) -§(y)) = VG (s, [ = yl) (n(z) = n(y)) - i(y))

et on a le lemme suivant.

ai% & — y|) (n(z) — n(y)) est

Lemme 2.3.14 L’opérateur intégral de noyau

pseudo-homogene de classe -1.

PREUVE. La fonction

5 G(k, |z — y|) est pseudo-homogene de classe 0 et n(z) —
Li

n(y) = 0 lorsque y = = ce qui prouve le lemme. [ |

1

Finalement M, est continu de H, ?(T") dans H2(T").
Regardons divr M, :

dive Mija) = n(a) - [ rotaot® (Gl o~ yi(w) do(y)
' . 9 . .
= wn(a) [ (Gl lo = a0 dorty) + G div” [ (Gl o = i) doty)
= r*n(z) - Vij(z) + D, divr j(x).

L’opérateur divp M, est continu de H;%(F, divr) dans Hz(T).

L'inclusion H2(I') ¢ H~2(T") étant compacte, divy M, est compact de H;%(F, divr)
dans H—2(T). Par conséquent M, est compact de H;%(I’, divr) dans H;%(F, divr).
|

Lemme 2.3.15 L’ opérateur Cy X n est auto-adjoint et elliptique sur H;%(din, )
et inversible de H;%(din, I) sur H;%(rotp, r).

PREUVE. L'opérateur Vj est auto adjoint et elliptique de H~2(I') dans Hz(I) et on

a
<(00j> X n, j>—%,1" - <‘/0j7 j>—%,F + <‘/E) diVFja diVFj>—%7F

> o (Hill, g, + ltvedll, )

= | |j| |H;%(diVI‘7F) ‘

ol ¢ est une constante positive. |
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2. Théorie du potentiel

Considérons les projecteurs de Caldéréon P, = %] + A, et PS¢ = %] — A, ou
M, C,
A, = ( e )

1
On a P,oP¢=0donc C? = ZI — M? et C. M, + M,.C,, = 0. L’opérateur C, est un

opérateur de Fredholm d’indice zéro. La premiere égalité s’écrit :
1
(2.18) K282+ ST + TS, = 1 [—-M?

On prenant les parties principales on obtient le lemme suivant.

Lemme 2.3.16 Soit My la partie principale des opérateurs M, :

Amuoz—ﬂﬁu»xmﬁﬂ%au—mmwhwwy

1
SoTo + TSy = ZI—MO2
et ]
C2 = —ZI+M§ + 82,

_1

De plus, lopérateur TySy est compact sur Uespace Ker(rotr) N H 2 (divy,T') et
_1

Uopérateur SyTy est compact sur l'espace Ker(divr) NH, 2 (divy, T).

PREUVE. On regarde les parties principales des opérateurs S,, T, et M, et on

1

utilise I'égalité (2.18). Soit j € Ker(divr) NH, 2 (divy,T), on a :

SoToj = (n x Vp) (n x VVidivrj) = 0.

1

Soit j € Ker(rotr) N H, 2 (divy,T'), on a :

ToSoj = — (n x VVp) (rotr Voj) , et divp TSpj = 0.

_1
L’opérateur rotr Vg est compact sur Ker(rotr) N H, ?(divp, I') puisqu’on a :
rote Vii(a) = [ (n(x) = n()) x VG, |z~ u]) - i(y) do(y
r

— /FG(H, |z —y|) ot j(y) do(y).
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2.3 Opérateurs de potentiels électromagnétiques

Maintenant nous allons introduire de nouveaux opérateurs intégraux de frontieres
moins classiques liés aux dérivées normales des opérateurs de potentiels.

Définition 2.3.17 Soit j une densité de vecteurs tangents sur la surface I'. On
définit les opérateurs intégrauz de frontiere M1 et CI par :

Mii(e) = = [ nle) % i ot (Gl [z = y)i(0)} do(s)

= Dli(r) - Bli(r)
Clita) = = [ (a) x = rot rot (Gl o = i)} do)

K

= —wSLir) ~ ~Ti),

Sliw) = [ nle) % o (Gl o = i) doto),

Blie) = [ Gars VGl =) (n(o) -§) doto)
Dli(x) = /882 — Diw)doy).

Thi(x) = / n(z) x (G, 2 — y)) dive ()} do(y).

)
on(z)

Théoréme 2.3.18 Les opérateurs M) et C sont des opemteurs de noyaus hyper-
singuliers. L opérateur M1 est linéaire et contmu de H2 (divp,T') dans Hy, (leF, ')

et lopérateur CT est linéaire et continu de H. > (lep, I') dans lui-méme.

PREUVE. L’opérateur S! a la méme régularité que D, qui est un opérateur de
noyau pseudo-homogene de classe -1. En utilisant la relation de commutation entre
la dérivée normale et le gradient sur la surface I' on a

O oo ey e D

qui est pseudo-homogene de classe 0. Par conséquent les opérateurs B} et T sont

_1
continus de H, *(divp, I') dans H_%(F), donc Cf aussi.

En utilisant le développement du laplacien sur la surface I' (voir lemme 1.2.12), on
obtient

Gk, [r = yl) = ReVrG(x, [ —yl)

Dlj = —r*V,j— ArV.j — Hr D,j.

Les opérateurs V,, et D, sont de classe -1 et 'opérateur de Laplace-Beltrami est
1
un opérateur d’ordre 2. Par conséquent l'opérateur DI est continu de Hz(T") dans
1
H™2(T") donc M aussi. On montre que les opérateurs M, et CI sont continus de
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2. Théorie du potentiel

1 _1 1
H2 (divry,T) et H, 2 (divy, T') respectivement dans H, 2 (divp,T") en utilisant la rela-
tion de commutation entre la dérivée normale et 'opérateur de divergence surfacique.

Tous les résultats de ce paragraphe s’étendent aux espaces H: (divr, I') pour s € R.
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Chapitre 3

Représentation intégrale de la
solution

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de déterminer la solution du probleme du diffraction
d’ondes électromagnétiques par une interface diélectrique décrit au chapitre 1. Pour
ce faire nous allons utiliser les méthodes d’équations intégrales de frontieres. Plus
précisément nous voulons réduire le probleme de diffraction a une seule équation
intégrale a une inconnue sur la surface du diélectrique. La littérature scientifique
est abondante en articles sur la résolution de probleme aux limites extérieurs ou
intérieurs liés aux équations de Maxwell par de simples équations intégrales de
frontiere a une inconnue ; dans le cas du diélectrique un systeme de deux équations
est généralement utilisé [8, 31]. Cependant Kleinman et Martin présentent dans [26]
deux méthodes pour résoudre le probleme de transmission d’ondes acoustiques a
I’aide d’une seule équation intégrale. Nous allons appliquer ces méthodes au cas
électromagnétique.

La premiere méthode est assez classique. Dans le cas scalaire, elle consiste a repré-
senter la solution a 'extérieur du domaine par une combinaison linéaire des opéra-
teurs de potentiels de simple couche et de double couche appliqués a une méme den-
sité. De cette fagon, on construit deux équations intégrales de frontiere alternatives.
En électromagnétisme, il s’agit dans un premier temps de représenter la solution a
I'extérieur par une combinaison linéaire des potentiels électriques et magnétiques in-
troduit au chapitre 2 appliqués a une méme densité. Mais on sait qu’ici cela ne suffit
pas a éviter les fréquences irrégulieres. Plusieurs méthodes existent pour contour-
ner cette difficulté. Notre approche consiste a modifier la représentation intégrale
de la solution en multipliant I'un des opérateurs de potentiels par un opérateur
intégral surfacique elliptique et inversible [41]. Contrairement au cas acoustique, les
deux équations intégrales que nous obtenons ne sont pas des équations intégrales de
Fredholm de seconde espece, mais les opérateurs correspondants sont de Fredholm
d’indice zéro. Comme dans le cas acoustique nous introduisons un nouveau probleme
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3. Représentation intégrale de la solution

aux limites intérieur et montrons que I'unicité de la solution des équations intégrales
de frontieres dépend de 'existence de valeurs propres de ce probleme. Contrairement
au cas scalaire ce n’est pas un probleme d’impédance mais nous obtenons les mémes
résultats. Cette analyse est détaillée au paragraphe 3.2.1.

La seconde méthode, dans le cas scalaire, repose sur I’hypothese que la solution a
I'intérieur du domaine peut étre représentée soit par le potentiel de simple couche
soit par le potentiel de double couche. On construit alors deux nouvelles équations
intégrales de frontieres. Cette méthode s’applique directement au cas électromagné-
tique. On montre que les équations intégrales ainsi construites sont toujours injec-
tives et que les opérateurs intégraux correspondants sont les formes adjointes (pour
la forme bilinéaire B) des opérateurs intégraux associés aux deux équations intégrales
de frontieres construites en utilisant la premiere méthode. Cette analyse est détaillée
au paragraphe 3.2.2.

Nous terminons ce chapitre en donnant des conditions sur certains parametres pour
que ces équations intégrales soient inversibles pour toutes fréquences réelles.

3.2 Equations intégrales de frontiere : méthodes
de Kleinman-Martin

3.2.1 Ansatz sur le champ extérieur

On suppose ici que E® peut étre représenté intégralement de la facon suivante :

(3.1) E’(z) = —a(Vg,_j)(x) — (W, Coj)(x) dans Q°,

ol a et b sont des constantes complexes arbitraires que nous introduisons, I’opérateur
1
Co un opérateur intégrale elliptique et inversible sur H, 2 (divp,I") (voir le lemme

2.3.15) et ou la densité j € H;% (divr,I') est une I'inconnue que nous devons détermi-
ner. Nous verrons plus tard comment choisir les constantes a et b pour que les
équations intégrales admettent une unique solution pour toute valeur réelle et posi-
tive de k2.

NB : Vue la symétrie qui existe entre les traces des opérateurs de potentiels W,
et Wy, , on obtiendrait les mémes résultats en composant Wg, par Cp. Aussi la
méthode que nous allons exposer ci-dessous pour construire les équations est va-
lable sans l'opérateur Cy mais les équations intégrales qu’on obtiendrait seraient
perturbées par une infinité de fréquences réelles quelles que soient les valeurs de a
et b. La méthode qui suit pour construire les deux équations intégrales de frontieres
est la méme que celle décrite dans article de Kleinman et Martin [26].
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3.2 Equations intégrales de frontiére : méthodes de Kleinman-Martin

Hekg

HiRe )
représentation de Stratton-Chu pour le champ intérieur E* on obtient :

. En utilisant les conditions de transmission et la formule de

On pose p =

. 1 . .
(32)  E(@) = e, (B +E™)(a) ~ Yy 7p(E" +E™)(z) dans 2

On applique les traces extérieures 7y, et vy~ a la représentation intégrale (3.1) de
E° ce qui donne sur I :

1
(53) E@ = {aC+o (-5 M)Cabi =L
1
(3.4) @ = o514 +icGli N

Puisque les traces extérieurs v, et vy, appliquées au second membre de (3.2) doivent
étre nulles, on a sur I :

1 ; ;
(3.5) p (—51 + Mni) (fyCDES + ’}/CDEWC) +C,, (710\7,{6 ES + fy]CVNE Emc) —0,

(3.6)  pCy; (VHE® +5E™) + <—%I + MHZ.) (v, E* + 4, E™) =0.

En substituant (3.3) et (3.4) a (3.5) on obtient une premieére équation sur la frontiere
r:

1
(3.7) Sj=p (_51 + Mm) Lej+ CoNej = f,
1 A .
(3.8) ou f=—p (—51 + Mm) YpE™ — Cyn, E™.

En substituant (3.3) et (3.4) a (3.6), on obtient la seconde équation intégrale :

. ] 1 .
0 - () v
. 1 .
(3.10) olt g = —pC,ypE™ + (_§I + Mm) N E™

Ce sont deux équations intégrales de frontieres d’inconnue j. Ayant résolu I'une
d’entre elles on retrouve E* grace a (3.1) et E' grace a :

(311)  E(z) = —% (T, { 7N, E™ + Nej}) (@) = (Tar,, {7HE™ + Lej}) ().

Tout d’abord on va montrer que ces deux équations intégrales sont équivalentes et
qu’on obtient le lemme ci-dessous. La preuve est similaire au cas acoustique.
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3. Représentation intégrale de la solution

Lemme 3.2.1 Si j € H,>(divp,T) est solution de l'une des deux équations (3.7)
ou (3.9) alors E° et E' donnés par (3.1) et (3.2) sont solutions du probléeme de
diffraction & .

PREUVE. Vues les propriétés des opérateurs de potentiels, les représentations inté-
grales de E® et E' satisfont les équations de Maxwell (1.2). Il nous reste a vérifier
que E° et E' vérifient les conditions de transmission (1.17).

Un simple calcul nous donne :
(3.12) p(VHE® +7HE™ — 1pE’) = Sj - f,

(3.13) V5. E + 7, E™ = pn, E' = Ti—g.

On en déduit que :

- si j est solution de (3.7), I'égalité (3.12) prouve que la condition de transmission
(1.17a) est satisfaite.

- si j est solution de (3.9), 'égalité (3.13) prouve que la condition de transmission
(1.17b) est satisfaite.

Maintenant on définit la fonction u dans Q¢ par :
w=—Wp, (1%, E" + Noi) = p¥u,, (1HE™ + Ldj)
Le champ u est dans Hy,.(rot, 2°) et satisfait ’équation de Maxwell
(3.14) rotrot u — xu = 0
dans €2° et on a sur le bord I":
Tpu=Sj—f ety u=Tj—g.

Puisque u est solution de (3.14) dans Q€ et vérifie la condition de Silver-Miiller on
a:

j satisfait (3.7) = 7pu =0 = u =0 sur Q° = 75 _u = 0 = j satisfait (3.9)

j satisfait (3.9) = 75 u=0=u=0sur Q° = ypu = 0 = j satisfait (3.7)

Par conséquent si j est solution de I'une ou l'autre des deux équations intégrales
alors les deux conditions de transmission sont satisfaites. [ |
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3.2 Equations intégrales de frontiére : méthodes de Kleinman-Martin

Ensuite, on va s’intéresser a 1'unicité des solutions des deux équations intégrales (3.7)
et (3.9), c’est-a~dire a l'existence de solutions non triviales des équations homogenes
suivantes :

. 1 . .
(3.15) Sip=1p (—51 + MM) Lejo + Ci; Nejo = 0,

. . 1 .
(316) TJO - pCmLe.lo + <_§I + Mfﬂ> NCJO = 0.

Toujours sur le modele de [26] nous introduisons un nouveau probleme aux limites
intérieur mais avec une condition non naturelle sur la frontiere.
Probleme intérieur associé :

rot rotu — x%u 0 dans €,

(317) ((17 b) 7é (07 O) azyDu — bCUIYNmeu = 0 sur F

Ce probleme n’est pas un probleme d’impédance comme dans le cas scalaire mais
nous obtenons les mémes résultats a savoir le lemme suivant sur I'unité des solutions.
Ici encore la preuve est similaire a celle du cas scalaire.

Lemme 3.2.2 Les opérateurs S et T sont injectifs si et seulement si k2 n’est pas
une valeur propre du probleme intérieur ci-dessus.

PREUVE. Supposons que j, # 0 est une solution de 'une des équations homogenes
(3.15), (3.16). On construit uy et uy de la fagon suivante :

uy(z) = —aVp, jo(z) — bWy, Cojo(w) r € Q°

(@) = V5, (Ndo)(@) = Vo, (Ldo)a) €@

D’apres le lemme 3.2.1, u; et uy sont solutions du probleme de diffraction &2 avec
E"° = 0. Comme ce probleme admet au plus une solution on a uy = 0 dans Q€ et
u; = 0 dans 2. Maintenant pour z € {2 on pose

u(z) = —a¥g, jo(z) — bWy, Cojo(x).

Sur "on a:
(3.18) Ypu — ypu = bCqjj,
(3.19) VN, U — N, U = aj.

Or 7Hu =5, u= 0 sur I'. On multiplie (3.18) par a et on compose (3.19) par bCo
et par soustraction on obtient

aypu — bCyyn, u=0sur I,
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3. Représentation intégrale de la solution

On en déduit que soit u est une fonction propre associée & la valeur propre x2 du
probleme intérieur, soit u = 0. Mais cette derniere possibilité peut étre éliminée
puisqu’on aurait ypu = yy, u = 0 puis j, = 0 d’apres (3.18) et (3.19) ce qui contre-
dirait I’hypothese de départ.

Réciproquement, supposons que 2 est une valeur propre du probleéme intérieur.
Soit vy #Z 0 une fonction propre associée. Alors d’apres la formulation intégrale de
Stratton-Chu on a :

1
_CHE’}/NRE'UO -+ (§I—MHE) YDVo = 0,

<% I —Mne> YN, V0 — Cr.ypvo = 0.
En utilisant 1'égalité aypvg — b Coyn,, vo = 0, on obtient L.y, vo = Nevn,, vo =0
sia# 0 et Leypvg = Neypvg = 0 si b # 0.

Par conséquent si b # 0 alors ypuvg est une solution non triviale des équations
homogenes (3.15) et (3.16) et si a # 0 alors 7y, v est une solution non triviale de
(3.15) et (3.16). [ |

Maintenant que nous avons établi des criteres d’unicité de la solution des équations
intégrales nous allons montrer que les opérateurs correspondants sont de Fredholm
d’indice zéro. Dans les théoremes suivants nous donnons des conditions sur les
constantes a, b, [, it;, ke €t k; pour que les opérateurs S et T soient de Fredholm
d’indice zéro.

Théoreme 3.2.3 Supposons que les constantes a, b, pie, l;, ke €t Kk; satisfont :

(bke + 2a) # 0, <1—|—%) #0, (b—2ak.) #0 et (l—i— HJEKJ?) # 0.

pik?

Alors S est opérateur intégral de noyau hypersingulier et de Fredholm d’indice zéro
_1
sur H, 2 (divp, I).

PREUVE. On a:

1 1 1
S= -bpCy— =bp (M, + M,, )Co+bp M, M, Co—=ap(Cyx. — Cx.0)
4 — — s 2 ——_——

2 N

1 conipact compact compact
—=a(Cy, — Cy.0) —=a(pCh. 0+ Cr,0) +ap M, C,. +aCy, M,,

2 —— 2 ’ v —— N —

compact compact compact
"‘b (C/«% - Om,O) Cne CO + me,O (Cne - Cne,O) CO + me,OOne,OCO
N———’ N———’
compact compact

L’opérateur S est donc une perturbation compacte de I'opérateur

1 1
Si=b <;lp[ + Cm,ocne@) Co = 5a(pCreo+ Crio) -
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3.2 Equations intégrales de frontiére : méthodes de Kleinman-Martin

Nous allons montrer que S; est de Fredholm d’indice zéro. Pour ce faire nous al-

lons utiliser la décomposition de Helmholtz de l'espace H, 2 (divy,T') et rééerire
Popérateur Sy en un opérateur défini sur Hz(I')/R x Hz(T')/R.

Tout élément j € H;%(din, ') admet la décomposition unique suivante
j=Vrp+rotrg,
otpe H2(I)/Ret q € Hé(F)/R. On considere alors 'opérateur :
H:H 2(divp,T) — H3(T)/R x H3(T)/R

3.20
( ) j=Vrp+rotrq — (p>

q

C’est un isomorphisme bicontinu. Pour montrer que S; est de Fredholm d’indice

zéro il suffit de montrer que HS;H ! l'est. Commencons par réécrire les opérateurs
3 1 .

HCoH ' et HO.oH " sur H2(T')/R x Hz(I')/R. Nous devons alors déterminer

Py e H:(I)/R et Qo € H2(T')/R tels que Co(Vrp + rotrq) = VP + rotr Q et

on aura .
P
HCOyH ™ p):(0>.
0 ( q Qo

D’apres la remarque 1.2.23 on a
PO = A;l diVF Co(va + I‘Otr q)

et
Qo = —Ar ' rotr Co(Vrp + rotr q).

Nous rappelons que 'opérateur Cy est défini pour j € H_%(din, ') par
Coj = Soj — T,

avec

i) = [ n(a) x I doty) = ni) ¢ Vi),

1
T()j([[’) = —/F I'Ot%\ (m leFj(y)) dO’(y) = — I'Otr %le[‘j(l’)
En applicant divr et rotr a Cy on obtient :

divr Co(Vrp +rotrq) = —rotr Vo (Vrp(y) + rotrq(y)),
rotr Co(Vrp +rotrq) = dive Vo (Vrp(y) + rotrq(y)) — ArVoArp(y).

Finalement on obtient

HCOHfl — ( Cll Cl2 )

Co11+Coa Co
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3. Représentation intégrale de la solution

ou
C1p = —Ap! rotr VoVrqui est un opérateur d’ordre — 2,
Cia = —Ap! rotr Vo rotr qui est un opérateur d’ordre — 1,
Co11 = —Ap' divp Vo Vrqui est un opérateur d’ordre — 1,

(510 = VoArqui est un opérateur d’ordre 1,

Cyy = —A;l divr Vo rotr qui est un opérateur d’ordre — 2.
Puisque C\; o est défini pour pour j € H’%(din, ') par
Croj = —kSoj — k' Toj
on en déduit immédiatement 1’écriture de HC, ocH ™" :

—kCh —rCh2
—KkCo 1 + f€_1021,2 —rCo

(=K 0 . (0 0
N (O m_1>co (ks )(021,1 Ca2 )J'

compact

HC oH ™' = (

Le second terme du membre de droite est compact sur H?(I')/R x H2(I')/R.

Puisque ’T'(C',.@o?'t*1 est une perturbation compacte de

( U >HCOH—1,

la somme HC,, oH ' + p’f‘(C’,%()’T'f1 est une perturbation compacte de

—(K;i + pRe) 0 1
D

e
Quant au produit Cy, ¢Cy, o nous avons :
2 -1 -1
O,.@hoo,%’o = Kli:‘ieSO + RiR, S()To + RelR; T()S().

D’apres le lemme 2.3.16 on en déduit que (’HC,%U'H_I) (’HCKE,U’H_I) est une per-

turbation compacte de
1m0
4 0 kK 'ke )

En rassemblant tous les résultats ci-dessus, on trouve que HS;H ! est une pertur-
bation compacte de

1 1
—b(p + Kik ') — sa(k; + pre) 0
4 2 HCOH .

1 1
0 1Plp+ ) £ Sale 4 prc)
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Hekg
HiKe

Nous rappelons que p = . La matrice ci-dessus est inversible si :

1 1 1 i
Zb(p + Kk, t) — éa(/@ +pre) #0 & Z<b — 2ak,) <1 + B KZ) #0

Hekiy

et
1 -1 L -1 1 i
Zb(p + K] Ke) + 5“(’%‘ +pr, ) #0 & Z(blie +2a) |1+ " # 0.

Puisque 'opérateur Cj est inversible et sous les conditions du théoreme on conclut
que Lopérateur HS;H ! est de Fredholm d’indice zéro et donc S aussi. [ |

Nous avons un théoreme similaire pour 'opérateur T.

Théoreme 3.2.4 Supposons que les constantes a, b, e, i, ke €t k; satisfont :

62 b (4 [ be 62
af1+Lf) 4 P e ) (a(n+ o) = e (14 K ) £
pik? 2ke i i 2 phik?

Alors T est un opérateur intégral de noyau hypersingulier et Fredholm d’indice zéro
_1
sur H, 2 (divy, T).

PREUVE. On a:

b
T= 21-2(M,, +M.)+a M, M, —= (Cx, — Cr.0)Cy
4 22— —_— 2 ~— ~
compact compact compact
b 1
_g (Cr = Cri0)Co =5b(Creo + pCr,0)Co + b My G, Co +bp Cr M, Cy
con:gact cmr;;mct cmr;,pa,ct

+ap (Cﬁi - Cﬁi,O) Cr. +apCi, 0 (Ck. — CHE,O) +apCl, 0Cx; 0
— ——

compact compact

L’opérateur T est une perturbation compacte de 'opérateur

1 b
T1 =a (Z_l[ + pCHhoCRmo) — 5 (C,{mo + pC’,%o) C().

Nous devons montrer que 'opérateur T; est de Fredholm d’indice zéro. Pour ce
faire nous allons procéder comme précédemment, nous allons considérer 'opérateur

1
HT,H . Sachant que C? est une perturbation compacte de ~1 I (lemme 2.3.16) on
montre que I'opérateur (’HC,%,O’H_I + ,OHC,%OH_I) HCyH ™" est une perturbation

compacte de
1 Ki + pRe 0
1 0 (' Hpnt) )
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3. Représentation intégrale de la solution

Finalement on obtient que HTH ' est une perturbation compacte de

A1
Za <1 + pﬁ) — 5b i+ pre) 0

1 Re 1 -1 _
0 7¢ (1 + pff_z> + Eb (k' +prt)

Sous les conditions du théoreme cette matrice est bien inversible, par conséquent
HT H * est de Fredholm d’indice zéro donc T aussi. |

Dans la derniere section nous rassemblons tous ces lemmes et donnons les valeurs
de a et b pour que ces équations intégrales admettent exactement une solution pour
toute valeur réelle du nombre d’onde a l'extérieur k. (indépendamment de ;).

3.2.2 Ansatz sur le champ intérieur

Dans ce paragraphe on suppose que E’ peut étre représenté soit par le potentiel ¥ oo
_1
soit par le potentiel W)y, jou j € H,*(divy,T') est I'inconnue qu’on doit déterminer.

D’apres la représentation intégrale de Stratton-Chu on a :
(3.21) E’(z) = Vps (V. E"")(x) + Y., (Y5 E™) () x € Q°

La méthode qui suit pour construire deux nouvelles équations intégrales est similaire
a celle décrite dans l'article de Kleinman et Martin [26] pour le cas scalaire.

On applique les traces extérieures vy, et 7y, —a lexpression (3.21), puis en utilisant
les conditions de transmission (1.17a) et (1.17b), on obtient sur I :

. . . 1 .
(3.22) 1pE = pE' —pE" = —pC n, E' + (—51 + M,{e> ~vpE",

. 4 . 1 .
(323) W, B = pw, E =75 E"=—-CioE +p <—§I + Mﬁe) ., E".

Dans le cas scalaire, pour construire les équations intégrales, on prend une combi-
naison linéaire de (3.22) et de (3.23). Ici on multiplie (3.22) par a et on applique
bCy a (3.23) puis on les soustrait pour obtenir :

(3.24) pLN, E' = NypE = h sur T’

1
ou les opérateurs L, et N! sont définis pour j € H, 2 (divp,T") par :

i~ foc 0o (1)
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3.2 Equations intégrales de frontiére : méthodes de Kleinman-Martin

1
N'j= {—a <§I + Mne) + bCOORe}L
et
(3.25) h— CL’VDEmC — bCoyn,., E™ surl,he H, > (divr,T).

A _1
Si E est représenté par le potentiel Vg, appliqué a une densité j € H, * (divp, ) :

(3.26) E'(r) = —(Vg, j)(z), xe

On obtient :

(3.27) wWE =C.j et E = <%[+ Mﬁi)j sur I
En substituant (3.27) a (3.24), on obtient :

(3.28) S'j= {pL'e (%] + M,.i) — chC’,ii}j =h sur T

1
C’est une équation intégrale d’inconnue j € H, ? (divr, I'). Ayant résolu cette équation,
on construit E* et E* par les représentations (3.26) et :

(3.29) E°=p (\IIE {%I + an} j) () + (Uar,, Crid) () 2 €Q°

, _1
Si E' est représenté par le potentiel Wy, appliqué a une densité m € H, ? (divp, ') :

(3.30) E'(x) = —(¥p, m)(z), z € Q.
On obtient :
(3.31) vpE" = (51 + MM) m et v, E' = C,;m sur I'.
En substituant (3.31) a (3.24), on obtient :
1
(3.32) T'm= {pL;C,.% - N, (51 + Mm) } m=nh sur T,

_1
C’est une équation intégrale d’inconnue m € H,*(divp,I'). Ayant résolu cette
équation, on retrouve E' et E® par les représentations (3.30) et :

(333)  E(x) = p(Vp Com) (2) + (\IJMHC {%1 + M} m) (),  weqr

Contrairement a la méthode précédente les deux équations intégrales que nous avons
construites ne sont pas équivalentes. Le théoreme suivant est la version correspon-
dante au théoreme 3.2.1. La preuve est similaire a celle du cas scalaire.
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3. Représentation intégrale de la solution

Théoréme 3.2.5 On suppose que k2 n'est pas une valeur propre du probléme intérieur
(3.17).
Si j € H 2(divp,T) est solution de (3.28), E' et E*, donnés par (3.26) et (3.29)
respectivement, sont solution du probléme de transmission.

_1 .
Sim € H, ?(divr, ") est solution de (3.32), E' et E*, donnés par (3.30) et (3.33)

respectivement, sont solution du probléme de transmission.

PREUVE. Dans chaque cas les représentations intégrales de E' et E* satisfont les
équations de Maxwell (1.2) et la condition de Silver Miiller (1.19). Il reste donc a
prouver que les conditions de transmission (1.17a) et (1.17b) sont satisfaites. Nous
allons faire la preuve dans le cas de 1’équation (3.32), les arguments étant similaires
pour (3.28).

Supposons que m est solution de (3.32) que 1'on réécrit ainsi :

1 1 4
a {pCKECMm + (51 + Mﬁe) (51 + Mm) m — yDEmC}
(3.34)

1 1 .
“tCo{p (514 00.) Cum+ Cu (51400, ) m = £~
Ensuite, en utilisant la représentation intégrale (3.33) de E®; on obtient :

4 4 1 1 ;
(B + 75" =10 = —pC Com— (31, ) (G140, ) m70E™

. 1 1 .
(VJCVRE ES+’7]CV,.€€ _prmei EZ) =P <§] + MHE) Cmm_CHe (51 + Mﬂz) rn_}_/y}C\f,.ie E™e.

On doit montrer que les membres de droites des égalités ci-dessus sont nuls.
On introduit la fonction v définie sur €2 par :

1 .
v(z) = —p¥p, Com— Yy <§I + Mm) m — E™°.

D’apres (3.34) on a aypv — byn, v = 0. Puisque E™° satisfait 1'équation de Maxwell
rotrotv — k2v = 0 dans ) alors v aussi. Par hypotheése k2 n’est pas une valeur
propre du probleéme intérieur donc v = 0 dans 2. En particulier, ypv et 7y, v sont
nuls et, par conséquent, les égalités (3.2.2) et (3.2.2) montrent que les conditions de
transmission sont satisfaites. |

Théoréme 3.2.6 Les opérateurs S’ et T' sont injectifs.

PREUVE. Nous allons faire la preuve juste pour 'opérateur T, les mémes arguments
étant valables pour S’.

_1
Supposons que my € H, 2 (divr, I') est solution de I’équation homogene :
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3.3 Equations intégrales sans fréquences irrégulieres

1
(3.35) T'mg = pL'C,,mg — N/ (51 + M) m, = 0.

On veut montrer que my = 0.
On construit v; et vo comme ci-dessous :

V() = p(Ws, Crymo)() + (‘PM@ {%1 + M} m0> (),  weor
et
V(1) = —(Ua mo)(),  zEQ

D’apres le th 3.2.5, ces fonctions sont solutions du probleéme de diffraction homogene
(i.e. quand E"“ = 0), et par conséquent v; = 0 dans Q2 et vy = 0 dans Q°. Maintenant
on définit

v(z) = —(Var, mo)(z) x € Q°

On a vy, v =n,,V = Cy;mo = 0. Puisque v satisfait la condition de Silver-Miller
on a v =0 dans Q°. Par conséquent v = 0 dans R? et [yp]v = my = 0. n

Remarque 3.2.7 Les opérateurs S’ et T' sont les adjoints respectifs des opérateurs
S et T pour la forme bilinéaire B, par conséquents ils sont également de Fredholm
d’indice zéro sous les mémes hypotheses que les théoremes 3.2.3 et 3.2.4.

3.3 Equations intégrales sans fréquences
irrégulieres

Pour que les quatres équations intégrales que nous avons construites admettent une
unique solution pour toutes valeurs réelles et positives de k., nous allons choisir les
constantes a et b telles que le probleme intérieur :

rotrotu—r’u=0  dans Q

<a7 b) ;é (07 0) aypu — b CO’YNKEU = O sur F

n’admette pas de valeur propre réelles et positives.

b
Lemme 3.3.1 51 —) =+ 0 alors le probleme aux limites intérieur ci-dessus n’ad-
a

met pas de valeurs propres réelles.
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3. Représentation intégrale de la solution

PREUVE. Soit k2 une valeur propre du probléme ci-dessus tel que x., € R et u # 0
une fonction propre. En utilisant la formule d’intégration par partie (1.14), on a :

[ trotul? =2 [ 0l = B 0u) = 5 B(Co)(ow) vpu) i £ 0

b .
= Ke <E>B(7N@u7 CO(WNNE U)) Sla # 0

En prenant la partie imaginaire des égalités ci-dessus et sous 'hypothese du lemme,
on en déduit que

B((Co)~ ' (vpu), ypu) = 0 et B(yn,, u, Co(yn, u)) = 0.

Comme Cj est elliptique pour la forme bilinéaire B, les traces ypu et vy, u sont
nécessairement nulles. On en déduit que u = 0 d’apres la formule de Stratton-Chu,
ce qui contredit I’hypothese de départ. [ |

On en déduit le théoréme suivant.

Théoreme 3.3.2 Supposons que :
(i) ke est un réel strictement positif,
(i) a=1etb= 277 avec n € R\{0},

:ufi 7
211 # —1, —1.
(i) 1 # 1, B
Alors les opemteurs S, T,S et T sont des opérateurs inversibles. De plus, étant

donné E™ ¢ Hloc(rot,R3), les représentations intégrales {(3.1), (3.11)}, {(3.26),

(3.29)} et {(3.30), (3.33)} de E' et E* donnent la solution du probléme de diffraction
diélectrique pour toutes valeurs réelles de k.

PREUVE. D’apres le théoreme 1.6.1, 'hypothese (i) implique que le probleme de dif-
fraction diélectrique admet une unique solution. D’apres le lemme 3.3.1, I’hypothese
(77) nous donne 'unicité des équations intégrales. Enfin les conditions énoncées aux
théoremes 3.2.3 et 3.2.4 pour que les quatres opérateurs intégraux soient de Fredholm
d’indice zéro se résument aux conditions (7). [

Remarque 3.3.3 Les résultats de ce chapitre se généralisent aux espaces HS (divr, I')

pour s € R. Etant donné E™ € HloC (rot,R3), les équations intégrales admettent
une unique solution dans H (divr,I") et les représentaions intégrales {(3.1), (3.11)},

{(3.26), (3.29)} et {(3.30), (3.33)} de E’ et E* donnent la solution du probléme dans
1
H; " 2 (rot, R3).

loc
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3.3 Equations intégrales sans fréquences irrégulieres

> Récapitulatif

La quantité qui nous intéresse est le champ lointain associé a la solution du probleme
de diffraction diélectrique. On obtient sa représentation intégrale en remplacant
les opérateurs de potentiels Vg, et Wy, par WE et WG (voir (2.9)) . Dans le
tableau ci-dessous sont répertoriées les quatres équations intégrales de fronticres
ainsi que la représentation intégrale du champ lointain correspondante. On rappelle

el

que p = et que n est un réel.

1've

Equation intégrale

Représentation intégrale du champ lointain

S_] =—p (_%I+MHZ) 'VDEmC o Cnir)/N,ge Einc

E® = — U j—in¥3, Cj

T = —CopE™ — (~1141,) v, E™

E* = —0% j—inVy. Co

S/j — fYDEmC o inCOfVNNE Einc

E* = pU% (31+M,,)j+ V55 Chj

le _ ’VDEmc o Z'TICO’YN,% Einc

EX = pUf;, Cud+ V57, (51+M,) ]

Et les opérateurs S, T, S' et T’ s’écrivent :

1 1 1

S = Cfﬂ' ((_§I+Mne) + ianfeCO) +p (_§I+Mﬁz> <C,{e + 277 (—§I+M,{e) Co) s
1 1 . ) 1

T= (—§I—|—M,{Z) ((—5 I"—Mne) =+ ”705600> —|—pC’,€Z (C,{e + wm (—§I+M,{e) CO) N

S = ((%HM%) — inCoC,%) Cuo, +p (Cm — inCo (%HMKE)) (%HMm) )
, 1 ‘ 1 : 1
T = (<§I+Mne) - mCoCHe) (§I+Mﬁi> +p (Cme — 1nCo (§I+Mm)) Ch, -
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Chapitre 4

Simulations numériques

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques expériences numériques pour illustrer
les principales propriétés des quatres équations intégrales construites au chapitre
précédent.

Les équations intégrales ont été implémentées avec Inversion Studio développé par
R. Potthast et son équipe a Reading et qui est une bibliotheque de résolution
d’équations intégrales surfaciques et de problemes inverses acoustiques et électroma-
gnétiques avec interface graphique et utilisant le langage de programmation MAT-
LAB. Cette bibliotheque permet de réaliser des discrétisations de bas degré des
opérateurs intégraux surfaciques. Nous avons contribué a quelques modules de cette
bibliotheque permettant la discrétisation des opérateurs intégraux surfaciques inter-
venant dans le probleme de diffraction diélectrique.

Dans la limite de la capacité de calcul de ce logiciel, nous avons testé la convergence
de la solution des équations intégrales discrétisées puis nous avons vérifié que sous
les conditions du lemme 3.3.1, les équations intégrales sont bien inversibles pour
toute la plage des fréquences réelles. Les résultats sont présentés en section 4.3 pour
une sphere diélectrique et en section 4.4 pour un cube diélectrique.

La méthode de discrétisation des opérateurs intégraux surfaciques généralement uti-
lisée avec ce logiciel est la méthode de Nystrom. Mais les équations intégrales que
nous avons construites sont composées d’opérateurs hypersinguliers donc la méthode
de Nystrom seule ne convient pas tout a fait. Nous avons utilisé une approximation
par éléments finis pour discrétiser la partie hypersinguliere de I'opérateur C,. Nous
débutons ce chapitre par une breve description de la méthode de discrétisation des
opérateurs utilisée. Nous précisons que nous n’avons pas encore entrepris ’étude de
la convergence de la méthode de discrétisation.
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4. Simulations numériques

4.2 Schéma numérique

_1
Les opérateurs S, T, S" et T’ sont des isomorphismes de H, 2 (divp, I') dans lui-méme.
Pour discrétiser ces opérateurs nous devons tout d’abord construire un espace de di-

_1
mension finie qui approche H, 2 (divp, T').

> Pour la discrétisation de la surface I' on choisit la triangulation.

On choisit un pas h et on approche la surface I' par un ensemble fini .7}, de triangles
tels que :

e Les sommets des triangles sont sur la surface I,

e Soient T' et T" deux triangles distincts de 7. On a :

vide
TNT =<{ ouun sommet
ou une aréte.

e Le diametre d’un triangle appartenant a .7, est inférieure ou égale a h.

eOnposel',= (J T etona I'y—T.
TeS,, h—0

S0

RS
%&

27\

AN

,

Triangulations de la sphere unité et du cube unité.

On pose N; = card(9,) et N, le nombre de sommets. Numérotons T3, 75, ..., Ty,
I'ensemble des triangles appartenant a 7, et pq,...,py, les sommets. On note
c1,...,cn, 'ensemble des barycentres des triangles 71, ..., Th,.

> On construit un espace de fonctions définies sur I'y,.

On note 22*(T'y,, ) ensemble des fonctions définies et continues sur I';, et poly-
nomiales de degré k sur chaque triangle de .7,. Pour approcher 'espace H _%(F)
nous choisissons les fonctions de plus bas degré a savoir les constantes par morceaux
POy, T). Cest un espace de dimension finie N; engendré par la base de fonctions
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4.2 Schéma numérique

(p1,...,¢n,) définies pour j =1,..., N; par :

| 1sizeT;,
(’Oj(x) - { 0 sinon.

Toute fonction dans 2°(T,,.7,) est uniquement déterminée par ses valeurs aux

_1
centres cq, ..., cy,. Pour approcher l'espace H, 2 (divr, I') nous considérons les fonc-

tions vectorielles de (22°(T,, Z,))” et tangentes & la surfaces I', que nous noterons
PY(Th, T1). Cest un espace de dimension 2N;.

> On discrétise les opérateurs intégraux M,, C, et C intervenant dans les équations
intégrales (3.7) et (3.9) ainsi que les opérateur de champ lointain W et W en
utilisant différentes approximations des noyaux.

(i) Pour les opérateurs faiblement singuliers on utilise la méthode de Nystrom.
On rappelle brievement la méthode : considérons I'opérateur intégral

R ey p )

ot K est infiniment différentiable sur {(z,y) € R? tel que z # y} et se comporte
comme |z — y|* 2 lorsque |z — y| — 0 avec a > 0. On approche le noyau K par la
fonction K définie par

K(z,y) . si |z —y| > e(h)
Ki(z,y) = <|i<_h>y|) K(ny) silo—y|<eh),

ou €(h) tend vers zéro lorsque h tend vers zéro. L’opérateur intégrale de noyau Kj,
noté Ay, converge uniformément vers l'opérateur A. L’opérateur Aj est discrétisé

dans la base {¢1,...,¢n,} en la matrice de coefficients (&%)1Si7j§Nt définie par :

a?j = Aj * Kh(Ci, Cj),

ol A; représente I'aire du triangle T}.

(ii) Pour la partie hypersinguliere T} de l'opérateur C, on choisit une autre
1

approximation. Nous rappelons que T, est défini pour j € H, 2(divp,T') par :

T.j(z) = —n(z) x / VE (VL (G, [ — 1)) - () do(y).

On approche la solution fondamentale, comme ci-dessus, par la fonction G}, définie
par
G(‘H, |$|—y|) si |z —y| = e(h),
Gh(k, |z —y|) = €e"*¥ :
’ — —y| < e(h).
ey flevledn
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4. Simulations numériques

Ensuite on approche G}, par une fonction linéaire par morceaux en chacune des
variables z et y. L’espace 21(T'},, },) est un espace de dimension finie N, engendré
par la base de fonctions (91, ..., 9y,) définies pour j,k =1,..., N, par ¢,(py) = 6%,
ol 5% est le symbole de Kronecker. On a

Gl o — )= 3" G I — () ().

k=1 l=1

L’opérateur Ty est alors discrétisé en la matrice T = (7}’;)1975 N, Ol Tl’; est une
matrice bloc 3 x 3 telle que

Thin(ci) = —A; * ZZGh pe = il )nn(er) x Vide(e:) (Vidu(e;), n(es)) -

k=1 I=1

ol ny désigne la normale a I['y.
Pour ¢(h) nous avons choisi

1
E(h) = §1Hf{’C,L —Cj|,i,j = 1...,Nt et Z#j},
ou cy,...,cy, sont les centres donnés par la triangulation .7,.

> On résoud les équations intégrales avec MATLAB.

Les opérateurs S, T, S’ et T’ sont discrétisés en des matrices de taille (3NV;)2.
D’apres la théorie, les opérateurs discrétisés sont inversibles sur 1’espace des fonc-
tions tangentes 22 (T, 7,) de dimension 2N,. Pour résoudre les équations intégrales
nous devons prolonger les opérateurs discrétisés en des opérateurs inversibles sur
(2T, Z4))° et qui envoient 2°(T',, Z,) dans lui-méme. Soit A un opérateur in-
versible sur 29 (T, ;) alors I'opérateur défini par j, — A(nj, X j, X ny) + N, ol
N est la projection orthogonale sur les fonctions normales a I';, est inversible sur
(2°(T1, F3))° et laisse bien stable espace 229 (I, ). On utilise cette méthode
seulement pour résoudre les équations intégrales associées aux opérateurs S et S';
les opérateurs T et T’ étant des perturbations de I'identité, une fois dicrétisés on
obtient déja des matrices inversibles & la fois sur (2°(I'y, 7)) et sur 22Ty, ).

Les matrices des opérateurs discrétisés sont donc des matrices pleines. La résolution
des équations intégrales nécessite de stocker cing matrices de dimension 9N? ce qui
demande beaucoup de mémoire vive. Tout en disposant de 16 Go de mémoire vive
nous ne pouvons pas utiliser de triangulation contenant plus de 4000 éléments, nous
nous sommes donc limités a de petites fréquences.

4.2.1 Quelques formules

Dans ce paragraphe nous rappelons les formules pour calculer le vecteur normal
unitaire extérieur a la surface discrétisée, le gradient des fonctions linéaires par mor-
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4.3 Cas de la sphere diélectrique

ceaux Y1, ...,Yy, et de I'élément d’aire.

p?

Soit T; un élément de la triangulation .7, de la sphere unité, on note ¢; son centre
et p}, p? et p? ses sommets. Le vecteur normal est donné par :

—_  —

(pip}) x (pip}) .

n(c) =—1T== —
|

(pip!) x (pip})

— .
On note h? la hauteur issue du sommet p!, Paire du triangle 7T; est donnée par :

a1
h’i

3,2
‘(pipi>
i = 7
On note 1/1{, pour j = 1,2,3, la fonction définie pour [ = 1,2, 3 par wf(pi) = 6; sur
T;. Son gradient est un champ de vecteur constants et tangents au triangle 7; et est

donné par
—

(V) () = (V) () =

h

4.3 Cas de la sphere diélectrique

4.3.1 Solution exacte du probleme de diffraction diélectrique

Dans le cas de la sphere de R3, il est possible de calculer la solution exacte des
problemes de diffraction en électromagnétisme grace a la théorie de Mie pour les
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4. Simulations numériques

équations de Maxwell harmoniques [30, 31]. Nous donnons ici les résultats concer-
nant le probleme du diélectrique.

On note P™ le m*®™ polynéme de Legendre d’ordre n, j, la fonction de Bessel

sphérique d’ordre n et h,(zl) la fonction de Hankel sphérique d’ordre n et de premiere
espece. On note Bg la boule de rayon R de R3. On note p, 6 et ¢ les coordonées
x

sphériques de € R? et on pose & = —.

Théoreme 4.3.1 Les fonctions harmoniques sphériques

. 2n 4+ 1 (n — |ml!) ,
ym _ P|m| 0 imep
(@ \/ e P cosi)e

pourm = —n,...,n andn =0,1,2,... forment une base orthonormale de L*(0B).

1
On pose 7(117)71(517) =rot(zj,(kp)Y,"(Z)) et NY = = rot MY, pour n=1,2,... et

K
m=—-n,...,n.

Théoreme 4.3.2 Les fonctions nglr)n et Nfll,)n sont solutions de I’équation de Mazx-
well rotrotu — k%u = 0 dans R3.

1

On pose Mﬁ)n(x) = rot(xhg)(/ip)YJ”(i;)) et N2, = —rot M), pour n=1,2,...
ik

and m = —n,...,n.

Théoreme 4.3.3 Les fonctions ng?})n et Négy)n sont solutions de I’équation de Mazx-
well rotrotu — k*u = 0 dans R3\{0} et satisfont la condition de radiation de
Silver-Miiller.

Maintenant considérons le probleme de diffraction par la boule Br de rayon R
soumise a une onde incidente arbitaire E™¢ :

rotrot E° — x,E° = 0 dans R3*\OBp
rotrot E' — k’E' = 0 dans Bg
E'xi—E'xi = E™x3 sur  OBg
1 - 1 1 .
—r1otE'x 2 — —rotE°x2 = —rotE"xz sur 0Bp
2% Me Me
lim p(rotE°* x & —ikE’) = 0.

p——+o0

Supposons que

E(e) = 3 3 M+ BN

n=1 m=-—n
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4.3 Cas de la sphere diélectrique

Lemme 4.3.4 L’unique solution (E',E*) € Hyy.(rot, R3) du probléme ci-dessus est
donnée par

B =3 S G, + 6N,

n=1m=-n

n=1 m=—n

ol
Cn,m = Op,m0n, gn,m = ﬁn,mbrw Tnm = OpmCn et 5n,m = 6n,mdn
avec
&jn(ﬂeR) (Un(kiR) + KiRjp (ki R)) = jn(KiR) (jn(keR) + ke Ry, (ke R))
I = ", (1) : y : (1) (1)
MO 5 R) (i) + iR (i) = (i) (hn (KeR) + KRR (K;ER))
2
iKe . . . . . .
ﬁjn(ﬁeR) (Jn(8iR) + KiRjp (ki R)) — jn(KiR) (jn(keR) + ke Rjy, (ke R))
by = —— Ll
Wik (1) : : : (1) (1)
LM (5 B) (jn () + KRBT (siR)) = (i) (nS (ko) + ke RASY (5. R)
FeR (n(re RIS (ke R) = 71, (ke RORSD (e R)
Cp = — -
%hg)(neR) (jn(KiR) + i Rj! (KiR)) — jn(#iR) (h;”(neR) + ke RRY (/ieR))
FiR (j(se RIS (5eR) = ji (ke RS (ke R)
dy, =

-— : ]

P (ke R) (o (i R) + iR (5iR) = (i R) (1D (e R) + kRIS () )
Hek;

PREUVE. On utilise le théoreme A.3.1 et on résoud le systeme composé des condi-

tions de transmission. On peut aussi retrouver ces formules en utilisant les dévelop-

pement en série de Mie des opérateurs Vg, , Wy, , M,, C, et Cy donné dans 'ap-

pendice . Ce calcul se trouve également dans le livre [1]. |
Le champ lointain associé est alors donné par (voir appendice) :

A (=) S s A
Z Z (an,mvﬁBlyn,m<x) X x+ ﬂn,mvaBlyn,m(x)) .

n=1 m=-—n

E(i) = ———

Exemple 4.3.5 Si le champ incident est une onde plane dirigée dans [’aze des
z > 0 et polarisée selon l'axe des x :

T 1
E"(x)=Tpe" ™ oux=| 29 | et P=| 0
I3 0
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4. Simulations numériques

Alors le développement en série de Mie est donné par [30] :

inc - -n 2n+1 MV(Lll) B MT(lel Nr(zll) + Nélzl
E™ =— Z "y 4T -+ ’
— n(n+1) 2i 2

Exemple 4.3.6 Si le champ incident est une source point située au point d et po-
larisée selon le vecteur p :

. ike|z—d|
E"(x) = rot” (?m) vec Vi = Il
alors
nc . — i"ie a # (5 Ve -_>
B (o) =32 oy 2 (rot M) (M) - 7)
(4.1) n=1 m=-n
+ rot Nin(x) (NO.(4) - 7))
et

rot M (z) = =ik NS (2),  rot Ny (z) = in ML, (2),

n,—m

Pour plus d’informations sur le calcul des harmoniques sphériques en vue de leur
implémentation, nous renvoyons le lecteur a ’appendice page 147.

4.3.2 Convergence de la méthode

Dans ce paragraphe nous présentons les résultats obtenus sur la convergence de
la solution des quatres équations intégrales discrétisées. Nous avons utiliser les ca-
ractéristiques suivantes.

> parametres : R =1, o = [t; = o, kel =1, ki = 2K, = 1.

> onde incidente : une onde plane,

Emc(m) _ ?eimex-d’ avec d = (07 0, 1) ot ? — 0

Le tableau ci-dessous affiche 'erreur relative en norme L? sur la sphére unité entre
le champ lointain E;° calculé en utilisant les représentations intégrales du tableau
page 55 et le champ lointain exacte EZ, .. calculé a I'aide des séries de Mie. La
solution de référence EZ, . est calculée en tronquant la série de Mie a n = 10.

exacte
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4.3 Cas de la sphere diélectrique

E° —E
Erreur relative [, = crocte |12
||EF’7‘!1(‘ F’||L2
N; T S’ T
128 | 0.1366 | 0.1060 | 0.1376 | 0.1060
256 | 0.0843 | 0.0636 | 0.0833 | 0.0623
512 | 0.0661 | 0.0419 | 0.0668 | 0.0404
1024 | 0.0460 | 0.0283 | 0.0468 | 0.0269
2016 | 0.0337 | 0.0197 | 0.0341 | 0.0183
4096 | 0.0247 | 0.0139 | 0.0252 | 0.0133
(S) Vitesse de convergence (T) Vitesse de convergence
-0.8 -0.8
.
g -1 2
% % 12
é -2 é 1.4
g 14 é -1.6
2 o -18
2 16 2
-2
-1.8 -22
2 25 3 3.5 4 2 25 3 3.5
log10 du nombre de triangles log10 du nombre de triangles
(S’) Vitesse de convergence (T’) Vitesse de convergence
-0.8 -0.8
}
g - 2
E % 12
32 3 -14
i 14 é -1.6
2 o -18
2 46 2
-2
-1.8 -2.2

2 25 3 3.5 4

log10 du nombre de triangles

Tout d’abord les champs lointains calculés apres résolution des équations discrétisées
convergent tous vers le champ lointain exacte. On remarque notamment que la
convergence de la méthode est plus rapide pour les champs lointains calculés en
résolvant les équations intégrales associées aux opérateurs T et T’ que celles as-
sociées aux opérateurs S et S’. Aussi les graphiques ci-dessous montrent que les
vitesses de convergence de la méthode pour les opérateurs T et T’ sont trés proches.
Ceci était prévisible vu que les opérateurs T et T’ sont adjoints I'un de 1'autre pour

N

25 3 3.5

log10 du nombre de triangles

la forme bilinéaire B. On a le méme résultat pour les opérateurs S et S'.
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4. Simulations numériques

Le graphique ci-dessous représente les coupes dans les plans ¢ = 0° et ¢ = 90° de
I'amplitude du champ lointain calculé avec les séries de Mie (courbe bleue et verte)
et du champ lointain calculé en résolvant 1’équation intégrale associée a ’'opérateur
T avec le maximum de triangles possibles.

Amplitude du champ lointain

433 A propos des fréquences irrégulieres

Nous avons montré au chapitre précédent que l'unicité des solutions des quatre
équations intégrales dépend de I'existence de valeurs propres du probleme aux limites
intérieur :

rotrotu—r?u = 0 dans Bpg

ypu — i Coyyn,,u = 0 sur  OBg

Pour le probleme physique, nous voulons éviter les fréquences parasites réelles. Ce-
pendant on sait que si n=0 le probléme ci-dessus admet une infinité de valeurs
propres réelles k2 oul le nombres d’onde k. appartient aux ensembles de racines

Mode TE :  {kn, jn(kn R) = 0,1 > 1}
Mode TM : {Kp 1, Jn(RniR) + Fny Ry, (R R) = 0,0 > 1},

pour n > 1. Les fonctions propres associées sont

Mode TE : M,(l,l,)n(/an,l,-), m=-n,...,n, [=1,...
m

Mode TM : N, (Bt ),

)

=-n,...,n, [ =1,...
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4.3 Cas de la sphere diélectrique

Dans le cas de la sphere unité (R = 1) les premieres racines sont :

Ru | 2.74370727 | TM
Kol | 3.87023858 | TM
k1 | 4.49340945 | TE
Ra1 | 4.97342035 | TM

L’expérience numérique qui suit consiste a vérifier qu’en choisissant un 7 non nul, le
spectre des opérateurs S, T, S’ et T’ est bien déplacé dans C\R. Nous avons calculé
le champ lointain en fonction du nombre d’onde k., en prenant les valeurs 0 et 1
pour le parametre 1 et en résolvant 1'équation intégrale associée a l'opérateur T'.
Les données sont les suivantes :

D> parametres : R =1, p. = p; = po, k; = 1 et ke € [2,4.2].

> onde incidente : une onde plane,

E’LTLC(LU) — ?einem-d’ avec d — (07 07 1) et ? —
> résultat :

Champ lointain en fonction de hombre d’onde

—n=0

n=1 : :
25 T R R PRRINeY :

IE”|

I s o

0.5 i i
2 2,743 3.87 4.2

Dans le graphique ci-dessus on a représenté le module de E* au point z = (1,0, 0)
de la sphere unité. On constate clairement que l'opérateur T’ dégénere au voisi-
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4. Simulations numériques

nage des valeurs propres du probleme intérieur associé et que choisir un 7 non nul
permet d’éviter les fréquences irrégulieres. Les deux courbes se superposent parfaite-
ment lorsqu’on est loin des fréquences parasites. Pour ces calculs nous avons utilisé
exactement 972 triangles pour discrétiser la surface. Au voisage des valeurs propres
nous avons affiné la subdivision pour . & 1073 prés. Pour cet exemple les valeurs
propres discretes sont légerement décalées par rapport au valeurs propres théoriques,
la premiere est comprise entre 7.765 et 7.769 et la seconde est comprise entre 3.9 et
3.904.

Ceci peut encore se vérifier théoriquement. En effet, dans le cas de la sphere unité on
peut calculer explicitement le spectre des opérateurs en utilisant le développement
en série de Mie des images par l'opérateur Cy des harmoniques sphériques (voir
appendice). Pour un reél n quelquonque, I'ensemble des valeurs x? du probleme
intérieur associé sont les carrés des nombre d’ondes x qui sont racines des fonctions :

1 . .
om+ 1 ﬁ (]n(’%R) + K‘eRjn(K/R» s
2 n(n+1)

1
— ju(KkR) + kRj.(kR) — i
f e (R + B (RE) Zn(2n+1+ on + 1

Kk — jn(KR) 4 in

)t

Vu que les fonctions de Bessel sphériques sont réelles, il est clair que les racines de ces
fonctions ne sont pas réelles puisque les parties réelles et imaginaires ne s’annulent
pas simultanément.

4.4 Cas du cube diélectrique

Meéme si les résultats théoriques ont été prouvés dans le cas de surfaces régulieres
nous avons testé numériquement les mémes propriétés dans le cas du cube diélectrique.

4.4.1 Convergence de la méthode

En ce qui concerne le cube diélectrique il n’existe pas de théorie pour calculer la
solution exacte pour le probleme de diffraction. Comme champ lointain de référence
noté EC; nous prenons le champ lointain calculé avec le maximum d’éléments pos-
sibles dans la triangulation a savoir 3888 triangles pour le cube. On utilise les ca-
ractéristiques suivantes pour le cube unité Cy = [0,1]3 :

D> parametres : e = ; = Jho, ke = T €t K; = 2FK,.

> onde incidente : une source point,

E"(x) = rot (G(ke, |z — d|)P) avec d = (.5,.5,—0.25) et P =
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4.4 Cas du cube diélectrique

Le tableau ci-dessous affiche 'erreur relative en norme L? sur la sphére unité entre
le champ lointain E;° calculé avec les équations intégrales discrétisées associées aux
opérateurs T et T’ et EY7(T) et E,.r(T') respectivement,

Erreur relative B — Bl

|[EverllL
N, T T
192 0.1050 0.1527
300 0.0632 0.0931
588 0.0299 0.0426
1200 0.0132 0.0178
2352 0.0044 0.0056

Les solutions des équations intégrales associées aux opérateurs T et T’ convergent
bien vers la méme solution puisque nous avons

1E7e,(T) — EZ (M)l
[l eplie

= 0.0025.

(T) Vitesse de convergence (T’) Vitesse de convergence

05 ® data ® data
—-1.24x+1.88 -0.5 —-1.29x+2.18

-1

-2

log10 de I'erreur relative
I
o

log10 de I'erreur relative

-2

2 2.5 3 3.5 2 2.5 3 3.5

log10 du nombre de triangles log10 du nombre de triangles

Pour cet exemple, les vitesses de convergence de la méthode pour les opérateurs T
(d’ordre 1.24) et T' (d’ordre 1.29) sont encore trés proches. Elles sont nettement
supérieures a celles de 'exemple précédent, ce qui peut s’expliquer par le fait que
I’erreur entre le champ lointain de référence et le champ lointain exacte est non
négligeable.

Dans le graphique ci-dessous sont représentées les coupes dans les plans ¢ = 0° et
¢ = 90° de 'amplitude du champ lointain calculé en résolvant 1’équation intégrale
associée a l'opérateur T avec le maximum de triangle possibles a savoir 3888 tri-
angles.
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4. Simulations numériques

Amplitude du champ lointain

0.7

— E"l, ¢=0
IE”, 9=90 M

''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''

IE”I

0 30 60 90 120 150 180

Dans le cas du cube, la convergence est tres mauvaise en ce qui concerne les équations
associées aux opérateurs S et S’, ce qui est sans doute di a des problémes de singu-
larités au niveau des arétes et des coins. Dans la seconde partie de cette these nous
utiliserons donc plutot I'équation intégrale associée a l'opérateur T.

4.4.2 A propos des fréquences irrégulieres

Nous avons montré au chapitre précédent que 1'unicité des solutions des quatres
équations intégrales dépend de I'existence de valeurs propres du probléme aux limites
intérieur suivant :

rotrot u — k?u = 0 dans (
ypu —in Coyn,,u = 0 sur  9C.

Si n=0 le probléme ci-dessus admet une infinité de valeurs propres réelles k2 de la

forme (voir [1, 14]) :
2

e —

2

K TRS + 7m§ + TK3,

avec
Kiko + K1K3 + Koks > 0.

Les premieres valeurs propres sont : les réels k2 o

Ke = \/57?, \/57?, \/gw, \/67r, NCI.
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4.4 Cas du cube diélectrique

Pour vérifier que lorsque qu’on choisit un réel n non nul le spectre des opérateurs
intégraux est déplacé dans C\R, nous avons calculé le champ lointain associé a la
solution du probleme de diffraction par le cube unité diélectrique soumis a une onde
incidente générée par une source point en fonction du nombre d’onde extérieur k..
Les données sont les suivantes :

D> parametres : [, = p;, k; = 1 et K, € [4,8].

> onde incidente : une source point,

1
E"(z) = rot (G(ke, |z — d|)P) avec d = (0.25,0.25, —0.25) et p = [ —1

> résultat :

Dans le graphique ci-dessous on a représenté le module de E* au point & = (1,0, 0)
de la sphere unité. Le champ lointain a été calculé apres résolution de I’équation
intégrale associée a l'opérateur T en prenant les valeurs 0 et 1 pour le parametres
n. Notez que v21 ~ 4.44, /31 ~ 5.44, /51 ~ 7.02 et /67 ~ 7.69.

Champ lointain en fonction de nombre d’onde

1.7 ' ' ' '
15k — =1 """"""" oo
=0 :
1.3 TR IRIPTEE
b S S
- :
w

0.1
4

Le graphique ci-dessus montre clairement que 'opérateur T dégénere au voisinage
des valeurs propres du probleme intérieur et que choisir un 7 non nul permet d’éviter
les fréquences irrégulieres. Pour ces calculs nous avons utilisé exactement 972 tri-
angles pour discrétiser la surface. Au voisinage des valeurs propres nous avons affiné
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4. Simulations numériques

la. subdivision pour k. & 1072 pres. Pour cet exemple les valeurs propres discrétes
sont assez proches des valeurs théoriques. La premiere valeur propre discrete se
situe dans l'intervalle [4.43,4.447], la seconde se situe dans Uintervalle [5.442,5.5],
la troisieme se situe dans Uintervalle [7.013,7.039] et la quatrieme dans l'intervalle
[7.696,7.720]. Les extrémités des intervalles sont les valeurs des deux pics inférieurs
et supérieurs que nous apercevons sur le graphique.
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Deuxieme partie

Optimisation de forme
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Chapitre 5

Dérivées de forme de la solution
du probleme de diffraction

5.1 Introduction

Soit E™ un champ électrique incident généré par une densité de courant J qui est
une donnée fixe et de régularité arbitraire. On fixe les constantes k;, ke, j1; et p. et on
suppose qu’elles satisfont les conditions du théoreme 3.3.2. Considérons 1’ensemble
O des domaines bornés, simplement connexes et réguliers de R?, caractérisés par la
permittivité ¢; et la perméabilité p; et disjoint du support de J. Le but de ce chapitre
est d’étudier les propriétés de dérivabilité de ’application E qui a un domaine 2 € O
associe la solution E(2) = (E*(Q2), E*(Q)) € Hyec(rot, R?) du probleme de diffraction
par I'obstacle diélectrique Q € O soumis & l'onde incidente E™¢. La dépendance en
() est hautement non-linéaire. Les outils basiques de calculs différentiels nécessitent
(au moins) un cadre d’espaces vectoriels topologiques et localement convexes [42],
cadre dont on ne dispose pas dans le cas des fonctionnelles de formes. Une approche
satisfaisante pour avoir des informations sur le comportement de E au voisinage d'un
domaine 0y € O est de représenter des variations du domaine par des éléments d'un
espace de fonctions. On considere des variations générées par des transformations
des points x de I'espace R? du type

=z +r(z),

ol r est une fonction vectorielle définie au moins au voisinage du bord I'y de 2.
Cette transformation déforme la surface I'y en la surface

L, ={04+rTo={z, =z +r(z);z € Ty}

d’un domaine €2,.. On note z, la variable de I', et n, le vecteur normal unitaire &
I',.. Pour » = 0 on note ng = n. On note également do ’élément d’aire sur I',. et on
utilisera les notations do(y) et do(y,) pour différentier I'intégration sur I'y et sur I',..
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

Comme nous considérons uniquement des surfaces régulieres et simplement connexes
nous choisissons des fonctions r infiniment différentiables sur I'y. Dans ce cas il faut
étre prudent dans la définition de dérivée de forme car I'espace € (I'y) des fonctions
infiniment différentiables sur I'y n’est pas un espace de Banach et n’est pas normé non
plus mais c’est un espace de Fréchet. On note do, la distance sur €>°(I'y). On choisit
un réel 0 strictement positif et suffisamment petit tel que pour tout r € €°°(I'y)
avec dy(0,7) < § la transformation I+r est un €*-difféomorphisme de I'g sur ',
et tel que le domaine €, est disjoint du support de J. On pose

Bs ={r € (1), dx(0,7) < 0} .
On introduit 'application
r € Bs— &(r) = E(Q,).

L’ensemble Bjs est un sous ensemble ouvert de €°°(I'g). Nous allons donc étudier la
différentiabilité au sens de Gateaux de I'application r — & (r). La dérivée de forme
de la fonctionnelle E en )y dans la direction £ est alors donnée par :

)
DoEl0:) = 5 £(16)

Pour étudier la différentiabilité de l'application r +— &(r) nous allons utiliser la
représentation intégrale de &(r) obtenue en utilisant la premiere méthode (cf section
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5.1 Introduction

3.2). On pose &'(r) = E'(2,) et &*(r) = E*(Q,). On note ¥}, , U4, , Cr, CF et M
les opérateurs de potentiels et les opérateurs intégraux de frontiere sur la surface I,
et b, Y., Yo et Yy les opérateurs de traces sur I'.. On fixe un réel 7 # 0 et on

pose p = 'ue,{i, d’apres les résultats établis dans la premiere partie de cette these on
a ifve

(5.1) & r) = EMC + &5(r)

avec

(5.2) &(r) = (=¥, —inThy, Cp)i, dans Q¢ = R*\Q,

ou j, est solution des équations intégrales
T 1 T T Einc roT inc
S JT’ = —p _§I+MK/Z IYDE - Cﬁli’YN,@eE 9

et
. . 1 )
Trjr — _PC,;’}/BEmC _ (_EI—{—M;) ’y;vme Einc.

~ 1
(5.3) E'(r)=—=Wy 5 E%Nr)— Wy 5 &Y (r) dans Q,
P i fe R

3 r r , , r r
Nous rappelons que les opérateurs S et T" sont composés des opérateurs Cg, CY. |

_1
M., Cr. et M et que ces derniers sont définis sur I'espace H, *(divr,,I',).

Notation : soit Z.(X,)) 'ensemble des applications linéaires et continues d’un es-
pace de Fréchet X dans un espace de Fréchet ).

Nous devons par conséquent étudier la différentibilité au sens de Gateaux des appli-
cations

B; — fc(H;%(divpr,rr))
r = M.

r — C]
et des applications :

B — % (Hj(divrr,l‘r),H(rot,Qr)UHloc(rot,Q$)>

,
roo— Uy

;
roo— WY,

La définition méme de dérivabilité de ces applications souleve des questions non
triviales que nous allons discuter dans le paragraphe suivant.
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

5.1.1 Difficultés

Nous sommes confrontés principalement a deux difficultés. Tout d’abord nous allons
devoir contourner le probleme suivant :

Comment dériver des applications de la forme r — f(r) ou f(r) est une
fonction ou un opérateur dont le domaine de définition varie avec r ?

La deuxieme difficulté est que pour pouvoir construire des dérivées de forme de
la solution en utilisant la représentation intégrale (5.1)-(5.3), nous devons absolu-
ment démontrer que les dérivées agissent entre les mémes espaces que les opérateurs

1
intégraux eux-mémes, a savoir H, 2 (divr,, 'g) (on dérive en r = 0).

Meéme si aujourd’hui il existe de nombreux travaux sur le calcul de variations de
forme [19, 32, 33, 39, 40], dans le cadre des équations intégrales surfaciques, la
littérature mathématique n’est pas tres étendue sur ce sujet. Pour répondre a ces
questions, nous nous sommes essentiellement inspirée des papiers de R. Potthast
[36, 35, 34] dans lesquels il a étudié la différentiabilité au sens de Fréchet des solu-
tions des problemes de diffraction d’ondes acoustiques avec conditions de Dirichlet
et de Neumann puis de la solution du probleme du conducteur parfait mais dans
les espaces de fonctions continlues. Que l'on se place dans les espaces de fonctions
continues ¢*(T,.), oit dans H, % (divr,, T,) les mémes difficultés persistent mais 1al-
ternative que propose R. Potthast ne se généralise pas a 'espace H;%(dinr,Fr).
Nous présentons dans la suite les différentes techniques utilisées par R. Potthast
pour étudier la dérivabilité de telles fonctions f.

Une premiere idée, assez classique, est qu’au lieu d’étudier ’application
r € Bs — f(r) € €"(T,)
on considere plutot 'application
r € Bs f(r)o (I+r) € €"(T).
Ce point de vu s’étend aux espaces de Sobolev.

Proposition 5.1.1 Soit u, une fonction scalaire définie sur I',. Alors u, € H*(T',)
si et seulement si u, o (I4+r) € H*(T).

PREUVE. On utilise la définition de 1'espace H*(I',) vu au chapitre 1 en prenant
comme cartes locales ((I+7) o) pouri=1,....p. |

Désormais nous notons 7, la transformation qui a une fonction u, définie sur I,
associe la fonction u, o (I+r) définie sur I'yg. Pour tout r € By, la transformation 7,
admet un inverse. On a

(ru,)(z) = up(z +7r(2)) et (77 u)(z,) = u(z).
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Ensuite, au lieu d’étudier ’application
r € Bs A, € Z.(¢°(T,),¢°(T,))
on considere plutot 'application
r€ Bs— A7 € £ (€°(10), €° (1)) -

Ce point de vue s’étend également aux espaces d’applications linéaires et continues
entre les espaces de Sobolev.

Ce qu'on aurait envi de faire c’est d’insérer le produit 7,

T, = IH,%(F) entre
chaque opérateur dans la représentation intégrale de la solution et d’étudier la

différentiabilité des applications

T,,C'(’;T,Tl,

TTC',’;T;l,

TTM:TT_I,

W 7
M T

11111

mais d’autres difficultés persistent. Les opérateurs intégraux surfaciques que nous
considérons sont définis pour des fonctions tangentes a I',.. Comme 1’a tres bien fait
remarquer R. Potthast, 'opérateur 7, M 7!, restreint aux fonctions tangentes a I,
a la méme régularité que le potentiel de double couche. Et si on différentie 7, M7,
il est certain que nous n’obtiendrons pas un opérateur avec la méme régularité que

_1
M, et qui agisse sur H, 2 (divr,, '9) puisque :
_1 1
7.(H 2 (divr,, T',.)) # H, 2 (divp,, To).

. . _1
Aussi, le champ E™ est analytique donc 7, (v,E™) € 7,.(H, *(divr,, T',)). Considé-
of(ts)

rons la trace f(r) = 7. (vHE™). Pour £ € €(T), sa dérivée directionnelle ———>

at  jt=o0
of(t€)

T n’est pas défini. On a bien sir le méme
|t=0

probleme avec la trace de Neuman v}, et les autres opérateurs.

n’est plus tangente a I'g donc M,

Pour se ramener a des fonctions tangentes a ['y, I'idée de R. Potthast était d’intro-
duire des opérateurs de projection sur les espaces tangents des surfaces I'g et T',.
Notons 7y la projection orthogonale sur le plan tangent a I'y. C’est un opérateur
linéaire et continu des fonctions vectorielles et continues sur I', dans ’espace des
fonctions vectorielles et tangentes & I'y et pour u, € (£(I',))” on a

(mou)(z) = up (2 +r(z)) — (n(z) - ur(z + r(2))) n(z).

81



5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

Proposition 5.1.2 La restriction de mg aux fonctions continues et tangentes a I,
admet un inverse, on le note w(r). L’application w(r) est définie pour une fonction
u tangente a I'g par

(m(r)u)(z +r(z)) = u(z) - n(z)

T+ .
n.(x+r(z)) n(z)

Et m(r)ju € H(L',) si et seulement siu € H ().

Notons que 7(0) = m. Dans le cadre des espaces de fonctions il suffisait d’insérer
le produit 7(r)m(0) = Io(r,) dans la représentation intégrale de la solution pour se
ramener a 'étude d’opérateur intégraux définis sur €2(I'y) qui ne dépend plus de r
mais ici on obtiendrait des opérateurs définis sur

7(0) (M2 divr, . T)) = {u € M3 (Do), divr, (n(r)w) € HH(T,) .

Cet espace dépend encore de la variable r et ne correspond pas a H;%(dino, Ty).
Notre approche consiste a utiliser la décomposition de Helmholtz (voir chapitre 1)
des espaces HS, (divr,,I';) pour s € R et a introduire de nouveaux opérateurs inver-
sibles P, définis sur HS (divr,,I';) et qui ne sont pas des opérateurs de projections.

5.1.2 Alternative : utilisation de la décomposition de Helm-
holtz

Nous avons vu au chapitre 1 que la surface ['y étant réguliere et simplement connexe,
I'espace HS (divr,,['g) admet la décomposition suivante pour s € R :

H3, (divr,, To) = Vi, (H**(T'0)/R) @ rotr, (H**'(T)/R) .

Puisque le réel § est choisi de telle sorte que pour tout r € By les surfaces I', sont
encore régulieres et simplement connexes, alors les espace HS, (divr,, T',) admettent
également la méme décomposition.

Soit j, € Hi(divr,,[}) et soit Vr, p, + rotr, ¢. sa décomposition de Helmholtz.
Puisque p, € H***(T,) et ¢. € H*™(T,), les changement de variables de T', & Ty,
p(r) = 7.(p;) et q(r) = 7.(¢.), sont dans H*2(Ty) et H*T'(Ty) respectivement
d’apres la proposition 5.1.1. L’opérateur suivant :

Pr : Hi (diVFT, Fr) — Hi (diVFm FO)

5.4 . .
(54) j.= Vi, py +rotr, g — = Vi, p(r) + rotr, ¢(r)

est alors bien défini.

L’opérateur P, transforme un champ de vecteurs j, tangent a I', en un champ de
vecteurs j tangent & I'g. Cet opérateur est linéaire, continu et admet un inverse P,
donné par :
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5.1 Introduction

5 P Hi(dive,To) — H; <divrwf )
' j=Vr,p+rotr,q = Vi, 7, (p) + rotr, 7.7 (q).

On inscre I'identité Ins divy, 1) = PT_1PT dans la représentation intégrale de &(r) :

£(r) = (W, Py — Wy, Py (PGP ) Py, dans €.

ol
1 i .
Prjr = PrS;1P;1 <_:0 <_§I+PTM’ZZPTI) PrfyrDEmc . (PTC’:ZP;l) PT’Y}AVHE Emc) ,
et aussi

1 .
Pr‘jr = PrT;lp;l (_p (PTC’;P;l) 7nr-yDEch _ (_§I+PTM,:LPT1) PTP)/}“VHE Eznc) 7

6””'(7“):—%(‘I’EWPT1)( YN )6 (1) = (T, P (P ) (r), dans Q.

r

Les opérateurs P, M'P. " et P.C7P, ! sont bien définis de H? (divp,,Ty) dans lui-

méme. Par contre, les opérateurs W P Let v, P ! sont définis de Hi_%(divFO, To)
dans H*(rot, )UH e(rot, QF). Par conséquent, nous allons étudier la restriction de
ces opérateurs a tout compact de R3\I". En effet, étant donné un compact K inclus
dans R3\T, il existe un reél 0x < d tel que pour tout r € Bs,, on a K N[, = (. Les
noyaux de ces opérateurs sont alors de classe € sur K pour tout r. De plus, puisque
R3\I" est réunion dénombrable de compacts, on va pouvoir définir une dérivée sur
QuQe.

Finalement nous allons étudier les propriétés de différentiabilité des applications
suivantes pour s € R :

BzSK - D%(Hi(dIVFmFO)a(gOO(K)) : TH\I]%RPZI
5.6 By — LR (dive, To), €2(K)) = r e U3, P!
: Bs — Z(H®(divr,, o), H? (divp,, ) : 7+ P.MIP;!
Bs  — Z.(H(divp,, L), H5 (divp,, Iy)) : r— P.CIP!

Maintenant regardons de plus pres la représentation intégrale des opérateurs cités
ci-dessus (5.6).

> Représentation intégrale de U}, P, .
L’opérateur \IleﬁPr_1 est défini pour j = Vr, p + rotr, ¢ € HS (divr,,T) et x € K

par :
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

Uy, P i) =k | Gs, v —y,l) (Ve,77'p) (yr)do(y,)

Iy
+ K/ G(k, |z — y|) (I‘OtrrTr_1Q) (y,)do (y,)
ry

—k'V [ G, |z = y.]) (Ar, 7 "'p) (yr)do(y,).

r,

> Représentation intégrale de V), P~ L
L’ opérateur W4, P,~" est défini pour j = Vr, p+rotr, ¢ € H} (divr,,Io) et z € K
par :

Wy, P i(2) = rot | Gk, v —y,]) (V. 77"'p) (y,)do(y,)
Ty

+ I‘Ot/ G(K,, |-T - yr|) (rOtFrTr_lcﬁ (yr)(yr)dg(yr)'

> Représentation intégrale de P,C"P; ' .
Rappelons que pour j, € Hf (divr,,T'.), 'opérateur C” est défini par

Criy(z,) = —rn(a,) x / Gk, 2 — ur D () (1)

—kIng(a)) X VI / Gk, |2y — yol) dive, §, (s )do (4,).

On veut écrire C1j, sous la forme Vp P, 4 rotr, (.. Puisque divp, roty, = 0,
rotr, Vp, =0 et Ap, = divy, Vi, = —rotp, rotp, on en déduit que :

divr, Cj, = Ar, P, et rotp, Crj, = —Ar, Q.
Par conséquent on a :
(57)  Ple)= —r A7 dive, (m(w» < [ Gl la - yr|>jr<yr>da<yr>)

et

Que) = = (=5 votr, (m(ar) x [ Gl = D)o () )

T

kY (—Ap,) rotr, (— rotr,) / G J2r — o) dive, §, (s )do (y,),
I

= K AE} I'OtpT (nr(JTT) X / G(K’a |$r - yr|)jr(y7“)d0_(y7”))
Tht / G |2r — o) dive, J, (s )do (3,).
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5.1 Introduction

L’opérateur P,C7P; ! est défini pour j = Vr, p + rotr, ¢ € H? (divp,, I'g) par :
P.C'P; ! = Vr,P(r) + rotp, Q(r),

avec

P(r)(z) = —r (nAf dive, 7,) ((Tr"r)(l“) X Ty {/ Gk, |+ =y )(Vr, 7, 'p) (yr)do (yr)

T

[ G rote, o))t} o))
et

Qr)(x) = & (nAp, rotr, 7,7) ((Tr"r)(w) X Ty {/F Gk, | =y )(Vr, 7,7 'p) (yr)do (yr)

T

v Gl —yrr><rotm-1q><yr>do<yr>} <a:>)
on ([ Gl =g ) (An D)) do () ) ().

T

> Représentation intégrale de P, M P~ L,
Rappelons que pour j, € Hf (divy,, [',.), opérateur M est défini par

M, (2r) = /F (VG (s, [z = p])) - 0 (20)) i (yr)do (yr)

_ / VG (k|2 — y]) (p(2,) -, () do(y,).

En procédant comme pour 'opérateur P,.CT P, ! on obtient que 'opérateur P, M, P !
est défini pour j = Vr, p + rotr, ¢ € H (divp,, ['g) par :

P.M'P,'j = Vr,P'(r) + rotr,Q'(r),
P'(r)(z) = (mAg, dive, 7,7") 7, {_ / (VG (8, | - =yel) - 0e()) (rotp, 7,7 q) (yr)do ()
= [ (96t =uel) - 0 0) (e, p) ()
+/ V&G (k, |- =yp]) (0 (1) = np () - (rotr, 7,7 q) (yr)) do(yr)
+ / V&G(k, |- —yrl) (("T() —n.(y,)) - (VFT‘TT_lp>(yT)) da(yr)} (z),
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

et

Qi) = (nAr totr, 7.71) 7 {/ (V"G (.| - =wel) -0, ()) (rotr, 7,7 ) (yr)do (y,)

T

+/ (VG |- =yel) -0 () (Vi 77 p) (g )dor(yr)
- erG(H'v | : _yr|) ((nr() - nr(yr)) : (rOtFrTr_quyr)) da(yr)

— / Vo Gk, | - —yr]) ((nr() —n,(y.)) - (VFTTT_lp)(yT)) da(yr)} ().

T

Les opérateurs ci-dessus sont composés d’opérateurs intégraux faiblement singuliers
et pseudo-homogenes de classe -1 et des opérateurs différentiels surfaciques définis
au chapitre 1. Par un changement de variable dans 'intégrale, nous nous ramenons
finalement a 1’étude des propriétés de différentiabilité d’applications de la forme
r — 71Kpr7 ' out — P! ot Kr, est un opérateur intégral sur la surface
I', de noyau pseudo-homogene défini comme au chapitre 2 et P, est I'opérateur de
potentiel associé et aussi de celles des applications

—1
TrVFTTT

T, rotp, 7.
7, divp, 7,
T TOtp, T,
EAN T

1
1
1

11111

Avant d’effectuer ce travail, nous allons commencer par rappeler quelques résultats
élémentaires sur la diférentiabilité dans les espaces de Fréchet et quelques résultats
établis dans le livre de A. Henrot et M. Pierre [32] qui nous seront tres utiles.

5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet

5.2.1 Définitions et propriétés

Les espaces de Fréchet sont des espaces vectoriels localement convexes, métrisables
et complets sur lesquels on peut étendre certains résultats élémentaires de calcul
différentiel valables dans les espaces de Banach. Nous en rappelons quelques-uns
dans ce paragraphe. Nous renvoyons le lecteur au livre de J. T. Schwarz [42] pour
plus d’informations.

Définition 5.2.1 Soient X et ) deux espaces de Fréchet. Soit U un sous ensemble
ouwvert de X. Une application f : U — Y est dite différentiable au sens de Gateaux
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5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet

ou G-différentiable en rq € U si la limite suivante

i /o +8) = f(ro) _ 0
t—0 t at|t:0

f(ro +1§)

existe pour tout & € X. On note
0
Ef 70, ]

la dérivée au sens de Gateauz de f en vy dans la direction &.

0
L’application & — — f[ro, &] ne définit pas toujours une application linéaire et conti-
nue de X dans Y.

Définition 5.2.2 On dira que f est continiment différentiable au sens de Gateaux

ou G-différentiable si ’application a est une application continue de U X X dans
r

0
Y et si pour tout ro € U la dérivée premiére — flro, | est linéaire.

or
Les dérivées d’ordre supérieures de f dans la direction £ sont définies de la fagon
suivante :
am om

&,—mf[rmf} = at—mf(ro + &) jt=0-

On dit que f est €™ G-differentiable si
UxX x---x X dans ).
—_———

mfois
Lorsque les dérivées au sens de Gateaux sont bien des fonctions continues et linéaires,

certains résultats valables dans les espaces de Banach le sont également dans les
espaces de Fréchet, comme les regles de dérivation de produit de fonctions et de
fonctions composées et le développement limité de Taylor avec reste intégral ([42]
p. 30). Par contre le théoréme de dérivation de l'inverse d’une fonction nécessite le
cadre des espaces de Banach mais nous n’en avons pas besoin ici.

m

orm

est une application continue de

Nous aurons besoin du lemme suivant pour étudier la différentiabilité I'application
qui a r associe l'inverse de l'opérateur de Laplace-Beltrami Ar, ou les inverses des
opérateurs S, et T,.

Théoreme 5.2.3 Soient X un espace de Fréchet et Y une algébre de Banach uni-
taire. Soit U un sous ensemble ouvert de X. On suppose que l'application f : U — Y
est G-différentiable en ro € U et que f(r) est inversible dans Y pour tout r € U et
que Uapplication g : v — (f(r))~! est continue en ro. Alors g G-différentiable en r
et sa dérivée premiére dans la direction & est :

5:5) 2l €] = = (r0) g FTr0, 510,

De plus si f est €™ différentiable au sens de Gateaux alors g aussi.
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

PREUVE. Soit { € X et t > 0 suffisamment petit pour que (ro +t£) € U, on a :

(f(ro+16))~" = (f(ro)™*
= (f(ro) = f(ro)(f (ro + €)™ = (f(ro)) =" f (ro + t&)(f (ro + ££))
= (f(ro)) ™" (f(ro) = f(ro +1€)) (f (ro + 1£)) ™"
= (f(ro))™" (f(ro) = f(ro +£8)) (f(ro)) ™"

+(f(ro) ™ (f(ro) = f(ro + &) (f(ro +£6)) ™" = (f(ro +££))7") -

Puisque ¢ est continue en rq on PH(]) (f(ro+t&))™* = (f(ro))~) = 0 et puisque f est
dérivable en ry on a

i 0O 00 = 0 TN ) D i, ()

t—0 t

Par conséquent

g U O GO 00

5.2.2 Quelques dérivées de forme classiques

Lemme 5.2.4 Soit v € Ty. L’application f : v € Bs — x + r(x) € R® est €
différentiable au sens de Gateaur et sa dérivée premicre en ro € By est définie pour
£ e €>(y) par :

0
o Flro,€] = €(@).

Les dériwvées d’ordres supérieurs sont nulles.

PREUVE.

f(roqt€) = flro) = t&(x) = (z +ro(x) + 1&(2)) — (x + ro(2)) — t&(x) =

Définition 5.2.5 Soit r € Bs. On appelle jacobien tangentiel de (1+r) sur 'y la
quantité notée J, et définie par

(5.9) J, = det (

t(I —|—D1A“T1nH

ot T est un prolongement de r a R3.
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5.2 Différentiabilité dans les espaces de Fréchet

On peut également utiliser la géométrie différentielle pour le définir. On utilise les
notations du chapitre 1. Soit x € T’y et (1;, O;) une carte locale au voisinage de x.

Pour & = ;(ug, vo) et on note e; = a—i(uo, V) et e = a—i(uo, vp). L’élément d’aire
U v

sur ['y est alors donné par
do(z) = |e; X ez|dudv.

Soit x, = x+r(z) € I, puisque I +r est un difffomorphisme de T’y sur T',., le couple
((I+7) o9y, O;) définit une carte locale de I', au voisinage de z,.. L’élément d’aire
sur I',. est alors donné par

do(x,) = |(I+Dr)e; x (I4+Dr)es|dudv = |com(14+Dr)(e; X es)],

ou com(A) désigne la comatrice de A. Le jacobien tangentiel est défini comme étant
la fonction définie sur I'y telle que

do(x +r(x)) = J.(z)do(z)

Par conséquent J, = [com(I+Dr)n(z)|. On en déduit la formule (5.9).
Les lemmes suivants sont prouvés dans [32], ici nous allons utiliser la géométrie
différentielle.

Lemme 5.2.6 L’application f qui ar € Bs associe J, € €°°(I'y) est €°° différentiable
au sens de Gateauz et sa dérivée premiére en r = 0 est définie pour £ € €>(I'y)

par :
%[e,g] ~ divp €.

PREUVE. On pose g(r) = (I+Dr)e; x (I+Dr)es. On a J, = % On a
g

g(?”o—l-tf)—g(ro) =1 (Df) e X (I +DT0)€2+t(I +DT0)61 X (Dg) €2+t2 (Df) e1 X (Dg) €9.

On en déduit que g est infiniment différentiable au sens de Gateaux en ry € By, sa
dérivée premiere est

dg

E[ro,f] = (D&)er x (I+Drg)ea + (I4+Drg)er x (DE) eq
et sir=0ona
2l €] = trace(DE) (e x e2) — (D) (e2 x €3),
Sa dérivée seconde est
%[O,g] — 2com(DE)(er % e3).
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

Les dérivées d’ordre supérieur sont nulles. Etant composée d’applications infiniment
G-différentiables , f : r — J,. est également infiniment G-différentiable et sa dérivée
premiére en r = 0 est définie pour £ € €>°(I'y) par :

of 1 0dg

5, 10:€ = ’9(0”25[0,5] - g(0) = divE — (['Dg]n) - n = divp, .

Lemme 5.2.7 L’application f qui ar € Bs associe T,n, = n,o(I+r) € €>°(Iy) est
E> différentiable aus sens de Gateaux et sa dérivée premiere en r = 0 est définie
pour £ € €°°(Ly) par :

of

ar
PREUVE. En utilisant la géométrie différentielle on a

~ (I4+Dro+tD€)ey x (I+Dro +tDEey  g(ro +t§)
My g7+ (10 + ) (7)) = (I+Dro + tDE)er x (I+Dro + tDE)ea|  |g(ro + t€)|

Etant composée d’application infiniment G-différentiable, 'application r +— 7.n.
I'est forcément. D’apres les regles de dérivation, sa dérivée premiere en r = 0 dans
la direction & est

[0,¢] = = [Ve& n(x).

o o s 1 (g
SE00.6) = 0.~ s (20,8 9(0)) 0)

- L@[Of] — (L@[og] . n) n.

9(0) or 9(0) or
avec I g -
mg[of] = (div§) n — [V¢]n.

NB : ce dernier lemme est valable pour des surfaces moins régulieres et ce qui est
intéressant c’est que les dérivées sont de méme régularité que le vecteur normal lui
méme, pourvu que ¢ soit suffisamment réguliere.

5.3 Dérivées de forme d’un opérateur intégral de
noyau pseudo-homogene
Dans cette section nous nous intéressons a la différentiabilité au sens de Gateaux

des applications qui & r € Bs associent 'opérateur intégral 7,.Kr, 77! avec Kr, défini
pour u, € H*(I',) par :

(5.10) Kr,u,(x,) = Vp./ kv (Yr, 2 — Yy )ur(yr)do(y,), x € T,

T
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1

et des applications qui a r € Bj associent 'opérateur de potentiel P,7,~" avec P,

défini pour u, € H*(I',) par :

(5.11) Pru(z) = /F k(Yr, © — yr)ur(y,)do(y,), v € K,

ol k, est un noyau faiblement singulier et pseudo-homogene de classe —m avec
m > 0 en la variable z, = x, —y, € R? et régulier par rapport a la premiére variable

Yr-

Par le changement de variable x, — x + r(z), nous avons :

e, 7 () () = vp. / k(y + (), + r(z) — y — r())ulv) Sy (y)do(y), 7, €T,

et
Por () () = / ke(y + (), — y — 1) u(y) 1 (y)do(y), = € K

Nous allons tout d’abord considérer des noyaux k, qui sont des restrictions a I,
d’une méme fonction (x,y) — G(x —y) définie sur R? ott G(2) est pseudo-homogene
de classe —m. Notons que pour r € Bs on a x, — ¥y, = 0 si et seulement si x —y = 0,
donc cette classe de noyaux a bien un sens. Le théoreme suivant établit 'infinie
différentiabilité au sens de Gateaux des opérateurs intégraux surfaciques de tels
noyaux k, et qu’on obtient leurs dérivées en dérivant leurs noyaux.

Théoréme 5.3.1 Soit G(z) un noyau pseudo-homogéne de classe —m sur R3. On
suppose que pour tout r € Bs, on a k.(y,, z, —y.) = G(x, — y,). Alors Uapplication

Bs — Z.(H*(Ly), H*""(T))

r — 7.Kp7!
est € différentiable au sens de Gateauz et

om . [ O {Ga+r(@)—y—r)}
pyen {TTICFT’TT } 0, &|u(z) = /

To arm

[0, {Ju(y)do(y),

et la dérivée premiére du noyau est définie pour & € €°°(T'y) par

oG +r(z) —y—r(y))}
or

PREUVE. Notons (I'g x ['g)* I'ensemble des couples (z,y) € 'y x 'y tels que x # y.
Considérons 'application

frUx (Lo xTo) = f(rz,y) =G +r(z) —y—r(y))J.(y) €C.

0,¢] = (&(z) — &) - VG (z —y) + Gz — y) divr §(y).

I>Etape 1:
Tout d’abord on montre que pour (z,y) € (I'g x I'g)* fixé I'application r — f(r, z,y)
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

est infiniment différentiable au sens de Gateaux sur Bs. En effet, d’apres le lemme
5.2.6 'application r +— J,(y) est infiniment G-différentiable sur Bs, 1'application
r — x + r(z) est également infiniment G-différentiable sur Bj et le noyau G est
de classe € sur R3. L’application r — f(r,z,y) étant composée d’applications
infiniment G-différentiables l'est également et en utilisant la formule de Leibniz on
a:

k k o k—a
el ) =3 () gz G+t —y = r)} i 875 P g
G~ 9} o, € = DIGTe + 1o(e) — — rolu), () — ),
" fois
I>Etape 2

Nous montrons ensuite que chaque dérivée définie un nouveau noyau pseudo-homogene
de méme classe, c¢’est-a dire que pour tout £ > 0 I'application

(l‘,y) = W [T0,€]<$,y)

k—a
r

est pseudo-homogee de classe —m également. Vu que ey

[0, £] est de classe €
nous allons tout simplement montrer que

Q

(@,y) = 5 G (@ +r(@) =y = 7(y)} [ro,¢]

définit un noyau pseudo-homogene toujours de classe —m. Par définition, G(z) admet
le développement asymptotique suivant lorsque z tend vers zéro :

-1

G(2) = G(2) + Y Gunj(2) + Grsa(h, 2)

j=1

ol Gy,4; est homogene de classe —(m + j) pour j = 0,...,0 — 1 et G4y est de
régularité arbitraire. Il s’agit alors de montrer que les dérivées successives de chaque
terme du membre de gauche sont pseudo-homogenes de classe —(m + j). On conclut
grace a la proposition suivante.

Proposition 5.3.2 Soient G,,(z) homogéne de classe —m et & € €°°(I"). La fonc-
tion (z,y) — DFG .z +ro(z) —y—ro(y), E(x) —E(y)] est pseudo-homogéne de classe
—m.

PREUVE. On fait la preuve seulement pour la dérivée premiere c’est-a-dire pour
k = 1. Dans ce cas on a

DGlx+ro(x) =y —7ro(y), &(2) = E(y)] = (£(x) = &(Y)) - VGm(z +r0(z) —y —70(y)).
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On utilise la formule de Taylor pour tout n > 0 lorsque x — y tend vers zéro :

n

rolx) — ro(y) = Z !

j,D Toly, & — Y] + galw,y)

et
()~ €)= D2 D€l — 3] + h(,9)

avec g, et h, € €°°. On peut supposer ¢ suffisamment petit de sorte que
VG (x +ro(z) —y — 1oy ZDl (VGm)lz =y, ro(x) —ro(y)] + fulz,y)

avec f, suffisamment réguliere. On pose z = x —y. Les applications z — D’rqy; z| et

z — D'¢[y; 2] sont respectivement j-linéaire et [-linéaire en z. Pour [ =1,...,n — 1
la fonction Dly; 2] - VG,,(z) est alors homogene de classe —m + [ — 1 et plus
généralement pour [ =1,...,7=1,... et 1 =0,... la fonction

D'¢ly, 2] - (D'(VG) [z, DProly, 2]])

est homogene de classe —m + (I — 1) +i(j — 1). Par définition,
(£(x) = &) - VGm(x + ro(x) —y —70(y))

est pseudo-homogene de classe —m. [

I>Etape 3

On utilise la linéarité de l'intégrale pour montrer que l'opérateur est également
infiniment G-différentiable. On utilise la formule de Taylor avec reste intégral et
pour la dérivée premiere

0*f

e o ME €] y)dA

1
f(TO_'_tgaxay)_f(TOaxay)_t%[r(]?f](w?y)—i_tQA(1_ )

On doit vérifier que chaque terme de 1’égalité ci-dessus est le noyau d’'un opérateur
agissant de H*(T'g) dans H*"™(T'y). Les deux premiers termes du membre de gauche
de l'égalité ci-dessus sont des noyaux de classe —m et on vient de montrer que
ak

5 {:[O €] défini un noyau de classe —m. Il reste a prouver que l'opérateur de noyau

(z,v) v—>/ (1—AX r0+)\t§§](xy)

0?
agit bien de H*(T'y) dans H*t™([y). Pour ce faire, puisque 52 J;[To + A&, ] est
r

pseudo-homogene de classe —m pour tout A € [0, 1], il suffit d’utiliser le théoreme
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

de Lebesgue pour intervertir I'intégration par rapport a la variable A et 'intégration
sur I'g. On a

o FOro + 1€, 2, 9)uly)do(y) — [, f(ro, z, y)uly)do(y) af

t - ro E[TO, 5] ({L‘, ?/)U(y)dg(y)

= o[ ([ a-nSEm s v ) et

On passe a la limite en ¢ = 0 et on obtient la dérivée premiere aux sens de Gateaux.
Ce raisonnment est valable pour £ € €°°. Pour les dérivées d’ordre supérieur il suffit
d’étendre le développement de Taylor a un ordre convenable.

1 est infiniment différentiable au sens de
Gateaux et que pour obtenir ses dérivées directionnelles il suffit de dériver son
noyau. Maintenant I'application qui a § € €*°(I'y) associe 'opérateur intégral de
O"{G(z+r(x) —y—r(y))}

orm

Nous avons montré que r +— 7,.Kp, 7,

noyau [ro, ] est clairement linéaire et continue en &.

On rappelle que K est un compact de R3\I'y qui est disjoint de toutes les surfaces

I, pour r € By. Dans ce cas les noyaux pseudo-homogenes G(x, — y,-) sont de classe
€ sur K x Iy.

Théoréme 5.3.3 Soit s € R. Soit G(z) un noyau pseudo-homogéne de classe
—(m+1) sur R3. On suppose que pour tout r € Bs,., on a k.(y,,x—y,) = G(z—y,).
Alors lapplication

By — % (HS—%(F),%OO(K))

ro o Pt

est infiniment différentiable au sens de Gateaux et
o Pt om
(5.12) gy lro,€Julz) = Gz —y—r(y))} [ro, July)do(y).

To arm

Sa dérivée premiére en r = 0 dans la direction & € € (o) est lopérateur intégral
noté PN de noyau

LG =y 1)} 0.8 = ~) - TGl ) + Gla — y) dive ().

Lopérateur PY s’étend en un opérateur linéaire et continu de H*~2(T') dans H*™(Q)
et HXI(Q).

PREUVE. Le noyau est de classe € sur K et ses dérivées de tout ordre aussi. Il
suffit alors de suivre les mémes étapes que dans la preuve du théoreme précédent.
Maintenant regardons le noyau de la dérivée premiere : le terme G(z —y) divr £(y) a
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5.3 Dérivées de forme d’un opérateur intégral de noyau pseudo-homogene

la méme régularité que G(z —y) lorsque z —y tend vers 0 tandis que {(y) - VG(x —y)
perd un ordre de régularité. Cette fois-ci la singularité crée par la dérivétion de G
n’est pas annulée par le produit scalaire avec &(x) —&(y) comme pour les opérateurs
intégraux surfaciques. Pour cette raison le noyau doit étre pris de classe (—m + 1)
pour que sa dérivée premidre agisse bien de H*~2(T") dans H*"™(Q) et H emQe).
[

Remarque 5.3.4 On en conclut que les opérateurs intégraux surfaciques ne perdent
pas de réqularité alors que les opérateurs de potentiels perdent un ordre de régularité
a chaque fois qu’on les dérive.

Maintenant on va pouvoir montrer la différentiabilité au sens de Gateaux des opérateurs
intervenant la représentation intégrale de la solution & ().

On note V] Popérateur intégral défini pour u, € H*(I',) par
Viu(r) = G(k, |zr — yel)ur (yr)do (y,).
r,
On note ! 'opérateur intégral de simple couche défini pour u, € H*(T',) par
Yrur(x) = | Gk, v =y Dur(y,)do(y), © € RA\L,.

T'r
Corollaire 5.3.5 L’application

Bs — Z(H*(1), H*H(I))

row— 7Vt

est infiniment Gateaux-différentiable en r = 0 et sa dérivée premiére dans la direc-
tion £ € €>°(Iy) est

(5.13) T 0. 8ute) = [ K = pu(do()
K (z,y) =G(x, |z — y]) (WU) _é(y_))y" k) (m S ! y|) + divr §(y)) .

PREUVE. Nous avons montré au chapitre 2 que G(k, |z|) est pseudo-homogene de
classe —1. n

Corollaire 5.3.6 L’application
By — Z.(H (), ¢ (K))

roo— it
est infiniment Gateauz-différentiable en r = 0. Sa dérivée premiere se prolonge en

un opérateur linéaire et continu de H*~2(T') dans H*(Q) U HE, ().

loc
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

PREUVE. Nous avons montré au chapitre 2 que G(k, |z|) est pseudo-homogene de
classe —1. ]

Maintenant nous allons étudier la différentiabilité de quelques cas particuliers d’opé-
rateurs intégraux qui ne sont pas des restrictions a I', d’un méme noyau définit sur

R3.
On note DI lopérateur intégral défini pour u, € H*(I',) par

Do) = [ mlan) - VG oy = il (1))

r

Corollaire 5.3.7 L’application
Bs — Z.(HT), H**\(T))

r o 7.Drrt
est infiniment Gateaux-différentiable en r = 0.

PREUVE. On a

0o () - VEG (0, [0 — Yo () = () - (2 — ) SN = ) (m _ ‘;) ,

’$r_yr| xr_yr’

Au premier chapitre nous introduisions, grace a la géométrie différentielle, un opéra-
teur de projection au voisinage de Iy,

P(z) = Z Ai()i o o ;7 (z)

ou les (¢;, O;) sont des cartes locales, les \; forment une partition de 'unité et
considérions le développement

n(z) - (P(z) — P(y)) = n(z) - DP[z,y — 2] +n(z) - D*Plz,y — ] + ...

sachant que DP[z, ] agit sur le plan tangent a I'y en z. Pour les surfaces I, on
utilise le méme développement avec 'opérateur de projection

B(ar) = Z Aivo (T4r) ™ () (i o (T41)) o I o (¢ 0 (T+7)) 7 ().

On a
nT<x7’) ’ (PT(J:T) - P<yr)) = nr(xr) ’ DPT[ZET, Yr — xr] + nr(xr) ' D2PT[ZL’T, Yr — xr] +...

Onan.(z+r(z)) -DP.jx+r(z),y+7r(y) —x —r(y)] = 0 pour tout = et y € [y cela
indépendamment de r. On peut donc dériver par rapport a r ce développement et
finalement on obtient que les dérivées du noyau sont toujours pseudo-homogenes de
classe —1. Ensuite on procede comme dans la preuve du lemme 5.3.1 |
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5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels surfaciques

On note B! l'opérateur intégrale définit pour u, € H*(T',) par

Biu,(z) = / VEG(r, [z = gel) (0 (20) = 00(y)) - ur(yr)do (y,)-

r

Corollaire 5.3.8 L’application

Bs — Z(H(T), H**1(T))

s +— T7.B'1!
est infiniment Gateaux-différentiable en r = 0.

PREUVE. la fonction V*G(k, |z|) est pseudo-homogene de classe 0 et

ofn.(z +r(z)) —n.(y+r(y))

o 0. =0

lorsque x = y. [

5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels
surfaciques

Lemme 5.4.1 L’application

Bs — Z(H*(Lo),H (L))

T TV, T, 1
est infiniment G-différentiable en r =0 et on a

1
ot Vr, T,

or [07 f]u = _[VFog]vFou + (VFOU ’ [VFog]n) n.

PREUVE. Reprenons la définition du gradient tangentiel vu au chapitre 1. Pour une
fonction u, € H*(I',) on a :

Vr,u, =Vu, — (n, - Vau,))n,.

Commencons par étudier la différentiabilité de r — 7.V (T;lu). Soit x € I'y, on a

—_~—

7V (770) () = ¥ (@00 (141)™) (2 4 7(a)) = Vayogo) (157(0)) ovla

t
e S (77 = (5 (7))
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

L’application f : r — V, (I/—\i-/r> est continue, d’'inverse continue et infiniment

différentiable en r = 0. On a

F(t€) — £(0) =14V, ({5) 1=V,

0 ~
La dérivée premiere est g f10,&] = V. et les dérivées suivantes sont nulles. D’apres
r

1\ -1
le lemme 5.2.3 'application r — (Vm (I —i—r)) est également infiniment différentia-
ble au sens de Gateaux en r =0 et on a

(w1

0,6 = ~VE().

On a

—~— —~—

(7.Vr, 77 ) (z) =7,V (T;lu) (x) — (nT(x +r(x)) - (T,,V (T,?lu) (x))) n.(x+r(x)).
D’apres le lemme 5.2.7 I'application r — n,.(x 4 r(x)) est différentiable au sens de

Gateauxenr =0 et on a

on.(z +r(x))
or

En utilisant les régles de dérivation standard on obtient

[0,£] = = [V &l n().

NI 0;Ju = (VA (((VEVE) n) m (ViE- (Ve glm) (V- ) [V gJn

Tout d’abord on ajoute les deux premiers termes du membre de gauche, ce qui
donne :

VIV + (([vé’]va) - n) n= —[Vr,£Va.
On ajoute alors le quatrieme terme :
=[Vr&lVu + (Vi - n) [Vré]n = [V {]Vru.

Pour conclure il suffit de noter que Vu - [V, &]n = Vu - [V &]n. |

Lemme 5.4.2 L’application
Bs — Z(H*(),H~(I))

roo— 7. rotr, 7,7
est infiniment différentiable au sens de Gateaux en r =0 et on a

o, roty, 77!

or [0, §]u = t[Vpog] I‘Otpo u — diVFO fI‘OtFO u.
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5.4 Dérivées de forme des opérateurs différentiels surfaciques

PREUVE. Soit u € H*(TI"). Par définition, on a
rrotr, 7, " = (7, Ve, 7 'u) (z) x n.(z + r(z))

D’apres le lemme précédent et le lemme 5.2.7 cette application est bien infiniment
différentiable. On a

or.rotr, 7,71

or [07 f]u = _[vFof]vFou Xn— vf‘ou X [vl"og]n'

Sachant qu’étant donnés une matrice A et b et ¢ des vecteurs on a
Ab x c+bx Ac = trace(A)(b x ¢) — "A(b x ¢),

on en déduit le lemme avec A = —[Vr, ], b= Vr,u et ¢ =n. |

Vu les représentations intégrales des opérateurs P,.C"P, ! et P.M"P. ' nous devons
étudier la différentiabilité au sens de Fréchet des applications r — TTAI:} rotp, 7,71
et r — TrAl:Tl rotr, 7,1, On a vu que pour r € Bs 'opérateur rotr, est linéaire et
continu de H*"'(I',.) dans H?(T',), que l'opérateur différentiel surfacique divp, est
lindaire et continu de H"'(T',) dans H:(T,) et que Ar" est défini de H:(I',) dans
H*T%(T",)/R. Pour pouvoir utiliser les régles de dérivation de fonctions composées
il est important de construire des dérivées en 7 = 0 entre les espaces H**!(I';) et
H?(T') pour l'opérateur de rotationnel, entre les espaces H%™(I'y) et H2(T'y) pour
I'opérateur de divergence et entre les espaces et entre les espaces H:(T'g) et H572(T)
pour l'opérateur de Laplace-Beltrami. Comme alternative nous allons utiliser la
proposition suivante.

Proposition 5.4.3 Soit u une fonction scalaire définie sur I',. Alors u, € H(T',)
si et seulement si J,Tu, = Jyu, o (I4r) € H(Ty).

Par conséquent l'opérateur u +— J,7,rotr, 7 'u est bien défini de H¥™(Ty) dans
H:(T).

Lemme 5.4.4 L’application

Bs — Z.(H(To),H;(Ty))

T JyTrrotp, 7,71
est Gateauz-différentiable en r =0 et on a

0J, 1, rotp, T,”
or

1 3
[0,Ju=—=>"Vr& - rotr, u;.

i=1
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

PREUVE. Soit u, € H*(T';)). Par définition on a :
rotr, u, = —trace(rotr, u,).

Par conséquent I'application 7 — 7,.totp, 77! est infiniment différentiable en r = 0
de H*(Ty) dans H*1(T) et étant donné u € H*(T'y) on a

o, rotp, 7.1 _ ot roty, 7,7t
T[O, f]u = —trace <T[O, f]u

= —trace ('[Vr,&] rotr, u) + divr, € - trace(rotr, u)

3
=— Z V& - rotr, u; — divp, £ rotp, u.

i=1

0J

Pour conclure on utilise le lemme 5.2.6 : a—T[O, €] = divp, €.
T

Pour u € H*(Ty), il est clair que Z?Zl V& - rotp, u; est de moyenne nulle puisque
I'espace Vp,H?*(I'y) est orthogonal a l'espace rotr, H*(I'y) pour le produit scalaire
L%. Un autre argument tout aussi simple sans utiliser la forme explicite de la dérivée
premiere : pour tout u € H*(I'y), on dérive I'application

r— J. T rotp, T;lu do = 0.
To

En ce qui concerne I'opérateur de divergence, nous devons le composer par I'opérateur
de projection sur I, pour obtenir une application bien définie.

Lemme 5.4.5 L’application
Bs — Z(H5 (o), H(Ty))

T J, 1 divp, 7(r)

est infiniment G-différentiable en r =0 et on a

OJ, 1. divy, m(r)
or

3
[07 ﬂu = - Z VFO’SZ' ' I'Otro(u X n)i + I'OtFo ((U X [vfog]n) .

i=1

PREUVE. Pour u € H*(T'y) on a divy, 7(r)u = rotp, (7(r)u x n,). [
De tout ce qui précede on déduit les lemmes suivants.

Lemme 5.4.6 L’application

Bs — Z(H*(Ty),H;*(Iy))
roo— VAN

est infiniment différentiable au sens de Gateaux en r = 0.
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

PRrREUVE. 1l suffit d’écrire :

~1 ~1 ~1

7.Ar, 7, = (Jy7.rotp, 7, ) (T, rotr, T, ).

L’opérateur 7,Apr 77! est composé de deux opérateurs différentiables au sens de
T

Gateaux en 7 = 0. n
Notons que u, € H*(T',)/R si et seulement si 7,u, € H*(Iy)/R.

Lemme 5.4.7 L’application
B, — ZL(H;(T), H*(To)/R)

roo— TTAETlTT_IJT_I
est infiniment différentiable au sens de Gateaux en r = 0.

PREUVE. On a déja vu au chapitre 1, que l'opérateur de Laplace-Beltrami Ar,
est inversible de H*™(T',) / R sur H#(T,). Par conséquent, I'opérateur J,7,.Ar, 7,
est inversible de H*™2(Ty)/R sur H:(T'y)/R. D’apres le théoréme 5.2.3 et le lemme
précédent on déduit que r — TrAleTr_ 1J71 est différentiable au sens de Gateaux en
r =0 et que

R VAN bl _ d J.m.Ar, 77! _
Fér 0,¢] = —Arol o (T[O,ﬂ) o Arol'

[ |
Maintenant nous avons tous les outils pour établir la différentiabilité au sens de

Gateaux de la solution.

5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la so-
lution

Pour plus de simplicité dans I’écriture nous allons utiliser les notations suivantes

Up, (r) =0, P, Uy (r) =0, P, Cu(r) = P,CIP ", et M(r) =P, MP,".
Théoréme 5.5.1 Soit K un compact de R3\T'g. Les applications

By, — Z(H*(dive,, Do), (K))
ro— Upg (1)
ro Wy (r)

sont infiniment différentiables au sens de Gateaux en r = 0. De plus, leurs dérivées

1
premieres se prolongent en des opérateurs linéaires et continus de H2 (divr,, o) dans
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

1 ov
H(rot, Q) et Hy,.(rot, Q°) et étant donné j € HZ(divr,, ) les potentiels aE” 0, &]j
r
OV,

et
or

0,&]j satisfont Iéquation de Mazwell harmonique

rotrotu — k’u =0
dans Q et Q° et la condition de Silver-Mdiller.

_1
PREUVE. Soit j € HY, 2 (divp,, Ty) et Vp,p+rotr, ¢ sa décomposition de Helmholtz.
Rappelons que Vg, (r)j et Wy, (r)j s’écrivent :

U, (1) =c¥r, (P ) — ' VUL (R A7 ),
W, (1) =rot v (P2 )

D’apres les lemmes 5.4.1 et 5.4.2, 'application r — 7P, est différentiable au sens
de Gateaux en r = 0 et la dérivée premiere est dans D‘ZZJ(HS;%(diVFO, Ly), HS_%(FO)),
le lemme 5.4.6 nous dit que Papplication r +— 7. Ar, 77! est différentiable au sens de
Gateaux en r = 0 et la dérivée est dans l'espace Z.(H*™*(Ty), H*(Ty)), le lemme
5.3.6 nous dit que l'application "7 ! est différentiable en r = 0 et sa dérivée
premiére est dans %, (HS’%(FO), H*(Q)U HfOC(QC)). On en déduit que 7 +— Vg (r)
et 7 +— Wy (r) sont différentiables en 7 = 0 et que la dérivée premiere est dans
Z. <Hé(divr0, Ty), L*(Q) U LfOC(QC)). On rappelle qu’on a les égalités suivantes,

rot g, (r)j = kW, ()] et rot Wy (r)j = kW g, (1)].

Sur K, on peut intervertir la dérivation par rapport a x et par rapport a r, ce qui
donne :

Vg, . oV, . OV, .. B ov .
I'Ot aT [O’ S]J =K 8T [07 6].] et rOt at (O)J =K at (O)J
On en déduit le théoreme. [ |

On rappelle que l'opérateur C,(r) admet la représentation suivante :
(514) CH(T>PI'C/:P1‘_1J. = VFOP(T) + rOtl"o Q(T),

ou
P(r)=—k (TTA;: rotpT) (Vi Y (1. Ve, 77 tp) + (7. rotr, 771q)]

et
Q(r)= -k (TTAES divr, 7r(7")) (VI Y (1. Vr, 77t p) + (7. rotr, 7,71q)]

5 (V) (e ')
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

Remarque 5.5.2 Soient j € H (divr,, ) et Vr, p+rotr, ¢ sa décomposition de
Helmholtz. On cherche a dériver :
P.C’P.'j =P,C" (V7 'p+roty, 7.'q)
= PT(VFTPT + I‘Otpr Qr>
= Vr,P(r) + rotr, Q(r).

Ona : 9P C : 5 50
P.CIP, j B _P oQ
T[Oaf] - VFO or [07 5] + rOtFO or [075]

La différentielle par rapport a r de PrC;Pr_lj dépend uniquement de celles de
P(r) =1.(P.) et Q(r) = 1.(Q,).

Théoreme 5.5.3 L’opérateur :

B, — % (H5(divr,,Ty))
r — P.CP!

est différentiable au sens de Gateauzr en r = 0.

PREUVE. On a:
P(r) = — k(7 Ap) 7, ) (7 votr, 7,70) (7 Vi ) (1P )
Q(r) = — k(AR 7Y (7 dive, () (7, V7 ) (7 Py)
+ & (Vi ) (AT p)
D’apres le lemme 5.4.7 application r — 7.A 1 J 1771 est différentiable au sens de
Gateaux de Bs dans Z.(H®*(To)\R, H:T2(Ty)), le lemme 5.4.4 nous dit que I'ap-

plication r ~ J.7.rotp, 7,1 est différentiable au sens de Gateaux de Bs dans
Z.(H*(Ty), H3(Ty)), le lemme 5.3.5 nous dit que I'application r — 7,V77 est

KT

différentiable au sens de Gateaux de Bs dans Z.(H*'(T'y), H*™(T'y)) et on a vu que
r — 7.P, est différentiable en r = 0 de Bj dans l'espace .Z.(HS, (divr,, I'g), H*(T')).
Etant composée d’applications différentiables au sens de Gateaux en r = 0, ’appli-

cation r — P,.CTP, ! I'est aussi.
|

L'opérateur P, M"P,~" admet la représentation suivante :
(5.15) P.M P, 'j= Vr,P'(r) + rotr, Q' (r),
ou

P'(r)(x) = 7Ap! dive, w(r)]
fFO{VGO@ |2 — g [) (0 () = 0 (), (7Y, 7,7 p) ()

(5.16) +VG(/€7 |5Er - yr|)<nr(xr) - n?“(yr)’ (Tr I'Otrr TJIQ) (y)
—((VG)(k, lzr = ye|), np(2,)) (7. Vi, 7,7 D) ()
—((VG)(k, |zr = ye), ne(2,)) (7 vOtr, 771 9) (y) } e (y)do (y)],
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

et

Q'(r)(x) = 7Ap rotr, 7,71
fFO{VG(/{, [z — ye) (e () — e (1), (TerrTflp) (y)

(517) +VG(’%7 |xr - yr|><nT(xT) - nr(yr)7 (TTrOtFrTflq)(y)
—((VG)(k, |zr = yel), ne(20))(7: Ve, 771p) (y)
—((VG)(k, |zr = yel), ()} (Torotr, 771q) (y) } o (y)do ().

Théoreme 5.5.4 L’opérateur :

est différentiable en r = 0.

PREUVE. On a :
P'(r) :TTAI:: divy, W(T)[TTB,:T;1 — TTDZTfl](TrPrj)]
Q'(r) =r. A rotr, 7.7 7. Blr, = 7. D (1, Pyj)

D’apres les lemmes 5.3.7 et 5.3.8, les applications 7 — 7,D"7! et 7 — 7,D"7.~! sont
différentiables au sens de Gateaux en r = 0 de B,, dans Z(H2(Ty), H2 (Ty)). Btant
composée d’applications différentiables au sens de Géateaux en r = 0, r — P, M"P*
I'est aussi. [

La dérivabilité de la solution résulte du théoreme suivant :

Théoreme 5.5.5 On suppose que les applications

sont G-différentiables en v = 0. Alors l'application qui a r associe la solution & (r) =
E(€2,) € H(rot, Q) UH(rot, Q°) du probléeme de diffraction par le diélectrique Q,. est
différentiable en r = 0.

PREUVE. Immédiat par composition d’applications différentiables entre les espaces
adéquats. [ |
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

5.5.1 Caractérisation de la dérivée premiere

Considérons I’application qui & r € B; associe la solution &(r) = (E(2,), E*(Q,))
du probleme de transmission par l'interface I',, suivant :

rotrot Ei(Q2,) — k2E'(Q,) =0 dans Q,
rotrot E°(Q,) — k?E*(Q,) =0 dans Q¢

avec les conditions au bord :
ZTLC

n, x E'(Q,) —n, x E¥(Q,) = -n, >< E‘F_ sur T,
;' x rot E'(2,) — po'n, x rot E*(Q,) =y 'n, x (rot E™°) sur I,

et E*(Q2,) vérifie la condition de Silver-Miiller.

Le théoréme suivant donne une caractérisation de la premiere dérivée de r +— &(r)
enr=0.

Théoréme 5.5.6 Soit K un compact de R3\T'. On suppose que les applications

1
Bs — HZ(divp,, o)
r o P < EfY

r — P,n, x (rot Emc)

o
sont différentiables en r = 0. Alors, l'application :

Bs — €>(K)

roo— (EY(Q), EX())

est infiniment différentiable au sens de Gateaux en r = 0 et la dérivée premiére en
r =0 dans la direction & est dans H(rot, ) UH(rot, Q°) et est solution du probléme
de transmission suivant P’ (§) :

IE" , 08"

rot rot [O €] — K; [0,£] =0
(5.18) 06" 8?5
rot rot — [0 & — k2 o [0,£] =0
avec les conditions au bord :
08" o0&
><—[O £l —n x [0,£] =gp
(5.19) or
08" 08&*
ptn % rot [0 ¢l — p.'n x rot o 0,¢] = g,

o

d 7 s inc
gD:—(§~n)n><%(E—E—E )
+rotr({-n)n- (E'—E —E™),
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

et
9, , A
gy =—(£-n)n x n (u;l rot E' — ' rot E* — p ' rot E’"C)
n
+rotr(¢-n)n- (p; ' rot E' — yi, ' rot E® — 4, ' rot E) .
et ot 0,&] satisfait la condition de Silver-Mdller.

or

PREUVE. Puisqu’on peut intervertir la dérivation par rapport a x € K et celle par
rapport a r, les fonctions ci-dessus sont solutions des équations de Maxwell et les
dérivées directionnelles de &° en r = 0 satisfont la condition de Silver-Miiller. Ceci
peut se voir en utilisant la représentations intégrale de &(r). On a

&(r) = (=Yg, (r) — ¥, (1)), dans Q°,

; i = 5710) (PCuIPE™ = (51400 ) P E™).
S(r) = p (-%1 4+ M, (r)) (o,% (r) + i (—%I—l—z’nMne(r)) 00)
#0ul0) (-5 1+M ) +inClr)Calr) )
et
§1(r) = =2 (We, (PR, () +E™)~(Var, ()P (6°(1)+E™),  dans 0,

On dérive r — &*(r) selon les regles de dérivations de produit de fonctions.

96 [ O, OUy, | aC, _
S 10,6 = (~ B0, - in = (0,61Co — im0, )
. [ 0OS .
+ (—\IIEKE — ZU\IJMKECO)S —E[O, f]j

8Mﬂi aCI{z

[0’ 6]7D Einc _ W[Oa 5]’7]\7,% Eznc)

OP,ypHE™
M) I 0.¢))

OP, -}, E"
+ (=Vg, —inWa,, Co)S™" _CR‘L[(]?g]) :

On fait la méme chose avec 7 — &*(r)
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5.5 Dérivabilité par rapport au domaine de la solution

(9@@1 1 \IJE,QZ inc \IJMKZ mnc
gy 10:€] = — =50 €]y, (B + E™) — —=[0,€]p (B + E™)
1 aPrvNKE e P,y E™
1 oM, a

~ 2w, (T 0.8+ i =06+ 6.5 0.8))

oC, 8]\/[& 1 9, .
~ v, (T 0.0+ in 10, 61Co + (—§1+Mﬁa) .8

- lqun ((_11+Mﬁe) + inCneCO) sil (—§[O,§]j)
p 2 or
1 1 oM, .
T ((““M@) + incmco) s (‘p—l 0, §ypE™
p 2 or
80,.;1

[0, &1, Emc)

or
1 1 P~ E™®
- _\IJEN- ((__I+Mne) + inOfceOO) S ! (_p (__I"i_Mm) aw—D[Oag])
p 2 or
1 1 apr r Einc
— —\IJEK_ ((__I—i_MKZe) + 2770&600) S ! <_CHZL[O7§]>
p 2 or

— Uy, (Cme—i-z'n (—%HM%) >s 1( a—og]j)
)s (-5

1 oM, .
— U, (Cne + (—§I+MHE) s -[0,€]ypE™

U)

p

0
aCHi inc
87” [O’ f] ’yNﬁe E )

1 1 r ginc

oP,~%, E™°
v, (e in (1)) st (-0, 2B g )

Nous avons montrés plus haut que les opérateurs de potentiels ainsi que leurs dérivées
directionnelles satisfont les équations de Maxwell et la conditions de Silver-Miiller.
Il reste a déterminer les conditions aux limites. On pourrait utiliser la représentation
intégrale de la solution comme R. Potthast mais cela nous contraindrait a écrire de
longs calculs (vue la représentation intégrale ci-dessus). Nous allons ici dériver tous
simplement les conditions de transmissions.
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

Pour x € 'y On dérive tout simplement en r = 0 I'expression :
n.(z+r(z)) x (&(r)(z+r(x) — E(r)(x+r(z) — E™(z 4 r(z))) = 0.

Cela donne dans la direction € :

a n, .
0= Z5E0.8)) x ( (o)~ E(2) - E™(x)
o0& Z 355
)« (% “0.4w)
+n x (&(z)-V Emc)) .
On rappelle que N [0,¢](z) = — [Vr&] n et on utilise
Vu=Vru+ <g:) n.
On obtient :
08&*

) x (G106 = S 0.80)) = Vel x (E0) — E'w) - %)
—nx (€a) ¥ (<> E'(x) ~ E7°(a)

8 % s inc
—(&- n)nxa (E( )—FE’(z) - E (m))
Puisque la composante tangentielle de E* — E* — E™ est nulle on a

(&(z) - Vr (E'(z) — E*(2) — E™(2))) = (['Vrn] &) (n- (E'(z) — E*(z) — E™(2)))

et

[Vrgn x (E'(z) — E°(z) — E™(2)) = ([Vré]n) x n (E'(z) — E°(z) — E™(2)) - n.

Pour des surfaces régulieres on a Vrn = ‘Vpn. et on a

([Vrgln) x n—n x (['Vrn] €) =rotr (€ - n).

On en déduit la premiere condition. On obtient la deuxieme condition da la méme
facon en remplacant E’ par p; ' rot E', E® par u_ ' rot E® et E” par ' rot E™°. W

Finalement nous avons deux possibilités pour calculer la dérivée de forme de la
solution. Soit on dérive la représentation intégrale, ce qui peut donner de longs
calculs, soit on utilise le nouveau probleme aux limites associé a la dérivée premiere
et on le résoud en utilisant les méthodes d’équations intégrales développées dans la
premiere partie de la these. Si nous regardons de plus pres les conditions aux limites,
nous devons alors calculer les dérivées normales des opérateurs de potentiels, ce qui
a été fait au chapitre 2.
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5.6 Dérivées de forme du champ lointain

5.6 Dérivées de forme du champ lointain

Nous rappelons que pour le probleme d’optimisation de forme nous avons besoins des
dérivées de forme du champ lointain E*(2) associé a la solution E(2) du probleme
de diffraction par le diélectrique €2. On procede comme précédemment et on étudie
Iapplication r € Bs — E>(Q,) € €"/%(S?). Une représentation intégrale du champ
lointain est

EX(Q) = (—037 — W3 Cp)i,  dans Of = RAQ,

ou j, est solution de I’équation intégrale
T r T Einc 1 T r inc
T'j, = —pCppE™ — (—§1+Mm) T, E"

Les opérateurs W™ et Wi" sont de noyaux infiniment différentiables, nous avons
donc le résultat suivant :

Corollaire 5.6.1 Soit s € R. Les applications
Bs — g( N (divro’ro)’cgoo(SQ))

r — \IJOOT r_l

T — \IIOAZT T_l
sont infiniment Gateauz-différentiables en r =0 et on a pour j € H (divp,, o) :

ov 1 -
P T 0,600) = i x ([ v ) = - € ) o)) 2

et

ows T -
DT 0.Jie) = i ([ e v, €00) = - €0) i) ) ).

PREUVE. Fixons z et y. L’application r € Bs +— "+t ®) ¢ C est infiniment
différentiable en r = 0 et les dérivées successives définissent des noyaux de classe
% >°. Ensuite on suit les mémes étapes que dans la preuve du théoreme 5.3.1. [

Pour les dérivées de forme du champ lointain nous n’avons donc pas besoin de plus
de régularité pour le champ incident E™°.

Théoréme 5.6.2 Etant donné le champ incident électrique E™ € H(rot, R3), I’ap-
plication qui a v € V,q associe le champ lointain E*(,.) € S« (S?) est infini-
ment Gateauz-différentiable en r = 0. De plus la dérivée premiere dans la direc-
tion & € €*(I'y), notée DoE™[0,¢&], est le champ lointain associé d la solution du
nouveau probleme de diffraction Z'(§).
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

PREUVE. On utilise la représentation intégrale de E*(£2,.) et on conclut par compo-
sition d’applications infiniment différentiables entre les espaces adéquats. Puisqu’on
peut intervertir la dérivation par rapport a r et le passage a la limite pour x — oo,
la dérivée premiere du champ lointain est le champ lointain associé a la dérivée
premiere de la solution du probleme de diffraction diélectrique. C’est pourquoi nous
pouvons calculer la dérivée du champ lointain dans la direction £ € (1)) en
résolvant le probleme 22'(§). [

Pour calculer les dérivées de forme du champ lointain nous avons également deux
possibilités. Soit nous dérivons les opérateurs intégraux et nous utilisons les regles
de dérivations de fonctions composées et de produit de fonctions, soit nous résolvons
le probleme dérivé et nous devons calculer des dérivées normales des opérateurs de
potentiels.

> Utilisation des dérivées de forme des opérateurs intégraux surfaciques :
Pour dériver numériquement le champ loitain nous utilisons la représentation intégrale
obtenue en résolvant I’équation intégrale associée a l'opérateur T (cf tableau page
56). On note j la solution de I’équation intégrale. On pose V% (r) = \II%O;TP,TI
U35 (r) = U3 P, Dans la direction &, la dérivée premiére est :

o0 e 9]

DaEi0.8 = (-5 Eel0.6) - n 0,610 —anv, 5000.8))
E agcﬂl ) oM,
(-

+ (=g —in¥yy Co)T

+ (_\IJOEONS — Z.T]\DENECO T 1

Emc o Ki Einc
p 87“ 05 67“ [075]7]\755 )

, o7~ E™Me
+ (_\DEKE - ZU\DMNECO T~ ! pCl, WD [Qf])

1 ot~ E™Me
—+ (_\IIEKG - in\pMNeCO)Til <_ (5 + Mm) %g—l;e[oag]> .

Ce calcul nécessite donc de calculer pour chaque variations & sept nouveaux opérateurs
ainsi que les dérivées des traces du champ incident.

> Utilisation du probleme dérivé :

Nous pouvons aussi calculer la dérivée du champ lointain en résolvant le probleme
dérivé Z7'(€) en utilisant les équations intégrales construites dans la premieére partie
de cette these. Nous utiliserons la méme équation intégrale qua pour calculer le
champ lointain lui-méme. Si on prend p; = g, comme pour le probleme physique on
a

e _ 1
DQEOO[G] = <_\I]0E'O,{E - 277\I]M,{E) T ! <_/)Cng - (_5 + Mm) gN)
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5.6 Dérivées de forme du champ lointain

ou

9 7 s inc
gD:—(f-n)nx%(E—E—E )
+rotp(¢-n)n- (E'— E°— E™).

et

0 , .
=—(¢-n)nx — (rot E' —rot E®* — rot E") .
gN (6 ) on ( )

Cette représentation nécessite le calcul de la composante tangentielle des dérivées
normales de la solution et du champ incident et de leurs composantes normales.
C’est ici que nous allons utiliser les nouveaux opérateurs intégraux introduits au
chapitre 2.

> Composante normale :
Pour éviter d’introduire de nouveaux opérateurs associés aux composantes normales
des potentiels électriques et magnétiques nous utilisons 1’égalité :

A ) 1 . 1 1 .
(E'— E° — E"™) -n=divp (—7NK,E’ — —n. E"— —n, Emc> )
K ‘ Ke ¢ Ke ¢

> Dérivée normale :
Au chapitre 2 nous avons introduit de nouveaux opérateurs, notés M et CT . liés au
dérivées normales des potentiels électriques et magnétiques. Nous rappelons que :

.1 P
Mb:—g{"x7n+nx72}\PMm et C,IJ:—é{nX’VnﬁL"X’VZ}\I]En

et

1
nx (v, —7) Vg, =knxI+—nx Vrdivr,
K

n X (’}/n —fny) \I]Mﬂ = HF'I—RF.

On peut alors écrire :

. 1
nxyCE‘S:(%annL p

1
n x Vrdivy +Cf +in <§(HF [-Rr) + Mle>) J-

1 . 1 .
n x Vp divy +c;_> i EF (—E(HFI—RF) + M} ) pE'.

2 2K; i

1 e 1 . .
n x v, rot E® =k, (§(HFI—VH) + Ml + 1 (%n X [+——nx Vrdivp —|—Cle)> J-

2K,
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5. Dérivées de forme de la solution du probleme de diffraction

1

n x y,rot E' = k; ( Q(HFI—RF) + M,I) 7%, E'

+ Hin x 1 !
Ri | —— —
2 2:‘431'

n X VF diVF —|—C,L) ’yDEl

Il faut noter que cette représentation n’est valable que pour les surfaces régulieres
puisque nous avons besoin des dérivées du vecteur normal a savoir sa divergence
surfacique Hr et son gradient tangentiel Rr. Dans le chapitre suivant nous allons
déveloper deux méthodes de descentes en utilisant ces deux méthodes pour le calcul
des dérivées de forme du champ lointain.
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Chapitre 6

Le probleme d’optimisation de
forme

6.1 Introduction

La problématique que nous voulons résoudre est la suivante : Déterminer la forme
optimale de la lentille diélectrique, étant donnés

(i) les caractéristiques de la source primaire E™,
(ii) le profil de rayonnement souhaité, noté I*.

Dans la majorité des applications physiques, on veut seulement optimiser I'ampli-
tude du champ lointain. Les exemples de gabarits de rayonnement désirés sont alors
des champs lointains dont I'amplitude est :

|1~
maz(|1%°])
coordonnées sphériques de & € S?, le gabarit I° désiré est défini par

et (0, ¢) les

(i) une fonctionne gaussienne asymétrique : en notant [ =

_ 02 0052(¢7) _ 02 51112(q>)

1°(0,0) = Fo o R

ou Ky et Kgg permettent de fixer 'ouverture du gabarit de tayonnement dans les
deux plans ¢ = 0° et ¢ = 90°. Si 0° < O, < 90° désigne 'angle d’ouverture du
diagramme de rayonnement a NdB décibel dans I'un des deux plans, ces constantes
sont définies par

HO'U/U
Koo = ———F—o+-
In (10%3)

En générale on prend NdB = —3dB ;

(ii) une fonction constante sur une section de la spheére unité et zéro sinon : dans
ce cas le gabarit I* est représenté par une fonction indicatrice sur la sphere unité.
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6. Le probleme d’optimisation de forme

Dans ce cas, les seules données étant I’amplitude, on cherche a minimiser la fonction
cotit :

S () = /Szw(fﬁ) (I1(2)] — [E®(2)(2)])* do (%),

oll w est un poids sur la sphere unité S? et E>(§)) désigne le champ lointain associé
a la solution E(£2) du probleme de diffraction par le diélectrique 2 soumis au champ
électrique incident E™. Le poids w permet de définir la section de la sphere unité
sur laquelle nous voulons optimiser le champ loitain E*°. En pratique on prend

W(f) = w(0, ¢) = 1{06[007900]}‘

Il existe tout de méme quelques applications ou on prend en compte la phase, par
exemple pour la conception d’antenne a réflecteur. Dans ce cas on cherche a mini-
miser la fonction cotut quadratique

S (Q) = /52 w(@)I*(2) — E*(Q)(2)[*do ().

Nous nous sommes principalement intéressé a cette derniere pour la réalisation
numérique d'un algorithme d’optimisation de forme. Comme nous ’avons au cha-
pitre 4, avec le logiciel utilisé et la méthode de discrétisation utilisée il est difficile
de monter en fréquence tout en gardant une bonne approximation du champ loin-
tain avec peu d’éléments dans la triangulation. Dans le meilleur des cas on peut
considérer des diffracteurs diélectriques de la taille d’'une longueur d’onde seule-
ment, par conséquent il est assez difficile d’obtenir des profils de rayonnement dont
la forme des diagramme se rapproche d’une gaussienne asymétrique avec des angles
d’ouvertures assez faibles ou d’une indicatrice. Ce que nous pouvons faire c¢’est choi-
sir des profils idéaux I* dont on connait la (ou une) solution, le but fixé étant
de montrer 'applicabilité des méthodes d’équations intégrales de frontieres dans la
résolution de problemes d’optimisation de forme et de vérifier numériqument les
résultats théoriques énoncés au chapitre 5.

Pour déterminer numériquement le minimum de la fonction cotut J; nous allons
procéder de la fagon suivante. Nous introduisons un ensemble de domaines admis-
sibles D4 sur le lequel nous allons évaluer J,. Pour notre probleme nous construisons
D,q de la fagon suivante :

(i) on fixe un domaine Qy borné, simplement connexe et de frontiere I'y réguliere,
(ii) on introduit un ensemble de variations admissibles V4. Ici nous choisissons un
espace vectoriel V,g C L*(Ty).

(iii) on définit alors D, par

), est borné, simplement connexe

Q. € Dy & et de frontiere I', = (I+r)Ty réguliere
avec 1 € Vyq.
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6.2 Algorithmes d’optimisation de forme

On considere alors 'application 7 — _Z(r) = J5(€,) définie sur V,4. Nous voulons
construire une méthode de descente de type gradient pour déterminer numériquement
le minimum de la fonctionnelle #. Nous avons donc besoin de calculer les dérivées
premieres directionnelles de _#. La différentiabilté de # dépend uniquement de
celle de r — E™(€),) que nous avons établit au chapitre précédent pour des varia-
tions r € €>°(I'y). Connaissant les dérivées de formes du champ lointain, celle de la
fonction cout ¢ s’obtient d’apres les regles usuelles de dérivations et on a :

°L 0.6 = Daslo.g = 2 | w(0)DeE0.6(0) - B0 - @) doa) )

Les dérivées directionnelles associées a la fonction cotut J; s’écrivent

Do J1[0,€] = 2R (/S w(%) (1 — %) DqE™[0, €](&) -E’O—(ae)da(:&)) .

Dans la section suivante nous allons présenter deux méthodes pour choisir la
direction dans laquelle nous devons faire bouger la surface I'y pour que la fonction
cout décroit. Les tests numériques eront présentés dans le chapitre suivant.

6.2 Algorithmes d’optimisation de forme

6.2.1 Une méthode de gradient

La méthode que nous décrivons dans ce paragraphe s’inspire de celle décrite par H.
Heese dans sa these [20] pour résoudre un probleme d’optimisation différent et en
2D. L’idée consiste a choisir comme domaines admissibles des déformations de la
sphere unité. En effet tout domain simplement connexe est homéorphe a la sphere
unité et peut-étre paramétré par la sphere unité par projection orthogonale. Ce qui
nous amene a définir les ensembles de variations admissibles et de domaines admis-
sibles suivants.

> Variations admissibles :
On considere uniquement des variations de la sphere unité selon la normale.

Voa = {r € L*(S?), 7(2) = s(2) - & avec s € L*(S?) et (1 +5(2)) > 0} .

> Variations admissibles :
Soit 2 € S? et (6, ¢) ses coordonées sphériques, on a

cos(¢) sin(0)
= sin(¢)sin()
cos(#)




6. Le probleme d’optimisation de forme

Pour zy € R3 et r € V,; on définit un domaine admissible

cos(¢) sin(0) -
Quor = zo+ (L+ts(0,0)) | sin(¢) (sgr)l(Q) ,te€[0,1], 0 €[0,7] et ¢ € [0, 5[

C’est un domaine borné, simplement connexe et de frontiere lisse

cos(¢) sin(0) .
Lupr = 4 20+ (14 5(60,9)) sin<¢>§;1)1<e> oefetoe o7

Remarque 6.2.1 Soient xy € R? et ry,ry € Vyq. Alors il existe une fonction r €
C>°(Lryr) telle que (I47)yy vy = Ty ry- Il suffit de prendre r =1y — 19
On fixe oy € R? et on considere 1’ensemble de domaines admissibles

Dad = {on,IM v E Vad} .

Nous allons construire une méthode numérique de minimisation de J, sur D,4 en se
ramenant a une fonction a variables réelles.

Pour commencer nous devons définir une famille de sous espaces de L?(S5?) de di-
mension finie. Puisque les harmoniques sphériques forment une base orthonormée
de L?(S?) nous introduisons les espaces vectoriels sur R de dimension (n+1)?, notés
V,, engendrés par

T, ={RY)),3(Y)), k=0,....net1=0,....k}.

On renomme &1, .. ., §(p11)2 les éléments de T;,. On a bien V,, C L?(S?). On considere

I’ensemble
D, = {Dzo,r7 reV,n Vad} .

On va chercher a minimiser la fonction cout J; dans I’ensemble D,,. Soit rg € V4NV,
il existe une constante positive Ry telle que pour tout (t1,...,tn41y2) € B(0, Ro),

(n+1)?
onar = (7”0 + > ti@-) € V, N Vaq. On introduit alors ’application
i=1

F: B(O,R) — R.
(n+1)?
(L1, tmyny2) = Jo | [T+ D0 & | S* |
=1

Le gradient de F' s’exprime en fonction des dérivées de forme de Js.

Proposition 6.2.2 L’application F' est différentiable sur B(0, Ro) et on a pour tout
(9, ...t )€ B(0,Ry) :

(n+1)?

oF 0
%(t?’ s 7t(()n+1)2) = a;f[rf)ag] = DSQJQ[Tb?gi] = DQZO,TOJ2[07€i]
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6.2 Algorithmes d’optimisation de forme

o
n+1)2

(n+1)
o = Z t? 51 et on,O = 52.
=1

Pour calculer les dérivées de formes du champ lointain nous dériverons la représentation
intégrale.

Algorithme :
On choisit une tolérance ¢,.
e Soit N :=0et Q) € D,.
e On calcule pour i = 1,..., (n +1)* les dérivées Dq, , J[0,&].
eSipouri=1,....neti=1,...,(n+1)?>on a
1 Da,,. J10,&]] < ¢

alors €2, -, est un minimum local.
Sinon on calcule

n+1)32
E=—-0 Da,, .. 710,&] - &,
puis on se donne un pas h > 0 et on calcule ry1 = ry + jhé et j = 5+ 1 tant que

J( Qg +ine) < J(Qagry+G-1)he)-

Cette méthode s’applique dans les cas ou on veut optimiser le champ lointain sans
contrainte sur la surface du diffracteur diélectrique. Cependant pour les applications
physiques nous devons fixer une partie plane de la surface du diffracteur diélectrique
a laquelle est intégrée I’antenne. Une possibilité serait alors de considérer des varia-
tions d’un hémisphere. Dans ce cas on fait bouger uniquement la surface sphérique.
Les harmoniques sphériques restreintes a une section Y de la sphere unité forment
encore une base de L?(¥) mais plus orthonormée.
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6. Le probleme d’optimisation de forme

6.2.2 Autre méthode de descente

La seconde méthode est basée sur la formule
Do, €] =20 [ &)+ (DoE™) TE = (0ot
r

En effet, puisque DoE™[0, ] est un opérateur linéaire en £ et composé d’opérateur
intégraux, il est possible de calculer son adjoint. Il suffit alors de choisir comme
direction de descente la fonction

(6.1) £ = 2R ((DQE‘X’)*[O, E® — Ioo]) .
Ainsi on aura DqJ5[0,¢] = —||§||fg(r) < 0.

On peut noter que la méthode précédente consiste a prendre comme direction de
descente le projeté de

£= 2% ((D52 E“)*[ro,m])
dans la base (&1, ..., &n+1)2) de V,, muni du produit scalaire L% En effet on a
. £(2) - &(2)do (&) = —Dg2Jo[ro, &.
Pour cette méthode nous allons utiliser le probleme aux limites associé a la dérivé

premiére et la représentaion intégrale associée a l'opérateur T, ainsi DqJ5[0, ] est
une application linéaire en & - n.

DoJle] = 2% ( [ €0 n) () + ot o) do<y>)

avec
fl — n x 2 (Ez —_E° = Eznc) pC«* fs
on i
+n x a( t E' — rot E* — rot E™°) Lo f
— (ro — 1o —T10 —— :
on 2 ki ) I3
et . ‘
Ja=n- (EZ —E — Emc) pCy, 13
ol

fs=T (=05 —inlyy ) [w(0) (EX —I®)]

Cette méthode nécessite en plus de calculer les adjoints pour le produit scalaire L?
des opérateurs intégraux surfaciques et des opérateurs de champ lointain.
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6.2 Algorithmes d’optimisation de forme

Lemme 6.2.3 Les opérateurs Vg et W3; admettent des adjoints pour le produit
scalaire L* définis par :

00,% | SX(S2) - S/(F)
(62) VT (@) ek fp e 00 x u(@) x ddo(d)

o Sx(S%) — S'(T)
(6.3) Par, u(z) =ik [ € E x u()do(2)
Soit j € HZ? (divr,T) on a :

M?j= (Mi(jxn)) xn,

Crj=(Ck(j xn)) xn.

Algorithme :

On choisit une tolérance e,.

e Soit N :=0 et Qyy,, = 5>

e On calcule £ = —(DgE>®)*[E™ — I*].

e Si |DoJ[0,&]| = HinQ(F) < €, alors Qg -, st un minimum local,

Sinon on se donne un pas h > 0 et on pose j = 0 puis on calcule
ry+1 =7y + jhé et j =5+ 1 tant que

J( Qg ry+ine) < J(Qag ey (i-1)ne)-
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Chapitre 7

Simulations numériques

7.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats numériques obtenus avec les
méthodes de descentes décrites au chapitre précédent.

Nous commencons ce chapitre par expliquer comment les dérivées de forme du champ
lointain ont été implémentées. Ensuite en section 7.3 nous montrons dans un premier
temps quelques résultats numériques sur le calcul des dérivées de forme du champ
lointain. Il s’agit de vérifier que les dérivées premieres directionnelles calculées en
dérivant le représentation intégrale du champ lointain et en résolvant le probleme
2’ donnent le méme résultat. Puis nous présentons différents résultats numériques
pour mettre en évidence quelques propriétés associées a la solution du probleme
d’optimisation de forme.

7.2 Schéma numérique

Comme au chapitre 4 nous utilisons la triangulation pour approcher une surface
I'. On se donne un pas h et une triangulation .7}, définit comme au chapitre 4. La
surface I';, ainsi obtenue est caractérisée par :

(1) l'ensemble des triangles qu’on numérote 11, ..., Ty, et

(ii) I'ensemble des sommets de ces triangles qu’on numérote pq,...,pn,. Avec ces
seules données nous pouvons calculer les centres ¢y, . .., cy, des triangles, les vecteurs
normaux des triangles ny,...,ny, ainsi que les aires des triangles 7, ..., ./y, en

utilisant les formules données au chapitre 4. Par conséquent chaque variations r €
V,a sera approchée par des fonctions linéaires par morceaux sur chaque triangle
ainsi 7, sera uniquement déterminée par ses valeurs aux sommets des triangles. Vu
que nous n’aurons pas besoin des dérivées de &, d’ordre supérieur a 1 ce point de
vue convient parfaitement. On note v, ...,%y, la base de fonctions linéaires par
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7. Simulations numériques

morceaux. L’espace V4 est alors approché par I'espace

Ny
Voy = {Th = Zr(pj)%’r € Vad} :

Jj=1

7.2.1 Dérivées de forme des opérateurs intégraux surfaciques

Pour calculer numériquement les dérivées de forme des noyaux des opérateurs inté-
graux surfaciques nous avons besoin de celles des éléments d’aires et des vecteurs
normaux. Soit r, € V', on note 7™ 1’élément d’aire de la surface (I+r,)[}, et
N, le vecteur normal unitaire de cette surface. Soit & € €>°(I') approché par
&, = Zj\[:sl E(pj)Y;. Pour i =1,..., N, on a sur chaque triangle 7; :

0 r Th Ne
%[Oagh](ci) = —[Vr,&ln, = — ; (£(pj) - i) Vr,¢5(c)
et N
or, ™ _ :
(0.6 = (dive, §u(e)) % = D E(y) - i (e,

j=1
Pour implémenter numériquement les dérivées de forme des opérateurs intégraux
surfaciques nous n’utiliserons pas la méthode présentée au chapitre 5 pour étudier
théoriquement les dérivées de formes de ces opérateurs. ici nous allons tout sim-
plement dériver les opérateurs discrétisés en insérant le produit Izor, 7,) = Tr_thrh
entre chaque opérateur dans la représentation intégrale du champ lointain. Pour
discrétiser leurs dérivées de forme nous procédons comme au chapitre 4. Pour les
dérivées des opérateurs 7,577, ! et 7. M 7! nous utilisons la méthode de Nystrom,
nous ne rappelons pas la méthode ici. Nous allons nous concentrer sur ’'opérateur

_1
7. T"7. Rappelons que T, est définit pour j € H, % (divy, T) :

T j( / VE (VL Gk, |2 — ) - §(y)) do(y)

Pour le discrétiser nous avions procédé de la fagon suivante. On approche la solution
fondamentale par la fonction G}, définie par

G(r, |z —yl) sz —y|>e(h),
Gulk, o —yl) = ¢ e

ED)) si |z —y| < e(h).

Ensuite on approche G}, par une fonction linéaire par morceaux. On a

Gl o — )~ S S Gl I — i (o)l

k=1 l=1
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7.2 Schéma numérique

L’opérateur Ty est alors discrétisé en la matrice T = (ﬂ?)lgng N, Ol Tl’; est une
matrice bloc 3 x 3 telle que

Ns N

Thin(c) = Ajx Y 0> Guls, Ipe — pil) n(es) x Vi, r(ei) (V8 1), dnlcs)) -

k=1 l=1

Pour discrétiser la dérivée de forme de T}, nous allons dériver la formule ci-dessus
en utilisant tout simplement les les regles de dérivations. Nous avons déja donné les
dérivée des éléments d’aires et du vecteur normal. Il reste les dérivées des gradients
tangentielles des fonctions de la base de 2'(F},,T}). Pour cela nous utilisons les
formules de dérivations du gradient tangentiel. Nous avons juste besoin da sa partie
tangente a la surface I'y, qui est

0 (TrthhTr_hl) wk
87’h

[0,&1}] = —[Vr, &V, Y.

Iy

7.2.2 Composante tangentielle des dérivées normales des
opérateurs de potentiels

Pour discrétiser la composante tangentielle des dérivées normales des opérateurs de
potentiels Wy, et Wy, nous devons discrétiser les opérateurs M, et CI. On a

Mijle) = — [ A6l = it)dr(y

s [ oo~ Diw)do(y)
(7.1) .

~Hr [ o (ke = Di(0)do(s)

+ [ Gl = i) - n(a) dor)
et
Ly G = e o = D)oty
7.2 )

—%n(:p) X /1“ SX; (K, |z —y|) divrj(y)do(y).

Les noyaux des trois derniers termes du second membre de (7.1) sont faiblements
singuliers. On utilise la méthode de Nystrom pour les discrétiser. Pour discrétiser
ArG(k, |z — y|) on utillise I'égalité

ATG(k, |z — y|) = divf ViG(k, [z — y[) = — divp VEG(k, [z — y).

123



7. Simulations numériques

On approche G(k, |- — - |) par des linéaires par morceaux en chaque variables z et
y et on a
Ns N,
ARGh(s, [z =yl = Y Guls. [k = pil) Viww(z) - Viei(y).
k=1 I=1

Le noyau du premier terme du second membre de (7.2) est faiblement singulier.
On utilise également la méthode de Nystrom pour le discrétiser. Pour le second on
utilise une intégratio par partie dans l'intégrale

VG o , [ OVG _
[ S (e = u divr i)dos) = - / Vi (a—()< o — y|>) i) do )

Le noyau (K, |z — y\)) a la méme régularité que le potentiel de double

on(z)
couche. On I'approche alors par des linéaires par morceaux en la variable y et par des
constantes par morceaux en la variable z puis on lui applique le gradient tangentiel.

Nous avons besoin également de calculer numériquement Hr = divpn et Rp =
Vrn. Pour ce faire donner avons d’approcher le vecteur normal par des linéaires par
morceaux. On utilise alors la formule

> Aing(c)

nh( Z) — {japiGTj}

> A

On utilise la méme formule (deux fois) pour calculer le terme Vr, divr, j, qui inter-
vient dans les relations de sauts ou j; est constant sur chaque triangle.

7.3 Résultats numériques

7.3.1 Sur le calcul des dérivées de forme du champ lointain

Tout d’abord nous devons vérifier que les deux méthodes de discrétisations des
dérivées de forme du champ lointain sont correctes. Il n’existe pas de méthodes
théoriques pour calculer les dérivées de forme exactes dans le cas de la sphere
diélectrique, sauf si on prend comme direction de descente le vecteur normal, il
s’agit alors de dériver les coefficients dans les séries de Mie par rapport au rayon.
Pour une direction quelconque on peut définir une dérivée de forme de référence a
laide des différences finies. Prenons les parametres suivants :

> parametres : R =1, o = [t; = o, keR =1, ki = 2K, = 1.
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7.3 Résultats numériques

> onde incidente : une onde plane,

E"(z) = pe™d avecd=(0,0,1) et P =

> direction : 'application
& S? — R3
&= (z1,29,23) — (0,0, 13).
On calcule pour ¢ = 0.001 la quantité

DSQE?:f[O,f] _ (E>((I +t§>‘5:) — EOO(SZ)).

Dans le tableau ci-dessous nous donnons les erreurs relatives en norme L? sur la
sphere unité entre les dérivées de forme calculées en dérivant la représentation
intégrale (RI) et en résolvant le probleme &'(§) avec la dérivée de référence Dg2EJ [0, &].

Erreur relative
Ne | (RI) | Z'(§)
216 | 0.0220 | 0.1110
512 | 0.0087 | 0.0816

1024 | 0.0030 | 0.0576

2016 | 0.0013 | 0.0394

Les dérivées de forme calculées en dérivant la représentation intégrale convergent ra-
pidement vers la dérivée de référence puisque nous avons dérivé la méme représentation
intégrale avec laquelle est calculé le champ lointain.

7.3.2 Sur la méthode de gradient

Dans ce paragraphe nous présentons quatre tests numériques. Pour les trois premiers
nous avons choisi un champ lointain cible dont on connait une solution, pour le der-
nier nous avons choisi comme champ lointain cible une fonction dont 'amplitude est
une gaussienne asymétrique.

> Test 1 :

Pour la premiere expérience numérique nous avons choisi comme champ lointain de
référence celui associé au diffracteur diélectrique dont la géométrie est paramétrée
par la sphere unité a ’aide des harmoniques d’ordre n < 3 :

Qpep = (14 .75 — 37 — 1Y) S2.

On cherche alors a minimiser la fonctionnelle ¢ sur V3 N V,4. La dimension de V3
est 9. Dans ce cas nous savons qu’il existe une solution. L’intérét de ce test est de
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7. Simulations numériques

vérifier que la méthode converge vers une solution et que la solution est bien obtenue
pour la forme €,.;. Comme forme initiale on prend la spheére unité.

> Tests 2 et 3 :

Ici nous avons choisi comme champ lointain cible pour ces deux tests celui asocié
a un cube diélectrique éclairé par une onde plane. dans le test 2 nous utilisons une
fréquence plus faible que dans le test 3. Nous voulons mettre en évidence qu’avec
des fréquences plus grandes on obtient alors une solution qui se rapproche du cube.
Pour ces deux tests nous avons évalué la fonction cout ¢ sur Vo N V4 c’est-a-dire
avec 100 fonctions.

> Test 4 :

Enfin nous avons cherché a construire un test en relation avec I'application phy-
sique. Alors ici nous avons choisi comme champ lointain cible une fonction sur la
sphere unité dont 'amplitude I*° est une gaussienne aymétrique définie comme au
chapitre 6 avec NdB = —3dB et 0,,, = 30° dans les deux plans ¢ = 0° et ¢ = 90°.
On a cherché a modifier un hyperhémisphere, a savoir une boule de diametre 1.2},
tronquée selon un plan situé a une distance .3\ du centre de la boule. Cet hy-
perhémisphere est éclairé par une source point située a une distance d = % de la sur-
face plane du diffracteur diélectrique. Nous avons cherché a optimiser 'amplitude du
champ lointain en modifiant uniquement la surface sphérique de I’hyperhémisphere.
Nous avons donc évalué la fonction cout J; sur ’ensemble des éléments de Vo N V4
restreints a la surface sphérique de I’hyperhémisphere (on prolonge par zéro sur la
face plane). Au final, au bout de 10 itérations, I'erreur relative a diminué de plus de
50%. La forme associé est assez irréguliere.

126



7.3 Résultats numériques

Test 1.

Données
> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 7 €t K; = V2 + .

> Onde incidente : une source point,

(e}

E"(x) = rot (G(ke, |z —d|)P) avec d = (0,0, —1.25) et P =

> Triangulation : 444 triangles, 224 points.

> Champ lointain souhaité : > forme associée :

z = (1+.75Y0(2) — 3Y2(3) — .1YQ(#)) &

Amplitude du champ lointain

0.35

S =171, ¢=0

o —— 11”1, ¢=90" |

S
S 5 S JNENe
0.2 FRRRE AR SRR NN £ AR ARRRE | SRR SRR LR R SR /
& S 5 oo
- : : : : A : h : : : : N
0.15f A I LA 1 U
Ot f
0.05f 5t b ]

0 i i A i i i i i i i i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
0

Résultats
Itération N;; | Erreur relative W

2

0 0.5671 .

1 0.2178

2 0.1359

3 0.0903

4 0.0641

5 0.04058

10 2.97 1073

15 3.52 10~

25 3.1107°
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Itération N =0

Amplitude du champ lointain

0 L X s s NS
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
[¢]

Itération N =1

Amplitude du champ lointain

o0,

IE”I

0.15}-

0.1}

0.05F

,

— I, ¢=0"

o LN A
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
0

Itération N = 2

o0,

IE”I

Amplitude du champ lointain

— I, ¢=0"

120 150 180

Itération N = 25

Amplitude du champ lointain
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Test 2.

Données
> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 1 et k; = 2.

> Onde incidente : une onde plane,

1
E"(2) = pe™?, avec d = (O,sin (E> , COS (z)) et p=10
6 6 0
> Triangulation : 444 triangles, 224 points.
> Champ lointain souhaité : > forme associée : cube

Amplitude du champ lointain

1.6

— II"1, ¢=0"
17,9200 | NN ey

N7

0 i i i i i i i i i i i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180

0
Résultats
E® —I%®
Itération Ny | Erreur relative w
L2
0 0.5497
1 0.1158
2 0.0852
5 0.0778
10 0.0717
15 0.0649
25 0.0507
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Itération N =0

Amplitude du champ lointain

16
— 11", ¢=0"

140 —— 7, =0

1ol =1 4=00"
IE”1, $=90

0 NS S H
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
[¢]

Itération N =1

Amplitude du champ lointain

— "1, =0

0 I
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
0

Itération N = 2

Amplitude du champ lointain

0 I
-180-150-120-90 60 -30 0 30 60 90 120 150 180
€]

Itération N = 25

Amplitude du champ lointain

1.6
— 11", =0
1.4 ——E™, ¢=0"
12f = Mhe=s0
IE”1, $=90
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Test 3.

Données
> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 1 et k; = 2.

> Onde incidente : une onde plane,

1
E"(2) = pe™?, avec d = (O,sin (E> , COS (z)) et p=10
6 6 0
> Triangulation : 444 triangles, 224 points.
> Champ lointain souhaité : > forme associée : cube

Amplitude du champ lointain

3.5 T T =
— 1I"1, =0
3H—— 11", ¢=90" F:

~_ AV U

0 ; T : i i i i i V3 z i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180

0
Résultats
EX —I®
Itération N;; | Erreur relative W
L2
0 0.4666
1 0.2509
2 0.2022
5 0.1049
10 0.0707
15 0.0605
25 0.0548
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®

o0,

o0,

IE”I

o

1E”I

3.5

Amplitude du champ lointain

— "1, $=0
—— IE", ¢=0
—— 1”1, =90
IE”, $=90

e

90 120 150 180

Amplitude du champ lointain

Amplitude du champ lointain

Amplitude du champ lointain

— "1, =0

——IE™, =0

——1I"1, ¢=90"
IE™I, =90

o= T
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60
€]

90 120 150 180

Itération N =0

Itération N =1

Itération N = 2

Itération N = 25
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Test 4.

Données
> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 7 €t K; = 2Ke.

> Onde incidente : une source point,

1
Emc(:c) = rot (G (ke, |v — d|)p) avec d = (0,0,—0.25) et p = [ 0
0

> Triangulation : 748 triangles, 376 points.

> Diagramme en rayonnement souhaité : diagramme de type gaussien asymétrique
avec des angles d’ouverture identiques dans les plans ¢ = 0° et ¢ = 90°, on prend
0w = 30°.

Résultats

[E=] = T,
[T,z

Itération N;; | Erreur relative

0 0.3786
0.2754
0.1946
0.1745
0.1644
0.1588
0.1401

QY = | W[ DN~

—_
(el
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Amplitude du champ lointain normalisée

e 1], $=0, S0
— "), g0
IE"], $=00

Amplitude du champ lointain normalisée

-%0‘ -60 -30 0 a0 60 90

e |1, 0=, 90
—IE"], ¢=0’
IE), gms0

-%O -60 -30 0 30 G0 0
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7.3.3 Sur 'autre méthode de descente

Avec cette méthode nous avons réalisé deux tests en choisissant uniquement des
champs lointains cibles dont on connait une solution. L’erreur entre les dérivées de
formes exactes et celles calculées avec le probleme &2’ est trop grande lorsqu’on
monte en fréquence donc les fonctions colit ne diminuent pas. Nous nous sommes
donc restreint a des petites fréquences.

> Test 1 :

Ici nous avons choisi comme champ lointain de référence, celui calculé a partir d'un
ellipsoide tourné de 45° par rapport a l'axe (Oz) et soumis & une onde plane. On
constate que la forme optimale se rapproche également d’un ellipsoide tourné 45°
selon le méme axe mais les dimensions ne sont pas tout a fait les mémes.

> Test 2 :
Nous avons réalisé la méme expérience qu’au test 3 du paragraphe précédent.
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Test 1.

Données

> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 1 et k; = 2.

> Onde incidente : une onde plane,

Einc(gc) — ?eiz-d, avec d = (0, 0, 1) et ﬁ —

> Triangulation : 444 triangles, 224 points.

> Champ lointain souhaité :

1.4

Amplitude du champ lointain

— 11", =0

0 i i i i i i i i i i i
-180-150-120-90 -60 -30 O 30 60 90 120 150 180
¢}

1
0
0

> forme associée : ellipsoide

Résultats
E™ —I*®||,-
Itération N;; | Erreur relative w
L2
0 0.4474
1 0.16.98
2 0.0624
5 0.0386
10 0.0288
25 0.0224
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Ttération N =0

Amplitude du champ lointain

1.4

— 1”1, ¢=0"
1.2 ——IE™, ¢=0"
——1I"1, $=90"

IE™I

G - - N - - - - - o - -
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 18
0

Itération N =1

Amplitude du champ lointain

— 1”1, $=0"
1.2f —IE™, ¢=0"
——1I",¢=90" |
——IE™, ¢=90 |/}

IE”I

—1080—150—120—90 -60-30 0 30 60 90 120 150 18
0

Itération N = 25

Amplitude du champ lointain

1.4 = =
—II"l, $=0

1.2] —IE™, ¢=0"
—— 111, $=90"
——IE"1, $=90"

IE¥I

0 i i i i i i i i i i i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
0
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Test 2.

Données
> Constantes diélectriques : p; = fie, ke = 7 €t K; = V2o +i.

> Onde incidente : une onde plane,

1
E"(2) = pe™?, avec d = (O,sin (E> , COS (z)) et p=10
6 6 0
> Champ lointain souhaité : > forme associée : cube

Amplitude du champ lointain
3.5 —

— ", ¢=0" |:
3 —— 11", ¢=90" |*

17

~_ AV U

0 ; : i i i i i V3 z i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60 90 120 150 180
0

Résultats

Itération N;; | Erreur relative w
2

0 0.4666 .

0.2000

0.1184

0.0988

0.0952

0.0908

QY | W DN —
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Ttération N =0

Amplitude du champ lointain

35 r
— 11", ¢=0
3} ——IE™, 9=0"
——1I"1, $=90"

-
w
90 120 150 18
Itération N =1
Amplitude du champ lointain
35
— 1”1, ¢=0"
3 —— IE™I, ¢=0"
—— "1, =90 |
2.5 —— g, g=00" |
§
w

IE”I

Itération N =5

Amplitude du champ lointain

0 i i i i
-180-150-120-90 -60 -30 0 30 60
0

90 120 150 18
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Conclusion et perspectives

dans la premiere partie de cette these nous avons construit et analysé quatre nou-
velles équations intégrales de frontiere alternatives pour le probleme de diffrac-
tion diélectrique en appliquant les deux méthodes présentées par R. E. Kleinman
et P. A. Martin dans [26] pour résoudre le probleme correspondants en accous-
tique. Les opérateurs intégraux associés aux équations intégrales ne sont pas for-
tement elliptiques sur des espaces fonctionnels classiques tels les espaces de Sobo-
lev comme dans le cas scalaire mais on montre qu’ils sont de Fredholm d’indice

zéro sur H;%(din7 I'). selon un choix convenable des parametres introduits dans la
représentation intégrale de la solution nous avons montré, dans le cas des surfaces
régulieres, que ces équations intégrales admettent une unique solution pour toute la
plage des fréquances réelles. Quelques résultats numériques présentés dans le chapitre
4 montrent ’applicabilité de ces deux méthodes. dans la seconde partie de cette these
nous avons étudié la dérivabilité par rapport au domaine des opérteurs intégraux

surfaciques sur lespace de régularité mixte H, 2 (divp,T') intervenent dans la for-
mulation intégrale du probleme de diffraction diélectrique. On montre notamment
que ces dérivées de forme ont la méme régularité que les opérateurs intégraux eux-
mémes. Nous avons déterminés également une forme explicite et simple des dérivées
de forme de ces opérateurs, ce qui rend possible leurs implémentations. Ensuite nous
avons développé deux algorithmes d’optimisation de forme du diffracteur diélectrique
en vue de 'obtention dun champ lointai idéal en utilisant une simple méthode de
gradient. Les résultats numériques sont assez satisfaisant et montrent bien 'ap-
plicabilité des méthodes d’équations intégrales de frontieres pour la résolution de
probleme d’optimisation de forme en électromagnétisme.

Pour en revenir a ’application physique, il va falloir construire des méthodes numéri-
ques plus rigoureuses et efficaces. Il existe de nombreuses perspectives pour améliorer
ces résultats numériques. On peut notamment utiliser des méthodes rapides ou tout
simplement utiliser des discrétisations de degrés supérieurs. L'un des objectifs fixés
était de faire valider le code par 'IETR mais le logiciel utlisé ne nous permet pas de
réaliser des calculs avec les fréquences utilisées en pratique. Aussi dans cette these
nous avons uniquement considéré des lentilles homogenes. Cependant pour minia-
turiser les lentilles tout en conservant leurs performances une méthode consiste a
construire des lentilles avec plusieurs couches de matériaux diélectriques tels que la
permittivité décroit progressivement vers la permittivité a I’extérieur du diélectrique
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7. Simulations numériques

(le vide en général). Il serait donc intéressant de construire des méthodes d’équations
intégrales de frontiere pour des permittivités variables.
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Annexe A

Théorie de Mie pour les équations
de Maxwell

Dans ce chapitre nous présentons la théorie de Mie pour la diffraction d’ondes
électromagnétiques harmoniques en temps. Pour plus de détails nous renvoyons le
lecteur aux livres [30, 31].

Soit (O, ey, €9, e3) un repere orthonormé de R? et x = (21,29, 23) € R3. On note
(p, 0, ) ses coordonnées sphériques et on a

xr1 = psinfcosg,
Ty = pcosfsing,
x3 = pcosh.

T3

€

On associe & tout point z = (p,0,¢) € R3 le repere orthonormé directe mobile
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A. Théorie de Mie pour les équations de Maxwell

(0,ep, €4, €9) défini par :

e, = sin(f) cos(¢)er + sin() sin(p)es + cos(f)es
eg = cos(f) cos(p)e; + cos(f) sin(gp)es — sin(6)es
e, = —sin(p)er + cos(¢)es.

A.1 Solutions harmoniques des équations de Helm-
holtz

Soit u une solution de I’équation de Helmholtz Au + x?u = 0. On cherche u sous la
forme u(x) = R(p)P(¢)O(0). On a alors :

(A) (;2—;2) +m*® =0

1 0 00 m?
(B) 5in(0) 90 (sm(G)%) + {n(n +1) Sin2(0) =0
() % <p2€;—f) + [K%p* —n(n+1)]R=0

Solutions de (A) :  ®,,(¢) = ™.

Solutons de (B) :  ©(6) = P*(cos(6)), le mieme polynome de legendre d’ordre n.

Solutions de (C) : on fait le changement de variable ¢t = kp et on trouve

(Cy) % (tQ%) + [t —n(n+1)]6; =0

Les solutions de (C}) sont les fonctions de Bessel sphériques :

™

o(0) =\ T3 0) e wa(6) = |/ 2V )

ou J, et Y, sont les fonctions de Bessel ordinaires. On définit les fonctions de hankel
sphériques de premiere et seconde especes par hg) = Jn + 1y, et hg) = Jn — 1Y,. On
prendra selon les cas :

Ru(p) = ju(rp), hiD(p).
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A.2 Solutions harmoniques des équations de Maxwell

Théoreme A.1.1 Les fonctions harmoniques sphériques

. 2n+1(n —|ml!) ,
ym P|m| ime
n (2) \/ A (n+|m|!) " (cosf)e

pourm = —n,...,n andn =0,1,2,... forment une base orthonormale de L*(0By).

Théoréme A.1.2 La fonction définie par uS?ﬂ(a:) = jn(kp)Y, " (Z) satisfait I’équation

de Helmholtz Au + k*u = 0 dans R® tout entier.

On a les développements asymptotiques suivants :

hO(t) = (—i>"+167it {1 O G) }

agﬁt}) (1) = (—i)n%ﬁ {1 +0 (%) }

On en déduit le théoréme suivant.

Théoréme A.1.3 La fonction définie par qu’Bn(a;) = h%l)(np)Ynm(:?:) satisfait I’équation
de helmholtz dans R*\{0} et la condition de radiation de Sommerfield

ou
lim p(— —ikpu) = 0.
(Gp = inon)

p—o0
A.2 Solutions harmoniques des équations de Max-
well
Soit u une solution de 1’équation de Helmholtz Au + x?u = 0. La fonction définie
par u(x) = rot(xu(z)) satisfait rot rot u — x%u = 0.
1
On pose MT(Ll,zﬂ(x) = rot(zj,(kp)Y, " (2)) et N = = rot MY, pour n = 1,2,...
iR
and m = —n,...,n. On en déduit le théoreme suivant

Théoréme A.2.1 Les fonctions Mély)n et Nr(Llr)n sont solutions de [’équation de Max-
well rot rot u — x%u = 0 dans R3.

1

On pose M,S%(x) = rot(mhg)(/{p)ynm(i)) et N = = rot M), pour n = 1,2, ...
iR

and m = —n,...,n.

Théoréme A.2.2 Les fonctions Mflg%l et NT(L?’)n sont solutions de [’équation de Max-

well rotrotu — k*u = 0 dans R3\{0} et satisfont la condition de radiation de
Silver-Mdiller.
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A. Théorie de Mie pour les équations de Maxwell

Grace & rot(uv) = wurotv + (Vu) X v
rotrot(zu(z)) = —xAu(z) +V {u(x) + pg—Z(x)}
Vef(lzl) = ;f’(p)
V@) = Vi)
On obtient :

MO, () = V (WD (xp)¥,"(2)) x 2 = b (sp) rotop, V' (2)

n,m

ngg,zl(x) = —; rot rot(a:hﬁll)(/{p)Ymm(i:)
8h£}) Kp
p#

_ (U)yrm (4 M m( s s
— —zA (hn Y (x)) FV I )Y (@) + p = Y )

1 () z OhYY x OnY z 02 .
= E{H%hn (p) + 1= =5 (5p) + Zng (ffp)+pf<&2; gp (p) ¢ Vi)

1 oh (kp) | 1 .
+— {h%l)(/f,o) + ,OM} —Vop, Y, (Z)
Ik dp p

onY )
5 w)} Von Y;"(@).

_ T (1) m( L}
— an + Dhn’ (kp)Y,(2) + T {hn (kp) + kp

- 3 3 . :
Pour calculer numériquement ]\/LST% et Nﬁn)l nous avons besoin de pouvoir calculer
explicitement Vyp, Y,". On utilise les relations suivantes

\V4 ( )- % + l@ + —1 %
= 8p6p p 00 0 psin(6) &zﬁed’
1 0u 1 ou
VQBRU(I> = E@Gg -+ RTn(é’)a_qb%
Et on obtient :
. OPM(cos(0)) im . P"™(cos(8)) i
Vop, Y, (2) = —<8<9 ( >>e %eq +Zm—s§n(6() ) e,

avec

0P (cos(f))  mncos(0) Py (cos(0)) — (I +m)P;" (cos0)

00 1 — cos?(0)

Expression du champ lointain a I'aide des séries de Mie :

M (p) hi) (kp) drrp
. n,m _ 1 n m __ 1 (1) A
P G08) P G O = I G ) X040, Yo (0
Am(—i n+1
= % rotsp, Ynm(i)
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A.3 Développement en série Mie des opérateurs intégraux surfaciques

Nég%(pi) 147p onY v (—g )"+
lim —==——== = lim —— Vos, Ynm(?) = Von,Yom(i).
pLoo G(p?) PLoo ietrr Jp (19)V o3, Yoo () 98, Ynm(Z)

A.3 Développement en série Mie des opérateurs
intégraux surfaciques

Théoreme A.3.1 Les harmoniques sphériques vectorielles d’ordre n données par

1 1
——=VypY," et ————=rotyp, Y, "
n(n+ 1) n(n+1)
pourn =1,2,... etm = —n,...,n forment une base orthormée compléte pour l’es-

1
pace L*(0B;) et pour H, > (divap,,0B;) (par complétion de L% (0B;) pour la norme

Il ||H‘%(diva3 85,) définie au chapitre précédent).
17

n _1

Soitj= > > awmVon Y, +Bumrotes, Y, € H, ?(divep,,0B). Alors les images
n>0m=1

de j par les opérateurs intégraux M,, C, et Cy sur la sphere de rayon p sont :

MKJ Z Z Q;, VaBIYm + ﬂnm I‘OtaB1 Ynm

n>0 m=1

avec

k)2 [ i (1)
ods =~ (mmmmh;)(nm i) (%mmhﬁw) +guli) >))

et

(1)
8355 = B (mpj ()P p) + 1520 (g;<mp>hn1><m>+jn<m>’git<w>)>,

Cij= Z Z o, VaBly + BC& rotyp, anm

n>0 m=1
avec
Ch A
e = —iBum (k) jn(kp) RS (Kp)
et

| )
5% — o (jn(ﬁ;p) + np%(ﬁ/ﬁ) (h(”(fw) + thgt (% )) :
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A. Théorie de Mie pour les équations de Maxwell

Coj=Y Y aS Vop, Y + 35, rotop, Yom

n>0 m=1
avec
af =3 —1
nm "Mon 4+ 1
et
B9 — oy (—— MDY
2n + 1 2n + 1
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Résumé :

Les antennes lentilles sont des dispositifs ayant pour support les ondes électromagnétiques
et sont constituées d’une source primaire et d’un systéme focalisant diélectrique (la len-
tille). La montée en importance récente d’applications en ondes millimétriques (exemple :
radars d’assistance ou d’aide & la conduite), nécessite la construction d’antennes lentilles
de quelques centimetres qui répondent & des cahiers des charges spécifiques a chaque cas.
L’une des problématiques a résoudre consiste a déterminer la forme optimale de la lentille
étant donnés : (i) les caractéristiques de la source primaire, (ii) les caractéristiques en
rayonnement fixées. Ce projet de these vise a développer de nouveaux outils pour 'opti-
misation de forme en utilisant une formulation intégrale du probleme.

Cette these s’articule en deux parties. Dans la premiere nous avons construit plusieurs for-
mulations intégrales pour le probléeme de diffraction diélectrique en utilisant une approche
par équation intégrale surfacique. Dans la seconde nous avons étudié les dérivées de forme
des opérateurs intégraux standard en électromagnétisme dans le but de les incorporer dans
un algorithme d’optimisation de forme.

Mots clefs : Equations de Maxwell harmoniques en temps, équation intégrale de frontiere,
décomposition de Helmholtz, dérivées de forme, optimisation de forme, méthode de gra-
dient.

Abstract :

Integrated lens antennas are devices having electromagnetic waves as support and are
composed of a primary source and a dielectric focusing system (the lens). The recent in-
crease of applications in millimetric waves (example : adaptative cruise control radars),
needs the design of lens antennas of a few centimeters with specific requirements. One of
the problems consists in determining the optimal shape of the lens given : (i) the primary
source, (ii) the radiation pattern. This PhD thesis project aims to develop new tools for
shape optimization using integral formulation of the problem.

This PhD thesis is structured in two parts. In the first one we have constructed several
integral formulations for the dielectric scattering problem using boundary integral equa-
tion approach. In the second one we have studied the shape derivatives of the standard
boundary integral operators in electromagnetism in order to incorparate this derivatives
in shape optimization algorithms.

Key words : Time-harmonic Maxwell’s equations, single boundary integral equation,
Helmholtz decomposition, shape dérivatives, shape optimization, gradient method.



