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Introduction

Cette these porte sur certaines propriétés combimgtdizs groupes de tresses. Plus spécifi-
guement, nous étudions les monoides de Birman—Ko-Lem{moides de tresses duaux) ainsi
que l'ordre standard des tresses (ou ordre de Dehornoy).

CONTEXTE GENERAL ET R ESULTATS PRECEDEMMENT CONNUS

Il semble que la premiere référence ou les groupes dsdsesont explicitement intro-
duits et étudiés soit un texte de E. Artin qui fut publié 925 [Art25]. Ce texte a ensuite
été republié sous une forme leégerement differentesdiart47]. Cependant, la notion de tresse
et plusieurs idées qui y sont liees remontent au XIXelsjatans les travaux d’A. Hurwitz,

F. Klein, H. Poincaré, B. Reimann et certainement d’aui@speut méme trouver un schéma
de tresses dans des notes de C.F. Gaul3 [Gau].

Les tresses ont fait I'objet de plusieurs travaux de redteenes dernieres années, en par-
ticulier, parce qu’elles sont assez simples pour obtersrgteuves accessibles et, en méme
temps, assez difficiles pour donner lieu a des résultatfopds. Un important tournant fut
la découverte de V. Jones d'un lien profond entre les greujee tresses et la théorie des
opérateurs, la mécanique statistique et d’autres netilenphysique mécanique aux alentours
de 1984 [Jon87]. Plus recemment, D. Krammer [Kra00, Kr&dd. Bigelow [Big01] ont établi
la linéarité des groupes de tresses, c’est-a-diregjatiimettent une représentation fidele dans
un espace vectoriel de dimension finie.

D’autre part, de nombreuses généralisations des gralgeesses ont été introduites avec
profit. En 1966, J. Tits a défini et étudié les groupes desee associés a des groupes de Coxeter
guelconques dans [Tit66]. Cette etude a été poursuivitdg2 par P. Deligne dans [Del72] et
E. Brieskorn avec K. Saito dans [BS72]. En 1998, M. Brouéyi@lle et R. Rouquier ont étendu
I'étude aux groupes de tresses de groupes de réflexionglexes [BMR98]. En 1999, P. De-
hornoy et L. Paris ont introduit la notion de groupe de Gar§i2P99], une version abstraite de
I'approche développée par F.A. Garside pour les groupedrdsses dans [Gar69].

Originellement, le groupés,, des tresses a brins est défini comme le groupe des classes
d’isotopie des tresses géométriques arins. Une présentation algébrique a été établie par
E. Artin dans [Art25], et c’est le point de départ qui seritisé dans ce travail. Pour nouB,,
est donc le groupe de présentation

<017 o5 On—1

Ainsi une tresse & brins est une classe d’équivalence (infinie) de mots erety®ss;”. De
tels mots seront appel@sots de tresseNous nous référerons souvent aux lettresomme les
gérérateurs d’Artin La correspondance standard entre les éléments dedamation des,,

et les tresses géomeétriques consiste a utiiseomme un code pour la tresse géomeétrique ou
le ieme et le(i+1) éme brins se croisent, avec la convention que le brin allgiment en
position(i+1) passe au-dessus de l'autre.

0; 05 = 0j0;  pour|i —j| > 2 (1)
0;0j0; = 0j0;05 pourfi—jl =1 /-



FiG. 1 : Interprétation d’'un mot en les lettres ;"' comme diagramme de tresse géométrique.

Ordre des tresses

La théorie des groupes ordonnés a environ un siecleestdt le plus connu portant sur
les groupes ordonnables est sans doute un théoreme déitider [HO101] datant de 1901,
qui caractérise le group@, +) comme l'unique groupe maximal ordonnable satisfaisant la
propriété dite archimédienne.

Un ordre total< défini sur un groupé&- est ditinvariant a gauchesi la relationg < h
implique fg < fh pour toutf, g eth deG. Dans [Deh94], P. Dehornoy construit un ordre total
invariant a gauche sus,,. Cet ordre est facilement décrit a I'aide de mots de trelase type
particulier :

Théoreme 1.3.9.(P. Dehornoy, [Deh94]0n poses3 < ' si la tresse quotient™ 3’
peut &étre repesenée par un mot de tresse-positif, c’esta-dire, un mot de tresse
dont la lettres; de plus grand indicé n’apparat que positivement, dans le sens o
la lettre o; appardt, mais pass; . La relation < est alors un ordre total invariana
gauche surB,, pour toutn.

Le fait que la relation< soit un ordre total invariant a gauche est conséquenceleies
propriétés qui suivent. On dit qu’'un mot de tressecesggatif si son inverse est-positif, et
gu’un mot de tresse estdéfini s'il est soito-positif soito-négatif. En d’autres termes, un mot
de tresse est-défini si la lettres; de plus grand indice n’apparait que positivement ou que
négativement.

Propri été A. Une tresse représentée par un matéfini est non triviale.
Propri été C. Toute tresse non triviale admet un représentadéfini.

Ces deux propriétés on été demontrées dans [DehBdifja de méthodes d’algebre auto-
distributive. Elles ont &té redémontrées par D. LaraesdLar94] en utilisant la représentation
dite d’Artin des tresses en termes d’automorphismes d’angg libre. Ultérieurement, en 1999,
R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourke et B. Wiest onts#iline méthode topologique
pour reconstruire un ordre invariant a gaucheBuru comme groupe d’homéotopie du disque
unité an trous [FGR 99]. Leur approche est une version géométrique de celld.dearue.
Le fait remarquable est que cet ordre coincide avec celuhédareme 1.3.9. Encore plus de
démonstrations des propriétés A et C ont été promodans d’autres travaux reposant sur des
approches variées. Nous référons a [DDRW02, DDRWO08].

Par ailleurs, en 2000, B. Wiest et H. Short construisent §&@k¢00] une famille entiere
d’ordres invariants a gauche siiy, définie a partir de la géométrie hyperbolique du receuvr
ment universel du disque troué, en suivant une approchentmt a W. Thuston et méme a
J. Nielsen [Nie27]. Nous renvoyons a [Ito08] pour une desion combinatoire de certains de
ces ordres. Il est maintenant connu que I'ensemble dessosdré®,, a des propriétés tout a fait
intéressantes, voir [Nav07].
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Expressiono-définie

Comme mentionné précédemment, le point clé de I'emcstade I'ordre est la propriété C,
qui établit que toute tresse non triviale admet au moinsaexpeessionr-définie, c’est-a-dire,
une expression dans laquelle le génératede plus grand indiceéapparait seulement positive-
ment, ou seulement négativement. Indépendamment de ¢toasidération d’ordre, cette pro-
priété est un résultat fondamental des tresses (iletogtrioté qu’elle ne peut pas étre étendue
aux groupes de tresses généralisés associés aux groefgeoxeter de type autre que A et B,
voir [Sib03]).

Durant les vingt dernieres années, au moins cing ou snostrations de ce résultat ont été
proposées. Comme nous I'avons dit, la premiere par P. Delgen 1992 repose sur les algebres
auto-distributives [Deh94]. La suivante, par D. Larue R4 utilise la représentation d’Artin
des tresses comme automorphismes du groupe libre, un antjguoiea été indépendamment
redécouvert part R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. Rourlg &Viest [FGR 99] dans un
langage topologique. Une démonstration completemdi@reinte fondée sur la géométrie du
graphe de Cayley du groupe de tredsget la théorie de Garside apparait dans [Deh97a].
Il existe aussi au moins deux démonstrations reposantesialgjorithmes de relaxation, qui
sont des stratégies pour simplifier de proche en prochagjiend’'une (famille de) courbe(s)
dessinée dans un disque et déformée par I'action d'@ssérvue comme un homéomorphisme
du disque. Une est décrite par I. Dynnikov et B. Wiest dan&/(I7], une autre par X. Bressaud
dans [Bre08].

Toutes ces méthodes sont effectives et donnent lieu dglastmes. Cependant, en termes
de complexité en espace et en temps, aucune n’a une catepiéilleure qu’exponentielle.
En particulier, la meilleure borne supérieure obtenuer plongueur d’un mot-défini final
équivalent a un mot de tresse initial de longuéest une exponentielle & D’un autre coté,
certaines méthodes sont connues comme extremementeffiea pratique, et la conjecture
suivante appartient au folklore du sujet :

Conjecture 1V.0.1. Pour toutn, il existe une constanté, telle que, pour tout mot de
tressew a n brins de longueuy, il existe un mot-défini équivalent de longueur au
plusC,,?.

En d’autres termes, la conjecture affirme que toute tressetadn représentant-défini
guasi-géodésique.

Tresses et bon ordre

Le monoide de tresses positives &rins, notéB; , est le sous-monoide du groupe en-
gendré paby, ..., 0,_1. Il est composé des tresses pouvant étre représeraéan ot de tresse
positif, c’est-a-dire, un mot ne contenant pas de lettte Par les résultats de Garside [Gar69],
le monoideB; admet la présentation donnée en (1) pour le groupe deer&ss vue comme
présentation de monoide.

Restreindre I'ordre des tressesau sous-monoid®,, de B,, munit trivialementB;, d'un
ordre total invariant a gauche. De plus, cette restrictidmet des propriétés supplémentaires
remarquables.

On dit qu'un ordre totak sur X est unbon ordresi toute partie non vide d& admet un
plus petit Eléement pouk. Avec une version faible de I'axiome du choix, ceci est gglgint a
dire gqu’il n’existe pas de suite infinie-décroissante dans.
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Clairement, pour. > 2, I'ensembleB,, muni de I'ordre standard des tresses n’est pas un bon
ordre car il contient la suite infinie décroissamte; ', o; %, .... Cependant, en 1996, R. Laver a
montré dans [Lav96] que, pour chaquda restriction de< au monoide3, est un bon ordre.

Une des bonnes propriétés d’'un bon ordre est que, caramt a un ordre total quel-
conque, un bon ordre est completement déterminé a igurismne pres par un seul parametre,
a savoir sa longueur, qui est habituellement spécifigaupaordinal. Nous rappelons que les
ordinaux constituent une extension de la suite des entétseals au-dela de I'infini. Par exem-
ple, le premier ordinal infiniv est le plus petit majorant des entiers naturels. L'ordinalasnt
estw + 1, ensuite vienl + 2, etc.

Pour ce que nous allons faire ici, il est suffisant de mengomue les ordinaux sont na-
turellement munis d’un ordre total qui est un bon ordre, epétations arithmétiques, addi-
tion, multiplication, exponentiation qui étendent cslides entiers naturels et partagent cer-
taines de leurs propriétés (mais pas toutes). Pour pluggidtats sur les ordinaux, voir par
exemple [Lév79]. Basée sur le theoreme de Higman [Hig&2lémonstration de Laver du fait
que (B, <) soit bien ordonné n’est pas effective, et ne fournit aucwyen de déterminer sa
longueur. Cette derniere fut donnée par S. Burckel datisese [Bur94], puis dans [Bur97] :

Théoréme 1.3.17(S. Burckel, [Bur97])La restriction de< a B, est un bon ordre de
longueurw"

La démonstration donnée par S. Burckel repose sur un angisubtil d’induction transfinie
qui est difficile a contrdler en pratique.

La forme normale alternante

Par définition, une tresse est une classe d'équivalencaade de tresse. Diverséarmes
normalesont &té décrites dans la littérature, c’est-a-direeis moyens de sélection, pour toute
tresse, d’'un mot de tresse distingué la représentantitedaime normale alternantest une
telle forme normale. Elle est seulement définie pour lesstre positives et fut introduite en 2008
par P. Dehornoy dans [Deh08].

La construction de la forme normale alternante d’une trassbrins repose sur I'opération
dite de®,,-éclatement qui associe a chaque tresse positivé®@ns une suite finie de tresses
positives &n—1) brins la déterminant complétement.

Pour donner une description plus précise, nous devortuitie une relation de divisibilité
a droite dans le monoide’. Pour(, v dansB;, on dit quey divisea droite 3, ou, de maniere
equivalente, qug est unmultiplea gauchede~ s'il existe une tresse positivé satisfaisant la
relations = (' v. Il est connu que3;, muni de la relation de divisibilité & droite a une struetur
de treillis, c’est-a-dire, que deux tresses positivedaumegues admettent un unique plus grand
diviseur a droite (ou pgcd a droite) et un unique plus petittiple commun a gauche (ou ppcm
a gauche). C’est I'un des ingrédients de la structureaBt®@arsidedu monoideB; . Un autre
ingrédient est le fait que le ppcm a gauche des générateurs d’Artiny, ..., 0,1 €St aussi
leur ppcm a droite. Ceci impliqgue que I'automorphismeeriiglr ®,, du groupeB,, associé
aA, préserve le monoidB;, et, donc, queb,, induit un automorphisme du monoidg. De
plus, 'automorphismeb,, préserve la divisibilite a gauche (et a droite), donpriéserve les
opérations de pgcd et de ppcm. On vérifie facilement @uéchanges; et o,,_; pour touts,
donc, géométriquemenb,, agit comme une symétrie sur les diagrammes de tresses.
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Proposition 111.1.22. (P. Dehornoy, [Deh08]Pour toute tresse non trivialg de B,
avecn > 3, il existe une unique suite finig, ..., ;) de tresses d&;_, avec/, non
triviale satisfaisant3 = ®21(3,) - ... - ®,(3,) - 3 et telle que, pour tout, la tresses;
est le plus grand diviseur droite dansB;_, de®>~*(3,) - ... - ®,,(Br+1) - P

Dans les conditions ci-dessus, la suitk, ..., 5;) est appelée |&,-éclatementle la tresse
positive. Les termes d’'u,,-éclatement sont numérotés de la droite vers la gauchel @fi
sister sur le fait que la construction commence a partiackdite et consiste a prendre le plus
grand diviseur a droite a chaque étape.

(1)6(ﬁ4) - - @6(52) —
_— Bs _— _— B

N W s OO

FIG. 2 : Partant d’'une tresse 3 de B, on prend le plus grand diviseur a droite de 3 laissant le 6éme brin
invariant, puis on prend le plus grand diviseur a droite du reste laissant le ler brin invariant, etc.
On obtient ainsi le ¢,-éclatement de (.

Le principal résultat de [Deh08] est une description intheale I'ordre des tressessur B
en termes d’ordre suB;_, et de®, -éclatement. Plus précisement, le résultat est le stiva

Théoreme 111.1.26.(P. Dehornoy, [Deh08]Pour 3, 3’ dansB;, larelations < 3’ est
satisfaite si et seulement sidg,-éclatement de est plus petit que l&,,-eclatement
de 3’ vis-a-vis de I'extensio$hortLez de 'ordre < sur B, _;.

Onrappelle que $iX, <) est un ensemble ordonné, une suite fimgeléments deX est dite
ShortLex plus petite qu’une autre suite finig si la longueur de est strictement plus petite que
celle des’, ou alors si les longueurs deet s’ sont égales et est<-lexicographiquement plus
petite ques’, c’est-a-dire, lorsque les deux suites sont lues en padi&ta gauche, le premier
terme dans qui ne coincide pas avec son homologue darest plus petit pour 'ordrex.

Il doit étre noté que le lien entre {&,-éclatement et I'ordre des tresses établi dans [Deh08]
utilise les travaux de S. Burckel. Cette approche ne permet gas de décire directement le
type d’ordre du bon ordréB;, <), mais en donne une description alternative.

Monoides de tresses duaux

En 1998, J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee [BKL98] ont intradei étudié un nouveau
sous-monoidé;* de B,,. Ce monoide est connu sous le nom de monoide de Birman-é&o—-L
Le termemonade de tresses dual été proposé ultérieurement et provient du fait queaces
parameétres obtiennent des valeurs symétriques s'ifs&a@iués dans3’ ou dansB}*; une
correspondance qui a été étendue par D. Bessis au cemtest général des groupes d’Artin—
Tits [Bes03].
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Nous rappelons que le groupe des tred3g®st le sous-monoide d&, engendré par les
élementsy, ..., 0,-1, OU, géométriguement; correspond au croisement des brires (i+1).
Le monoide de tresses duBl* est le sous-monoide du groupe de treBseengendré par
les tresses,;; avecl < i < j < n, OUa,; est définie paw;; = o;...0;1 0;' 071 .07 "
Géomeétriquement,; ; correspond au croisement des brired j, le tout par-dessous les (possi-
bles) brins intermédiaires.

P
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Fic. 3 : Dans la tresse géométrique représentée par a, 4, les brins 1 et 4 se croisent en dessous des
brins 2 et 3.

Par définitiong; est égale a; ;. et, donc, le monoid&, estinclus dans;*, une inclusion
stricte poum > 3 car la tresse; 3 n'appartient pas & .

Il est connu [BKL98] que le monoide de tresses dual admestmeture de Garside simi-
laire a celle de3;; . Ainsi, en particulier, deux éléements quelconquegifeadmettent des ppcm
et des pgcd a gauche et a droite. Le rdle de I'élémentatsi@eA,, est joué dans le cas d&*
par la tressé,, définie comme étant; 5 as 3...a,-1.,, C'€st-a-direp; 0z...0,,-1.

Le lien entre le monoideé3!* et le groupe symétriqué,, a été étudié dans [Bes03] et
dans [Bra01]. Des liens avec les racimesmes de I'unité et la théorie de Springer apparaissent
dans [BDMO2].

Le probléme de conjugaison

Le probleme de conjugaison du groupg est le probleme de décider si deux tressgs’
de B,, sont conjuguées, c'est-a-dire, s'il existe une tresde B,, satisfaisantt = v 3’ v

Depuis les travaux de F.A. Garside [Gar69], il est connu gugrbbleme de conjugaison
a une solution algorithmique. Cependant, a ce jour, tdetesolutions connues sont exponen-
tielles en complexité. C’est le cas pour la solution orddgnde F.A. Garside, comme pour toutes
les améliorations successives décrites par E.A. EliRifaH.R. Morton dans [ERM94], par
N. Franco et J. Gonzalez-Meneses dans [FGMO03], et par Z&kmMeneses et V. Gebhardt
dans [GMGO08].

Toutes les solutions citées ci-dessus utilise la strederGarside d&,,, soit celle associée
au monoideB,, et a la tressé\,,, soit celle associeée au monoifg* et a la tresse,,.

L ES RESULTATS DE CE TRAVAIL

Dans cette these nous établissons de nouveaux resutabsnatoires portant sur les tresses,
et, plus spécifiquement, sur les monoides de tresses diiguat I'ordre standard des tresses.
Notre principal outil est une nouvelle forme normale, app&rme normale tournante
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Forme normale tournante

Le point de départ de la construction de la forme normalerradinte dans le monoide
d’Artin B, est I'observation que toute tresse B¢ admet un unique diviseur a droite maxi-
mal appartenant 8/ _,. Une propriété similaire est vérifiée dans le cas desaiues de tresses
duauxB;* et B/*,. Il estdonc naturel de chercher une adaptation de la formmale alternante
a ce contexte.

Comme rappelé précédemment, le monoide de tresses3juast muni d'une structure
de Garside, dans laquelle le rdle de la tredseest joué pan,. Il s’ensuit que I'analogue
ded,,, qui est une conjugaison pay,,, est I'automorphisme, de conjugaison pay,. Comme
la tresseA? est un élément du centre dg,, 'automorphismeb,, est une involution, qui cor-
respond géométriguement a une symeétrie des diagramentessses. Par ailleurs, la plus petite
puissance dé, appartenant au centre @k est)”. L'automorphismey,, est donc d’ordre:. En
particulier, on trouvey,,(a; ;) = a;+1,;+1 pourj < n—1ete,(a;,) = a1,+1. GEOMetriquement,
'automorphsimey,, devrait donc &tre vu comme une rotation, ce qui a un senersidéssine
les diagrammes de tresses sur un cylindre au lieu d'un rgletahan.

1 6
6 1
2
2 5
3
1 4
3 4

FiG. 4 : Enrouler le diagramme de tresse usuel aide a visualiser les symétries des tresses a,, ,. Sur le
cercle obtenu, a,, , correspond naturellement a la corde reliant les points p et q.

1 6 1 §)
/ S
2 5 A~ 2 5}
3 4 3 4

FiG. 5 : Représentation de 'automorphisme ¢, comme une rotation d'angle 2= dans le sens contraire
des aiguilles d’'une montre.

Notre premier résultat est une adaptation de la construcke la forme normale alternante
aux monoides de tresse duzj*.

Proposition I11.2.7. Pour toute tresse non trivialg@ de B * avecn > 3, il existe une
unique suite finié 5, ..., 51) de tresses d&*, avec(, # 1 satisfaisant la relation

B =" (B)-...-4,(32) - B, ettelle que, pour chaqug la tresses, est le plus grand
diviseura droite deg®*(3,) - ... - ¢,,(Br+1) - Bx dansB,* ;.

Dans le conditions ci-dessus,la suit, ..., 5;) est appelée |g, -éclatementle la tresse.
La démonstration de ce résultat utilise les propristasdard de3;*, et n'est pas réellement
difficile une fois que la définition correcte a été donnée
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FIG. 6 : Le ¢4-éclatement d'une tresse de B;*. Partant de la droite on extrait le plus grand diviseur a
droite maximal qui laisse le sixieme brin invariant, puis on extrait le plus grand diviseur a droite
de la tresse restante laissant le premier brin invariant, etc.

Utilisant la procédure dg, -éclatement inductivement, on déduit un représentartbdte
tresse deB;* en terme (d'image) de tresses @g*, c’est-a-dire, de puissance dg,. On
définit un homomorphisme de mots de tresses duaux, enctée,Naui envoie une lettre,
avec; <n—1 SUlr ;41 5+1 et une |ettrelz"n suray ;+1-

Définition 111.2.12. Pour dansB:}*, on définit laforme normale tournantde 3 par
— l'unique puissance de , représentant, pourn = 2;
—le motg? *(wp) - ... - @, (w2) - wy, OU(By, ..., B1) est leg,-éclatement de etw,, est
la forme normale tournante d#, pourn > 3.

La forme normale tournante est un outil tres pratique jeoudier le monoid&,* et, a partir
de Ia, le group&s,,, qui est le groupe de fractions d&*. Il semble que I'un des principaux
avantages a utiliser la forme normale tournante a la plecka forme normale alternante est
qu'’il existe plus de relations reliant les; (qui forment une famille hautement redondante de
générateurs du groupe de tresses). Il s’ensuit que disggtinun représentant spécifique d’'une
tresse est, en un certain sens, plus difficile dafisque dans3;, mais, lorsqu’ony arrive, c’est
potentiellement plus intéressant. Quelles que soiemaleens, le point est que nous allons étre
capables d’établir de nombreuses propriétés spéesigua forme normale tournante n’ayant
pas d’homologue connu a ce jour dans le cas de la forme neratakrnante.

Un résultat typique dans cette direction est la caraaédn suivante des suites d&*
qui sont desp, -eéclatements. Nous disons qu’une letirg de B, * | est uneu, ,-barriere si les
conditionsr < p etp < s sont veérifiées.

Théoréme IIl.4.4. Une suite finig3,, ..., 51) de tresses d&;* | est leg, -eclatement
d’'une tresse dé3,, si et seulement si

—pourk > 3, la tressed, est non triviale,

— pourk > 2, aucune tresse non triviale d&'*, ne divisea droite ¢, (%),

—si, pourk > 3, la tresses;, est divisiblea droite para,-; -1, alors au moins une
(et alors toute) expression d#_; contient une, ,,-barriere.

La démonstration de ce résultat nécessite la notiéotdlledéveloppée a la section 111.3.3
ainsi que quelques propriétés de l'algorithme bien cotimwetournemensur le monoide de
tresse dual, redonné a la section I1.3.

On appellanot tournania n brinsla forme normale d’une tresse @*. Une conséquence
du théoreme I11.4.4 est le résultat suivant :

Corollaire 111.4.31. Pour toutn, la famille des mots tournanésn brins est un langage
régulier.



Introduction 15

Plus précisement nous obtenons une construction indudtutomates finis reconnaissant
le langage des mots tounants.

Expressiono-définie

Le résultat principal de cette these est la demonstrat®la conjecture 1V.0.1 portant sur
I'existence de représentamtdéfini quasi-géodésique. Padiune tresse, nous notons piet|
la longueur géodésique depar rapport aux générateurs d’Artiy c’est-a-dire, la longueur
d’un plus court mot en les lettreg! représentant. Nous démontrons alors le résultat suivant :

Théoreme 1V.3.17. Toute tresses a n brins admet une expressiondéfinie de
longueur au plusi(n—1)(|3]|,

Le résultat précédent est presque optimal : il est connung tresse ne peut pas admettre
de représentant-défini géodésique, et, plus précisement que I'on né pas espérer mieux
qu’une borne’, || 5|, avecC,, au moins linéaire en. Plus précisément B. Wiest a montré que
la tresse & brins

2 2e 2e 2e 2

-2 2 - - -1
On—10,,_ 90, _30, 4.0 05 03 “C...0,_50,_1,

avece = =1 en fonction de la parité de, n'admet pas de représentardéfini de moins
de(n—2)(n—1) lettres. Comme le mot ci-dessus est de longdéur-2), la constant€’,, doit
croitre au moins linéairement en: C,, > (n+1)/4.

Drailleurs, le facteurn—1)? du théoréme 1V.3.17 provient d’'une étape de traductioalé
des générateurs de Birman—Ko—-Lee en les génératemtsd’Si nous considérons le probleme
analogue portant sur les générateurs d’Adtin, alors, en notants||, la longueur géodésique
def par rapport aux générateurs de Birman—Ko—Lee, on a

Théoreme 1V.3.16. Toute tresse3 a n brins admet une expressiandéfinie de
longueur au plug(n—1)/5],-

Le principe de I'argument est le suivalitant donnée une tressede B,,, on commence
d’abord par I'exprimer comme fractiofy,* ', ou, on le rappelle),, est I'élement de Garside
de B/*, et ouf’ est un éléement d&;*. Ceci est possible caB,, est le groupe de fraction du
monoideB;*. Si 'exposantt est plus grand que la longueur di}-eéclatement de/, alors le
facteuro-négatifs, * 'emporte sur le facteus-positif 3 et un moto-négatif représentant
peut étre facilement obtenu par un calcul direct consistagsentiellement a intercaler ap'
entre les termes duy,-éclatement de’. Sinon, si I'exposant est plus petit que la longueur
du ¢,,-éclatement dg’, on détermine la forme normale tournantele 5’ et on essaie d’obtenir
un représentant-positif de 3 en poussant le facteur négafjf® a droite au travers de. Le
probleme est que certains metségatifs d'une forme particuliere, apperaests dangereywap-
paraissent a chaque étape. Le point clé est que les nutsattts possedent certaines propriétés
syntaxigues, nous permettant de contrbler I'impact dets m@angereux. L'étape élémentaire de
I'opération consiste a échanger un mot dangereux et utoumant. Pour cela nous définissons
et utilisons l'algorithme dit deenversementqui est facilement décrit a I'aide de diagrammes
comme pour I'algorithme bien connu du retournement. Cepetidiémontrer qu’il effectue
la tache demandée est plus délicat et nécessite Kation de la notion denur, qui est un
affaiblissement de la notion @&helleintroduite a la section 111.3.3. Pour le moment, mention-
nons qu’un mot tournant est une échelle, que le produit fitagment d’'un mot dangereux suivi
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d’'une échelle donne un mur et que le produit d’un fragmentdhot dangereux donne encore
un mur.

La démonstration du théoreme 1V.3.17 mene alors a gordhme effectif. L'analyse de
complexité de cet algorithme donne :

Théoreme 1V.3.18.La complexié en temps de l'algorithme impligudans la é-
monstration du teoreme 1V.3.17 est quadratique : pour tout mot de tressesrins
de longueur, le temps d’e&cution de I'algorithme est e@(¢?).

La démonstration du théoreme IV.3.17 ne s’appuyant sau résultat lié a I'ordre des
tresses, nous en déduisons une nouvelle démonstratlarpdepriétéC, c’est-a-dire, de I'exis-
tence d’'un représentamtdéfini pour toute tresse non triviale. Cette démongiragist 'une des
meilleures que I'on connaisse, car pour le moment c’estuéegeour laquelle on a démontré
gue I'on obtenait un représentardéfini quasi-géodésique.

D’un autre coté, sil'on considere la propri@@&omme acquise et que I'on souhaite obtenir
une expressioa-définie courte, alors, comme suggéré par L. Paris, ohgmstruire un algo-
rithme plus simple que celui du théoréme IV.3.17 : engditit I'astuce de X. Bressaud dans son
algorithme de relaxation [Bre08], on applique en parall&lgorithme du théoreme 1V.3.17
sur3 et 37!; le cas facile du théoréme IV.3.17 est alors suffisant @dtienir un représentant
o-défini soit pour soit pour3™, ce qui est suffisant pour conclure. De cette maniére, on
démontre :

Théoreme 1V.3.24.Toute tresse an brins admet une expressiondéfinie en les let-
treso; de longueur au plug(n—1)?2|| 3|/, et une expressios-définie en les lettres, ,
de longueur au plusn—1)||5||,-

Type d’ordre de B/'*

Une autre conséquence du résultat de R. Laver montrardgegtens sous-monoides @&
sont bien ordonnés pour, est que la restriction de I'ordre des tressesu monoide3;* est un
bon ordre pour tout. Comme dans le cas du monoide des tresses posBjve&pproche de
R. Laver ne donne aucun contrdle sur le bon ordre obtenu.

En utilisant la forme normale tournante, nous sommes capald décrire completement la
restriction de I'ordre standard des tresses au monBjdeLe résultat technique clé établit que
I'ordre surB;* est une extensioghortLex de |'ordre surB;*,.

Théoréme V.0.1.Pour 3, ' dansB/*, la relation § < 3’ est satisfaite si et seule-
ment si leg, -éclatement de est plus petit que le,-éclatement d¢’ par rapporta
I'extensionShortLex de I'ordre < sur B}*,.

La démonstration de ce résultat requiert une analysggaréle la forme normale tournante
et n'est pas simple. Le principe de I'argument consistdraduire un nouvel ordre* sur B,*,
appeléordre tournant puis a déterminer un représentanpositif de la tresse quotient™ 3
lorsque les tresses et 3’ de B;* satisfont la relationd <* [’. Nous utilisons alors I'algo-
rithme de renversement introduit a la section I1.3 (quieestsi utilisé pour la démonstration du
théoreme 1V.3.17). Afin de simplifier le travail nous lecdénposons en plusieurs étapes. Pour
cela nous introduisons une suite de tresggsjouant le role de séparateurs pour 'ordeé
(voir figure 7).
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¢,-eclatement ¢, -eclatement ¢,,-éclatement ¢, -éclatement
de longueurl de longueuR de longueuis de longueurt

FiG. 7 : Latresse ¢, , comme séparateur dans (B, <*).

Nous démontrons le théoreme V.0.1 lorsque la tresse la tressed’ est un séparateur.
Puis nous utilisons une induction sur le nombre de brins pbtenir le résultat général. Nous
insistons sur le fait que la démonstration donnée est tetmpt ne nécessite pas de résultats
annexes. En particulier, contrairement au théorem#.Bortant sur le bon ordr&3;,, <), elle
ne requiert pas de recours aux résultats de S. Burckel dabdne induction transfinie.

Le théoreme V.0.1 redémontre le résultat de R. Laver @iy, et donne plus, a savoir une
détermination de la longueur du bon d’ordre ainsi obtenu.

Corollaire V.1.13. La restriction de< a B* est un bon ordre de longueur” .

Le probléme de conjugaison

Jusqu’ici, il n'existait pas vraiment de tentative d'uddtion de I'ordre des tresses afin
d’étudier le probleme de conjugaison. Une des raisonde@tes est que l'ordre des tresses
n’est pas invariant a droite, donc pas invariant par caigan. Une autre raison est que 'ordre
des tresses est un objet compliqué, sur lequel nous n'a@ursment qu’un contrble partiel.
Ce qui est nouveau est que, avec la forme normale altermaitege plus, avec la forme nor-
male tournante, nous avons maintenant un meilleur moyemuledter cet ordre et d’étudier
ses connections avec d’autre structures. Ce qui suit estgroupement d’observations vrai-
ment préliminaires, mais apparemment prometteusesedian entre I'ordre des tresses et le
probleme de conjugaison des tresses. C’'est un travailmmecm avec V. Gebhardt.

Pour 3 une tresse d&/*, on noteC**(3) la famille de toutes les tresses' 3+, avecy
dansB;*, appartenant &,*. Comme la restriction de l'ordre standard des tressé&g*aest
un bon ordre, 'ensemble non vidé™(/3) contient un unique élément-minimal qui est
noté,* () dans la suite.

En utilisant la structure de Garside @&*, on vérifie facilement que deux tresse®t 5’
de B/* sont conjuguées si et seulement si la fonctiérprend la méme valeur et et 7', et
que construire un algorithme calculant la fonctionsur B;* donne une solution au probleme
de conjugaison suB,,, avec la méme complexité des que la derniere est au nupiadra-
tigue. Réciproquement, la solution au probleme de cangoyn décrite dans [GMGO08] peut
étre utilisée en pratique pour calculer la fonctjon en temps exponentiel.

Notre présent travail, qui est encore en cours, consistesayer de calculer, ou du moins
d’étudier la fonctionu* en utilisant la forme normale tournante. L'expérimemmatsur ordi-
nateur est facile, spécialement dans le casBgeet améne a quelques conjectures liant la
fonctiony* et la forme normale tournante. Pour le moment, le seul t&@subn trivial que nous
avons est le suivant :

Proposition V.3.11.Pour toute tress¢ de B5*, on ab(5) — 5 < b(u(5)) < b(H),
ou b(~y) désigne la longueur du,-éclatement de.
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Ce résultat est loin d’étre une description complete demais il restreint séverement l'in-
tervalle oup*(3) peut exister : la conjugaison ne peut pas trop changer lauburgdesy, -
éclatements.

La prochaine étape devrait établir un lien entre les valdey* pour des tresses suffisam-
ment proches—ce qui pourrait donner un procédé de cakwingluction. Aucun résultat ne
méritant d’étre mentionné n’a été démontré pour lenment, mais, comme conclusion, nous
mentionnons la conjecture suivante soutenue par I'exp@riation sur ordinateur :

Conjecture V.3.12.Pour toute tressg de Bj*, on au(d3 5) = 65 ai s u(B) af ,.

Nous rappelons qué&; est égale a\, un générateur du centre d. Nous conjecturons
aussi une formule similairg;(A2) = Ao, 2 u(B)o?, ol u est une adaptation de* a B,
mais, pour les raisons listees precédemment, il sembsegvident de démontrer la conjecture
pour B{* que pourB;.

ORGANISATION DU TEXTE

La rédaction de la these suit I'ordre des résultatsitecr-dessus. Le chapitre | est intro-
ductif et est consacré a des rappels sur les groupes dsedret I'ordre qu’on peut y définir.
En particulier, on rappelle ce qu’est une présentatiomrdre invariant a gauche, un bon ordre,
etc. Le chapitre Il est aussi introductif et est consadti@@oduction et a 'étude des monoides
de tresses duaux. En particulier, on décrit la structur&deside deB,* en terme de parti-
tions non croisées et on montre gbg est le groupe de fractions d&'* a I'aide du procédé
dit de retournementLe chapitre Il est consacré a la forme normale tourng@tecommence
d’abord par en donner une construction a partir de I'ojp@nalite dug,,-éclatement. Ensuite, on
établit certaines contraintes portant sur les mots tousn&nfin, on donne une caractérisation
des mots tournants, en particulier on montre qu’ils formeniangage régulier. Le chapitre
IV est consacré a la démonstration de la conjecture assliexistence pour toute tresse d’un
représentant-défini quasi-géodésique. Dans le chapitre V, on étlaliestriction de I'ordre
des tresses aux monoides de tresses duaux.
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In this thesis we investigate some combinatorial propemiebraid groups. More specif-
ically, we study the Birman—Ko—-Lee braid monoids (or duaithrmonoids) and the standard
braid ordering (or Dehornoy ordering).

GENERAL FRAMEWORK AND PREVIOUSLY KNOWN RESULTS

We first briefly review the existing literature about braidgps, with a special emphasis on
the algebraic aspects that will be developed in our work.

History of braid groups

It seems that the first reference where braid groups arecgtptionsidered and investigated
is a text by E. Artin that was published in 1925 [Art25] andppeared in a slightly different
form in [Art47]. However, the notion of a braid and severdated ideas can be traced back to
the XIXth century, in works by A. Hurwitz, F. Klein, H. Poind B. Riemann, and certainly
some other authors. It has been mentioned that a braid sctambe found in a notebook
of C.F. Gaul3 [Gau].

Braids have been the subject of many research works in teatrgears, in particular be-
cause they are sufficiently simple to allow relatively simpftoofs and, at the same time, they
are complicated enough to give rise to deep results. A magakhrough has been the dis-
covery by V. Jones around 1984 [Jon87] of a deep connectibmelea braid groups, oper-
ator theory, statistical mechanics, and other notions fptrysics. More recently, D. Kram-
mer [Kra00, Kra02] and S. Bigelow [Big01] proved they arechm,i.e., they admit a faithful
representation in a finite-dimensional vector space.

On the other hand, many generalizations of braid groups haee fruitfully introduced.
From 1966, J. Tits defined and investigated a braid groupdoh &oxeter group in [Tit66].
This study was then pursued by P. Deligne in [Del72] and Eedkarn together with K. Saito
in [BS72]. In 1998, M. Broué, G. Malle and R. Rouquier exteddhe framework further
by investigating braid groups associated with complex cafle groups [BMR98]. In 1999,
P. Dehornoy and L. Paris introduced the notion of a Garsida@fDP99], an abstract version
of the approach developed by F. A. Garside for braid groupSan69].

Originally, the groupB,, of n-strand braids was defined as the group of isotopy classes of
strand geometric braids. An algebraic presentation wabkstied by Artin in [Art25], which
is the startpoint of this work. So, for us,, will be the group that admits the presentation

<017 ooy On—1

So ann-strand braid is an equivalence class consisting of (igfipimany) words in the let-
terso ™. Such words will be calletraid words We shall often refer to the lettess as to the

(2)

0,05 = 0j0;  for|i—j| > 2
0,050 = 0j 005 forfi—jl=1/

19
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Artin generators The standard correspondence between the elements oegenped groug,,
and geometric braids consists in usingas a code for the geometric braid where ttileand
the (i 1)st strands cross, with the strand originally at position1) in front of the other.

Figure 8 :Interpretation of a word in the letters o;"! as a geometric braid diagram.

Braid ordering

The theory of orderable groups has been developed for aboertary. The most famous
result about orderable groups is probably a theorem in 19@2.b. Holder [H6l01] that char-
acterizes the additive groyf, +) as the unique maximal orderable group satisfying the Archi-
median property.

A group G is calledleft-orderableif there exists a linear ordering of G that is left-
invariant,i.e., g < h implies fg < fh for all f, g, andh in G. As for the braid groups,,,
the ordering discovered by Dehornoy in [Deh94] is easilycdbsd in terms of braid words of
a particular type:

Theorem 1.3.9. (P. Dehornoy, [Deh94]).et us say thatt < 3’ holds if the quotient-
braid 3713’ can be represented bymapositive braid wordj.e., a braid word in which
the generators; with maximal: occurs positively only, in the sense thatoccurs,
but o;! does not. Then the relation is a left-invariant linear ordering onB,, for

all n.

The fact that the relatior: is a left-invariant linear ordering relies on the followihgo
properties. We say that a braid worddisnegativeif its inverse iso-positive, and that a braid
word iso-definiteif it is either o-positive oro-negative. In other words a braid wordiisdefinite
if the generatop; with the highest index occurs positively only, or negatively only.

Property A. A braid that admits a-definite expression is non-trivial.
Property C. Every non-trivial braid admits a-definite expression.

Both properties were established in [Deh94] using methddseti-distributive algebra.
They were given a new proof by D. Larue in [Lar94] using thecafled Artin representation of
braids in terms of automorphisms of a free group. Subsebyubynt1999, R. Fenn, M. Greene,
D. Rolfsen, C. Rourke, and B. Wiest used topological method8GR"99] to reconstruct an
order onB,, viewed as the mapping class group ofrapunctured disk. Their method is a geo-
metrical version of Larue’s approach, and the remarkabiet gthat the ordering it leads to co-
incides with the one of Theorem 1.3.9. Still many more pramff®roperties A and C have been
proposed in further works, based on various approachesei®eto [DDRW02, DDRWO0S].
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On the other hand, in 2000, B. Wiest and H. Short construetd8\WO00] a whole family
of left-invariant linear orderings o, relying on the hyperbolic geometry of the universal
cover of the punctured disk, following an approach that dmesk to W. Thurston and even to
J. Nielsen in [Nie27]. We refer to [1to08, 1to09] for a comhtorial description of some of these
orders. Itis now known that the space of all left-invariardeyings onB,, has quite interesting
properties, see [Nav07].

Sigma-definite expressions

As mentioned above, the key point in the existence of thedstahbraid order is Property,
which states that every non-trivial braid admits at least @efinite expression,e., an ex-
pression in which the generatgrwith the highest index occurs positively only, or negatively
only. Independently of any order question, this property isndamental result about braids (it
may be noted that it does not extend to generalized braidgrassociated with Coxeter groups
of types other than A and B, see [Sib03]).

In the past twenty years, at least five or six different pradthis result have been proposed.
They rely on very different approaches. As we say, the first by P. Dehornoy in 1992, uses
self-distributive algebra. The next one, by D. Larue [Ldr94ses the Artin representation
of braids as automorphisms of a free group, an argument thatswbsequently rediscovered
independently by R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. RourkeBaiWiest [FGR 99] in a more
topological setting. A completely different proof relyiog the geometry of the Cayley graph
of B, appears in [Deh97a]. There also exist at least two proofsdas relaxation algorithms,
which are strategies designed to progressively make siraptksimpler a (family of) curve(s)
drawn in a disk and deformed under the action of a braid vieas@é homeomorphism of
that disk. One is described by I. Dynnikov and B. Wiest in [D¥}Ganother by X. Bressaud
in [Bre08].

All the above methods are effective and lead to practicarélyns. However, in terms of
time and space complexity, none has been proved to be sithgleexponential. In particular,
the only proved upper bound for the length of the fimadefinite word equivalent to an initial
word of lengthY is exponential irf. On the other hand, some methods are known to be extremely
efficient in practice, and the following conjecture belot@¢he folklore of the domain:

Conjecture IV.0.1. For eachn, there exists a constart, such that, for each-
strand braid wordw of length?, there exists an equivaleatdefinite word of length at
mostC', /.

In other words, the conjecture claims that every braid aslaifuasi-geodesic expression
that iso-definite.

The well-order property

The monoid of positiver-strand braids, denoteB?, is the submonoid of the group,
generated by, ..., 0, 1. It consists of those braids that can be represented by @yedsiaid
word,i.e., a word containing no lettet . By the results of F.A Garside [Gar69], the monai{i
admits, as a monoid, the presentation (2) given above todaote the braid group,,.
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Restricting the standard braid ordering to the submoitjief B,, obviously yields a left-
invariant linear ordering oB;. Moreover, this restriction enjoys remarkable additiquralper-
ties.

A linear order< on a setX is said to be awell-order if every non-empty subset oX
admits a minimal element with respect+o Up to a weak form of the axiom of choice, this is
equivalent to saying that there is no infinkedescending sequence i

Clearly, forn > 2, the setB,, equipped with the standard braid order is not a well-order,
since it contains the infinite descending sequeneg™, o, 2, ... However, in 1996, R. Laver
showed in [Lav96] that, for each, the restriction of the braid order to the mond#] is a
well-order.

One of the nice properties of well-orders is that, contraryam arbitrary linear order, a
well-order is completely determined by a unique parametanely its length, which is usually
specified using an ordinal. We recall that ordinals make &ensxon of the sequence of natural
numbers in the transfinite realm. For instance, the firstitefiardinal w is the least upper
bound of the natural numbers. The next ordinalis 1, then comes + 2, etc. For our current
purpose, it is enough to mention that the ordinals are eguippth a canonical linear order
that is a well-order, and with arithmetic operations, addit multiplication, exponentiation,
that extend those of natural numbers and share some (buli)hof their properties. For more
results about ordinals, see for instance [Lév79].

Based on Higman’s lemma, Laver’s proof for the result {#3t, <) is a well-order is non-
effective, and it gives no way of determining the length. Tteer was determined by S. Burckel
in his PhD thesis [Bur94], and in the subsequent journatlarfBur97]:

Theorem 1.3.17. (S. Burckel, [Bur97])The restriction of the braid ordet to B, is
a well-order of lengtho*" .

Burckel's proof relies on a transfinite inductive argumedrattis extremely tricky and re-
mains very difficult to control in practice.

The alternating normal form

By definition, a braid is an equivalence class of braid wondstious normal formshave
been described in literaturee., various ways of selecting, for each braid, a distinguiskect
that represents it. The so-callatlernating normal forms one such normal form. It is defined
for positive braids only. It was introduced in 2008 by P. Detay in [Deh08].

The construction of the alternating normal form relies oroparation calledp,,-splitting
that associates to each positivéraid a finite sequence of positive — 1)-strand braids that
determines it completely.

To give a precise description, we have to introduce the +iliyisibility relation in the
monoid Bf. For 3,~ in B}, we say thaty is aright-divisor of 3, or, equivalently, thap is
a left-multipleof v if there exists a positive braid’ in B satisfyingg = (' . Itis known
that B, equipped with the right-divisibility relation has the stture of a latticej.e., any two
positive braids admit a unique greatest common right-dier right-gcd) and a unique least
common left-multiple (or left-lcm). This is one of the inglients of the so-calle®arside
structureof the monoidB;. Another ingredient is the result that the left-lcly, of the Artin
generatorsn, ..., 0,1 is also their right-lcm. This implies that the inner autoptusm®,, of
the groupB,, associated with\,, preserves the monoift;, and, therefored,, induces an iso-
morphism of the monoid3;. Moreover,®,, preserves (left- and) right-divisibility, hence it
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preserves the operations of gcd’s and Icm’s. One easilykshibat®,, exchanges; ando,,_;
for eachi, so, geometricallyp,, corresponds to a symmetry in terms of braid diagrams.

Proposition 111.1.22. (P. Dehornoy, [Deh08])For each non-trivial braids of B/
with n > 3, there exists a unique finite sequerick, ..., ;) of braids of B/, with
By, # 1 satisfying the relatios = ®%-1(3,) - ... - ®,,(3;) - 31 and such that, for each,
the braid 3, is the maximal right-divisor ob®=*(3,) - ... - ®,(8k+1) - & that belongs
to B, _,.

Under the above hypotheses, the sequénge.., 5,) is called thed,,-splitting of the posi-
tive braid3. The entries of &,,-splitting are numbered from right to left in order to emphas
the fact that the construction starts from the right andesatin taling the maximal right-divisor
at each step.

@6(54) — - @6(52) -
- B3 - - B

= N W ke Ot O

Figure 9 : Starting from a braid § of B{, we extract the maximal right-divisor of 3 keeping the sixth strand
unbraided, then we extract the maximal right-divisor of the remaining braid keeping the first
strand unbraided, etc.

The main result of [Deh08] is an inductive description of tinaid order onB; in terms of
order onB;_, and of®,,-splittings. The precise result is as follows.

Theorem I11.1.26. (P. Dehornoy, [DehO8]JFor 3, 5" in B/, the relations < 3’ is true
if and only if thed,,-splitting of 5 is smaller than theb,,-splitting of 3’ with respect to
the ShortLez-extension of the order oB; _,.

We recall that, if(X, <) is an ordered set, and s” are finite sequences of elements)of
thens is said to beShortLex-smaller thany’ if the length ofs is smaller than the length ef, or
the lengths are equal ards smaller thary’ for the lexicographical extension &f, i.e., starting
from the left, the first entry of that is not equal to its counterpartshis <-smaller.

It may be noted that the connection betweendhesplitting and the braid order established
in [Deh08] relies on Burckel’s results. Therefore, this eggeh does not reprove the latter, but
rather gives an alternative description of these results.

Dual braid monoids

In 1998, J.S. Birman, K.H. Ko, and S.J. Lee [BKL98] introdd@end investigated for each
a new submonoid3* of B,. This monoid is known as thBirman—Ko—Leemonoid. The
name ‘tual braid monoid was subsequently proposed because several numericahetms
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obtain symmetric values when evalutatedihand inB;*, a correspondence that was extended
to the context of more general Artin—Tits groups by D. BessR003 [Bes03].

We recall that the positive braid monolgf is the submonoid oB,, generated by the ele-
mentsa, ..., 0,-1, Where, geometricallyy; corresponds to the crossing of tith and(:+1)st
strands. The dual braid monalg}* is the submonoid of3,, that is generated by the braids;
with 1 <7 < j < n, wherea, ; is defined bya;; = ;...0;-1 0; 0;, ..., '. In geometrical
terms, the braid; ; corresponds to a crossing of tith andjth strand, both passing behind the
(possible) intermediate strands. By definitionequalsa; ;+, and, therefore, the monoi; is

S5
XCTC T

Figure 10 :In the geometric braid a, 4, the strands 1 and 4 cross under the strands 2 and 3.

included in the monoids;*, a proper inclusion for. > 3 since the braid:; ; does not belong
to the monoidB;.

It is known [BKL98] that the dual braid monoif#;* admits a Garside structure similar to
that of B. So, in particular, any two elements 8f* admit left- and right-gcd’s and lcm’s.
The role of the Garside elemen, is played in the case dB;* by the elemend,, defined to
beaisass...an-1,,1.€, 010 ...0,1.

The connection between the mondig* and the symmetric grou@,, has been investigated
further in [Bra0O1] and in [Bes03]. Connections with thiga roots of unity and Springer’s theory
appear in [BDMO02].

The Conjugacy Problem

The Conjugacy Problem of the braid grouf), is the problem of deciding whether two
braidss, 3’ of B,, are conjugatd,e., whether there exists a brajdn B,, satisfying? = v 3.

After the work of F.A. Garside [Gar69], it is known that theragacy Problem is algorith-
mically solvable. At the moment, all known solutions are @x@ntial in complexity. This is
the case for Garside’s original solution, as well as for tr@ynsuccessive improvements de-
scribed by E.A. El-Rifai and H. R. Morton in [ERM94], by N. Freo and J. Gonzalez-Meneses
in [FGMO03], and by J. Gonzalez-Meneses and V. Gebhardt MEB8].

All the above solutions rely on the Garside structure of treedogroupB,,, either the one
associated with the monoid; andA,,, or the one associated with the dual monsigt andy,,.

RESULTS OF THIS WORK

Here we establish new combinatorial results involving dsa&nd, more specifically, the
dual braid monoids3;* and the standard braid order. Our main tool is a new normah,for
called therotating normal form
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The rotating normal form

The starting point for the construction of the alternatimgmal form in the monoid3; is
the observation that every braid B8f admits a unique maximal right-divisor lying i85’ _,. A
similar property holds in the case of the dual braid monaigfsand B;'*,. It is therefore quite
natural to look for a counterpart to the alternating norroatr.

As recalled above, the dual braid mondigf* is equipped with a Garside structure, in which
the role ofA,, is played by,,. It follows that the counterpart to the automorphi$m which is
a conjugacy by\,,, is now played by an automorphism denotedvhich is a conjugacy by,,.

As is well-known,A? belongs to the center @, and the autormorphissh,, is an involution,
which corresponds geometrically to the fact tfatinduces a symmetry on braid diagrams. By
contrast, the smallest power®f that lies in the center aB, is 4!, so that the automorphise),
has ordem. In particular, we findp, (a; ;) = a;1+1 for j < n—1and¢,(a;,) = a1 1.
Geometrically, should be viewed as a rotation, which makes sense provided tiagrams
are drawn on a cylinder rather than on a plane rectangle.

1 6
6 1
2
2 5
3
1 4
3 4

Figure 11 :Rolling up the usual braid helps us to vizualize the symmetries of the braids a, ,. On the
resulting cylinder, a, , naturally corresponds to the chord connecting the vertices p and g.

1 6 1 §)
/ b6
2 5 A~ 2 5}
3 4 3 4

Figure 12 :Representation of the automorphism ¢, as a reverse clockwise rotation of the marked circle

by 2=.

Ouir first result is a counterpart to the construction of therahkting form in the dual braid
monoid B;*.

Proposition 111.2.7. For every non-trivial braids of B, * with n > 3, there exists a
unique finite sequende,, ..., 4;) of braids of B}* ; with 3, # 1 satisfying the relation
B =" (B) - ... - ¢,(B2) - 51 and such that, for each, the braidg; is the maximal
right-divisor of the braids® (5, - ... - ¢,,(Bk+1) - Be lying in B* .

Under the above hypotheses,the sequénce. , 3,) is called thep, -splitting of the braids.
The proof of this result uses the standard Garside progeofid3/*, and it is not really
difficult once the correct definition has been formulated.
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Figure 13 :The ¢¢-splitting of a braid of B;*. Starting from the right, we extract the maximal right-divisor
that keeps the sixth strand unbraided, then extract the maximal right-divisor that keeps the
first strand unbraided, etc.

Using theg,,-splitting procedure inductively, we deduce an expressicgach braid o3 *
in terms of (images of) braids d¥;*, i.e., of powers ofa; ,. We define a word homomorphism,
still denotedyp,, that maps the letter; ; with j < n—110a;,; ;41 and the letter; , t0 ay ;1.

Definition 111.2.12. For 3 in B;*, we definethe rotating normal fornof 3 by
— forn = 2, the unique power of; , representingy;

—forn > 3, the wordg? ! (wy) - ... - ¢, (w2) - w1, where(3,, ..., £1) is theg,-splitting
of 4 andwy, is the rotating normal form of,.
The rotating normal form turns out to be a very convenient tooinvestigating the dual
braid monoidB,*—and, from there, the braid group, which is a group of fractions foB;*.
It seems that one of the main advantages of using the maBigicand the rotating normal
form when compared with using the monaditf and the alternating normal form is that many
relations connect the generatass (which make a highly redundant family of generators for
the braid group). It follows that distinguishing a specifipeession is, in some sense, more
difficult in B'* than inB7, but, then, it is also potentially more powerful. Whatever teasons
are, the point is that we shall be able to establish for thatireg normal form many specific
properties which have no known counterpart in the case dditeenating normal form.
A typical result in this direction is the following charadtsation of those sequencesij*
that are¢,,-splittings. Let us say that a letter ; is aa, ,-barrier if we have bothr < p and
p < s.
Theorem I11.4.4. A finite sequencé?,, ..., 4;) of braids inB;* | is the¢,,-splitting of
a braid in B,, if and only if the following conditions are satisfied:
—we haves, # 1fork > 3;

— no non-trivial braid ofB,*, right-dividese,,(3,) for k > 2;

— foreachk > 3, if 5y is right-divisible bya,_; ,,-1, then some/any expression#f
contains arm, ,,-barrier.

The proof of this result requires using the notion ofadder that is developed in Sec-
tion 111.3.3, as well as some (rather standard) propertfab® so-called reversing method for
the Birman-Ko-Lee presentations of the dual braid monaidsch are stated in Section I1.3.

Let us calln-strand rotating wordevery word on the letters; ; that is the rotating normal
form of braid of B;*. Theorem IIl.4.4 implies:

Corollary 111.4.31. For eachn, the family of alln-strand rotating words is a regular
language.
More precisely, we obtain an inductive construction of atérstate automaton that recog-
nizes the language of rotating words.
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Sigma-definite expressions

The main result of this thesis is a proof of Conjecture I\.@hich is about the existence of
a quasi-geodesie-definite expression. For a braitj let us denote byi3|| . the geodesic length
of 5 with respect to the Artin generatoss i.e., the length of the shortest expressionsdby a
word in the letters;™'. Then we prove

Theorem 1V.3.17. Everyn-strand braid admits as-definite expression of length at
most6(n—1)?] 5],

The above result is essentially optimal: it is known that @aiddoes not need to admit a
geodesiar-definite expression, and, more precisely, that one couldhope for better than an
upper bound”, || 3|, with C,, at least linear im. More precisely B. Wiest has shown that the
n-strand braid

2 2 —2 2e 2e 2e 2

- - -1
O-n_lo-n_QO-n_30-n_4...O-1 0’2 0-3 ...O-n_zo-n_l,

with e = +1 in function of the parity ofn, admits nao-definite expression of length smaller
than (n—2)(n—1). As the above word has lengtlin—2), the constant,, must increase
linearly inn: C,, > (n+1)/4.

By the way, the quadratic factén—1)? in Theorem 1V.3.17 comes from a final translation
step from the Birman—Ko—Lee generators to the Artin oneseltonsider the analogous prob-
lem involving the generators ;, then, denoting by 3|, the geodesic length ¢f with respect
to the Birman—Ko-Lee generators, we have:

Théeoreme 1V.3.16. Everyn-strand braid3 admits ac-definite expression of length
atmost3(n—1)|| 3|,

The principle of the proof of Theorem IV.3.17 is as follows.eWtart with an arbitrary
braid 5 of B,,, and aim at finding a-definite expression of. We proceed in several steps.
The first step consists in expressifi@s a fractiony, * 5, where we recaly,, to be the standard
Garside element oB*, and where?’ belongs toB,*. This is possible becaudg, is a group
of fractions forB;*.

If the exponentt is larger than the length of the -splitting of 3’, then thes-negative
factoro,* wins against ther-positive factors3, and it is easy to obtain @negative word rep-
resentings by a direct computation that amounts to placing one fagtbibetween any two
adjacent entries of the, -splitting of 7'.

Otherwise, if the exponeritis at most equal to the length of thke-splitting of 7', one
determines the rotating normal formof ', and one tries to obtain @positive word repre-
sentingl by pushing the negative factér’ to the right througho. The problem is that cer-
tain o-negative words with a particular form, hereafter catbiashgerousappear at each step of
the process. The crucial point is to use the specific praggedt rotating normal words to keep
the dangerous fragments under control. The basic stepatemsiswapping a dangerous word
and a rotating normal word. To this end, we introduce a proeedalled reversing, which is
similar to (but different from) the standard subword reurggsmethod mentioned above. Tech-
nically, the hard point is to prove that the reversing pracedactually fulfills all requirements
it is supposed to. This is done by introducing the notionvafl, which is a weakening of the
ladders of Section 111.3.3. The three main results are thatyerotating normal word is a ladder,
that the product of a (fragment of) dangerous word and a laddewall, and that the product
of a (fragment of) a wall and a ladder is again a wall. The pafdfheorem 1V.3.17 is effective,
and it leads to a tractable algorithm. The complexity analgkthe algorithm gives:
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Theorem 1V.3.18. The time complexity of the algorithm involved in the prooFioéo-
rem IV.3.17 is quadratic: for each-strand braid wordw of length?, the total running
time of the algorithm om lies in O(¢?).

As was said above, the proof of Theorem 1V.3.17 is completelfrcontained. So, in partic-
ular, it provides one more proof of Propefyi.e., the existence of a sigma-definite expression
for each non-trivial braid. One may argue that this proohesltiest one known so far, since itis
the only one that provably leads to an (almost) optimdkefinite expression.

On the other hand, if one takes Prope@yfor granted and one only wishes to obtain a
shorto-definite expression, then, as was suggested by L. Parigsaoméesign a new algorithm
that is simpler than the one of Theorem IV.3.18: using thektof X. Bressaud in its relaxation
algorithm [Bre08], one runs the algorithm of Theorem IV&8dn 3 and 37! in parallel; the
easy case of Theorem IV.3.17 is then sufficient to providedefinite expression either fgt
or for 371, which in turn is enough to conclude. In this way, one proves:

Theorem 1V.3.16. Everyn-strand braid3 admits ac-definite expression in the let-
terso; of length at mos2(n—1)?|| 3|, and ac-definite expression in the lettres,, of
length at mostn—1)||5]|,.

The well-order on B;’*

Another consequence of Laver’s result is that the restnctf the braid order to the dual
braid monoidB;* is a well-order. As in the case of the mond#j, Laver’'s approach gives no
control of the well-order so obtained.

By using the rotating normal form, we shall be able to congdjetlescribe this restriction
of the standard braid order to the monds*. The key technical result states that the order
on B;* is aShortLex-extension of the order oB;*,.

Theorem V.0.1. For 3, 5’ in B/*, the relationg < (' is true if and only if thep, -
splitting of 5 is smaller than thep, -splitting of 5’ with respect to theShortLez-
extension of the order on B/*,.

The proof of this result requires a precise analysis of thatirmy normal form and the
argument is not simple. However, we insist that the prooégitelow is complete and self-
contained. In particular, contrary to Theorem 1.3.17 altbatorder onB;, it requires no use of
Burckel’s results or of any transfinite induction.

The principle of the argument consists in introducing thecalbed rotating ordering <*
on B;* that corresponds to the expected inductive charactesizati the braid ordering, and
to establish enough propertiesof to finally deduce that it coincides with the standard braid
ordering by determining a-positive expression for the quotient-braid' 5’ wheneve3 <* 5’
holds. To this end, as in the proof of Theorem IV.3.17, we bigeréversing method of Sec-
tion 11.3.

To make the argument more easily understandable, we spiartiof into several steps, and
we introduce certain braids, , that play the role of landmarks (or separators) with respect
the order<* (see figure 14). R

Theorem V.0.1 is first established in the case wheor 5’ is a separatod, ;, using an
induction on the length of the, -splittings of the involved braids. The general case thénvies
using an induction on the braid index.
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1 5n,0 5n,1 5n,2 571,3 (BZ*, <*)
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o,-splitting  ¢,,-splitting ¢,-splitting  ¢,,-splitting
of length1 of length2 of length3 of length4

Figure 14 :The braid 5An_’b as a separator in (B;*, <*).

Theorem 1 easily gives a new proof of Laver’s result &), and even more, namely a
determination of the length of the well-order so obtained.

Corollary V.1.13. The restriction of the standard braid order 8" is a well-order
of lengthw" .

The Conjugacy Problem

So far there have been no real attempts to use the stand#ifdbdar to investigate conju-
gacy in braid groups. One obvious reason is that the braier asahot right-invariant, hence not
invariant under conjugacy, making most of the naive attsmopfruitful. Another related rea-
son is that the braid order is a complicated object, of whierhave only a very partial control.
What is new is that, with the alternating normal form, andnewere, with the rotating normal
form, we now have a much better way to control this braid oedef investigate its connection
with other structures. What follows is a report on very praiary, but seemingly promising,
observations about the connection between the braid ogland the braid Conjugacy Problem.
This is a joint work with V. Gebhardt.

For 3 a braid inB;*, let us denote by**(3) the family of all braidsy™ 3+, v in B}*, that
lie in B}*. As the restriction of the standard braid order&¢" is a well-order, the non-empty
setC** () contains a unique:-minimal element, which will be denoted (5) hereatfter.

Using the Garside structure 8f*, one easily sees that two braidss’ of B;* are conjugate
if and only if the function.* takes the same value ghand3’, and deduce that any algorithm
computing the function.* on B, * leads to a solution of the Conjugacy Problem®n with
the same algorithmic complexity whenever the latter is astiguadratic. Conversely, the solu-
tion to the Conjugacy Problem described in [GMGO08] can bealusepractically compute the
functiony*, in exponential time.

Our current work, which is still in progress, consists iniiyto compute or, at least, to
investigate the functiop* using the rotating normal form. Computer experiments asy,ea
especially in the case d#1*, and they lead to several conjectures connegtingnd the rotating
normal form. At the moment, the only non-trivial result wesaas the following one:

Proposition V.3.11. For every braidg in B5*, we haveh(5)—5 < b(u*(3)) < b(5),
whereb () denotes the length of thg-splitting of~.

This result is far from a complete determination of the fiorcy.*, but it severely restricts
the interval where.*(3) may live: conjugacy cannot change the length of ¢hesplitting too
much.

The next step should consist in connecting the valueg*adn some closely connected
braids—so possibly resulting in an inductive computatiomcpss. No result worth mentioning
has been proved so far, but, as a conclusion, we shall meihioiollowing conjecture, which
is vastly supported by computer experiments:
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Conjecture V.3.12.For each braid3 in B3*, we haveu* (65 3) = 63 a3 u*(3) af ,.

We recall thav? equalsAZ, a generator of the center &f. We also conjecture a similar
formula, (A2 8) = o 0f o u(3) of, wherey is the counterpart ofi* involving B, instead
of B/*, but, for the reasons listed above, it seems more likelytti&B;* conjecture will be
more easily proved than it8; counterpart.

ORGANIZATION OF THE TEXT

The text of the thesis follows the order of the results deactibbove. Chapter |1 is intro-
ductory and is devoted to recall the basic defintion of thedbgaoups B, and of the braid
ordering. In particular, we recall what the presentatiom gfroup is, a left invariant ordering
is, a well-ordering is, etc. Chapter Il is also introductand is devoted to the construction and
the investigation of the dual braid monalt}*. In particular, we describe the Garside structure
of B* in terms of non-crossing partitions and we prove thats the group of fractions oB;*
using the returning process. Chapter Il is devoted to thegtirggy normal form. We start by giv-
ing a construction of this new normal form from the-splitting operation. Next, we establish
some constraints satisfied by rotating normal words. Rinaik give a characterization of rotat-
ing normal words. In particular, we show that they make al@danguage. In Chapter IV we
prove the conjecture stating that each braid admits a qexsiesic representative. In Chap-
ter V, we investigate the restriction of the standard bragkedng to the dual braid monoids.



|. Groupes de tresses

Dans ce chapitre préparatoire, nous introduisons lespgrale tresses et rappelons les
propriétés qui servent de base a cette these : préssntie groupes et de monoides, ordre
des tresses, etc. Tous les résultats mentionnés ici Es#iques et sont souvent donnés sans
démonstration ou seulement avec une idée de celle-cst @iessi I'occasion de bien définir le
contexte dans lequel on travaillera par la suite.

L'organisation de ce premier chapitre est la suivante : damsemiere section, nous rap-
pelons la construction géomeétrique du groupe de tressasee par E. Artin dans [Art25], ainsi
gu’une interprétation topologique de ce groupe initiée S Birman dans [Bir74]. Dans la
section2, nous rappelons ce qu’est une présentation de monoidis gtoupes et donnons
une présentation du groupe de tresBgsnous redonnons aussi les notions élémentaires por-
tant sur les mots. Finalement, a la sectipmous rappelons la construction de I'ordre standard
des tresses introduit par P. Dehornoy dans [Deh94], ainanguiste non exhaustive de ses
propriétés.

1 Le groupe de tressed3,,

Le groupe de tresseB,, a été initialement introduit d’un point de vue géomdie par
E. Artin dans [Art25]. Dans [Art47], E. Artin revient sur lesints laissés avec une démonstration
intuitive.

1.1 Tresses §onetriques

On rappelle ici la définition géométrique du groupe degesi,,. On noteD? le disque unité
fermé centré efl du plan euclidierR? identifié a la droite complexg, et parP, I'ensemble de
n points marqués distincts de? regulierement espacés sur I'axe imaginaire.

Définition 1.1. Un brin de tresse gonétriquea n brins est un plongement contirtur de I'in-
tervalle[0, 1] dans le cylindre0, 1] x D? satisfaisant les propriétés suivantes :

— (i) pour toutt dans|0, 1], le pointbr(¢) appartient {t} x D?,

— (i7) le pointbr(0) appartient §0} x P,,

— (7i1) le pointbr(1) appartient 1} x P,.

Intuitivement, I'ensembleg0, 1] x D? est un cylindre déR3. Par convention, on visualise
I'intervalle [0, 1] horizontalement. Ainsi chaque copie 88 se trouve dans un plan Euclidien
orthogonal a I'axe des abscisses et les élement3, d®nt disposés selon I'axe des ordonnées.
Un brin de tresse géométriquendbrins est alors un brim matériel» allant de la gauche vers
la droite de maniere continue, sans rebroussement reliamoint de{0} x P, a un point
de{l1} x P,.

Définition 1.2. Unetresse @onetriquean brinsest 'ensemble de brins de tresses géométri-
gues an brins ne s’intersectant pas.
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Lesn brins constituant une tresse géométrigua n brins ne s’intersectant pas, pour tout
élément de P,, il existe un unique brihr detr tel quebr(0) soit (0, p) ; de méme il existe un
unique brinbr detr tel quebr(1) soit(1, p). Ainsi chaque point d¢0} x P, est envoyé sur un
pointde{1} x P, par la tresse géométrique

Les elements d&,, sont naturellement ordonnés : on nptée point deP, le plus bas, c’est-
a-dire, celui d’'ordonnée minimale lorsq{e 1] x D? est vu dan®R?; on notep, le deuxieme
point le plus bas d&,,, etc. On appellé éme brinou brin k& d’une tresse géométrique I'unique
brin br detr satisfaisanbr(0) = py.

N W

—_

Fic. 1.1 :Exemple de tresse géométrique a 4 brins : les gros points noirs correspondent aux éléments
de P, (on représente le point p,, par k). Le brin 1 passe devant les brins 4 et 2 puis derriére le
brin 3, etc.

Afin de pouvoir définir une structure de groupe sur les tiessrIs devons identifier les
tresses géomeétriquesicbrins qui sont topologiquement équivalentes. Tout d’dlvedonnons
la définition d’isotopie d’homéomorphismes d’espacgmtogiques.

Définition 1.3. SoientX etY deux espaces topologiques. Les homéomorphighetg de X
dansY sont ditsisotopess'il existe une application continu€ de[0, 1] x X dansY telle que :
— pour toutr dansX, on aitF'(z,0) = f(z) et F(z,1) = g(z),
— pour toutt dans[0, 1], I'applicationz +— F'(z, t) soit un homéomorphisme de dansY’.

Nous pouvons maintenant définir I'isotopie de tressesrmgnques a brins.

Définition 1.4. Deux tresses géométriquias et tr, sont ditesisotopeset on notetr; ~ tro,
s'il existe un homéomorphisniede D? x [0, 1] dans lui méme isotope a I'identité envoyant
surtr, tel que sa restriction 80} x D? et a{1} x D? soit I'identité.

D’une maniere plus intuitive, deux tresses sont isotop@gla I'autre si on peut transformer
'une en l'autre en bougeant les brins de maniére contigals intersection et en laissant les
extremités fixes.

1.2 Structure de groupe

On peut naturellement définir un produit sur I'ensembletdesses géométriquesicbrins

en utilisant la concaténation : étant données deuxdsegéométriquels; ettr, an brins, on
écrase I'image der; sur le cylindre[0, 5] x D?, image detr, sur le cylindre[%, 1] x D? et,

mettant bout a bout les cylindres obtenus, on définit unevelte tresse géométriquenagbrins
notéetr; - tro. Le produit ainsi défini sur les tresses géométriquepanmet pas d’obtenir une
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Fic. 1.2 :Isotopie entre deux tresses géomeétriques a 4 brins : on peut passer de I'une a l'autre a I'aide
de déformations continues des brins en laissant les extrémités, c’est-a-dire, les gros points,
fixes.

structure de groupe. En effet pour toutes tresses gémmeéstr, ettr, an brins distinctes, les
tresses géometriques produits- try ettr, - try sont distinctes, ce qui empéche I'existence d’'un
elément neutre. L'idée est alors de considérer lesekad’isotopies des tresses géométriques.

Définition 1.5. Unetressea n brinsest la classe d’isotopie d’une tresse géométriquéans.
On noteB,, 'ensemble des tressesidorins.

Le produit de tresses géométriques arins étant clairement compatible avec la relation
d’isotopie, il induit un produit suB,,. Pourj, v deux €léements dé&,,, on notes - ~ la tresse
produit des et~. Contrairement aux cas des tresses géomeétriques opsuléat suivant, donné
sans démonstration :

Lemme 1.6. Pour toutn > 2, la loi produit - définit une structure de groupe si;,.

L'element neutre de la loi produitest la classe d’isotopie de la tresse géométrique ou
tous les brins sont des segments horizontaux. Linverseadgaksse d’isotopie d’'une tresse
géomeétriquer est la classe d’isotopie de la réflexiontadgpar rapport au disqu{%} x D2,

Dans la suite on fera référence 3, comme le groupe des tressesiebrins muni de
I'opération produit induite par la concaténation de tresses géomeétriques.

1.3 Tresses et groupe d’hor@otopie

Nous avons vu précédemment comment définir les tressesneoobjets géomeétriques
plongés dan®3. Dans cette section nous allons donner une définition mipslogique du
groupe de tresses.

Définition 1.7. SoitS une surface compacte orientég?tin ensemble fini de points intérieurs
de S. Le groupe d’horgotopie MCG(S, P) de la surfaceS relativement &P est le groupe
d’isotopie des homéomorphismes 8epréservant |'orientation, fixant le bo@S point par
point et laissanP globalement invariant.

La notion d’isotopie ici est legérement differente déecdonnée a la définition 1.3. En effet,
en reprenant les notations de la définition 1.3 nous ne ddomsrpas seulement que pour tout
dang[0, 1] 'applicationz — F'(x,t) soitun homéomorphisme d& mais aussi qu’elle préserve
I'orientation, laisse fix@S point par point et laiss@ globalement invariant. Le produit que I'on
considére ici sSuMCG(S, P) est la loi de composition des homéomorphismes.

On rappelle queD? désigne le disque unité fermé centré(ede R? identifiée a la droite
complexeC, et queP, désignen points distincts intérieurs ®? régulierement espacés sur
I'axe imaginaire. On oriente le disque?’ dans le sens contraire des aiguilles d’'une montre.
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Théoreme 1.8(J.S. Birman, [Bir74])Le groupeMCG(D?, P,) estisomorph@ B,,.

De maniére intuitive un élement de(CG(D?, P) peut étre considéré comme le film de
points qui bougent les uns autour des autres dans le diSgusi au lieu de faire dérouler ce
film dans le temps on le fait se dérouler le long de I'axe dexigbes, on obtient une tresse
géomeétrique.

2 Présentation deB,,

Le but de cette section est de donner une définition du grdepesses®,, par générateurs
et relations. Nous commencons d’abord par des rappelsesundts et les monoides.

2.1 Présentation de monide et de groupe

Un monddeest un ensemble muni d’'une loi de composition interne aateeiadmettant
un élément neutreEvidemment tout groupe est un monoide. Mais la réciprasgtefausse.
Par exemple, I'ensemblé muni de I'addition est un monoide d’élément neultrenais pas un
groupe.

Parmi les monoides, certains ont un rble particulier niesades libres

Définition 2.1. Soit S un ensemble non vide. Umot sur S est une suite finiev d’éléments
de S, c'est a dire qu'il existe un entiet positif tel quew soit une application dé¢1, ..., ¢}

dansS. Lentier ¢ est appel@ongueurde w et est notgw|. Lensemble des mots s est
notésS*.

Souvent, on dit que I'ensembieest unalphabetet que ses éléments sont dietsres
Dans cette these, on sera amené a utiliser des alphdfieterts en méme temps. Ainsi,
afin d’éviter toute confusion, on utilisera les notationyantes :

Notation 2.2. Soit S un ensemble non vide. On appeffelettre tout éléement deS. On ap-
pelleS-mottout élément d&™*, c’est-a-dire, un mot sus.

Soit S un alphabet. Pour et w deuxS-mots, on définit lgproduit deu et v, notéw - v ou
encoreuv, le motw de longueufu| + |v| défini par

: s
w(i) = u(z) pouri < |ul, | (1.1)
v(i — |u]) pour|u| +1 < i< |u|+ |v].

L'unique S-mot de longueuf est noté. Un motw de longueur sera notéo(1)...w(¢) a la
place de la suitéw(1), ..., w(¢)). Cette convention explique la notation pour le produit des
motsu etwv.

Proposition 2.3. Pour un alphabetS, I'ensembleS* muni du produit de mots est un made
d’élément neutre.

Le monoiide introduit a la propsition précédente egtedmondde libre surS.

Soit S un alphabet. Une relation d’équivalencesur S est appeléeongruencesi elle est
compatible avec le produit de mots, c’est-a-dire, si lésgtimnsu = v etu’ = v impliquent la
relationu v = vv'.
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Définition 2.4. SoientS un alphabet eR un sous-ensemble d& x S*. DeuxS-mots sont
dits R-équivalentset on note: =5 v, s'il existe une suite d&§-mots(wo, ... , w,) avecw = wy
etw’ = w, telle que pour tout dans{0, ..., n—1} il existe une pairdz,y) de R et deuxs-
motsu et satisfaisan{wy, wi1} = {uzv, uyv}.

Exemple 2.5.Considérons l'alphabe&t = {a, b} etR le singletory (ab, ba) }. Alors les motsibba
etbaab sontR-équivalents. En effet, la suitev,, wq, ws) avec

wo = abba, wy = baba etw, = baab,
en témoigne : on &wg, w1} = {e - ab- ba, e - ba - ba} et{w;,ws} = {ba-ab-e,ba - ba - c}.

On vérifie facilement que la relatiorr est une congruence s&r. Ainsi le produit de
mots induit une loi de monoide sur le quotigfit/ =x. De méme, on peut montrer que tout
monoide est isomorphe a un quotient du mondgidpour un certain alphabét, ce qui explique
le termex libre » pour désigner le monoide*.

Définition 2.6. SoitS un alphabet non vide & un sous-ensemble d& x S*, on note
(SIR)"

le monoide quotient* / =5, c’est le monoide présenté par I'ensemble de génésafesoumis
aux relationsR.

On dit qu’'un monoide admet la pr'esentati()ﬁ | 72>+ s'il est isomorphe au monoide
quotientS*/ =x.

Afin de simplifier les notations, dans une présentation,apna les ensemblg et R sous
forme de listes, c’est-a-dire, qu’'on omet les accolades.

Exemple 2.7.
— Le monoidg, -, ¢) admet la présentatiofs | )",

— Le monoidgN?, +, 0) admet la présentatiofu, b | ab = ba) ",
— Le monoidgZ/6Z, +,0) admet la présentatiofu, b | aa = €, ab = ba, bbb = 5>+.

Une présentation est un moyen performant d’étudier unaita) mais encore faut-il pou-
Voir reconnaitre des éléments egaux. En effet, étanhés deuxS-mots, peut-on décider si la
relationu =% v est satisfaite ? Autrement dit, peut-on reconnaitre skdemots représentent
le méme élément dans le mono‘f@ié | R>+ : c'est ce qu’on appellprobleme du motCette
guestion a premiéere vue anodine n'a pas de réponse emaleBh effet en 1947, E.L. Post a
montré dans [Pos47] qu’'un probleme proche de celui du stahdécidable. Puis, de maniere
indépendante, A.A. Markov a démontré le résultat suiva

Théoreme 2.8.(A.A. Markov, [Mar47]) Il existe une pesentation de moifide finie (en les
gérérateurs et en les relations) pour laquelle le pratmle du mot est iratidable.

Un groupe est un monoide particulier ou tout élémentetdm inverse. Une congruence sur
un group€- est une relation d’équivalence surqui est compatible avec le produit et I'inverse,
tandis qu’une congruence de monoide est supposée ategrsmnt compatible avec le produit.

Lemme 2.9. Supposons qué& soit un groupe et une congruence de moite surGG. AlorsG
est aussi une congruence de groupe.
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Démonstration.Supposong = ¢'. Alors, comme= est compatible avec le produit, en multi-
-1, ,-1

pliant & gauche pay! et & droite pag’ " onagl¢'¢’" = glgg ", doncg™ = ¢' . O
Définition 2.10. SoitS un alphabet non vide & un sous-ensemble d§US™)* x (SUS™)*,
on note<$ | 72> le groupe qui, comme monoide, admet la présentation

(SUS™H | RU{(sse),(sts,e) | s €SP

Exemple 2.11.

— Le groupgZ, +, 0) admet la présentatiofu | ),

— Le groupg(Z?, +,0) admet la présentatiofu, b | ab = ba),

— Le groupeS; admet la présentatiofu, b | aba = bab, aa = £,bb = ¢).
L'exemple deS; est intéressant car le monoide de méme présentatiaussiS;. En effet
les relationsua = ¢ etbb = = impliquent I'existence d’inverses pouret b, a savoira et b
eux-mémes.

2.2 Cas des groupes de tresses

Dans cette section, nous allons donner une présentatignodipe de tressesrabrins B,,.
Nous rappelons que les éléments gle sont des classes d’isotopie de tresses géomeétriques
an brins. Dans le but de pouvoir décrire facilemésy, nous allons exhiber des éléments
particuliers de ces classes d’isotopie.

Un diagramme de tresses est une succession dans |&plda la gauche vers la droite
de diagrammes élementair®s et D; définis a la figure 1.3. Une tresse géométrique est dite
régulieresi, lorsqu’on la projette sur le plai, ) suivant 'axez, on obtient un diagramme de
tresses.

Dy 1Dy 1Dy 1Dy 1 D

FiG. 1.3 : De la gauche vers la droite : diagramme élémentaire D;", diagramme élémentaire D;, exemple
de diagramme de tresses. Les traits verticaux permettent de mieux visualiser 'agencement des
diagrammes élémentaires.

Proposition 2.12 (E. Artin, [Art47]) Toute tressegpnetrique est isotopa une tresse&guliere.

Idée de la @monstration.Soit tr une tresse géométriquengbrins. Tout d’abord, il faut s’as-
surer que la projection de suivant I'axe des soit informative. En effet, il peut arriver qu’il
existe deux brindr; etbr, detr définis par

bri(t) = (x1(t),y1(t), 21(t)), bra(t) = (za(t), ya(t), 22(2)),

vérifiantz; (t) = xy(t) etyi(t) = yo(t) pour toutt dans un sous-intervalle de [0, 1]. Dans
ce cas, les projections des brims et br, seront confondues sur I'intervalle Pour éviter ce
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FiG. 1.4 :Obtention d’'un diagramme de tresses a partir de la projection d’'une tresse géomeétrique.
Les lignes verticales en pointillés marquent la séparation entre les bandes, voir idée de la
démonstration du lemme 2.12.

probleme, nous allons déformer par isotopie la tress@&out d’abord nous déformons par
isotopie afin qu’aucun brin n’ait de point d'intersectioreave bord0, 1] x dD?. Comme, par
définition, les brins der sont compacts, il existe alors une constante strictemesitiye) telle
que chaque brin de soit a une distance d’au moidgles autres brins et du boj@ 1] x 9D?.
Alors, si les projections de deux brins sont confondues swous-intervalld de [0, 1], il suffit
d’en pousser continment un vers le haut d’'une distanaeplizs une fraction convenable dge
et l'autre vers le bas. On recommence cette opération edéaiiois que nécessaire.

Toujours grace a un argument de compacité des brins, arirenque la projection de la
tresse obtenue contient un nombre fini de croisements, in@géaucune portion de brin n'est
confondue. Maintenant si deux croisements ont lieu a lamen@bscisse, on en déplace un vers la
gauche et I'autre vers la droite par isotopie. On découmes ¢ projection de la tresse obtenue
en bandes verticales, notégs... , b, de telle maniere que chaque bande contienne exactement
un croisement. Puis, en commencant par la bande la pluséhganous déformons la tresse
gu’elle contient afin d’obtenir un diagramme élémentakafin, nous dilatons ou rétractons
chacune des bandes et la portion de tresse qu’elle cordigntjue toutes les bandes soient de
méme largeur (voir figure 1.4). O

On noteg; une tresse géométrique dont la projection est le diag@fMm De méme, on
notes; ' une des tresses géométriques dont la projection estdeadiBneD; . Le lemme 2.12
garantit que le groupe de tresggsest engendré par les tressepouri < n—1. Les tresses;
ont &té introduites par Artin dans [Art25] et [Art47] etrdcsouvent appeléggrérateurs d’Artin
du groupe de tressds,. Clairement la tresse ! est I'inverse de la tresse dansB,,. Quelles
sont les autres relations satisfaites par les tregses

Lemme 2.13.Les relations suivantes sont satisfaites dahs
0i0j =050;  pourfi—j[ =2 (1.2)
0;0j0; = 0j 030 pour|i — j| =1 (1.3)

Démonstration.Les relations (1.2) et (1.3) se lisent treés bien sur desrdimmes de tresses,
voir figure 2.2. O

Dire queB,, satisfait les relations du lemme 2.13 n’implique pas qukesadi donnent lieu
a une présentation d8,. Il pourrait tres bien exister d’autres relations dd#)squi ne soient
pas conséquences des relations (1.2) et (1.3). Cepenelégitat relations n’existent pas :
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0 02 0 Oy 01 02
oy O3 o3 01

FiIG. 1.5 :lllustration des relations (1.2) et (1.3) entre les générateurs d’Artin ;.

Théoreme 2.14(E. Artin, [Art47]) Le groupe de tresses, admet la pesentation suivante :

<017 oo 3 On—1

La démonstration de ce résultat consiste a montrer qleusi tresses géomeétriques sont iso-
topes, alors on peut passer d’'un diagramme d’une tresgbaégisotope a l'une, au diagramme
d’une tresse réguliere isotope a I'autre, seulemetatidd des relations du lemme 2.13.

005 = 0;0;  pour|i—j| =2
0;0j0; = 00505 pourfi —jl =1 /'

(1.4)

Notation 2.15. NotonsY, I'ensemble{cs;,0;, ..., 0,-1,0,",} et= la congruence de groupe
engendrée par les relations de la présentation (1.4).

D’apres le théoreme 2.14, toute tresselfjepeut étre vue comme classe d’équivalence
de X,,-mots pour la relatiore. C’est cette vision du groupB,, qu’on aura a partir de main-
tenant. Pour simplifier les notations, un mot sur I'alphabgsera souvent appetgot de tresse
On dit qu’un mot de tresseprésentda tresses s'il est dans la classe d’équivalence associée a
la tresses.

Exemple 2.16.Montrons que les mots de tressg$ o, o, etoy o, o, ' sont équivalents. Comme
la relation= est une congruence de groupe, de la relatian o; = o, 01 03, On obtient

-1 —
Oy 01 02 01 = 0102,

H -1 — -1
puiso,” o100 =010 0y .

2.3 Monaide de tresses positives

Une fois qu’on a une présentation, le premier problemeise pose est : peut-on résoudre
le probleme du mot pour cette présentation? Le théor2i®enontre que cette question n'a
pas de solution générale. Cependant, dans le cas desegrdapresses, E. Artin a donné une
solution au probleme du mot dans [Art25, Art47]. Nous n&illens pas cette solution ici.

En 1969, F.A. Garside a donné une autre solution au prabldmmot pour le groupe de
tresseB,, [Gar69]. Pour cela il utilise ce que I'on appellerfeondde de tresses positives la
forme normale dite de Garside sur ce monoide, qui permsbléi un mot de tresse unique
parmi tous les représentants d’'une tresse donnée. D#rsseetion nous nous intéressons au
monoide de tresses positives.

Définition 2.17. On appellenondde de tresses positivés: brins et on noteB;, le monoide
de présentation
<017 +o 3 On-1

0:05 = 05 0, WWH—ﬂ>2>+ (15)

0; 0j 0, = 0j 0,05 pouri— j| =1
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On remarque que la présentation donnée ggjuest la méme que celle d&,, a I'exception
gue c’est une présentation de monoide et non une présentda groupe.

Notation 2.18.Notons:; 'ensemble{a, ..., g,-1 } et=" la congruence de monoide engendrée
par les relations de la présentation (1.5).

Un mot sur l'alphabefo, ..., 0,1 } est appelénot de tresse positityn mot de tresse positif
étant un mot de tresse particulier, on peut naturellemedesnander quels sont les liens entre
les relations=" et la restriction de= aux mots de tresse positifs. Clairement, on a

pouru, v mots de tresse positifs,=" v impliqgueu = v. (1.6)
Qu’en est-il de la réciproque ? En général, il n’y a auctagon pour qu’elle soit vraie :

Exemple 2.19.Soit M le monoide de présentatio(m,b | ab = a>+ et G le groupe de
présentatior(a, b | ab = a>. On définit les relationss,; et =5 associées respectivement a
la présentation dé/ et deG.

Alors on ab =¢ € mais pas =, . En effet la relatiorub = a impliquea™ab =¢ a'a
puisb = e. D’autre part, commeé ne contient aucun facteur intervenant dans les relations
de M, il est seul dans s&),-classe d’équivalence.

Heureusement, dans le cas des tresses, la réciprogu® agflvraie. Pour le démontrer on
utilise le résultat suivant :

Théoreme 2.20(0. Ore, [Ore31])Supposons qu&/ soit un moniéde simplifiable et que deux
elements quelconques dé admettent un multiple commuargauche. Alors il existe un unique
groupeG a isomorphisme @rs avec les propéites suivantes :

— (2) il existe un morphisme injectif de M dansG,

— (u7) toutélement de7, peutétre expring comme fractiony(a) '+ (b) aveca etb dansM.
De plus si(S, 72>+ est une pesentation dé//, alors (S, R) est une pesentation de.

D’abord, donnons une définition des termes utilisés daénshcé du théoreme 2.20.

Définition 2.21. On dit qu’'un monoide essimplifiablea gauche(resp.a droite) si la rela-
tion au = av (resp.ua = va) impliqueu = v dansM. Un monoide simplifiable a gauche et a
droite est disimplifiable

Nous allons maintenant définir deux relations de divigédans un monoid&/.

Définition 2.22. SoientM un monoide et, y deux éléments dé/.
— On dit quer divisea gauchey ou bien encore qugest unmultiplea droitedex, notéx < vy,
s'il existez de M satisfaisany = zz.

— On dit quey divisea droitex ou bien encore que est unmultiplea gauchaley, notéz = v,
s’il existe z de M satisfaisant = zy.

F.A. Garside a montré que le monoide de tresses posilyesatisfait les conditions du
théoreme 2.20 :

Théoreme 2.23(F.A. Garside, [Gar69]Le mondde B; est simplifiable et admet des multiples
communs droite.
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Une question est : peut-on résoudre le probleme du mot #dr¥sLa réponse est oui.
En effet, comme les relations de la présentation 1.5 présela longueur des mots, deux
mots équivalents sont de méme longueur. Saiegttv deux mots de tresses positifs de méme
longueur/. Pour décider si etv sont équivalents, on calcule la classe d’équivaletide) du
mot v en appliqguant successivement les relations (1.2) et (C@nme l'alphabel:; est de
cardinal(n—1), la classeCi(u) a au plus(n—1)* élements; elle est donc finie et calculable.
Enfin, il suffit de vérifier s appartient &'1(u) pour conclure.

D’autre méthodes plus efficaces existent pour résougrmoldéme du mot d&;. Dans son
article [Gar69], F.A. Garside calcule un représentartirttisié dans chaque classe d’eéquivalence
de mots positifs : [dorme normale de Garside

X
S %

FiG. 1.6 : Diagramme de la tresse A, définie par A, = oy0505 - 0,0, - 0y €t son interprétation comme
demi-tour des brins.

Cette forme est étroitement liee a la treasedéfinie par :
An = (0'1 t et O'nfl) . (0'1 t et O'n,Q) et (0'1 . 0'2) - 01, (17)

c'est la tresse d&; ou chaque paire de brins se croise une et une seule foigspomdant a
un demi-tour des brins.

La tresseA,, a de nombreuses propriétés intéressantes vis-a-e steucture de groupe
de B,,, en particulieron a :

Proposition 2.24.(F.A. Garside, [Gar69]) Un multiple commura gauche eta droite des
tressesr, ..., 0, estA,,. De plusA? est dans le centre dB; .

On en déduit alors que pour toute tregsie B, il existe un entiep et une tresse positive"
avec = A2 3*. Dans la suite on notera la tresAg et le mot de tresse positif du membre
droit de (1.7) par le méme symbafe,. On espere que le contexte sera assez clair pour ne pas
créer de confusion.

Nous pouvons maintenant donner une solution au problemrmadesur B,,. Soientu et v
deux mots de tresse. On compte le nombre de lettres négatietk, apparaissant danset v
et on notek le maximum des deux. On calcule alors deux mots de tress@fpas et v+
vérifiant (on peut le faire facilement) :

u=A T et v=A 0T
Les motsu™t et v™ sont des mots positifs, on peut donc décider si la relation= v+ est
satisfaite ou pas et ainsi décidense v I'est.

Pour le moment, nous ne donnons pas plus de détails suntase dite de Garside d&' et
ne donnons pas de démonstration de la proposition 2.2haptce I1.2 est consacré a I'eétude
d’'un autre sous-monoide du groupe de tresses, admettanisisi une structure de Garside.
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3 Ordre des tresses

Dans cette section nous allons définir un ordre sur les g@odes tresses. D’abord commen-
cons par quelques définitions classiques sur les ordres.

Un ordre strictsur un ensembl&, est une relation binaire sur X qui est anti-réflexive,
c’est-a-dire que la relatiom < = n’est jamais satisfaite, et transitive, c’est-a-dire tpgerela-
tionsz < y ety < z impliquentz < z.

Exemple 3.1.Pourz, y éléments d&, on poser < y si z est un diviseur de different dey.
Par définition, pour tout de N, la relationz < x ne peut pas étre satisfaite : la relatien
est anti-réflexive. Maintenant supposans y ety < z, alors il existew etw’ deux éléments
de N differents del tels qu'on aitx - w = y ety - w' = z. Ceci impliquez - w - v’ = z,
c’est-a-dire;r < z : larelation< est transitive. Ainskk est un ordre strict Sux.

Un ordre totalsur un ensemblé&’ est un ordre strick tel que pour tout éléement y de X,
on ait soitr = y, Soitx < y, soity < x. L'ordre strict< donné a I'exemple 3.1 n’est pas total.
En effet, aucune des relatiods= 3, 2 < 3 et3 < 2 n’est satisfaite. En revanche, I'ordre usuel
deN est un ordre total.

Définir un ordre total sur le groupe des tresggsn’est pas chose difficile. L'alphabét,
étant fini, 'ensemble des mots de tresse est dénombredmenje ensemble de suites a support
fini sur un ensemble dénombrable), ce qui implique Guest denombrable. Ainsi il existe une
injectiony de B,, dansN. Définissons la relatior,, surB,, par :

r <y y Sietseulementsiy(x) < y(y).

Commex< est un ordre total SuX, il en est de méme pow,, (I'injectivité est nécessaire pour
montrer que<,, est anti-réflexive).

On ne va donc pas seulement introduire un ordre totaBsunais aussi demander que cet
ordre ait de bonnes propriétés vis-a-vis de la strualergroupe de3,,.

3.1 Lordre de Dehornoy

Nous allons maintenant introduire I'ordre standard dess#e, qui est souvent appelé ordre
de Dehornoy.

Définition 3.2. Un ordre total< sur un groupé- est ditinvarianta gauchgresp.a droite) si la
relationg < h implique fg < fh (resp.gf < hf) pour toutf, g, h deG. Un ordre totakk sur
un groupe&’ est ditbi-invariant s’il est invariant a la fois a gauche et a droite.

Par exemple, I'ordre des entiers est un ordre total bi-iamarMalheureusement le groupe
de tresse®3,, n"admet pas d’ordre total bi-invariant.

Proposition 3.3. Il n’existe pas d’ordre total bi-invariant suB,, pourn > 3.
Démonstration.En rajoutants; a gauche des termes de la relatigw, 0y = o, 07 05, On ob-
tiento; 01 0, 01 = 01 o 01 0w, impliquanto; Az = Az 0,. De méme en rajoutant a droite dans

la méme relation on obtiedt; oy = 0, As. Ainsion a:

Ag O'lAgl =0y et Ag O'QAgl = 0.
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Supposons que soit un ordre bi-invariant suB,, aveco; < o,. Alors par bi-invariance de,
on devrait avoirAs o; A;' < Az Ajl, c'est-a-dire,s, < o7, Puis par transitivité de<, on
auraito; < o1, ce qui est en contradiction avec le fait guesoit anti-réflexive. On aboutit a la
méme contradiction si I'on suppose initialement< o;. Ainsi on ne peut pas définir d’ordre
bi-invariant surB,, pourn > 3. O

Pourn = 2, le groupeB,, est isomorphe & et est donc naturellement muni d’'un ordre
bi-invariant. Maintenant la question est : existe-t-il udre invariant a gauche sit,, ? Définir
un ordre invariant a gauche sur un grodpest équivalent a y définir un cdne positif.

Définition 3.4. Un sous-ensemblB de G est appel&dne positifsurG si P est clos par multi-
plication et siG est la réunion disjointe d&, P! et {1}.

Voyons comment définir un ordre total invariant a gauchreislgroupe’ a partir d’'un cone
positif deG et réciproquement.

Lemme 3.5. SoitG un groupe.
— (i) Supposons que la relatior soit un ordre total invarian& gauche sur=. Alors I'ensem-
ble{g € G |1 < g} estun éne positif d&7 , etg < h estéquivalenta g h € P.

— (i7) Supposons qué soit un @ne positif surG. Alors la relationg < h équivalentead
g th € P est un ordre total invarian& gauche suG et P correspond auxléments plus
grands quel.

Démonstration.Montrons(i). Posons” = {g € G | 1 < g} et montrons qué’ est un cone
positif surG. Comme~< est anti-réflexive, I'element n’appartient ni aP ni a P! (car on
al™ = 1). De plus, commex est total, pour tout élémeptde G, on a soity = 1, soitl < g,
soitg < 1. Par invariance a gauche dg la relationg < 1 impliqueg™ g < ¢!, c’est-a-dire,
la relation1 < ¢g~*. Ainsi G est réunion disjointe d€l }, P et P~1. Soientg eth deux éléments
de P. On adoncl < g etl < h. Par invariance a gauche de on obtienth < gh. Puis la
transitivité de< avec les relation$ < h eth < gh impliquel < gh, c’'est-a-diregh € P. La
relationg < h est équivalente & < g 'h par invariance a gauche de

Montrons(iz). Notonsg < h la relationg™h € P. Commel n’est pas un élément de,
la relation< est anti-réflexive. Supposons qu’on #it< g etg < h. Par définition de<, cela
revientaf 'g € Petg'h ¢ P. CommeP est stable par multiplication onfa'h € P, c’est-a-
dire que larelatiorf < h est satisfaite. Soienteth deux élements d6. DeG = P1L{1}LIP,
on déduit quey'h appartient soit &, soit aP !, ou bien est I'elément neutre. Ainsi est un
ordre total. Supposons< h et soitf un élément d&;. Deg'h € P on déduitg f 1 fh € P,
c'est-a-dire,fg) ' (fh) € P, ce quiimpliquefg < fh. On a donc montré que est un ordre
total invariant a gauche. O

Exemple 3.6.Lordre standard des entiers naturgl®st associé au cone des entiers positifs :
la relation: < j est satisfaite si et seulementsi + j est strictement positif, c’est-a-dire, si on
aj—1>0.

Nous allons maintenant définir un cone positif g8)y. Naivement on pourrait penser au
monoide de tresses positives, comme pour le cas des eMiaitseeureusement, il existe des
tresses qui ne sont ni triviales (pas emmeélée), ni pesitini les inverses de tresses positives.
L'idée est de prendre une famille un peu plus grande quedssés positives.
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Définition 3.7. — Un mot de tresse est ditpositif si la lettres; de plus grand indicé n’ap-
parait que positivement, c’est a dire gté n’est pas présent.
— Une tresse est dite-positivesi elle peut étre représentée par un mqaositif.

Par exemple le mat;' 0,0, n'est paso-positif : la lettre de plus grand indice;, apparait
positivement et négativement. Par contre le m@bo;! qui lui est équivalent (voir exem-
ple 2.16), est-positif : la lettres, n'apparait que positivement. Ainsi la tressg oo, est
o-positive. C’est 'ensemble des tresgepositives que I'on va prendre comme cdne positif.

Définition 3.8. Pourj3, v éléements de3,,, on dit que la relatio < ~ est vraie si la tressé 'y
esto-positive.

La relation< est le premier ordre total invariant a gauche défini suréeige de tressei,, :

Théoreme 3.9(P. Dehornoy, [Deh94]Pour toutn, la relation < est un ordre total invariand
gauche sum,,.

Ce théoreme est une conséquence des deux proprigtastss :
Propri été A. (Acyclicité) Une tresse-positive est non triviale.

Propri été C. (Comparaison) Une tresse est soit triviale, sopositive, soit I'inverse d’'une
tresses-positive.

Démonstration du thoreme 3.9 partir des propréetesA etC. Soit P 'ensemble des tresses
o-positives deB,,. Par le lemme 3.5 il suffit alors de montrer gbest un cone positif. Soiemt
et~ deux tresses-positives. Alors il existe deux mots de tressepositifsu et v représentant
respectivement et~. Clairement le motv, produit des mots etw, esto-positif. Il s’ensuit que
la tresses v esto-positive, et donc qué est stable par multiplication. La proprié@mplique
que B,, est inclus dang>™ U {1} U P. Comme l'inverse dd est1, la propriétéA implique
qguel n'appartient ni aP, ni a PL. Il nous reste a montrer que l'intersection Beet P! est
vide. Supposons gu'il existe une tressdans l'intersection d& et P, Alors 3 et 37! seraient
dansP, et, par stabilité par multiplication, on aurait quappartient &, ce qui est faux. [

Pour la propriétéd, nous renvoyons aux livres [DDRWO02] et [DDRWO08], qui pnésat
differentes manieres de la déemontrer. Dans cette thése redonnons une démonstration de la
propriétéC a la section V.1.3. D’autres démonstrations existensdeslivres cités ci-dessus.

Exemple 3.10.Pour: et j dans{1, ..., n}, larelations; < o; est équivalente a< j. En effet,
siona < j alors la tresse; 'o; esto-positive car le générateur de plus grand indice, & sayoi
n'apparait que positivement.

3.2 Tresses et bon ordre

On dit qu'un ordre totak sur un ensembl&” est unbon ordresi toute partie non vide d&
admet un plus petit elément. Le groupg muni de I'ordre< n’est pas un bon ordre. En effet
I'ensemble{s; " | k > 0} n"admet pas de plus petit €lement. Dans cette sectiors atbons
montrer que la restriction de I'ordre a certains sous-monoides B¢ est un bon ordre, c’est
le cas deB; .

On commence par donner une autre caractérisation des blesdoien ordonnés.
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Proposition 3.11. Soit< un ordre total sur un ensembl€, alors on aéquivalence entre
— (i) (X, <) estun bon ordre.
— (i7) il ’existe pas de suite infinie strictemeréatoissante suf.X, <).

Démonstration d¢i) = (i¢) de la proposition 3.11 Soit (yx)x>1 une suite infinie d’éléements
appartenant & . On poseY” = {y; | £ > 1}. CommeY est un sous-ensemble d& qui est
bien ordonné poux par hypothésey” admet un plus petit €lément pour I'ordke Notons/
I'indice de ce plus petit élément. Par construction onoasa},.; > v, et la suite(y; )z, n'est
pas infinie décroissante. O

La démonstration d&i) = (i) nécessite 'axiome du choix (ou plus exactement un axiome
plus faible qui est une conséquence de celui du choix). Kapselons donc cet axiome a l'aide
de la notion ddonction de choix

Définition 3.12. Soit X un ensemble. On appelfenction de choisur X toute applicationf
deP(X) \ {0} dansX qui vérifie f(Y) € Y pour toute parti&” de X.

L'axiome du choix est alors I'assertionk:ll existe une fonction de choix sur tout ensem-
ble». A I'aide de cet axiome nous pouvons maintenant termineéraahstration de la propo-
sition 3.11.

Démonstration d¢ii) = (i) de la proposition 3.11 Supposons qu'il existe un sous-ensemble
non videY de X qui n'admette pas de plus petit élément peurPour touty deY’, on notel,
'ensemble{z € Y | z < y}. D’apres I'hypothese faite suf, 'ensemblel, est non vide pour
touty dansY. Notonsf une fonction de choix suX, I'axiome du choix en assurent I'existence.
Onaalorsf(1,) € I, donc en particulief (/,) < y, pour touty deY . On définit alors une suite
d’éléements d&” par induction en posani = f(Y) ety,.1 = f({,,). Par construction dg,, la
suite(yx)r>1 est infinie décroissante, ce qui est en contradiction &éed_ensembleY” admet
donc un plus petit élément. O

Revenons maintenant aux tresses. En 1996, R. Laver a naansgLavo6] que la restric-
tion de< sur le monoide de tresses positives est un bon ordre. Legiffiaile est de démontrer
le théoreme suivant :

Théoreme 3.13(R. Laver, [Lav96]) Pour toute tress@ de B,,, la tresse3 ™! o; 3 esto-positive.

La démonstration donnée par Laver utilise des consiid@s d’'algebre auto-distributive
et demeure tres compliqguée malgré la simplicité dediicé. D’autres démonstrations de ce
résultat sont données dans [DDRWO02] et [DDRWO8].

On remarque que le théoreme 3.13 reste vrai si on rempatedses; par n'importe quel
conjugué d’'une tresse :

Corollaire 3.14. Soita un conjugi deg;. Alors, toute tresse de la formie! « 3 esto-positive.

Démonstration.Soit v une tresse vérifiant = v '0;y. La tresse3 a3 est alors égale a la
tresse(v3) L o;(v3), qui, par le théoreme 3.13, estpositive. O

A ce stade, le lien entre le théoreme 3.13 et le fait quedaiotion de< au monoide de
tresses positives est un bon ordre n’est pas évident. Roaiblir, nous avons besoin du résultat
Suivant :
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Théoreme 3.15(G. Higman, [Hig52]) Tout ensemble infini de mots sur un alphabet fini, con-
tient recessairement deux motsetw’ tels quew’ peutétre obtenuwa partir dew par insertion
de lettres.

La démonstration du theoreme 3.15 nécessite des safiafgebre abstraite. Nous ne don-
nons pas plus de détails ici et referons a I'article ioad)
\oici le principal résultat de cette section :

Théoreme 3.16.(R. Laver, [Lav96])La restriction de< a tout sous-moride deB,, engendé
par un nombre fini de conju@s des; est un bon ordre.

Démonstration.Soit M/ un sous-monoide d&,, engendré par un ensembfe, ..., «;} de
conjugués de;, notéS. Soit(;),>1 une suite infinie d’éléements d&,. Pour toutk, choisissons

un motw, représentant la tressk. Il n’y a qu’'un nombre fini de mots d’'une longueur donnée
surS. On peut donc extraire une sous suyitg, );>; pour laquelle les longueurs ne décroissent
pas. Si 'ensemblél, défini parWV = {wy,, wy,, ...}, est fini, il existei et j tels qu’on ait la
relationwy, = wy, et doncsy, = G, ; la suite(5,)r>1 n'est donc pas décroissante. Supposons
maintenant quél” soit infini. Par le théoreme 3.15, il existet j tel quewy,, soit obtenu a partir
dewy, en insérant des lettres de Par construction déwy, );>1, on a alors < j. D’autre part,

le theoreme 3.13 impliqué,, < j3,. Ainsi la suite(3;).>1 n'est pas décroissante. O

Une conséquence du théoréme 3.16 est que le moijideuni de I'ordre< est un bon or-
dre. On peut alors se demander quelle est la longueUBfle-). Malheureusement, la méthode
utilisée pour la démonstration du theoréme 3.16, nmpepas de répondre. Cependant, S. Bur-
ckel a démontré dans sa these le résultat suivant :

Théoréme 3.17(S. Burckel, [Bur94])Le type d’ordre dé B!, <) estw*" .

La démonstration donnée par S. Burckel repose sur un agusabtil d’'induction qui est
difficile a contrbler en pratique.

3.3 Applications de I'existence de I'ordre

Dans cette section nous donnons des propriétés du graupresses3, qui peuvent étre
démontrées a partir de I'existence d’un ordre invareéagauche.

La premiere montre qué,, est un groupe sans torsion; c’'est-a-dire qu’il n’existe ga
tresses differente de la tresse triviale vérifiagt = 1 aveck > 1.

Proposition 3.18. Le groupe de tresses, est sans torsion.

Démonstration.Soit 5 une tresse non triviale dB,,. Comme< est un ordre total, 'une des
deux relationd < g etf < 1 est satisfaite. Supposons qu'on Bk g (I'autre cas se traite de
la m&me maniére). Par invariance a gaucheden a3 < 32. Ainsi, par induction, on obtient

l<fB<f<..<prlcpha....

Il n’existe donc pas d’entiek strictement positif satisfaisagt = 1. O
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FiIG. 1.7 : Graphe de Cayley de (Z, +) par rapport a {1}.

.(72,2) .(71,2) .(072> .(172> .(272>

.(72,1) .(71,1) .(071> .(171> .(271>

.(72,0) .(71,0) .(070> .(17()) .(27())

.(72, 71).(71a 71).(07 71) .(17 71) .(27 71)

.(72, 72) .(71, 72) .(07 72) .(17 72) .(27 72)

FIG. 1.8 :Graphe de Cayley de (Z?, +) par rapport a {(0,1),(1,0)} : le générateur (1,0) est représenté
par une aréte horizontale tandis que (0, 1) est représenté par une aréte verticale.

Une autre application de I'ordre de des tresses repose guapbe de Gayley du groupe de
tresse.

Le choix d’'un systeme de génératedrpour un groupé&: donne une notion de distance sur
ce groupe, ou deux éléments distincts sont a distargien peut passer de I'un a l'autre par
multiplication ou division a droite par un éléement 8eEn connectant les eléments @equi
sont a distancé par une aréte étiquetée par le générateur correspgrataobtient legraphe
de Cayley de&7 par rapporta S.

Soit G un groupe donné par une présentation fiffleR). Notons F'(S) le groupe libre
engendré pa$. Alors toutS-mot w représentant I'eélément neutre Geadmet une écriture

n

w = Hviriilvi_l, (1.8)

i=1

avecr; € R etv; € F(S) pour touti. Dans le graphe de Cayley dérelativement &, I'écriture

de (1.8) correspond a la sous-division d’un lacet étiguedrw par des lacets étiquettes les

motswv; correspondent au déplacement d’un lacet codant uneaeldgéR a partir du point
base. Pour plus de détails, nous réféerons a [E€H.
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(1,3)
°
(1,2,3) @ 0(1,3,2)
(1,2)@ ®(2,3)
°
1

FIG. 1.9 : Graphe de Cayley de (&, -) par rapport a {(1,2),(2,3)} : le générateur (1,2) est représenté
par une aréte simple tandis que (2, 3) est représenté par une aréte double.

Définition 3.19. SoientGG un groupe donné par une présentation fiifieR).
— Pourw un S-mot représentant I'élément neutre@eon appellaire dew et on note airew)
le plus petitn pour lequel I'ecriture (1.8) existe.

— On appelldonction iso@rimétriquede (S, R), la fonction définie par
(i) = max{airqw) | {(w) < i;w = 1},
ou 1 est I'éléement neutre du grouge

Bien sdr, la fonction isopérimétrique dépend de lsspréation de groupe donné, maig/si
et sont deux fonctions isopérimétriques associées a gezsentations differentes du méme
groupeG, alors il existe deux constantéset £’ tel qu’on aity (i) < ky'(k'i). Ainsi si ¢ est
majoré par un polyndbme ou une exponentielle, c’est le cas ¢’. Dans ce cas, on dit que le
groupeG admet unenégalite isogerimétriquerespectivement polynomiale ou exponentielle.

Une conséquence indirecte du fait ghg soit sans torsion est un résultat sur la compléxité
minimale de I'inégalité isopérimétrique dahs. D’abord donnons une définition des groupes
hyperboliques au sens de Gromov.

Définition 3.20. Un groupeG finiment présenté est dityperboliques’il admet une inégalité
isopérimétrique linéaire.

En 1987, M. Gromov a donné dans [Gro87] la caractérisatiomante des groupes hyper-
boliques :

Théoreme 3.21(M. Gromov, [Gro87]) Pour un group€= finiment péseng, il y aéquivalence
entre :

— (1) G est hyperbolique.

— (71) G a une iregalite isogerimétrique sous-quadratique.

Le groupe des tresses admettant une présentation finiegutrs@ demander s’il est hyper-
bolique. Le groupéB,, -) estisomorphe &, +), qui est hyperbolique. Pour> 3, la situation
est differente. Gromov a montré dans [Gro87] qu’un groaypentZ x Z comme sous-groupe
ne peut pas étre hyperbolique. Nous utilisons le fait Byeoit sans torsion pour démontrer le
résultat suivant :

Lemme 3.22.Pourn > 3, le group€eZ x 7Z est un sous-groupe de,.
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Démonstration.Pourn > 3, le groupeGG engendré pas; et A est un sous-groupe d,. Par
la proposition 2.24, les tresseset A2 commutent. Ainsi I'applicatiom définie par

n:Zx7%—G
(p, @) — of Af,

est un morphisme de groupe surjectif. Supposons que laetfeggale aof Al soit triviale.
CommeA; contient au moins une lettes, la tresses esto,-positive pourg > 1. On doit donc
avoirg = 0, puisp = 0. Ainsi n est injective etz estisomorphe & x Z. O

Ainsi le groupeB,, n’est pas hyperbolique pour > 3, et donc I'inégalité isopérimétrique
y est au moins quadratique.
Pour plus de détails sur les groupes hyperbobliques, monsyons a [Gd90, Gro87, BRS07].



lI. Monoide de tresses dual

Dans ce chapitre, nous présentons un nouveau monoidesesr not&*, initialement
introduit par J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee [BKL98], noramionoide de Birman—Ko—
Lee, ou monoide de tresses dual : le terme dual a été intrpdr D. Bessis dans [Bes03] et
est d0 & une symétrie d’'invariants numériques entredaaide de tresses positivés et le
monoideB; .

1 Une autre présentation deB,,

A la section 1.1.2.2, nous avons donné une présentatiogrdupe de tresses. Par ailleurs
la méme présentation vue comme présentation de momaige a permis de définir un sous-
monoide deB,,, a savoir le monoide de tresses positives. Le but de cettea est de donner
une présentation difféerente du groupe de tregses

1.1 Genérateurs de Birman—-Ko—Lee

A la section I.1.2.2, nous avons vu que le groupe de tregieétait engendré par les
générateurs dit d’Artin, notés,, ..., 0, ;. La tresses; correspond au croisement des brins
eti+ 1. Maintenant, nous allons introduire de nouvelles tressggspondant au croisement de
brins non forcément adjacents.

Définition 1.1. Pourl < p < ¢, on pose

_ -1 -1
Upg = Op vy Og-2 Og—1 Oyg -+ O, (2.1)

La tresses, , correspond au croisement geeme brin au dessus gueme en dessous des
brins intermédiaires (s’il y en a).

S5
XCTC T

FiG. 2.1:Dans la tresse a, 4, les brins 1 et 4 se croisent en dessous des brins 2 et 3.

Remarque 1.2.Dans [BKL98], Birman, Ko et Lee définissent la tresgg en posant :

-1

— -1
Apg = Og—1--- Ops1 Op Oy Oy

Dans leur versiony, , correspond aussi au croisementqo@me brin au dessus gueme brin,
mais en dessus des brins intermédiaires. Les deux verdamment lieu a des propriétés sem-
blables, mais la version que nous utilisons se comportexhvisda-vis de I'ordre.
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D’apres la définition des tresses,, on ag; = a; ;1. Ainsi cette nouvelle famille de tresses
inclut la famille des générateurs d’Artin, comme le laispenser l'interprétation géométrique.

Notation 1.3. NotonsA! I'ensemble{a, , |1 < p < ¢ < n}, etA, 'ensembleAd} L (A})™.

Un mot sur 'alphabet4,, est appelé4,,-mot, un mot sur I'alphabetl’ est appeléd’-mot
oumot de tresse duaCommeX’ est inclus dansl,,, les mots de tresses positifs sont des mots
de tresses duaux.

Les tresses del/, engendrent3,,, car c’'est déja le cas pour celles Hé. On note[p, q|
l'intervalle {p, ..., ¢} deN, et on dit qu€p, ¢] estniché dans]r, s| si la relationr < p < g < s
est satisfaite. Nous allons maintenant démontrer ldte@ssuivant :

Proposition 1.4.(Birman, Ko, Lee, [BKL98])Le groupe de tressds, est peseng par 'ensem-
ble de grérateursA,, soumis aux relations :

Up.g Ors = Qrs Qp g pour [p, g| et[r, s|] nichés ou disjoints (2.2)
Ap g Qgr = Qgr Qpr = Qpr Gy g pourl <p<g<r<n. (2.3)

L'ensembleA, a de bonnes propriétés vis-a-vis de la rotation des @sdiqui sont mieux
visualisées lorsque la tressg, est représentée sur un cylindre. En effet, il est natueel d
représenter latresag , par une corde reliant les poini®tq d'un cercle avee points marqués.
Cette maniere de voir n'est pas qu’une astuce. Pour plug¢tdés] consulter [ BDMO02].

6 1 0
2
2 5
3
1 4
3 4

FiG. 2.2 :Enrouler le diagramme de tresse usuel aide a visualiser les symétries des tresses a,, . Sur le
cercle obtenu, a,, , correspond naturellement a la corde reliant les points p et g.

Donnons maintenant un sens aux relations (2.2) et (2.3)uexs, , est représentée par une
corde. La conditiorx [p, ¢ et [r, s| nichés ou disjoints de la relation (2.2) est équivalente au
fait que la corde reliant aq et la corde reliant a s ne s’intersectent pas, méme aux extrémites.
Ainsiles tresses,, , eta, , commutent si et seulement si les cordes associées n’odegasnts
en commun ou si elles sont confondues. Par exemple@n @ ¢ = az 6 a1 4 (Voir figure 2.2).

La relation (2.3) est un peu plus délicate a interpr&@emme elle fait intervenir trois entiers
distincts, elle se lit naturellement dans un triangle delesr Son interprétation est : dans un
triangle de cordes, le produit de deux arétes adjacentsglians le sens contraire des aiguilles
d’'une montre ne dépend pas du point d’origine choisi. Pamgie, on a

A24014 = Q14012 = Q12024 (VOir figure 22)

1.2 Lestressesl,,

D’apres la définition 1.1 les tresses, sont les conjugués dg_; par des tresses produits
deg;. Ces dernieres jouant un rdle important dans cette th@&seleur donnons un nom et nous
leur consacrons cette sous-section.
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Définition 1.5. Pourl < p < ¢, on pose

d

g = Op .. Og—1. (2.4)

Géomeétriquement, la tresgg, correspond au décalage vers le bas des brinsjusqu’ag
par dessus le brip, qui, lui, se retrouve en positiopn Une conséquence immeédiate de la
définition 1.1 est la relation suivante qui établit le lemtred,, , eta, , :

(2.5)

_ -1 _
apq = dpg-104-1 dp,q—l =dpq dp g-1

Ainsi d, ,-, estle conjuguant de,_; définissant la tresseg, ,.

X — — - ¢ T
S K — K

-1
ay 4 d1,3 03 d1,3

FiG. 2.3 :Décomposition de la tresse a; 4, end, 5 - o - di.

Le premier intérét d’introduire ces nouvelles tresseslesimplifier les calculs permettant
d'établir les relations (2.2) et (2.3) entre les tressgs Le lemme suivant donne les relations
qui nous seront utiles dans ce sens.

Lemme 1.6. Les relations suivantes sont satisfaites

dpr = dpg dg pourp < g <, (2.6)
dypgdrs=dsd,, pourp<g<r<s (2.7)

dét(l; drs = dys d;)tllq 1 pourr <p < q <s. (2.8)

Démonstration.La relation (2.6) est une conséquence immédiate ddtigerded, , en terme
deso; donnée en (2.4). Pour la relation (2.7), on remarque quénémteur; de plus grand
indice apparaissant dans I'expressiondge donnée en (2.4) esf,_; tandis que celui de plus
petit indice apparaissant dans celledig ests,. Commeg < r impliqueg—1 < r — 2, on
peut appliquer la relation (1.1.2) de commutation de laspréation d’Artin et ainsi obtenir le
résultat. Montrons maintenant la relation (2.8). Pour p < s ete= + 1, établissons

0 dyy = dyy 05 ). (2.9)

Commep est compris strictement entreet s, en utilisant (2.6) on decompose la tredsg en
le produitd,. ,—; 0,-1 0, d,+1 5. La relation (2.7) implique que, etd, ,-; commutent :

e e
Op dr,s = dr,pfl Op Op-1 0p dp+1,s-

Par la relation (1.1.3) de Ia présentation d’Artin, on addationo, 0,-; 0, = 0,-1 0, 0,1, €t
donca,* 0,1 0, = 0,-1 0, 0, ', En appliguant 'une ou l'autre des deux relations en fomctie
la valeur de, on obtient :

e e
Op dr,s = dr,p—lap—l Op Op—1 dp+1,s-
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La relation (2.7) permet de faire commuter les tresgesetd,; ; :

e e
Oy dr,s = dr,pflo'pfl Op dp+1,sap71-

En regroupant les difféerents morceaux a l'aide de la iwaf2.6), on obtient (2.9). La rela-
tion (2.8) est une conséquence immédiate de (2.9) eedstlire (2.4) de la tressg ,. O

e i g |
7 - ~ ~
DN, A/H”’L:

—— X

1 | S—— |

FiG. 2.4 :lllustration de la relation (2.8) : passage de la tresse d, 5 (posée sur un carré grisé) au travers
de la tresse d; 5.

D’autres relations portant sur les tresgdgg apparaitrons dans la suite. Nous avons choisi
de ne pas les donner ici et de ne les introduire qu’au momeaaram.

1.3 Relations entre les tresses,, ,

A partir des relations satisfaites par les treségs nous pouvons maintenant donner la
démonstration de la proposition 1.4.

Démonstration de la proposition 1.4Tout d’abord vérifions que les relations (2.2) et (2.3) sont
respectées dari3, une fois qu’'on a remplace les tressgg par leurs expressions comrig-
mots par la définition 1.1. La tresag, est un produit de; aveci appartenant &, ¢—1]. Si les
intervalles|p, ¢ et[r, s|] sont disjoints alors les intervallgs, ¢—1] et[r, s—1] sont au moins a
distance2. Ainsi touto; apparaissant dans I'expressionglg commute avec les; apparaissant
dans I'expression de, .

X X
N/~ _ N\
X X

FiG. 2.5 :lllustration de la relation (2.2) lorsque [p, q] et [r, s] sont disjoints.

Supposons maintenant que l'intervalle | soit niché dansr, s|. La relation (2.5), implique
que la tresse,,, a,, S'écritd,, d.}, | d.. d,, ;. La relation (2.8) permet alors de faire passer
les tressed. !, , etd, , au travers dd,, :

_ 1 1
Apq Qrs = dys dp-14-1 dp—l,q—z dr,s—l’



1. Une autre pesentation de3,, 53

6 N\ / \ /
N\ / NIz NIz N\
X X ~ X X
IV / \ / \ /N
) / ~ 7 N

FiG. 2.6 :lllustration de la relation (2.2) lorsque [p, q] est niché dans [r, s].

Commeona < p < g < s—1, on utilise deux fois I'inverse de la relation (2.8) pour et

=
dy,d = Q5 Apq-

. a
Upq Ars = dps d p.q Cpg-1 =

r,s—1
Montrons que la relation (2.3) est satisfaite. Pour celaammuwntrer que les trois tresses de la

relation sont égalesd !, , d, dplq 1

La relation (2.1) permet d'é ecrlrem aq, comme le produitl, , .} | d,, d . _,. Par larela-
tion (2.7) latressd,’, , commute aved, . etd, .  :
Upq Qg = dpg dgr d;,l dp -1 = =dpyr d -1 dp q—17

ou a l'aide de la relation (2.6) on a regroupé les tressgset d,, pour obtenir la deuxieme
egalité. La relation (2.8) impliqué, . d;*_, = d.!,, d,,, et on obtient I'égalité souhaitée.

qr 1 q+1 T
A partir de l'egalitea,, a,, = dg, d,. | dp, d,’._;, on utilise la relation (2.8) pour faire
passerl |, au travers de,, et obtenir
Agr Qpr = d by dyy dy, d
q,r 2'p,T q+1,r p,r—1°

En utilisant la relation (2.8) pour faire passkr. au travers dé,, .., on arrive a

1 1 1 1
Qq,r Qp,r dq+1 r dpr dg-1,,-1 dp r—1 = dq+1 r dp, dp g-1

la deuxieme égalité étant une conséquence de (2.4¢ etdlictions libres. La relation (2.1)

implique a,, a,, = d,, dplr L dp g dpq .- En utilisant la relation (2.8) on fait passé;}r,l

puisd, , au travers delw, pour obtenir

QAp,r Ap,q = dp+1 r dp7 dpq dpq 1 — dp+1 r dp+17f1+1 d T dpq 1-

Enfin, & 'aide des expressions dg , , etd, ,, on obtient I'égalité souhaitée.

6
e W NP N S—
X \/ ~ \/
/ \ _/ AN /\ /\

FiG. 2.7 :lllustration de la relation (2.3).
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Commex; ;.1 est égale a;, pour montrer qués,, est présenté par les génératediyssoumis
aux relations (2.2) et (2.3), il suffit d’établir que lesatbns suivantes sont conséquences des
relations (2.2) et (2.3).

@i vl i1 = Aj 1 Qi1 pour|i — j| > 2 (2.10)
Qi j+1 Gjj+1 Giir1 = Qj 41 Qi j+1 Gjj+1 pour|i — j| =1 (2.11)
Qi = (ai,i+1 aj*Q,jfl) Aj-1,5 (&;}27]»71 Cl;;rl) pourl <1< j <n (212)

Les intervalledi, i+ 1] et[j, j+1] étant disjoints, la relation (2.2) implique (2.10). PoRri(1),
on peut supposer par symétrie= i+ 1. En utilisant successivement la relation (2.3) sur les
MOtSa; ;11 Git1,i+2 €La; 442 G441, ON Obtient

Qi i+1 Ai+1,i+2 Qi i+1 = Qit14+2 A i+2 Aii+1 = Air1 542 Qg i+1 Ai+1,i+2,

ce qui implique (2.11). Montrons la relation (2.12). Pque= i+1, elle devienta; ; = a; j,
qui est évidemment vraie. Supposgns- i+ 1. On utilise la relation (2.3) pour transformer
successivement;_y_1 ;_x @j_i; €Na;_k_1; Gj_k—1j—r POUrk =1, ... j—(i+1):

(i1 @i 1) @jorg (a5 o5 1 i) = (Qiie1 o Gj3j—2) aj2j (a5 g o i)

= (Qii+1 - Qj-a,j-3) Qj-3 (a;£4,j73 ai,Hl)
= ... = (@ii1) Gir1 (aﬁﬂ) = Q-
Ceci termine la deémonstration. O

Définition 1.7. On appellemondde de tresses dual n brins et on noteB/*, le monoide de
présentation :

(4

On note="" la relation deA’ engendrée par (2.2) et (2.3). Les relations (2.2) et (2.3)
préservant la longueur, deux mots équivalents sont deeni@ngueur. On définit alors la
longueur d’une tressé de B,*, notée| 5|, comme la longueur d’'un mot représentanPour un
monoide, posséder une longueur est une propriété foete implique par exemple queest le
seul élement inversible.

., L. +
Upq Urs = Uy Op g pour[p, q] et[r, s] nichés ou d|510|nts>  (213)
Up,q Ag,r = Qg,r Ap,r = Ap,r Apq pourl <p<g<rs<n

Proposition 1.8. Le mondde B;* ne contient pas d'inversible autre que

Démonstration.Supposons qug soit un élément inversible dg’*. Il existe alors une tresse
vérifiant3y = 1 et donc|8~| = 0. Ainsi on a|3| + |y| = 0, impliquant|5| = |y| = 0. O
Nous venons de montrer que le groupe de tresses admet tmméen(An | R}, OUR

désigne les relations (2.2) et (2.3). Le monokjg étant de pr’esentatio(n4n | R>+, on peut
alors se demander s’il satisfait les conditions de Oreofttv@e 1.2.20).

2 Partitions non croisees et simples dé3"*

Tout d’abord, remarquons qu’il existe un morphisme natuidt B, dansS,, envoyant,
sur la transpositiorip, ¢). Bien sir, le morphisme n’est pas injectif. Cependant il permet
I'étude deB;* a I'aide du groupe symétriqus,,.
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De telles considérations ont été faites par F.A. Gargidas le contexte du monoide de
tresses positives [Gar69]. Ceci lui a permis de donner uhgigo algorithmiquement efficace
au probléme du mot et une solution au probleme de conjegnal’élément clé dans [Gar69]
est la construction d’'un certain ensemble de tressesyesitlitesimples qui sont en bijection
avec les éléements d&,,. Plus précisément, il existe un ordg& surS,, tel que 'ensemble des
simples munis de la division & droite soit isomorphe ademble ordonnés,,, 7).

J.S. Birman, K.H. Ko et S.J. Lee ont montré que I'on peutrdétine notion analogue de
simples sur le monoid&*. Ce point a été ensuite redeémontré de maniére inadkpea par
T. Brady dans [Bra01] et par D. Bessis dans [Bes03] (dans oterte plus général).

Le but de cette section est de définir et décrire les singeds;*. Dans un premier temps
nous définissons un ordeg” qui jouera le méme rdle qug” dans la cas dé&;. Puis nous
introduirons les partitions non croisées {k ..., n} qui permettent une description efficace
de(&,, <"). Enfin nous donnerons une définition des simples @&)ur

2.1 Un ordre partiel sur S,

Cette partie reprend en partie I'article de T. Brady [BRS@4it7,, 'ensemble des trans-
positions deS,,. Pourr dans&,,, on appelldongueur de transpositiode 7, notéel’ (), la
distance de I'élement neutre @&, a 7 dans le graphe de Cayley @&, relativement &7;,.
En d’autres mots(; () est le nombre minimal de transpositions nécessairescitlire de la
permutationr. Pour toutr et 7’ dansS,,, on a alors la relation

Ny < OE(T) + 05(T). (2.14)
Tout produit de/” (7) transpositions représentanest appel@xpressioné&guliereder.

Exemple 2.1.DansS; les permutations soift, 2), (2, 3) et(1, 3). Le graphe de Cayley d8&;
relativement &3 est :

(1,2,3) (1,3,2)
° 'Y

o 4 [ J
2,3, (13 11,2
o
1
Onar”(1) =0,0"((1,2)) =£7((1,3)) = £7((2,3)) = 1 etl"((1,2,3)) = £"((1,3,2)) = 2.

Le résultat suivant décrit le comportement/jé ) vis-a-vis de la multiplication & gauche et
a droite par une transposition.

Lemme 2.2. Pour 7 une permutation d&,, ett une transpostion d&,,, on a
gt-r)y=0(r)+£1 et £ (r-t)=14( ()£ 1

Démonstration.Par la relation (2.14), on (¢t - 7) < 1 + £(7). S'il existait une expression
régulieret; -...-t, det-T avecl < (] (t)—2 alorst-t; -...-t, serait une expression aeale longueur
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inférieur ou égale &' (t) — 1, ce qui estimpossible. On adoff7) —1 < (L (¢t-7) < €5 (1) +1.
La premutatiort - 7 étant de signature différente de cetlen ne peut pas avoif, (t7) = (7 (7).
Un argument symétrique traite le casajér - t). O

Le résultat suivant permet a partir d’'une expressionliége d’en obtenir d’autres, il sera
souvent utilisé dans les démonstrations faisant interges expressions régulieres.

Lemme 2.3.Pourt; - ... - t, une expressionaguliere der deS,, etl < i; < ... < i < fune
suite d’entiers, il existe une expressi@yuliere der commengant pat;, - ... - t;, .
Démonstration.Pourt ett’ deux transpositions dg,,, il existe une transpositiorf vérifiant la
relationtt’ = t"t : sion at’ = (r,s), alors on prend” = (¢(r), t(s)). Ainsi, on peut pousser la
transpositiort;, vers la gauche dans I'expression réguligre.. - t, sans en changer la longueur.
On recommence en poussaptvers la gauche jusqu’a la droite de, etc. O

Une permutation- de &,,_1, peut étre vue comme une permutation@le laissantn fixe.
Quels sont alors les liens entéd (1) et ¢X(7)? Le résultat suivant va nous permettre de
répondre a la question.

Proposition 2.4. Si une permutation fixep, alors toute expressioreguliere der ne contient
pas de transposition de la forntg, ¢).

Démonstration.Soit 7 une permutation fixant et¢; - ... - £, une expression réguliere de
Supposons par I'absurde quesoit de la forme(p, ¢;). D’aprés le lemme 2.3, il existe une
expression regulierd” - ... t{" der avect!’ = (p, ¢). Posons® = ¢{". .+ Commer
fixe p on ar®(p) = ¢;. Il Sensuit qu'il existei > 2 tel quet'") soit (p, ¢») pour un certainy,.

Il existe alors une expression reguligfé - .. - t'? der avect!? = (p,q) ett? = (p, g2).

Posonsr(? = t§2) . ~t,(f). En fonction de la valeur dg, la permutation-® peut fixerp ou

non. On continue ce procédé jusqu’a obtenir

T = (p7 Q1) T (p7 qg) ’ T(£)7

ou® fixe p. Si les entierg; sont deux & deux distincts, on a

(P, 1) - (prqe) = (0, G, Ge-15 - 1),

impliquantr(p) = ¢, ce qui estimpossible. Ainsi il existeet j vérifiantg; = ¢; aveci < j. Le
lemme 2.3 assure alors qu'il existe une expression régtli-...- ¢, der avect| = t,, = (p, ¢:)-
On obtientdone = t;-...-t}.. il S’en suit que I'expressiot - ...- t;, det n’est pas réguliere. O

Une des conséquences de la proposition 2.4 est I'édlitér) = ¢7(7) pourr dansS,,_;.
On peut donc enlever I'indice du symbol€’” et utiliser/” sans risque de confusion.

Nous allons maintenant établir plusieurs résultats pélant de donner la longueur d’'une
permutation a partir de sa décomposition en cycles amtpgisjoints.

Lemme 2.5.(T. Brady, [Bra01]) Sic, ..., ¢, sont des cyclea supports disjoints, on a

0T (er o) = €7(c1) + oo+ 07 (ch). (2.15)
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Démonstration.Posons = ¢; - ... - ¢,. Montrons d’abord que toute transposition d’'une expres-
sion réguliere de a son support inclus dans celui d’'un NotonssS;, ..., S;. les supports des
cyclescy, ..., ¢,. Soitt; - ... - t, une expression réguliere de Supposons par I'absurde que le
support de; ne soit pas inclus dans uf). Quitte a renommer les cycles, on peut supposetgue
soit la transpositionp, ¢;) avecp € S; etq; € S;. Par le lemme 2.3, il existe une expression

regulieret!’ - .-tV der avect!”) = (p, ¢1). Posong® = ¢{V . .V Si+1) ne fixe pag,
il existe: > 2 tel quetﬁl) soit de la forme(p, ¢2) pour un certainy,. Par le lemme 2.3, il existe
une expression reguliete’ - ... - t1” der avect'™ = (p, q1), £ = (p, ¢2). Posons

@ = téz) C -tf).

Notons S® I'ensemblesS; contenantg,. La permutationr® peut alors fixerp ou non. On
continue ce procédé jusqu’a obtenir I'expression liege

(poq1) - - (pyq)) - 7

der ol 7" fixe p. Silesq; sont deux a deux distincts, on a

(p7 Q1) Teee T (p7 (JZ/) = (p7 qeryqe—1, - 7(11)7
impliquantr(q;) = p, ce qui estimpossible d’apres I'hypothese faitetsuhinsi il existe; et ;'
verifiantg; = ¢;» avecj < j'. Le lemme 2.3 assure alors qu'il existe une expressiorlig¥gu
th ety

der avect] = t, = (p,¢;). On obtient alors = ¢} - ... - ¢}, et, donc¢; - ... - t, ne peut pas étre
une expression réguliere de

Nous pouvons maintenant terminer la demonstration. Nofptiensemble des indices
tels que le support dg soit inclus dans celui de. Par ce qui précéde, on a

¢ = card(ly) + ... + card([y),

||Tj:Ci.

Jjel;
On a donc/(¢;) < card(Z;). Ainsi nous avons obtenu la relatidn> ¢(c;) + ... + ¢(cx). Par
ailleurs la relation (2.14) donne< ¢(c;) + ... + ¢(cx) ; on a donc I'égalité souhaitee. [

ce qui implique

Grace au lemme 2.5 nous pouvons calculer la longueur depoaition d’'une permutation
a partir de celles de ses cycles a supports disjoints.ug fiaut maintenant donner la longueur
de transposition d’un cycle.

Proposition 2.6.(T. Brady, [Bra01]) Sic est un cycle de longuetr, alors on al”(c) = k—1.

Démonstration.Posons: = (py, ..., px). Montrons¢”(¢) = k—1 par induction suik. C'est
éevidemment vrai pouk = 2. Soitt, - ... - t, une expression réguliere dgen particulier on
al =("(c)). Posongp;,p;) = 7 aveci < j. On a alors:

o= (D ) P1s s Dk) = (P1y o s Dic1s Djs Pists o D) - (Pis Pists -, Dy, Dj1)-
Le lemme 2.5 combiné a I'hypothese d’induction donnesalo
C(r-e)=>G—-14k—j+1)—1+(G—-1—i+1)—1,
c'est-a-dire/"(m, - ¢) = k—2. Onadonc montré— 1 = k — 2, ce qui impliquel = k—1. O
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Nous pouvons maintenant calculer la longueur de transpogitune permutation a partir
de sa decomposition en cycles a supports disjoints :

Corollaire 2.7.(T. Brady, [Bra01])Sit est une permutation d&,, qui se &compose ehcycles
a supports disjoints (les cycles de longuéwsont aussi comps), alors on & (1) = n — k.

Démonstration.Soitc; ... - ¢, une décomposition deen produit de cycles a supports disjoints.
Notons/; la longueur du cycle;. Comme méme les cycles de longuéapparaissent dans cette
décomposition, on & + ... + ¢, = n. Le lemme 2.5 implique

(1) =L"(c1) + ... + 0" (k).
Ainsi, par la proposition 2.6, on a
()= — 1)+ ..+ (4, — 1),
etdoncl™ (1) =n — k. O
Exemple 2.8.Considérons la permutationde G4 définie par
< 1 6 789 )
3 2 7 6 4 )°

Une décomposition de en produit de cycles a supports disjoints est

3 4
15

co N
O ot

(1,3)-(2,8,6)-(4,5,9) - (7).
La longueur de transposition deest dond (9 — 4 = 5). L'expression
(1,3)-(2,8)-(8,6)-(4,5) - (59)
der est donc réguliere.

La longueur de transposition nous permet de définir undioaldinaire<x” surS,, de la
facon suivante :

Définition 2.9. Pourr et7’ éléements d&,,, on poser <™ 7/ sion al” (') = (7 (1) +£7(7717),

Une autre maniere d’interpréter la relatigi est : on ar <* 7’ si et seulement s'il existe
un chemin dans le graphe de Cayley@lgrelativement &, de longueur”(7') allant del a7’
et passant par, ce qui signifie qu’il existe une expression réguliererdeommencant par une
expression réguliere de

Exemple 2.10.0n reprend I'exemple 2.1. Tous les éléments&@geinférieurs ou égaux a la
permutation(1, 2, 3) vis a vis dex” sontl, (1,2), (1,3), (2,3) et(1, 2, 3).

A la section 1.3, nous avons défini un ordre strict sur un erde X comme étant une
relation binaire suX” anti-réflexive et transitive. Unrdre non strict< sur un ensemblé&’ est
une relation binaire réflexiver(x x), antisymeétriqueX{ < y ety < = impliquez = y) et
transitive ¢ < y ety < z impliquez < 2).

Proposition 2.11. La relation<” est un ordre non strict su®,,.
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Démonstration.La longueur de transposition de l'identité étant nulleson<™ 7, c’est-a-dire,
la réflexivité dex”.

Montrons que la relatiog” est antisymétrique. Soientet 7’ des éléments d&,, vérifiant
les relations <7 7’ et7’ <7 7. Par définition de<”, on a

() = 0°(7) + (7 7)) et 07(r) = 00(7) + 07 (7 ')
En substituant la seconde égalité dans la premiére, tenbb
(7)) = () + () ().

Il s’ensuit que/” (7' 7) et¢” (7177) vallent0. Or l'identité est la seule permutation de longueur
de transposition nulle, ce qui implique= 7'.

Montrons que la relatiox” est transitive. Soient, 7’ et 7" des éléments d&,, vérifiant
les relations <7 7’ et7’ <7 7. Par définition de<”, on a

() = 00(r) + (v ) et () =00 (7) + 0 (7 ).
En substituant la premiére relation dans la seconde, oerdbt
(7" = (r) + () + ().
La relation (2.14) impliqué™ (77'7") < ¢*(77'7') + (7 (7' "'1"), et donc
() 2 00(7) + € (7).
Encore par la relation (2.14), onVa(r") < ¢7(7) + ¢*(r17”). Ainsion a
(") = (0 + ().
La relationT <* 7”7 est donc vérifiée. O

Par définition de<”, pour deux permutationsetr’ de&,,, on ar <* 77’ si et seulement
silarelationd” (77") = ¢"(1) + (" (') est vérifiee. Sous la méme condition gUfr7’), peut-on
avoir la relationr’ ¥ 77/ ?

Corollaire 2.12. Pour r et7’ dansG,,, il y a équivalence entre <” 77’ et * 77'.

Démonstration.La relationT < 77" implique (* (77") = (" (1) 4+ ¢ (7'). Par le lemme 2.3, il
exister” dansS,, vérifiantTr' = 7'7” et our’7” est une expression réguliere. On a donc

gT( / //) _ET(TI) +€T(T//),

c'est-a-dire,r <" 7'7". La relationTr’ = 7/7” implique doncr’ <™ 77'. La réciproque se
traite de maniere symétrique. O

On peut se demander quelles sont les propriétés de I'disandonn& &,,, x"). Est-il
borné ? Deux éléments quelconques admettent-ils unrarihet un majorant commun ?

Définition 2.13. On dit qu'un ensemble ordonr&’, <) est untreillis si :
— (i) X estborné : il existen et M dansX tels qu'on aitm < = < M pour toutz dansX,

— (#1) pour toutz, y de X, il existe un plus grand minorant deety, notéx A y,
— (i17) pour toutz, y de X, il existe un plus petit majorant deety, notéz V y.

Malheureusement, pour > 3, I'ensemble partiellement ordonri&,,, <”) n’est pas un
treillis. En effet, en reprenant Ie graphe de Cayley&erelativement dl; donné a I'exem-
ple 2.1, on remarque qyés;, <) n'admet pas de plus grand élément.
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2.2 Partitions non croies
On noted,, 'ensemble des éléments dg, inférieur au cyclg1, ..., n) vis a vis def” :
¢, ={re6,, 7" (1,2,...,n)}. (2.16)

Le but de cette sous-section est de donner une descriptiép da termes de ce que I'on ap-
pellera departitions non croigeset d’établir qug €,,, <) est un treillis. Pour cela on introduit
un ordrex” sur 'ensemble des partitions ditesn croiesde{1, ..., n}, noté 7. On montre
alors que(FP,, <") est un treillis. Puis on exhibe un isomorphisme d’ensembdermné entre
(P, <") et(€ <7).

Définition 2.14. Un sous-ensembl& de P({1, ...,n}) est unepartitionde {1, ... ,n} si
— les éléments d& recouvrent{1, ..., n}, c’est-a-dire| J, .z = {1, ... ,n},
—les éléements d& sont disjoints, c’est-a-dire, pour tousy dansX avecz # y, on a
rNy =0,
— I'ensemble vide n’appartient pasxa

On noteP, 'ensemble des partitions dé, ..., n}.

Exemple 2.15.Les partitions d€ 1, 2, 3} sont

{28 33 ({1 {2,30, {{2} {1, 31, {{3}, {1, 2} et{{1,2,3}}.
Nous allons maintenant muni, d’une relation d’ordre.

Définition 2.16. SoientX etY deux éléments d€,. On poseX <* Y si pour tout élement
de X il existe un éléemeny deY avecz C y.

LarelationX <” Y signifie que la partitioX estplus finequeY . Clairement la relatios”
est réflexive, antisymétrique et transitive et définihdan ordre non strict sup,,.

Proposition 2.17. L'ensemble ordor®(P,,, <”) est un treillis.

Démonstration.Posonsn = {{1}, ..., {n}} etM = {{1, ..., n}}. La partitionm est la plus fine

de P,, tandis quéel/ et la moins fine. La conditiofy) de la définition 2.13 est donc vérifiée.
Montrons(ii) de la définition 2.13. SoienX etY deux éléments dé&,,. Notonsz, ... , xy

les éléements d& ety ..., y, ceux deY. Pouri dans{1, ..., k} etj dans{1, ..., ¢} . Posons

Z={x;Ny;li=1,..k j=1,..,0} —{0}.

Par constructior est un sous-ensemble d&{1,...,n}) ne contenant pas I'ensemble vide.
Soientz et 2’ deux éléments distincts d&. Il existe alorsi, ', j, ;" avec(i,j) # (i',j') et
verifiantz = z; Ny, etz’ =z, Ny;.. Lensemble: N2’ est donc inclus dang; Nz ) N (y; Ny;)
qui est vide car I'un des deux ensembiges) z;; ety,; Ny, 'est. Par ailleurs, on a

k k

Uz:UUxiﬂyj:U<xiﬂij) :U(:Ciﬂ{l,...,n}):Uxi:{l,...,n}.

2€7Z i=1j=1 i=1 i=1

L'ensembleZ est donc une partition dfl, ..., n}. Montrons que c’est le plus grand minorant
de X etY. SoitWW une partition dg 1, ..., n}, satisfaisant?V’ <” X etW <" Y. Par définition
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de x”, pour toutw dansW, il existe x dansX ety dansY vérifiantw C z etw C y.
L'ensemblew est donc inclus dans N y. La partition est alors fine quée’, c’est-a-dire,
quonalW <* Z.Illyadonc égalité entr& et X A Y.

Montrons(zii) de la définition 2.13. Soient etY deux éléments d€,. Posons

zi:U{xeX\EIyEY(yﬂx#@etyﬂxi#@)},

etZ = {z,..., z;}. Par constructior est un sous-ensemble d&{1,...,n}) ne contenant
pas I'ensemble vide. Commge est inclus dans;, 'ensembleZ recouvre{l, ..., n}. Soientz;
et z; deux éléments d& ayant une intersection non vide. Comierecouvre{1, ..., n}, il
existey dansY” tel quez; Ny etz; Ny soient non vides. Sott tel quex;, N y soit non vide.
On a doncr, C z; etz C z;. Par conséquent 'ensemble des élement¥ detersectanty,
et le méme que celui des éléementsidéntersectant;. On a doncz; = z,. De méme, on a
la relationz; = z,. LensembleZ est donc une partition dfl, ..., n}. Par constructior¥ est
clairement un majorant d¥. Soity un élément d&. CommeX recouvre{l, ..., n}, il existe
un élément;, de X tel que l'intersection de; ety soit non vide. Il s’ensuit que est inclus
dansz,, (par construction deg) et donc quéeZ est un majorant d&. Montrons queZ est le plus
petit majorant deX etY'. SoitV une partition dg 1, ..., n}, satisfaisanX <” W etY <" W.
Soity un élement dé&’, il existe alorsw dansiavecy C w. De plus, pour tout de X tel que
l'intersection der ety soit non vide doit étre inclus dans car¥ est moins fine qu&’. On
en déduit que; est inclus dans), puis la relationZ < W O

Pour représenter un ensemble ordonné, il est commodeutileser une représentation vi-
suelle. On construit un diagramme de Hasse d’'un ensemid@oedX , <) de la facon qui suit.
Les élements d& sont représentés par des points. Poet y deux éléments distincts dg
vérifiantz < y, 'ordonnée du point représentamtest strictement plus grande que celle du
point représentant. De plus s’il n’existe pag dansX vérifiantz < z < y, alors on lie les
points correspondantsiaet y par un segment.

Exemple 2.18.Le diagramme de Hasse (B;, ") est
{1,231
o

o o o
{1 {238 {2h{1.3)} {3%.{1.2}}

| 4
{1 {(2L3%

On peut reconnaitre qu’'un ensemble ordoiiAe <) est un treillis & I'aide de son dia-
gramme de Hasse. L'existence d’'un minorantest équivalent au fait que le diagramme de
Hasse dé X, <) ait un point de plus petite ordonn&eet que pour tout poin® du diagramme,

il existe un chemin d’arétes reliait a . L'interprétation de I'existence d’un majorant est
symeétrique. Les conditiong) et (ii) de la définition 2.13 se lisent de la méme maniére ; nous
ne les détaillons pas ici.
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Exemple 2.19.Le diagramme de Hasse (B,, <) est

{1,2,3.4%
[

{Lap {230 {13{2,34} {3h{124} {131{24} {ah{1.23}} {2} {1.34}} ~{1.2},{34}
o o o o o [ [ J

Hh{ah {238 {23 {35 {4l {1h35{240 {23{4},{1,3}} {3K{4h{1.2] {13.{2},{3.4}}

o
{112} (3.{4}}

Définition 2.20. Soit X une partition de{1, ..., n}. On dit que deux éléments distinatet y
de X secroisents’il existe quatre entiers j, k et/ vérifianti, k € z, j, ¢ e yeti < j < k < /.
On dit queX estnon croigesi deux éléments quelconques distincesty ne se croisent pas.

On note P I'ensemble des partitions non croisées {de...,n}. Toutes les partitions
de{1,2,3} sont non croisées, on a dofg = Py<. Par contre poun > 4, on aP;* ¢ P,. En
effet, la partition{{1, 3}, {2,4,...,n}} est croisée.

Proposition 2.21.(G. Kreweras, [Kre72])L’'ensemble ordor&a(Pr<, <) est un treillis.

Démonstration.Les partitions{{1, ..., n}} et {{1},...,{n}} sont non croisées et sont respec-
tivement le ninorant et le majorant d€;, <”). La condition(i) de la définition 2.13 est donc
vérifiee.

Montrons le(ii) de la défintion 2.13. Soietf etY deux éléments d&/<. Notonszy, ... , xy
les éléements d& ety ..., yx ceux deY. Pouri dans{1, ..., k} etj dans{1, ..., ¢} . Posons

Z={x;Ny;li=1,..k j=1,..,0} —{0}.

Dans la démonstration de 2.17, on a déja montré 4uest la plus grande partition vis-a-vis
de x” vérifiant les relationsZ <” X et Z <" Y. Cependant, on ne sait pas encore sst
une partition non croisée. Soientet 2’ des élements d&. Il existei, i, j et j' vérifiant les
relationsz = x; Ny; etz’ = zy Ny;. Supposons qu’il existe, £ dansz etk’, ¢’ dansz’ verifiant
la relationk < k' < ¢ < ¢'. Commek et/ sont en particulier des éléements deet &/, ¢’ des
éléments der;, on a I'égalitéi = . Sinon les éléments; et x; se croiseraient, ce qui est
en contradiction avec I'hypothese qué est une partition non croisée. De méme on montre
I'égalité entrej et j'. Il s'ensuit quez est égale &' et queZ est une partition non croisée.
Montrons le(iiz) de la définition 2.13. Soienk et Y deux éléments dé& <. NotonsE
I'ensemble des majorants déetY'. L'ensembleE’ est non vide par 1é) de la définition 2.13.
NotonsZi, ..., Z, les €lements d&. La partition non croisé&; A Z, A ... A Z, est alors le plus
petit majorant deX et deY'. O
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Pour X etY deux partitions non croisées, on noteA™ Y (resp.X v Y) le plus grand
minorant (esp.le plus petit majorant) de&X et Y. Les symboles\ et \V étant réservés aux
partitions quelconques. Donnons une descriptionXde™ Y. En généralX Vv Y n’est pas
une partition non croisée. Par exemple paue= {{1,3},{2},{4}} etY = {{1},{2,4}{3}},
onaX VY = {{1,3},{2,4}}, qui est croisée. Cependant, il est montré dans [Kre72] qu
la permutation non croisé®& v Y est obtenue d& V Y en fusionnant les éléments qui se
croisent; c’est ce qu’on pense naturellement faire.

Exemple 2.22.Le diagramme de Hasse (B;<, <x") est

{1,2,3,43
o

{uap{23 {14234 {3h{1.24} {4}{1.238 {21.{1.34} {1.2},{34}}

® ® ® ® [ ] ®
Hh{ah {230 {23 {35 {4l {1135{240 {2},{4},{1,3}} {3h{4h{1.2] {13.{2},{3.4}}

o
{112} (3.{4}}

On remarque que ce diagramme est obtenu a partir de celi@x@eriple 2.19 en étant le point
correspondant a la partition crois@d, 3}, {2,4}} et les arétes qui lui sont attachées.

Nous rappelons que le but de cette section est de dée¥jres”) a I'aide de partitions non
croisées dg 1, ...,n}. Pour cela, nous construisons une applicatjae P dans¢,. Soitx
une partie non vide d€l, ..., n}. Notonsiy, ..., i, les éléments de dans I'ordre croissant. On
note alors, le cycle(iy, ..., i) deS,,.

Définition 2.23. On définit une application de P, dansS,, par :

P, — S,
{1, x} = cpy e oy

(2.17)

La fonctionn est bien définie. En effet, deux éléments distincet y d’'une partitionX de
I'ensemble{1, ..., n} sont disjoints et donc les cyclegs etc, commutent.

Exemple 2.24.Pourn = 3,0na

1 pourX = {{1},{2}, {3}}
(2,3) pourX = {1,{2,3}}
n(X) =1 (1,3) pourX = {2,{1,3}}
(1,2) pourX = {3,{1,2}}
(1,2,3) pourX = {{1,2,3}}
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Avant d’établir que; est un isomorphisme d’ensembles ordonnés e <”) et(¢,,, "),
nous donnons divers résultats intermédiaires qui nowssatiles lors de la démonstration du
théoréeme 2.29.

Lemme 2.25.(T. Brady, [Bra01]) Pour tout sous-ensemble non videle {1,...,n}, on a la
relationc, <” (1,...,n).

Démonstration.Soit = une partie non vide dé¢l...,n}. Notonsp, ..., p; les éléments de
dans I'ordre croissant. On vérifie

C;l . (1, 7n) = (pk’ 7p1) . (1’ ’n)
- (1’ ’pl_l’pk’pk+]‘7 7n) ’ (p17 7p2_1) Teeet (pk—la 7pk_1) (218)

La permutatiorc,! - (1,...,n) est donc produit dé cycles a supports disjoints. Par le corol-
laire 2.7, on obtient” (¢, - (1,...,n)) = n — k. Ainsion a

n—1=0(1,..,n) =0 (ce) + " (c;* - (1,....n)) =k —1+n—k,
c'est-a-direc, <" (1,...,n). O

Lemme 2.26.Soientr; etr;, deux permutation& supports disjoints. Alors les relations <™ 7
etr, <" 7 impliquentry o, <™ 775,

Démonstration.Une conséquence du lemme 2.5 est que pour toutes pernmgtatiet 7' a
supports disjoints, on & (77') = (" (1) + £"(7'). Ainsi, on a

(7 (rimy) = £7(m)) + 07 (1) = £7(10) + 07 (1) + L7 (7' 7)) + 07 (73" 7).

Par la proposition 2.4, la relation <” 7' implique que le support de est inclus dans celui
de7’. Les permutations; etr, sont donc a supports disjoints. De méme, les permutatidn$
et, 7, sont a supports disjoints. La proposition 2.4 impliqueslto

T (1im) = 07 () + 07 (] i) = 07 (mm) + 07 () M),

la derniére égalité étant conséquence du faitque] et 7' sont a supports disjoints et donc
commutent. U

Lemme 2.27(T. Brady, [Bra01]) Soientp, ¢, r ets des entiers &rifiant
I1<p<g<r<s<n.

Alorsona:
— (@) la permutation(p, ) - (¢, s) n’est pas urelement dez,,.
— (i7) la permutation(p, r, ¢) n’est pas urelement dez,,.

Démonstration.(i) Posong = (p,r) - (¢, s). On a alors
7-(1,....,n)=(1,...,p—1,r,...,s—1,q,....,7—1,p, ... ,q—1,5,...,n)
Commer = 77!, par le corollaire 2.7,0n a :
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Par la proposition 2.6, on@&((1, ...,n)) = n—1. On ne peut donc pas avairx” (1,...,n),
c’est-a-dire; n’est pas un elément d,.
(i1) Posong = (p,r,q). Alors 77t vaut(p, ¢,7) eton a

(p,q,r)-(1,....n)=(1,...,p—1,q,....,.7—1,p,...,q—1,7,....m)
Par le corollaire 2.7, 0n a:
)+ (1,.,n)=24+n—1=n+1.

Par la proposition 2.6, on&((1,...,n)) = n—1. On ne peut donc pas avair” (1,...,n),
c’est-a-dire;r n’est pas un elément d,. O

\oici un premier résultat permettant de li&r aux partitions non croisées.
Théoreme 2.28(T. Brady, [Bra01]) L'application» est une bijection dér< sur €,,.

Démonstration.Montrons par induction sut que I'image deP; parn est incluse dang,,.
Soit X un éléement dé’. PosonsX = {z1, ..., z,}. Pourn = 1 etn = 2, 'image deX parn
est soitI'élément trivial, soitl, ..., n) lui méme, qui sont clairement daéis. Supposons > 3.
Notonspy, ..., px les éléments de; par ordre croissant. Par le lemme 2.25, on a

Coy <7 (1,0, n). (2.19)

Soientqy, ..., g, les éléments de; classés dans I'ordre croissant paur 2. Commezr; et x;
sont non croisées, on est dans I'un des cas suivants :

— (@) pr < q1 OU G < p1,

— (21) il existet vérifiantp; < ¢; etqy < pii1,

— (ui1) il existet verifiantq; < p; €tpi1 < qir-
Dans les caséi) et (iii), x; est inclus dans

{17 ey D1 — 17pk7pk + 17 7n}

tandis que dans le c&g) il estinclus dangp, ..., pr+1 — 1}. Soitd] - ... - ¢, une décomposition
dec;!(1,...,n) en cycles a supports disjoints. En reprenant la relatiatBj2tablie lors de la
démonstration du lemme 2.25, on obtient que le support dest inclus dans I'un deg pour
tout: > 2.

Notons/; 'ensemble de tous les indicgs> 2 tels que le support de; soitinclus dans celui
dec). PosonsX; = {z; | j € I;}, pouri = 1,...,n". CommeX est une partition non croisée,
'ensembleX; est une partition non croisée du supportfdé®ar hypothese d’induction, on a la
relationn(X;) <" ¢,. Le lemme 2.26 implique

n(X1) o (X)) "€
Ainsi on obtientc;'n(X) < ¢;!(1,...,n), etdonc
(ch (1, ym)) = M (cin(X)) + 5 (n(X) (1, ..., n)). (2.20)
On obtient alors

0T((1, 0, n)) = (7 (o) + £7(c3M (1L, .., ) par (2.19)

1

() + (e, (X)) + € (X)L, ) par (2.20)

T(Cay + o Coy) L7 ((X) 7N, . m)) par (2.15)
T(n(X)) + 5 (n(X) (1, ... ,n)) par (2.17)
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ce qui établity(X) <™ (1, ..., n) puis quen(X) appartient &,,.

Soit7 un élément d€,, etc; - ... - ¢, une décomposition deen cycles a supports disjoints.
Notonsz; le support de;. LensembleX égal &z, ..., zx}, est une partition dé¢l, ... , n}.

Montrons qu'on a,, = ¢; pour touti. Notonsp;, ..., py- les éléments de; énumérés dans
I'ordre croissant. Il existe alors une bijection fk ..., &'}, que I'on notey, vérifianty (1) = 1
etc; = (py), -, Pyey)- Sipour toutl, on awy(¢) = ¢, les cyclesc; etc,, sont les mémes.
Supposons que ce n'est pas le cas et notdasplus petite valeur dé vérifianty(¢) # ¢.
Commes)(1) vaut1 par construction de, on ai > 2 et (i) > i. Soitj le plus petit entier
supérieur a veérifianty(j) < (7). Notonst, la transpositior{p, ), py+1)) pouré < k'—1 et
posonsg = (py), Pya)). Par définition dey, onac, =t;-...-t;_1-...-tj_1-...ty—1. Ainsi par
le lemme 2.3, il existe une expression réguliere:deommencant pat_, ¢;,_,. En particulier,
on at;_1tj-1 <" ¢;. Par ailleurs, par le lemme 2.5, on a la relatigns” (1, ...,n). Donc par
transitivité de<x”, on at,_1t,-1 <" (1,...,n). Pourj = i+1, la permutatiort;_,¢;_; est égale
a (pw(i,l),pw(i),pw(j)), c’est-a-dire, api—lva(i)apw(j)) avecp;—1 < Py < Dyi)- On obtient
alors une contradiction avec le lemme 2(26 Pourj > i+ 1, la permutatiort;_¢,_, est €gale
& (Py(i-1), Po) (Py-1), Pu(y)), C'est-a-dire a

(pz—lypw(z‘))(pw(j—l),pz’) avel pi—1 < p;i < Py()-

Par définition de, on ay(j—1) > (i) et donc la relation

Pi-1 < Pi < Pyi) < Dy(i-1)-

On obtient alors une contradiction avec le lemme 2226 On a dona; = ¢,,, et les autres
cycles sont traités de la méme maniere.

Maintenant, montrons qu& est une partition non croisée. Supposons qu'il existt y
deux éléments croisés d€. Posonse = {pi,...,pe} ety = {q,...,q}. Sans perte de
généralité, on peut supposer quety se croisent en des valeurs adjacentes, c’est-a-dire qu'il
existei et j véerifiant

Di < qj < Pit1 < @j+1-
Notonst; la transpositiorip;, p;+1) ett; la transpositiorig;, ¢;+1). Comme il existe une expres-
sion réguliere de, (resp.c, contenant;, (resp.t;), le lemme 2.3 assure que la permutation
admet une expression réguliere commengant;paiOn a dong;t; <™ 7. Ainsi, par transitivité
dex”,onat;t; <" (1,...,n). Ceci estimpossible par le lemme 2.26.
On vient ainsi de construire une applicatmde ¢,, dansP; par :

v(1) = {supportc,), ..., supportc) },

ouc; -...- ¢ est une décomposition en cycles a supports disjoints(da tient compte aussi des
cycles de longueur). On vérifie immédiatement qu’onspo v = idp.. ainsi quer o n = ide, .
L'applicationn est donc une bijection dB’* sur 'ensembleZ,,. 0J

Théoreme 2.29(T. Brady, [Bra01]) L'applicationr est un isomorphisme d’ensemble ordénn
entre(Pr, x") et(€,, x7).

Démonstration.SoientX etY deux partitions non croisées.

SupposonsX <" Y et montrons la relatiom(X) <" n(Y). PosonsX = {zy,...,xx}
etY = {y1,...,yw}. NotonsI; 'ensemble des indicestels quez; soit inclus dang);. La
relation X <” Y, qui signifie que la partitiotX” est plus fing”, implique

LU..ULy={1,..,k}.
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Montrons que pour tout appartenant @1, ..., '}, on a

[c 5" (2.21)

iEIj

Supposong = 1. Notonsp, ..., p, les eéléments dg, dans I'ordre croissant. Notonsl'appli-
cation dey; dans{1, ..., £} envoyant, surt. NotonsZ la partition{v(z;),i € I} de{1, ..., (}.
Comme la partitionX est non croisée et queest une application croissante, la partitiorest
non croisée. Le théoreme 2.28 implique alors qu#&) appartient &,, c’est-a-dire, la rela-
tionn(Z) <" (1,...,¢). Ainsidecy,, = (1,...,£), on obtient la relation

n(Z) = [ v <" o

iEIj

ce qui impligque (2.21) pouf = 1 cary n’est rien d’autre qu’un réétiquetage. On établit (3.21
pour les autres valeurs dede la méme maniere. Comme lgs sont a supports disjoints, le

lemme 2.5 assure la relation
k?/

k?/
T
[TTe < Te
j=1

j=1i€l,

On a donc obtenyg(X) <™ n(Y).

Maintenant supposons £” Y et montrong)(X) £” n(Y). La relationX #” Y implique
gu'’il existex dansX qui n'est inclus dans aucun élementideNotonsp;, ..., p; les éléments
dez. Il existe alors un entier et deux élémentg ety’ deY tels quep; soit inclus dang et
quep;.; soit inclus dang/'. Il s’ensuit que la permutatiofp;, p;+1)c,c,s €st un cycle. Ainsi la
permutation(p;, p;+1)n(Y’) se décompose grard(Y) — 1) cycles a supports disjoints. Par le
corollaire 2.7, 0n a

"(n(Y)) =n—card(Y) et ((pi,pis1)n(Y)) =n —card(Y) + 1.
Nous avons donc obtenu la relation

O ((piy pist)n(Y)) = (" (n(Y)) + 1.

D’un autre coté, le lemme 2.3 assure gU& ) admet une expression réguliére...-t, out; est
égale &p;, pi+1). Comme la relatiod” (t7) = ¢"(7) 4 1 est satisfaite pour toute permutation
et toute transpositioty on obtient

(X)) =" (tg - . ta - (ps pisa) - n(Y))
C((piy pi1) - n(Y)) =L +1
'(nY))—0+2

(n(Y)) — 7 (n(X)) + 2.

Ainsion al?(n(X)) + 7 (n(X)n(Y)) = (7 (n(Y)) + 2, ce qui impliquen(X) £* n(Y). O

Comme, d’apres la proposition 2.21, 'ensemble ordofi}€, <”) est un treillis, le théo-
reme 2.29 implique qu’il en est de méme pody,, ™).
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2.3 Simples deB}*

Nous allons maintenant isoler certains éléement®fte appelés simples d&'*, a partir de
'ensemblec,,. Ceci nous permet en particulier de comprendre la combneade B;'* a partir
de celle d&Z,, : nous allons montrer que les simpleslg forment un treillis pour la divisibilité
isomorphe au treillige,,, <™).

Commencons d’abord par définir une applicatiate ¢,, dansB;’*.

Définition 2.30. On définit une application de¢,, dansB;* de la fagon suivante :
— pour une transpositiafp, ¢), on pose-((p, q)) = ap 4,

— pour une permutation d’expression régulierg ... t, on pose
r(7) =r(ty) - ... - r(tx). (2.22)

A la proposition 2.4, nous avons montré que I'expressiguliere d’'une permutation ne
dépend pas du grouf®, dans lequel elle est vue. Il s’ensuit que I'applicatiome dépend pas
den.

Il n'est pas évidenta priori, que I'applicationr soit bien définie. En effet une permuta-
tion possede plusieurs expressions régulieres. |l daaic s'assurer que ne dépend pas de
I'expression réguliere choisie.

Proposition 2.31.(T. Brady, [Bra01]) L'applicationr est bien éfinie.

Démonstration.Soientc etc’ deux cycles a supports disjoints@eg tels que les partitions™ (¢)
etn (') soient non croisées. Notongresp.:’) le plus petit éléement du support déresp.c’)
et notons; (resp.j’) le plus grand elément du support de Commec et ¢ sont a supports
disjoints et que les partitiong™(c) et (/) sont non croisées, les intervallgsj] et [i/, j']
sont disjoints. La relation 2.2 garantit alors que les ésftt, , constituant I'expression (2.22)
der(c) commutent avec celle dé¢’). On a donc-(cc’) = r(c ¢). Ainsi pour une permuta-
tion 7 de 'ensemble’,,, I'élémentr(7) de B;* ne dépend pas de I'ordre de I'ecriture des cycles
a supports disjoints de

Montrons que-(c), ou ¢ est un cycle d&,,, est bien définie. Pour simplifier les notations,
supposons = (1,..., k) (si ce n’est pas le cas on utilise un réétiquetage). $oit. - t;_; une
expression réguliere de Posong, = (is, j,) pour? = 1,...,k—1. Nous allons montrer par
induction surk I'eéquivalence suivante :

T'(C) = T'(t1> Ce T(tk) =" @12 ... Q-1 k- (223)

Pourk = 2, c’est évident. Supposoris> 3. Soit/ le plus grand indice vérifianty, = (1, p)
pour un certairp : un tel ¢ existe carc ne fixe pasl. Nous allons maintenant pousset,)
vers la gauche dans I'expression cle) sans créer de, , et décrire les changements ap-
portés a I'expression réguliere. Polir> 1, notons(r, s) la transposition,_; avecr < s.
On a différents cas a traiter. $i,p} N {r, s} est vide, alors, par le theoreme 2.28, les en-
sembles{1, p} et{r, s} sont non croisés. Ainsi la relation (2.2) impliqugsa, , =™ ai pa, s.
Notons qu'on &, s)(1,p) = (1,p)(r, s). Sia, s vauta, ,, alorst, - ... - t,_; ne serait pas une
expression réguliére de Sir vautl, alors(1, s)(1, p) est égale &1, p, s). Par le theoreme 2.28,
on doit alors avoip < s. Ainsi la relation (2.3) impliquey; a1, =™ a1 ,a, . Notons qu’on

a la relation(1, s)(1,p) = (1,p)(p, s). Sir vautp, alors(p, s)(1,p) est égale 41, s, p) avec

la relations > p. Ceci, par le theoreme 2.28, est en contradiction avec¢,,. On ne peut
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pas avoir I'egalites = 1 carr doit &tre plus petit que. Si s vaut p, alors la relation (2.3)
impliquea, ,a; , =™ ay ,a,,. Notons qu'on &r, p)(1,p) = (1,7)(r,p).
On réitere ce procédé jusqu’a obtenir une expres&guliere de: de la forme

(Lp) -ty s,

ou les transpositiong laissentl fixe. Commec envoiel sur2, on a nécessairemept= 2.
Ainsit), - ... - t;_, estune expression réguliere @e... , k). En paralléle on a obtenu

r(c) =a127((2,...,k)).
Par hypothese d’induction, on obtient le résultat so@hai O
Lemme 2.32.Pour 7 dans<,,, on alr(7)| = ¢7(1).
Démonstration.Soitt; - ... - t;, une expression reguliere @eAlors, par définition de on a

r(r) =r(ty) - ... - r(te),
etdonc|r(r)| = ¢7(7). O
Proposition 2.33. Pour 7 et 7’ élements d&,, tels querr’ soit dans¢,,, on a :

"(rr") =0°(1)+ (") & r(r7) =r(r) r(r).

Démonstration.La condition¢”(77') = ¢"(r) + ¢"(7') signifie qu'il existe une expression
réguliere der7’ dont un suffixe vaut et le préfixe associ€. La relationr(7 7') = r(7) r(7’)

est alors une conséquence directe de la définition de
Montrons la réciproque. La relatiorir7’) = r(7) - #(7') implique

r(rm )] = lr(@)] + ()],

car =" préserve la longueur des mots. Par définitionrd@our toute permutation”, on
alr(r")| =¢"(r").Onadond™ (r ') = " (1) + £" (7). O

Un éléments de B * est ditsimples’il appartient a 'image de€,, parr. Lensemble des
simples deB;'* est dona-(¢,,) et est noté&(B;*).
Par le theoreme 2.28, les simples@lg sont en bijection avec les partitions non croisées.

Exemple 2.34.Les simples de&3}* sont les images pardec, (1,2), (2,3),(1,3) et(1,2,3) et
sont dond, a1,2,023,013 et 63.

On notey,, le simple deB;*, qui est 'image par du cycle(1, ..., n). Comme une expression
réguliere dg1,...,n) est(1,2) - ... - (n—1,n),0n a

O0p=r((1,...,n)=7r(1,2)-...-7(n—1,n)) =a12 ... - Gp-1n-

Sa particularité vient du fait que la seule connaissancdg germet de reconstruire les simples
de B/*. Pour étre plus précis, on doit définir les relations desdbilité a gauche et a droite dans
le monoides;*.
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Définition 2.35. Soient et 3’ deux éléments d&;*.
— On dit queg divisea gauche’’ ou de maniere equivalente q@éest unmultiple a droite
deg, notes < ', s'il existey dansB;* avec’ = (3.
— On dit ques’ divisea droite § ou de maniere équivalente géest unmultiple a gauche
des, notés = ', s'il existey dansB}* avecy’ = f3.

Nous obtenons alors la caractérisation suivante des sgujgB; *.

Proposition 2.36. Soitg unélement deB;*. Il y a équivalence entre :
—(z) f estun simple d&*,
— (i7) ¢ divisea gauche),,,
— (i47) ¢ divisea droited,,.
Afin de démonter la proposition 2.36, nous définissons ppéaation deB;* dansS,, dont
la restriction aux simples est la réciproquerde

Définition 2.37. Soit 7 le morphisme deé3;* dansS,, défini parr(a, ,) = (p, q)-
Tout d’abord, vérifions que I'applicationest bien définie.
Proposition 2.38.Le morphismer est bien @fini. De plus on ar(r(7)) = 7 pour toutr de¢,,.

Démonstration.Si les intervallesgp, ¢| et[r, s] sont nichés ou disjoints, les transpositiaiis, , )
etr(a,s) commutent. Poup < ¢ < r,ona

(p,0)(q,7) = (¢, 7)(p,7) = (B 7) (P @) = (PG, 7).

L'applicationn est donc bien définie.

Notonst; - ... - t, 'expression réguliere d'une permutatierde ¢,,. Par construction de,
onar(r) =r(t) - ... - r(t,). Chacun des(t¢;) est un générateur de Birman—Ko—Lee. Ainsi par
définition derr, onm(r(t;)) = t;, puisw(r(7)) =t; - ... -ty = 7. O

Une conséquence de la proposition 2.38 est que I'appiicatest injective et donc définit
une bijection entr&,, et les simples d&/*. Par le theoreme 2.28, on en déduit que les simples
de B* sont en bijection avec les partitions non croisée¢ide. , n}.

Notons que pour dans¢,, on arn(r(r)) = 7. Ce qui impliquel/™ (x(r(7))) = ¢*(7). De
plus par le lemme 2.32 on [a(7)| = ¢*(7). On a donc/"(w(r(7))) = |r(7)|. Dans le cas
général, on a le résultat suivant :

Lemme 2.39.Soients et ' deuxélements deé3/* :
— (i) onal"(n(B)) < |p
— (i) on al”(w(BB)) < |B] + (" (7 (3')),
— (#1i) on al™ (w(BB) < £*(n(B)) + |5

)
— (iv) sion al™(w(3)) = |B| avecr () dans¢,,, alors 3 est un simple dé&:*.

Démonstration.Montrons(i). Soitx; ... 2, un A7 -mot représentant. La permutationr () est
donc égale au produit de transpositians, ) - ... 7(xy). Une expression réguliére @¢s) étant
constituée d’au plus transpositions, on & (7(3)) < |5].

Montrons(ii) et (iiz). Den(65") = n(8)w ('), on déduit

C(m(B0)) < L1 (w(B)) + €7 (w(57)).
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On conclut alors pafi).

Montrons (iv) par induction sui3|. Pour = 1 on ap = r(1). Pour3 = a,, On a
la relations = r((p, q)). Ainsi tout élément d&3;* de longueu) ou 1 est un simple. Sup-
posons|3| > 2. Il existe alorss’ de B)* et deux entiery et ¢ vérifiant = ' - a,,. La
relation?” (w(3)) = | 5| implique quer(5')(p, ¢) est une expression réguliere de3) siw(4')
est exprimée par une de ses expressions régulieres. @na&/t((5')) = |5 — 1, puis
I'egalité (*(w () = |6'|. Commel™ (x(3')(p,q)) vautl®(x(3)) + 1, on ar(3) < = (3).
Par hypothése, on a(3) <" (1,...,n). Ainsi, par transitivité dex”, la permutationr(5’)
appartient a 'ensembl&,. L'hypothese d’induction implique alors qu# est un simple, c’est-
a-dire qu'on &3 = r(w(3)). On a donc obtenu la relatioh = r(x(5")) - a,,. Dés quer(5’)
est exprimée par une expression réguliere, I'expressig’) - (p, ¢) est réeguliere. On a donc la
relations = r(w(5’) - (p,q)) et la tressed est simple. O

Nous pouvons maintenant établir la proposition 2.36.

Démonstration de la proposition 2.36Notonsc le cycle(1, ..., n).

Montrons que(z) implique (ii) et que(i) implique (iii). Comme, par hypothésg,est un
simple, il exister dans¢, avecr(r) = (3. Par définition de,,, on al”(c) = (7(1) + {7 (77 ¢).
Ainsi, par la proposition 2.33, onidc) = (1) - r(77'¢), c'est-a-direg,, = 5 - r(77'c). D’autre
part, comme la longueur de transposition est stable paugaajson, on a

7(¢) = 0 (r) + () = () + 7(7).

Ceci, par la proposition 2.33, impliquéc) = r(cr ™) - r(7), c'est-a-direg,, = r(cr?) - 5.
Montrons qug(iii) implique (i) et que(ii) implique (7). Soit 5’ un élément de3}* tel que

la tresséj,, soit égale & 5’. Commey,, est un éléement simple d&’*, on al” (7 (d,)) = |0,

ce qui implique la relatiod” (7 (3 5)) = |3 5'|. Donc, par le lemme 2.33@:) et (iii), on a

Bl + 16 <18+ €7 (n(6)) et 6]+ |5 < £(w(8)) + |6

Ainsi les relationg | < ¢ (n(f)) et|5’| < (" (n(5’)) sont vérifiees. Par le lemme 2.89, on
a|gl=0"(n(B)) et|d| = £*(n(5")). De larelation’” (x ()7 (5')) = | 5] + | 3], on obtient

C(m(B)m(6) = (7 (B)) + £ (n(B)),

c'est-a-dire,r(8) " «(B)n('). Le corollaire 2.12 donne(5') <" «(6)n(8"). Comme le
produitm(5)r(5’) vaute, les permutations () etw(4') sont dan<,,. Le (iv) du lemme 2.39
assure alors qug et 3’ sont des simples dB; *. O

Donnons maitenant une caractérisation de I'ensembleigdes deB;* muni de la relation
de divisibilité a gauche (ou a droite).

Proposition 2.40.(D. Bessis, F. Digne, J. Michel, [BDMO02]Les deux ensembles ord@m
(S(B/*), =) et(S(B*), <) sont des treillis isomorphes( P, <").

Démonstration.Soient et 5’ deux simples de3;*. Il existe alorsr et 7’ de €, tels qu’on
ait 5 = r(r) et = r(7’). Larelations < (' est équivalente a I'existence @¢ dansB,*
verifiant 5’ = 35", En particuliers” est un diviseur a gauche @& donc de),,, par la proposi-
tion 2.36 (cars’ est simple). Ainsi, encore grace a la proposition 2(86est un simple dé3;*.
La relation < 5 est donc équivalente a I'existencededanse,, vérifiantr(7') = r(7)r(7").
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En utilisant la fonctionr on obtientr(r(7')) = =« (r(7)r(r")), puist’ = 77" par la propo-
sition 2.38. La relations < [’ est donc équivalente a I'existence tdédans¢,, vérifiant la
relation r(77") = r(7)r(7"), ce qui par la proposition 2.33 est équivalent a

(") =00 () + 07 (7),

c'est-a-dire, & <" 77”. Ainsilarelations < (' est équivalente a(3) <" 7(4’). Un argument
symétrique établit I'equivalence entbe= 5’ et (5') <" w(5). O

Exemple 2.41.Le diagramme de Hasse (€(B;*), =) et (S(B5*), <) est

03
o

a2 3 1.3 Q1.2
o
1
Le diagramme de Hasse (8(B,*), =) et (S(B}*), <) est

04
o

(1,4023 (23034 1,202 4 A1,2G2.3 41,3034 41,2034

o o o o o [ J
o o o [ J ® L
23 Q1.4 24 a1.3 Q1,2 3.4
o
1

Nous pouvons maintenant montrer que deux éléments quigles deB;* admettent un
multiple commun a gauche et un multiple commun a droite.

Proposition 2.42.
— (i) Soientu etv deux simples d&'* alors u etv posedent un multiple commundroite et
a gauche.
— (i) Soientu etv deuxélements d&3/* alors u etv pos&dent un multiple commundroite
eta gauche.

Démonstration.(i) Par la proposition 2.36, I'élémen}, est un multiple a droite et a gauche
commun a tous les simples.
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(i1) Soients et ' deux éléments d&/*. Posonss = sy - ... - sy et = s - ... - sk
ou less; et less, sont des simples dB/*. De telles décompositions existent ¢aet 5’ sont,
par construction, des produits en les élements qui sont des simples (ona; = r((4, j))).
Lelements ¥+ est alors un multiple commun a droite et & gauchg ees’ par (7). O

Pour montrer que le monoidg!* satisfait les conditions de Ore (théoreme 1.2.20), ilsou
reste a établir qu'il est simplifiable a gauche et a draitest-a-dire que la relationg = x 3
implique = ' et que la relatioms x = (' x implique ausspp = 3’. C’est I'un des résultats de
la prochaine section.

3 Retournement surB;’*

Pour montrer que le monoide'* est simplifiable & gauche et a droite nous utilisons la
méthode, dite dueetournementintroduite par P. Dehornoy en 1992 dans [Deh92], puiegen”
lisee par P. Dehornoy et L. Paris en 1999 dans I'un des estidndateurs de la théorie dite
de Garside [DP99]. Le principal avantage de cette méthstsom aspect a la fois théorique et
algorithmique. De plus, ces dernieres années, le retouent a été le sujet de nombreuses publi-
cations [Deh00b, Deh03, DW06, AD09]. C’est pour ces défées raisons que le retournement
est la base algorithmique de cette these.

3.1 CompEmenta gauche eta droite.

Dans cette section, nous introduisons deux application§; de A; dans(A4, )", noteesf,
et f7, qui nous permettrons de décrire le retournement sur leoide®,*. Redonnons d’abord
les définitions dans un contexte général.

Définition 3.1. SoitS un alphabet fini.
— Un compEmentsur S est une applicatiorf deS x S dansS* telle quef(z, ) soit le mot
vide pour toute lettre: de S.
— Le mondde a gauche assoeia un compgmentf est alors le monoidé/, (S, f) qui admet
la présentation

(S| {f(@y)z=fly.a)y; z,y€S})". (2.24)
— Lemonddea droite asso@&a f est alors le monoid&/,(S, f) qui admet la présentation
(S| {af(z,y) = yf(y,2); 2,y € S})". (2.25)

Exemple 3.2.La fonction f définie sur{a, b} par
f(a,b) =ba, f(bya)=ab, f(a,a)= f(b,b)=c¢,
est un complément syr, b}. Le monoideV/,({a, b}, f) est alors le monoide de présentation
<a,b | a = a,aba = bab ,bab = aba ,b = b>+.

Les relations: = a etb = b sont inutiles et les deux autres relations sont symétsitjuae de
l'autre. On obtient alors

My({a,b}, f) = (a,b | aba = bab) ",

qui estisomorphe au monoide de tresses positives a 3 Bfiifgoir la présentation (1.1.5)).
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Nous allons maintenant définir un complémefitsur A, tel que le monoidé3* soit iso-
morphe all, (A}, ;). Pour cela nous construisons la fonctjna partir de la présentation 2.13
de B, L’id'ee est de posef;(a,q; ars) = u S'il existe un motv de (A,)* tel que la rela-
tiona,,u =" a, s v soit satisfaite dans; *.

Afin de S|mpI|f|er la comprehensmn, nous définissons dangremier temps la fonctiofi;

a l'aide des diagrammes de cordes introduits a la sectibrLes cordes en pointillés aident a
mieux visualiser les relations entre diagrammes.

- 1. Poura, , = a,,, On pose

ISISESXEIGINSEIOEN!

— 2. Pourp, q] et|[r, s] disjoints ou nichés, on pose

#) ) - o O = QD

— 3. Pourp = s, on pose

f(@@) :@, carona . . _.

—4. Pourg = r, on pose

f(@@) :@, carona . . ..

— 5. Poump = r etq < s, on pose

f(@@) :@, carona . . ..

— 6. Pourp = r etq > s, on pose

f(@@) :@, carona . . _.

— 7. Pourp < r etqg = s, 0on pose

f(@@) :@, carona . . ..

— 8. Pourp > r etq = s, on pose

f<@®) :@, car ona . . _.

Nous n’avons pas tout a fait terminé. En effet nous n’aymassdéfini encore la fonctiof]!
sur le coupl€(a, 4, a,s) pourp < r < ¢ < setr < p < s < ¢. Contrairement aux huit cas
précédents, on ne peut pas lire la valeurfgledirectement sur les relations de la présentation
de B;*. Pour cela, on utilise la relation suivante valable pour r < g < s:

anqap7sap7q— arqapqaqs: aprarqaqs: apraqsarsz “ g5 Apy Gy s,
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ce qui en termes de diagrammes donne
(D= 0
N N

@

e
o0
Sisiala

—+*
—+*
—t*

—9.Poump <r < g < s,0npose

s -
—10. Pour < p < s < ¢, on pose

dVAANVE

En résumé, on obtient la définition suivantefe:

@
92
<
L

Définition 3.3. On notef] I'application deA;, x A} dans(A;)* définie par

p

€ pouray, , = a, s,
Qr s pour p, ¢ et[r, s| disjoints ou nichés
Qs pourp = s,
Ap.s pourq = r
f;(am’ Gy = s pourp =retqg < s, (2.26)

g q pourp =r etq > s,
s pourqg = setp <,
arp pourqg = s etp > r,
Urgps POUrp <7 < q<s,

(Gsq0rp POUNT < p <5 <gq.

Le complément que nous venons de définir n'est pas le sawlkiss relations d&8’*. En
effet pour les ca$ et 10 le complément est de longueiet les deux lettres qui le composent
commutent.

Proposition 3.4. Les monédesB;* et M, (A, f;') sontégaux.
Démonstration.Par construction d¢;', toutes les relations de la présentationije données

en (2.13) sont présentes dans la présentation/ged;, f;'). Réciproquement, toujours par
construction dg, toutes les relations d¥/, (A4}, f7) sont satisfaites dans;*. O
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Définissons maintenant un complémefitsur A} tel que les monoideB;}* et M, (A}, f7)
soient isomorphes. Comme poyf, nous utilisons d'abord les diagrammes de cordes afin
d’alléger les justifications :

- 1. Poura, , = a,,, On pose

fd(@@) :Q, carona @Q .. @Q

— 2. Pourp, q] et|[r, s] disjoints ou nichés, on pose

fd(@ @) @ carona.E+*..

— 3. Pourp = s, on pose

fd(@@) () swrona LAy =030

—4. Pourg = r, on pose

f<@>®) {Doowona (D=

— 5. Pourp = r etq < s, on pose

f<@>@) {Dowrona A P= L)

— 6. Pourp = r etq > s, on pose

m(@@) :@, carona . . ..

— 7. Poump < r etqg = s, on pose

fd(@@) yoarona L4 Y=L

— 8. Pourp > r etq = s, on pose

f<@>®>) () srona LA = ()40

ek —+ —**
Qp,q Qq,s Apr = Qg,s Ap s Apr = = Qg5 Ur;s Aps = = Qps QrgUps;

ce qui en termes de diagrammes donne
D= DD
_ VLY @
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Cette relation permet de terminer la définition ffe:
—9.Poump <r < g < s,0npose

QD-DO

—10. Pour < p < s < ¢, on pose

QVAANVEGRS,

En résumé, on obtient la définition suivanteffe:
Définition 3.5. On notef} I'application deA; x A; dans(A;)* définie par

e

5 poura, , = a,
Qs pour p, ¢ et[r, s] disjoints ou nichés
Urg pourp = s,
Qs pourqg =r
Py ans) = Ag,s pourp =r etq < s, (2.27)
s pourp =r etq > s,
Qp.r pourqg = setp <,
[ pourg =setp > r,
QqsQp,r POUrp <7 < g <8,
(Gpsarg POUMT <p<s<q.

Comme pour le complémerff’, on démontre le résultat suivant :
Proposition 3.6. Les mon@esB;* et M,(A,, f}) sontidentiques.

Nous venons de démontrer que le monolgf¢ est un monoide a gauche associé a un
complément et un monoide a droite associé a un congiénAinsi le monoideB;* est un
monoidecompemeng.

Cette propriété nous permet alors d’effectuer des dip@sliées a la divisibilité de maniere
efficace dan$3/* a I'aide de 'algorithme de retournement, que I'on n’a pasage défini : c’est
le but de la prochaine section. Cette propriété est aadable pourB; (voir [Deh97b]), mais
nous ne la détaillons pas dans cette these.

3.2 Retournementa gauche eta droite

A l'aide des complementg et £ définis surA;, nous introduisons des opérations combi-
natoires appelées respectivemetbournemené gauchest retournemené droitesur A’ .

Définition 3.7. Pourw, w’ desA,-mots, on dit quev estretournablea gauche eny’ en une
étape notéw~"w', sil'on peut obtenin’ depuisw en remplagant un facteury ™ dew, avec
x ety desA} -lettres, parf;'(z,y) " f7'(y, z).

De maniére symétrique, on obtient la définition suivarder le retournement a droite :
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Définition 3.8. Pourw, w’ desA,-mots, on dit quew estretournablea droite enw’ en une
étape notew~w’, sil'on peut obtenin’ depuisw en remplagant un facteur! y dew, avec
z ety desA; -lettres, parf} (z,y) f7(y,x) .

Soientw et w’ deux A,-mots. On dit quew estretournablea gauche env’ en k étapes
(resp. retournablex droite enw’ enk étape$, notew P uw’ (resp.wnw'), s'il existe une
suite ded,,-motswy, ..., wy.+1 avecw; = w etwy, = w’ verifiantw,~Pwl,, (resp.w;~y wj)
pour touti dans{1,...,k}. La suitewy, ..., w4, €st alors appelésuite de retournements
gauche(resp. suite de retournemerasdroite). On dit quew estretournablea gauche eny’
(resp. retournablé droite enw’) et on notev~,w’ (resp.w~,w’), S'il est retournable a gauche
(resp.a droite) enw’ enk étapes pour un certain entier

On définit le retournement a gauche par I'algorithme stiva

Algorithme 1 (RetGauche).
Entr ée :Un couple(n, w) oun est un entier et un A; -mot
1. w—w
2. Tant que w’ a un facteur de la formey™ faire
3. Remplacery™ par f;(z,y) " f7(y, x)
4. Renvoyer w'’
Sortie : Un A,,-motw’ non retournable a gauche en un autre mot vérifiant, w’

Symétriquement, on définit le retournement a droite jadgdrithme suivant :

Algorithme 2 (RetDroite).
Entrée :Un couple(n, w) oun est un entier ety un A -mot
1. w—w
2. Tant que w’ a un facteur de laforme™y faire
3. Remplacer™y par f7(z,y) f7(y, )"
4. Renvoyer w’
Sortie : Un A,,-motw’ non retournable a droite en un autre mot vérifiant ,u’

Un A,,-mot donnéw peut contenir plusieurs facteurs de la formg™. Ainsi le motw’
donné par I'algorithme 1 dépend priori, du choix d’un facteur de la formey ™ dansw’. La
proposition suivante montre que le choix du facteur a me@un’a en fait pas d’importance.

Proposition 3.9.(P. Dehornoy, [Deh00a])Pour w, w’ et w” des A,-mots erifiant w~"w’,
wnw”, il existew” satisfaisants’ AP w” etw” A Fw" aveck” < k+ k. Ceci reste
vrai si on remplace~, par ~,,.

Démonstration.Si k vaut0, alors on aw = w' et doncw'~*"w"; dans ce cas il suffit de
prendrew” = w” etk” = k’. Un argument similaire traite le ca$ = 0. Supposong = 1
etk’ = 1. Le motw’ est alors obtenu en retournant en une étape un factgtrde w. De
mémew” est obtenu en retournant en une étape un facteyr' de w. Soientu, v, v’ etv’
desA,-mots vérifiant = vz y ™ v etw’ = v/ 2’y v'. Siles mots, etw’ sont égaux, alors’
etw” le sont aussi. On pose alarg’ = v’ etk” = 1. Supposonsu| > |v/| (le cas|u’| > |u| est
similaire). Comme le préfixe dew n’est pas suivi par la lettr¢ ", il existe un mot.” vérifiant
w=1u'2'y . Onadonc

=] .
w=uv2y W zyt.

On note alorsy” le mot obtenu & partir de en retournant 4y etz v'~'. Comme les facteurs
711

ry*etz’y’ " sont disjoints dans, I'ordre de retournement n’a pas d’'importance. Ainsi les
motsw’ etw” sont retournables en une étapeuéh; dans ce cas vaut2.
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Terminons la démonstration par induction surk’. Supposong +£'>2 aveck>2 ouk’>2
(les autres valeurs deont déja été traitées). Sans perte de généralifieahsupposer>2, un
argument symetrique traitant le ce$:2. Il existe alors un mot: vérifiant la relationo~*~"u
etun"w'. Par induction, comme on@a~*Yu etw~Mw’, il existe un mot et un entlelf
ver|f|antum<‘ 0y etw’ v avecl < k+ K —1. "En utilisant la majoration suf et la
relationk > 2 on obtlent(é —k+1)+1 < k+ K. Parinduction, il existe um,,-motw" et
un entier?’ vérifiantw A Dw” ety avecl’ < (¢ — k + 2), doncl’ < K+ 1.
Ainsi w’ se retourne a gauche en au pkisgtapes env” et w” se retourne a gauche en au
plusk étapes e, ce qui termine la démonstration pow,. Le cas~, se traite de la méme
maniere. O

La proposition 3.9 assure que si I'algorithme 1 appliqué anotw se termine, alors le mot
retourné ne dépend pas de la suite de retournementseh®gsi contre, a ce stade on ne sait
pas encore si l'algorithme se termine. De méme pour |'gllgore 2.

Corollaire 3.10. Pourw etw’ deuxA,-mots, erifiantw~, w’ et tels quew’ ne contienne pas
de facteur de la forme y*, il existe un uniqué: tel qu’on aitw~Mw’. Le résultat reste vrai,
si on remplace~, par n,.

Démonstration.Soientk et%’ deux entiers verifianb ~ ¥ w’ etwm““')w Par la proposition 3.9
il existe un motw” et un entierc” vérifiantw’'~*"~ " etw m““”*k w”. Commew’ n'est plus

retournable,on&” —k =0, k" — k' = 0 etw” = w'. Ceci |mpI|que1s = k' = k”. Un argument
similaire traite le cas de.,. O

Il est peu commode de décrire le retournement a gauchedoitie a partir de suite de
retrournements. Nous introduisons une méthode plus @daptette fin : laiagramme de
retournementsSupposons que, ..., wy,; SOit une suite de retournements a gauchsp.a
droite), c’est-a-dire, une suite dg,-mots vérifiantw;~ ! w;,, (resp.w;~ w;1) pour touts.

A cette suite nous associons un graphe orienté, constiinguction sur. On se donne un
point de départ. Au moty, nous associons une suite d’arétes étiquetées commeOsulit
le motw, de la gauche vers la droite. Si la lettre lue estesp.x!) on accroche au point de
départ ou a I'extrémité libre de I'aréte précédamte aréte horizontale étiqueteerientée vers
la droite fesp.une aréte verticale étiqueteerientée vers le bas).

Dans le cas du retournement & gauche, le mot est obtenu a partir de; en remplacant
un facteurz y~* par f;*(x,y) " f;'(y,z). On compléte alors le chemin associé au mgt' par
un chemin d’arétes verticales orientées vers le bas&tif' (=, y) puis par un chemin d’arétes
horizontales orientées vers la droite etiqugtéy, ») ry.2)

g (Y,

y fq (@,y) y
se complete en

Dans le cas du retournement a droite, le mpt, est obtenu a partir de; en remplacant un
facteurz™ y par f7(x,y) f7(y, ). On compléte alors le chemin associé au modty par un
chemin d'arétes horizontales orientées vers la drai¢giété /7 (z, y) puis un chemin d’arétes
verticales orientées vers le bas étiqugtéy, =) :
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Y Y
x ‘ x Sy )
se complete en
4 (@,y)

Dans les deux cas, si on obtient,; a partir dew en remplacant un facteurz™! (ou
bienz z dans le cas du retournement a gauche), on crée des aegtiesles et horizontales
étiquetées. Ces arétes sont alors traitées de la méme maniere gjaaties, voir figure 2.8.

as 4 ay 9 € G2,3
> > >
€ € € aj o a3
> 4 p
as 4 aj 2 ay 2 Az 3
Qg 3 a3
a a
v 1,2 23 ¢
Qa4 a3 Qs 3 €
Qg 4 a2 €
_ vy Y
2,4
a2 a2 a1 4 Qg 4 Qg 4
v pY pY »

FiG. 2.8 :Retournement a gauche et a droite du A, -mot w = a;%a, 40750, 5043 a7 On obtient

-1 ,-1 -1 -1 -1
Wy Q507 409303 401 2093 et wn ,ag 401 9 Qg 40a13-

Supposons qu’un mat se retourne a gauche en. Que peut-on alors dire sur le retourne-
ment a gauche de ' ? Le résultat qui suit nous assure que les retournementsade ' sont
liés :

Proposition 3.11. Pour desA,-motsw et «’, la relation w~,w’ implique w™*~,w' . Le
résultat reste vrai en remplagant, par ~,.

Démonstration.Supposons~,w’. Alors, par définition de~, il existe une suite

(wla 7wk+1)

verifiantw, = w, wy.1 = w' etw;~Aw;,, pour touti. Montrons que la suitéw; ', ..., w;})
temoigne dew'~,w'™". Clairement, les égalites;' = w™ etw;}, = w'™' sont vérifiees.
Soiti dans{1, ..., k}. De w;~Pw;.1, on déduit I'existence de deux lettreset y et de deux
motsu et v veérifiantw; = uzy™ v etw;y = u fH(x,y)? f7(y, z) v. Comme le motw;*
esteégal @'yt zu, il se retourne em™ f7(y,z)" f7(z,y) u. Le dernier mot étant égal
aw;};, on a bienw;'~Mw; . La suite(w;', ..., w;},) est donc une suite de retournements &
gauche. Ceci termine le cas de,. Pour~,, on utilise un argument similaire. O
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A la section 3.3, nous allons montrer que les algorithmes2Ltetminent quel que soit le
mot d’entréew. Terminons cette sous-section en insistant sur le fait ggercaa priori rien
d’évident. Introduisons d’abord des notations. Pour &dplabetS, on peut définir le retourne-
ment a gauche (ou a droite) sur l'alphaksesi on I'a au préalable muni d’'un complément.
L'exemple suivant montre qu'il n’est pas immédiat que l®oenement défini sur un alphabet
guelconqgue se termine :

Exemple 3.12.PosonsS = {a, b} et définissons le complémefipar

fla,a) = f(b,b) =¢, f(a,b)=ab et f(ba)=a.

Alors le retournement a droite associé au complénfemd se termine pas forcément. En effet
le motb! a b se retourne a droite enb ' a ba ™ qui admeb a b comme facteur. Ainsi on peut
retourner a droite successivement les mots obtenus mahéefint :

a > b
a a
b Yy ¢« 5 0
b
v »

3.3 Retournement etequivalence

Dans cette section, nous décrivons les liens existane éedrretournements (a gauche ou
a droite) et la relation d’équivalence™ sur lesA; -mots. C’est une premiére étape vers la
description de méthode permettant d’effectuer des caltaihs le monoid&:* : pgcd, ppcm,
etc.

On définit les opérations suivantes sur Xesmots :

Définition 3.13. Soitw un A} -mot, on note
—u/v 'unique moty’ vérifiantu v~ u/™v/, si un tel mot existe,

—u\v 'unique motu/ vérifiantu™ v~ u/v' ™, si un tel mot existe.

Par la proposition 3.11, la relatiary " ~ v/ '+ impliquev v ~,v' '/, Avec les notations
de la définition 3.13, on a alor$ = u/v etu’ = v/u. Ainsi le motu/v existe si et seulement
si v/u existe, et dans ce cas, onua*~,(v/u) (u/v). De méme, le mot/\v existe si et
seulement si'\u existe, et dans ce cas, ond v~ (u\v)(v\u)™. Ceci est illustré, en termes
de diagrammes, a la figure 2.9
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FIG. 2.9 :Interprétation des mots u/v, v/u, u/v et v/u a I'aide de diagramme de retournement a gauche
et a droite.

Proposition 3.14.(P. Dehornoy, [Deh0O0Oa]Boientu, v desA; -mots
— (i) Supposons que/v existe, alors on &u/v) v = (v/u)u

— (i7) Supposons que\v existe, alors on a (u\v) =" v (v\u).

Démonstration.Montrons le point(i). Soientu et v deux mots tels que /v existe. Il existe
alors un entiets et un motu’ tels qu'on aituv'~"(v/u)™ (u/v). On utilise une induction
surk. Sik est nul alors on a soit = ¢, soitv = . Supposons = ¢. On a alorsu v '~ v le.
Ceci impliqueu/v = € etv/u = v et donc(u/v)v =™ (v/u)u. Le casv = ¢ se traite de la
méme maniere.

Supposons maintenaht> 1. Alors u etv sont non vides. Posons= v’ x etv = v’ y, oUx
ety sont des4’ -lettres. Le mouw " est alors égal &'zy v, qui est retournable & gauche en
le motuv_lm(g”u’f;(:c,y) L fr(y, )0’ Par la proposition 3.4, la relation

[ (@, y)e =" [y, v)y
est satisfaite. Par ailleurs, il existe un enfieet deux mots:” etw veérifiant
a fy () o .

Par le corollaire 3.10, on &+ k" < k, ce qui donné&’ < k. L'hypothése d’induction garantit
alorsu” v' =" w fi'(z,y). Symetriquement, il existe un entief et deux mots"” etw’ verifiant

I3 (o) o
Encore par hypothese d’induction, omwaf, (y, z) =™ v"v". A ce stade, on a montré :

W A0 ) (s ) A g
g
fray)e =2 )y, o u = w ), W iy, =

D’autre part, il existe deux motg”, v" et un entier/ vérifiant ww”lm;“u””lv”’. Le corol-
laire 3.10 implique l'égalitél + k' + k" + ¢ = k. En particulier, on & < k. Lhypothése
d’induction donne alors la relatiad”w =" v"'w’. On a resumé dans le diagramme qui suit les
differentes étapes.
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,U/// ,U//

> P>
u/// w/ ,U/
u’ fo(z.y) y
v v
- A

Comme on aw '~ u” u" "v"", il nous reste a établir la relation

n_n — n._n
u"uu = """,

c’est-a-direy v"u'x =" v""v"v'y. En utilisant les differentes équivalences établiesao

M = u”'wf;(x, y)x —+* u///wf;(y’ :p)y =+ v'”w'f;(y, x)y = v"'v”v'y.

Le cas den, se traite de la méme maniere. O

Une conséquence directe de la proposition 3.14 est queelaidonuv ' ~ e est satisfaite
alorsu et v sont équivalents. De méme'v~,e implique u =™ v. La réciproque est-elle
vraie ? Pour pouvoir réepondre a cette question nous intsodis deux conditions :

Définition 3.15. Soit (u, v, w) un triplet deA,,-mots.
— On dit que(u, v, w) satisfait lacondition du cubé& gauchesi on a

((u/v)/(ufw))/((v/u)/(v/w)) = €.

— On dit que(u, v, w) satisfait lacondition du cubé droitesi on a

((\o)\(\w)\((W\w)\(v\w)) = e.

Le résultat qui suit assure que la relation="* v implique uv '~ ¢ si et seulement si la
condition du cube & gauche est satisfaite pour tout trget’ -mots. Nous n’en donnons pas
de démonstration et renvoyons le lecteur a [DP99].

Proposition 3.16.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])l y a équivalence entre :
— (i) u =™ v impliqueuv ™~ ¢,
— (i1) =" est compatible avet c’esta-dire, v’ =" u etv’ =" v impliqueu/v =" u'/v',
— (7i7) tout triplet de A,,-mots satisfait la condition du culdegauche.

Bien sdr, il existe une version symétrique des équiwadserde la proposition 3.16 dans le
contexte du retournement a droite.

Pour pouvoir appliquer la proposition 3.16, il faut étreahle d’établir la condition du cube
a droite ou & gauche pour tout triplet dg-mots, ce qui nécessitepriori une infinité de tests.
Heureusement, le résultat suivant est prouvé dans [DEI98Huit les tests a un nombre fini.
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Proposition 3.17.11 y a équivalence entre :
— (7) La condition du cubé@ gauche (esp.a droite) est satisfaite pour tout triplet d&’ -mots.
— (i7) La condition du cubé gauche fesp.a droite) est satisfaite pour tout triplet dé’ -
lettres.

Nous ne donnons pas la démonstration de ce résultat cassst technique. On peut cepen-
dant signaler qu’il repose sur le fait que les relations duoide de tresses dual préservent la
longueur des mots.

Proposition 3.18. Soit (z, y, z) un triplet de A,,-lettres, alors(z, y, =) satisfait la condition du
cubea gauche ea droite.

On peut trouver une démonstration de ce résultat dans §BKhour la version du monoide
de tresse dual donnée dans le méme article, qui, rapplpest Iégerement differente de la
notre.

Une conséquence de la proposition 3.16 est que le motg)idest simplifiable :

Proposition 3.19.Le mondde B;* est simplifiablex droite eta gauche.

Démonstration.Soients, 3’ ety des élements dB;* vérifiant 5y = 5'~. Soientu, v’ etv des
représentants respectifs des’ et~. Par construction, ona =" u/v. La proposition 3.16 im-
plique alors la relatiofuv) (u'v) ' ~,e. Comme(uv) (u'v) '~ impliqueuu’ ™ ~,e, la propo-
sition 3.14 assure =" «'. On en déduit qués’* est simplifiable a droite.

Un argument symétrique montre que le monaitjé est simplifiable a gauche. O

Ainsi grace au théoreme 1.2.20 de Ore et aux propositohs et 3.19, on obtient :
Corollaire 3.20. Le mondde B;* admetB,, comme groupe de fractions.

En particulierB/* se plonge dan®,, et les relations= et="" coincident suB;*. On peut
donc utiliser le symboles a la place du symboke™*.

Nous savons maintenant que le retournement permet deteléles équivalences dé; -
mots. Cependant, nous ne savons toujours pas s'il se teamigénéral. La proposition suivante
nous donne un critére afin de montrer que les algorithmeg keterminent.

Proposition 3.21.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])
— (i) Supposons gu'’il existe un ensemBlale AT -mots contenant led’ -lettres (vues comme
mots de longueur 1) tel que/v existe et appartienn& X pour toutu, v de X. Alorsu/v
existe pour tous!!-motsu etw.

— (11) Supposons de plus gu’il existe deux entiéret N tels que tout mot deX ait une
longueur inérieure ouégalea L, et que le nombre étapes de retournemeat gauche
nécessaire pour retournerv ! avecu et v dansX soit inferieur a N. Alors le retourne-
menta gauche d’umd,,-motw avecp lettres positives ej lettres regatives se termine en au
plus N - pq étapes et renvoie un mot de longueur au plusp + q).

— (#i1) Les pointgi) et (ii) restent valables si 'on remplace/ » par «\ » et « retournement
a gauchey par « retournemené droite ».

Démonstration.Soitw un A,,-mot de longueuf. Comme lesA; -lettres appartiennent &, on
peut exprimers comme un produitS* ... u,* avecu; dansX ete; = 1 pour tout:. Soitq le
nombre de vérifiante; = —1. Un simple argument inductif (illustré sur la figure ci-deas)
montre quew est retournable a gauche efi ... v;l Ug+1 --- V¢ OU lesy; sont des élements de.
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"
Sil'on posep = ¢ — ¢, on constate que le retournementdaécessite au plys; retournements
a gauche de mots de la formg™ avecz,y dansX. Ceci donne le résultat sur le nombre
d'étapes de retournement. Le mot retourné est compoRBé| aeots deX, sa longueur est donc
bornée pafp + q) - L.
Un argument symétrique établit le cas du retournementided O

Nous allons maintenant montrer que I'ensemble des motéseptant les simples d&'*
est stable paf et\. Pour cela nous rappelons d’abord ce qu’est un ppcm a drbite ppcm a
gauche.

Définition 3.22. Soient( et 3’ deux éléments d8:*.
— Leppcma droitede 5 et ' est le plus petit multiple a droite commuriat 5’ pour <.

— Leppcma gauchede S et 3’ est le plus petit multiple a gauche commug at 5’ pour =.

Notation 3.23. Pourw’ un A,-mot (resp.un B, -mot), on notew la tresse de3,, représentée
parw.

Le résultat suivant permet d’obtenir le ppcm de deux elés des lors qu’on leur connait
un multiple commun.

Proposition 3.24.(P. Dehornoy, L. Paris, [DP99])Soientu et v deux AT -mots tels que les
tresses: etw ont un multiplea droite fesp.a gauche) commun. Alors le retournemarmauche
(resp.a droite) deuv ™ (resp.uv) se termine. De plus les mdts/u)u et (u/v)v (resp.u(u\v)
etv(v\u)) représentent le ppcra gauche (esp.a droite) deu etw.

Démonstration.La proposition 3.16 implique que les mdts/u)u et (u/v)v sont équivalents
et donc qu'ils représentent un multiple a gauche:@tv, que I'on notem.

Supposons que’ soit un autre multiple & gauche deet v. Il existe alors des\;-motsu’
et verifiantu’ v = m’ etv’ v = m/. En particulier, on a’u = v'v. La proposition 3.16 assure
alors que le retournement a gaucheutigv'v) ! se termine par le mot vide Afin de montrer
quem’ est un multiple a gauche de, nous détaillons le retournement a gauche/d¢v’v) ™.
Notonsu”, v", w, w’, w”, w" les mots satisfaisant :

Wu('v) ™ = duo v A (v/u) Hu/o)u Au wow! T A~ "

Comme le retournement a gauchexde(v'v) ™ se termine par le mot vide, les mats, v”, w”
etw” sont vides. En particulier onaw’ '~ e, ce qui par la proposition 3.14 implique que
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est équivalent &’. Les motsu/(v/u) " etv/(v/u)” se retournent donc & gauche en le méme
motw. Par la proposition 3.14, on obtient les relatiahs w(v/u) etv’ = w(v/u). On obtient
alors la relationn’ = w - m, et donc quen est le ppcm a gauche dieetv 0J

Proposition 3.25. L’ensemble des mots reégsentant les simples d&'* est stable patk et /.

Démonstration.Soientu et v deux mots représentant des simplesAjg. Par la proposi-
tion 2.36, les tresses et v sont des diviseurs a droite de. La tressej,, est donc un mul-
tiple commun a gauche de et v. La proposition 3.24 implique alors que/u)u et (u/v)v
représentent le ppcm a gauchewetv. Ainsi (v/u) - u et(u/v) - v sont des diviseurs a droite
de,. La proposition 2.36 assure donc qué: et /v sont des mots représentant les simples
du monoide de tresse duaj*.

Le cas de, se démontre par un argument symétrique. O

Les propositions 3.21 et 3.25 nous assurent que les algwgh et 2 se terminent. Plus
précisément, on obtient :

Corollaire 3.26. Appligutesa un mot ave® lettres regatives ey lettres positives, les algo-
rithmes 1 et 2 se terminent en temP&yq) et renvoient un mot de longueGX(p + q).

En particulier, les algorithmes 1 et 2 appliqués a un mototgueur? se terminent en
tempsO((?) et renvoient un mot de longueGx(¢).

Une conséquence de la proposition 3.24 et de I'arrét dggitimes de retournement est
que ceux-ci permettent de décider ci deux tresse&3/dese divisent ou pas :

Corollaire 3.27. Pour u etv desA;-mots , la tress@ (resp.u) est un diviseua droite deu
(resp.a gauche d&) si et seulement si/u (resp.v\u) est le mot vide.

Démonstration.Quev soit un diviseur a droite de est équivalent a ce que le ppcm a gauche
dew etw soit la tressa:. Par la proposition 3.24, le ppcm a gaucheaidst v est représenté par
le mot(v/u)u. Ainsi, que le ppcm a gauche @deetu soitw est équivalent a ce que le motu

soit vide. De méme pour la division a gauche. O
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Nous avons vu que toute tresse Bg est représentée par une infinité de mots. Une forme
normale est une méthode permettant d’isoler un mot péigiquarmi I'infinité représentant une
tresse donnée. Une telle forme permet donc en particudiezsbudre le probleme du mot : pour
savoir si deux mots etw’ représentent la méme tresse, on calcule la forme norreatecklle
dew’, et on vérifie s'il y a égalité ou pas.

La premiere forme normale efficace d’un point de vue albarijue surB,, est celle intro-
duite en 1969 par F.A. Garside dans [Gar69]. Cette forme’abbdd définie sur le monoide
de tresses positive8’ puis étendue au group#, tout entier en utilisant le fait qus,, est le
groupe de fractions d&;. On peut généraliser la forme normale de Garside a urevalste
famille de monoides que le monoide des tresses positjués) appelle monoides de Garside.
Ceci est le cas en particulier du monoide de tresses/gfial

P. Dehornoy a donné en 2008 dans [Deh08] une autre formeat®miite alternantesur
les monoides ditbcalement Garsidegui sont un affaiblissement des monoides de Garside. Il
montre en particulier, grace aux travaux de S. Burckel,lgderme normale alternante dg’
possede un lien fort avec I'ordre des tressesComme pour la forme normale de Garside, on
peut définir la forme normale alternante sur le groupe dsé&s3,, tout entier en utilisant le fait
que B, est le groupe de fractions dg . Il est a noter qu’il existe des formes normales pouvant
étre directement définies sur le groupe de treggesC’est le cas en particulier de la forme
normale introduite en 2007 par X. Bressaud dans [Bre08péi&e ensuite par J. Chamboredon
dans [Cha07].

Le but de ce chapitre est, premierement, de décrire lesd®normales que I'on vient d’in-
troduire, deuxiemement, de généraliser la forme nognadternante aux monoides de tresses
duauxB;*.

1 Structure de Garside

Nous avons déja mentionné que le monoide de tressesvpest le monoide de tresses
dual possédaient une structure de Garside. Nous n’avgesidant pas encore donné une vraie
définition de ce qu’est un monoide de Garside.

1.1 Monoide de Garside

La définition de monoide de Garside donnée ici reposeastiéfinition de monoide locale-
ment Garside. On introduit ces monoides car ce sont ceweptiBles de pouvoir étre équipés
d’'uneforme normale alternantau sens de [Deh08].

Si M est un monoide, et, y des €lements dé/, on dira quey est undiviseura droite
dez, ou, de maniére équivalente, quest unmultiplea gauchedey, et on noter = v, si la
relationz = zy est vérifiée pour un certain élémentle M. Lensemble de tous les diviseurs
a droite der est notéDiv,(z). De méme, on définiiviseura gauche multiplea droite, < et
I'ensembleDiv, ().
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Définition 1.1. On dit qu’un monoidé/ estlocalement Garsida droitesi :

— (C%) Le monoideM est simplifiable a droite, c’est-a-dire; = yz impliquex = y;

— (C4) Deux élements d&/ admettant un multiple commun a droite admettent un ppcm

a droite ;
— (C9) Pour tout élement de M, il n’existe pas de suite infinie strictement croissantesdan
I'ensemble(Div, (x), =).

De méme, le monoidé/ est ditlocalement Garsidé gauches’il vérifie (CY), (Cy) et (CY)
ol (C?) est une adaptation au cas gauche de la prop(i&te

Si M est un monoide localement Garside a droite;,et deux éléments dé/ vérifiant la
relationx = y, alors I'elément: satisfaisant: = zy est unique par simplification a droite. De
méme pour un monoide localement Garside a gaucke et

Proposition 1.2. Pour tout monide M localement Garsida droite, la divisiona droite est un
ordre non strict surM.

Démonstration.Comme, pour tout €léement deV/, on ax = 1z, la relation= est réflexive.
Pour des élements, y et z vérifiantz = y ety = z, il existez’ et 2” satisfaisant: = 2’y
ety = 2”z. En remplacany dans la décomposition depar 2"z, on obtientr = 2’2" z. Ceci
montre la relation: = z et donc la transitivité de-. Pour montrer la réflexivité et la transitivité
de >=, nous n’avons utilisé que I'aspect monoidal tle L'antisymétrie de>= est montrée a
partir des propriétesCy) et (C¢) du monoide localement Garside a dralte Soientx ety
deux €lements veérifiant = y ety = xz. Il existe z et 2/ vérifiantz = zy ety = 2/x. La
relationz = 22/x implique 1 = 2z par (C{). L'élémentz est donc trivial : en effet si on
suppose:z’ = 1 avecz # 1 etdoncz’ # 1, la suitez, 1, z, 1, ... contredirait(C4). Ainsi les
elémentse ety sont égaux. O

Définition 1.3. Un monoideM est ditlocalement Garsidg'il est localement Garside a droite
et a gauche.

Proposition 1.4. Le mondde de tresses dud’* est localement Garside.

Démonstration.Les conditiongC¢) et (CY) ont été prouvées a la proposition 11.3.19, tandis
que (C9) et (CY) ont été prouvées a la proposition 11.3.24. 1l nous raftac a établifC?)

et (C¥). Soit 5 un éléement deB,*. Par définition de=, on a$ = ( si et seulement si il
existey dansB;* vérifianty/’ = /3. En particulier, on &y3'| = 3 et donc|3’| < |3|. Comme

le nombre deA; -mots de longueuf est au plus(@)z, il n’existe qu’un nombre fini de
diviseurs a droite d&¥ et donc qu’il n’existe pas de suite infinie strictement saigte dans

I'ensemble(Div, (3), =). On utilise un argument symétrique pdiviv, (5), <). O

Définition 1.5. On dit queA appartenant &/ est unélement de Garsidpour M si les diviseurs
a gauche et a droite d& coincident, s’ils sont en nombre fini et s’ils engendriéht

Exemple 1.6.La tresse),, est un éléement de Garside @#&*. En effet, on a montré a la propo-
sition 11.2.36 que ses diviseurs a gauche et a droite smnsiimples de3’*. Ces derniers sont

en bijection avec les partitions non croisées{dle.. ,n} et sont donc en nombre fini. De plus
la tresses, , est simple car elle est 'image pade (p, q).

Définition 1.7. On dit qu’'un monoidel/ est unmondde de Garsidei M est localement Gar-
side et contient un élément de Garside.
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Une conséquence de la proposition 1.4 et de 'exemple 1.§uesle monoide de tresses
dual B}* est un monoide de Garside. Comme le suggeére la termimolibgn est de méme pour
le monoide de tresses positivBs étudié par F.A. Garside.

Nous allons maintenant détailler un peu ce point. Commesid’abord par définir la tresse
fondamentale\,, de B;, en posant

Ay =0, et An = 5nAn—1- (31)

Par exemple, on &3 = 010501, Ay = ooz 0001, €tC. Le résultat suivant est demontré
dans [Gar69] :

Proposition 1.8. La tresse\,, est unélement de Garside dB; .

Comme les relations de la présentation (1.1.5) préseétadongueur, les diviseurs a droite
et a gauche d’'un élément d& sont en nombre fini. Les conditio€’$) et (C§) sont donc
vérifiees pourB; . Les diviseurs dé\,, sont appelés simples d¢' .

Il n’est pas plus difficile que pour le monoid&* de définir un retournement a gauche et
a droite surB; détectant les équivalences et se terminant quel queesaitok d’entrée. En
particulier on montre que toutes tresgest 3’ de B, possédant un multiple commun a gauche
et a droite admettent un ppcm a gauche et un ppcm a droite.

1.2 Forme normale de Garside

Dans cette section nous allons décrire la forme normadedditGarside dans le contexte des
monoides de Garside.

Lemme 1.9. Soit M un mondde de Garside @&lement de Garsidé. Alors pour toutr de M
il existe un unique diviseu droite maximak:; appartenant Div,(A).

Démonstration.PosonsX = Div,(z) N Div,(A). L'ensembleX n’est pas vide car il contient
'éléement neutre. Soienty ety’ deux éléments d&'. Alors y ety’ sont des diviseurs a droite
de A, c’est-a-dire que\ est un multiple a gauche deety’. La condition(C?) implique donc
quey ety’ ont un multiple commun a gauche, que I'on net®es relations: = y etz >= 3’ on
déduit quez est un diviseur a droite deet donc un élément d&. On a ainsi montré que deux
eléments deX ont un ppcm dans I'ensemblg. Les diviseurs a droite dA étant en nombre
fini (définition 1.5),X est fini. On définit alors;; comme le ppcm des éléments He O

Exemple 1.10.Considérons le monoidB;* et la tresses = as 3a; 202 3a1 2. NOUs rappelons
que les diviseurs dé& sont{1,a; 2, as3,a13,a12a23} €t que les relations dan3j* sont en-
gendrées pat; 2a23 = assa;z = aisarq. Lensemble{l,a,-} est évidement inclus dans
I'ensembleDiv, () N Div,(d3). Grace aux relations, sas 3 = as 301 3 €tay 3012 = az3a; 3, 0N
obtient

B = G2,301,202,301,2 = Q23023013012 = 12302301202 3.
La tresse, 5 est donc un élément deiv, (5) N Div,(d3). Ainsi le ppcm & gauche da ; eta; 3
est un éléement dBiv,(3) N Div, (d3), c'est-a-dire, qué; est un diviseur a droite de En effet,
on vérifie la relations = ay 3as 3 - a1 202 3. Commed; est le plus grand élément dev, (d3), on
af, = 0s.

Regardons maintenant la méme tresseais vue dans le monoids; .
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Exemple 1.11.Considérons le monoidg; et la tressei = oy0,010.. Nous rappelons que
les diviseurs de\; = o001 sont{l, oy, oz, 0109, w01, A3} et que les relations darf3; sont
engendrées par la relationoo, = 0y0105. Dans ce cas il est immédiat que est un diviseur
a droite des.

En itération la construction du lemme 1.9, on obtient :

Proposition 1.12.SoitM un mondde de Garside assaza I'élément de Garsida. Alors pour
tout x element deV/, il existe une unique&omposition: = x;, - ... - 1 avecr, # 1 et Al zy,
est le plus grand diviseut droite dez,, - ... - z;, appartenant Div, (A) pour toutk.

Démonstration.Soit x un elément deV/. Notonsz; le plus grand éléement de I'intersection
deDiv, (z) etDiv, (A). Il existe alorst} dansM vérifiantz = 2 - z;. Par induction, pouk > 2
on définitz;, comme le plus grand éléement @ev, (z;_1) N Div,(A) et on noter) I'element
de M satisfaisant)_, = ), - z;. Par construction la suite

X1, T2 X1,T3T2LY,---

de diviseurs a droite de est non croissante. La conditig’¢) assure alors qu'il existg tel
que le termer; soit trivial. On adone =z, - ... - ;.

Montrons l'unicité. Soity. - ... - y; une autre telle décomposition de Par construction,
les éléements; ety; sont des maximums d@iv,(x) N Div,(A). Le lemme 1.9 implique donc
I'égalité entrer; ety;. On continue de proche en proche pour obtepit y; pour toutk. [

La décomposition; - ... - x; est appelééorme normale de Garside de

Exemple 1.;3.Considérons la tresse= o010001 de By. On utilise les notations de la propo-
sition 1.12.A I'exemple 1.11 on a établ¥; = Aj avecs; = o,. On adong’i, = o, et 3, = 1.
Ainsi la forme normale de Garside deesto; - As.

Exemple 1.14.Considérons la tresse= a, 3a; 2a2 301 » de B3*. On utilise les notations de la
proposition 1.12A I'exemple 1.10 on a établ¥, = ;3 avecs; = as za2 3. Commens sas 3 N'est
pas un diviseur dés, on af, = as3 €t By = az 3. Enfin on af; = ay 3 et g, = 1. La forme
normale de Garside de la tressest donais 3 - as 3 - ds.

Les tresses considérées dans les deux exemples pnézédet identiques. Néanmoins leurs
formes normales de Garside positives ou duales different.

1.3 Forme normale alternante

Lidée développée dans [Deh08] par P. Dehornoy est derééles tresses d8, comme
suites de tresses d& _,. Une telle décomposition est définie dans un cadre plogrgé que
les monoides de tresses positives : les monoides locateBaside a droite. Le calcul de la
forme normale alternante sur un monoide localement GaesdtoiteM dépend de deux sous-
monoidesV/, et M, de M ayant certaines caractéristiques. Nous allons voir ielgues points
de [Deh08]. Les démonstrations sont omises et nousor@géx I'article original.

Soit M un monoide localement Garside a droite. On dit qu'unagdrde M estclose par
ppcma gauchesile ppcm a gauche de deux éléementsidgppartient &4. Les sous-ensembles
de M clos par ppcm a gauche permettent de decomposer leg@ghe)/, comme le montre
le résultat suivant.
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Lemme 1.15.Supposons qué/ soit un monae localement Garsida droite etA un sous-
ensemble dé/ clos par ppcma gauche. Alors, pour tow@lementr de M, il existe un unique
diviseura droitex; dex de A maximal pour la divisiora droite.

La démonstration de ce lemme consiste a montrer que belledDiv, (z) N A muni de la
relation= est un treillis, I'elément; en étant alors le plus grand élément.

L'éléementx; introduit dans le lemme 1.15 est appdléin de .

La forme normale de Garside repose sur ce résultat.\3aih monoide de Garside ayant
pour éléement de Garsid®. NotonsS I'ensemble des diviseurs dg, (on rappelle que dans un
monoide de Garside, les diviseurs a gauche et a droitéldment de GarsidA coincident). Le
monoide) est en particulier un monoide localement Garside a drGienme deux élémenis
ety de.S admettent un multiple & gauche, a sauvjrils admettent un ppcm a gauchepar la
propriété(Cy). L'eléementz étant un diviseur dé\, il appartient a I'ensembl§. L'ensembleS
est donc clos par ppcm a gauche. $din d’'un élément: de M correspond au premier terme
de la forme normale de Garside dd_a difference majeure entre la forme normale alternainte e
celle de Garside est que la version alternante fait intérdexs monoides et non des ensembles.

Définition 1.16. Soit M un monoide localement Garside a droite. On dit qu’un snosoideN
de M estfermés’il est clos par ppcm a gauche et clos par division a gauchst-a-dire, que le
ppcm a gauche de deux élémentsMest dansV et que tout diviseur a gauche d’'un élément
de N appartient av.

Exemple 1.17.Le monoideB;_, est fermé dan$3,.. En effet, soient3 et /' deux tresses
de B/ ,. Il existe alors un entiek tel queAX_; soit un multiple a gauche deet3'. Le ppcm a
gauche dej et 3’ est alors un diviseur d&* | et appartient donc B! _,. De méme les diviseurs
a gauche d’un élément d& _, sontdans3; _;.

On peut améliorer le lemme 1.154iest un sous-monoide fermé dé

Lemme 1.18.(P. Dehornoy, [Deh08])Soit M/ un mondde localement Garsida droite etM;
un sous-moride ferng de)M . Alors pour toutr de M, il existe une unique&tomposition’ - z;
dex vérifiant

xry € My et Div,(2')n M, = {1}. (3.2)

L’élementz; est laM,-fin dex tandis quer’ est cetermiré parz’ = za; .

Exemple 1.19.Calculons laB;-fin de A,. Par construction\, est égale a, - As. La tresse),
est représentée par le mat,o3. On ne peut appliquer aucune relation de la présentatioresu
dernier mot, doné, est représentée par un unique mot. Il s’ensuit que le seigkedr a droite
de la tressé, existant dans3; est trivial. Ainsi laB;-fin de A, estAs.

Revenons au cas d’un monoide de Garsideassocié a un élément de Garsifieet de
'ensembleS des simples associé/, c’est-a-dire, des diviseurs de. Le cas deB; avec la
tresse de Garsid&; montre queS n’est pas un monoide en générals n’est pas un diviseur
de A3). On peut naturellement se demander s'il existe des mesald GarsidéM, A) pour
lesquels 'ensemble des simpl&sst un monoide. De tels monoides sont assez inintétessan
en effet pour quél/ soit de Garside, il faut qu8 engendrel/, ce qui signifie ici ques doit
étre M tout entier. Ce qui implique qué/ soit fini. De plus le premier terme de la forme
normale de Garside d’'un élémentle M , c’est-a-dire, laS-fin dex, seraitx lui-méme, ce qui
n'a pas beaucoup d'intérét.



92 [1l. Formes normales

Définition 1.20. Pour M/, monoide localement Garside a droite, on dit que le colple M)
recouvreM si M, et M; sont des sous-monoides fermésideet si I'union M, U M; engen-
dre M.

Pour chaque entigr on définit le symboléi| par

] 1 pour: impair,
1 =
2 sinon

Le résultat suivant montre que I'on peut décomposer deiégrnamninique un elément d’'un
monoide) en construisant alternativementi -fin et la M5-fin, ou M, et M, sont des sous-
monoides dé/ ayant certaines propriétés :

Proposition 1.21.(P. Dehornoy, [Deh08])Supposons qu&/ soit un monide localement Gar-
sidea droite et(Ms, M;) un recouvrement dé/. Alors, pour toutlement non triviak: de M,
il existe une unique suite @lémentgz,, ..., x;) vérifiantz, # 1 et, pour tout > 1,

xr; € My et Div,(z, ... - 2i41) N My = {1}. (3.3)

Regardons le cas particulier des monoides de GamBjdassociés a I'élément de Gar-
side A,,. Par définition le ppcm a gauch®, des générateurs d’Artiny, ..., 0, ; est aussi
leur ppcm a droite. Ceci impliqgue que I'automorphismeefiglr ®,, du groupeB,, associé
aA, préserve le monoidg;, et, donc, queb,, induit un automorphisme du monoidg . De
plus, 'automorphismeb,, préserve la divisibilité a gauche (et a droite), donpriéserve les
opérations de pgcd et de ppcm. On vérifie facilement @u&changes; et o, _; pour touts,
donc, géométriquemenb,, agit comme une symétrie sur les diagrammes de tresses.

Notons que les sous-monoidBs_, et ®,(B;_,) sont clos pourn > 3. Comme l'image
de la tressen par @, esto,_;, le couple(®,,(B;_,), B/ _,) recouvre le monoidé;. Il est
donc possible d’appliquer la proposition 1.21 pour les nides)N = B, M; = B}_; et
M, = ¢,(B;_,). La proposition 1.21 dans ce cas particulier devient :

Proposition 1.22.(P. Dehornoy, [Deh08]) Toute tresse? de B, admet une @composition
unique

B =al1(3) - o UG, ) - By Bu(B) - (3.4)

avecpy, ..., élements dé3;_, tels que, pour touk > 1,

Div, (®P71(8,) - P U71(B,y) - - OB )) N My = {1}.

Définition 1.23. La suite(/3, . . ., §1) introduite a la proposition 1.22 est appelgeéclatement
deg.

Le ®,-éclatement d’'une tresse d&, consiste a prendre alternativement le plus grand di-
viseur a droite qui laisse invariantteeme et le premier brin.

Exemple 1.24.Calculons led -éclatement de\,. A I'exemple 1.19 nous avons déja vu que
la B:-fin de A, estA; et que la tresse quotiedt; A;! est représentée par un seul mot positif, a
savoirayoy03. La ®4(Bj3)-fin de oy oy03 est le plus gros diviseur a droite sansc’est a dire, la
tressenoz. Comme on anoy = P4(0eay ), le y-eclatement dé\, est(oy, ;mor, As).
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@6(54) — - @6(52) -
- Bs - - B

N W s OO

FiG. 3.1 :Partant d’'une tresse 3 de B¢, on prend le plus grand diviseur a droite de 3 laissant le 6 éme
brin invariant, puis on prend le plus grand diviseur a droite du reste laissant le 1 er brin invariant,
etc.

Le ®,,-éclatement permet d’étendre certaines propriétd$dea B, . En particulier on peut
définir une forme normale sus; par induction sur. Avant de poursuivre il nous faut définir
I'application®,, sur lesX’-mots, c'est-a-dire, les mots en les letteeavecl < i < n—1.

L'application ®,, envoieo; surg,_;. A partir de cette observation, on peut introduire I'ho-
momorphisme sur le®; -mots, aussi not@,,, envoyant la lettres; sur la lettres, ;. Notons
que si une tresse est représentée par tij-motw alors la tress@,,(3) est représentée par le
mot &, (w).

Définition 1.25.
— Pourg dansBj, la ®,-forme normaleale 3 est I'unique mot de la forme! représentans.
— Pourg dansy; avecn > 3, la®,-forme normalale 5 est le B;; -mot

DL (wp) L (wy 1) .. wy P (we) wr,
oU (B, ..., 01) est le®,-éclatement dg etw, la ¢,,-,-forme normale deJ, pour toutk.

Comme led,-éclatement d’une tresseé de B;,_, est la suite(3), la ¢,,-forme normale
et la®,_;-forme normale coincident suB;_,. On peut donc retirer I'indice. et parler de la
d-forme normale ou bien de farme normale alternante

En utilisant les résultats de S. Burckel dans [Bur94, Biyr&7 Dehornoy montre que la
forme normale alternante dB/ peut servir a décrire la restriction de I'ordre des tresse
aB;:

Théoreme 1.26(P. Dehornoy, [Deh08])Pour 3, ' dansB;, la relation 5 < 3’ est vraie si
et seulement si |@,,-éclatement des est plus petit que |&,-éclatement de’ vis a vis de
I'extensionShortLez de la restriction de l'ordre< & B;,_;.

Onrappelle que $iX, <) est un ensemble ordonné, une suite fimgeléments deX est dite
ShortLex plus petite qu’'une autre suite fini si la longueur de est strictement plus petite
gue celle des’, ou alors si les longueurs deet s’ sont égales et est<-lexicographiqguement
plus petite ques’, c’est-a-dire que lorsque les deux suites sont lues emamtade la gauche,
le premier terme dans qui ne coincide pas avec son homologue dérest plus petit pour
l'ordre <.

2 La forme normale tournante

Le monoide de tresses duad}* est un monoide de Garside. Ainsi des qu’on a deux sous-
monoides), et M, de B;* recouvrantB;*, on peut introduire une forme normale alternante.
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Construire une forme normale n’est pas difficile. Ce qui @§tite est de décrire les propriétés
de cette forme normale et d’essayer de s’en servir en iritenegvec d’autres structures définies
sur le monoide considéré.

Nous n’allons donc pas nous contenter d’adapter la formmaler alternante &* mais
nous allons la généraliser a I'aide de quelques modidinatafin de définir une nouvelle forme
normale diteournanteayant de bonnes propriétés vis-a-vis de la restrictofoddre< a B ; .

2.1 LaB/* fin

Dans la sous-section 1.3, nous avons rappelé que la formaat®alternante était construite
a partir de I'opération dite dé,,-éclatement basée sur 'automorphisme intérieur duged,,
associé a\,,.

En général, la conjugaison par une tresse positive n'areaison de stabiliser le monoide
de tresses positives; . C’est parce que I'on conjugue par I'élément de Garsidejue I'appli-
cationg — A 'SA, est un automorphisme dg'. [Deh02].

Nous avons vu que le monoidg* est aussi un monoide de Garside relativement a I'élémen
de Garside),, défini par

0p = A1,2023 -.- Ap-1,n-

Pour toute tressg de B,*, on définity,,(3) comme étant 'unique tresse d&* vérifiant

On 3 = 0,(8) On- (3.5)

Existe-t-il une bonne description de I'action desur les tresses, , comme dans le cas dg,
sur les tresses ? Le résultat suivant répond a la question :

Lemme 2.1.Pourp,gavecl < p<qg<n,ona

Ap+1,g+1 pourgq < n—l,
Onlapg) =1 " (3.6)
a1 p+1 pourqg = n.

Démonstration.Supposong < n—1. Par définition d&,, etd, , (voir (11.2.4)), on aj,, = d; ,,.
Larelation (11.2.5) impliquer, , = d,,, qdplq 1- Ainsi en appliquant deux fois (11.2.8) puis (11.2.5),
on obtient :

_ -1 —1 -
On ~ Gpg=dyp - dpqdpq 1 = dpr1g+1 - dip - d _1 = dpi1gn dp+1 q

ﬂ/H/' — -
_ X '/H/L

FiG. 3.2 :lllustration de la formule (3.6) pour n =5 eta,, , = a, 4.

d 1,n = Qp+1,g+1 ° 671

Supposons maintenapt= n. En reprenant la définition dg et en utilisant successivement
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la relation (11.2.3), on obtient

5n “Upp = Q12023 .- Ap—1,p Ap p+1 -+- An—2.n-1An-1,n * Apn

=0a12023 ... Ap-1,p Ap p+1 --- An-2n-1 " Apn-1 " An-1n

=0a12023 ... Ap-1,p Ap p+1 * App+1 * +-- Apn—2n-10n-1n
=0a12023...Ap-1,p " App+1 " App+1 --- An—-2n-1An-1n

= Q12023 ... * Ap-1,p+1 * p-1,p App+1 -+- An—2n-1 An-1,n

=012 A2 p+1 - A23 ... Ap—1p Ap p+1 --» An—2n—1 An-1n

=Aa1p+1 - A12023 ... Ap-1p Ap p+1 --- An—-2n-1 Ap-1,n = A1 p+1 ° On

T XN\

X X
X < N/
X <

FiG. 3.3 !lllustration de la formule (3.6) pour n =5 et a,, , = a, ;.

Ceci établit les formules de (3.6) O

Notons que la relatiom, (a,,) = ay+1.4+1 €St toujours vérifiée a condition que les indices
soient pris modula: et qu’on les échange en cas de besoin afin que le plus patieisdit a
gauche, par exemple le symbalg ,,; donnea,.; ; puisa ;.

Il est plus facile de visualiser I'action de I'automorphism), sur un diagramme de cordes.
Avec cette maniere de voir, il agit comme une rotation dlar%g dans le sens trigopnométrique.
L'expression« forme normale alternanteprovient du fait que 'automorphismeg, de B;
estd’ordre2. Par analogie, commg, est d’ordren, la forme normale définie a partir de sera

dite « tournante».

1 6 1 6

/ b

2 d ~ 2 )

3 4 3 4

FIG. 3.4 :Représentation de lautomorphisme ¢ comme une rotation d'angle 22 dans le sens
trigonométrique.

Maintenant que nous venons de décrire 'automorphismeatsi@, de B'*, nous pou-
vons construire I'opération de,-éclatement, une adaptation dy-éclatement au cas dual.
Tout d’abord assurons-nous que toute tressBfeadmet un unique diviseur a droite maximal
appartenant &:*,.

Lemme 2.2. Pourn > 3, toute tresse de B;* admet un unique divisewr droite maximal
appartenant au moride B, ;.
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Démonstration.Poury dansDiv, (3), on doit avoir|y| < |3|. Donc 'ensembl®iv, (5)NB;*,,
qui est non vide car il contient la tresse trividlecontient un eélément; de longueur maximale.
Soity un élément quelconque d&v,(3) N B;*,. CommeB;*, est clos par ppcm a gauche, car
c’est un monoide de Garside, le ppcm a gauche, ag~, notégs, Vv, estun éléementds;*,.
D’autre part la relationt; V¢ v »= 1 implique|5;| < |51 Ve |- Ainsi par construction dg;,
on doit avoir| ;| = |1 V¢ 7|, ce quiimpliques; = 5; V¢ v, puis quey est un diviseur & droite
de . La tresse3; est donc un diviseur a droite maximal deppartenant &, , .

Montrons maintenant l'unicité. Soit; un autre diviseur a droite maximal deappartenant
aB/*,.Par construction dg, et, on doit avoirs; < 31 ets; < 4y, ce qui, par I'antisymétrie
de = établie a la proposition 1.2, donpe = 3]. O

Définition 2.3. La tresse5; du lemme 2.2 est appelée*,-fin de 3 et est notééin,, () .
Le résultat suivant donne une caractérisation dé/ta -fin d'une tresse dé&;* donnée.
Lemme 2.4. Pour toute tress@ de B;* et toute tress@, de B, *

n—17
— (i) Latresse’, estlaB* -fin def;
— (1) Il existe une tressg@’ de B/* dontlaB;* |-fin est triviale et @rifiant la relations = 5’ 3.

il y a équivalence entre :

Démonstration.Montrons que(z) implique (iz). Commeg; est un diviseur a droite da, il
existed’ dansB;}* verifiant 3 = (' 3,. Notonsg] la B/*,-fin de 3. La tresse3; 3, est donc
un diviseur a droite dg appartenant &, *,. Ainsi par I'hypothése faite sus,, on doit avoir
I'égalité 5, = 3, B, etdoncs] = 1.

Montrons qugii) implique (i). Par hypothése, la tresge est un diviseur a droite de. Il
nous reste donc a montrer que c’est le plus grand. Notbies B, * ,-fin de ;. Il existe alorsy
dansB}*, verifiant 5] = ~ /. La tressey est donc un diviseur a droite d#, ce qui par
hypothese faite su#’, montre quey est triviale, c’est-a-dire, qué, est égale &);. O

La B/*,-fin peut étre caractérisée comme l'unique diviseur @itdr5; de [ tel que la
tresses ;! n'ait pas de diviseur a droite non trivial daBg*, .

Exemple 2.5.Calculons laB;*-fin de la tresse); ou d; est I'élément de Garside dB;*.
CommeBj* est engendré par la seule tresse, la B;*-fin ded3 est la plus grande puissance
dea; » qui divise a droite);. Par définition, on @; = a; 2 as 3 a1 2 as 3. En appliquant deux fois
la relation (11.2.3), on obtient

5§ =da12023 013012 = A12023 Giz-
La présentation (11.2.13) implique que toutes les retaideB;* sont conséquences de
a1,2a23 = A2301,3 = A1,301 2.
Le mota; 5 as 3 N'apparaissant pas dans ces relations, il est seul danassed’équivalence.

Ainsi la tresse qu'il représente ne peut pas étre divesibdiroite pat; . On a donc montré que
la By*-fin de o3 esta? ,.



2. La forme normale tournante 97

2.2 Leg, -éclatement

Pour led,, -éclatement (définissant la forme normale alternanteplient une décomposi-
tion distinguée en considérant alternativemenBfa,-fin et la®,,(B;_,)-fin. Dans le cas du
monoide de tresses dual, pour obtenir une decompositiatasge, nous utiliserons cyclique-
ment laB/*,-fin, lag, (B}*,)-fin, ..., etlag" ' (B}*,)-fin.

Afin de montrer que toute tresse B¢* admet une telle decomposition, nous devons d’abord
nous assurer que les imagesHjg , par les differentes itérations de recouvrent3;*. En fait
seulement deux itérations seront suffisantes.

Lemme 2.6.Pourn > 3, le mondde B,* estinclus dand3/*, U ¢,,(B;*,) U ¢2(B;*,).

Démonstration.Pourq < n—1, la tresses, , appartient aB;* ;. Ensuite, poup = n etp > 2,
onaa,, = ¢,(ay,-1.,-1), qQui appartient @,,(B,*, ). Finalement poup = 1 etq = n, on trouve

Qp,q = an(anfl,n) = @%(an*z,nﬂ),
qui appartient &2(B,* ;). O

En itérant la construction de (B, *)-fin, on associe a chaque tressefjfg une suite
finie de tresses dB'*, qui la spécifie completement.

Proposition 2.7. Supposons > 3. Alors, pour chaque tresse non triviatede B, il existe
une unique suités,, ..., 41) de tresses d&'*, satisfaisants, # 1 et

—B =" (By) - e 0(B2) - B, (2.7.i)
—pourk > 1, latresses, estlaB;*,-fin deg¢’ *(3) - ... - By. (2.7.i)

Démonstration.Partant de3(® = 3, on définit deux suites notégs® et 3, en posant :

BE = 1(BE DB et B =fin, (8% V). (3.8)

Prouvons les relations suivantes par inductionisiy 1 :
B=on(B®) - &7 (Be) .- B, (3.9)
fin, 1 (¢, (3%)) = 1. (3.10)

Supposong: = 1. Alors le lemme 2.2 implique que 18" -fin de la tresse? 3;! est triv-

iale. Ainsi, commep, (3)) est égale & 3;%, la B:*,-fin de ¢, (3") est triviale et la rela-
tion 8 = ¢,,(3Y) est satisfaite. Supposons maintenant 2. Par construction dg), on a la
relationg, (3%)) = %Y 3.1 et doncd*Y = ¢, (%)) - 3,. On obtient alors

ot (BYY) = gk (BW) - ¢k (Bk).- (3.11)
D’un autre co6té, I'hypothése d’'induction donne :
p= ‘bsil(ﬁ(kil)) O (Bea) - B (3.12)

En substituant (3.11) dans (3.12), on obtient la relatio®)(£omme la tress@, est laB,* ,-fin
de la tress@*~ 1, le lemme 2.2 implique la relation (3.10).
Par construction, la suite

ﬁl) ¢n(ﬁ2) 617 gbi(ﬁ?)) gbn(ﬁQ) Bl,
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de diviseurs a droite de est non décroissante. Comme on sait depuis la proposidaques;*
est un monoide localement Garside, donc en particuli@éocent Garside a droite, la condi-
tion (C¢) nous assure que la suite doit &tre constante a partir @ttain rang. Il existe donc
un entierb minimal tel que pouk > b, on ait

O B) e B = (By) o B

La relation (3.9) implique alors

B=(8Y) - ¢ (B) - oo - B,

avec, # 1 par minimalité de.
Par construction dé, pourk > b+1 on apg, = 1, ce qui, par la relation (3.8), en-
traineg, (3*%)) = g*+-1, Ainsi les relations

B = ¢,(B), ¢, 1(BY) = 6,3 et ¢ 2(8Y)) = ¢,(3")

sont satisfaites. La relation (3.10) impliquant alors s’ | -fins de

B, o 1(BY) etg 2(BY),

sont triviales, la tress@®) n'est divisible a droite ni pat, ni par ¢, (z), ni par¢?(z), oliz est
une A _,-lettre. Le lemme 2.6 implique alors qu&” n’est divisible a droite par aucus, ,
avecl < p < ¢ < n, c'est-a-dire que la tresge® est triviale. On a donc montré que la tregse
estégale & '(5) - ... - b1

Prouvons maintenant l'unicité dg5, ..., ). Soit (v.,...,71) une autre suite de tresses
de B;*, vérifiant

B=0¢ ) s du(12) - du(m),

avecy, # 1 et satisfaisant;, = fin,—1 (¢S *(7.) - ... - ) pour toutk > 1. A l'aide d'une
induction surk > 1, montrons les relations
=0 et o (o) b (esa) - e = B (3.13)

Par hypothése, pour= 1, on ag = (ngf;l(%) Ce ¢n(72)) -1 ou~y, estlaB'*,-fin deg. Le
lemme 2.2 assurant que 1* | -fin d’'une tresse est unique, orBa= ;. Il s’ensuit que (3.13)
est satisfaite pouk = 1. Montrons (3.13) pouk > 2. Par induction, on a

(67" () - oo Bu(hs2)) - s = B,

et par hypothéses suy., ,, la tressey,.,; est laB;*,-fin de 3*). Toujours grace au lemme 2.2,
on établit (3.13) pouk. On a ainsi démontré que les tressget 5, sont les mémes pour tokit
En particulier on obtient la relation

Qb,iibil(fﬁ) IR ¢n(7b+2) *Yor1 = B(b)- (3.14)
Or par définition de, la tresses® est triviale, tandis que, par hypothése, la tregsest non
triviale. La relation (3.14) peut alors seulement étrésgaite pourc = b. O

Définition 2.8. La suite(/3, ..., 51) de la proposition 2.7 est appeléefeéclatemente 5. Sa
longueur est appelée talargeur de 5.
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5 (Bs)

OE (1)

¢6(ﬁ2)

i
i -

\/

Fic. 3.5:Le ¢,-éclatement d’une tresse de B;*. Partant de la droite on extrait le plus grand diviseur a
droite qui laisse le sixieme brin invariant, puis on extrait le plus grand diviseur a droite de la
tresse restante laissant le premier brin invariant, etc.

Pour reconnaitre up, -éclatement nous n’allons pas utiliser directement lal@amn (2.7.ii)
mais une autre plus commode qui lui est équivalente.

Lemme 2.9. La condition (2.7.ii) eséquivalente&x
pour toutk > 1, la B -fin de¢? *(3) - ... - ,(Bx+1) est triviale. (3.15)

Démonstration.Pour toutt > 1, le lemme 2.2 implique que |B;*,-fin de la tresse

By e - D (Brr) - B

est; si et seulement si I&,*,-fin de la tresse

& " (Bo) e - Bu(Brin)

est triviale. Les conditions (2.7.ii) et (3.15) sont dogi&alentes. O

La notion deg, -éclatement étant fondamentale pour la suite, nous enafenquelques
exemples.

Exemple 2.10.Calculons leg, -eclatement des générateuts, de B/ *. Pourq < n—1, la
tresseq, , appartient aB;*,, donc son¢,-éclatement esta, ,). Commea,, n'est pas un
élement deB;* |, le terme le plus a droite dans son éclatement est tridlplus, poup > 2,
onag '(ay,) = ay-1,-1. DONc pourp > 2, le ¢, -éclatement de,, ,, est la suitéa, 1,1, 1).
Finalement, les tresses,, et¢_ (a1 ,,), qui est égale a,_, ,,, N"appartiennent pas&;* ,, mais
la tressep?(ay,,), SOita,—o,-1, Si. DONc leg, -eclatement de, ,, est la suitg(a,—2,-1,1,1).
Pour resumer, le, -éclatement de,, , est

(apq) pourp < g < n—1,
(@p-1n-1,1) pour2 < petqg =n,
(@n-2n-1,1,1) pourp =1etqg=n.

Exemple 2.11.Calculons lep;-éclatement de la tresgg. Avec les notations de la preuve de la
proposition 2.7, on obtient

5(0) == (CL1,2 CL2,3)27 B1 = finy

( ) = a’i27
BY = o1 (BOBT) = @5 (ar2a13) = a13a23, By = finy(6V) = 1,
P = gbgl (ﬁ(l) 51) = </>§1(CL1,3CL2,3) = (23012, 35 = finy (%) = a1,2,
B9 = ¢ (8%55") = 65" (a23) = ana, Ba = fins (B%) = a1,
BY = o (898,1) = 1.

et on arréte car le rest#?) est trivial. Ainsi leg,-éclatement dé? est la suit€a; », a1 2, 1,a2,).
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A I'aide du ¢, -&clatement, nous allons maintenant construire une foronmale pour les
éléments de&3;*. Le principe est le suivant. Tout d’abord, chaque tressBfieest représentée
par un unique mot de la formég. Comme lep, -éclatement permet de faire correspondre de
maniére unique a toute tresse B¢* une suite de tresses d&*,, nous allons construire la
forme normale tournante sit’* par induction sun > 2.

Au lemme 2.1 on a montré que l'image d'ung -lettre parg, est uneA?-lettre. Nous
définissons un homomorphismeAg-mots, que I'on note aussi,, qui envoie la lettres,, ,
Sura,.1 411 pourg < n—1 eta,, sura; ,.;. Notons que si une tresgede B est représentée
par unA; -motw alors la tresse,, () est représentée par f&,-mot ¢, (w).

Définition 2.12.
— Pourj de B3*, la ¢,-forme normale tournantde 5 est définie comme étant l'uniqué;-
motaf , représentang.
— Pour de B/ avecn > 3, la ¢,,-forme normale tournantde 3 est définie comme étant
le A -mot ¢? ! (wy) ... w1, OU (By, ..., /1) est leg,-éclatement de et wy, est lag, ,-forme
normale tournante de, pour toutk.

Comme lep,,-éclatement d’une tresgede B;* | est la suit€3) de longueud, la ¢,,-forme
normale tournante et I3, ,-forme normale tournante coincident ggJf* ;. Nous pouvons donc
enlever I'indicen et parler ddorme normale tournantgour une tresse dg'*. Naturellement,
on dira qu’'un mot esiournants’il est la forme normale tournante de la tresse qu’il reprée.

Exemple 2.13.Calculons la forme normale tournante e D’abord, nous vérifions que nous
avons la relationd} = a;2a;403. Le ¢ -eclatement de? est donc(ag 3, a3, 1,03). Le ¢s-
éclatement dei, 3 est la suite(a, 2, 1), et, donc, sa forme normale tournante esfa, »),
soit ay 3. Ensuite, nous avons vu a I'exemple 2.11 queplecclatement ded2 est la suite
(a1,2,a1,2,1, a7 ,). Donc, sa forme normale tournante @$ta, ») - ¢3(a12) - ¢3(1) - af ,, soit

Q12 - a13 € - a1 2012,
ou bien encore, 2a, 3a1 201 2. Finalement, la forme normale tournanteddesst

¢i’(a2,3) : ¢i(a2,3) : 6254(1) *a1201301201 2,

SOItaLg "Q14 € Q1201301201 2, A SAVOIA] 2G7 401 2G1 301 207 2-

2.3 Algorithmes

Dans cette section nous décrivons des algorithmes nowsept@ant de calculer la forme
normale tournante.
Nous commencons par un algorithme pour la divisibilit@ite.

Algorithme 3 (DivDRet).

Entrée :Un triplet (n, w, ) oun est un entier ety etu desA; -mots
1. RetGauche(n,wu™') — w';
2. Si w' est positiffaire
3. Renvoyer w’;
4. Sinon faire
5. Renvoyer ®;

Sortie : Un A} -mot ou®
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Proposition 2.14. L’algorithmeDivDRet appliqué a (n, w, u) retourne en temp®(C,,|w||ul),
ou C,, ne cepend que de, un motw’ verifiant w = w'u si un tel mot existe ou le symbole
erreur ® sinon.

Démonstration.Aprées la lignel, le motw’ est égal u/w)™ - w/u. Par le corollaire 11.3.27 la
tresseu est un diviseur a droite de si et seulement siu/w) est vide, c’est-a-dire si’ est un
mot positif. La complexité en temps est une conséquena®chllaire 11.3.26. O

L'algorithme DivDRet est I'algorithme qu’on utilise dans nos expérimentatisus ordi-
nateur. Cependant nous ne connaissons pas une estimaéiatefsa complexité en temps en
fonction du nombre de brins. Les récents travaux de M. Autord donnent une borne iediee
quartique dans le cas du monoide de tresses positiyegoir [AD09]

A I'aide de la forme normale de Garside g8r* nous pouvons décrire un autre algorithme
pour la divisibilité a droite :

Proposition 2.15.(D.B.A. Epstein et al, [ECH92]) Pourw etu desA}-mots, on peutékcider
si la relationw = u est satisfaite en temps( K |w||u|), ol K est la complexé en temps d’un
algorithme calculant le pgcd de deux simples/gfé.

Une valeur possible d& introduite dans la proposition 2.15 est donnée par :

Proposition 2.16.(J.S. Birman, K.H. Ko, S.J. Lee, [BKL98]) existe un algorithme calculant
le pgcd de deux simples d&* en tempg)(n).

L'algorithme construit & partir des propositions 2.15 di?est not®ivD, son entrée et sa
sortie sont de méme types que celles de l'algoritmedRet. De la méme maniere, il existe
un algorithmedivG pour la division a gauche.

Comme conséquence des propositions 2.15 et 2.16, on platieomplexité suivante pour
les algorithme®ivD etDivG.

Corollaire 2.17. L'algorithmeDivD (respDivG) appliquea (n, w, u) (resp.a (n, u, w)) renvoie
en tempO(n - |w|) un motw’ vérifiantw = w'u (resp.w = ww’) si un tel mot existe ou le
symbole erreur sinon.

L'algorithme suivant calcule I'image d’ud; -mot par ’'hnomomorphisme de mej, (envoy-
anta, , pourp < n—1 eta,, SUra; ,+1). On rappelle que pour un met, w(h) désigne la&heme
lettre du motw en partant de la gauche, la numérotation commencant a

Algorithme 4 (Phi).
Entrée :Un triplet(n, k, w) oun, k sont des entiers avéc< k£ < n etw un A; -mot
1. w—w';
2. Pour k = 1jusqu’a
3. Wkl = apg;
ptk—p;,q+tk—q;
Sip>nfairep—n — p;
Siqg>nfaireq—n —q;
7. a,, — wkl;
8. Renvoyer w';
Sortie : Un A7 -mot

w| faire

o O

Proposition 2.18.L’algorithmePhi appliquea (n, k, w) renvoie en temp® (log(n)|w|) le A} -
mot¢* (w).
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Démonstration.L'addition, la soustraction et la comparaison d’entiersipas entre) etn est
enO(log(n)). L'intérieur de la boucleour est donc erD(log(n)) et|w| tours de boucle sont
nécessaires. On obtient donc la complexité annoncée. O

De la définition dug,-eéclatement, nous construisons l'algorithme suivantappliqué a
un motw renvoie une suite del)_,-mots (wy, ..., w;) telle que la suite déw,, ..., w;) soit
le ¢,-éclatement de la tresse

Algorithme 5 (Eclatement).
Entrée :Un couple(n, w) oun est un entiez> 3 etw est unA; -mot
1. ()—=s;w—w;0—k;
2. Tant que w'!=¢ faire
£ — u;
Tant qu’il existe uneA, ;-lettrex avecDivD(w’,Phi(n,k,z)) '=® faire
DivD(w',Phi(n,k,x)) — w';
ToUu— Uu;
Inséreru a gauche dans;
k+1—k;
Sik=nfaire(0 — k;
10. Renvoyer s;
Sortie : Une suite ded! _,-mots

© 00N OE W

Proposition 2.19. L'algorithmeEclatement appliquea (n, w) retourne une suitéwy, ... , wy)
en temp®(n? - |w|?) telle que(wy, ..., w;) soit le ¢,-eclatement de.

Démonstration.Les propriétés de la suite retournée sont une consequdirecte de la propo-
sition 2.7. Chaque appeltavD est enO(n - |v'|) avec|w’| < |w|. L'algorithmeEclatement
nécessitan® (card(A;) - |w|) appels divD, on obtient le résultat. O

A partir de maintenant, si est un mot tournant & brins, I'unique suite de mots normaux
tournant an—1) brins(wy, ... ,w;) telle que(wy, ..., wr) soit le ¢, -éclatement d& est appelé
¢,,-eclatementew.

A l'aide de I'algorithmeeclatement permettant de calculer k¢ -eclatement d'une tresse
de B/*, nous construisons un algorithme renvoyant la forme na@rt@irnante d’'une tresse
de B/*. Le principe est celui donné a la définition 2.12.

Algorithme 6 (FormeTournante).

Entrée :Un couple(n, w) oun est un entiep> 2 etw est unA; -mot
1. Sin=2 faire Renvoyer w;
2. Eclatement (n,w) — (wp, ..., w1);
.e—uw; 0—k;
4. Pour k =0 jusqu’a b faire
5. Phi(n,k ,FormeTournante(n—1,w;)) -w' — w';
6. K+1—F,;
7 Si k'=nfaire (0 — k’;
8. Renvoyer w’;

Sortie : Un A} -mot

Proposition 2.20.L’'algorithmeFormeTournante appliquea (n, w) retourne la forme normale
tournante dao en temp) (n* - |w|?).
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Démonstration.A la ligne 4, I'entier &’ est égal & modulon. Le reste de I'algorithme est juste
une adaptation de la définition 2.12.

NotonsC(n, ¢) la complexité en temps de I'algorithn®ermeTournante appliqué a un
Af-mot w de longueur!. Pourn = 2, la complexitéC'(n, ¢) est constante. Pour > 3, la
complexitéC'(n, ¢) est linéaire en

n* 0 + Cn— 1, |wi]) + ... + C(n — 1, |wy|),
avecl = |wy| + ... + |wp|. CommeC'(n, ¢) est au moins linéaire ef) on obtient
C(n,0) <n**+C(n—1,0).
Ainsi C(n, () appartient 2 (n*|w|?). O

Pour le moment, nous nous sommes seulement intéresaézuéecla forme normale tour-
nante d’une tresse a partir d’'un mot la représentant. Belarnous avons utilisé I'opération de
¢,-eclatement. Peut-on facilement retrouvep)eéclatement d’'une tresse a partir de sa forme
normale tournante ? La réponse est donnée par le résultaint :

Lemme 2.21.Supposons > 3. Pour toutA,,-mot tournantw, le ¢, -éclatement de peutétre
calcule en temps au plus(log(n)f).

Démonstration.Par définition dep,,, un générateus, , appartient &"(B;* ) si et seulement
sionap # k mod n etq # k mod n. Ainsi, étant donné um,,-mot tournantw, on peut
directement lire lep, -éclatementwy, ..., w;) dew. En effet, lisantw & partir de la droiteyw,
est le suffixe maximal de qui est unA,_;-mot, puis¢, (w-) est le suffixe maximal du mot
restant qui est I'image d’ud,,_;-mot parg,,, etc, jusqu’a obtenir le mot vide. O

Exemple 2.22.Considérons le mot tournant= a; > a1 4 a2 3 a1 » €t calculons le,-éclatement
dew. En lisantw a partir de la droite, on trouve que le suffixe maximakdae contenant pas
de lettrea, , avecp = 0 mod nouqg = 0 mod n eStasza; . On adonaw; = assa;s. En
répétant ce procédé, on trouve facilement qug {éclatement de est

(¢23(CL1,2)7 <Z>4’2(a174), <Z5;1(1)7 as30a1,2),

donc la SUitqaz,:;, a2 3, 1, as.3 CLLQ).

3 Contraintes sur le ¢,,-éclatement

L'opération deg,,-éclatement associe a chaque tresse non trivialB/deine suite finie de
tresses de€3/*,. Maintenant, dans l'autre direction, toute suite finie desses deé3'*, n'est
pas le¢,,-éclatement d’une tresse d&*. Le but de cette section est d’établir certaines con-
traintes qui sont satisfaites par les termes dfyréclatement. La contrainte principale étant
qgu’un ¢, -eéclatement contient nécessairement ce que I'on appedéchelle qui correspond a
une succession de lettres, (pas forcément adjacentes) dont les indigésrment une suite
croissante (les barreaux de I'échelle).
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3.1 Dernieres lettres

La premiére étape est de montrer que la derniere lettta ibleme normale tournante d’'un
terme d’ung, -éclatement doit respecter des contraintes en foncticagm®sition.

Définition 3.1. Pour tout mot non videv, la derniere lettre de est notée paw*. De méme,
pour toute tresse non trivialede B;*, on définit laderniere lettrede 3, notées#, comme étant
la derniere lettre de la forme normale tournantgide

Lemme 3.2. Supposons > 3, et que(f,, ..., 51) Soit ung, -éclatement.
— (i) Pourk > 2, la lettre 5 esta, ,,_; pour un certain indice, sauf sigj, est triviale.
— (i7) Pourk > 3, la tresseg;, est non triviale.
— (4i7) Pourk > 2, si la forme normale tournante d& estw a,,_» ,,—1 @vecw un mot non vide,
alors la lettrew* esta, ,,-; pour un certain indice.

Démonstration.(i) Supposong > 2. Posonsy, , = ;. Commeg;, est une tresse dg'*,, on
a forcément < n—1. Par (3.15), 1aB;* ,-fin de

O " (By) - e Du(Br)

est triviale. En particulierp,, (5;) ne peut pas apparteniri* . Ainsi ¢ doit tre égal & —1.

(77) Supposons qug,. soit triviale avecc > 3 et quef, soit non triviale pour tout:
dans{b, ..., c}. La définition d'un¢,-éclatement implique que la tresgg est non triviale,
c’est-a-dire, qu'on a < b—1. Par définition de;, on ajs..; # 1. Le point(i) montre alors que
la derniere lettre dg.., esta,,_; pour un certain indice. La condition (3.15) implique que
la B;*,-fin de la tresse

¢Zﬁcil(ﬁb) Teeet ¢72L(ﬁc+1) ¢n(50)

est triviale. Ainsi, comme. est une tresse triviale, nous en déduisons qug ta-fin de

& T By) - - B (Ben)

est triviale. Ceci implique que la derniere lettredl€ ..., ), qui esty?(a,,-1), N'appartient pas
aB'*,. Parlarelation (3.6), la seule possibilité est n—2. On a donqbf;(ar,n,l) = a1 2. Par
ailleurs, comme la forme normale tournante ; de5._; est unA;_,-mot, son image pas, ne
contient pas de lettre, ,. Maintenant, les relations

P apgq Q12 POUr2 < p,
oo a1,401,2 pour2 =D,

impliquent qu’il existe uMd} -motw’ satisfaisanti; » ¢, (w.-1) = w’a, ». Latresse, , est alors
un diviseur a droite de?(3%,,) - ¢,,(8.-1), puis de

sz(ﬁc-kl) ’ ¢i(ﬁ6) ’ gbn(ﬁc—l)'

Comme par hypothese orra-1 > 2, ceci contredit (3.15).
(1) Supposons que la forme normale tournantg@gdsoitw a,_» ,—1 avecw # ¢. Soita,,
la derniére lettre d&. Commew est unA’-mot on ag < n—2. Par ailleurs les relations

Ap-2n-10Gpg TOrqg<n—2,
Upgn-gn1 =13 P (3.16)
Apn-1 0p g forg =n-2,

impliquent I'égaliteg = n—1. En effet, dans le cas contraire,, serait un diviseur a droite de
la tressed;, c'est-a-dire que I1&* ,-fin de g, (5x) serait non triviale, ce qui est en contradiction
avec (3.15). O
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3.2 Barrieres

Si (B, ..., 41) est leg, -éclatement d’'une tresse d&*, alors le lemme 3.2 nous dit que,
pourk > 3, la lettre 3 doit tre une certaine letteg,_; ,,;. Nous allons maintenant montrer
que la tressej,._; ne peut pas étre n'importe quelle tresseitj¢, : sa forme normale tour-
nante doit satisfaire certaines contraintes faisantueter I'entierp, a savoir contenir une lettre
appeléey, ,-barriere

Définition 3.3. La lettrea, ; est appelée, ,-barrieresi on a
I<r<p<s<qg<n ou l1<p<r<qg<s<n. (3.17)

Par définition, si la lettre est unes, ,-barriere, alors dans la présentationgf¢ il n’existe
pas de relation de la formg, , - * = y - a,, permettant de pousser la letitg, a droite au
travers de la lettre : donc, en un seng, agit comme une barriere.

En termes de diagrammes de cordes, est unea, ,-barriere si et seulement si la corde
associee a, ; et la corde associéeag , ont un point d’intersection qui n’est pas une extremité
(voir figure 3.6).

3 4
FiG. 3.6 :La lettre a, 5 est une a, 5 barriere car les cordes associées a a, ;5 et a a, 5 ont un point d’inter-
section a l'intérieur du disque.

Nous allons maintenant prouver que presque tous les tepmdiin éclatement ont une
forme normale tournante contenant nécessairement uriéreat_a raison est simple : s’il n'y
avait pas de barriere dans la forme normale tournani®, dalors les relations du monoide de
tresse dual nous permettraient de faire passer la deleidne de¢? (5x.1) & traversp, (5;) et
I'insérer dansj,_, contredisant la définition d’'un éclatement.

Lemme 3.4. Supposons > 3, que/ soit une tresse d&/*, et que laB;}*,-fin deg,(a,.0)
soit triviale pour un certairp < n—2. Alors la forme normale tournante den’est pas le mot
vide et contient une,, ,,-barriere.

Démonstration.Supposons que la forme normale tournantde 3 ne contienne pas de, -
barriere et montrons alors qu’on a une contradiction. 18aié le mota, ,w et X I'ensemble
de toutes les lettres,, avecp < r < n—1. Posonsw’ = uv ouv est le suffixe maximal
dew écrit seulement avec des lettres dePar hypothese, 1&,*,-fin dew’ est triviale. Ainsi
le motw’ se termine par, ,-1 pour un certain indicg, c'est-a-dire que le mot est non
vide. Comme la premiéere lettre de esta, ,, qui n'appartient pas a I'ensemhble, le motu
est aussi non vide. Sait, ; la derniere lettre de. Par construction de, la lettrea, ; est soit
a,., SOit elle satisfait < p. Dans les deux cas, notons que la tregge. ;) appartient aB;* .
Montrons maintenant que la tresgsg quasi-commute aveg c’est-a-dire qu’il existe un mat
satisfaisant;; ;v = v'as¢. Chaque lettrey,, apparaissant dansn’est pas une, ,-barriere,
c’est—a-dire qu’elle vérifie la relation

pLg<r<n-—l.
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Donc, les relations

ag,Gs¢, POUrp < goOut <p par (11.2.2),
Ustlqr = § Gs,0sy, POUrg=1t=p par (11.2.3),
ar G5, POUras, = a,, €tq=p par (11.2.3),

impliquent que la lettrer,, quasi-commute avee. Ainsi, ¢, (as,) est un diviseur a droite
de¢,(a, 3). Ceci contredit I'nypothese demandant queslg , -fin de ¢, (a,, ,3) Soit triviale
puisque que la tressg, (a, ;) appartient 8" ;. O

Nous appliguons maintenant le lemme 3.4 dans le contexteggeclatement.

Proposition 3.5. Soit(3, ..., £1) le ¢,,-éclatement d’une tresse d&* avecn > 3. Alors, pour
tout k dans{b—1,...,2} tel ques;,, ne soit pasu,_».,-1, la forme normale tournante dé,
contient unep, (57, ,)-barriére.

Démonstration.La condition (3.15) implique que I8 *,-fin de la tresse

S (By) - wee - D2 (Brar) 04 (5r)

est triviale. En particulier, 18B;* ,-fin de ¢2 (57,,) ¢,(0x) est triviale. Le lemme 3.4 implique
alors que la forme normale tournante glecontient uneu, ,,-barriere dés qug; est differente
dean,gm,l. O

Exemple 3.6.Considérons la tresgedont la forme normale tournante est

(24013045024 024035 0A45.
Le ¢-éclatement de est(5y, 53, Bo, 1) avec

Ba=a14, [B3=a14, [(2=a3sa13a013024034 €t [ =1

La lettre3] esta; 4, donc, par la proposition 3.5, la forme normale tournantg;dioit contenir
une a, s-barriére : ceci est vrai puisque 4 est unea, s-barriere. La lettred; esta, 4, qui
est differente dess 4. Alors, encore par la proposition 3.5, la forme normale nante des;
doit contenir uneu, s-barriére : ceci est vrai puisque la forme normale tour@ate 3, est
a3.401 301 302 403 4, QUi cONtient laay 5-barrierea ;.

La proposition 3.5 implique que, dans wp-éclatement, le terme a droite d’'un terme se
terminant para,,-, avecp < n—2 doit contenir une barriére. Ainsi, si un terme d’yy)-
éclatement ne contient pas de barriere alors son termauddg se termine nécessairement par
la lettrea,,—2 1.

Corollaire 3.7. Supposons > 3 et que((,, ..., ;) est une suite &léments de3}*; qui est
le ¢,,-éclatement d’une certaine tresse Bg*. Alors, pour toutc dans{b—1, ..., 2} tel queg.
est soit triviale soit,_; ,,, ON 5%, = ap-2.pn-1.

Démonstration.Supposong. € {1,a,-2,-1}. Soita,_1 ,—; la derniére lettre de la forme nor-
male tournante dé..,. La condition (3.15) implique que I18}*,-fin de ¢i(ﬁc+1)¢n(ﬁc) est
triviale. En particulier 1aB,* | -fin de ¢,,(a,.», ;) est triviale. Ensuite, comme la forme normale
tournante dej. ne contient pas de barriére, la proposition 3.10 impliggen —1. Nous avons
doncl?, = an-2.n-1. O
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3.3 Echelles

Nous avons vu a la proposition 3.5 que tout mot tournamte B;*, tel que laB/*,-fin
deg,(a,, ) est triviale poup < n—2 contient au moins une, ,,-barriére. Nous allons main-
tenant montrer que, sous les mémes hypothesesntient non seulement une barriere, mais
une suite de barrieres se recouvrant deux a deux. Les motsmant une telle suite de lettres
seront appelés échelles.

Définition 3.8. Pourn > 3, on dit qu’'unA4;,_,-motw est une, ,-échelle de hauteur ados&e
aa, 1,-1, S'il existe une decomposition

W = Wy T1 Wy ... Wh_1 Tp Wy, (3.18)

etune suitey = f(0) < f(1) < ... < f(h) = n—1telle que
(7) pour toutk < h, la lettrex;, est une.zf(k,l),n-barri‘ere de Igforme.,ﬂk),
(i) pour toutk < h, le motw,, ne contient pas dey ) ,-barriere,
(77) la derniére lettre de esta,—; 1.

Par convention, tout!; ,-mot dont la derniere lettre est_, ,,_; est unea,_; ,-échelle
adossée a1, et sa hauteur est Il n'existe pas dex, ,-barriere avea: < 3, donc parmi
les A%-mots il n’existe que des, »,-échelles.

La notion d’échelle est facilement illustrée en repréast les générateuts , comme des
lignes verticales reliant lgp-eme ligne a laj-eme ligne sur une partitionsalignes. De cette
maniere, pour towt > 0, la lettrex;, ressemble au barreau d’une échelle—voir Figure 3.7.

I—____/ L/ \____/

6

FIG. 3.7 :Une a, 5-échelle adossée a a; 5 (la derniere lettre). La ligne grise part de la position 2 pour
grimper jusqu'a la position 5 en utilisant les barreaux de I'échelle. Les barreaux de I'échelle
sont représentés par des lignes noires verticales plus épaisses. Les espaces entre les bar-
reaux de I'échelle sont représentés par une boite. Dans une telle boite, les lignes verticales
représentant une lettre a, ; ne coupent pas la ligne grise.

Notre but est de démontrer que la forme normale tournante rme non terminal d’'un
¢,-eclatement est une échelle. Pour ceci, nous commergamsn lemme préparatoire mon-
trant que des barrieres apparaissent forcement aprissnes lettres dans une forme normale
tournante. En appliquant ce résultat autant de fois quiféulit, on obtiendra la description d’'une
echelle.

Lemme 3.9. Supposons > 4, quew est le suffixe d’'umd;,_,-mot tournant, que, , appar-
tiennea B;*,, et que la B;*,-fin de¢, (a, ,w) soit triviale. Alors le motv contient unez, ,,-
barriere.

Démonstration.Notons X I'ensemble des lettres, ; avecs > ¢. Posonsv = uv ouv est le
suffixe maximal dev écrit avec seulement des lettresXieComme, par hypothése, & *,-fin
de¢, (a, ,w) est triviale, la derniere lettre de existe et est de la forme_,,_; ; en particulier le
motwv est non vide.
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Comme la lettren, , n'appartient pas aX, le motu est aussi non vide. Notons ; la
derniere lettre de. Par définition de:, on at’ < ¢. Supposons que ne contienne pas de, ,,-
barriere, c’est-a-dire que toute letirg, de v satisfasse > ¢, et montrons alors qu’on a une
contradiction. Par (11.2.2) et (11.2.3), nous avons

- {ar,sat,t/ pourr > g out’ < g,
Qg QAp g =
o atsary pourg=r=t,
ce qui implique que les mots  etv quasi-commutent, c’est-a-dire qu'’il existe drj-mot v’
satisfaisant la relatiom;, v = v’ a;y. Ainsi ¢,(a.y) est un diviseur a droite de la tresse
représentée par le mof,(a, ,w). Lhypothése portant sur, , et la relationt’ < ¢ impliquent
que ¢, (a; ) est un élément dé3/*,, ce qui contredit 'nypothése faite sur la trivialité de

n—11

la B}*,-fin de la tresse,, (a, , ). O

Nous pouvons maintenant montrer que tout mot normal sessfaquelques conditions
additionnelles est une échelle.

n—17
triviale et que la forme normale tournante gecontienne une, ,,-barriere. Alors la forme
normale tournante dg est unez, ,-échelle ados=ea 3*.

Proposition 3.10. Supposons: > 3, que [ appartiennea B *,, que laB;/*,-fin de 3 soit

Démonstration.Posonsf(1) = p et notons parw la forme normale tournante de Par hy-
pothésev admet la decompositian, z; w?, oliw, est le préfixe maximal de qui ne contient
pas dea, ,-barriere et our; = a_ s est unea, ,-barriere. Comme par hypothese,’g" -
fin dew est triviale, il en est de méme pour * ,-fin de ¢, (z, w®). Supposons qué(1)
soit different den—1. Le lemme 3.9 implique alors que le met? admet la deécomposition
w; T2 w, ollw; est le préfixe maximal de'® qui ne contient pas dey ;) ,-barriére et otk
est unexy(1) . -barriere. Nous répétons le méme argument jusqu'arsbla décomposition

Wo 1 Wyq... xhw(h)

dew avecf(h) = n—1. Ainsi, en posant, = w™, nous avons montré que la forme normale
tournante des satisfait les conditions de la définition 3.8, en d’autressnc’est une échelle.
O

En appliquant la proposition 3.10 aux entrées succesgivas), -éclatement, on déduit que
tous ses termes, exceptés les extrémes, sont des achelle

Corollaire 3.11. Supposons > 3 et que(f,, ..., 51) Soit une suite dlements de3}*; qui est
le ¢,,-éclatement d’une certaine tresse B¢*. Alors, pour toutk dans{b—1, ..., 2}, la forme
normale tournante dg;, est unep, (57, ,)-echelle ados=sea j;’.

Démonstration.La condition (3.15) implique que 1&,*,-fin de la tresse?(3y+1)®,(0k) est
triviale. En particulier, le€3/* | -fins de¢? (57, 1) ¢, (0k) ete,(35) sonttriviales. Par le lemme 3.2,
la lettre 57, , est de la forme:_,,_;. La proposition 3.5 garantit que la forme normale tournante
de 3, contient unep, (57, ,)-barriere. Ainsi la proposition 3.10 implique que la formermale
tournante deJ;, est unep, (57, ,)-eéchelle adossée/ . O

Par définition d'une échelle, comme la lettrg 5 ,,_; n'est pas une barriere, 8ia, 2,1
est unes, ,-échelle et siv n’est pas le mot vide, alors est unez, ,,-echelle adossée@_; ,,_;
pour un certain entier—voir lemme 3.2(iii).



4. Forme normale tournante et automates 109

Exemple 3.12.Reprenons la tresse de I'exemple 3.6. $gclatement ests,, ..., 5;) avec

Ba=ara, [B3=a14, [(2=assaizaizazaazs €t [ =1.

La forme normale tournante dg se termine pag, 4 ; la forme normale tournante dg& doit

alors étre une, ;-échelle adosséem 4. Ceci est vrai : dans ce cas précis I'echellezesf 4 - ¢,

et sa hauteur egdt ce qui, avec les notations de la définition 3.8, correspond = ¢, z; =

a4 €tw; = <. De méme, la forme normale tournante @ese termine pau, 4, donc par le
corollaire 3.11, la forme normale tournante/éledoit &tre unex, 5-echelle adosséea ,. Ceci
est encore vrai. Dans ce cas, I'échelle a pour hauteet sa decomposition esf 4 - a; 3 -

ai 3 - as4 - asg4, qui, avec les notations de la définition 3.8, correspond & as 4, v1 = a4 3,

wy = ay3, To = a4 €Lwy = as4. NOUS Observons que ; est uneu, s-barriere et que. 4 est
uneas s-barriere.

4 Forme normale tournante et automates

Dans cette section, nous allons donner une constructiarciive d’automates permettant
de reconnaitre la famille des mots tournants.

Dans [Deh08], P. Dehornoy montre que I'ensemble des motsaqiides formes normales
alternantes peut &tre reconnu par un automate. Cepenaanéthode utilisée ne permet pas
d’expliciter des automates compréhensibles sauf pour3.

4.1 Reconndtre un mot tournant

Nous avons établi plusieurs contraintes que devaiersfaaé lesp, -eclatements et les mots
tournants : derniere lettre, contenir une barriere,[@éms cette section, nous montrons que ces
contraintes sont suffisantes.

Pour cela nous avons besoin d’énoncés techniques maines.

Lemme 4.1.Soit3 une tresse non triviale dB;* dontlaB;* , -fin est triviale. Alors toutd; -mot
représentant? se termine pag*, qui vauta, ,, pour un certainp.

Démonstration.Soitw un A} -mot représentant. Comme laB; * | -fin de est triviale, le motv

se termine pau, ,, pour un certairp. Soitw’ un autreA;-mot représentant. Pour la méme
raison quew, le motw’ se termine pau,,, pour un certainy. La tresse est donc un multiple a
gauche de, ,, eta, . Supposons sans perte de généralité . Pourp # ¢, le ppcm a gauche
dea,, eta,, esta,,q,,. Parlarelation 1.2.3, le mat, ,q,, est équivalent &, ,a, ,. Ainsi,

la relationp # ¢ implique queg est divisible a droite pad, ,, qui est un élément d&;* .
On a obtenu une contradiction et op a ¢. Comme la forme normale tournante dest un
représentant particulier gd& on aa,,, = %, ou, on le rappelleg* est la derniere lettre de la
forme normale tournante dg O

Le résultat précédent rend la définition de la dernliéttee d’'une tresse (définition 3.1) plus
naturelle.

Lemme 4.2. Pour 5 une tresse d&;*,, il y a équivalence entre

—(7) un A;,_,-mot repésentanti contient unex, ,,-barriere ;
— (4i) tout A, _,-mot repesentanti contient unez, ,,-barriere.
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Démonstration.La relation(ii) < (i) est évidente. Montrons que) implique (ii). Cela re-
vient a montrer que si = v est une relation de 11.2.13 aveacontenant une,, ,,-barriéere alors
le motv en contient aussi une. Pour la relation 11.2.2 c’est évidan elle préserve les lettres.
Pour la relation 11.2.3, la propriété est immédiate siconsidere des diagrammes de cordes.

p

s
FiG. 3.8 :Larelation (2.3) préserve les a, -barriéres : si un des membres de a,. (a, , = ag,a,, = a,,a,
contient une a,, .-barriere alors Ies deux autres aussi.

O

Ainsi contenir une barriere n’est pas une propriété démeis est une propriété de tresse.
On dit qu’une tresse dB/* contient unez, ,-barrieresi elle est représentée par un mot con-
tenant uney, ,-barriere.

Lemme 4.3. Soient/ une tresse dés’*, etp un entier erifiant2 < p < n—1. Alorsily a
équivalence entre

—(4) la B;*,-fin de¢, (a, ) est triviale,

— (i) la B/*,-fin deg, () est triviale et3 contient uney, ,,-barriere.

— (4i7) tout A; -mot repésentant, .5 se termine par#.

Démonstration.L'implication (i) = (ii) est le lemme 3.4. Montrons qyé&) implique ().
Pour cela déterminons quels sont les génératgurslivisant & droites,, ,, 5. Soitw un A} _,-
mot représentant. D’aprés le corollaire 11.3.27, pour deuX’ -motsu et v, la tresse& est un
diviseur a droite de: si et seulement si/u est le mot vide. Déterminons alors pour quelle
valeur der et s, le mota, s/(a, ,w) est vide. Supposons< n—1 aveca, , # *. La tresse’
n’étant pas divisible a droite pay. ; d’aprés le lemme 4.1, le maf ;/w est non vide. Comme le
retournement d’umd,,_;-mot est un4,,_;-mot il existe alorsy’ eta, , avect’ < n—1 vérifiant

-1 -1
App W Gy Ny Ay gy W

La tresseu, , n'étant évidemment pas un diviseur a droiteagg, le mota, ; ne divise pas la
tresseu,, ,w pours < n—1.

Supposons = n. Par hypothése un représentantieontient uneu, ,-barriere. Ainsi par
le lemme 4.2, la forme normale tournante/gleontient unes, ,,-barriére. La proposition 3.10
assure donc que la forme normale tournante estype€chelle. Une premiere étape consiste a
maitriser le retournementagaucheaglgz pourj < n—1:

at.n pour[i, j] et[t, n] nichés ou disjoints
Uin pourj = t,
"(a; i, ap) = ’ 3.19
fg( VER ) . pourz’ —t, ( )

ag;0;, POUrs <t < j.

Notonsuy, ..., u, une suite de retournements a gauchepd,ﬁua NotonSxk1 la lettre négative
la plus a droite dang,. Comme le retournement a gauche consiste & remplaceusmsot de
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la formexy™ par f;'(z,y) " f;'(y, ), la relation (3.19) implique que;. est de la forme,, ..
Par la relation (3.19) ona.,1 < 7 pour toutk. De plus siu;, commence par le m@tai,ja;;,n
aveci < r, < j alors I'entierr,,; vauti. Donc d’'une certaine maniere la valeyrdescend les
barres de I'echellev. Il s’ensuit que le mot,, , w a,, Se retourne a gauche ep,a,, ,w’ pour
un certainw’ avecr, < p. On déduit alors que le mat. ;/(a, ,w) est non vide. Nous venons
donc d’établir que la seuld; -lettre qui divise a droite,, ,, 3 est;*.

Montrons queiii) implique(i). Posonsi,_1 ,—1 = (; . Comme la seulel; -lettre qui divise

a droite¢,,(a, ) esta, , la B}*,-fin de ¢, (a, ) esttriviale. O

Théoreme 4.4.Une suite finig 5, ..., 51) de tresses d&;* | est leg, -éclatement d’une tresse
de B si et seulement si
— (i) pourk > 3 etk = b, la tresses;, est non triviale,

— (i1) pourk > 2, la B}*-fin deg, () est triviale,
— (@i1) si, pourk > 3, onafy # a,-2,-1 alors f,_; contient unep, (57 )-barriere.

Démonstration.Soit (3, ..., 1) un ¢,-eclatement d’une tresse d&*. Le (i) est une consé-
quence du lemme 3(2) et de la proposition 2.7. La condition 3.15 implique quéJa,-fin de
la tresse

S (By) - e On(Brsr)

est triviale pour tout: > 1. En particulier laB;* ,-fin de ¢, () est triviale poutk > 2, c’est-a-

dire que la conditiortii) est vérifiee. Ldiii) est une conséquence de la proposition 3.5.
Montrons maintenant qu’une suit@,, ..., 5;) satisfaisant les conditiong), (ii) et (i)

est un¢,-éclatement de3;*. La condition(i) implique queg, est non triviale. Pouk > 3,

montrons
la seuleA} -lettre divisant & droite’ **'(3,) - ... - ¢, (3x) este, (7). (3.20)

Notons que la conditiofy) assure I'existence d&" pourk > 3. Pourk = b, la condition(ii)
implique que laB,’* ,-fin de ¢, (k) est triviale. Par le lemme 4.1, la seulé-lettre qui divise a
droite ¢, (0x) esto,(5f ). La relation (3.20) est donc vérifiee pdur= b. Supposons que (3.20)
soit satisfaite pouk+1 et montrons la pouk. Soita,, une A} -lettre differente dep,(5}).
Notonsw un représentant d¢’"(3,) - ... - ¢>(3x+1). Par hypothese, le mat se termine
par la lettre¢? (57, ;). Notonsu le préfixe dew de longueuw| — 1. De méme notons un
représentant de la tres$g Montrons que le retournement a gauche.d&(37, )¢, (v)¢,(a,%)
commence par une lettre négative. Par le lemme 4.3 et lattamdii), la seuleA; -lettre qui
divise a droitep, (57, 0x) esto, (57 ). Ainsi, par le corollaire 11.3.27, il existe uné’ -lettrea,

et unA,-motv’ tels que le moba;}q se retourne a gauche ep}sv’. On adonc

u Qﬁi(ﬁlﬁkl) v a;,lq mgu (bi(Bz:l) CL;; UI'

Comme la lettre3; est de la forme:_,,_4, la Iettre¢i(5;j) est de la formey; . On en déduit
que les lettres? (3} ) et¢, (a,s) sont differentes. La seulé,-lettre divisant a droite la tresse

¢Zﬁk+1(ﬁb) Ca (bi(ﬁkﬂ)

étantp?(37,,), par le corollaire 11.3.27, il existe uné; -lettrea, ,» et unA,-motw vérifiant

w2 (B ) dnlars) ™y agy ',
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On a donc montré que le retournement a gauchedes;’, | Jva,,’, donnea, ; u'v'. Ainsi, par le
corollaire 11.3.27, la tresse, , n'est pas un diviseur a droite d&**(3,) - ... - ¢,,(8x), ce qui
établit (3.20) pouk.

Une conséquence de (3.20) et de la conditionest que laB,*,-fin de

¢Zﬁk+1(5b) e 0 (Br)

est triviale pourt > 3. De méme pouk = 2 sauf sij, est triviale.

Afin d’établir la condition 3.15, il nous reste a montreeda3;* | -fin de¢?~2(3,)-...-#,(532)
est triviale pour3, = 1, c'est a dire que 1a3;*,-fin de ¢*2(3,) - ... - ¢>(;) est triviale.
Pour 3, triviale, la condition(ziz) implique que la derniére lettre dg esta,,_»,,-1. Par (3.20)
pourk = 3, la seuled; -lettre divisant & droite”2(5,) - ... - ¢>(03) este? (a,-2.,-1), & SAVOIr
la tresse; ,,. Ainsi tout diviseur a droite non trivial dg’~2(3,) - ... - $(/;) est un multiple a
gauche de, ,, ceci impliquant que Ia&}*,-fin de¢?~2(3,) - ... - ¢2(03) est triviale. O

Les conditions du théoreme 4.4 sont faciles a vérifidesitresses,, ... , 5; sont données
par leurs formes normales tournantes :

Corollaire 4.5. Soit(wy, ..., w;) une suite ded’ _,-mots. Alors leA’ -mot

G0 (wp) « e+ by (w2) Wy

est tournant si et seulement si les conditions suivantesvéoifiees.
i) pourk > 1, le motw, est tournant,

—(

— (4i) pourk > 3, le motwy, se termine pari,_; ,—1 pour un certairp,

— (4i7) le motw, est soit vide (sauf pour=2), soit se termine pad,_, ,—1 PoUr un certairp,

— (i) si, pourk > 3, le motw; se termine pan,_; ,-, avecp # n—1, alors le motwy_,
contient uneu, ,,-barriere.

Démonstration.La condition(i) du théoréme 4.4 est une conséquence immédiate des- condi
tions (i) et(ii7). Les conditiongi) et (i) impliquent que 1aB;* ,-fin de la tressey;, est triviale.
Notonsa,_; ,-1 la derniére lettre dey, c’est-a-direa,-1,-1 = wj. Le lemme 4.1 implique
que la seuled; _,-lettre divisant a droiter, esta,_; ,,—1. Commew, est un élément d8,*,, la
seuleA; -lettre qui divise a droitér, esta,-,,-1. Ainsi la seule lettre divisant a droite, (wy,)

esta, . Il s'ensuit que laB}*,-fin de w, est triviale, c'est-a-dire, que la conditidw) du
théoreme 4.4 est vérifiee. La conditi6iti) du théoréme 4.4 est une conséquence immédiate
des pointgii) et (iv). On conclut a l'aide de la définition 2.12 et ¢ie. O

Nous avons ainsi obtenu une caractérisation inductiverdes tournants.

4.2 Automates et langage&gulier

Dans cette section nous faisons de brefs rappels sur lemaigs et les langages réguliers.
Toutes les définitions et tous les résultats de cette secison sont issus de [EC192].

Définition 4.6. Un langagesur un alphabe$ est un sous-ensemble §¢, c’est-a-dire, des-
mots.

Il est usuel de classifier des langages en fonction des tygpeasaghines capable de les re-
connaitre. Urautomate finest une machine simple permettant de reconnaitre celéaigages.
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Définition 4.7. Un automate finiest un quintupletF, S, ¢, @, ), ou E' est un ensemble fini
d’états S est unalphabetfini, ¢t : £ x S — FE est une fonction dé&ansition, () est le sous-
ensemble dé’ desétats terminaueti est I'état initial.

L'idée est que 'automate commence a I'état initiadt lit un ruban sur lequel uS-mot est
imprimé. Aprées avoir lu une lettre, I'état de 'automateange, en fonction de I'état dans lequel
il se trouve, de la lettre lue et de la fonction de transitioAlors le ruban est décalé d’une lettre
vers la droite, c’est-a-dire, la téte de lecture est tecd’'une lettre vers la gauche. Si apres
avoir lu tout le ruban l'automate se trouve dans un étatitemon dit que la mot écrit sur le
ruban esteconnupar I'automate.

Définition 4.8. L'ensemble de$-mots reconnus par un automate fini est un langagéditlier
surs.

On représente souvent un automate a lI'aide d’'un grapkatériavec un noeud pour chaque
état et une fleche étiquetée par une lettr&Sdmur chaque transition. Par convention, un état

terminal est représenté p@ et I'etat initial est représenté par_>O . Voir la figure 3.9

pour un exemple.

FIG. 3.9 :Un automate fini sur l'alphabet S = {+,1}. Le mot vide est interprété comme représentant 0
et est reconnu. Les autres mots reconnus sont ceux de laforme 1 + 1+ 1 + ... + 1 a condition
gu’il représente 0 modulo 3.

Etant donné un automate fini, on peut quelque fois le sireplfans modifier le langage
gu’il reconnait. On peut supprimer tous les étatecessibles’est-a-dire, ceux qui ne peuvent
pas étre atteint a partir de I'état initial. Ensuite, @upregrouper tous les étatmrtsen un seul ;
un état est ditort s’il est accessible, non terminale et si on ne peut pas em, soest-a-dire,
les seules fleches partant d’'un état mort pointent verm&me. Par exemple I'état étiqueté
dans l'automate de la figure 3.9 est un état mort.

Dans la suite, afin d’alleéger les automates, on ne dessiaesrkes états morts. Si a partir de
I'état courant il n’existe pas de fleche étiquetésortant de I'état courant, alorssest lu on se
retrouve dans I'état mort et le mot sur le ruban de 'aut@magst pas reconnu.

Par exemple I'automate de la figure 3.9 devient :

Avec notre convention de lecture, un automate lit un mot dirdéte vers la gauche. Dans
la littérature, et en particulier dans [ECB2], les automates lisent les mots de la gauche vers la
droite. Nous avons choisi cette convention car c’est la ptusmode pour décrire les langages
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()1()+g21()+()1<)+
1

FiG. 3.10 :Automate de la figure 3.9 auquel on a retiré I'état mort M.

de la section suivantes Cependant, notons que ces com@&ntamt aucune importance du point
de vue langage régulier. En effet, on a le résultat suNemtun langage réguliel et le langage
des mots dd. écrits a I'envers :

Théoreme 4.9.Si L est un langageé&gulier sur un alphabe$, alors le langage contenant les
mots del. écrit a I'envers est aussi un langagéegulier.

4.3 Cas des mots tournants

Dans cette section nous décrivons la construction, parcineh sum, d’'un automate recon-
naissant le langage des mots tournantsoans.

Notation 4.10. NotonsT,, le langage surl] des mots tournants:abrins.

Commencons d’abord par = 2. Toute puissance de , étant un mot tournant a brins,
'automate suivant reconnait le langdfe

a1,

FiG. 3.11 : Automate reconnaissant le langage 7T, des mots tournants a 2 brins.

Intéressons nous maintenant au gas: 3. Une conséquence du corollaire 4.5 est la car-
actérisation suivante des mots tournantgains.

Proposition 4.11.Un Ag-mota% -...rap’y ay’y atly esttournant si et seulementegiest non nul
pour k > 3, ol on pose
a2 pourk=1 mod 3,
ag] = § @23 Pourk =2 mod 3,
a;3 pourk =3 mod 3.

Démonstration.Les mots tournants a deux brins sont les puissancesdéosonsu;, = at’,.

Le motw = ay; - ... - af’y ag’; af), est alors égal a

§_1<wk) e <Z532,(w3) - s (ws) - wy.

Comme il n’existe pas de barriére daB$", le motw est tournant si et seulement siil vérifie les
conditions(ii) et (#i:) du corollaire 4.5, ce qui reviente # 0 pourk > 3. O
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FiG. 3.12 : Automate reconnaissant le langage T, des mots tournants a 3 brins.

A 'aide de la proposition 4.11, on vérifie aisement queiitanate donné a la figure 3.12
reconnait les mots tournants &rins.

Malheureusement, pour> 4, il n’existe pas de caractérisation des mots tournantsrins
aussi élémentaire que celle donnée a la propositidhdahs le cas = 3. Afin de construire un
automate reconnaissant le langdgenous allons utiliser la caractérisation des mots tousian
an brins donnée au corollaire 4.5 ainsi qu’une inductiorsur

La premiére étape consiste a construire un automateconnaissant leg; -mots tournants
se terminant par une lettrg ,, pour un certairp.

Notation 4.12. Notons7,>? I'ensemble des mots deT,, se terminant par une lettrg ,, pour
un certainp.

Remarquons que les mots @g2 sont desA’_,-mots tournants dont lg,,-eclatement est
de la forme(wy, ..., ws, 1), d’ou la notation.

Afin de décrire facilement le processus d’induction il etiieude bien nommer les états de
I'automateA>? reconnaissant le langa@g.

Définition 4.13. On noteF;, 'ensemble des couplép, m) oup est un(n—2)-uplet(p,, ..., p3)
avecp; dans{0, ..., i—1} etm est un sous-ensemble §& ., as , ..., ay_2.,, }. POUre = (p, m)
un élément dé,, on notee(0) le (n —2)-upletp ete(1) 'ensemblen. De méme on note(0, ¢)
I'entier p;.

Cette maniére de noter les états semble étrange dan®omeptemps. Précisons le fonc-
tionnement du premier parametre.

Définition 4.14. Poure un élément d€",, on noten,,(e) la A -lettre

S0 (@Y (65 (65 (012)))-))

L'idée est que pour arriver a un étatde F;, la derniere lettre lue par I'automate doit
étrea(e).
Afin de maintenir un procédé d’induction, nous n’allons gaulement construire un auto-
mate
>2 >2 o22 .22 22 22
A7 = (BEF°, 87717071,

reconnaissant le langage mais un automate ayant les @i@psUivantes :
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Propri étes 4.15.

— AZ* reconnail 2, (4.15.i)
—onaS;? = Aj et{x, M} C EZ* C F, U {x, M}, (4.15.ii)
— M est I'état mort ded>? et x son état initial, c’est-a-dire; = x, (4.15.ii)
— toutes les transitions sont de la formé(e, x) = M out(e, ax(e)) = ¢/, (4.15.iv)

— tout état different dé/ de A7” est terminal, c'est-a-dire)7” = EZ* — {M}.  (4.15.v)

L'étape initiale de la construction inductive peut étbdemue pour. = 2, mais il nous parait
plus judicieux de commencer directement a partir de I’m&tteeAg22 donné a la figure 3.13
a3

Fic. 3.13 :Automate A3 satisfaisant les propriétés 4.15.

Proposition 4.16. L'automateA;? de la figure 3.13 satisfait les progtes 4.15.

Démonstration.L’automate de la figure 3.12 reconnait le langdgeRemarquons que l'auto-
mateAf2 est obtenu de ce dernier en retirant la boucle étiquetédasée sur I'état initial.
Ainsi tout mot reconnu pard;? est tournant et ne se termine pas par la letfre La condi-
tion 4.15.i est donc vérifiee. Les autres propriétées.dé 4e vérifient directement a I'aide de la
figure 3.13. O

Pour la suite, on suppose que I'automaltg®; est construit et satisfait les propriétés 4.15.
Notre but est de décrire la construction de 'automdf# a partir de.4>?,. Comme cette
construction est assez technique, nous allons illustsatiféerentes étapes pour= 4.

Pour satisfaire la conditiofiv) du corollaire 4.5, nous devons modifier 'automatg®,
afin qu’il « mémorise» la lecture d’uney, ,-barriere pour differentes valeurs gec’est le role

de I'ensemblen décrivant les états dg,.

Notation 4.17. Poure un état deF,, etp un entier de{1, ..., n—2}, on notee U {a,, } I'état
deF, égal a(e(0),e(1) U {apn}).

Définition 4.18. Soit A = (E, A} _{,t,Q, {*}) un automate satisfaisaht C F, U {x, M} et

n—1»
tel que la lettres, ,, n'appartienne pas@1) pour toute de E. On définitA(a,,) comme étant
lautomate(E’, S’ ', Q', {x}) avecS’ = S,
E'= EU{cU{ap}.c € E—{%M}}, QU{cU{ap.}.c € Q— {*}}.
et ou la fonction de transitioti(e, x) est définie par

t(e, x) poure € E etx pas uney, ,-barriere
t'(e,;z) =< t(e,x) U{a,,} poure € E etx unea, ,-barriere
(t(e',x) U{apn} poure=e U{a,,}avece e E.
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Proposition 4.19. SoientA4 un automate ep un entier comme dans laéfinition 4.18. Alors
'automate.A(a, ) reconnat le meme langage quel. De plus si apés avoir lu un4;,_,-mot
l'automate.A(a, ) est dans Etate alors le motw contient unez, ,-barriére si et seulement si
la lettre a,, ,, appartienta e(1).

Démonstration.Soit w un A} -mot de longueur. Notonse,. (resp.(e})) I'état dans lequel se
trouve A (resp..A(a,,)) aprés avoir lu la éme lettre dev. Supposons que ne contienne
pas deu, ,-barriere. La définition d¢ implique qu’on ae;, = e} pour toutk de {1, ..., ¢}. Il
s’ensuit quew est reconnu pad si et seulement s’il I'est pad(a,,, ).

Supposons maintenant que contienne uneu, ,,-barriére. Soit?’ la longueur du préfixe
maximale dew ne contenant pas deg ,-barriere. Par définition d&, on ae) = e, pourl <
k < U ete), = e, U{ay,} pourk > ¢'. Comme, par construction d¢, I'état e, appartient a
() si et seulement si, U {a,,} appartient &), le motw est reconnu par I'automaté si et
seulement s’il I'est par 'automatd(a, ,,).

Comme, par hypothese, tout éléemende £ vérifie a,,, € e(1), 'automate A(a,,,,) se
trouve dans l'état aveca,, appartenant a si et seulement si ung, ,-barriere a déja été lue
(voir définition det’). O

Exemple 4.20.

FiG. 3.14 :Lautomate A§2(a274). Les transitions supprimées aprés la duplication de A?Q sont grisées,
celles rajoutées ensuite sont en tireté.

A la figure 3.14, on remarque que beaucoup d’états sontdsaidues danslz?(as4). En
supprimant ces états, I'automate de la figure 3.14 devidnt de la figure 3.15

>2
n—1

Définition 4.21. Pourn > 4, on note A’ 'automate A
primer tous les états inaccessibles.

(agy)...(an-2,) duquel on a sup-

Une conséquence directe de la proposition 4.19 est :

Proposition 4.22. L'automate.A* reconnat le langageT>% pourk = n—1. De plus si apes

avoir lu un motw de7>% l'automate est dansétate alors, pourp € {1, ...,n—2}, le motw

contient unez, ,-barriére si et seulement 8}, ,, appartienta e(1).
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FiG. 3.15 :Simplification de I'automate A?Q(aM) de la figure 3.14 : on a supprimé les états inaccessi-
bles.

Pour continuer la construction, nous définissons ce que appelons un fragment d’auto-
mate.

Définition 4.23. Un fragment d’automated est un quintuplet®, S,t,Q, 1), oUE, S, t etQ
sont les mémes que dans la définition 4.7 d'un automatetfini & — FU{M } estla fonction
des entees De plus on suppose quen’appartient pas & et queM désigne I'état mort del.
La cloturedu fragment d’automatd est 'automaté £ U {x}, S,t', Q, {}) avec

P(e. ) t(e,x) poure € F,
€, xr) =
’ I(x)  poure = x.

Notre construction de I'automatd>? fait intervenirn fragments d’automates noté$’
reliés entre eux. Intuitivement, le fragmenf reconnait les mots de la forngé (w), ou¢ est
congru & modulon etw est un mot dg .

Définition 4.24. On définit un fragment d’automatd’ = (E°, A, 2 Q% I?) & partir de
lautomateA: = (E, A: | t:, Q% {x}) en posant

n—17"n>
Eg, = E: - {*}7 Q?Z = Q?l - {*}7 ]2 = {t;(*,x),x S A;—l} - {M}a

et ol la fonction de transitioty est définie par

M oure =

tg(@, l’) _ p (& *,

t(e,x) sinon
Définition 4.25. Soite = (p,m) un état deF,,_,. Pour toutk > 0, on noteg® (e) I'état de E,
égal a((k, pn-1, ..., p3), {¢F(x), x € m}).

Notons, que, par définition, pour toaide E,,_;, on aw,(¢*(e)) = ¢ (a,-1(e)). Par con-
vention, on pose¥ (M) = M pour toutk > 0, ot M est un état mort.

Définition 4.26. On définit le fragment d’automatd” = (E%, ¢¥ (A5 _,), %, Q% I¥) a partir de
I'automateA° en posant

Ey = ¢5(E), Qi = di(@Qn), I = ¢n(L),
et ou la fonction de transition est définie par

tn(S5(€), 0 (7)) = ¢y (th(e, 7).
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Maintenant que nous avons les fragments d’automdfepourk = 1, ..., n, il suffit de
les relier pour obtenir 'automatd>2. Le point est que I'on crée une transition reliant I'atat
de AF alétati(e, z) de A* siz appartient &(1).

Afin d'alléger la définition suivante, on pogg™! = I

Définition 4.27. On définit.A>? comme étant 'automatgZ>?, A}, t2%, Q2% {+}) en posant
EZ2=FE'U..UE" Q>=QLu..uQ",
et ol la fonction de transitioty? est définie par
(tk(e,z) poure € EX etz € PF(AT ),
I¥Y(z) poure € EF etz € ¢F 1 (AL _|) — ¢F(Af ),

t2%(e,x) = { I'(x) poure = x etx = a,,, avecp # 1,
I?(a;,) poure=xetr=ay,.
M sinon.

\

Proposition 4.28. L'automateA>? construita la définition 4.27 satisfait les propgies 4.15.

Démonstration.Soit w un A-mot. Par construction, la cloture du fragment d’automdfe
reconnait les mots de la formg’(w), pour &’ congru ak modulon, ollw est unA,,_;-mot
tournant se terminant par,,, pour un certairp. Ainsi le motw est reconnu paw>? si et
seulement siv s’écrit
w= gbz_l(wb) ceen @ (we) - 1,

ou leswy, sont desA;_,-mots satisfaisant les conditio(s, (ii) et (ii7) du corollaire 4.5. Par
construction de=? et par la proposition 4.15, aprés avoir lu la letirg pour k > 3, 'auto-
mate.4>? n’est pas dans I'état mort si et seulement si le mot; contient unew; -barriere. La
condition(iv) du corollaire 4.5 est donc satisfaite. Nous avons ainsi raante I'automated>>
reconnait le langagE>2. Les autres propriétés de 4.15 sont des conséqueneetedide celles
de.A>?, et de la construction des fragments d’automatgs O

A partir de 'automate4>2, nous pouvons construire, par induction, un automgteecon-
naissant le langadg, des mots tournantsrabrins. Pour cela on insere 'automadg _; comme
« préfixe» de I'automated>2.

Définition 4.29. Pourn > 4, on définitA4,, a partir des automates

An—l - (En—la A;—latn—la Qn—la {*}) etAr%Q = (Er%Qa A+ t>2 =2 {*})7

mn’“n » Yn

comme étant 'automate”,,, A’ t,; Q,, {*}) avec
E,=E7?UE, 1, Qu=07"UQu,
et ou la fonction de transitiot), est définie par

tn(e,z)  poure € B2,
b(e.x) to-1(e,z) poure € E,_; etx € A _,,
n\€, L) =
I}(z) poure € E,,_; etx = a,,, avecp # 1,

I?(ay,) poure € E,_, etx = ay, avecp # 1.
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/ 2.4
(3,0) (3,2),a13

53 T34

' (l:;)4 ‘
2,8

FiG. 3.16 :Automate A7 reconnaissant le langage 772, c’est-a-dire, les mots tournants de A4, se ter-
minant par a,, , pour p = 1,2 et 3. Sa construction nécessite I'utilisation des quatre fragments
d’automate A% pour k = 1,2, 3 et 4.
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Proposition 4.30. Pour toutn > 3, 'automateA,, reconnat le langager,,.

Démonstration.Soit w un A, -mot. Notonsw, le plus grand suffixe de qui soit un4; _,-
mot et notonsy’ le préfixe associé. Comme le mot est reconnu par I'automatd,, ; si et
seulement s'il est tournant, 'automate se trouve dans un état different de I'état mbftsi et
seulement siv; est tournant. Le mat’ est ensuite lu par la partie de I'automatg provenant
de 'automate4>2. Ainsi le motw est reconnu par I'automaté,, si et seulement s, est un
mot tournant §n—1) brins etw’ est le mot vide ou un mot tournantrabrins se terminant
par une lettres, ,, pour un certairp, c’est-a-dire, si et seulementwsiest un mot tournant a
brins. O

Une des conséquences de ce résultat est que le lafigage régulier :

Corollaire 4.31. Pour toutn, la famille des mots tournangsn brins est un langageagulier.
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ag 4

(3,0),a13 o (3,2),a13

' fad ‘
2,1

FiG. 3.17 :Automate A, reconnaissant le langage 7.



V. Expressions-definie

Le point clé de I'existence de I'ordre des tresses est lpnate C, qui établit que toute
tresse non triviale admet au moins une expressiol&finie, c’est-a-dire, une expression dans
laquelle le générateur, de plus grand indicé apparait seulement positivement, ou seulement
négativement. Independamment de toute considératadre, cette propriété est un résultat
fondamental des tresses.

Dans les vingt dernieres années, au moins cing ou six détragions d’approches differentes
de ce résultat ont été proposées. La premiere, partivoridey en 1992, repose sur les algebres
auto-distributives [Deh94]. La suivante, par D. Larue R4 utilise la représentation d’Artin
des tresses comme automorphisme du groupe libre, un argumiea été independamment
redécouvert part R. Fenn, M. Greene, D. Rolfsen, C. RourkeWiest [FGR 99] dans un lan-
gage topologique. Une démonstration completemerermiffte utilisant la géométrie du graphe
de Cayley deB,, et la théorie de Garside apparait dans [Deh97a]. Il eris$si au moins deux
démonstrations reposant sur des algorithmes de relaxatio sont des stratégies pour sim-
plifier de proche en proche I'image d'une (famille de) coyshealessinée dans un disque et
déformée par I'action d’une tresse vue comme un homéphisme du disque. Une est décrite
par I. Dynnikov et B. Wiest dans [DWO07], une autre par X. Beagsdans [Bre08].

Toutes ces méthodes sont effectives et donnent lieu dglasthmes. Cependant, en termes
de complexité en espace et en temps, aucune n’a une cotdptesilleure qu’exponentielle.
En particulier, la meilleure borne supérieure obtenuer peplongueur d’'un mot-défini final
equivalent a un mot de tresse initial de longuéest une exponentielle ¢ D’un autre cote,
certaines méthodes sont connues comme extrémemenceffiea pratique, et la conjecture
suivante appartient au folklore du sujet :

Conjecture 0.1. Pour toutn, il existe une constantg, telle que, pour tout mot de tressean
brins de longueut, il existe un mot-définiéquivalent de longueur au plds, /.

Le but de ce chapitre est de démontrer la conjecture 0.1.rineipe de I'argument est
le suivant. Etant donnée une tressale B,,, on commence d’abord par I'exprimer comme
fractiond;* 4/, ou, on le rappelle), est 'eléement de Garside d&'*, et ou3’ est un élement
de B;*. Ceci est possible cd,, est le groupe de fractions d&*. SiI'exposant est plus grand
que la longueur dg, -éclatement dg’, alors le facteus-négatifs * 'emporte sur le facteur-
positif 5 et un moto-négatif représentarnt peut étre facilement obtenu par un calcul direct
consistant essentiellement a intercalersgthentre les termes di,-éclatement ded”. Sinon,
si 'exposantt est plus petit que la longueur di, éclatement de/’, on détermine la forme
normale tournantev de 5’ et on essaie d’obtenir un représentanpositif de 5 en poussant
le facteur négatip,* & droite au travers de. Le probleme est que certain matsnégatifs
d’'une forme particuliere, appel@sots dangereuxapparaissent a chaque étape. Le point clé est
gue les mots tournants sont des échelles d’apres la ptigmol.3.10, ce qui hous permet de
contrdler I'impact des mots dangereux. L'étape éléaiea de I'opération consiste a échanger
un mot dangereux et un mot tournant. Pour cela nous défirsstautilisons un I'algorithme dit
de renversement.
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Le chapitre est organisé comme suit. Dans une premietmsamus définissons les mots
dangereux et I'algorithme de renversementa section 2, nous montrons que I'algorithme de
renversement appliqué a un mot consistant en un mot demgsuivi d’une échelle renvoie un
mot o-nonnégatif équivalent. Nous démontrons la conjecfutea la sectiors. Finalement a
la sectiond nous décrivons un algorithme plus simple permettant éwibtdes motsr-définis
guasis géodésiques.

1 Renversement

Le but de cette section est de décrire I'algorithme ditedeersementComme I'algorithme
de retournement, il est défini sur des mots de tresses efstmerssentiellement au remplace-
ment de sous-mots d’un certain type par un mot donné enifondes régles de renversement.
Néanmoins il nécessite I'introduction de nouveaux altygts.

1.1 AD,-mots

Jusqu’a maintenant, nous avons considéré des mots gxratighabets differents, a savoir
l'alphabet>’ des générateurs d’Artin; et I'alphabetA, des générateurs de Birman—Ko—
Leea,,. A partir de maintenant, nous allons utiliser un troisiérhabet correspondant aux
tressesl,, , introduites a la section 11.1.2.

Notation 1.1. NotonsD,, I’ensemble{d;ﬁé |1<p<qg<n}etAD, 'ensembleD, LI A,.

Nous rappelons gu’'un mot sur un alphabegst appel&-mot. Naturellement legl,,-mots
et lesD,,-mots sont desiD,,-mots particuliers. Ainsi, les notions définies sur #&B,,-mots
(comme lao-positivité, voir 1.2) seront également définies sur Agsmots et lesD,,-mots.
Nous utilisons la convention que Ig,-mot d,, , est le mot vide: pour toutp.

Les AD,-mots représentent naturellement des tressds, de peuvent &tre traduits e, -
mots. Il est cohérent avec la définition dg, etd, , comme tresses (voir les définitions 11.1.1
et 11.1.5) de définir des mots, , etd, , par

-1

_ -1 o
Ay g = Op--0g-204-1 0y 5.0, (y, o = 0p...04-1. (4.1)

De cette maniere, pour toutD,-mot w, la tresse représentée parcoincide avec celle
représentée par ke,-motw obtenu dev en remplagant tout lettrg, , para, , et toute lettrel,, ,
pard, ,. Nous pensons qu'avec ces notations il ne devrait pas y deodifficulté a utiliser
differents alphabets.

Nous redonnons maintenant la définitionXdgmotso-positifs eto-négatifs et I'etendons
aux AD,-mots.

Définition 1.2.
—Un X,,-mot est ditg;-positif (resp. g;-négatif) s’il contient au moins une lettre, pas de
lettres; * (resp.au moins une lettre; ! et pas de lettre;) et pas de Iettrejﬁ1 pourj > i.
—Un X,,-mot est ditg;-nonrégatif s’il est g;-positif ou bien s’il ne contient pas de Iettdﬁﬁ1
avecj > i.
—Un AD,-mot est ditg;-positif (resp.o;-négatif,resp.o;-nonnégatif) si lex,,-mot w esto;-
positif (resp.o;-négatif,resp.o;-nonnégatif).
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Exemple 1.3.Un X,,-mot ne peut pas étre a la faispositif eto;-négatif, mais, d’'un autre coté,
un,,-mot peut tres bien n’étre wj-positif ni o;-négatif pour tout. Par exempleg,o,0;* n'est
ni oy-positif (car il contient une lettre; '), ni o,-négatif (car il contient une lettre,), ni o;-
positif ouc; -négatif (car il contient la lettre,). Par contre, le mat; ' 0,0, qui lui est équivalent
estoy-positif. Par ailleurs, le mot vide, 0%, etoo;! sonta,-nonnégatifs, car la lettre;! n'y
apparait pas.

Exemple 1.4.Le A,-mot a;}g a; 3 N'est pasoy-positif, car sa translation par (4.1) estig-

mot o,! oy o5 07, qui n'est pasr-positif comme il contient la lettre;!. Le motag}3 a3 est
équivalent a; 3 a1, qui se traduit em; o, o7 ' 07, Un Moto,-positif. La tresse,; a, 3 est donc
o»-positive.

Une conséquence immeédiate de la définition 1.2 est lact&rsation suivante dedD,,-
motsa;-positifs.

Lemme 1.5.Un AD,-motw estg;-positif siw contient au moins une lettre ;., oud_;;; et
pas de lettre: .|, d %, a} oud’} avecj > i+1.

Ce résultat nous permet de redéfinir une notiomdg,-mot o;-positif sans passer par une
traduction en termes de,-mots.

On arrive a la notion clé de cette section. Le problemelédéntifier une forme générique
des fragments négatifs que nous devrons controler epssilple, de nous en débarrasser. I
apparait que la bonne notion est définie en terme desdeffte et c’est ce qu’on appelle un
mot dangereux

Définition 1.6. Pourn > 3, un D,-mot est appelé, ,,-dangereuwde typeg s'il est de la forme

d]_”%k),nfl d]_”%kfl),nfl d]_”%l),nfl (42)
avecq = f(k) = f(k—1) > ... > f(1) = p.

Par convention l'unique mat,_, ,-dangereux est le mot vide .

Notons qu’un mot dangereux est entierement déterminé pablg-motw en regroupant les
lettress; ! & partir de la droite et en coupant devant chaque leftre Par exemple, lé3,-mot
o;'oy o3 oy oy ! peut seulement étre la traduction du mog-dangereuxl,’,d; .

A ce point, la définition d’un mot dangereux semble venir diéepart. Pour le moment, ob-
servons que dans I'expressiép, d,}, | dea,,, le fragment négatid,’, | esta, ,-dangereux.
Ceci reflete l'intuition que les mots dangereux sont agsoaiux parties négatives dds-
mots—donc a leurs parties dangereuses pour notre butstjdedgrouver des expressions

positives.

1.2 Lalgorithme de renversement

Le but de cette section est de décrire un algorithme quiaped’un motz, ,,-dangereux: et
d’unea, ,-echellew, renvoie un mot,_,-positif w’ qui est équivalent a w’ et qui est presque
unea, ,-échelle dans un sens que I'on définira plus tard.

L'éléement de base est un procédé ditrdaversementjui transforme certaing D,,-mots
avec des lettreg”!, | a gauche en mots avec des lettie$ , a droite (ou sans lettré’,
du tout). Ainsi le renversement est un procédé permettaqtousser des Iettrels}n,1 vers la
droite.
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Définition 1.7. Soientw, w’ desAD,,-mots. On dit que la relatiom~w’ est vraie siw’ est
obtenu dew en remplagant un sous metdew par un mot.’ tel que(u, v’) est 'une des paires
Suivantes

(d) qars, Rplars)d), ) avecs <p<n—20up<r<n—2, (4.3)
(d;}n—lar,sa dr,n—lR;(a'r,s) d;,ln—l) avecr <p <s < n-— 17 (44)
(d) 1drn-1, drno1 Ry) avecr < p<n— 2, (4.5)

avec
drn-1  POUrs = p,

a ours <
Rp(ar7s) — T,8 p p?
As-1n—1 POUrT = p, R/ = d7!
p

p—1n-2*
Ar-15-1 POUIrT > p.

/ _ g1 -1
Rp(aﬂs) - dp*l,n72 dr,sflv

On dit quew serenverse erf étapeenw’, notéw~“w’, s'il existe une suite de mots
Wo, Wi, ... , Wy,

satisfaisantyy = w, w, = w’, etw,~"Y w1 pour toutk. On dit quew serenverseenw’, noté
w ~ w', S'il existel tel quew se renverse ehétapes em’'.

Formellement, le renversement est similaire a I'opératie retournement a droite introduite
a la section 11.3.2. Cependant, cette similitude est seeid superficielle : ce qui est commun
c’est I'idée de pousser certain facteurs spécifiquesodajmais les facteurs considérés et les
regles d’échanges sont completement differentes.

Avant de donner un exemple, nous introduisons la notion dgrdmme de renversement
qui est similaire a la notion de diagramme de retourneraahite et qui est plus commode
pour illustrer le processus de renversement. Supposonsgus, ... , w, SOit une suite de ren-
versements, c'est-a-dire, une suiteAl®,,-mots, tels quev, ~ wy; Soit vérifiee pour touk.
D’abord, nous associons®@, un chemin étiqueté par ses lettres successives : on asdoci
toute lettred,,,,_, une fleche verticale dirigée vers le bas étiquetge ;, et a toute autre let-
tre  une fleche horizontale dirigée vers la droite étiquetéalors, on représente successive-
ment les motsu,, ..., w, de la maniere suivante : 8i,,; est obtenu dev, en remplacant un
sous motd,’, .z dew, parud,,, , (oud,}, ,x~"Mud, ], , est satisfaite), alors on compleéte
le schéma associé au sous-nig ;2 en utilisant une fleche horizontale dirigée vers la droite
étiquetéer et une fleche verticale dirigée vers le bas étiquétée;, voir figure 4.1.

s s X
u u
FIiG. 4.1 :Renversement de d-! .z en ud}

S wn—1- On remplace la fleche dirigée vers le bas étiquetée
d, ,—1 par une arréte verticale étiquetée ¢ lorsqu'on a ¢ = n—1, c'est-a-dire, lorsque d, ,,_, = ¢
est vérifiée.
Supposons que et w’ soient deuxAD,,-mots et quew se renverse en’. Alors la suite
de renversements allant deaw’ n’est pas unique, mais le diagramme de renversement obtenu
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dépend seulement deetw’. Le renversement donne facilement lieu a un algorithnerdéniste
en choisissant de toujours retourner le sous-mot possilghit a droite. L'algorithme termine
guand un mot avec aucun sous-rﬂp};,1 ne pouvant étre renversé est obtenu. Cet algorithme
est appel@lgorithme de renversement

Voir figure 4.2 pour un exemple.

a3 a3 Qg 4
» >
dy 4 d3,4 ds 4 €
> P - > >
dy 4 dyly diy @13 dy 4 dyly dyy
d374 15
\4 >
dy 4 dyy

FiG. 4.2 :Diagramme de renversement du AD,-mot dj'd;'ja, 30, 305, On arréte avec
dl7442’}3d5}3d{}2a173d274d5}3d5}3. Chaque rectangle dans le diagramme correspond a une
relation u~®w’, donc le nombre de rectangles est la longueur de toute suite de renversement
(wy, ..., w,) : la suite n'est pas unique, mais sa longueur et le diagramme correspondant le
sont.

1.3 Premieres propriétés

A la section précédente nous avons défini I'algorithmeedwersement prenant en entrée
un AD,-mot et renvoyant um D,,-mot. On peut alors naturellement se demander quels sont
les liens entre ces deux mots. Une premiere étape comsistentrer que le mot retourné est
equivalent a celui d’entrée. Pour cela nous passeronkpasultat technique suivant portant
sur les tresses, , :

Lemme 1.8. Les relations suivantes sont satisfaites :

— ¢, (dpg) = dpi1g41 POUrp < g < n— 1, (1.8.1)
—d, apg drs = 0, (6,(ay,)) POUrp < g <7 <. (1.8.i)

Démonstration.La relation (1.8.i) est une conséquence immédiate d&@l). Pour (1.8.ii), on
observe d’abord que la relation (I1.2.6) implique I'éqalenced, ; = d;}r d; s. On déduit que
le motd,, a,, d,, est équivalent &', d , a,,d;. d,,. Comme, par hypothése, , appar-
tient au monoideB;™, le sous-motl, . a,, d;’. est équivalent &, (a,,), Nous rappelons que
la tressed, , est représentée par 8,-mot d, ,. Finalement comme le monoide™ est in-

clus dans le monoid8;* et que¢, (a,,) appartient aB,/*, on obtient I'équivalence entre les
mOtSdils r(ap,q) dys et ¢3_l (Qbr(ap,q))' O

Nous pouvons maintenant démontrer quéd Ie,-mot renvoyé par I'algorithme de renverse-
ment est équivalent adD,,-mot d’entrée.

Lemme 1.9. Pourw, w’ desAD,,-mots, la relationw ~ w’ impliquew = w'.
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Démonstration.ll est suffisant de monter que~"“«w’" impliquew = w’, donc de monter que
le motwu est équivalent &’ si (u, ') est une paire de la définition 1.7. On commence avec le
couple (4.3). Supposons d’abotrd< p. La relation (1.8.ii) implique

d;,lnfl U s dpp-1 = (bril((bp(ar,s»- (4.7)
Pours < p, NOUS avon®), (a,,s) = a,+1,5+1, PUISG ' (¢,(ars)) = a,,. Larelation (4.7) devient

alorsd,’,  a,sdyn1 = a,.. Onadonc larelatiod ! a,, = a,.d)}, |, Cestadire

d' 1ars = Rylays)d,), pour le cass < p.

p,n—1

Pours = p, nous avong, (a,s) = ar+1, puis¢;{1(¢p(ar,s)) = a,n-1. Larelation (4.7) devient
alorsd,} | a,,d,, 1 = a,,-1. Onadonc larelatiod,’, a., = a,,-1d,}, ;, c’estadire

d;}n_lam = Ry(ars) dt

,n-1 Pourlecas = p.

Maintenant, supposons> p. La relation (11.2.6) impliquel, ,,., = d;}p dy »—1. Onadonc
d;,ln—l Qs dp,nfl = diln—l dl,p Ar g dilp dl,nfl- (48)

Pourr > p, les relations (11.2.5) et (11.2.7) impliquent que les 8esd, , et a, , commutent.
La relation (4.8) assure alors I'équivalence ealfe | a, s d, 1 €t¢. 1, (a, ). Larelation (4.8)

devientd,, | a,dpn-1 = a, 1,1 €t on obtient

d—l

s = Rylays) do) pour le cas > p.

p,n—1

Pourr = p, la relation (11.2.5) implique que la tresge, a, s d;}p est équivalente a; ;. Ainsi,
par (4.8), il y a équivalence entre les tresdgﬂg,l arsdpn-1 €8¢ (a1,4). La relation (4.8)
devientd.!,  a,,dpn 1 = as-1,,-1 €L ON Obtient

dt yars = Ryays) dy) pour le cas = p.

)TV p7n_1

Considérons maintenant le couple (4.5). La relation .@).2mpliqued, ,,—; = d{}r dyp-1.
On adonc
d71 d;,ln—l dr,nfl = diln—l dl,r dp,n,1 dilr dl,nfl- (49)

r,n—1

Par (11.2.7), les tresse$ , etd,,,—; commutent. Ainsid; , d,, -1 d{}r est équivalente d,,,_1.

Par (1.8.i), la relation (4.9) devient dong, ,d.! ,d,. 1 =d,',, ,eton obtient

d;}nfldr,n—l = dr,n—le-
Finalement, considérons le couple (4.4). Comme, par.§,®n aa, ; = d, s d;ls,l et que

la relation (11.2.6) impliquel, s = d,.,,— d;}n,l, on obtient
A yars=d)  dn1dl d (4.10)

Par (11.2.7), les lettred, , , etd,, , commutent. De plus, (4.5) implique que le rig}, d,.,,
est équivalent au mat, ,,_; dljllvn_Q. La relation (4.10) devient donc

-1 _ -1 -1 -1
dp,nfl Qr;s = dr,nfl dpfl,n72 dr,sfl ds,nfl
etonobtient,!, | a, s = d,n1 R} (a,s) d;), . O
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2 Dangereux contreechelle

Nous allons maintenant appliquer I'algorithme de renvers® aux mots constitués d'un
mot a,, ,-dangereux suivi d'une, ,-eéchelle, dans le but d’obtenir un matpositif équivalent
lorsque c’est possible.

Encore une fois, le probleme consiste a identifier la fogaeérique des mots finaux que
nous pouvons obtenir. Une nouveau type de mot de tressele apyeapparait ici, et le résultat
principal est que le renversement d’'un mot constitué d'whay,,-dangereux suivi d’'une,, ,,-
échelle donne toujours un metnonnégatif qui est un mur.

Nous proposons ici une description faite par induction auohgueur du mot dangereux
considéré.

2.1 Casdelalongueun

La premiere étape consiste a décrire le mot retourn&agdgorithme de renversement ap-
pligué a un mot dangereux de longuéusuivi d’'une échelle. Pour cela nous introduisons un
nouveau type delD,-mot appelé mur, qui est un affaiblissement de la noticckélle. Le
principal résultat de cette section est que, dans le casdfingereux de longuetrsuivi d’'une
échelle, I'algorithme de renversement retourne un mucheale I'échelle d’entrée.

La notion de mur se décline en deux versions, I'une glised muret I'autre ditepetit mur.

Définition 2.1. Pourn > 3 etp < n—2, on dit qu'un AD,,_;-mot w est ungrand a,, ,,-mur
ados€aa, 1,1 S'il existe une decomposition

/
w=1u- dr,n—l “w o dq—l,n—l "v

satisfaisant les conditions suivantes

—r <D, (2.1.1)
—u est unA,,_;-mot positif, (2.2.ii)
—w' est unAD,,_;-mota,_,-nonnégatif sansl,_;-lettre négative, (2.1.i)
—v esta,-1 ,-1-dangereux. (2.1.iv)

Ondit qu'unAD,,_;-motw est unpetita, ,-mur adosgaa,; ,-; S'il existe une décomposition
W=U-dg_1p-1"0

satisfaisant les conditions suivantes

—-q—1<p, (2.1.v)
—u est unA,,_;-mot positif, (2.1.vi)
—uv esta,-1 ,-1-dangereux de typg < p. (2.1.vii)

Dans les deux cas, on nat&w) le motu défini ci-dessus, @D (w) le motwv défini ci-dessus.

On dit qu'unA,,—;-motw est una, ,,-mur s'il est soit un grand soit un petit, ,-mur.

Notons que la condition satisfaite par la letttg, ; présente dans la décomposition d’un
grand mur est la méme que celle satisfaite pat,lg-barrierea, ,,_,. La méme propriété est
verifiee pour la lettrel,_, ,,_; intervenant dans la decomposition d’un petit mur.

Pour le moment nous avons défini les,-murs seulement poyr < n—2. Nous allons
maintenant considérer des_, ,-murs, qui sont tout aussi spéciaux que le sontdes ,-
échelles.
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- M a)

— H Thill:

FIG. 4.3 :Un grand a; g-mur adossé a a, 5 (celui de I'exemple 2.3). La ligne grise commence a la position
3 et grimpe a la position 5 en utilisant la lettre d, ; (correspondant a la lettre d,.,,_; dans la
définition d’un mur). La premiére boite ne contient pas de fléche (c’est-a-dire, pas de lettre
dil la deuxieme boite ne contient pas de fleche partant de I'avant-derniere ligne dirigée vers
le bas (c’est-a-dire, pas de lettre d~ 5) la derniére boite ne contient que des fleches dirigées
vers le bas partant de Iantepenult|eme ligne.

Définition 2.2. Pourn > 3, on dit qu'un AD,,_;-motw est una,,_; ,-mur ados8 a a,1 -1
si w admet la décomposition - d,_; ,,-1 - v avecu un A,_;-mot positif etv un mota,_1 ,,—1-
dangereux. On pose aloF§w) = u et D(w) = v.

Par définition, tout, ,-mur adossé &,-1,-1 est aussi um, ,-mur adossé a,_; -1 des
gu'on ar > p. En effet les seules conditions faisant intervenitans les définitions 2.1 et 2.2
sont des inégalités de la forme< p.

Exemple 2.3.Le motw défini par
w = a2,4a1,3a1,5dl,5a3,5df}4d3,5d2,5d§}4d Ly 4
est un grand; s-mur adossé a, 5. En effet, en posant
U = ag.40a1301 5, w' = a3,5df,14d3,5 et v= d?j,l4d d2 A

onaw = udsw dys5v, qui est une decomposition de gramg-mur adossé a. 5 : u est un
mot contenant que de$s-lettres,w est unADs-mot ne contenant pas dé-lettres négatives
ni de D;-lettres de la forme_, et le motv esta, s-dangereux.

Notons que par définition um, ,-mur ne contient jamais dé,,_;-lettres négatives.

La notion de mur peut &tre facilement illustrée en repnéant les lettres sur une partition
an lignes : une lettre, , est représentée par une trait vertical allant gedene ligne a lgy eme
(comme pour les échelles), une Ietzﬂ;é est représentée par une fleche verticale allant ge la
eme ligne a lay eme ligne (donc dirigée vers le haut) et une letyg est représentée par une
fleche verticale reliant laeme ligne a lawéme (donc dirigée vers le bas)—voir figure 4.3.

Lemme 2.4. Soitw unea, ,-echelle ados=ea a,-,,-1 avecp < n—2 etn > 3. Notons
Wo L1 ... Th Wh

la decomposition dev en tant quéchelle. Alorsd,!, , w estéquivalenta un a,,-mur w’
ados€ a a,—1 ,-1. Ce dernier est calcél en utillsant au plug étapes de renversement plus
éventuellement une émtionélementaire, et il satisfait
= |F(w)] = wol, (2.4.0)
—|D(w")] < 2, (2.4.ii)
—|w'| < |w|+2(h — 1) 4+ 2|wp| + | D(w")], (2.4.iii)
—w' est un grand mur pouw;, # ¢. (2.4.iv)
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FIG. 4.4 :Renversement de d;}n,l w en un mur lorsque w est une échelle (démonstration du lemme 2.4).

Démonstration.L'idée principale est illustrée sur la figure 4.4 : partdet] ! | w, c'est-a-dire,

du ADn_l-motd;}n,1 wo T ... T Wy, NOUS retournons le diagramme en pbussant les fleches ver-
ticales vers la droite jusqu’a obtenir un mur équivalemtbtention d'unAD,,_,-mot équivalent
est garantie par le lemme 1.9.

En général, ce que nous obtenons est un grand mur. Cegeqdalyues petits cas partic-
ulier sont traités a part, a savoir lorsqug est le mot vide—dans ce cas on obtient un petit mur
si la hauteur, de I'échellew vaut1.

Commencons par décrire les blocs élémentaires duatiage de la figure 4.4. Pour tokit
dans{l, ..., h}, notonsa.q s la lettrex;, et posonsf(0) = p. Pourk dans{0, ... ,h—1}, on
définit les motsuy, y..1 etwv,,1 de la fagon suivante :

up = Rpgy(We),  Yke1 = de(ernyn-1 €0 Vg1 = Ry (The)-

Par définition du renversement on obtient

-1 wyxy, -1
df(k),nfl W $k+1m(‘wkmk+1‘)uk Yk+1 Vk+1 df(k+1)7n,1,

ce qui correspond au diagramme :

Wy, Tht1

>

df(k)»nfl df(k),nfl df(k+1).,nfl
>

Ug Yk+1 Uk+1

Regroupant les divers diagrammes de renversement con@spioaux valeurs successives
du parametré, on obtient exactement le diagramme de la figure 4.4. Poans{1, ... ,h—1},
on notew, le motuy, Y41 Vg+1- A partir de maintenant, nous avons trois cas a considérer.

Supposons d’abord que, soit le mot vides et qu’on aith > 2, le cas le plus facile, a partir
duquel les autres sont dérivés. Posehs- wy, ... w;, . Par construction, ond’, ; w1 w’.
Donc, par le lemme 1.9, le mal;}, , w est équivalent a’. Nous allons maintenant prouver
gue le motw’ est un mur du type escompté, et que les énoncés de comgpdexit satisfaits.
Commeuwy,, est vide, la derniere lettre de estz;,. Ceci, par définition d’une échelle, implique
les relationse;, = a;-1,,-1 €tyy, = dy-1,,-1. POSONSY” = vy W) ... wj,_, up—1. On @adonc

!/ "
W = Ug - de(l),n—l T w 'dq—l,n—1 " Up.

Montrons quew’ est un grandu, ,-mur adossé &, ,,-;. Comme l'image d’une4; ;-
lettre parR, est uneA; _,-lettre, le motu, est unA;_,-mot de longueufwy|. Ainsi les con-
ditions (2.1.ii) et (2.4.i) sont satisfaites. Ensuite, pgéfinition d’'une échelle, la lettre; est
unea, ,-barriere, ce qui implique(l) < p, c'est-a-dire que la condition (2.1.i) est satisfaite.
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Le motw” est auss,_»-nonnégatif et ne contient pas de_;-lettre négative car c’est le cas
des motsuy, y..1 etwv.1. La condition (2.1.iii) est donc vérifiee. Rappelons gaeenlotv;, est
égal ad;, 1y 1, (), o AV€Ce(h) = g—1. Par définition d’une échelle, le lettre, est
uneay,-1y,-barriere. Nous avons done-1 < f(h—1), ce qui impliquef(h—1)—1 > ¢—1.
Ainsi le motw, esta,_1 ,-1-dangereux de longuedr et les conditions (2.1.iv) et (2.4.ii) sont
vérifiees. Finalement, pour (2.4.iii), on calcule

\wy,| = |up-1] + |yi| + [ve| = |wp-1| + 142 = [wy—y x| + 2.

Alors, commeuw;, est le mot vide, nous obtenons

h—-1 h—-1
/| = whl =Y Jwk zpi| + 20 = w| + 2h.
k=0 k=0

Comme dans le cas que I'on considergest supposé vide et que la longueurldey’) est2,
c’est-a-dire que la longueur dg, est2, la condition (2.4.iii) est satisfaite. Le cas, vide
avech > 2 est donc complet; a I'exception du calcul de complexitésenps.

Supposons toujours que, soit le mot vide mais, maintenant, que la hautede I'eéchellew
soit 1. Alors le motw’ est égal au - d,—1,,-1 - vi. Comme pour le cas précédent, on montre
quew, est unA; _,-mot de longueutv, et que nous avong’| = |w|+2. Le motv; est égal
ad];£17n_2 d;}l,n_Q, qui est un mot,_; ,,_;-dangereux de type—1 et de longueu®. Ainsi, w’
est un petit, ,-mur adossé a,_, ,—; satisfaisant (2.4.i), (2.4.ii) et (2.4.iii).

Supposons finalement que, soit non vide. On décompose alars enwy, a,-1,,-1. Posons

r / " -1 " __ / / "
w —1%-me1whdmLm&d¢Lm2 et w' =uvwy...w,_;wy,.

Nous avons alors la relation suivante liaritet w”

w = Up - df(l),n—l cw” - dq—l,n—l : d;llm_g-
Les conditions (2.1.ii), (2.1.), (2.1.iii) sont véridé comme pour les précédents cas. Comme
le mot dz;ll,n—2 esta,-1,-1-dangereux et de longuetr les conditions (2.1.iv) et (2.4.ii) sont
vérifiees. Ensuite, par constructiondg la condition (2.4.iv) est satisfaite. Vérifions la condi-
tion (2.4.iii). Partant de la relatiojw;,| = |wy x+1|+2, nous obtenons

h-1 h—1
W] =" il + |wp] +2 =3 [wg @] + Jwn] + 20+ 1 = w] + 2k + 1.
k=0 k=0

Commeuwy, est non vide, on avy,| > 1, donc,2|w,| > 2. De plus, comme la longueur de(w’)
estl, nous obtenon3 < 2|wy|+|D(w')], et finalement

'] < w| +2(h = 1) + 2wy + [D(w')].

Tous les cas sont maintenant traités. Il reste seulemeorisidérer la complexité en temps.
Dans les deux premiers cas, au plug opérations de renversement sont nécessaires. Dans
le dernier cas—;, # c—au plus|w| opérations de renversement sont nécessaires plus la
décomposition dev;’ en produit de deuX,,_;-lettres. O
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Exemple 2.5.Nous avons vu a I'exemple 111.3.12 que le mot= a3 a;3a;13a24a34 €St
unea, s-échelle adossée 4. Calculons lex, 5;-mur adossé as 4 qui est équivalent 35}5 w.
L'algorithme de renversement applique’zl;é21 w donne

w" = ayzdyadisdiyaradagdysdysas,  (voir figure 4.5)

Le motw” n'est pas une échelle car sa derniere lettre n’est pasfdentie requise. Cependant,
si nous remplagons la derniére lettrg, dew” pards 4, nous obtenons un grand mur :
-1 4-1 -1 4-1
W =ays - dig - digdiparadaadyzdys - dsa e

)

Le motF(w') dew’ est alorsu, 5, tandis queD (w’) est le mot vide.

as 4 a3 a3 Qg 4 as 4
> > >
d2,4 d2,4 d3,4 d2,4 €
> > > > > > >
as 3 dy 4 diy di 41,4 dy 4 dyls da

FiG. 4.5 : Diagramme de renversement du mot d, 'y az 4 a; 3 a1 3 a5 4 a3 4.

2.2 Dangereux de longueud contre mur

A la section précédente, nous avons étudié I'algoréthta renverserment sur un mot
dans le cas particulier ow est un mot,, ,-dangereux de longueuretw est unea, ,-échelle.
Nous avons alors prouvé que le mot renvoyé est,rmur. Avant de nous intéresser au cas
général d’'un mot constitué d’un mot dangereux initialategueur arbitraire suivi d’'une échelle,
nous considérons ici le cas d'un maf,-dangereux de longuedr suivi d'un a, ,-mur. Le
résultat est que le mot obtenu apres application de lfglgoe de renversement est encore
una, ,-mur. Ceci montre que, contrairement aux échelles, lalfaés murs admet une bonne
propriété de cloture par multiplication a gauche pamat dangereux suivi d’'un retournement.
Ceci nous permettra d’utiliser un argument par inductioarpe cas général.

Nous commencgons par un résultat technique qui seraautiésix fois dans la démonstration
du lemme 2.7.

Lemme 2.6. Supposons > 3, quew est unA,,_;-mot positif contenant une, ,,-barriere et
gu'on aitr < p. Alors le motdlg}n_1 wd, -1 Se renverse en ldD,,_;-mot

/ -1
U dt,nfl U d?‘,nfl dsfl,n727

qui est obtenu en au plus/| + 1 étapes de renversement et satisfait les condition suisante

—t<petr <s, (2.6.1)
—u estunA;_,-mot avequ| < |w], (2.6.ii)
—u’ estunAD,,_;-moto,_,-nonregatif sans4,,_;-lettre negative, (2.6.iii)

- |udt,n—1 u' dr,n—l dgll,n—2| < |wdr,n—1| + 2|w| - 2|u| + 1. (26|V)
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/ at,t’ dnnfl
S >
dp,nfl dpmfl dt’,nfl ds,nfl €
> > » > >
Rp(w,) dt,n—l R;(a@t’ U, dr,nfl Rg

Fic. 4.6 :Renversement de d,',_, w en un mur lorsque w est un mur (démonstration du lemme 2.6).

Démonstration.Ecrivonsw comme le produiiv’ a; v oUw’ est le préfixe maximal de qui
ne contient pas de, ,-barriere, et ot,» est unea, ,-barriere. L'argument est illustré sur la
figure 4.6 : partant dd 1 _,wd,,-1, nous renversons le diagramme en poussant les fleches

verticales sur la droite Jusqu 'a ce qu’un mur soit obtehm:haque étape le succes est garanti
par le lemme 1.9.

Comme le mots’ ne contient pas de, ,-barriére, on al !, | w'~ "V R, (w')d}, ;.
constructioru, » est uneu, ,-barriere, c’est a-dire qu on1a< p < t'. Nous en déduisons

Par

-1 (1) / -1
dp,n71 am/m dt7n_1Rp(at7t/) dt/7n71.

Par définition des étapes élémentaires du procédérdersement, ond,',_, v~"v'd_} -
pour un certainAD,,-mot v’ avec|v’\ < 3|v| ets > t'. Lhypothéser < p combinée & < ¢/
ett’ < simpliquer < s. Ainsid;! _, d,,,-, se renverse en une étapedn_, R”, c'est a dire,
end, - 1dsn ¥

Posons: = R,(w') etu’ = R (a;)v'. Par construction, on a

s,n—1

Montrons que le dernier mot vérifie les propriétés attessd La condition (2.6.i) est une consé-
quence immédiate des résultats ci-dessus. Comme lidage A;_,-lettre parR, est aussi
une A;_,-lettre, le motu est unA;_,-mot de longueufw’|. Par définition, le moty’ est un
préfixe strict dev. Ce qui impliquew
Comme I'image d’'urd;,_,-mot parR et R’ esta,_,-nonnégatif sansl,,_;-lettre négative, il en
est de méme de’ et R;(at,t/), donc deu/, c’est-a-dire que la condition (2.6.iii) est satisfaite.
Pour (2.6.iv), on calcule

|wdi oy ' dy e 1d_11n o] = W'+ |u| +3 =|w'| + || + 5.
Par construction de/, nous avon$v’| < 3|v|. De|w| = |w'|+1+|v|, nous en déduisons
luds v dppoydty ol <3Jw| = 2Jw'| +2
< Jwdppa] +2(Jw] = Jw']) +1
qui est I'inégalité désirée céw’| est égale &u| par (2.6.ii). O
Nous pouvons maintenant établir le résultat principatekte section.

Lemme 2.7. Supposons que soit una, ,-mur ados8a a,_; ,,—1. Alorsd;} _,w se renverse en

p,n—

au plus|F(w)| + 1 étapes en un, ,,-murw’ satisfaisant les conditions suivantes

—|F(w")] < |F(w)], (2.7.0)
= |D(w')| < |D(w)| + 1, (2.7.ii)
— | < Jw| + 2| F(w)] — 2| F(w')| + 1, (2.7.iii)

—w’ est un grand mur lorsque est un grand mur. (2.7.iv)
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Démonstration.Supposons que soit un petit mur. Le moty admet alors la décomposition
w = F(w)dy-1n-1 D(w).

Par définition d’'un mur, on a—1 < p. Supposons de plus qu&w) ne contienne pas de, ,,-
barriere. Le renversement donne donc
d];,ln—l w AIF@D Ry(F(w)) d!

p,n—1

dg-1,n-1 D(w) A By(F(w)) dg-1n-1dyy 1y D(w).

Posons
w =u- dqfl,nfl v,

avecu = R,(F(w)) etv = d!), ,D(w). Comme l'image d’'uned; ,-lettre parR est
uneA’ _,-lettre,u estunA’_,-motde longueufF'(w)|. De larelation;—1 < p nous déduisons
quew’ est un petity, ,-mur adossé a,_; ,,—; satisfaisant les conditions (2.7.i) et (2.7.ii), car on
aD(w') = v. La condition (2.7.iii) est une conséquence directe defesstuction dev’ et de
l'égalité |v| = |D(w)| + 1.

Supposons maintenant qégw) contienne une,, ,-barriere. Par le lemme 2.6 appliqué au
mot F'(w) d,-1,,-1, il existe deux mots etu/, et deux entiers ett satisfaisant

-1 (|F (w)|+1) / -1
Ay W Udpp-1 U dg-1n-1ds"y 9 D(w).

Posons
w =u- dt,nfl ' dqfl,nfl v,

avecv = d.', , , D(w). La condition (2.6.i) implique que est un mot,_, ,,-;-dangereux de
longueur au plusD(w)|+1, et qu'on & < p. Les conditions (2.6.ii) et (2.6.iii) impliquent alors
quew est un grand,, ,-mur adossé a,_ ,-; et qu’il satisfait les conditions (2.7.i) et (2.7.ii).
En utilisant (2.6.iv), on calcule

|w'| = |F(w) dg-1n1] + 2| F(w)| = 2[u| + [v],

qui implique (2.7.iii) car on & (v') = u et D(w') = d;*,, , D(w) = v.
Supposons maintenant quesoit un grand mur. Le mat admet alors la décomposition

w= F(w)d, 1 w" dy—1 -1 D(w),

avecr < p. Supposons d’abord qué(w) ne contienne pas deg, ,-barriere. Le renversement
donne donc

dp7n71 wm“F<”)‘+1)Rp(F(w)) dr,nfl d;l 1,n-2 U)// dqfl,nfl D(w)

Posons
w' = Ry(F(w)) - dppoy - d)ty g w” - dgoy oy - D(w).

Une veérification directe, reposant sur le fait quesoit un grandu, ,-mur adossé a1 1,
montre quev’ est un grand,, ,-mur adossé a,_, ,,—; satisfaisant les conditions (2.7.i), (2.7.ii)
et (2.7.iv). La condition (2.7.iii) est une conséquencéwdé= |w| + 1.

Supposons maintenant qéi&w) contienne une, ,-barriere. Alors, par le lemme 2.6 ap-
pliqué au motF'(w) d..,-1, il existe deux mots, v’ et deux entiers, ¢ satisfaisant

F(w)|+1 / -1 "
dp,n—l wm“ (w)l+1) u dt,n—l u dr—l,n—l ds—l,n—Q w dq—l,n—l D(w)
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Posons

! ! -1 "
w =1Uu- dt,n—l U dr—l,n—l d3717n72 w - dq—l,n—l . D(w)

La condition (2.6.iii) implique que le mat' d, _, ,_1 d;', , , w" esto,_»-nonnégatif sand,, ;-
lettre négative. De plus, comme il contient la letire, ,,_1, il est m&mey,, _,-positif. Ainsi, une
vérification directe, basée sur le fait quesoit un grand, ,-mur adossé a,_; ,,—1, montre
quew’ est aussi un grand, ,-mur adossé a, 1,1 et qu’il satisfait les conditions (2.7.i),
(2.7.ii) et (2.7.iv). En utilisant la condition (2.6.iv)nambtient

|w'| < [F(w) drpa| +2|F(w)| = 2Ju| + 1+ [w"[ + 1+ |D(w)],

qui implique (2.7.iii) car on &' (w') = . O

2.3 Cas @nreral

A la section 2.1, nous avons montré gue l'algorithme de esgement appliqué a un mot
dangereux de longuedrsuivi d’'une échelle retourne un mur, tandis qu'a la sec8®, nous
avons montré que l'algorithme de renversement applaqu@ mot dangereux de longueur
suivi d’'un mur retourne un mur. Nous allons maintenantidédta sortie de I'algorithme de ren-
versement lorsqu’on I'applique a n'importe quel mot daege suivi d’'une échelle. Le résultat
est que I'on obtient toujours un mur.

L'argument n’est pas difficile et la principale difficultéside dans le calcul de complexité.
Une attention particuliere doit étre apportée au fag tps difféerents murs considérés ne sont
pas de méme type.

Proposition 2.8. Supposons que soit unea, ,-échelle adosea a,-1,-1 et queu soit un
mota, ,-dangereux, avee > 3. Alorsu w estéquivalenta una, ,-murw’ ados€a a, 1 ,,-1. |l
est calcué par au pluslu| |w| opérations de renversement, plagentuellement une épmation
élementaire, donc en temp¥log(n)(|u|lw| + 1)), et il satisfait les conditions suivantes

—[D(w")] < |u| + 1, (2.8.i)
—w'| < 3|w| + |u] — 1. (2.8.ii)

De plus, siw est unes, ,,-echelle adossea a,,_» ,-; mais diferente dez,, 5,1, alorsw’ admet
la decompositiony’ = w” d,,_5 ,,—1, OU w" €st un mow,,_,-positif.

Démonstration.Toutes les échelles et tous les murs utilisés dans cett®dstration sont sup-
posés adossés@ 1 ,-1, 0N omettra ainsi de le préciser. Construisonsiprmur w’ qui est
equivalent a: w par induction sur la longueur de

Supposons d’aborgd < n—2. Alors u n’est pas le mot vide. Posons

_ g1 -1
u = df(e)7n71 T ees * df(1)7n71.

Notonsw le as) ,-mur équivalent @y, , , w, donné par le lemme 2.4. Partantulg), on
note inductivementy.. le AD,,_;-mot obtenu en renversa, ., ., we).-

Montrons par induction que le mat ;) est unay ) ,,-mur. Supposons que le mof;,_1)
soit una(—1),,-mur. Par définition d’'un mot dangereux on a la relatfgk) > f(k—1). Le
motw,-1) est donc aussi uy ) ,-mur. Ainsi, par le lemme 2.7, le mat, est una, ,-mur.

Par construction, le mot w est équivalent av.). Donnons une borne sur la longueur
de w,). Le lemme 2.4 impliquéD(w))| < 2. Pourl < k < e—1, la condition(2.7.ii)
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implique| D (wg+1))| < | D(wa)|+1. Ainsila relation| D(wy.))| < |u|+1 est satisfaite, c’'est-a-
dire que (2.8.i) est vérifiee. Saity x; ... =, wy, la decomposition de en tant que, ,-echelle.
D’apres la condition (2.7.iii), pout > 1 on a la relation

[wien| < Jwee | + 2[F (w)| = 2[F(weey)| + 1. (4.17)
Combinant les differentes relations (4.17) p&ute 1, ..., e—1, on obtient

wyy| + 2| F(way)| = 2| F(wey)| +e—1
wy| + 2| F(wa)| +e—1.

[wie| < |
< |

Comme la condition (2.4.i) donné’'(wn))| = |wol|, on arrive &

‘w(e)| < ‘w(1)| + 2‘U}0| +e—1.

La condition (2.4.iii) impliquelwq)| < |w|+2(h—1)42|ws|+|D(w())|. Ceci, a partir de la
relation|w| < |wo|+h+|wy|, donne

|w(e)\ g 3|w\ + e+ \D(w(l))\ — 3.
Par constructiors, est la longueur de. Comme (2.4.ii) impliqueD(w;y)| < 2, nous trouvons
|wiey| < 3Jw|+ Ju| -1,

qui complete le cag < n—2 en posant’ = wy).
Maintenant supposons= n—1. Alors u est le mot videc. Posonsy = w” a,-1,-1 €t

-1

P
w =w dC]*L”*l dqfl,n72'

Le motw’ est clairement un,,_, ,,-mur adossé a,_; ,,—; et toutes les propriétés de complexité
sont satisfaites. De plus, pogr= n—1 etw # a,_2,-1, e lemme 111.3.2(iii) implique quew”

se termine pary -, pour un certairt, donc il esto,_»-positif. Ainsi le motw’ possede les
propriétés désirées.

Finalement, supposons # n—1,q = n—1 etw # a,_2,-1. Alors u n’est pas le mot
vide. Par hypothese, la derniére lettre«weesta,_»,-1, qui N'est pas une barriere. Ainsi le
motwy, n'est pas vide et sa derniére lettre est, ,,_,. La relation (2.4.iv) implique alors que
le murw() est grand. La condition (2.7.iv) montre alors que le myy est grand pour tout
dans{1, ..., e}, et, donc, quev’ est un grand mur. Par définition d’'un grand mut,peut &tre
écritud, -1 Wd,—2,-1. Le motud, ,_, w étants,_,-positif, le motw’ a les propriétées an-
nonceées.

La complexité en temps est une conséquence directe desdei4 et 2.7, et le fait qu'une
opération élémentaire de renversement esb@ng(n))—une comparaison d’entiers compris
entre( etn se fait en temps linéaire éog(n). O

Exemple 2.9.Soit w la as7-échelleays a1 4 a6 €t u le motas-dangereuxds’ ds ds’s. Le
diagramme de renversement«e est donné a la figure 4.7.

On conclut cette section avec le résultat technique stiguarsera utilisé a plusieurs reprises
lors de la démonstration du theéoreme 3.15. Nous menpiosioe résultat ici, car il est étroitement
lié a la notion de mur.
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Ag.6 > a4 > 2,6
d3,6 d4,6 €
P > >
ag 5 dik dayg ds’s dys
ds 6
\ 4
Q4.6
ds 6
v >
d4,6 d4,5

FIG. 4.7 :Renversement de ww en un mur. Ici u est le mot a; ,-dangereux d; ' d3’; d3’s et w est la a; ;-
échelle a, g a, 4 as 6, qui est adossée a a, 5. Avec les notations de la proposition 2.8, w; est
le mot ay 5 d; ¢ dy's diy dy g d3ks dy)s - il peut étre lu (de la gauche vers la droite) sur la troisieme
ligne a partir du bas. Ensuite w,, est le mot a, ¢d; g dys dyls dils dy g d3’s dy’s -l pEeL_Jt étr(? lu
sur la seconde ligne puis sur la troisieme Iorsque lon rencontre Parréte verticale etiqueté e.

i -1 -1 -1 4-1 -1 -1 -1 .; A H
FlnalemenF w3 estle motd, g dysdysdigdss _d\275 dygdygdssdss il peut étre lu sur la ligne
du bas, puis sur la seconde et enfin sur la troisieme. Le point est que nous avons trois lettres
négatives d__ s-au départ et que, a chaque étape, on se débarrasse de I'une d'entre elles,
terminant avec un mot contenant seulement des lettres négatives de la forme d! , avec ¢ <5

Lemme 2.10.Supposons > 3, et que
— (wp, ..., wy) €st Iegbn-eclatement d’'un mot tournant, avech > 3,

— u;, est un motwy -dangereux,
—c est un entier danb, ..., 3}.
Alors il existe
— un motg,_;-nonregatifuw’,
— un motw#-dangereux..,
tous les deux calculables en tenplog(n)(Juy||w| + [w]?)), et satisfaisant

_b+3¢b 1( )¢n (wb 1) LWy = w'-d c+3¢c 1(“0) gbb 2(wc 1) Wy, (418)
avec|w'| < 3|wp-1| + ... + 3|we| + |up| — |uc| — b+ cetfuc| < |up| + b.

Démonstration.L'idée est la suivante : en utilisant une induction &ule b jusqu’ac+1, on
calcule un mot,,_;-nonnégatifw;_, et un motw; -dangereux,_, satisfaisant

k+1 ¢k 1( )¢ 72(wk—1) = wk 1 k‘+2 ¢k 2( ) (419)

On pose alorsy’ = w;_;... w.

Allons dans les détails. D’abord construisons les mgtetu,. Fixonsk dans{b, ..., c+1}
et supposons que; soit un motw;j -dangereux. Le corollaire 111.3.11 garantit que_; est
uneg, (wy )-échelle adosséew ,. Alors, par la proposition 2.8, le mof, (uy,) w1 est équiva-
lent aug,, (wy)-mur v,_; adossé &y _,. Par définition d’'un mur, nous avons

/
V-1 = Vp_q dp—l,n—l Uk-1,

ouvj_, est un mow;,_,-nonnégatifu,_, est un motw;_ -dangereuxq,_; ,—1 étant la derniere
lettre dew;,_;. Nous obtenons

k—H ¢k 1( ) gb _Q(Mk—l) d k+1 st_z(vllﬁ_l dp—l,n—l uk_l).
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On pousse les puissancesd;‘g du dernier mot entré,_; ,,_; etuy_; :
A O (04 dp 1 k1) = G (Vg A1) din o8 (U ).
Par la relation (11.2.6), on &, (d,_1 ,-1) %, = di.,. A lafin, nous obtenons

din™ oF (u) ¢ 2 (wi1) = ¢, (V) dy s i OE 2 (). (4.20)

Posantw;,_, = ¢,,(v},_;) dlp, la relation (4.20) implique (4.19). Par constructian, , esto,_+-
nonnégatif etu;, est un motw; -dangereux. Regroupant les relations (4.19) powompris
entreb et c+1, nous obtenons la relation (4.18) paut = w;,_, ... w,. Par constructiomu;
esto,_1-nonnégatif pour tout, doncw’ est ausss;,_;-nonnégatif.
Il reste a établir le résultat de complexité. Pour cteddgde {b, ... , c+1}, la condition (2.8.ii)
implique
|vi-1] < 3Jwp—| + [ug| — 1.

Ensuite, par construction de,_,, nous avons
Wi < 3lwea] + Jug] = Juga] = 1.
On en déduit
W' = Jwp -y we| < B[wpy-.. wel + [up| = [ue] = b+c.

Pour chaque valeur de la condition (2.8.i) impliquéuy| < |ux+1]|+1. On trouve alors
k| < fup| +b—F,

donc|ug| < |up| + b. Par la proposition 2.8, calculey, et v, a partir dew,, etu,., requiert au
plus O(log(n)|uxs1||w| + 1) étapes de renversement. Donc, calculeet u. a partir deu, et
le ¢,,-éclatement dev demande au plus

O(log(n)(|us| + b)w| +b—c)

étapes. De la relatioh < |w| 4 2, nous déduisons que’ et u,. sont calculés a partir de, et
le ¢,,-eclatementv en au plusO (log(n)(Jus||w| + |w|?)) étapes. O

3 Expressiono-définie quasi-ggodesique

Dans cette section nous donnons une démonstration de jiecoanre 0.1. Plus précisement
nous établissons le résultat qui suit. PGulanss,,, on note|| 5| lalongeur d’un plus couit,, -
mot représentant.

Théoreme 3.1.Toute tresses a n brins admet une expressiarrdéfinie en les lettres; de
longueur au plug(n—1)2(3],.

Pour cela nous allons construire, pour toute trés&e brins, un certaim D,,-mot o-défini,
notéNF,(3), représentant, c’est-a-dire, un mot en les lettreg, etd, , qui, traduit en lesy,
est soitr-positif soito-négatif.

La construction du ma¥F,,(5) demande deux étapes. La premiére, décrite a la section 3
consiste a étendre la forme normale tournante de la seltti@d a toutes les tresses dg, en
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rajoutant un dénominateur. Ce procédé est basé suruietste de Garside du monoidg*;
plus précisément sur le fait qusg, soit le groupe de fractions d&'*.

La seconde étape part de la forme normale tournante de dsetpeconsidérée, et est
décrite a la section 3.2. Le procédé se décompose endas suivant la position relative de
deux parametres associés a la treSs@ savoir la largeur du numérateur et I'exposant du
dénominateur apparaissant dans la forme normale towrbmt. L'algorithme de renverse-
ment développé a la section 1 sera utilisé pour trageras difficile, qui apparait lorsque les
deux parametres introduits précédemment sont protnedé 'autre.

En particulier la démonstration du théoreme 3.17 estralymique. Son analyse en com-
plexité donne :

Théoreme 3.2.La complexié en temps de 'algorithme impligudans la @monstration du
théoreme 3.17 est quadratique : pour tout mot de tredse brins de longueur, le temps
d’exécution de I'algorithme appartierit O (¢2).

3.1 Geénéralisation de la forme normale tournante

A ce stade, la forme normale n'est définie que sur le monBjgeNous allons maintenant
la définir surB,, tout d’entier. Pour cela nous allons utiliser le fait ghg soit le groupe de
fractions deB; .

Proposition 3.3. Toute tress¢ peutétre expringée de marre unique sous la formi{;w out
est un entier positify est un mot tournant, ettda tressao n’est pas divisiblé gauche pab,,,
sauf peutetre sit est nul.

Démonstration.Par le corollaire 11.3.20, le group®, est le groupe de fractions dg*. Il existe
donc un entiet tel que la tressé&, 3 appartienne au monoidg*. Sit est positif, 'hypothese de
minimalité implique qué,, n’est pas un diviseur a gauche &je3. Notonsw la forme normale
tournante de la tresse dualg (. Le couple(t, w) est alors du type désire—nous rappelons que
le motd, ,, est un représentant dg.

Supposons qué’, w') soit un autre couple avec les mémes propriétés. Aors appar-
tient & B;*, ce qui implique ' > t. Si on at’ > t, I'hypothéses‘w = §,"w’ doit alors
impliquer ' ~'w = w’, et doncu’ est divisible & gauche pa, ce qui contredit’ > 0. On a
donct’ = t, puisw’ = w par unicité de la forme normale tournante. O

Définition 3.4. Le ADn-motd;?;w introduit dans la Proposition 3.3 est appelorme normale
tournantede la tress@. On appellen-profondeurde 3, notéedp,, (/3), le nombret ; on appelle
n-largeur de g3, notéebr, (), la n-largeur dew ; on appellen-longueurde 3, notée|s|,, le
nombret + |w|, c’est-a-dire, la longueur dd D,,-motd;}, w.

Par définition, la forme normale tournante d'une tresseBgdeest un AD-mot, c’'est-a-
dire, un mot en les lettres, , et les lettresd, ,. La terminologie est cohérente car, pour
dansB,*, la n-forme normale tournante que nous venons de décrire ideitawvec celle de la
définition 111.2.12 : en effet, une tresgeappartient aB,* si et seulement si sa-profondeur
est0.

A 'aide de la proposition 3.5 et de la structure de Garsid@tte nous vérifions facilement
gue la forme normale d’'une tresse quelconque peut étralealen temps quadratique. Pgur
dansB,, on note|| 5|, la longeur d’un plus coutti,,-mot représentant.

Proposition 3.5. Pour toute tressan brins 3, on a|3|, < (n—1) ||5]|,-
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Démonstration.Le casn = 2 est trivial. Partant d’'urt;-mot, on le réduit librement a un mot
de laformes{” en supprimant les facteuss ,a;’, eta;’,ay ». La forme normale tournante es,
dans le cag > 0, etd}, dans le cag < 0, et est géodésique.

Supposons maintenant > 3. Pourz une A, -lettre notonsw,, () un A} -mot tel qued,
soit équivalent av,(x) x. Un tel mot existe car toute tressg, est un simple de3,* et donc
un diviseur a droite dé,. Soitw un X,,-mot de tresse représentant la tre§sélors la forme
normale tournante de est obtenue de la maniére suivante :

- Repérer les lettres négativesde

-1 -1 .
W = Wl W1... We-1T_1We;

- Poser = ¢ (wo) ¢ (an (1) wr) .. ¢y (0 (Te-1) We-r) an () we ;

- Soits le plus grand entier tel qué divise a gauche dansB,*, et soitv’ le A,,-mot positif
satisfaisant = 630’ ;

- Si s > c est vérifiee, poser= 0 etw” = 65 “v’; sinon poset = ¢ — s etw” = v'.

- Soitw’ la forme normale tournante de la tresse représentée’paors la forme normale
tournante deJ estd; ), w'.
En effet, la construction de,, et la relatiory,, = d, ,, impliquent

w = wo dyy, (@) wy .. di o (Temy) wey diy o (220) we
En poussant les Iettrezg}n a gauche, on obtient
w=dy, “ (wo) gbi‘l(an(xl) W) oo O (Temq) Wee1) ap(xe) We = dyyv.

Puis, en utilisant la relatiod, ,, = J,, et la construction de’, nous obtenons = d;;, w’, ol
la tresse représentée palrn’est pas divisible & gauche péyf,, sauf pourt = 0.

Pour la longueur, remplacef pard;}n oy, (xy) la multiplie par au plus.— 1. Appliquant le
procédé sur un plus petit représentantidgs-a-vis de la longueur en let, -lettres on a

|Bln < (0 = D15,
O

Exemple 3.6.Considérons la tresgereprésentée par &;-moto; 052 o, 03. Nous utilisons les
notations de la demonstration de la proposition 3.5. D'dlom pose

U = Wy agl Wy agl Wo AVEC Wy = a12, w1 = € €lwy = ag3 a3 4.
Commed, est égale @& sas 3a3 4, ON POSevy(as 4) = a1 2a2 3. ON obtient donc
v = ¢i(w0) ¢4(044(CL3,4) wl) (14(@3,4) W2 = A3,4 A2,3 034 Q12 UA23 023 a3 4.
La puissance maximale dg qui divise a gauche la tresse représentée gmstl et on a
v =04 (2301202302 4.

Ainsionobtients = 1 etv’ = ag3a12a23a24.1Ci0ONac = 2 ets vautl, nous posons doric= 1
etw” = ay3a120a23a24. La forme normale tournante’ de w” s'avere etrai; o a; 4 as 3 a1 2.
Donc, finalement, la forme normale tournantesdest

-1
d174 A1,201,4A23G1,2.
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La 4-profondeur de3 est doncl, sa longueur esi, et sad-largeur estt, car nous avons vu a
I'exemple [11.2.22 que lal-largeur de la tresse@, » a1 4 a2 3 a1 » €St4 : song,-eclatement est

(a2,37 azs, 1, az3 a1,2>7
une suite de longueur.

En suivant la trame de la démonstration de la propositionsrproposons l'algorithme
suivant permettant de calculer la forme normale de n’ingquelle tresse dB,,.

Algorithme 7 (FormeTournanteG).
Entrée :Un couple(n, w) ot w est unA,,-mot
1l.e - v; 0—t;
2. Pour k de|w|jusqu’al faire
3. Silalettrew(k) est positivefaire
Phi(n,t,w(k)) -v — v;
Sinon faire
DivD(n,d,,w(k)) — u;
Phi(n,t,u) -v — v;
t+1—t;
DivG(n,d, ,v) — v';
10. Tant que v'!= ® ett > 0 faire
11. t—1 —t;
12. v — wv;
13.  DivG(n,d,,v) — v';
14. FormeTournante (v) — v;
15. Renvoyer diﬁlv;
Sortie : Un AD,,-mot

4
5
6.
7.
8
9.

Proposition 3.7.L'algorithmeFormeTournanteG appliquéa (n, w) retourne en temp® (n’|w|?)
la n-forme normale tournante de.

Démonstration.La ligne 4 est enO(log(n)) et la ligneé est enO(n). Comme la longueur
dewu est(n—2), la ligne7 est enO(nlog(n)). Les lignes2 &8 sont donc erO(n log(n)|wl).

Au début de la ligned le motv est celui de la démonstration de la proposition 3.5 et est
donc de longueur au plus —2)|w|. Les lignes9 et 13 sont donc erO(n|d,||v|), c’est a dire,
enO(n?|v]). Ainsi I'exécution des lignes a 13 est enO(n?|v|?), c’est a dire, erO(n?|w|?).

Par la proposition 111.2.20, la ligne4 est enO(n*|v|?), c’est a dire erO(n®|w|?). On obtient
donc la complexité annoncée. O

3.2 Le cas facile

Partant de la forme normale tournante, nous allons maintet@inir pour toute tressé
de B,, un nouveau représentant distingug,,(5). Le motNF,, () sera unAD,,-mot o-défini.

La construction d&'F,, () dépend de la position relative des paramédigs 5) etbr,, (3).
Le premier cas, qui est tres facile, a lieu lorsdpe (5) vaut0, c’est-a-dire, lorsque la tresge
appartient aB;*, ou lorsqu’on adp,,(3) = |f5|., c'est-a-dire, lorsques est une puissance
négative de&,,. Notons que ce cas est le seul possible geur

Définition 3.8. Supposons qug est une tresse dB,, vérifiantdp,,(3) = 0 oudp,,(8) = |B|x.
On définit alorsNF,, () comme étant la forme normale tournantede
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Proposition 3.9. Sous les hypo#éses de la &finition 3.8, le molNF,,(3) est un repésentant
o-défini de 3, et sa longueur est au plug|,. De plus, sij est sgcifié par un,,-mot de
longueur?, le motNF,,(3) peutétre calcué en temp$) (nf¢?).

Démonstration.Si |3|,, est0, alorsj est la tresse trivialé et sa forme normale tournante est
le mot videe. Si 3 est non triviale et de-profondeur nulle, alors sa forme normale tournante

est unA; -mot, et donc, un mot-positif. Si 5 est non triviale et qu'on dp,,(3) = |5|., alors
la forme normale tournante d%estdiip“(ﬁ), qui est un mot,,_;-négatif. La complexité est
evidente a partir de la proposition 3.7. O

Le second cas, qui est aussi facile, se produit lorsquedeofondeur est grande. Pour un
Af-mot tournantw, nous rappelons que nous appel@nséclatement dev la suite de mots
tournants représentant les entréeegghéclatement de la tresse représentéeupar

Définition 3.10. Supposons qug soit une tresse non triviale d&, pourn > 3 satisfaisant

0 # dp,(3) > bra () — 2.

Soit d, w la forme normale tournante deet (w;, ... ,w;) le ¢,-éclatement dev. Alors on
pose
NF,(8) = dii* " - wpdy), - wady, - wy.

n

Proposition 3.11. Sous les hypo#ses de la &finition 3.10, le moNF,, () est un repésentant
o.-1-négatif des, et sa longueur est au plus|,,. De plus, si3 est sg@cifiée par un:,,-mot de
longueur?, le motNF,,(3) peutétre calcué en temp®) (ns¢?).

Démonstration.D’abord, montrons qué&F,(3) est un représentant d& Notonsd; ), w la
forme normale tournante deet (wy, ... ,w, ) le ¢,,-éclatement des. On a

dl_jbw = dl_fl . gbfl_l(wb) e O (w2) - wy. (4.21)

En poussan{b—1) puissances dé, ,, a droite dans (4.21) et en les intercalant entre les fac-
teurswy,, nous obtenons

ditw=dl - o (wy) - o - Gy (w2) -y
=d AT @ (wy) - @ (wa)
= di’;fbfl Cwp - diln . dil;” e By (w2) - wy

= o =d 0wy dy, s we - dy, - wy = NF, ().

Ensuite, exactemenlp,, () puissances dé;’, apparaissent darsF, (/). Donc, comme
la n-profondeurdp,, () est non nulle, au moins un factedr’, apparait dan&VF,(3). Les
motswy, intermédiaires ne contenant pas de letiyg, le motNF,(3) esto,_,-négatif.

Pour le résultat sur la longueur, nous trouvons

INF,(B)| =t —b+ 1+ |w| + 1+ ... + |wa| + 1+ |wy]
=t—b+1+4w+b—1=|d,w'|=]|0.

Finalement, supposons gueest spécifié par ul,,-mot de longueuf. Alors, par la propo-
sition 3.7, on peut calculer la forme normale tournante deelsse3 en au plug) (nb¢?) étapes.
Par le lemme 111.2.21, calculer Ig,-éclatement dev peut &tre fait erD(|w|) étapes. Donc, le
motNF,,(3) peut étre calculé en tempxn®¢?). O
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3.3 Le cas difficile

Nous n’avons pas encore traité le cas de la trésse profondeur non nulle avec

dp,, () < bra(8) — 2

C’est le cas difficile. Dans ce cas, il est impossible de ipeédirectement si la tresse est
o-positive ou bierr-négative ou méme triviale, et c’est le point ou nousralatiliser la notion
d’échelle et I'algorithme de renversement.

Définition 3.12. Supposons qug soit une tresse non triviale de, pourn > 3 satisfaisant
dp, (3) # 0 etdp, (8) < br,()—2. Notonsd; |, w la forme normale tournante deet(w, ..., wr)
le ¢,-eclatement de. POSONSu.,2 = w; 5 Gp-1.,-1 €1

v = sz_l_t(wb) e 02 (Wigs) O, (whys) dI}p? Ugro = d;1,n—2-
Cas 1 :wy # . Alors on pose
NF,.(8) = vw” ¢, (wy) wy,

ou w” et ug sont les mots produits par le lemme 2.10 appliqué & la guite,, ..., w;), le
motu,.» et I'entier3, et ouw!, est le mot produit par la proposition 2.8 appliquée aux mets
et gbn(Ug) ;
Cas 2wy =¢, w3 =...=Wk-1 = Ap-2,-1 €L Wy # a,-2,-1 POUr un certairk < t + 1. Alors,
on pose

NFE, (6) = vw" ¢, (w}) di 2w,

ou w” etug.; sont les mots donnés par le lemme 2.10 appliqué a la éwite, ..., w;), au
motu,,, et a l'entierk+1, et olw;, a,,—2 ,,—1 €St le mot produit par la proposition 2.8 appliquée
aux motswy, et o, (ug+1) ;

Cas3:wy=¢, w3=...= W1 =an_2,-1 €tv # di’,_,. AlOrs on pose

—t+1 .
Casd wy=c,w3=...=Wi1 =0Cp_2p-1 €LV = dl‘}n,l. Alors on pose

NF,(3) = NF,_1(5, ", w).

Proposition 3.13. Sous les hypo#tses de la &finition 3.12, le moNF,,(3) est un repésentant
o-défini (nong,, -, -négatif) des, et sa longueur est au pliddj|,.. De plus, sij est scifiée par
un ¥,,-mot de longueuf, le motNF,,(3) peutétre calcué en temp®) (nf¢?).

Démonstration.On utilise les notations de la définition 3.12. Montrons beguivalence suiv-
ante est satisfaite :

dl_z w=uv dl_jfl gbf:rl(uﬁg) ¢Z(wt+1) e @, (w2) w1 (4.22)
En effet, comme la suit@w, ... , w, ) est leg,,-éclatement de, on a

ditw=di @0 (wp)... o8 (wisa) .. ¢, (w2) wi. (4.23)

1n n
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Par constructiony,.» vautw;, , a,-1,-1. La relation (11.2.5) impliquer,_1 -1 = dp-1,,-1 Uss2,
donCwyso = wj, g dp-1.n-1 2. AlOrs, le motalif1 w est équivalent a

it 2 M (wy) .. @5 (W dpo1 1) OL (urs2) @ (Wis1) .. @, (w2) Wy (4.24)

On pousse les facteud§ ¢ apparaissant dans (4.24) vers la droite, jusqu’a ce cariisent a
gauche du factewaL“(qu). De cette maniere, nous obtenons

ditw = 0 wy) . dp(whay dp-10-1) ity O (wri2) @ (wign) .. ¢, (w2) wy.

Les relations (11.2.6) et (1.8.i) impliquent, (d,_1,-1) di,, = d;}. En substituant la derniere
valeur dans la relation ci-dessus, nous obtenons (4.22).
Ensuite, par construction, le moests,_;-nonnégatif, et sa longueur satisfait

[v| = |wp| + ... + |wisa]. (4.25)

Pour aller plus loin, nous considérons les quatre cas défiaition 3.12 séparément. Dans
les trois premiers cas, nous allons montrer que leNit( 3) esto,,_;-positif; dans le quatrieme
cas, nous allons établir qué&r,, () esto-défini en utilisant une induction suret en utilisant
dans certains sous-cas les propositions 3.9 et 3.11.

Cas 1.D'abord,NF,,(3)est équivalent &, ;,w. En effet, le lemme 2.10 implique

dljiz w="v w” ¢Z(u3) ¢n<w2) whq,
tandis que la proposition 2.8 impliqug (u3) wy, = w). Nous déduisons
dihw =vw” ¢, (wy) wy = NF, ().

Ensuite, par constructiony, est un mur adosséw , donc, par définition, il est, _,-positif.
Il s’ensuit queg,,(w)) esta,_-positif. Comme les mots, w” etw, sonta,_;-nonnégatifs, le
motNF,, (3) esta,_,-positif.

Pour la longueur, le lemme 2.10 et la proposition 2.8 immigu

|w"] < 3|wgsr| + ..o + 3lwz| — |ug| —t+2, |wy| < 3lws| + |uz| — 1.

Regroupant ces valeurs avec (4.25), et0, nous obtenonNF,,(3)| < 3|w].

Cas 2.D’abord, observons que la derniere lettre4ju ,-motwy, doit étrea,,_» ,,_; : CeCi est une
conséquence du corollaire 111.3.7 car, par constructiek,de motw;_, est soit le mot vide
soit se termine par la lettrg, o ,,_;.

Maintenant, vérifions quNF,, () est équivalent d; /,w. Par le lemme 2.10, on a

di,w =vw” diffz O (1) 95 (wr) O (@n-2n-1)-- &2 (An-2,-1) w1.
La proposition 2.8 garantissant qué est ung, (wy, , )-mur satisfaisant
¢n(uk+1) Wy = w; Ap—2,n-1,
nous obtenons

dl_z w =vw' d;yF? gbs_l(w;) ¢§_1(an_27n_1) ¢2(an_27n_1) wy. (4.26)

1,n
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En poussant les puissances négatived,geapparaissant dans (4.26) vers la droite et en les
intercalant entre leg:(a,-2,,-1), NOus obtenons

dibw =vw” ¢, (wy) difo O (an-2.n-1) - 2 (An-2,n-1) W1
=vuw” n(wl/c> (bn(an*?,n*l) diln df,fz+3 (bi(anflnfl) wy

=vuw” n(w;c) ¢n(an—2,n—1) dl_,ln ¢n(an—2,n—1) diln wi.

Alors, I'équivalencep, (a,-2.,-1) di’, = di},_, implique

ditw=vw” ¢, (wy) dy T w = NF,(3).

Ensuite, par construction, le mef, est un¢, (w},,)-mur, donc, par définition, il est,_,-
positif. Ainsi ¢, (w;,) esta,_,-positif. Comme les mots, w”, etdiﬁff wy Sonto,_;-nonnégatifs,
le motNF,,(5) esto,_;-positif.

Pour le résultat sur la longueur, le lemme 2.10 et la prajpos2.8 impliquent

|w”| < Blwisr| + ... + 3lws| — |ugsr| =t +2,  |wy an—9n-1] < 3wg| + |ugsa| — 1.

En regroupant ces valeurs avec (4.25) et I'hypottiesd), on obtientNF,,(5)| < 3|w].

Cas 3.Comme dans le cas on observe que la derniere lettre«dg, esta,, 2,1, Ce qui est
une conséquence du corollaire 111.3.7, aar; est soit le mot vide soita,, 2 ,,-1.

Vérifions queNF,,(3) est équivalent .‘dfjl w. Comme la derniére lettre de.,» eSta,, 2,1,
le motu,., est vide. Nous trouvons alors

dl_,fz w =v dl_;j—l gbfl(an_gm_l) gbi(an_gm_l) ¢n(€) w1 . (427)

En poussant encore les puissances négatives dmtervenant dans (4.27) vers la droite et en
les distribuant entre leg;: (a,,—2,-1), on obtient

dfi w =0, (an-2.n-1) diln dff;:rz :;1<an72,n71> (bi(aannfl) wy

= v, (an-2n-1) dl_ln o Op(An-2.n-1) diln wy.

Alors, la relationg, (a,-2.,-1) di},, = d;’,_, implique
dl_z w=v dfi:ﬁll wy = NF,(5)

Maintenant, vérifions qulsF,,(3) esta,_;-positif. La derniére lettre de., étanta,,_s -1,
on a la relation

v =g " wy) .. B2 (wirs) G, (w)yy) diln&

Par le lemme 111.3.2, si le mat;, , est non vide, il se termine par une lettre de la formg- . Le

motwv est dona,_;-positif. Supposons que,. , soit le mot vide et qu’on ait < b — 3. Comme

le motw;., esta,_»,-1, le corollaire 111.3.7 implique quev,.; Se termine pat,,_, ,—1. Ainsi,

le motv se termine pap?(an-2,n-1) di’, 1, Qui €stay , d;’, ;. Le motv est donay,_;-positif.
La relation (4.25) implique directemelXF,,(5)| = |w|.

Cas 4.Par construction, ona= d;’,_,. La méme analyse que celle faite dans le cas 3 donne
la relationt = b—2 et
ditw=d!

1n 1,n-1 Wi-
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L'hypothese d’induction accompagnée des propositiof®£83.11 établit

dl_t W1 = NFn—l(CS;fl wy),

s

doncd; ;, w = NF,,(3) par définition.
Toujours grace a I'hypothese d’'induction et les proposs 3.9 et 3.11, nous obtenons

Par définition, on a
1Bl =t + |wy| + ... + |wi],

et|o, ' wi|,—1 <t+ |wil], donc|,’, wiln-1 < |B]n. Ainsi nous obtenonNF,, (3)| < 3|3,

Tous les cas ont été considérés et il ne reste plusegaldlif la complexité en temps. Par la
proposition 3.7 et le lemme 111.2.21, la forme normale t@mnte dej et le ¢,,-éclatement dev
peuvent étre calculés en temPén’¢?). Dans les cas et 2, le lemme 2.10 est utilisé une fois
SUr (wya, ..., wy) €tug o avec un colit e (log(n)(|uso|l + ¢2)). De plus, la proposition 2.8
est utilisée au plus une fois suy,(ux+1) et wg, avec un colt e (log(n)(|ur1|¢ + 1)). Le
lemme 2.10 garantit

|Uk+1| < ‘Uk+1| +t+1—c

c'est-a-dire,|u;2| < t et donclus| < (. Le colt de I'appel a la proposition 2.8 est donc
au plusO(log(n)¢?). Les autres opérations des da®, et3 nécessitend (log(n)f) étapes et,
donc, le co(it total du calcul d€F,,(3) estO(n®¢?) dans ces cas. Le résultat est similaire pour
le cas4, en utilisant I'hypothese d’induction ainsi que les prsgions 3.9 et 3.11 et le fait que
le motw, est déja sous forme normale. O

3.4 Onrecolle les morceaux

A l'aide des motsr-définisNF,,(3) construits aux sections 3.2 et 3.3, nous sommes main-
tenant préts a demontrer les theoremes 3.17 et 3.18aRpions d’abord que les mafs, (/3)
ne dépendent pas réellement de I'indice

Lemme 3.14.Si 5 appartienta B,,_1, les motNF,,(3) etNF,,_; () caincident.

Démonstration.Une simple vérification montre que,Siappartient &,,_;, alors ou bien la-
largeur deg est nulle (sig appartient aB;*,), ou bien nous sommes dans le cas 4 de la
définition 3.12. Dans les deux cas, la définition\de, (3) impliqueNF,,(3) = NF,,_1(5). O

Donc, a partir de maintenant, nous pouvons retirer l'iadiet écrireNF (3) sans ambiguité.
Le principal résultat, duguel les theoremes 3.17 et 3ck8 des conséquence,s est le suivant.

Théoreme 3.15.Pour toute tresse de B, le AD,,-motNF () est un repésentantr-défini
de 5, et sa longueur est au plus(n—1) ||5]|,. De plus, si5 est sgcifiee par unA,-mot de
longueur?, le motNF (3) peutétre calcué en temp®) (n5¢?).

Démonstration.Pourn = 2, tout est évident, supposons dong 3. D’apres la proposition 3.3,
ainsi que les propositions 3.9, 3.11, et 3.13, le MBt5) est, dans tous les cas, un représentant
o-défini de, et sa longueur est au plass|,. D’'un autre coté, la proposition 3.5 implique la
relation|3|,, < (n—1)||3]|,. Nous obtenons ainsi la majoration désirée :

INF(B)| <3(n =18, (4.28)
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Finalement, les complexités en temps des proposition8A53.11, et 3.13 montrent, que dans
tous les casNF (/3) peut étre calculé en temp¥n°¢?) lorsque la tressg est spécifiée par un
A,-mot de longueut. 0J

Comme conséquence immédiate du théoreme 3.15 nous avon

Théoreme 3.16.Toute tresses an brins admet une expressiondéfinie en les lettres, , de
longueur au plug(n—1)|/5]|,.

Si maintenant nous considérons l'alphabet des lettrasus obtenons :

Théoreme 3.17.Toute tressed a n brins admet une expressiendéfinie en les lettres; de
longueur au plus(n—1)2(|3],.

Démonstration.Soit NF (/) la traduction duAD,,-mot NF(/3) en un,-mot. Les formules
données en (4.1) montrent que la traduction d’dpeettre ou d’'uneD,,-lettre a une longueur
au plus2n — 3. Ainsi la relation (4.28) impliquéNE (3)| < 6(n—1)2||5]|,. O

Le résultat de complexité en temps du theéoréme 3.15@onn

Théoreme 3.18.La complexié en temps de I'algorithme impli@uans la @monstration des
théoremes 3.16 et 3.17 est quadratique en la longueur du mot @enfpour tout mot de tresse
an brins de longueut, le temps d’e&cution de I'algorithme appartierdt O (n%¢?).

Démonstration.La traduction d’'un4,,-mot de longueuf en¥,,-mot & un colt e (n¢). On
conclut par le théoreme 3.15. O

Nous donnons pas plus de détails sur l'algorithme étadiéhéoréeme 3.18, notamment
parce que nous allons en introduire un plus simple a la@estiivante et avec une meilleure
complexité. Néanmoins, donnons un exemple concret deristruction précédente.

Exemple 3.19.Considérons encore la tres§e= o; 03_2 o0y 03 de I'exemple 3.6. Nous avons
déja vu que sa forme normale tournante estie,-mot

-1
d174 A1,2 01,4 A23G71,2.
D’apres I'exemple 111.2.22, l&),-éclatement de; »a; 4a2 301 2 €St(wy, ..., w;), avec
Wy = a3, W3=dasy3, Wy=¢c, €t wy=azzaps.

On a doncdp, () = 1 etbry(8) = 4, doncdp,(5) < bry(5) — 2, et nous nous trouvons
dans le cas difficile. Avec les notations de la définitior23dn at = 1 etw; = ¢ - az 3, NOUS
commencgons donc par posef = ¢, p = 3,v = ¢; (wy) ¢, (wh) di’, etus = d,! | ,, c’est-a-dire,
dans notre cas; = a; 4 d{}?, etus = . Alors, comme on @, = ¢, w3 = a3 €tv # d{}?,, nous
sommes dans le cagde la définition 3.12. En suivant ce dernier, on defiiit(3) = v df 5wy,
c'est-a-direNF (3) = ay 4 dj’s az 3 a1,2. CetAD,-mot estoz-positif : en effet sa-traduction est
le ¥4,-mot
NE(B) =c1 0030, 0, 0, 0, 0» 0

qui contient urss, pas dex; !, et pas de;™ aveci > 4.

Dans le cas trés simple de I'exemple 3.19, l'algorithmeatesersement n’est pas utiliseé.
Cependant, des phénomenes compliqués peuvent appamaigeénéral, en particulier lorsque
le nombre de brins est au moibsqui correspond a la plus petite valeur pour laquelle istxi
une échelle avec plus d'une barre. Les exemples illustegtiement I'algorithme dans toute sa
complexité, typiqguement ceux demandant plus d’'une étlpenversement, reposent sur des
mots trop longs pour étre donnés ici.



3. Expressiow-définie quasi-gocesique 149

3.5 Un algorithme plus simple

Dans cette section, on donne un algorithme plus simple geantel’obtenir des expressions
o-définies quasi-géodésiques. L'idée de cet algoritbstale toujours se ramener au cas facile
et nous a été suggérée par L. Paris.

Prenons une tressede B,,. La premiére étape consiste a calculer le plus petiel ques
soit une tresse dB,,. De ce fait3 est soit,,, _1-positive ou biers,,_;-négative, ce qui revient a
dire ques ou son inverse est,,_;-négative. Pour calculer I'entien, on peut utiliser la forme
normale de Garside—Thurston dequi ne dépend que de et pas du groupe de tresse dans
lequel nous la voyons.

Proposition 3.20([DP99]). Toute tresse? de B}* admet une unique&tompositions’ " 3”
ou 3, 5" appartiennent B/* tel que le pgcd gauche dg¥’ et 5” soit trivial. De plus sig est
représenge par unA,-motw alors 3’ et 5” sont repésenge par desA; -motsu’ etv’ verifiant

-1 =1
WANLUY MUV

La deécompositiors’ " 3" introduite dans la proposition 3.20 est la forme normale d
Garside—Thurstonle la tressé.

On définit I'indice d’'un A,,-mot comme étant I'entier maximal tel quew contient une
Iettreail L'indice d'une tresse’ est le plus petit indice d’unl,,-mot représentant.

L’algorlthme suivant permet de calculer I'indice d’'unesse a I'aide du retournement.

Algorithme 8 (IndiceRet).
Entrée :Un A,,-motw
RevD(w) — w';
RevG(w') — w”;
2— 1
Pour k de 1jusqu'dw”| faire
w"[k] — ap,q;
Sig > faire
q—1;
8. Renvoyer 7;
Sortie : Un entier

[

N ok wN

Proposition 3.21. L'algorithme IndiceRet applique a un A,,-motw de longueur/ retourne
I'indice dew en tempg)(¢?).

Démonstration.Soit 3’ 5" la forme normale de Garside—Thurston@eD’aprés la propo-
sition 3.20 la partie négative du mat’ représente la tress& tandis que sa partie positive
représente la tresg¥. L'indice dew” est alors celui de la tresgk La complexité en temps est
une conséquence directe du corollaire 11.3.26. O

Comme dans le cas de I'algorithrbevDRet la complexité en temps en fonction du nombre
de brinsn de I'algorithmeIndiceRet n’est pas bonne.

Cependant, il existe un autre algorithme permettant dellsadh forme normale de Garside—
Thurston avec une bonne complexité en fonction du nomblids.

Proposition 3.22.(D.B.A. Epstein et al, [ECH92]) Pourw un A’ -mot, il existe un algorithme
permettant de calculer la forme normale de Garside—Thurstew en temp(K - |w|?) ou
K est la compxite en temps d’'un algorithme calculant le pgcd de deux sim@ds; tl
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A partir des propositions 3.22 et 111.2.16, on construitmene pourIndiceRet, un algo-
rithme Indice permettant de calculer I'indice d’'une tresse dont la coxifeest donné par :

Proposition 3.23. L'algorithme Indice appliquéa un A7 -motw retourne l'indice de la tresse
w entemp(n - |w]?).

Nous pouvons maintenant définir un algorithme simple p&ang pour une tresse donnée,
de trouver un représentastdéfini.

Algorithme 9 (SigmaDef).
Entrée :Un A,,-motw
1. 1 —e;

Indice(w) — m;
FormeTournanteG(n,w?) — 4§, ‘u;
Sit=00un =2 faire

Renvoyer (0, 'u)¢;
Eclatement (n,u) — (up,...,u1);
Sit>b—1faire

Renvoyer (6,771 uy 6,  uy—q 6,0 . ug 6,0 ug)e;
. —1 —e;

10. Goto ligne 3;
Sortie : Un A,,-mot

© 0N OE N

Théoreme 3.24.L'algorithmeSigmaDef se termine et retourne en tem@$n’ - |w|?) un mot
o-définiw’ équivaeant w avec|w'| < (n—1)? - ||[w]|,.

Démonstration.On utilise I'algorithmeIndice pour calculer I'indicem de la tressav. En
particulier la tress@ est soits;, _1-positive soit,,, 1-négative.

Ensuite, on utilise I'algorithmBormeTournanteG pour calculer la forme normale tournante
di,,u de la tressev. Par la proposition 3.5, on j@;,,u| < (m—1)|[w|,. Sit vaut0 alors la
forme normale tournante de est unA,-mot positif, donc un mot-défini. Sim vaut2 avec
t # 0 alorsu est le mot vides et la forme normale tournante d@eest une puissance dg’,,
donc un mow-défini.

Ensuite, on utilise l'algorithmé&clatement pour calculer leg, -éclatement(w,, ..., u;)
dew. Alors la forme normale tournante @eest équivalente a avec

Aty dyh, wper dih, - ua di, g, (4.29)

V= 1,m m

Si la relationt > b—1 est satisfaite alors le metestg,_,-négatif par la proposition 3.11,
donco-défini. Dans ce cas l'algorithme retourne un rmedéfini équivalent aw.

Supposons maintenant que la relatior b—1 ne soit pas satisfaite. Dans ce cas on refait
la mé&me chose avec le mot. Notons que les indices de etw* sont les mémes, on peut
donc directement aller a la lignede l'algorithme. Dans ce cas, par la proposition 3.13, la
tressew esto,, i-nonnégative. Ainsi, comme: est I'indice dew, elle esto,, ;-positive. La
tresse représentée par' est done,_;-négative et les nouveaux enti¢mst b calculés satisfont
la relationt > b—1 et I'algorithme se termine.

La complexité en longueur est une conséquence des ptigmsss.5 et 3.11 et 3.23. [
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Nous avons vu au chapitre I.1 que le groupe de treBsesst ordonnable a gauche. D’apres
un résultat de R. Laver [Lav96] la restriction de cet ordug enonoides de tresses positives
est un bon ordre. Malheureusement la méthode donnée par ha permet pas de calculer la
longueur du bon ordréB; , <). Dans sa thése S. Burckel, montre que la longueuiie <)
est I'ordinalw®™ . Largument utilisé est astucieux et nécessite une itidndransfinie assez
technique A l'aide des résultats de S. Burckel, P. Dehornoy donne wmactérisation plus
simple du bon ordre a I'aide de la forme normale alternaéfec a la section 111.1.3.

Dans ce chapitre nous allons étudier la restriction delt®ides tresses aux monoides de
Birman—Ko—Lee. D’aprés le theéoréme 1.3.16, on saihdgje( B*, <) est un bon ordre. Le but
est donc de calculer la longueur du bon ordBe*, <). Plus précisement nous allons démontrer
le théoreme suivant

Théoreme 0.1.Pour 3, §’ dansB;*, la relation 5 < [’ est vraie si et seulement si tg -
éclatement de est plus petit que le, -éclatement dg’ par rapporta I'extensionShortLez
de l'ordre < sur B, ;.

Comme conséquence immédiate nous obtiendrons le aésuiivant donnant la longueur
du bon ordrg B, *, <).

Corollaire 0.2. La restriction de< au mondde est un bon ordre de longueur™ .

A part pour quelques exemples et applications, nous n’apassbesoin de savoir que la
relation< est un ordre total invariant a gauche. Nous allons justsertisa définition plus le
fait évident que la relatiorc est transitive. Ceci nous permet notamment de redémolatrer
PropriétéC, qui établit que toute tresse non triviale admet au moirssaxpressiomr-définie,
c’est-a-dire, une expression dans laquelle le géna@ratele plus grand indicéapparait seule-
ment positivement, ou seulement négativement.

1 Ordre tournant

Avant toute chose commencons par quelques relationseglaires portant sur la restriction
de l'ordre standarek au monoide3;*.

Lemme 1.1.Toute tress¢ de B;* excepéel satisfaitd > 1.
Démonstration.Par définition, la tresse, , esto,_,-positive et doner-positive. O

Lemme 1.2.Pour toutn > 2, 0n a

1< 12 < Q3 < A13 < ... <Arp-1 < 0p-1pn < Ap-2n < ... < aA1p. (51)
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Démonstration.Montrons qu'on &, , < a, Si et seulement si on a sa@jt< s, soitqg = s
avecp > r. Supposons d’aborg < s. Alors la tressez , €sto,_1-négative tandis que, ; est
0s_1-positive aveg < s. Le quotlenta a,s est donczrs 1-positif, ce qui |mpI|quezpq < Ay s

Supposons malntenamt_ s avecp > r Alors, par la relation (11.2.5), le quotlem;q a,s est
égal ad, ;1 d " d,..d;~_,. En appliquant la relation (11.2.6) su}. , on obtient

r,s—1-

-1 -1 -1
Ay, o Qrs = dp,sfl dp7s dr,pfl dpfl s d,

'D,q r,s—1°

Alors, en appliquant la relation (11.2.7) sd;;}s d, -1, On obtient

1 _
Upg Ors = dps—1 drp1 d s dp- drs 1
Finalement, la relation (11.2.8) suf;}s d,-1.s implique d;}s dp-15s = dpsi1 d et donc par la
relation (11.2.5) on a
-1 1
g Oris = Aps1 drp1 Ap1,6dp gy

La tressen,_; s esto,_;-positive, tandis que les tress@ss 1, drp-1 €td;%_| sonto;-positives
ou g;-négatives pout < s—1. Ainsi, le quotlenta a,s €Sto,_q- posmf ce qui implique la
relationa, , < a,s.

Commex< est un ordre total, c’est suffisant pour conclure, c’edira-que les implications
gue I'on vient de montrer sont des équivalences. O

Afin de démontrer le théoreme 0.1, nous commencons padinire un ordre ditournant
sur B;* construit a partir de la forme normale tournante.

1.1 Deéfinition

Grace aup,,-éclatement de la définition 111.2.8, toute tresselgf¢ est caractérisée par une
unique suite de tresses d&*,. De cette maniere, tout ordre défini sBf*, peut étre étendu
a B en utilisant une extensio®hortLex de cet ordre. En itérant ce procédé, et partant de
I'ordre standard défini suB;*, c’est-a-dire, celui des entiers, on définit par inductim ordre
total surB,*.

Nous rappelons que, $i4, <) est un ensemble ordonné, une suite finide A est dite
ShortLex-plus petite qu’'une autre suite finié si la longueur des est plus petite que celle
de s/, ou si les deux sont égales et quest lexicographiquement-plus petite que’, c’est-
a-dire, lorsque les deux suites sont lues a partir de lalggue premier terme dansqui ne
coincide pas avec son homologue darsst<-plus petit.

Définition 1.3. Pourn 2, on définit inductivement une relatlo:n; sur B;}* comme suit :
— Pourf3,y dansB;*, on déclare qug <; v est vraie poui=a! , ety=af , avech < ¢;
—Pourg, v dansB** avecn > 3, on déclare qug < v est vraie si ley, -éclatement de est
plus petit que Ie/ﬁn -éclatement de pour I’ extenS|orShortLex de<’_,

L'ordre < est applérdre tournant

Exemple 1.4.Comme nous l'avons vu a I'exemple I11.2.10,1dargeur dez, , avecq < n—1
estl tandis que la-largeur dez, ,, est2 pourp # 1 ou3 pourp = 1. Une induction facile sun
donneqa, , <} a, lorsqueq < s < n est vérifiee. On établie alors

* * * * * * * * * *
1 <p 012 <, Q23 <, Q13 <, Q34 <, Q24 <, Q14 <, ... <;, Qp-1p < <, G1n-

n
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On observe que d’'apres le lemme 1.2 et 'exemple 1.4, lesioas< et <* sont d’accord
sur les générateurs de*.

Proposition 1.5. Pourn > 2, la relation <} est un bon ordre de3;*. Pour toute tresse’
de B, le <’-successeur imédiat dej estf a, », c’esta-dire, 5 o;.

Démonstration.Le monoide ordonnéB;*, <;) estisomorphe & muni de 'ordre usuel. C'est
donc un bon ordre. Comme une extenstanrtLex d’'un bon ordre est un bon ordre [Lév79]
on déduit inductivement que’ est un bon ordre.

Le résultat portant sur les successeurs est une consgxdaecte du fait que si le,,-
éclatement dg est(j,, ..., 31), alors leg, -eclatement dg€a, » est(5,, ..., f1a12). O

Le lien entre la relation d’ordre’ et sa restriction &,*, est simple B *, est un segment
initial de B;*.

Proposition 1.6. Pourn > 3, le mondde B,'*, est le segment initial deB;}*, <) détermiré
par a,-1 ,, c'esta-dire qu'on a

Bzil ={p € BZ* | B <5, @n-1n}-
De plusa,-1 , €st la plus petite tresse delargeur 2.

Démonstration.D’abord, par construction, toute tressde B, * , est den-largeurl, tandis que,
par (111.2.10), lan-largeur dea,,-, ,, est2. Donc par définition de<’, la relations <}, a,-1,
est satisfaite.

Réciproquement, supposons giiest une tresse dB,* satisfaisanty <}, a,-1,. Comme
la n-largeur dea,,_; ,, est2, 'hypothesed < a,-1, implique que lan-largeur des est au
plus2. Montrons, en utilisant une induction suyqueg est den-largeur au plug, ce qui, par
construction, implique que la tresSeappartient &;* ;.

Supposons = 3. Par définition, tou,-éclatement de longuerest de la formea’ ,, as ,)
avech # 0. La <j-plus petite suite de ce type €8t », 1), qui se trouve etre lg;-éclatement
dea, ;5. Ainsia, 3 est le plus<i-petit élément dés;* de3-largeur valang. La relations <3 as 3
implique donc ques appartient a3;*.

Supposons maintenant> 3. Supposons de plus pour obtenir une contradiction que la
largeur dej soit2. Notons(f,, 4;) le ¢,,-eclatement de. Comme lep,,-éclatement de,,—1 ,,
est la suitga,,-2,,-1, 1), et que la relatio; <’ _, 1 estimpossible, 'hypothése < a,_1,
implique g, < _; a,-2,-1. Par hypothese d’'induction, ceci implique géeappartient a3, ,,
donc quey,,(3:) estun éléementdB;*,. Ceci contredit la condition (I11.3.15) : une suitg,, 5)
avecs, appartenant '*, ne peut pas étre lg,-éclatement d'une tresge . Ainsil’lhypothese
que lan-largeur des soit2 est contradictoire, et appartient nécessairemenBa" ;. O

Le résultat de compatibilité de la proposition 1.6 momfue I'on peut oter I'indice: sans
ambiguité du symbole* et simplement écrire.*. Notons que<* est en fait un ordre total (et
méme un bon ordre) si’*, lalimite inductive des monoidé€s$ * par un plongement canonique
deB'*, dansB;*.

1.2 Tresses@paratrices

Par définition de<*, pourb < ¢, toute tresse d&'* dont lan-largeur vaut est<*-plus
petite que toute tresse dontqalargeur vautc. Comme l'ordre<* est un bon ordre, il doit
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exister, pour toub, une <*-plus petite tresse de-largeurd. Ces tresses, qui sont en quelque
sorte des séparateurs pauf, sont facilement identifiées. Elles joueront un role imaot dans
la suite de ce chapitre.

La proposition 1.6 affirme que la plus petite tressexdlargeurl esta,,_ .. A partir de la
n-largeur2, un schéma périodique apparait.

Définition 1.7. Pourn > 3 etb > 1, 0n pose?nb = " M an-2,-1) * oo - P2(An-2,n-1)-

Les tresses,, , sont ditesseparatrices Par exemple, on trouve

064 = Ppaas) - Og(aas) - Galans) - oy (ass),
et donCZS\GA = Q3,4 023012016, et, de la méme fa(;oarﬁ’g = Q2301201 5.

Proposition 1.8. Pourn > 3 etb > 1,
—(7) le ¢,,-éclatement dé,, , est la suitg(a,,—2 -1, ... , Gn-2.,-1, 1, 1) de longueub+2;

— (ii) on a l'égalite 0, = 6267 °; ;

— (i14) la tressegmb est la<*-plus petite tresse appartenaatB,* den-largeur b+2—elle est
donc le plus petit majorant des tressesrdlargeur < b+1.

Démonstration.(i) D’abord, observons qu’il n’existe pas de relation ,, a,-2,-1 = ... dans
la présentation du monoidg* donné en (11.2.13). Ainsi, le mat,_; ,a,-2,-1, qui est égal au
mot ¢, (an-2.n-1) an—2.,-1, €St Seul dans sa classe d'équivalence sous les relagoB$ dDe
méme, le mot

¢Z_1(an—2,n—1) CeetOp2p-1,

notéw, est seul dans sa classe d’équivalence, car aucune netatipeut étre appliquée a n'im-
porte quel sous mot de longuekide ce mot. Comme,, est un isomorphisme, on a la méme
propriété pour le mop?(w), qui représente la tresggb. Comme la tressél,b est représentée
par au moins un mot tournant, nous déduisonsd¢jiie) est le mot tournant représentﬁgg,
c’est-a-dire, sa forme normale tournante.

(i4) Nous utilisons une induction sar La relation (11.2.5) implique que la tressg,, est
égale &,,6;,% ;. En utilisant (111.2.1), on déduit

671,1 = gbz(an—ln—l) = Q1,p = 671 5;1—1

Supposon$ > 2. Par définition, on ﬁn,b = ¢z+1<anf2,nfl)/5\n,b71- Alors, par hypothese d'in-
ductionon a R
6n,b = ¢Z+1(a'n—2,n—1) 52_1 5121)—1’—1

En poussani®~! vers la gauche a I'aide de la relation (111.3.5), on obtient

Onpy = 0y L @2 (an-2m1) 0,00

La relation (111.2.1) impliqueg?(a,-2,-1) = a1,,. Donc, en utilisant la relation (11.2.5), on
obtient finalement R
Spp = 008,00 6,0 =680 6.0.
(17i) Soit (s, ..., 01) le ¢,-éclatement d’'une tresse appartenar®/a et qui satisfait la

o~

relation3 <* §,,,. Par définition de<*, on afy.2 <* a,-2,-1. Par le lemme 111.3.2) et (i),
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la B/*,-fin de 3., est triviale, donc sén—1)-largeur est au moina. Ainsi la proposition 1.6
montre ques,,. est égale a,,_»,1. Encore par définition de&*, on a1 <* ay-2,-1. En
utilisant le précédent argument, on obtight= a,_»,-1 pourk > 3. Utiliser 'argument une
fois de plus donne, <* 1, ce qui impliques, = 1. Finalement, par définition de*, on a
I'égalité 5, = 1. On conclut pafi) et I'unicité du¢, -éclatement. O

D’apres la proposition 1.8, il est cohérent d’étendredéinition 1.7 en posaﬁtl,o = Up-1p-
De cette maniere, les résultats de la proposition%:8 s'étendent au cas= 0.

~ ~ ~

1 5n,0 5n,1 5 )2 571,3 (B;*, <*)

L 3 3 3

¥ ] ] L]

(N J . J \ J . J
Y Y Y Y

S

¢,-eclatement ¢,,-éclatement ¢,,-éclatement ¢,,-éclatement
de longueurl de longueuR de longueu3 de longueurt

FIG.5.1: La tresse EM vue comme séparatrice dans (B;*, <*)—donc dans (B, *, <) dés qu'on aura
démontré le théoreme 1.10.

Observons maintenant que les ordrest <* s’accordent sur les tresses séparatriggs

Lemme 1.9. Supposons > 3. Alors la relation0 < b < ¢ impliquegmb < gn,c.

Démonstration.Supposon$ < b < c. Par la proposition 1.8ii), on a
67;,1b ' 671,0 = 5 5 ’ 671 n— 1 = 52—1 52_17 5;—01

L'hypothésec — b > 0 implique que la tress@;}b gn,c esto,_1-positive, car la tress®, estoy_1-
positive. On a dong b < Sn -
Il reste a établir le résultat pour = 0. Le cas precedent donnﬁel < 6pe. Comme la

relation< est transitive, il est suffisant de montﬁero < 5n71. En utilisant la proposition 1.81)
et en insérani,d,' a gauche, on obtient

0,1 001 = R e s

nln

La relation (111.2.1) implique’,'a,! | .0, = ¢, (a1 ,,) = a;t5,, ;. On en déduit
5 5n1 5an 2,n— 1571 1

et la derniere écriture est explicitement -positive. O

1.3 Le résultat principal

A ce stade, nous avormspriori deux ordres distincts sur le monoi@&*, & savoir I'ordre
standard des tresses et I'ordre tournant* de la définition 1.3. Le principal résultat de ce
chapitre est :

Théoreme 1.10.Pour toutes tresses, ' de B*, la relation 3 <* 3’ impliqueg < /.

Avant de commencer la démonstration de ce résultat, nolistens quelques conséquences.
Tout d’abord, nous obtenons une nouvelle démonstratida peopriétéC.
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Corollaire 1.11 (PropriéteC). Toute tresse non triviale estpositive our-négative.

Démonstration.Supposons qué soit une tresse non triviale dB,. Comme par le corol-
laire 11.3.20,B,, est le groupe de fractions d&*, il existe3’, 3" de B:* satisfaisant = 3 5”.

La tressej étant supposée non triviale, onfa# (”. Comme<* est un ordre total, une des
relationsp’ <* 5" ou3” <* (3’ est vraie. Dans le premier cas, le théoreme 1.10 impliquge q
la tresse quotient’ ! 3”7, c’est-a-dire,3, esto-positive. Dans le second cas, le théoréme 1.10
implique que la tresse quotiefit ™ 3’ esto-positive, donc que esto-négative. O

Corollaire 1.12. La relation<* coincide avec la restriction de a B;*.

Démonstration.Soients, v dansB, *. Par le theoreme 1.10, la relation<* v implique s < ~.
Réciproguement, supposofis£* ~v. Comme<* est un ordre total, on a sojt <* 3, et donc
~v < 3, soit = ~. Dans les deux cas, la propriédé@ntroduite a la section 1.3.1 implique que
la relations < ~ est fausse. 0J

Le corollaire 1.12 implique directement le théoreme &4 effet, la caractérisation de I'or-
dre des tresses donnée au théoreme 0.1 n’est rien dguetda définition inductive de la relation
d’ordre <*.

Finalement, nous obtenons une nouvelle déemonstratianré@sultat de Laver, ainsi que la
détermination de la longueur d&,*, <).

Corollaire 1.13. La restriction de I'ordre des tresses au madae de tresses dudl’* est un bon
ordre, et sa longueur est I'ordinal" .

Démonstration.ll est standard que, $iX, <) est un bon ordre de longuenyr alors I'exten-
sion ShortLex de < aux suites finies d’éléments dé est un bon ordre de longuenr—
voir [Lév79]. La longueur(B3*, <*) estw, la longueur d&N muni de l'ordre standard des
entiers. Ainsi, une induction immédiate montre que, poutt > 2, la longueur dé B}*, <*)
est au plus~" .

A priori, c’est seulement une borne supérieure, car il n’est pagjuestoute suite de tresses
de B}, estleg, -éclatement d’'une tresse d&*. Cependant, par construction, le monokjg
inclut le monoide de tresses positivgs, et il est montré dans [Bur97]—ou dans [CDW08]—
que la longueur déB;, <) estw*" . Ainsi la longueur dé B;*, <) est au moins cet ordinal,

et, finalement, on a I'égalité. O

Remarque 1.14.Par construction, I'ordre: est invariant par multiplication a gauche. Une autre
conséquence du corollaire 1.12 est que I'ordfest aussi invariant par multiplication a gauche.
Notons que ce dernier résultat n’est pas évident a phetia définition de la relatior ™.

2 Preuve de la cincidence
Le but de cette section est de montrer que I'ordre tourrérde la définition 1.3 et I'ordre

standard des tressescoincident. Le résultat sera une conséquence de ptéprportant sur la
forme normale tournante.
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2.1 Tressesr-positives de typea,,

Nous allons démontrer le théoreme 1.10 en utilisant ndadtion sur le nombre de brins
Dans le but de maintenir une hypothése d’induction, ndasisimontrer un résultat plus fort :
a la place de seulement monter quej3 sist<*-plus petite quey, alors la tresse quotiept!y
esto-positive, nous allons montrer la conclusion plus prégise la tresse '~ esto-positive
de typeua, ,, pour un certairp dépendant de la derniére lettrede

Définition 2.1. Supposons, > 3.
— Une tresse d&,, est ditea, ,-dangereusei elle est représentée par au moins un mok
dangereux aveg > p.
— Une tresse d&,, est dites,,_;-nonrégativesi elle peut étre représentée pardxyrmoto, ;-
nonnégatif.
— Pourp < n—2, une tress@ est dites-positive de type, ,, si elle peut étre exprimée par

B+ : dp,n : 577

ou 5+ esta,_1-nonnégative et o~ esta, ,-dangereuse.
— Une tresse est dites-positive de type,,_, ,, Si elle est égale a

6/ * Qp—-1,n,
ou 5 est une tresse-positive de type:, ,, ou bien triviale.

Notons qu’une tresse-positive de type:, ,, avecp # n—1 n’est pas triviale, c’est-a-dire,
est differente de, car elle contient,, ,,_,, qui est non triviale.

Observons que la définition d’'une tresseoositive de types,,_; ,, est differente de celle
d’'une tresser-positive de type, ,, pourp < n—1 (des raisons techniques rendent cette dis-
tinction nécessaire).

Dire qu’une tresse estpositive de type, , est motivé par le fait que, ,, est la plus simple
tresses-positive de ce type.

Lemme 2.2. Supposons qué soit une tresse-positive de type,, ,,. Alors
— (1) ¢ esta,_1-positive,
— (i1) ¢4, (5) esto-positive de type, 1.1,
— (iii) sip = 1 alors 36,,*, esto-positive de type ,, pour toutt > 0,
— (iv) si B # a,-1, €st \erifiee, alorsy 5 esto-positive de type, , pour toute tresse;,_;-
nonregativey.

Démonstration.(i) Une tresse:, ,-dangereuse esf,_;-nonnégative (en fat,_,-négative), et
la tresset, ,, esto,_;-positive. Ainsi la tressg esta,_;-positive.

(ii) Avec les notations de la définition 2.1, s@ft., ,, , .- dj (), la décomposition de la
tresse3—, avecf(1) = p. Alorson a

bnr(87) = d}%e)—i—l,n d}%l)-i—l,nv

qui estun mot,,. 1 ,,1-dangereux. Par définition, la tres$epeut étre représentée pardp. -
mot. Comme, pout < n—2, 'image deo; par ¢,,, esto, la tressep,.,(3") esta,-
nonnégative. Ainsi la relation

Gn1(B) = by (BY) - dpiimsr - Gpia (87)
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témoigne que la tressg, ., () soito-positive de typeu, 1 ,+1-

Le point(iii) est une conséquence directe du fait que, sest une tresse, ,,-dangereuse,
alors, pour tout > 0, la tressey~ 4, *, est aussi, ,,-dangereuse.

(iv) Supposong < n—2. Alors, par définition, on & = * - d,, - 3~, ou " esto, ;-
nonnégative et~ esta, ,-dangereuse. On obtient dong = v 5*-d, ,,- 5~. Comme le produit
de tresses,_;-nonnégatives est,_;-nonnégatif, la tresse 3 esto-positive de typex,, ,,.

Supposong = n—1. Comme, par hypothéesg,est differente de,,_; ,,, elle se décompose
enf - a,-1,, OU 3 est une tresse-positive de typeus, ,. Le casp < n—2 implique que
la tressey (' esto-positive de typeu; ,,. Ainsi la tressey 3, qui est égale & 5’ - a,,-1 ,,, €st
o-positive de typeu,,_1 ,,. O

Remarque 2.3.Pourt > 1, la tressegn,t esto-positive de type, ,,. En effet, par la propo-
sition 1.8(ii), on ad,, = 651 -6, - 4.%,, le membre de droite étant une tresspositive de
typea, ,, explicite.

Montrons maintenant que les termes dijréclatement donnent lieu a des tressgmsitives
de typea, ,,, pour un certain entigr que I'on controle.

Lemme 2.4. Pourn > 3, toute tresse dont la dergrie lettre est, ,, esto-positive de type,, ,,.

Démonstration.Soit 3 une tresse d&;* dont la derniere lettr6# esta,, ,,. Posons} = - a,, ..
Supposons d’abord < n—2. Alors, par (11.2.5),on & = - d,, ,, - d];}n_l, une tresse-positive
de typea,,, car la tressed’ appartient aB;*, doncq,_i-nonnégative, et la tressnlg},ﬂb,1 est
a, »,-dangereuse.

Supposons maintenamt= n—1. Le cas ou la tress@ est triviale est évident. Powt # 1,
par le lemme 111.3.2 (iii), il existe une tress# de B;* satisfaisant?’ = " - a,, pour un
certaing. La rela'tional,q Ggn = Ggp a1, IMpliqueag, = ai’, agy ay,. Utilisant (11.2.5) sur la
tresseu, ,, on obtient

6’ = /8” ailq aq,n : dl,n : diln717
une tresse-positive de type:, ,,. Ainsi, 5 esto-positive de type ,. O

Lemme 2.5. Supposons > 3 et soit3 une tresse ref@senée par unes, ,-echelle ados=e
aa, 1,1 avecqg # n—1 ety une tresse, ,-dangereuse. Alors 3 est une tresse-positive de
typeaq—l,n—l-

Démonstration.La proposition 1V.2.8 implique que la tresse3 est représentée par un mur
adossé a,_; ,-1. Il existe donc un mot;,,_,-nonnégatifw et un mota,, ,-;-dangereux telle
gu’on ait

75 =w- dqfl,nfl : E7
qui est une tresse-positive de type:,_; ,,—; (iCi ¢ est different de:—1). O

Nous sommes maintenant préts pour montrer que les ternmegminaux d’uny,,-éclate-
ment (5, ..., 51) ont la propriété désirée, a savoir que la treSs@rotége contre une tresse
6, (05f.,)-dangereuse, dans le sens que,si est une tressg;, ,-dangereuse, alots, (Vx+1) O
esto-positive de typed;’.

Proposition 2.6. Supposons que%, ..., 31) Soitung,,-éclatement. Alors, pour toétde I'ensem-
ble {b—1,...,3} et toute tresseJ;’, ,-dangereusey;.1, 1a tressep, (yx+1) fr esto-positive de
types; . De plus la tressey.; 5 est diferente deu,_»,,—1, sauf sig est elle-rémea,,_» ,,_1. Le
méme Esultat est satisfait pour = 2, sauf si@, est la tresse triviale.
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Démonstration.Prenonsk dans{b—1,...,3}. Par définition dey,., la tressep, (yx+1) est
b, (01, ,)-dangereuse. Supposofs # a,-»,-1. Par la proposition 111.3.10, la forme normale
tournante deg, est unep,, (57, ,)-echelle adossée/ . Par le lemme 2.5, la tresse (yx+1) O
est donar-positive de types? .

Supposons maintenaﬁﬁ = Qp-2,-1 AVECS # a,-2,-1. Par la proposition 111.3.10, la
forme normale tournante d# est unep, (3}, ,)-échelle adossée@, 5 ,,—1. Soitw’ a,—2,,-1 la
forme normale tournante de Par définition d’une échelle, comme la letire 5 ,,_; ne satisfait
pas la conditioni) de la définition 111.3.8, le motv’ est unea, ,,-echelle adossée @, ,,-1
pour un certaip—lemme [11.3.2(4i7). On noteg;, la tresse représentée paft. Alors, par le
lemme 2.5, la tresse, (x+1) 5}, esto-positive de types, 1. Elle est alors le produit

By dy-rn-1 - By
La relationd, ,—1 dy-1 n-1 = d1,,-1 implique que la tresse, (vx+1) 5, est égale a
-1 —
B dyy - din1- By,

ou 3t di? ', esta, »,-nonnégative e, esta.,-dangereuse. Alorg, (yi.+1) 5 esto-positive
de typeal,n 1. Ainsi ¢, (7k+1) Bk esto-positive de typeu,—2 1.

Supposons finaleme, = a,_2,-1. Comme la seule tressg_,,_;-dangereuse est triv-
iale, la tress@,, (yx+1) Ok est égale &,,_» ,,-1, Une tresse-positive de typer,, 2 ,,-1.

Le méme argument établit le cas= 2 avecf, # 1. O

Nous arrivons au résultat technique de ce chapitre. Gdtaésffirme que, si une tresge
de B/* a pourn-largeurbd, alors la tressén o * 3 est soito-positive soit triviale. En fait, le
resultat est plus fort : I'information supplementaire pemierement que I'on peut controler
le type du quotient ci-dessus, et deuxiemement qu’unlteissimilaire est satisfait lorsqu’on
remplace le terme le plus a gauche guéclatement des par une autre tresse de&'*, Iu
ressemblant suffisamment. Ce résultat plus fort, qui mathesement rend I'enoncé plus com-
pliqué, sera utilisé a la section 2 pour I'induction fesur le nombre de brins

Proposition 2.7. Supposons. > 3 et que(f, ..., 1) soit le ¢,-éclatement d’'une tresse
de B/* avech > 3. Notonsa, ,, la derniére lettre des 3;'. Lorsquey, est une tresse-positive
de types;, la tresse

nb 2 gbb 1( b) ' QSZ_Q(ﬁb—l) Tt ¢n(ﬁ2) (52)
est triviale ous-positive de typaqm—le premier cas se produisant seulement ppsr 1.
Démonstration.Posons3* = 6.} , - o7 () - @22 (Bo1) - - - 0, (ﬁg) eta, 1,1 = Bf
(lemme 111.3.2). D’abord décomposons le membre fragmeemcgeénb 5 OV () de B*
comme produit d’'une tressg_;-nonnégative et d’'une tresse dangereuse Par définitiore d
tresser-positive de type?;/, on a

Yo = 7(_; dp—l,n—l %_,

ou v, est une tress@; -dangereuse et ot} esto,_,-nonnégative. En utilisant la proposi-
tion 1.8(i7), on obtient

O s Oh () = 0073 6,200 (3 dprna) 827 () (5.3)
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Par la relation (111.3.5), on @, *2¢" (v} dp-1,-1) = ¢, (7 dp-1,,-1),,""2. En utilisant la
relationd, ,, §,' = (5;1, une conséquence directe de la relation (11.2.6), on obtie

8,200 (0 dprn1) = 6a(0) 0,1 6, (5.4)

En substituant (5.4) dans (5.3), on trouve
Sz~ B (W) = 6073 6,(3) 6,1 6,770 617 () (5.5)

A partir de 13, on déduit qug* est égale a
0t 0u(35) 0,0 6,72 6 () 6 P (Boen) - 0, (). (5.6)

Ecrivonsg* = §_+3 (7, ) 822 (By-1) -.. #(B2). Notons que le facteur de gauche de (5.6),
qui ests?=7 ¢, (%) (5;1, esto,_;-nonnégatifA partir d’ici, quatre cas peuvent se produire.
Cas1:0; ¢ {1,a,-2,-1}. Parlelemme IV.2.10, |a tressk* est égale &" ¢2(v3) &,(52) B,
ou 3" est une tresse,_;-nonnégative et od; est une tresse@; -dangereuse. Notor la tresse
b, (73 ) P2. Par la proposition 2.6, la tresgg esto-positive de types; et differente dex,,—o,,-1.
On déduit ques* est égale a

0n 36, (1) 8,1 8" - 6,(B2), (5.7)

ou le facteur de gauche est_;-nonnégatif, et ou le facteur de droite, & sawojf3;), est
different dea,,_; ,, et estr-positif de typep,, (53 ) par le lemme 2.2i:). Comme, dans ce cas, la
derniére lettre d& 3, este, (35), on conclut en utilisant le lemme 2(2).

Cas2:0; € {l,an-2mn-1}, 03 = ... = Br-1 = p-2n-1 € G # apn_2,-1 POUrk < b—1.

Si 3, est triviale, alors la derniére lettre d&5;" esta,,; sinon la derniere lettre dé g;!
esto, (an-2,-1), Cest-a-dire,a,_; ,—une conséquence directe du lemme 111.3.2. Comme le
produit d’une tresse-positive de type:, ,, aveca,,_1 , €St une tresse-positive de typeu,,_1 ,,,

il est suffisant de montrer que la tregseest le produit d'une tressepositive de type:, ,, avec

la tressep,,(3:). Par le lemme IV.2.10, la tresgi* est égale a

ﬁ” 5;k+2¢]n§(71;r1) gbs_l (ﬁk) ¢]n§_2(an—2,n—1) ¢Z(an—2,n—1) ¢n(62)7 (58)

avec3” une tresses,_;-nonnégative et;,,, une tressej;, ,-dangereuse. La proposition 2.6
implique que la tressg, (v;,,) Ok esto-positive de types; . Par le corollaire 111.3.7, la derniére
lettre dej, esta,,—»,,—1. Alors, par le lemme 2.2ii) la tressep? (vy.+1) ¢,,(0x) esto-positive de
typea,-1,. Donc, par définition d'une tressepositive de type:,,_; ,, on a la relation

Qfl(%;ﬂ) gbn(ﬁk) = ﬁ]’c ¢n(an—2,n—1)7 (59)

ou 3, est une tresse-positive de type:, ,,. Substituant (5.9) dans (5.8) on a qti¢ est égale a

g" 5;k+2¢272(ﬁl§) gbii{ (an—2,n—1) ¢272(an—2,n—1) ¢i(an—2,n—1) b, (B2).

En utilisantg, (a,,-2,-1) 6, = ¢, et larelation (I11.3.5), on obtient que le facteur de gauche
de (5.6) est

B" Br 6,5 0, (B2).-
Comme;, est une tresse-positive de typer, ,,, le lemme 2.2(iii) implique queg, 6, %™
esto-positive de typen, ,,, donc aussi3”3, 6,2, par le lemme 2.2iv). Ainsi, d’apres la
relation (5.6), la tressg* est le produit d’une tressepositive de type:, ,, avece, (Js).
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Cas3:0y € {l,an-2n-1}, 05 = ... =01 = an-2n-1€tY # ay-2,-1. COmme dans le cas

il est suffisant de montrer que la tresseest le produit d’une tresse-positive de typez ,,
avec la tresse, (5;). En utilisant le lemme 1.8i7) et la relation (I11.3.5) dans sa définition, la
tresse’* est égale a

501 0u(1) 6,1 - Du(an-210-1) 6" - oo Dpl@n-2.-1) 6, 0, (B2).

Par le corollaire 111.3.7, la derniére lettre dg esta,,»,,1. La tressey, est dona-positive de
type a,—2,-1. Ainsi ¢, (1) esto-positive de types,, ,, et est differente de,,_, ,,. Alors par
définition d’'une tresse-positive de type,_; ,, il existe une tresse-positive 5, de typea, ,,
satisfaisant,, (v,) = 3} a,-1,,. En utilisantg, (a,-2,-1) 6,,' = 6,-,, on déduit que la tress&
est égale a

On 1 By 6,017 - 0 (B)- (5.10)

Par le lemme 2.2i44), le facteur du milieu de (5.10), & saviyd, *2, esto-positif de typen, ,,.

La tresse3* est donc le produit d’une tressepositive de type:, ,, aveco,, (5s).
Cas4 :52 € {1, an72,n71}1 ﬁg = ... = 5571 = Qp-2,n-1 et’}/b = Qp-2,n-1- Par déf|n|t|0n, ona

B =003 Bpan-2n-1)0," . ¢, (An-21-1) 5, 0,(52). (5.11)

En utilisant¢,, (a,-2.,-1) 6} = 4,', une fois de plus, on déduit' = ¢,,(3;). La tressep, (32)
est soit triviale soit égale @, ,,, une tresse-positive de type,_; ,, comme deésiré. O

Nous sommes maintenant préts a demontrer le théoreb® qui établit que si, v sont
des tresses dB; ¥, alors

G <*~ implique (<7, (5.12)

ou <* est I'ordre de la définition 1.3 et est I'ordre standard des tresses, c’est-a-dire; ~
signifie que la tresse quotiefit'y esto-positive.

Nous allons decomposer I'argument en trois étapes. Ommnoe d’abord par remplacer
le probleme initial portant sur deux tresses arbitraifes par deux autres, chacun d’eux ne
faisant intervenir qu’'une seule tresse. Pour cela, onsatiles tresses séparatricgs de la
définition 1.7, et on s’intéresse au probleme de comparertresse arbitraire avec une tresse
séparatrice,, ;. Nous allons monter que

B <*b,, impligue 8 < d,, (5.13)
6 <* 3 implique  6,, < 8 (5.14)

On a donc essentiellement trois choses a faire : montrE3)5montrer (5.14), et voir comment
en déduire l'implication générale (5.12).

2.2 Démonstrations de (5.13) et (5.14)

On commence par I'implication (5.13). Afin de maintenir ugwanent d’induction dans la
démonstration du théoreme 1.10, nous allons démomtreimplication plus forte.

Proposition 2.8. Pour n > 3, I'implication (5.13) est vraie. De plus la relatiog <* gn,t
implique ques™ §,,; esto-positive de type; ,, pourt > 1.
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Démonstration.Prenonsg dansB,* et supposong <* gn,t pourt > 0. Soit (G, ..., /)
le ¢,-éclatement de. Par la proposition 1.8ii7), on a nécessairemeht< ¢+1. Sit vaut0,
alors la tressg appartient aB/*, et le quotienw‘lgn,o, qui ests™ a,,_1 ., esto-positif. Si les
relationst > 1 etb < 1 sont satisfaites, alors la tresse esto, - -nonnégative, et, comme la
tressej,, ; esto-positive de type; ,,, le lemme 2.2 implique que le quotiefit's,, ; esto-positif
de typea, ,,. Supposons maintenant> 1 etb > 2. Alors, par la proposition 1.84), on trouve

ﬁflgn,t = 571 5; 5;2 = 171 ’ ¢n( 51) @iﬁl( l;l) ’ 52 ’ 57751-

En utilisant la relation (111.3.5), on poussé— 1) facteurss,, vers la gauche et on les intercale
entre les facteurs; ! :

B0 = B 6, (B51) oo ¢U2(G1) 0B OL T ot 6t
= B 0, (B5") o 02(BE) 60 6, B, 050 6t

= B7 6, By s 6n Bty G Byt ST 6t

Comme B;*, est un monoide de Garside, il existe un entieel que 3,15%_, appartienne
a B:*,. Notons la derniére tress®. Ainsi, on ad, 5;' = 4, 3,6,",. La relation (111.3.5) im-
pliques, 3,6, % = ¢,,(8;) 6, 6, %,. Alors la tresses ™ 6, , est égale a

0 Bt e On Bty 6,(By) - 00 67 6T (5.15)

Comme chaque tressk appartient aB,, 1, il en est de méme de leurs inverses. Ainsi le fac-
teur de gauche de (5.15), a saveir 6, 55" ... 0.5, ¢,(5;), esta,_i-nonnégatif. Sib est
égal at+1, le facteur de droite de (5.15), & savéjro,*, ot-0*16-¢ | est égal &, - 6,7F,
ce qui montre que c'est une tressgositive de typeu; ,,. Sib < t est vérifiee, le facteur
de droite dans le produit (5.15) se termine pas.’,, qui est une tresse-positive de type

ay ., et le facteuw,, 5;[“15;**’ esto,_1-nonnégative. Dans tous les cas, on conclut en utilisant le
lemme 2.2(ii4) que34,, , esto-positive de typeu; ,,. O

En utilisant le lemme clé de la section 2.1, c’est-a-dagyroposition 2.7, montrons main-
tenant 'implication (5.14).

Proposition 2.9. Pourn > 3, 'implication (5.14) est vraie.

Démonstration.Prenonss dansB;* et supposongmt <* 5. Soit (B, ..., £1) le ¢,-éclatement
de 3. Par définition de<*, la relationd,, ; <* 8 impliquet < b—2. Alors (5,;}t [ est égale a

0 B - O o0, (5.16)
Par le lemme 1.9, le facteﬁg}t 5,17%,,2 de (5.16) est-positif ou trivial. Par le lemme 2.4, la

tressef, esto-positive de typed;”. Alors, la proposition 2.7 assure que le facteur de droite
de (5.16), a savoir,’, , 3, esto-positif ou trivial. O
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2.3 Demonstration du théeoreme 1.10

A ce stade, nous savons que les implications (5.13) et (Sdm)vraies. Il n’est alors pas
difficile de montrer que I'implication (5.12), qui est notrat, est vraie lorsque la largeur de
est strictement plus petite que celle de c’est-a-dire, lorsqu’on est dans le caShort » de
I'ordre ShortLex.

Il reste donc a traiter le casLex » , C’est-a-dire, lorsqué et~ ont la mémen-largeur, et
c’est ce que nous allons faire maintenant. En fait, comméai&ja mentionné, pour maintenir
une hypothése d’induction, nous allons montrer une inaibn plus forte : au lieu de seulement
montrer que la tresse quotieft!y esto-positive, nous allons montrer le résultat plus précis
quef '~ esto-positive de type:, ,, pour un certairp dependant de la derniere lettredeC’est
pourquoi nous devons considérer les e&aort » et « Lex » simultanément.

Proposition 2.10. Si 3 et v sont deux tresses non triviales d&*, la relation 5 <* ~ im-
plique 3 < . De plus, si laB/* -fin de~ est triviale, alors la tresseg3 '+ esto-positive de
type~*.

Démonstration.Nous utilisons une induction sur. Pourn = 2, tout est clair car les ordres
et <* coincident avec I'ordre usuel des entiers naturels.

Supposons: > 3, et <*  ou 3,y appartiennent &;* et ques soit non triviale. La
tressey est alors aussi non triviale. Soigft, ..., 31) et(~., ..., 71) les¢,-éclatements respec-
tifs de 5 ety. Comme la relatiors <* ~ est vérifiee, on & < ¢. Posonss, = ... = .1 = 1.
Soit ¢ le plus grand entier dandl, ..., ¢} satisfaisants, <* ~,. Par définition de<*, un tel¢
existe. Posons; = (3, ;. Par hypothése d’induction, la tresgeesto-positive. De plus, si on
at > 2, alors la tresse; esto-positive de typey;”.

Supposong = 1. Alors la tresse3 'y est égale &;. Elle est doncr-positive. Comme
la B;*,-fin de~, est non triviale, nous n’avons rien de plus a montrer.

Supposons maintenaht> 2. Soitq, , la derniere lettre de

O () - e D(B2)

La suite(f5;_1, ..., 51) est ung,-éclatement d’'une tresse delargeurt—1. Alors la proposi-
tion 2.8 implique que la tress#, qui est égale a

Bt N (B - o,

esto-positive de type:, ,,. Soity’ la tresse

Ot O () - (1) - e - ().

Commey; esto-positive de typey;, la proposition 2.7 implique que la tresgeesto-positive
de typeq, ,, Ou triviale (le dernier cas se produisant seulement pesrl). Alors, dans tous les
cas, latressg’ 4/ esto-positive de type, ,. Comme, par construction, onga'y = 3" -+ - v,
la tresse3 ' esto-positive. Supposons de plus queBd*,-fin de est triviale. Alorsy; est
triviale et la tresse se termine pau, ,,. Dans ce cas, on@'y = 3’ - v/, une tresse-positive
de typea, ,-1. Ainsi 37!y est une tresse-positive de typey*. O

La démonstration de la proposition 2.10 est donc termiaédonc aussi la démonstration
du théoréme 1.10, qui en est une conséquence immeédiate.
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Nous avons donc une description complete de la restrickobordre standard des tresses
aux monoides de Birman—Ko-Lé&*. La caractérisation du theoreme 0.1, qui est inducliee,
l'ordre < sur B;* a sa restriction suB,* ;. Une version non inductive est facilement réalisable.
En effet, on peut définil éclatemenitéré 7'(3) d’'une tresses de B/* comme étant un ar-
bre obtenu en remplacant leés_,-éclatements des termes di+éclatement, et ainsi de suite,
jusqu’a arriver aB;*, c'est-a-dire, aux entiers naturels. De cette manieneassocie a toute
tresses de B/* un arbrel’(3) avec des branches de hauteur2 et des feuilles étiquetées par
les entiers naturels —voir [Deh08] pour une constructioal@gue. Alors le theoreme 0.1 im-
plique directement que, pour, v dansB;*, la relations < ~ est satisfaite si et seulement si
I'arbre T'(3) estShortLex-plus petit que l'arbrd’ ().

Le point de départ de notre approche étant similaire ai @ [Deh08] et [Bur97], on
peut se demander si les outils utilisés ici peuvent éteptisd au cas dB8;. Pour le moment
cette question n’a pas de réponse. Cependant il semblegumiions d’échelles et de tresses
dangereuses soient spécifiques aux monaitjéet dépendent de la redondance des relations
liant les générateurs de Birman—Ko—Lee.

3 Application au probleme de conjugaison

Le probleme de conjugaison du groupg est le probleme de décider si deux tresses’
de B,, sont conjuguées, c'est-a-dire, s'il existe une tresde B,, satisfaisant = v 3 7.

Depuis les travaux de F.A. Garside [Gar69], il est connu gyedbleme de conjugaison est
algorithmiquement faisable. Cependant, a ce jour, togtesolutions connues sont exponen-
tielles en complexité. C’est la cas pour la solution orddgnde F.A. Garside, comme pour toutes
les améliorations successives décrites par E.A. EliRifad.R. Morton dans [ERM94], par
N. Franco et J. Gonzalez-Meneses dans [FGMO03], et par Z&kmMeneses et V. Gebhardt
dans [GMGO08].

Toutes les solutions citées ci-dessus sont basées gundtuse de Garside dB,,, soit celle
associée au monoid&’ et a la tressé\,,, ou celle associée au monoiBg* et a la tresse,, .

Ce qui suit est un regroupement d’observations vraimegiirpiiaires, mais apparemment
prometteuses, sur le lien entre I'ordre de Dehoraajes tresses et le probleme de conjugaison
des tresses. C’est un travail en commun avec V. Gebhardt.

3.1 Idée ¢gnrerale

Lidée est d'utiliser le fait que B/*, <) soit bien ordonné pour essayer de résoudre le
probleme de conjugaison. Pour cela nous devons donc rarfepeobleme de conjugaison
du groupeB,, au monoides;*.

Définition 3.1. Pour une tresse d&;*, on noteC*™(3) la famille de toutes les tresses' 5+
appartenant &;*, avecy dansB, *.

Comme la restriction de I'ordre standard des tressBS"&st un bon ordre, 'ensemble non
vide C**(3) contient un unique élémert-minimal. Cet €léement sera ngté(3) dans la suite.

Proposition 3.2. Calculeru* sur B;* permet de &soudre le proldme de conjugaison Suf,.

Démonstration.Soient deux tresses et ' de B,,. CommeRB,, est le groupe de fractions du
monoide de Garsid&:*, il existe un entierk tel que les tresse§*3 et §"*3' appartiennent
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aB/*. Commes"* est un éléement du centre d&, pour une tresse de B,, on a
B=7"0 e 608 =78y & (6;78) = 7 (6770 ).
Ainsi 3 et 3 sont conjuguées si et seulemend’sij3 et 53’ le sont. Supposons qu'il existe
dansB,, vérifiant
(03°8) =763 8') .
Montrons qu'il existey’ dansB:* veérifiant (67%3) = 4/~ (67%3')~'. Il existe/ tel qued”’~ soit
une tresse d&;*. Posong)y’ = "'y, alors, comme™* est un élement du centre d&, on a
S G e A (e T A A (C A R T R e B
On a donc montré que les tresse®t /' sont conjuguées si et seulement3siappartient a
I'ensembleC*™(67%3), ce qui revient 20" (6"3) = C™(6n*p'), c'est-a-dire, au™(3) =
(). 0
Construire un algorithme calculant la fonctiph sur B * donne une solution au probleme
de conjugaison suB,,, avec la méme complexité des que la derniere est au nupiadra-

tigue. Réciproquement, la solution au probleme de cangomn décrite dans [GMGO08] peut
étre utilisée en pratique pour calculer la fonctjon en temps exponentiel.

3.2 Une icke qui n'aboutit pas

Ici nous présentons les idées que nous avons essayéeds afifculen* pourn = 3 et qui
n'aboutissent pas.
La notation suivante nous permettera d’alléger le texte :

Notation 3.3. Pour( une tresse d&;* etz une A}-lettre, on notes?, la tresser ™! 3z.

Soit 5 une tresse d&;*, les calculs de 'annexe A nous permettent de déterminelieg
lettresz de A3 satisfonts” € Aj.

L'idée est, pours une tresse d&;*, d’obtenir la tressg*(5) en conjuguant successivement
par une lettre: de B3* vérifiant 5* € Bi* et 5 < (3. Plus précisement, on construit une suite
<-décroissant@, ..., 3, de B* avec/s; = f3, telle que pour touk il existex dansAj; vérifiant
I'égalité 5,1 = [ et telle quesy soit plus grand ques, pour touteA;-lettre x vérifiant la
relationgy € B3*.

Question 3.4.A-t-on 5, = u(5)?

Malheureusement la réponse est non. En effet, si on /ﬁosezgﬂam, alors, grace a I'an-
nexe A, on ag*? ¢ Bi*, %% = agsai0a03 > [ etfe ¢ By, tandis qu'on a la rela-
tion ﬁaQ’Sal’Q = ag’ga,iQ < ﬁ

Le contre-exemple que I'on vient de voir, montre qu’il petre"nécessaire de conjuguer par
une tresse de longueRipour décroitre vis-a-vis de l'ordre.

Question 3.5.A-t-on une borne sur la longueur du conjugarde 3 pour que la tressg” soit
dansBj* et satisfassg” < 3?

La réponse est certainement non. Exp’erimentalemerﬁs"aenfg’fgai’g‘1 doit étre conjuguée

para; zai’s™* afin d’obtenir un élément dB;* plus petit.

Question 3.6.A-t-on une borne sur la-largeur du conjugant de 5 pour que la tressg” soit

dansBj* et satisfassg” < 3?

La réponse est certainement non. En effet, expérimentaie la tressel’; " o7 > doit &tre

conjuguée pap3t~2(a;2) - ... - ay » afin d’obtenir un élément dB;* plus petit.
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3.3 Un début de résultat pour 3 brins

N’ayant pas réussi a déterminer(3) pour 5 de B3* par un algorithme simple, on cherche
a reconnaitre si une tressalonnée vérifie.*(3) = .

~

Définition 3.7. Pour une tresse d&;*, on appellecode de3 la suite(ey, ..., e1) oU
b— e e e
3 1(%?2) <Z>§(a1?2) a1,12

est la forme normale tournante de

Tout d’abord nous avons le résultat suivant qui donne umelition nécessaire sur &
largeur deu*(3).

Lemme 3.8.Pour 3 une tresse d&;*, alors si la3-largeur dey(3) est diferente de elle n'est
pas congrueéd 1 modulo3.

Démonstration.Supposons qug soit une tresse da-largeur differente dé et congrue a
modulo 3. Notons (e, ... ,e1) le code de3. Alors la tresse’’ = ¢) ' (ay3") 6¢5 ' (af’,) est
égale a

5 2(ar'st) - dy(arn) - ary ™
On vérifie immédiatement que;-1, . . ., e1) est le code d’une tresse d&™*. Ainsi la tresse?’

appartient aB;* et est de3-largeurb—1. Il s’ensuit que la3-largeur dep*(5) ne peut pas
étreb. O

D’aprés les expérimentations faites sur ordinateurilsn@emble que la largeur gé(3) ne
peut pas étre tres inférieure a celle/tle

Lemme 3.9. Pour 3 une tresse dé3;* den-largeurb > 2 alors lan-largeur de la tressgss
estégalea b + 6.

Démonstration.Le code de’§ est la suitg(1,1,1,1,1,1,0,6), qui est de longueus et corre-
spond au mot tOUrnalab,gal,2a173a273a1,2a1,3a?72. Notons(ey, ..., e1) le code de3. On rappelle
queay désigneu, » sik est congru d modulo3, a, 3 s'il est congru & modulo3 eta, 3 Sinon.
Commed§ est dans le centre d&;j*, on a

6 6
Bds = ap ... a’sa5’atly - a2,301,201 302,301,201 307 5
6
= afé’} af’?,a;?gag,gal72a173a273a1,2a1,3a172a§}2
+1 +6
= afé’} aif’3a§?3 (1,1720,173&2’3&1’2(1,173(1,?2 .
La suite(ey, ..., e3,eo+1,1,1,1,1,1,0,e; + 6) étant un code de longuebir- 6, on déduit que
la 3-largeur de3ds estb + 6. O

Corollaire 3.10 (([DDRWOS8],chapitre 1) Si deux tresses, 3’ de B, sont conjugées alors on
atoujoursg’ < 36%".

Proposition 3.11. Pour toute tresse@ de B3* de 3-largeur b, la 3-largeur dey(3) appartienta
'ensemblégb — 5, ..., b}.
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Démonstration.Si lan-largeur deu(/5) vautl alorsyu(3) est une puissance deg, et/ est une
puissance d’unel}-lettre, ce qui implique < 3.

Supposons que la-largeurc de p(3) soit supérieure ou égale2a Par le corollaire 3.10,
on ag < u(B)dS. Le théoreme 1.10 assure alors duest inférieur a lar-largeur deu(3)45.
Le lemme 3.9 impliqué < ¢ + 6, c'est-a-direp — 6 < ¢. On conclut a l'aide de la relation
évidentey*(5) < g. O

Ce résultat est loin d’étre une description complétetdanais il restreint séverement I'in-
tervalle ouu*(3) peut exister.

La prochaine étape devrait établir un lien entre les valele ;. pour des tresses suff-
isamment proches—ce qui pourrait donner un procédé aeilgadr induction. Aucun résultat
méritant d’étre mentionné n’a été démontré pour lenment, mais, comme conclusion, nous
mentionnons la conjecture suivante soutenue par I'exp@riation sur ordinateur :

Conjecture 3.12. Pour toute tressg de B3*, on au(d3 ) = 03 ays pu(3) ai ,.

Nous rappelons qué&; est égale a\Z, un générateur du centre d&. Nous conjecturons
aussi une formule similairg,(A2) = A2o; 2 1u(3)o?, ol est une adaptation de a B;:.
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Annexe A

Dans cette annexe nous décrivons la conjugaison d’ursetoes3]* par uneA;-lettre.
Nous rappelons la définition de code d’une tress&tie:

~

Définition 3.13. Pour une tresse d&:*, on appellecode dej la suite(e, ..., e1) ou
§*1(a§i’z) <Z>§(ai22) CLT,IQ
est la forme normale tournante de

Par la proposition 111.4.11 une suite d’entiers non nis ..., e;) est le code d’'une tresse
de Bi* si et seulement si;, est non nul pouf: > 3. Pour un code de tresseon notej(s) la
tresse représentée par

Dans la liste ci-dessus, on note~ © sila tresseb} " (ar,)3(s)d5 " (a12) n'appartient pas
aBi* (k étant—1,0 ou 1 en fonction du cas considéré). De méme powalant—1,0 oul en
fonction du cas considéré, on nate~ s sila tresse)} *(a;})5(s)¢s " (a1 2) appartient &35
et admets’ pour code—il se peut que I'on doive d’abord retiredle plus a gauche d€.

Cette liste a &été obtenue a I'aide du retournement et chllaoe 11.3.27.

Cas 1- Conjugaison pap’ ' (a).

Sib est congru & modulo3 :

— (e1) ~ (e1)

- (eba €b—15 -+ 61) ~ (eb_]-a €b-1, .- 761+1)

Sib est congru  modulo3 :

- (6270) (6270)

(62, ) (1 0 62)

(62, €132) ~~ (62—1,61—1,1,0,1)

— (ep, ep-1, .-, €3,€9,0) ~ (ep—1,€p-1, ..., €3,69+1,0)
(ep, €p-1, ..., €3,€2, 1) ~ (ep—1,€p-1, ..., €4,e3+1,0,€541)
(ep, €p-1, ..., €3, €2,€132) ~> (ep—1,€p1,...,€9,61—1,1,0,1)

Sib est congru & modulo3 :
(63,62, ) (63,0,62)
— (e3,0,1) ~ (1,1,0,e3—1)
— (ep, ..., e3,69,0) ~ (ep—1,€p-1,...,€4,e3+1,0, €9)
— (epy.ye3,0,1) ~ (ep—1,€p-1,...,€5,e4+1,1,0, €e3)
(1,...,1,0 b—2) ~ (1,...,1,0,b—3)
——

b72 b—1
- (eb, cee s Clt o, 1, ceey 1, 0, k’) ~ (eb—l, €p—1---y€kta, 6k+3+1, 1, ceey 1, 0, 6k+2+/{3—1)
k—1 k
— (1,...,1,0, e150-1) ~ (e1—b+3,1,...,1,0,b—3)
b—2 b—2

169
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— (2,1,...,1,0, e150-1) ~ (e1—b+2,1,...,1,0,b — 2)
—— ——

b—3 b—1

— (6353, 1,000, 1,0, e150) ~ (€92, e1—b42,1, ..., 1,0,b — 2)
S~—— S~——

b—3 b—1
— (€py ey Chr3s Chr232, 1, 1,0, €15041) ~ (ep—1, €51, ooy €ppo—1, 61—k, 1, ..., 1,0, k)
—— ——

k—1 k41
— (ep, ..., €3,€951,€121) ~ (ep—1,€p-1,...,€1,1,0,0)
Cas 2— Conjugaison pap;(a).
Sib est congru & modulo3 :
- (61) ~ (617070)
- (eb, ,62,0) ~ &
— (ep, 1,...,1,0,0—1) ~ (1,..., 1,0, ,+b—2)
~—— ——
b—3 b—2
- (Gb, coe s Clto, 1, ceey 1, 0, k’+1) ~ (6b+1, €h—1y -5 Cht4, 6k+3+1, 1, ceey 1, 0, 6k+2+k’—1)
—— S~——
k—1 k—1
— (ep, 1,...,1,0,e150) ~ (€p,e1—b+1,1,...,1,0,b—2)
—— ——
b—3 b—2
— (€p, .-, €p13, k1032, 1, ..., 1,0, €1
( b k+3y €k4222 1>k+2) ~
k1 (ept+1,€p-1, s a3, 20— 1, e9—k—1,1,...,1,0, k)
——
k
— (epy ...y €0, 1) ~ (ept1,ep-1, ..., €2)
- (eb, ..., €3,€2>1, 6122) ~ (€b+1, €p—1y ..., €9, 61—1, 0, 0)
Sib est congru & modulo3 :
= (€2,0) ~ (e2)
- (62,61)1) ~ Q)
— (Gb, ,63,0,0) ~ Q&
- (ep, 1,...,1,0,6—2) ~~ (1,...,1,0, ,4+b—3)
S~—— ~——
b—3 b—2
- (eb, veey €2, 1, cery 1, 0, ]{I) ~ (eb+1, vey €y, €k+3—|—1, 1, cery 1, 0, €k+2+l{7—2)
—— ——
k—1 k—1
- (ep, 1,...,1,0,€16-1) ~ (€p,€1—0+2,1,...,1,0,6—3)
S~—— S~——
b—3 b—2
- (eb, voe s €ka3, €pio>2, 1, cery 1, 0, €1>k+1) ~
——
k-1 (ep+1,€p-1, ..., €prs,€p00—1, 61—k, 1,...,1,0,k—1)
——
k
— (epy ..., €3,6951,0) ~ (ep+1,€p-1,...,€3,62—1)
- (eb, ver y €3, €931, 6121) ~ &

Sib est congru & modulo3 :
- (637 07 61) ~ (637 61)

- (6376221761) ~Q
- (eba -, €3, 07 61) ~ (€b+17 €b-1, .-+, €4, 63_]-7 61)
- (eb, ...,€3,€2>1, 61) ~ Q@

Cas 3- Conjugaison pap}™(a).

Sib est congru & modulo3 :
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— (1) » ®
- <€b, ,63,0,0) ~Q
— (ep 1,0y 1,0,6—2) ~ (2,1, ..., 1,0, ey+b—4)
S~—— S~——
b—3 b-3
- <€b, veey €2, 1, cery 1, 0, k) ~ (1, €hy ey €k1yg, €k+3—|—1, 1, ceey 1, 0, €k+2—|—]{}—2)
—— S~——
k—1 k—1
— (€py ey €ha3s €hpoz2, 1y, 1,0, e12041)~ (1, €p, o, €pas, €hio—1, 61—k, 1, ..., 1,0, k—1)
k—1 k
- (eba -5 €3, €221, O) ~ (17 €b; €p-1, -+ , €3, 62_]-)
- (eb, ..., €3,€2>1, 6121) ~

Sib est congru & modulo3 :
— (epy...,e3,0,e1) ~ (1, ep,€p-1,...,e4,€3—1,€7)
- (eba ., €3, €221, 61) ~ QR

Sib est congru & modulo3 :

— (ep v, €9,0) » ®

- (eb, 1, ey 1, O, b—l) ~ (2, 1, ey 1, O, €b—|—b—3)
N—— N——

b—3 b—3
- <€b, veey €2, 1, cery 1, 0, k—'—l) ~ (1, €by -ve y €14, €k+3—|—1, 1, cery 1, 0, €k+2—|—l{7—1)
S~—— S~——

k—1 k—1

— (epy vy hraz2, 1,0, 1,0, €15042) ~ (1, €p, vy €pa0—1,e9—k—1,1, ..., 1,0, k)
~—— S~——
k—1 k
— (epy ..oy, 1) ~ (1, ep,€p-1, ..., €2)
2)

e
— (ep, .oy €221, €12) ~ (1, €, €51, .., €2,61—1,0)
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Résune de la these

Une tresse est une classe d’équivalence de mots de trageesd3 formes normales sur les tresses
ont été décrites dans la littérature, c’est-a-diigeis moyens de sélection, pour toute tresse, d'un mot
de tresse distingué la représentant. Définie de facturelke sur les monoides de tresses de Birman—
Ko-Lee (ou duaux), la forme normale tournante peut éeadite au groupe de tresses tout entier. Ici,
nous donnons des contraintes de nature combinatoireastspar cette nouvelle forme normale. Nous
en obtenons ainsi une caractérisation et montrons quselehle des formes normales tournantes des
tresses duales constitue un langage régulier.

Un résultat de P. Dehornoy (1992) affirme que toute tresadmadale admet un représentant sigma-
défini. Ce résultat est a la base de la construction derkodes tressed I'aide de la forme normale
tournante et de ses propriétés, nous montrons que tagsetmdmet un représentant sigma-défini de
longueur quasi-géodésique, ce qui résout une questioerte depuis une quinzaine d’'années.

Un résultat de R. Laver montre que les monoides de Birmank&e munis de I'ordre des tresses
sont bien ordonnés mais laisse ouvert la déterminatidewts longueursA I'aide de la forme normale
tournante, nous obtenons une caractérisation de I'omldrdsses sur le monoide de Birman—Ko—Lee a
n brins & partir de sa restriction sur celujra—1) brins. Une conséquence de ce résultat est une nouvelle
démonstration du résultat de R. Laver ainsi que la détextion de la longueur des monoides de tresses
duaux munis de 'ordre des tresses.

The rotating normal form of braids

Thesis summary

By definition, a braid is an equivalence class of braid wok@ésious normal forms have been de-
scribed in the litterature.e., various ways of selecting for each braid, a distinguishectithat represents
it. Naturally defined on the Birman—Ko—Lee monoids (or dualidh monoids), it can be extended to the
whole braid group. Here, we give combinatoric constraiatgied by this new normal form. From these,
we obtain a characterization of the rotating normal form ahdw that the set of the rotating normal
forms of dual braids is a regular language.

A result by P. Dehornoy (1992) states that each nontriviaidobadmits a sigma-definite representa-
tive. This is the ground result for ordering braids. Tharkghe rotating normal form and its properties,
we show that each braid admits a quasi-geodesic sigma-idafemresentative, which resolves a question
opened for fifteen years.

A result by R. Laver states that the Birman—Ko—Lee monoidspged with the braid ordering are
well-ordered, but it leaves the determination of the leagihsolved. Thanks to the rotating normal
form, we obtain a characterization of the braid orderinghavit-strands Birman—Ko—Lee monoid from
its restriction on th¢n—1)-strands Birman—Ko-Lee monoid. A consequence of this tésalnew proof
of Laver’s result and a determination of the length of thel dwaid monoids equipped with the braid
ordering.

Mots-clefs :
— indexation Rameau :Formes normales, théorie des tresses, algorithmes, ides)c&nsembles
ordonnés.
— indexation libre : Ordre des tresses, langage régulier, monoides de Bitloré-ee, structure
de Garside.
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