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Introduction

Une grande partie de mes affirmations relévent de la pure spéculation ; on
pourra sans doute les traiter de réveries. J'accepte la qualification : la
réverie n’est-elle pas la catastrophe virtuelle en laquelle s’initie la
connaissance ? Au moment ot tant de savants calculent de par le monde,

n’est-il pas souhaitable que d’aucuns, s’ils le peuvent, révent ¢
R. Thom



10 Introduction

Présentation

Sur un objet métrique lisse (une surface a bord, une variété riemannienne...),
on peut en général définir un opérateur différentiel d’ordre 2 appelé Lapla-
cten. Ses valeurs propres, quand elles existent, correspondent aux fréquences
propres de vibration de notre objet lorsqu’il est soumis & une petite défor-
mation. Ces valeurs propres forment la partie la plus exploitable de ce que
I'on appelle le spectre du Laplacien. La géométrie spectrale a pour but de
relier ce spectre avec la géométrie de 'objet dont on est parti. Le titre d’'un
article bien connu de Mark Kac, Can one hear the shape of a drum ? résume
cette idée : si 'on connait complétement le spectre du Laplacien sur une
surface, peut-on deviner sa géométrie? La réponse est en général non : ces
deux polygones ont exactement le méme spectre, ainsi qu’il I'est montré dans

[GWW92].

Le spectre fournit cependant des réponses partielles sur la géométrie des
objets qui nous intéresseront, les variétés riemanniennes. Sur une variété
compacte, le spectre du Laplacien est une suite discréte de valeur propre.
La formule de Weyl permet alors de retrouver le volume de la variété a
partir de son spectre. Une seule valeur propre permet parfois d’identifier
complétement la géométrie d’une variété : dans une famille d’objets dont
on controle partiellement la géométrie (par exemple une famille de variétés
compactes de volume fixé, ou de courbure minorée...), les points extrémaux
des valeurs propres du Laplacien correspondent souvent & des variétés trés
symétriques. Voici deux résultats qui suivent cet idée.

Théoréme 1 (Théoréme de Lichnerowicz-Obata). Soit M une variété rie-
manntenne compacte de dimension n dont la courbure de Ricci est minorée
par k& > 0. Alors la premiére valeur propre non nulle de son Laplacien vérifie

>\1 (M) > nk,
avec égalité si et seulement si (M, g) est la sphére de rayon k.

Sur une variété M non compacte, le Laplacien n’admet pas forcément de
valeur propre. On peut cependant toujours définir le bas du spectre, par la
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formule

2
Mo(M) = inf V2L
o ol
oll ¢ parcourt I’ensemble des fonctions C! & support compact dans M, et
ot I'on a pris la norme L%. Le bas du spectre est 0 lorsque la variété est
de volume fini. C’est parfois une valeur propre pour le Laplacien, associé &
une fonction propre ¢g strictement positive : c¢’est alors la plus petite de ses
valeurs propres. On peut chercher & obtenir des résultats du méme type que
le Théoréme de Lichnerowicz-Obata pour les variétés non-compactes. Notons
par exemple le résultat suivant, montré dans [LWO01] :

Théoréme 2 (Théoréme de Li-Wang). Soit M une variété riemannienne de
dimenston n > 3 dont la courbure de Ricci est minorée par 1 —n. Supposons
que son bas du spectre vérifie

)\o(M) >n—2.
Alors on a l'une des deux situations :
1. M n’a qu’un bout de volume infini;

2. M =R x N muni de la métriqgue produit
_ 32 2
gm = dr® + (ch*r)gn,

ot (N, gn) est une variété riemannienne compacte dont la courbure de
Ricci est minorée par —(n — 2). Dans ce cas,

M(M)=n-2.

Le probléme qui a motivé & 'origine notre travail s’inscrit dans la méme
veine que ces deux résultats.

Question 1. Etant donné une famille de variétés hyperboliques de dimension
8 de volume infini, géométriquement finies, quasi-isométriques entre elles,
que peut-on dire de celle dont le bas du spectre est maximal, quand elle existe ¢

Cette question, sous une forme plus précise que nous décrirons au Cha-
pitre 4, a été la motivation de départ de toute ma thése. Alors que je cherchais
des exemples plus simples sur lesquels comprendre 'intéraction entre bas du
spectre et géométrie pour des variétés de volume infini, j’ai été naturellement
amené & considérer des surfaces hyperboliques de genre infini baties a partir
de graphes, puis & généraliser ces objets. Cela m’a permis d’acquérir une par-
tie des connaissances nécessaires & 'approche de ce probléme. Notons que
dans ces différentes études, on retrouvera toujours une hypothése cruciale
sur le spectre : les variétés ont un volume infini, et le bas du spectre est une
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valeur propre isolée, associé & une fonction propre. Nous dirons alors qu’elles
ont un trou spectral strictement positif.

Nous avons donc mené notre travail dans deux directions paralléles. Sur
une classe de variétés qui généralise les revétements p : M — N, ou N
est une variété a trou spectral positif, nous avons cherché & relier le bas du
spectre de M a celui de N & D'aide de résultats sur le spectre des graphes.
Cela nous a conduit & généraliser d’anciens travaux de R. Brooks. Nous avons
eu besoin pour cette étude d’étudier différentes caractérisations du bas du
spectre, ainsi que des propriétés de la premiére fonction propre de N. Nous
présentons ces résultats dans les chapitres 1, 2 et 3. Dans le méme temps,
nous avons essayé différentes méthodes pour comprendre, puis essayer de ré-
soudre, la question posée ci-dessus. Aucune n’a complétement abouti; nous
présentons au chapitre 4 différentes facettes de cette question. Au chapitre 5
nous présentons une approche de ce probléme, qui donne un résultat intermé-
diaire intéressant, mais ne permet pas de conclure. Au dernier chapitre nous
présentons quelques unes des nombreuses questions qui se sont naturellement
posées durant ce travail.

Résumé des résultats

Voici maintenant un résumé plus détaillé des travaux exposés dans ce mé-
moire.

Chapitre 1 : Préliminaires de géométrie riemannienne

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques notions classiques de géo-
métrie riemanniennes qui nous serviront aux chapitres 2 et 3. Aucun des ré-
sultats que nous présentons n’est vraiment original, mais nous avons adapté
leur présentation pour 'utilisation que nous en ferons dans la suite de nos
travaux. Les définitions et résultats de la Section 1.2, s’inspirent largement
d’anciens travaux de R. Thom, sont peut-étre moins connus des géomeétres
riemanniens.

La Section 1.1 rappelle les résultats classiques de géométrie spectrale dont
nous aurons besoin par la suite. Nous y définissons ce qui sera une hypothése
cruciale de la plupart de nos résultats, le trou spectral :

Définition 1. Soit M une variété riemannienne, on dira que M a un trou
spectral strictement positif si et seulement si

1. le bas du spectre \g est associé¢ a une fonction propre ¢og € H(M) ;

on note alors
o {” H 72 / }
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ot f parcourt l'ensemble des fonctions de H'(M) orthogonale @ ¢q ;
2. onan=X —X >0.
On appelle n le trou spectral de M.

La fonction propre ¢q est alors unique a multiplication par une constante
prés, et de signe constant. Nous supposerons donc toujours qu’elle est positive
et normalisée pour la norme L? lorsque nous parlerons de la premiére fonction
propre.

Dans la Section 1.2, nous étudions les revétements riemanniens galoisiens
p: M — N. Pour certaines fonctions f : N — R, nous y construisons un
domaine fondamental pour Iaction du groupe de revétement sur M sur le
bord duquel le gradient du relevé de f est tangent. Le résultat principal de
cette section est le théoréme suivant.

Théoréme 3. Soit (N, g) une variété riemannienne de dimension n, et p:
M — N un revétement riemannien galoisien de groupe d’automorphisme T
Soit f : N — R une fonction de Morse telle que pour tout a > 0,

N, = {w € N; f() > a}

est compact, il existe un domaine fondamental C C M pour laction de I’
a bord C* par morceauz tel que Vf soit tangent o OC. De plus, si f admet
un nombre fini de points critiques, pour tout 1 < k < n, le bord de C a un
nombre fini de composantes lisses de dimension k.

Nous prouvons ce résultat a partir d’idées dues & R. Thom, et nous pré-
sentons sa généralisation & une classe de fonctions plus large : les fonctions
dont le gradient est simplement stratifié, que nous définirons dans ce para-
graphe.

Enfin, dans la Section 1.3, nous décrivons avec quelques détails la géomeé-
trie d’une variété au voisinage d’une hypersurface compacte. En particulier,
nous décrivons le Laplacien d’'une fonction qui ne dépend que de la distance
a ’hypersurface, ce dont nous aurons besoin au chapitre 2.

Chapitre 2 : Graphes, moyennabilité et bas du spectre

Ce chapitre est consacré a I’étude des variétés G-périodiques, olt G est un
graphe a valence constante. Pour un graphe GG, nous notons (abusivement)
i € G lorsque i est un sommet de G, et i ~ j lorsque (i, 7) est une aréte de

G.
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Définition 2. Soit G un graphe a valence constante v < co. Nous dirons que
M est une variété G-périodique s’il existe une sous-variété fermée C C M
d’intérieur non vide, G bord C' par morceauz (voir Section 1.2), qui vérifie
les propriétés suivantes.

1. Il existe des sous-variétés C; C M d’intérieurs disjoints telles que

M=|]C;,

1€G
et pour tout i € G, il existe une isométrie J; : C; — C.

2. Pourtousi,j € G,i# j, sit~ j alors le bord commun C;NC; contient
une sous-variété de codimension 1.

3. Il existe R > 0 et une famille d’ouverts aq, ..., a, C OC, pas forcément
connezes, d’adhérences compacte dans OC, de classe C', possédant des
voisinages tubulaires 11, ..., T, de rayon R disjoints dans C, tels que si
1~ 7, on ait les propriétés :

(a) la composante de bord J;(C; N C;) C OC contient l'un des oy, ; de
méme J;(C; N Cj) contient ayy ;

(b) Uapplication
J; o Jj_l : J](CZ N CJ) — Jz(Cz N Cj)
induit une isométrie de o sur ayg.

Nous appelons C' la cellule élémentaire de M, G le graphe modéle de M,
et les oy, les zones de transition.

Ce sont des généralisations naturelles des revétements dont le groupe
d’automorphisme I' est de type fini, qui correspondent a des variétés G-
périodiques oit G est un graphe de Cayley de I'.

Soit M une variété G-périodique de cellule C. Nous dirons qu'une fonc-
tion f: C' — R continue se recolle bien dans M si la fonction f: M — R
définie sur l'intérieur de chaque cellule C; par

flg =Fodi

¢
se prolonge en une application continue sur M.

Notons h(G) la constante de Cheeger du graphe G, et 1o(G) le bas du
spectre du Laplacien combinatoire sur G. Ces notions sont présentées a la
Section 2.1.3. Les deux résultats principaux de ce chapitre sont alors :
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Théoréme 4. Soit G un graphe & valence constante et M une variété G-
périodique dont la cellule C admet une premiére fonction propre qui se recolle
bien dans M.. Si G est moyennable, on a

Ao(M) = Mo(C).

Si G n’est pas moyennable, si le rayon d’injectivité normale de OC' est stric-
tement minoré par R, et si chaque cellule n'admet qu’un nombre fini k
de wvoisins, alors il existe une constante A’ > 0 qui ne dépend que de k, de

Ronin et de \o(C) telle que
Mo(M) < Xo(C) + A'(Q).

Théoréme 5. Soit C une cellule de valence v qui admet une premiére fonc-
tion propre ¢g et un trou spectral 1 = A1 (C) — Ag(C) > 0. Alors il existe une
constante A > 0, ne dépendant que de \g et des zones de transition sur C,
telle que pour tout graphe G de valence v et toute variété G-périodiqgue M de
cellule C' on ¢g se recolle bien,

Ao(M) > Mo(C) + Anpo(G).

Dans 'article de R. Brooks [Bro85], il est démontré que pour tout revé-
tement riemannien p : M — N, sous certaines hypothéses (qui impliquent
entre autres un trou spectral positif), Ag(M) > A\g(IV) avec égalité si et seule-
ment si G est moyennable. Les théorémes précédents impliquent le résultat :

Corollaire 6. Soit N une variété dont le trou spectral est positif. Notons
oo sa premiére fonction propre. Soit p: M — N un revétement riemannien
galoisien dont le groupe d’automorphisme 1" est de type fini. Sl existe un
domaine fondamental C C M pour Uaction de I' a bord lisse par morceaux
tel que ¢ vérifie les conditions de Neumann sur OC, alors N\o(M) > Ao(IV)
avec égalité si et seulement st G est moyennable.

Un tel domaine existe dés que le gradient de la premiére fonction propre
est simplement stratifié d’aprés la Section 1.2. Nous verrons au Chapitre
3 que pour les variétés a rayon d’injectivité strictement positif, dés que la
courbure de Ricci est uniformément minorés, que les k premiéres dérivées de
la courbure de Ricci sont bornées et 1la métrique générique, cette propriété est
vérifiée. Nous détaillons & la Section 2.4.1 en quoi notre résultat généralise
ceux de Brooks.

Nous présentons aussi & la Section 2.4.2 une application de ce résultat
pour encadrer le bas du spectre d’'une variété découpée en morceaux de
volume fini.

Chapitre 3 : Domaines a bord et revétements

L’objectif de ce chapitre est d’étudier les propriétés de la premiére fonc-
tion propre, de fagon & pouvoir appliquer le théoréme précédent au cas des
revétements.
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A la Section 3.1, nous démontrons une caractérisation du bas du spectre
du Laplacien avec condition de Neumann par le spectre positif :

Théoréme 7. Soit M une variété compléte non compacte, dont le bord OM
est compact et C1 par morceauz. Pour tout réel \, il existe une fonction ¢
C°° A-harmonique positive sur M avec condition de Neumann sur OM si et
seulement si A < ) (M).

Dans ce théoréme, A\ (M) désigne le bas du spectre du Laplacien sur M
avec condition de Neumann au bord. Ce théoréme est dtt & D. Sullivan lorsque
M est sans bord, dans ’article [Sul87]. Nous en donnons ici une démonstra-
tion détaillée, en reprenant les idées de Sullivan basées sur I'utilisation du
mouvement brownien, que nous adaptons au cas a bord avec condition de
Neumann.

Puis, dans la Section 3.2, nous démontrons que lorsque M a un trou spec-
tral strictement positif, pour une métrique générique sa premiére fonction
propre est de Morse. Plus précisément, soit G¥(M) ’ensemble des métriques
de classe C* sur M, nous définirons la topologie C*-forte a la Section 3.2 pour
laquelle nous montrons :

Théoréme 8. L’ensemble des métriques pour lesquelles le trou spectral est
strictement positif,

TS(M) = {g € G*(M): Molgo) < 35" (90) }

est un ouvert pour la topologie C*-forte.

Nous définirons ensuite la notion de propriété générique et d’ensemble
résiduel pour cette topologie, pour montrer le résultat suivant :

Théoréme 9. Soit (M, gy) une variété riemannienne de classe C* dont le
rayon d’injectivité, le bas du spectre et le trou spectral sont strictement posi-
tifs, et ¢o la premiére fonction propre de son Laplacien. On suppose de plus
qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout p =0, ...,k — 2, et pour
tout x € M,

|VP Rmg, | (z) < C.

g0

Soit U C TS(M) un voisinage de go pour la topologie CF-forte sur lequel
le rayon d’injectivité, le trou spectral et le bas du spectre sont strictement
positifs, et les dérivées de la courbure vérifient l'inégalité précédente. Alors il
existe un ensemble Uy C U résiduel pour la topologie CF-forte tel que pour
tout g € Unr, la premiére fonction fonction propre ¢ du Laplacien associée
a g est de Morse sur M.

Un résultat analogue est démontré dans [Uhl76] pour les fonctions propres
non constantes du Laplacien sur une variété compacte. Le passage au cas non
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compact nécessite de travailler sur une topologie adaptée, la topologie C*-
forte. Nos hypothéses sur la courbure nous permettent alors d’adapter les
idées de K. Uhlenbeck au cas de la premiére fonction propre d’une variété
non compacte avec trou spectral.

Appliqués a I’étude des revétements riemanniens, ces deux résultats nous
permettent d’obtenir une caractérisation nouvelle du bas du spectre adaptée
aux domaines fondamentaux :

Théoréme 10. Soit N une variété riemannienne de volume infini dont le
rayon dinjectivité, le bas du spectre et le trou spectral sont strictement posi-
tifs, et dont les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k du tenseur de
courbure, pour k assez grand, sont uniformément bornées. Soit p: M — N
un revétement riemannien de groupe d’automorphisme G. On a

Mo(N) =sup{o(D),D C M domaine fondamental pour G} .
D

Lorsque la métrique est générique sur N, ce supremum est atteint par un
domaine sur lequel ¢g vérifie les conditions de Neumann.

Chapitre 4 : Variétés hyperboliques et bas du spectre

Ce chapitre présente la question qui a motivé & l'origine notre travail, et les
résultats de géométrie hyperbolique de dimension 3 nécessaires & 1’aborder.
Aucun des résultats présentés dans ce chapitre n’est nouveau ; leur présen-
tation se veut synthétique et orientée vers le probléme qui nous intéresse.
Pour une variété hyperbolique M = H3/I', nous définissons a la Sec-
tion 4.1.1 Pensemble limite du groupe I', sa dimension de Hausdorff ér, le
coeur convexe de la variété et la notion de variété géométriquement finie. Le
théoréme suivant relie ces notions au bas du spectre du Laplacien :

Théoréme 11 (Sullivan, Bishop-Jones). Soit M = H3/T" une variété hyper-
bolique de volume infini, géométriguement finie, qui ne soit ni un tore plein,
ni un bretzel, ni fuchsienne. Alors

1<or<2et )\0(M) = 5F(2 — 5I‘)

1l s’agit d’un résultat de D. Sullivan, affiné par des travaux de J. Bishop
et P. Jones, que nous présentons & la Section 4.1.3, qui sont basés sur 'uti-
lisation de familles de mesures portées par I'’ensemble limite, les mesures de
Patterson-Sullivan.

A la Section 4.2.1, nous présentons 'espace des déformations d’une variété
hyperbolique :
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Définition 3. Soit M = H3/T' une variété géométriquement finie. Nous
appellerons espace de déformation de I', que nous notons Dp(I'), ’en-
semble des représentations de I' dans PSLa(C) (a conjugaison prés) fidéles
discrétes, dont l'image est géométriquement finie, qui préservent le type des
éléments (ie p(7y) est parabolique si et seulement si vy est), et qui sont reliées
a la représentation triviale par un chemein continu de représentations.

Nous verrons que cet espace de déformation est muni naturellement d’une
structure de variété analytique, et que pour tout p € Dp(I"), les variétés
M =H3/T et M, =H3/p(T) sont homéomorphes et quasi-isométriques.

Le bord du coeur convexe est, en général, une variété plissée (voir Defi-
nition 4.1.8). Lorsque la variété M = H3/T" est acylindrique, ce que nous
définirons a la Section 4.2.2, il existe une unique déformation py € Dp(I)
telle que le bord du coeur convexe de M,, = H?/po(T') soit totalement géo-
désique. La question qui nous intéresse est la suivante :

Question 2. Le mazimum du bas du spectre des (Mp)peDF(p) est-il atteint
par la variété M, dont le bord du coeur conveze est totalement géodésique ?
Si oui, est-ce 'unique mazimum, ?

Cette question a été posée par R. Canary, dans I'article [CMT99]. 1l s’agit
14 de nouveau d’un probléme de type Lichnerowicz-Obata, ot 'on espére que
le maximum du bas du spectre est atteint par une variété particuliérement
symétrique. Cette question s’énonce de fagon équivalente pour la dimension
de Hausdorff de ’ensemble limite :

Question 3. Le minimum de la dimension de Hausdorff de l’ensemble li-
mite des groupes (p(I')) jep, (1) est-il atteint par po(I'), ot la variété M, est
celle dont le bord du coeur convexe est totalement géodésique ? Si oui, est-ce
Uunique minimum ¢

Nous verrons a la Section 4.2.2 qu’il s’agit d’une généralisation naturelle
d’un résultat de R. Bowen de 1979. Durant cette thése, nous avons essayé
plusieurs approches de ce probléme. Aucune n’a permis de répondre & la
question précédente, principalement par manque de controle sur les quasi-
isométries qui permettent de passer d'une variété a 'autre dans ’espace de
déformation. Nous présentons maintenant I’une d’entre elles, qui a donné un
résultat intermédiaire intéressant.

Chapitre 5 : Entropie des variétés convexes cocompactes

Ce chapitre étudie la théorie ergodique du flot géodésique sur des variétés
convexes cocompactes. Par un théoréme da a Sullivan pour les variétés hy-
perboliques, généralisé par C.B. Yue pour les variétés a courbure négative
pincée, U'entropie du flot géodésique sur les variétés convexes cocompactes
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est égale & la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite. Nous avons vu que
pour les variétés hyperboliques géométriquement finies, cette dimension de
Hausdorff était trés simplement reliée au bas du spectre. Il est donc naturel
pour notre probléme de chercher & trouver des points critiques de ’entropie
du flot géodésique.

A la Section 5.1, nous présentons dans le contexte des variétés a courbure
négative pincée les principales notions de théorie ergodique que nous utili-
serons, notamment différentes caractérisations de cette entropie. La Section
5.2.1 démontre le principal résultat de ce chapitre : une formule de variation
de I’entropie, donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 12. Soit (M, g) une variété a courbure négative pincée convexe
cocompacte, et (g)\)/\e]_“[ une famille de métriques de classe C* sur M avec
go = g. Notons ®* le flot géodésique associé & la métrique gy, et posons
hy = hr(®) son entropie topologique. Alors la fonction X +— hy est dérivable
en 0, et sa dérivée vaut

0
mo=—ho [ o

ot SYM est le fibré unitaire tangent pour la métrique go, |.|, est la norme sur
TM induite par la métrique gy, et NOBM(U) est la mesure de Bowen-Margulis
associée au flot géodésique .

9
O

[l dupar(v),
A=0

Ce théoréme est une généralisation d’un résultat démontré pour les va-
riétés compactes par A. Katok, H. Knieper et H. Weiss dans [KKW91]. Nous
adaptons leur démonstrations au cas convexe cocompact en utilisant quelques
arguments plus anciens de Katok.

A la Section 5.2.2, nous appliquons ce résultat au cas des déformations
de groupes kleiniens, ce qui donne immédiatement une formule de variation
de la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite qui n’était pas connue. A
I’aide du théoréme 5.2.1, nous obtenons également une formule de variation
du bas du spectre :

Corollaire 13 (Variation du bas du spectre). Soit (py) une famille de défor-
mation de T telle que les variétés My = H3/px(T) soit quasi-isométriques par
une famille différentiable (1)) de difféomorphismes. La fonction X — X\o(M))
est différentiable en 0, et sa dérivée vaut

) )
gx|_ Mo(M) = ~280(1— b) /SOM o

ot |dia(v)| désigne la norme du vecteur diy(v) pour la métrique hyperbo-
lique de la variété M), et N%M est la mesure de Bowen-Margulis sur M.

ldoa ()] dpiar (v)
A=0
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Nous préciserons dans cette section ce que nous entendons par une famille
différentiable de difféomorphismes. Cette formule est a mettre en relation
avec d’autres formules de variation pour le bas du spectre, dues entre autres
a M. Berger, dont nous parlerons a la fin de ce chapitre.

Perspectives et conclusion

Notre dernier chapitre présente différents problémes qui se sont présentés lors
de nos travaux et encore largement ouverts. Certains sont issus de 1’étude des
variétés G-périodiques, d’autres de ’étude approfondie de la premiére fonc-
tion propre associée au bas du spectre (quand elle existe). Enfin, plusieurs
questions sont issues de la géométrie hyperbolique en dimension 3, dont bien
stir la question 2 toujours ouverte.

Ce travail de thése a été marqué par la grande diversité des Mathématiques
que j’ai pu aborder. Un grand merci & Gilles et Gérard pour m’avoir dirigé
vers un sujet aussi riche. Ils m’ont également laissé beaucoup de libertés dans
les pistes que j'explorais, ce qui m’a encouragé & étudier différents points de
vue et plusieurs questions en paralleéle. Bien que je n’aie pas répondu a la
question initialement posée, ce travail me semble avoir porté quelques fruits
intéressants, et les directions pour continuer ces études ne manquent pas. Je
suis heureux de partir ’an prochain en post-doctorat au Hausdorff Centrum
a Bonn (Allemagne), pour pouvoir y poursuivre ces recherches; et je 'espeére
en commencer d’autres en lien avec les chercheurs qui seront 14 bas.



Chapitre 1

Préliminaires de géométrie
riemannienne

En mathématiques, les noms sont arbitraires. Libre a chacun d’appeler un
opérateur auto-adjoint un "éléphant” et une décomposition spectrale une
"trompe". On peut alors démontrer un théoréme suivant lequel "tout
éléphant a une trompe”. Mais on n’a pas le droil de laisser croire que ce
résultat a quelque chose 4 voir avec de gros animaux ¢ris.

G. Sussmann
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Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension finie n. Tout au long
de ce mémoire, nous supposerons que les variétés sont de dimension au moins
2, dénombrables & I'infini, munies d’une structure différentiable de classe C*
fixée et (sauf mention explicite) qu’elles sont connexes et complétes. Les
propriétés différentielles des fonctions et tenseurs sur M (comme la métrique,
par exemple) se rapporteront a cette structure. Lorsque nous considérerons
un revétement p : M — N, nous supposerons toujours que la structure
différentiable de M est le relevé de celle de N. Une variété compléte & bord
sera toujours supposée étre d’intérieur non-vide, et égale & ’adhérence de son
intérieur. Nous supposons que notre lecteur connait des bases de géométrie
riemannienne, en particuliers les notions d’espaces tangents, de géodésiques,
de complétude et les différents tenseurs de courbure. Pour une présentation
de ces notions, on pourra se référer aux trois premiers chapitres de [GHLO0A4].

Nous noterons systématiquement V, la connexion de Levi-Civita associée
a la métrique, Ricy le tenseur de courbure de Ricci, et Secy la courbure
sectionnelle. L’indice g disparaitra souvent lorsqu’il n’y aura pas de risque
d’ambiguité. Nous nous intéresserons principalement & des variétés non com-
pactes. Nous aurons alors besoin de contréler leur courbure & l'infini, a ’aide
de 'une des notions suivantes.

Définition 1.0.1. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et
k > 0, on dit que M a une courbure minorée par —k si et seulement si sa
courbure de Ricci vérifie en tout point

—k(n — 1) < Ric,.

On dira que M est a courbure minorée s’il existe k > 0 tels que la courbure
de M soit minorée par —k. Soil k1,ko > 0, on dit que M a une courbure
pincée entre —k1 et —kKo si et seulement si sa courbure sectionnelle vérifie
en tout poini

—K1 < Secg < —Ka.

On dira que M est & courbure négative pincée s’il existe k1 > ko > 0 tels
que la courbure de M soit pincée entre —k1 et —Ks.

Nous laisserons le lecteur vérifier a partir des définitions qu’une variété
sectionnelle & courbure pincée est également & courbure minorée.

1.1 Eléments de Théorie spectrale

Cette thése est consacrée a I’étude de certaing liens entre le bas du spectre
du Laplacien sur des variétés riemanniennes et certaines de leur propriétés
géométriques. Nous commencons donc par présenter, dans ce paragraphe, les
éléments de théorie spectrale nécessaires & la compréhension de nos travaux.
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Le lecteur intéressé par un exposé plus complet pourra se référer par exemple

a [Cha84].

Définition 1.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. On appelle opé-
rateur de Laplace-Beltramz, ou plus généralement Laplacien, ['opérateur
Ay défini sur toute fonction C? sur M (4 valeur réelle) par

Ayf = div(gradf) := —Trace((Vg) (V4 f)).

Au voisinage d'un point g, la variété M est définie par des coordonnées
(2i)i=1,.n, dans lesquelles la métrique g est représentée par un champ de
matrices n X n symétriques définies positives, notées g;;(x). On peut alors
exprimer explicitement le Laplacien comme un opérateur différentiel d’ordre
2 par la formule suivante :

Proposition 1.1.1. Dans les coordonnées (x;), le Laplacien s’écrit

1 0 i 0
A = _— q¥ .
g \/gg;ang g@a:j’

ot g (x) désigne Uinverse de la matrice g;j(z), et \/g la racine du détermi-
nant de g;;.

Ce calcul explicite est fait, par exemple, dans [Cha84], p5. Nous utilise-
rons rarement cette expression explicite pour travailler sur le bas du spectre :
d’autres outils, comme le Principe du Min-Max que nous verrons ci-dessous,
sont en général plus efficaces.

Remarque 1.1.1. Pour R? muni de la métrique euclidienne standard, le calcul
donne

0? 0? 0?

2 0%y * 822)'

Nous choisissons pour le Laplacien une convention de signe opposée a celle
utilisée dans [Cha84] et dans de nombreuses publications anglo-saxonnes.
Notre convention, utilisée par nombre de géométres francais (dans [GHLO4],
par exemple), a 'avantage que l'opérateur ainsi obtenu (avec des conditions
de bords classiques que nous présenterons un peu plus loin) est positif ,
comme le montre la Formule de Green ci-dessous. Le lecteur est invité a se
méfier fortement des signes toutes les fois qu’il se référera & un article traitant
du Laplacien, quelle que soit la nationalité de son auteur!!

Aeucl = - (

Proposition 1.1.2 (Formule de Green). Soient f, ¢ deux fonctions de classe
C? & support compact dans M, alors

B 96
/Mgwgf, V,0)dV = /M racav - [ 2.

oM
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Lorsque M a un bord non vide, nous avons noté pour tout point € M :

o¢

Y (:E) = gz(v¢(x)a Vct:)

la dérivée normale de ¢ en x, ol v, est la normale rentrante au bord au
point x considéré. Nous dirons qu'une fonction ¢ de classe C! sur M vérifie
les conditions de Dirichlet si elle est nulle sur OM, et les conditions de
Neumann si son gradient vérifie en tout point de OM :

9 _y,

ov
Lorsque la normale n’est définie qu’en dehors d’un ensemble de mesure nulle
E (par exemple en dehors des coins de M, voir paragraphe 1.2), nous dirons
encore qu’une fonction vérifie les conditions de Neumann si elle les vérifie en
dehors de E. Nous nous placerons en général dans 'un de ces deux cas, ce
qui évitera la présence de termes de bord.

I’analyse spectrale repose sur la théorie des opérateurs sur les espaces
de Hilbert, dont nous ne détaillerons pas les bases ici (voir par exemple
[RS80] pour une introduction compléte a cette théorie). Le Laplacien est un
opérateur non borné sur L2(M) (voir [RS80] section VIII), dont le domaine
de définition maximal que nous noterons ﬁQ(M ) est I’ensemble des fonctions
L? dont le Laplacien au sens des distributions est une fonction L?. Soit
H1(M) Tensemble des fonctions f € L?(M) telles que le gradient de f au
sens des distributions est un champ de vecteurs de L?(M) que nous noterons
encore V f. Muni de la norme

||f||${1(M) = ||f||2L2(M) + va||2L?(M) )

c’est un espace de Hilbert appelé espace de Sobolev d’ordre 1, et 'en-
semble des fonctions C> & support compact dans M est dense dans H'(M)
(voir [Heb96] p13). Afin d’éviter de surcharger nos formules, nous noterons
désormais

I-1= 1122 ary -

On montre alors que H2(M) € H (M) c’est un espace de Hilbert lorsqu’il
est muni de la norme

1£15 = AP+ IV AP+ 1A

Définition 1.1.2. Si M est sans bord, on appelle spectre du Laplacien
Uensemble des A € R tels que A — X n'est pas inversible de H? dans L?.
D’apres la formule de Green, c’est un sous-ensemble de RT. On appelle bas
du spectre sa borne inférieure, notée \o(M).
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Lorsque M a un bord, pour toute fonction f € L?, il existe a priori
plusieurs fonctions u € H? telles que Au = f. On réduit alors le domaine de
Iopérateur afin de lever cette ambiguité.

Définition 1.1.3. S1 OM est non vide, on appelle domaine du Laplacien
avec condition de Neumann H?\/eu Uensemble des fonctions de H? dont la
dérivée normale est bien définie et nulle presque partout sur OM. On ap-
pelle domaine du Laplacien avec condition de Dirichlet HQD“, l'ensemble des
fonctions de H? nulles presque partout sur OM. On appelle alors spectre
du Laplacien avec condition de Neumann (resp. de Dirichlet) I’ensemble des
A € R tels que A — X nest pas inversible de H3,, (resp H3y;,.) dans L2
D’apres la formule de Green, c¢’est un sous-ensemble de Ry.. On appelle bas
du spectre avec condition de Neumann (resp. de Dirichlet) sa borne infé-
rieure, notée encore \o(M) (resp. \J(M)).

Au chapitre 3, nous aurons & considérer des problémes miztes : le bord de
M sera non vide, partitionné en deux parties 91 M et 92 M, et nous étudierons
le spectre avec conditions de Neumann sur 01 M et de Dirichlet sur 05 M. Cela
correspond donc & un choix différent de domaine pour notre opérateur.
Remarque 1.1.2. On définit Iespace HE (M) (resp. 7—78) comme le complété
dans H'(M) (resp. H?) de I'ensemble des fonctions C> & support compact

[¢]
dans M. On a alors N _

D’aprés la formule de Green, pour les différentes conditions au bord que
nous avons étudiées, le Laplacien est toujours 'opérateur associé & la forme
quadratique |V f ||2 sur son domaine. Un résultat classique d’analyse hilber-
tienne nous donne la caractérisation suivante du bas du spectre :

Proposition 1.1.3 (Principe du Min-Max). Le bas du spectre (avec condi-
tion de Neumann si M a un bord) est donné par

_ IV
Mo(M) = ff{ T }

ot f parcourt l’ensemble des fonctions de H'(M).
De méme, le bas du spectre avec condition de Dirichlet sur OM est donné

par
e\
Xo(M) = 1r}f{ 7P }

ot f parcourt ’ensemble des fonctions de 'Hé(M),

Pour toute fonction f de H! (par exemple continue et C! par morceaux),
on appelle
2
IV /]

i
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son quotient de Rayleigh. Nous dirons qu'une fonction f est A\-harmonique
si Af = \f, et fonction propre du Laplacien (avec condition au bord) as-
sociée & la valeur propre X si elle est dans H? (resp. 'HNeu ou 'HDW)
A-harmonique. Une valeur propre est un point du spectre, donc nécessai-
rement positive ou nulle. Si M est compacte, on montre que le spectre est
I’ensemble (discret) de la suite de ses valeurs propres, qui sont alors de mul-
tiplicité finie. Pour M de wolume fini, A9 = 0 est valeur propre associée
aux fonctions constantes. Lorsque M n’est pas de volume fini, I'existence
de fonctions propres (et donc de valeurs propres) n’est pas assurée. Le ré-
sultat suivant, que nous utiliserons souvent par la suite, regroupe plusieurs
théorémes classiques :

Théoréme 1.1.4. S’il existe une fonction ¢g € H (M) telle que son quotient
de Rayleigh soit égal a A\o(M ), alors ¢ est fonction propre du Laplacien, avec
condition de Neumann si OM # (. Elle est de signe strictement constant sur

o
M, de classe C*° sur M. Toute fonction propre du Laplacien associée a la
valeur Ao est alors proportionnelle a ¢q.

Lorsque nous parlerons de la premiére fonction propre, nous sous-entendrons
donc par 14 que nous parlons de 'unique fonction propre positive normali-
sée associée au bas du spectre (quand elle existe). L’unicité découle du fait
que le signe d’une fonction propre associée au bas du spectre est constant.
Ceci s’obtient en montrant que le quotient de Rayleigh d'une fonction est
plus grand que celui de sa valeur absolue, et par le Principe du Maximum
une fonction propre positive ne peut s’annuler en un point intérieur de la
variété. Si M a un bord, une fonction qui réalise le minimum des quotients
de Rayleigh vérifie automatiquement les conditions de Neumann (et est donc
fonction propre pour le Laplacien avec condition de Neumann), et sa stricte
positivité sur M découle alors du Principe du Maximum Fort (voir [PW84],
Chapitre 2).

Définition 1.1.4. Soil M une variélé riemannienne, on dira que M a un
trou spectral strictement positif si les deuz conditions suivantes sont véri-

fides :

1. le bas du spectre Ay de son Laplacien est associé a une fonction propre

¢o € HY(M) ;
IIVhH
AL = { / doh }

on note alors
ot h parcourt lensemble des fonctions H (M) orthogonales & ¢o ;

2. oman=X —X >0.

On appelle n le trou spectral de M.
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Lorsque M est compacte (avec ou sans bord) le trou spectral de M est
donc strictement positif. On peut également exprimer cette définition & ’aide
du spectre essentiel :

Définition 1.1.5. Soit (M, g) une variété riemannienne et A son Laplacien.
On dit que A € R est dans le spectre essentiel de A s’il existe une suite de
fonctions 1, € H?(M) toutes orthonormales pour le produit scalaire de H?
telles que

nh_{{)lo | Atpn — Aty ”L2(M) =0.
On note X\§**(g) Uinfimum du spectre essentiel de A.

Proposition 1.1.5. Les éléments du spectre qui ne sont pas dans le spectre
essentiel sont des valeurs propres de multiplicité finie. En particulier, le trou
spectral est strictement positif si et seulement si

Ao(g) < A5 (9)-

La premiére affirmation est un résultat classique sur le spectre essentiel
(voir [Don81], §2). La seconde découle du fait que le bas du spectre ne peut
étre une valeur propre que de multiplicité 1 d’aprés le Théoréme 1.1.4.

Par la suite, nous étudieront majoritairement des variétés non compactes,
dont le trou spectral sera souvent supposé strictement positif. Nous verrons
que c’est alors une hypothése cruciale de nos démonstrations. Avec notre
définition, ’espace hyperbolique H" a un trou spectral nul : le bas du spectre
est aussi son bas du spectre essentiel, égal a w. Il est démontré dans
|[LP82| qu’une variété hyperbolique de dimension n géométriquement finie
non compacte a un trou spectral strictement positif si et seulement si Ay <
%. Nous verrons a la Section 4.2.2 que les variétés hyperboliques de
dimension 3 qui ont motivé notre étude vérifient la condition Ay < 1.

Nous aurons également besoin de découper les variétés étudiées en mor-

ceaux disjoints. Le lemme élémentaire suivant nous sera alors utile :
Lemme 1.1.6. Soit
M = M;
i

une partition de la variété M en morceaux d’intérieur non vide dont les bords
sont Ct par morceaus. On a

Démonstration. Soit f € H(M) & support compact, on a

L IVIP il VI [ [V
(PR EID S P TIEN 4 O P

} > ilgf{/\o(Mi)}-
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Ce résultat étant valable pour toute fonction f € H!(M) a support compact,
on a bhien

O

Certaines de nos variétés auront des propriétés de symétrie, que nous uti-
liserons pour nos problémes spectraux a l'aide du résultat suivant :

Proposition 1.1.7. Soit M wune variété riemannienne (éventuellement a
bord) invariante par un groupe d’isométries G. Si le bas du spectre de M est
atteint par une fonction ¢o € L?(M), alors ¢q est invariante par G.

Démonstration. D’aprés le Théoréme 1.1.4, ¢ est 'unique fonction propre
associée a la valeur propre \g. Soit g € G, posons

¢g:¢009-

Comme le Laplacien commute aux isométries de M (les dérivées covariantes
commutent avec les isométries de g), on a encore

Apg = Mdy-

Il existe donc une constante ky telle que ¢4 = ky¢p. De plus, la norme L? de
¢g et de ¢g sont évidemment égales : comme ¢q est de signe constant, on a
donc ¢go g = ¢g pour tout élément g € G. Ce raisonnement est valable pour
le bas du spectre avec condition de Dirichlet au bord, comme pour le bas du
spectre avec condition de Neumann (ou toute combinaison des deux). O

Corollaire 1.1.8. Soit M une variété riemannienne non compacte (éven-
tuellement a bord avec condition de Neumann) invariante par un groupe fini

d’isométries G, alors
IV fol?
)\(] (M) = lnf . 2 s
fo | Ifal

ot fg parcourt Uensemble des fonctions C*° a support compact dans M in-
variantes par G.

Démonstration. Soit (U;); une suite croissante d’ouverts relatifs de M, a
fermetures compactes, tels que

M:Um

Comme G est fini, il existe une suite d’ouverts a fermetures compactes (V;);
invariants par G tels que pour tout i,

UZ‘CV;.
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En particulier, M est I'union des {V;}. Comme ’ensemble des fonctions a
support compact dans M est dense dans H! (M), on a

2
Ao(M) =inf in ”Vfﬂ .
i recev) |f]

Pour tout ¢, comme V; est compact, le bas du spectre du Laplacien sur V; avec
condition de Neumann sur M N JV; et condition de Dirichlet sur 0V;\OM,
qui s’écrit
2
N,D VS
)\0’ (‘/;> = 1 ” ﬂ )
secE v |f]
est atteint par une fonction propre qﬁé. D’aprés la proposition précédente, ¢6
invariante par G, ce qui conclut notre démonstration. O

1.2 Variétés i coins et revétements

Soit M une variété de dimension n a bord, nous dirons que OM est C' par
morceaur s'il existe un atlas C! de M dans R™ tel que I'image de tout ouvert
de M est un ouvert du cadran

{(z1,...,xp, );21 >0, ..., 2, > 0}.

Nous appelons coin de M d’ordre k un point dont 'image dans R™ par un
tel atlas a k coordonnées nulles; cette propriété ne dépend pas de la carte
choisie. On dit aussi que M est une variété a coins. Nous dirons que M
est lisse par morceaux s’il est muni d’'un atlas C°° vérifiant les propriétés
précédentes : il est alors homéomorphe & un polyédre de dimension n — 1
localement fini. Les points singuliers de 0M, c’est-a-dire les coins d’ordre
supérieur & 1, forment un ensemble de mesure nulle dans OM. On montre
alors que les formules d’intégrations de Stokes et Green, et toute la théorie
spectrale vue a la section 1.1, restent valable dans le cas des variétés & coins.
Pour une description plus détaillée des variétés & coins, le lecteur peut se
reporter & [Mic80], Chapitre 2.

Aux Chapitres 2 et 3, nous étudierons (entre autres) le bas du spectre de
revétements riemanniens (voir [GHLO04] p59). Nos démonstrations auront be-
soin d’'un domaine fondamental bien choisi : nous présentons maintenant
cette notion, et quelques exemples de constructions de tels domaines.

Soit p : M — N un revétement riemannien, on dit que p est galoi-
sten lorsque le groupe 71 (M) s’injecte via p dans 71 (V) en un sous-groupe
distingué. Le groupe

['=m(N)/m(M)

agit alors naturellement sur M, et est appelé le groupe d’automorphisme de
p.
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Rappelons qu'un ensemble fermé D C M est un domaine fondamental
pour le revétement p si p(D) = N, donc I'(D) = M, et pour tout g € G\{id},

o] [}
p(D)N D= (. On a alors la propriété suivante :

Proposition 1.2.1. Soit p: M — N un revétement galoisien dont le groupe
d’automorphisme est de type fini. On suppose qu’il existe un domaine fon-
damental D C M dont le bord est lisse par morceaux. Alors le groupe G
est engendré par un nombre fini d’éléments g € G tels que D N g(D) est de
codimension 1.

Démonstration. Soit p : M — N un tel revétement, et D un domaine fon-
damental & bord compact lisse par morceaux. On note 71, ..., ¥p, ... la famille
(éventuellement infinie) des éléments de G tels que DNy, (D) soit de codimen-
sion 1. On dira que les ~;(D) sont les voisins de D. Soit x € N qui possede

un relevé xg eloj. Soit g € G, et C : [0,1] — M une courbe lisse reliant zy a
xg = g(x0). Soit D¢ = D1U...UD,, une réunion finie de copies de D, connexe,
formée de toutes les images de D qui contiennent des points de C et de tous
leurs voisins. On note Y¢ la réunion des images de 0D dans D¢. Quitte &
perturber légérement C, on peut supposer que C ne traverse Y¢ que dans des
parties lisses de codimension 1. En effet, par définition d’une variété & bord
lisse par morceaux, le complémentaire de ces parties lisses est de codimen-
sion au moins 2, donc les parties lisses de codimension 1 forment un ouvert
relatif dense dans Y¢. Notons alors Dy = D, Dy = gi1(D),...,Dqy = g4(D)
les domaines que traverse effectivement C. Par construction, Dy et Do sont
voisins, Dy et D3 également... et on a g; = ¢g. Pour tout k = 0,...,¢ — 1, il
existe donc ji € [1,p] tel que

Yix9k = Gk+1-

On a donc finalement

9=9¢ = YVjg—1Vig—2--"Vi17jo

pour tout g € G. Les (v;); ainsi obtenus pour une famille finie génératrice
de G forment alors une famille finie génératrice de T O

Remarque 1.2.1. On peut exiger que ce systéme de générateur soit symeé-
trique : si v € S, alors y~! € S. En effet, soit v € S, notons H,, T'hypersurface
de codimension 1 qui sépare D et (D), alors v~ 1(H.,) est une hypersurface
isométrique & H.,, donc de codimension 1, et qui est commune a D et v~ (D).

L’hypothése qu'il existe un domaine fondamental pour 'action du groupe
d’automorphisme a bord C' par morceaux n’est pas restrictive : nous allons
voir maintenant qu’elle est vérifiée pour toute variété C*>°. Pour cela, nous
allons utiliser un outil classique de topologie différentielle : les fonctions de
Morse.
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Définition 1.2.1. Soit f : M — R une fonction de classe C2, f est une
fonction de Morse si et seulement si en toutl point critique de f, le hessien
d?f est de rang mazimal.

Rappelons qu’en un point « € M, le hessien est une forme quadratique
sur 1T, M, qui ne dépend pas du choix de la carte dans laquelle il est calculé
lorsque x est un point critique. On appelle alors indice de f au point z la
dimension du sous-espace maximal sur lequel d?f est défini négatif.

Théoréme 1.2.2 (Lemme de Morse). Soit f une fonction de Morse et x €
M un point critique de f d’indice r, il existe un voisinage V de x el une
carte U : V — R™ de classe C' dans laquelle f s’écrit

foU Nz, .yz,) = F(TH0) —af — .. — 22 + 22y + ... + 20

Le Lemme de Morse implique, par exemple, que les points critiques de f
sont isolés. On trouvera une démonstration de ce résultat, ainsi qu'une pré-
sentation de l'utilisation classique des fonctions de Morse en topologie, dans
le tres classique [Mil63]. Lorsque M est munie d’une structure riemannienne,
on peut s’intéresser au gradient des fonctions, et principalement & ses lignes
de flot.

Soit f une fonction de Morse. Le gradient de f dépend de la métrique
considérée. Soit g une métrique sur M, notons @7 le flot associé au gradient
de f dans la métrique g. Pour tout ¢ # 0, les points fixes de ®J sont les
points critiques de f.

Définition 1.2.2. Soit x un point critique de f. On appelle variété stable
de x la sous-variété (ouverte a bord) de M :

Wite) = {u € 21 tim_@ll) =},
t——+4o00
et variété instable de x la sous-variété
Wi(z) = {y € M; lim 7 (y) :a:}.
——00

Théoréme 1.2.3 (Thom, 1947). Soit f : N — R une fonction de Morse de
classe C%. Pour tout point critique x de f d’indice k, W (z) est une sous-
variété de classe Ct homéomorphe a R™F.

On trouvera une démonstration compléte de ce théoréme dans [AR67],
p87. L’idée en est la suivante : & I’aide des coordonnées données par le Lemme
de Morse, on montre que la variété stable d’un point critique x d’indice k est
une sous-variété de classe C! au voisinage de z. Puis, on la prolonge & 'aide
du flot inverse de gradient jusqu’a couvrir toute la variété stable : comme le
flot est de classe C!, cela prouve que toute la variété stable est C'. Lorsque
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M est compacte sans bord, tout point de M appartient & la variété stable
d’un unique point critique de f, et & la variété instable d’un unique autre.
Les variétés stables des points critiques de f forment donc une partition
de N, et leurs adhérences sont des sous-variétés & coins puisque leur bord
est une réunion de variétés stables d’autres points critiques. Lorsque N est
non compacte, une hypothése supplémentaire est nécessaire pour obtenir une
telle partition.

Nous utiliserons les fonctions de Morse par 'intermédiaire du résultat
suivant :

Théoréme 1.2.4. Soit (N, g) une variété riemannienne de dimension n, et
p: M — N un revétement riemannien galoisien de groupe d’automorphisme
I'. Sl existe une fonction de Morse f: N — RY, telle que pour tout a > 0,

N, ={z € N; f(x) > a}

soit compact, alors il existe un domaine fondamental C C M pour laction
de T' & bord C' par morceauz tel que le gradient du relevé de f a M soit
tangent o OC. De plus, si f admet un nombre fini de point critiques, pour
tout 1 < k < n, le bord de C a un nombre fini de composantes lisses de
dimension k.

Le domaine fondamental ainsi construit est donc stable sous le flot de
gradient de f. De facon équivalente, la fonction f vérifie les conditions de
Neumann sur 0C.

Démonstration. Comme N, est compact pour tout a > 0, tout point de N
appartient a la variété stable d’un point critique o de f (les lignes de gradient
ne peuvent s’échapper a U'infini), et comme N est une union dénombrable de
compacts, I’ensemble de ces points critique est dénombrable. On note encore
flerelevé de f & M. Soit a7 € M un maximum local de f, on pose

Cl == Wég(al)7

d’aprés le Théoréme de Thom c’est une variété a coin connexe de codimension
0. Soit ag € M un autre maximum local de f tel que p(a1) # p(az) et
C1 N W (as) est non vide de codimension 1. On pose

Cy = Wf(al) U ng(al),

c’est de nouveau une variété a coin connexe de dimension 0. Soit a3 € M un

autre maximum local de f tel que p(a1) ¢ {p(c1),p(az)} et Co N WY (as)
est non vide de codimension 1. On pose

C3=CyU ng(ag),
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et par récurrence, on construit ainsi une variété & coins d’intérieur connexe

de codimension 0
c=Jc.

p>1

Comme chaque point de N appartient & une variété stable d’un point cri-
tique, on vérifie sans difficulté que le C ainsi obtenu est un domaine fonda-
mental pour I'. Maprés le Théoréme de Thom, OC est lisse par morceaux, et
est constitué de variétés stables de points critiques de f : le gradient de f est
donc tangent & dC. De plus, chaque face de codimension k& correspond a un
point critique d’indice k. Si f admet un nombre fini de points critiques, 0C
admet donc un nombre fini de faces. La Figure 1.1 illustre cette construction
dans le cas ou N est une surface de volume infini et f : N — R est une
fonction de Morse n’ayant qu’un unique maximum local dans N. O

Une fonction vérifiant les hypothéses du théoréme précédent existe tou-
jours, par un théoréme classique de la Théorie de Morse :

Théoréme 1.2.5. Sur toute variété différentiable N il existe une fonction
de Morse f: N — RY telle que pour tout a > 0,

No ={z € N; f(z) > a}
soit compact.

11 s’agit du Corollaire 6.7 de [Mil63], dont la démonstration est détaillée
tout au long du Chapitre 6 du livre de Milnor (pour revenir a la formulation
exacte du résultat de Milnor, il faut changer f en —f). Le Théoréme 1.2.4
associe donc a toute fonction de Morse un domaine fondamental qui lui est
adpaté. La propriété nécessaire pour reproduire cette démonstration est en
fait bien plus faible que la propriété de Morse : il suffit qu’il existe une
partition de la variété de départ en morceaux simplement connexes, stable
par le flot de gradient.

Définition 1.2.3. Soit (N,g) une variété riemannienne et f : N — R
une fonction de classe C*. Nous dirons que f a un gradient simplement

stratifié si l'on peut écrire
N=]]™.
i

ot les N; sont des sous-variétés disjointes, simplement connexes et stables
par le flot de gradient de f associé a g, et ot la partition (N;); est localement
finie : tout compact rencontre un nombre fini des N;.

Une partition de N localement finie en sous-variétés s’appelle une strati-
fication (voir par exemple [GMS8S8] p. 37), ce qui justifie notre terminologie.
Les éléments N; de la partition s’appellent des strates.
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~L

FIGURE 1.1 — Domaine fondamental et variétés stables : on a représenté les
points critiques de la fonction et leurs variétés stables. En grisé, le domaine
fondamental correspondant a la variété stable d’'un maximum local
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Théoréme 1.2.6. Soit (N,g) une variété riemannienne, et p : M — N
un revétement riemannien galoisien de groupe d’automorphisme I'. Soit f :
N — R une fonction dont le gradient est simplement stratifié, alors il existe
un domaine fondamental C C M pour Uaction de T & bord C' par morceaus
tel que V f soit tangent & OC' en dehors des points singuliers.

Démonstration. Soit f : N — R une fonction dont le gradient est simplement,
stratifié, et
N =]]n™
i

une stratification associée. Soit Ny C N une strate de codimension 0, et
Dy C M un relevé de Ny par p. Le bord de N; est constitué d’une union
localement finie de strates de codimension au moins 1. Si N; = N, on pose
D = D;. Sinon, comme la stratification est localement finie, il existe No # Ny
une autre strate de codimension 0 telle que N1 U N> soit d’intérieur connexe.
Soit Dy un relevé de N1 U No qui contient Dy. Si Ny UNo = N, alors Do est
un domaine fondamental pour 'action de I' & bord C! par morceaux tel que
V f est tangent & AC en dehors des points singuliers. Sinon, en répétant ce
procédé un nombre dénombrable de fois, on obtient un domaine fondamental
vérifiant les propriétés voulues. O

Le Théoréeme de Thom ci-dessus dit simplement qu’une fonction de Morse
(dont les lignes de gradient ne partent pas a I'infini) a un gradient simplement,
stratifié. La premiére généralisation naturelle des fonctions de Morse est la
suivante :

Définition 1.2.4. Soit f : N — R une fonction de classe C?, on dit que f est
une fonction de Morse-Bott si l’ensemble de ses points critiques est une
réunion localement finie de sous-variétés disjointes ayq, ..., a, et si en tout
point critique T € oy, le hessien de f est non-dégénéré dans les directions
transverses a .

Théoréme 1.2.7. Soit (N, g) une variété riemannienne de dimension n, et
f: N — R une fonction de Morse-Bott , telle que pour tout a > 0,

N, ={z € N; f(z) > a}
soit compact. Alors le gradient de f est simplement stratifié.

La démonstration du Théoréme de Thom se reproduit & I'identique, ol les
«; sont désormais des sous-variétés critiques : en un point x d’une sous-variété
critique «, nous écrivons le lemme de Morse dans les directions transverses
a «a, et nous montrons que la sous-variété stable de a est de classe C' au
voisinage de x. Nous répétons cela pour tout € «, puis nous prolongeons
la sous-variété obtenue a l'aide du flot de gradient. En particulier, pour tout
revétement p : M — N de groupe d’automorphisme T, il existe un domaine



36 Chapitre 1. Préliminaires de géométrie riemannienne

fondamental pour laction de I" & bord C' par morceaux tel que Vf est
tangent & OC en dehors des variétés singuliéres.

On peut construire des fonctions C*° dont le gradient n’est pas simple-
ment stratifié. En revanche, dans le cadre plus rigide des variétés analytiques,
est-ce possible 7 Nous disons qu’une variété riemannienne est analytique lors-
qu’elle est munie d’un atlas dont les changements de cartes sont analytiques
et lorsque sa métrique est une fonction analytique pour la structure définie
par cet atlas.

Question 1. Soit (N, g) une variété analytique compacte et f : M — R une
fonction analytique. Son gradient est-il simplement stratifié ?

Nous serons confrontés naturellement aux Chapitres 2 et 3 a la questions
similaire suivante :

Question 2. Soit (N, g) une variété riemannienne C* dont le trou spectral
est strictement positif, et ¢pg sa premiére fonction propre. Le gradient de ¢g
est-il toujours simplement stratifié 7

Nous montrerons au Chapitre 3 que génériquement, la premiére fonction
propre d’une variété a trou spectral strictement positif est de Morse : son
gradient est donc simplement stratifié. Je n’ai pas eu suffisamment de temps
pour terminer ’étude de ces question, qui sont intéressantes par elles-mémes.
Il est possible que le cas analytique soit connu, quant au cas des fonctions
propres dans le cas des variétés non compactes, il est vraisemblablement &
faire.

1.3 Hypersurfaces et théorémes de comparaison

Pour établir les principaux résultat du chapitre 2, nous nous placerons au
voisinage d’une hypersurface qui sépare deux ouverts. Dans ce paragraphe,
nous décrivons les propriétés géométriques et spectrales de ces voisinages
dont nous aurons besoin. Elles s’écrivent assez simplement dans le cas des
variétés & courbure constante au voisinage d’hypersurfaces totalement géo-
désiques. Le cas général s’en déduit & 1’aide de théorémes de comparaison
que nous présentons maintenant.

Soit. M une variété et H C M une hypersurface lisse (éventuellement a
bord). On suppose que l'application exponentielle normale

o Hx[-R,R] — M
' (x,7) = erpy(rvy)
est un difféomorphisme, ot on a de nouveau noté v, la normale & H en =x.

On dit alors que le rayon d’injectivité normale de H est supérieur a R,
ou que H admet un voisinage tubulaire de largeur R dans M.
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Proposition 1.3.1. Soit (M, g) une variété a courbure sectionnelle constante
—k et (H, gm) une hypersurface totalement géodésique ot g est la métrique
induite sur H. Sur un voisinage tubulaire de H, on a

d*g = (chy/kr) gy © dr®.

Démonstration. Voir [Col85] lorsque M est de dimension 2 et k = 1; le cas
général s’en déduit aisément. O

Conformément a 1'usage, nous dirons que ®*g est I'écriture de g en co-
ordonnées de Fermi au voisinage de H. La forme volume de g s’écrit

alors :
AV g(x,7) = 027 (r)dVy (z)dr,
ol nous avons noté
0, (r) = ch(\/kr).
Soit (M,g) une variété riemannienne et H une hypersurface ayant un

voisinage tubulaire Hg de largeur R dans M. En coordonnées de Fermi sur
Hp, la forme volume de g s’écrit alors

dVy(z,r) = 0" Y&, r)dVy (z)dr.
Proposition 1.3.2 (Comparaison des volume). Si sur Hg, la courbure de
M wvérifie
Ricy > —k(n —1)g,

et si la courbure moyenne de H est bornée (en valeur absolue) par b > 0,
pour tout (x,r) € Hg, on a

B(x,r) < Brp(r) = ch(vrr) + bSh%ET).

L’égalité est atteinte lorsque la courbure sectionnelle de M est constante,
égale 6 —k sur Hpg, et la courbure moyenne de H est constante égale a b.

Ce théoréme est connu sous le nom d’Inégalité de Heintze-Kércher.

Démonstration. Pour une fonction f : Hgr — R, écrite en coordonnées de
Fermi f(z,r), nous noterons systématiquement

, 0
fiz,r) = 8—{(@7‘).

En utilisant [GHL04] p215-216, on montre que

/
K,b

en,b

9/

0

Cela conclut la démonstration de notre proposition car 6(x,0) = 6, g(0) =
1. O
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Nous aurons besoin au Chapitre 2 d’'une minoration de I’élément de vo-
lume 6. Il ne semble pas qu’une minoration explicite analogue 4 la proposition
précédente existe dans un cas général (par exemple lorsque la courbure sec-
tionnelle de M est majorée et la courbure moyenne de H minorée) : nous
nous placerons alors au voisinage d’une hypersurface compacte pour trouver
une telle minoration.

Proposition 1.3.3 (Laplacien d’une fonction radiale). Soit (M, g) une va-
riété riemannienne et H une hypersurface compacte ayant un voisinage tu-
bulaire Hr de largeur R dans M. Soit f =uor: Hp — R une fonction ne
dépendant que de la distance r ¢ H. On a pour tout r > 0,

o (z,r) ,
ex) u(r).

Af =—u"(r)—(n—-1)

Démonstration. D’apres [GHLO04| p216, on a

/
Ar=—(n— 1)%,

en notant ¢/ = g—f. On a alors pour toute fonction v : R — R,
A(uor) = —div(u' (r)Vr) = —u"(r) + A(r)u/(r).
O

Dans le cas ot M est hyperbolique et H totalement géodésique, on re-
trouve ’expression connue du Laplacien pour une fonction radiale en coor-
données de Fermi :

Af =—f"(r) — (n— 1)thrf'(r).
Nous utiliserons au Chapitre 2 le corollaire suivant :

Corollaire 1.3.4. Awvec les notations de la proposition précédente, soit Oins :
Hpr — R une fonction ne dépendant que de r, valant 1 pour r = 0 et telle
que

. einf(r)
0(x,r)

soit décroissante pour tout x € H. Pour toute fonction radiale v décroissante,
pour tous (x,r) € Hg, on a alors

/

AF 2 =) = (= DG (0 (1) = B
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Démonstration. Pour tout x € H, on a
0(x,0) = Oine(0) = 1
et % est décroissante. On a donc pour tout (x,r) € Hp,
97/ > @
0 bint

La proposition précédente conclut notre preuve puisque u/(r) < 0 pour tout
r > 0. [

Remarque 1.3.1. Lorsque H est compacte, une telle fonction existe toujours.
Il suffit de poser

T . 9/
Oint (1) = exp </0 zlng{ 5(5‘7’ s)ds> .

On a alors pour tout (x,r) € Hg,

0/ / /
T ) < ).

Zinf — Y — inf = <
einf (’I") (log Olnf) (T) yléllg 0 (y,?“) >

Lorsque @ est radial, par exemple lorsque la courbure sectionnelle de M et
la courbure moyenne de H sont constantes, on a alors O, = 0.

Notons Vy(r) aire de 'hypersurface paralléle & H a distance r :

Vi (r) = /H 0" (2, r)dVy ().

Nous aurons besoin par la suite de controler une autre quantité géométrique :
les variations radiales de ’élement de volume.

Définition 1.3.1. Soit H une hypersurface totalement géodésique d’une va-
riété M admettant un voisinage tubulaire T de largeur R. Soit

dVp = 0" Yz, r)dVy (z)dr
son élément de volume. On appelle variations radiales de 0 la fonction

O (z,r) Vi) _ @ (@) [0 (z,r)dVe(2)
on—1(z,r) Vi (r) on=1(z,r) Sy 07 (2, r)dVy(x)

Bu(x,r) =

Lorsque 6 ne dépend que de r, par exemple si M est & courbure sec-
tionnelle constante et si la courbure moyenne de H est constante, on a alors
Br = 0. En général, pour H compacte, il existe une constante I > 0 telle
que sur Hp,

1Bu| < K.
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Chapitre 2

Graphes, moyennabilité et bas
du spectre

La réputation d’un mathématicien repose sur le nombre de faux calculs qu’il
a donnés.
A. Besicovitch

41
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Ce chapitre est consacré & 1’étude du bas du spectre de variétés dont le
groupe fondamental n’est pas de type fini, et qui généralisent les variétés
périodiques. Nous les appelons des wvariétés G-périodiques, ot G désigne le
graphe auquel ressemble la variété vue de trés loin. Nous les construisons pré-
cisément au premier paragraphe, & partir d’'une cellule & bord, reproduite et
recollée en suivant le graphe GG. Notre objectif est de relier le bas du spectre
de la cellule et la combinatoire du graphe avec le bas du spectre de la variété
G-périodique ainsi obtenue. Une famille d’exemples particuliérement intéres-
sants de variétés G-périodiques est donnée par les revétements riemanniens.
Nous montrons que notre théorie s’applique & une large classe de revéte-
ments, pour lesquels notre résultat donne une généralisation de travaux de
R. Brooks.

A la premiére section, nous construisons les variétés que nous étudierons,
a partir d’une variété élémentaire & bord, la cellule, et d’un graphe & valence
constante et nous présentons les notions combinatoires dont nous aurons
besoin, ce qui nous permet d’énoncer nos résultats. Puis nous démontrons
nos résultats principaux. Enfin, nous présentons son application dans au cas
des revétements riemanniens, ainsi qu’une généralisation de nos méthodes
qui permet de calculer une valeur approchée du bas du spectre d’une variété.

2.1 Définitions, exemples et résultats

2.1.1 Variétés G-périodiques

Soit G = (V, E) un graphe, ou V désigne 'ensemble des sommets de G et
E C V x V l'ensemble des arétes. Pour 7,5 € V, nous noterons en général
i~jaulieude (i,j) € E,et i € Gauliendei e V.

Définition 2.1.1. Soit G un graphe a valence constante v < co. Nous dirons
que M est une variété G-périodique s’il eriste une sous-variété fermée
C C M d’intérieur non vide, a bord C' par morceaus (voir Section 1.2), qui
vérifie les propriétés suivantes.

1. Il existe des sous-variétés C; C M d’intérieurs disjoints telles que
M = U Cia
1€G
et pour tout i € G, il existe une isométrie J; : C; — C.

2. Pourtousi,j € G,i# j, sit ~ j alors le bord commun C;NC; contient
une sous-variété de codimension 1.

3. Il existe R > 0 et une famille d’ouverts aq, ..., o, C 9C, pas forcément
connexes, d’adhérences compacte dans OC, de classe C', possédant des
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voisinages tubulaires T, ..., T, de rayon R disjoints dans C, tels que si
i~ 7, on ait les propriétés :

(a) la composante de bord J;(C; N C;) C OC contient Uun des «y, ; de
méme J;(C; N Cj) contient ayy ;

(b) Uapplication
J;o inl : J](Cz N Cj) — Jz(CZ N Cj)
induit une isométrie de oy sur ay,.

Nous appelons C' la cellule élémentaire de M, G le graphe modéle de M,
et les oy les zones de transition.

Une cellule de valence v est donc la donnée d’une variété a bord lisse
par morceaux, et de v zones de transitions. Notons que lorsque dC' est com-
pact, les deux premiéres hypothéses de la définition impliquent les suivantes.
Lorsque 0C' est non compact, il est possible d’avoir un découpage d’une va-
riété M en une famille de variétés a bord toutes isométriques entre elles,
mais qu’il n’existe aucun graphe G localement fini pour lequel M soit G-
périodique. L’expression «Soit C' une cellules signifie donc que sont fixés :

1. une variété C' a bord lisse par morceaux ;

2. une valence v > 0 et des composantes de bords compactes disjointes
i, ..., C OC qui admettent des voisinages tubulaires 11, ...,T C C
de largeur R > 0 disjoints.

L’exemple le plus simple d’une telle variété est le pavage régulier du plan :
dans ce cas, C est un carré, et G = Z? (voir Figure 2.1).

Ces variétés sont donc une généralisation naturelle des wvariétés pério-
diques usuelles, modelées en général sur Z". Le groupe fondamental dune
variété G-périodique n’est pas de type fini dés que le graphe G est infini
et le groupe fondamental de la cellule relativement au bord 71 (C) /71 (0C)
est non trivial. La cellule élementaire d’une variété G-périodique n’est ja-
mais unique ; nous verrons par la suite que la question clé pour obtenir des
résultats spectraux est souvent de choisir une cellule adaptée au probléme
considéré.

On peut obtenir une premiére famille d’exemples trés riche en recollant
des surfaces hyperboliques le long de géodésiques :
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F1GURE 2.1 — Cellule et zones de transition pour le pavage régulier du plan

Ezxemple 2.1.1. Soit C' une surface hyperbolique dont le bord est la réunion
de v géodésiques fermées, toutes de méme longueur. Pour tout graphe G de
valence v, il existe une surface M modelée sur G a partir de C, construite par
recollement de copies de C le long de leurs bords. La métrique hyperbolique
ainsi obtenue est lisse (voir [BP92|, chapitre B). Les géodésiques de bord
forment ici les zones de transition, et elles admettent un voisinage tubulaire
dont une largeur minimale est donnée par le Lemme du Collier (voir par
exemple [Col85]). On obtient en particuliers de nombreuses surfaces hyper-
boliques topologiquement infinies, qui généralisent les surfaces périodiques.
La figure 2.2 présente deux exemples de cette sorte.

Etant donnés une cellule C' et un graphe G, il n’y a pas nécessairement
de cette fagon : des twists de Dehn le long des géodésiques recollées restent
possibles.

Une autre grande famille a laquelle nos résultats est celle des revétements
riemanniens galoisiens . Soit m : M — N un revétement riemannien galoi-
sien, oil I' est de type fini. Nous avons vu a la Section 1.2 qu'’il existe un
domaine fondamental C' dans M pour l'action de I' dont le bord est C! par
morceaux. Soit

S={n )

un systéme de générateurs (symétrique) asssocié au domaine C par la Pro-
position 1.2.1. L’hypersurface (lisse par morceaux) C N1 (C) C 9C est de
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FIGURE 2.2 — Surfaces modelées sur Z? a partir d’'un tore a 4 composantes
de bord et sur arbre de degré 3 & partir d’une cellule de volume infini

codimension 1, lisse par morceaux. En particulier, elle contient un ouvert
lisse d’adhérence compacte aq, qui admet un voisinage tubulaire 77 de lar-
geur R. Supposons que 'yfl = 7Yz41, On pose apiy = vfl(al). Quitte a
diminuer R, on peut supposer que le voisinage tubulaire T%H de api de

largeur R n'intersecte pas T}. Puis, si ya ¢ {71,7; '}, il existe un ouvert lisse
azy C CNy(C)coC

de codimension 1, d’adhérence compacte dans 0C, et quitte a rétrécir ay et
R, on peut supposer que son voisinage tubulaire de largeur 2R n’intersecte
pas 17 et T§+1- La proposition suivante est alors immédiate a vérifier :

Proposition 2.1.1. En répétant ce procédé un nombre fini de fois, on obtient
une cellule qui vérifie les propriétés demandées & la Définition 2.1.1 et une
variété G-périodique, ot G est le graphe de Cayley de T' associé au systéme
de générateurs S.

Le pavage régulier du plan décrit par la Figure 2.1 correspond au re-
vétement canonique p : R?> — T2, La Figure 1.2 présente un exemple de
variété Z-périodique ou la cellule a un bord non-compact. On fixe les zones
de transition en choisissant un compact dans chaque composante de bord,
d’intérieur non vide.

2.1.2 Recollement de fontions propres

Soit G un graphe de valence constante v, et M une variété G-périodique de
cellule C'. On suppose que C admet une fonction propre ¢y pour son bas du
spectre Ao (on rappelle que sauf mention explicite, sur une variété a bord
nous considérons toujours le probléme de Neumann, défini & la Section 1.1).
Pour ¢ € G, on note toujours J; : C; — C lisométrie d’identification de la
cellule C;.
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Définition 2.1.2. Nous dirons que ¢q se recolle bien dans M si la fonction
¢o : M — R définie sur Uintérieur de chaque cellule C; par

bol &= $o 0 J;
se prolonge en une application continue sur M .

Nous appellerons 50 lextenston de ¢g & M, et nous la noterons sou-
vent simplement ¢y. Cette hypothése de recollement de la premiére fonction
propre sera cruciale pour la partie délicate des démonstrations de nos résul-
tats. Il faut la voir comme une hypothése sur la cellule C. Elle est certes
trés restrictive ; mais pour nombre de variétés G-périodiques intéressantes, il
existe une cellule pour laquelle elle est vérifiée. Reprenons les deux familles
d’exemples décrites & la section précédente.

Dans le cadre des surfaces hyperboliques, une hypothése supplémentaire
de symétrie globale de la cellule assure que la fonction propre se recolle bien.
Soit C' une surface hyperbolique dont le bord est constitué de v géodé-
siques fermées que nous notons oy, ..., a,. Supposons que C' est munie d’une
isométrie globale Z d’ordre v telle que pour tout k =1, ..., v,

Loy = apq1,

en notant ay,y; = aj. Soit G un graphe a valence v et {J; : C; — Clica
des copies de C. Soit M la surface modelée sur G' & partir de C' définie en
recollant 042 a 04‘,1, via JZ»_1 ok K o Jj, selon n’importe quelle combinaison des
bords des cellules telle que la surface ainsi obtenue respecte la combinatoire
du graphe.

Proposition 2.1.2. Si C admet une premiére fonction propre ¢q, alors celle-
ct se recolle bien dans M.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que ¢g est invariante par Z d’aprés la
proposition 1.1.7. 0l

Dans le cas des revétements, ’hypothése de recollement est assurée par un
critére trés simple & vérifier :

Proposition 2.1.3. Soit p : M — N un revétement galoisien de groupe
d’automorphisme I de type fini. On suppose qu’il existe une premiére fonc-
tion propre ¢o : N — R associée au bas du spectre A\o(N).

Sl existe un domaine fondamental a coins C C M tel que ¢g o p vérifie
les conditions de Neumann sur 0C, alors

Ao(C) = Ao(N)

et la premiere fonction propre de C' existe et est donnée par la restriction de
poop a C. Elle s’étend donc par l'action de I' en une fonction ¢g continue
sur M.
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Démonstration. Comme ¢g est H!' sur N, son relevé & C l'est également.
Elle est aussi A\g(/V)-harmonique, vérifiant les conditions de Neumann sur
O0C' par hypothése : elle est donc par définition valeur propre du Laplacien
avec condition de Neumann associée a A\g(NN), et puisqu’elle est positive,
Ao(IN) est nécessairement le bas du spectre de C. O

Nous avons vu & la Section 1.2 une condition suffisante pour qu'un tel
domaine fondamental existe :

Proposition 2.1.4. Soit (N,g) une variété riemannienne qui admet une
premiére fonction propre ¢g : N — R associée au bas du spectre A\o(N). Si
le gradient de la premiére fonction propre ¢ est simplement stratifié, alors
pour tout revétement p: M — N de groupe d’automorphisme I, il existe un
domaine fondamental & coins C C M tel que ¢g o p vérifie les conditions de
Neumann sur 0C.

1l s’agit d’un corollaire direct du Théoréme 1.2.6.

Nous démontrerons au Chapitre 3 que pour une métrique générique, la
premiére fonction propre est de Morse, et que son gradient est alors simple-
ment stratifié :

Théoréme 2.1.5. Soit N une variété riemannienne de volume infini & cour-
bure de Ricci minorée et de rayon d’injectivité et de trou spectral strictement
positifs, et ¢g sa premiére fonction propre. Pour tout a > 0, les ensembles
{z;¢0(x) > a} sont compact. De plus, lorsque les dérivées partielles d’ordre
inférieur ou égal o k du tenseur de courbure, pour k assez grand, sont uni-
formément bornées, ¢g est génériquement de Morse. Pour tout revétement
riemannien p : M — N de groupe d’automorphisme G, il existe alors un do-
maine fondamental pour G sur lequel ¢g vérifie les conditions de Neumann.

Cela découle du Théoréme 3.3.1 et de la Proposition 3.3.4 que nous dé-
montrerons au chapitre suivant.

Nous nous sommes demandés & la Section 1.2 si la premiére fonction
propre avait toujours un gradient simplement stratifié : en cas de réponse
positive, le théoréme précédent s’étend a toutes les variétés riemanniennes.

Nous travaillerons donc pour la suite de ce chapitre en supposant que nous
avons une variété G-périodique et une cellule C' dont la premiére fonction
propre se recolle bien. Nous venons de voir que dans de nombreuses situations
intéressantes, cette hypothése est vérifiée!

2.1.3 Graphes et moyennabilité

Nous présentons maintenant les notions de combinatoire sur les graphes dont
nous aurons besoin, pour énoncer et démontrer nos résultats.
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Définition 2.1.3. Soit G un groupe, on dit que G est moyennable si et
seulement st il admet une moyenne invariante & gauche, c’est-a-dire une
fonction m : P(G) — [0,1] telle que :

1. m(G) = 1;
2. pour toutes parties Gy et Go disjointes de G,
m(G1 UG2) = m(G1) + m(Ga);

3. VA C G,¥g € G,m(gA) = m(A).

Un groupe fini est évidemment moyennable : il suffit d’utiliser la moyenne
arithmétique classique.

Soit G = (V, E) un graphe. Nous noterons de nouveau i € G pour un
sommet ¢ € V de G et i ~ j pour une aréte (i,j) € E.

Définition 2.1.4. On appelle constante de Cheeger de G la constante

. #OGy
= in
GfCG #Gf ’

h(G)

ot Gy parcourt l’ensemble des parties finies de G et OG est I'ensemble des
points de Gy reliés a un point de G\G¢. Un graphe G est moyennable si et
seulement si h(G) =0

Cette derniére terminologie vient du résultat classique suivant :

Théoréme 2.1.6 (Folner). Soit (I',S) un groupe de type fini muni d’un
systeme de générateurs, I' est moyennable au sens de la Définition 2.1.3 si et
seulement si le graphe de Cayley de I relativement au systéme de générateurs
S est moyennable au sens de la Définition 2.1.4;

On peut par exemple trouver la démonstration de ce théoréme di a Fglner
dans [Bro81|.

Comme cas particuliers des graphes moyennables, citons les graphes finis
et les graphes & croissance polynomiale, parmi lesquels les graphes abéliens
de type Z™. Notons qu’il existe des graphes a croissance exponentielle qui
restent moyennables.

Sur un graphe G, nous appellerons Ag le Laplacien combinatoire

(Aaf)() =D (f4) = £(5))-
invj

C’est un opérateur autoadjoint positif, dont la premiere valeur propre 1o(G)
est Iinfimum des quotients de Rayleigh combinatoires :

AP
Ho(G) = inf 2in gf;@; (4))
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ou f parcours I’ensemble des fonctions & support compact dans G. Le théo-
réme suivant relie la moyennabilité du graphe & la premiére valeur propre de
cet opérateur :

Théoréme 2.1.7 (Inégalités de Cheeger combinatoires).

S D(G)? < o(G) < H(G).

En particulier, le graphe est moyennable si et seulement si la premiére
valeur propre de son Laplacien combinatoire est nulle. On peut consulter
[CdV98] p31 pour une preuve de ce résultat.

2.1.4 Reésultats : controle du bas du spectre

Notre premier résultat est une adaptation au cadre des variétés G-périodiques
de méthodes reliant moyennabilité et bas du spectre :

Théoréme 2.1.8. Soit G un graphe & valence constante et M une variété
G-périodique dont la cellule C' admet une premiére fonction propre qui se
recolle bien dans M. Si G est moyennable, on a

Ao(M) = Xo(C).

Si G n’est pas moyennable, si le rayon d’injectivité normale de OC' est stric-
tement minoré par Rpin, et si le nombre de voisin de chaque cellule (c’est
a dire le nombre d’autres cellules que son bord intersecte) est une constante
k < oo, alors il existe une constante A’ > 0 qui ne dépend que de k, de Ryyn
et de \o(C) telle que

Xo(M) < Xo(C) + A'h(G).

Nous obtenons lorsque G n’est pas moyennable le résultat principal de
ce chapitre :

Théoréme 2.1.9. Soit C une cellule de valence v qui admet une premiére
fonction propre ¢g et un trou spectral n = A1 (C) — X\o(C) > 0. Alors il existe
une constante A > 0, ne dépendant que de Ao, des zones de transition de C
et valeurs de ¢g sur 0C, telle que pour tout graphe G de valence v et toute
variété G-périodiqgue M de cellule C' ot ¢g se recolle bien,

Ao(M) = Xo(C) + Anpio(G).

Les constantes A et A’ restent positives et bornées lorsque \o(C') varie;
elle dépendent principalement de dépendent de la géométrie sur les zones de
transitions de C et des valeurs de ¢ sur OC. Cette dépendance sera détaillée
au cours de la démonstration. D’aprés le lemme 1.1.6, on a toujours

Ao(M) > Xo(C).

Si 'on ne cherche pas & garder le controle explicite de 'écart entre les bas
de spectres, ces théorémes deviennent alors :
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Corollaire 2.1.10. Soit C une cellule de valence v qui admet une premiére
fonction propre ¢g et un trou spectral strictement positif, soit G un graphe
G de méme valence v, et M une variété modelée sur G & partir de C ot ¢g
se recolle bien. Alors

M(M) > A(C),

avec égalité si et seulement st G est moyennable.

Appliqué au cas des revétements qui admettent un domaine fondamental
dont la premiére fonction propre se recolle bien, nous obtenons les corollaires
suivants :

Corollaire 2.1.11. Pour tout revétement riemannien p : M — N de groupe
d’automorphisme I', si ' est moyennable alors

Ao(M) = Ag(IV).

Si ' n’est pas moyennable et s’il existe un domaine fondamental D admet-
tant un nombre fini de voisins dont le bord a un rayon d’injectivité normale
strictement minoré, alors il existe une constante A’ > 0 ne dépendant que de
M(N), du nombre de voisins de D et du rayon d’injectivité normale de 0D
telle que

No(M) < 2o(N) + A'5(G).

Ce corollaire est une version précisée de résultats de R. Brooks (voir par
exemple la preuve du Théoréme 1 de [Bro85)).

Corollaire 2.1.12. Soit N une variété dont le trou spectral n est stricte-
ment positif. Notons ¢g sa premiére fonction propre. Soit p : M — N un
revétement riemannien galoisien de groupe d’automorphisme I' de type fini.
Sl existe un domaine fondamental C C M pour Uaction de I' & bord lisse
par morceaux tel que ¢y vérifie les conditions de Neumann sur 0C, alors il
existe une constante A > 0 ne dépendant que de C' telle que

Ao(M) = Ao(IN) + Anpo(G).
En particulier, le théoréme précédent et le Théoréme 2.1.5 impliquent :

Corollaire 2.1.13. Soit N une variété riemannienne dont la courbure de
Ricci et le rayon d’injectivité sont uniformément minorés, et le trou spectral
strictement positif. Soit p : M — N un revétement riemannienn galoisien,
dont le groupe d’automorphisme I' est de type fini. Si le gradient de la pre-
miere fonction propre est simplement stratifié - par exemple lorsque les dé-
rivées partielles d’ordre inférieur ou égal & k du tenseur de courbure, pour k
assez grand, sont uniformément bornées et la métrique est générique sur N
- alors
Ao(M) = Ao(N)

avec égalité si et seulement si I' est moyennable.
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Nos résultats peuvent étre vus comme une généralisation des travaux de
R. Brooks [Bro85], qui montre que pour un revétement p : M — N, sous
certaines hypothéses géométriques qui impliquent entre autres que le trou
spectral de N est strictement positif,

Ao(M) > Ao(N)

avec égalité si et seulement si I' est moyennable. Nous détaillerons au para-
graphe 2.4.1 le lien entre nos résultats et ceux de Brooks.

2.2 Démonstrations principales

2.2.1 Majoration du )\; et graphes moyennables

Soit G un graphe de valence v et M une variété G-périodique, de cellule C.
On note Ag le bas du spectre du spectre C, et on suppose qu’elle admet une
premiére fonction propre ¢g normalisée qui se recolle bien dans M. L’objectif
de cette section est de démontrer le Théoréme 2.1.8 :

Théoréme 2.2.1. Soit G un graphe & valence constante et M une variété
G-périodique de cellule C. Si G est moyennable, on a

Ao(M) = Xo(C).

Si G n’est pas moyennable, si le rayon d’injectivité normale de OC est stric-
tement minoré par Ry, et si chaque cellule n’admet qu’un nombre fini k
de voisins, alors il existe une constante A" > 0 qui ne dépend que de k, de
Rypin et de \o(C) telle que

Ao(M) < Xo(C) + A'h(G).
Démonstration. Rappelons que d’aprés le lemme 1.1.6, on a toujours
Ao(M) = Ao.

Soit ¢ € H(M) une fonction positive lisse & support compact K C C
telle que

2
Ve
lod

et qui se recolle bien dans M. On peut la construire par exemple en prenant
la restriction de ¢g & un compact K. C K et en lissant la fonction ainsi
obtenue de fagon & la rendre lisse & support dans K. On supposera pour
simplier les notations que [¢¢|> = 1. Pour toute cellule C; € M donnée par
la Définition 2.1.1, et J; : C; — C' son isométrie d’identification, on note

M(C) +e,

K, Cc Ci=J Y(K).
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Soit R > 0 fixé, alors pour tout ¢ € G, un voisinage de K; de largeur R
intersecte un nombre fini des K, j # ¢ : nous noterons ce nombre ke, qui ne
dépend pas de 1.

Soit (Gp)pen une famille de parties finies (que nous supposerons connexes)

de G telle que
. #OG),
lim =h(G).
Jim T2 = (@)
On note M), la réunion des cellules correspondant & la partie G).

On note M, un voisinage de largeur R de M, : 'ensemble M)\ M,
intersecte donc au plus k.#0G), cellules. Nous allons simplement reproduire
¢e sur toutes les cellules de M), et de rendre la fonction obtenue continue
a support compact dans M;r . Cette derniére opération ajoutera au quotient

de Rayleigh un terme de 'ordre de ke iaci E.

On définit sur M\ M, la fonction

_ 1
"R

On T'é¢tend en une fonction que nous notons toujours ¢, : M — R qui vaut
1 sur M et O sur M\M;r Comme OM, est lisse par morceaux, g est ct

sur M\OM),, et continue sur M\OM,. On sait qu’alors, Vo € M;\Mp, on a

Up(w) = (R — d(z, Mp)).

1
< .

R

Notons encore ¢ 'extension de ¢. & M, qui existe et est continue par
hypotheése.

Soit ¢, la fonction définie sur M par

|v¢p| = |Vd(-)Mp)‘

%:¢e'¢p'

La fonction ;b; est C! par morceaux, continue sur M et a support compact
dans M,f. Calculons son énergie.
Pour tout ¢ € G, on a

2 T2 2
= IVopl” = | [Vol” < Xo+e.
Ci C; c

Soit maintenant C; une cellule qui intersecte M, \M,. Sur Cj, la fonction
1y est positive, inférieure & 1 et son gradient est de norme 1/R, d’ou

|74

~2 _ 2 _ 1 2 2
L1900 = [ lo5 vt val < g [ 10742 [ (T Tl [ 196

2

§ﬁ+R2)\O+)\O+E.
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On a obtenu la derniére majoration a I’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On a donc
2 2 — 2
[vorl, = 2 vaul, + > v,
i€Gp " cieMi\M, '
soit d’aprés ci-dessus
—~|2 14+ 2A0
Hv(prM < #Gp()\o-i-é) +#{Ci C aMJ\Mp} (R2 +)\0+6>
142X
< #Gy+ 9+ Kt 0G,) (52 4t e)
De plus,
2 2
> = .
o], = o], = #e»
On a donc
2
Vo, G (\ EA(OG ) (1H2M 4
H !M < # p( 0+€)+ E#( p)( R2 + O+€) =)\0+6+(A/+6k5)#aGp,
2 e #er
Pllas
en posant
142X
A =k 7 + Ao)-
Lorsque G est moyennable, on a
. #0G,
1 =0.
poos #G, 0

La majoration précédente implique donc le premier point du Théoréme 2.1.8.
Lorsque C n’a qu'un nombre fini k£ de voisins, et le rayon d’injectivité normale
du bord est minoré par R,,;, > 0, on peut prendre R = R, et k. = k pour
tout € > 0 . Ceci conclut notre preuve par passage a la limite lorsque p — oo
et e — 0.

O

Cette partie de la démonstration s’adapte dans le cas ou C' n’admet
pas de premiére fonction propre : il suffit qu’il existe une suite de fonction
(¢e),e>0 dont le quotient de Rayleigh tend vers A\, qui se recollent toutes
dans M. Nous n’avons pas besoin que ces fonctions vérifient les conditions
de Neumann sur 0C.

Dans le cas d’un revétement p : M — N de groupe d’automorphisme
I' et domaine fondamental C, la démonstration est analogue (méme lorsque
Ao(IN) n’est pas le bas du spectre de C'). On choisit une fonction ¢ sur N a
support compact dont le quotient de Rayleigh est inférieur & Ay + € et une
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famille de parties finies G, C G ou G est un graphe de Cayley de I', qui
vérifie 240G

lim P —p(D).

Jim T2 = b(D)
On reléve ¢, a la réunion des domaines fondamentaux correspondant a Gy, et
on la rend a support compact de la méme facon que dans la démonstration
précédente : la conclusion du Corollaire 2.1.11 s’ensuit. Notre démonstra-
tion est tres proche de celle de [Bro81], §2 et a été utilisée depuis dans de

nombreux articles traitant de moyennabilité.

Remarque 2.2.1. Dans le cas ot G est le graphe de Cayley d'un groupe
abélien (par exemple Z, Z2...), donc moyennable, on retrouve ce qui est appelé
communément une variété périodique. Le résultat A\o(M) = Ag(C) est
alors un corollaire de la théorie de Floquet. La démonstration précédente
est plus élémentaire que la construction de la théorie de Floquet (mais le
résultat beaucoup plus faible), et s’applique a une classe de variétés beaucoup
plus large.

2.3 Graphes non moyennables et minoration du )\

Nous allons maintenant nous intéresser & la minoration du Théoréme 2.1.9,
qui n’a d’intérét que lorsque G n’est pas moyennable.

Soit C' une cellule de valence v, et aq,...,a, C C ses zones de transi-
tion. Par hypothéses, les a; admettent des voisinages tubulaires de largeur
R disjoints dans C' qui s’écrivent

717: =00 X [O7R]7

sur lesquels la courbure de Ricci est minorée par —k < 0. On note toujours
Ao le bas du spectre (avec condition de Neumann) de C, on suppose qu’elle
admet une premiére fonction propre ¢y normalisée et que le trou spectral
17 = A1 — Ao > 0 (voir Définition 1.1.4). Soit G un graphe de valence v, et M
une variété G-périodique de cellule C, telle que ¢g se recolle bien dans M.
L’objectif de cette section est donc de démontrer :

Théoréme 2.3.1. Avec les notations précédentes, on a
Mo(M) = X (C) + Anpo (@),

ot A dépend de N\, de la géométrie des zones de transitions, et des valeurs
de ¢g sur ces zones de transition.

Notons B B
)\0 = )\o(M), et 6 = )\0 - )\0.

D’aprés le lemme 1.1.6, 6 > 0.
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La structure de la démonstration de ce théoréme, un peu longue, est la
suivante. Nous prenons une fonction test dont nous voulons évaluer le quo-
tient de Rayleigh. Nous la discrétisons en la projetant, sur chaque cellule,
sur la fonction propre ¢g, et notre théoréme s’obtient par une minoration du
terme d’erreur qui reste aprés cette projection. Nous effectuons cette mino-
ration sur les tubes de jonctions qui s’appuient sur les zones de transitions
entre deux cellules. La, nous montrons que deux possibilités se présentent :
soit le terme d’erreur a une norme L? minorée, soit la norme de son gra-
dient est minorée, et dans les deux cas cela nous permet de nous ramener au
spectre du Laplacien combinatoire sur le graphe et de conclure.

Remarque 2.3.1. L’idée de discrétiser une variété pour obtenir un controle
sur le spectre du Laplacien riemannien a partir du Laplacien combinatoire
sur le graphee sous-jacent a la discrétisation n’est pas nouvelle. Elle est & la
base des travaux de Brooks dont nous avons déja parlés, et plus prés de nous
de ceux, on peut citer de T. Coulhon et L. Saloff-Costes (voir [CSC95]) et de
T. Mantuano (voir [Man05]). Dans ces deux articles, on discrétise la variéte
grace & un recouvrement localement fini par des boules, et & chaque fonction
f sur la variété, on associe une fonction sur le graphe qui a pour valeur
en un sommet la moyenne de f sur la boule correspondante (en pondérant
éventuellement le graphe par le volume de la boule). Ici, la discrétisation se
fait en projetant sur des «morceaux» de volume infini : les cellules, que nous
pondérons & ’aide de leur fonction propre pour rendre ces projections finies.

Démonstration du Théoréme 2.58.1. Soit (fe)o<e<1 une famille de fonctions a
support compact dans M telle que pour tout € > 0, on ait

Vil ~
BVEE 5,
M Je

Nous allons discrétiser ces fonctions en les projetant, cellule par cellule,
sur la fonction propre ¢g. La composante perpendiculaire a ¢g, nécessai-
rement non nulle pour que f. ait un support compact, empéchera d’avoir
XO = Ag. Nous notons toujours ¢ 'extension & M de ¢, bien définie et
continue par hypothése. Pour chaque cellule C; de M, posons

ﬁzmazéﬁ,

b = (for b0V, = /C b,

012 = er - bz¢0||a = / (fe - biqﬁo)g.

i

On a alors a? = bf + c?. Nous noterons désormais

9i = fe —bigo :
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g; est la composante de f; orthogonale & ¢y pour le produit scalaire £2 sur
Ci.
Sur chaque cellule C;, comme ¢q vérifie les conditions de Neumann,

/ Vé0.Vg; = / Adogi = Xo / P—
C; C; C;

On a donc
[ VAR SUVEE, S IVeel, + 1Valh, T + Ve,
Jur 12 S lfel?, $ 0 ;a7

Comme g; est orthogonale a ¢,
2 2
IVgille, > M llgilé, = e

On obtient alors
Ao 7 7
IVailz, = 5 IVaillz, + v 1VGilZ, = Mo} + - IVailg,
i )\1 )\1 i )\1 i

d’ou

~ Jar IV 1P - > Aob? + Aoc? + & | Vailg,

Va2
ot ez _ g 4 1 zilVeile,

> = Ao
foeQ ia’zz A1 iazz

On a donc en particulier

- Vg%
(5+€=)\0—)\0+62;\721”2Z2HCZ. (2.1)
1 i%
_y > lVailz, .
Nous allons donc nous intéresser au terme Eia’zz et montrer le lemme :

Lemme 2.3.2. [l existe une constante A ne dépendant que de la géométrie
et des valeurs de ¢g sur les zones de transition telle que

S IValZ, = A (b - b))

i~vj

Démonstration. Soient 4,j € G tels que @ ~ j et «;j la zone de transition
commune aux deux cellules C; et C; (voir Définition 2.1.1). Par hypotheése, il
existe dans C; UC; un voisinage normal T;; de a;; qui s’écrit en coordonnées
de Fermi

Tij = 045 X [—R, R]

On suppose que
(ac, 7“) € Tij N C;
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si et seulement si r > 0, et on note TZJ; la partie de T;; située dans Cj, et T
I'autre.

Pour obtenir une minoration, nous pouvons nous limiter & I’étude de ce
qu’il se passe sur les T;;. On a alors :

S IVl = 5 S (Ve + M lgil,)
s0it Z Z
S Ival2, 2 5 3 (190 + 19a2 + Mgl +lgsl20)) . 22)
i inj
Nous poursuivons alors notre minoration par le lemme suivant :

Lemme 2.3.3. 1] existe une constante A ne dépendant que de la géométrie
et des valeurs de ¢y sur les zones de transition telle que pour tous i,j € G
tels que v ~ j,

Vil , + IVg;13 + Mol + loil}, ) = 240 (s~ b;)*

Démonstration. Soient i, € G tels que ¢ ~ j. Comme & la section 1.3, on
note (z,r) € a;j X [—R, R] les coordonnées de Fermi sur Tj;,

V(@) = dV,, ()
Iélément de volume sur «;;, et
0"z, 7)dVy (2)dr

I'élément de volume sur Tj;. Soit r € [—R, R], posons

Vij(r):/ anl(m,r)dva(a:)

ij
I'aire de 'hypersurface paralléle & o;; a la distance r. On a donc

Pour nous ramener & un probléme ne dépendant que de 7, pour chaque
fonction f définie sur T;;, notons en lettre capitale sa moyenne horizontale :

1

F("") = ‘/ij(r) s

fz,m)0" Yz, 7)dVy(x).
Comme ¢y se recolle bien, ¢g(z,0) est bien définie. Par continuité de f,
on a donc

gj(x, 0) + bj(b()(x?o) = gz-(x, 0) + bi¢0($70)7
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d’out
\gj(x, O) - gi<x7 0)’ = |bj - bi‘(bo(.f,()).
Par intégration, on obtient alors

G(0) = Gi(0)] = [bj — bi|Po(0),

ol 'on a donc noté

Gilr) = 5 .1(74) / i) ) aVae),

et G; est définie similairement.
On gait d’aprés le théoréme 1.1.4 que &g > 0. Supposons, quitte & inverser
1 et j et & changer le signe de Gj;, que

1
Gi(0) = 5[bj — bi[@0(0).
Nous notons

R(]:il’lf{T E]O,R] Gl(T‘) < |b2—b]’q)o(0)}

|

1" cas : Ry =R
On a donc
Do (0)*Vol(T;))

16 (bi — bj)*. (2.3)

R
(Gl = [ Gutr PV (ryar >

Or, pour tout r € [0, R], d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz associée a la
norme euclidienne

f— \/ ) [2(z,7)0" 1 (x, r)dV, (),

o1n a

g

soit

2
gi(aj,r)H"l(x,r)dVa(x)> §/ 129"1(a:,r)dva(a;)/ gi(a:,r)ZQ"*l(x,r)dVa(a:),

ij ij @ij

2
(/“gi(x,T)H”_l(m,r)dVa(x)> < V;j(r)/ gi(x,r)29”_l(x,r)dva(x).

ij iJ

On a donc

faij gi(x, 7“)29”_1@, 7“)dVOl($))2 ;

R R (
HQZQHT;; :/0 / gz’(w,?”)zen_l(x,r)dVa(x)dr2/O

ij
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R
= [ GV =[Gl = Ar(bi =)
0 g
d’apres l'inégalité (2.3), avec

@0(0)*Vol(T;})

A =
! 16

2¢m¢ cas : Ry < R On a donc par définition de Ry,

1
GZ(R()) = z‘bj — bl"q)o(()) :
nous avons une minoration de la variation de la fonction GG;. Nous allons en
déduire une minoration de la norme de son gradient par le lemme suivant,

qui est le point technique principal de notre démonstration :

Lemme 2.3.4. Il existe une constante Ay > 0 ne dépendant que de A\, et
de la géométrie et des valeurs de ¢o sur Tj; telle que

/ VG, > As(bi — b))%

)

Démonstration. Posons
1
P=G;(0) > §|bj — bi|®0(0)

et
1
Q = Gi(Ry) = Zfbj — bi|®o(0).

Nous noterons désormais
T =Ty N (a5 x [0, Ro)),

gr la métrique induite de celle de M, et dVp son élément de volume. Soit G
la fonction harmonique pour le Laplacien issu de la métrique de M sur T,
vérifiant Gr(0) = P et Gp(Rp) = @, et vérifiant les conditions de Neumann
sur Oaij x [0, Ro| lorsque dav;; # (). Parmi toutes les fonctions f de H(T)
vérifiant f(z,0) = P et f(x, Ryp) = @, Gr minimise I’énergie de Dirichlet :
on a donc
/ VG > / VGi[2dvy > / VGr2ave
B T T

11 suffit donc de minorer ’énergie de G pour démontrer le lemme 2.3.4.
Nous allons le faire par comparaison avec le cas ot T est muni d’une métrique
que nous savons mieux controler.

Notons Tiy le tube T' = o5 X [0, Rp] muni de la métrique (en coordonnées
de Fermi)

Gint (2,7) = (Oins(r))*ga & dr?,
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oll g, est la métrique sur «;; induite par celle de M et ou 6;,¢ vérifie les
hypothéses du Corollaire 1.3.4 : pour tout x € «, la fonction

. Ginf(r)
O(x,r)

est décroissante. On a vu & la Remarque 1.3.1 qu'une telle fonction existe
toujours.

Proposition 2.3.5. Lé¢lément de volume sur Tiys s’écrit
AVint = (Bine (1)1 dV, (z)dr.

Soit f une fonction sur Tiys ne dépendant que de la coordonnée r, son La-

placien s’écrit
/

Auntf = —f"(5) — (n — 1) 2508 () /().

einf
Dans cette écriture, on note encore f' = %.
Démonstration. 11 suffit de recopier la preuve du corollaire 1.3.4. Les pro-
positions de |[GHLO04| utilisées restent valables pour la métrique gi,. En
particulier, lorsqu’une fonction f ne dépend que de r, Aj,rf est également
radiale. O

Soit maintenant Giuf(s) 'unique fonction définie sur Ty, valant P en
(2,0), Q en (x, Ry) pour tout x € «yj, vérifiant les conditions de Neumann
sur Oa;j X [0, Rg] si Oa;j # ), et harmonique pour le Laplacien Aj¢. On
vérifie par unicité que Gjyr ne dépend que de s et s’écrit en coordonnées de
Fermi :

Q-P

Ginf(r) =Q mUinf(T)

" du
Ut (r) = _—.
f( ) A einf (u)nil

En particulier, comme P > Q, Giy¢ est décroissante en r.

avec

Lemme 2.3.6. Avec les notations précédentes,
/ \VGr|*dVr > / |V Ging|*dVin.
T ,Tinf

Démonstration. Par hypothése, G est harmonique :
ArGr = 0.

De plus, d’aprés le corollaire 1.3.3, comme Gj,¢ ne dépend que de s et est
décroissante, on a

PCint 0

ATCTYinf = - dr2 (n - 1)5 inf > AinfCTYinf = 0.
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On a donc sur T :
Ar(Gr — Ging) < 0.

D’aprés le Principe du Maximum, G — Gins est alors maximale en 0 ou
en Ry. Or,
(G — Gint)(0) = (G — Ging)(Ro) = 0 :

on a donc Vr € [0, Ry,
(G — Gint)(r) < 0.

De plus, par le Principe du Maximum fort (voir [PW84| chapitre 2), on
sait qu’alors

OGr dGinf
or (0) < dr (0)
. oG dG
T inf
or (Fo) > dr (Fo).
On a d’aprés la Formule de Green
/ |VGr|?dVr = / GT(ac,T)ATGT(x,r)dVT(x,r)—/ GT(a;,O)a;;T(x,O)dVa(x)
T T Qij "
aGT n—1
+ Gr(z, Ro)——(x, Rp)0" *(z, Ro)dV,(z). (2.4)

or

En effet, comme Gp et Ginr vérifient les conditions de Neumann sur
Oa;j x [0, Ry), les termes de bord associés sont nuls. Le premier terme de
cette équation est également nul, par définition de Gr. De plus, la fonction

0GT

r— —_—
a; O

Qg

(x, ez, 7)dVy(x)

est constante : il suffit d’appliquer la formule de Green sur le domaine ay;; x
[0,7] avec f =1 et g = Gr. On a donc

[ vGrPave = [ ZEL0)ava@)Gr(Ry) ~ Gr0). (25)
T Qij r

On a alors d’aprés le Principe du Maximum Fort cité ci-dessus,

| S w0V (Gr (o) ~Gr(0) > [ 0V () G () -G (0)

ij @ij

= [ )V (@) Gar(Ro) — Gu0) = [ [V GuuePaVig

ij dr Tint

en utilisant la formule de Green dans Tj,s et Péquation (2.5) adaptée au tube
Tine. On a donc bien

/ VGr2ave > / IV Giat V.
T ’Tinf
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Il nous suffit donc maintenant, pour prouver le lemme 2.3.4, de minorer
I’énergie de Gine sur Ting.

Lemme 2.3.7. Avec les notations précédentes, il existe une constante Ay > 0
telle que

/ IV Gin[*dVing > Az (bi — bj)*.
Tint

Démonstration. Nous connaissons une écriture (presque) explicite de Gy :

P-Q
inf(r) = P — 7——= Uiy
Curlr) =P = Gy Vo)
avec r d
U
Uint (1) :/ =1/ -
0 einf (u)

ainsi que ’élément de volume

AVint(z,7) = 0771 (r)dV, (z)dr-.

inf

On a donc

Ro
/ IV G 2V = / / (Gl () 07 (1) AV ()
Ting 0 a;j

(P_ Q)2 /RO / 2 n—1
= Vol(ayj) ———= ; or dr.
O(a])Uinf(RO)g 0 ( 1nf(T)) inf (T) T
Or,
1
!
1nf(r) = n— ’
einfl(r)
donc
Ry 9 Ry 1
/ (Uts (1)) 05 (r)dr :/ ————dr = U(Rgp) > 0.
0 0 einf (T)
On a alors

R 1 1
I T (r 20:“_1 rdr = > >0
Umf(Ro>2/o (Uine (r)0iag ™ (r) Uint(Ro) ~ Uni(R)

oll R est la largeur du voisinage tubulaire de la zone de transition, car Uiyt
est évidemment croissante.
On a donc finalement

(P—Q)* _ Vol(ai)®5(0)

bi — b;)?,
Unt(Ro) = 16Uint(R) ( i)

| 9GP avise = Vol(ay)
T‘inf

B(0)(b; — b;)?
(P-Q)?> == ——.
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Ceci conclut la démonstration de notre lemme en posant

A Vol(a;)5(0) _ Vol(ai;) ®5(0)
2 = - = R du )
16U1nf(R) 16 fO 9."71(u)

inf

qui ne dépend que de la géométrie du tube T et des valeurs de ¢g sur a.
On peut écrire cette constante plus explicitement dés que 'on connait une
expression de 0 ; par exemple lorsque la courbure sectionnelle de M et la
courbure moyenne de « sont constantes. O

D’aprés le lemme 2.3.6, cette inégalité implique
/TyVGTPdVT > Ao (b — b;)?,
qui elle méme implique le lemme 2.3.4. O
Pour conclure la démonstration du Lemme 2.3.3, il nous faut minorer

I’énergie de g;. Nous aurons donc besoin d’une expression plus précise de son

gradient qui la relie & I’énergie de G; que nous venons de minorer. Comme

par construction des coordonnées de Fermi % est normalisé, on a

IVgil2 > * 990 \" gn1 (4 v ()d
" gz‘ = 0 E (.%',7") a(l‘) T.
Tij ;g

Nous obtenons alors, de nouveau & l’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

] 2
coirs [ U B @D da@)
/T+| gil —/0 Vii(r) T

ij

De plus, on a

iy =2 (Vl() / gi<x,7~>e“<sc,r>dva<x>> -7 ). | OET) g 0, i)

Vij (1) Ja,
= W}(T) 3 agiéi,r) g"—l(x,r)dva(x)—i-vij(r) /a] gi(x,7)Bij(x,7)0" (z, r)dVa (@),
™ By, r) = — 00" (,r)) _ Vi)

on—1(x,r) or Vij(r)
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est la wvariation radiale de I’élément de volume 6 que nous avons définie au
paragraphe 1.3. D’aprés ci-dessus, on a donc

2

B (dG; 1 - .
/T,Jt Vagil* > /0 (dr - Vzg(r)/a” gi(z,r)Bij(z,7)0 1(x,r)dVa(:c)> Vij(r)dr.
(2.6)

Or, comme pour tout r € [0, R], l'aire de '’hypersurface a distance r de
«ij; est strictement positif :

3

V;j (T) > 0,

R
fo ¢/0 F2() Vi (r)dr

définit une norme euclidienne sur l'ensemble des fonctions continues de [0, R]
dans R. D’aprés l'inégalité triangulaire, on a alors

WW

1 —
7o) [, o e @

I’application

2
Vij(r)dr

dG;
dr

2
Vij(rydr.  (2.7)

_/OR

Cas 2.a:

s

2

dG;|? Rl .
Wiy ryar- /0 e / ) ) V)| Vi)

s

L’inégalité (2.7) devient alors

dG; |?
W V] (T)dr

1 A
42 > = 12 > 20012
[T Y G U

3

d’aprés le Lemme 2.3.4.

Cas 2.b :
DIPEnE Rl ?
\/ L] ey [ | T V)| Vi
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s

2
V;j(’l“)d’l“

On a alors

1
Vi (r)

[ . W

d’ott d’aprés le Lemme 2.3.4,

[ %

En utilisant de nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwarz sur chaque tranche
horizontale, cette majoration devient

_ Qis ,3@(1’,7“)29”71(1', r)dVa(a:)
b bj) / / gi(x, ) 0” l(x r)dVy(x) f” V() dr

/ gz-<x,rmz-j(x,r)en—l(x,r)dva(>

ij

2

As(b; — bj)?
Vij(r)drziz( 1 ;) .

/ 012, ) By, )07 (&, 1) AV ()

ij

R
S/CZ/ / gi(x,T)Qﬂnfl(x,r)dva(x)dr,
0 Qaij

ou

K= sup |Bij(z,r)] <400
(ac,r)GTi';

est finie car T;; est compact, et ne dépend que de la géométrie de T;;. On a
donc

lgilfs > As(bi = by)*,
avec
AQ . (190(0)2V01(Oéij X [O,R])

A= = 64K2

En posant

24 = mm{Al, ff Ag}

qui ne dépend que de la géométrie du tube T;; et des valeurs de ¢g sur aj,
nous obtenons donc

Wgz‘”%ﬁ +1Vy; HQTZ_; + Al(HQiH% +9; ”%7__) > 2M1A(bi — b;).

Ceci conclut la preuve du lemme 2.3.3

r)dr,
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La minoration (2.2) devient alors
S OIVail* = MAY (b — b))%,
i inj

ol A défini ci-dessus ne dépend que de K, R, Vol(T;;), Vol(a;), A1 et $g(0),
ce qui conclut la démonstration du Lemme 2.3.2.
O

Achevons la preuve du Théoréeme 2.1.9. D’aprés l'inégalite (2.1),

n
L IValE, <@+ =@ +a Y el
donc

Y lgile, =nd G <@+ al.

On a alors
S ReY Y <5;7L6>Za?.

Si 0 > n, comme uo(G) < v (cela découle directement de la définition,
voir paragraphe 2.1.3), on a

6> (G,

ce qui conclut évidemment notre démonstration (indépendamment des lemmes
précédents). Sinon, pour € > 0 suffisamment petit, on a

d+e€
n

Ytk
n 7

i

<1

On obtient alors

L’inégalité (2.1) devient

S+e> QM > (1— 5+6)77)‘1A 2y (bi = b5)°
M e noA > 07

Nous rappelons que par définition,
ij(ai — ;)
> a7 ’

ou (a;) parcourt ’ensemble des familles positives & support compact dans G
(voir section 2.1.3).

to = inf
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On obtient donc en faisant tendre e vers O :
6 = (n—96)Apo,

soit
6(1 4 Apo) > Anpo,
soit finalement

nA
§ > ————po > nApo, 2.8
_1‘|‘A,U0'u0_77 Ho (2.8)

ou A ne dépend que de g, de $¢(0) et de la géométrie des zones de transitions
d’aprés les lemmes précédents. ]

2.4 Applications et Généralisations

2.4.1 Bas du spectre des revétements

Nous avons développé cette théorie des variétés modelées sur un graphe
entre autres pour généraliser et préciser certains résultats obtenus par R.
Brooks, que nous présentons maintenant. Dans I'article [Bro85], il démontre
le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1 (Brooks, 1984). Soit p : M — N un revétement galoi-
sien, et ¢g une fonction \o(IN)-harmonique positive sur M. Soit D C M un
domaine fondamental pour p, supposons qu’il existe un compact K C D tel
que

by (D\K) > 0.
Alors A\o(M) = M\g(N) si et seulement si le groupe d’automorphisme de p est

moyennable.

Pour un domaine O C M, la constante hg,(O) ci-dessus est définie par

fs(¢0)2dvn—1
fint(5)<¢0)2dvn ’

ot S parcours ’ensemble des hypersurfaces compactes strictement incluse
dans O, et int(S) désigne I'ouvert bordé par S qui n’intersecte pas 00. 1l
s’agit d’une constante de Cheeger pour un Laplacien renormalisé; Brooks
montre que Ao(M) = Aog(NV) si et seulement si hg, (M) = 0. L’hypothese

b¢0 (O) = igf {

h¢>0 (D\K) >0,

est difficile & expliciter. Remarquons qu’il s’agit encore d’une hypothése sur
la géométrie d’'un domaine fondamental. Elle implique, comme le souligne
Brooks lui-méme, que le trou spectral de N est strictement positif. Le seul
exemple qu’il traite entiérement Brooks est celui des variétés hyperboliques
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sans cusps. Une étude plus poussée de la démonstration de Brooks montre
qu’elle n’est pas valable lorsque D n’est pas compact et son rayon d’injec-
tivité normale tend vers 0 dans une direction de dD. En particulier, dans
le cas olt IV est une variété hyperbolique et ol le groupe d’automorphisme
I' contient des éléments paraboliques (chaque domaine rencontre alors une
infinité de ses copies au voisinage du cusp), sa démonstration n’est pas va-
lable. Nous avons vu au paragraphe 2.1.4 que, dans le cas des revétements,
notre Théoréme 2.1.9 implique le corollaire :

Corollaire 2.4.2. Soit p : M — N un revétement riemannien galoisien,
dont le groupe d’automorphisme T est de type fini. Supposons que A\o(N) <
A (N), et notons ¢o la premiére fonction propre associée o A\o(N). S’il existe
un domaine fondamental C pour Uaction de I tel que le relevé de ¢g vérifie
les conditions de Neumann sur 0C, alors

Mo(M) > Mg(N),

avec égalité si et seulement si I' est moyennable.

Les résultats du prochain chapitre que nous avons déja cités montrent
qu’un tel domaine existe souvent :

Théoréme 2.4.3. Soit N une variété riemannienne de volume infini & cour-
bure de Ricci minorée et de rayon d’injectivité et de trou spectral strictement
positifs, et ¢g sa premiére fonction propre. Soit p : M — N un revétement
riemannien de groupe d’automorphisme G, si le gradient de ¢g est simple-
ment stratifié sur N, il existe un domaine fondamental pour G sur lequel
oo vérifie les conditions de Neumann. De plus, lorsque les dérivées partielles
d’ordre inférieur ou égal & k du tenseur de courbure, pour k assez grand,
sont uniformément bornées, ¢y est génériqguement de Morse et son gradient
est alors simplement stratifié.

Nous retrouvons donc un résultat identique a celui de Brooks lorsque la
métrique est générique, avec des hypothéses géométriques plus habituelles
qu’une borne sur la constante hy. De plus, la version compléte du Théoreme
2.1.9 nous donne de surcroit un contrble intéressant sur ’écart entre les
bas du spectre & ’aide de la combinatoire du groupe d’automorphisme du
revétement, qui affine le résultat de Brooks. De plus, notre construction
s’applique aussi & d’autres cas que les revétements : les cellules peuvent étre
quelconques, et les graphes ne sont pas nécessairement les graphes de Cayley
d’un groupe. Lorsque la variété comprend des cusps, s’ils sont & U'intérieur
d’un domaine fondamental et si ’on sait que la fonction propre de Morse,
notre méthode s’adapte assez bien (on montre que le gradient de la fonction
propre reste simplement stratifié ; mais les notations deviennent trés lourdes).
En revanche, notre théoréme de généricité nécessiterait des hypothéses plus
précises sur les bouts a l'infini pour traiter le cas des variétés a cusp. Enfin, de
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méme que dans les travaux de Brooks, nos résultats ne nous permettent pas
pour le moment de traiter le cas oti le groupe d’automorphisme du revétement
contient un élément parabolique.

Pour obtenir un résultat complet, il suffirait que pour tout revétement,
il existe un domaine fondamental sur lequel la premiére fonction propre de
la variété quotient vérifie les conditions de Neumann. Si le gradient d'une
fonction analytique est toujours stratifié (voir Section 1.2, Question 1), nous
retrouvons 'exemple de Brooks dans le cas des variétés hyperboliques sans
cusp. Si nous pouvons montrer que la premiére fonction propre a un gradient
simplement stratifié sous quelques hypothéses géométriques (courbure mino-
rée, rayon d’injectivité positif), nous obtiendrions une généralisation plus
large du résultat de Brooks.

1l est raisonnable de penser qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une métrique
générique ou analytique. On pourrait, par un argument d’approximation
(voir le chapitre suivant), espérer utiliser le cas générique pour avoir le méme
résultat pour une métrique générale. Cependant, on a vu que la constante
A construites lors de la démonstration de la minoration de Ag(M) — Ao(N)
dépendent de fagon cruciale de la géométrie des zones de transitions. Dans le
cas oll ¢g n’est pas de Morse, lorsque ’on approxime la métrique par une suite
de métriques génériques, les zones de transitions correspondant aux fonctions
propres de Morse ainsi obtenues ont toutes les chances de dégénérer. Il nous
manque donc plus d’information sur le comportement des points critiques
de ¢ dans le cas général pour pouvoir trouver un domaine fondamental C
adapté. Nous reparlerons de cette question dans notre dernier chapitre.

Il nous manque aussi une méthode permettant de traiter le cas ot le bord
du domaine a un rayon d’injectivité qui tend vers 0 & l'infini (par exemple
lorsque le groupe d’automorphisme d’un revétement entre deux variétés hy-
perboliques contient un élément parabolique). Cela nécessite une étude sup-
plémentaire du comportement de la fonction propre dans ces «bouts fins»
qui nous permettrait de trouver un domaine fondamental adapté.

2.4.2 Variétés a découpages bornés

Nous avons démontré notre théoréme dans le cas ot le graphe est & valence
constante, et ol toutes les cellules sont identiques. Lorsque les cellules sont
de volume fini, la premiére fonction propre est constante (elle se recolle alors
évidemment trés bien!). Nous pouvons alors généraliser nos méthodes au
cadre suivant :

Définition 2.4.1. Soit M™ = U;c1 M; une partitions en morceaux d’intérieur
non vide, de volume fini, uniformément majoré par Vs et minoré par Vi,
a bords lisses par morceaux, dintérieurs disjoints, tels que le graphe d’adja-
cence des M; (deux éléments sont reliés s’ils sont voisins au sens du para-
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graphe 1.2) soit localement fini a valence bornée par v > 0. On dit que le dé-
coupage de M dans les M; est spectralement borné sl existe des constantes
1, V, R, K telles que pour tous i,j € I, on ait :

1. le volume des OM; est inférieur o V ;

2. le trou spectral de M; est supérieur a n > 0;

3. pour tous i,j € G,i ~ j, il existe des zones de transition
a;; C OM; N OM;

ouvertes d’adhérences compactes, qui admettent des voisinages tubu-
laires T;; disjoints de largeur R ;

4. il eziste une fonction Oy : [0, R] — R, valant 1 en 0, telle que sur
tout tube T;; au voisinage de la zone de transition oyj, l'élément de
volume 0;; vérifie, en coordonnées de Fermi :

est décroissante pour tout x € oyj.

5. les variations radiales de 1’élément de volume (voir Définition 1.5.1)
sont bornées par IC.

Les méthodes développées a la section 2.2 permettent alors d’obtenir le
théoréme suivant :

Théoréme 2.4.4. Sous les hypothéses ci-dessus, il existe Ay et Ay ne dé-
pendant que de n,v,Vy,,V, R, K et O telles que

Ainpo(G) < Ao(M) < Ah(G).

Démonstration. La preuve de la majoration est identique a celle du théoréme
2.1.8 : il suffit pour cela de la reproduire en remplacant ¢. par la fonction
constante 1 (qui se recolle évidemment).

La preuve de la minoration est légérement différente : nous prenons ici
¢o = 1, qui n’est plus normalisée. Soit f. une fonction & support compact
dans M d’énergie e—proche de A\g = \g(M). La discrétisation de fe sera alors
définie, pour tout i € G, par :
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et
2 _ 1 —_p)2
C’i - VOI(C@) /;Z(fﬁ bl) .

Notre nouvelle normalisation permet que, de nouveau,

On pose de nouveau

a;? = b + ¢,
et le quotient de Rayleigh de f. s’écrit :

= [y 2T a2Vol(G)

L’étape clé de notre démonstration sera de nouveau le lemme suivant :

(2.9)

Lemme 2.4.5. Il existe une constante b ne dépendant que de n, R, V1, Vs et

K telle que
2 2
D IVailg, = b (b — b))
i inj
Le recollement de la fonction 1 de par et d’autre de chaque composante

de bord «;; permet de reproduire exactement la preuve du lemme 2.3.2. Le
reste de la démonstration s’adapte aisément. ]

On rappelle que d’aprés le théoréme 2.1.7, on a

(G)

>
po(G) = o

Ainsi, le résultat de ce théoréme s’écrit encore :
1H(G)? < Xo(M) < Coh (@),

ou le graphe G correspond & celui d’un découpage de M en morceaux de
volume borné. Nous avons 14 un analogue discret de résultats plus connus de
J. Cheeger et P. Buser : ils montrent par des méthodes analytiques que pour
toute variété de dimension n dont la courbure de Ricci est minorée par —x,

52(1\4) < Xo(M) < C(n, k)h(M),

avec Vol,,_, (90"
. Olp—1
M)=inf —————=
OO =l =5 )
ou M’ décrit ’ensemble des hypersurfaces bordant un domaine compact
de M. La minoration vient du classique [Che70| et est valable quelle que

soit M. La majoration est initialement un résultat de Buser (|Bus82|), mais
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sous cette formulation, on en trouvera une démonstration plus directe dans
[Can92]. Cependant, pour évaluer effectivement Ay & partir de ces estimées de
la constante de Cheeger, il est toujours délicat de trouver une famille d’hyper-
surfaces qui approchent h(M) lorsque M n’est pas compacte. Notre résultat
permet d’obtenir assez simplement des bornes sur le bas du spectre, en par-
ticulier de montrer qu’il est strictement positif lorsqu’il existe un découpage
borné non moyennable. Il suggére aussi une méthode de calcul approché de
Ao(M) par discrétisation en éléments finis, ou il suffit de controler le volume
des éléments et de leurs bords. Lorsque la variété comporte des cusps, cette
méthode est alors plus efficace que les méthodes traditionnelles de discrétisa-
tion avec des boules de rayon constant (comme par exemple dans [Man05]),
qui nécessitent de controler le comportement des fonctions propres a l'in-
fini dans les cusps. En effet, dés que le «morceau» est de volume fini, notre
méthode s’intéresse qu’au bord relatif de ces cusps a I'intérieur de la variété.



Chapitre 3

Domaines a bord, propriétés
génériques et revétements

La science a eu de merveilleuses applications, mais la science qui n’aurait
en vue que les applications ne serait plus de la science, elle ne serait plus
que de la cuisine.

H. Poincaré

73
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Dans ce chapitre, nous commencons par caractériser le bas du spectre
d’un domaine & bord & l'aide de fonctions A-harmoniques positives. Puis
nous montrons que sur une variété sans bord dont le trou spectral est stric-
tement positif, pour une métrique générique la premiére fonction propre est
de Morse. Ces deux résultats nous permettent d’obtenir le Théoréme 3.3.1,
qui pour tout revétement riemannien galoisien p : M — N, relie le bas du
spectre de N a celui de domaines fondamentaux bien choisis.

3.1 Bas du spectre avec condition de Neumann au
bord

3.1.1 Caractérisation par le spectre positif

Soit M une variété compléte non compacte, dont le bord OM est compact
et C! par morceaux. On rappelle que nous disons qu'une fonction f sur M
& valeurs réelles vérifie les conditions de Neumann sur M si et seulement si
pour tout x € M,

of

a(x) = g.(Vf(z),v(x)) =0

ot v(x) est la normale & OM en x. Lorsque la normale n’est définie qu’en
dehors d'un ensemble de mesure nulle E (par exemple les coins de M), nous
disons encore qu’une fonction vérifie les conditions de Neumann si elle les
vérifie en dehors de E. L’objectif de cette section est de démontrer le théo-
réme suivant, que nous adaptons de [Sul87]| et qui donne une caractérisation
importante du bas du spectre de M avec condition de Neumann :

Théoréme 3.1.1. Pour tout réel A, il existe une fonction ¢ de classe C*°,
A-harmonique positive sur M avec condition de Neumann sur OM si et seule-
ment si A < A\o(M).

On rappelle que nous notons

v 2
Ao(M) =in 7” flLQ(M)
o 2

ou f parcourt I’ensemble des fonctions C*° & support compact dans M, qui
est le bas du spectre associé au probléme de Neumann. On peut donc réécrire
ce théoréme sous la forme

0
Ao(M) = sup {)\ eR:3feC>*C), f > O,a—f =0,Af = )\f}
v
Lorsque OM = (), ce résultat est exactement le Théoréme 2.1 de [Sul87]
et était également démontré dans [CYT75], p 345. Nous en présentons une
démonstration détaillée, inspirée de celle esquissée dans [Sul87], §3-4. Elle

utilise ce que 'on appelle communément le mouvement brownien.
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Soit K un voisinage compact de OM dans M, et (M;)jen une famille
croissante d’ouverts relatifs de M contenant K, d’adhérence compacte et
tels que

M, =
J

On note 0'M; = OM C M; et 8>M; = OM;\OM qu’on suppose également
C! par morceaux. On notera encore

. V72,
Ny = Xo(M;) = inf 7“ !B(MJ)
N VA VETSV

ou f parcourt ’ensemble des fonctions C* & support compact dans M; =
M j\aﬂMj : cela correspond au bas du spectre du Laplacien avec condition
de Neuwmann sur 81Mj et de Dirichlet sur 82M]~. On a alors

Xo(M) = inf X).
J

On note p/ (x,y,t) = PM; (x,y,t) le noyau de la chaleur de M; associé au
probléme mixte considéré, c’est-a-dire la solution fondamentale de I’équation
aux dérivées partielles

of

On rappelle que nous utilisons un Laplacien défini positif, qui s’écrit sur R"
muni de la métrique euclidienne

A=— —.
2
— Ox;

On a alors pour tous =,y € M; et t > 0,

Py, t) =3 e el (2)gh(y), (3.1)

k

ol gbi est la fonction propre du Laplacien avec condition de Neumann sur
81Mj et de Dirichlet sur (92Mj associée a la valeur propre )\i. Dans cette
écriture, une valeur propre de multiplicité plus grande que 1 est répétée,
associée a une base de fonctions propres correspondant a son espace propre.
Pour tous x,y € M tels que x,y € M, pour tous j > jg, on note

p(z,y,t) = inf p/(z,y,t).
Jj=>Jjo

On appelle p(x,y,t) ainsi défini le noyau de la chaleur minimal associé au
probléme de Neumann sur M.
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3.1.2 Diffusion et fonctions A-harmoniques

Les énoncés donnés dans ce paragraphe nécessiteraient, pour étre prouvés, un
développement de la théorie de lo diffusion associée & un opérateur elliptique,
qui passe entre autres par les intégrales stochastiques, bien plus long que ce
qui est souhaitable ici. Nous nous contentons donc de présenter certaines
définitions, les résultats et les idées clés de la démonstration. Nous invitons
le lecteur & se référer & [Sul87] pour une présentation analogue & la notre
dans le cas du probléme sans bord, a [Mal75] et [Cha84]| pour la construc-
tion du mouvement brownien & ’aide du noyau de la chaleur. Les bases de
probabilités nécessaires a cette démonstration se trouvent par exemple dans
[Bas95], chapitre I, et le détail de nos démonstrations a partir des intégrales
stochastiques se trouve dans [Bas98] dans le cas d’ouverts de R?. La justifi-
cation de leur adaptation aux variétés riemanniennes se trouve par exemple
dans [Eme89|.

Définition 3.1.1. Soit j > 0 et M; l'un des domaines de M défini ci-dessus.
Notons Q l'ensemble des chemins continus de Ry dans M et 7 : Q — Ry
défini pour tout w € Q par

T(w) =inf {t > 0: w(t) € 82Mj} . (3.2)
Soit Q ’ensemble des chemins de Ry dans M tels que
YVt > 1(w),w(t) = w(r(w)) € 82Mj

et
Q@z{weﬁj:w(O):w}.

On appelle Q7 Uensemble des trajectoires dans M;.
On appelle cylindre de O un ensemble de la forme
A={weQl: (w(t1),...,w(tr)) € B},
ot k € N, et B C (M;)¥ est un borélien, et les ¢; sont des réels
0 <ty <to... <ty

Pour tout cylindre A de la forme précédente, on pose

P7(A) :/Bpj(x,ybh)P’(yhy2,t2—t1)---P](yk—1,yk,tk—tk—1)dV(y1)~--dV(yk)7

ol dV désigne la mesure canonique associée a la métrique de M. On peut
montrer & partir de la propri¢té de semi-groupe des noyaux de la chaleur
que P s’étend en une unique mesure de probabilité sur la o-algébre de Q2
engendrée par ses cylindres (voir [Cha84]). Q7 est l’espace de Wiener sur M,
et IP’?; la mesure de Wiener en .
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On considére le processus aléatoire (X;);>0 sur (Q%,P4) défini pour tout
w € Q par
Xi(w) = w(t).

D’apres la définition de IP)%, on a pour tout borélien B de M
P (Xise € BXi =2) = [ p(e,9)dV () = BL(X. € BY)
B

X; est un processus de Markov de loi p’.

On appelle mouvement brownien sur M; (avec réflexion sur 81Mj, ce
qui sera désormais sous-entendu) le processus aléatoire (X¢)¢>0 muni de la loi
P.. Ce terme vient de ce que, dans un modele physique statistique du type
de celui du gaz parfait, p(x,y,t)dV (y) est la densité de probabilité, pour une
particule qui se trouvait en z & t = 0, de se trouver au voisinage de y au
temps t.

Soit f : M7 — R une fonction de classe C?. En notant pour tous vecteurs
Y.Z €T, M, g.(Y,Z) =Y.Z, la formule d’It6 pour le mouvement Brownien
(X¢t)e>0 s’écrit (voir [Bas95] p 49, [Eme89] p 34) s’écrit :

F(X)) = F(Xo) + /O VF(Xa).dXs — /0 AF(X.)ds. (3.3)

Le dernier terme de notre formule difféere de la formule de [Bas95] p 49
d’un facteur —2 : cela vient de ce que notre convention de signe pour le
Laplacien est opposée a celle de Bass, et de ce que le mouvement brow-
nien habituellement considéré lors de 'écriture de la formule d’Ité6 a pour
probabilités de transitions la solution élémentaire de 1’équation

of
L
alors que nous ne gardons pas ce facteur % dans notre construction (voir par
exemple [Bas98| p53).

D’aprés [Bas98| p 33, comme X; est un brownien avec reflexion normale
sur 91 M;, on peut écrire

1
_§Af_

dXt = th + V(Xt)st,

ott Wy est un brownien sans reflexion sur M;, v(X;) est la normale rentrante
a 81Mj en X; lorsque X; € 81Mj, et 0 ailleurs, et L; le temps local sur
81Mj. Ce temps local est un processus positif croissant & variation bornée,
strictement croissant si et seulement si X; € 9' M, défini par

t
Lt = lim — 1d(X5,81Mj)§ed87
e—~0 € Jo

ot d(X,, 0'M;) désigne la distance de X a 0'M; pour la distance induite
par la métrique sur M. La formule (3.3) devient alors
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¢
F0) = 1000 + [ V)W, + [ VECwXaL - [ A
0
(3.4)
Supposons f harmonique sur M7, avec condition de Neumann sur 9' M7,
c’est & dire
Vfr=0
sur ' MJ. En intégrant (3.4) sur €, on obtient

Théoréme 3.1.2. Pour toute fonction f harmonique sur M7 avec condition
de Neumann sur O' M7 et pour tout t > 0,

fla) =BL7(X0) = [ fO)) = [ a0

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

E/(f(Xo)) = f(2)

par définition du mouvement brownien issu de x et que

/t Vf(Xs).dWs
0

est une martingale nulle en ¢ = 0. Les deux autres termes de (3.4) dispa-

raissent pour f harmonique sur M7 avec condition de Neumann sur 9'M7.
O

Considérons la variable aléatoire 7 :  — R, définie en (3.2). Cest un
temps d’arrét (voir [Bas95| p 13) vérifiant

Pi(r > 1) /M P (@, )V (y).

Puisque
(,y,1) Ze GAGEAN]
on a .
‘ i . )
Jim X' (2, 1) = g (x) i (y)-
En particulier, comme ¢g > 0 sur ]\04 1
Pi({7 > t}) ~ Ce™ (3.5)

7 est fini presque sirement. Le théoréme d’arrét de Doob (voir [Bas95| p 29)
nous donne alors
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Théoréme 3.1.3. Pour tout A < Ao(M;) et toute fonction f harmonique
sur M; avec condition de Neumann sur oM,

flo) = EL(f(X:)) = o Flw(r(w))dP)(w) = F(€)dpj(8),

oM,
0t ;. est la mesure de probabilité sur 9>M; définie par

1jo(B) =EL(1ix, epy) =P, ({w € QT > 0,w(t) € B})
pour tout borélien B de OM;.

Réciproquement, si f est positive et non identiquement nulle sur 9>M i
on pose pour tout x € M;

@)= [ F€)dua(©).
oM;
On montre qu’on obtient alors une fonction harmonique sur M, qui prolonge
f, avec conditions de Neumann sur 61Mj et continue sur Mj. On montre
alors que f est strictement positive sur l'intérieur de M;. On appelle p; . la
mesure de Poisson, ou mesure harmonique, sur 82Mj (avec réflexion sur
81Mj) issue de x. La construction que nous venons d’en présenter s’appelle
la méthode de balayage de Poincaré.

Soit A < Ag(Mj), nous modifions légérement cette démonstration pour
obtenir des fonctions A-harmoniques sur M;. Pour toute fonction f positive

de classe C2, on considére le processus aléatoire (Y2)¢>0 sur Q). a valeur dans
R défini par
Y, = e/\min(t,r)f(Xt)’

ou X est toujours le mouvement brownien avec reflexion défini précédem-
ment. La formule d’It6 s’écrit désormais

t t t
e)‘tf(Xt):f(Xo)—i—/ e’\sz(Xs).dXs—i—/ )\e’\sf(Xs)ds—/ eMAf(X,)ds.
0

0 0
(3.6)
De méme que précédemment, si f est A-harmonique (i.e. Af = Af) avec
condition de Neumann en 8' M7, et en intégrant (3.6) sur €2} on obtient

Théoréme 3.1.4. Pour toute fonction A\-harmonique f sur M7 avec condi-
tion de Neumann sur O'M7 et pour tout t > 0,

f(2) = B (M F(X,) = / M F(w(t))dP ().
Q

J
x

Pour tout A < A, d’apres (3.5) e f(X,) est sommable :on obtient donc
de méme que précédemment
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Théoréme 3.1.5. Pour tout A < )\6, et pour toute fonction A-harmonique
f sur MJ avec condition de Neumann en ' M7,

f@) =B FOX) = [ O ar@dbiw) = [ f@du}u ),
ol OM;
ol ,u;‘»’ ., est la mesure (finie, non normalisée) définie pour tout borélien B
de OM; par :

1y (B) =BL(e1x cpy) = / L ey dPL (w).

0l

Pour tout j, pour tout A < Ag(M) < Xo(Mj), soit f; une fonction posi-
tive non identiquement nulle sur 82Mj. Grace au Théoreme 3.1.5, on peut la
prolonger en une fonction A\-harmonique strictement positive que nous no-
terons toujours f; sur U'intérieur de M;, continue sur M;, avec condition de
Neumann sur ' M; = dM. 1l s’agit maintenant de faire converger une suite
de telles fonctions ( f;) >0 vers une fonction A\-harmonique (avec condition de
Neumann) définie globalement sur M : c’est 'objet du prochain paragraphe.

Remarque 3.1.1. L’hypothése

o _y

ov
sur 81Mj est nécessaire pour que le théoréme 3.1.5 soit valide; sans cela il
reste dans la formule de Ito (3.6) un terme de bord difficilement controlable.

3.1.3 Principe de Harnack et démonstration du Théoréme
de Sullivan

Fixons g € K C M, pour tout j. Le résultat suivant, que nous ne démon-
trerons pas, est tiré de [Sul87], p 336 lorsque O'M = (). Il reste vrai pour
O'M +# (), avec condition de Neumann sur O M (voir [Bas98], Chapitre 2).

Proposition 3.1.6. Soit xo € M; fizé, et v € M;.
Les mesures |1 5 et 1z, sont équivalentes, et la dérivée de Radon-Nikodym

12(6) = T
est telle que a & fixé, la fonction x — 1; () est positive et harmonique sur
Mj, et se prolonge en une fonction continue sur M;\{¢}, nulle sur 0* M;\{£}
et qui admet un pole en &.
De méme, si on pose

alors pour tout & fixé la fonction x — w;:m(f) est positive et A\-harmonique sur

M;, et se prolonge en une fonction continue sur M;\{&}, nulle sur 9> M;\{¢}
et qui admet un pole en &.
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Corollaire 3.1.7 (Principe de Harnack). Soit A\ < )\é, soit f une fonction
positive A-harmonique sur M;, continue sur M;. On a alors

A A
flx) = J(E)Y5.. ()i, (€)-
OM;
En particulier, dans un compact de M; contenant xg, les valeurs de f sont
des combinaisons convezes de %}",x(f) a coefficients en & fizes, et wﬁx(f) est
bornée (en x) sur ce compact.

Ce principe de Harnack va nous permettre d’obtenir une convergence
uniforme sur tout compact d’une suite de fonctions A-harmoniques.

Démonstration du Théoréme 3.1.1. On sait que la suite )\% = Xo(M;) est
décroissante, et qu’on a

Soit i > 0, et A < Ag,on a A < )\6 pour tout j > 0. D’aprés la construc-
tion précédente, pour tout j > 4, il existe une fonction A\-harmonique f;
strictement positive sur M; avec condition de Neumann sur OM et valant 1
en xg. On prolonge les ( fj) j>o0 en des fonctions continues & support compact
dans M. Comme M est compléte, il existe une fonction f vers laquelle (quitte
a extraire une sous-suite) la suite des (f;) converge simplement. Comme les
(fj)j>i sont A\-harmoniques sur M;, d’apreés le principe de Harnack ci-dessus
la suite converge uniformément vers f sur tout compact inclus dans l'intérieur
de M et contenant xg. Par convergence dominée, f est alors A-harmonique
sur tout compact de M, avec condition de Neumann sur M, ce pour tout
7 >0.

Pour A = \g, on considére une suite croissante de réels (A"),>0, avec

lim A" = )\,

n—oo
et une suite (f,)n>0 de fonctions A"-harmoniques positives sur M, valant 1
en xg, construites comme précédemment. Quitte a extraire une sous-suite, les
(fn) convergent uniformément sur tout compact vers une fonction positive
fo qui, par convergence dominée, est A\gp-harmonique sur M.

La réciproque découlera du lemme suivant :

Lemme 3.1.8. Soit A € R tel qu’il existe une fonction \-surharmonique
positive f sur M; : pour tout x € Mj,

Af >N,
et qui vérifie les conditions de Neumann sur OM = 0'M;. Alors

Xo(Mj) > A
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Démonstration. Pour tout ¢t > 0, en intégrant la formule (3.6), on obtient

f(2) > B (M f (X)) = /

M

A F ()P (2,9, )V (y)+ /Q T FAr ()L e dBLw).

On a donc pour tout ¢ positif,
f@)= [ w00V (),
j

Comme f(z) est finie et
Jim X (2, ,1) = 6 (2)8h(y),

. o .
avec ¢€) > 0 sur Mj, on a nécessairement A < X}, ce qui conclut la démontra-
tion du lemme 3.1.8. Comme ceci est valable pour tout j € N, cela conclut
la preuve du théoréme 3.1.1. O

O
L’une des applications classiques de ce théoréme est le résultat suivant :

Corollaire 3.1.9. Soit N une variété non compacte (éventuellement & bord)
et p: M — N un revétement fini, alors

Ao(M) = Ao(IV).

Lorsque N a un bord, le bas du spectre est évidemment pris pour le
probléme de Neumann.

Démonstration. Toute fonction A-harmonique positive sur N se reléve en une
fonction A-harmonique sur M : le théoréme 3.1.1 assure donc, quel que soit
le revétement, que

Ao(M) > Ao(NN).

De plus, comme le revétement est fini, toute fonction C*° a support compact
sur N se reléve en une fonction C* & support compact sur M. Le principe
du min-max (voir Section 1.1) nous donne alors 'autre inégalité. O

3.2 Propriétés génériques de la premiére fonction
propre

Soit (M™, go) une variété riemannienne de classe C¥, avec k > 5 +2, compléte
non compacte sans bord, de volume infini, dont le trou spectral pour le
Laplacien Ay, associé a go est strictement positif : il existe une premiére
fonction propre ¢o € H!(M) associée au bas du spectre Ao(go), et A1(go) >
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Mo(g90) > 0. De facon équivalente, le bas du spectre essentiel A\§**(go) de
Ay, est strictement supérieur & Ag(go). Nous supposerons de plus que les
normes des k — 1 premiéres dérivées covariantes du tenseur de Riemann
sont uniformément bornées. L’objectif de cette section est de montrer que
pour une métrique générique au voisinage de notre métrique de départ, la
premiére fonction propre est de Morse. Pour donner du sens & une telle
affirmation, nous aurons besoin d’une topologie particuliére sur ’ensemble
des métriques sur M, adaptée & la situation non compacte : la topologie
C*-forte, que nous définirons au premier paragraphe. Nous montrerons en
particulier que, pour cette topologie, go admet un voisinage sur lequel le trou
spectral est strictement positif. Nous rappellerons aussi quelques résultats sur
les espaces de Sobolev des variétés non compactes dont nous aurons besoin
par la suite. Le deuxiéme paragraphe est consacré a la preuve du théoréme
de généricité.

3.2.1 Espaces de Sobolev sur une variété riemannienne

Soit (M, go) une variété riemannienne de classe C*, que nous ne supposerons
pas compacte. Nous définissons les topologies dont nous aurons besoin pour
démontrer notre théoréme de généricité : celle des espaces de Sobolev pour
les fonctions sur M, et une topologie «forte» sur ’espace des métriques sur
M.

Pour toute p-forme différentielle o : (TM)P — R, et pour tout systéme de
carte (;);=1..n au voisinage de x € M, on note

n

‘04‘52]({13) = Z giljl---gipjpail...ipajl...jp7 (37)

i1yl seesdip=1
ol on a noté -
97 = (97 ")ij-
Par définition, on a alors pour toute fonction ¢ € C*(M,R),
|dg[5(2) = 9:(V, V§) = [V,
Soit ¢ € C*(M,R), avec k > 2. On note V¢ = ¢, et pour tout 2 < p <k,
VP = VP ldg : (TM)P — R

la p — 1-éme dérivée covariante de d¢. C’est une p-forme linéaire.
On définit alors la norme de Sobolev d’ordre k de la fonction ¢ par :

Iol7ec ) = Z [, VA0l @ (a) € Ry U foc)
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On note

Cr(g0) = {6 € (M, R); |8l gy) < 0}

Définition 3.2.1. On appelle espace de Sobolev d’ordre k le complété de
C*>(go) pour la norme |-l ¢%(go)- On note cet espace H*(go), c’est un espace
de Hilbert pour la norme .|y (g

Pour tous p > ¢ > 0, on a évidemment HP C H?. Notons que la norme
|-l ¢ (g fait intervenir les k — 1 premiéres dérivées de la métrique go. On
a par définition H®(go) = L*(M,go), et H'(M) s’identifie canoniquement
a 'ensemble des fonctions de carré sommable dont le gradient au sens des
distributions est de carré sommable. On retrouve donc la définition de H! que
nous avons donnée a la Section 1.1. Rappelons qu’on a noté ﬁQ(go) I’ensemble
des fonctions de L2(M) dont le Laplacien au sens des distributions est de
carré sommable (voir Définition 1.1.5).

Proposition 3.2.1. Si (M, go) est compléte sans bord, a courbure de Ricci
minorée et rayon d’injectivité strictement positif, alors

H?(90) = H*(90),
et leurs normes respectives sont équivalentes.

On trouvera une démonstration de ce résultat dans [Heb96], p16. Notons
que sans hypothése géométrique sur M, on a pour toute fonction v : M — R
de classe C?

|Agul* <n ’VQu‘Q

On a donc toujours H2(go) C H2(go), et le Laplacien envoie toujours H2
dans L? = H°. Nous aurons besoin par la suite de généraliser ce résultat aux
espaces de Sobolev d’ordre k > 2, ce qui nécessite une hypothése supplémen-
taire sur le tenseur de courbure.

Pour une fonction f € C*®(M,R), et pour tout k& € N, on définit une
nouvelle norme par

k/2 k/2—1

9B = 3 / 45,07 @)l (o) ) || 1V ag,0P@)du (o) € Ryu{oc)

lorsque k est pair, et

(k—1)/2 (k+1)/2

LR | 188,02 @)dv @ > [ 198G 63 o (@) € Ri{oc)

lorsque k est impair. On pose

0(g0) = {6 € C<(MLRY: Wl < ¢}
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et on note H*(go) le complété de C¥°°(go) pour la norme H'”%’“(gg . On a par

. N )T
définition H°(go) = L%(g0), H'(g0) = H'(go), et cette définition deH?(gp)
est identique & celle que nous avions donnée a la Section 1.1.

Théoréme 3.2.2. Soit k > 2, supposons que la métrique gy est de classe
CF, que (M, go) est compléte, sans bord, de rayon d’injectivité strictement
positif, et qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout p =0, ...,k —2,
et pour tout x € M,

WZOngo‘ (l‘) < C7

ot Rm désigne le tenseur de courbure de Riemann associé & go. Alors l'en-
semble des fonctions C® a support compact dans M est dense dans HF, et
pour tout p < k, N

HP(g0) = H"(90)-

Notre premiére affirmation est donnée par le Théoréme 2 de [Aub76|. La
seconde découle de la Proposition 3 de ce méme article de T. Aubin.

Corollaire 3.2.3. Sous ces mémes hypothéses, le Laplacien Ay, est un opé-
rateur borné de H*(go) dans H*2(go), toutes ses fonctions propres L? sont
dans H*(go) et pour tout A € R qui n’est pas dans le spectre de Ay, Vopéra-
teur Agy — A est bijectif de H*(go) dans HF2(go).

Remarque 3.2.1. 1l n’est pas certain que dans nos deux théorémes précé-
dents, ’hypothése d’un rayon d’injectivité positif soit nécessaire. On peut
se référer par exemple a larticle de G. Salomonsen, [Sal01]. De méme, une
utilisation des coordonnées harmoniques similaire & celle du Chapitre 2 de
|[Heb96] permet sans doute de limiter notre controle de la courbure aux ten-
seurs de Ricci, sans utiliser le tenseur de Riemann complet. N’ayant pas eu
le temps d’approfondir ces questions, la suite de mes résultats sera présentée
sous les hypothéses, peut-étre trop fortes, du Théoréme 3.2.2.

3.2.2 Topologie C*-forte des variétés non compactes

Nous allons maintenant construire une topologie sur ’ensemble des métriques
sur M, adaptée aux problémes que nous considérerons. Pour tout k € N,
notons G¥(M) 'ensemble des métriques de classe C¥ sur M.

Définition 3.2.2. Soit U = (Us, ¢a)aca un atlas de classe C* de M. Nous
dirons que i est un atlas localement fini si pour tout « € A, U, ne
rencontre qu’un nombre fini de Ug, B # o, et son adhérence U, est compacte.

Nos variétés étant toutes o-compactes, un tel atlas existe toujours. Nous
fixons donc Y un atlas localement fini. Pour toute fonction € : M — R et
pour toute métrique g € G¥(M), on pose

(z) < 6(33)} 7

o (h—g)

0%q,---0Tq,

Uk,e(9) = h e GF(M); max sup sup
a:2€Ua 0<p<k (a1,...,ap)E[1,n]
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ol pour tout a € A, les x,, sont les coordonnées locales définies par la carte
Uq, ¢o. Ainsi, une métrique h € Uy, ((g) si et seulement si en tout point, dans
les cartes locales définies par 4, toutes ses dérivées partielles d’ordre inférieur
ou égal & k sont e-proches de celles de g.

Définition 3.2.3. On appelle topologie C* forte sur GF(M), ou topologie
de Whitney, la topologie engendrée par les Uy ((g), ot € parcourt ['ensemble
des fonctions de M dans R’ et g I'ensemble des métriques sur M.

Cette topologie ne dépend pas de l’atlas localement fini choisi. Notons
qu’il suffit de définir la fonction € localement : si (€4)qc4 est une famille de
fonctions de U, — R?* , il existe une fonction € : M — R telle que pour
tout « € Aet x € Uy,

e(x) < eq(z).

On peut bien str, dans cette définition, remplacer G(M) par n’importe
quel espace de fonctions de X dans R, ot X est une variété différentiable de
classe au moins C* (ici, X = T2?M). Il existe deux autres topologies classiques
sur les espaces de fonctions : la topologie uniforme d’ordre k, et la topo-
logie de la convergence sur tout compact (en anglais, «compact-open
topology» ). Lorsque M est compacte, ces trois topologies sont identiques,
engendrées par la norme

oPf
sup sup (z)

[/l = sup o
oork a:x€Uq (ai,...,ap)€[1,n] 6xa1"'a$ap

0<p<k

o

orf

0%, ...0%q, (z).

= sup sup sup sup
acAzeUq 0<p<k (a,...,ap)€E[1,n]

Pour une discussion générale sur les propriétés de ces topologies, le lec-
teur pourra se référer a [Hir94]. Notons que la topologie C*-forte n’est en
général pas métrisable, contrairement a la topologie de la convergence sur
tout compact ou de la convergence uniforme. Si on munit l’ensemble des
formes bilinéaires symétriques de classe C* sur TM de la topologie de Whit-
ney ou de la topologie uniforme, ’ensemble G¥(M) est un ouvert pour cette
topologie; ce résultat est faux pour la topologie de la convergence sur tout
compact ! Par la suite, pour tout compact K C M, nous appellerons norme
infinie d’ordre k la norme définie sur les fonctions de K dans R par

[floo,icn = sUP [VPflo i = sup sup [VZf|(z). (3-8)
0<p<k 0<pLkzeK

La topologie C*-forte est plus fine que la topologie uniforme. Pour la com-
prendre un peu mieux, voici une propriété fondamentale de ses suites conver-
gentes :
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Proposition 3.2.4. Soit (g,) € CF(M)N une suite qui converge vers goo
pour la topologie CF-forte. Alors il existe N > 0 et un compact K C M tel
que pour tout n > N,

gn\M\K = g<><>|M\K-
De plus, pour tout p =0, ..., k,
lgn = 9ooll o, p — O-
Notons que le compact K que nous allons construire dépend en général

de la suite (gp).

Démonstration. Soit (Kp)pen une suite de compacts tels que K, CKp41 et
U K, =0,
p=>0
montrons qu’il existe p, N > 0 tels que pour tout n > N,
gn|M\Kp = goo|M\Kp-

Par I'absurde, supposons que pour tout N,p € N, il existe ny, > N et
TNp € M\Kp, tel que

|gnN,p (TNp) = Goo(TNp)| > enp > 0.

On peut supposer sans perdre de généralité qu’il existe § > 0 tel que pour
tous N,p > 0, les boules centrées en xy, de rayon d sont disjointes. Soit
€ : M — R une fonction telle que pour tout N € N,

6($N7N) < €N,N-
Comme les xn, n sont isolés, une telle fonction existe. Notons
Uk,e(9c) = {h € GH(M); sup |V (h— geo)(@)] < 6(af)} 7
0<p<k

par définition de la topologie C*-forte, c’est un voisinage de goo. On vérifie
immeédiatement que pour tout N > 0,

Inn. N ¢ Uk,57
ce qui est absurde puisque par hypothése la suite (g,,) converge vers go, pour
la topologie CF-forte. Il existe donc un compact K C M tel que
Qn\M\K = goo|M\K-
Il est alors évident d’aprés la définition de la topologie CF-forte que pour
tout p =0, ..., k,
”g” - gOOHoo,K,p — 0.
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Remarque 3.2.2. La réciproque est évidemment vraie : si (g,,) est une suite
de métrique, 8’il existe un compact K et une suite de métriques N > 0, tel
que pour tout n > N,

gn’M\K = goo\M\Ka

et si les g, |k convergent uniformément (avec toutes leurs dérivées partielles
d’ordre inférieur ou égal a k) vers goo|x, alors la suite (g,,) converge vers goo
pour la topologie CF-forte.

Nous aurons besoin du fait que deux métriques proches au sens de la
topologie C*-forte définissent les mémes espaces de Sobolev :

Proposition 3.2.5. Pour tout p € [0,k], il existe une constante B, > 1 el
un voisinage Uy, de g pour la topologie CF-forte tel que pour tout h € Uy, et
pour toute fonction f € HP(g),

; / ; / h ;
Pfl2dy, < b dvp, < B P flzdug,
Bp M‘ g |g g ]W‘ h ‘} P M‘ g |g g

ot ces inégalités sont toujours définies dans R. En particulier, pour tout
hely,, on a
HP(h) = H(g),

et les normes | [y (g) €t |-|pp ) sont équivalentes.

Démonstration. Pour toute fonction ¢ : M — R+, on a

| o) = [ ote) T @)y (o)

Pour p = 0, il suffit donc de considérer une constante By > 1 quelconque et
le voisinage Uy = Uy, (g) (voir Définition 3.2.3) o1 €9 : M — R est telle
que pour tout h € Uy ¢, (g), et pour tout x € M,

Comme th( ) est le déterminant de h dans une base de T, M orthonormée

pour g, une telle fonction existe par continuité du déterminant. On vérifie
immédiatement qu’alors By et Uy vérifient la conclusion de notre théoréme.
Soit maintenant

U= {Uoc}

un atlas localement fini. Pour p = 1, soit B; < By. Considérons un voisinage
Uy C Uy de g tel que pour tout h € Ui, on ait pour tout point x € M, pour
tout « tel que x € U, et pour tous i,j € [1,n],

B9’ Sh < B,
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ot1 g désigne les coordonnées de g~! dans la carte locale U,. Un tel voisinage
existe par continuité de I'inverse. Comme pour toute fonction de H! et pour
presque tout x € M, on a

IVoflo =Y 970:f0;f,

i,J

on vérifie immédiatement que By et U] conviennent.
Soit p > 1, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 3.2.6. Pour tout ouvert de carte U, € U d’adhérence compacte K,
et pour tout € > 0 (constant), il existe une constante Ce o > 0 telle que si

lg = hlooicp < €

alors en tout point x € U,, et pour toute fonction f € HP(g),

o < IVl < CealVEFIG,

avec de plus

lim C., = 0.
e—0

Démonstration. Soit U, € et f € HP(g). Pour tout = € U,, on écrit explici-
tement dans un systéme de coordonnées relatif a U,, les p premiéres dérivées
covariantes de f en x en fonction des dérivées partielles de la métrique d’ordre
inférieur ou égal & p — 1. En traduisant les symboles de Christoffel comme
sommes de dérivées de la métrique a chaque dérivation (voir [GHLO04], §2.B)
on montre par récurrence que pour tout entier p, la norme de la dérivée co-
variante d’ordre p s’écrit comme un polynéme dont les coefficients sont les
dérivées partielles d’ordre < p de la fonction f, et les variables sont les déri-
vées partielles de la métrique d’ordre inférieur & p — 1. De plus, ce polynéme
n’a pas de terme constant (i.e. ne dépendant pas de la métrique). L’exis-
tence de notre constante C. et sa continuité découlent alors de la continuité
uniforme des dérivées partielles de la métrique sur le compact K. ]

Soit maintenant { = ((4) une partition de l'unité subordonnée a i :
pour tout x € M,
2 Gal) =1
«

Soit f € HP(g), pour toute métrique h € Uy, on a

o =3 / Ca(@) [V2 ] () dvn(a
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Soit (€q)q une famille de constante positives telles que pour toute carte Uy,

la constante C¢ , associée par le lemme ci-dessus soit inférieure & By, et soit

U, un voisinage de g tel que pour tout h € U, et pour tout U, € 4, on ait
l9 =Pl v p < €a-

On a alors
Zaj /U Cal@) |V2 £ (2)dun () < za: /U (a(2)Cern |V2 ] (2) Bodvy (),

soit
iy < ColFlaniy) -

avec
Cp = BosupCe o < Bg.
«

On démontre 'autre encadrement de méme, ce qui termine la démonstration
de la proposition 3.2.5. O

Enfin, cette topologie forte est adaptée au probléme spectral que nous re-
gardons : avoir un trou spectral strictement positif est une propriété ouverte,
comme le montre le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.7. Pour tout k > 2, l’ensemble
TS(M) = {g € G5(M); do(9) < X5™(9) }

est un ouvert pour la topologie C*-forte.

Nous avons appelé cet ensemble 7S pour «Trou Spectral».

Démonstration. Soit k > 2, notre résultat découlera directement des deux
lemmes suivants :

Lemme 3.2.8. L’application

g+ Molg)

est continue pour la topologie CF-forte.

Démonstration. Soit g € GF(M), notons A9 = Ao(g). Soit € > 0, montrons
qu’il existe un voisinage V. C G¥(M) de g pour la topologie C*-forte tel que
pour tout h € V,,

Ao — Ao(h)| <e.

Soit n > 0, d’apreés la Proposition 3.2.5, il existe un voisinage V, de g (tou-
jours pour la topologie C*-forte) tel que pour tout h € V), les espaces H!(g)
et H'(h) sont identique, et pour tout f € H!(g), on a

1
/ f2dvg§/ f2dvh§(1—|—77)/ Vdevg
I+nJm M M
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et
1 2 2 2
[ Vi < [ s < @) [ Ve,

Pour tout h € V, et f € H!(g), on a alors

L Sy Vflgdvy _ [y IV fldon o Jar [V £l dvg

<(1+mn)

(1+n)? [,V vy, = [, V2doy, Joy Vg’
d’ou
4ﬁif<Adm<(L+m%@
(1+m)?~ -
Pour 7 suffisamment petit, Ve = V,, convient donc. ]

Lemme 3.2.9. L’application

9= X5 (9)
est continue pour la topologie C*-forte.

Démonstration. Soit g € GF(M), et soit e > 0. D’aprés la Proposition 2.1 de
[Don81], pour tout h € G¥(M) et tout A > 0, 'intervalle | — oo, \] intersecte
le spectre essentiel de Ay si et seulement si pour tout § > 0, il existe un
sous-espace de dimension infinie Ds C H2(h) tel que pour tout f € Dy,

/ fALfdoy, < ()\+6)/ f2dvy,
M M
c’est a dire pour tout f € Dg,

[o IV F12 doy

< A+6.
fM f2dvy,

Notons donc A& = A&%%(g) et pour tout 6 > 0, posons Ds C H?(g) un espace
de dimension infini tel que pour toute f € Dg,

fM ‘Vf|§ dvg
fM f2dvg

Soit 7 > 0 tel que (14 n7)2A§* < A+e et (1+7)2(A\ —€) < NG —€/2,
et soit V, un voisinage sur lequel les espaces de Sobolev sont équivalents,
comme défini au lemme précédent. Pour tout h € V, et pour toute f € Ds,
on a alors

fM |vf|i dvp,
fM f2d’l)h

< AGE 6.

<(T4+n) 05 +6) < A& +e+ (1+1)%
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par définition de 7. On a donc A§**(h) < A§** +€ pour toute métrique h € V.
De plus, pour toute fonction f € H?(g), on a également

Jus ]Vf\z dvy
Jay V fRdug

o Jas IV F17 dun

<(1+mn) [N e,

Supposons par 'absurde qu'il existe h € V;, tel que A5 (h) < A§*® — €. Alors,
pour tout ¢ > 0 il existe D C H?(g) de dimension infinie tel que pour toute
f € Dj, on a alors

fM |Vf|i dvy,
fM f2dvh

On a donc par définition de 7, pour tout 6 > 0 et toute f € Dj,

<A —e— 0.

Jor IV £12 dvg ) .
M9 T L] NS _ ¢ § a\ess . Z

Le bas du spectre essentiel de Ay est donc inférieur A§*® — €/2, ce qui est
absurde.

On a donc montré que pour tous g € gk(M) et € > 0, il existe un
voisinage V;,, de g pour la topologie CF-forte tel que pour tout h € Vi,

(14 n)2.

A7 (h) €]A57(9) — €, 265 (9) + €.

Ceci conclut la démonstration de notre lemme. O

3.2.3 Fonctions propres génériques

Une propriété est dite générique lorsque l'ensemble des éléments qui la
vérifie est résiduel au sens suivant.

Définition 3.2.4. Soit E un espace topologique et A C E, on dit que A
est réstduel dans E si A est une intersection dénombrable d’ouverts denses
dans E. On dit aussi que A est un ensemble de Baire ou un ensemble
de seconde catégorie.

On dit aussi que les éléments de A sont des éléments génériques de E.

A la Section 3.3, nous nous intéresserons au gradient de la premiére
fonction propre afin de construire, pour des revétements riemanniens, un
domaine fondamental sur lequel elle vérifie les conditions de Neumann. Nous
avons vu a la Section 1.2 qu'une telle construction est possible lorsque la
fonction propre est de Morse. L’objectif de ce paragraphe est de montrer que
c’est génériquement le cas :
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Théoréme 3.2.10. Soit (M, go) une variété riemannienne de classe C*, ou
k> max{% + 2,4}, dont le rayon d’injectivité, le bas du spectre et le trou
spectral sont strictement positifs, et ¢g la premiére fonction propre de son
Laplacien. On suppose de plus qu’il existe une constante C > 0 telle que pour
tout p=20,....k — 2, et pour tout x € M,

‘VgORm(goﬂ (x) < C.

Soit U C TS(M) un voisinage de go pour la topologie C*-forte sur lequel
le rayon d’injectivité, le trou spectral et le bas du spectre sont strictement
positifs, et les dérivées de la courbure vérifient l’inégalité précédente. Alors il
existe un ensemble Upny C U résiduel (dans U) pour la topologie C*-forte tel
que pour tout g € Uy, la premiére fonction fonction propre ¢ du Laplacien
associée 4 g est de Morse sur M.

Ce théoréme est un analogue du Théoréme 3 p 1067 de article de K.
Uhlenbeck [Uhl76]. Les démonstrations d’Uhlenbeck s’appliquent a des fa-
milles d’opérateurs elliptiques sur une variété compacte, et 'adapter au cas
des variétés non compactes demande un peu d’attention. Nous le faisons
pour la premiére valeur propre pour le Laplacien sur des variétés a trou
spectral positif dont la métrique est voisine de gg : les hypothéses clés qui
nous le permettent sont que Ag(Hk) C HF2, et que la fonction ¢y n’est pas
constante.

Le Théoréeme de Baire (voir [Rud80] p127) affirme qu’un ensemble A ré-
siduel dans un espace métrique complet E est dense dans E. La topologie
CF-forte que nous avons définie a la section précédente n’est en général pas
métrisable. Bien que le Théoréme de Baire ne s’y applique donc pas directe-
ment, un théoréme identique reste vrai :

Théoréme 3.2.11. L’ensemble GF(M) muni de la topologie Ck-forte est un
espace de Baire, c’est-a-dire que tout ensemble résiduel dans GF(M) est
dense.

Ce résultat découle du Théoréme 4.2 p 59 de [Hir94| et du fait que si
une suite (g, ) converge uniformément sur M ainsi que ses dérivées partielles

d’ordre inférieur ou égal a k, alors la limite est encore une métrique de classe
CF sur M.

Nous avons défini & la Section 1.2 les fonctions de Morse. Pour une fonction
f € C3(M,R), étre de Morse est une propriété qui ne dépend que du choix
d’un atlas C? sur M. En particulier, cela ne dépend pas de la métrique. La
propriété de Morse est générique au sens du théoréme suivant :

Théoréme 3.2.12. L’ensemble des fonctions de Morse de M dans R est
résiduel dans C2(M,R) muni de la topologie C*-forte.
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Ce résultat est trés connu (voir par exemple [AR67|, Chapitre 7); nous
indiquons simplement les grandes étapes de sa preuve, car nous suivrons les
meémes lors de la démonstration du Théoréme 3.2.10. Pour cette démonstra-
tion, lorsque nous parlerons d’un «compact K», cela sous-entendra que K
est d’une part compact, et d’autre part adhérence d’un ouvert a bord lisse.

Esquisse de preuve. On note M l'ensemble des fonctions de Morse de M
dans R. Pour tout compact K C M, on note Mg l'ensemble des fonctions
de classe C? qui sont de Morse sur K. Le Théoréme 3.2.12 se démontre par
les étapes suivantes.

1. Pour tout compact K C M, l’ensemble M est ouvert pour la topologie
C2-forte. 11 suffit pour cela de montrer que l’ensemble des fonctions
de Morse sur K est un ouvert dans C2(K,R) muni de la topologie
C%-uniforme sur K. Or, une fonction est de Morse si et seulement si
sa différentielle intersecte transversalement la section nulle du fibré
cotangent T*M (nous verrons un peu plus loin ce que cela signifie).
D’aprés le Théoreme 18.2 de [AR67], I'intersection transverse est une
propriété ouverte pour la norme infinie, ce qui termine de démontrer
ce point.

2. Pour tout compact K C M, l’ensemble My est dense dans C?(M) pour
la topologie C?-forte. 11 suffit encore une fois de montrer que I’ensemble
des fonctions de Morse sur K est dense dans C?(K,R) muni de la
topologie C2-uniforme sur K, et de prolonger chaque fonction de Morse
définie sur K en une fonction définie sur M, & 'aide d’une fonction
«cut-off » bien choisie qui n’augmente pas la norme infinie. L’image par
ce prolongement de ’ensemble des fonctions de Morse sur K est alors
dense dans C%(M) pour la topologie C?-forte. La densité des fonctions
de Morse dans I’espace métrique complet C2(K,R) se montre avec des
arguments de transversalité reposant sur le théoréme de Sard-Smale
que nous présentons ci-dessous. Ce point est démontré, par exemple,
dans [AR67], p100.

3. Comme nos variétés sont une réunion dénombrables de compacts, I’en-
semble M est l'intersection des Mg pour un ensemble dénombrable
de compact. Comme nous venons de voir que ceux-ci sont des ouverts

denses de C?(M,R), I'ensemble M est bien résiduel dans C?(M, R).
O

Nous allons démontrer le Théoréme 3.2.10 en suivant ces trois mémes
étapes. La premiére étape découlera d’une utilisation adaptée des inclusions
de Sobolev. La seconde utilisera des arguments développés par K. Uhlenbeck
pour I’é¢tude des fonctions propres non constantes d’une variété compacte.
Elles reposent sur 'utilisation du Théoréme de Transversalité de Sard-Smale.
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Soit U un voisinage de gy dans G*(M) tel que pour tout g € U, le trou
spectral de A, est strictement positif ainsi que le bas du spectre, et tel que
pour tout p =0,...,k — 2, et pour tout x € M,

|V§ng‘ (x) < C.

Un tel voisinage existe d’aprés le Théoreme 3.2.7, la continuité du bas du
spectre pour la topologie CF-forte, et la continuité des applications g —
VIRm,. On suppose de plus que pour tout g € U, on a l'égalité

H*(g) = H"(90) :

quitte & restreindre U/, un tel voisinage existe toujours d’aprés la Proposition
3.2.5. De nouveau, jusqu’a la fin de ce chapitre, lorsque nous parlerons d’un
«compact K», cela sous-entendra que K est compact et 'adhérence d’un
ouvert a bord lisse. La premiére étape de la démonstration du Théoréme
3.2.10 est donnée par la propriété suivante :

Proposition 3.2.13. Soit K C M un compact, notons GMg (M) C U
Uensemble des métriques de U telles que pour tout g € GM g (M), la premiére
fonction propre ¢ est de Morse sur K. L’ensemble GM (M) est un ouvert
de U pour la topologie C* forte.

Démonstration. Soit g € GM (M), par hypothése la fonction ¢f est de
Morse sur K. Pour toute métrique h € U, nous noterons

H" = HF(g),

muni de la norme |.[4(,) dont on rappelle qu’elle est équivalente a |-
D’aprés nos hypothéses sur le tenseur de courbure et le Corollaire 3.2.3,
lopérateur Ay, est alors un opérateur borné de H* dans H¥~2, associé a la
forme quadratique

Qn(f.9) = /M F(@) An()on () dug (),

ol nous avons noté
N d’l)h (.1‘)
dvg

D’apres D'expression générale du Laplacien associé a la métrique (voir la
Proposition 1.1.1), 'application h — Ay, est une application continue de U
muni de la topologie C*-forte dans I’ensemble des opérateurs bornés de H*
dans H*~2. L’application qui & h associe la premiére fonction propre gbg est
alors continue de U; dans H¥ (le lecteur familier avec la théorie spectrale
- ou trés patient - trouvera ce résultat dans le livre classique de T. Kato,
[Kat95], a la Section IV.3.5; on peut également le montrer a la main a I’aide
d’un théoréme des fonctions implicites dans H¥).

an(z)
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Or, on a vu que ’ensemble des fonctions de Morse sur K est un ouvert
pour la topologie C2-uniforme sur K : il existe un 1 > 0 tel que toute fonction
f: K — R vérifiant

If = $looico = sup sup [VE(f —¢f)(x)| <n
0<p<2 €K

est de Morse sur K.

De plus, d’aprés les théorémes d’injections de Sobolev sur le compact K
(voir par exemple [Heb96| p21), pour k£ > 5 +2 (oi1 n est la dimension de M),
H*(K) muni de la norme de Sobolev restreinte a K s’injecte contintiment
dans C?(K) muni de la norme |-loo rc2 (voir I'équation (3.8) ci-dessus). Il
existe donc § > 0 tel que pour toute fonction f € H*(K) vérifiant

sup / ‘V;”(f — ¢8)‘zdvg <9,
me0,k] J K
on a

If - ¢8||007K72 <n

Par continuité de I'application h — ¢8, il existe un voisinage Uy C U de
g pour la topologie C¥-forte tel que pour tout h € Uy,

sup \V;”(@’j‘ — ) [*dv, < 6.
me[0,k] /M
D’aprés les arguments précédents la fonction qb’(} est alors de Morse sur K
pour tout h € U;. Ceci conclut la démonstration de la Proposition 3.2.13. [

Nous poursuivons la démonstration du Théoréme 3.2.10 par la proposi-
tion suivante :

Proposition 3.2.14. Soit K C M un compact, l'ensemble GM g (M) C U
des métriques de U telles que pour tout g € GM (M), la premiére fonction
propre qﬁg est de Morse sur K est dense dans U pour la topologie C* forte.

L’ouvert U ci-dessus est toujours celui défini juste avant la Proposition
3.2.13.

Nous allons démontrer cette proposition en nous appuyant sur les idées
de l'article [Uhl76], que nous adaptons au cas du bas du spectre sur une
variété non compact avec trou spectral. L’outil essentiel est ici le Théoréme
de Transversalité de Sard-Smale, que nous présentons maintenant.

Définition 3.2.5. Soient N, N’ deuzr sous-variétés de M. On dit que N et
N’ sont transverses si pour tout v € N N N’,

TN +T,N' =T,M.

Soit ¢ : U — M une application C', ot U est de dimension finie, on dit que
¢ est transverse a N si pour tout point x € U tel que ¢(z) € N C M, on a

Im(D,¢) + Ty N = Tz M.
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Nous appellerons variété de Banach une variété dont I’espace modéle
est un espace de Banach séparable, et dont les changement de carte sont des
isomorphismes de cet espace. La définition précédente demande quelques
précisions en dimension infinie :

Définition 3.2.6. On dit que deuz sous variétés N et N7 d’une variété de
Banach M sont transverses si pour tout x € N NN’, T,N contient un
supplémentaire fermé de TN’ dans Ty M. Soit ¢ : U — M une application
C! entre deuz variétés de Banach, on dit que ¢ est transverse a N si pour
tout point x € U tel que ¢p(x) € N C M, (dgzb)_l(Td)(m)J\/') admet un sup-
plémentaire fermé dans U et Im(Dy¢) contient un supplémentaire fermé de
Ty N dans Ty M.

Définition 3.2.7. 1. Une application F : E — F entre deur espaces
de Banach est un opérateur de Fredholm si son noyau et son image
admettent des supplémentaires fermés, son image admet un supplémen-
taire de dimension finie (son co-noyau), et son noyau est de dimension

finie.

2. Lindice d’'un opérateur de Fredholm est la dimension de son noyau
moins celle de son conoyau.

3. Une application f: X — Y entre deux variétés de Banach est une ap-
plication de Fredholm si sa différentielle est un opérateur de Fred-
holm en tout point. Son indice est alors, en chaque point, celui de sa
différentielle.

Ezemple 3.2.1. Pour tout k > 1, notons H* I’espace de Sobolev d’ordre k, et
supposons que les k — 2 dérivées du tenseur de courbure de Riemann soient
uniformément bornées. Pour tout A €]0, A1(go)[, 'opérateur Agyy — X est un
opérateur de Fredholm de H* dans H*~2 car 'unique valeur propre de Ay,
strictement inférieure a A1(go) est de multiplicité finie. Il est d’indice 0 car
il est auto-adjoint sur L2.

De la méme fagon que dans [Uhl76], nous utiliserons la version suivante
du Théoréme de transversalité de Sard-Smale :

Théoréme 3.2.15 (Théoréme de Sard-Smale). Soient Q, B, X,Y et Y’ des
variétés de Banach, avec Y C Y, ou X,Y et Y' sont de dimension finie.
Soit ™ : Q — B une application C* de Fredholm d’indice 0. Alors, si f :
Q x X — Y est de classe C* pour k > max(1,dim X 4+ dimY’ — dimY’), et
si f est transverse a Y', alors l'ensemble

{b € B; fy = flr—1)xx est transverse a Y’}

est résiduel dans B.

Démonstration. Voir [Uhl76], pl061. O
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Démonstration de la Proposition 3.2.14. Soit K' C M un compact tel que

(o]
K CK', et tel qu'il existe une fonction «cut-offs xx de classe C*° qui vaut
1 sur K, nulle sur M\K’, et dont les k premiéres dérivées covariantes sont
toutes inférieures & 1. Un tel compact existe toujours : il suffit par exemple
que d(K, M\K') > 1, et de prendre une régularisation de la fonction

x +— max{0,1 —d(z, K)}.

On note G¥(K’) I'ensemble des métriques de classe C* définies sur K', et
pour toute métrique g € G¥(M), on définit une injection de G¥(K') dans
G*(M) par Iapplication

tg i h— xrh+ (1-xxk)g,

ou on a étendu h & M\ K’ par la forme bilinéaire identiquement nulle.
Par construction, pour tout h € G¥(K”’), la métrique t4(h) est égale a h
sur K et égale a g sur M\ K'. De plus, on choisit xx telle que

vag - Lg(h)HOQK/’k < Ck ”g - hHoo,KI7k7

ol C} est une constante qui ne dépend que de k et de g. On vérifie alors
immédiatement & partir des définitions que pour tout g € C*(M), I'inclusion
1y de GF(K') muni de la norme précédente vers G¥(M) muni de la topologie
Ck-forte est continue. En particulier si g est dans louvert U défini préce-
demment, il existe un voisinage Oy de g|x» pour la topologie uniforme tel
que

1y(Oy) C U.

Par définition de U, pour tout h € Oy le rayon d’injectivité de (M, c4(h)),

son bas du spectre et son trou spectral sont alors strictement positifs, et

les dérivées covariantes du tenseur de courbure de ¢4(h) vérifient pour tout
p=0,...k,

p

Vg

Notons que d’aprés le Principe de Décomposition de [DL79] que nous

avons déja cité, pour tout h € GF(K'),

A5 (19 (h)) = A5 (9)-

La Proposition 3.2.14 découlera de la proposition suivante et de la conti-
nuité des injections tg4.

Rng(h)| <C.

Proposition 3.2.16. Avec les notations précédentes, pour tout g € GF(M),
lensemble des métriques h € Oy telles que la premiére fonction propre du
Laplacien associé & 14(h) est de Morse sur K est résiduel dans Og4, donc
dense par le Théoréme de Baire appliqué & l'espace de Banach GF(K').
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Démonstration. Soit g € GF(M), nous munissons O, de la norme infinie
sur K’ de degré k : 'ensemble O, est alors un ouvert de I'espace de Banach
G*(K"), donc une variété de Banach. Nous avons ainsi restreint les variations
de la métrique & un compact précisément pour obtenir une variété de Banach.
Pour tout h € Og4, nous noterons (en omettant de fagon abusive l’application
Lg qui sera sous-entendu) Ay, le Laplacien associé a la métrique t4(h), Ao(h) sa
premiére valeur propre (isolée par définition de O,), ¢4 la premiére fonction
propre associée et dvp, I’élément de volume associé & t4(h). Nous notons
toujours H* = H*(M, g) : remarquons que nous travaillons avec les espaces
de Sobolev sur la variété M compléte. Nous notons

Sk = {uEHk;/ u2dvg:1}:
M

c’est une sous-variété (de Banach) de H* de codimension 1, et pour tout
¢ € S*, Iespace tangent en ¢ & S¥ est

TsS* = {v € H’“(M),/ pvdv, = o} :
M

Quitte a restreindre le voisinage Og4, on peut supposer qu’il existe [ > 0 tel
que pour tout h € O,

No(h) <1< Alig(h)) < 51y (h)) = N6 (g)- (3.9)
Posons alors
F: 8Fx]0,1[x0, — HF2
définie par
F(¢, A\ h) = Apg — Ao

D’aprés la formule générale du Laplacien et les propriétés générales de
Papplication d’évaluation sur un compact (voir [AR67|, Chapitre 3), pour
tout ¢ : M — R de classe C2, 'application

(h,x) € Og x M = Ap(9)(2)

est de classe C*~2. L’application F est donc de classe C¥~2. On notera éga-
lement

F=F(.,.,h).

Lemme 3.2.17. La fonction ¢ est fonction propre de Ay associée & A si et
seulement si F'(¢, A\, h) = 0. De plus, lorsque la valeur propre \ est simple,
(¢, A) est un point régulier de Fy,.

Démonstration. Le premier point est évident. Soit (¢, A\, h) tel que App =
Ao, la différentielle dFy, : T,S*x]0,1[— Ap(HF) vaut

dFy(v,s) = Apv — s¢p — Ao,
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ot v parcourt ’ensemble des fonctions de H* qui sont L?-orthogonales & ¢. De
plus, comme )\ est une valeur propre simple, I’application v — Apv — Av est
surjective de H2(M) dans I’ensemble des fonctions de L?(M) orthogonales
4 ¢. D’aprés le Théoréme 3.2.2, sa restriction a H* est alors surjective sur
'ensemble des fonctions de H*~2 orthogonales a ¢, ce qui conclut notre
démonstration. O

Soit h € Oy, par définition de [ le Laplacien Aj n’admet qu’une valeur
propre Ag(h) sur ]0,1[, simple, associée a la fonction ¢f. Posons

Q = F~10) c 8¥x]0,1[x0O,.

Notons que A, est un opérateur borné de H* dans H*~2 surjectif. D’aprés
le lemme ci-dessus et le théoréme des fonctions implicites, () est donc une
sous-variété de Banach de S¥x]0,1[xO,. Notons 7 : Q — O, la restriction a
Q de la projection canonique

SFx]0, [xOy — O,.

D’aprés 'encadrement (3.9), pour toute métrique h € Og, A\g(h) €]0,1[ : 7
est donc surjective, et pour tout h € Oy, on a

7t (h) = {(¢5, M(h), 1)}

On note 01 F : TS* x R — R la différentielle partielle de F selon S*x]0, 1],
et OpF : TO, — R sa différentielle partielle selon O, C GF(K”).

Lemme 3.2.18. L’espace tangent a Q en un point (¢, \,g) est :

T(¢7)\7h)Q = {(U,T], (V’L) S Hk x R x TgOg;/ ¢U =0, (Ah — )\)1} — T](ﬁ + (ahF)éh = O} .
M

De plus, la projection w est un opérateur de Fredholm d’indice 0 sur Q.

Démonstration. Par définition,
Tioom@ = {(v,n, oh) € TyS* x R x TyOy; Tiyp g F (0,0, h) = o} :

Cela donne immédiatement ’expression voulue. Comme () est une sous-
variété lisse, m est différentiable, et on vient de voir qu’elle est bijective
de @ sur Oy, elle est donc évidemment un opérateur de Fredholm d’indice
0. O

Soit 6 : @Q x M — T*M définie par
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Proposition 3.2.19. Supposons que 3 : Q x K — T*M soit de classe C*
et transverse a la section nulle de T*M sur K. Alors 'ensemble des h € Oy
tels que qbg est de Morse sur K est résiduel dans O.

Démonstration. Soit h € O, par définition, gb’(} est de Morse sur K si

et seulement si d(bg est transverse a la section nulle de T*M sur K. Or,

Brn=0| _, o = d¢8 : notre propriété est un donc un corollaire direct du
7 H(h)XK

théoréme de Sard-Smale, avec f = 3 et Y’ la section nulle de T* M restreinte
a K. Comme la dimension de M et celle de la section nulle de T*M sont
égales & la moitié de la dimension de T*M, il suffit bien que (3 soit de classe
ch. O

Terminons la démonstration de la Proposition 3.2.16. Soit {y € I'(T*M)
la section nulle. D’aprés la proposition précédente, il suffit de montrer que (3 :
Q x K — T*M est de classe C! et transverse a £. Comme pour tout h € Oy,
la métrique i4(h) est de classe Ck.k > 2, le Laplacien définit en coordonnées
locales (voir Proposition 1.1.1) un opérateur elliptique dont les coefficients
sont de classe C*~1. D’aprés la théorie locale des équations elliptiques (voir
[GTO01], p185), les fonctions propres ¢! sont de classe C*. L’application 3 est
donc de classe C*~1. Montrons maintenant que son image est transverse
&o-

Par définition, I'image de (¢, A\, h,x) € Q@ x K par 3 est dans & si et
seulement si d¢(x) = 0. Soit (¢, A\, h,z) € Q x K tel que dp(z) = 0, nous

voulons donc montrer que

Im(d(gxn2)8) + Tiw,dp(x))§0 = T(z0)(T"M).
Soit (v,n,dh) € T((z)’)\’h)Q, et x € K. On a pour tout X € T, M,

dB(v,n,doh, X) = dyv + digzﬁ(X, s

oil d2¢ = Vd est la différentielle seconde de ¢ dans un systéme de coordon-
nées quelconque, puisque x est un point critique de ¢. Soit U, un voisinage
(d’adhérence compacte) de x difféeomorphe & R™ et (x1, ..., 2, ) une carte lo-
cale au voisinage de . Il nous suffit de montrer que pour tout i = 1...n, il
existe (v,n,0h) € T4 xq)Q tel que

Op;v # 0.

D’aprés le Lemme 3.2.18, l'espace tangent T'(Q) est caractérisé par les
égalités :

/ pvdvg =0 et (Ay — N)v —n¢ + (OpF)oh = 0.
M

Si ’on se restreint aux variations sur @ qui préservent \g, c¢’est-a-dire n = 0,
ces contraintes deviennent :

(Ah — /\)U = —(ahF)éh,
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avec v orthogonale & ¢. Nous allons exprimer un tel v & partir d’une fonction
de Green associée 4 .

Proposition 3.2.20. Soit (M, g) une variété dont le trou spectral est stric-
tement positif, et ¢ € H*(M) la fonction propre associée a son bas du spectre
Xo. Il existe alors une unique fonction Gy : M x M\Diag — R de classe c3
sur M x M\ Diag vérifiant les propriétés suivantes :

1. pour tous x # vy, Gy(x,y) = Gy(y, ) ;
2. pour tout x € M, Gy(z,.) € H'(M);

3. pour tout x € M,
| 60)Gilv)dvy ) = s
M
4. pour tout x € M et f € H*(M) telle que S &fdvg =0,
| Goln) (B = 20 )de) = £(a).

On a noté ici dvy l’élément de volume sur M associé a la métriqgue g. On
appelle Gy la fonction de Green modifiée associée a ¢.

Autrement dit, pour tout x € M, Gg(x,.) est une solution faible de
I’équation distributionnelle

(Ag = X0)Gy(,.) = 0(x)

sur lorthogonal de ¢ dans L?(g) (qui est un sous-espace de Hilbert fermé
stable par Ay —X\), ot §(z) désigne la mesure de Dirac en x. L’existence d'une
telle solution faible découle de la théorie classique des équations elliptiques,
on pourra par exemple se référer 4 [GTO1], chapitre 8.
Posons
J = Im(0,F) C HF=2(M).

Comme Ajp — A est inversible de 'orthogonal de ¢ dans lui-méme, pour tout
j = (OpF)oh € JN {p}, il existe un unique v € {p}* tel que (v,0,6) €
TigmQ et

(Ap — XN)v = —(OpF)oh.
Ce v est explicitement donné par

v(z) = — [ Gol(z,y)i(y)dvn(y),
M

! Uhlenbeck affirme ’existence de telles fonctions dans le cas compact, sans justification.
Cette référence n’est pas vraiment la bonne; j’en cherche une meilleure. Toute suggestion
bienvenue!!
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ot Gy est la fonction de Green modifiée associée & ¢ et au Laplacien Ay,
définie dans la proposition précédente.
On a donc

0c0(@) == [ (0.6)(w0)iw)dun(w).
Supposons maintenant par I’absurde que pour tout (v,0,d0h) € T am@;
O, v(x) = 0.

D’aprés ci-dessus, pour tout j € J orthogonal & ¢,

/ (0r,G ) (. 9)F () dun(y) = 0.
M

Posons

 Ju00.Go) @, 5)oy)dun(y)
fM d2dvy, ’

on a donc pour tous j € J,

| 10:God(w.9) = adtw)] iwden = .
D’aprés le lemme 3.2.21 ci-dessous, pour tout y € K,

aﬁtiG¢($7 y) = ap(y) + cste.

C’est impossible puisque d’aprés la Proposition 3.2.20, 0,,G4(x, .) a une sin-
gularité en . Nous aurons donc terminé la démonstration de notre théoréme,
dés que nous aurons démontré le lemme :

Lemme 3.2.21. Soit w € LY(M), w € C*(M\{y}). Supposons que pour
tout j € J,

| w@i@dun) = o
M
alors w est constant sur K.

Démonstration. Nous nous inspirons largement de la démonstration de [Uhl76],
p 1075. L’espace tangent & Oy en la métrique h est

1,04 = {5/1; oh 2-forme symétrique sur M a support dans K'} .

La fonction w est orthogonale & J si et seulement si pour tout éh € 15,0y,

/ w(‘)hF(éh)dvh =0. (310)
M

Comme

F(¢7 )‘7 h) = Ah(b - )\¢7
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on a par définition, au point (¢, A\, h) € Q considéreé,
O (oh) = Op(Ape)(dh).

De plus, d’aprés la formule de Green, on a

/ tg(M) (V)@ Vg (nyw)dvn, = / w(App)duy,. (3.11)
M M

On note d¢ ® dw la 2-forme symétrique définie pour tout z € M et X,Y €
T, M par

46 © dw(X, ) = 1 (ded(X)deto(¥) + doo(X)du (V).

Dans un systéme de coordonnées locales (z;) quelconques au voisinage du
point z, la matrice de d¢ ® dw s’écrit %(d% ¢dy;w+dy; ddy;w). Comme 1y (h)
est symétrique, on a alors, au point x et dans ce systéme de coodonnées,

tg(M)(V oy )@ Vi) = 3 _(tg(h))7da,¢ de;w) = Trace (15(h)(z) " (dutp © dpw)) .

ihj

Nous réécrivons donc la Formule 3.11 sous la forme suivante :

/ Trace (14(h) ™" - d¢ © dw) dvy, —/ w(App)dup, (3.12)
M
ol 'inverse et le produit matriciel sont pris dans un systéme de coordonnées
arbitraire en chaque point (on vérifie que cette expression ne dépend pas de
ce systéme).
Notons

(ThOg)o = {0h € T,O4; Vx € K', Trace( hToh(z)) = =0} :

(ThOg)o est I'espace des variations de h qui préservent la forme volume duy,
sur K'. Il nous suffira de considérer de telles variations. On vérifie immédiate-
ment que dig(T3Og)o est inclus dans l’ensemble des variations qui préservent
la forme volume de ¢4(h) sur tout M, car la fonction cut-off n’ajoute qu'un
terme multiplicatif & I’élément de volume sur K'\ K qui reste constant lors
de ces variations. En différentiant terme a terme la formule (3.12) le long de
(T1Oy)o, on obtient alors pour tout dh € (T,04)o,

/ Trace (d(tg) ' (6h) - dw © d¢) dvy, = / wop F'(oh)dvp, =0 (3.13)
M M

d’apres I'équation (3.10). De plus, pour tout = € K, par définition on a

dig(0h)(z) = oh(z),
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donc
A1) () = —g ™" - .

D’apres la formule précédente, on a alors pour presque tout x € K et pour
toute matrice symétrique oh telle que Trace(h™! - &h) = 0,

Trace (—gil <0h - dw ® d(b) =0.

Comme

(A, B) := Trace(A - B)

définit un produit scalaire sur ’ensemble des matrices symétriques, et comme
I'application 0h — —g~'éh est bijective, pour presque tout z € K il existe
alors A\(z) € R tel que

dw ® d¢p = X(x)h.

Or, h est de rang maximal n > 2, et défini positif. Au contraire, dw ® d¢ est
de rang au plus 2, et si n = 2, son déterminant est négatif. On a donc

AMz)=0

presque partout sur K. Comme dw est continue en dehors de y, sont sup-
port est donc inclus dans 'ensemble des points critiques de ¢ contenus dans
K. Comme M est de volume infini, la fonction ¢ est non constante. Par
le principe du prolongement unique d’Aronszajn pour les solutions d’équa-
tions elliptiques (voir [Aro57]), I'ensemble des points critiques de ¢ est alors
d’intérieur vide. La différentielle dw est donc nulle sur K, et la fonction w
constante. Ceci achéve la démonstration de notre lemme, qui conclut celle
de la Proposition 3.2.16. Cette derniére implique la Proposition 3.2.14. [

O]

O

Les Propositions 3.2.13 et 3.2.14 montrent que pour tout compact K C
M, Vensemble GM g (M) C U des meétriques de U telles que pour tout
g € GMg (M), la premiere fonction propre ¢ est de Morse sur K est un
ouvert dense dans U pour la topologie C* forte. Comme M est une réunion dé-
nombrable de compacts, cela conclut la démonstration du Théoréme 3.2.10.

3.3 Revétements et bas du spectre d’'un domaine
fondamental

Dans cette section, nous utilisons les techniques présentées dans les deux
sections précédentes pour démontrer le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3.1. Soit N une variété riemannienne de dimension n, de
volume infini dont le rayon d’injectivité, le bas du spectre et le trou spectral
sont strictement positifs, et dont les k — 2 premiéres dérivées covarianies
du tenseur de courbure sont uniformément bornées pour k > n + 2. Soit
p: M — N un revétement riemannien de groupe d’automorphisme G. On a

Mo(N) =sup{ (D), D C M domaine fondamental pour G} .
D

Ce supremum est atteint lorsque la métrique est générique sur N par un
domaine sur lequel ¢g vérifie les conditions de Neumann.

Oun rappelle que Ag(D) est le bas du spectre de D avec condition de
Neumann au bord, et qu’un fermé D C M a bord de classe C! par morceaux
est un domaine fondamental pour le groupe G si p(D) = N et pour tout

g € G\{id}, g(lo))ﬂ D=10.

Démonstration. Soit N une variété riemannienne quelconque, et soit p :
M — N un revétement riemannien de groupe d’automorphisme G. Une
premiére inégalité est immédiate, et découle du Principe du Min-Max :

Lemme 3.3.2. Pour tout domaine fondamental D C M pour le revétement
p, on a

Mo(N) > (D).

Nous nous intéressons donc & l'autre inégalité. Notons gg la métrique
de N (ainsi que son relevé a M), qu’'on suppose de volume infini, de rayon
d’injectivité et de trou spectral strictement positifs. On ne suppose pour le
moment que

Ricg, = —Kgo,

pour k > 0. Soit ¢ la premiére fonction propre de N associée a Ao(N), par
hypothése, ¢g existe est n’est pas constante. Nous commencons par controler
les ensembles de niveaux de ¢ :

Lemme 3.3.3. Pour tout a > 0, [’ensemble
No = {z € N;¢o(z) > a}
est compact.

Démonstration. Soit a > 0, par 'absurde, supposons N, non compacte.
Comme N est compléte, et ¢o continue, il existe une suite (2,,)n>0 € (Ng)N
de points de N, et r > 0 tels que les B(xy,r) soient deux a deux disjoints.
On suppose r inférieur au rayon d’injectivité de IV, qui est positif par hypo-
thése. Par définition de N, pour tout n € N, ¢g(zy,) > a. De plus, d’aprés
[Yau75], il existe une constante C' ne dépendant que de la dimension de N
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et d'une borne inférieure sur sa courbure de Ricci, telle que les solutions
positive de Af = Af vérifient

<
f
Il existe donc ro < 7 tel que pour tout n > 0 et pour tout x € B(xy, 1),

po(x) >

(NS

De plus, d’aprés [GP92], lorsque 7o est inférieur a 'infimum des rayons d’in-
jectivités de M, il existe une constante Cy qui ne dépend que de d la dimen-
sion de N telle que pour tout n > 0,

Vol(B(zp,70)) > Caré > 0.

On a donc

2
/N >3 aZVol(B(xn,ro)) = 0,

n>0

ce qui est absurde. ]

A T’aide de la Section 1.2, nous démontrons notre théoréme dans le cas
ou la métrique est générique ou analytique sur N.

Proposition 3.3.4. Si ¢y est de Morse sur N, alors il existe un domaine
fondamental D C M a bord C' par morceauz tel que

Ao(N) = Xo(D).

Démonstration. D’apreés le théoréme 3.1.1, il suffit de trouver un domaine D
tel que ¢g vérifie les conditions de Neumann au bord, c’est-a-dire tel que Vg
soit tangent & 0Dg. D’apreés le théoréme 3.2.10, pour une métrique générique
sur N la fonction ¢g est de Morse. Les ensembles N, a € R étant compacts,
un tel domaine existe d’aprés le Théoréme 1.2.4. O

D’aprés le Théoréme 1.2.6, cette proposition se généralise a toutes les
situations ou le gradient de ¢q est simplement stratifié sur N (voir la Section
1.2). Lorsque ce n’est pas le cas, nous démontrons le théoréme 3.3.1 par
approximation en ajoutant les hypothéses de courbure nécessaires :

Proposition 3.3.5. Supposons que les k — 2 premiéres dérivées covariantes
du tenseur de courbure de gg sont uniformément bornées pour k assez grand,
et que le bas du spectre, le trou spectral et le rayon d’injectivité sont stricte-
ment positifs. Pour tout € > 0, il existe un domaine fondamental D, & bord
C! tel que

Ao(De) > M(N) —e.
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Démonstration. Soit € > 0, d’aprés le lemme 3.1.8, il suffit de montrer qu’il
existe un domaine fondamental D, qui admette une fonction (Ao(N,go) —
€)-surharmonique positive pour le Laplacien associé a la métrique gy avec
condition de Neumann sur dD.. On note toujours A\g = Ao(go) et ¢ la
fonction propre de Ay, associée a Ag.

Lemme 3.3.6. Pour tout ¢ > 0, il existe un voisinage V. de go pour la
topologie C*-forte tel que pour tout g € V., la fonction propre @5 est (Ao —e€)-
surharmonique positive pour le Laplacien assocté & la métrique go.

Démonstration. Par continuité du bas du spectre pour la topologie C*-forte
(voir Lemme 3.2.8) et le Théoreme 3.2.7, il existe un voisinage V; de go tel
que pour tout g € Vi, le bas du spectre de Ay est strictement positif, une
valeur propre isolée, et

|Xo(g0) — Ao(g)] < e

Nous allons utiliser des coordonnées plus adaptées au calcul local du
Laplacien pour la métrique gg : les coordonnées harmoniques.

Définition 3.3.1. Soit (z;)i=1,...n un systéme de coordonnées dans une carte
locale. On dit que ce sont des coordonnées harmoniques pour la métrique
go st pour tout 1 =1,...,n,

Agy(zi) = 0.

De telles coordonnées existent toujours localement ; le théoréme suivant
va nous permettre de les utiliser pour définir la topologie C*-forte :

Théoréme 3.3.7. Soit (N, go) une variété riemannienne de volume infini
dont le rayon d’injectivité, le bas du spectre et le trou spectral sont stricte-
ment positifs, et dont les k — 2 premiéres dérivées covariantes du tenseur
de courbure sont uniformément bornées pour k assez grand. Alors il existe
un atlas localement fini dont toutes les cartes définissent des coordonnées
harmoniques.

Ce théoreme découle directement du Théoréeme 1.3 de [Heb96|. Nous
fixons donc pour la suite un tel atlas harmonique 4.
Dans une carte locale (x;), on a pour toute fonction f de classe C?,

Agf = (g7 (055 f = T,0,1),

on les Ffj sont les Symboles de Christoffel de g dans la carte locale (), et ou
I'on a adopté la convention de sommation d’Einstein (voir [Heb96|, Chapitre
1). En particulier, pour tout p =1,...,n, on a

— TP
Agyzp = 97T,
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toujours en adoptant la convention de sommation d’Einstein. Dans un sys-
téme de coordonnées harmoniques pour gg, on a donc pour toute fonction f
de classe C?

Dgo f = 95 03 f,
(Ag —Ag)f = (9" — 9¢)0ij f — QZ]Ffjapf’
Pour f = ¢, on a alors
Ag¢§ = 9" (005 — T;0p03) = Mo(9)¢§

donc - -
190356 — Xo(9)d5| < 197 T%,;0p85- (3.14)
Par continuité de ’application qui, dans un systéme de coordonnées fixe,
associe & la métrique ses symboles de Christoffel, il existe un voisinage de
go pour la topologie C*-forte (associée & I'atlas harmonique défini précédem-
ment) Vo C V] tel que pour tout g € Vi, dans toute carte de i et pour tout

p=1,....,n, on ait
ij P
|ngij| < e

De plus, par hypothese, pour tout g € Vi, la courbure de Ricci de (M, g)
et son rayon d’injectivité sont bornés par une constante uniforme sur V.
Comme ¢§ est une fonction propre positive de Ay, d’apres [Yau75s], il existe
une constante C' ne dépendant que de V; (et pas de g) telle que pour tout
g € V1, on ait

V5l < Cof.

La majoration (3.14) devient alors
1970508 — N3] < Ceg?,
donc puisque Vo C Vs,
197030 — Mgl < (C + 1)egf.
On obtient alors
|Ago 8 — Mod§l = |ag’ 0368 — Modgl < | — g7)0:; 85| + 197035 — Moo

De plus, il existe une voisinage V3 C V5 de g tel que pour toute métrique
g € Vs, sur toute carte de 4 et pour tous ¢,j = 1,...,n, on ait

97 — g5'| < elg”|.
On a donc

(95’ — 9")0i; 80| < elg" 05 68| = el \§h — 9T, 0pd|.
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donc - -
(96 — 9")0i;04] < (Mo + e+ Ce)g

d’apreés les arguments précédents. Finalement pour toute métrique g € Vs,

|Ago®d — Xod§| < (C+ 1+ X+ Ce)edd.

Quitte & remplacer € par Be ol B est une constante positive indépendante

de €, ceci conclut notre démontration puisque ¢f est positive.
O

Soit donc V, le voisinage donné par le lemme précédent. D’aprés le Théo-
réme 3.2.10, il existe g € V. tel que ¢f est de Morse sur N. D’aprés la
Proposition 3.3.4, il existe alors un domaine fondamental D, pour l'action
du groupe de revétement tel que ¢f vérifie les conditions de Neumann sur
ID.. D’aprés le lemme précédent, la fonction ¢ est A\g — e-surharmonique
pour le Laplacien associé & gg. Ceci conclut donc la preuve de la Proposition
3.3.5, ce qui termine également la démonstration du Théoréme 3.3.1 dans le
cas général. O

O



Chapitre 4

Variétés hyperboliques et bas
du spectre

Si la logique est Uhygiéne du mathématicien, ce n’est pas elle qui lui fournit
sa nourriture ; le pain quotidien dont il vit, ce sont les grands problémes.
A. Weil
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Ce chapitre décrit le cadre qui, & l'origine, a motivé tout notre travail :
le lien entre certaines propriétés géométriques des variétés hyperboliques de
dimension 3 de volume infini, et leur bas du spectre. Ce lien s’établit en
étudiant ’action du groupe fondamental de la variété sur le bord & 'infini
de 'espace hyperbolique : ¢’est ce que nous allons présenter maintenant. La
géométrie hyperbolique est un champ d’étude vaste, et nous n’en présen-
tons ici que ce qui est nécessaire pour décrire les résultats que nous avons
obtenus et pour comprendre un peu plus largement nos motivations. L’es-
sentiel des notions et résultats dont nous aurons besoin se trouvent résumés
dans les articles [Sul87] et [CMT99] pour le lien entre le bas du spectre et la
géométrie des variétés hyperboliques, et I’article de survol [And98| pour la
théorie des déformations des variétés hyperboliques de volume infini. Pour
une description récente plus globale de 1’état des connaissances en géométrie
hyperbolique de dimension 3, nous conseillons au lecteur I’excellent livre d’A.
Marden [Mar07].

4.1 Bas du spectre, exposant de Poincaré et en-
semble limite

4.1.1 Bord a l’infini et densité conforme

Nous noterons H? I'espace hyperbolique de dimension 3, que nous représen-
terons en général comme la boule unité de R? munie de la métrique

_ Geucl
Y= APy

01l ey st la métrique euclidienne de R? et pour tout 2 € H?, |z| désigne la
norme euclidienne de z. Cet espace est I’'unique variété de dimension 3, com-
pléte, sans bord et simplement connexe, dont la courbure sectionnelle vaut
constamment —1. Le lecteur désirant une introduction élémentaire aux va-
riétés hyperboliques est invité & lire les deux premiers chapitres du classique
[BP92|.

La sphére unité S? est alors identifiée au bord @ l’infini de H?, c’est-a-
dire au quotient de I’ensemble des rayons géodésiques infinis par la relation
d’équivalence qui identifie deux rayons qui restent & distance finie I'un de
I'autre. De chaque point de z € H3, il existe alors une unique géodésique
Y, dont le point & 'infini est & ; nous dirons que 7, ¢ se termine en §. Nous
la noterons alors en général S*. L’ensemble des isométries de H? s’identifie
& PSLy(C), et I'action de tout élément g € PSLy(C) sur H? se prolonge en
une action sur S* conforme pour la métrique canonique de la sphére dans
notre modéle de la boule.

Définition 4.1.1. Nous nous placons dans le modéle de la boule de H3.
Soit £ € S, on appelle horosphére centrée en £ toute sphére (euclidienne)
contenue dans H3, tangente ¢ S® en &.
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Une horosphére centrée en £ est orthogonale & 'ensemble des géodésiques
qui se terminent en &. Identifions le point 0 € R? & une origine arbitrairement
fixée dans H?, que nous noterons toujours 0. Pour tout point & € S, les
horosphéres centrées en ¢ forment une famille a un paramétre, paramétrée
par exemple par la distance hyperbolique (algébrique) entre I’horosphére et
le point 0, qui feuillete H?.

Définition 4.1.2. Pour tout § € S, on note ¢ le rayon géodésique de 0 a
£. On appelle fonction de Busemann en £ la fonction qui & tous x,y € H3
associe

Pe(z,y) = lim d(z,7¢(t)) — d(y, (1))
Proposition 4.1.1. 1. Pour tous £ € S® et x,y,z € H?, on a

ﬁf(m? Z) + B&(za y) = ﬁg(l’,y),

2. La fonction de Busemann ne dépend pas de 'origine 0 choisie ;

3. Pour tous £ € S*® et x,y € H?, Be(x,y) est égal 4 la distance hyperbo-
lique algébrique entre les horosphéres centrées en £ et passant respecti-
vement par x et y.

4. Soit v € PSLy(C) et € € S, le jacobien |Y'|(§) de Uapplication
conforme v en & vaut

H](§) = e e,

ot x € H? est un point arbitrairement choisi.

Démonstration. Le point 1. est immeédiat d’aprés la définition, et justifie
I'appellation cocycle de Busemann pour [¢(.,.). Le point 2. découle d’un
calcul simple que nous laissons au lecteur. Pour démontrer le point 3., on
montre d’abord que si x et y sont sur la méme horosphére centrée en &, alors
Be(x,y) = 0, en plagant 'origine au milieu du segment [zy]. Puis, lorsque x et
y sont sur deux horosphéres distinctes centrées en £, on peut d’aprés 'étape
précédente et la propriété de cocycle supposer que x,y et £ sont alignés. 11
suffit alors de placer l'origine en = pour que notre résultat soit immeédiat.
Pour une démonstration du point 4., le lecteur pourra se référer & la Section
2 de [Sul79]. O

Nous allons nous intéresser par la suite & des familles de mesures sur la
sphére a l'infini, au sens suivant :

Définition 4.1.3. Soit a > 0. Une densité conforme de dimension o sur
S°° est une famille de mesures (piz)qems sur S, absolument continues les
unes par rapports aux autres, qui vérifie pour tous points x,y € H?

d,uz _
ry=e afe(z,y)
G
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La sphére & I'infini S* porte une mesure naturelle : la mesure de Lebesgue
Vg, induite sur la sphére unité par la métrique canonique gg2 de la sphére
ronde de R3. Nous allons 1'utiliser pour construire un premier exemple de
densité conforme :

Définition 4.1.4. Soit x € H3, on appelle métrique visuelle de S™ en x
la métrique riemannienne

92(6) = e =0 ge (g).

La mesure g, est donc une métrique conforme & gg2. Flle induil une mesure
vy sur S?, absolument continue par rapport & v, qui vérifie en tout point
e S

de 23
= — e_ E(xvo).

On Uappelle la mesure visuelle en x.

Par construction, ’ensemble des mesures visuelles forme une densité
conforme de dimension 2. Le nom mesure visuelle provient de la propriété
suivante :

Proposition 4.1.2. Soit x € H3, et soit A C S®. On note A, C S,H?
lensemble des vecteurs unitaires v en x tels que la géodésique issue de x
de vecteur vitesse v se termine dans A. On munit S;H? de la mesure de
Lebesque Ag sur la sphére unité. Alors on a

As(Az) = v (A).

Dit autrement, v,(A) est la mesure de A sur la sphére a Uinfinie vue du
point x. Cette propriété est évidente en 0 puisque les géodésiques passant par
0 sont des diameétres de la boule, et fournissent donc une isométrie canonique
de S*® sur SyH3. Pour les autres points de H3, cela découle du point 3 de
la Propriété 4.1.1 et de la transitivité de PSLy(C) sur H3. Cette idée de
mesure visuelle se généralise de la facon suivante. Soit B C S® un ensemble
de dimension de Hausdorff d, tel que

0 < Hq(B) < o0,

ol Hy désigne la mesure de Hausdorff de dimension d. Le lecteur pourra
se reporter aux premiéres pages de [Sul84| pour une définition de la dimension
de Hausdorff et de la mesure de Hausdorff.

Définition 4.1.5. On appelle mesure visuelle associée & B la famille de

mesure (Vf)xeﬂs, définie en tout point x € H3 pour tout A C S™ par

vB(A) = Hy((ANB),),

T

ot (AN B), C S;H3 est de nouveau 'ensemble AN B vu de x.
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Proposition 4.1.3. La famille des (vB),cys définit une densité conforme
de dimension d.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier cette propriété a partir de la
définition de la mesure de Hausdorff, en suivant la démonstration esquissée
dans [Sul79], p. 174.

Nous verrons bientdt d’autres densités conformes intéressantes sur S,
reliées 4 nos problémes de bas du spectre. Il apparaitra que, dans les situa-
tions qui nous intéressent, ces densités seront égales a des mesures visuelles
associées & un ensemble bien choisi.

4.1.2 Ensemble limite et variétés géométriquement finies

Désormais, I' désignera un sous-groupe discret de type fini de PSLy(C) agis-
sant par isométries, proprement discontinument et sans point fixe sur H?. Son
action se prolonge donc par applications conformes & S°°. Nous appellerons
un tel groupe I' un groupe kleinien. Le quotient M = H3/T" muni de la
métrique quotient sera alors une variété riemannienne de dimension 3, dont
la métrique est hyperbolique et la courbure sectionnelle constamment égale
a —1. Réciproquement, toute variété M orientable compléte de dimension 3
sans bord de courbure sectionnelle constante égale a —1 s’obtient de cette
fagon, ou I' s’identifie naturellement au groupe fondamental 71 (M).
Soit « € H?, on appelle ensemble limite de I' 'ensemble

Ar =Tz NS>,

Comme I' agit discontiniment sur H?, Ar est 1’ensemble des points d’ac-
cumulation de l'orbite de z. Les propriétés suivantes sont élémentaires &
vérifier :

Proposition 4.1.4. 1. L’ensemble limite Ar ne dépend pas du point base
x choisi;

2. c’est le plus petit fermé de H3 = H3 U S invariant par Uaction de T ;

3. sl contient au moins 3 points, il est infini, et est 'adhérence de Uen-
semble des points fixes des éléments de T'.

Nous supposerons pour la suite de ce mémoire que Ap contient au moins
trois points : on dit que I' est non élémentaire. L’ensemble limite Ar a en
général une dimension de Hausdorff non entiére, que nous noterons dr.
Nous verrons plus loin que cette dimension est fortement reliée au bas du
spectre de la variété M, ce qui est a 'orgine de notre étude. Le complémen-
taire de ’ensemble limite,

Qr = S™\Ar,

appelé ensemble de discontinuité de I'. C’est 'ensemble maximal de S
sur lequel I' agit proprement discontinument et sans point fixe. Le théoréme
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d’Ahlfors relie trés simplement ’ensemble de discontinuité et le bord & I'infini
de M :

Théoréme 4.1.5 (Théoréme de finitude d’Ahlfors, 1964). Si I' est de type
fint, alors
0°M = Qr/T

est la réunion d’un nombre fini de surfaces de Riemann de volume fini ayant
chacune un nombre fini de cusps.

Un autre ensemble important pour la géométrie de M est construit a
partir de ’ensemble limite. On note CH (Ar) I’enveloppe convexe dans H?
de Ar, c’est-a-dire le plus petit convexe de H? dont ’adhérence contient Ar.
Puisque Ar est invariant sous Paction de I, CH(Ar) l'est également.

Définition 4.1.6. On appelle coeur convexe de M [’ensemble
C(M)=CH(Ap)/T.

On dit que M est géométriqguement finie si son coeur conveze est de vo-
lume fini, et convexe cocompacte s’il est compact.

Proposition 4.1.6. L’ensemble C(M) est le plus petit conveze de M ho-
motope ¢ M = (H3 US>)/T.

Pour une démonstration et une description plus détaillée des propriétés
du coeur convexe que nous allons évoquer maintenant, le lecteur peut consul-
ter par exemple [EM87]| qui donne une preuve détaillée de ces résultats dus
originellement & Thurston. Par extension, on dit que le groupe kleinien I’
est géométriquement fini (resp. convexe cocompact) si la variété M = H?3 /T’
lest.

Définition 4.1.7. Soit 3 une surface hyperbolique de volume fini. On appelle
lamination géodésique sur X une réunion compacte de géodésique simples
disjointes de Y. Chacune des géodésiques de la lamination est appelée une

feuille.

Définition 4.1.8. Soit f : ¥ — f(X) C M un homéomorphisme, on dit
que f(X) est une surface hyperbolique plissée si f vérifie les conditions
suivantes :

1. f envoie toute courbe rectifiable de 3 sur une courbe rectifiable de méme
longueur;

2. tout point x € X est contenu dans un arc géodésique ouvert qui est
envoyé par f sur un arc géodésique ouvert ;

3. f enwvoie les cusps de X2 sur des cusps de M.
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L’image de X par f, munie de sa métrique des chemins, est donc isomé-
trique a une surface hyperbolique. On montre qu’en fait, f(3) est totalement
géodésique, sauf sur une lamination géodésique de 3, que l'on appelle le lieu
de plissage de f(X). A chaque feuille v du lieu de plissage, on associe un
nombre qui correspond & l’angle de plissage de f(X) le long . L’ensemble de
ces nombres définit une mesure transverse sur la lamination de plissage, et la
donnée d'une lamination et d’une mesure transverse définit une lamination
géodésique mesurée, mais nous ne chercherons pas a définir rigoureusement
ce concept. Nous avons introduit ces définitions du fait du théoréme suivant,
da & Thurston, dont une démonstration compléte se trouve dans [EM87] :

Théoréme 4.1.7. Le bord du coeur convere d’une variété géométriquement
finie est une surface hyperbolique plissée, homéomorphe a Qr /T .

Pour rendre la fin de cet énoncé correcte, il faut ajouter le fait que si I' est
un groupe fuchsien (voir definition ci-dessous), alors C' (M) est réduit a une
surface hyperbolique et on appelle bord de C' (M) la réunion de deux copies de
C(M). Les articles [BO04] et [Lec06] caractérisent I’ensemble des laminations
géodésiques mesurées qui peuvent apparaitre comme plissages du bord du
coeur convexe d’une variété géométriquement finie. Nous n’approfondirons
pas vraiment ce point de vue dans cette thése; le lecteur intéressé par ces
questions peut se référer a ces deux articles et aux références qui y sont
données.

Par la suite, nous nous intéresserons exclusivement a des variétés géométri-
quement finies. C’est une hypothése forte, qui implique d’apreés la proposition
précédente et le Théoréme d’Ahlfors que ces variétés sont homéomorphes a
I'intérieur de variétés compactes & bord. Les variétés hyperboliques dont le
groupe fondamental est de type fini sont en fait toutes homéomorphes a I’in-
térieur de variétés compactes & bord : on appelle ce résultat le Théoréeme de
Sagesse, conjecturé en 1974 par A. Marden et prouvé en 2004 par Tan Agol
(voir [Ago04]). Mieux comprendre les variétés géométriquement infinies est a
lorigine de nombreuses questions de géométrie hyperbolique de dimension 3
(Théoréeme de Densité, Théoréme de la Lamination Terminale...), dont nous
ne parlerons pas du tout dans ce mémoire. Nous invitons le lecteur qui sou-
haiterait un résumé de ces questions a se reporter au chapitre 5 du livre d’A.
Marden [Mar07].

Définition 4.1.9. On dit qu’un groupe kleinien est fuchsien s’il préserve un
plan totalement géodésique de H>. Un groupe kleinien T' C PSLo(C) est dit
quasi-fuchsien si la variété quotient M = H3 /T est géométriquement finie,
homéomorphe & un produit S X R, ou S est une surface compacte de genre
supérieur a 2. On dira qu’une variété est fuchsienne (resp. quasi-fuchsienne)
si elle s’écrit H3 /T, avec T fuchsien (resp. quasi-fuchsien,).
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Soit donc I' un groupe fuchsien, a conjugaison prés, c’est un sous-groupe
discret de PSLy(R). Posons S = H?/T", notons gg sa métrique hyperbolique ;
la variété M = H3/T est alors isométrique & S x R muni de la métrique

gy = dr? + ch®rgs.

Lorsque I' est quasi-fuchsien, la variété M = H3/I" est quasi-isométrique
a une variété fuchsienne (I" est une déformation d’un groupe fuchsien, voir
Section 4.2.1 ci-dessous). Les variétés fuchsiennes et quasi-fuchsiennes sont
les exemples de variétés hyperboliques de volume infini les plus simples &
étudier, et sur lesquelles on dispose du plus grand nombre de résultats. Nous
verrons a la Section 4.2.2 que la question qui nous intéresse est résolue pour
les variétés fuchsiennes et quasi-fuchsiennes. Nous nous intéresserons donc
principalement aux variétés géométriquement finies qui ne sont pas quasi-
fuchsiennes.

4.1.3 Mesures a l’infini et bas du spectre

Nous allons présenter maintenant la construction d’une densité conforme
portée par 'ensemble limite : les mesures de Patterson-Sullivan. C’est elle
qui nous permettra de faire le lien entre la dimension de Hausdorff de ’en-
semble limite et le bas du spectre de la variété quotient. Elle sera 'un de
nos outils principaux pour les paragraphes qui suivent. Nous en rappelons ici
briévement la construction, et nous indiquerons au fur et & mesure de notre
description les articles dans lesquels ces résultats sont démontrés.

Soit I" un groupe kleinien.

Définition 4.1.10. On appelle série de Poincaré de I' aux points x,y €

H3 la série
(o) = X e,
~yel

ot on a noté d(x,vy) la distance pour la métrique hyperbolique entre x et yy.
Soient z,y € H3, on appelle exposant critique de T', que 'on note 6(T),
Uinfimum des s tels que la série gs(x,y) converge :

0(I") = inf {s > 0; gs(z,y) < +o0}.
Cet exposant ne dépend pas de x et y.

Cet exposant critique est, dans les situations qui nous intéressent, une
autre caractérisation de la dimension de Hausdorfl de ’ensemble limite :

Théoréme 4.1.8 (Sullivan, 1984). Lorsque M = H3/T" est géométriquement
finie, on a ’égalité
0(T") = or,

et la série 3 . e%4=Y) diverge.
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Soit s > dr, et z,y € H3. On note p la mesure de probabilité portée par

Tz deéfinie par
1 —sd(z,7y)
My = Ze PR 6y,
9s(,y) £

oll 0,y désigne la mesure de Dirac au point yy. Ces notations utilisent cer-
tainement trop la lettre «d» mais ce sont celles communément employées.
Nous essaierons de limiter les risques de confusions. Lorsque s — dr, nous
obtenons la mesure que nous recherchons :

Théoréme 4.1.9 (Sullivan, 1979). Si M est géométriguement finie, pour
tout x € H? les mesures ps convergent faiblement lorsque s — Or vers une
mesure [, portée par Ar. Cette mesure ne dépend pas du point y considéré
lors de sa construction ; on l'appelle mesure de Patterson-Sullivan en x.

Ce théoréme a d’abord été obtenu par S.J. Patterson dans [Pat76] pour les
groupes fuchsiens, puis par D. Sullivan dans [Sul79]. Nous obtenons ainsi une
famille de mesures, u,, portées par 'ensemble limite, qui vérifie les propriétés
suivantes :

Proposition 4.1.10. 1. Les mesures (ig)qens sont absolument continues
entre elles, et vérifient pour tous x,y € H3 et £ € Ap :

d/.tx i
o

les (pg) forment donc une densité conforme de dimension o sur S*°.

2. Pour tout y €T, on a

Ve = e = V| pha

ot [Y'|(&) = e Pe=%) désigne toujours le jacobien de v vu comme
application conforme sur S°.

Ces propriétés sont démontrées a la Section 2 de [Sul79|. Lorsque I" n’est
pas géométriquement finie, la série de Poincaré ne diverge pas nécessairement
en Jr, et quelques ajustements sont nécessaires pour obtenir une telle famille
de mesure. D’aprés le Théoréme 4.1.9, la dimension de Hausdorff de ’en-
semble limite Ap est d. Supposons que la mesure de Hausdorff de dimension
or de 'ensemble limite soit finie :

ng (AF) < o0.

On remarque que les propriétés de la densité conforme (p,,) décrites ci-dessus
sont identiques a celles de la mesure visuelle associée & Ar (voir Définition
4.1.5). Le théoréme suivant nous dit qu’elles sont alors égales :
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Théoréme 4.1.11. Les mesures (fiz)pems forment unique densité conforme
portée par l'ensemble limite (& constante multiplicative preés). En particulier,
si Hs. (Ar) < 00, alors il existe une constante telle que

A
Pz =Vy",

oty VAT est la mesure visuelle en x associée & Ap.

Ce théoréme découle du Corollaire 20 de [Sul79| et du Théoréme 1 de
[Sul84].

Notre point de départ était le bas du spectre de certaines variétés hyper-
boliques géométriquement finies. Cela nous a conduit & nous intéresser a la
dimension de Hausdorff de I'’ensemble limite du fait du théoréme suivant :

Théoréme 4.1.12 (Sullivan, 1987). Soit §¢(I") ’exposant critique d’un groupe
Kleinien (quelconque) T', le bas du spectre \o(M) de la variété M = H3/T
vérifie

_ 1 si 0¢(I") < 1,
Ao(M) = { 5e(T)(2 — 5°(T))  si 6°(T) > 1

Toute fonction A-harmonique positive sur M se reléve en une fonction
A-harmonique sur H3. Or, on a

Ao(H?) = 1.

La caractérisation du bas du spectre donnée par le Théoréme 3.1.1 implique
donc que, nécessairement, Ag(M) < 1.

Nous ne démontrerons pas le Théoréme 4.1.12 dans cette version com-
pléte ; nous invitons le lecteur & se reporter a [Sul87|. Nous allons en revanche
esquisser la preuve d’une version plus faible, mais plus précise dans la situa-
tion qui nous intéressera par la suite.

Proposition 4.1.13. Soit M = H3/T" une variété géométriquement finie qui
vérifie op > 1. Alors son bas du spectre vérifie

Xo(M) = or(2 — or),

et la premiére fonction propre associée est donnée par

By (x) = /A lpty = /A e B0 duy (&),
r T

ol gy désigne la mesure de Patterson-Sullivan en x.

Démonstration. Nous avons déja vu que pour une variété géométriquement
finie, 9¢(I") = or. Posons
Ao = 0r(2 —dr).
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D’apres le principe du Min-Max (voir la Proposition 1.1.3) associé au Théo-
réme 1.1.4, il suffit de montrer que la fonction

Po(z) = /Ar Lptg

est A\g-harmonique (elle est évidemment positive) et de carré sommable sur
M.

La démonstration la plus ancienne que je connaisse de ce que Pg est
Ao harmonique se trouve a la Section 7 de l'article [Sul79]. Il est démontré
qu’elle est de carré sommable dans [Sul84], Section 6. O

Nous étudierons par la suite exclusivement des variétés géométriquement
finies de volume infini. Quelques résultats supplémentaires nous aideront &
passer du point de vue du spectre & celui de ’ensemble limite :

Théoréme 4.1.14. Soit I un groupe kleinien de type fini, tel que M = H3 /T’
soit géométriquement finie.

1. 8i Vol(M) = oo, alors or < 2;

2. Si M n’est pas un tore plein ou un bretzel, alors or > 1; de plus dans
ce cas, or = 1 si et seulement si I' est fuchsien.

Combiné avec la proposition précédente, nous obtenons donc la une amé-
lioration dans le cas des variétés hyperboliques géométriquement fini du
Théoréeme de Li-Wang que nous citions en introduction. Ce théoréme ras-
semble les résultats du Corollaire 1.3 et du Corollaire 1.8 de 'article de C.
Bihop et P. Jones [BJ97].

Corollaire 4.1.15. Soit M = H3/T une variété hyperbolique de volume
infini, géométriquement finie, qui ne soit ni un tore plein, ni un bretzel, ni
fuchsienne. Alors

1< (51“ < 2et )\()(M) = 5F(2 — 5F)

Les variétés que nous étudierons par la suite vérifieront (sauf mention
explicite) les hypotheses de ce corollaire. D’apreés les travaux de Lax et Phil-
lips (voir [LP82]) que nous avons déja cités, elles ont donc un trou spectral
strictement positif, et leur premiére fonction propre est donnée par la Propo-
sition 4.1.13. Les questions que nous formulerons en terme de bas du spectre
seront donc équivalentes a des questions sur la dimension de Hausdorff de
I’ensemble limite. C’est dans ce but que nous avons introduit les outils de la
Section 4.1.1.
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4.2 Deéformation des variétés hyperboliques

4.2.1 Espace de déformation

Soit I' = (71, ...,7%) un groupe kleinien de type fini. Une représentation
p de I' dans PSL9(C) est caractérisée par 'image des générateurs par p.
L’ensemble HOM(T', PSLy(C)) des représentations de I' dans PSLy(C)
est donc un sous-ensemble de (PSLo(C))*, qui hérite donc de la topo-
logie d’'un produit d’espace de matrices, communément appelée topolo-
gie de la convergence algébrique : une famille (p,)n>0 de représenta-
tion converge algébriquement vers poo si et seulement si, dans PSLs(C),
Pn(71) = Poo(V1), s Pn(TE) — Poo(7k). Deux représentations pi, pe sont
dites conjuguées s'il existe un élément g € PSLo(C) tel que pa = gp1g™~ .

On appelle variété des représentations X (I') 'ensemble des représen-
tations de I' dans PSLo(C) quotienté par cette relation d’équivalence, que
I’on munira de la topologie quotient. On note traditionnellement

AH(T') = {p € HOM(T', PSLy(C)) fidele discréte} / ~ .
Théoréme 4.2.1 (Jorgensen). L’ensemble AH(T') est fermé dans X (T').

La démonstration originale de ce résultat se trouve dans [Jer76]. Nous
supposons maintenant que le bord & I'infini de M = H3 /T est incompressible,
c’est-a-dire que 'application

Qs : (O M) — 71 (M)

induite par l'inclusion est injective. Lorsque le bord n’est pas incompres-
sible, certains résultats que nous allons présenter maintenant deviennent plus
compliqués & énoncer; nous ne nous intéresserons de toutes facons dans ce
mémoire qu’a des variétés & bord incompressible. De plus, nous suppose-
rons que M est géométriquement finie et nous ne nous intéresserons qu’aux
représentations de I' qui respectent cette propriété :

Définition 4.2.1. Nous appellerons espace de déformation de ', que
nous notons Dr (L"), le sous-ensemble de AH(T') formé des représentations
de T' dans PSLy(C) (a conjugaison prés) dont l'image est géométriqguement
finie, qui préservent le type des éléments (ie p(7y) est parabolique si et seule-
ment si vy lest), et qui sont reliées a la représentation triviale par un chemin
continu de représentations.

Théoréme 4.2.2. L’ensemble Dp(T') est un ouvert de X (I'), égal a la com-
posante connexe de l'identité de lintérieur de AH(T') :
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1l est homéomorphe au produit
T(Sl> X ..o X T(Sk),

ot O°M = Sy []...[] Sk est le bord a lUinfini de M, et pour chaque surface
Si, T(S;) désigne espace de Teichmdller de S;.

11 s’agit 1a de I’écriture dans le cas des variétés & bord incompressible du
Théoréme 5.1.3 p 243 du livre de Marden [Mar07]. Il regroupe les résultats
de plusieurs articles, nous invitons le lecteur a se référer a la bibliographie
indiquée par Marden pour plus de détail.

Nous pouvons donc déformer le groupe fondamental de notre variété,
pour obtenir un groupe qui lui ressemble, dont la variété quotient est encore
géométriquement finie. Et ’ensemble de ces déformations forme une variété
analytique, dont la dimension est donnée par la somme des dimensions des
espaces de Teichmiiller. Nous ne parlerons pas beaucoup plus dans ce mé-
moire de la théorie de Teichmiiller ; nous invitons le lecteur intéressé par cet
aspect de la question & consulter, par exemple, I'ouvrage classique de F. Gar-
diner |Gar87|. Le théoréme suivant nous permet de voir ces représentations
du groupe I' comme des déformations de la variété elle-méme :

Théoréme 4.2.3 (Marden, 1974). Soit p € Dp(T), i existe un difféomor-
phisme 1), : H? — H? quasi-isométrique et p-équivariant, qui s’étend en une
application quasi-conforme sur S qui envoie Ar sur Ayr).

Nous avons utilisé les deux notions suivantes :

Définition 4.2.2. Une application 1) : H3 — H? est une quasi-isométrie
st et seulement si elle est un homéomorphisme, et il existe des constantes
C,b > 0 telles que pour tous x,y € H?,

C7ld(z,y) — b < d(4(2), U (y)) < Cd(z,y) +b.

Elle est p-équivariante si pour tous y €I et x € H3, on a

Vo) = p(7)p().

Du fait de ’équivariance , v, passe donc au quotient en un difféomor-
phisme quasi-isométrique entre M = H3/T et M, = H?/p(T'), et une ap-
plication quasiconforme entre 9°°M et 0°°M,. Les applications 1, ne sont
pas uniques ; elles nous permettent néanmoins de traduire les déformations
de I en des déformations des variétés quotients. Réciproquement, une quasi-
isométrie ¥ entre deux variétés hyperboliques géométriquement finie se reléve
en une quasi-isométrie de H3, p-équivariante, et induit une représentation du
groupe fondamental p. Un grand nombre de recherches en géométrie hyper-
bolique proviennent de la question générale suivante : comment relier les
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déformations algébriques du groupes avec les déformations géométriques de
la variété quotient ?

La théorie d’Ahlfors-Bers relie par exemple les déformations algébriques
du groupe aux déformations de la structure conforme du bord & I'infini de la
variété, c’est elle qui permet de démontrer le Théoréme 4.2.2. De nombreux
travaux, notamment ceux de F. Bonahon, tentent de relier ces déformations
aux changements de plissage du bord du coeur convexe de la variété. L’article
[BOO04] établit, dans certains cas, une bijection entre des éléments de Dp(I")
et certaines laminations de plissages du bord du coeur convexe. Nous allons
pour notre part nous intéresser a la variation du bas du spectre lorsque 'on
déforme la variété, et essayer de la relier nous aussi, dans certain cas, au
plissage du bord du coeur convexe.

4.2.2 Conjecture : maximum du bas du spectre

I’ensemble limite Ar d’un groupe fuchsien I' est, dans le modéle de la boule,
un cercle de R3. Sa dimension de Hausdorff est donc 1, et d’aprés le Théoréme
4.1.12, le bas du spectre de H3/T' vaut également 1. Pour une déformation
quasi-fuchsienne géométriquement finie p(I') € Dp(T"), d’aprés le Théoréme
d’Isomorphisme de Marden, A,r) est I'image du cercle Ap par un homéo-
morphisme quasi-conforme de la sphére. Si p(I') est également un groupe
fuchsien, son ensemble limite est un cercle, de dimension de Hausdorff 1. Un
théoréme de Bowen nous assure que cela n’arrive que dans le cas fuchsien :

Théoréme 4.2.4 (Bowen, 1979). Soit I un groupe quasi-fuchsien, la dimen-
ston de Hausdorff de Ar est supérieure ou égale & 1, et vaut 1 st et seulement
si I est fuchsien.

Ce théoréme a été démontré pour la premiére fois dans [Bow79].
D’aprés le Théoréme 4.1.12, ce résultat s’exprime également de facon
spectrale :

Corollaire 4.2.5. Soit I' un groupe quasi-fuchsien géométriquement fini, le
bas du spectre \o(H3/T') est inférieur ou égal a 1, et vaut 1 si et seulement
si I' est fuchsien.

Le résultat de Li-Wang ([LWO1]) que nous avons déja cité (voir notre
Introduction) peut étre vu comme une généralisation de ce corollaire. On
cherche & généraliser le théoréme de Bowen aux groupes kleiniens I' tels que
M = H3/T n’est pas homéomorphe & un produit S x R, ott S est une surface
hyperbolique. Nous allons présenter maintenant une classe de groupes pour
lesquels cette généralisation est naturelle.

Définition 4.2.3. On dit qu’une variété hyperbolique M est acylindrique
si tout anneau S' x I C M dont Uinclusion induit une application injective
d’un groupe fondamental dans lautre et tel que S' x OI C 9°M est isotope
a un anneaw contenu dans M.
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On montre qu'une variété acylindrique M a un bord incompressible (voir
le début du paragraphe précédent). En particulier, M ne peut étre un bretzel
ou un tore plein. Lorsque M est géométriquement finie, les hypothéses du
Corolaire 4.1.15 sont donc vérifiées, et les questions sur le bas du spectre
sont équivalentes aux questions sur la dimension de Hausdorff de I’ensemble
limite.

Soit M une variété hyperbolique géométriquement finie, non homéo-
morphe a un produit S x R. La variété M est une variété topologique com-
pacte & bord lisse (dont éventuellement des points qui correspondent aux
cusps) ; on note alors DM la variété obtenue en faisant le double de M le
long de 0°M. On peut alors caractériser les variétés acylindriques de la
fagon suivante :

Théoréme 4.2.6 (Thurston). Avec les hypothéses précédentes, la variété
M est acylindrique si et seulement si son double DM admet une métrique
hyperbolique compléte de volume fini. Cette métrique est alors unique.

Esquisse de la preuve. Puisque M est hyperbolique, elle est asphérique. Comme
le bord est incompressible, il n’existe aucun disque essentiel s’appuyant sur
0> M : son double est encore asphérique. Si M est acylindrique, la variété
DM est alors atoroidale. Elle vérifie donc les hypothéses du Théoréme d’Hy-
perbolisation de Thurston (voir [Mar07] p324) : il existe une métrique hy-
perbolique compléte sur DM, unique d’aprés le Théoréme de Rigidité de
Motstow (voir [BP92]|, chapitre C). On montre que cette métrique est sy-
métrique par rapport & I'image de 9°M dans DM . Chaque moitié de DM
est alors homéomorphe au coeur convexe C(M), et leur bord commun est
totalement géodésique. On «relévey cette métrique & M, en la définissant
sur C'(M) comme la métrique hyperbolique obtenue précédemment sur I'une
des moitiés de DM, et on la prolonge & M. Ce prolongement est unique : il
donne a chaque bout de M une métrique fuchsienne, déterminée par la mé-
trique de la composante de bord qui le relie & M. Par construction, le bord
du coeur convexe de la variété ainsi obtenue est alors totalement géodésique.
Réciproquement, si DM admet une métrique hyperbolique compléte de
mesure finie, d’aprés le Théoréme d’Hyperbolisation, DM est atoroidale. La
variété M est donc nécessairement acylindrique. O

Le lecteur pourra se reporter a [Thu82| pour une présentation un peu
plus détaillée des arguments que nous avons donnés ci-dessus.

Corollaire 4.2.7. Soit M une variété hyperboblique acylindrique, il existe
une unique métrique hyperbolique sur M telle que le bord du coeur conveze
soit totalement géodésique dans M.

Démonstration. Si M admet une métrique hyperbolique telle que le bord
du coeur convexe soit totalement géodésique, alors le double (métrique) du
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coeur convexe est une variété hyperbolique homéomorphe & DM. Une telle
variété est unique d’aprés le théoréme précédent. O

Notons maintenant My = H3/T" une variété hyperbolique dont le bord
du coeur convexe est une rénion de surfaces hyperboliques totalement géo-
désiques. L’ensemble de discontinuité de I' est alors une union de disques
euclidiens disjoints, et I’ensemble limite Ay = Ar est I’adhérence d’une union
dénombrable de cercles euclidiens. Les éléments de I' envoient ces cercles les
uns sur les autres, et il y a un nombre fini de classes d’équivalence de cercles
modulo T, qui correspondent aux composantes de bord de M.

D’aprés le Corollaire précédent, pour tout p € Dp(T')\{id}, le bord du
coeur convexe de M, = H3/p(T') n’est pas totalement géodésique. L’ensemble
limite A,r), que nous noterons en général A,, est I'image de Ao par un
homéomorphisme v, quasiconforme de S°°. Pour au moins l'une des classes
d’équivalence de cercles de Ay de décrites ci-dessus, I'image de ces cercles par
1, est un quasi-cercle, de dimension de Hausdorff strictement plus grande
que 1. La conjecture suivante, issue de l'article [CMT99|, généralise donc le
résultat de Bowen cité précédemment :

Question 3 (Canary, Minsky et Taylor). Awvec les notations précédentes,
pour tout p € Dp(I'), la dimension de Hausdorff de A, est-elle minimale si
et seulement si p =1id ?

Pour toute variété M = H?/T" géométriquement finie, notons
d(M) = inf {,);p € Dp(T)} .
De P’article [CMT99], on déduit le résultat suivant :
Théoréme 4.2.8. Si M est acylindrique, alors 1 < d(M) < 2.

Démonstration. 1l suffit de constater que lorsque M est acylindrique, elle
n’est ni un bretzel, ni un tore plein, et son coeur incompressible ne peut étre
un livre de fibré en intervalles généralisé. Ce théoréme découle alors immé-
diatement du théoréme II de [CMT99]. Les termes coeur incompressible
et livre de fibrés en intervalles sont définis dans [CMT99| aux pages 21
et 22; nous ne détaillerons pas ici leur signification. Seul ce théoréme sera
utile & la suite de notre étude. O

Corollaire 4.2.9. Soit M = H3/T, notons
Lo(M) = sup {Xo(H?/p(T)); p € Dr(T) },
st M est acylindrique, on a
Lo(M)=d(M)(2—d(M)) et 0 < Lo(M) < 1.
La conjecture précédente se reformule donc de la fagon suivante :

Question 4 (Maximum pour le bas du spectre). Avec les hypothéses du
Corolaire 4.2.9, Lo(M) est-il atteint uniquement pour la représentation py =
id ?
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Je suis sans doute encore assez loin d’avoir répondu a ces questions. Beau-
coup d’approches que j’ai essayées se sont heurtées au manque de controéle
explicite des quasi-isométries v, ; j’en détaillerai une qui a donné quelques ré-
sultats intermédiaires intéressants dans le prochain chapitre. Comprendre les
différents points de vue utiles & ’étude de ce probléme, et plus généralement
& ’étude des propriétés de ’ensemble limite des variétés hyperboliques, a re-
présenté un grand investissement en temps. Mais cela m’a amené & apprendre
des Mathématiques trés variées, a aborder différents problémes ouverts, et
a en discuter avec des collégues aux spécialités diverses. Alors que je rédige
cette thése, je me trouve donc avec plusieurs projets de recherches, dont
certains sont déja entamés, que j’espére pouvoir poursuivre et faire aboutir.
Certains sont directement reliés & la résolution de cette conjecture ou plus
largement & la géométrie hyperbolique de dimension 3. D’autres cherchent a
utiliser des résultats analytiques, comme les propriétés des fonctions propres,
pour comprendre la géométrie des variétés de volume infini. J’en parlerai plus
en détail au dernier chapitre. Il est & la fois frustrant de s’arréter ainsi en
cours de route, et motivant de croire a la suite de ce travail, dont les débuts
semblent prometteurs.
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Chapitre 5

Entropie des variétés convexes
cocompactes

Les mathématiciens sont comme les francais : quoique vous leur disiez, ils
le traduisent dans leur propre langue, et cela devient quelque chose de
complétement différent.

J.W. Goethe

129
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Dans ce chapitre, nous présentons une autre approche de I’action a I'infini
d’un groupe kleinien : ’étude des propriétés ergodiques du flot géodésique sur
la variété quotient. Nous verrons que I’entropie du flot géodésique est égale
a la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite ; ce résultat da originelle-
ment & Sullivan nous permet d’utiliser les outils de la théorie ergodique pour
étudier cette dimension de Hausdorff. Nous nous inspirons ici des travaux de
Katok, Knieper et Weiss [KKW91]| pour établir une formule de dérivation
de cette entropie dans le cas d’une famille de variétés convexe-cocompactes.
D’aprés les résultats que nous avons prsentés au chapitre précédent, cela
induit donc une formule de dérivation pour leur bas du spectre. Notre ré-
sultat pour l'entropie s’énonce sans difficulté particuliére pour des variétés
de n’importe quelle dimension o courbure négative pincée convexes cocom-
pactes. Nous commengons donc par le présenter dans ce cadre général, puis
nous revenons aux variétés hyperboliques de dimension 3 pour le relier de
fagon plus précise au bas du spectre et & la Conjecture 3.

5.1 Entropie : quelques points de vue

5.1.1 Ensembles limites et courbure pincée

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n dont le groupe fonda-
mental est de type fini et & courbure négative pincée, c’est-a-dire dont la
courbure sectionnelle vérifie

—r1 < Secyg < —ko < 0.

D’aprés le théoréme de Cartan-Hadamard, son revétement universel M est
diffcomorphe & R™ via I’application exponentielle en un point arbitrairement
choisi, que nous noterons 0. Son bord a Uinfini 9*°M (au méme sens qu’a
la Section 4.1.1) est encore homéomorphe & la sphére S*~!, canoniquement
isométrique & la sphére unité du fibré tangent TOM . Le groupe fondamental
de M induit un groupe I' agissant par isométrie, discretement et sans point
fixe sur M, et dont 'action se prolonge en une action sur 9°°M, conforme
pour les métriques de Gromov (voir [Yue96|). Les variétés hyperboliques de
dimension 3 rentrent évidemment dans ce cadre plus général. Nous y repre-
nons les concepts et notations présentés au chapitre précédent. L’ensemble
limite de I, toujours noté Ap C 9°°M, est défini comme I’ensemble des points
d’adhérence dans M de I'orbite d’un point arbitraire de M. Nous supposons
toujours que Ar contient au moins 3 points, et est alors infini. Nous notons
or sa dimension de Hausdorff' (calculée dans une des métriques de Gromov
sur la sphére & I'infini), et CH(Ar) son enveloppe convexe dans M. Le coeur
convexe de M est toujours

C(M) = CH(Ar)/T,
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et nous disons que M est convexe cocompacte lorsque C (M) est compact.
On appelle série de Poincaré de I' 'application qui & s > 0 et x,y € M

associe
—sd
gs(x,y) = e M),
yel’

ott la distance est celle induite sur M par le relevé de la métrique de M. On
note toujours 0¢ son exposant critique.

Théoréme 5.1.1 (Yue, 1996). Soit M une variété a courbure pincée conveze
cocompacte, alors la dimension de Hausdorff de l'ensemble limite de T' est
égale a son exposant critique :

or = 0°.
De plus, la série de Poincaré diverge en or.

On peut alors reproduire la construction des mesures de Patterson-Sullivan
décrite & la Section 4.1.3, pour obtenir une famille de mesures (“x)xeﬂ a
support dans Ar, absolument continues les unes par rapport aux autres, qui
vérifient pour tous z,y € M et £ € I°M

Aty _ =01 Be(zy)
d,U«:z: (5) =e€ )

ot B¢ (x,y) est la fonction de Busemann dont la définition est identique a la
Définition 4.1.2. De plus, on a encore pour tout v € I :

Ve = e = eiérﬁg(xﬁz),uw (5.1)

Pour approfondir I’ensemble des notions et résultats présentés ci-dessus,
nous invitons le lecteur a consulter [Yue96]|, sections 1, 2, 3 et 5. Notons que
la relation

Ao(M) = 6r((n —1) = dr)

n’est pas valable en général. Elle n’est connue que dans le cas des espaces
symétriques de rang 1 : il s’agit du Théoréme 4.1.12 da & Sullivan que nous
avons déja cité dans le cas des variétés hyperboliques réelles, et d’un résultat
de K. Corlette pour les autres espaces symétriques (voir [Cor90]); notons
que la constante (n—1) est remplacée dans le cas autres espaces symétriques
par D’entropie volumique du revétement universel (voir le Paragraphe 5.1.4
ci-dessous). Il est conjecturé que cette relation est fausse en général. Pour
la suite de ce chapitre, hormis & la derniére section, nous travaillerons donc
exclusivement sur la dimension de Hausdorfl dr. Introduisons maintenant le
point de vue qui nous permettra d’obtenir nos résultats : U'entropie du flot
géodésique.
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5.1.2 Flot géodésique et entropie

Nous notons SM le fibré unitaire tangent de M, et S, M C T, M la
fibre au dessus de z, isométrique & S”~!. On appelle flot géodésique de M
I’application ® : R x TM — TM quiav €T, M et t € R associe

®4(v) = Ju 0 (b),

ol Y5, désigne la géodésique issue du point = de vecteur directeur v, et 5 , (t)
désigne le vecteur vitesse de cette géodésique au point 7, ,(t). Nous allons
exploiter dans ce chapitre la théorie des systémes dynamiques appliquée au
flot @, pour obtenir des information sur I’ensemble limite de I'. Nous n’aurons
plus a considérer I'action des éléments du groupe I', mais uniquement les
géodésiques de M. La lettre v sera donc désormais réservée a ces géodésiques.
Nous noterons en général v(co) et v(—o0) les points a U'infini de la géodésique
Yz On appelle orbites du vecteur v € T;; M, ’ensemble

{®(v);t € R}.

Nous identifierons les orbites du flot aux géodésiques de M : en effet, deux
vecteurs sont sur la méme orbite si et seulement si ils sont basés sur une
méme géodésique de M. Une orbite périodique de ® se projette donc sur
une unique géodésique fermée v de M. On notera alors ¢, sa longueur.

Définition 5.1.1. Lorsque M est & courbure négative pincée, la limite

log # {7 géodésiques fermées, (., < R}

hr = li
T Rgnoo R
existe et est finie. On Uappelle Uentropie topologique - ou souvent entro-
pie - du flot géodésique ®, ou simplement entropie de M.

Les questions décrites au chapitre précédent conduisent naturellement &
s’'intéresser a cette entropie, du fait du théoréme suivant :

Théoréme 5.1.2 (Sullivan, Yue). Si M est convere cocompacte, alors l'en-
tropie topologique du flot géodésique est égale o la dimension de Hausdorff
de l’ensemble limaite.

Dans le cas des variétés hyperboliques, il s’agit du Théoréme 3 de [Sul84].
Pour des variétés convexes cocompactes & courbure pincées, cela découle du
Théoréme 6.3.1 de [Yue96].

Cette égalité est encore vraie dans le cas d’une variété hyperbolique géo-
métriquement finie, mais la preuve nécessite quelques arguments supplémen-
taires (voir [Sul84]) On remarque que la question 3 se reformule dans le cadre
de la théorie ergodique du flot géodésique de la facon suivante :

Question 5 (Entropie minimale). Soit M = H3/T" une variété hyperbolique
acylindrigue géométriqguement finie, 'entropie de M est-elle minimale parmi
les entropies des variétés M/p(T'),p € Dp(T) si el seulement si le bord du
coeur convexe de M est totalement géodésique ?
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On dit qu'un point v € SM est récurrent pour le flot ® si pour tout
voisinage O de v dans T'M, il existe une suite (t,)nez, avec t, — +oo
lorsque n tend vers £oo, telle que pour tout n € Z,

OonNd, O 0.

Nous noterons R(®) 'ensemble des points récurrents pour @ ; on vérifie sans
difficulté que R(®) est fermé, et qu’un vecteur v est dans R(®) si et seule-
ment si v(oo) et v(—oo) sont dans Ar. On l'appelle en général ensemble
récurrent de ®. Nous avons donc une identification naturelle

R(®) = ((Ar x Ap)\Diag) x R/T,

ou Diag désigne la diagonale de Ap x Ar, et ot 'action de I' sur ((Ar x Arp)\Diag) x R
est donnée pour tout g € I' par

9(§, ¢, t) = (g€, 9¢, 1).

En particulier, 'ensemble des géodésiques fermées est contenu dans R(®P).
C’est le plus petit fermé de SM invariant par 'action de I' qui a cette
propriété :

Proposition 5.1.3. Soit M une variété compléte a courbure négative pincée
convexe cocompacte, I' son groupe fondamental agissant par isométrie sur son
revétement universel, Ar son ensemble limte et R(®) l’ensemble récurrent
pour le flot géodésique.

1. L’action diagonale de I' sur Ar X Ar est topologiquement transitive,
c’est-a-dire qu’il existe une orbite dense;

2. Le flot @ est topologiquement transitif sur R(®) ;

3. Les géodésiques périodiques sont denses dans R(P).

Ces résultats sont démontrés, par exemple, dans [Ebe72|. Cela implique
en particulier que Pentropie topologique du flot sur M est identique & ’en-
tropie de la restriction du flot & R(®).

5.1.3 Entropie métrique et mesure de Bowen-Margulis

Une des fagons d’étudier 'entropie d’un flot consiste & passer par une me-
sure intermédiaire, & support dans T'M, invariante par le flot en question, de
calculer son entropie métrique puis de la relier a 'entropie topologique.
Nous aurons besoin de ces outils par la suite Nous allons donc les présenter
maintenant, en soulignant comment ce point de vue permet d’obtenir des ré-
sultat sur I’ensemble limite. Notre nous limiterons au cas du flot géodésique,
bien que ces outils s’adapte au cas de n’importe quel systéme dynamique
(discret ou continu). Le lecteur qui souhaiterait aborder la théorie ergodique
dans toute sa généralité est invité & se référer au livre de A. Katok et B.
Hasselblatt |[KH95|, assez complet et trés agréable a lire.
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Nous reprenons les notations du paragraphe précédent. Soit p une mesure
de probabilité sur SM, et P = (P;);c; une partition mesurable de SM.

Définition 5.1.2. On appelle entropie de la partition P la quantité

Hy(P)=~ > p(P)logu(P).
i€l, u(P;)>0

Soit P = (P;)icr et Q = (Qj);es deux partitions de SM, on note

PV Q= (PNQj)ijerxJ

et pour t € R,
P4(P) = (®u(F5))ier-

Comme ®, est bijective, ®,(P) reste une partition de SM.
Pour toute partition P et n € N, on note

P_,=PV CI)_l(P) V..V q>_n+1(77).

Proposition 5.1.4. Soit u une mesure de probabilité sur SM invariante
par le flot géodésique, et P une partition mesurable telle que H,(P) < oo.

La limite ( )
. H;L P_n
(@) = g =

existe, on lappelle entropite métrique de O par rapport & p relativement

a la partition €.

Définition 5.1.3. On appelle entropie métrique de ® par rapport ¢ i la
quantité

hu(®) = sup {h, (P, P), P partition mesurable avec H,(P) < oo} .

On trouvera a la Section 4.3 de [KH95| une description plus développée
de ces notions, et notamment des critéres permettant d’assurer que ce supre-
mum est atteint par une partition bien choisie. Cette entropie métrique est
reliée & 'entropie topologique, que nous avons définie a la section précédente
par le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.5 (Principe variationnel de I’entropie).

hr(®) = Sup hu(®),

ot p parcours l’ensemble des mesures de probabilité o support dans R(®P)
imwariante par le flot géodésique.
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Rappellons que R(®) est ’ensemble récurrent de ®, défini a la section
précédente comme 'adhérence des géodésiques fermées dans S M. Nous allons
voir que dans le cas qui nous intéresse, ce supremum est atteint par une
mesure unique, dont nous présentons la construction.

Pour une géodésique fermée v C SM, on note toujours £, sa longueur,
et dl la mesure de Lebesgue le long de . Pour tout ¢ > 0, on note toujours
P(t) 'ensemble des géodésiques fermées de longueur plus petite que ¢; on

pose alors
Lit)= Y ¢,
YEP(t)

Le théoréme suivant est di & Bowen :

Théoréme 5.1.6. [l eziste une unique mesure invariante par ® portée par
R(®) d’entropie mazimale hp(®P). Elle est donnée par la limite faible

1
uBM:tlgxolom > e,
YEP(t)

On Uappelle la mesure de Bowen-Margulis associée au flot géodésique O ;
le flot géodésique est ergodique par rapport o celle-ci.

Ce théoréme est di sous cette forme & R. Bowen dans P'article [BowT74].
La mesure d’entropie maximale avait également été construite sous une autre
forme par G. Margulis dans article [Mar70], d’ot son nom. Notons que ce
théoréme utilise de facon essentielle I’hypothése que la variété est a courbure
négative pincée convexe cocompacte : cela implique que le flot est Anosov,
et que ’ensemble récurrent R(®) est compact, ce qui permet 'adaptation de
la démonstration de Bowen & notre situation.

Remarquons que la donnée d’une mesure sur R(®) invariante par le flot
est équivalente & la donnée d’une mesure sur Ar x Ar invariante par I'. Nous
allons maintenant procéder dans ’autre sens, en construisant explicitement
une mesure invariante par I' sur Ar x Ar a partir des mesures de Patterson-
Sullivan, pour en déduire une mesure sur R(®) que nous comparererons 4 la
mesure de Bowen-Margullis.

Soit © € M. On note U la mesure sur (Ar x Ar)\Diag définie par

dU (&, Q) = er L2 dpy (€)dpa (C),
ou y est un point quelconque de la géodésique qui va de £ & (.

Proposition 5.1.7. 1. La mesure U ne dépend pas des points x et y
choisis ;

2. Elle est invariante par Uaction de T.
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Un calcul direct donne la premiére affirmation, tandis que la seconde dé-
coule immédiatement de I’égalité (5.1). Cette mesure induit donc une mesure
sur R(®), invariante par le flot géodésique ®, que nous noterons temporai-
rement U. Le théoréme suivant est un des résultats les plus fondamentaux
pour I’étude de I'ensemble limite d’une variété & courbure négative :

Théoréme 5.1.8 (Sullivan, Yue). Si M est conveze cocompacte, alors
U(R(®)) < co.

De plus, Uentropie métrique de U est égale o or = hr. A renormalisation
pres, elle est donc unique mesure invariante par ® d’entropie mazrimale :

U=kupm.

Dans le cas des variétés hyperboliques convexe cocompactes, il s’agit du
Théoreme 3 de [Sul84]. Ce résultat a été adapté au cas de la courbure né-
gative pincée par Yue au théoréme 6.3.1 de [Yue96]. Les résultats que nous
venons de présenter pour les variétés convexes cocompactes se généralisent
aux variétés hyperboliques géométriquement finies. On montre alors que la
divergence de la série de Poincaré a son exposant critique est équivalent a
ce que U(R(®)) < oo. C’est en fait par l'intermédiaire de ce résultat que
Sullivan montre dans [Sul84] que I'exposant critique est égal a la dimension
de Hausdorff de ’ensemble limite pour une variété hyperbolique géométri-
quement finie non convexe cocompacte.

5.1.4 Entropie et volume du coeur convexe

Pour toute variété compacte (M, g) a courbure sectionnelle strictement né-
gative, on sait que l'entropie du flot géodésique est égale & ’entropie vo-
lumique de la variété, c’est-a-dire le taux de croissance exponentielle du
volume des boules dans le revétement universel M :
log Vol(Bg(x,r
b = hy (M) = lim 28 YIBs(@: 7)),

T—00 r

otz € M et B(xz,r) désigne la boule de rayon r dans M pour la métrique
relevée de g. La démonstration originale de ce résultat est due & Manning,
dans [Man79]|, et repose de facon essentielle sur le fait que I’ensemble limite
du groupe fondamental de M soit 9°°M tout entier. Soit maintenant (M, g)
une variété a courbure négative pincée de volume infini convexe cocompacte.
Nous allons donner une caractérisation analogue de l’entropie topologique hr
en fonction du volume de certaines boules. Notons A(M) 'ensemble limite
de I, CH(A(M)) I’enveloppe convexe de A(M) dans H3, et

C(M) = CH(A(M))/T

le coeur convexe de M.
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Théoréme 5.1.9. Soit v € CH(A(M)), l’entropie de M est donnée par

e — 1 log(Vol(B(z,r) N CH(A(M))))
T = 11Im .

r—00 T

Ce théoréme découle assez simplement des résultats de [Sul79| dans le cas
hyperbolique, et des travaux de [Yue96| dans le cas d’une variété a courbure
pincée, bien qu’il n’y soit pas écrit sous cette forme.

Démonstration. Soit x € CH(A(M), Uorbite de z est entiérement contenu
dans CH(A(M)). D’apres [Sul79], Corollaire 10, et [Yue96|, Théoréme 6.2.5,
il existe Cy > C7 > 0 tels que pour tout r > 0, le nombre n, de points de
lorbite de x & distance inférieure & r de x vérifie

CLeT < n, < CelT. (5.2)

On note D un domaine fondamental compact pour l'action de I' sur
CH(A(M)) : un tel domaine existe par hypothése. On note d son diamétre,
et on suppose que x € D. On a alors

Vol(B(z,r) N CH(A(M))
- Vol(D)

Ny < Ny4d.

L’encadrement (5.2) devient alors

Oy har < VOI(B(,r) N CH(A(M))

< th hTT
= Vol(D) < CaeTe

on a donc bien

lim log(Vol(B(z,r) N CH(A(M))))

r—00 r

= hr.

O]

Cette vision volumique de ’entropie, reliée & certains résultats récents
sur le volume du coeur convexe des variétés hyperboliques, donne une autre
intuition pour approcher la Question 3 que nous avons présenté au cha-
pitre précédent. En effet, P. Storm a montré dans [Sto07b]| que pour une va-
riété hyperbolique de dimension 3 acylindrique, le volume du coeur convexe
est minimal dans son espace de déformation si et seulement si le bord du
coeur convexe est totalement géodésique. Relié & la proposition précédente,
cela conduirait bien & penser que ’entropie est minimale dans le cas totale-
ment géodésique. En réalité ces deux résultats sont largement indépendants,
puisque le volume du coeur convexe n’a - a priori - que peu de lien avec
la longueur de ’ensemble des géodésiques fermées (asymptotiquement, nous
sommes surtout intéressés par celles dont la longueur est grande).
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5.2 Variation de ’entropie

5.2.1 Une formule de variation

Soit (M, g) une variété a courbure négative pincée, de volume infini, convexe
cocompacte. Soit € > 0 et (gx)agj—e,| une famille de métrique sur M, telle
que go = g, et de classe C', c’est-a-dire que I'application

A\ 2) = (9r: (T:M)* — R)

est de classe C'. Pour tout \ €] — ¢, €[, on note S*M C T'M le fibré unitaire
tangent pour la métrique gy, et u* la mesure de Bowen-Margullis pour le flot
géodésique @ associé a la métrique gy. Pour un vecteur v € TM, on notera
|v], sa norme pour la métrique gy :

[olx = Vg, v).

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.1. Avec les notations précédentes, posons hy = hp(®Y).
Alors la fonction X — h)y est dérivable en 0, et sa dérivée vaut

0 / 0
hy = —h —

oA

Ce théoreme est ’analogue, dans le cas des variétés convexes cocom-
pactes, du Théoréme 3 de [KKW91]. Nous allons reprendre et adapter ’idée
de leur démonstration : au lieu de nous intéresser a toutes les orbites fermées
de ®°, nous allons nous concentrer sur certaines, dont la longueur est peu
modifiée par la perturbation de la métrique, en un sens que nous définissons
maintenant. Les arguments que nous développons sont adaptés des articles
[Kat80], [Kat82] et [Kat88].

vl dp(v).
A=0

Définition 5.2.1. Soit A €] —¢, €[, on définit le poids de la métrique gy par
rapport a go par

0 = [ O'U.
1) = [ Tl i)

Soit v € SOM un vecteur dont Uorbite pour ®° est fermée de longueur .
Pour tout n > 0, on dit que lorbite de v est n-uniformément distribué
par rapport & la métrique gy si et seulement si

<.

l
Y RCCIREN

Remarque 5.2.1. Comme la mesure de Bowen-Margulis est normalisée, le
poids de la métrique gg par rapport a elle méme est 1 :

10(g0) = / Joly du(v) = 1,
SO
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et les orbites fermées sont n-uniformément distribuées par rapport a la mé-
trique go pour tout 1 > 0. Comme le support de ;" est compact, la fonction
A — 1%(gy) est de classe C*.

La proposition clé qui nous permettra d’adapter a notre situation la

démonstration de la formule de variation de [KKW91] est la suivante :

Proposition 5.2.2. Soit (M, go) une variété convexe cocompacte, et g une
autre métrique hyperbolique sur M convexre cocompacte, alors

ho
fSOM ”U”)\ dp®

ShAShO/ vy dpt (v),
(U) SAM” HO )

o 1 et u>‘ sont les mesures de Bowen-Margulis respectivement associées a
go et gx-

1l s’agit en fait d’une version adaptée a notre situation du Théoréme
2.1 de |Kat82]. La démonstration que nous présentons maintenant s’inspire
largement de celle présentée par Katok dans cet article.

Démonstration. Les roles de g et gg étant symétriques dans notre encadre-
ment, il suffit de montrer que

ho = hy(@°) < Iy / [0l di°(v) = po(gr) .
SO M

D’aprés le Théoréme 5.1.6, on sait que u0 est ergodique par rapport au flot
géodésique ®°. Nous utilisons alors la caractérisation suivante de ’entropie
métrique d’un flot, que nous présentons maintenant. Pour tout 7" > 0, on
définit la distance da}i sur SOM par

dq) _ dO @0 (I)O
7 (v, w) Jnax (Piv, Prw),

ott d° désigne la distance induite sur S°M par la métrique go. Pour tout
T,e>0,et 0<d <1, onnote Ngo(T,€,9) le nombre minimal de boules de
SYM de rayon € pour la métrique d% qui recouvrent un ensemble de mesure
> 1 — § pour la mesure u°. Nous avons défini 'entropie métrique d’un flot
® par rapport & une mesure invariante par le flot au paragraphe 5.1.3. Nous
allons utiliser la caractérisation suivante de l’entropie de ®° par rapport a

W

Lemme 5.2.3. Pour tout 6 > 0, entropie métrique de ®° par rapport a p
est donnée par
log Ngo (T, €, 9)

. 1. . dogNgo(T,e,0) L
0y __ P ) & _
hu(®°) = 11H(1)11Tmlnf — 7 = llr%hqrﬂnsup —
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Démonstration. 1l s’agit de la proposition 1.6 de [Kat82], qui repose essen-
tiellement sur le théoréme 1.1 de [Kat80]. Dans la mesure ou le support de
w1 est compact, stable par ®, et o ® est ergodique par rapport a u, ces
deux résultats restent valables dans le cas présent : il suffit d’en recopier la
démonstration en considérant ®° comme un flot sur (supp(u),do). O

®

Ber = {U ER(®Y): U, T <t < (1+46T; do(v,(bgv) < e} ,

Pour tout T, e > 0, on pose

1 T
Acr={ve R@%): |7 [ o]t = i)

et

oit d° désigne la distance dans SOM issue de g".
Puisque ®° est ergodique par rapport a u°, pour tout € > 0, d’aprés le
Théoreme d’Ergodicité de Birkhoff (voir [KH95| p. 136-138) on a

lim p%(Acr) = 1. (5.3)
T—o0
Montrons que de méme, pour tout € > 0,

lim p°(Ber) = 1. (5.4)

T—o0

Soit € > 0, et soit = une partition de R(®°) en parties mesurables, de juo-
mesures strictement positives et de diamétres inférieurs a e. Comme R(®°)
est compacte, on peut supposer = finie. Soit { € =, notons x¢ sa fonction
caractéristique. On note

T (14T
Cere = UES;/O Xg(@?v)dt</0 Xe(PPv)dt ¢ .

Par ergodicité de ®°, pour presque tout v € £, on a

17
Tlg};oT/O Xe(@Pv)dt = p°(€).

Pour tout 6 > 0, il existe donc T, s > 0 tel que pour tout T" > T, 5, on ait
10 (Cee) > 1°(€) — 6. (5.5)

Or, pour tout v € Cepg, il existe t > 0, T < t < (1 +¢€)T), tel que PYv € &.
Comme le diametre de £ est inférieur a €, on a donc

Cere CBerNé.
On a donc d’aprés I'inégalité (5.5)

Jim @ (Ber 0€) = ().
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En appliquant ce procédé a tous les £ € E, on obtient bien la limite (5.4).

Nous allons approximer les orbites des éléments de A, 7 par des géodé-
siques fermées uniformément distribuées par rapport a la métrique gy. Pour
cela, nous allons avoir besoin du lemme classique suivant :

Lemme 5.2.4 (Lemme de fermeture d’Anosov). Soit g une métrique a cour-
bure strictement négative sur une variété M, d la distance qu’elle induit sur
son fibré unitaire tangent SM et ® son flot géodésique. Pour tout e > 0, il
existe ¢ > 0 et T > 0 tels que pour tout t > T, et v e SM, si

d(v, Ppv) < O,

alors il existe une géodésique fermée ~, = {®s}1_, de période t', avec |t—t'| <
€, tel que pour tout s € [0,t], on ait

d(®sv, Psw) < e.

On trouvera une démonstration de ce lemme dans le cas d’'un systéme
dynamique discret a la page 269 du livre [KH95|. Le cas des flots se déduit
du cas discret a l’aide du théoréme de récurrence de Poincaré (voir [KH95],
Chapitre 17) ; on en trouvera une démonstration compléte adaptée au cas des
variétés a courbure négative dans I’Appendice A de la thése de F. Maucourant
[Mau02].

Soit maintenant ¢ > 0. D’apres les limites (5.3) et (5.4), il existe T, > 0
tel que pour tout T > T, on ait

1
p2(Aer O By 1) > 2 (5.6)

ou 6. est associé a € par le Lemme de Fermeture d’Anosov. Soit 7' > T,
posons A = A. 1 N Bs, 1, et soit Ac 7 un ensemble maximal 3e-séparé pour
la distance d% sur A. Les boules (pour la distance d2) de rayon 3e centrées
en les points de A, recouvrent A (sinon, A7 ne serait pas maximal). On
a donc d’apres (5.6),
1

#AQT Z N@O (T, 36, 5)
Or, d’apres le Lemme de Fermeture d’Anosov, pour tout v € A 7, il existe
une géodésique fermée +y,, qui contient un élément w(v) € S°M tel que

d2(v,w(v)) < e.
Pour tous vy, v2 € Ac, v1 # v2, on a donc
d7(w(v1), w(vz)) > df(v1,v2) — d(vi, w(v1)) — d(ve, w(v2))

soit
d2(w(vy), w(ve)) > 3 —€ — e =e.
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Donc si les deux géodésiques 7, et 7y, sont confondues, les points w(v;)
et w(vy) sont & distance supérieure a e. Or, sur une méme géodésique v, il y a
)

au plus =~ points séparés par une distance €. Or, par définition de I’ensemle

A, les géodeésiques 7y, que nous avons construites ont une longueur qui vérifie

pour tout v € A. On a donc

e#Aer S €
(14+0)T +¢) = (1+6)T +¢

1
#{v;v € Aer} > Ngo(T, 3e, 5) (5.7)
Soit v € Acr et vy, la géodésique pour la métrique go, de longueur ¢/,
construite précédemment. Tl existe une unique géodésique 7, pour la meé-
trique gy dans la méme classe d’homotopie libre que 7. La longueur de )
pour la métrique gy est alors

) < () = /0 8w ()|, ds

T t'
ain) < [ 0%l ds+ [ obu)], ds

t T
< [ 8l ds+ [ (@b, - 8], ds+ T max(.}
0 0

soit finalement
() < T(1(gr) + €K),

olt K est une constante indépendante de T" et €. En effet, v € A 7, on a
d2(v,w(v)) < e, la fonction v — [v], est uniformément continue sur R(®),
et d’aprés le Corollaire A.1 de la These [Mau02], % est uniformément borné
car la courbure sectionnelle de notre variété est négative pincée. On a donc

Yo € PMT.(10(g)) + €K)),

oit PM(T.(1°(gx) + €K)) désigne 'ensemble des géodésiques fermées pour la
métrique gy de longueur inférieure & T.(u%(gy) + €K). On a donc, d’aprés la
minoration (5.7), et pour tous 7' > T

1
PNT.(u° K)> " Ngo(T, 3¢, -
# ( (H (g)\)—f—G )— T(1+6) @0( 73672)5
d’ou
log #P\(T) - 1 log Ngo (1", 3¢, 3) — log T' —log /(1 + €)

T ~ u(gr) +eK T ’
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T

avec T = 5.
1O (gx)+ek

Comme T" — oo lorsque T' — oo, un passage a la limite

donne
1

hy > ————ho,
10(gr) + eK
ce pour tout € > 0. Par passage a la limite lorsque ¢ — 0, ceci conclut la
démonstration de la Proposition 5.2.2. O

A partir de cette proposition, nous rejoignons la démonstration de la
formule de variation de l’entropie présentée dans [KKW91] :

Démonstration du Théoréme 5.2.1. On note donc S*M le fibré unitaire tan-
gent de (M, gy), ||, la norme associée a gy et p* la mesure de Bowen-
Margulis pour le flot géodésique sur S*M. D’aprés la Proposition 5.2.2, pour
tout A € [—€,¢€], on a

1
h —1) <hy—ho<h / ’ d/L’\U—1>.
’ <ISOM ”U”)\duo(v) > A 0 0( o I Ho (v)

En linéarisant |v|, au voisinage de 0, on a

Ioly = Ielo A 51| ol +o(0,0)

En reportant ce développement dans l'inégalité précédente, on obtient
0
) (<3 [ gt Wl + o)) < o) = i)
Sop US|,

s=
De plus, il existe une bijection naturelle J* : S*M — SOM, donnée pour
tout vy € S*M par

2

J - .
) = oo

La famille d’applications (J* o ®} o (J*)™1);cg définit alors un flot d’Anosov
sur SM, dont on vérifie que la mesure de Bowen-Margulis est J2p*. On a

alors .
/ Jol dy (w) = / L a2,
SAM SOM ||U ”)\

d’on par linéarisation,

h(gx) — h(g0) < h(g0) (_A/S 9

0N 0s

loll, AT (0) + 02<A>> |

De plus, d’apres le Lemme 7 de [KKW91], les mesures de Bowen-Margulis
J)u* convergent faiblement vers °. On obtient donc finalement

0 0
DA, = /SOM B

_ h(go)/ ﬂ
2 Jgopr ON

s=0

[l du’(v)
A=0

g (v, v)duo(v).
A=0
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5.2.2 Applications aux variétés hyperboliques

Revenons maintenant au cas des variétés hyperboliques réelles, et exprimons
notre résultat dans le cadre des déformations d’un groupe kleinien. Soit donc
M = H3/T une variété convexe cocompacte de volume infini, son espace de
déformation Dp () est muni naturellement d’une structure analytique : celle
issue des espaces de Teichmiiller par 'identification

o 0°M = S1][]...[] Sk est le bord a l'infini de M, et pour chaque surface S;,
7 (S;) désigne 'espace de Teichmiiller de S; (voir le Théoréme 4.2.2). De plus,
grace au théoréme d’isomorphisme de Marden, a chaque élément de Dp(T)
est associé une quasi-isométrie de M sur M, = H3/p(T"). Soit (PA)Ag]—c,e Une
famille de déformation de I, de classe C! pour la structure analytique décrite
ci-dessus. Pour appliquer les résultats du paragraphe précédents, nous aurons
besoin d’une hypothése supplémentaire :

Hypothése : régularité des quasi-isométries
Il existe une famille de difféomorphisme (Y)rg—e,e[, 0T
Yy M — M,
est une quasi-isométrie, telle que application

A= gy = YgM,

soit de classe C*.

Remarque 5.2.2. Tl est possible que cette hypothése soit vérifiée par n’importe
quelle famille de déformation (py) de classe C' dans Dp(T) : cela semble
découler de la construction des quasi-isométries proposée par A. Douady et
C. Earle dans [DES86|. Je n’ai pas localisé ce résultat sous cette forme, ni
eu le temps de le démontrer : je le laisse donc pour le moment comme une
hypothése supplémentaire.

Nous fixons donc la variété M et son fibré tangent, et nous ramenons
via les applications 1, les métriques (hyperboliques) des variétés M, en
des métriques sur M (toujours hyperboliques). Le fibré tangent de M est
uniquement défini, en revanche une métrique issue d’une représentation non
triviale induit un fibré unitaire tangent différent de celui de défini par la
métrique de départ sur M. Notons

Ox = Opy ()

la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite de p)(I'). On a vu qu’elle était
égale & entropie du flot géodésique sur M. Le Théoréme 5.2.1 se réécrit
donc dans notre cadre :
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Théoréme 5.2.5 (Variation de la dimension de Hausdorff). Avec les nota-
tions précédentes, soit (py) une famille de déformation de T vérifiant ’hy-
pothése de régularité des quasi-isométries, et (Vy) la famille de difféomor-
phismes donnée par celte hypothése. La fonction X\ — &y est différentiable en
0, et sa dérivée vaut

0 0
Sy = —0 / —
A=0 A 0 SOM oA

X
ot |dipa(v)| désigne la norme du vecteur diy(v) pour la métrique hyperbo-
lique de la variété M)y, et M%M est la mesure de Bowen-Margulis associée au
flot géodésique sur My = M (voir Paragraphe 5.1.3).

[dwa(0)] duips (v),
A=0

La différentiabilité de la dimension de Hausdorff de ’ensemble limite n’est
démontrée (4 ma connaissance) que dans le cas ou le groupe kleinien admet
une partition de Markov : la dimension de Hausdorff est alors une fonction
analytique dans Dp(I'). On pourra se référer a l’article |[Rue82| pour une
définition des partitions de Markov et la démonstration de ce résultat. Il
existe des groupes kleiniens convexe cocompacts pour lesquels on ne sait pas
s’ils admettent une partition de Markov : pour ceux-ci, notre théoréme donne
un premier résultat de différentiabilité.

Ce résultat ne permet pas, tel quel, de trouver des points critiques pour
la dimension de Hausdorfl (et encore moins de résoudre la conjecture 3) :
nous n’avons en général que trés peu d’informations sur les difféomorphismes
1. Il serait intéressant, dans des cas particuliers oti ’on arrive & décrire plus
précisément ces quasi-isométries (notamment le cas quasi-fuchsien), d’essayer
d’obtenir une formule de variation qui relie explicitement la dérivée de la
dimension de Hausdorff aux variations dans l’espace de Teichmuller D (I"),
ou & des variations d’autres quantités géométriques de M.

Nous nous intéressons maintenant aux implications de ce résultat pour le
bas du spectre. Nous notons toujours (px)aej—e,¢[ une famille C' de déforma-
tions d'une variété hyperbolique M = H3/T, vérifiant ’hypothése de régu-
larité des quasi-isométries qui nous donne une famille 1y : M — H?/py(T)
de difféomorphisme. Nous notons désormais My = (M, gy)), oul gy est la
métrique hyperbolique de H?/p, (') ramenée sur M via 1.

Corollaire 5.2.6 (Variation du bas du spectre). Avec les notations précé-
dentes, la fonction X\ — \o(M)) est différentiable en 0, et sa dérivée vaut

0 0
E3 Xo(M)y) = —200(1 — do) /SOM B3N

Démonstration. Comme d’aprés le Théoréme 4.1.12, \g(M)) = 6x(2 — ),
on a

[dwoa(0)] i (v).-
A=0

A=0

0 0
5 o )\O(M)\) - (2 - 2(50) a —o 6)\.

La formule découle alors du théoréme précédent. O
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Pour une valeur propre du Laplacien de multiplicité simple sur une variété
compacte, il existe une formule classique de variation lorsque 1’on bouge la
métrique, connue sous le nom de formule de Hadamard :

Théoréme 5.2.7. Soit (g;) une famille différentiable de métriques sur une
variété compacte M. Supposons que Ap(go) soit une valeur propre du La-
placien de multiplicité simple, associée a la fonction ¢r. Alors la fonction
t— Ap(gt) est différentiable en 0, et sa dérivée vaut

N(0) =~/ (0), 6 Hessie) — (69/(0) + 5dg'(0), dpay).

Dans cette expression, ¢'(0) : (TM)? — R est la dérivée de g; en 0,

—

¢'(0) = Trace,(g'(0))

est sa trace, et (.,.) désigne le produit scalaire entre formes différentielles
nduit par go.

On trouvera une démonstration de ce théoréme dans [Ber73]. La démons-
tration de cette formule reste valide pour le bas du spectre lorsqu’il s’agit
d’une valeur propre isolée; on a vu au chapitre précédent que c’était tou-
jours le cas pour les variétés convexes cocompactes acylindriques. Il serait
intéressant de comparer la formule de Hadamard avec la formule de notre
corollaire 5.2.6, dans la mesure ol on connait une expression de ¢g, donnée
par 4.1.13.



Chapitre 6

Quelques perspectives

Monsieur Fourier avait Uopinion que le but principal des mathématiques
était Dutilité publique et Uexplication des phénoménes naturels. Un
philosophe tel que lui aurail di savoir que le bul unique de la Science, c¢’est
Uhonneur de l'esprit humain et que, o ce titre, une question de nombres

vaut bien une question de systéme du monde.
G. Jacobi
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Comme nous l'avions mentionné en introduction, les travaux que nous
avons présentés dans ce mémoire ne prétendent pas étre complets. Les études
qui ont mené aux résultats des chapitres 2, 3 et 5 ont naturellement posé un
nombre important de questions. En guise de conclusion, nous en présentons
quelques unes, qui nous paraissent les plus pertinentes dans le cadre de cet
exposé. L’ordre ot elles sont présentées correspond & celui que nous avions
adopté pour présenter nos résultats.

6.1 Spectres des variétés G-périodiques

Les variétés G-périodiques que nous avons présentées a la Section 2.1.1 géné-
ralisent naturellement les revétements riemanniens. On peut donc essayer de
généraliser a cette situation des résultats connus sur les revétements comme
par exemple, en ce qui concerne le bas du spectre, 'article de R. Brooks
[Bro86|.

6.1.1 Pincement de géodésiques

Dans [CCdV88|, on considére une surface hyperbolique dont on pince unifor-
mément dun facteur e un nombre fini de géodésiques. Les premiéres valeurs
propres de la surface tendent alors vers 0, et sont équivalentes a eu;(G), ou
les 11;(G) sont les premiéres valeurs propres du graphe (fini) sous-jacent au
découpage de la surface le long de ces géodésiques. Les méthodes employées
pour montrer ce résultat (en particulier le lemme des petites valeurs propres,
voir [CCdV88]) ne se généralisent pas au cas du pincement d’un nombre in-
fini de géodésiques. A partir des méthodes que nous avons dévoloppées, il
est peut-étre possible, dans le cas ou1 le graphe n’est pas moyennable, d’ob-
tenir un équivalent analogue de la premiére valeur propre lorsque 'on pince
uniformément toutes les géodésiques de jonction. En effet, les estimations de
I’élément de volume en coordonnées de Fermi que nous avons utilisés dans
la démonstration du Théoréme 2.1.9 deviennent explicites dans le cas d'un
tube hyperbolique centré sur une géodésique. En utilisant des méthodes ana-
logues a celles de [Col85], on peut alors espérer trouver un tel équivalent. On
peut alors se demander, dans le cas ol le graphe n’est pas moyennable, si la
variété G-périodique admet d’autres valeurs propres isolées, et si ouli, si on
peut trouver un équivalent de cette valeur propre lorsque le pincement tend
vers 0.

6.1.2 Autres opérateurs elliptiques

Il paraitrait naturel d’étendre notre étude pour contréler le bas du spectre
d’autres opérateurs elliptiques, définis sur une cellule C et étendus & une
variété M construite & partir de C' selon un graphe G par recollement. Les
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exemples les plus naturels sont les opérateurs de Schrédinger : considérons
sur C 'opérateur
H=hA+V,

ou h est une constante et V une fonction C* sur C. En supposant que V se
recolle bien dans M, 'opérateur H sur M a une interprétation particuliére-
ment intéressante pour ses applications physiques : il décrit la fonction d’onde
d’un éléctron dans une macromolécule périodique, comme par exemple une
feuille de graphéne. Il serait intéressant alors de pouvoir caractériser le bas
du spectre de H sur M en fonction du bas du spectre sur V et de la combi-
natoire de G.

6.2 Propriétés de la premiére fonction propre

Nous avons vu que lorsque le bas du spectre d’une variété de volume infini est
atteint par une fonction propre, qui se trouve alors nécessairement positive,
I’ensemble de ses point critiques donne des informations intéressantes sur
la géométrie de la variété elle-méme. Nous présentons deux problémes a ce
sujet, le premier paraissant le plus abordable.

6.2.1 Une propriété générique : Morse-Smale

Soit M une variété riemannienne compacte, et f une fonction de Morse sur
M. On note ay, ..., ap ses points critiques.

Définition 6.2.1. On dit que f est une fonction de Morse-Smale si
pour tous i # j, la variété stable W*(«;) de «; intersecte transversalement
(voir la Définition 3.2.5) la variété instable W"(«;), et W" (o) intersecte
transversalement W* (o).

Les sous-variétés stable et instable d’un point critiques sont définies &
partir du flot de gradient de f sur M : ce sont donc des sous-variétés qui
dépendent de la métrique sur M, et pas seulement de f. Le résultat suivant
est dii & Smale :

Théoréme 6.2.1 (Théoréme de Geénericité de Smale). Soit f une fonction
de Morse sur M, l’ensemble des métriques sur M pour lesquelles f est de
Morse-Smale est résiduel dans I’ensemble de toutes les métrigques.

Voir [AR67], p113. La démonstration présentée dans ce livre ne s’adapte
bien str pas au cas des fonctions propres du Laplacie sur (M, g), qui dé-
pendent de la métrique g. La question suivante est un alors prolongement
naturel du théoréme de généricité d’Uhlenbeck :

Question 6. L’ensemble des mélriques sur une variété compacte M pour
lesquelles les fonctions propres du Laplacien sont de Morse-Smale est-il rési-
duel pour la topologie uniforme d’ordre k, avec k assez grand, dans l’ensemble
des métriques ¢
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Dans le cas d’une variété M non compacte, nous pouvons encore formuler
une question analogue, qui prolonge naturellement notre Théoréme 3.2.10 :

Question 7. Soit (M, go) une variété non compacte dont le rayon d’injec-
tivité, le bas du spectre et le trou spectral sont strictement positifs, et dont
les k — 2 premaéres dérivées de la courbure de Ricci sont uniformément bor-
nées pour k assez grand. Soit U un voisinage de go pour la topologie C*-forte
sur lequel cette propriété reste vrate. L’ensemble des métriques g pour les-
quelles la premiére fonction propre ¢o associée au bas du spectre \o(g) est de
Morse-Smale est-il résiduel dans U pour la topologie C*-forte ¢

Il semble possible et intéressant de s’inspirer des idées de la démonstration
de Smale du Théoréme de Généricité précédent et de celles d’Uhlenbeck que
nous avons détaillées & la Section 3.2 pour essayer de montrer ce résultat.

6.2.2 Propriété générale : Morse-Bott-Smale

Soit maintenant (M, g) une variété munie d’une métrique C*° de volume
infini, dont le trou spectral est strictement positif. La fonction propre ¢g as-
sociée au bas du spectre de A, joue le role des fonctions constantes en volume
fini. On peut espérer que la fonction ¢g ait des propriétés analytiques trés
particuliéres. Le principe du Maximum nous dit, par exemple, qu’elle n’ad-
met aucun minimum local. Les résultats de Yau que nous avons déja utilisés
(voir [Yau75]) montrent entre autres qu’elle décroit exponentiellement vite
a 'infini dans les bouts dont le rayon d’injectivité est uniformément minoré.
Nous allons de nouveau nous intéresser & ses points critiques.

Rappelons (voir Définition 1.2.3) que le gradient d’une fonction f: M —
R est simplement stratifié s’il existe une stratification 1.2.4) de M en
strates simplement connexes stable par le flot de gradient. Nous avons vu
comme exemple d’une telle fonction les fonctions de Morse-Bott, c’est a
dire les fonctions dont ’ensemble des points critiques est une union disjointe
finie de sous-variétés lisses a1 U...Uayg, et tel que en tout point critique x € ay,
le hessien de f en z est non-dégénéré dans les directions transverses a «;.
Pour une sous-variété critique oy telle que le hessien de f est non-dégénéré
dans les directions transverses & «a;, on définit de la méme fagon que pour
un point critique les variétés stables et instables associées & «;. La définition
suivante généralise naturellement la Définition 6.2.1 :

Définition 6.2.2. Une fonction f : M — R de Morse-Bott est dite de
Morse-Bott-Smale si pour tous i # j, la sous-variété stable W*(«;) de la
sous-variété critique oy intersecte transversalement la sous-variété instable
Wh(a;), et W*(oy) intersecte transversalement W*(coy).

On peut se poser la question suivante :
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Question 8. Pour toute métrique de volume infini dont le trou spectral est
strictement positif, le gradient de la premiére fonction propre est-il simple-
ment stratifié ? La premiére fonction propre est-elle de Morse-Bott ? Si oui,
est-elle de Morse-Bott-Smale ?

Nous avons vu au paragraphe 2.4.1 qu'une réponse affirmative a la pre-
miére question impliquerait (entre autres) la validité du Théoréme 2.1.9 pour
toute métrique & courbure de Ricci et rayon d’injectivité minorés, ainsi que
pour les revétements qui préservent les cusps. De nombreux travaux existent
qui étudient, sur les variétés compactes, les ensembles critiques nodauzr des
fonctions propres non constantes, c’est-a-dire 'ensemble des points critiques
ol ces fonctions s’annulent. On peut citer en particulier les nombreux articles
de H. Donnelly et C. Fefferman (voir par exemple [DF88|), et l'article de S.Y.
Cheng [Che76]. De méme que dans la démonstration du principe du prolon-
gement unique d’Aronszajn dont nous avons déja parlé (voir [Aro57]), ces
études sont basées sur des estimés locaux appelées inégalités de Carleman.
Celles-ci ne s’appliquent pas en dehors des points d’annulation des fonctions
propres, ce qui nous impose donc de chercher de nouvelles méthodes, ou des
estimés analogues qui s’appliqueraient & notre situation.

Remarquons qu’a partir d’une fonction de Morse-Bott sur une variété,
Particle de D. Austin et F. Braams |[AB95| décrit comment reconstruire la
cohomologie de la variété, en donnant des interprétations intéressantes des
opérations cohomologiques exprimées & partir des sous-variétés critiques de
la fonction. En cas de réponse affirmative & la question 8, on peut donc
espérer relier les sous-variétés critiques de la premiére fonction propre aux
nombres de Betti de la variété considérée.

6.3 Spectre et géométrie hyperbolique

L’étude de la question 3 m’a naturellement dirigé vers plusieurs problémes.
Certains sont directement reliés & la résolution de cette question, d’autres
sont reliés, plus généralement, au comportement de I'exposant critique (ou
du bas du spectre) dans les familles de déformations de variétés géométri-
quement finies.

6.3.1 Déformations et applications quasi-conformes

On a vu au chapitre précédent que pour appliquer notre formule de variation
de Pentropie & toutes les déformations de variétés hyperboliques géométri-
quement finies, il nous reste & démontrer que 'on peut toujours les réaliser
par une famille différentiable de quasi-isométrie. Comme nous l’avons noté,
cela semble découler de la construction de Douady et Earle présentée dans
|[DE86|, nous le vérifierons trés prochainement. Une étude plus précise des
applications de Douady et Earle semble aussi nécessaire pour comparer la
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formule que nous avons obtenue avec d’autres formules de variation du bas
du spectre : nous reparlerons de cette question un peu plus loin. Il est possible
que d’autres informations intéressantes sur les déformations des variétés de
dimension 3 découlent d’une étude plus précise de la construction de Douady
et Earle: cela n’a pas été fait & ma connaissance.

6.3.2 Conjecture de Canary

La question 3 reste bien siir ouverte. Deux directions logiques se présentent :
chercher un schéma général de démonstration, et chercher des familles ex-
plicites d’exemples non quasi-fuchsiens sur lesquels on puisse essayer de la
démontrer. Dans un travail commun avec P. Storm (Pennsylvania Univer-
sity), nous avons construit une famille & un parameétre de variétés convexes
cocompactes difféeomorphes entre elles, I'une ayant un coeur convexe a bord
totalement géodésique. Il s’agit de l'orbifold dont le groupe fondamental T’
est généré par les reflexions sur les bords d’un dodécaédre hyperbolique privé
de deux faces.

La figure ci-dessus présente un dodécaédre euclidien privé d’une face.
Nous réalisons notre dodécaédre dans I’espace hyperbolige H? en considérant
le groupe engendré par les inversions en les demisphéres qui coupent le bord
a Iinfini en 10 cercles, orthogonaux deux & deux. On se raméne au cas d’une
famille de variétés (sans changer ’ensemble limite) en prenant un revétement
d’ordre 2 de Vorbifold quotient. Pour un tel groupe I', on dispose d’une
partition de Markov naturelle, délimitée par les cercles sur le bord a
I’infini qui sont points fixes des refléxions qui engendrent T'.

Cela nous permet d’appliquer un algorithme dia a C. Mc Mullen dé-
crit dans [McM98| pour calculer une valeur approchée de la dimension de
Hausdorff des ensembles limites de ces variétés. Le lecteur pourra se référer
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FicUrRE 6.1 — Dodécaédre hyperbolique : on a projeté la sphére a l'infini
sur le plan par projection stéréographique. Le groupe que l'on considére est
engendré par les inversions en les cercles déssinés ci-dessus. Les couleurs
correspondent a la partition de Markov.

a l'article de Mc Mullen pour une définition des partitions de Markov et
une description de cet algorithme. Les calculs numériques confirment empi-
riqguement, pour cette famille de déformation, la conjecture de Canary : le
minimum de la dimension de Hausdorff est atteint dans le cas ot le bord du
coeur converxe est totalement géodésique et vaut alors environ 1,753. Je ne
connais pas d’autre exemple non quasi-fuchsien ot ce résultat ait été numé-
riquement testé. Il serait intéressant de chercher une démonstration de cette
conjecture adaptée a cette famille de variétés; les idées de [KS08] suggérent
quelques directions pour cela.

On a vu qu'un des problémes majeurs dans 1’étude de cette conjecture
est le manque de contrdle sur les quasi-isométries qui relient deux variétés
de la méme famille de déformation. On peut éviter d’avoir & étudier ces
isométries en faisant le double du coeur convexe le long de son bord (qu’il
soit plissé ou non). On obtient alors un amalgame convexe riemannien au
sens de [Sto07a], c’est-a-dire un espace d’Alexandrov qui admet une structure
de variété riemannienne en dehors d’une hypersurface singuliére qui le coupe
en deux parties convexes. Cet amalgame est quasi-isométrique & la variété
hyperbolique obtenue en faisant le double du coeur convexe lorsque son bord
est totalement géodésique. On montre alors a partir de travaux de Bourdon
et Pansu que 'exposant critique de ces amalgames convexes est supérieur a
2, égal a 2 lorsque le bord est totalement géodésique. J’essaye en ce moment
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de relier I'exposant critique de ce double de la variété a celui de la variété de
départ, en utilisant la Théorie de Bass-Serre des produits amalgamés.

6.3.3 Formalisme thermodynamique et dimension de Haus-
dorff

Dans l'article [Rue82|, D. Ruelle montre que la dimension de Hausdorff de
I’ensemble limite d’'un groupe kleinien I' est une fonction analytique sur son
espace de déformation deés qu’il existe une partition de Markov adaptée. Les
méthodes employées pour cela sont connues sous le nom de formalisme
thermodynamique, et ont servi a la démonstration originale par Bowen
du Théoréme 4.2.4. Les travaux de J. Anderson et A. Rocha (voir [AR97])
montrent 'existence d’une partition de Markov pour certains groupes klei-
niens, par exemple ceux qui sont obtenus comme des combinaisons de Maskit
de groupe quasi-fuchsiens, ce qui permet d’obtenir la différentiabilité de la
dimension de Hausdorff de I’ensemble limite pour ces groupes. Cependant,
comme d’ailleurs dans I’article pionnier [BS79], leur démonstration ne permet
pas d’obtenir une construction explicite de la partition de Markov adaptée
& chacun de ces groupes kleiniens. Ils montrent simplement qu’il existe une
telle partition pour 'un des groupes dans leur espace de déformation, puis
celle-ci est transportée par une application quasi-conforme pour donner une
partition adaptée au groupe considéré. De plus, il existe des groupes kleiniens
pour lesquels la construction d’Anderson et Rocha ne s’applique pas.

J. Los a proposé une nouvelle facon d’associer explicitement, & chaque
groupe fuchsien, une partition de Markov (voir [Los09]) du cercle. Il semble
possible d’étendre sa construction au cas des groupes kleiniens de type fini :
nous avons l'intention d’y travailler cet automne. L’existence générale d’une
telle partition permettrait d’étendre le résultat de Ruelle & tout groupe klei-
nien : la dimension de Hausdorff serait alors une fonction analytique sur
I’espace de déformation de n’importe quel groupe kleinien. Cela permettrait
aussi de généraliser aux groupes kleiniens les travaux de M. Bridgeman et
E. Taylor présentés dans [BT08]. Pour un groupe fuchsien I', Bridgeman
construit & 'aide du formalisme thermodynamique une forme quadratique
sur Pespace tangent & Dp(I'), non dégénérée en dehors du lieu fuchsien, et
égale a la métrique de Weil-Peterson sur le lieu fuchsien. L’article [McMOS|
montre que sur le lieu fuchsien, dans une direction transverse au lieu fuchsien,
cette forme quadratique n’est autre que la dérivée seconde de la dimension
de Hausdorff de I’ensemble limite. Une telle forme quadratique pourrait étre
construite sur l'espace tangent & Dp(I') pour tout groupe kleinien I' ad-
mettant une partition de Markov. On peut alors se demander quelle est sa
signification géométrique.
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6.3.4 Points critiques de I’entropie et du bas du spectre

On peut essayer d’appliquer notre formule de variation pour 'entropie des
variétés de courbure negative pincée convexes cocompactes a la recherche de
points critiques de I’entropie. La question la plus naturelle est la suivante : les
variétés localement symeétriques de courbure strictement négative convexes
cocompactes sont-elles des points critiques globaux de 'entropie 7 Sont-elles
des points critiques de ’entropie dans leur classe conforme? Dans le cas
compact, la réponse & ces deux questions est positive, du fait de 1’égalité
entre la mesure de Bowen-Margulis et la mesure de Liouville pour les espaces
symeétriques (voir en particulier larticle [Ham90| d’U. Hamenstéddt). Pour
des variétés convexes-cocompactes de volume infini, ce n’est plus le cas :
le support de la mesure de Bowen-Margulis (I’ensemble récurrent) est de
mesure de Liouville nulle. Toutefois, pour les espaces symétriques, la mesure
de Bowen-Margulis est égale & la mesure harmonique associée (voir [Yue96],
Section 6), ce qui donne une premiére piste tentante, au moins pour essayer
de trouver un extremum lorsque la structure conforme & l'infini est fixée.

Nous avons obtenu au Corollaire 5.2.6 une formule de variation du bas du
spectre pour une famille de déformation d’une variété hyperbolique convexe
cocompacte. On a vu que la formule de Hadamard donne également une
telle formule (lorsque le bas du spectre est une valeur propre isolée, ce qui
est le cas pour une variété géométriquement finie non fuchsienne), qui utilise
I'expression de la fonction propre associée. Puisque cette expression nous est
donnée par la proposition 4.1.13, il serait intéressant de comparer ces deux
formules. On peut espérer s’en servir pour caractériser les points critiques
du bas du spectre, en s’inspirant des idées développées dans [ESI08| pour les
variétés compactes.

Il est aussi naturel de chercher un extremum pour le bas du spectre dans
un autre cadre : soit (M, g) une variété géométriquement finie hyperbolique
de volume infini, et notons [g] sa classe conforme.

Question 9. A-t-on
max Ao(g') = Ao(9)?
g'€lg]

Ce résultat est connu pour les variétés compactes, donnée par exemple
par le Théoréme 3.8 de l'article [BCG91|. Mais celui-ci utilise fortement le fait
que pour des variétés (M, g) locallement symétriques & courbure négative,
on a

ou

h (M) = Tim log Vol(Bj(z,r))

r—00 r
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est ’entropie volumique (voir Section 5.1.4). A partir de I'égalité
Ao = bo(hv — do),

peut-on généraliser leur démonstration de facon & répondre & la question
précédente 7

Un grand merci au lecteur pour avoir lu ce mémoire jusqu’au bout. J’espére
qu’il Vaura intéressé, et que peut-étre il lui aura donné quelques idées ou
envies de recherches. N'hésitez pas a me signaler toute erreur ou question en
m’envoyant un mail & samuel.tapie @polytechnique.org.
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Résumé

Cette thése étudie les variétés non compactes dont le bas du spectre du Laplacien
est une valeur propre isolée, parmi lesquelles on trouve les variétés hyperboliques
de dimension 3 géométriquement finies et acylindriques. L’objectif général est de
relier la géométrie de ces variétés a certaines propriétés spectrales.

Au Chapitre 2, nous étudions les variétés G-périodiques, qui généralisent les
variétés périodiques et les revétements : une variété est G-périodique si elle est
la réunion de variétés & bord identiques, recollées en suivant un graphe & valence
constante GG. Nous relions alors le bas du spectre d’une telle variété avec celui de
sa cellule élémentaire et la combinatoire du graphe G sous-jacent. En particulier,
nous montrons que les deux bas du spectres sont égaux si et seulement si le graphe
est moyennable.

Au Chapitre 3, nous donnons une caractérisation du bas du spectre d’une variété
a bord par ses fonctions A-harmoniques positives, en reprenant des idées de D.
Sullivan basée sur utilisation du mouvement brownien. Puis nous montrons que
pour une métrique générique, lorsque le bas du spectre est une valeur propre isolée la
premiére fonction propre est de Morse. Ce résultat est une extension de travaux de
K. Uhlenbeck aux variétés non compactes. Enfin, nous utilisons les deux théorémes
précédents pour montrer que pour tout revétement au dessus d’une variété dont le
bas du spectre est une valeur propre isolée, on peut génériquement construire un
domaine fondamental pour ’action du groupe de revétement sur lequel le relevé de
la premiére fonction propre vérifie les conditions de Neumann. Ceci nous permet
d’appliquer les résultats du Chapitre 2 aux revétements génériques, et de généraliser
d’anciens travaux de R. Brooks.

Au Chapitre 4, nous présentons une conjecture due & R. Canary, qui prévoit
que lorsque 'on déforme une variété hyperbolique de dimension 3 géométrique-
ment finie et acylindrique, le bas du spectre est maximal lorsque le bord du coeur
convexe est lisse. Cette conjecture reste ouverte en dehors du cas quasi-fuchsien ou
elle est connue depuis les années 1980. Nous présentons au Chapitre 5 une étude de
I’entropie des variétés & courbure négative pincée convexe cocompacte, qui généra-
lise au cas non compact des travaux de A. Katok, G. Knieper et H. Weiss, et qui
nous permet d’obtenir une formule de variation du bas du spectre dans le cas des
déformations des variétés hyperboliques convexe cocompactes.
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