
HAL Id: tel-00424232
https://theses.hal.science/tel-00424232

Submitted on 14 Oct 2009

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Algorithmes et complexité des problèmes d’énumération
pour l’évaluation de requêtes logiques

Guillaume Bagan

To cite this version:
Guillaume Bagan. Algorithmes et complexité des problèmes d’énumération pour l’évaluation de re-
quêtes logiques. Autre [cs.OH]. Université de Caen, 2009. Français. �NNT : �. �tel-00424232�

https://theses.hal.science/tel-00424232
https://hal.archives-ouvertes.fr
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✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✺✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✸ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ✶✺✶

✺✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✸✳✷ ❈❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✺✳✹ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✺✳✹✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✺✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✶✺✾

✺✳✺ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✺✳✶ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✺✳✷ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ▼❙❖ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s q✉❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✼✶

✻✳✶ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✻✳✷ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✻✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♦✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✼✾

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✽✶

✐✈



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✷✳✶ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ϕ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✷ ❆r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x ❡t s♦♥ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T − {y} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✷✳✸ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❛✈❡❝ S = {c, d, f, g} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✸✳✶ ❯♥ ❛r❜r❡ T ❡t s♦♥ ❛r❜r❡ ❝✉rr✐✜é T ′ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✷ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✹✳✶ ❆ ❞✐❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✸ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✈



❚❛❜❧❡ ❞❡s ✜❣✉r❡s

✈✐



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✈✐✐



▲✐st❡ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

✈✐✐✐



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡tt❡ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧✬✉♥❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡

t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♥❛✲

t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ✿ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ r❡q✉êt❡s ❞❛♥s ❧❡s

❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t❝✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s

❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ♦✉ t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♣❛r❢❛✐ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s

✐♥tér❡ss♦♥s✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐✱

♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❛✉ ❞é❧❛✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❯♥♦ ❬❯♥♦✵✶❪

❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ é♥✉♠èr❡ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t t♦✉s ❧❡s ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é

❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❙❤✐♦✉r❛ ❡t ❛❧✳ ❬❙❚❯✾✼❪

♣r♦✉✈❡♥t q✉✬♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♣❛r❢❛✐ts ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❝❡❝✐ s✐ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❡st ❞♦♥♥é ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳

◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦rt❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝❡♥tr❛❧❡✱ s✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞é✜♥✐❡

❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥

❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❬❈▼✾✸✱ ❋❋●✵✷✱ ❋r✐✵✹✱ ❨❛♥✽✶❪ ♠❛✐s ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣❡✉ ❞❡

rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❧❡✉r é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❡r♥❡r ❧❛

♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s✱ ❝❡❝✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✭✏❞❛t❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✑✮✳ P❛r❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✏❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✑ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥é❡✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭✏♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✑✮✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭FO✮ ♦✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞

♦r❞r❡ ♠♦♥❛❞✐q✉❡ ✭MSO✮ ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥♦tés♠❝(FO) ❡t ♠❝(MSO)✱

❡st P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡t ✭✏❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✑✮ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❬❱❛r✽✷❪✳

P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ét✉❞✐é ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ❞✉

♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ét❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭q✉✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ êtr❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❜✐❡♥ ♣❧✉s

♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✮✳ ▼ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✱ ❉♦✇♥❡② ❡t ❛❧✳ ❬❉❋❚✾✻❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré

q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(FO) ❡st s✐t✉é❡ très ❤❛✉t ❞❛♥s ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡✳ ❆✉✲❞❡❧à✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❝(MSO) ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱

✶



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ é♥♦♥❝é ✜①é✱ ❝❛r ✉♥ é♥♦♥❝é MSO ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ NP✲❝♦♠♣❧❡t✱ ❧❛ ✸✲

❝♦❧♦r❛❜✐❧✐té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ P❧✉s ❡♥❝♦r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ΣkP ✱ ♦♥

♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ é♥♦♥❝é MSO q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ΣkP ✲❝♦♠♣❧❡t✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✉ ✏♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✑ tr❛✐t❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦rt❡s

❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✿

✕ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❀

✕ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s✳

▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s FO très s✐♠♣❧❡s ✭❢♦r♠✉❧❡s FO ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉❡

❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∃ ❡t ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ∧✮ q✉✐ s♦♥t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡♥ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❞❛♥s

❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❖♥ s❛✐t ❞❡♣✉✐s ✶✾✼✼ ❬❈▼✼✼❪ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲

❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s r❡st❡ NP✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs

❡♥ ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ❡♥ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♦♥t ét✉❞✐é ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s

❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ✿ ■❧s ♦♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s

❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❨❛♥✽✶❪✮ ❀

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✭✏tr❡❡✇✐❞t❤✑✮ ❜♦r♥é❡ ✭❈❤❡❦✉r✐ ❡t ❘❛❥❛r❛✲

♠❛♥ ❬❈❘✵✵❪✮ ❀

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❤②♣❡r❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✭✏❤②♣❡rtr❡❡✇✐❞t❤✑✮ ❜♦r♥é❡ ✭●♦tt❧♦❜

❡t ❛❧✳ ❬●▲❙✵✷❪✮ ❀

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡ ✏❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤②♣❡rtr❡❡✇✐❞t❤✑ ❜♦r♥é❡ ✭●♦tt❧♦❜ ❡t ❛❧✳ ❬●▼❙✵✼❪✮✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

❡st FPT ✭❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮✳ ❈❡ s♦♥t ✿

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❤②♣❡r❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ✭✏❤②♣❡rtr❡❡✇✐❞t❤✑✮ ❜♦r✲

♥é❡ ✭●♦tt❧♦❜ ❡t ❛❧✳ ❬●▲❙✵✷❪✮ ❀

✕ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❤②♣❡r❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✏❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❤②♣❡rtr❡❡✲

✇✐❞t❤✑✮ ❜♦r♥é❡ ✭●r♦❤❡ ❡t ▼❛r① ❬●▼✵✻❪✮✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ s✐ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✉t♦r✐sé❡s✱ ♦♥ r❡str❡✐♥t ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s

str✉❝t✉r❡s✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t é♥♦♥❝é FO ♦✉ MSO✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡✈✐❡♥t FPT

❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿

P♦✉r MSO ✿

✕ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ✭❚❤❛t❝❤❡r ❡t ❲r✐❣❤t ❬❚❲✻✽❪✮ ❀

✕ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ✭♦✉ ❧❡s str✉❝t✉r❡s✮ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ✭❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✾✵❜✱

❈♦✉✾✷❪✮ ❀

✕ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ✭❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❈♦✉r❝❡❧❧❡✱ ▼❛✲

❦♦✇s❦② ❡t ❘♦t✐❝s ❬❈▼❘✵✵❪ ❡t ❞✬❖✉♠ ❬❖✉♠✵✺✱ ❍❖✵✼❪✮✳

P♦✉r FO ✿

✕ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ✭❙❡❡s❡ ❬❙❡❡✾✻❪✮ ❀

✷



✕ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ✏❢❛✐❜❧❡ ❞❡❣ré✑ ✭✏❧♦✇ ❞❡❣r❡❡✑✮ ✭●r♦❤❡ ❬●r♦✵✶❪✮ ❀

✕ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ✭❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪✮ ❀

✕ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥❡✉r ❡①❝❧✉ ✭❋❧✉♠ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❛❪✮ ❀

✕ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠✐♥❡✉r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❡①❝❧✉ ✭❉❛✇❛r✱ ●r♦❤❡ ❡t ❑r❡✉t③❡r ❬❉●❑✵✼❪✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛✲

t✐♦♥✳ ❏✉sq✉✬à ✉♥❡ ❞❛t❡ ré❝❡♥t❡✱ t♦✉s ♥❡ ♣♦rt❛✐❡♥t q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡

❞♦♠❛✐♥❡✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬P❨✾✾❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❡♠❜♦îté❡s ❉❡❧❛②P ⊆ ■♥❝P ⊆ ❚♦t❛❧P✳

✕ ❉❡❧❛②P ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é♥✉♠ér❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ✭❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s✮ ♣♦❧②✲

♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❀

✕ ■♥❝P ✭♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✮ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é♥✉♠ér❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ♣♦✲

❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t é♥✉♠éré❡s ❀

✕ ❚♦t❛❧P ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛

t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ✰ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ✜♥❡s✱ ✈♦✐r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡s✱ ♣♦✉r ❧❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❞✐t ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin

s✐ ♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ I✱ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥

♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ I✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ♦♥ é❧❛❜♦r❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛❣✐ss❛♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s

s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿

✕ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ✭♣ré❝❛❧❝✉❧✮ ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ I

s❡✉❧❡♠❡♥t ❀

✕ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞♦♥t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

s♦❧✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡

❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ I✳

P♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ét✉❞✐❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡♥❝♦r❡ q✉❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡

❞é❝♦♠♣♦s❡r❛ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿

✕ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❀ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉

r❛♥❣ j ❀

✕ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞✐t❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✮ ♦ù ❧✬♦♥ ❧✐t j ❡t ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ j✲è♠❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❀ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ t❡♠♣s ♣❡t✐t✳

❯♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡①é✲

❝✉t❛♥t ❧❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧✱ ♣✉✐s ❡♥ ✐tér❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡ ❧❛

s❡❝♦♥❞❡✱ ❡t❝✱ ❞♦♥❝ à ♣❡t✐t ❞é❧❛✐✳

✸



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr✐♥❝✐♣❛✉① s✉❥❡ts ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡

◆♦s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✜①❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦r♠❡❧ ♦ù ♥♦✉s ✐♥s❝r✐✈♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳

◆♦✉s ✜①♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ très ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♥♦tr❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s✱ s❡s ♠❡s✉r❡s

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❆ ❝ôté ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐✲

s♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❀ ❝❡s ❝❧❛ss❡s q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡✛♦r❝és

❞❡ r❡♥❞r❡ ❛✉ss✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡t ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡r♦♥t✱ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ✉♥

❝❛❞r❡ ♣ré❝✐s ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❖♥

② r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❡t ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡s ❤②✲

♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❡t❝✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡

♣r♦❜❧è♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ♣♦rt❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡✉r

é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés

♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

✭FO ♦✉ MSO✮✱ ❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❡t✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧✬ét✉❞❡

❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s ✐❝✐ ❢♦r♠✉❧❡s ❆❈◗✮✳ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❨❛♥✽✶❪ ❛ ♠♦♥tré

q✉✬♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ϕ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M

❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ O(|ϕ| · |M| · |ϕ(M)|)✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬P❨✾✾❪ ♦♥t

é❧❛r❣✐ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❝✬❡st✲à✲

❞✐r❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♦ù ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés 6= ✭❢♦r♠✉❧❡s ❆❈◗ 6=✮✳

■❧s ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗ 6= ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧

f(|ϕ|)·|M|·|ϕ(M)|·log2(|M|)✱ ♦ù f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥

ét❛❜❧✐ss❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ f ′(|ϕ|)·|M| ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ f ′✮ ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ f ′(|ϕ|)·|M|·|ϕ(M)|✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❝❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s

❡♥s✉✐t❡ à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s r❡q✉êt❡s ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é♥✉♠éré❡s✱ à ❞é❧❛✐

❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡✮✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s

♣♦✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✿ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

▼✐❡✉①✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s✱ s♦✉s

✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é♥✉♠éré❡s✱

à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣rès ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❡tt❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡

✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❈❤❡❦✉r✐ ❡t ❘❛❥❛r❛♠❛♥ ❬❈❘✵✵❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉✬✉♥❡

r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ϕ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ k ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M ❡♥ t❡♠♣s

O(|ϕ| · |❉♦♠(M)|k+1 · |ϕ(M)|)✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ϕ ✜①é❡ ✭❛✈❡❝ ♦✉

s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M✱ à ❞é❧❛✐

❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s O(|❉♦♠(M)|k+1)✳

✹



▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❞é❞✐é à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s MSO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s

❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❘♦❜❡rts♦♥

❡t ❙❡②♠♦✉r ❬❘❙✽✹❪✳ ❯♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✐♥térêts ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①

♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ s♦♥t NP✲❝♦♠♣❧❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ✈♦✐r❡ ❧✐♥é❛✐r❡s✱

❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭♦✉ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✮ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

❜♦r♥é❡✳ ■❧ s✬❛✈èr❡ ❡♥ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▲❙✽✽✱ ▼ö✾✵✱ ❚✉③✾✷❪✮ ♦♥t ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛

❧♦❣✐q✉❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬ét✉❞❡s ♦♥t été ❝♦♥❞✉✐t❡s s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s MSO ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s

❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❚❤❛t❝❤❡r ❡t ❲r✐❣❤t ❬❚❲✻✽❪ ♦♥t

ét❛❜❧✐ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ✉♥ é♥♦♥❝é MSO ✜①é ❡st s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡

❞♦♥♥é✳ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✾✵❜✱ ❈♦✉✾✷❪ ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ P❧✉s t❛r❞✱ ❆r♥❜♦r❣✱ ▲❛r❣❛r❣r❡♥ ❡t ❙❡❡s❡ ❬❆▲❙✾✶❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❡t ▼♦s❜❛❤ ❬❈▼✾✸❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ❋❧✉♠✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋❋●✵✷❪ ♦♥t ♣ré❝✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t

❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té à ✉♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❚♦✉s ❝❡s

rés✉❧t❛ts s❡ r❛♠è♥❡♥t ❛✉① ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡s ✭❞ét❡r♠✐♥✐st❡s

❜♦tt♦♠✲✉♣✮✳ ❆✈❡❝ ❝❡s ♠ê♠❡s ♦✉t✐❧s✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ MSO s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡

❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡M ❡t ✉♥ ❞é❧❛✐ ✭❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✮ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡

s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❛♥s ✉♥

❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡✮ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s O(|S|× log |M|)

♦ù S ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡ ❡tM ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ♣❛r ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✵✻❪✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ s❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❞❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ❥✲è♠❡ é❧é♠❡♥t ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡ ♠❛✐s ❡♥

t❡♠♣s O(|M| × log(|M|)✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❝♦♥s❛❝ré à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❙❡❡s❡ ❬❙❡❡✾✻❪ q✉✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

❞é❝✐❞❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ✉♥ é♥♦♥❝é FO ϕ ✜①é ❡st s❛t✐s❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉

♣❧✉s d ✭d ✜①é✮✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❉✉r❛♥❞ ❡t ●r❛♥❞❥❡❛♥ ❬❉●✵✼❪ ♦♥t ❛♠é❧✐♦ré ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t

q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO ✜①é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r✱ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s

s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ✐❝✐ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡♥

❞é♠♦♥tr❛♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r✱ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡

t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳

❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✏ét❡♥❞✑

✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡

❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✮✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s rés♦❧✈♦♥s ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ s♦✐t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♥✐ ❞❡

❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s

❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s s❛t✐s❢♦♥t ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❊♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❝❡ rés✉❧t❛t

❡t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t rés✉❧t❛ts ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s q✉❡ t♦✉t❡

r❡q✉êt❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✜①é❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡

❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t s❡

❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥✐ ❛✉① r❡q✉êt❡s MSO✱ ♥✐ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

P♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s

❬❇❉●✵✼❪ ❡t ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ét❡♥❞✉ à s♦✉♠❡ttr❡ ♦ù ✐❧s s♦♥t ❡①♣♦sés ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳

◆♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ❬❇❛❣✵✻❪ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ✿

❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡t ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✐❝✐ ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t

♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st✱ à q✉❡❧q✉❡s ❞ét❛✐❧s ♣rès✱ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ r❡✈✉❡ ❬❇❉●❖✵✽❪✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ s❡r❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡♠❡♥t s♦✉♠✐s ♣♦✉r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✳
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❙♦♠♠❛✐r❡

✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✷ ●r❛♣❤❡s✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✶✳✷✳✷ ❆r❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✷✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✷✳✹ ❍②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✸ ▲♦❣✐q✉❡ ✿ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹✳✶ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ❡t s❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ✿ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❡s♣❛❝❡ ❡t t❡♠♣s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✺ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❧❛ss✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étrés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t s❝❤é♠❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✶✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧♦ ✳ ✳ ✷✸

✶✳✼ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t

j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻

✶✳✼✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✶✳✽ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✽✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✶✳✽✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✽✳✸ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✶✳✽✳✹ ❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
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✶✳✽✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✶✳✾ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✳✾✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ét✉❞✐és ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✶✳✾✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✶✳✾✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

▲❡ ♣rés❡♥t ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❣é♥ér❛✉①✱ ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❡t

q✉✐ s♦♥t ♥♦✉✈❡❛✉① ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ✉♥s✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s s❡r♦♥t

✉t✐❧✐sés ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ❞❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ✭P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡r❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡

❞❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳✮ ❆✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡t ❧❡✉rs ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s

r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ❡t ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡❧q✉❡s

rés✉❧t❛ts q✉✐ ❧❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s s✉rt♦✉t q✉❛♥❞ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✿

t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐ts ✧❞②♥❛♠✐q✉❡s✧ dyn(f, g) ❡t s✉rt♦✉t ❧❡s

❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ enum(f, g)✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❜❛s❡ q✉✐ ❧❡✉r s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s

♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳

✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞✳ ❖♥ ♣ré❝✐s❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s

q✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❝❛r❞✐♥❛❧✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s✱ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ ❙♦✐t E ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❖♥

♥♦t❡ ❝❛r❞(E) ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ E✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r P(E) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ E ❡t ♣❛r Pk(E)

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ E ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té k✳ P❛r♠✐ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ♦♥

✉t✐❧✐s❡r❛ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✱ ♥♦té A × B✱ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B ❡t

❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ♥♦té❡ A ⊎B✱ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts A ❡t B✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷ ✭♥♦t❛t✐♦♥s O ❡t Ok✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : N → N ❡t g : N → N✳ ❖♥ é❝r✐t

f(n) = O(g(n)) ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ❛

f(n) ≤ c · g(n)✳

❙♦✐❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f : N2 → N ❡t g : N → N✳ ❖♥ é❝r✐t f(k, n) = Ok(g(n)) ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r

q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h : N→ N t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t k, n ∈ N✱ ♦♥ ❛ f(k, n) ≤ h(k) ·g(n)✳ ❈❡tt❡

♥♦t✐♦♥ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s k1, . . . , kp ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✉ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ❦✳

log x ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠❡ ❞❡ x ❡♥ ❜❛s❡ ✷✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡♥t✐❡rs [m,n] = {i ∈

N : m ≤ i ≤ n} ❡t [m] = [1,m]✳

✽



✶✳✷✳ ●r❛♣❤❡s✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✶✳✷ ●r❛♣❤❡s✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

✶✳✷✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✱ s♦✉✈❡♥t ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✐❝✐ ❛✉① ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ✭✈♦✐r

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❡r✼✸❪ ♦✉ ❬❉✐❡✵✺❪✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸ ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ s♦♠♠❡ts✱ ❛rêt❡s✮ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (V,E) t❡❧

q✉❡ V ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡ V ✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ V

❡st ❛♣♣❡❧é s♦♠♠❡t ❞❡ H ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E ❡st ❛♣♣❡❧é ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t

V = V (H) ❡t E = E(H)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶ ❉❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E)✱ ♦♥ ❛
⋃

e∈E e = V ✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t t♦✉t s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹ ✭❣r❛♣❤❡✱ ❛rêt❡s✮ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s s♦♥t ❞❡

❝❛r❞✐♥❛❧✐té ✷✳ ▲❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❛rêt❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺ ✭✈♦✐s✐♥✱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢❡r♠é✱ ❥✉♠❡❛✉①✮ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡✳ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts x ❡t y ❞❡ V s♦♥t ❞✐ts ✈♦✐s✐♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E

q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x ❡t y✳ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ♥♦té NH(x) ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t N(x)✮✱ ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts y ∈ V ✱ ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ x ❡t ✈♦✐s✐♥s ❞❡ x✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ NH [x] = NH(x) ∪ {x}

❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢❡r♠é ❞❡ x✳ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y s♦♥t ❞✐ts ❥✉♠❡❛✉① s✐ ♦♥ ❛ NH(x) − {x, y} =

NH(y)− {x, y}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻ ✭❞❡❣ré✮ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ❙♦✐t x ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ H✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ x✱

♥♦té degH(x) ✭♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t deg(x)✮✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡s e ∈ E ❝♦♥t❡♥❛♥t x✳ ▲❡

❞❡❣ré ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ H ✿ deg(H) = max{degH(x) :

x ∈ V }✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼ ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t✱ s♦✉s✲❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✮ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡t

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ⊆ V ✳ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡ H ✐♥❞✉✐t ♣❛r A✱ ♥♦té H[A]✱ ❡st ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

H[A] = (A, {e ∩A : e ∈ E ❡t e ∩A 6= ∅})

H ′ = (V ′, E′) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡ H s✐ V ′ ⊆ V ❡t E′ ⊆ E✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽ ✭❝❤❡♠✐♥✱ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧✮ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐s✲

t✐♥❝ts x ❡t y ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ (x0, . . . , xk) ❢♦r♠é ❞❡ s♦♠♠❡ts t♦✉s

❞✐st✐♥❝ts ❛✈❡❝ x = x0 ❡t y = xk ❡t t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i < k✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E q✉✐

❝♦♥t✐❡♥t xi ❡t xi+1✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ (x0, . . . , xk) ❡st ❞✐t ♠✐♥✐♠❛❧ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i, j t❡❧s q✉❡

i+ 1 < j✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts xi ❡t xj ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈♦✐s✐♥s✳

✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾ ✭❝♦♥♥❡①✐té✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✮ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s

❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ H s♦♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s A ❞❡ V ♠❛①✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ t❡❧❧❡s q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ A✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s H ❡♥tr❡ x ❡t y✳

H ❡st ❞✐t ❝♦♥♥❡①❡ s✬✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵ ✭❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❜♦✉❧❡✮ ❙♦✐❡♥t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡t x, y ❞❡✉①

s♦♠♠❡ts ❞❡ H ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ❆❧♦rs ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ x ❡t y✱ ♥♦té❡

❞✐stH(x, y) ✭♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✐st(x, y)✮✱ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ x ❡t y✳

❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ H✱ ♥♦té ❞✐❛♠(H)✱ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡

❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ H✳

❙♦✐❡♥t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ x ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ H ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k ≥ 0✳ ▲❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ x

❡t ❞❡ r❛②♦♥ k✱ ♥♦té❡ Nk
H(x) ✭♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t Nk(x)✮✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ V : ❞✐stH(x, y) ≤ k}✳

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✐❝✐

✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶ ✭❝②❝❧❡✮ ❉❛♥s ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E)✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❡st ✉♥ t✉♣❧❡

P = (x1, . . . , xk) ❞❡ s♦♠♠❡ts t♦✉s ❞✐st✐♥❝ts t❡❧ q✉❡

✶✳ ♣♦✉r t♦✉t ✐♥❞✐❝❡ i ∈ [k − 1]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t xi ❡t xi+1 ❀

✷✳ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x1 ❡t xk ❀

✸✳ ❛✉❝✉♥ tr✐♣❧❡t ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ P ♥✬❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H ❀

✹✳ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦♥sé❝✉t✐❢s ❞❛♥s P ♥✬❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ❝②❝❧❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉✐✈❛✲

❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ P = (x1, . . . , xk) ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

✐♥❞✉✐t H[P ] ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡✲❝②❝❧❡ (a1, . . . , ak)✱ s✐ ♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷ ✭❝❧✐q✉❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ⊆ V

❢♦r♠é ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡✉① à ❞❡✉① ✈♦✐s✐♥s✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ✿ ❧❛ s❡✉❧❡

❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❛rêt❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸ ✭❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t✮ ❙♦✐❡♥t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡t S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ V ✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡

✐♥❞✉✐t ❞❡ G ♣❛r S✱ ♥♦té G[S]✱ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ (S,ES) ♦ù ES = {{x, y} ∈ E : (x, y) ∈ S2}✳

✶✳✷✳✷ ❆r❜r❡s

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s✳

✶✵



✶✳✷✳ ●r❛♣❤❡s✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹ ✭❢♦rêt✱ ❛r❜r❡✱ ♥♦❡✉❞s✮ ❯♥❡ ❢♦rêt ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s ❝②❝❧❡✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥❡

❢♦rêt ❝♦♥♥❡①❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt s♦♥t ❛♣♣❡❧és ♥♦❡✉❞s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✺ ✭❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é✱ r❛❝✐♥❡✱ ❛r❝✱ ♣❛r❡♥t✱ ❡♥❢❛♥t✱ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡✱ ❢❡✉✐❧❧❡✮ ❯♥

❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ❝❤♦✐s✐✱ ❛♣♣❡❧é r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ r❛✲

❝✐♥❡ r ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ r ✿ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡✈✐❡♥t

✉♥ ❛r❝ (x, y) ❀ ♦♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ x ❡st ♣❛r❡♥t ❞❡ y ❡t q✉❡ y ❡st ❡♥❢❛♥t ❞❡ x✳

❯♥ ♥♦❡✉❞ ❡st ✐♥t❡r♥❡ s✬✐❧ ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❡♥❢❛♥t✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✻ ✭❝❤❡♠✐♥ ♦r✐❡♥té✱ ❛♥❝êtr❡✱ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t✮ ❉❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

♦r✐❡♥té ❞❡ x à y ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ (x1 = x, x2, . . . , xk = y) t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (xi, xi+1) ❡st ✉♥ ❛r❝

❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡♥r❛❝✐♥é✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ x ❡st ❛♥❝êtr❡ ❞❡ y ❡t q✉❡ y ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ x✳

✶✳✷✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦✲

r❡s❝❡♥t❡s ✭❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✮ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ♥♦t✐♦♥s q✉❡

♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉❡r♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✉① str✉❝t✉r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ✭❡♥ ❢❛✐t✱ à ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✮✳

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❘♦❜❡rts♦♥ ❡t ❙❡②♠♦✉r ❬❘❙✽✹❪✳ P♦✉r

♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬❇♦❞✾✸❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ♣❧✉s ✐❧ r❡ss❡♠❜❧❡ à ✉♥ ❛r❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✼ ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ s❛❝✱ ❧❛r❣❡✉r ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❖♥ ❛♣✲

♣❡❧❧❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (T, (Bt)t∈V (T )) ♦ù T

❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❡t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ t ❞❡ T ✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❛ss♦❝✐é Bt✱ ❛♣♣❡❧é s❛❝ ✭❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ✏❜❛❣✑✮✱ ❡st ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ H✱ Bt ⊆ V ✱ ❡t ♦♥ ❛
⋃

t∈V (T )Bt = V ❀

✷✳ ❈❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ s❛❝ ✿ ∀e ∈ E ∃t ∈ V (T ) e ⊆ Bt ❀

✸✳ T ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ✿ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s t t❡❧s

q✉❡ x ∈ Bt ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ T ✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t T = (T, (Bt)t∈V (T )) ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T ✱ ♥♦té❡ width(T )✱ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s s❛❝s ❞❡ T ♠♦✐♥s ✶ ✿

width(T ) = maxt∈V (T ) ❝❛r❞(Bt)− 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✽ ✭❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H✱

♥♦té❡ tw(H)✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T ❞❡ H✳

✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❈❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡

▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬❈❊❘✾✵❪ ♣✉✐s ❬❈❖✵✵❪

❡t s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ét✐q✉❡tés✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

❝♦♥♥✉❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s ❝❧✐q✉❡s✱ ❧❡s ❝♦❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❞✐st❛♥❝❡✲❤éré❞✐t❛✐r❡s ❬●❘✾✾❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✾ ✭❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té✮ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❦✲ét✐q✉❡té ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t G′ = (V,E, λ) ❝♦♥st✐t✉é

❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ λ : V → [k]✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✵ ✭❝❧❛ss❡ CWk✮ CWk ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❦✲ét✐q✉❡tés ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ❧❡s

♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té 0 ✿ ♣♦✉r i ∈ [k]✱ •i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t

v1 ❞✬ét✐q✉❡tt❡ λ(v1) = i ❀

✕ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ⊎ ✿ G1 ⊎G2 ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s k✲ét✐q✉❡tés G1 ❡t G2 ❀

✕ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ρa,b ❡t ηa,b ✿ ♣♦✉r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞✐st✐♥❝t❡s a, b ∈ [k] ❡t ♣♦✉r ✉♥

❣r❛♣❤❡ k✲ét✐q✉❡té G = (V,E, λ)✱

✕ ρa,b(G) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ = (V,E, λ′) ♦ù ♦♥ ♣r❡♥❞ λ′(x) = b s✐ ♦♥ ❛ λ(x) = a ❡t

λ′(x) = λ(x) s✐♥♦♥✳

✕ ηa,b(G) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ = (V,E′, λ) ♦ù ♦♥ ♣r❡♥❞ E′ = E∪{{x, y} : (x, y) ∈ V 2 ❡t λ(x) =

a ❡t λ(y) = b} ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❛r❝s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❝♦♠♣❧❡t ❡♥tr❡ ❧❡s

s♦♠♠❡ts ❞✬ét✐q✉❡tt❡ a ❡t ❝❡✉① ❞✬ét✐q✉❡tt❡ b✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✶ ✭❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ét✐q✉❡té

G′ = (V,E, λ) ∈ ❈❲k ❧❡ t❡r♠❡ T ✭❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ét✐q✉❡té✮ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ G′ ❞❛♥s ❈❲k✳ ❖♥ ❞✐r❛

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ✭s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à G′ = (V,E, λ)✮ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ T

❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✷ ✭❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡✮ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♥♦té❡ ❝✇(G)✱

❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ T ❞❡ G✳

▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : N → N t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ❡t t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G✱ t✇(G) ≤ k

✐♠♣❧✐q✉❡ ❝✇(G) ≤ f(k) ❬❈❖✵✵❪ ❬❈❘✵✺❪✳ ■❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ s✐ G ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ✭♣❛r k✮ ❛❧♦rs G ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ✭♣❛r

f(k)✮✳

▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t à k s♦♠♠❡ts Kk✱ ♦♥ ❛ ❝✇(Kk) = 2

❡t t✇(Kk) = k − 1✳

✶✷



✶✳✷✳ ●r❛♣❤❡s✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s

▲❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡

▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✳ ❈❡tt❡

♥♦t✐♦♥ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❊♣♣st❡✐♥ ❬❊♣♣✵✵❪ ♣✉✐s ♣❛r ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱

✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s G ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✐ t♦✉t❡ ❜♦✉❧❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡

G ∈ G ❞❡ r❛②♦♥ k ❛ ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ q✉✐ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ k✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✸ ✭❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s G ❡st ❞✐t❡

❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✮ f t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❡♥t✐❡r k ≥ 0✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ∈ G ❡t t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V (G)✱ ♦♥ ❛ t✇(Nk
G(x)) ≤ f(k)✳

P❛r♠✐ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡s

❣r❛♣❤❡s ♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡

❞❡ ❣❡♥r❡ ❜♦r♥é ❬❋●✵✶❜❪✳

✶✳✷✳✹ ❍②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❛♥s s❡s ❞✐✈❡rs❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ✭α✲❛❝②❝❧✐q✉❡✱ β✲❛❝②❝❧✐q✉❡✱ γ✲

❛❝②❝❧✐q✉❡✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡t ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛rt✐❝❧❡s ✭❬❨❛♥✽✶✱ ❇❋▼❨✽✸✱ P❨✾✾❪✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s✱ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❞❡ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❨❛♥✽✶❪

❡t P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❛❧ ❬P❨✾✾❪✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t s❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✳

P♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐r✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡r❛ à ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ♦♥ ❡①✐❣❡ q✉✬✐❧

s♦✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✿ ❧✬α✲❛❝②❝❧✐❝✐té

✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❋▼❨✽✸❪✮ q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✹ ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✮ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

H = (V,E) ❡st ❞✐t ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭α✲❛❝②❝❧✐q✉❡✮ s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✉♥ ❛r❜r❡ T ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❞❡ H ✿ V (T ) = E ❀

✕ T ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ①✱ {e ∈ E : x ∈ e}✱ ❢♦r♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❝♦♥♥❡①❡

❞❛♥s T ✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❞✉❡ à ❇❡❡r✐ ❡t ❛❧

❬❇❋▼❨✽✸❪✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✺ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ❞✐t ❝♦♥❢♦r♠❡ s✐ t♦✉t❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡

❤②♣❡r❛rêt❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶ ❬❇❋▼❨✽✸❪ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s

❞❡ ❝②❝❧❡ ✭s❡❧♦♥ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡✮ ❡t ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡✳

✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✶✳✸ ▲♦❣✐q✉❡ ✿ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥✐s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❊❋✾✾❪

♦✉ ❬▲✐❜✵✹❪✮ ❡♥ ❧❡s ❛❞❛♣t❛♥t à ♥♦s ❜❡s♦✐♥s✳ ❖♥ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s s❛♥s

❧❡s ❞é✜♥✐r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✻ ✭s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛r✐té✮ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✭♥♦té❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t σ ♦✉ τ✮ ❡st ✐❝✐ ✉♥ ❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ❡t✴♦✉ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ R✱

❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ♣ré❞✐❝❛t✱ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛♣♣❡❧é s♦♥ ❛r✐té ❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ❛r✐t②(R)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✼ ✭str✉❝t✉r❡✱ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ str✉❝t✉r❡ ✉♥❛✐r❡✮ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ s✐✲

❣♥❛t✉r❡ σ ♦✉ σ✲str✉❝t✉r❡ M ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D = ❉♦♠(M) ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ RM ⊆ Dk ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ R

❞✬❛r✐té k ❞❡ σ ❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ fM : D → D ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ f ❞❡

σ✳

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭r❡s♣✳ s✐❣♥❛t✉r❡✮ ❡st ❞✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ✭❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡✮

r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ✉♥❛✐r❡ ♦✉ str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭r❡s♣✳ s✐❣♥❛t✉r❡ ✉♥❛✐r❡ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✮

❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭r❡s♣✳ s✐❣♥❛t✉r❡✮ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞❡s ✭s②♠❜♦❧❡s ❞❡✮ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♣ré❞✐❝❛ts

✉♥❛✐r❡s✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✽ ✭❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡✮ ❙♦✐tM ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡ ❡t s♦✐t σ′ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡

q✉✐ ét❡♥❞ σ ✿ σ ⊆ σ′✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ ét❡♥❞M ♦✉ ❡st ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡M s✐M

❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡M à ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✳

❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡

str✉❝t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✾ ✭❞❡❣ré✮ ❉❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡M✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ ❉♦♠(M)✱

♥♦té degM(x)✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ k✲t✉♣❧❡s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✭❞✬❛r✐té k✮ ❞❡ M ❡t ❛✉①✲

q✉❡❧s x ❛♣♣❛rt✐❡♥t✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ M ❡st ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s ❞❡❣rés ❞❡ s❡s

é❧é♠❡♥ts ✿ deg(M) = Maxx∈❉♦♠(M)degM(x)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✵ ✭❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦♥❛❞✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮ P♦✉r

✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s σ✲❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡

✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y, z . . . ✭❞✐t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✱ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✭s②♠❜♦❧❡s ❞❡ r❡❧❛✲

t✐♦♥s✮ R ∈ σ✱ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té =✱ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s f ∈ σ✱ ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ∨✱ ∧✱

¬✱ →✱ ↔ ❡t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ∃ ❡t ∀✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✮ ❡st ♥♦té❡ FO ✭❋✐rst

❖r❞❡r✮✳

✶✹



✶✳✸✳ ▲♦❣✐q✉❡ ✿ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠♦♥❛❞✐q✉❡s ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s✮ ❞✉

s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ X✱ Y ✱ Z . . . q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ P♦✉r ✉♥❡

s✐❣♥❛t✉r❡ σ✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠♦♥❛❞✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭♥♦té❡ MSO ✿ ▼♦♥❛❞✐❝ ❙❡❝♦♥❞ ❖r❞❡r✮ ❡st

❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ FO ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛t♦♠❡s ❜ât✐s s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♠♦♥❛❞✐q✉❡s✮ ❞✉ s❡❝♦♥❞

♦r❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❳✭②✮✱ ♦ù ❳ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ② ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉

♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ∃X ❡t ∀X ✭♦ù X❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞

♦r❞r❡✮✳

❖♥ ♥♦t❡ ✈❛r(ϕ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✶ ✭✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ é♥♦♥❝é✮ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ✭r❡s♣✳ X✮ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO ♦✉

MSO ϕ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❛ ❞❛♥s ϕ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✧q✉❛♥t✐✜é❡✧✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✬❛✉❝✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∃x ♦✉ ∀x ✭r❡s♣✳ ∃X ♦✉ ∀X✮✳

❖♥ é❝r✐t ϕ(X1, . . . , Xm, x1, . . . , xn) ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ

❡st X1, . . . Xm, x1, . . . , xn✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❢r❡❡(ϕ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✳

❯♥ é♥♦♥❝é ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✷ ✭s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥✮ P♦✉r ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✱ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡

ϕ(X1, . . . , Xm, x1, . . . , xn)✱ ❞❡s ♣❛rt✐❡s A1, . . . , Am ⊆ D ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts a1, . . . , an ∈ D✱ ♦♥ ♥♦t❡

(M, A1, . . . , Am, a1, . . . , an) |= ϕ(X1, . . . , Xm, x1, . . . , xn) ✭♦✉ M |= ϕ(A1, . . . , Am, a1, . . . , an)✮

♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ M s❛t✐s❢❛✐t ϕ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X1, . . . , Xm s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ♣❛r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

A1, . . . Am ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, . . . , xn s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts a1, . . . an✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✸ ✭r❡q✉êt❡ ❧♦❣✐q✉❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ rés✉❧t❛t ϕ(M) ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ σ✲

❢♦r♠✉❧❡ ϕ(X̄, x̄) s✉r ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

ϕ(M) = {(Ā, ā) ∈ P(D)m ×Dn : (M, Ā, ā) |= ϕ(X̄, x̄)}

✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ϕ(M) s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ϕ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡M✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✹ ✭❢♦r♠✉❧❡ ♣ré♥❡①❡✱ ♠❛tr✐❝❡✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO ♦✉ MSO ❡st ❞✐t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡

♣ré♥❡①❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Q1X1 . . . QmXmQ
′
1x1 . . . Q

′
nxnψ

♦ù ❧❡s Qi✱ Q
′
j s♦♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡t ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛

♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸ ❚♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO ✭r❡s♣✳ MSO✮ ♣❡✉t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣ré♥❡①❡ FO ✭r❡s♣✳

MSO✮ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✺ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✱ Σ1✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO q✉✐ ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣ré♥❡①❡ ❛✈❡❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ∃✳

❖♥ ♥♦t❡ Σ1 ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡s✳

✶✳✹ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❘❆▼ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡t q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛ été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

❞é❝r✐t ❡t ét✉❞✐é ♣❛r ●r❛♥❞❥❡❛♥ ❡t s❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥❡ sér✐❡ ❞✬❛rt✐❝❧❡s ❬●r❛✾✻✱ ●❙✵✷✱ ●❖✵✹❪✳

✶✳✹✳✶ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ❡t s❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✻ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡

✕ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞✬❡♥tré❡ I(0), I(1), . . .✱ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧

R(0), R(1), . . . ❡t ❞❡✉① r❡❣✐str❡s s♣é❝✐❛✉① ❞❡ tr❛✈❛✐❧ A ❡t B✳ ❚♦✉s ❝❡s r❡❣✐str❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

❞❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sés à ✵ ❀

✕ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞✬✐♥str✉❝t✐♦♥s ét✐q✉❡té❡s ❡t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❘❆▼✳

▲❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ A← I(A) ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ A ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ I(i) ♦ù i ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡

A ❀

✕ A← R(A) ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ A ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ R(i) ♦ù i ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡

A ❀

✕ B ← A ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ B ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ A ❀

✕ R(A)← B ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ R(i) ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ B ♦ù i ❡st ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡

A ❀

✕ A← A+B ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ A ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡s r❡❣✐str❡s A ❡t B ❀

✕ A← A−B ✿ ❛✛❡❝t❡ ❛✉ r❡❣✐str❡ A ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡s r❡❣✐str❡s A ❡t B ❀

✕ ❣♦t♦(i) ✐❢ A > 0 ✿ s❛✉t❡ à ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ i s✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ A ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r

à 0 s✐♥♦♥ ♣❛ss❡ à ❧✬✐♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❀

✕ ✇r✐t❡(A) é❝r✐t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✉ r❡❣✐str❡ A ❡♥ s♦rt✐❡ ❀

✕ st♦♣ ❛rrêt❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥tré❡s✴s♦rt✐❡s ❞✬✉♥❡ ❘❆▼ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❞❡

{0, 1}+✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❡♥tré❡ w ∈ {0, 1}+✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s

r❡❣✐str❡s ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ ❧❛ ❘❆▼ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡

w ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✼ ✭♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✭♦✉ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✮ ❧♦✲

❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w ∈ {0, 1}+ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ≥ 1 ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s ❡t ❞✬❡♥t✐❡rs

(m,w1, w2, . . . , wm, l, r) ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✻



✶✳✹✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

✕ l = l(n) = ⌈12 log2(n+ 1)⌉ ❀

✕ m = ⌈n
l
⌉ ❀

✕ w = w1w2 . . . wm ✭❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✮ ❀

✕ ♣♦✉r t♦✉t i < m✱ ❧♦♥❣✉❡✉r(wi) = l ❀

✕ r = n− (m− 1)l ❡t ❧♦♥❣✉❡✉r(wm) = r ✭r ❝♦♠♠❡ ✏r❡st❡✏✮✳

▲✬❡♥t✐❡r m ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ l(n) ♣♦✉rr❛✐t êtr❡

❛✉tr❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ l(n) = ⌈
3

4
log2(n+ 1)⌉ ♦✉ l(n) = ⌊

1

3
log2(n) + 1⌋✳

P♦✐♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s à r❡s♣❡❝t❡r ♣❛r l(n) ✿

✕ ∀n ≥ 1, l(n) ≥ 1 ❀

✕ l(n) ❡st ✑❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✑ à ♣❛rt✐r ❞❡ n ❀

✕ l(n) = Θ(log(n)) ❀

✕ 2l(n) = O(m) ♦ù m = ⌈ n
l(n)⌉✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✿ ♦♥ ❛ss✐♠✐❧❡ ❝❤❛q✉❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ wi à ❧✬❡♥t✐❡r q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥ ❜✐♥❛✐r❡✳

❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❞❡ t♦✉s ❝❡s ♣♦✐♥ts ✿

✕ m = Θ( n
log(n)) ❀

✕ wi = O(m) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [m] ✭❝❛r wi < 2l(n) = O(m)✮ ❀

✕ 0 < r ≤ l(n) = O(m) ✭❝❛r l(n) = Θ(log(n)) = O( n
log(n)) = O(m)✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉s

❧❡s é❧é♠❡♥ts ✭❡♥t✐❡rs✮ ❞✬✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦t w ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ≥ 1

(m,w1, . . . , wm, l, r) s♦♥t O(m) ❛✈❡❝ ❧❛ t❛✐❧❧❡ m = Θ( n
log(n))✳

▲✬❡♥t✐❡r m s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡✮ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ w✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿

✕ ❆ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ s❡✉❧ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w✳

✕ ▲❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ♠♦t à s❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ré❝✐♣r♦q✉❡ s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s

à ❝❛❧❝✉❧❡r✳

✕ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡sm✱ l ❡t r s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ♠é♠♦r✐s❡r à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s

❞♦♥t ❧✬✉♥ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ③ér♦s à ❣❛✉❝❤❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡

❡♥t✐❡r ❀ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ❛♠❜✐❣✉ïté✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭l ♦✉ r✮ ❞✉ ♠♦t ❞♦✐t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡✳

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ❛ ♣♦✉r ❡♥tré❡ ❧❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ w ∈ {0, 1}+ s✐ s❡s m+ 3

♣r❡♠✐❡rs r❡❣✐str❡s ❞✬❡♥tré❡ I(0), . . . , I(m + 2) ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs m,w1, . . . , wm, l, r ❞❡ ❧❛

♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ w ✭m ❞❛♥s I(0)✱ wi ❞❛♥s I(i)✱ i ∈ [m]✱ ❡♥✜♥ l ❡t r ❞❛♥s I(m+ 1)

❡t I(m+ 2)✮✳

P♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ✶ ✿ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❡♥ t❡♠♣s✱ ❡s♣❛❝❡✱ ❡t❝✳✮ ❞❡ ❧❛ ❘❆▼ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳

P♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ✷ ✿ ❚♦✉s ❧❡s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✬❡♥tré❡ s♦♥t O(m) ♦ù m ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❧♦❣❛✲

r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✉ ♠♦t ❞✬❡♥tré❡ w q✉✐✱ à ✸ ♣rès✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♦❝❝✉♣és ♣❛r ❧✬❡♥tré❡✳
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▲❛ s♦rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ❡st ❧❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ w′ = w′
1w

′
2 . . . w

′
p ✭❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✮ ♦ù w′

i ❡st

❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞✉ i✲è♠❡ ❡♥t✐❡r é❝r✐t ❡♥ s♦rt✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼✱ i ∈ [p]✳

✶✳✹✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ✿ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❡s♣❛❝❡ ❡t t❡♠♣s

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✐❝✐ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡♥t❡♥❞♦♥s ♣❛r ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡

❘❆▼✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣❛r❧❡r

❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡t ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❘❆▼✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✽ ✭❝❛♣❛❝✐té ❡t ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❘❆▼✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✭♦✉ ❜♦r♥❡ ✿

✧❜♦✉♥❞✧✮ B(m) s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s s❡s r❡❣✐str❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧

s♦♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à B(m)✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❘❆▼ M s✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ I ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❧✬❡♥t✐❡r B = B(m) ✿ B − 1 ❡st

❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r q✉❡ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ✉♥ r❡❣✐str❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ M ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✹ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té B(m)✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té

B′(m)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ B′(m) ≥ B(m)✳

❉❛♥s s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ I✱ ✉♥❡ ❘❆▼ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té B(m) ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s

❡♥t✐❡rs s✉♣ér✐❡✉rs à ❧❛ ❜❛s❡ B = B(|I|)✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r a ✐♥❢ér✐❡✉r à Bk ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r s❛

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ (a0, a1, . . . , ak−1) ❡♥ ❜❛s❡ B✱ ❛✈❡❝ a = a0 +a1B+ . . .+ak−1B
k−1 ❡t ai ∈ [0, B−1]✱

❞♦♥❝ s✉r k r❡❣✐str❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧✳

◆♦s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❡t ❡♥ t❡♠♣s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ❘❆▼ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té

❜♦r♥é❡ ✿ ✈♦✐r ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

◆♦t❛t✐♦♥ ✷ ✭t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡✮ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I ❡st ♥♦té❡ |I|✶✳

P♦✐♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s ✿ ▲❛ t❛✐❧❧❡ |I| ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I ❡st ✭à ✸ ♣rès ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞❡ r❡❣✐str❡s ♦❝❝✉♣és ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ I✳

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❝♦✉r❛♥ts ✭I ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❧♦❣✐q✉❡✱

❡t❝✮✱ ❧✬❡♥t✐❡r |I| ❡st✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣rès✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✏✐♥t✉✐t✐✈❡✑ ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✿

✕ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡t ❞❡

♣❛r❡♥t❤ès❡s ❀

✕ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❝✬❡st |G| = ❝❛r❞(V ) + 2 · ❝❛r❞(E) ❀

✕ ♣♦✉r ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E)✱ ❝✬❡st H = ❝❛r❞(V ) +
∑

e∈E ❝❛r❞(e)✳

✶ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♥♦tr❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❋❧✉♠✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡

❞❛♥s ❧❡✉rs ❞✐✈❡rs ❛rt✐❝❧❡s ♦✉ ❧✐✈r❡s✳ ❈❡s ❛✉t❡✉rs ❞és✐❣♥❡♥t ♣❛r ||I|| ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I ❡t rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

|E| ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E

✶✽



✶✳✹✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧

❱ér✐✜♦♥s ❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❝♦❞é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦r♠❛❧✐sé ❛✈❡❝ V = [v]

s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s v s♦♠♠❡ts s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s e ❛rêt❡s ✭❝♦✉♣❧❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✮✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ✧t❛✐❧❧❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✧ ❞❡ G ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡✲s✐③❡(G) = v + 2e✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❞✉ ♠♦t

❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ G ❡st ❞♦♥❝

n = ❜✐♥❛r②✲❧❡♥❣t❤(G) = Θ((v + e) log v) = Θ((v + e) log(v + e))

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✭❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✮ m ❞❡ ❝❡ ♠♦t ❜✐♥❛✐r❡ ❡st

m = Θ(
n

log n
) = Θ(v + e) = Θ(✐♥t✉✐t✐✈❡✲s✐③❡(G))

❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳

❘♦❜✉st❡ss❡ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ r♦❜✉st❡✱ à ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ♣rès✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r

✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ |G| = ❝❛r❞(V ) + 2 · ❝❛r❞(E)✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s

r♦❜✉st❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✮✱ |G| = Θ(❝❛r❞(V ) + ❝❛r❞(E))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✺ ✭t❛✐❧❧❡ ❡t ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✮ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r s❛ t❛✐❧❧❡ |E| ❡t

s❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❝❛r❞(E)✱ ❡①❝❡♣té ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s✱ ❛ss❡③ ❢réq✉❡♥t✱ ♦ù ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ E s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡

❝♦♥st❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E)✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❝r✐r❡ |H| = |V | + |E| = |V | +
∑

e∈E |e|✳ P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡s✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝❛r❞(E) 6= |E|✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♣♦✉r ✉♥

❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ |E| = ❝❛r❞(E)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✾ ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✱ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❡s♣❛❝❡✮ ❯♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡♥ ❡s♣❛❝❡ O(S(m)) s✐✱ s✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❡❧❧❡ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s R(i) ❞✬❛❞r❡ss❡s

i = O(S(m)) ❡t ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té B(m) = O(m+ S(m))✳

❯♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s O(T (m)) s✐✱ s✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❡❧❧❡ ❡①é❝✉t❡

O(T (m)) ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ ❡s♣❛❝❡ O(T (m))✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸ ❯♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ s✐✱ s✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❡❧❧❡

❡①é❝✉t❡ O(1) ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ O(1) r❡❣✐str❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té O(m)✳

❯♥❡ ❘❆▼ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s O(m2) ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ O((logm)3) s✐✱ s✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡

❞❡ t❛✐❧❧❡ m✱ ❡❧❧❡ ❡①é❝✉t❡ O(m2) ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ O((logm)3) r❡❣✐str❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡

❝❛♣❛❝✐té O(m)✳

■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ✭❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐✲

❢♦r♠❡✮ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ✭❝♦ût ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡

❘❆▼ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ O(m)✱ ❡st✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡♥ t❡♠♣s O(m logm) = O(n) ♦ù n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✮ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡

✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

O(m) r❡❣✐str❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té O(m)✱ ❞♦♥❝ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts O(log(m))✱ ❡t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ t♦t❛❧❡ O(m log(m)) = O(n) ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡✱ ♣♦✉r q✉❡❧q✉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✱ ❧❡✉r

❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦ût ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts n ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳

❆✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❝❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ♣❧✉s t❛♥❣✐❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡✱ ✉♥ ♦✉ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s

❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♦♥t ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

❈♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡ ❈♦ût ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡

O(m) O(n) tr✐✱ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✱ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳

O(m(logm)d) O(n(log n)d) ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ (d = 1)

O(md) O(( n
logn)d log n) ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s

O(cm) O(c
′ n
logn ) ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐ts ✧❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧s✧

O(1) O(log n) s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉

O(logm) O((log n)2) r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ tr✐é

❛ ●r❛♥❞❥❡❛♥ ❬●r❛✾✻❪ ❛ ét❛❜❧✐ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❆▼ q✉✬♦♥ ❛ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ tr✐ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ✭❢♦r♠é❡

❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮ ❞❡ ♠♦ts ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ O(m) ♣❛r

✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏r❛❞✐①✲s♦rt✑ ✭♣rés❡♥té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❆❍❯✽✷❪✮ ❀ ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s❡ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ O(m)✳ ▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ M ❞❡

❞♦♠❛✐♥❡ D ❝♦♥s✐st❡ à ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ Mnormal ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dnormal = [d] ♦ù d =

❝❛r❞(D)✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t O(1) ♥✬❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

❧❡ ❝♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡ ❀ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉

s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ tr✐é

❞❡ t❛✐❧❧❡ m s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ O(logm)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t

✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡st ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡✳

✶✳✺ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡

✶✳✺✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝❧❛ss✐q✉❡s

❖♥ r❡❢♦r♠✉❧❡ ❧✐❜r❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✵ ✭♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

f : {0, 1}+ → {0, 1}+✳ ❙✐ ♦♥ ❛ f(I) = J ✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ J ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ♦✉ s♦rt✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ f

s✉r ❧✬❡♥tré❡ ✭♦✉ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♦✉ ❧❛ ❞♦♥♥é❡✮ I✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : {0, 1}+ → {0, 1}✱ s♦✉✈❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉❡ ❛✈❡❝

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s {I ∈ {0, 1}+ : f(I) = 1}✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ s✉rt♦✉t ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✳
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✶✳✺✳ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✶ ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s✮ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ f ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡

❚✐♠❡(T )✱ s✐ f ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼✮ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡♥ t❡♠♣s O(T (n))✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I 7→ f(I) ❡♥ t❡♠♣s O(T (|I|))✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✻ ■❝✐✱ n ❞és✐❣♥❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ I✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞✬✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t ♣❧✉s ❞✉ t♦✉t ❞❡ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✷ ✭P✱ DLIN✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ A ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ P ✭r❡s♣✳ DLIN✮

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ A ❡♥ t❡♠♣s ✐♥❢ér✐❡✉r à p(|I|) ✭r❡s♣✳ O(|I|✮✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡

I ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✜①é p✳

✶✳✺✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s ❡t ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étrés

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❋❧✉♠ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✻❪✱ à ♣❡✐♥❡ ❛❞❛♣té❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✸ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠étré✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠étré ❡st

✉♥ ❝♦✉♣❧❡ A = (Q, κ) ♦ù Q ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ {0, 1}+✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❡t κ

❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ {0, 1}+ ❞❛♥s N q✉✐ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✹ ✭FPT✱ FPLIN✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♣❛r❛♠étré A = (Q, κ) ❡st ❞✐t FPT

✭♦✉ ❋✐①❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ❚r❛❝t❛❜❧❡✮ ✭r❡s♣✳ FPLIN ✿ ❋✐①❡❞ P❛r❛♠❡t❡r ▲✐♥❡❛r✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}+✱ ❞é❝✐❞❡ s✐ I ∈ Q ❡♥ t❡♠♣s f(κ(I)) · p(|I|) ✭r❡s♣✳

f(κ(I)) · |I|✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ f ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✺ ✭FPT✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t A = (Q, κ) ❡t B = (Q′, κ′) ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥

♣❛r❛♠étrés✳ ❯♥❡ FPT✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ A à B ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r : {0, 1}+ → {0, 1}+ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ {0, 1}+✱ ♦♥ ❛ I ∈ Q s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ r(I) ∈ Q′ ❀

✷✳ r ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FPT✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s f(κ(I)) · p(|I|)✱

♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ f ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p ❀

✸✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ g : N → N t❡❧❧❡ q✉❡ κ′(r(I)) ≤ g(κ(I))✱ ♣♦✉r t♦✉t I ∈

{0, 1}+✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝❧❛ss❡s

♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ♣❛r FPT✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣❛r❛♠étré

s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ L✳

♣✲▼❈(L)

❊♥tré❡✿ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡M ❡t ✉♥ é♥♦♥❝é ϕ ∈ L ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡M

P❛r❛♠ètr❡✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ |ϕ|

❙♦rt✐❡✿ ❆✲t✲♦♥M |= ϕ ❄

✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✻ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡W [1] ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ FPT✲ré❞✉❝t✐♦♥

❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✲▼❈(Σ1) ♦✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡

k ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ✭❛✈❡❝ k ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡✮✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ AW [∗] ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ FPT✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ♣✲▼❈(FO)✳

✶✳✻ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té

✶✳✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t s❝❤é♠❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f :

N → N ❡t g : N2 → N✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❡♥tré❡s ✿ ✉♥❡ ✭❣r❛♥❞❡✮ ❡♥tré❡

st❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✧♣❡t✐t❡✧ ✭❞❛♥s ♥♦s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❧❛ s✉♣♣♦s❡r♦♥s

❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✉♥ s❝❤é♠❛

❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ♦♣èr❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✐❧ ❢❛✐t ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♥✬❛②❛♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ q✉❡ ❞❡

❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ✐❧ ♦♣èr❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❡♥tré❡ ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ✭❡✣❝❛❝❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❧❡ ♠♦✐♥s

♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❡st ✧♣❡t✐t✧ ✭s♦✉✈❡♥t ❝♦♥st❛♥t✮ ♣❛r

r❛♣♣♦rt ❛✉ t❡♠♣s ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✼ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ A : I × D → O ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

✕ I ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❡♥tré❡s st❛t✐q✉❡s ❀

✕ D ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡s ❡♥tré❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❀

✕ O ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛♣♣❡❧é❡s s♦rt✐❡s ♦✉ s♦❧✉t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✽ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ A : I × D → O✱ ❡st ✉♥

❝♦✉♣❧❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s (❡①t, E) t❡❧ q✉❡

✕ ❡①t ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡①t : I → I ′ ✭♦ù ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ I ′ ❡st ❛♣♣❡❧é

❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ét❡♥❞✉❡s ❞❡ A✮✱ ❡t q✉✐✱ à t♦✉t❡ ❡♥tré❡ I ∈ I✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡✱

♥♦té❡ I ′ = ❡①t(I) ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ |I ′| ≥ |I| ❀

✕ E ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❧✬❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡ I ′ = ❡①t(I) ❡t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

x ∈ D ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ A(I, x) = E(❡①t(I), x)✳

▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①t ❡t E s♦♥t ❛♣♣❡❧és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❤❛s❡ st❛t✐q✉❡ ✭♦✉ ❡♥❝♦r❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ♦✉

♣ré❝❛❧❝✉❧✮ ❡t ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭♦✉ ❝❛❧❝✉❧✮ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✼ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✐❝✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱

❡①t ♦✉ E✱ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝❛❧❝✉❧❡✳

✷✷



✶✳✻✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✾ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ A ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞②♥(f, g) s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❝❤é♠❛

❞②♥❛♠✐q✉❡ (❡①t, E) ♣♦✉r A ❞♦♥t ❧❛ ♣❤❛s❡ st❛t✐q✉❡ ❡①t ❡st ❡①é❝✉té❡ ❡♥ t❡♠♣s O(f(|I|)) ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡

❞②♥❛♠✐q✉❡ E ❧✬❡st ❡♥ t❡♠♣s O(g(|I|, |A(I, x)|))✳

❖♥ ♥♦t❡ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞②♥(n, 1)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✽ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉✐ ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❡♠♣s

❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳ ❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ✐❧

❢❛✉❞r❛✐t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✿ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱

♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♦♠✐s❡ ✐❝✐✱ ❝❛r✱ ♣❛rt♦✉t ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✭❡t s❝❤é♠❛s✮ ❞②♥❛♠✐q✉❡s

❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ s❛

t❛✐❧❧❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

✶✳✻✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ♠♦❞✉❧♦

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❘❆▼ ❝♦♥s✐❞éré ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❛❞❞✐✲

t✐♦♥ ❡t ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ r❡❣✐str❡s✮✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐

❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ r❡❣✐str❡s✮✱ ❝❡❝✐✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♣ré✲

tr❛✐t❡♠❡♥t q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ●r❛♥❞❥❡❛♥

❡t ❙❝❤✇❡♥t✐❝❦ ❬●❙✵✷❪ ✮✳ ▲❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✱ a ❞✐✈ d ✭q✉♦t✐❡♥t✮✱ ❡t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✱ a ♠♦❞ d

✭r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ a ♣❛r d✮✱ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❛✉ss✐ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡

❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧❡ ❞✐✈✐s❡✉r ❡st ✜①é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥♥✉ à ❧✬✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧✳

◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts ♦ù k

❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é✱ k ≥ 1✳

❉✐✈(k)

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡✿ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r d✱ 1 ≤ d < |I|k

❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r a < |I|k

❙♦rt✐❡✿ a ❞✐✈ d

▼♦❞(k)

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡✿ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r d✱ 1 ≤ d < |I|k

❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r a < |I|k

❙♦rt✐❡✿ a ♠♦❞ d

✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès

✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ s✬♦❜t✐❡♥t ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼♦❞(k)✳

▲❡♠♠❡ ✹ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r k ≥ 1 ✜①é✳ ❖♥ ❛ ▼♦❞(k) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ▼♦❞(k) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s O(|I|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❘❆▼ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s O(|I|)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛

❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ❘❆▼ ❡st B(|I|) = Θ(|I|)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛

❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❘❆▼ ❡st B = B(|I|) = |I|✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉t ❡♥t✐❡r a < |I|k✱ ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r à Bk✱

s✬é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ B s✉r k r❡❣✐str❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (a0, a1, . . . , ak−1) ❛✈❡❝ ai < B ♣♦✉r t♦✉t i < k✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I✱ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs a < |I|k, b < |I|k ❡t B = |I| ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❘❆▼✳

▲✬❡♥t✐❡r a s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ s✉r k r❡❣✐str❡s (a0, . . . , ak−1)✱ ai < B✱ ❡t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ a0 + a1B + . . .+

ak−1B
k−1✳

❖♥ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s✳

a ♠♦❞ d = (a0 + a1B + . . .+ ak−1B
k−1) ♠♦❞ d

a ♠♦❞ d = (a0 ♠♦❞ d+ (a1B) ♠♦❞ d+ . . .+ (ak−1B
k−1) ♠♦❞ d) ♠♦❞ d

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ré❞✉✐t ❞♦♥❝ à

✶✳ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r B[i] = Bi ♠♦❞ d✱ ♣♦✉r 0 ≤ i < k ❀

✷✳ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r C[i, j] = jBi ♠♦❞ d✱ ♣♦✉r j < B ❡t 0 ≤ i < k ❀

✸✳ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r j ♠♦❞ d✱ ♣♦✉r j < kd✳

❊①❛♠✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s tâ❝❤❡s✳

✭✶✮ ✿ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡s B[i] ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|I|)✳

✭✷✮ ✿ ❧❛ t❛❜❧❡ ❞❡s C[i, j] ♣❡✉t êtr❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|I|) ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s C[i, j] = jBi ♠♦❞ d
✶✿ ♣♦✉r i = 0 à k − 1 ❢❛✐r❡

✷✿ C[i, 0] = 0

✸✿ ♣♦✉r j = 1 à B − 1 ❢❛✐r❡

✹✿ C[i, j]← C[i, j − 1] +B[i]

✺✿ s✐ C[i, j] ≥ d ❛❧♦rs

✻✿ C[i, j]← C[i, j]− d

✼✿ ✜♥ s✐

✽✿ ✜♥ ♣♦✉r

✾✿ ✜♥ ♣♦✉r

✭✸✮ ✿ ❚♦✉t ❡♥t✐❡r j ♠♦❞ d✱ ❛✈❡❝ j < kd✱ ♣❡✉t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡♥ s♦✉s✲

tr❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s k ❢♦✐s ❧✬❡♥t✐❡r d à ❧✬❡♥t✐❡r j✳

✷✹



✶✳✻✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r ❝♦♠♣❧❡①✐té

�

❆✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈(k)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k ≥ 1✳

❉✐✈✲❛✉①(k)

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡✿ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I✱ ❡t ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs d✱ 1 ≤ d < |I|k ❡t β ∈ [2, |I| − 1]

q✉✐ s♦♥t ♣r❡♠✐❡rs ❡♥tr❡ ❡✉①
❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r a < βk r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ β

❙♦rt✐❡✿ a ❞✐✈ d

▲❡♠♠❡ ✺ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈✲❛✉①(k) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ st❛t✐q✉❡ ❡♥

t❡♠♣s O(|I|) ❡t ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r a ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r d✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

❧✬❡♥t✐❡r a′ = a−(a ♠♦❞ d) ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡t ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r d

❡t ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr a′ ❞✐✈ d = a ❞✐✈ d✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r a < βd✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✉s✉❡❧ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r a é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ β s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (ak−1, ak−2, . . . , a0) ❛✈❡❝ ai < β✱

♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r d✱ s❡ r❛♠è♥❡ à k ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣❛r d ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ riβ + ai−1

✭❛✈❡❝ ri ∈ [0, d− 1]✮✱ ❞♦♥❝ ✐♥❢ér✐❡✉r à βd✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ a ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

A = {id : i ∈ [0, β − 1]}✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T : [0, β − 1] → [0, β − 1] t❡❧❧❡ q✉❡ T (id ♠♦❞ β) = i✱ ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ [0, β − 1]✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs x = id ♠♦❞ β ❡t

x′ = i′d ♠♦❞ β ❛✈❡❝ i, i′ ∈ [0, β − 1], i 6= i′ ❡t x ≤ x′✳ ❆❧♦rs x′ − x = (i′ − i)d ♠♦❞ β✳ P✉✐sq✉❡

❧✬❡♥t✐❡r β ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s i′ − i ❡t ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ d✱ ✐❧ s✬❡♥ s✉✐t q✉❡ β ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♣❛s ❧❡ ♣r♦❞✉✐t

(i′ − i)d✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t x′ − x = (i′ − i)d ♠♦❞ β 6= 0 ❡t ❞♦♥❝ x 6= x′✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ T

♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧é❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❡♥ t❡♠♣s O(|I|)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r a ∈ A✱ ❧✬é❣❛❧✐té a ❞✐✈ d = T (a ♠♦❞ β)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡

q✉♦t✐❡♥t a ❞✐✈ d✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ♣❛r

❛❝❝ès ❞✐r❡❝t ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ T ✳

�

▲❡♠♠❡ ✻ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k ≥ 1✳ ❙♦✐❡♥t I ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❡t ❞❡✉①

❡♥t✐❡rs β ❡t d t❡❧s q✉❡ 2 ≤ β ≤ |I| ❡t 1 ≤ d < |I|k✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s O(|I|) ✉♥

❡♥t✐❡r β′ ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ β ❡t d ❡t ✈ér✐✜❛♥t
√

|I| ≤ β′ ≤ |I|✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ❧✐st❡ p1, . . . pl ❞❡s l ♣r❡♠✐❡rs ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦✉r l = (k+1)⌈log |I|⌉+1✳

❈♦♠♠❡ ❧✬❡♥t✐❡r β ≤ |I| ✭r❡s♣✳ d < |I|k✮ ❛❞♠❡t ❛✉ ♣❧✉s log |I| ✭r❡s♣✳ k log |I|✮ ❢❛❝t❡✉rs ♣r❡♠✐❡rs

❞✐st✐♥❝ts ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ l > (k + 1) log |I|✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉rs ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r

♣r❡♠✐❡r q ∈ {p1, . . . pl} q✉✐ ♥❡ ❞✐✈✐s❡ ♥✐ β ♥✐ d✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥t✐❡r j t❡❧ q✉❡ |I|
q
< qj ≤ |I| ❡t

✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♣r❡♥♦♥s β′ = qj ✳ ❆❧♦rs✱ ❝♦♠♠❡ q✱ ❧✬❡♥t✐❡r β′ ❡st ♣r❡♠✐❡r ❛✈❡❝ β ❡t d✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

q ≤ pl ≤ C · l · log l✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ C✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✭❝❧❛ss✐q✉❡✮

❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q ≤ C ′ log |I| log log |I| ≤
√

|I|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ I

s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ′ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ k✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

√

|I| ≤
|I|

C ′ log |I| log log |I|
≤
|I|

q
≤ β′ ≤ |I|

❖♥ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ β′✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s l ♣r❡♠✐❡rs ♥♦♠❜r❡s

♣r❡♠✐❡rs✱ ♣♦✉r l = Ok(log |I|)✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r q ❡t ❞✉ rés✉❧t❛t β′ = qj ✱ ❡st ré❛❧✐sé❡

❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ log |I|✳ �

▲❡♠♠❡ ✼ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k ≥ 1✳ ❖♥ ❛ ❉✐✈(k) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈(k) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s O(|I|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t I, d, a ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈(k) ✭❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥t✐❡r β′ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✻✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
√

|I| ≤ β′✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t a < |I|k ≤ β′2k✳

▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈(k) s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ é❝r✐r❡ a ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ β′ s✉r 2k r❡❣✐str❡s ❀

✕ ❞✐✈✐s❡r a ✭é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ β′✮ ♣❛r d✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r a ✭é❝r✐t ❡♥ ❜❛s❡ B = |I|✮ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ β′ ✉t✐❧✐s❡

s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①é ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥s ❡t ❞❡ ♠♦❞✉❧♦s ♣❛r ❧✬❡♥t✐❡r β′ ❡t ❞♦♥❝ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉①

♣r♦❜❧è♠❡s ▼♦❞(k) ✭s✉r ❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ I, β′✮ ❡t ❉✐✈✲❛✉①(k) ✭s✉r ❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ I✱ β′✱ B✮✳ ▲❛

❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ a ✭é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ β′✮ ♣❛r d s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❉✐✈✲❛✉①(2k) ✭❝❛r a < β′2k✮ s✉r

❧✬❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ (I, d, β′)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é✳ �

✶✳✼ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t

j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

P♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭q✉✬✐❧ s♦✐t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❛✉tr❡✮✱ q✉✐✱ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡

✭❡♥tré❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✮✱ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ✿

❣é♥ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♣t❡r s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

✭♥✬✐♠♣♦rt❡ ❧❛q✉❡❧❧❡✮✱ t❡st❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❣é♥ér❡r ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣♦✉r

✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✮✱ ❡t❝✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s q✉❛tr❡ ❞❡ ❝❡s q✉❡st✐♦♥s✳ ❉❛♥s

✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐té✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✐❝✐ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s t②♣❡s✳

✷✻



✶✳✼✳ Pr♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

✶✳✼✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉①

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✵ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ A ⊆ I×O t❡❧❧❡ q✉❡✱

♣♦✉r t♦✉t I ∈ I✱ ♦♥ ❛ card({y ∈ O : (I, y) ∈ A}) <∞✳ ▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s I ❡t O s♦♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✿

✕ I ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ A ❀

✕ O ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦✉ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦rt✐❡s ❞❡ A✳

P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ A(I) = {y ∈ O : (I, y) ∈ A} q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ A ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ I✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧

❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✶ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(A,<) ♦ù A ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✱ A ⊆ I ×O✱ ❡t < ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡

O ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

✶✳✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s

❆ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é✮✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✷ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t A ⊆ I×O ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à A✱ ♥♦té ❊♥✉♠(A)✱ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡

I ∈ I ❡t r❡♥✈♦✐❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✭s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥✮ y1, . . . , yk t❡❧❧❡ q✉❡ A(I) = {y1, . . . , yk}

✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ A s✉r ❧✬❡♥tré❡ I✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✸ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é✮ ❙✐ (A,<) ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r✲

❞♦♥♥é✱ A ⊆ I × O✱ ❛❧♦rs ❊♥✉♠(A,<) ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡ I ∈ I

❡t r❡♥✈♦✐❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ y1, . . . , yk t❡❧❧❡ q✉❡ A(I) = {y1, . . . , yk} ❡t y1 < y2 < . . . < yk✳

❊♥✉♠(A,<) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ (A,<)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✹ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✮ ❆ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A ⊆ I × O✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ♥♦té ❈♦✉♥t(A)✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❈♦✉♥t(A)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I

❙♦rt✐❡✿ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❝❛r❞(A(I))

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✺ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ ❆ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é (A,<)✱

A ⊆ I ×O✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♥♦té ❏t❤(A)✱ ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❏t❤(A,<)

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡✿ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I ❡t ❧✬❡♥t✐❡r ❝❛r❞(A(I))

❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r j < ❝❛r❞(A(I))

❙♦rt✐❡✿ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ A(I) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✽ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ ❝♦♥✈✐❡♥t q✉❡ ❧❡s r❛♥❣s j ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A(I) ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡

< ✈♦♥t ❞❡ 0 ✭♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t✮ à ❝❛r❞(A(I))− 1.

✶✳✽ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

✶✳✽✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✻ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❊♥✉♠(A,<)✮✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A

❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳ ❊♥✉♠(A,<)✮ s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ I ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ A é❝r✐t séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❡ ♠♦t #y1#y2# . . .#yn# ♦ù y1, . . . yn ❡st ❧❛ s♦rt✐❡

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳ ❊♥✉♠(A,<)✮✱ ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ I✱ ❡t # ❡st ✉♥ ❝❛r❛❝tèr❡ s♣é❝✐❛❧✳ P❛r

❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛r❛❝tèr❡ # ❡st é❝r✐t ❛✉ t❡♠♣s 0 ❡t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A

s✬❛rrêt❡ à ❧✬✐♥st❛♥t ♣ré❝✐s ♦ù ✐❧ ❛ é❝r✐t ❧❡ ❞❡r♥✐❡r #✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✾ P❛r ✧séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✧✱ ♦♥ ❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ é❝r✐t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠✐s❡s ❡♥ s♦rt✐❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ♠♦ts yi ❞é❥à é❝r✐ts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♠❛✲

❝❤✐♥❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧✐r❡ ❧❡s ♠♦ts yi ♠✐s ❡♥ s♦rt✐❡✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❢♦♥❝t✐♦♥✲

♥❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥str✐❝t✐♦♥s ❞❡ s♦rt✐❡ ✭é❝r✐t✉r❡✮ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❘❆▼ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✼ ✭❞é❧❛✐✮ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r✲

❞♦♥♥é❡ ❊♥✉♠(A,<)✮ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳ ❊♥✉♠(A,<)✮✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r t✐♠❡i(I) ❧✬✐♥st❛♥t ♦ù ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é❝r✐t ❧❡ i✲è♠❡ ❝❛r❛❝tèr❡ #✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞é❧❛✐ ❧❡

t❡♠♣s q✉✐ sé♣❛r❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❞❡❧❛②i(I) ❧❡

t❡♠♣s q✉❡ ♣r❡♥❞ A ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧❛ i✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡ I✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡❧❛②i(I) =

t✐♠❡i+1(I)− t✐♠❡i(I)✳

❏♦❤♥s♦♥✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❏P❨✽✽❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳

❉é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ ❉❡❧❛②P

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ A ❡st à ❞é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐ ❧❡

❞é❧❛✐ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❞❡ A ✿ ♦♥ é❝r✐r❛

❛❧♦rs A ∈ ❉❡❧❛②P✳

✷✽



✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❉é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ ✿ ■♥❝P

❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A ❡st à ❞é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧ s✐ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ A ♣♦✉r ❣é♥ér❡r

❧❛ ✐✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ A ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡s i− 1

s♦❧✉t✐♦♥s ❞é❥à ❣é♥éré❡s ✿ ♦♥ é❝r✐r❛ ❛❧♦rs A ∈ ■♥❝P✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❉❡❧❛②P ♦ù ❧❛

❜♦r♥❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ r❡st❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❛✉❣♠❡♥t❡ ✐❝✐ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉

t❡♠♣s✱ ❝❡ q✉✐ s♦✉s✲❡♥t❡♥❞ q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡s à ❣é♥ér❡r✳

❚❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣❧♦❜❛❧ ✿ ❚♦t❛❧P

❖♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ✐❝✐ ❛✉ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s

t♦t❛❧ ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❚♦t❛❧P ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s é♥✉♠ér❛❜❧❡s

❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ ❧❛ s♦♠♠❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ■❧

♥✬② ❛ ♣❧✉s ✐❝✐ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧❡ ❞é❧❛✐✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ■♥❝P✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡

❚♦t❛❧P ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t ♠ê♠❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ✏❞✐✣❝✐❧❡s✑ à ❣é♥ér❡r✳

✶✳✽✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡s ✿ rés✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❉❡❧❛②P ⊆ ■♥❝P ⊆ ❚♦t❛❧P✳

❏♦❤♥s♦♥✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s❬❏P❨✽✽❪ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s

st❛❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ✭♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬é♥✉♠ér❡r ❧❡s st❛❜❧❡s ❞❡

● ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ à ❞é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❡t ❡s♣❛❝❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✮ ♠❛✐s q✉❡

❧❡s é♥✉♠ér❡r ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧s

♦♥t ét❛❜❧✐ q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡t ✉♥ st❛❜❧❡ S ❞❡ G✱ ❞é❝✐❞❡r s✐ S ❡st ❧❡ ❞❡r♥✐❡r st❛❜❧❡

❞❡ ● ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡

t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✾ ❬❏P❨✽✽❪ ❙✐ P 6= NP ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ str✐❝t❡ ❉❡❧❛②P ( ❚♦t❛❧P✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P 6= NP ✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❉❡❧❛②P ❡t ■♥❝P ♦✉ ❡♥tr❡

❧❡s ❝❧❛ss❡s ■♥❝P ❡t ❚♦t❛❧P r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✳

✶✳✽✳✸ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à

❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✉✐ ♦♣èr❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ✿ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡

♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✽ ✭s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t A ⊆ I × O ✭r❡s♣✳ (A,<)✱ ♣♦✉r A ⊆ I × O✮

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é✮✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❊♥✉♠(A) ✭r❡s♣✳

❊♥✉♠(A,<)✮ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (❡①t, E) ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✕ ❡①t ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t✮ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱

❡♥❝♦r❡ ♥♦té❡ ❡①t ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❞❡ I ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ′ ❀ I ′ ❡st ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞❡s

❡♥tré❡s ét❡♥❞✉❡s ❀

✕ E ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭❛♣♣❡❧é ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✮ q✉✐✱ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡

❡①t(I)✱ ♣♦✉r I ∈ I✱ é♥✉♠èr❡ s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ A(I)✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

✕ ❧✬✉♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡♥tré❡ I ❞❡ A✱ ❝❛❧❝✉❧❡ s♦♥ ✏❡①t❡♥s✐♦♥✑

❡①t(I) ❀

✕ ❧✬❛✉tr❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠é✲

r❛t✐♦♥ E ❡t ❛✉ss✐ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐sé ♣❛r E ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✾ ✭❡♥✉♠(f, g)✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f : N→ N ❡t g : N2 → N ❡t s♦✐t A ⊆ I ×O

✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❖♥ é❝r✐t ❊♥✉♠(A) ∈ ❡♥✉♠(f, g) s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s❝❤é♠❛

❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ (❡①t, E) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡①t ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ t❡♠♣s O(f(|I|))✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ I ∈ I✱ ❡t ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

|❡①t(I)| ≥ |I| ❀

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ I ∈ I✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ E✱ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡ ❡①t(I)✱ ❣é♥èr❡ s✉❝✲

❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ x ∈ A(I) ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ O(g(|I|, |x|)) ❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

E ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ O(maxx∈A(I) g(|I|, |x|))✳

❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ❡st é♥✉♠ér❛❜❧❡ à ❞é❧❛✐ O(g(n,m)) ❛✈❡❝ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥

t❡♠♣s O(f(n))✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❊♥✉♠(A,<) ∈ ❡♥✉♠(f, g) ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✧♠✐♥✐♠❛❧❡✧ ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin

❡t s♦♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✵ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥✉♠(n,m) ❡st ♥♦té❡ ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin✳ ❖♥ s✬✐♥✲

tér❡ss❡ ❛✉ss✐ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ♥♦té❡ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin = ❡♥✉♠(n, 1)✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ♥✬❛ ❞❡

s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ s♦rt✐❡ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛✣r♠❡r q✉❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡st ❞❛♥s ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin✳

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❉▲■◆ ✭t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❘❆▼ ♣♦✉r ❧❡

❝♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡✮ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ r♦❜✉st❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ ❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥t

♠♦♥tré ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ●r❛♥❞❥❡❛♥ ❡t ❙❝❤✇❡♥t✐❝❦ ❬●❙✵✷❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin

❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ r♦❜✉st❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐✮✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① r❛✐s♦♥s à ❝❡❧❛✳

✶✳ ❚❡♠♣s ❞✬❡♥tré❡✴s♦rt✐❡ ❡t ♠✐♥✐♠❛❧✐té ✿ P♦✉r ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥tré❡

✸✵



✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡

t❡♠♣s ✭❞é❧❛✐✮ ♣♦✉r ❧✬é❝r✐r❡✳

✷✳ ❘♦❜✉st❡ss❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ s♦✐t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧✐♥é❛✐r❡

♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ r♦❜✉st❡ss❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s ♣❛r ❧❛

♠❛❝❤✐♥❡ ❘❆▼ ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✱ ♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ré❛❧✐s❡r ❝❤❛❝✉♥❡ ❡♥

t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❬●❙✵✷❪ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❉▲■◆ ❝♦♥t✐❡♥t ✭❡t ❡♥ ❢❛✐t s✬✐❞❡♥t✐✜❡ à✮ ❧❛

❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛✉ s❡♥s ✐♥t✉✐t✐❢✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛

❝❧❛ss❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin ✭❛✈❡❝ s♦♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✮ ❡st✱ ✧♠❛❧❣ré✧

❛✉ss✐ s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❡♥❝♦r❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ s❛ r♦❜✉st❡ss❡✱ très ❡①♣r❡ss✐✈❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱

❞❛♥s ♥♦s tr♦✐s ❝❤❛♣✐tr❡s ✭✷✱ ✸ ❡t ✹✮ q✉✐ ét✉❞✐❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s

q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❡t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ✏♣❧✉s

❢❛❝✐❧❡✑✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✐✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✵ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s f : N → N ❡t g : N2 → N ❡t s♦✐t (A,<) ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é✲

♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é t❡❧ q✉❡ ❏t❤(A,<) ∈ ❞②♥(f, g) ❡t ❈♦✉♥t(A) ∈ ❚✐♠❡(f)✳ ❆❧♦rs ❊♥✉♠(A,<) ∈

❡♥✉♠(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❊♥✉♠(A,<) ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞✉

s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❏t❤(A,<)✱ ♣✉✐s ✐tèr❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ♣♦✉r ❧✬❡♥tré❡

❞②♥❛♠✐q✉❡ i ✈❛r✐❛♥t ❞❡ 0 à ❝❛r❞(A(I))− 1✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✵ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❢❛✉ss❡

✭s♦✉s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✜♥❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉①✳ ▲❡

❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❣é♥ér❛❧ B✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à B ❡st✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s très ♣ré❝✐s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s

❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é à ❆ ✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❞❡✉①

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♣ré♦r❞r❡ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r

❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡♥✉♠(f, g) ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝❧♦s❡s ♣❛r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✶ ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡✮ ❙♦✐❡♥t A ⊆ I × O ❡t A′ ⊆ I ′ × O′ ✭r❡s♣✳ (A ⊆

I×O, <) ❡t (A′ ⊆ I ′×O′, <)✮ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✮✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A′

✭r❡s♣✳ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é (A,<) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é (A′, <)✮ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (r, s) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✶✳ ❖♥ ❛ r : I → I ′ × J ♦ù J ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛♣♣❡❧é ❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❀

✷✳ ❖♥ ❛ s : J ×O′ → O ❀

✸✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I ❡t ♣♦✉r (I ′, J) = r(I)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ s(J, x) ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥

✭r❡s♣✳ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❞❡ A′(I ′) ✭r❡s♣ (A′(I ′), <)✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ A′✱ ♣♦✉r

❧❛ ❞♦♥♥é❡ I ′✱ ❞❛♥s A(I) ✭r❡s♣✳ (A(I), <)✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ A ♣♦✉r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ I✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✷ ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✮ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ✭r❡s♣✳ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❝r♦✐s✲

s❛♥t❡✮ (r, s) ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A′ ✭r❡s♣✳ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é

(A,<) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é (A′, <)✮ ❡st ❞✐t❡ ❡①❛❝t❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I 7→ r(I) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|I|) ❀

✷✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ x 7→ s(J, x) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|x|)

❡t ♦♥ ❛ |s(J, x)| = Θ(|x|)✳

❖♥ é❝r✐r❛ A ≤exact A
′ ✭r❡s♣✳ (A,<) ≤exact (A′, <)✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ A à A′

✭r❡s♣✳ ❞❡ (A,<) à (A′, <)✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✶ P♦✉r ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s (r, s) q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s r(I) =

(I ′, J) ❛✈❡❝ I ′ = J ❡t✱ ❞❛♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛s✱ s s❡r❛ ♠ê♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✧✐❞❡♥t✐té✧ s(J, x) = x✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✸ ✭❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s✮ ❙♦✐❡♥t tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥é✲

r❛✉① A ⊆ IA×OA✱ B ⊆ IB ×OB ❡t C ⊆ IC ×OC ✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s (r, s)

❞❡ A à B ❡t (r′, s′) ❞❡ B à C✱ r : IA → IB × JAB✱ s : JAB ×OB → OA✱ r
′ : IB → IC × JBC ✱

s′ : JBC ×OC → OB✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ (r′′, s′′) = (r′, s′) ◦ (r, s) ❞❡ A à C✱ ❞❡ ❧❛

❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ P♦✉r t♦✉t IA ∈ IA✱ s✐ r(IA) = (IB, JAB) ❡t r′(IB) = (IC , JBC) ❛❧♦rs

r′′(IA) = (IC , (JAB, JBC)) ❀

✕ P♦✉r t♦✉t xC ∈ C(IC)✱ s✐ s′(JBC , xC) = xB ❡t s(JAB, xB) = xA ❛❧♦rs s′′((JAB, JBC), xC) =

xA✳

▲❛ ❝♦♠♣♦sé❡ (r′′, s′′) = (r′, s′) ◦ (r, s) ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞❡ A à C✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

♣♦✉r t♦✉t IA ∈ IA ❡t ♣♦✉r (IC , (JAB, JBC)) = r′′(IA)✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ xC 7→ s(JAB, s
′(JBC , xC)) ❡st✱

♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ C(IC) ❞❛♥s A(IA)✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡

❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡s ❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤exact ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣ré♦r❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉①

✭r❡s♣✳ ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✮✳

✸✷



✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ≤exact ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ré✢❡①✐✈❡ ✿ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ tr✐✲

✈✐❛❧❡ ✏✐❞❡♥t✐té✑✳ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❙♦✐❡♥t A,B,C tr♦✐s ♣r♦❜❧è♠❡s

❣é♥ér❛✉① ✭♦✉ ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✮ ❡t s♦✐❡♥t (r, s) ❡t (r′, s′) ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s ❞❡ A à B ❡t ❞❡

B à C✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ (r′′, s′′) = (r′, s′) ◦ (r, s)

✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

✶✮ P✉✐sq✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ IA ∈ IA✱ ♦♥ ❛ r′′(IA) = (IC , (JAB, JBC)) ❛✈❡❝ r(IA) =

(IB, JAB) ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|IA|) ❡t r′(IB) = (IC , JBC) ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|IB|)✱ ♦♥

❝♦♥❝❧✉t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ IA 7→ r′′(IA) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|IA|+ |IB|) = O(|IA|)✳

✷✮ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜✐❥❡❝t✐♦♥s xC 7→ s′(JBC , xC) ❡t xB 7→ s(JAB, xB) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s

O(|xC |) ❡t O(|xB|) r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ xC 7→ s(JAB, s
′(JBC , xC)) ❡st ❝❛❧❝✉✲

❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|xC |+ |s
′(JBC , xC)|) = O(|xC |)✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ❛

|s(JAB, s
′(JBC , xC))| = Θ(|s′(JBC , xC)|) = Θ(|xC |).

�

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡r✲

✈é❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ✐♠♣♦s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s ❞❛♥s

❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f ❡t g ❛✉t♦r✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✉♠(f, g)✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s

♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡ ❤♦♥♥êt❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✹ ✭❝♦✉♣❧❡ ❤♦♥♥êt❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✮ ❯♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (f, g) ❛✈❡❝ f : N→ N

❡t g : N2 → N ❡st ❞✐t ❤♦♥♥êt❡ s✐ ❡❧❧❡s ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ f(O(n)) = O(f(n)) ❀

✕ g(O(n), O(m)) = O(g(n,m)) ❀

✕ f(n) = Ω(n) ❀

✕ g(n,m) = Ω(m)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✷ ▲❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ f q✉✐ s♦♥t é♥♦♥❝é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐♠✲

♣❧✐q✉❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✬❡♥❝❛❞r❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿ c.n ≤ f(n) ≤ p(n)✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♣♦✉r

✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c > 0 ❡t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✜①é p✳

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ✶✷ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡♥✉♠(f, g) ♦✉ ❞②♥(f, g) q✉❡ s♦✉s

❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (f, g) ❡st ❤♦♥♥êt❡✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭s❛✉❢

❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ♦ù ♥♦✉s ❧❛ r❛♣♣❡❧♦♥s✮✳

❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬♦♥ ❛✱

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t I ∈ I✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té |❡①t(I)| ≥ |I|✱ ♣♦✉r t♦✉t s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳

s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ (❡①t, E) ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❡♥tré❡s I✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ❧❡ s❝❤é♠❛

✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

(❡①t, E) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❡♥✉♠(f, g) ✭r❡s♣✳ ❞②♥(f, g)✮✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ I ∈ I✱ ♦♥ ❛

|I| ≤ |❡①t(I)| ≤ p(|I|)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✜①é p✳

▲❡♠♠❡ ✶✸ ❙♦✐❡♥t A,B ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ✭♦✉ ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✮ ❛✈❡❝ A ≤exact B✳

❙✐ ♦♥ ❛ ❊♥✉♠(B) ∈ ❡♥✉♠(f, g) ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❤♦♥♥êt❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (f, g)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

❊♥✉♠(A) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳

❙♦✐t (r, s) ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ A à B ❡t s♦✐t (❡①t, E) ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r

B ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥✉♠(f, g)✳ ❖♥ ❞♦✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r A ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ (❡①t′, E ′) ❞❡

♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❡①t′ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐✱ à t♦✉t IA ∈ IA✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡

(❡①t(IB), JAB) ♣♦✉r r(IA) = (IB, JAB)✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ E ′ ❞❡

A✱ ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧✬❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡ ❡①t′(IA) = (❡①t(IB), JAB)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ P❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ E ′(❡①t(IB), JAB)

✶✿ ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ E s✉r ❧✬❡♥tré❡ ét❡♥❞✉❡ ❡①t(IB)

✷✿ ♣♦✉r t♦✉t xB ♠✐s ❡♥ s♦rt✐❡ ♣❛r E ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t xB ∈ B(IB)✮ ❢❛✐r❡

✸✿ ❝❛❧❝✉❧❡r xA = s(JAB, xB)

✹✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ xA

✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ (❡①t′, E ′) ♣♦✉r A ❡st ❝♦rr❡❝t ✿ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ E ′ é♥✉♠èr❡ s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s xA ∈ A(IA) ♣✉✐sq✉❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ E ✱ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❡①t(IB)✱ é♥✉♠èr❡ s❛♥s ré♣ét✐t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❝r♦✐s✲

s❛♥t✮ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s xB ∈ B(IB) ✭♦ù r(IA) = (IB, JAB)✮ ❡t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ xB 7→ s(JAB, xB) ❡st

✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✮ ❞❡ B(IB) ❞❛♥s A(IA)✳

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞✉ ❞é❧❛✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡s q✉✬♦♥ ❛tt❡♥❞✳

P✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s r : IA 7→ (IB, JAB) ❡t ❡①t : IB 7→ ❡①t(IB) s♦♥t O(|IA|) ❡t

O(f(|IB|))✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦sé❡ ❡①t′ : IA 7→ (❡①t(IB), JAB)

❡st O(|IA|+f(O(|IA|))) = O(f(|IA|)) à ❝❛✉s❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés f(O(n)) = O(f(n)) ❡t f(n) = Ω(n)✳

▲❡ ❞é❧❛✐ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ E ′ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ xA✱ ❞é❧❛✐ ♥♦té ❞❡❧❛②(E ′, xA)✱ ❡st

❝❡❧✉✐ ❞❡ E ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ xB t❡❧❧❡ q✉❡ xA = s(JAB, xB)✱ ❞é❧❛✐ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ ❞❡❧❛②(E , xB)✱

❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ xA à ♣❛rt✐r ❞❡ (JAB, xB)✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝

❞❡❧❛②(E ′, xA) = ❞❡❧❛②(E , xB) +O(|xB|)

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ♦♥ ❛

❞❡❧❛②(E , xB) = O(g(|IB|, |xB|)).

❖r ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ IB = O(|IA|)✱ |xB| = Θ(|xA|) ❡t g(O(n), O(m)) = O(g(n,m))✳ ❉✬♦ù ♦♥ t✐r❡

❞❡❧❛②(E , xB) = O(g(|IA|, |xA|)) ❡t ❞❡❧❛②(E ′, xA) = O(g(|IA|, |xA|) + |xA|)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

✸✹



✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

g(n,m) = Ω(m)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡❧❛②(E ′, xA) = O(g(|IA|, |xA|))✳

P♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♦♥ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ E ′ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r

t♦✉t IA ∈ IA ✉♥ ❡s♣❛❝❡ O(maxx∈A(IA) g(|IA|, |xA|))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❊♥✉♠(B)✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A) ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥✉♠(f, g)✳ �

◆♦t❛t✐♦♥ ✶✹ P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ é❝r✐r❛ s♦✉✈❡♥t ❊♥✉♠(A) ≤exact ❊♥✉♠(B) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝r✐r❡

A ≤exact B✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✐♠✐❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✺ ❙♦✐❡♥t A,B ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ✭♦✉ ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✮ ❛✈❡❝ A ≤exact B✳ ❙✐

♦♥ ❛ ❏t❤(B) ∈ ❞②♥(f, g) ♣♦✉r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❤♦♥♥êt❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (f, g)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❏t❤(A) ∈

❞②♥(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ �

✶✳✽✳✹ ❉✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✉♠(f, g) ♣♦✉r ❧❡s

♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✳

Pr♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✺ ❙♦✐❡♥t A ⊆ I ×O ❡t B ⊆ I ×O′ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡

❞✬❡♥tré❡s I✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s A ❡t B✱ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ A× B✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❣é♥ér❛❧ A×B ⊆ I×(O×O′) t❡❧ q✉❡ (I, (x, y)) ∈ A×B s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (I, x) ∈ A ❡t (I, y) ∈ B✳

▲❡♠♠❡ ✶✻ ✕ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① t❡❧s q✉❡ ❊♥✉♠(A) ∈ ❡♥✉♠(f, g) ❡t

❊♥✉♠(B) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ENUM(A×B) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳

✕ ❙♦✐❡♥t (A,<A) ❡t (B,<B) ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és t❡❧s q✉❡ ❊♥✉♠(A,<A) ∈

❡♥✉♠(f, g) ❡t ❊♥✉♠(B,<B) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❊♥✉♠(A×B,<A ×lex <B) ∈

❡♥✉♠(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳

❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐❢s ♣♦✉r ❊♥✉♠(A) ❡t ❊♥✉♠(B)✱ t♦✉s ❞❡✉①

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥✉♠(f, g)✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❊♥✉♠(A×

B)✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ A ❡t B✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❧❡

♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✳

�
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❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❊♥✉♠(A×B) s✉r ❧✬❡♥tré❡ I ∈ I
✶✿ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A s✉r I

✷✿ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B s✉r I

✸✿ s✐ B(I) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ❛❧♦rs

✹✿ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ A

✺✿ t❛♥t q✉❡ ♥♦♥ ✜♥(A) ❢❛✐r❡

✻✿ x← ♣r♦❝❤❛✐♥(A)

✼✿ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ B

✽✿ t❛♥t q✉❡ ♥♦♥ ✜♥(B) ❢❛✐r❡

✾✿ y ← ♣r♦❝❤❛✐♥(B)

✶✵✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ (x, y)

✶✶✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

✶✷✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

✶✸✿ ✜♥ s✐

❯♥✐♦♥

▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

A ❡t B✱ ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡s ❡t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t t♦✉s

❞❡✉① à ❡♥✉♠(f, g)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ré✉♥✐♦♥ A∪B✳ ▲❛

q✉❡st✐♦♥ ❡st ♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ② ré♣♦♥❞r❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡✉① ❝❛s

♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ✿ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❡t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✶✼ ❙♦✐❡♥t A ⊆ I × O ❡t B ⊆ I × O ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ❞✐s❥♦✐♥ts ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

✈ér✐✜❛♥t A ∩ B = ∅✮ ❡t t❡❧s q✉❡ ❊♥✉♠(A) ∈ ❡♥✉♠(f, g) ❡t ❊♥✉♠(B) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

❛✉ss✐ ❊♥✉♠(A ⊎B) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❚r✐✈✐❛❧❡✳ �

▲❡♠♠❡ ✶✽ ❙♦✐❡♥t (A,<) ❡t (B,<) ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és ❛✈❡❝ A ⊆ I × O ❡t

B ⊆ I × O ❡t ❧✬♦r❞r❡ < s✉r O✱ ❡t t❡❧s q✉❡ ❊♥✉♠(A) ∈ ❡♥✉♠(f, 1) ❡t ❊♥✉♠(B) ∈ ❡♥✉♠(f, 1)✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❊♥✉♠(A ∪B,<) ∈ ❡♥✉♠(f, 1)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ A ✭r❡s♣✳ B✮ ♣♦✉r ❊♥✉♠(A,<) ✭r❡s♣✳ ❊♥✉♠(B,<

)✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ ❞é❧❛✐ ❞❡♠❛♥❞és✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(A ∪ B,<)✳ ❙❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐st❡s tr✐é❡s✳

�
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✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❊♥✉♠(A ∪B,<)

✶✿ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A

✷✿ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B

✸✿ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ A ❡t ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ B

✹✿ x← ♣r♦❝❤❛✐♥(A)

✺✿ y ← ♣r♦❝❤❛✐♥(B)

✻✿ t❛♥t q✉❡ ♥♦♥ ✜♥(A✮ ❡t ♥♦♥ ✜♥(B) ❢❛✐r❡

✼✿ s✐ x = y ❛❧♦rs

✽✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ x

✾✿ x← ♣r♦❝❤❛✐♥(A)

✶✵✿ y ← ♣r♦❝❤❛✐♥(B)

✶✶✿ s✐♥♦♥ s✐ x < y ❛❧♦rs

✶✷✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ x

✶✸✿ x← ♣r♦❝❤❛✐♥(A)

✶✹✿ s✐♥♦♥

✶✺✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ y

✶✻✿ y ← ♣r♦❝❤❛✐♥(B)

✶✼✿ ✜♥ s✐

✶✽✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

✶✾✿ s✐ ✜♥(A) ❛❧♦rs

✷✵✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts ❞❡ B

✷✶✿ s✐♥♦♥

✷✷✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts r❡st❛♥ts ❞❡ A

✷✸✿ ✜♥ s✐

✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ♣❛s ♣♦✉r ❊♥✉♠(A,<) ∈ ❡♥✉♠(f, g)

❡t ❊♥✉♠(B,<) ∈ ❡♥✉♠(f, g) ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r

✉♥❡ ♠ê♠❡ ❡♥tré❡ I✱ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s x ∈ A(I) ❡t y ∈ B(I) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s✳

✶✳✽✳✺ Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞②♥(f, g)

s♦♥t ❝❧♦s❡s ♣❛r ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❡t ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳

◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡s

♣r♦❜❧è♠❡s ét✉❞✐és✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✻ ✭♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✮ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ A ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛❧

♦r❞♦♥♥é (A,<)✮✱ A ⊆ I × O✱ ❡st ❞✐t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡ I ∈ I✱ ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ A s✉r ❧✬❡♥tré❡ I ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥

❛ ❝❛r❞(A(I)) ≤ p(|I|)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p ✜①é✳

▲❡♠♠❡ ✶✾ ❙♦✐t (A,<)✱ A ⊆ I × O✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦r❞♦♥♥é✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é✱ ❡t

s♦✐t A = (❡①t, E) ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞②♥(f, g) ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❏t❤(A,<)✳

❆❧♦rs✱ t♦✉t❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ i ❞✉ s❝❤é♠❛ A ✭❡t ❞♦♥❝ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❏t❤(A,<)✮ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡

❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❡♥tré❡

I ∈ I✱ t♦✉t ❡♥t✐❡r i ≤ ❝❛r❞(A(I)) s✬é❝r✐t s✉r ❛✉ ♣❧✉s k r❡❣✐str❡s✳

Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ |I| ≤ |❡①t(I)|✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❝❛r❞(A(I)) ≤ p(|I|) ≤ p(|❡①t(I)|)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛

♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs |❡①t(I)| = O(B) ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ B ❞❡ ❧❛ ❘❆▼ E ✭♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ s✉r ❧✬❡♥tré❡ ❡①t(I)✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❛r❞(A(I)) = O(p(B)) �

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✷✵ ✭❝❧ôt✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥✮ ❙♦✐❡♥t (A,<A) ❡t (B,<B) ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s

❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ ❞✬❡♥tré❡ I ❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥és✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛

❧❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❈♦✉♥t(A) ∈ ❚✐♠❡(f) ❡t ❈♦✉♥t(B) ∈ ❚✐♠❡(f) ❀

✕ ❏t❤(A,<A) ∈ ❞②♥(f, g) ❡t ❏t❤(B,<B) ∈ ❞②♥(f, g)✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❏t❤(A×B,<A ×lex <B) ∈ ❞②♥(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳

❙♦✐t ✉♥❡ ❡♥tré❡ I ∈ I ❡t s♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r i < ❝❛r❞(A(I))× ❝❛r❞(B(I)) ❖♥ ❢❛✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❞❡✉①

❝♦♥st❛t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✸✽



✶✳✽✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k t❡❧ q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r i ✭❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ s✬é❝r✐t s✉r ✭❛✉ ♣❧✉s✮ k r❡❣✐str❡s

❞❡ t♦✉t❡ ❘❆▼ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❏t❤(A×B,<A ×lex <B) ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣✉✐sq✉❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ A×B ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s A ❡t B✱ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é ❀

✕ s✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❡st ❧❛ i✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ (A×B)(I) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <A ×lex <B✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r

❧✬❡♥t✐❡r n = ❝❛r❞(B(I))✱ ❧✬é❧é♠❡♥t x ❡st ❧❛ (i ❞✐✈ n)✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ A(I) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <A

❡t ❧✬é❧é♠❡♥t y ❡st ❧❛ (i ♠♦❞ n)✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ B(I) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <B ❀

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡s A ❡t B ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❏t❤(A,<A) ❡t

❏t❤(B,<B)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t C ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✧♣r♦❞✉✐t✧ ❏t❤(A×

B,<A ×lex <B)✳

P❤❛s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ C ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ I ✿

✕ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A ❛✈❡❝ I ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❀

✕ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B ❛✈❡❝ I ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❀

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r n = ❝❛r❞(B(I))✳

P❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ C ♣r❡♥❛♥t i ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r x ❧❛ (i ❞✐✈ n)✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ A(I) ❀

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r y ❧❛ (i ♠♦❞ n)✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ B(I) ❀

✕ r❡♥✈♦②❡r (x, y)✳

�

▲❡♠♠❡ ✷✶ ✭✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ ❙♦✐❡♥t (A,<) ❡t (B,<) ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❣é♥ér❛✉① ♦r❞♦♥♥és ❞✐s✲

❥♦✐♥ts✱ A ⊆ I ×O ❡t B ⊆ I ×O✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ∈ I ❡t t♦✉t❡s s♦❧✉t✐♦♥s y ∈ A(I) ❡t y′ ∈ B(I)′✱ ♦♥ ❛ y < y′ ✭t♦✉t❡s

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ A(I) s♦♥t ❛✈❛♥t t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❞❡ B(I)✮ ❀

✕ ❈♦✉♥t(A) ∈ ❚✐♠❡(f) ❡t ❈♦✉♥t(B) ∈ ❚✐♠❡(f) ❀

✕ ❏t❤(A) ∈ ❞②♥(f, g) ❡t ❏t❤(B) ∈ ❞②♥(f, g)✳

❆❧♦rs✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ❏t❤(A ⊎B,<) ∈ ❞②♥(f, g)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t A ❡t B ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❏t❤(A,<) ❡t

❏t❤(B,<)✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ C ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❏t❤(A ⊎B,<)✳

P❤❛s❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ C ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ I✳

✕ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❛r❞(A(I)) ❀

✕ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ A ❛✈❡❝ I ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❀

✕ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ B ❛✈❡❝ I ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡✳

P❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ C ♣r❡♥❛♥t ❧✬❡♥t✐❡r i ❝♦♠♠❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿

✕ s✐ i < ❝❛r❞(A(I)) ❛❧♦rs r❡♥✈♦②❡r ❧❛ i✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ A(I) ❀

✕ s✐♥♦♥ r❡♥✈♦②❡r ❧❛ (i− ❝❛r❞(A(I)))✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ B(I)✳

✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

�

✶✳✾ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

✶✳✾✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❧♦❣✐q✉❡s ét✉❞✐és

❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❝✐♥q ♣r♦❜❧è♠❡s

❣é♥ér✐q✉❡s s✉✐✈❛♥ts✳

▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

♠❝(ϕ,S)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ

❙♦rt✐❡✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ϕ(M) ❛❞♠❡t✲✐❧ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ✭ϕ(M) 6= ∅✮ ❄

❈♦♠♣t❛❣❡

❈♦✉♥t(ϕ,S)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ

❙♦rt✐❡✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛r❞(ϕ(M))

❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

❊♥✉♠(ϕ,S)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ

❙♦rt✐❡✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ϕ(M)

❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ < ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❊♥✉♠(ϕ,S, <)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ

❙♦rt✐❡✿ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ϕ(M)✱ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ♣♦✉r

❧✬♦r❞r❡ <

j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ < ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❏t❤(ϕ,S, <)

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡✿ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ ❡t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té

❝❛r❞(ϕ(M))

❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r i < ❝❛r❞(ϕ(M))

❙♦rt✐❡✿ ❧❛ ✐✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ϕ(M) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ <
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✶✳✾✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ q✉❛tr❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✳ ❙♦✐❡♥t L ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

♠❝(L,S)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ∈ L ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M ∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡

q✉❡ ϕ
❙♦rt✐❡✿ ❛✲t✲♦♥ ϕ(M) 6= ∅ ❄

♣✲▼❈(L,S)

❊♥tré❡✿ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ∈ L ❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ

P❛r❛♠ètr❡✿ |ϕ|

❙♦rt✐❡✿ ❛✲t✲♦♥ ϕ(M) 6= ∅ ❄

❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r S ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❝(L)

❡t ♣✲▼❈(L)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞❡s q✉❛tr❡ ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✿

❝♦♠♣t❛❣❡✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❡t j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✶✳✾✳✷ ❘és✉❧t❛ts ❝♦♥♥✉s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✷ ❬❱❛r✽✷❪ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❝(FO) ❡t ♠❝(MSO) s♦♥t P❙P❆❈❊✲❝♦♠♣❧❡ts✳

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ■❧s r❡st❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ♣❛r❛♠étré ♣✲▼❈(FO) ❡st AW [∗]✲❝♦♠♣❧❡t✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ AW [∗] ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s A[i]✱ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ 1✳

❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✳

❘és✉❧t❛ts ♣♦s✐t✐❢s ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s FO ♦✉ MSO

▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ét❛❜❧✐ss❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s✱ ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❞✉ ✏♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✑ ❞❡✈✐❡♥t FPT ❡t ♠ê♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦✉ q✉❛s✐✲❧✐♥é❛✐r❡✳

P♦✉r MSO✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❈♦✉r❝❡❧❧❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✸ ❬❈♦✉✾✵❜✱ ❈♦✉✾✷❪ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s

❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,S) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✷✹ ❬❈▼❘✵✵❪ ❙♦✐❡♥t k ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ϕ ✉♥❡ {E}✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❛✉ ♣❧✉s k✱ ❝❤❛❝✉♥ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

k✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,S) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱

♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞û à ❍❧✐♥❡♥② ❡t ❖✉♠✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✺ ❬❍❖✵✼❪ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ❡t t♦✉t

❡♥t✐❡r k > 0✱ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok(n
3) ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❀

✕ ❙♦✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r f(k)✱ s♦✐t ✐❧ ❝❡rt✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥

❛ ❝✇(G) > k✳

❉❡ ❝❡s ❞❡✉① t❤é♦rè♠❡s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✻ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ {E}✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡

❜♦r♥é❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,S) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s O(n3) ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳

P♦✉r FO✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❞✉s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❙❡❡s❡ ❡t à ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✼ ❬❙❡❡✾✻❪ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ FO ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré

❜♦r♥é✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,S) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❚♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡✲

♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉✐✈❛♥t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✽ ❬❋●✵✶❜❪ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ FO ❡t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t ǫ > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,S) ❡♥ t❡♠♣s Oǫ(n
1+ǫ)✳

✶✳✾✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t s♦♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ r❡♠♦♥t❡ ❛✉① tr❛✈❛✉① ❞❡ ❘❛❜✐♥ ❬❘❛❜✻✹❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✼ ✭tr❛❞✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t L ❡t L′ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t S ❡t S ′ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡

str✉❝t✉r❡s✳ ❯♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (L,S) ❞❛♥s (L′,S ′) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T : L×S → L′×S ′ t❡❧❧❡ q✉❡

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (ϕ,M) ∈ L×S ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ

❡t s♦♥ ❝♦✉♣❧❡ tr❛❞✉✐t (ϕ′,M′) = T (ϕ,M) ✿

✕ ϕ′ ❛ ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❋❖ ♦✉ ▼❙❖✮ q✉❡ ϕ ❡t ❧❛ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ′ q✉❡M′ ❀
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✶✳✾✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

✕ ϕ′(M′) = ϕ(M) ❀

✕ |ϕ| ≤ c|ϕ′|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✭♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ T ✮✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❛❧♦rs (L,S) ≤P (L′,S ′) ✭r❡s♣✳ (L,S) ≤lin (L′,S ′)✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✽ ✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❙♦✐❡♥t σ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t σ′ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡❧✲

❝♦♥q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s ❡t S ′ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ′✲str✉❝t✉r❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ FO✲

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ ❞❡ S ❞❛♥s S ′ ✉♥ t✉♣❧❡ I = (tI ,∆, (ΘR)R∈σ)) ❝♦♥st✐t✉é

♣❛r ✿

✕ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ tI : S → S ′ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ t♦✉t❡ σ✲str✉❝t✉r❡M ❡♥ ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ ❀

✕ ❞❡s σ′✲❢♦r♠✉❧❡s FO ✭r❡s♣✳ MSO✮ ✿

✕ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ∆(x) à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t✱

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ R ∈ σ ❞✬❛r✐té k✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ΘR(x1, . . . , xk) à ❦ ✈❛✲

r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❈❡s ♦❜❥❡ts ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❡t s❛ str✉❝t✉r❡

❛ss♦❝✐é❡ M′ = tI(M)✱ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❞❡M à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡M′ ✿

✶✳ ♣♦✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ❉♦♠(M) = ∆(M′)✱ ❡t

✷✳ ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t k✲❛✐r❡ R ∈ σ ❛ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ RM = ΘR(M′) ∩❉♦♠(M)k✳

❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❞❡ S ❞❛♥s S ′ ❡st ❞✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮ s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ tI : S → S ′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡①✐st❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ S ≤FO,lin S
′ ✭r❡s♣✳ S ≤FO,P S

′✱ S ≤MSO,lin S
′✱

S ≤MSO,P S
′✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té✳

▲❡♠♠❡ ✷✾ ❙♦✐❡♥t S ❡t S ′ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❚♦✉t❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ MSO✲

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✮ I ❞❡ S ❞❛♥s S ′ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ T ❞❡ (FO,S) ❞❛♥s (FO,S ′) ✭r❡s♣✳ ❞❡

(MSO,S) ❞❛♥s (MSO,S ′)✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ T

❡st ❛✉ss✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭r❡s♣✳ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ I ❡st ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ S ❞❛♥s S ′✳ ✭▲❡ ❝❛s ♦ù I ❡st ✉♥❡ FO✲

✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ♠❛✐s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳✮ I ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ I = (tI ,∆, (ΘR)R∈σ)✳ ❖♥

❛ss♦❝✐❡ à I ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ T : MSO × S → MSO × S ′ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO

ϕ(X1, . . . , Xp) ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s X1, . . . , Xp✱ t♦✉t❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡

M∈ S✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ T (ϕ,M) = (ϕ′,M′) ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✹✸
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✕ M′ = tI(M) ❀

✕ ϕ′(X1, . . . , Xp) ≡ ϕ
′′(X1, . . . , Xp) ∧

∧

i∈[p] ∀x(Xi(x)→ ∆(x))✳

■❝✐✱ ϕ′′(X̄) ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ϕ(X̄) ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ R(x1, . . . , xk) ❞❡ ϕ✱ R ∈ σ✱ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ΘR(x1, . . . , xk) ❀

✕ ❝❤❛q✉❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ∃x ❞❡ ϕ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ∃x(∆(x) ∧ . . .) ✭❢♦r♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✿ ∃x ∈ ∆✮ ❀

✕ ❝❤❛q✉❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ∃X ❞❡ ϕ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r

∃X(∀x(X(x)→ ∆(x)) ∧ . . .)

✭❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✿ ∃X ⊆ ∆✮✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❉♦♠(M) = ∆(M′) ❡t ✭✷✮ RM = ΘR(M′) ∩ ❉♦♠(M)k ✈ér✐✜é❡s

♣❛r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✱ ❧✬é❣❛❧✐té

ϕ(M) = ϕ′′(M′) ∩ P(❉♦♠(M))p✱ ❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ϕ(M) = ϕ′(M′)✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ✿ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |ϕ′| ≤ c|ϕ|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✭❞é♣❡♥❞❛♥t

s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ I✮✱ ❡t q✉❡ ϕ′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ϕ ❡♥ t❡♠♣s O(|ϕ|)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ I ❡st ❧✐♥é❛✐r❡

✭r❡s♣✳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ tI ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✮✱ ❛❧♦rs

T ❧✬❡st ❛✉ss✐✳ �

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✳

▲❡♠♠❡ ✸✵ ❙♦✐❡♥t L ❡t L′ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡t S ❡t S ′ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❙✉♣✲

♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ T ❞❡ (L,S) ❞❛♥s (L′,S ′)✳

❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ∈ L✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ ∈ L′ ❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ,S) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ′,S ′) ❛✈❡❝✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡M∈ S ❡t

♣♦✉r T (ϕ,M) = (ϕ′,M′)✱ ϕ(M) = ϕ′(M′)✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ s✐ ♦♥ ❛ ❊♥✉♠(ϕ′,S ′) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ❊♥✉♠(ϕ,S) ∈ ❡♥✉♠(f, g)✳

❈❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❧❡♠♠❡s ✈♦♥t ♥♦✉s êtr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧s✱ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♣♦✉r tr❛♥s❢ér❡r ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡♥✉♠(f, g) ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s à ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s✳

✹✹
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❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✷✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✷✳✸ ❉❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✷✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✷✳✸✳✷ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✳ ✳ ✹✾

✷✳✹ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✳ ✳ ✺✷

✷✳✹✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✷✳✹✳✷ ❈♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✷✳✹✳✸ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✷✳✹✳✹ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✷✳✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✷✳✺ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✷✳✺✳✶ ❖✉t✐❧s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✷✳✺✳✷ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✼✷

✷✳✺✳✸ ❋♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ✿ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣t❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹

✷✳✻ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés ✳ ✼✺

✷✳✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❛r❛♠étrés ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②✲

❝❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✷✳✻✳✷ ❈♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✷✳✻✳✸ ❆r❜r❡ ♣♦♥❞éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽

✷✳✻✳✹ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✷✳✼ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✷✳✼✳✶ ❋♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡✉r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✷✳✼✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣❛r⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ✽✺

✷✳✼✳✸ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✷✳✼✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞❡ tr✐❝❤♦t♦♠✐❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

✷✳✽ ❘❡q✉êt❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✷✳✽✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✷✳✽✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽

✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✷✳✾✳✶ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✷✳✾✳✷ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ét✉❞✐❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❡t✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡

r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭❆❈◗✮ s✐ s♦♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ▲❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝✲

t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞ès ✶✾✽✶ ♣❛r ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❞❛♥s ❬❨❛♥✽✶❪ ❡t ♦♥t ❛✉ss✐ été ét✉❞✐é❡s✱

❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ❞❛♥s ❬❇❋▼❨✽✸❪ ❡t ❬●❑❙✵✻❪✳

❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❛ ❞♦♥♥é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ϕ s✉r

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ M✱ ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡st O(|ϕ| · |M| · |ϕ(M)|✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s

❆❈◗ ✭❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s✮ ❛ été ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣❛r P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬P❨✾✾❪ ❡♥

❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés 6= ✿ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛✐♥s✐ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❆❈◗ 6=✳ ■❧s ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗ 6=✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t NP✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ❡st FPT ❡t✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|) · |M| · |ϕ(M)| · (log |M|)2✳

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛rt✐❝❧❡ ❬❇❉●✵✼❪✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❝❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡♥

t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|) ·

|M| · |ϕ(M)|✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs q✉✐

❡st ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♦ù ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧✳ ❈❡s ♦✉t✐❧s

s✬❛♣♣❛r❡♥t❡♥t à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ▼♦♥✐❡♥ ❬▼♦♥✽✺❪ ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡

❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡

r❡q✉êt❡s ❆❈◗ 6=✳

◆♦tr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡✲

q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♦✉ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

s♦❧✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗ 6= ✜①é❡✱ à ❞é❧❛✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ s❡ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛

q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r q✉❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t é♥✉♠ér❛❜❧❡s à ❞é❧❛✐

❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗ 6= s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ à ✉♥ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❜❛sé ❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ét❡♥❞r❡

❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s

✹✻



✷✳✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ♥♦té❡ ❈❈◗ 6=✱ q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té q✉✐ ❢❛✐t

✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♣♦✉r ❈❈◗6= ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✭❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✮ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s

❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❈❈◗6= ❡st✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ rés✉❧t❛t✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s n × n ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡

❡♥ t❡♠♣s O(n2)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ s✐♠♣❧❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù ❛✉❝✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡

r❡❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st r❡♣été✮ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❆❈◗ 6= −❈❈◗ 6= ✭♦✉ à ❆❈◗−❈❈◗✮ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡

à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s

r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ✿ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦✲

♠✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♣ér❛♥t s✉r ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡

❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❈❈◗6= ♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡❝✐

♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts

♣ré❝é❞❡♥ts s♦♥t ♥♦✉✈❡❛✉① ❡t ♣❡rt✐♥❡♥ts✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐té✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❆❈◗ 6=✱ ❛♣♣❡❧é❡s

❆❈◗all 6=✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st

✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❛✉ ♣❧✉s ❥✉st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s NP✲❝♦♠♣❧❡ts ♥❛t✉r❡❧s ✿

❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ✏♠✉❧t✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛t❝❤✐♥❣✑✱ ❡t❝✳ ❆ ♣❛rt✐r

❞✬✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❛❞❛♣té❡✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱

❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ✜♥❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r

❆❈◗ 6=✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s é♥✉♠ér❛❜❧❡s à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès

♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✳

◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é♥✉♠éré❡s à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s O(❝❛r❞(❉♦♠(M))k+1) ❡t

❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ O(❝❛r❞(❉♦♠(M))k+1 + |ϕ(M)|)✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t

❞❡ ❬❈❘✵✵❪ ❡t ❬❋❋●✵✷❪ é♥♦♥ç❛♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✜①é❡ ϕ✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

k✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ϕ(M) ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ t❡♠♣s O(❝❛r❞(❉♦♠(M))k+1 · |ϕ(M)|)✳ ▲à

❡♥❝♦r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k ✜①é✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ s✐ ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k✳
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◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s✱ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♦✉ ♥♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✾ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✱ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✐✲

❣♥❛t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❯♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♦✉ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐✲

✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

tés ♦✉ ❈◗ 6=✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ϕ(x̄) ≡ ∃ȳψ(x̄, ȳ) ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s R(v̄)

♣♦✉r v̄ ⊆ {x̄, ȳ} ❡t R ∈ σ ✭r❡s♣✳ ❞✬❛t♦♠❡s R(v̄) ♣♦✉r v̄ ⊆ {x̄, ȳ} ❡t ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés u 6= v ♣♦✉r

u, v ∈ {x̄, ȳ})✮✳

■❧ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ s♦♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s

❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✵ ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✮ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡

❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ϕ✱ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hϕ =

(Vϕ, Eϕ) ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st Vϕ = ✈❛r(ϕ) ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❡st Eϕ =

{{v1, . . . , vp} : R(v1, . . . , vp) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ ϕ}✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✶ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝✲

t✐✈❡ ϕ ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♦✉ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❆❈◗ 6=✮ s✐ s♦♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hϕ ❡st

❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ Hϕ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ϕ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✶ ϕ(x, y) ≡ ∃z∃t∃u(Rxyz∧Ryzt∧Rztu∧Syt∧x 6= u) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ 6= ❞♦♥t

✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ Tϕ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

R(z,t,u) R(y,z,t) S(y,t)

R(x,y,z)

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ϕ

❉ès ✶✾✽✹✱ ❚❛r❥❛♥ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❚❨✽✹✱ ❚❨✽✺❪ ♦♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❡st

❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✷ ❬❚❨✽✹✱ ❚❨✽✺❪ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ✭r❡s♣✳

t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ϕ✮✱ ❞é❝✐❞❡ s✐ H ✭r❡s♣✳ ϕ✮ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t✱ s✐ ♦✉✐✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H ✭r❡s♣✳ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ϕ✮✳

✷✳✸ ❉❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❉❛♥s ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ t❛♥t ♣♦✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r

✹✽



✷✳✸✳ ❉❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡ q✉❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s

♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❡t ❧❡✉r

✈❡rs✐♦♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✷✳✸✳✶ ❋♦r♠✉❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✷ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✮ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s✳ ❯♥❡

σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❞✐t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♦✉ ❋✲❈◗ ✭r❡s♣✳ ❋✲❈◗ 6=✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ = ∃x̄ψ ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s U(v) ❡t ❞✬é❣❛❧✐tés τ = τ ′ ✭r❡s♣✳ ❞✬é❣❛❧✐tés τ = τ ′ ❡t

❞✬✐♥é❣❛❧✐tés τ 6= τ ′✮ ❡t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ τ ♦✉ τ ′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(v) ♦ù v ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ U ✉♥

♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ ❡t f ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛ss♦❝✐é à t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ s♦♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à

t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ s♦♥ ❣r❛♣❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✸ ✭❣r❛♣❤❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡✮ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❈◗ ♦✉ ❋✲❈◗ 6= ϕ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡

❣r❛♣❤❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥té✮ Gϕ = (Vϕ, Eϕ) ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ Vϕ = ✈❛r(ϕ) ❡t✱

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s v, v′✱ ♦♥ ❛ ❧✬❛rêt❡ {v, v′} ∈ Eϕ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

✉♥❡ é❣❛❧✐té ✷ ❢❛✐s❛♥t ✐♥✈❡r✈❡♥✐r à ❧❛ ❢♦✐s v ❡t v′✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(v) = f ′(v′)✱ ❛♣♣❛r❛ît

❞❛♥s ϕ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✹ ✭❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡✮ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❈◗ ✭r❡s♣✳

❋✲❈◗ 6=✮ ϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♦✉ ❋✲❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗ 6=✮ s✐ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ Gϕ ❡st ❛❝②✲

❝❧✐q✉❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ Gϕ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❀ ❧❡

❣r❛♣❤❡ Gϕ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ q✉✬♦♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ Tϕ✳

✷✳✸✳✷ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡♥ r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st très

s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r ❞♦♠❛✐♥❡s ✭❞♦♠❛✐♥ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✮ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ s✉r ♥✲✉♣❧❡ts ✭t✉♣❧❡ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡

❞❡s ❜❛s❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st très s✐♠♣❧❡✱ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t

t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳

✷▲❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Gϕ

✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦♥s✐st❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡M✱ à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡M′ ♦ù ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡M′ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t✉♣❧❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡M✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s

♣ré❝✐s❡✱ ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡M = (D;R1, . . . , Rs)✱ ♦ù R1, . . . , Rs s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s✱

❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ σ′✲str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ M′ = (D′;D,DR1
, . . . , DRs , f1, . . . , fp, ■❞) ❛✐♥s✐

❞é❝r✐t❡ ✿

✕ D,DR1
, . . . , DRs s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥

D′ = D ⊎DR1
⊎ . . . ⊎DRs ⊎ {⊥} ❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧ ⊥ ❀ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [s]✱ ♦♥

♣r❡♥❞ DRi = Ri✱ ✐✳❡✳ DRi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t✉♣❧❡s ❞❡ Ri✳

✕ ❈❤❛q✉❡ fj ✭j ∈ [p]✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ ✿ D′ → D t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t =

(a1, . . . , api) ∈ DRi ✱ ♦♥ ❛ fj(t) = aj ♣♦✉r j ∈ [pi] ❡t fj(t) = ⊥ s✐♥♦♥✳

✕ ■❞ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✳

❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡M′ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦rté❡ ♣❛r

❧❛ str✉❝t✉r❡M✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳

❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✭tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✶✮

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✭r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✮ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡

ψ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

s♦♥t ❧❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ψ ❡t ❞♦♥t ❧✬❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐é ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ψ✳

❙♦✐t ψ(x̄) ≡
∧

i∈[q]Ai ✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s Ai q✉✐ ❡st ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡

à ψ ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψ′(α1, . . . , αq) ≡
∧

i∈[q]

DRi(αi) ∧
∧

(i,j)∈Tψ

∧

h,k∈[p]

✈❛rh(Ai)=✈❛rk(Aj)

fh(αi) = fk(αj)

♦ù σ′ = {DR : R ∈ σ} ∪ {■❞, f1, . . . , fp}, p = ❛r✐t②(σ) = maxR∈σ ❛r✐t②(R)✱ Tψ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡

❥♦✐♥t✉r❡ ❞❡ ψ✱ Ai ≡ Ri(v1
i , . . . , v

h
i , . . . , v

pi
i )✱ pi ❡st ❧✬❛r✐té ❞❡ Ri ❡t ✈❛rh(Ai) ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ vhi

q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît à ❧✬✐♥❞✐❝❡ h ❞❛♥s ❧✬❛t♦♠❡ Ai✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✸ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✶ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ψ(x, y, z) ≡

R(x, y)∧S(y, z) ❡♥ ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✿ ψ′(α1, α2) ≡ DR(α1)∧DS(α2)∧

f2(α1) = f1(α2)✳

✺✵



✷✳✸✳ ❉❡s r❡q✉êt❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛✉① r❡q✉êt❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s

❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✷✮

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ ϕ(x̄) ≡ ∃ȳψ(x̄, ȳ) ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t

x̄ = (x1, . . . , xm)✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ϕ ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ′′(x̄) ≡ ∃α1 . . .∃αq(ψ
′(ᾱ) ∧

∧

i∈[m]

fji(αki) = ■❞(xi))

♦ù ψ′ ❡st ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ (1) ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ψ ❞❡ ϕ ❡t Aki ✭r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ αki✮ ❡st ✉♥

❛t♦♠❡✱ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐✱ ❞❡ ϕ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ xi ❛♣♣❛r❛ît ✭à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ji✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✹ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✷ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❛ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ(x, z) ≡ ∃y(R(x, y) ∧ S(y, z)) ❞❡ ❆❈◗

❡♥ ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉❡ ϕ ❡t ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ψ′

❝✐✲❞❡ss✉s ✿ ϕ′′(x, z) ≡ ∃α1∃α2(ψ
′(α1, α2) ∧ f1(α1) = x ∧ f2(α2) = z)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✸ ▲❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ét❡♥❞✉❡s ❛✉① ❆❈◗ 6= ❢♦r♠✉❧❡s✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ✶ ❡t ✷ ♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s✳

▲❡♠♠❡ ✸✺ ✶✳ Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝②❝❧✐❝✐té ✿ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◗ 6=✳ ❙✐ ϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡

✭❆❈◗ 6=✮ ❛❧♦rs s❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✶ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✮

❡t ✷ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥t ❋✲❆❈◗ 6=✳

✷✳ ▲✐♥é❛r✐té ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿

✕ P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ✶ ❡t ✷ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞❡ ϕ✳

✕ P♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✿ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ σ✲str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ M ❡♥ ❧❛ σ′✲

str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡M′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|M|)✳

✸✳ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✿

✕ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ✶ ✿ ❙♦✐t ψ′ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ψ ❞❡ ❆❈◗ 6=✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ)

❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ′)✳

✕ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ✷ ✿ ❖♥ ❛ ϕ(M) = ϕ′′(M′)✳

Pr❡✉✈❡✳ ✶✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✶✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ s✐ ψ′ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ é❣❛❧✐té fh(αi) =

fk(αj) q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s αi ❡t αj ✭❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❛t♦♠❡s Ai ❡t Aj✮✱ ❛❧♦rs✱ ♣❛r

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s Ai ❡t Aj s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❥♦✐♥t✉r❡ Tψ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gψ′ ❞❡ ψ′ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ Tψ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ▲❛

tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✷ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✶✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s x1, . . . xm✱

❝❤❛❝✉♥❡ ❛❥♦✉té❡ ❝♦♠♠❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❡st ❞♦♥❝ ♣rés❡r✈é❡✳

✷✮ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ✈ér✐✜❡r✳

✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✸✮ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ✶ ✿ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (r, s) s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ) ❛✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ′) ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ 6= ψ(x1, . . . , xm) s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥

ψ′(α1, . . . , αq) ❞❛♥s ❋✲❆❈◗ 6= ✿

✕ ❢♦♥❝t✐♦♥ r ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ r(M) = M′ ♦ù M′ ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❛

str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡M ❀

✕ ❢♦♥❝t✐♦♥ s ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ s(M′, (α1, . . . , αq)) = (fj1(αk1), . . . , fjm(αkm)) ♦ù✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à

é❝r✐t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi ✭i ∈ [m]✮ ❛♣♣❛r❛ît à ❧✬✐♥❞✐❝❡ ji ❞❛♥s ❧✬❛t♦♠❡ Aki ❞❡ ψ✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (r, s) ❡st ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❝✐♠♦♥✐❡✉s❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ψ′)✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(α1, . . . , αq) 7→ (fj1(αk1), . . . , fjm(αkm))

❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ψ′(M′) ❞❛♥s ψ(M)✳ P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱

✈ér✐✜♦♥s ❧❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞é❥à ✈✉✱ ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♥ér❛❧✐s❡r✳ ❙♦✐t

✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡M = (D,R, S) ❡t s♦✐tM′ = (D′;D,DR, DS , f1, f2, ■❞) s❛ σ′✲str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡✳

❱ér✐✜♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡

(α1, α2) 7→ s(M′, (α1, α2)) = (f1(α1), f2(α1), f2(α2))

❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ψ′(M′) ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ψ(M) ✿

✕ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ψ′(M′) ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ψ(M) ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ (α1, α2) ∈

ψ′(M′) ❡t ♣♦✉r (x, y, z) = (f1(α1), f2(α1), f2(α2))✱ ♦♥ ❛ α1 = (x, y) ∈ R ❡t α2 = (f1(α2), f2(α2)) ∈

S ❀ ♦r✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs f2(α1) = f1(α2) = y✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ (y, z) ∈ S ❀ ❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡

(x, y, z) ∈ ψ(M) ❀

✕ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ (x, y, z) ∈ ψ(M) ❛ ♣♦✉r ❛♥té❝é❞❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❧❛

s♦❧✉t✐♦♥ ((x, y), (y, z)) ∈ ψ′(M′)✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✐♥é❛r✐té s♦♥t ❛✉ss✐ ✈ér✐✜é❡s✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (r, s) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ❞❡ ❊♥✉♠(ψ) à ❊♥✉♠(ψ′)✳

❚r❛❞✉❝t✐♦♥ ✷ ✿ ❖♥ ❞é❞✉✐t ϕ(M) = ϕ′′(M′) ❡♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ♣♦✉r

❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✶✳ �

✷✳✹ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ♣❛r ✉♥❡

♣r♦❝é❞✉r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r✲

♠✉❧❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞

✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s é❧❛❜♦ré ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ 6=✳

✺✷



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✷✳✹✳✶ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐té

❆✜♥ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡t s✉rt♦✉t

❞✬❡♥ ❥✉st✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥é❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱ ♥♦✉s

✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡t ❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s

❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❛ t❛✐❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✺ ✭❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés✮ ▲✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ ϕ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(T, λ) ♦ù T ❡st ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ϕ ❡t λ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐✱ à t♦✉t❡ ❛rêt❡ {x, y} ∈ E(T )✱ ❛ss♦❝✐❡

❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) = g(y)✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s

❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ s♦✉✈❡♥t T = (T, λ) ✉♥ ❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✹ ▲✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés T = (T, λ) ❞❡ ϕ ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ϕ✱ à ❧✬❡①✲

❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡t ❞❡ s❡s ❛t♦♠❡s ✉♥❛✐r❡s U(x)✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ϕ ❡t ❞❡ T s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ✿ |ϕ| = Θ(|T |)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t

s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❛♥s ✭❛✉ ♣❧✉s✮ ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ U(x) ❞❡ ϕ✱ ❝❡❝✐

❡♥ ❛♠❛❧❣❛♠❛♥t ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ t♦✉t❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛t♦♠❡s ✉♥❛✐r❡s s✉r x ✭♠ê♠❡ ❝❤♦s❡

♣♦✉r ❧❡s é❣❛❧✐tés f(x) = g(x) ♦✉ ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés f(x) 6= g(x)✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s

✉♥❛✐r❡s ❞❡ ϕ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❝❛r❞(✈❛r(ϕ)) ≤ |T |✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ϕ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t

❜♦r♥é ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳

❆ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t

❧✬é❧❛❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❡✉✐❧❧❡ y ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✻ ✭❛r❜r❡ é❧❛❣✉é✮ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés ♦ù y ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡t x ❡st ❧❡ ♣❛r❡♥t

❞❡ y✳ ▲✬❛r❜r❡ y✲é❧❛❣✉é ❞❡ T ✱ ♥♦té T − {y}✱ ❡st ❧✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés T ♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ y

❡t ❧✬❛rêt❡ ét✐q✉❡té❡ {x, y}✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ∃z✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞✬❛r❜r❡ à

é❣❛❧✐tés T ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❢❡✉✐❧❧❡ z ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✳ ▲✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ z ❡st ❧✬❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T − {z}✳

▲❡♠♠❡ ✸✻ ❙♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ ❞✬❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés T ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ϕ(x̄) =

∃zψ(x̄, z)✱ ♦ù ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❛②❛♥t ♣♦✉r ♣❛r❡♥t y✳ ❙♦✐t myz ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(y) = g(z) ❞❛♥s ϕ(x̄) ❡t s♦✐t M ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳

❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s O(myz · ❝❛r❞(D)) ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′(x̄)✱ ❛✈❡❝

σ ⊆ σ′✱ ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ q✉✐ ét❡♥❞M✱ t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ϕ(M) = ϕ′(M′) ❀

✕ ϕ′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés T − {z}✳

✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ(x̄) ❞❛♥s ❋✲❆❈◗ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

❖♥ ♥♦t❡ m = myz✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧ ∃z(P (z) ∧
∧

i∈[m]

gi(z) = g′i(y))

♦ù ψ0(x̄) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ y ❡st ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ z ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ T ✱ y ∈ x̄

❡t P (z) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ s✉r z✳ ❖♥ ♥♦t❡ ḡ(z) = (g1(z), . . . gm(z))✱ ḡ′(y) = (g′1(y), . . . g
′
m(y))✳

❙♦✐t P = P (M)✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q = ḡ′
−1

(ḡ(P ))✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ Q✱ q✉✬♦♥ ✈❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r

❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡✱ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s O(myz · ❝❛r❞(D))✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡

ϕ′(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧Q(y)

♦ù σ′ = σ ∪ {Q} ❡t M′ ❡st ❧❛ σ′✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ M ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ Q✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡

❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ϕ′ ❡tM′ ✈ér✐✜❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡♠❛♥❞és✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✺ ❙✐ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ψ0(x̄) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U(y)✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❛♠❛❧✲

❣❛♠❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s U ❡t Q ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ U ′✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ M′ ❡st ♠♦❞✐✜é❡

❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t U ′ = U ∩Q✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✼ ❙♦✐t ϕ(x) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ ❞❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❡t s♦✐t M ✉♥❡ σ✲

str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r ❧❛ r❡q✉êt❡ ϕ(M) ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ O(m · ❝❛r❞(D)) ♦ù D ❡st ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡M ❡t m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à é❧✐♠✐♥❡r ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ϕ✱ ❤♦r♠✐s x✱ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✻✱ ❥✉sq✉✬à ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′(x) s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

M′ t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ′(M′) = ϕ(M)✳ ▲❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ z ❞❡ ♣❛r❡♥t y ❞❛♥s T ❡st

O(myz❝❛r❞(D)) ♦ùmyz ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(y) = g(z)✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ t❡♠♣s

t♦t❛❧ ♣♦✉r s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❛✉❢ x ❡st ❜♦r♥é ♣❛r O(
∑

{y,z}∈E(T )myz❝❛r❞(D)) =

O(m · ❝❛r❞(D))✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ❛t♦♠❡ U(x)✱ ❧❛ r❡q✉êt❡

ϕ′(M′) ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✐sé♠❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ ❡♥ t❡♠♣s O(❝❛r❞(D))✳ �

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✽ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ ❡t M ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r

s✐ ♦♥ ❛ ϕ(M) 6= ∅ ❡♥ t❡♠♣s O(m · ❝❛r❞(D)) ♦ù D ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡M ❡t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés

❞❡ ϕ✳

✷✳✹✳✷ ❈♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s❋✲❆❈◗ 6=✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦✉✲

✺✹



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

t✐❧s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞

q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

◆♦t❛t✐♦♥s

✕ ❉❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r E ❡t F ❞❡✉① ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s ❡t f̄ = (f1, . . . , fk) ❡st ✉♥ k✲t✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ E ❞❛♥s F ✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (E, f̄)

❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ t❛❜❧❡✳

✕ λ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ k✲t✉♣❧❡ ✈✐❞❡ ❡t ⊥ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ s♣é❝✐❛❧ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à F ✳

✕ P♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i ∈ [k] ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t a ∈ E✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Eia ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ E :

fi(x) 6= fi(a)}✳

✕ P♦✉r t♦✉t k✲t✉♣❧❡ x̄ = (x1, . . . , xk) ❡t t♦✉t i ∈ [k]✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ¯x−i ❞és✐❣♥❡ ❧❡ (k − 1)✲t✉♣❧❡

(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk)✳

❈♦✉✈❡rt✉r❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✼ ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ (c1, . . . , ck) ∈

(F ∪ {⊥})k t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t y ∈ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i ∈ [k] t❡❧ q✉❡ ci = fi(y)✳ ❖♥

❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❝♦✈❡rs(E, f̄) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✽ ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

c̄′ = (c′1, . . . c
′
k) ❡st ❞✐t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄ = (c1, . . . ck)✱ ❝❡ q✉✬♦♥ ♥♦t❡ c̄′ ≤ c̄✱ s✐✱

♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✱ s♦✐t c′i = ci✱ s♦✐t c
′
i = ⊥✳

❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄′ ❞❡ ❧❛

t❛❜❧❡ (E, f̄) str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉❡ c̄✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✼✾ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✮

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ (E, f̄)

t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄ ❞❡ (E, f̄)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ c̄′ ∈ C ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✭❛✉ s❡♥s

❧❛r❣❡✮ q✉❡ c̄✳

❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ C ❡st ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ (E, f̄) ❛❧♦rs C ❡st ❛♣♣❡❧é

❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄)✳

▲❡♠♠❡ ✸✾ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡t ✉♥ s❡✉❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) q✉✬♦♥

❛♣♣❡❧❧❡ ♠✐♥❝♦✈❡rs(E, f̄)✳ ❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ (E, f̄)✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(E, f̄)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ c̄′ ∈

♠✐♥❝♦✈❡rs(E, f̄) q✉✐ ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ c̄✳ P♦✉r ❧✬✉♥✐❝✐té✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s C ❡t C′ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s

♠✐♥✐♠❛✉① ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ (E, f̄)✳ P❛r ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ C′✱ ✐❧ ❡①✐st❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c̄ ∈ C✱ ✉♥

c̄′ ∈ C′ t❡❧ q✉❡ c̄′ ≤ c̄✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ c̄✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ c̄ = c̄′✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é

✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

q✉❡ C ⊆ C′✳ P❛r s②♠étr✐❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t C′ ⊆ C ❡t ❞♦♥❝ C = C′✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡

♠✐♥❝♦✈❡rs(E, f̄) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❞❡ (E, f̄)✳ �

❊①❡♠♣❧❡ ✹✵ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♦ù f̄ = (f1, f2, f3)✱ fi : E → F ✱ E =

{a, b, c, d, e} ❡t F = {1, 2, 3, 4, 5}✳

f1 f2 f3

a 1 2 4

b 2 5 1

c 3 2 4

d 3 5 3

e 5 2 4

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s tr✐♣❧❡ts (1, 5, 4), (2, 2, 3), (2, 5, 4), (3, 2, 1) ❡t (⊥, 5, 4) s♦♥t ❞❡s

❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❞♦♥t ✐❧s ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

♠✐♥❝♦✈❡rs(E, f̄) = {(⊥, 5, 4), (2, 2, 3), (3, 2, 1)}✳

❘❡♣rés❡♥t❛♥ts

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✵ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✮ ❯♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ♦✉ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡

(E, f̄) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ E′ ⊆ E t❡❧ q✉❡ ❝♦✈❡rs(E, f̄) = ❝♦✈❡rs(E′, f̄) ✸✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ E′ = {a, b, c, d} ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✻ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡st à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❢✉❧❧ ❦❡r♥❡❧✑ ❞✬✉♥

♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡✳

❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❞♦♥♥é❡✱ f̄ = (f1, . . . , fk)✱

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ (E, f̄) ❞♦♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés

r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ k✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✶ ▲❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✶✳ ❝♦✈❡rs(∅, f̄) = F k ❀

✷✳ ❙✐ E 6= ∅ ❛❧♦rs ❝♦✈❡rs(E, λ) = ∅ ❀

✸♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ f̄ = (f1, . . . , fk) ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f̄ à ❧❛ ♣❛rt✐❡ E′ ⊆ E✳

✺✻



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E 6= ∅✱ a ∈ E ❡t f̄ 6= λ✳ ❆❧♦rs ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈r❛✐❡✱ ♣♦✉r t♦✉t

t✉♣❧❡ c̄ ✿ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(E, f̄) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ i ∈ [k] t❡❧ q✉❡ ci = fi(a) ❡t

¯c−i ∈ ❝♦✈❡rs(Eai ,
¯f−i)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❊✈✐❞❡♥t❡ ❡t ❧❛✐ssé❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✳ �

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡✱ ✉♥

✏♣❡t✐t✑ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ t❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✹✷ ▲❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✶✳ ∅ ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (∅, f̄) ❀

✷✳ ❙✐ E 6= ∅ ❡t a ∈ E ❛❧♦rs {a} ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, λ) ❀

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s E 6= ∅✱ a ∈ E✱ f̄ 6= λ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✱ Ri ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡

(Eai ,
¯f−i)✳ ❆❧♦rs✱ {a} ∪

⋃

i∈[k]Ri ❡st ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄)✳

Pr❡✉✈❡✳ ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t é✈✐❞❡♥ts✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ✭✸✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ a ∈ E ❡t✱

♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✱ Ri ⊆ Eai ❡t ❝♦✈❡rs(Ri, ¯f−i) = ❝♦✈❡rs(Eai , ¯f−i)✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t à ♣r♦✉✈❡r

❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥

❝♦✈❡rs({a} ∪
⋃

i∈[k]

Ri, f̄) ⊆ ❝♦✈❡rs(E, f̄)

♣✉✐sq✉❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳ ❙♦✐t c̄ ∈ ❝♦✈❡rs({a}∪
⋃

i≤k Ri, f̄)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡

✉♥ ❡♥t✐❡r j ∈ [k] t❡❧ q✉❡ fj(a) = cj ✳ ❙♦✐t b ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

✕ s♦✐t fj(b) = fj(a) = cj ❀

✕ s♦✐t fj(b) 6= fj(a) = cj ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ b ∈ Eaj ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(Rj , f̄) ❡t Rj ⊆ Eaj ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Rj ✱ fj(x) 6= fj(a) = cj ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(Rj , ¯f−j)✳

❉♦♥❝ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(Eaj , ¯f−j) ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❈♦♠♠❡ b ∈ Eaj ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i 6= j t❡❧ q✉❡ fi(b) = ci✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ b ∈ E✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ [k] t❡❧ q✉❡

fi(b) = ci✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ c̄ ∈ ❝♦✈❡rs(E, f̄)✳

�

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡r✲

t✉r❡s ❞❡ t♦✉t❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ card(E) ❡t q✉❡ t♦✉t❡ t❛❜❧❡

(E, f̄) ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❜♦r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✸ ✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ (E, f̄)✱ f̄ : E → F k✱ ♦♥ ❛ ❝❛r❞(♠✐♥❝♦✈❡rs(E, f̄)) ≤ k! ❀

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(k) = O(k!) t❡❧❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ (E, f̄)✱ f̄ : E → F k✱ ♣♦ssè❞❡

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t E′ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❜♦r♥é❡ ♣❛r h(k) ❡t q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✉♥ ♣❡t✐t

✭❡♥s❡♠❜❧❡✮ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f̄)✳

✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❡st ❜♦r♥é ♣❛r ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ g(k) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ g(0) = 1 ❡t g(i) = g(i−1)× i✱ ♣♦✉r i ∈ [k]✱ ❞♦♥❝ g(k) = k!✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t E′ ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ❞❡

❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(k) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ h(0) = 1 ❡t h(i) = i×h(i−1)+1✱

♣♦✉r i ∈ [k]✳ ❉✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t h(k) = O(k!)✳ �

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❙♠❛❧❧✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✲❙❡t

❊♥tré❡✿ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s E ❡t F ✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❡t ✉♥ ❦✲t✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s

f̄ = (f1, . . . fk) ❞❡ E ❞❛♥s F
P❛r❛♠ètr❡✿ ❧✬❡♥t✐❡r k

❙♦rt✐❡✿ ✉♥ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t E′ ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E✱ f̄)

▲❡♠♠❡ ✹✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❙♠❛❧❧✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡✲❙❡t ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(k! ·❝❛r❞(E))✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❡♣❙❡t ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✷✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❘❡♣❙❡t(E,F, k, f̄)

✶✿ s✐ E = ∅ ❛❧♦rs

✷✿ r❡♥✈♦②❡r ∅

✸✿ s✐♥♦♥

✹✿ ❝❤♦✐s✐r a ❞❛♥s E

✺✿ r❡♥✈♦②❡r {a} ∪
⋃

i∈[k] ❘❡♣❙❡t(E
i
a, F, k − 1, ¯f−i)

✻✿ ✜♥ s✐

❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ Eai ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s O(❝❛r❞(E))✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❡♣❙❡t ❡st O(k! · ❝❛r❞(E))✳

✷✳✹✳✸ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

▲✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ✈❛ ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à

é❣❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✶ ✭❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ▲✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❡st s♦♥ ❛r❜r❡

à é❣❛❧✐tés T ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❞❡s ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ϕ ❝♦♥t✐❡♥t k ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ f(x) 6= g(y) ❛❧♦rs k ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té {x, y} s♦♥t ❛❥♦✉tés à T ✳

◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ é❧❛❣✉é ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ s✉♣♣r✐♠é❡✱

♦♥ r❛❝❝r♦❝❤❡ s❡s ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés à s♦♥ ♣❛r❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞✬é❧❛❣❛❣❡ r❡✢èt❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs t❡❧❧❡ q✉✬♦♥ ❧✬❡✛❡❝t✉❡r❛ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

✺✽



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

e2 e2

a b

e1

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ❆r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x ❡t s♦♥ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T − {y}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✷ ✭❛r❜r❡ é❧❛❣✉é✮ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ♦ù y ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡t x ❡st ❧❡

♣❛r❡♥t ❞❡ y✳ ▲✬❛r❜r❡ y✲é❧❛❣✉é ❞❡ T ✱ ♥♦té T −{y}✱ ❡st ❧✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❖♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ y✱ ❧✬❛rêt❡ ét✐q✉❡té❡ {x, y} ❡t ❧❡s ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ x ❡t y ❀

✕ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té {y, z}✱ ♣♦✉r z 6= x✱ ♣❛r ✉♥ ❧✐❡♥ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té {x, z}✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é ❞❡ T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ T

❡♥ y✲é❧❛❣✉❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s y✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✺ ❙♦✐t ϕ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ(x, y, z) ≡ f(x) = g(y) ∧ f ′(x) = h(z) ∧ h(x) 6= f ′(y) ∧ f(y) 6= g(z) ∧ g(y) 6= h(z)

▲✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ❞❡ ϕ✱ ❞❡ r❛❝✐♥❡ x ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳❛✳

▲❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés e1 = {f(x) = g(y)} ❡t e2 = {f ′(x) =

h(z)}✳ ▲✬❛r❜r❡ y✲é❧❛❣✉é T −{y} ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✳❜✳ ▲❡s ❞❡✉① ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té {y, z}

s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡✉① ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té {x, z} ❞❛♥s T − {y}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✸ ❉❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ x✱ ♥♦té ❞❡❣6=T (x)✱ ❡st

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❛❞❥❛❝❡♥ts à x✳ ▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ T ′ ❞❡ T ✱ ♥♦té

❞❡❣ 6=T (T ′)✱ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡❣rés ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ s❡s ♥♦❡✉❞s ✿

❞❡❣ 6=T (T ′) =
∑

x∈V (T ′)

❞❡❣ 6=T (x)

▲❡♠♠❡ ✹✻ ❙♦✐t k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ✳

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ T ′ ❞❡ T ✱ ♦♥ ❛ ❞❡❣6=T (T ′) ≤ 2k ❀

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T ′ ❞❡ T ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ x ❞❡ T ′✱ ♦♥ ❛ ❞❡❣6=T ′(x) ≤ k✳

Pr❡✉✈❡✳

✶✳ ❈✬❡st tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❛❞❥❛❝❡♥t à ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s✳

✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✷✳ ❈❡❧❛ rés✉❧t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T−{y} ❛ ❛✉ ♣❧✉s ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té

q✉❡ T ✳

�

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ 6=✳

▲❡♠♠❡ ✹✼ ❙♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❞♦♥t ❧✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ❡st T ❡t q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ ϕ(x̄) = ∃zψ(x̄, z) ♦ù ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ✳ ❙♦✐t k ✭r❡s♣✳ m✮

❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ✭r❡s♣✳ é❣❛❧✐tés✮ ❞❡ ϕ(x̄) q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❡t s♦✐t M ✉♥❡

σ✲str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s O(k! · ❝❛r❞(D) + m · ❝❛r❞(D)) ✉♥❡

σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′(x̄) ❛✈❡❝ σ ⊆ σ′ ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡ M′ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❞❡M t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ϕ(M) = ϕ′(M′) ❀

✕ ϕ′ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h(k) = O(k!) ❢♦r♠✉❧❡s ψi ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❡t ❞✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés

T − {z}✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ(x̄) ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧ ∃z(P (z) ∧
∧

i∈[m]

gi(z) = g′i(y) ∧
∧

i∈[k]

fi(z) 6= f ′i(x̄))

♦ù ψ0(x̄) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ y ❡st ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ z ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ T ❡t

P (z) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ s✉r z ❡t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ f ′i(x̄) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′i(vi) ♣♦✉r ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ vi ∈ x̄✳ ❙♦✐❡♥t ḡ(z) = (g1(z), . . . gm(z))✱ ḡ′(y) = (g′1(y), . . . g
′
m(y))✳ ❖♥ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡✱ ❡♥

t❡♠♣sO(m·❝❛r❞(D))✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P = P (M) s❡❧♦♥ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ḡ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

ᾱ ∈ ḡ(D)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t Pᾱ = P ∩ ḡ−1(ᾱ) ❡t ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (Pᾱ, f̄)✱

r❡♣rés❡♥t❛♥t ♥♦té P ′
ᾱ ✭❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉ ♣❧✉s h(k) = O(k!)✮✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❡♥

t❡♠♣s
∑

ᾱ∈ḡ(D)O(k! ·❝❛r❞(Pᾱ)) = O(k! ·❝❛r❞(P )) = O(k! ·❝❛r❞(D))✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ(x̄)

♣❡✉t êtr❡ r❡❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥

ψ0(x̄) ∧ ∃z ∈ Pḡ′(y)
∧

i∈[k]

fi(z) 6= f ′i(x̄)

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

s✉rM✳

ψ0(x̄) ∧ ∃z ∈ P
′
ḡ′(y)

∧

i∈[k]

fi(z) 6= f ′i(x̄)

❙♦✐t M′ ✉♥❡ σ′✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ M ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s Ej ❡t ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s vj ❡t fi,j ✱ ♣♦✉r i ∈ [k] ❡t j ∈ [h(k)]✱ q✉✐ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✻✵



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✕ Ej(y)⇔ ❝❛r❞(P ′
ḡ′(y)

) ≥ j ❀

✕ vj(y) ❡st ❧❡ ❥✲è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞✉ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t P ′
ḡ′(y)

s✐ 1 ≤ j ≤ ❝❛r❞(P ′
ḡ′(y)

) ❡t ♥✬❡st ♣❛s

❞é✜♥✐ s✐♥♦♥ ❀

✕ fi,j = fi ◦ vj ✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ϕ(M) = ϕ′(M′) ♣♦✉r ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ ≡
∨

j∈[h(k)] ψi(x̄) ♦ù

ψj(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧ Ej(y) ∧
∧

i∈[k]

fi,j(y) 6= f ′i(x̄)

❖♥ ♥♦t❡r❛ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ψj ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T − {z}

❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳

❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥M′ ❞❡M ♣❛r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s Ej ✱ vj ❡t fi,j

♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣sO(k!·❝❛r❞(D))✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(M, ϕ) 7→ (M′, ϕ′) ❡st O(m · ❝❛r❞(D) + k! · ❝❛r❞(D)) ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ �

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✽ ❙♦✐t ϕ(x) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x✳ ❙♦✐t

M ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ϕ(M) ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|) · |M| ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ f ✳

✷✳✹✳✹ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♣❛r❛✲

♠ètr❡s ❧✐és à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡

♠♦❞✐✜é❡ ✿ ♥♦tr❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r✱ ♣❛r ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✱

❞✉♣❧✐q✉❡✱ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼✳ ■❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛✲

r✐❛❜❧❡ x ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ♣♦ssè❞❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣r♦♣r❡ Dx✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❛✉t♦r✐s❡r❛ à ❞✉♣❧✐q✉❡r

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dx ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x s❛♥s ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞✬✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡M ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡

❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❡t ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡M✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

✶✳ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ f ✭r❡s♣✳ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ U✮ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❞❛♥s

ϕ ❀

✷✳ s✐ f(x) ✭r❡s♣✳ U(x)✮ ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ t❡r♠❡ ✭r❡s♣✳ ❛t♦♠❡✮ q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r f ✭r❡s♣✳ U✮ ❞❛♥s ϕ

❛❧♦rs f ✭r❡s♣✳ U✮ ❡st ❛♣♣❡❧é s②♠❜♦❧❡ ❞❡ x✲❢♦♥❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ x✲♣ré❞✐❝❛t✮ ♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t x✲

s②♠❜♦❧❡✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭r❡s♣✳ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t U✮ ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡

M ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : Dx → D ✭r❡s♣✳ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ U ⊆ Dx✮ ♦ù D ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡M

q✉✐ ❡st ❧✬✉♥✐♦♥
⋃

x∈✈❛r(ϕ)Dx ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ✳

✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❖♥ ♥♦t❡ σx ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ x✲❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❞❡s x✲♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ σ✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ σ ❡st

❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s σx✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ∈ ✈❛r(ϕ)✳

▲❡♠♠❡ ✹✾ ❙♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❞✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ϕ(x̄) ≡

∃y∃zψ(x̄, y, z)✱ ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t y ❧❡ ♣❛r❡♥t

❞❡ z ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ y, z /∈ x̄✳ ❙♦✐t k ✭r❡s♣✳ m✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ✭r❡s♣✳ ❞✬é❣❛❧✐tés✮ ❞❛♥s ψ q✉✐

❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✱ ❡t s♦✐tM ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ψ′(x̄, y) ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ϕ(M) = ϕ′(M′) ♦ù ϕ′(x̄) = ∃yψ′(x̄, y) ❀

✕ ψ′(x̄, y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T −{z} ❡t ❛✐♥s✐ |ψ′| ≤ |ψ| ❀

✕ ❝❛r❞(σ′) = ❝❛r❞(σ) + k ❀ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❛r❞(σ′y) = ❝❛r❞(σy) + k ❀

✕ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ M 7→ M′✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és à ❧✬❡①✲

❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ y ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r h(k) = O(k!) ❀

✕ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (ϕ,M) 7→ (ϕ′,M′) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

O(m · ❝❛r❞(Dz) + k!(❝❛r❞(σy) · ❝❛r❞(Dy) + ❝❛r❞(Dz)))

♦ù Dy ❡t Dz s♦♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ y ❡t z ❞❛♥sM✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡

❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ψ(x̄, y, z) ≡ ψ0(x̄, y) ∧ P (z) ∧
∧

i∈[m]

gi(z) = g′i(y) ∧
∧

i∈[k]

fi(z) 6= f ′i(x̄, y)

♦ù ψ0(x̄, y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ P (z) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ ❡t f ′i(x̄, y) ❞és✐❣♥❡ ✉♥

t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f ′i(vi) ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ vi ∈ {x̄, y}✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∃zψ(x̄, y, z) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡M ✿

ψ0(x̄, y) ∧ ∃z ∈ P
′
g′(y)

∧

i∈|k]

fi(z) 6= f ′i(x̄, y)

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ P ′
ḡ′(y)

❡st ✉♥ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (Pḡ′(y), f̄) ♦ù Pḡ′(y) = P (M) ∩

ḡ−1(ḡ′(y))✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥tM′ ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡✱ σ ⊆ σ′✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ à ♣❛rt✐r

❞❡M ✿

✕ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dy ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ♣❛r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s✉✐✈❛♥t ✿

D′
y = {(b, j) ∈ Dy × [h(k)] : j ≤ ❝❛r❞(P ′

g′(b))}

❈❧❛✐r❡♠❡♥t ♦♥ ❛✱ ❝❛r❞(D′
y) ≤ h(k)❝❛r❞(Dy) = O(k!❝❛r❞(Dy))✳

✕ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ét❡♥❞✉❡ σ′ = σ∪{f ′′i : i ∈ [k]}✱ ♦ù ❧❡s f ′′i s♦♥t k ♥♦✉✈❡❛✉①

s②♠❜♦❧❡s ❞❡ y✲❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s✱ ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

✻✷



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D′
y ✿ ♣♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t (b, j) ∈ D′

y✱ f
′′
i ((b, j)) = fi(u) ♦ù u ❡st ❧❡ ❥✲è♠❡

é❧é♠❡♥t ❞✉ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t P ′
¯g′(b)

✳

✕ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ y✲❢♦♥❝t✐♦♥ f ✭r❡s♣✳ ❝❤❛q✉❡ y✲♣ré❞✐❝❛t U✮ ❞❡ σ ❡t ❝❤❛q✉❡

é❧é♠❡♥t (b, j) ∈ D′
y✱ ♦♥ ✜①❡ fM

′

((b, j)) = fM(b) ✭r❡s♣✳ UM′

((b, j)) ≡ UM(b)✮✳

❙♦✐t ψ′ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψ′(x̄, y) ≡ ψ0(x̄, y) ∧
∧

i∈[k]

f ′′i (y) 6= f ′i(x̄, y)

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ q✉❡ ϕ(M) = ϕ′(M′) ♣♦✉r ϕ(x̄) ≡ ∃z∃yψ(x̄, y, z) ❡t

ϕ′(x̄) ≡ ∃yψ′(x̄, y)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (M, ϕ) 7→ (M′, ϕ′) ❡st O(m · ❝❛r❞(D) +

k!(❝❛r❞(Dy) + ❝❛r❞(Dz)))✳ �

✷✳✹✳✺ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t s✉❝❝❡ss✐✲

✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✲❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ s♦♥ ❛r❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✹ ✭♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❞✬❛r❜r❡ T ✳ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐✲

♠✐♥❛t✐♦♥ ✭♦✉ ❚✲♦r❞r❡✮ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ✮ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t

✈✐❞❡✮ x1, . . . , xp ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T t❡❧❧❡ q✉❡ xp ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t x1, . . . , xp−1 ❡st ✉♥ ♦r❞r❡

❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T − {xp}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✼ ❯♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ T ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ✳

❉❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦s ♠ét❤♦❞❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡

s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✾ ✭❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼ ✭❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡

♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛❜♦✉t✐ss♦♥s ❡♥ ♥✬✉t✐❧✐s❛♥t q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡ ❝❡s

❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❝♦♥❝❡r♥é ❡t q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✼ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✵ ❙♦✐❡♥t ϕ(x) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❛ ❋✲❆❈◗ 6= ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❡t

M ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ❙♦✐t k ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳ ▲❛ r❡q✉êt❡ ϕ(M) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

O((2k)!2|ϕ| · |M|) ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s 2O(k log k) · |ϕ| · |M|✳

Pr❡✉✈❡✳

❙♦✐t T ❧✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ x ❡st ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ϕ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x) ≡ ∃ȳ∃z̄ψ(x, ȳ, z̄)

✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

♦ù ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ȳ = y1, . . . yp ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ x ❞❛♥s

T ✱ z̄ = z1, . . . , zq ❡t x, y1, . . . , yp, z1, . . . , zq ❡st ✉♥ T ✲♦r❞r❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐

❝❛❧❝✉❧❡ ϕ(M) ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ✿

✕ ▲❛ ♣❤❛s❡ ✶ é❧✐♠✐♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s z̄ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✾ ❀

✕ ▲❛ ♣❤❛s❡ ✷ é❧✐♠✐♥❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ȳ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✼ ❀

✕ ▲❛ ♣❤❛s❡ ✸ ❝❛❧❝✉❧❡ ϕ(M)✳

P❤❛s❡ ✶

▲❡s ✏❢❡✉✐❧❧❡s✑ zq, . . . , z2, z1 s♦♥t s✉♣♣r✐♠é❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡

❧❡♠♠❡ ✹✾✳ ▲❛ σ✲str✉❝t✉r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ M ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ❧❡s σ′✲str✉❝t✉r❡s M′ s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡♥

❞✉♣❧✐q✉❛♥t✱ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ é❧✐♠✐♥é❡✳ ❖♥ ♥♦t❡

q✉❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dx ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ x q✉✐✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♥✬❡st ♣❛r❡♥t ❞✬❛✉❝✉♥ zi ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é✳

▲❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ❞✐st✐♥❝t❡ ❞❡ x✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ v✲

s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ v ❛✉❣♠❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

(σ, ϕ,M) 7→ (σ′, ϕ′,M′)✳ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ♦♥ ♥♦t❡ Tv ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T ❞❡ r❛❝✐♥❡ v✳

❋❛✐t ✺✶ ❙♦✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ∈ ȳ ∪ z̄✱ r❛❝✐♥❡ ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ Tv ❞❡ T ✳ ❆ t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡

✶✱ ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t r❡s♣❡❝té❡s ✿

✕ ❝❛r❞(σ′v) ≤ ❝❛r❞(σv) + ❞❡❣ 6=T (Tv) ❀

✕ ❝❛r❞(D′
v) = O(❝❛r❞(Dv) · (❞❡❣

6=
T (Tv))!) ♦ù Dv ✭r❡s♣✳ D′

v✮ ❡st ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ v ❞❛♥sM ✭r❡s♣✳

M′✮ ❡t σv ✭r❡s♣✳ σ′v✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s v✲s②♠❜♦❧❡s ❞❡ σ ✭r❡s♣✳ σ′✮✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ u1, . . . , ur ∈ z̄ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞❡ v ❞❛♥s T ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✾✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ui ❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à s♦♥ ♣❛r❡♥t v ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ki

♦ù ki ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❡♥s ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❛❞❥❛❝❡♥ts à ui✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

❞❡ v ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r h(ki) = O(ki!)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✻✱ ♦♥ ❛ ki ≤ di ♣♦✉r di = ❞❡❣6=T (Tui)✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❝❛r❞(σ′v) = ❝❛r❞(σv) +
∑

i∈[r]

di

❡t

❝❛r❞(D′
v) = O(❝❛r❞(Dv) ·

∏

i∈[r]

di!)

◆♦t♦♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿
∏

i∈[r]

di! ≤ (
∑

i∈[r]

di)!

❡t
∑

i∈[r]

❞❡❣6=T (Tui) ≤ ❞❡❣6=T (Tv)

✻✹



✷✳✹✳ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❢❛✐t✳ �

◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥ t❡♠♣s ✭♥♦té ❚✐♠❡(u)✮ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ u ❞❡ ♣❛r❡♥t v ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✾✱

❚✐♠❡(u) = O(mu · ❝❛r❞(D′
u) + ku!(❝❛r❞(D′

u) + ❝❛r❞(σ′v) · ❝❛r❞(D′
v)))

♦ù mu ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r u ❡t v ❡t ku ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés

❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r u ❞❛♥s ϕ′✳ P❛r ❧❡ ❢❛✐t ✺✶✱ ♦♥ ❛ ❝❛r❞(D′
u) = O(❝❛r❞(Du) · du!) ❡t ❝❛r❞(D′

v) =

O(❝❛r❞(Dv) · dv!) ♦ù du = ❞❡❣6=T (Tu) ❡t dv = ❞❡❣6=T (Tv)✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ❝❛r❞(σ′v) ≤ ❝❛r❞(σv) + dv✳

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✻✱ ♦♥ ❛ du ≤ 2k ❡t dv ≤ 2k✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝❛r❞(σ′v) ≤ ❝❛r❞(σv) + 2k✱

❝❛r❞(D′
u) = O((2k)! · ❝❛r❞(D)) ❡t ❝❛r❞(D′

v) = O((2k)! · ❝❛r❞(D))✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ❚✐♠❡(u) = O((mu+

k!)(2k)! · |M|)✳ ◆♦t♦♥s q✉❡
∑

u∈z̄mu ≤ m✱ ❝❛r❞(σ) · ❝❛r❞(D) ≤ |M| ❡t |z̄| ≤ |ϕ|✳

▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶ ❡st ❞♦♥❝ ✿

∑

u∈z̄

❚✐♠❡(u) = O((2k)!(m · ❝❛r❞(D) + |ϕ|(k! · ❝❛r❞(D) + k!|M|)))

= O(k! · (2k)!|ϕ| · |M|)

P❤❛s❡ ✷

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✶✱ ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T −{z̄}

❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✶✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ r❛❝✐♥❡ x ❡t s❡s ❡♥❢❛♥ts y1, . . . , yp✳ ▲❛ σ′✲str✉❝t✉r❡ ❝♦rr❡s✲

♣♦♥❞❛♥t❡ M′ ❛ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s D′
x = Dx = D ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [p]✱ D′

yi
❛✈❡❝ ❝❛r❞(D′

yi
) =

O(di!❝❛r❞(Dyi)) ♦ù di = ❞❡❣6=T (Tyi)✳

❖♥ s✉♣♣r✐♠❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ yi ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼✳ ❙♦✐t

ki = ❞❡❣6=
T−{z̄}(yi)✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱

∑p
i=1 ki ≤ 2k✱ ❡t✱ ❛♣rès é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ y1, . . . , yi−1✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′

❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ O(k1! · · · ki−1!) ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❞✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés

T−{z̄, y1, . . . , yi−1}✳ ❉♦♥❝✱ ❧❡ t❡♠♣s r❡q✉✐s ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ yi ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s

❡st

❚✐♠❡(yi) = O(k1! · . . . · ki−1!(mi❝❛r❞(D′
yi

) + ki! · (❝❛r❞(D′
yi

) + ❝❛r❞(Dx))))

♦ù mi ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ϕ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s yi ❡t x✳ ◆♦t♦♥s ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

p
∏

i=1

ki! ≤ (

p
∑

i=1

ki)! ≤ (2k)!

❡t

❝❛r❞(D′
yi

) ≤ (2k)! · ❝❛r❞(D)

❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✼

❚✐♠❡(yi) = O(((2k)!mi + (2k)!2)|M|)

✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

◆♦t♦♥s ❧❛ ❜♦r♥❡
∑

i∈[p]

mi = O(|ϕ|)

▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ y1, . . . , yp ❡st ❞♦♥❝

∑

i∈|p]

Time(yi) = O((2k)!2|ϕ| · |M|)

P❤❛s❡ ✸

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ϕ′′(x) ≡
∨

j Pj(x) ❞❡ O(
∏p
i=1 ki!) = O((2k)!)

σ′′✲❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6=✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ❞♦♥❝ ❞❡s ❛t♦♠❡s ✉♥❛✐r❡s

Pj(x)✱ ❡t ✉♥❡ σ′′✲str✉❝t✉r❡ M′′ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ Dx = D✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ′′(M′′) = ϕ(M)✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱

❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ Pj(M′′) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s O(❝❛r❞(D)) ❡t ❧❛ r❡q✉êt❡ ϕ(M) =
⋃

i Pi(M
′′)

❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s O((2k)!❝❛r❞(D))✳

▲❡ t❡♠♣s t♦t❛❧✱ ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ✷✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ϕ(M) ❡st O((2k)!2|ϕ| · |M|) ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

�

✷✳✺ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

◆♦tr❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s

✐♥é❣❛❧✐tés ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✷ ❙♦✐t ϕ(x1, . . . , xp) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ✜①é❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ✭♦✉ ❆❈◗ 6=✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é✱ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ Oϕ(|M|)✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

❧❡ ❞é❧❛✐ ❡st O(p(2k)!2|ϕ| · |M|) ♦ù k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ 6=✳ ▲❡ ♠ê♠❡

rés✉❧t❛t ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❆❈◗ 6= ❡st ❞é❞✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❞❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✺ ✭tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✷✮✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ϕ(x1, . . . , xp) ✉♥❡

σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6=✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✻ é♥✉♠èr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ϕ(M)✳ ◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

(a1, . . . , ap) ∈ ϕ(M) ❡st O(
∑

i∈[p] ❚✐♠❡(a1, . . . , ai−1)) ♦ù ❚✐♠❡(a1, . . . , ai−1) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡

❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ϕa1,...ai−1
(M) ♦ù

ϕa1,...ai−1
(xi) ≡ ∃xi+1 . . .∃xpϕ(a1, . . . ai−1, xi, xi+1, . . . , xp)

✻✻



✷✳✺✳ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❊♥✉♠(ϕ(x1, . . . , xp),M)

✶✿ s✐ p = 1 ❛❧♦rs

✷✿ ❝❛❧❝✉❧❡r ϕ(M)

✸✿ ♣♦✉r a ∈ ϕ(M) ❢❛✐r❡

✹✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ a

✺✿ ✜♥ ♣♦✉r

✻✿ s✐♥♦♥

✼✿ é✈❛❧✉❡r ϕ1(x1) ≡ ∃x2 . . .∃xpϕ(x1, . . . xp) s✉rM

✽✿ ♣♦✉r a ∈ ϕ1(M) ❢❛✐r❡

✾✿ s♦✐t ϕa ≡ ϕ(a, x2, . . . , xp)

✶✵✿ ♣♦✉r b̄ ∈ ❊♥✉♠(ϕa(x2, . . . , xp),M) ❢❛✐r❡

✶✶✿ ♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ (a, b̄)

✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✹✿ ✜♥ s✐

P❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✵✱ ❚✐♠❡(a1, . . . , ai−1) = O((2k)!2|ϕ| · |M|) P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r

❧❛ s♦rt✐❡ (a1, . . . , ap) ❡st

O(p(2k)!2|ϕ| · |M|)

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞és✐ré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞é❧❛✐✳ �

✷✳✺✳✶ ❖✉t✐❧s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s

❆✜♥ ❞✬é♥✉♠ér❡r à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗ 6=✱ ✐❧ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r

❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♣❛r❛♠étré s✉✐✈❛♥t✳

▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (E,<)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r k

❡t ✉♥ ❦✲t✉♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s f̄ = (f1, . . . fk) ❞❡ ❊ ❞❛♥s ❋
❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ū = (u1, . . . , uk) ∈ F

k ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ E

P❛r❛♠ètr❡ ✿ ❧✬❡♥t✐❡r k

❙♦rt✐❡ ✿ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r y ≥ x ❞❛♥s E t❡❧ q✉❡ fi(y) 6= ui✱

♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✱ s✐ ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t y ❡①✐st❡✱ ❡t ⊥

s✐♥♦♥

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✱ ♦♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r❛ ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐①✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✺ ❙♦✐t (E,<), F, k, f̄ ✉♥❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❞❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ❡t s♦✐t x ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ E✳ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r x ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ét✐q✉❡té✱ ♥♦té Tx = (T, (❧❛❜❡❧α(x))α∈V (T ))✳ ❙♦♥

✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❡st

V (T ) = {(a1, . . . , al) ∈ [k]l : l ∈ [0, k] ❡t ai 6= aj ♣♦✉r t♦✉s i, j t❡❧s q✉❡ 1 ≤ i < j ≤ l}.

▲❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T ❡st ❧❡ ♥♦❡✉❞ ǫ ✭❧✐st❡ ✈✐❞❡✮✳ ❚♦✉t ♥♦❡✉❞ (a1, . . . , al−1, al) ❡st ❡♥❢❛♥t ❞✉ ♥♦❡✉❞

(a1, . . . , al−1)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ❛♥❝êtr❡s ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ s♦♥t t♦✉s s❡s ♣ré✜①❡s✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ α 7→ ❧❛❜❡❧α(x) ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ α ∈ V (T ) ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ E ∪{⊥}

❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ T ✳

✕ ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✿ ❧❛❜❡❧ǫ(x) = x ❀

✕ ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ α = (a1, . . . , al) ∈ V (T ) ❛✈❡❝ l ≥ 1 ✿ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧✬ét✐✲

q✉❡tt❡ ❞✉ ♣❛r❡♥t ❞❡ α ✿

✕ s♦✐t ❧❛❜❡❧a1,...,al−1
(x) = ⊥ ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ⊥ ❀

✕ s♦✐t ❧❛❜❡❧a1,...,al−1
(x) 6= ⊥ ✿ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ α = (a1, . . . , al) ❡st ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s

ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ s❡s ❛♥❝êtr❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ yj = ❧❛❜❡❧a1,...,aj (x) ♣♦✉r j ∈ [0, l − 1] ❀ ♦♥ ♣r❡♥❞

❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = min{y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀j ∈ [l] faj (y) 6= faj (yj−1)}

s✐ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❡t s✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ⊥✳

▲✬♦❜❥❡t ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ❡t ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❛r❜r❡s ❞❡

❝❤♦✐① Tx✱ ♣♦✉r x ∈ E✱ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐♥❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✻ ✭❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐♥❞✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✜①é❡ ✉♥❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲❡❛st◆♦♥✲

❈♦✈❡r ✿ (E,<), F, k, f̄ ✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ E✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ⊆ [k] ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : S → F ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❢✐♥❞(x, S, u) ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t y ≥ x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à E ❡t t❡❧ q✉❡ fi(y) 6= u(i)✱

♣♦✉r t♦✉t i ∈ S✱ s✐ ✉♥ t❡❧ é❧é♠❡♥t y ❡①✐st❡✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ⊥ s✐♥♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✽ ❉❡ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✐♥❞ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ✿

❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ❡st ❢✐♥❞(x, [k], u) ♦ù u(i) = ui ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]✳

❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ❢✐♥❞(x, S, u) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞ ❝✐✲❝♦♥tr❡ q✉✐ ♣❛r❝♦✉rt ✉♥❡

❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❝❤♦✐① Tx ♣ré❝❛❧❝✉❧é✳

✻✽



✷✳✺✳ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✼ ❋✐♥❞(x, S, u)
✶✿ α← ǫ

✷✿ y ← x

✸✿ S′ ← S

✹✿ t❛♥t q✉❡ y 6= ⊥ ❢❛✐r❡

✺✿ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ S′ ♦♥ ❛ fi(y) 6= u(i) ❛❧♦rs

✻✿ r❡♥✈♦②❡r y

✼✿ s✐♥♦♥

✽✿ ❝❤♦✐s✐r i ∈ S′ ❛✈❡❝ fi(y) = u(i)

✾✿ α← (α, i)

✶✵✿ y ← ❧❛❜❡❧α(x)

✶✶✿ S′ ← S′ − {i}

✶✷✿ ✜♥ s✐

✶✸✿ ✜♥ t❛♥t q✉❡

✶✹✿ r❡♥✈♦②❡r ⊥

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞ ✿ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✏t❛♥t q✉❡✑ ❡st ❛✉ ♣❧✉s

k + 1 ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ ❡st O(k)✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❋✐♥❞ ❡st ❞♦♥❝ O(k2)✳

❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞ ✿ ❙♦✐t y0, y1, . . . , yl ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t

♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞(x, S, u)✳ ❉❡ ❧✬❡①❛♠❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é✲

❞✉r❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿

✶✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ yj = ❧❛❜❡❧a1,...,aj (x)✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [0, l]✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ l

✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s (a1, . . . , al) ∈ S
l✳

✷✳ ❖♥ ❛ faj (yj−1) = u(aj)✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [l] ✿ ❝❛r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ♦♥ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧é

❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r yj ❞❡ y✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞(x, S, u) ❡st✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ yl = ❧❛❜❡❧a1,...,al(x)✳ Pr♦✉✈♦♥s

q✉✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s✳

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ yl = ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ⊥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ⊥ ❞✉

♥♦❡✉❞ (a1, . . . , al) ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ Tx✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀j ∈ [l] faj (y) 6= faj (yj−1)} ❡st

✈✐❞❡✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✷✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ E : y ≥ x∧∀j ∈ [l] faj (y) 6= u(aj)} ❡st

✈✐❞❡✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ {a1, . . . , al} ⊆ S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀i ∈ S fi(y) 6= u(i)}

❡st ❛✉ss✐ ✈✐❞❡✳

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s ✿ yl = ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) 6= ⊥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ❞❛♥s Tx✱ ♦♥

❛ ❞♦♥❝

yl = min{y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀j ∈ [l] faj (y) 6= faj (yj−1)}.

✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❆ ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✷✱ ❝❡❝✐ s❡ réé❝r✐t ✿

yl = min{y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀j ∈ [l] faj (y) 6= u(aj)}.

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞✱ ♣✉✐sq✉❡ s♦♥ rés✉❧t❛t ❡st yl 6= ⊥✱ ♦♥ ❛ fi(yl) 6= u(i)✱ ♣♦✉r

t♦✉t i ∈ S′✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S′✱ ♦♥ ❛ S = S′ ∪ {a1, . . . , al}✳

❖♥ ❡♥ t✐r❡ ❞♦♥❝ ✿

yl = min{y ∈ E : y ≥ x ∧ ∀i ∈ S fi(y) 6= u(i)}.

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t yl ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞(x, S, u) ❡st ❧❛

✈❛❧❡✉r s♣é❝✐✜é❡ ❢✐♥❞(x, S, u)✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❞♦♥❝ ❝♦rr❡❝t❡✳

■❧ r❡st❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❛r❜r❡s Tx✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

♦r❞♦♥♥é (E,<) ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [n] ❛✈❡❝ s♦♥ ♦r❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ <✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

▲❡♠♠❡ ✺✸ ❙♦✐t ✉♥ ♥♦❡✉❞ (a1, . . . , al) ∈ [k]l ❞❡ Tx q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s r❛❝✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ l ≥ 1✳

❊①❛♠✐♥♦♥s ❝❡ q✉❡ ✈❛✉t s♦♥ ét✐q✉❡tt❡✳

✶✳ ❙✐ x = n ❛❧♦rs ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ⊥ ❀

✷✳ s✐ x < n ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ❢✐♥❞(x, S, u) = ❢✐♥❞(x + 1, S, u) ❛✈❡❝ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S = {a1, . . . , al} ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : S → F ❞é✜♥✐❡ ♣❛r u(aj) = faj (❧❛❜❡❧a1,...,aj−1
(x))✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) 6= ⊥ ❛❧♦rs✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ≥ x ❡t fa1
(❧❛❜❡❧a1,...,al(x)) 6= fa1

(x)✱ ✐❧ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ≥ x+ 1✳

Pr♦✉✈♦♥s ❧❡ ✭✶✮ ✿ ❙✐ ♦♥ ❛ x = n ❡t ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) 6= ⊥ ❛❧♦rs ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ≥ n+1 ✿

❝✬❡st ❛❜s✉r❞❡✳

Pr♦✉✈♦♥s ❧❡ ✭✷✮ ✿ ❊♥ ❡①❛♠✐♥❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡s

❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ S✱ u ❡t ❢✐♥❞ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬é❣❛❧✐té ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) =

❢✐♥❞(x, S, u)✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿

✕ s♦✐t ♦♥ ❛ ❢✐♥❞(x, S, u) = ⊥ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❢✐♥❞(x+ 1, S, u) = ⊥ ❀

✕ s♦✐t ♦♥ ❛ ❢✐♥❞(x, S, u) 6= ⊥ ❡t ♦♥ ❡♥ t✐r❡ ❢✐♥❞(x, S, u) = ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) ≥ x + 1✳ ❉✬♦ù ♦♥

❞é❞✉✐t ❧❛❜❡❧a1,...,al(x) = ❢✐♥❞(x+ 1, S, u)✳

▲✬❛ss❡rt✐♦♥ ✭✷✮ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✳ �

▲❡s ♣♦✐♥ts ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ét❛❜❧✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❝❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐① Tx ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ Tn✱ Tn−1 . . . T1✳

✼✵



✷✳✺✳ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✽ P❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧
✶✿ ♣♦✉r x ❞❡ n à ✶ ❡♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❢❛✐r❡

✷✿ ❧❛❜❡❧ǫ(x)← x

✸✿ ♣♦✉r l ❞❡ ✶ à k ❢❛✐r❡

✹✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡ α = (a1, . . . , al) ∈ [k]l ❢♦r♠é❡ ❞❡ l ✈❛❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s ❢❛✐r❡

✺✿ s✐ x = n ♦✉ ❧❛❜❡❧a1,...,al−1
(x) = ⊥ ❛❧♦rs

✻✿ ❧❛❜❡❧α[x]← ⊥

✼✿ s✐♥♦♥

✽✿ s♦✐t S = {a1, . . . , al}

✾✿ s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ u : S → F ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ [l] ♣❛r u(aj) = faj (❧❛❜❡❧a1,...,aj−1
(x))

✶✵✿ ❧❛❜❡❧α(x)← ❋✐♥❞(x+ 1, S, u)

✶✶✿ ✜♥ s✐

✶✷✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✸✿ ✜♥ ♣♦✉r

✶✹✿ ✜♥ ♣♦✉r

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ✿ ▲✬✐♥str✉❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡st ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❋✐♥❞(x+

1, S, u) ❞♦♥t ❧❡ t❡♠♣s ❡st O(k2)✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✭s✉r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✐✈❡rs✮ ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❜♦r♥é ♣❛r n ·
∑

l∈[k] l! = O(n ·k!)✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♥❝ O(k2k!❝❛r❞(E))✳

�

▲❡s é❧é♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♣r❡✉✈❡s✱ ❥✉st✐✜❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✹ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡t ♣❛r❛♠étré ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r ❡st ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s O(k2) ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s

O(k2k!❝❛r❞(E))✳

▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡st q✉✬✐❧s ✈♦♥t ♥♦✉s

♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠étré s✉✐✈❛♥t q✉✐ ♣♦ssè❞❡ à

❧❛ ❢♦✐s ✉♥❡ ❡♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ❡t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r

❊♥tré❡ st❛t✐q✉❡ ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é (E,<)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r k ❡t

✉♥ ❦✲✉♣❧❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s f̄ = (f1, . . . fk) ❞❡ E ❞❛♥s F
❊♥tré❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✿ ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ū = (u1, . . . , uk) ∈ F

k

P❛r❛♠ètr❡ ✿ ❧✬❡♥t✐❡r k

❙♦rt✐❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ E :
∧

i∈[k] fi(x) 6= ui} é♥✉♠éré ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡

❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ (E,<)

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ é♥♦♥❝❡ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞és✐ré❡✳

✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✺ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r ❡st ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st é♥✉♠ér❛❜❧❡ à ❞é❧❛✐ O(k2) ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s

O(k2k!❝❛r❞(E))✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r ✐tèr❡ ❧❛

♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♥♦té❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r✱ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r

❡t ❧❡s ♣❤❛s❡s st❛t✐q✉❡s ❞❡s ❞❡✉① s❝❤é♠❛s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡

❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✬❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✾ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r(E,F, k, f̄ , ū)
x← 0

t❛♥t q✉❡ x 6= ⊥ ❢❛✐r❡

x← ▲❡❛st◆♦♥❈♦✈❡r(E,F, k, f̄ , ū, x+ 1)

♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ x

✜♥ t❛♥t q✉❡

�

❘❡♠❛rq✉❡ ✶✾ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❛♥s

❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿ s♦♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ū ∈ F k✳ ■❧ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ (E,<)✱

F ✱ k ❡t f̄ ✳

✷✳✺✳✷ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6=

s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ T ✲♦r❞r❡ ✜①é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✻ ❙♦✐t ϕ(x1, . . . , xp) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗ 6= ❞✬❛r❜r❡ T ✱ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳

❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❊♥✉♠(ϕ,<lex) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ <lex✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡

❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ϕ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ϕ(x̄, y) ≡ ϕ0(x̄) ∧Θ(x̄, y) ♦ù

Θ(x̄, y) ≡ P (y) ∧
∧

i∈[m]

fi(y) = gi(z) ∧
∧

i∈[k]

hi(y) 6= h′i(x̄)

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ P (y) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ∈ x̄ ❡st ✉♥ ♣❛r❡♥t ❞❡ y ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡

T ❞❡ ϕ ❡t h′i(x̄) ❞és✐❣♥❡ ✉♥ t❡r♠❡ h′i(vi) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ vi ∈ x̄✳ ❚r✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ϕ ❡st ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ϕ1(x̄, y) ≡ ψ(x̄)∧Θ(x̄, y) ♦ù ψ(x̄) ≡ ϕ0(x̄)∧

∃yΘ(x̄, y)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✼✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡M✱ ✉♥❡

♥♦✉✈❡❧❧❡ σ′✲str✉❝t✉r❡ M′✱ σ′✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ M✱ σ ⊆ σ′✱ ❡t ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ψ′(x̄) ≡
∨

i∈[N ] ψi(x̄)

✼✷



✷✳✺✳ ❊♥✉♠ér❛t✐♦♥

❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ψi s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞❛♥s ❋✲❆❈◗ 6= ✭❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés T − {y}✮ t❡❧❧❡s

q✉❡ ψ(M) = ψ′(M′)✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ϕ(M) = ϕ′(M′) ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ′(x̄, y) ≡ ψ′(x̄)∧Θ(x̄, y)✳ ϕ′ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
∨

i∈[N ] ϕi(x̄, y) ♦ù ϕi ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ϕi(x̄, y) ≡ ψi(x̄) ∧ P (y) ∧ f̄(y) = ḡ(z) ∧
∧

i∈[k]

hi(y) 6= h′i(x̄)

P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [N ]✱ ❊♥✉♠(ψi, <lex) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✽✱ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❊♥✉♠(ϕi, <lex), i ∈ [N ]✳ ◆♦t♦♥s ❧❡ ❢❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ <lex ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

i ∈ [N ]✳

❖♥ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❊♥✉♠(ϕi, <lex)✳

❊♥tré❡ ✿ ❯♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ♦r❞♦♥♥é ♣❛r <

P❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧

✕ ❊✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❊♥✉♠(ψi, <lex) ❀

✕ ❙♦✐t P = {y ∈ D :M′ |= P (y)} ❀

✕ ❊♥ tr✐❛♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts y ∈ P ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs f̄(y)✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

P ❡♥ ❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s Pᾱ = {y ∈ P : f̄(y) = ᾱ} ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ A = {ᾱ ∈ Dm :

Pᾱ 6= ∅} ❀

✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ᾱ ∈ A✱ ❡①é❝✉t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r s✉r ❧✬❡♥tré❡

✭st❛t✐q✉❡✮ (Pᾱ, D, k, (hi)i∈[k])✳

P❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ā é♥✉♠éré❡ ♣❛r ❊♥✉♠(ψi, <lex) ❢❛✐r❡

✕ ❙♦✐t ᾱ = ḡ(c) ♦ù c ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❞❛♥s ❧❡ t✉♣❧❡ ā ✭s✐ z ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xi✱ ❛❧♦rs

c = ai✮ ❀

✕ ❙♦✐t ū = (h′i(ā))i∈[k] ❀

✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t b é♥✉♠éré ♣❛r ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r(Pᾱ, D, k, (hi)i∈[k], ū)✱ r❡♥✈♦②❡r (ā, b)✳

❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕi ❡t ❧❛

s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❊♥✉♠◆♦♥❈♦✈❡r✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✿ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡

❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡①é❝✉té ❡♥ t❡♠♣s O(|M′|)✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛

♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r

❝❡❧❛ ✿ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ψ✱ ψ′ ❡t ψi✱ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ā ∈ ψi(M′) ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡♥

✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (ā, b) ∈ ϕi(M
′)✳ ❉♦♥❝✱ ❊♥✉♠(ϕi, <lex) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❝♦♠♠❡

❞❡♠❛♥❞é✳ ❈❡❧❛ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳ �
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✷✳✺✳✸ ❋♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ✿ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❝♦♠♣t❛❣❡

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♠♣t❛❣❡ s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

♦♣t✐♠❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✼ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗ 6=✮ ❡st ❞✐t❡ ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st

❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ❋✲❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ❋✲❈❈◗ 6=✮ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ❞❡ ❋✲❆❈◗

✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗ 6=✮✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥♥❡①❡✲

❛❝②❝❧✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✼ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❋✲❈❈◗ 6=✱ ♦♥ ❛ ❊♥✉♠(ϕ) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✏❢❡✉✐❧❧❡s✑ ❞❡ ϕ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐✲

✜é❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✼ ❥✉sq✉✬à ❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡

❡♥s✉✐t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✻✳ �

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

❋✲❈❈◗✱ ❞♦♥❝ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐té✱ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✽ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❋✲❈❈◗✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦✉♥t(ϕ) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ϕ(x1, . . . , xk) ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❈❈◗ à k ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡tM ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉❡ ϕ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✻✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r✱ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é✲

♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s

❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞❡s ✏❢❡✉✐❧❧❡s✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ϕ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t✉♣❧❡ ✭❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✮ w : (wv)v∈❢r❡❡(ϕ)

♦ù ❝❤❛q✉❡ wv ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❞❡ ♣♦✐❞s✮ ❞❡ D ❞❛♥s N✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ♣♦♥❞éré ✭♥♦t✐♦♥ ❞é❥à ✉t✐❧✐sé❡

♣❛r ❋r✐❝❦ ❬❋r✐✵✹❪✮ ♣❛r w ❞❡ ϕ(M) ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

w(ϕ(M)) =
∑

(a1,...,ak)∈ϕ(M)

∏

i∈[k]

wxi(ai)

❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ♦♥ ♣♦s❡ wx(a) = 1✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥t

a ∈ D✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❛r❞(ϕ(M)) = w(ϕ(M)) ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✻✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ✭❋✲❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜✲

❝❛t❡✉r✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

ϕ(x̄, z) = ψ(x̄) ∧ P (z) ∧ f̄(z) = ḡ(y)

✼✹



✷✳✻✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés

♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ P (z) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡✱ z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡

❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ϕ✱ y ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ z✱ y ∈ x̄✱ ❡t f̄ ❡t ḡ s♦♥t ❞❡s t✉♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t✉♣❧❡ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w′ = (w′
v)v∈❢r❡❡(ψ) ♦ù ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

❞❡ ♣♦✐❞s w′
v ❡st é❣❛❧❡ à wv✱ s❛✉❢ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w′

y ✿

w′
y(a) = wy(a) ·

∑

b∈D:f̄(b)=ḡ(a)

wz(b) ♣♦✉r t♦✉t a ∈ D

■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ w′
y(a) ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ϕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉

s♦✉s✲❛r❜r❡ Ty✱ ❞❡ r❛❝✐♥❡ y✱ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✭❞❡ ϕ✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ y ❡st a✳

❖♥ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❛ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ w(ϕ(M)) = w′(ψ(M)) ❡t q✉❡ w′ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥

t❡♠♣s Oϕ(|M|)✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✐tér❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Q(y)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ Q✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w′ t❡❧❧❡s q✉❡ w(ϕ(M)) = w′(ϕ′(M)) =
∑

a∈Q(M)w
′
y(a)✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✵ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ✈❛ ❧❡ ✈♦✐r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r

❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés✳

✷✳✻ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés

✷✳✻✳✶ Pr♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ♣❛r❛♠étrés ❡①♣r✐♠és ♣❛r ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②✲

❝❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt ❞❡ ♥♦s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✭❆❈◗ 6= ♦✉ ❋✲❆❈◗ 6=✮

❡st q✉✬❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❛t✉r❡❧s NP✲❝♦♠♣❧❡ts ❞♦♥t ❧❛

✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛♠étré❡ ❡st FPT✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ❧❛

❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❛r❛♠étré❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡t s❛

✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ k✲P❛t❤ ❞♦♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

k✲P❛t❤
❊♥tré❡✿ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G

P❛r❛♠ètr❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r k

❙♦rt✐❡✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❞❡ G

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ k✲♣❛t❤ ♣❡✉t êtr❡ ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ 6=

ψk(x0, . . . , xk) ≡
∧

i∈[0,k−1]

E(xi, xi+1) ∧
∧

0≤i<j≤k

xi 6= xj

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ψk(G) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❦✲❝❤❡♠✐♥s (a0, . . . , ak) ∈ V
k+1 ❞❡ G✳ ◆♦t♦♥s q✉❡

❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ψk ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ✏❝❧✐q✉❡✑ ✭❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✮ {x0, . . . , xk}✳

✼✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

■❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✽ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡❆❈◗all 6= ✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗all 6=✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡❆❈◗ 6= ✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗ 6=✮

❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

∃x1 . . .∃xp(ψ ∧ ❆❧❧6=(τ1, . . . , τk))

♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❋✲❆❈◗✮ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t ❆❧❧6=(τ1, . . . , τk) ❡st ❧✬❛❜ré✈✐❛✲

t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
∧

i,j∈[k],i<j

τi 6= τj

❡t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ τi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x)✮✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✭r❡s♣✳ t❡r♠❡s✮ {τ1, . . . , τk} ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ψk ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉t êtr❡ réé❝r✐t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❆❈◗all 6= s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ψk(x0, . . . , xk) ≡
∧

i∈[0,k−1]

E(xi, xi+1) ∧❆❧❧6=(x0, . . . , xk)

❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧▼❛t❝❤✐♥❣

❊♥tré❡✿ ❉❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s E✱ F1 . . . Fk✱

k ❢♦♥❝t✐♦♥s fi : E → Fi✱ ♣♦✉r i ∈ [k]✱ ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r l
P❛r❛♠ètr❡✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs k ❡t l

❙♦rt✐❡✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s M ❞❡ l é❧é♠❡♥ts M ∈ Pl(E) t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [k]

❡t t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts x, y ∈M ✱ ♦♥ ❛ fi(x) 6= fi(y)

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s F1, . . . , Fk s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉①

❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= très s✐♠♣❧❡ ✿

❆❧❧ 6=(i,j)∈[k]×[l](fi(xj))

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡s ✿

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ k ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❆❧❧6=(τ1, . . . , τk) r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ❧❡ ♥♦♠❜r❡

Θ(k2) ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés τi 6= τj ✱ 1 ≤ i < j ≤ k✳ ❈❡s ❜♦r♥❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡

❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦✉✈r✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t✉♣❧❡s ♣❛r ✉♥ t✉♣❧❡✱ ♦♥ ❝♦✉✈r❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✻✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦✲

♥❛❧▼❛t❝❤✐♥❣ ❡t k✲P❛t❤ s♦♥t é♥✉♥ér❛❜❧❡s à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❧❡✉rs

♣❛r❛♠ètr❡s r❡s♣❡❝t✐❢s s♦♥t ✜①és✳

✼✻



✷✳✻✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés

❉❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥ ❛❞❛♣t❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ 6= ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗all 6= ❀ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡ ❞✬❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❛❧♦rs ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré✳

✷✳✻✳✷ ❈♦✉✈❡rt✉r❡s ❡t r❡♣rés❡♥t❛♥ts

❉❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ✉♥ ❡♥t✐❡r ✜①é k ≥ 0✱ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✜♥✐s E ❡t F ❡t

✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : E → Pk(F )✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (E, f) ❡st ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ t❛❜❧❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t

x ∈ F ✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ Ex ❞és✐❣♥❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {y ∈ E : x /∈ f(y)}✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✶ ▲✬❡♥t✐❡r k ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F s❡r♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✽✾ ✭l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❯♥❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ S ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ F t❡❧❧❡

q✉❡ ❝❛r❞(S) ≤ l ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ E✱ ♦♥ ❛ f(x) ∩ S 6= ∅✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r l✲❈♦✈❡rs(E, f) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✵ ✭l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❯♥❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ S ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❡st ❞✐t❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ S′ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s S✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✶ ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✮

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡

E t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ S ❞❡ (E, f)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S′ ∈ C ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S✳

❙✐✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ C ❡st ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ (E, f) ❛❧♦rs C ❡st ❛♣♣❡❧é

❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ l✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❡ (E, f)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✷ ✭l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t✮ ❯♥ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ E′ ⊆ E

t❡❧❧❡ q✉❡ l✲❝♦✈❡rs(E, f) = l✲❝♦✈❡rs(E′, f)✳ ✹

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥str✉✐t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t❛❜❧❡ (E, f) ✉♥ l r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡

❝❡tt❡ t❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✺✾ ▲❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✶✳ P♦✉r t♦✉t l ≥ 0✱ ∅ ❡st ✉♥ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (∅, f) ❀

✷✳ ❙✐ E 6= ∅ ❡t a ∈ E ❛❧♦rs {a} ❡st ✉♥ 0✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f) ❀

✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ E 6= ∅✱ a ∈ E✱ l > 0 ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ f(a)✱ Ra ❡st ✉♥ (l−1)✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡

❧❛ t❛❜❧❡ (Ex, f)✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {a} ∪
⋃

x∈f(a)Rx ❡st ✉♥ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f)✳

✹P❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ f s✉r E′ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ f

✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❛✉ ❧❡❝t❡✉r ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡ ✭♣r❡✉✈❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡

✹✶✮✳ �

❈❡ ❧❡♠♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❘❡♣❙❡t q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ✏♣❡t✐t✑ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t

❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f)✳

▲❡♠♠❡ ✻✵ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ét❛♥t✱ ❞♦♥♥és ✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❛✈❡❝ f : E → Pk(F ) ❡t

✉♥ ❡♥t✐❡r l✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f) ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉ ♣❧✉s h(k, l) = O(kl) ❡♥

t❡♠♣s O(kl · ❝❛r❞(E))✳

Pr❡✉✈❡✳

■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❘❡♣❙❡t ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡t q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✺✾✳ ▲❛ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ❥✉st✐✜❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♥♦té ❛✉ss✐ ❘❡♣❙❡t✱

q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ ♣❡t✐t r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞✬✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f̄) ♣♦✉r f̄ : E → F k✳ ■❝✐✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥

✏♣❡t✐t✑ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛❜❧❡ (E, f) ❡st ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ h(k, l) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿

h(k, 0) = 1 ❡t✱ ♣♦✉r l ≥ 1✱ h(k, l) = 1 + k · h(k, l − 1)✳ ❉✬♦ù h(k, l) = O(kl)✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✵ ❘❡♣❙❡t
✶✿ ❊♥tré❡ ✿ ✉♥❡ t❛❜❧❡ (E, f) ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r l

✷✿ s✐ E = ∅ ❛❧♦rs

✸✿ r❡♥✈♦②❡r ∅

✹✿ s✐♥♦♥

✺✿ ❝❤♦✐s✐r a ❞❛♥s E

✻✿ s✐ l = 0 ❛❧♦rs

✼✿ r❡♥✈♦②❡r {a}

✽✿ s✐♥♦♥

✾✿ r❡♥✈♦②❡r {a} ∪
⋃

x∈f(a) ❘❡♣❙❡t(Ex, f, l − 1)

✶✵✿ ✜♥ s✐

✶✶✿ ✜♥ s✐

�

✷✳✻✳✸ ❆r❜r❡ ♣♦♥❞éré

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s♦♥ ❛r❜r❡ à ✐♥é❣❛❧✐tés✱ ✐❧ ❡st

♣r❛t✐q✉❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= s♦♥ ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✸ ✭❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré✮ ▲✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6=

ϕ ≡ ∃x̄(ψ ∧ ❆❧❧6=(τ1, . . . , τk))

✼✽



✷✳✻✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés

❡st s♦♥ ❛r❜r❡ à é❣❛❧✐tés T ❝♦♠♣❧été ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ wT : ✈❛r(ϕ) → N ✿ wT (x)

❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s τi✱ i ∈ [k]✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(x)✱ ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡ é❧❛❣✉é ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✹ ✭❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré é❧❛❣✉é✮ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré ♦ù y ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❡t x ❧❡

♣❛r❡♥t ❞❡ y✳ ▲✬❛r❜r❡ y✲é❧❛❣✉é ❞❡ T ✱ ♥♦té T − {y}✱ ❡st ❧✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❖♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❡ ♥♦❡✉❞ y ❡t ❧✬❛rêt❡ ét✐q✉❡té❡ {x, y} ❀

✕ ▲❡ ♣♦✐❞s wT (x) ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r wT−{y}(x) = wT (x) + wT (y)✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✉♥ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é ❞❡ T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ′ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ T

❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳

■❧ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✺ ✭♣♦✐❞s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡✮ ❉❛♥s ✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ✱ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡

T ′ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ s❡s ♥♦❡✉❞s ✿ wT (T ′) =
∑

x∈V (T ′)wT (x)✳

▲❡♠♠❡ ✻✶ P♦✉r t♦✉t ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T ′ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ❡t ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ x ❞❡ T ′✱ ♦♥ ❛

wT ′(x) ≤ wT (Tx) ♣♦✉r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ Tx ❞❡ r❛❝✐♥❡ x ❞❡ T ✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ y 6= x ❞❡ Tx✱ ♦♥ ❛ wT−{y}(Tx−{y}) = wT (Tx)✳ ▲✬é❣❛❧✐té

wT ′(T ′
x) = wT (Tx) s✬❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❜r❡ é❧❛❣✉é T ′ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t x ❡t ❧❡

s♦✉s✲❛r❜r❡ T ′
x ❞❡ r❛❝✐♥❡ x ❞❛♥s T ′✳ ❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ♣✉✐sq✉❡ wT ′(x) ≤ wT ′(T ′

x)✳ �

✷✳✻✳✹ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs

▲❡s ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✹✼ ❡t ✹✾✱ ❡t✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ét❛♥t

❛♥❛❧♦❣✉❡s✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ❥✉st❡ ❞❡s ❡sq✉✐ss❡s✳

▲❡♠♠❡ ✻✷ ❙♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= ❛②❛♥t ♣♦✉r ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x̄) = ∃zψ(x̄, z) ♦ù ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡t z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs

k = wT (z)✱ l = wT (T ) ❡t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ϕ q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✳ ❙♦✐t M

✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s O(kl❝❛r❞(D)+m ·❝❛r❞(D)) ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′(x̄)✱ ❛✈❡❝ σ ⊆ σ′✱ ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡M✱ t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ϕ(M) = ϕ′(M′) ❀

✕ ϕ′ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ h(k, l) = O(kl) ❢♦r♠✉❧❡s ψi ❞❡ ❋✲❆❈◗all 6= ❡t ❞✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré

T − {z}✱ ❡t ❞♦♥❝ |ψi| ≤ |ϕ|✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ(x̄) ♣❡✉t êtr❡ ♠✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

ϕ(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧ ∃z(P (z) ∧
∧

i∈[m]

gi(z) = g′i(y) ∧❆❧❧ 6=(f1(z), . . . , fk(z), f
′
1(x̄), . . . , f

′
q(x̄)))

♦ù ψ0(x̄) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞✬❛r❜r❡ T − {z}✱ y ❡st ❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ z ❞❛♥s

❧✬❛r❜r❡ T ✱ y ∈ x̄✱ P (z) ❡st ✉♥ ❛t♦♠❡ ✉♥❛✐r❡ ❡t wT (T ) = l = k + q ❛✈❡❝ q = wT (T − {z})✳ ▲❛

♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✼ ✿ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡s ❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✭r❡s♣✳ r❡♣rés❡♥t❛♥ts✮ ♣❛r

❞❡s q✲❝♦✉✈❡rt✉r❡s ✭r❡s♣✳ q✲r❡♣rés❡♥t❛♥ts✮ ❡t ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦r♥❡ h = h(k) = O(k!) ♣❛r ❧❛

❜♦r♥❡ h = h(k, q) ≤ h(k, l) = O(kl) ✭r❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té q+ k = l✮✳ P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♦♥

♦❜t✐❡♥t ϕ(M) = ϕ′(M′) ♣♦✉r ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′(x̄) ≡
∨

j∈[h] ψj(x̄) ♦ù

ψj(x̄) ≡ ψ0(x̄) ∧ Ej(y) ∧❆❧❧6=(f1,j(y), . . . , fk,j(y), f
′
1(x̄), . . . , f

′
q(x̄))

❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= ❞✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T − {z} ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ wT−{z}(y) =

wT (y) + wT (z)✳ �

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✾✳

▲❡♠♠❡ ✻✸ ❙♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= ❞♦♥t ❧✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré ❡st T ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x̄) = ∃y∃zψ(x̄, y, z) ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ z ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t y ❡st

❧❡ ♣❛r❡♥t ❞❡ z ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ y, z /∈ x̄✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs k = wT (z)✱ l = wT (T ) ❡t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡

❞✬é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ψ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ σ✲str✉❝t✉r❡

M✱ ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ψ′(x̄, y) ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′✱ t❡❧❧❡s q✉❡

✕ ϕ(M) = ϕ′(M′) ♦ù ϕ′(x̄) = ∃yψ′(x̄, y) ❀

✕ ψ′(x̄, y) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T − {z} ❡t ❞♦♥❝ |ψ′| ≤ |ψ| ❀

✕ ❝❛r❞(σ′) = ❝❛r❞(σ) + k ❀ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❛r❞(σ′y) = ❝❛r❞(σy) + k ❀

✕ ❞❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ M 7→ M′✱ ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és à ❧✬❡①✲

❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ y ❞♦♥t ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧

à h(k, l) = O(kl) ❀

✕ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (ϕ,M) 7→ (ϕ′,M′) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

O(m · ❝❛r❞(Dz) + kl(❝❛r❞(Dy) + ❝❛r❞(Dz))) ♦ù Dy ❡t Dz s♦♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s y ❡t z ❞❛♥sM✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✾ ❡t ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

❛❞❛♣t❡r ❡t ✈ér✐✜❡r t♦✉s ❧❡s ❞ét❛✐❧s✳ �

◆♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗all 6=✱

❝♦♠♣❧❡①✐té ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗ 6= q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✹ ❙♦✐t ϕ ✉♥ σ✲é♥♦♥❝é ❞❡ ❋✲❆❈◗all 6= ✭r❡s♣✳ ❆❈◗all 6=✮✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✐♥é❣❛✲

❧✐tés à k é❧é♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ M |= ϕ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é❡ ❡♥ t❡♠♣s

O(2O(k log k) · |ϕ| · |M|)✳
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✷✳✻✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ✐♥é❣❛❧✐tés

Pr❡✉✈❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ♣♦♥❞éré T ❞❡ ϕ ❡st ❞❡ ❜r❛♥✲

❝❤❡♠❡♥ts ❛✉ ♣❧✉s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ✭P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ♣❛r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s✱

❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✲♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳✮ ❙♦✐t x̄ = (x1, . . . , xp) ✉♥ T ✲♦r❞r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ ≡

∃x1 . . .∃xpψ(x1, . . . , xp) ♦ù ψ ❡st ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗all 6= s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

q✉✐ ❞é❝✐❞❡M |= ϕ s✉♣♣r✐♠❡ ❞✬❛❜♦r❞ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xp, xp−1, . . . x2 ❛✈❡❝ p− 1 ✐té✲

r❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✻✸ ❡t ❛ss♦❝✐❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ1(x1) ≡ ∃x2 . . .∃xpψ(x1, . . . , xp) ❡t

à t♦✉t❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M✱ ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ϕ′
1(x1) ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡

❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡ M′ t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ1(M) = ϕ′
1(M

′)✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

❞❡ ϕ′
1(M

′)✱ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲❡ ❢❛✐t

s✉✐✈❛♥t é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❛✉❣♠❡♥té❡s ❞✉r❛♥t

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ (σ, ϕ,M) 7→ (σ′, ϕ′
1,M

′)✳

❋❛✐t ✻✺ ❙♦✐t v ∈ x̄ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ϕ✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s

❞✉r❛♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✿

✕ ❝❛r❞(σ′v) ≤ ❝❛r❞(σv) + k ❀

✕ ❝❛r❞(D′
v) = O(❝❛r❞(Dv) · k

2k)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t u1, . . . , ur ∈ x̄ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞❡ v ❞❛♥s T ✱ r ≤ 2 ✭❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts ❛✉ ♣❧✉s

❜✐♥❛✐r❡s✮✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✸✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ui ❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❝❛r❞(σv) ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡

❛ss♦❝✐é❡ à s♦♥ ♣❛r❡♥t v ❡st ❛✉❣♠❡♥té❡ ❞❡ ki ♦ù ki ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ui✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉

❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ v ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r h(ki, k) = O(kki )✳ ❖♥ ❛

ki ≤ wT (Tui)✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✶✱ ❡t
∑

i∈[r]wT (Tui) ≤ wT (Tv) ≤ k ♦ù Tui ✭r❡s♣✳ Tv✮ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡

❞❡ r❛❝✐♥❡ ui ✭r❡s♣✳ v✮ ❞❛♥s T ✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡

❝❛r❞(σ′v) ≤ ❝❛r❞(σv) +
∑

i∈[r]

wT (Tui) ≤ ❝❛r❞(σv) + k

❡t

❝❛r❞(D′
v) = O(❝❛r❞(Dv) ·

∏

i∈[r]

wT (Tui)
k)

= O(❝❛r❞(Dv) · k
2k)

♣✉✐sq✉❡ r ≤ 2✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ �

❙♦✐t ❚✐♠❡✭✉✮ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ u ❞❡ ♣❛r❡♥t v ❞❛♥s T ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✻✸✱

♦♥ ❛

❚✐♠❡(u) = O(mu · ❝❛r❞(D′
u) + kk(❝❛r❞(D′

u) + ❝❛r❞(D′
v)) + kk · ❝❛r❞(σ′v) · ❝❛r❞(D′

v))

♦ù mu ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❣❛❧✐tés ✐♠♣❧✐q✉❛♥t u ❡t v ❞❛♥s ϕ✳ P❛r ❧❡ ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✿

❚✐♠❡(u) = O(k2k(mu + kk + kk❝❛r❞(σ)) · ❝❛r❞(D))
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡st

∑

i∈[2,p]

❚✐♠❡(xi) = O(k2k(m · ❝❛r❞(D) + |ϕ|(kk❝❛r❞(D) + kk|M|)))

= 2O(k log k)|ϕ| · |M|

�

▲❛ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✬ét❡♥❞ ❛✉① r❡q✉êt❡s ❋✲❆❈◗all 6= à ✉♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✵✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✻ ❙♦✐t ϕ(x) ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❋✲❆❈◗all 6= ✭r❡s♣✳ ❆❈◗all 6=✮ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❡t ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés à k é❧é♠❡♥ts✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M✱ ❧❛ r❡q✉êt❡

ϕ(M) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s 2O(k log k) · |ϕ| · |M|✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✵ ♣♦✉r ❋✲❆❈◗ 6= ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✐❝✐ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✻✸ ❡t

✻✷✳ �

◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦s rés✉❧t❛ts ❛✉① ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣rés❡♥tés✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✻✼ ✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ k✲P❛t❤ ✭✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s 2O(k log k)|G|✳

✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧▼❛t❝❤✐♥❣ ✭✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

2O(kl log(kl))❝❛r❞(E)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✹ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✱ s❛ t❛✐❧❧❡

❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡M✳

✕ P♦✉r k✲P❛t❤ ✿ |ϕ| = O(k)✱ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ k + 1✱ str✉❝t✉r❡M = G ❀

✕ P♦✉r ▼✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧▼❛t❝❤✐♥❣ ✿ |ϕ| = O(kl)✱ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ kl ❡t str✉❝t✉r❡M ❞❡

t❛✐❧❧❡ k · ❝❛r❞(E)✳

�

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✷ ▲❛ ♠ê♠❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ k✲P❛t❤ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡

♣❛r ▼♦♥✐❡♥ ❬▼♦♥✽✺❪✳ ❉❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❜♦r♥❡s ♦♥t été tr♦✉✈é❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❆❧♦♥ ❡t ❛❧✳

❬❆❨❩✾✺❪ ❞♦♥♥❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ k✲P❛t❤✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ t❡♠♣s 2O(k)|G| log |G|

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✏❝♦❧♦r✲❝♦❞✐♥❣✑✳

✷✳✼ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❆❈◗ ♦✉ ❆❈◗ 6=✳
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✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✷✳✼✳✶ ❋♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❧❡✉r é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t

à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❋✲❈❈◗ ♦✉ ❋✲❈❈◗6= ❞✉ ❝❛s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✮ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été

❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ♣♦rt❛♥t s✉r ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✭❛❝②❝❧✐q✉❡✮ H ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥

❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V (H) q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s

❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ♣❛r ❤②♣❡r✲

❛rêt❡s ✐♥❝❧✉s❡s✳ ❊♥ t❡r♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❧❛ r❡q✉êt❡

❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❞❡s ❛t♦♠❡s ✏r❡❞♦♥❞❛♥ts✑ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✑ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s✮ ❞✬❛t♦♠❡s

✭r❡❧❛t✐♦♥s✮ ❞é❥à ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✻ ✭⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ′ ❡st ✉♥❡

⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H s✐ H ′ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ H ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ✐♥❝❧✉s❡s✳ P❧✉s

♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ H ′ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ E(H) ⊆ E(H ′) ❀

✕ ∀e′ ∈ E(H ′) ∃e ∈ E(H) e′ ⊆ e✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✼ ✭S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✱ S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✮ ❙♦✐t H =

(V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡t s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts S ⊆ V ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T,A) ❡st

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H s✐ T ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✱ ❡t A ❡st

✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ T ✱ A ⊆ V (T )✱ t❡❧❧❡ q✉❡
⋃

e∈A e = S✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ H ❛❞♠❡t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

S✲❝♦♥♥❡①❡ (T,A)✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥❝♦r❡✱ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ H ′ ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡ H ′ ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥és H ❡t S ⊆ V (H)✱ s✐ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲

❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t q✉❡ s✐ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡

♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✽ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮ ϕ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❧✬❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ϕ ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ♦ù S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢r❡❡(ϕ) ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ϕ✳

❖♥ ♥♦t❡ ❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈❈◗ 6=✮ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ϕ ❞❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮ q✉✐ s♦♥t ❝♦♥♥❡①❡✲

❛❝②❝❧✐q✉❡s✳

❊①❡♠♣❧❡ ✻✽ ❙♦✐t ϕ ❧❛ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❋✲❆❈◗ 6= s✉✐✈❛♥t❡ t❡❧❧❡ q✉❡ σ = {R} ❡t ❢r❡❡(ϕ) = {x, y} ✿

ϕ(x, y) ≡ ∃z∃t∃u(R(x, y, z) ∧R(t, x, y) ∧R(u, x, y))
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❚r✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ ϕ ♥✬❡st ♣❛s {x, y}✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠❛✐s ✐❧ ❡st {x, y}✲

❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ✿ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ H ′ ❞❡ H t❡❧❧❡ q✉❡ E(H ′) = E(H) ∪

{{x, y}}✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ϕ ✉♥ ❛t♦♠❡ ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ R′(x, y) ✭r❡s♣✳ ét❡♥❞r❡ t♦✉t❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ R′✱ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ R s✉r s❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❛r❣✉♠❡♥ts✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡

ϕ(x, y) = ∃z∃t∃u(R′(x, y) ∧R(x, y, z) ∧R(t, x, y) ∧R(u, x, y))

✭❛✈❡❝ σ′ = σ ∪ {R′}✮ ❡t ✉♥❡ σ′✲❡①♣❛♥s✐♦♥M′ ❞❡M t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ(M) = ϕ′(M′)✳

❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ s✉❣❣èr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ét❛❜❧✐t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❛❞r❡

r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳

▲❡♠♠❡ ✻✾ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈❈◗ 6=✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′′ ❞❡ ❋✲❈❈◗ 6= ❡t ✉♥❡

ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ′′)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈❈◗ 6= ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x̄) ≡ ∃ȳψ(x̄, ȳ)

♦ù ψ ❡st s❛♥s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ H ❡st ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ϕ ❡t H ′ ❡st ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H

q✉✐ ❡st ❢r❡❡(ϕ)✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❙♦✐tM ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ σ′ = σ∪{Re : e ∈ E(H ′)} ♦ù Re ❡st ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥

❞✬❛r✐té ❝❛r❞(e) ❛ss♦❝✐é à ❧✬❤②♣❡r❛rêt❡ e✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ′(x̄) ≡ ∃ȳ(ψ(x̄, ȳ) ∧
∧

e′∈E(H′)−E(H)

Re′(z̄e′))

♦ù z̄e′ ❡st ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ e′ ✿ s✐ e′ = {v1, . . . , vk}✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ z̄e′ = (v1, . . . , vk)✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❛ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ q✉✐ ❡st ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡M t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡

e′ ∈ E(H ′) − E(H) t❡❧❧❡ q✉❡ e′ ⊆ e ∈ E(H)✱ Re′ ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Re s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ e′✳

▲❡s ❛t♦♠❡s ❛❥♦✉tés Re′(z̄e′) ét❛♥t r❡❞♦♥❞❛♥ts ❞❛♥s ϕ′✱ ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ϕ′(M′) = ϕ(M)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱M′

❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|M|)✳

❙♦✐t (T,A) ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❢r❡❡(ϕ)✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ′✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ψ′ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ϕ′✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲❛t♦♠❡ Ai✱ ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ e ∈ A✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

αi ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ σ✲❛t♦♠❡ Bi✱ ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡ ❛ss♦❝✐é❡ e /∈ A✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ βi✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ϕ′′(α1, . . . , αl) ≡ ∃β1 . . .∃βmψ
′′(α1, . . . , αl, β1, . . . , βm)

♦ù ψ′′ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ψ′ ♣❛r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✭✶✮ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❆❈◗ 6= ❡♥ ❢♦r♠✉❧❡s

❋✲❆❈◗ 6=✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts✳

✽✹



✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✕ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′′ ❡st ❞❛♥s ❋✲❈❈◗6= ❀

✕ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ′′) ✿ ❝✬❡st ❧❛

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❊♥✉♠(ϕ) à ❊♥✉♠(ϕ′) ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✭r❛♣♣❡❧ ✿

ϕ(M) = ϕ′(M′)✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❊♥✉♠(ϕ′) à ❊♥✉♠(ϕ′′) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛

tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✭✶✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

�

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s ▲❡♠♠❡s ✻✾ ❡t ✺✼

❚❤é♦rè♠❡ ✼✵ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈❈◗ 6=✳ ❆❧♦rs ❊♥✉♠(ϕ) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s s♦♥t ♦♣t✐♠❛❧❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡

❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

✷✳✼✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s S✲❝♦♥♥❡①❡✲

❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r t❡st❡r s✐ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ♣♦ssè❞❡ ❝❡tt❡

♣r♦♣r✐été ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V (H)✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡

S✲❝❤❡♠✐♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✾✾ ✭S✲❝❤❡♠✐♥✮ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡t s♦✐t S ⊆ V ✳ ❯♥ S✲❝❤❡♠✐♥ ❡st

✉♥ ❝❤❡♠✐♥ (x, a1, . . . , ak, y)✱ k ≥ 1✱ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H t❡❧ q✉❡

✕ x ❡t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à S✱

✕ ❧❡s s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ai, i ∈ [k]✱ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à V − S✱

✕ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s x ❡t y✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✼✶ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ H ❡st

❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts✳

▲❡♠♠❡ ✼✷ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ V ✳ ❙✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s

❞✬❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E t❡❧❧❡ q✉❡ A ⊆ e ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y ∈ A ♥♦♥ ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈❡ ❧❡♠♠❡ ♥❡ ❢❛✐t q✉✬❡①♣r✐♠❡r q✉✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡st ❝♦♥❢♦r♠❡ ❬❇❋▼❨✽✸❪✳

�

✽✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✵ ✭str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡✮ ❙♦✐t T ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥

❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t s♦✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ⊆ V ✳ ❖♥ ♥♦t❡ T [A] ❧✬❛r❜r❡ T ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡

♥♦❡✉❞ e ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r e ∩A✳

❖♥ ❛✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡t ❝❤❛q✉❡ ♣❛rt✐❡ A ⊆ V (H)✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳

▲❡♠♠❡ ✼✸ ❙♦✐❡♥t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ A ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ V ❡t H[A] ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t

❞❡ H ♣❛r A✳

✶✳ ❙✐ H ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs H[A] ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✷✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V ✱ s✐ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs H[A] ❡st (S ∩A)✲❝♦♥♥❡①❡✲

❛❝②❝❧✐q✉❡✳

✸✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V ✱ s✐ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧♦rs H[A] ❡st

(S ∩A)✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ✭✶✮ ❙♦✐t T ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H[A] ❡st ❛❝②✲

❝❧✐q✉❡✱ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T [A]✳

✭✷✮ ❙✐ (T,B) ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T [A], BA) ♦ù

BA = {e ∩ A : e ∈ B} ❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ (S ∩ A)✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t

H[A] ❝❛r ❧✬é❣❛❧✐té S =
⋃

e∈B e ✐♠♣❧✐q✉❡ S ∩A =
⋃

e∈B(e ∩A) =
⋃

e∈BA
e✳

✭✸✮ ❙♦✐t H ′ ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H q✉✐ ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❆❧♦rs ❧✬❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H ′[A] ❡st ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[A]✱ ❡t✱ ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✷✮✱ H ′[A]

❡st ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ (S ∩A)✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳ �

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H✱

♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❞❡ H ❡♥ ✏❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✶ ✭S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡✮ P♦✉r ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ⊆ V ✱ ♦♥

♥♦t❡ E*S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s {e ∈ E : e * S}✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E*S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s e′ ∈ E*S

t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[V −S]✱ ❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ✐♥❞✉✐t❡s e−S ❡t e′−S s♦♥t r❡❧✐é❡s

♣❛r ✉♥ ✏❝❤❡♠✐♥✑ (e0, . . . , ek)✱ e0 = e − S✱ ek = e′ − S✱ ei ∈ E(H[V − S]) ❡t ei ∩ ei+1 6= ∅✱ ♣♦✉r

t♦✉t i < k✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s E*S s❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥❡ ❡♥ S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s

❞❡✉① à ❞❡✉①✳

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✶ ❡t ❥✉st✐✜❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❧❡ ♠❡ttr❛ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❡s

tr♦✐s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✽✻



✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

▲❡♠♠❡ ✼✹ ❙♦✐t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T ✳ ❙♦✐t ✉♥❡

♣❛rt✐❡ S ⊆ V ❡t s♦✐t E1, . . . , El ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ E*S✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [l]✱ ♦♥ ♥♦t❡

Hi = (Vi, Ei) ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡s Ei ❛✈❡❝ Vi =
⋃

e∈Ei
e ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ei = Vi∩S✳

✶✳ Ei ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✱ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ♥♦té Ti✱ ❡t ❞♦♥❝ Hi ❡st ✉♥ ❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❡st ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ Ti ❞❡ T ✳

✷✳ ❙♦✐❡♥t x, y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ei q✉✐ s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H✳ ❆❧♦rs x ❡t y s♦♥t ❛✉ss✐ ✈♦✐s✐♥s

❞❛♥s ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hi✳

✸✳ ❖♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′i ∈ Ei q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ei s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′′i ∈ E q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ei✳

Pr❡✉✈❡✳

✭✶✮ ✿ P♦✉r ét❛❜❧✐r q✉❡ Ei ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ T ✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡

s♦✐❡♥t ❞❡✉① ❤②♣❡r❛rêt❡s e, e′ ∈ Ei t❡❧❧❡s q✉❡ (e∩e′)−S 6= ∅ ❡t ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′′ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t

e ❡t e′ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ T ✱ ♦♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ e′′ ∈ Ei✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❞❡ T ✐♠♣♦s❡ e ∩ e′ ⊆ e′′✱

❡t ❞♦♥❝ (e ∩ e′ ∩ e′′)− S 6= ∅✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ e′′ ∈ Ei✳

✭✷✮ ✿ ❙♦✐t Tx ❡t Ty ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ T ❢♦r♠és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ❝♦♥t❡♥❛♥t

x ❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t y✳ P✉✐sq✉❡ x, y ∈ Vi ∩ S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ex ❡t ey t❡❧❧❡s q✉❡ x ∈ ex ∈ Ei

❡t y ∈ ey ∈ Ei✳ ❉✬♦ù ex ∈ V (Ti) ∩ V (Tx) 6= ∅ ❡t ey ∈ V (Ti) ∩ V (Tx) 6= ∅✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s

s♦✉s✲❛r❜r❡s Ti ∪ Tx ∪ Ty ❢♦r♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ ✭♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡✮ ♥♦té T ′ ❞❡ T ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❡t

y s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H ♣❛r ❧✬❛rêt❡ ex,y✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ x, y ∈ ex,y ∈ E✳ Pr♦✉✈♦♥s ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡

q✉❡ ex,y ∈ Ei✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉♣♣♦s♦♥s ex,y /∈ Ei✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ex,y ∈ V (Tx) ∩ V (Ty) − V (Ti)✳ ❈❡❧❛

✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ T ′✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❞✐st✐♥❝ts r❡❧✐❛♥t ex ❡t ey ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥

❢♦r♠é ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ex à ex,y ❞❛♥s Tx ❡t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ey à ex,y ❞❛♥s

Ty ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ex à ey ❞❛♥s Ti✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❛❝②❝❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ′✳ ❖♥

❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ex,y ∈ Ei✳

✭✸✮ ✿ ❈❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣✉✐sq✉❡ H ❡t Hi s♦♥t ❞❡s

❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥❢♦r♠❡s ✿

∃e′i ∈ Ei ei ⊆ e
′
i ⇔ ei ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ Hi ⇔ ei ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H ⇔ ∃e′′i ∈ E ei ⊆ e

′′
i ✳ ▲❛

s❡❝♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭✷✮✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é✳

�

▲❡♠♠❡ ✼✺ ❙♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ H ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ✭♦✉ ♠ê♠❡ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ Hi ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✮ ❡t

❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ H ′
i ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❀

✷✳ H ′
i ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❀

✸✳ ei ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ Hi ❀

✽✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✹✳ ei ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′i ❞❡ Hi ❀

✺✳ H ′
i ❡st ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ Hi✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❝✐r❝✉✐t ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s (1)⇒ (2)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (1)✳ ❚♦✉t❡s

s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s ♦✉ ♦♥t ❞é❥à été ✈✉❡s✱ s❛✉❢ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (3) ⇒ (4) q✉✐ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ Hi ❡st

❝♦♥❢♦r♠❡ ❡t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (2)⇒ (3)✳ Pr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ non(3)⇒ non(2)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝

non(3) ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y ∈ ei q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s Hi✳ ❈♦♥str✉✐s♦♥s

✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ H ′
i ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t x à y ❞❛♥s Hi ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❤②♣❡r❛rêt❡ ei ♣♦✉r

✏❢❡r♠❡r✑ ❧❡ ❝②❝❧❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é non(2)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ♣r♦✉✈é✳ �

▲❡♠♠❡ ✼✻ ❙♦✐❡♥t H,T, S,Ei, Hi = (Vi, Ei)✱ ei✱ ♣♦✉r i ∈ [l]✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s

❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✹ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r Ti ❡st ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T ✱ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✱ q✉✐ ❢♦r♠❡

✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ Hi✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ′ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ❡t ❞♦♥t

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡

E(H ′) = E(H[S]) ⊎
⊎

i∈[l]

Ei

❆❧♦rs ❧❡s s✐① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❀

✷✳ H ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ S✲❝❤❡♠✐♥ ❀

✸✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [l]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′′i ∈ E t❡❧❧❡ q✉❡ ei ⊆ e
′′
i ❀

✹✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [l]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′i ∈ Ei t❡❧❧❡ q✉❡ ei ⊆ e
′
i ❀

✺✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ [l]✱ H ′
i ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❀

✻✳ ✭❛✮ P♦✉r t♦✉t i ∈ [l]✱ ei ∈ E(H[S]) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′i ∈ Ei t❡❧❧❡ q✉❡ ei ⊆ e
′
i ❀

✭❜✮ H ′ ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ (T ′, A) ♦ù A = E(H[S]) ❡t

❧✬❛r❜r❡ T ′ ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ TS ❞❡

H[S] ❡t Ti ❞❡ Hi✱ i ∈ [l]✱ ❛✈❡❝ ❛❥♦✉t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [l]✱ ❞❡ ❧✬❛rêt❡ {ei, e
′
i} r❡❧✐❛♥t TS

❡t Ti✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ (3)⇔ (4) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✹✭✸✮✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [l]✳

▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ (6) ⇒ (1) ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ H ′ ❡st ✉♥❡ ⊆✲

❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ H✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ (4)⇔ (5) ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ (4)⇒ (1) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✺✳ ■❧

r❡st❡ ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s (1)⇒ (2)✱ (2)⇒ (3) ❡t (4)⇒ (6)✳

(1)⇒ (2) ✿ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ❛ à ❧❛

❢♦✐s (1) ❡t ♥♦♥ (2) ✿ H ❡st S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❡t H ♣♦ssè❞❡ ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥ P =

(x, a1, . . . ak, y)✱ k ≥ 1✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts x ❡t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à S ❡t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts

ai ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à V −S✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ P ❡st ♠✐♥✐♠❛❧

✽✽



✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✭♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✮✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✸✱ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[P ] ❡st (S ∩ P )✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡

♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ S∩P = {x, y}✱ H[P ] ❡st {x, y}✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖r✱

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ H[P ] ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❜✐♥❛✐r❡s {x, a1}, {a1, a2}, . . . {ak−1, ak}, {ak, y}

❛✈❡❝✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♣❧✉s✱ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉t❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡

H[P ] ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❞♠❡t ❧❡ ✏❝❤❡♠✐♥✑ {x, a1}, {a1, a2}, . . . {ak−1, ak}, {ak, y}✱ ❛✈❡❝ k ≥ 1✱ ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝

♣❛s {x, y}✲❝♦♥♥❡①❡✳ ❈✬❡st ❛❜s✉r❞❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ❞✐t q✉❡ H[P ] ❡st {x, y}✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r

⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é (1)⇒ (2)✳

(2)⇒ (3) ✿ Pr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ♥♦♥(3)⇒ ♥♦♥(2)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

i ∈ [l]✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E t❡❧❧❡ q✉❡ ei ⊆ e✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ❧❡♠♠❡

✼✷ s♦♥t ❞♦♥❝ ré❛❧✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ei ❞❡ V ✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✷✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y ∈ ei ♥♦♥ ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ei✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❤②♣❡r❛rêt❡s

❞❡ Ei✱ ex ❡t ey✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x ❡t y✳ P✉✐sq✉❡ ex ❡t ey s♦♥t ❞❛♥s E*S ✱ ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝ts✱ x′ ∈ ex − S ❡t y′ ∈ ey − S✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

❞❡ ❧❛ S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Ei✱ ❞❛♥s ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[V − S]✱ ❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ex − S ❡t ey − S

❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ✏❝❤❡♠✐♥✑ (e0, e1, . . . , ek) ✱ ❛✈❡❝ e0 = ex − S✱ ek = ey − S✱ ❡t ei ∩ ei+1 6= ∅✱

♣♦✉r t♦✉t i < k✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s H[V − S] ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ (a1, . . . , ak) ♦ù ❝❤❛q✉❡ ai ❡st ✉♥

s♦♠♠❡t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ei−1 ∩ ei✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s V −S✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ (x, a1, . . . , ak, y) ❡st ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥

❞❡ H✳

(4) ⇒ (6) ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [l]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e′i ∈ Ei t❡❧❧❡

q✉❡ ei ⊆ e′i✳ ❖♥ ✈❛ ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s (a) ❡t (b) ❞✉ (6)✳

✭❛✮ ✿ P✉✐sq✉❡ Vi =
⋃

e∈Ei
e ♦♥ ❛ e′i ⊆ Vi✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥s ✿ ei ⊆ e′i ∩ S ⊆

Vi ∩ S = ei✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ei = e′i ∩ S ❡t ❞♦♥❝ ei ∈ E(H[S]) ♣✉✐sq✉❡ e′i ∈ E(H)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

♣r♦✉✈é (a)✳

✭❜✮ ✿ T ′ ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥ ❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❡st E(H ′)✳ ❖♥ ❛
⋃

e∈A e = S

♣♦✉r A = E(H[S]) ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ V ❡t ❞♦♥❝ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ S ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡

❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H✳ ■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ T ′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✳ P✉✐sq✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s

s♦✉s✲❛r❜r❡s TS ❡t Ti✱ i ∈ [l]✱ ❧❛ ✈ér✐✜❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥ s♦♠♠❡t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡✉①

♥♦❡✉❞s ❞❡ ❞❡✉① s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r♠✐ ❝❡s l + 1 s♦✉s✲❛r❜r❡s✱ ❛❧♦rs x ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ss✐ ❛✉①

♥♦❡✉❞s ei ❡t e′i r❡❧✐❛♥t ❝❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s✳ ❙♦✐t x ∈ e ∩ e
′ ❛✈❡❝ e ∈ E(H[S]) ❡t e′ ∈ Ei✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

x ∈ e∩ e′ ⊆ S ∩ Vi = ei ⊆ e
′
i✳ ❉♦♥❝ x ∈ ei ❡t x ∈ e′i✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t x ∈ e∩ e′

❛✈❡❝ e ∈ Ei ❡t e′ ∈ Ej ✱ ♣♦✉r i 6= j✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✱ e ∩ e′ ⊆ S✳ ❉♦♥❝ x ∈ S ❡t✱

♣✉✐sq✉❡ x ∈ e ∩ S ∈ E(H[S]) ❡t x ∈ e′ ∩ S ∈ E(H[S])✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x ∈ ei✱ x ∈ e′i, x ∈ ej , x ∈ e
′
j

❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ T ′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t ❞♦♥❝ (T ′, A)

❡st ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ′✳

�

✽✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✸ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ (1)⇔ (2) ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✻ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✶ ♣✉✐sq✉✬✉♥

❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳

▲❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s S✲

❝♦♥♥❡①❡s✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥♥❡①✲❆❝②❝❧✐❝

❊♥tré❡✿ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V

❙♦rt✐❡✿ H ❡st✲✐❧ S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❄ ❙✐ ♦✉✐✱ ❞♦♥♥❡r ✉♥

❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ H ′ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡

H ❡t ❞♦♥♥❡r s❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ (T ′, A)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✼ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦♥♥❡①✲❆❝②❝❧✐❝✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦♥♥❡①✲❆❝②❝❧✐❝ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❙✐ H ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡ r❡♥✈♦②❡r ❋❛✉① ❀

✕ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[S] ❀

✕ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧❡s S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Ei ❞❡ H ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s Hi = (Vi, Ei) ❡t ❛✉ss✐ ❧❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ei = Vi ∩ S✱ i ∈ [l] ❀

✕ ❚❡st❡r s✐ H ′
i = Hi + ei ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [l] ❀

✕ ❙✐ ❧✬✉♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✱ r❡♥✈♦②❡r ❋❛✉① ❀

✕ ❈♦♥str✉✐r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ (T ′, A) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✮✭❜✮✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ✿ ❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ O(|H|)✳ ❖♥

❛♣♣❧✐q✉❡ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s H ❡t H ′
i✱ i ∈ [l]✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❚❛r❥❛♥ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s

❬❚❨✽✹✱ ❚❨✽✺❪ q✉✐ ❞é❝✐❞❡ s✐ ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡t✱ s✐ ♦✉✐✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✱ t♦✉t ❝❡❝✐ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❈♦rr❡❝t✐♦♥ ✿ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳

�

❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❈♦♥♥❡①✲❆❝②❝❧✐❝

✶✮ ❙♦✐t H = (V,E) ❛✈❡❝ V = {x, y, z}✱ E = {{x, y}, {y, z}} ❡t S = {x, z} ✭❞♦♥❝ V −

S = {y}✮✳ ❆❧♦rs H[S] = (S,ES) ❛✈❡❝ ES = {{x}, {z}}✳ E*S ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡

E1 = {{x, y}, {y, z}} = E ❡t ❞♦♥❝ E(H ′
1) = E1 ∪ {e1} = {{x, y}, {y, z}, {x, z}} ❡t H ′

1 ♥✬❡st ♣❛s

❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❉♦♥❝ H ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳

✷✮ ❙♦✐t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸ ❛✈❡❝ V = {a, b, c, d, e, f, g, h, i}✱

E = {{a, b, c}, {c, d}, {b, c, d, e, f}, {c, d, f, g, h}, {g, i}} ❡t S = {c, d, f, g}✳

❆❧♦rs H[S] = (S,ES) ❛✈❡❝ ES = {{c}, {c, d}, {c, d, f}, {c, d, f, g}, {g}} q✉✐ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ E*S

♣♦ssè❞❡ ❧❡s tr♦✐s S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
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✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

i

a

e

b
c

d

f
h

g

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❛✈❡❝ S = {c, d, f, g}

✕ E1 = {{a, b, c}, {b, c, d, e, f}}✱

✕ E2 = {{c, d, f, g, h}}✱

✕ E3 = {{g, i}}✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ e1 = V1 ∩ S = {c, d, f}✱ e2 = {c, d, f, g}✱ e3 = {g}✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s H ′
i = Hi + ei s♦♥t ❛❝②❝❧✐q✉❡s✳ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

H ❡st ❞♦♥❝ S✲❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥✳

✷✳✼✳✸ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡

◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡

q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❈❈◗ ❡st ✏❞✐✣❝✐❧❡✏ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♣ré❝✐s✳ ❈❡❧❛ ét❛❜❧✐r❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡s

r❡q✉êt❡s ❈❈◗ ❡t ❈❈◗6= ♣♦✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✵✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✱ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n×n✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦té

▼❛tr✐①Pr♦❞✉❝t✱ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ❡t ♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

▼❛tr✐①Pr♦❞✉❝t ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(n2) ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❑❙❯✵✺❪✮✳

▼❛tr✐①Pr♦❞✉❝t

❊♥tré❡✿ ❉❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s A ❡t B ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s n× n

❙♦rt✐❡✿ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t A×B

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♣❛r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❆❈◗✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦❞♦♥s ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s n × n✱

♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✷ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❜✐♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ σAB✲str✉❝t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡M = (D,A,B)
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❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

♦ù D = [n], σAB = {A,B}✱ ❡t A✱ B s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s s✉r D✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s n×n ❡st ❡①♣r✐♠é ♣❛r ❧❛ σAB✲r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡

s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Π(x, y) ≡ ∃z(A(x, z) ∧B(z, y))

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❊♥✉♠(Π) ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ str✉❝t✉r❡ ❜✐♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡M =

([n], A,B) ❞♦♥♥é❡✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s (i, j) ∈ [n]2 ♦ù ✶ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣r♦❞✉✐t C =

A×B✱ ✐✳❡✳ Ci,j = 1✱ ♣♦✉r i, j ∈ [n]✳

P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s à ♥♦s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✸ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❡st ❞✐t❡ s✐♠♣❧❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît

❞❛♥s ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❛t♦♠❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✹ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡s ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈❈◗✱ ❆❈◗ 6=✱ ❈❈◗ 6=✮ ❡t ✉♥❡

σ✲str✉❝t✉r❡ M✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ϕ′ ❞❡ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳

❈❈◗✱ ❆❈◗ 6=✱ ❈❈◗ 6=✮ ❡t ✉♥❡ σ′✲str✉❝t✉r❡M′ t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ(M) = ϕ′(M′)✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❝❤❛q✉❡ ✭s②♠❜♦❧❡ ❞❡✮ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡ s②♠❜♦❧❡ ❛♣♣❛r❛ît

❞❛♥s ϕ✳ �

▲❡♠♠❡ ✼✽ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❆❈◗ 6=✮ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❈❈◗

✭r❡s♣✳ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❈❈◗ 6=✮✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(Π) ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ϕ ∈ ❆❈◗ − ❈❈◗✳ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hϕ = (V,E) ❞❡ ϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♠❛✐s

♥✬❡st ♣❛s S✲❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r S = ❢r❡❡(ϕ)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✶✱ Hϕ ❛❞♠❡t ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥

q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts P = (x, z1, . . . , zk, y)✱

♣♦✉r k ≥ 1✱ t❡❧❧❡ q✉❡

✕ P ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ Hϕ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ k+1 ❤②♣❡r❛rêt❡s e0, e1, . . . , ek−1, ek ∈ E q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

❧❡s ♣❛✐r❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s e′0 = {x, z1}, e
′
1 = {z1, z2}, . . . , e

′
k−1 = {zk−1, zk}, e

′
k = {zk, y} ❀

✕ P ❡st ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ Hϕ ✿ x, y ∈ S ❡t z1, . . . , zk /∈ S ❀

✕ P ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ E, ❝❛r❞(e∩P ) ≤ 1 ♦✉ e∩P = e′i✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ [0, k]✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ✭s✐♠♣❧❡✮ ϕ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x, y, t̄) ≡ ∃z1 . . .∃zk∃ūψ(x, y, z̄, t̄, ū)

♦ù k ≥ 1✱ t̄ = (t1, . . . , tm),m ≥ 0, ū = (u1, . . . , uq), q ≥ 0✱ ψ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ψ ≡
∧

e∈E Ae

♦ù Ae = Re(Le) ❡t Le ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts

✭s♦♠♠❡ts✮ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❛rêt❡ e✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ Ae

❞❡ ϕ ❡st ❞✬✉♥❡ ❞❡s σ✲❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s (1− 5) ♦ù v̄ ⊆ {t̄, ū} ✿

✾✷



✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

✶✳ Re(x, z1, v̄) ❀

✷✳ Re(zk, y, v̄) ❀

✸✳ Re(zi, zi+1, v̄) ♦ù 1 ≤ i < k ❀

✹✳ Re(w, v̄) ♦ù w ∈ {x, y, z1, . . . , zk} ❀

✺✳ Re(v̄)✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿ ❆ ❝❤❛q✉❡ σAB✲str✉❝t✉r❡ M = (D,A,B)✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡

str✉❝t✉r❡ r(M) =M′ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ = {Re : e ∈ E}✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✕ M′ = (D′, (Re)e∈E) ❀

✕ D′ = D ∪ {⊥} ✿ ✐❝✐ ⊥ ❡st ✉♥ s♣é❝✐❛❧ ❞❡ ✑r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✏ ❀

✕ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té p✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ Re ❞✬❛r✐té p✱ ❞é✜♥✐❡

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✲✺ ✿ ✈♦✐r ❛✉ ❞❡ss✉s✮ ❞❡ s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ϕ ✿

✶✳ Re = A× {⊥}p−2 ❀

✷✳ Re = B × {⊥}p−2 ❀

✸✳ Re = I × {⊥}p−2 ♦ù I ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐❞❡♥t✐té ✭é❣❛❧✐té✮ ❞❡ D ✭I = {(a, a) : a ∈ D}✮ ❀

✹✳ Re = D × {⊥}p−1 ❀

✺✳ Re = {⊥}p✳

▲❡s ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ♣r♦✉✈❡r ✿

❋❛✐t ✶ ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r :M 7→M′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(|M|)✳

❋❛✐t ✷ ✿ ϕ(M′) = Π(M)× {⊥}m✳

■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x, y ❥♦✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡ ❞❛♥s ϕ(x, y, t̄) q✉❡ ❞❛♥s Π(x, y)✳

❉✉ ❢❛✐t ✷✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t s✉✐✈❛♥t✳

❋❛✐t ✸ ✿ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ (a, b, c̄) 7→ (a, b) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ϕ(M′) ❞❛♥s

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Π(M)✳

●râ❝❡ à ❝❡s ❢❛✐ts✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ❡t ❥✉st✐✜é ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(Π) ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ)✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r ϕ ∈ ❆❈◗−❈❈◗✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ❛♣♣❛rt✐❡♥t

à ❆❈◗ 6= − ❈❈◗6=✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥

♦❜❧✐❣❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❛✈♦✐r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✐st✐♥❝ts ✿ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ❞✉♣❧✐q✉❡ ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ D′ ❡♥ D′× [h] ♦ù h = ❝❛r❞(✈❛r(ϕ))✱ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ à ❧❛ i✲è♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ i ∈ [h]✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

s♣é❝✐✜q✉❡ Di = D′ × {i}✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡M′ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ �

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✼✾ ❬❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡❪ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❆❈◗ ✭r❡s♣✳ ❆❈◗ 6=✮✳ ❙✉♣✲

♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s n×n ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s O(n2)✳

❆❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✶✳ ϕ ∈ ❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈❈◗ 6=✮ ❀

✾✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✷✳ ❊♥✉♠(ϕ) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❀

✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ Oϕ(|M|+ |ϕ(M)|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✱ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♦♥ ❛ (1) ⇒ (2) ♣❛r

❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✵ ❀ (2) ⇒ (3) ❡st é✈✐❞❡♥t ❀ (3) ⇒ (1) s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ϕ ∈ ❆❈◗−❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ϕ ∈ ❆❈◗ 6=−❈❈◗6=✮✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥

❡①❛❝t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(Π) ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ)✳ ❖r✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(Π)

q✉✐ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ▼❛tr✐①Pr♦❞✉❝t ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉♦♥❝

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(|M| + |ϕ(M)|)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ❧✬ét❛✐t✱

❛❧♦rs✱ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞♦♥❝ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(Π) s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é (3)⇒ (1)✳ �

✷✳✼✳✹ ❘és✉❧t❛t ❞❡ tr✐❝❤♦t♦♠✐❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛ssé ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ✭❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✮ ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿ ❝❡❧❧❡s

é♥✉♠ér❛❜❧❡s à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❡t ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r ❝❡ q✉✬✐❧

❛❞✈✐❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❈◗ ❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❛❧♦rs ϕ

✑❡①♣r✐♠❡✏ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚r✐❛♥❣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚r✐❛♥❣❧❡

❊♥tré❡✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥té✮ G

❙♦rt✐❡✿ ● ❛❞♠❡t✲✐❧ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ✭✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✸✮ ❄

❖♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r t❡st❡r s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥

tr✐❛♥❣❧❡✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡①✐st❡ ♣❛s✳

▲❡♠♠❡ ✽✵ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮ t❡❧ q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hϕ =

(Vϕ, Eϕ) ❞❡ ϕ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚r✐❛♥❣❧❡ ❛✉

♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✼✽✳ ❙♦✐t ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ϕ ∈ ❈◗

❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ Hϕ = (Vϕ, Eϕ) ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ C = (x1, x2 . . . , xk) ♦ù x1, . . . , xk s♦♥t ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ϕ(x1, . . . , xk, y1, . . . , ym) ≡
∧

e∈Eϕ

Ae

♦ù Ae = Re(Le) ❡t Le ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts

✭s♦♠♠❡ts✮ ❞❡ e✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❛t♦♠❡ Ae ❞❡ ϕ ❡st

✾✹



✷✳✼✳ ❘és✉❧t❛t ❞❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s

❞✬✉♥❡ ❞❡s σ✲❢♦r♠❡s s✉✐✈❛♥t❡s (1− 6) ♦ù v̄ ⊆ {y1, . . . , ym} ✿

✶✳ Re(x1, x2, v̄) ❀

✷✳ Re(x2, x3, v̄) ❀

✸✳ Re(x1, xk, v̄) ❀

✹✳ Re(xi, xi+1, v̄) ♦ù 3 ≤ i < k ❀

✺✳ Re(w, v̄) ♦ù w ∈ {x1, . . . , xk} ❀

✻✳ Re(v̄)✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✿ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡

r(G) =MG ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ = {Re : e ∈ Eϕ} ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✕ MG = (D, (Re)e∈Eϕ) ❀

✕ D = V ∪ {⊥} ✿ ⊥ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ s♣é❝✐❛❧ ❞❡ ✑r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✏ ❀

✕ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ Eϕ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té p✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ Re ❞✬❛r✐té p✱ ❞é✜♥✐❡

s❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✶✲✻ ✿ ✈♦✐r ❛✉ ❞❡ss✉s✮ ❞❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Re ❞❛♥s ϕ ✿

✶✳ Re = E × {⊥}p−2 ❀

✷✳ Re = E × {⊥}p−2 ❀

✸✳ Re = E × {⊥}p−2 ❀

✹✳ Re = I × {⊥}p−2 ♦ù I ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐❞❡♥t✐té ✭é❣❛❧✐té✮ ❞❡ V ✭I = {(a, a) : a ∈ V }✮ ❀

✺✳ Re = V × {⊥}p−1 ❀

✻✳ Re = {⊥}p✳

▲❡s ❢❛✐ts s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s à ♣r♦✉✈❡r ✿

❋❛✐t ✶ ✿ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r : G 7→ MG ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(|G|)✳

❋❛✐t ✷ ✿ ϕ(MG) = ❚r✐❛♥❣❧❡(G) × {⊥}k+m−3 ♦ù ❚r✐❛♥❣❧❡(G) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

tr✐♣❧❡ts (a, b, c) ∈ V 3 q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞❡ G✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈é ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ϕ ∈ ❈◗ ❡t Hϕ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✳ ▲❡ ❝❛s ϕ ∈ ❈◗6=

✭❡t Hϕ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✮ s❡ tr❛✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✼✽✳

❈❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡✳ �

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✹ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st ❞✐t k✲❝♦♥❢♦r♠❡ s✐ t♦✉t❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

♦✉ é❣❛❧❡ à k ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ❞❡ H✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳

▲❡♠♠❡ ✽✶ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✹✲❝♦♥❢♦r♠❡ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡

❝②❝❧❡✳

✾✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✷ ✭tr✐❝❤♦t♦♠✐❡✮ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠♣❧❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮ ❛②❛♥t ✉♥ ❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡ ✹✲❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚r✐❛♥❣❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡ ❡t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s n × n ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s

O(n2)✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s✳

✶✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é à ❞é❧❛✐

Oϕ(|M|)✳

✷✳ ❙✐ ϕ ❡st ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❛❧♦rs ❧❡s tr♦✐s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✕ ϕ ∈ ❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈❈◗ 6=✮ ❀

✕ ❊♥✉♠(ϕ) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❀

✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ Oϕ(|M|+ |ϕ(M)|)✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✐♥t ✶ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ⇒ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✷✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛

ré❝✐♣r♦q✉❡ ♣❛r ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ♥♦♥ ❛❝②❝❧✐q✉❡

❡t ❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡st ✹✲❝♦♥❢♦r♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✶✱ ❝❡t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❝②❝❧❡✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✵✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚r✐❛♥❣❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ)✳

❖r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❚r✐❛♥❣❧❡ ♥✬❡st ♣❛s✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ) ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ à ❞é❧❛✐

❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✷ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✾✳ �

✷✳✽ ❘❡q✉êt❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é❡

✷✳✽✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②✲

♣❡r❣r❛♣❤❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞❡s ❞é✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s (T, (Bt)t∈V (T )) t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ t ∈ V (T )✱ ♦♥ ❛ t = Bt✱

❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s s❛❝s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✳ ▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉rr❛

❛❧♦rs êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r T ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✺ ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡✮ ❙♦✐❡♥t H = (V,E) ✉♥ ❤②♣❡r✲

❣r❛♣❤❡ ❡t S ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ V ✳

❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (T,A) ♦ù T ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H ❡t A ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ V (T ) t❡❧ q✉❡
⋃

B∈AB = S✳

✾✻



✷✳✽✳ ❘❡q✉êt❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✻ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts S ⊆ V ✳ ❖♥

❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✱ ♥♦té❡ ❝t✇(H,S)✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✳

❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮✳ ▲❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ϕ ❡st ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦✲

r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛ss♦❝✐é à ϕ ♣♦✉r S = ❢r❡❡(ϕ)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✽✸ ❙♦✐t H = (V,E) ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❞♦♥♥é ♣❛r V = {x, y, z}✱ E = {{x, y}, {y, z}} ❡t✱

s♦✐t S = {x, z}✳ H ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ (T,A) à ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s r❡❧✐és

B1 = {x, z} ❡t B2 = {x, y, z} ✭❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✮ ❡t A = {B1}✳ ❖♥

❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❝t✇(H,S) = 2✳

▲❡♠♠❡ ✽✹ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗ 6=✮✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k ❡t ✉♥❡

σ✲str✉❝t✉r❡ M ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(❝❛r❞(D)k+1) ✉♥❡ σ′✲❢♦r♠✉❧❡

❈❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈❈◗ 6=✮ ϕ′ ✭❞❡ t❛✐❧❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❞❡ |ϕ|✮✱ σ ⊆ σ′✱ ❡t ✉♥❡ σ′✲❡①♣❛♥s✐♦♥ M′

t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ(M) = ϕ′(M′)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗6=✮ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s (T,A) ✉♥❡ ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ ϕ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ♦ù S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ϕ✳

❙♦✐t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ σ′ = σ ∪ {RB : B ∈ V (T )} ♦ù ❝❤❛q✉❡ RB ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té

❝❛r❞(B) ❡t s♦✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ σ′ ✿

ϕ′ = ϕ ∧
∧

B∈V (T )

RB(z̄B)

♦ù z̄B ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t✉♣❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❛❝ B✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s M′ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞❡ M ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡

σ′ ♦ù RB = D❝❛r❞(B)✱ ♣♦✉r t♦✉t B ∈ V (T )✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲

❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ′ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ t♦✉t t✉♣❧❡ ❞❡ D❝❛r❞(B) ❡st ❝♦♥t❡♥✉

❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ RB✱ ♦♥ ❛ ϕ(M) = ϕ′(M′)✳ ❊♥✜♥ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡M′ ❡st

Oϕ(|M|+
∑

B∈V (T )

❝❛r❞(D)❝❛r❞(B)) = Oϕ(❝❛r❞(D)k+1)

�

P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✹ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✵✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✺ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❈◗ 6=✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(❝❛r❞(D)k+1) ❡t à ❞é❧❛✐

❝♦♥st❛♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✹ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✽✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✽✻ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ ❈◗✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦✉♥t(ϕ) ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(❝❛r❞(D)k+1)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M ❞❡

❞♦♠❛✐♥❡ D✳

✾✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✷✳✽✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦♥♥❡①✲❚r❡❡✲❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❊♥tré❡✿ ❯♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ V

P❛r❛♠ètr❡✿ ✉♥ ❡♥t✐❡r k

❙♦rt✐❡✿ ❯♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✱

s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡✱ ❡t ❋❛✉① s✐♥♦♥

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♠♣❧été✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✼ ✭❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♠♣❧été✮ ❙♦✐t H ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ▲✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♠♣❧été

HS ❞❡ H ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ V (HS) = V (H) ❀

✕ E(HS) = E(H) ∪ {{x, y} : x, y ∈ S ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❍ ❡♥tr❡ x ❡t y}✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦✉✈❡❛✉① rés✉❧t❛ts ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❞é❝♦♠✲

♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ❞❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✳

▲❡♠♠❡ ✽✼ ❙♦✐❡♥tK ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E)✱ T ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

❞❡ H ❡t {B1, B2} ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ T ✳ ❙♦✐❡♥t T1 ❡t T2 ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❡ T sé♣❛rés ♣❛r ❧✬❛rêt❡

{B1, B2}✳ ❖♥ ♥♦t❡ U1 =
⋃

B∈V (T1)B ❡t U2 =
⋃

B∈V (T2)B✳ ❖♥ ❛ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s K ⊆ U1 ♦✉

K ⊆ U2✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t U1 ∩ U2 = B1 ∩ B2 ❡t V = U1 ∪ U2✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t K * U1

❡t K * U2✳ ❆❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ E(H[K − (U1 ∩ U2)]) ❡st ❢♦r♠é ❞❡ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞✬❤②♣❡r❛rêt❡s ✿

✕ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s K1 = K ∩ (U1 − U2) 6= ∅✱

✕ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ✐♥❝❧✉s❡s ❞❛♥s K2 = K ∩ (U2 − U1) 6= ∅✳

❉♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ ♥❡ r❡❧✐❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❡t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡ K✱ K1 ❡t K2✱ ❝❡ q✉✐

❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ K ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H✳ ❉♦♥❝ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ K ⊆ U1 ♦✉ K ⊆ U2✳ �

▲❡♠♠❡ ✽✽ P♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H✱ t♦✉t❡ ❝❧✐q✉❡ K ❞❡ H ❡t t♦✉t❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

T ❞❡ H✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❛❝ B ∈ V (T ) ❛✈❡❝ K ⊆ B✳

Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ✿ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t s✐ ❝❛r❞(V (T )) = 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ❝❛r❞(V (T )) ≥ 2 ✿ s♦✐t B0 ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t s♦✐t T ′ ❧✬❛r❜r❡ T ♣r✐✈é ❞❡ s❛ ❢❡✉✐❧❧❡ B0✳ P❛r ❧❡

❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ❛ K ⊆ B0 ♦✉ K ⊆
⋃

B∈V (T ′)B✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ K ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡

❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡H ′ = H[V ′] ♦ù V ′ =
⋃

B∈V (T ′)B✱ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T ′✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❛❝ B ∈ V (T ′) ❛✈❡❝ K ⊆ B✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ �

✾✽



✷✳✽✳ ❘❡q✉êt❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❜♦r♥é❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✽ ✭❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ✐♥❞✉✐t❡✮ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s✲

❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t s♦✐t S ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ V ✳ ❖♥ ♥♦t❡ T [S] ❧✬❛r❜r❡ T ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧

❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ B ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r B ∩ S✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ét❛♥t ré❛❧✐sé❡ s✉r T ❡st ❛✉ss✐ ré❛❧✐sé❡ s✉r s♦♥ ❛r❜r❡ ✐♥❞✉✐t T [S]✳ ❈❡

q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡

▲❡♠♠❡ ✽✾ ❙♦✐t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ❞❡ V ✳ ❙✐ T ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H ❛❧♦rs T [S] ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[S]✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s✳

▲❡♠♠❡ ✾✵ ❙♦✐t T ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡t H ′ ✉♥ s♦✉s✲❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

❞❡ H✳ ▲✬❛r❜r❡ T ′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ B ❞❡ T ♣❛r B∩V (H ′) ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H ′✳

❈♦♠♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♥❡ ♣❡✉t q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✶ P♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[S] ❡t t♦✉t s♦✉s✲❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ′ ❞❡ H✱ ♦♥ ❛

tw(H[S]) ≤ tw(H) ❡t tw(H ′) ≤ tw(H)✳

▲❡♠♠❡ ✾✷ ❙♦✐t (T,A) ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H✳ ❙✐ x

❡t y s♦♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ H r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ H✱ P = (x, a1, . . . , ak, y)✱ ❛❧♦rs T

❛❞♠❡t ✉♥ s❛❝ ❝♦♥t❡♥❛♥t x ❡t y ❀ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ T ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡

❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♠♣❧été HS✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t Tx ✭r❡s♣✳ Ty✮ ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T ❢♦r♠é ❞❡s s❛❝s ❝♦♥t❡♥❛♥t x ✭r❡s♣✳ y✮✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱

A ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s V (TS) ❞✬✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ TS ❞❡ T ❛✈❡❝
⋃

B∈AB = S✳ P✉✐sq✉❡ x, y ∈ S✱

✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ♥♦❡✉❞s ❞❡ TS ✱ ♥♦tés BS,x ❡t BS,y✱ t❡❧s q✉❡ x ∈ BS,x ❡t y ∈ BS,y✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡

P ✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ C = {a1, . . . , ak} ❞❡ V ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ H✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ ♥♦❡✉❞s E∩C = {B ∈ V (T ) : B ∩ C 6= ∅} ❢♦r♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❛r❜r❡ T∩C ❞❡ T ✳ ▲✬❤②♣❡r❛rêt❡

❞✉ ❝❤❡♠✐♥ P ✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t x ❡t a1 ✭r❡s♣✳ ak ❡t y✮ ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ✉♥ s❛❝ Bx,a1
✭r❡s♣✳ Bak,y✮ ❞❡

❧✬❛r❜r❡ T ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ Bx,a1
∈ V (Tx) ∩ V (T∩C) ❡t Bak,y ∈ V (Ty) ∩ V (T∩C)✳ P✉✐sq✉❡

BS,x ∈ V (TS) ∩ V (Tx) ❡t Bx,a1
∈ V (Tx) ∩ V (T∩C)✱ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s TS ✱ Tx ❡t T∩C ❡st ✉♥

s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❛r❜r❡s TS ❡t T∩C s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s s❛❝s BS,y ❡t Bak,y✱ ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝❤❡♠✐♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s BS,y ❡t Bak,y ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡

Ty ❞♦✐t ❝♦♥t❡♥✐r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ Tx✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ♥♦❡✉❞ B ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ Tx✱ ❡t✱

❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ B ∈ V (Tx) ∩ V (Ty)✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ s❛❝ B ❞❡ T ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s x ❡t y✳ �

✾✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

▲❡♠♠❡ ✾✸ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H = (V,E) ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ⊆ V t❡❧s q✉❡ H ♥✬❛❞♠❡t ♣❛s ❞❡

S✲❝❤❡♠✐♥✳ ❙♦✐t E1, . . . , El ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ E*S✳ ❙♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Vi =
⋃

e∈Ei
e

❡t ei = Vi ∩ S✱ ♣♦✉r i ∈ [l]✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ei ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H ❀

✷✳ ❙✐ H ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ T ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✇✐❞t❤(T ) ≤ k✱ ❛❧♦rs H ❛❞♠❡t

❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡ (T ′, A) ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✇✐❞t❤(T ′) ≤ k✳

Pr❡✉✈❡✳ ✶✮ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y ∈ ei q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s

✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ei✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❤②♣❡r❛rêt❡s ❞❡ Ei✱ ex ❡t ey✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t

r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x ❡t y✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ S✲❝♦♠♣♦s❛♥t❡ Ei✱ ❞❛♥s ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[V −S]✱

❧❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ex−S ❡t ey−S s♦♥t ❧❡s ✑❡①tré♠✐tés✏ ❞✬✉♥ ✑❝❤❡♠✐♥✏ (e0, e1, . . . , ek) ❛✈❡❝ e0 = ex−S✱

ek = ey − S ❡t ej ∩ ej+1 6= ∅✱ ♣♦✉r t♦✉t j < k✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❞❛♥s H[V − S] ✉♥ ❝❤❡♠✐♥

(a1, a2, . . . , ak) ♦ù ❝❤❛q✉❡ aj ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ej−1 ∩ ej ✱ ❞♦♥❝ ❞❛♥s V − S✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛

s✉♣♣♦sé q✉❡ x ❡t y ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s H✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ (x, a1, . . . , ak, y)

❡st ✉♥ S✲❝❤❡♠✐♥ ❞❡ H✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

✷✮ P❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✶ ❛♣♣❧✐q✉é à ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t H[S]✱ ♦♥ ❛ tw(H[S]) ≤ tw(H) = k✳

❙♦✐t TS ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H[S] ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✳ P✉✐sq✉❡ ei ⊆ S ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡

H✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H[S]✳ ❉♦♥❝✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ Bi ∈ V (TS) ❛✈❡❝

ei ⊆ Bi✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ [l]✱ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ′
i ❞é✜♥✐ ♣❛r H

′
i = (Vi, E

′
i)

♦ù E′
i ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ Ei ❡t ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❤②♣❡r❛rêt❡s ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❝❧✐q✉❡ ei ❞❛♥s H ❡t

r❡str❡✐♥t❡s à Vi✳ P❛r ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✶✱ ♦♥ ❛ tw(H ′
i) ≤ tw(H) ≤ k✳ P✉✐sq✉❡ ei ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ H ′

i✱

t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✽✽✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦❡✉❞ B′
i ∈ V (Ti) ❛✈❡❝ ei ⊆ B′

i✳ ❙♦✐t T
′ ❧✬❛r❜r❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r

❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❛r❜r❡s TS ❡t Ti✱ i ∈ [l]✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧✬❛rêt❡ {Bi, B′
i} ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧✬❛r❜r❡ TS

à ❧✬❛r❜r❡ Ti✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡s q✉❛tr❡ ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts✳

❛✮ T ′ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té ❝❛r TS ❡t Ti ❧❛ ✈ér✐✜❡♥t ❡t ❧✬♦♥ ❛ S ∩ Vi = ei ⊆ Bi ∩B
′
i✳

❜✮ T ′ ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ H✱ ❝❛r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ e ∈ E✱ ♦♥ ❛ s♦✐t e ⊆ S✱ ❡t ❞♦♥❝

✐❧ ❡①✐st❡ B ∈ V (TS) t❡❧ q✉❡ e ⊆ B✱ s♦✐t e * S ❡t✱ ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ [l] t❡❧ q✉❡ e ∈ Ei✱

❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ B ∈ V (Ti) t❡❧ q✉❡ e ⊆ B ✿ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❝❤❛q✉❡ ❤②♣❡r❛rêt❡ e ∈ E ❡st ✐♥❝❧✉s❡

❞❛♥s ✉♥ s❛❝ ❞❡ T ′✳

❝✮ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❜r❡s TS ❡t Ti✱ ♦♥ ❛ ✇✐❞t❤(T ′) ≤ k✳

❞✮
⋃

B∈V (TS) = S✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ q✉❡✱ ♣♦✉r A = V (TS)✱ (T ′, A) ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ S✲❝♦♥♥❡①❡

❞❡ H✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✳ �

▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢❛✐t ❧❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✹ ✶✳ ❙♦✐t H ✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ s♦✐t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ⊆ V (H) ❡t s♦✐t HS ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡

S✲❝♦♠♣❧été ❞❡ H✳ ❖♥ ❛ ❝t✇(H,S) = t✇(HS) ❀

✶✵✵



✷✳✾✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❈♦♥♥❡①✲❚r❡❡✲❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st FPT ❡t✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡

❡♥ t❡♠♣s Ok(|E(H)|+ |V (H)|2) ❡t ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s Ok(|H|
2)✱ ♣♦✉r t♦✉t ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✶ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✾✸ ❡t ✾✷✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ✷✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡

❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ S✲❝♦♠♣❧été HS ❞❡ H ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ Ok(|E(H)|+ |V (H)|2) ❡t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s

❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❀ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

k ❞✬✉♥ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ FPT ❡t✱ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡st✱ ♣♦✉r HS ✱ ❞❡

❝♦♠♣❧❡①✐té Ok(|E(H)|+ |V (H)|2) ❬❇♦❞✾✻❪✳ �

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✺ ❖♥ ♣❡✉t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok(|ϕ|
2) s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ϕ ❡st ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ k✳

✷✳✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ❡t ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✷✳✾✳✶ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

P❡✉t✲♦♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ k! ❞❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛❜❧❡ (E, f̄)

❛✈❡❝ f̄ = (f1, . . . , fk)✱ ❡t ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ t❡❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❄ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t

t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té 2O(k) ❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ 2O(k) · ❝❛r❞(E)✳

❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ❛♠é❧✐♦r❡r❛✐t ♥♦s ❜♦r♥❡s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❆❈◗ 6=✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡

♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(❆❈◗ 6=) s❡ rés♦✉❞r❛✐t ❛❧♦rs ❡♥ t❡♠♣s 2O(k)|ϕ| · |M| ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ 2O(k log k)|ϕ| · |M|✳

▲❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❋✲❆❈◗all 6= ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t

q✉✐ ❧❡✉r ❡st ❛ss♦❝✐é❡✳ ❖♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ t❛❜❧❡ (E, f)✱ ❛✈❡❝ f : E → Pk(F )✱ ❡t t♦✉t

❡♥t✐❡r l✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ l✲r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ (E, f) ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❛✉ ♣❧✉s 2O(k+l) q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r

❡♥ t❡♠♣s 2O(k+l) · ❝❛r❞(E)✳ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❦✲P❛t❤ ✭❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✮ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❡♥ t❡♠♣s 2O(k) · |G|✱ à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦r♥❡ 2O(k)|G| log |G| ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❆❧♦♥ ❡t ❛❧ ❬❆❨❩✾✺❪

♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ ✑❝♦❧♦r ❝♦❞✐♥❣✏✳

✷✳✾✳✷ ❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ q✉❡❧❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✐♠♣❧❡s

❡t ♣❧❛✉s✐❜❧❡s ❞♦✐t✲♦♥ ♣♦s❡r ❛✜♥ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧s ✭❣é♥ér❛✉①✮ ♥♦s t❤é♦rè♠❡s ❞❡

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ ❡t tr✐❝❤♦t♦♠✐❡✮✱ ❝❡❝✐ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ❀

✷✳ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr✐❝❤♦t♦♠✐❡✱ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡st ✹✲❝♦♥❢♦r♠❡✳

✶✵✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

✶✵✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s

str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✸✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✷✳✶ Σ✲❛r❜r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✸✳✸ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉

♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✸✳✸✳✷ ❈✉rr✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✸✳✸✳✸ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✸✳✸✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ▼❙❖ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✸✳✸✳✺ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✸✳✸✳✻ ❊♥❝♦r❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✹

✸✳✸✳✼ ❋♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✸✳✸✳✽ Pré❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✸✳✾ ❊q✉❛t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✸✳✸✳✶✵ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✽

✸✳✸✳✶✶ ❘és✉❧t❛ts ✜♥❛❧s ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✹✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✸✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s S∗(x, q) ❡t Suseful(x, q) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✸✳✹✳✸ P❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✸✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✶✵✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✸✳✺ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✸✳✺✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✸✳✺✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s r❡q✉êt❡s MSO ❞❛♥s ❧❡s

str✉❝t✉r❡s ❛❜♦r❡s❝❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡

❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✾✵❜✱ ❈♦✉✾✷❪ ❝♦♠♣❧été ♣❛r ❋❧✉♠✱

❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋❋●✵✷❪ q✉✐ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❝❡s r❡q✉êt❡s s❡ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦tr❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s

q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ MSO ϕ ❡t t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s S ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✱

♦♥ ❛ ❊♥✉♠(ϕ,S) ∈ ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ str✉❝t✉r❡M∈ S✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r

ϕ(M) à ❞é❧❛✐ O(|S|)✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ∈ ϕ(M)✱ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s O(|M|)✳

P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❡♥ ❝✐♥q ét❛♣❡s✳

✶✮ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✿ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO ϕ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❧❛r✲

❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t✱ ♣❛r ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ MSO

ϕ′ ❡t ✉♥ ❛r❜r❡ ét✐q✉❡té T ✈ér✐✜❛♥t ϕ(M) = ϕ′(T )✳

✷✮ ❯♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡q✉êt❡ ✿ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❢♦r♠✉❧❡ MSO s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ T ❀ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡

❧✐❜r❡✱ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

✸✮ ❯♥ ♣❛ss❛❣❡ à ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❚❤❛t❝❤❡r ❡t

❲r✐❣❤t ❬❚❲✻✽❪ q✉✐ ét❛❜❧✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐ss❛❜✐❧✐té MSO ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛r❜r❡s ét✐✲

q✉❡tés ❡t s❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❛✉t♦♠❛t❡ ✜♥✐✳

✹✮ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ s②stè♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s

q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

✺✮ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✿ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ s❝❤é♠❛ ❡✣❝❛❝❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✈♦✉❧✉ à

♣❛rt✐r ❞✉ s②stè♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❝♦♥str✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s

❛❞❛♣té❡s✳

◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♦r✐❣✐♥❛❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ét❛♣❡s ✹ ❡t ✺ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❡q✉êt❡s✳ ❉✉

s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s

q✉✐ ♣♦rt❡♥t s✉r ❧❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t

❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣❛r r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡✱ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|S| log |M|)✳

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♦♥t ❛✉ss✐ été ♦❜t❡✲

♥✉s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣❛r ❇r✉♥♦ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✵✻❪✱ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ♣rès ✿ ❧❡s

✶✵✹



✸✳✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

♣rétr❛✐t❡♠❡♥ts ❞❡ s❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡s ♠❛✐s ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥ t❡♠♣s O(|M| log |M|)✳

✸✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✸✳✷✳✶ Σ✲❛r❜r❡s

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s MSO s✉r ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡ts✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉✬♦♥ ❡♥t❡♥❞ ✐❝✐ ♣❛r ❛r❜r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✵✾ ✭Σ✲❛r❜r❡✮ ❙♦✐t Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✳ ❯♥ Σ✲❛r❜r❡ ❡st ✉♥ q✉❛❞r✉♣❧❡t

T = (❚r❡❡(T ), D = ❉♦♠(T ), r♦♦t(T ), ❧❛❜❡❧T ) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❚r❡❡(T ) ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❡♥r❛❝✐♥é ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✭❛r❜r❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à T ✮✱ D = ❉♦♠(T ) ❡st

s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✭❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ T ✮ ❡t r♦♦t(T ) ❡st s❛ r❛❝✐♥❡ ❀

✕ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts✱ s♦♥ ❡♥❢❛♥t ❣❛✉❝❤❡

❡t s♦♥ ❡♥❢❛♥t ❞r♦✐t ❀

✕ ❧❛❜❡❧T ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ D ❞❛♥s Σ ❛♣♣❡❧é❡ ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞❡ T ✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ▲❡❛✈❡s(T ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛ss♦❝✐❡r à ✉♥ Σ✲❛r❜r❡ T ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ MT = (D, f1, f2, (❧❛❜❡❧α)α∈Σ) ❞❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ D ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ τΣ = {f1, f2, (❧❛❜❡❧α)α∈Σ} q✉✬♦♥ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ P♦✉r i = 1 ✭r❡s♣✳ i = 2✮ ❡t ♣♦✉r t♦✉s x, y ∈ D✱ ♦♥ ❛MT |= fi(x, y) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ y ❡st

❧✬❡♥❢❛♥t ❣❛✉❝❤❡ ✭r❡s♣✳ ❞r♦✐t✮ ❞❡ x ❀

✕ P♦✉r t♦✉s α ∈ Σ ❡t x ∈ D✱ ♦♥ ❛MT |= ❧❛❜❡❧α(x) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛❜❡❧T (x) = α✳

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ❝♦♥❢♦♥❞r❛ s♦✉✈❡♥t ❧❡ Σ✲❛r❜r❡ T ✱ ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ T ✱ ❛✈❡❝ s❛

τΣ✲str✉❝t✉r❡ ❛ss♦❝✐é❡MT ✳

✸✳✷✳✷ ❆✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡

▲❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡ s♦♥t ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞❡ ♠♦t✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧❡s ❞é✜♥✐✲

t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉t♦♠❛t❡s ❞✬❛r❜r❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ❞✐ts ✏❜♦tt♦♠✲✉♣✑✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s

✈♦✐r ❬❈❉●+✾✼✱ ▲✐❜✵✹❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✵ ✭❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡✮ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ Σ✲❛r❜r❡ ❡st ✉♥ t✉♣❧❡ Γ = (Σ, Q, δ, δ0, F )

♦ù

✕ Q ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛ts ❀

✕ δ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σ×Q2 ❞❛♥s Q✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❀

✕ δ0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Σ ❞❛♥s Q✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❀

✕ F ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ Q✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛ts ❛❝❝❡♣t❛♥ts✳

✶✵✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✶ ✭❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡✱ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❝❡♣t❛♥t✮ ❙♦✐t ✉♥ Σ✲❛r❜r❡ T ❡t ✉♥ ❛✉t♦✲

♠❛t❡ Γ = (Σ, Q, δ, δ0, F )✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Γ s✉r T ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦té❡ ΓT ✱ ❞❡ Dom(T ) ❞❛♥s Q

t❡❧❧❡ q✉❡

✕ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❞❡ T ✱ ΓT (x) = δ0(❧❛❜❡❧T (x)) ❀

✕ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x✱ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t y ❡t z✱ ΓT (x) =

δ(❧❛❜❡❧T (x),ΓT (y),ΓT (z))✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ΓT ❡st ❛❝❝❡♣t❛♥t s✐ ΓT (root(T )) ∈ F ✭❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❡st ✏❛❝❝❡♣té❡✏✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✷ ✭❛r❜r❡ ❛❝❝❡♣té✱ ❧❛♥❣❛❣❡ r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡✮ ❯♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Γ ❛❝✲

❝❡♣t❡ ❧✬❛r❜r❡ T s✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ΓT ❡st ❛❝❝❡♣t❛♥t✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✭❞✬❛r❜r❡s✮ r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Γ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s T t❡❧s q✉❡ Γ ❛❝❝❡♣t❡ T ✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✺ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❛r❜r❡ ✉♥ Σ✲❛r❜r❡✳ ❖♥ ❢❡r❛ s♦✉✈❡♥t✱ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱

❝❡t ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉❛♥❞ ❛✉❝✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉✐té ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳

▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❞û à ❚❤❛t❝❤❡r ❡t ❲r✐❣❤t ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✻ ❬❚❲✻✽❪ ❙♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Σ✲❛r❜r❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✕ T ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥ τΣ✲é♥♦♥❝é MSO ϕ ❀

✕ T ❡st r❡❝♦♥♥✉ ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ Σ✲❛r❜r❡ Γ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ é♥♦♥❝é MSO à ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ ❡st ❡✛❡❝t✐❢ ✿ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ é♥♦♥❝é MSO ϕ✱ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡

q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❡ ♠ê♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❛r❜r❡s q✉❡ ϕ✱ ❝❡❝✐ ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|)✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❝❡tt❡

❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ♥♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❘❡✐♥❤❛r❞t ❬❘❡✐✵✶❪ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥✜♥✐❡ C ❞✬é♥♦♥❝és MSO ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ t❡❧❧❡s q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t é♥♦♥❝é

ϕ ∈ C✱ t♦✉t ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ϕ ✭❛✉ s❡♥s ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✾✻✮ ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ s✉♣ér✐❡✉r❡

à f(|ϕ|)✳

✸✳✸ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ✐❝✐ é✈❛❧✉❡r ❡t é♥✉♠ér❡r ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ϕ(T ) ♣♦✉r ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ MSO ϕ ✭❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮ s✉r ✉♥ Σ✲❛r❜r❡ T ✳

✸✳✸✳✶ Pr❡♠✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉

♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉① r❡q✉êt❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r

♦r❞r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞

✶✵✻



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

♦r❞r❡ ❞♦♥t ♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ(X̄, y1, . . . yl)✱

♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

ϕ′(X̄, Y1, . . . Yl) ≡
∧

i∈[l] ∃y∀z(Yi(z)↔ z = y)

∧∀y1 . . .∀yl(
∧

i∈[l] Yi(yi)→ ϕ(X̄, y1, . . . , yl))

❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ (M, A1, . . . Ak, B1, . . . , Bl) |= ϕ′(X̄, Ȳ ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❝❤❛q✉❡ Bi ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥

t❡❧ q✉❡ Bi = {bi} ❡t (M, A1, . . . Ak, b1, . . . , bl) |= ϕ(X̄, ȳ)✳

✸✳✸✳✷ ❈✉rr✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① Σ✲❛r❜r❡s ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ét✐q✉❡tés

♣❛r ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ❢❛❝t✐❝❡ ❅ ❡t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♦ù ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡st

r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❧❡♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ré❞✉✐r❡ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

à ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

▲❡♠♠❡ ✾✼ ❙♦✐t Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✳ ❙♦✐t Σ@ = Σ∪{@} s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ @✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ϕ 7→ ϕ′ ❛ss♦❝✐❛♥t à ✉♥❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ✉♥❡ τΣ@
✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ❡t

✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T 7→ T ′ ❞✬✉♥ Σ✲❛r❜r❡ T ❡♥ ✉♥ Σ@✲❛r❜r❡ T ′ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ϕ 7→ ϕ′ ✭r❡s♣✳ T 7→ T ′✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|ϕ|) ✭r❡s♣✳ O(|T |)✮ ❀

✷✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ′ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ T ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ét✐q✉❡tt❡s ❀

✸✳ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡ T ′ s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r @ ❀

✹✳ ϕ(T ) = ϕ′(T ′)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ Σ✲❛r❜r❡ T ✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ Σ@✲❛r❜r❡ T ′✱ ❡♥❝♦r❡

❛♣♣❡❧é ❛r❜r❡ ❝✉rr✐✜é ❞❡ T ✱ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ❉♦♠(T ′) = ❉♦♠(T ) ∪ {(a, i) : a ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ T ❡t 1 ≤ i ≤ 2} ❀

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ a ❞❡ T ✱ ♦♥ ❢❛✐t T ′ |= f1((a, 1), a) ∧ f2((a, 1), (a, 2)) ❀

✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥❢❛♥t b ❞❡ a ❞❛♥s T ✱ T |= fi(a, b)✱ i = 1, 2✱ ♦♥ ❢❛✐t T ′ |= fi((a, 2), b) s✐ b ❡st

✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t T ′ |= fi((a, 2), (b, 1)) s✐ b ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ T ❀

✕ ❡♥✜♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛❜❡❧T ′(a) = ❧❛❜❡❧T (a)✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ a ❞❡ T ✭❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ′✮✱ ❡t ❧❛❜❡❧T ′(a) =

@✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ ♥♦❡✉❞ ✭✐♥t❡r♥❡✮ a ❞❡ T ′✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T 7→ T ′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|T |) ❡t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ T ′

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱

♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s τΣ@
✲❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ∆(x) ≡ ¬❧❛❜❡❧@(x) ❀

✶✵✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

a

b e

c d

b, 1

b b, 2

a

c d

e

a, 1

a, 2

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❯♥ ❛r❜r❡ T ❡t s♦♥ ❛r❜r❡ ❝✉rr✐✜é T ′

✕ P♦✉r i = 1, 2✱ Θfi(x, y) ≡ ∃x1∃x2∃y1(f1(x1, x) ∧ f2(x1, x2) ∧ fi(x2, y1) ∧ ((∆(y1) ∧ y =

y1) ∨ (¬∆(y1) ∧ f1(y1, y)))✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t Σ✲❛r❜r❡ T ❡t s♦♥ Σ@✲❛r❜r❡ ❝✉rr✐✜é

T ′ ✿

✕ P♦✉r t♦✉t a ∈ ❉♦♠(T ′)✱ ♦♥ ❛ a ∈ ❉♦♠(T ) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (T ′, a) |= ∆(x) ❀

✕ ♣♦✉r t♦✉s a, b ∈ ❉♦♠(T ) ❡t t♦✉t i = 1, 2✱ ♦♥ ❛ (T, a, b) |= fi(x, y) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(T ′, a, b) |= Θfi(x, y)✳

�

P❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥❝♦r❡ Σ@✲❛r❜r❡ ✉♥ (Σ ∪ {@})✲❛r❜r❡ ❞♦♥t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡

❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❡st @ ❡t ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Σ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s

✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ét✐q✉❡tés ♣❛r ❅✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ q1, q2 → q q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ δ(@, q1, q2) = q ♣♦✉r

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ δ ❞❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Γ✳

✸✳✸✳✸ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ✉♥❡ s❡✉❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts q✉✐ ✈♦♥t s✉✐✈r❡ ❡t✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛

❥✉st✐✜é tr♦✐s s♦rt❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s r❡q✉êt❡s MSO s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ✿

✕ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❀

✕ ❧❡s ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ♥❡ ♣♦rt❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ✐❧s ♦♥t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❢❛❝t✐❝❡

❅ ❀

✕ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭t♦✉t❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮ s♦♥t ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❀ ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

{(S1, . . . , Sk) ∈ (P(▲❡❛✈❡s(T )))k : (T, S̄) |= ϕ(X̄)}

✶✵✽



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛❥♦✉t❡r ❡t ❥✉st✐✜❡r ✉♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✿ s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ à

✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ✭❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ❡①♣❧✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♣ér❡r ❝❡tt❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ τΣ@
✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ϕ(X1, X2) à ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥

à ❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ét❛♥t ❢❛❝✐❧❡ ♠❛✐s ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ à ♣rés❡♥t❡r✮✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡

❖♥ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝❤❛q✉❡ Σ@✲❛r❜r❡ T ❡♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ Σ@✲❛r❜r❡ T ′ ❡♥ ❞✉♣❧✐q✉❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡

❞❡ T ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❡✉✐❧❧❡ t ❞❡ T ♣❛r ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ✶✱ ❞❡

r❛❝✐♥❡ t✱ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t✱ ❧❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s (t, 1) ❡t (t, 2) ❡t ❛✈❡❝ ❧❡s

♥♦✉✈❡❧❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❧❛❜❡❧T ′(t) = @ ❡t ❧❛❜❡❧T ′((t, i)) = ❧❛❜❡❧T (t) ♣♦✉r i = 1, 2✳

❈❡tt❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s T ′ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t

❝♦✉♣❧❡ (S1, S2) ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ T ′ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐t

♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✯✮ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S = {(t, 1) : t ∈ S1} ∪ {(t, 2) : t ∈ S2}

◆♦t♦♥s q✉❡ s❛ t❛✐❧❧❡ ❡st |S| = Θ(|S1|+ |S2|) ❡t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ S 7→ (S1, S2)

❡st ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|S|)✳

❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ tr❛♥s❢♦r♠é t♦✉t Σ@✲❛r❜r❡ T ❡♥ ✉♥ Σ@✲❛r❜r❡ T ′ ❞❡ t❛✐❧❧❡ |T ′| = O(|T |)✱

❞❡ ♠ê♠❡ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ✭tr❛❞✉✐r❡✮ ✉♥❡ τΣ@
✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ(X1, X2) ❡♥ ✉♥❡ τΣ@

✲❢♦r♠✉❧❡

ϕ′(X) à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡s

S1, S2 ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) ❡t ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ′) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✯✮ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿

(T, S1, S2) |= ϕ(X1, X2) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (T ′, S) |= ϕ′(X)✳

✸✳✸✳✹ ❆✉t♦♠❛t❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ▼❙❖ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✾✻ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① é♥♦♥❝és ✭❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✮ ❞❡ MSO✳ P♦✉r

❧✬❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s MSO à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❡♥r✐❝❤✐ Σ′
@ = (Σ×{0, 1})∪{@}✳ ❆ t♦✉t Σ@✲❛r❜r❡ T ❡t à t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T )✱

♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ Σ′
@✲❛r❜r❡ T

S ✐❞❡♥t✐q✉❡ à T ❡①❝❡♣té ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ét✐q✉❡t❛❣❡ q✉✬♦♥

❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ t✱ ❧❛❜❡❧TS (t) = ❧❛❜❡❧T (t) = @✱ ❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡

❢❡✉✐❧❧❡ t ∈ ▲❡❛✈❡s(T )✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❛❜❡❧TS (t) = (❧❛❜❡❧T (t), ❝❛rS(t))✱ ♦ù ❝❛rS ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ✿ ❝❛rS(t) = 1 s✐ t ∈ S ❡t ❝❛rS(t) = 0 s✐ t /∈ S✳

▲❡♠♠❡ ✾✽ ❙♦✐t Σ ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐✳ ❆ t♦✉t❡ τΣ@
✲❢♦r♠✉❧❡ MSO à ✶ ✈❛r✐❛❜❧❡ ϕ(X)✱ ♦♥ ♣❡✉t

❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Γ ❞❡ Σ′
@✲❛r❜r❡ ❛✈❡❝ Σ′

@ = (Σ × {0, 1}) ∪ {@} t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t Σ@✲❛r❜r❡

✶✵✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

T ❡t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T )✱ ♦♥ ❛✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ (T, S) |= ϕ(X) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ Γ

❛❝❝❡♣t❡ ❧✬❛r❜r❡ TS✳

Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ✭❡t ♦♥ ❧❛✐ss❡ ❧❡ s♦✐♥ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛✉ ❧❡❝t❡✉r✮ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ τΣ′

@
✲é♥♦♥❝é MSO

ϕ′ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t Σ@✲❛r❜r❡ T ❡t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T )✱ ♦♥ ❛✐t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ (T, S) |=

ϕ(X) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ TS |= ϕ′✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✾✻✳ �

✸✳✸✳✺ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❛❝❝❡♣tés ♣❛r ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) t❡❧s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Γ

❛❝❝❡♣t❡ ❧✬❛r❜r❡ TS ✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✸ ✭ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❡s✮ ❙✐ S ❡t S′ s♦♥t ❞❡✉①

❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❛❧♦rs S ⊎ S′ ❞és✐❣♥❡ ❧❡✉r ré✉♥✐♦♥ ✭❞✐s❥♦✐♥t❡✮✳

❙✐ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ♣❛rt✐❡s P1 ⊆ P(E1) ❡t P2 ⊆ P(E2) ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts E1

❡t E2✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t P1 ⊗ P2 = {S1 ⊎ S2 : S1 ∈ P1 ❡t S2 ∈ P2}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✹ ✭s♦✉s✲❛r❜r❡✱ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❝❡ s♦✉s✲❛r❜r❡✮ P♦✉r ✉♥ ❛r❜r❡

T ❡t ✉♥ ♥♦❡✉❞ x ∈ ❉♦♠(T )✱ ♦♥ ♥♦t❡ Tx ❧❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x✳

P♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T )✱ ♦♥ ♥♦t❡ Sx s❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ Tx ✿ Sx = S ∩

▲❡❛✈❡s(Tx)✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ❞❛♥s T ✱ ♦♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t Sx = Sy1 ⊎Sy2✳

❙♦✐t T ✉♥ Σ@✲❛r❜r❡ (Σ@ = Σ ∪ {@}✮ ❡t s♦✐t S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T )✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬♦♥ ♥♦t❡ TS ❧❡

Σ′
@✲❛r❜r❡ ✭♦ù Σ′

@ = Σ× {0, 1} ∪ {@}✮ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♠♣❧ét❛♥t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞❡ T ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ S ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x ∈ ▲❡❛✈❡s(T )✱ ❧❛❜❡❧TS (x) = (❧❛❜❡❧T (x), ❝❛rS(x))✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✺ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✮ ❙♦✐t Γ = (Σ, Q, δ, δ0, F ) ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞❡ Σ′
@✲❛r❜r❡ ❡t s♦✐t

✉♥ Σ@✲❛r❜r❡ T ✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Γ s✉r T ✱ ♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡

(x, q) ∈ ❉♦♠(T )×Q✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❈♦♥❢ = ❉♦♠(T )×Q✳

P♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) ❡t ✉♥ ♥♦❡✉❞ x ∈ ❉♦♠(T )✱ ♦♥ ♥♦t❡ q = ΓTS (x) ❧✬ét❛t q ∈ Q

❞❡ x ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Γ s✉r ❧✬❛r❜r❡ TS ✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡t ét❛t q ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q)✮

♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ Sx ❞❡ S à ❧✬❛r❜r❡ Tx✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

s✉❣❣❡st✐✈❡ Sx
Γ,Tx
7−→ q ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

S(x, q) = {S ⊆ ▲❡❛✈❡s(Tx) : S
Γ,Tx
7−→ q}.

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♥♦té Saccept✱ ❞❡s ♣❛rt✐❡s S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) t❡❧❧❡s q✉❡ S
Γ,T
7−→ q✱

♣♦✉r ✉♥ ét❛t q ∈ F ✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❝❡ q✉✬❡①♣r✐♠❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés

s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❢❛❝✐❧❡s à ✈ér✐✜❡r✳

✶✶✵



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

✕ Pr♦♣r✐été ✭❛✮ ✿ P♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❞❡ T ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2✱ ♦♥ ❛

S(x, q) =
⊎

(q1,q2)∈Q2

q1,q2→q

S(y1, q1)⊗ S(y2, q2)

✕ Pr♦♣r✐été ✭❜✮ ✿

Saccept =
⊎

q∈F

S(r♦♦t(T ), q)

❘❡♠❛rq✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ✿ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡s ✉♥✐♦♥s s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡

❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Γ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ét❛ts q ❡t q′ ❞✐st✐♥❝ts✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs S(x, q)∩S(x, q′) =

∅✳

❆ ♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❛✮ ❡t ✭❜✮ ✈✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s s❡♠❜❧❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r é♥✉♠ér❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S t❡❧s q✉❡ Γ ❛❝❝❡♣t❡ TS ✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱

❝❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡♠♣s O(|S|) ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ S✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥

t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t ♣❡r❞r❡ ❞✉ t❡♠♣s à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✐❞❡s r❡♥❝♦♥trés✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

❞❛♥s ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts S ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t P1 ⊗ P2 ✭♦ù ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Pi = S(yi, qi), i = 1, 2✮✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❞✉ t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ∅ ∈ P1 ♦✉ ∅ ∈ P2 ♦✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù

P1 = ∅ ♦✉ P2 = ∅✳ P♦✉r s✉r♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ♦♥ ❡①❝❧✉t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡

S = ∅ q✉✬♦♥ tr❛✐t❡r❛ à ♣❛rt ❡t ♦♥ ❢❛✐t ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈✐❞❡ ❡t

♥✬❛✐t ♣❛s ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡r❛ ❞♦♥❝ ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

(x, q) ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

S∗(x, q) = {S ⊆ ▲❡❛✈❡s(Tx) : S 6= ∅ ❡t S
Γ,Tx
7−→ q}

♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✻ ✭ét❛t ✈✐❞❡✱ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ét❛t ✈✐❞❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ x ∈ ❉♦♠(T )

❧✬✉♥✐q✉❡ ét❛t q∅ ∈ Q t❡❧ q✉❡ ∅
Γ,Tx
7−→ q∅✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q∅) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ x

❡t ♦♥ ♥♦t❡ ❈♦♥❢vide = {(x, q∅) ∈ ❈♦♥❢ : ∅
Γ,Tx
7−→ q∅}✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✼ ✭tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐❞❡✮ ❙♦✐❡♥t (x, q)✱ (y1, q1) ❡t (y2, q2) tr♦✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t❡❧❧❡s

q✉❡ y1 ❡t y2 s♦✐❡♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ x ❞❛♥s T ❡t q1, q2 → q✳ ❖♥ é❝r✐t (x1, q1)
∅
7−→ (x, q)

✭r❡s♣✳ (x2, q2)
∅
7−→ (x, q)✮ s✐ (x2, q2) ✭r❡s♣✳ (x1, q1)✮ ❡st ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ x2 ✭r❡s♣✳ x1✮✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r
∗
7−→ ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

∅
7−→✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✻ ■❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ (x′, q′)
∅
7−→ (x, q)✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ S ∈ S∗(x′, q′)

❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ss✐ à S∗(x, q)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ S∗(x′, q′) ⊆ S∗(x, q)✳ P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛

♠ê♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐ ♦♥ ❛ (x′, q′)
∗
7−→ (x, q)✳

✶✶✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ré❝✉rs✐❢ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S∗(x, q)✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s Suseful(x, q) ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐s ✿

✕ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❛❧♦rs

Suseful(x, q) =

{

{{x}} s✐ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q

∅ s✐♥♦♥

✕ ❙✐ x ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts s♦♥t y1 ❡t y2 ❞❛♥s T ❛❧♦rs

Suseful(x, q) = {S ⊆ ▲❡❛✈❡s(Tx) : Sy1 6= ∅, Sy2 6= ∅ ❡t S
Γ,Tx
7−→ q}

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Suseful(x, q) ❡t S∗(x, q) ♣❛r ré❝✉rs✐✈✐té

✐♥❞✐r❡❝t❡✳

▲❡♠♠❡ ✾✾ ❙♦✐t (x, q) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ Γ s✉r T ✳

✶✳ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs

Suseful(x, q) =

{

{{x}} s✐ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q

∅ s✐♥♦♥

✷✳ ❙✐ x ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ❛❧♦rs

Suseful(x, q) =
⊎

(q1,q2)∈Q2

q1,q2→q

S∗(y1, q1)⊗ S
∗(y2, q2)

✸✳ ❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✿

S∗(x, q) =
⊎

(x′,q′)∈❈♦♥❢

(x′,q′)
∗

7−→(x,q)

Suseful(x′, q′)

Pr❡✉✈❡✳

✶✮ ❈✬❡st ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✷✮ ❖♥ ❛ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉❝❝❡ss✐✈❡s ✿

Suseful(x, q) = {S ⊆ ▲❡❛✈❡s(Tx) : Sy1 6= ∅, Sy2 6= ∅, S
Γ,Tx
7−→ q}

=
⊎

(q1,q2)∈Q2

q1,q2→q

{S ⊆ ▲❡❛✈❡s(Tx) : Sy1 6= ∅, Sy2 6= ∅, Sy1
Γ,Ty17−→ q1, Sy2

Γ,Ty27−→ q2}

q✉✬♦♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ❡♥

✶✶✷



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

Suseful(x, q) =
⊎

(q1,q2)∈Q2

q1,q2→q

{S1 ⊎ S2 : S1 ⊆ ▲❡❛✈❡s(Ty1),S2 ⊆ ▲❡❛✈❡s(Ty2), S1 6= ∅, S2 6= ∅,

S1
Γ,Ty17−→ q1, S2

Γ,Ty27−→ q2}

=
⊎

(q1,q2)∈Q2

q1,q2→q

S∗(y1, q1)⊗ S
∗(y2, q2)

✸✮ ❖♥ ét❛❜❧✐t ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❧❡✉rs ✐♥❝❧✉s✐♦♥s ré❝✐♣r♦q✉❡s✳

⊇ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛ (x′, q′)
∗
7−→ (x, q)✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ✐♥❝❧✉s✐♦♥s Suseful(x′, q′) ⊆ S∗(x′, q′) ⊆ S∗(x, q)✳

⊆ ✿ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ∈ S∗(x, q)✳ ❙♦✐t x′ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❛♥❝êtr❡ ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡

S ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ T ❡t s♦✐t (x′, q′) ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ x′ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ Γ s✉r TS ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱

♦♥ ❛ (x′, q′)
∗
7−→ (x, q) ❡t S ∈ S∗(x′, q′)✳ ❉❡✉① ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t ✿

✕ s♦✐t x′ ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ❡t S = {x′} ∈ Suseful(x′, q′) ❀

✕ s♦✐t x′ ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts s♦♥t y1 ❡t y2 ❞❛♥s T ✿ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ x✬✱

❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (y1, q1) ❡t (y2, q2) q✉✐ s♦♥t ❡♥❢❛♥ts ❞❡ (x′, q′) ♥✬❡st ✉♥❡

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ S ∩ ▲❡❛✈❡s(Ty1) 6= ∅ ❡t S ∩ ▲❡❛✈❡s(Ty2) 6= ∅✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

♦♥ ❛ S = S1 ⊎ S2 ♣♦✉r S1 ⊆ ▲❡❛✈❡s(Ty1) ❡t S2 ⊆ ▲❡❛✈❡s(Ty2) ❛✈❡❝ S1 6= ∅ ❡t S2 6= ∅✳ ❉♦♥❝

S ∈ S∗(y1, q1)⊗S
∗(y2, q2) ❛✈❡❝ (q1, q2)→ q✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t S ∈ Suseful(x′, q′)

♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✭✷✮ ✭♣r♦✉✈é❡✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

❖♥ ❛ ❛✐♥s✐ ♣r♦✉✈é ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥♥♦♥❝é❡ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✳

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥

✭✸✮ s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✐st✐♥❝t❡s (y1, q1) ❡t (y2, q2) t❡❧❧❡s q✉❡

(y1, q1)
∗
7−→ (x, q) ❡t (y2, q2)

∗
7−→ (x, q)✳ ❙✐ y1 = y2 ❡t q1 6= q2✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Suseful(y1, q1) ❡t

Suseful(y2, q2) s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❡ Γ✳ ❙✐ y1 ❡t y2 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s T ✱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ♥✐ ❛♥❝êtr❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Suseful(y1, q1) ⊆

P(▲❡❛✈❡s(Ty1)) ❡t Suseful(y2, q2) ⊆ P(▲❡❛✈❡s(Ty2)) s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❡♥✜♥

q✉❡ y2 ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t str✐❝t ❞❡ y1 ✭❝❛s s②♠étr✐q✉❡ ✿ y2 ❡st ❛♥❝êtr❡ str✐❝t ❞❡ y1✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ y1 ❛ ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts z1 ❡t z2 ❡t q✉❡ y2 ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❞❡ z1 ✭❧❡

❝❛s ♦ù y2 ❡st ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ z2 ❡st s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❙♦✐t S ∈ Suseful(y1, q1)✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♦♥

❛ S ∩ ▲❡❛✈❡s(Tzi) 6= ∅ ♣♦✉r t♦✉t i = 1, 2✳ P✉✐sq✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ▲❡❛✈❡s(Tz2) ❡t

▲❡❛✈❡s(Ty2) s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ✭❝❛r z2 ❡t y2 s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❛♥s T ✮ ❡t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Suseful(y2, q2)

❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ▲❡❛✈❡s(Ty2)✱ ♦♥ ❡♥ ❝♦♥❝❧✉t q✉❡ S /∈ Suseful(y2, q2)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ q✉❡✱ ❞❛♥s

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✮✱ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ �

✶✶✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✸✳✸✳✻ ❊♥❝♦r❡ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r

❧✬❡✣❝❛❝✐té ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ■❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥❡♥t ❝♦♠♠❡

♦♣ér❛♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ✉♥✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ s♦✐❡♥t ✈✐❞❡s✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞✬❡①❛♠✐♥❡r

❝❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✐❞❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✿ ❧❡s ♣❛✐r❡s ✉t✐❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✉t✐❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✽ ✭♣❛✐r❡ ✉t✐❧❡✮ ❙♦✐t x ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts s♦♥t y1 ❡t y2 ❞❛♥s T ❡t

s♦✐t (x, q) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ x✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q) t♦✉t ❝♦✉♣❧❡

❞✬ét❛ts (q1, q2) ∈ Q
2 t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ q1, q2 → q ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s S∗(y1, q1) ❡t S∗(y2, q2)

s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s ❀ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ✉t✐❧❡s ✿

P❛✐ruseful(x, q) = {(q1, q2) ∈ Q
2 : q1, q2 → q ❡t S∗(y1, q1) 6= ∅ ❡t S∗(y2, q2) 6= ∅}

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✶✾ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡✮ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q) ❡st ❞✐t❡ ✉t✐❧❡ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Suseful(x, q)

♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ❀ ♦♥ ♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✿

❈♦♥❢useful = {(x, q) ∈ ❈♦♥❢ : Suseful(x, q) 6= ∅}

❊♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts ✭♣❛✐r❡s ❡t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮ q✉✐ s♦♥t ✏✉t✐❧❡s✑✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡s éq✉❛✲

t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✮ ❡t ✭✸✮ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛♥❞❡ ❞❡ ré✉♥✐♦♥

❞✐s❥♦✐♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

✕ ❙✐ x ❡st ✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ ❛②❛♥t ♣♦✉r ❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2✱ ❛❧♦rs

Suseful(x, q) =
⊎

(q1,q2)∈P❛✐ruseful(x,q)

S∗(y1, q1)⊗ S
∗(y2, q2) ✭✷✬✮

✕ P♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ x✱ ♦♥ ❛

S∗(x, q) =
⊎

(x′,q′)∈❈♦♥❢useful

(x′,q′)
∗

7−→(x,q)

Suseful(x′, q′) ✭✸✬✮

❚♦✉❥♦✉rs ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (x, q) ♣♦✉r

❧❡sq✉❡❧❧❡s S∗(x, q) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✵ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❯♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q) ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ S∗(x, q) ♥✬❡st

♣❛s ✈✐❞❡ ❡t ♦♥ ♥♦t❡

❈♦♥❢possible = {(x, q) ∈ ❈♦♥❢ : S∗(x, q) 6= ∅}

❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q) ❞♦♥♥é❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s (x′, q′)

❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✬✮ ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥t ♦♥ ❢❛✐t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮

♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✶✹



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

a

b c

d e

(a, q1)

(b, q2) (c, q1) (c, q3)

(a, q2)

(b, q1)(b, q3)

(a, q3)

(c, q2)

(d, q3) (e, q1) (e, q3)(d, q1)(d, q2) (e, q2)

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s

✸✳✸✳✼ ❋♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s

P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱ ♦♥ ✈❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ré✉♥✐♦♥
⊎

❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✬✮✮ ✿

❈♦♥❢useful(x, q) = {(x′, q′) ∈ ❈♦♥❢useful : (x′, q′)
∗
7−→ (x, q)}

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♥♦té F ∅✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡s

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❞❡ Γ s✉r T ✮ ❞♦♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛♥❞❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈✐❞❡✱ ❣r❛♣❤❡ ❡♥❝♦r❡

❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ F ∅ ❡st ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❈♦♥❢ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s C = (x, q) ❞❡ Γ s✉r T ❡t s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s ❡st {(C1, C2) ∈

❈♦♥❢2 : C2
∅
7−→ C1}✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ F ∅ ❡st s❛♥s ❝②❝❧❡ ❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ Γ ❡st ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❢♦rêt

❞❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r q✉❡ T ❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {r♦♦t(T )} × Q✳ ❖♥

❧✬❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❧❛ ❢♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❞❡ Γ s✉r T ✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✵✵ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦rêt ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❞✬✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Γ s✉r ❧✬❛r❜r❡

T ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❉♦♠(T ) = {a, b, c, d, e}✱ ❛r❜r❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r ❧❡s

r❡❝t❛♥❣❧❡s ❡t ❧❡s ✢è❝❤❡s✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt F ∅ ❡t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
∗
7−→✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s (x′, q′) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t (x′, q′)
∗
7−→ (x, q) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡✱ ♥♦té F ∅

(x,q)✱

❞❡ r❛❝✐♥❡ (x, q) ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt F ∅✱ ❞✬♦ù ♦♥ t✐r❡

❈♦♥❢useful(x, q) = ❈♦♥❢useful ∩ V (F ∅
(x,q))

◆♦t♦♥s ≤prefix ✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt F ∅✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♥✉♠ér♦t❡r ❧❡s

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❀ ♦♥ ❧❡s ♥♦t❡r❛

✶✶✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❈♦♥❢useful[0] <prefix ❈♦♥❢useful[1] <prefix . . . <prefix ❈♦♥❢useful[u− 1]

♦ù u = ❝❛r❞(❈♦♥❢useful)✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s t♦✉t ♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦rêt✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡

❧❛ ❢♦rêt F ∅ ❢♦r♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱ ❞♦♥❝ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❈♦♥❢useful(x, q) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡✱ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♥✉♠ér♦t❛t✐♦♥ ♣ré✜①❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ✿ ♦♥ ♥♦t❡ ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡

[✜rst(x, q), ❧❛st(x, q)]✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ✿

❈♦♥❢useful(x, q) = {❈♦♥❢useful[i] : ✜rst(x, q) ≤ i ≤ ❧❛st(x, q)}

■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ❝❛❧❝✉❧ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s

✈✐❞❡s✱ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♣❛r❝♦✉rs ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦rêt F ∅✱ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❈♦♥❢useful[i]✱ ♣♦✉r

i ∈ [0, u− 1]✱ ✜rst(x, q) ❡t ❧❛st(x, q)✱ ♣♦✉r (x, q) ∈ ❈♦♥❢✱ s❡ ❢♦♥t ❡♥ t❡♠♣s O(|Γ| · |T |)✳

❚♦✉t ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (3′) q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ✿

♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱

S∗(x, q) =
⊎

i∈[✜rst(x,q),❧❛st(x,q)]

Suseful(❈♦♥❢useful[i]) ✭✸✑✮

✸✳✸✳✽ Pré❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s

P♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❞é❧❛✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❙ ❝❛❧❝✉❧é❡✮✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭✷✬✮ ❡t ✭✸✑✮✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❧❡s

❡♥s❡♠❜❧❡s ❈♦♥❢possible✱ ❈♦♥❢useful ❡t P❛✐ruseful(x, q)✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ (x, q) ✉t✐❧❡✳ ❖♥

r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❈♦♥❢possible ❡t ❈♦♥❢useful ♣❛r ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❜♦♦❧é❡♥s à ❞❡✉① ✐♥❞✐❝❡s

x ∈ ❉♦♠(T ) ❡t q ∈ Q ❡t ♦♥ ❡①é❝✉t❡r❛ ❧❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré❝❛❧❝✉❧s s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s O(|T | · |Q|2) = O(|Γ| · |T |)✳

✸✳✸✳✾ ❊q✉❛t✐♦♥s ✜♥❛❧❡s

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) t❡❧❧❡s q✉❡ S
Γ,T
7−→ q✱ ♣♦✉r ✉♥

ét❛t ✜♥❛❧ q ❞❡ Γ ✿

S∗
accept =

⊎

q∈F

S∗(r♦♦t(T ), q)

▲à ❡♥❝♦r❡✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥❞r❛ ❛✉① ét❛ts ✜♥❛❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✶✶✻



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✶ Pré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❈♦♥❢possible

❈♦♥❢possible ← ∅

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❡t t♦✉t ét❛t q ∈ Q t❡❧s q✉❡ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q ❢❛✐r❡

❛❥♦✉t❡r (x, q) ❞❛♥s ❈♦♥❢possible

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❞✬❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ✭❧❡s x s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ♣♦st✜①é✮ ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t q1 ∈ Q ❡t t♦✉t q2 ∈ Q ❢❛✐r❡

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢possible ♦✉ (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢possible ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❛❥♦✉t❡r (x, q) ❞❛♥s ❈♦♥❢possible

✜♥ s✐

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✷ Pré❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❈♦♥❢useful ❡t P❛✐ruseful(x, q)

❈♦♥❢useful ← ∅

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❡t t♦✉t ét❛t q ∈ Q t❡❧s q✉❡ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q ❢❛✐r❡

❛❥♦✉t❡r (x, q) ❞❛♥s ❈♦♥❢useful

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❞✬❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t q ∈ Q ❢❛✐r❡

P❛✐ruseful(x, q)← ∅

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t q1 ∈ Q ❡t t♦✉t q2 ∈ Q ❢❛✐r❡

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢possible ❡t (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢possible ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❛❥♦✉t❡r (x, q) ❞❛♥s ❈♦♥❢useful

❛❥♦✉t❡r (q1, q2) ❞❛♥s P❛✐ruseful(x, q)

✜♥ s✐

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✶✶✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✶ ✭ét❛ts ✜♥❛❧s ♣♦ss✐❜❧❡s✮ ❯♥ ét❛t ✜♥❛❧ q ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

(r♦♦t(T ), q) ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ét❛ts ❡st ♥♦té

F possible = {q ∈ F : (r♦♦t(T ), q) ∈ ❈♦♥❢possible}

❖♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S∗
accept ❡♥ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♥♦♥

✈✐❞❡s ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S∗
accept =

⊎

q∈F possible

S∗(r♦♦t(F ), q) ✭✹✮

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t✱ t♦✉t à ❧❛ ✜♥✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ S = ∅✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡r❛ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

Saccept =

{

S∗
accept ∪ {∅} s✐ ❧✬ét❛t ✈✐❞❡ ❞❡ r♦♦t(T ) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à F

S∗
accept s✐♥♦♥✳

✭✺✮

✸✳✸✳✶✵ ▼✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡

❆ ❝ôté ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣ré❝❛❧❝✉❧és✱ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡

❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s s❡r❛ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

❢❡✉✐❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❛♥s s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤❛î♥é❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

✭♥♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ S ← S1 ⊎ S2 ✭ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ♣❛r ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥

❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ r❛❝✐♥❡ t ♣♦✉r S ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t s♦♥t ❝❤♦✐s✐s êtr❡ ❧❡s r❛❝✐♥❡s t1

❡t t2 ❞❡s ❛r❜r❡s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t S1 ❡t S2✳

✕ ❚♦✉t ❛r❜r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ O(|S|) ❡t ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ S

♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✱ ❞♦♥❝ ❡♥ t❡♠♣s O(|S|)✳

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✬✮✱ ✭✸✑✮ ❡t ✭✹✮ ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❥✉st✐✜❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦té ❆✣❝❤❡✲

❧❡s✲❙✲❛❝❝❡♣tés✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣ré❝❛❧❝✉❧és ❡t ❧❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♥♦té❡s

❊♥✉♠Suseful(x, q) ❡t ❊♥✉♠S∗(x, q) ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ✉♥❡ ré❝✉rs✐✈✐té ✐♥❞✐r❡❝t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❤❛✉✲

t❡✉r ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ Tx ❞❡ T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

P✉✐sq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❊♥✉♠S∗(r♦♦t(T ), q)

q✉✬♦♥ ✐tèr❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ét❛ts q ∈ F possible✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❊♥✉♠S∗(x, q) ♦ù (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❣é♥éré ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥

t❡♠♣s ✭❂ ❞é❧❛✐✮ ❛✉ ♣❧✉s c1|S|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ Γ✳ ❈✬❡st

❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✵✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ❡t Γ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✶✽



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✸ ❊♥✉♠Suseful(x, q)

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡

s✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs

♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x}

s✐♥♦♥

s♦✐❡♥t y1 ❡t y2 ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ x

♣♦✉r t♦✉t (q1, q2) ∈ P❛✐ruseful(x, q) ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t S1 ∈ ❊♥✉♠S∗(y1, q1) ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t S2 ∈ ❊♥✉♠S∗(y2, q2) ❢❛✐r❡

♠❡ttr❡ ❡♥ s♦rt✐❡ S1 ⊎ S2

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ s✐

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✹ ❊♥✉♠S∗(x, q)

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡

♣♦✉r i ✈❛r✐❛♥t ❞❡ ✜rst(x, q) à ❧❛st(x, q) ❢❛✐r❡

(x′, q′)← ❈♦♥❢useful[i]

❛♣♣❡❧❡r ❊♥✉♠Suseful(x′, q′)

✜♥ ♣♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✺ ❆✣❝❤❡✲❧❡s✲❙✲❛❝❝❡♣tés

♣♦✉r t♦✉t q ∈ F possible ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t S ∈ ❊♥✉♠S∗(r♦♦t(T ), q) ❢❛✐r❡

❆✣❝❤❡✲❊♥s❡♠❜❧❡(S) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❛✣❝❤❡r ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❙ ♣✉✐s

❞étr✉✐r❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡✮

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✶✶✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ (x, q)✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❣é♥éré ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❊♥✉♠Suseful(x, q) ❧✬❡st ❛♣rès ✉♥ ❞é❧❛✐ ❛✉ ♣❧✉s c(4|S| − 3)✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❣é♥éré ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é✲

❞✉r❡ ❊♥✉♠S∗(x, q) ❧✬❡st ❛♣rès ✉♥ ❞é❧❛✐ ❛✉ ♣❧✉s c(4|S| − 2)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t ♣r♦✉✈és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉

s♦✉s✲❛r❜r❡ Tx ❞❡ T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x✳

❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S = {x} ✭❡♥ ❢❛✐t ❧✬❛r❜r❡✲❢❡✉✐❧❧❡ q✉✐ ❧❡

r❡♣rés❡♥t❡✮ ❡st ❣é♥éré ♣❛r ❊♥✉♠Suseful(x, q) ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ❣é♥éré ♣❛r

❊♥✉♠S∗(x, q) ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ c s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

■♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ P♦✐♥t ✭✶✮ ✿ ❙♦✐t (x, q) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❡t s♦✐❡♥t y1 ❡t

y2 ❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ x ❞❛♥s T ✳ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡

❊♥✉♠Suseful(x, q)✱ q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ à s♦♥ t♦✉r ❊♥✉♠S∗(y1, q1) ❡t ❊♥✉♠S∗(y2, q2) q✉✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t

❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s S1 ❡t S2 ❞♦♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❡st S = S1 ⊎ S2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ S1 ✭r❡s♣✳ S2✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❞é❧❛✐ ❛✉ ♣❧✉s c(4|S1| − 2) ✭r❡s♣✳ c(4|S2| − 2✮✳ ❊♥

❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ S = S1 ⊎ S2 ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐✱ ♥♦té ❞❡❧❛②(S)✱ q✉✐ ❡st ❛✉ ♣❧✉s

c(4|S1| − 2) + c(4|S1| − 2) + c′

✭c′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ S1 ❡t S2✳✮ ❊♥ s✉♣✲

♣♦s❛♥t c ≥ c′✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❞❡❧❛②(S) ≤ c(4(|S1|+ |S2|)− 4) + c = c(4|S| − 3)

❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮✳

P♦✐♥t ✭✷✮ ✿ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❣é♥éré ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❊♥✉♠S∗(x, q) q✉✐ ♣r♦❞✉✐t

❝❡ S ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧ ❡♠❜♦îté ❊♥✉♠Suseful(x′, q′) ♣♦✉r ✉♥ ♥♦❡✉❞ x′ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❞❡

x ❞❛♥s T ✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭♦✉ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✶✮ ♣ré❝é❞❡♥t s✐ x′ = x✮✱ ❧❡ ❞é❧❛✐

❞❡ ❊♥✉♠Suseful(x′, q′) ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❡st ❛✉ ♣❧✉s c(4|S| − 3)✳ ▲❡ ❞é❧❛✐✱ ♥♦té ❞❡❧❛②(S)✱ ❞❡

❊♥✉♠S∗(x, q) ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❡st ❞♦♥❝

❞❡❧❛②(S) ≤ c(4|S| − 3) + c′′

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′′✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ c ≥ c′′✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❞❡❧❛②(S) ≤ c(4|S| − 2)

❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é✳ �

▲❡♠♠❡ ✶✵✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ❡t Γ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❆✣❝❤❡✲

❧❡s✲❙✲❛❝❝❡♣tés é♥✉♠èr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S t❡❧s q✉❡ ❧✬❛✉t♦♠❛t❡ Γ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡ Σ′
@✲❛r❜r❡ T

S✱ à ❞é❧❛✐✱

♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S✱ ❛✉ ♣❧✉s c1|S|✱ ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡✱ s✉r ❝❡ ❞é❧❛✐✱ ❛✉ ♣❧✉s c1|S|✳

✶✷✵



✸✳✸✳ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ❞é❧❛✐ ❛ ❞é❥à été ❥✉st✐✜é ✿ ♣r❡♥❞r❡ c1 ≥ 4c✳ ▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❡st✱

❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ S ❡t ♣♦ssè❞❡ ❝❛r❞(S) = |S| ❢❡✉✐❧❧❡s ❡t

❞♦♥❝ 2|S| − 1 ♥♦❡✉❞s ❡t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ ré❝✉rs✐✈✐té✱ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ❛✉ ♣❧✉s

|S|✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉✬à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ❞❡ S✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❆✣❝❤❡✲❊♥s❡♠❜❧❡(S)

❞étr✉✐s❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ▲❛ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❝❡tt❡

r❛❝✐♥❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ré✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❛r❜r❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❣é♥ér❡r✳ �

✸✳✸✳✶✶ ❘és✉❧t❛ts ✜♥❛❧s ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❖♥ ❞♦♥♥❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts s♦✉s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ ❞✬❛r❜r❡ ♦✉ ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ MSO✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✸ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❡t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ A✱ t❡❧s q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és

✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ Σ✱ ✉♥ ❛✉t♦♠❛t❡ Γ ❞❡ Σ′
@✲❛r❜r❡ ❡t ✉♥ Σ@✲❛r❜r❡ T ✭♦ù Σ@ = Σ ∪ {@} ❡t Σ′

@ =

(Σ× {0, 1}) ∪ {@}✮✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A é♥✉♠èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

{S ⊆ ▲❡❛✈❡s(T ) : Γ ❛❝❝❡♣t❡ ❧✬❛r❜r❡ ét✐q✉❡té TS}

❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❡t ❡t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ✺ ❛✉ ♣❧✉s c|S|✱ ❛♣rès ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s c · |Γ| · |T |✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à ❥✉st✐✜é ❧❡ ❞é❧❛✐ ❡t ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ♣ré❝❛❧❝✉❧é ❧✬❡st ❡♥ t❡♠♣s O(|Γ|·|T |)✳

�

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✹ P♦✉r t♦✉t❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ϕ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❊♥✉♠(ϕ,Σ✲❚r❡❡)

♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ Σ✲❚r❡❡ ❞❡s Σ✲❛r❜r❡s✱ ❡st ❞❛♥s ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ f ✭♥♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✮ ❡t ✉♥

s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ A t❡❧s q✉❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t ✜♥✐ Σ✱ ✉♥❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ(X1, . . . , Xk)

❞❛♥s MSO ❡t ✉♥ Σ✲❛r❜r❡ T ✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ A ✿

✕ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t❡♠♣s f(|ϕ|) · |T | ❀

✕ ♣✉✐s é♥✉♠èr❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ S̄ = (S1, . . . , Sk) ∈ ϕ(T ) ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❧❛✐ ❡t ✉♥❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛✉

♣❧✉s c|S̄|✳

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ A ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧

f(|ϕ|) · |T |+ c|ϕ(T )|

Pr❡✉✈❡✳ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ✭❞é❝♦✲

❞❛❣❡✮ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❛✉ k✲✉♣❧❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s (S1, . . . , Sk)✱ ❝♦❞é ♣❛r S✱ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s O(|S|)✳

�

✺❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é❧❛✐ ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ♥✬✐♥❝❧✉t ♣❛s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ✉t✐❧✐sé❡

♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣ré❝❛❧❝✉❧és✳

✶✷✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

✸✳✹✳✶ Pr♦❜❧é♠❛t✐q✉❡

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ tr❛❞✉✐t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✬✮✱ ✭✸✑✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮ ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱

♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❧❡✉r ❛ss♦❝✐❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ♣ré❝✐s❡r ❞❛♥s q✉❡❧ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s

✐❝✐ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❛❞ ❤♦❝✱ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t

♥♦t❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✷ ✭✐✲è♠❡ é❧é♠❡♥t✮ ❙♦✐t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ t♦t❛❧ <✳ ❖♥ ♥♦t❡ P [i]

❧❡ i✲è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ P ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ <✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ i ∈ [0, ❝❛r❞(P )− 1] ❡t ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r P [0] ❞és✐❣♥❡ ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ (P,<)✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✸ ✭♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✮ ❙♦✐❡♥t (P1, <1) ❡t (P2, <2) ❞❡✉① ❡♥✲

s❡♠❜❧❡s ♦r❞♦♥♥és ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ▲✬♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ P1 ⊎ P2 ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

<1 ❞❡ P1 ♣❧❛❝é ❛✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ <2 ❞❡ P2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i < ❝❛r❞(P1) + ❝❛r❞(P2)✱

(P1 ⊎ P2)[i] =

{

P1[i] s✐ i < ❝❛r❞(P1)

P2[i− ❝❛r❞(P1)] s✐♥♦♥

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✹ ✭♦r❞r❡ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✮ ❙♦✐❡♥t (P1, <1) ❡t (P2, <2) ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦r✲

❞♦♥♥és t❡❧s q✉❡ P1 ⊆ P(E1) ❡t P2 ⊆ P(E2)✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts E1 ❡t E2✳ ▲✬♦r❞r❡

✐♥❞✉✐t < ❞❡ P1 ⊗ P2 ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i < ❝❛r❞(P1) · ❝❛r❞(P2)✱ ♦♥

♣r❡♥❞

(P1 ⊗ P2)[i] = P1[i ❞✐✈ ❝❛r❞(P2)] ⊎ P2[i ♠♦❞ ❝❛r❞(P2)]

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ < ❡st ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ <1 ❡t <2✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ i✲è♠❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

✕ ❈❛s S = S1 ⊗ S2 ✿ ❙♦✐t n = ❝❛r❞(S2) ❀ ❛❧♦rs S[i] = S1[i❞✐✈n] ⊎ S2[i♠♦❞n]✳

✕ ❈❛s S = S0 ⊎ S1 ⊎ . . . ⊎ Sm ✿ ❙♦✐t s✉♠S(j) =
∑

i∈[0,j−1] ❝❛r❞(Si) ♣♦✉r j ∈ [0,m] ❀ ❛❧♦rs✱

S[i] = Sj [i
′] ♦ù j ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ j t❡❧ q✉❡ s✉♠S(j) ≤ i ❡t i′ = i− s✉♠S(j)✳

❉❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✮✱ ✭✷✬✮✱ ✭✸✑✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥

❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ▲❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❝❛r❞(S∗(x, q))✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱ ❡t ❝❛r❞(Suseful(x, q))✱

♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ (x, q)✳

✕ ▲❡s s♦♠♠❡s ✐téré❡s ✿

✶✷✷



✸✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

s✉♠Pairuseful(x, q, i) =
∑

j∈[0,i−1]

(q1,q2)=P❛✐ruseful(x,q)[j]

❝❛r❞(S∗(y1, q1)⊗ S
∗(y2, q2))

❡t

s✉♠Suseful(i) =
∑

j∈[0,i−1]

❝❛r❞(Suseful[j])

✸✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛r❞✐♥❛❧✐tés ❞❡s S∗(x, q) ❡t Suseful(x, q)

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❛r❞(S∗(x, q)) ❡t

❝❛r❞(Suseful(x, q))✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ ❉♦♠(T ) ❡t t♦✉t ét❛t q ∈ Q✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✭❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ♣r♦❝è❞❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ✏❜♦tt♦♠✲✉♣✑ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✻ Pré❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛r❞(S∗(x, q))

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❡t t♦✉t ét❛t q ∈ Q t❡❧s q✉❡ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q ❢❛✐r❡

❝❛r❞(S∗(x, q))← 1

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❞✬❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ✭❧❡s x s♦♥t ♣❛r❝♦✉r✉s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ♣♦st✜①é✮ ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t q ∈ Q ❢❛✐r❡

❝❛r❞(S∗(x, q))← 0

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t q1 ∈ Q ❡t t♦✉t q2 ∈ Q ❢❛✐r❡

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢possible ❡t (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢vide ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❝❛r❞(S∗(x, q))← ❝❛r❞(S∗(x, q)) + ❝❛r❞(S∗(y1, q1))

✜♥ s✐

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢vide ❡t (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢possible ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❝❛r❞(S∗(x, q))← ❝❛r❞(S∗(x, q)) + ❝❛r❞(S∗(y2, q2))

✜♥ s✐

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢possible ❡t (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢possible ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❝❛r❞(S∗(x, q))← ❝❛r❞(S∗(x, q)) + ❝❛r❞(S∗(y1, q1))× ❝❛r❞(S∗(y2, q2))

✜♥ s✐

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✶✷✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✼ Pré❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝❛r❞(Suseful(x, q))

♣♦✉r t♦✉t❡ ❢❡✉✐❧❧❡ x ❡t t♦✉t ét❛t q ∈ Q t❡❧s q✉❡ δ0((❧❛❜❡❧T (x), 1)) = q ❢❛✐r❡

❝❛r❞(Suseful(x, q))← 1

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❞✬❡♥❢❛♥ts y1 ❡t y2 ❢❛✐r❡

♣♦✉r t♦✉t q ∈ Q ❢❛✐r❡

❝❛r❞(Suseful(x, q))← 0

✜♥ ♣♦✉r

♣♦✉r t♦✉t q1 ∈ Q ❡t t♦✉t q2 ∈ Q ❢❛✐r❡

s✐ (y1, q1) ∈ ❈♦♥❢possible ❡t (y2, q2) ∈ ❈♦♥❢possible ❛❧♦rs

s♦✐t ❧✬ét❛t q t❡❧ q✉❡ q1, q2 → q

❝❛r❞(Suseful(x, q))← ❝❛r❞(Suseful(x, q)) + ❝❛r❞(S∗(y1, q1))× ❝❛r❞(S∗(y2, q2))

✜♥ s✐

✜♥ ♣♦✉r

✜♥ ♣♦✉r

✸✳✹✳✸ P❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❏t❤Suseful(x, q, i) ❡t ❏t❤S∗(x, q, i)

q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❛ ✐✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s Suseful(x, q) ❡t S∗(x, q)✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s

✭❞♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ré❝✉rs✐✈✐té ❝r♦✐sé❡ ❢♦♥❞é❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ Tx ❞❡ r❛❝✐♥❡

x✳

✸✳✹✳✹ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s

◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥st❛♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❜♦r♥❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞❛♥s

❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r q✉❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥t❡♥✉s ❝❤❛❝✉♥ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ r❡❣✐str❡s✳

❙♦✉s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ❧❡ ♠♦❞✉❧♦ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ♣❛r ❞❡s ♣r♦❝é❞és ❝❧❛ss✐q✉❡s✱

❡♥ t❡♠♣s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✺ ✭❢♦r♠✉❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✮ ❯♥❡ τ ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ❞✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✲

♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ S ❞❡ str✉❝t✉r❡s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ τ ✲str✉❝t✉r❡

M ❞❡ S✱ ♦♥ ❛ ❝❛r❞(ϕ(M)) ≤ p(|M|)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✼ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ❧❡s Σ✲❛r❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r

❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❛r❞(ϕ(T )) ≤ p(|T |)✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s Σ✲❛r❜r❡s T ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❝❛r✲

❞✐♥❛❧✐tés ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s S∗(x, q) ❡t Suseful(x, q) ❝♦♥str✉✐ts ❧♦rs ❞❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❞❡

✶✷✹



✸✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✽ ❏t❤Suseful(x, q, i)

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❡t i < ❝❛r❞(Suseful(x, q))

s✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ {x}

s✐♥♦♥

❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❥ t❡❧ q✉❡ s✉♠P❛✐ruseful(x, q, j) ≤ i

i′ ← i− s✉♠P❛✐ruseful(x, q, j)

(q1, q2)← P❛✐ruseful(x, q)[j]

n← ❝❛r❞(S∗(y2, q2))

S1 ← ❏t❤S∗(x1, q1, i
′ ❞✐✈n)

S2 ← ❏t❤S∗(x2, q2, i
′♠♦❞n)

r❡t✉r♥ S1 ⊎ S2

✜♥ s✐

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✾ ❏t❤S∗(x, q, i)

Pré❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡t i < ❝❛r❞(S∗(x, q))

❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❥ t❡❧ q✉❡ s✉♠Suseful(j)− s✉♠Suseful(✜rst(x, q)) ≤ i

i′ ← i− s✉♠❙useful(j) + s✉♠❙useful(✜rst(x, q))

(y, q′)← Suseful[j]

r❡t✉r♥ ❏t❤Suseful(y, q′, i′)

✶✷✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❜♦r♥és ♣❛r ❝❛r❞(ϕ(T ))✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♥♦♠❜r❡s

♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ r❡❣✐str❡s✳

❖♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|T | · |Γ|)✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡

❆♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡

r❛♠è♥❡ à ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏t❤S∗(r♦♦t(T ), q, i)✱ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ✜♥❛❧ q ∈ F ❢❛❝✐❧❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ s✐❣♥❛❧é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛♥✐♣✉❧és ✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥

♥♦♠❜r❡ ❝♦♥st❛♥t ❞❡ r❡❣✐str❡s✳

■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏t❤S∗(x, q, i) ♦ù (x, q) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♣♦ss✐❜❧❡✱ s✬❡①é❝✉t❡ ❡♥ t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s c1|S| log |T |✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c1 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ✱ ♠❛✐s

❛✉ss✐ ❞❡ Γ✳ ❈✬❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✵✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ T ❡t Γ✱ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ (x, q)✱ ❧❛ s♦rt✐❡ S ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❏t❤Suseful(x, q, i) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡

❡♥ t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s c(4|S| − 3)(log |T |+ log |Q|)✳

✷✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ (x, q)✱ ❧❛ s♦rt✐❡ S ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❏t❤S∗(x, q, i) ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥

t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s c(4|S| − 2)(log |T |+ log |Q|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ s♦♥t ♣r♦✉✈és s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞✉

s♦✉s✲❛r❜r❡ Tx ❞❡ T ❞❡ r❛❝✐♥❡ x✳

❈❛s ❞❡ ❜❛s❡ ✿ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ T ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S = {x} ✭❡♥ ❢❛✐t ❧✬❛r❜r❡✲❢❡✉✐❧❧❡ q✉✐ ❧❡

r❡♣rés❡♥t❡✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❏t❤Suseful(x, q, i) ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r

❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏t❤S∗(x, q, i) ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ c s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳

■♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ P♦✐♥t ✭✶✮ ✿ ❙♦✐t (x, q) ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦❡✉❞ ✐♥t❡r♥❡ x ❡t s♦✐❡♥t y1 ❡t y2

❧❡s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ x ❞❛♥s T ✳ ❙♦✐t S ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏t❤Suseful(x, q, i)

q✉✐ ❛♣♣❡❧❧❡ à s♦♥ t♦✉r ❏t❤S∗(y1, q1, i1) ❡t ❏t❤S∗(y2, q2, i2) q✉✐ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡s♣❡❝t✐❢s

S1 ❡t S2 ❞♦♥t ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❡st S = S1 ⊎S2✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ S1 ✭r❡s♣✳ S2✮ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥

t❡♠♣s ❛✉ ♣❧✉s c(4|S1|−2)(log |T |+log |Q|) ✭r❡s♣✳ c(4|S2|−2)(log |T |+log |Q|)✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ S = S1 ⊎ S2 ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s✱ ♥♦té t✐♠❡(S)✱ q✉✐ ❡st ❛✉ ♣❧✉s

c(4|S1| − 2)(log |T |+ log |Q|) + c(4|S2| − 2)(log |T |+ log |Q|) + c′(log |T |+ log |Q|)

▲❡ t❡r♠❡ c′(log |T |+ log |Q|) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡

❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❝❛r❞(Q)2✱ ❡t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡t ❞✉ ♠♦❞✉❧♦✳ ❊♥

✶✷✻



✸✳✺✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

s✉♣♣♦s❛♥t c ≥ c′✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

t✐♠❡(S) ≤ c(4(|S1|+|S2|)−4)(log |T |+log |Q|)+c(log |T |+log |Q|) = c(4|S|−3)(log |T |+log |Q|)

❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ✭✶✮✳

P♦✐♥t ✭✷✮ ✿ ❙♦✐t S ❧❛ s♦rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❏t❤S∗(x, q, i) q✉✐ ♣r♦❞✉✐t S ♣❛r ❧✬❛♣♣❡❧

❡♠❜♦îté ❏t❤Suseful(x′, q′, i′)✱ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦❡✉❞ x′ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❞❡ x✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡

❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✭♦✉ à ❝❛✉s❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✭✶✮ ♣ré❝é❞❡♥t s✐ x′ = x✮✱ ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ♠❡t ❏t❤Suseful(x′, q′, i′)

♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❡st ❛✉ ♣❧✉s c(4|S|−3)(log |T |+log |Q|)✳ ▲❡ t❡♠♣s✱ ♥♦té t✐♠❡(S)✱ ❞❡ ❏t❤S∗(x, q, i)

♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ S ❡st ❞♦♥❝

t✐♠❡(S) ≤ c(4|S| − 3)(log |T |+ log |Q|) + c′′(log |T |+ log |Q|)

♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c′′✱ ♦ù ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ c′′(log |T | + log |Q|) ♠❡s✉r❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❜♦r♥é❡ ♣❛r ❝❛r❞(T ) · ❝❛r❞(Q)✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥❝♦r❡ c ≥ c′′✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

t✐♠❡(S) ≤ c(4|S| − 2)(log |T |+ log |Q|)

❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é✳ �

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✻ ❙♦✐t ϕ(X̄) ✉♥❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s Σ✲

❛r❜r❡s✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❏t❤(ϕ,Σ✲❚r❡❡) ❡st ❞❛♥s ❞②♥(n,m log(n))✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✼ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ τΣ✲❢♦r♠✉❧❡ MSO ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❆❧♦rs ❏t❤(ϕ,Σ✲❚r❡❡) ∈ ❞②♥(n, log(n))✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ϕ s♦♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❝❛r❞(ϕ(M)) ❡st ❜♦r♥é ♣❛r

❝❛r❞(❉♦♠(M))k ♦ù k ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ϕ✳ �

✸✳✺ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✸✳✺✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s Σ✲❛r❜r❡s ❡t q✉❡✱

♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t à ❝❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞é❥à

❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆▲❙✾✶✱ ❋❋●✵✷❪✮✳ ▼❛✐s✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s

❣r❛♣❤❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛✉① str✉❝t✉r❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

✶✷✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡

P♦✉r ♣rés❡♥t❡r ♥♦tr❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦✲

r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❇♦❞❧❛❡♥❞❡r ❡t ❑❧♦❦s ❬❇❑✾✻❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✻ ✭❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡✮ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥❡ ❞é✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ (T, (Bt)t∈V (T )) ❞❡ G ❡st ❞✐t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡ s✐ T ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡

❡♥r❛❝✐♥é ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ s✐ t ❛ ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts t′ ❡t t′′ ❛❧♦rs Bt = Bt′ = Bt′′ ❀

✕ s✐ t ❛ ✉♥ s❡✉❧ ❡♥❢❛♥t t′ ❛❧♦rs ❝❛r❞(Bt △Bt′) = 1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Bt ❡t Bt′ ♥❡ ❞✐✛èr❡♥t q✉❡

s✉r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ✭❞❡ ♣❧✉s ♦✉ ❞❡ ♠♦✐♥s✮ ❀

✕ s✐ t ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ♦✉ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛❧♦rs Bt = ∅✳

P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❡♥❝♦r❡ T ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (T, (Bt)t∈V (T ))✳

❋❛✐t ✶✵✽ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ k✱ ❝❛❧❝✉❧❡

✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ❡♥ t❡♠♣s Ok(|G|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ T ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ❞❡ G ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇♦❞❧❛❡♥❞❡r ❬❇♦❞✾✻❪✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ T ❡♥ ✐♥t❡r❝❛❧❛♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♥♦❡✉❞s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉❡

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r❡s♣❡❝t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s②♠♣❛t❤✐q✉❡✳ ❈✬❡st

✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ♠❛✐s ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ à ❞é❝r✐r❡ ❡t ♥♦✉s ❧❛✐ss♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❧✬✐♠❛❣✐♥❡r ❡t s✬❡♥

❝♦♥✈❛✐♥❝r❡✳ �

❯♥ ♥♦❡✉❞ t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣❛r❡♥t ❧❡ s♦♠♠❡t t′ ❡t t❡❧ q✉❡ Bt = Bt′ ⊎ {x} ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♥♦❡✉❞

✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t x✳ ❯♥ ♥♦❡✉❞ t q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♣❛r❡♥t ❧❡ ♥♦❡✉❞ t′ ❡t t❡❧ q✉❡ Bt′ = Bt ⊎ {x} ❡st ❛♣♣❡❧é

♥♦❡✉❞ ♦✉❜❧✐❛♥t x✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✉♥ ♥♦❡✉❞ t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♦✉❜❧✐❛♥t ❡t

✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❡t q✉✬✐❧ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♦✉ ♦✉❜❧✐❡r ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x

❞✉ ❣r❛♣❤❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦❡✉❞ t q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t x✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Ix ❝❡ ♥♦❡✉❞ ❞❡ T ✳

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s❛❝s ♣❛r ❞❡s t✉♣❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✭❛✉ ♣❧✉s✮ k + 1 é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ s❛❝ B ❞❡ T ♣❛r ✉♥ (k + 1)✲t✉♣❧❡

❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ G ❛♣♣❛r❛✐ss❡ t♦✉❥♦✉rs à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s s❛❝s q✉✐

❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡

T = (T, (Bt)t∈V (T )) ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ L : V (T ) → (V ∪ { ⊥})k+1✱ t 7→ (Li(t))i∈[k+1] ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ❞❡ G ❡t ♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ t ∈ V (T )✱ ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿ x = Bt s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✭✉♥✐q✉❡✮ i t❡❧ q✉❡ x ∈ Li(t) ❀
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✸✳✺✳ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉① str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✕ ♣♦✉r t♦✉s ♥♦❡✉❞s t, t′ ∈ V (T )✱ ♦♥ ❛ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ s✐ x ∈ Bt ∩ Bt′ ❛❧♦rs x = Li(t) = Li(t
′)

♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ i✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⊥ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✈✐❞❡s ❞❛♥s L ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

t ∈ V (T )✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s i t❡❧s q✉❡ Li(t) = ⊥ ❡st k + 1− ❝❛r❞(Bt)✳

L ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r t✉♣❧❡s ❞❡s s❛❝s ❞❡ (T, (Bt)t∈V (T ))✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ x

❞❛♥s L✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✭✉♥✐q✉❡✮ i ♦ù x ❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t✉♣❧❡ ❞❡ L ♦ù ✐❧ ❡st ♣rés❡♥t✳

❊①♣r✐♠❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ Σ✲❛r❜r❡

▲❡♠♠❡ ✶✵✾ ❙♦✐t σ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t s♦✐t S ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s σ✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❛✉ ♣❧✉s k✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ S ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s Σk✲

❛r❜r❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σk ❞é♣❡♥❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ k ❡t σ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♠♠❡ ❛♥♥♦♥❝é ♣❧✉s ❤❛✉t✱ ♥♦✉s tr❛✐t♦♥s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✿ σ = {E}✳ ❙♦✐t

G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ k✳ ❆ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛t❤✐q✉❡ T = (T, (Bt)t∈V (T )) ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✱ ❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

L ♣❛r (k + 1)✲t✉♣❧❡s ❞❡s s❛❝s ❞❡ T ✳ ❆ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ G ♠✉♥✐ ❞❡ T ❡t ❞❡ L✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

MT = (D, f1, f2, (Li)i∈[k+1], (Ii)i∈[k+1], (Ei,j)i,j∈[k+1]) s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✕ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❜✐♥❛✐r❡ T ✿ D = V (T ) ❀

✕ f1 ❡t f2 s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥❢❛♥ts ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ ❝❡t ❛r❜r❡ T ❀

✕ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ❞✉ ❣r❛♣❤❡G✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ x ❛✉ ♥♦❡✉❞ t = Ix ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t

x✱ ❞✬♦ù V ⊆ D ❀

✕ ▲❡s Li✱ Ii ❡t Ei,j s♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s s✉r D ❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ t ∈ D✱ ❧❡ t✉♣❧❡

❞❡s ✈❛❧❡✉rs Li(t)✱ Ii(t) ❡t Ei,j(t) ❢♦r♠❡ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✉ ♥♦❡✉❞ t ❀ ♦♥ ♥♦t❡ Σk ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s

ét✐q✉❡tt❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❀ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ Li = {t ∈ D : Li(t) ∈ V }✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ Li(t) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❛♥s

L(t) ♥✬❡st ♣❛s ✈✐❞❡ ❀

✕ Ii = {x ∈ V : x ❡st ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❛♥s L}✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ Ii(t) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t

❡st ❧❡ ♥♦❡✉❞ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t x ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❀

✕ Ei,j = {t ∈ D : (Li(t), Lj(t)) ∈ E}✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ❛ Ei,j(t) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s❛❝

Bt ❝♦♥t✐❡♥t✱ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥s i ❡t j ❞❛♥s L✱ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞❡ G✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ MT à ♣❛rt✐r ❞❡ G ❡t ❞❡ s❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

s②♠♣❛t❤✐q✉❡ (T, (Bt)t∈V (T )) s✬❡✛❡❝t✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉♦♥❝ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ G 7→ MT ❡st

❛✉ss✐ ❧✐♥é❛✐r❡✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∆(x) ≡
∨

i∈[k+1] Ii(x) ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V ❞❡ G ❞❛♥s

MT ✿ ♣♦✉r t♦✉t ♥♦❡✉❞ a ∈ D✱ ♦♥ ❛ a ∈ V s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (MT , a) |= ∆(x)✳

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ΘE(x, y) q✉✐ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛rêt❡ E ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs

❢♦r♠✉❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳

✶✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✏❝❤❡♠✐♥✑ s✉✐✈❛♥t❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

❝❤✐❧❞(x, y) ≡ f1(x, y) ∨ f2(x, y)

❡t ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s A ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♦r✐❡♥té ✭❞❡ ❧✬❛r❜r❡ T ✮ r❡❧✐❛♥t x à y ✭q✉✐

❡st ❞♦♥❝ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❡ x ❞❛♥s T ✮ ✿

❝❤❡♠✐♥(A, x, y) ≡ A(x) ∧ ∀z((A(z) ∧ z 6= y)→ ∃t(❝❤✐❧❞(z, t) ∧A(t))) ∧ ∀z(A(z)→ ¬❝❤✐❧❞(z, x))

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ (T, (Bt)t∈V (T )) ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ s②♠♣❛✲

t❤✐q✉❡ ❡t ❛ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r t✉♣❧❡s L✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ {x, y} ❞❡ G✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s❛❝ Bt q✉✐

❝♦♥t✐❡♥t x ❡t y✳ ❙♦✐❡♥t i ❡t j ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ x ❡t y ❞❛♥s L✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Ei,j(t)✳ ❙♦✐❡♥t

Ix ❡t Iy ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x ❡t y✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥

x = Ix ❡t y = Iy✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ T ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s x ✭r❡s♣✳ y✮ ❡t t ❡st ✐♥❝❧✉s

❞❛♥s Li ✭r❡s♣✳ Lj✮✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❞❡♠❛♥❞é❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts a, b ∈ V ✱ ♦♥ ❛ {a, b} ∈ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (MT , a, b) |= ΘE(x, y)

❛✈❡❝

ΘE(x, y) ≡ ∃A∃B∃t(❝❤❡♠✐♥(A, x, t) ∧ ❝❤❡♠✐♥(B, y, t) ∧
∨

i,j∈[k+1]

(Ii(x) ∧ Ij(y) ∧ Ei,j(t)∧

∀t′(A(t′)→ Li(t
′)) ∧ ∀t′(B(t′)→ Lj(t

′))))

❏✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ▲❛ ❝❧❛✉s❡ A ⊆ Li ❞❡ ΘE ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡ s♦♠♠❡t x ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞✉

♥♦❡✉❞ Ix ✭❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ A✮ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♣rés❡♥t ✭à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i✮ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦❡✉❞ Bt ✭t ✜♥ ❞✉

❝❤❡♠✐♥ A✮✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s♦♠♠❡t y à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ j ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ B✳ ❊♥

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ Li(t) = x ❡t Lj(t) = y✱ ❧❛ ❝❧❛✉s❡ Ei,j(t) ❡①♣r✐♠❡ ❜✐❡♥ {x, y} ∈ E✳

❋✐♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ✿ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡ tr✐♣❧❡t I = (tI ,∆,ΘE) ♦ù tI ❡st ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

G 7→ MT ❡st ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

k ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s Σk✲❛r❜r❡s✳ �

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✵ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ σ✲str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r

t♦✉t❡ σ✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ MSO✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ,S) ❡st ❞❛♥s ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱

♣♦✉r t♦✉t❡ σ✲str✉❝t✉r❡ M ∈ S✱ ♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s S ❞❡ ϕ(M) à ❞é❧❛✐ O(|S|) ❛♣rès

✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s O(|M|)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ S✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❏t❤(ϕ,S) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞②♥(n,m log n)✳

✶✸✵



✸✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✸✳✺✳✷ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡

▲❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ à t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬❈▼❘✵✵❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s

❣r❛♣❤❡s r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k✱ ❞❛♥s ❧❡s Σ✲❛r❜r❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❍❧✐♥❡♥② ❡t ❖✉♠ ❬❍❖✵✼❪ ♦♥t ❡①❤✐❜é ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡

G ❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r k > 0 ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok(n3) ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❀

✕ ❙♦✐t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r f(k)✱ s♦✐t ✐❧ ❝❡rt✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥

❛ ❝✇(G) > k✳

❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✶ ❙♦✐t S ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡

{E}✲❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ MSO✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(ϕ,S) ❡st ❞❛♥s ❡♥✉♠(n3,m)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ S✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

❏t❤(ϕ,S) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞②♥(n3,m log n)✳

✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

P❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ♦✉✈❡rt❡s ✿

◆♦tr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ é♥✉♠èr❡ ❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐té ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO

ϕ(T ) s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ T ✱ ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❞ ❤♦❝✳ P❡✉t✲♦♥ ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❄

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s♦✐t ϕ(x̄) ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ MSO ♦ù x̄ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❡t

s♦✐t ✉♥ ❛r❜r❡ T ✳ P❡✉t✲♦♥ é♥✉♠ér❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ϕ(T ) ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡

❛✈❡❝ t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin ❄ ❙❡❣♦✉✜♥ ❬❙❡❣✵✽❪ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣r❡✉✈❡

❞❡ ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s MSO ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t t♦✉t❡s

❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❝❡❝✐ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ét❛❜❧✐❡ ♣❛r ❈♦❧❝♦♠❜❡t

❬❈♦❧✵✼❪✳ P♦✉rr❛✐t✲♦♥ ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛✲

♣❤✐q✉❡ ❄ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❧✉s r❡str❡✐♥t✱ ❡♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡

❉✉r❛♥❞ ❡t ❖❧✐✈❡ ❬❉❖✵✻❪✱ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥✲

tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin

❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ϕ(T ) s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ T ✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO s✉r

✉♥ ❛r❜r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬❡✛❡❝t✉❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡✮ ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧

❧✐♥é❛✐r❡ ✭♦✉ ♠ê♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t

❞✉ t②♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ét❛✐t ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥

t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ❡♥ t❡♠♣s o(log n)✱ ❞♦♥❝ ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ♣❛r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡✳

✶✸✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ▼❙❖ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡s

✶✸✷



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s

str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

❙♦♠♠❛✐r❡

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✸

✹✳✷ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✷✳✶ ▲♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✷✳✷ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ✈s✳ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✹

✹✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✾

✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ tr❛✐t❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

FO ❞❛♥s ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡

❬❉●✵✼❪✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❛♠❡♥♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡s

str✉❝t✉r❡s ❜✐❥❡❝t✐✈❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ❡t ❞❡

❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐❥❡❝t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❇❉●❖✵✽❪✱

♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝✲

t✉r❡s ❜✐❥❡❝t✐✈❡s ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❝❡s

str✉❝t✉r❡s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ FO ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t

❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✉♥ ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬❉●✵✼❪ q✉✐ ♣rés❡♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡

♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ♠❛✐s

é♥✉♠èr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❞ ❤♦❝✳

✶✸✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

◆♦tr❡ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

tr♦✉✈❡r ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ FO s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ✭♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡

❛❞ ❤♦❝✮ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ■❧ ❢❛✉t

s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ét❛❜❧✐❡

✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭❝♦♠♣❧❡①✐té ❛♣♣❡❧é❡ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✮ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡

❞❡ ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

✹✳✷ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

✹✳✷✳✶ ▲♦❣✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❆ ❝❡♥tr❛❧ ♥♦t✐♦♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ❛s ✐♥ ❬❉●✵✼❪ ✐s t❤❛t ♦❢ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡✳ ■t ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✼ ❚❤❡ ❛r✐t② ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❛r✐t② ♦❢ ✐ts s②♠❜♦❧s✳ ❆ ✉♥❛r② s✐❣♥❛t✉r❡

❤❛s ❛r✐t② 1✳ ❚❤✉s✱ ❛ ✉♥❛r② s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t✱ ♠♦♥❛❞✐❝ ♣r❡❞✐❝❛t❡ ❛♥❞ ✉♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥

s②♠❜♦❧s✳ ❇② ❛ ✉♥❛r② str✉❝t✉r❡ ✇❡ ♠❡❛♥ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦✈❡r ❛ ✉♥❛r② s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❆ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡

✐s ❛ ✉♥❛r② str✉❝t✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥② ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ✉♥❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❛❧❧ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜✐❥✳

❆s ✐♥ ❬❉●✵✼❪✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ✜rst✲♦r❞❡r ❧♦❣✐❝ ♦✈❡r ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❤❛♥❞❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❝✐♣r♦❝❛❧s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ s②♥t❛①✳ ❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞❡✜♥✐t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✽ ❆ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠ τ(x) ✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ f ǫ11 . . . f ǫll (x) ✇❤❡r❡ l ≥ 0✱ ǫi = ±1✱ x ✐s ❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ f ǫii ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧ fi ♦r ✐ts ✐♥✈❡rs❡ f−1
i ✳

❚❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ❛♥❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✉s✉❛❧ ❢r♦♠ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❞❡♥♦t❡ ❜② τ ♦r τ(x) ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♦✉r ✐♥t❡♥t✐♦♥ t♦ ✐❣♥♦r❡ ♦r t♦

s♣❡❝✐❢② ✐ts ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♠❛❦❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ♥♦t❛t✐♦♥

τ(x)✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ τ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ t✉♣❧❡ x✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✇❡

✇✐❧❧ ♣♦✐♥t ✉♣ t❤✐s ❢❛❝t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✧τ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ♦♥ x✧✳

✹✳✷✳✷ ❋✐rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ✈s✳ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✷✾ ▲❡t ψ1(x), . . . , ψs(x) ❜❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ ❞✐s✲

❥✉♥❝t✐♦♥
∨s
i=1 ψi(x) ✐s s❛✐❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ✐❢ ✐ts ❞✐s❥✉♥❝ts ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ψi(x)

✐♠♣❧✐❡s ¬ψj(x)✱ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ i < j ≤ s✳

✶✸✹



✹✳✷✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ ❜② gi∈[s]ψi ❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✐t ✐s ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ❲❡ ✇♦♥✬t ❛r❣✉❡ ❢♦r

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ✇r✐t✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐ts ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡

❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❤❡r✐ts t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ gi∈I gj∈J ψ
j
i ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ gi∈I,j∈Jψ

j
i ✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈❡

t❤❛t ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ❢✉❧✜❧ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡r ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❡s✉❧t ♦✈❡r ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✭❈♦✲

r♦❧❧❛r② ✶✶✸✮✳ ❚❤✐s ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❘♦✉❣❤❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱

❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❧✐t❡r❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❝❛♥ ❜❡

s✐♥❣❧❡❞ ♦✉t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ψ(x)∧ θ(x, y) ✇❤❡r❡ ψ ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ θ ❞❡s❝r✐❜❡s ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ ✇❛② t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ y ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ❞❡t❛✐❧ t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✵ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✐❞✱ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡r✲

❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ✿

✶✳ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s δ(x) ♦❢ ❛r✐t② 1 ❀

✷✳ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❛r✐t② d+ 1 ✭✇✐t❤ d > 0✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ϕ(x, y) ≡ ψ(x) ∧ y = τ(x),

✇❤❡r❡ ψ(x) ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❛r✐t② d ❛♥❞ τ(x) ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠ ❜✉✐❧t ♦♥ ♦♥❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ x ❀

✸✳ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ❛r✐t② d+ 1 ✭✇✐t❤ d > 0✮ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠

ϕ(x, y) ≡ ψ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m]

y 6= τi(x),

✇❤❡r❡ δ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛r✐t② 1 ❛♥❞ d✱ t❤❡ τi(x) ❛r❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡

t❡r♠s✱ ❛♥❞ ψ(x) ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s ❜♦t❤ ♣✇❞i∈[m](τi(x)) ❛♥❞
∧

i∈[m] δ(τi(x))✳

✭❲❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ ❜② ♣✇❞i∈[k](ti) t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
∧

i6=j∈[k] ti 6= tj st❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ti ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s✲

t✐♥❝t✳✮

●✐✈❡♥ t✇♦ s❡ts L✱ L′ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ ❛ s❡t C ♦❢ str✉❝t✉r❡s✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ✧L ⊆ L′ ♦♥ C✧ ✐❢ ❢♦r

❛❧❧ ϕ ∈ L t❤❡r❡ ❡①✐sts ϕ′ ∈ L′ s✉❝❤ t❤❛t ϕ(S) = ϕ′(S) ❢♦r ❛❧❧ S ∈ C✳ ❲❡ ✇r✐t❡ ✧L = L′ ♦♥ C✧

✇❤❡♥ ❜♦t❤ L ⊆ L′ ❛♥❞ L′ ⊆ L ❤♦❧❞ ♦♥ C✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦(q❢ ) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡t ♦❢ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡

✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② g✐❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s t❤❛t ❛r❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥s

♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷ ❖♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❢♦(q❢ ) = g✐❞✳

✶✸✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

Pr❡✉✈❡✳ ■t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥✱ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❧♦❣✐❝✱ t❤❛t ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ gi∈[s]ϕi ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ϕi ✐s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ✭t❤❛t ✐s✱

❛ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧✐t❡r❛❧s✮✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝ g✐❞ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥✱

✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ g✐❞ ✐s

❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡✳ ❙♦ ❧❡t ϕ ❜❡ ❛ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❲❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ϕ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ✐ts ❛r✐t②✳ ■❢ ❛r✐t②(ϕ) = 1✱ t❤❡

r❡s✉❧t ✐s ❝❧❡❛r✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♦♥❡ ✭❛r❜✐tr❛r②✮ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✐♥ ϕ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ϕ ≡ ϕ(x, y)

✇✐t❤ y /∈ x✳ ◆♦✇ ϕ ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ✿

ϕ ≡
∧

±αi(x, y) = βi(x, y) ∧
∧

±Ui(γi(x, y)) ✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ αi✱ βi✱ γi✬s ❛r❡ t❡r♠s ❜✉✐❧t ♦♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ x, y ❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ Ui✬s ❛r❡ ✉♥❛r②

r❡❧❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❇② ❛✉t❤♦r✐③✐♥❣ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ϕ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❡❛❝❤ ❡q✉❛❧✐t②

✭r❡s♣✳ ✉♥❡q✉❛❧✐t②✮ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ y ❛♥❞ x ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ y = τ(x) ✭r❡s♣✳ y 6= σ(x)✮✱ ✇❤❡r❡ τ ❛♥❞ σ

❛r❡ ♥♦✇ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ♦♥ x✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❜② s♦rt✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ ϕ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ✇r✐t❡ ϕ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ✿

ϕ ≡ θ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

y = τi(x) ∧
∧

y 6= σi(x) ✭✹✳✷✮

✇❤❡r❡ ❜♦t❤ θ ❛♥❞ δ ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ✭❚❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝ts Ui(γi)

♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ (4.1) ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ θ ♦r δ✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ t❡r♠ γi ✐s ❜✉✐❧t

♦♥ x ♦r ♦♥ y✳✮

❚✇♦ ❝❛s❡s ♦❝❝✉r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡♠♣t②♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✳ ■❢ ✐t ✐s ♥♦t

❡♠♣t②✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥❥✉♥❝t y = τj(x)✳ ❚❤✉s✱ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ τj(x) ❢♦r ❡❛❝❤

♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ y ✐♥ ϕ✱ ❜✉t t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❥✉♥❝t y = τj(x)✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠ ✿

ϕ ≡ ψ(x) ∧ y = τj(x)

✇❤❡r❡ ψ ✐s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❛♥❞ τj(x) ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠✳ ❇② ✐♥✲

❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ψ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ s❛②

ψ ≡ giψi(x)✳ ❚❤✉s

ϕ ≡ gi (ψi(x) ∧ y = τj(x))

❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❞♦♥❡✱ s✐♥❝❡ ❡❛❝❤ ❞✐s❥✉♥❝t ❛❜♦✈❡ ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❜② ✐t❡♠ (2) ♦❢ ❉❡✜♥✐✲

t✐♦♥ ✶✸✵✳

■❢ ϕ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛♥② ❝♦♥❥✉♥❝t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ y = τ(x)✱ ❊q✉❛t✐♦♥ (4.2) ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ✿

ϕ(x, y) ≡ θ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m]

y 6= σi(x). ✭✹✳✸✮

❍❡r❡✱ θ ❛♥❞ δ ❛r❡ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❛♥❞ t❤❡ σi(x) ❛r❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ t❡r♠s✳

▲❡t✬s ❦❡❡♣ ✐♥ ♠✐♥❞ t❤✐s ❧❛st ❢♦r♠✉❧❛✱ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ g✐❞✳ ❚♦ ❝❛rr② ♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

✶✸✻



✹✳✷✳ ◆♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛s ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ϕ✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ❢♦r ❛ ✇❤✐❧❡ ♦♥ ✐ts s✉❜❢♦r♠✉❧❛ δ(y) ∧
∧

i∈[m] y 6=

σi(x)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s s✉❜❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞✐st✐♥❝t σi t❤❛t s❛t✐s❢② δ✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐s♦❧❛t❡ t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ ♦✉r r❡❛s♦♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ♠✐♥♦r

❢❡❛t✉r❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ δ(y)∧
∧

i∈[m] y 6= vi✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ vi ❛r❡ ♥❡✇ ✜rst✲♦r❞❡r

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡t ✉s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❋♦r m > 0✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② 2[m] t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❜s❡ts ♦❢ [m]✱ ❜② minP t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❛

♥♦♥ ❡♠♣t② P ∈ 2[m]✱ ❛♥❞ ❜②
⋃

P t❤❡ ✉♥✐♦♥ s❡t
⋃

P∈P P ♦❢ ❛♥② P ⊆ 2[m]✳ ■❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

s♦♠❡ P ⊆ 2[m] ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥t✱ ✇❡ s❛② t❤❛t P ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❞✐s❥♦✐♥t m✲s✉❜s❡ts ❛♥❞ ✇❡ ♥♦t❡

P ∈ s❞s[m]✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ P ∈ s❞s[m] ✐❢ {(P )P∈P , [m] \
⋃

P} ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ [m]✳

▲❡t δ ❜❡ ❛ ✜rst✲♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ❛r✐t② 1 ❛♥❞ v = v1, . . . , vm ❜❡ ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆

δ✲t②♣❡ ❢♦r v ✐s ❛ ❢♦r♠✉❧❛ δmP (v)✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ P ⊆ 2[m]✱ t❤❛t ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡s

❛ ♣❛rt✐❝✉❧✐❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ δ✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ❛ss❡rts t❤❛t✱ ❢♦r ❛♥②

i, j ∈ [m] ✿

✶✳ ■❢ i, j ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ s❛♠❡ P ∈ P✱ t❤❡♥ vi✱ vj ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❛ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ❀

✷✳ ■❢ i, j ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ P✱ t❤❡♥ vi✱ vj ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② ❞✐st✐♥❝t

❡❧❡♠❡♥ts ❀

✸✳ ■❢ i ∈
⋃

P✱ t❤❡♥ vi ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❢✉❧✜❧ δ ❀

✹✳ ■❢ i ∈ [m] \
⋃

P✱ t❤❡♥ vi ♠✉st ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥t t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧✜❧ δ✳

❋♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡s❡ ❛ss❡rt✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

(i)
∧

P∈P

∧

i∈P

vi = vminP (ii)
∧

P 6=Q∈P

vminP 6= vminQ

(iii)
∧

P∈P

δ(vminP ) (iv)
∧

i∈[m]\
S

P

¬δ(vi)

❛♥❞ ✇❡ s❡t ✿ δmP (v1, . . . , vm) ≡ (i)∧ (ii)∧ (iii)∧ (iv)✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠ t❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δmP ✿ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛
∨

P∈s❞s[m] δ
m
P (v) ✐s ❛ t❛✉t♦❧♦❣② ❛♥❞ ✐ts ❞✐s❥✉♥❝ts ❛r❡ ♠✉t✉❛❧❧②

❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ δ(y) ∧
∧

i∈[m] y 6= vi ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦

(

gP∈s❞s[m]δ
m
P (v)

)

∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m]

y 6= vi,

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t♦

gP∈s❞s[m]



δmP (v) ∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m]

y 6= vi



.

◆♦✇✱ ❡❛❝❤ ❞✐s❥✉♥❝t ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠✉❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

δmP (v) ∧ δ(y) ∧
∧

P∈P

y 6= vminP .

✶✸✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s δmP (v)∧ δ(y)✱ ❡❛❝❤ vi s✉❝❤ t❤❛t i /∈
⋃

P ❝❧❡❛r❧② ❞✐✛❡rs ❢r♦♠

y✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞♦❡s♥✬t s❛t✐s❢② δ ✇❤✐❧❡ y ❞♦❡s✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ P ∈ P✱ t❤❡ s❡ts {vi, i ∈ P} ❛♥❞

{vminP } ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❣❡t ✿

δ(y) ∧
∧

i∈[m]

y 6= vi ∼ gP∈s❞s[m]

(

δmP (v) ∧ δ(y) ∧
∧

P∈P

y 6= vminP

)

✭✹✳✹✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t δmP (v) ✐♠♣❧✐❡s ♣✇❞P∈P(vminP ) ∧
∧

P∈P δ(vminP ) ✭✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✲

✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ δmP ✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ(x, y) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ (4.3)✱ t❤❛t ✇❡ ❛✐♠ t♦

♥♦r♠❛❧✐③❡✳ ❇② (4.4)✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✿

θ(x) ∧gP∈s❞s[m]

(

δmP (σ1(x), . . . , σm(x)) ∧ δ(y) ∧
∧

P∈P

y 6= σminP (x)

)

,

♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✿

gP∈s❞s[m]

(

θ(x) ∧ δmP (σ1(x), . . . , σm(x)) ∧ δ(y) ∧
∧

P∈P

y 6= σminP (x)

)

.

▲❡t ✉s ❞❡♥♦t❡ ❜② ψP(x) t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ θ(x) ∧ δmP (σ1(x), . . . , σm(x))✳ ❇② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ψP

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ s❛② gi∈[k]ψ
i
P ✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱

❡❛❝❤ ψiP ✐♠♣❧✐❡s ψP ✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ δmP (σ1(x), . . . , σm(x))✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡♠❛r❦ t❤❛t

❢♦❧❧♦✇s ❊q✉❛t✐♦♥ (4.4)✱ ❡❛❝❤ ψiP ✐♠♣❧✐❡s ♣✇❞P∈P(σminP (x)) ∧
∧

P∈P δ(σminP (x))✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

✐♥✐t✐❛❧ ❢♦r♠✉❧❛ (4.3) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥

gP∈s❞s[m] gi∈[k]

(

ψiP(x) ∧ δ(y) ∧
∧

P∈P

y 6= σminP (x)

)

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ψiP ✐s ❛♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛t ✐♠♣❧✐❡s ❜♦t❤ ♣✇❞P∈P(σminP (x)) ❛♥❞
∧

P∈P δ(σminP (x))✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ✐t❡♠ (3) ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✵✳ �

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✸ ❋♦r ❡❛❝❤ (ϕ, S) ∈ ❢♦ × ❜✐❥✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ϕ′ ∈ g✐❞ s✉❝❤ t❤❛t ϕ′(S) = ϕ(S)✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f s✉❝❤ t❤❛t |ϕ′| ≤ f(|ϕ|) ✭✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ S✮

❛♥❞ ϕ′ ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢r♦♠ (ϕ, S) ✐♥ t✐♠❡ f(|ϕ|)|S|✳

Pr❡✉✈❡✳

❲❡ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠

∃zγ(x, z)✱ ✇❤❡r❡ γ ✐s ❛ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✱ s✉❝❤ ❛ γ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

❛ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ◆♦✇✱ r❡❝❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠s t❤❛t ❛ ❢♦r♠✉❧❛ ♦❢ ✐❞ ❝❛♥ ✜t✱

❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✵ ✿

(1) δ(y) ✇✐t❤ ❛r✐t②(δ) = 1 ❀

✶✸✽



✹✳✸✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

(2) ψ(x) ∧ y = τ(x)✱ ✇❤❡r❡ ψ(x) ∈ ✐❞ ❀

(3) ψ(x)∧δ(y)∧
∧

i∈[m] y 6= τi(x)✱ ✇❤❡r❡ δ, ψ ∈ ✐❞ ❛♥❞ ψ(x) ❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s ♣✇❞i∈[m](τi(x))∧
∧

i∈[m] δ(τi(x))✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ♥♦t ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✱ t❤✐s r❡✇r✐t✐♥❣

♦❢ γ ✐♥ g✐❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐s❥✉♥❝t t❤❛t ✜ts t❤❡ ❢♦r♠ (2) ♦r (3) ❛❜♦✈❡✱

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y s✐♥❣✉❧❛r✐③❡❞ ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❢♦r♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥✻✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❤❡♥

✇❡ ✇r✐t❡ ∃zγ(x, z) ❛s ∃z
∨

i γi✱ ✇✐t❤ t❤❡ γi✬s ✐♥ ✐❞✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✐♥ ❡❛❝❤ γi ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (2)

♦r (3)✱ t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ z✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛ ∃zγ(x, z) ❝❛♥ ❜❡

✇r✐tt❡♥
∨

i ∃yγi(x, y)✱ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ γi ✜ts ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠s (1)✱ (2) ♦r (3) ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✵✱ ✇✐t❤ y

❛s t❤❡ s✐♥❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

●✐✈❡♥ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ S✱ ✐t ✐s ♥♦✇ ❡❛s② t♦ tr❛♥s❧❛t❡ ❡❛❝❤ ❢♦r♠✉❧❛ ∃yγi(x, y) ✐♥t♦ ❛

q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ γ̃i(x)✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♥ S✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ γi ✿

(1) ∃yδ(y) ❜❡❝♦♠❡s ❢❛❧s❡ ✐❢ δ(S) = ∅✱ tr✉❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❀

(2) ∃y (ψ(x) ∧ y = τ(x)) ❜❡❝♦♠❡s ψ(x) ❀

(3) ∃y
(

ψ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m] y 6= τi(x)
)

❜❡❝♦♠❡s ❢❛❧s❡ ✐❢ δ(S) ❝♦♥t❛✐♥s ❧❡ss t❤❛♥ m ❡❧❡♠❡♥ts✱

ψ(x) ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❛t ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ card(δ(S)) ❢♦r s♦♠❡ ✜rst✲

♦r❞❡r ❢♦r♠✉❧❛ δ(y) ♦❢ ❛r✐t② 1✱ ✇❤✐❝❤ ✐s O(|δ|.|S|)✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s O(|S|)✱

❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❙♦✱ ϕ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ q✉❛♥t✐✜❡r✲❢r❡❡ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ′ s♦ t❤❛t ϕ(S) =

ϕ′(S)✱ ❛♥❞✱ ❝❧❡❛r❧②✱ ♦♥❡ ❣❡ts |ϕ′| ≤ g(|ϕ|)✱ ❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ g✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛❣❛✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷✳ �

✹✳✸ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✱ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❛♥❞ jth s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ❡❛s② ❢♦r q✉❡r✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜②

✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛ss❡rts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✹ ❋♦r ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ϕ ∈ ID✱

✶✳ ❝♦✉♥t(ϕ,❜✐❥) ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ❀

✷✳ ❥th(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin ❀

✸✳ ❡♥✉♠(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

Pr❡✉✈❡✳ ❚❤❛♥❦s t♦ ▲❡♠♠❛ ✶✺✱ ✇❡ ❥✉st ❤❛✈❡ t♦ ♣r♦✈❡ ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s

♣r♦♦❢ ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❚❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦♥ ❛♥ ✐♥♣✉t (ϕ, S) ✭r❡s♣✳ (ϕ, S, j)✮ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢

✻❚❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♣❛r❛❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✷ ✿ ✇❤❡♥ ❛r✐t②(ϕ) >

1✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✧❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s ♦♥❡ ✭❛r❜✐tr❛r②✮ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❛♥❞ ✇r✐t❡s ϕ ≡ ϕ(x, y) ✇✐t❤ y /∈ x✧

✶✸✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ϕ✳ ❚❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦♣❡r❛t❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ♠♦❞❛❧✐t✐❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞

♦♥ t❤❡ ❢♦r♠ (1)✱ (2) ♦r (3) ♦❢ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✵ t❤❛t ϕ ♠❛t❝❤❡s✳

✶✳ ❝♦✉♥t(ϕ,❜✐❥)✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❝✉rs✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝♦♠♣✉t❡s card(ϕ(S)) ✐♥ t✐♠❡ O(|S|) ❢♦r

❛♥② ϕ ∈ ✐❞ ❛♥❞ S ∈ ❜✐❥✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✐t ✉s❡s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✐❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✵ ❈❖❯◆❚(ϕ, S)

s✐ ❛r✐t②(ϕ) = 1 ❛❧♦rs

❝❛❧❝✉❧❡r ϕ(S)

r❡t✉r♥ card(ϕ(S))

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ y = τ(x) ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ ❈❖❯◆❚(ψ, S)

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i<m y 6= τi ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ ❈❖❯◆❚(ψ, S) ∗ (❈❖❯◆❚(δ, S)−m)

✜♥ s✐

❚❤❡ ❧❛st ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ψ ❢✉❧✜❧s t❤❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

ψ(x)→ ♣✇❞i∈[m](τi) ∧
∧

i∈[m] δ(τi)✳

✷✳ ❥th(ϕ,❜✐❥, <❧❡①)✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ϕ ∈ ✐❞ ❛♥❞ S ∈ ❜✐❥✱ ♣❡r❢♦r♠s ❛

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ st❡♣ ✐♥ t✐♠❡ O(|S|) ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t ❥t❤(ϕ, S,<❧❡①, j) ❝❛♥ ❜❡ ❛❢t❡r✇❛r❞s ❝♦♠♣✉t❡❞

✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❢♦r ❛♥② j ∈ N✳ ❇♦t❤ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♣❤❛s❡ ❛r❡ r❡❝✉rs✐✈❡✳ ❚❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡❛s② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡✳

(1) ■❢ ❛r✐t②(ϕ) = 1✱ t❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛♥❞ s♦rt✐♥❣ ϕ(S) ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ t✐♠❡ O(|S|)✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱

❥t❤(ϕ, S,<❧❡①, j) ❝❛♥ ❜❡ r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❢♦r ❛♥② j✳

(2) ■❢ ϕ(x, y) ≡ ψ(x) ∧ y = τ(x)✱ t❤❡♥ ❥t❤(ϕ, S,<❧❡①, j) = (a, τ(a)) ✇❤❡r❡ a = ❥t❤(ψ, S,<❧❡①, j)✳

(3) ■❢ ϕ(x, y) ≡ ψ(x)∧ δ(y)∧
∧

i≤m y 6= τi(x)✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧t r❡sts ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♠❛r❦s ✿

• ■❢ (A,<A) ❛♥❞ (B,<B) ❛r❡ t✇♦ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡rs ❛♥❞<❧❡① ✐s t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣

❢♦r A×B✱ t❤❡♥ ❢♦r ❛♥② j < card(A).card(B) ✿

❥t❤(A×B,<❧❡①, j) = (❥t❤(A,<A, q), ❥t❤(B,<B, r)),

✇❤❡r❡ q = j ❞✐✈ card(B) ❛♥❞ r = j♠♦❞ card(B)✳

• ▲❡t (A,<) ❜❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r ❛♥❞ F ❛ s✉❜s❡t ♦❢ A✳ ❉❡♥♦t❡ ❜② a0, . . . , ap−1 ✭r❡s♣✳ f0, . . . , fm−1✮

t❤❡ str✐❝t❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♦❢ A ✭r❡s♣✳ F ✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ <✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❛♥② r < p−m ✿

❥t❤(A \ F,<, r) = ❥t❤(A,<, s),

✶✹✵



✹✳✸✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s

✇❤❡r❡ s ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✿

s← r; i← 0; ✇❤✐❧❡ (fi ≤ as ❛♥❞ i < m){i✰✰; s✰✰}; r❡t✉r♥ s.

❚❤❡ ♣r❡❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t♣✉t st❡♣s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❏❚❍✱ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❥th(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❲❡ ✉s❡ s♦♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ T ← s♦rtX✳ ■t ♠❡❛♥s

✧s♦rt t❤❡ s❡t X ❛♥❞ st♦r❡ ✐t ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♦r❞❡r ✐♥ ❛ t❛❜❧❡ T [0, . . . , card(X)− 1]✧✳ ❚❤❡ s♦✉♥❞♥❡ss

♦❢ ❏❚❍ ♣r♦❝❡❡❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ r❡♠❛r❦s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r❧② ❛ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆❧❣♦r✐t❤♠

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✶ ❏❚❍.♣r❡❝♦♠♣(ϕ, S)

❝❛❧❝✉❧❡r card(ϕ(S))

s✐ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ δ ❞✬❛r✐té 1 ❛❧♦rs

❝❛❧❝✉❧❡r δ(S) ❀ ∆← s♦rt δ(S)

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ y = τ(x) ❛❧♦rs

❏❚❍.♣r❡❝♦♠♣(ψ, S)

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i<m y 6= τi ❛❧♦rs

❏❚❍.♣r❡❝♦♠♣(δ, S) ❀ ❏❚❍.♣r❡❝♦♠♣(ψ, S)

✜♥ s✐

�

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✺ ❋♦r ❡❛❝❤ ϕ ∈ ❢♦✱ ❡♥✉♠(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉❡r✐✈❡s ❢r♦♠ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✶✸✱ ▲❡♠♠❛ ✶✽ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✹✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✽ ❚❤✐s ❝♦r♦❧❧❛r② ✐♠♣r♦✈❡s ❚❤❡♦r❡♠ ✼ ♦❢ ❬❉●✵✼❪ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❢♦r

s♦♠❡ ✉♥s♣❡❝✐✜❡❞ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r < ✐♥st❡❛❞ ♦❢ <❧❡①✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ϕ ∈ ❢♦✱ ♣r♦❜❧❡♠ ❥th(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss

❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❤♦❧❞s ❢♦r ❛ ❧❡ss

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢♦r♠✉❧❛ ϕ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✶ ▲❡t ϕ(x) ≡ gi∈[s]ϕi(x) ❜❡ ❛♥ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s

ϕi(x) ♦❢ s✐❣♥❛t✉r❡ σ ❛♥❞ ❧❡t S ❜❡ ❛ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❡t <ϕ
❧❡①

❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✧❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐❝❛❧✧ ♦r❞❡r ♦♥

ϕ(S) ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ ❢♦r ❛♥② a, b ∈ ϕ(S) ✿ a <ϕ
❧❡①
b✱ ✐❢

✕ ❡✐t❤❡r a ∈ ϕi(S) ❛♥❞ b ∈ ϕj(S) ❢♦r s♦♠❡ i < j ≤ s✱

✕ ♦r a, b ∈ ϕi(S) ❢♦r s♦♠❡ i ≤ s ❛♥❞ a <❧❡① b✳

✶✹✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✷ ❏❚❍.♦✉t♣✉t(ϕ, S, j)

s✐ j ≥ card(ϕ(S)) ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ ❡rr♦r

s✐♥♦♥

s✐ ϕ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ δ ❞✬❛r✐té 1 ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ ∆[j]

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ y = τ(x) ❛❧♦rs

a← ❏❚❍.♦✉t♣✉t(ψ, S, j)

r❡t✉r♥ (a, τ(a))

✜♥ s✐

s✐ ϕ ≡ ψ(x) ∧ δ(y) ∧
∧

i∈[m] y 6= τi ❛❧♦rs

β ← card(δ(S))−m

a← ❏❚❍.♦✉t♣✉t(ψ, S, j ❞✐✈β)

Θ← s♦rt {τ1(a), . . . , τm(a)}

i← 0 ❀ s← j♠♦❞β ❀

t❛♥t q✉❡ i < m ❡t Θ[i] ≤ ∆[s] ❢❛✐r❡

{i✰✰, s✰✰}

✜♥ t❛♥t q✉❡

r❡t✉r♥ (a,∆[s])

✜♥ s✐

✜♥ s✐

✶✹✷



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✶✻ ▲❡t ϕ ∈ g✐❞✳ ❚❤❡♥ ❥th(ϕ,❜✐❥, <ϕ
❧❡①

) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✳

Pr❡✉✈❡✳ ❋♦r ❛♥② ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❞✐s❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ϕ ≡ gi∈[1,s]ϕi ❛♥❞ ❛♥② S ∈ ❜✐❥✱

✐t ❤♦❧❞s ✿ ❥t❤(ϕ, S,<ϕ
❧❡①
, j) = ❥t❤(ϕi, S,<❧❡①, k)✱ ✇❤❡r❡ i ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✐♥❞❡① s✉❝❤ t❤❛t j <

∑i
u=1 card(ϕu(S)) ❛♥❞ ✇❤❡r❡ k = j −

∑i−1
u=1 card(ϕu(S))✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❏❚❍ ❢♦r

❥th(ϕ,❜✐❥, <❧❡①) ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✭s❡❡ ♣❛❣❡ ✶✹✶✮ ❢♦r ϕ ∈ ✐❞ ✱ t❤✐s r❡♠❛r❦ ❥✉st✐✜❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛❧❣♦r✐t❤♠ A ❢♦r ❥th(ϕ,❜✐❥, <ϕ
❧❡①

) ✇✐t❤ ϕ ∈ g✐❞ ✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✸ A.♣r❡❝♦♠♣(ϕ, S)

é❝r✐r❡ ϕ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ gi∈[s]ϕi✱ ❛✈❡❝ ❝❤❛q✉❡ ϕi ∈ ✐❞

♣♦✉r i = 1 à s ❢❛✐r❡

❏❚❍.♣r❡❝♦♠♣(ϕi, S)

❝❛❧❝✉❧❡r vi =
∑

j∈[i] card(ϕj(S))

✜♥ ♣♦✉r

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✹ A.♦✉t♣✉t(ϕ, S, j)

s✐ j ≥ vs ❛❧♦rs

r❡t✉r♥ ❡rr♦r

s✐♥♦♥

tr♦✉✈❡r i ≤ s t❡❧ q✉❡ vi−1 ≤ j < vi

r❡t✉r♥ ❏❚❍.♦✉t♣✉t(ϕi, S, j − vi−1)

✜♥ s✐

■t ✐s ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t A r✉♥s ✐♥ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✳ �

✹✳✹ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡

▲❡t S ❜❡ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ D ♦✈❡r ❛ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ s✐❣♥❛t✉r❡ σ✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

S ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② d ✐❢✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s②♠❜♦❧ R ∈ σ✱ ❡❛❝❤ a ∈ D ❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛t ♠♦st d t✉♣❧❡s ♦❢ R✳ ❲❡

❞❡♥♦t❡ ❜② ❞❡❣d t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② d✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts

✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❢♦r ♦✉r q✉❡r② ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♠♣❧② t❤❡ s❛♠❡ r❡s✉❧ts ♦♥

str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧❡♠♠❛ ♦❢ ❬❉●✵✼❪ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✶✼ ✭❉✉r❛♥❞✱ ●r❛♥❞❥❡❛♥✮ ▲❡t d > 0 ❜❡ ❛ ✜①❡❞ ✐♥t❡❣❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ (ϕ, S) ∈ ❢♦×❞❡❣d✱

t❤❡r❡ ❡①✐sts (ϕ′, S′) ∈ ❢♦×❜✐❥ s✉❝❤ t❤❛t ϕ(S) = ϕ′(S′)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s✐③❡ |ϕ′|♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ |ϕ|

❛♥❞ d✱ ❛♥❞ (ϕ′, S′) ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢r♦♠ (ϕ, d, S) ✐♥ t✐♠❡ O(|S|)✱ t❤❛t ♠❡❛♥s✱ ✐♥ t✐♠❡ ≤ f(|ϕ|, d).|S|✱

❢♦r s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f ✳

❲❡ ♥♦✇ ❣✐✈❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s ▲❡♠♠❛✳

✶✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

■♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❛ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ ✐♥t♦ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡

■♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❧✐♥❡❛r FO✲✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞❡❣d t♦ ❜✐❥✳

▲❡t S = 〈D ;R1, . . . , Rq〉 ❜❡ ❛ ρ✲str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ D✱ ♦❢ ❛r✐t② m = maxi∈[q]arity(Ri)

❛♥❞ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② s♦♠❡ ❝♦♥st❛♥t d✳ ❖♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ S ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ σ✲str✉❝t✉r❡ S ′ =

〈D ′;D,T1, . . . , Tq, g, f1, . . . , fm〉 ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ D′ ✇❤❡r❡ D,T1, . . . , Tq ❛r❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❞✐s❥♦✐♥ts ✉♥❛r②

r❡❧❛t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ s✉❜s❡ts ♦❢ D′✮ ❛♥❞ g, f1, . . . , fm ❛r❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♦❢ D′✳ ❙tr✉❝t✉r❡ S ′ ✐s ♣r❡❝✐s❡❧②

❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿

✕ D ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ S✳

✕ Ti ✭i ∈ [q]✮ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ Ri ✭❤❡♥❝❡✱ card(Ti) = card(Ri)✮✳

❚❤❡ ♥❡✇ ❞♦♠❛✐♥ D′ ✐s t❤❡ ❞✐s❥♦✐♥t ✉♥✐♦♥ ✿ D ∪ (D× {1, . . . , d}) ∪ T1 ∪ · · · ∪ Tq✳ ▲❡t ✉s ✉s❡

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s ✿ U = D ∪ (D × {1, . . . , d}) ❛♥❞ T =
⋃

i∈[q] Ti✳

✕ g ❝r❡❛t❡s ❛ ❝②❝❧❡ t❤❛t r❡❧❛t❡s d ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t x ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r

❡❛❝❤ x ∈ D✱ ✐t ❤♦❧❞s g(x) = (x, 1)✱ g((x, i)) = (x, i + 1) ❢♦r 1 ≤ i < d✱ ❛♥❞ g((x, d)) = x✳

❲❡ ❛❧s♦ s❡t g(x) = x ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r x ✭x ∈ T ✮✳

✕ ❊❛❝❤ fi ✐s ❛♥ ✐♥✈♦❧✉t✐✈❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ T ✐♥t♦ D

❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ▲❡t Ri(x1, . . . , xk) ❜❡ tr✉❡ ✐♥ S ❢♦r s♦♠❡ r❡❧❛t✐♦♥ Ri ♦❢ ❛r✐t② k ≤ m ❛♥❞ s♦♠❡

k✲t✉♣❧❡ (x1, . . . , xk) ∈ D
k✳ ❙✉♣♣♦s❡ Ri(x1, . . . , xk) ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❡❧❡♠❡♥t t ∈ Ti✱ t❤❡♥✱

❢♦r ❡❛❝❤ j ∈ [k]✱ s❡t fj(t) = (xj , h) ❛♥❞ s❡t t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ f((xj , h)) = t ✐❢ R(x1, . . . , xk) ✐s

t❤❡ hth t✉♣❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ xj ❛♣♣❡❛rs ✭✇✐t❤ h ≤ d✮✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❧♦♦♣s

fj(x) = x ❢♦r ❛❧❧ ♦t❤❡r x ∈ D′✳

❆♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ✭❞✐❣r❛♣❤✮

♦❢ ❞❡❣r❡❡ 3 ✐s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t

s✐❞❡✳

■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ S ′ ✐s ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ▲❡♠♠❛✳

▲❡♠♠❡ ✶✶✽ ▲❡t θi ❜❡ t❤❡ σ✲❢♦r♠✉❧❛ ❜❡❧♦✇ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥② s②♠❜♦❧ Ri ∈ ρ ♦❢ ❛r✐t② k ✿

θi(x1, . . . , xk) ≡ ∃t(Ti(t) ∧
∧

j∈[k]

∨

h∈[d]

fj(t) = gh(xj)).

❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ (a1 . . . , ak) ∈ D
k ✿

(S, a1, . . . , ak) |= Ri(x1, . . . , xk) ⇐⇒ (S ′, a1, . . . , ak) |= θi(x1, . . . , xk).

❚♦ ❡❛❝❤ ✜rst✲♦r❞❡r ρ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ(x1, . . . , xp)✱ ♦♥❡ ❛ss♦❝✐❛t❡s t❤❡ σ✲❢♦r♠✉❧❛ ϕ′′(x1, . . . , xp) ♦❜✲

t❛✐♥❡❞ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ∃v ✭r❡s♣✳ ∀v✮ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐③❡❞ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ (∃vD(v))

✭r❡s♣✳ (∀vD(v))✮ ✭t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ∃v(D(v) ∧ ...) ❛♥❞ ∀v(D(v)→ ...)✮ ❛♥❞ ❜②

r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❡❛❝❤ s✉❜❢♦r♠✉❧❛ Ri(x1, . . . , xk) ❜② θi(x1, . . . , xk)✳

✶✹✹



✹✳✹✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts ♦♥ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡

T

e

bc

d

a

a

b

c

d

e

t(a, b)

t(b, c)

t(c, a)

t(c, d)

f1

f2

f2 f2

f1

f1

f1

f2

U

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❆ ❞✐❣r❛♣❤ ♦❢ ❞❡❣r❡❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ✸ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ str✉❝t✉r❡

✶✹✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡♠♠❛ ❡①♣r❡ss t❤❛t ♦✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝♦rr❡❝t ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r ✐♥ |S|✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✶✶✽✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✾ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡❞ ❜② ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❢♦r♠✉❧❛ ϕ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✾ ✭✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ S ✐♥t♦ S ′✮ ❋♦r ❛❧❧ (x1 . . . , xp) ∈ D
p ✿

(S, a1, . . . , ap) |= ϕ(x1, . . . , xp) ⇐⇒ (S ′, a1, . . . , ap) |= ϕ′′(x1, . . . , xp).

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s ✿ ϕ(S) = ϕ′′(S ′) ∩ Dp✳ ❚❤❡♥✱ s❡tt✐♥❣ ϕ′(x1, . . . , xp) ≡ ϕ′′(x1, . . . , xp) ∧
∧

i∈[p]D(xi)✱ ✐t ❤♦❧❞s ✿ ϕ(S) = ϕ′(S ′)

▲❡♠♠❡ ✶✷✵ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ S ′ ❢r♦♠ S ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ Oρ,d(|S|)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❆s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ S ′ ❢r♦♠ S ✐s ❡❛s②✱ ♦♥❡ ❤❛s ♦♥❧② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s✳

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ S ✐s ✿

|S| = Θ(|D|+
∑

i∈[q]

card(Ri).arity(Ri)) = Θρ(|D|+
∑

i∈[q]

card(Ri)).

❋♦r S ′✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ✐t ❤♦❧❞s t❤❛t ✿

|D′| = (d+ 1).|D|+
∑

i∈[q]

card(Ri) = Θd,ρ(|S|).

❍❡♥❝❡✱ |S ′| = Θ(m|D′|) = Θd,ρ(|S|)✳ �

❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✈❡❞ ▲❡♠♠❛ ✶✶✼✳ ❋r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✶✶✼ ❛♥❞ ❈♦r♦❧❧❛r✐❡s ✶✶✺ ❛♥❞ ✶✶✻✱ ✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛✲

t❡❧② ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✶ ❋♦r ❡❛❝❤ d > 0 ❛♥❞ ❡❛❝❤ ϕ ∈ ❢♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✿

✶✳ ❡♥✉♠(ϕ,❞❡❣d, <❧❡①) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❀

✷✳ ❥th(ϕ,❞❡❣d, <
ϕ,d) ∈ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin✱ ❢♦r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ♦r❞❡r <ϕ,d ❀

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❙✉✐t❡ ❛✉① ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♦✉✈❡rt❡s ✿

P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ FO s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡t t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❄ ◆♦✉s ♣❡♥✲

s♦♥s ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ❝❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦✉s✲

❥❛❝❡♥t ❡st ♣ré❝❛❧❝✉❧é ♠❛✐s ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ tr❛✐té❡✳

❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✹❜❪ ♦♥t ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,❞❡❣d) ❡♥ t❡♠♣s

f(|ϕ|) · |M| ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ tr✐♣❧❡✮✳ P❡✉t✲♦♥ ♦❜t❡♥✐r ❛✉ss✐ ❧❡ ♠ê♠❡

rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

✶✹✻



✹✳✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❞❡ ❊♥✉♠(ϕ,❞❡❣d) ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❄ ▲❡ s❝❤é♠❛ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥

♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|)|M| ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

❚♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❜♦r♥é❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥✈✐❡ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ❞❡

❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✷✶✮ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ❄

✶✹✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❘❡q✉êt❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é

✶✹✽



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t

r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❙♦♠♠❛✐r❡

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✺✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✸ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✸✳✷ ❈❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✺✳✹ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✺✳✹✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✺✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✳ ✶✺✾

✺✳✺ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✺✳✶ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s

❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✺✳✺✳✷ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ▼❙❖ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s q✉❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❡t ❛❧ ❬❈❊❘✾✵❪ ♦♥t ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦✲

r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ✭❝❧❛ss❡s ♥♦té❡s ❚❲✮ ✿ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ✭❝❧❛ss❡s

✶✹✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

♥♦té❡s ❈❲✮✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s

❝❧❛ss❡s ❚❲ ✿ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭♦✉ ❞❡ str✉❝t✉r❡s✮ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡

✭♥♦té❡ ▲❚❲✮✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s

❈❲ ❡t ▲❚❲ ✿ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ✭▲❈❲✮✳

❊♥ q✉♦✐ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st✲❡❧❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t✱ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♣❡✉t✲♦♥ ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡

♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ s♦✐t ▲❈❲ ♠❛✐s ♥❡ s♦✐t ♥✐ ❈❲✱ ♥✐ ▲❚❲❄ ◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛

❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ♥♦té❡ ❯■●✱ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡s tr♦✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ✐❧

❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■●✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ♥✬❡st ♣❛s✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ❞❡

❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ✿ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♦♥t ✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ✶ ❡t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r

❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❇r❛♥❞st❛❞t ❡t ❛❧✳ ❬❇▲▼✵✺❪ ♦♥t ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■●

♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● ❡st

❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❯■● ∈ ▲❈❲✳ ◆♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛

❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s G✱ ♦♥ ❛ ❝✇(G) ≤ ❞✐❛♠(G) + 2✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❑❛♥t❡ ❬❑❛♥✵✽❪ ♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s G ❡st ❧♦❝❛✲

❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t k > 0✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ Gk ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r

❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ∈ G ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s {x, y} ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡t x, y à ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉

♣❧✉s k ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❈✬❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

♣❧❛♥❛✐r❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ❡①❡♠♣❧❡ ✭♠♦✐♥s ♥❛t✉r❡❧✮ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♠❛✐s ♥♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ ❡t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s

❛❞❛♣t♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡s ❛✉t❡✉rs ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡

♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t ♦♥t ♣r♦✉✈é

q✉✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ é♥♦♥❝é FO ✜①é s✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s

❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ♥♦t✐♦♥

q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❀ ♥♦✉s ❛✣r♠♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r ❛r❣✉♠❡♥t✱

♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ✐❧ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t♦✉t é♥♦♥❝é FO ✜①é s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡

s✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳

❊♥✜♥ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♥✬❡st ♣❛s ❣é♥ér❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿

✕ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬ét❡♥❞r❡ à MSO ✿ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉✬é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO s✉r

❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❀

✕ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✬ét❡♥❞r❡ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✮ ✿ ♥♦✉s ét❛❜❧✐s✲

s♦♥s q✉✬é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ FO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ s✉r ❧❡s

str✉❝t✉r❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

✶✺✵



✺✳✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

✺✳✷ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✿ ❞✬✉♥

❝ôté✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❀ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡

❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✷ ✭❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✮ ❯♥ ❣r❛♣❤❡

G = (V,E) ❡st ❛♣♣❡❧é ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭■● ✿ ■♥t❡r✈❛❧ ●r❛♣❤✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡s ré❡❧s i = [bi, ei]✱ bi < ei✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡ I : V → S t❡❧s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts x, y ❞❡ G✱ ♦♥ ❛✐t {x, y} ∈ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ I(x) ∩ I(y) 6= ∅✳ ▲❛

♣❛✐r❡ (S, I) ♦✉✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ I ❡st ❛♣♣❡❧é❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ G✳ ❙✐

❞❡ ♣❧✉s S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✶✮ ❛❧♦rs G ❡st ❛♣♣❡❧é

❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❯■● ✿ ❯♥✐t ■♥t❡r✈❛❧ ●r❛♣❤✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✷✾ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣r♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❬❈❑✽✼✱ ❈❑◆+✾✺❪ ✿ ✉♥

❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❛❞♠❡t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r

✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I q✉✐ ❡st ♣r♦♣r❡✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐s bI(y) < bI(x) ≤ eI(x) < eI(y)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✵ ❖♥ s❛✐t t❡st❡r ❬❈❑✽✼❪ s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡t✱ s✐

♦✉✐✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❝❡❝✐ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✸ ✭❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s G ❡st ❞✐t❡ ❞❡

❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ f t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❣r❛♣❤❡

G ∈ G✱ t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V (G) ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡r k ≥ 0✱ ♦♥ ❛ ❝✇(Nk
G(x)) ≤ f(k)✳

✺✳✸ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡

❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡t s♦✐t I ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ G✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡✱ s❛♥s

♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts x ❡t y t❡❧s q✉❡ I(x) = I(y)✳ ❊♥

❡✛❡t✱ s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ❛❞♠❡t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y ❛✈❡❝ I(x) = I(y)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡

✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ′ ❡♥ ❞é❝❛❧❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t I(y) s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t

❞é✜♥✐r ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ≤I ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G t❡❧ q✉❡ x ≤I y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ bI(x) ≤ bI(y)✳

✺✳✸✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ s❡r❛ ♣♦✉r ♥♦✉s ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧✬❛♥❛✲

❧②s❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à

❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ▲♦③✐♥ ❬▲♦③✵✼✱ ▲♦③✵✽❪✳

✶✺✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✹ ✭r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s✮ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s G = (V,E)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ P

❞❡ V t❡❧❧❡ q✉❡

✕ P = (A1, . . . , Ak) ♦ù ❝❤❛q✉❡ ✏❝♦✉❝❤❡✑ Ai ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {ai,1, . . . ai,ji} t❡❧ q✉❡

(a1,1, . . . , a1,j1 , a2,1, . . . , a2,j2 , . . . , ak,1, . . . , ak,jk) ❡st ❧❛ ❧✐st❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡s s♦♠✲

♠❡ts ❞❡ V s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ≤I ❀

✕ P♦✉r t♦✉t i ≤ k✱ Ai ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ G ❀

✕ P♦✉r t♦✉t i < k✱ {ai,1, ai+1,1} /∈ E✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r c(x) ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♦✉ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ x✱ ✐✳❡✳ c(x) = i s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ∈ Ai✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣❛rt✐❡❧❧❡✮ b : V → V ✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✏♣♦♥t✏ ✭✑❜r✐❞❣❡✏✮✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ b(x) ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦♠♠❡t y ♣❛r r❛♣♣♦rt à ≤I t❡❧ q✉❡ {x, y} ∈ E ❡t

c(y) = c(x) + 1✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ b ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❡♥ x s✐ ✉♥ t❡❧ y ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❛❧♦rs

b(x) = ⊥✳ ▲❡ t✉♣❧❡ L = (V,≤I , b, c) ❡st ❛♣♣❡❧é r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ G ✭L ♣♦✉r ✑▲❛②❡rs✏✮✳

❖♥ ♥♦t❡ ♥❝(L) ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ L✮ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té k ❞❡ P ✳

❙♦✐t L = (V,≤I , b, c) ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s G✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡t x ❡t y ✿

dc(x, y) = |c(x)− c(y)|

■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s L ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ❞❡ G = (V,E)✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ L

❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s G = (V,E)✳

Pr♦♣r✐été ✶✷✷ P♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts x, y ∈ V ✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ {x, y} ∈ E ⇒ dc(x, y) ≤ 1 ❀

✷✳ dc(x, y) = 0⇒ {x, y} ∈ E ❀

✸✳ c(y) = c(x) + 1⇒ ({x, y} ∈ E ⇔ y ≤I b(x))✳

Pr❡✉✈❡✳ ✭✶✮ ✿ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ {x, y} ∈ E r❡❧✐❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t

x ∈ Ai à ✉♥ s♦♠♠❡t y ∈ Aj ♣♦✉r j > i + 1✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ I(x) ∩ I(y) 6= ∅ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉s

z, t t❡❧s q✉❡ x ≤I z ≤I t ≤I y✱ I(z) ∩ I(t) 6= ∅✳ ❈✬❡st ✈r❛✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t

z = ai+1,1 ❞❡ Ai+1 ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t t = ai+2,1 ❞❡ Ai+2✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿ {ai+1,1, ai+2,1} ∈ E✳

❈❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ P ✳

✭✷✮ ✿ ❈❡ ♣♦✐♥t r❡❢♦r♠✉❧❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Ai ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ G✳

✭✸✮ ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s c(y) = c(x) + 1✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ {x, y} ∈ E ⇒ y ≤I b(x) s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ b(x)✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ x ≤I y ≤I b(x) ❛❧♦rs✱ à

❝❛✉s❡ ❞❡ {x, b(x)} ∈ E✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ {x, y} ∈ E✳ �

❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✺✷



✺✳✸✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡

▲❡♠♠❡ ✶✷✸ ❙♦✐❡♥t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡ ❡t L = (V,≤I , b, c)

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ G✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts x ❡t y✱ dc(x, y) ≤ ❞✐st(x, y) ≤ 2dc(x, y) + 1 ❀

✷✳ ♥❝(L)− 1 ≤ ❞✐❛♠(G) ≤ 2♥❝(L)− 1✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts t❡❧s q✉❡ ❞✐st(x, y) = k✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ P = (x1 =

x, x2, . . . xk, xk+1 = y) ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k ❡♥tr❡ x ❡t y✳ P✉✐sq✉❡ {xi, xi+1} ∈ E✱ ♦♥ ❛ dc(xi, xi+1) ≤ 1✱

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ≤ k✱ ♣❛r ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✶ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

dc(x, y) ≤
k
∑

i=1

dc(xi, xi+1) ≤ k = ❞✐st(x, y)

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y t❡❧s q✉❡ dc(x, y) = h✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ c(x) = j

❡t c(y) = j + h✳ ◆♦t♦♥s ai,ki ✱ ♣♦✉r t♦✉t i ≤ ♥❝(L)✱ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦♠♠❡t s❡❧♦♥ ≤I t❡❧ q✉❡

c(ai,ki) = i✳ ❆❧♦rs✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡ Ai ❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ G ❡t q✉❡ G ❡st ❝♦♥♥❡①❡✱ ❧❛

s✉✐t❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts (x, aj,kj , aj+1,1, aj+1,kj+1
, . . . , aj+h,1, y) ❢♦r♠❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ G ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❛✉

♣❧✉s 2h+ 1 ❡♥tr❡ x ❡t y✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞✐st(x, y) ≤ 2h+ 1✳ ❈❡❧❛ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✭✶✮✳ ✭❊♥ t♦✉t❡

r✐❣✉❡✉r✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉ss✐ ❧❡s ❝❛s ♦ù x = aj,kj ♦✉ y = aj+h,1 ♦✉ ❡♥❝♦r❡ kl = 1 ♣♦✉r ✉♥

❝❡rt❛✐♥ l✱ j < l < j + h ✿ ❞❛♥s t♦✉s ❝❡s ❝❛s✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✳✮

❉❡ ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥✱ ♦♥ t✐r❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧✬❛ss❡rt✐♦♥ ✭✷✮✱ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♠❛①(x,y)∈V 2dc(x, y) =

k − 1 = ♥❝(L)− 1 ❡t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✐❛♠(G) = ♠❛①(x,y)∈V 2❞✐st(x, y)✳ �

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❛✉ss✐ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✹ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y ❞❡ G ✈ér✐✜❛♥t c(x) = c(y)✱ x ≤I y ❡t b(x) 6= ⊥✳ ❆❧♦rs

♦♥ ❛ ❛✉ss✐ b(y) 6= ⊥✱ c(b(x)) = c(b(y)) ❡t b(x) ≤I b(y)✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t c(b(x)) = c(x) + 1 ❡t {y, b(x)} ∈ E✳ ❊♥✜♥✱

t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✑♣♦♥t✏ b✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t b(y) 6= ⊥✱ c(b(y)) = c(x) + 1 = c(b(x))

❡t b(x) ≤I b(y)✳ �

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✺ ✭❛r❜r❡ ❞❡s ♣♦♥ts✱ ♦r❞r❡ ≤L✮ ❙♦✐❡♥t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐✲

t❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡ ❡t L = (V,≤I , b, c) ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ G✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té

TL ♦ù

✕ V ∪ {⊥} ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ TL ❀

✕ (x, y) ❡st ✉♥ ❛r❝ ❞❡ TL s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ b(y) = x✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ TL ❡st ✉♥ ❛r❜r❡✱ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r❡♥t b ❡t ❞❡ r❛❝✐♥❡ ⊥✳ ❖♥ ❧✬❛♣♣❡❧❧❡ ❛r❜r❡ ❞❡s

♣♦♥ts ❞❡ G✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r ≤L ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ s✉r V ∪ {⊥} t❡❧ q✉❡

✕ ≤L ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ TL ❀

✶✺✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

✕ ♣♦✉r ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts x ❡t y ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♥♦❡✉❞ z ❞❛♥s TL✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ x ≤L y s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

x ≤I y✳

❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛✱ s❛♥s ❧❡ r❡❞✐r❡✱ q✉❡ G = (V,E) ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡ ❡t q✉❡ L = (V,≤I , b, c) ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ G

❞✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣♦♥ts TL ❡t ❞✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é ≤L✳

P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✶✷✺ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts x ❡t y ❞❡ G ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❝❤❡ c(x) = c(y) ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s

❛♥❝êtr❡s ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣♦♥ts TL✳

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x t❡❧ q✉❡ b(x) 6= ⊥✱ ♦♥ ❛ c(b(x)) = c(x) + 1 > c(x)✱ ❡t ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r

t♦✉t ❛♥❝êtr❡ y = bn(x) ❞❡ x ❞❛♥s TL✱ n ≥ 1✱ ♦♥ ❛ c(y) > c(x)✳ �

▲❡♠♠❡ ✶✷✻ ❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G t❡❧s q✉❡ c(x) = c(y) ❡t x ≤I y✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐

x ≤L y✳

Pr❡✉✈❡✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ x ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ TL ✭❞✐st❛♥❝❡ ❞❡

x à ❧❛ r❛❝✐♥❡✮✳

Pr♦❢♦♥❞❡✉r(x) = 1 ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ b(x) = ⊥✱ c(x) = c(y) ❡t x ≤I y✳ ❙♦✐t z ❧❡ s♦♠♠❡t

❛♥❝êtr❡ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❞❡ y q✉✐ ❡st ❡♥❢❛♥t ❞❡ ⊥✳ ❖♥ ❛ z ≥I y ≥I x✳ P✉✐sq✉❡ x ❡t z s♦♥t ❞❡✉①

❡♥❢❛♥ts ❞❡ ⊥ ❛✈❡❝ x ≤I z✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ x ≤L z ≤L y✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ≤L✳

Pr♦❢♦♥❞❡✉r(x) > 1 ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t b(x) 6= ⊥✱ c(x) = c(y) ❡t x ≤I y✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

b(y) 6= ⊥✱ c(b(x)) = c(b(y)) ❡t b(x) ≤I b(y) ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✹✳ P❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

❛♣♣❧✐q✉é❡ à b(x) ❡t b(y)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t b(x) ≤L b(y)✳ ❊①❛♠✐♥♦♥s ❞❡✉① ❝❛s✳

❈❛s b(x) = b(y) ✿ P✉✐sq✉❡ x ❡t y s♦♥t ❞❡✉① ❡♥❢❛♥ts ❞❡ b(x) ❛✈❡❝ x ≤I y✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t x ≤L y✳

❈❛s b(x) 6= b(y) ✿ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ c(b(x)) = c(b(y))✱ ❧❡s ♥♦❡✉❞s b(x) ❡t b(y) ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❛♥❝êtr❡s ♥✐

❞❡s❝❡♥❞❛♥ts ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ TL✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ b(x) ≤L b(y) ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ♣ré✜①❡ ≤L✱

t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡ ❞❡ r❛❝✐♥❡ b(x) s♦♥t✱ ♣♦✉r ❝❡t ♦r❞r❡✱ ❛✈❛♥t t♦✉s ❝❡✉① ❞✉ s♦✉s✲❛r❜r❡

❞❡ r❛❝✐♥❡ b(y)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t x <L y✳ ❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ �

❖♥ ♥♦t❡ v1 <L v2 <L . . . <L vn ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ≤L✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡

♣❛r Gi = (Vi, Ei) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞❡ G ♦ù Vi ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s i ♣r❡♠✐❡rs s♦♠♠❡ts ❞❡ G s❡❧♦♥

❧✬♦r❞r❡ ≤L✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❛♥s Gi ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡①tér✐❡✉r à Gi ❡t ❞♦♥♥❡

✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ Gi+1 à ♣❛rt✐r ❞❡ Gi✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✼ ❙♦✐t y ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ V − Vi✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té

NG(y) ∩ Vi = {x ∈ Vi : c(y) ≤ c(x) ≤ c(y) + 1}

✶✺✹



✺✳✸✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡

Pr❡✉✈❡✳ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ NG(y)✱ ♦♥ ❛ c(y)− 1 ≤ c(x) ≤ c(y) + 1✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✶✷✷✳ ■❧

s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✶✳ {x ∈ Vi : c(y) ≤ c(x) ≤ c(y) + 1} ⊆ NG(y) ∩ Vi ❀

✷✳ {x ∈ Vi : c(x) = c(y)−1}∩ (NG(y)∩Vi) = ∅✳ ✭❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ NG(y)∩Vi✱ ✐♥❝❧✉s

❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ Vi : c(y)− 1 ≤ c(x) ≤ c(y) + 1}✱ ❝♦♥t✐❡♥t✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t

❡♥s❡♠❜❧❡✱ t♦✉s ❧❡s x t❡❧s q✉❡ c(y) ≤ c(x) ≤ c(y) + 1 ❡t r✐❡♥ q✉❡ ❝❡✉①✲❝✐✳✮

P♦✐♥t ✶ ✿ ❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❛ c(x) = c(y) ❛❧♦rs x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à NG(y) ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❝❤❡

❡st ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡ ❞❡ G✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té {x /∈ NG(y) : c(x) = c(y)+1}∩Vi = ∅ ✭❛✉tr❡♠❡♥t

❞✐t✱ {x ∈ Vi : c(x) = c(y) + 1} ⊆ NG(y)✮✳

❙♦✐t x ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ V ✈ér✐✜❛♥t x /∈ NG(y) ❡t c(x) = c(y) + 1✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s b(y) = ⊥✳ ❙♦✐t x′

❧✬❛♥❝êtr❡ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ❞❡ x q✉✐ ❡st ❡♥❢❛♥t ❞❡ ⊥✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ y ≤I x ≤I x′ ❡t q✉❡ y ❡t x′ s♦♥t

❞❡s ❡♥❢❛♥ts ❞❡ ⊥✱ ♦♥ ❛ y <L x
′ ✭♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ≤L✮✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ x′ ≤L x✱ ♦♥ ❡♥

❞é❞✉✐t y <L x ❡t ❞♦♥❝✱ ❝♦♠♠❡ y✱ ❧❡ s♦♠♠❡t x ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à Vi✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t b(y) 6= ⊥✳ ❆❧♦rs c(b(y)) = c(x) ❡t x >I b(y) ♣✉✐sq✉❡ {x, y} /∈ E✳ P❛r

❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✻✱ ♦♥ ❛ b(y) <L x ❡t ❞♦♥❝ y <L x✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ q✉❡ x

♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à Vi✳

P♦✐♥t ✷ ✿ ❙♦✐t ✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ NG(y) t❡❧ q✉❡ c(x) = c(y)− 1✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ b(x) 6= ⊥✱ c(b(x)) =

c(y) ❡t y ≤I b(x)✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✻✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t y ≤L b(x)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ b(x) <L x✱ ♦♥

❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥❝♦r❡ y <L x ❡t ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ x /∈ Vi✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✷ ❡t ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉

❧❡♠♠❡✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✶ P❛r ❧❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡s ♣♦♥ts TL ❞❡ G ❡t ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ ≤L s♦♥t ❝❛❧❝✉✲

❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I ❞❡ G✳

✺✳✸✳✷ ❈❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s✳

▲❡♠♠❡ ✶✷✽ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥♥é ♣❛r s❛ r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥ I ❡t s♦✐t L = (V,≤I , c, b) ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ G✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥

t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ♥❝(L) + 1✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s L

❞❡ G✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ T ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k + 1 ❞❡ G ❛✈❡❝

k = ♥❝(L) ♣♦✉r ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ G′ = (V,E, λ) ∈ CWk+1 ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G ❛✈❡❝ λ : V → [k + 1]✳

▲✬ét✐q✉❡tt❡ N = k + 1 ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ét✐q✉❡tt❡ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✭◆ ♣♦✉r ✑◆❡✇✏✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡

❡♥t✐❡r i ∈ [k]✱ ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r G′
i = (Vi, Ei, λi) ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ Gi = (Vi, Ei) ✭❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t

✶✺✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

G[Vi] s✉r ❧❡s i ♣r❡♠✐❡rs s♦♠♠❡ts ❞❡ G s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ≤L✮ ♦ù ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ λi(x) = c(x) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

s♦♠♠❡t x✳ ❖♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧✬❡♥t✐❡r i✱ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′
i ❡st ❞❛♥s CWk+1✳

❈❛s i = 1 ✿ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ G′
1 = •c(v1) ♦ù v1 ❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t ❞❡ G1✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st

✐♠♠é❞✐❛t❡✳

❈❛s i+ 1✭i ≥ 1✮ ✿ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t G′
i ∈ CWk+1 ❡t ♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r y ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t

❞❡ Vi+1−Vi ✿ y = vi+1✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✼✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Gi+1 ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t

à Gi ❧❡ s♦♠♠❡t y ∈ Vi+1 − Vi ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s {{x, y} ∈ E : x ∈ Vi ∧ (c(x) = c(y) ∨ c(x) =

c(y) + 1)}✳ ❉✬♦ù ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❡r♠❡ T q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ G′
i+1 ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ CWk+1 ✿

G′
i+1 = ρN,c(y) ◦ ηN,c(y)+1 ◦ ηN,c(y)(G

′
i ⊎ •N )

❈❡❧❛ s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣❛r ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡ s♦♠♠❡t y ❛✈❡❝ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ N ❀

✕ ♦♥ r❡❧✐❡ y à t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts x ∈ Vi ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s c(y) ❡t c(y) + 1 ❀

✕ ❡♥✜♥✱ ♦♥ réét✐q✉❡tt❡ y ♣❛r s❛ ❝♦❧♦♥♥❡ c(y)✳

❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ G′
i ❡st ❞❛♥s CWk+1✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ [n] ♦ù n = ❝❛r❞(V )✳

▲❛ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❡r❝❤é❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r i = n ✿ G = Gn✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t

q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✭❛r❜r❡✮ T ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r G ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ L ❡t ≤L✱ ❡t

❞♦♥❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ❞❡ G✳ �

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✾ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❝♦♥♥❡①❡ ❞♦♥♥é ♣❛r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

I✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❞❡ ❧❛r❣❡✉r

❞✐❛♠(G) + 2✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s ❧❡♠♠❡s ✶✷✸ ❡t ✶✷✽✳ �

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✷ ❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ▲♦③✐♥ ❬▲♦③✵✽❪ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✱

♠♦✐♥s ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

❝✇(G) ≤ 3 · ♥❝(L) ≤ 3 · ❞✐❛♠(G) + 3

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■●✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✸✵ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛✲

❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❚♦✉t s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✐♥❞✉✐t ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t

s♦♠♠❡t x ❞❡ G✱

❝✇(G[Nk
G(x)]) ≤ ❞✐❛♠(G[Nk

G(x)]) + 2 ≤ 2k + 2.

�

✶✺✻



✺✳✹✳ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

✺✳✹ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✲

✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ♥♦✉s ♠❡tt♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❛rs❡♥❛❧ ❞✬♦✉t✐❧s ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱

❡t❝✮ q✉✐ s✬✐♥s♣✐r❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣❛r ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ ❡♥ ❧❡s ❣é♥é✲

r❛❧✐s❛♥t✳

✺✳✹✳✶ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s

❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣❛r ❧❛

s✉✐t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✻ ✭(k, l)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❯♥❡ (k, l)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ G ❡st

✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ V q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ S ∈ C✱ ♦♥ ❛ t✇(G[S]) ≤ l ❀

✕ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ S ∈ C q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ Nk
G(x)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✼ ✭❝❧❛ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❣r❛♣❤❡s G ❡st ❞✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t

✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 0 ❡t t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ∈ G✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ (k, f(k))✲

❝♦✉✈❡rt✉r❡ Ck ❞❡ G✳

❆✈❡❝ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ♦♥t ét❛❜❧✐ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✶ ❬❋●✵✶❜❪ ❙♦✐t ϕ ✉♥ {E}✲é♥♦♥❝é FO ❡t G ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,G) ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t s♦✐❣♥❡✉s❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪✱ ♦♥ s✬❛♣❡rç♦✐t q✉❡ ❧❡✉rs

♣r❡✉✈❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ss✐ à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✽ ✭❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✮ ❙♦✐t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s

(G, k) ∈ ❣r❛♣❤× N q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t

FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t é♥♦♥❝é ϕ ∈ FO ❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (G, k) ∈ S✱

❞é❝✐❞❡ s✐ ♦♥ ❛ G |= ϕ ❡♥ t❡♠♣s Ok,ϕ(|G|)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✸ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ (G, k) ∈ S s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ G ❡st ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ k ❞❛♥s ❧❛

❤✐ér❛r❝❤✐❡ S ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✷ ▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S = {(G, k) : G ∈ ❣r❛♣❤ ❡t k ≥ t✇(G)} ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t FO✲

❞é❝✐❞❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦❞❧❛❡♥❞❡r ❬❇♦❞✾✻❪ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❞❡

✶✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❧❛r❣❡✉r k ❞❡ G ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❬❈♦✉✾✵❜✱ ❈♦✉✾✷❪ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❞❡ G✱ ❞é❝✐❞❡ s✐ G s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ é♥♦♥❝é ϕ ❞❡ FO✳

❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S = {(G, k) : G ∈ ❣r❛♣❤ ❡t k ≥ ❝✇(G)} ❡st

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦❞❧❛❡♥❞❡r ♣♦✉r

❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ✭❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à é♥♦♥❝é✱ ♣❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✺ ❞❡ ❖✉♠✱ ✐❧

❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ❝✉❜✐q✉❡✱ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞❡ G

❬❖✉♠✵✺✱ ❍❖✵✼❪✮✳

❈❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♠♦t✐✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✸✾ ✭❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✮ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡

S ⊆ ❣r❛♣❤ × N ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t

(G, k) ∈ S✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛✉ ♣❧✉s k ❡♥ t❡♠♣s Ok(|G|)✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

▲❡♠♠❡ ✶✸✸ ❚♦✉t❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈♦✉r❝❡❧❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬❈▼❘✵✵❪ s✉✐✈❛♥t✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✱ ✉♥❡ ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ G ❞❡ ❧❛r❣❡✉r k ❡t ✉♥

é♥♦♥❝é FO ✭♦✉ MSO✮ ϕ✱ ❞é❝✐❞❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok,ϕ(|G|) s✐ ♦♥ ❛ G |= ϕ✳ �

◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ (k, l)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡✲

♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ✭♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ r❛♣♣❡❧é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✵ ✭(k, l,S)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡✮ ❙♦✐❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs k, l ❡t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S ⊆ ❣r❛♣❤×N✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ (k, l,S)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ C ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ V q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳

✕ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ S ∈ C✱ ♦♥ ❛ (G[S], l) ∈ S ❀

✕ P♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ∈ C q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ❜♦✉❧❡ Nk
G(x)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✶ ✭❝❧❛ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t S✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❣r❛♣❤❡s G ❡st ❞✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t S✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r k > 0 ❡t t♦✉t ❣r❛♣❤❡ G ∈ G✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok(|G|) ✉♥❡

(k, f(k),S)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ Ck ❞❡ G t❡❧❧❡ q✉❡
∑

S∈Ck
|G[S]| = Ok(|G|)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✷ ✭❝❧❛ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s

G ❡st ❞✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t S✲

❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

✶✺✽



✺✳✹✳ ▼♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✹ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s q✉✐ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✭❞❡ ❣r❛♣❤❡s✮ ❧✐✲

♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ✭❞❡ ❣r❛♣❤❡s✮ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ (k, l)✲

❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été t✇(G[S]) ≤ l ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r

t♦✉t é♥♦♥❝é ϕ ∈ FO✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝✐❞❡r s✐ G[S] s❛t✐s❢❛✐t ϕ ❡♥ t❡♠♣s Oϕ,l(|G[S]|)✳

❉❡ ❢❛✐t✱ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ ♦♥t ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✱ ✐❝✐ ré❢♦r♠✉❧é✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✹ ❙♦✐❡♥t ϕ ✉♥ {E}✲é♥♦♥❝é FO ❡t G ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡✲

♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,G) ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥tFO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡s ✿

❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐✲

s❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❞❡ ❋r✐❝❦

❡t ●r♦❤❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✸ ✭❝❧❛ss❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✮ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡

❣r❛♣❤❡s G ❡st ❞✐t❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t S✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ S ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✸✺ ❚♦✉t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐✲

r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t FO✲❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❉é❝♦✉❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✶✸✸✳ �

✺✳✹✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

❆✜♥ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❯■●✮ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t S✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S

❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ S s❡r❛ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✱ ♥♦té❡ ❉❯■●✱ q✉❡ ♥♦✉s

✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✹ ❖♥ ♥♦t❡ ❉❯■● ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● ✿

❉❯■● = {(G, k) : G ∈ ❯■● ❡t k ≥ ❞✐❛♠(G) + 2}

▲❡♠♠❡ ✶✸✻ ▲❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❉❯■● ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✷✾✳ �

✶✺✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✼ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❯■● ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● ❡st ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❉❯■●✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✳

❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r k > 0 ❡t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ G ❡t s♦✐t L = (V,≤I , c, b) ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s ❛ss♦❝✐é❡ à I✳

❖♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r Pk,i ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts {x ∈ V : |c(x)− i| ≤ k}✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡

❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Ck = {Pk,i : i ∈ [♥❝(L)]} ❡st ✉♥❡ (k, 4k + 3,❉❯■●)✲❝♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ G ❡t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st

❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s Ok(|G|)✳

✕ ❈♦♠♠❡ Pk,i ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞✬❛✉ ♣❧✉s 2k + 1 ❝♦✉❝❤❡s ❞❡ L✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t✱ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✸✱ ❧❛

❜♦r♥❡ ❞✐❛♠(G[Pk,i]) ≤ 4k + 1✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t (G[Pk,i], 4k + 3) ∈ ❉❯■●✳

✕ ❙♦✐t x ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✷✸✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t y t❡❧ q✉❡ ❞✐stG(x, y) ≤ k✱

♦♥ ❛ |c(x)− c(y)| ≤ k✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t Nk
G(x) ⊆ Pk,i ♣♦✉r i = c(x)✳

✕ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♣❧✉s 2k+1 é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ Ck✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱
∑

i |G[Pk,i]| ≤ (2k+1)|G|✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ Ck ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡✳

�

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ✶✸✼ ❡t ✶✸✹✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✸✽ ❙♦✐t ϕ ✉♥❡ {E}✲❢♦r♠✉❧❡ FO✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(ϕ,❯■●) ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝✐❞é ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡✳

✺✳✺ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡

♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ♥✐ ❛✉① ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ♥✐ ❛✉① r❡q✉êt❡s MSO✳

✺✳✺✳✶ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s

❆ss♦❝✐❡r à ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐✲

t❛✐r❡s G′ = (V ′, E′) q✉✐ ❝♦❞❡r❛ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠✲

♠❡ts ❞❡ G ❡st ♥✉♠ér♦té V = {1, . . . , n} ❡t ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G ♣❛r ❧❡ ♠♦t w(G) =

$#l1#l2# . . . ln#$ ♦ù # ❡t $ s♦♥t ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s s♣é❝✐❛✉①✱ ❛♣♣❡❧és r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é❧✐♠✐t❡✉r ❡t

❡①tré♠✐té✱ ❡t lj ❡st ❧❛ ❧✐st❡ e1, e2 . . . edj ❞❡s ❛rêt❡s ❛❞❥❛❝❡♥t❡s ❛✉ s♦♠♠❡t j ✭dj ❡st ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ j✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✸✾ P♦✉r G = (V,E) ♦ù V = {1, 2, 3, 4}✱ E = {a, b, c, d} ❡t a = 12✱ b = 13✱ c = 23✱

d = 34✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ ♠♦t w(G) = $#ab#ac#bcd#d#$✳

✶✻✵



✺✳✺✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✺ ❯♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛rêt❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞❡ G ✿ ✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❛rêt❡

❞❛♥s w(G)✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞✬❛rêt❡ ❡st a, b, c, d✳ ❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡

❞✉ ♠♦t w(G) ❡st |w(G)| = 2❝❛r❞(E) + n+ 3 = O(|G|) ❡t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ w(G) à ♣❛rt✐r ❞❡

G ❡st ❛✉ss✐ O(|G|)✳

◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♠♦t w(G) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s G′ = (V ′, E′) ♦ù V ⊆ V ′ ❡t q✉✐

❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s I s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛rêt❡ ✭r❡s♣✳ s②♠❜♦❧❡ ❞é❧✐♠✐t❡✉r #✱ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❡①tré♠✐té $✮ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

p ❞❛♥s w(G)✱ ♥♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ✭r❡s♣✳ tr♦✐s✱ q✉❛tr❡✮ s♦♠♠❡ts xi ∈ V ′ ✱

1 ≤ i ≤ 2 ✭r❡s♣✳ 1 ≤ i ≤ 3✱ 1 ≤ i ≤ 4✮✱ ❛✈❡❝ I(xi) = [p, p+ 1]✳

✷✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t v ∈ V ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ❞é❧✐♠✐t❡✉rs # s♦♥t ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s p ❡t p′

❞❛♥s w(G)✱ p < p′✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ V ′ ❛✈❡❝ I(x) = [p, p′ + 1]

✸✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e ∈ E ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞✉ s②♠❜♦❧❡ q✉✐ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t

❞❛♥s w(G) ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s p ❡t p′ ❞❛♥s w(G)✱ p < p′✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ s♦♠♠❡t

x ∈ V ′ ❛✈❡❝ I(x) = [p, p′ + 1]✳

✹✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s G′ = (V ′, E′) q✉❡ ❝❡✉① ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸✳

❋❛✐s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ✿

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✻ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s G′ ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|G|)✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ I à ♣❛rt✐r ❞❡ w(G) ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t O(|w(G)|) = O(|G|)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✼ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ❞❡ G′ = (V ′, E′)✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ s♦♥t

éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′ ✿

✶✳ I(x) ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❀

✷✳ ❧❡ s♦♠♠❡t x ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡ G′ ❀

✸✳ ❧❡ s♦♠♠❡t x ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❥✉♠❡❛✉ y ❞❛♥s G′✳

❉é✜♥✐r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛ss♦❝✐é

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) à ❧✬✐♥tér✐❡✉r

❞❡ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛ss♦❝✐é G′ = (V ′, E′)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡

{E′}✲❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞♦♥t ❧❡ s❡♥s ❡st s✉❣❣éré ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♠✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s

s♦♥t ✿

❚✇✐♥(x, y) ≡ ∀z((z 6= x ∧ z 6= y)→ (E′(x, z)↔ E′(y, z))

❯♥✐t(x) ≡ ∃y(x 6= y ∧ ❚✇✐♥(x, y))

✶✻✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

P❛r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✶ ⇔ ✸ ❞❡ ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✼✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❯♥✐t(x) ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ I(x) ❡st ✉♥

✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s {I(x), I(y)} ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ {[p, p+

1], [p+ 1, p+ 2]} ✿

❆❞❥❯♥✐t(x, y) ≡ ❯♥✐t(x) ∧❯♥✐t(y) ∧ E′(x, y) ∧ ¬❚✇✐♥(x, y)

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r k = 1, 2, 3, 4, 5 ✿

❚✇✐♥≥k(x) ≡ ∃x1 . . .∃xk(x = x1 ∧
∧

1≤i<j≤k

❚✇✐♥(xi, xj))

❡t ♣♦✉r k = 1, 2, 3, 4 ✿

❚✇✐♥k(x) ≡ ❚✇✐♥≥k(x) ∧ ¬❚✇✐♥≥k+1(x)

P❛r ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ G′ ❡t ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ✸✼✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x ∈ V ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❚✇✐♥2(x) ✭r❡s♣✳ ❚✇✐♥3(x)✱ ❚✇✐♥4(x)✮ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t I(x) ❡st ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ [p, p + 1] ♦ù p ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛rêt❡ ✭r❡s♣✳ s②♠❜♦❧❡ ❞é❧✐♠✐t❡✉r #✱ s②♠❜♦❧❡

❞✬❡①tré♠✐té $✮ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦t w(G)✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ❡♥❝♦r❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❚②♣❡e(x) ✭r❡s♣✳

❚②♣❡#(x)✱ ❚②♣❡$(x)✮✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ V ′ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞é❧✐♠✐t❡✉r #✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ é❝r✐t❡ ✐❝✐ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❜ré❣é❡ s✉❣❣❡st✐✈❡✱ ❡①♣r✐♠❡✱ ♣♦✉r t♦✉t y ∈ V ′✱ q✉❡

❧✬♦♥ ❛ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ I(x) ⊆ I(y) ✿

■♥❝(x, y) ≡ NG′ [x] ⊆ NG′ [y]

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ I(x) ❡st ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ I(y)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ I(y) ❡st ❞❡ ❧❛

❢♦r♠❡ [p, q + 1] ❡t I(x) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [p, p+ 1] ♦✉ [q, q + 1]✳

❇♦✉♥❞(x, y) ≡ (❚②♣❡#(x) ∨ ❚②♣❡e(x)) ∧ ■♥❝(x, y) ∧ ∃z(❆❞❥❯♥✐t(x, z) ∧ ¬■♥❝(x, y))

❊♥ ❡✛❡t s✐ I(x) ❡st [p, p+ 1] ✭r❡s♣✳ [q, q + 1]✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❡ s♦♠♠❡t z q✉✐ ✈ér✐✜❡ I(z) = [p− 1, p]

✭r❡s♣✳ I(z) = [q+1, q+2]✮✱ ♦♥ ❛ I(z) * I(y) ❀ à ❧✬✐♥✈❡rs❡✱ s✐ I(x) ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ [r, r+1]

❛✈❡❝ p < r < q ❛❧♦rs ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛❞❥❛❝❡♥ts à I(x)✱ [r− 1, r] ❡t [r+ 1, r+ 2] s♦♥t t♦✉s

❞❡✉① ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s I(y)✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ I(a) ❡t I(b) s♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ✭❞✐st✐♥❝t❡s✮ ❞❡ I(y)✳

❇♦✉♥❞s(a, b, y) ≡ ❇♦✉♥❞(a, y) ∧ ❇♦✉♥❞(b, y) ∧ ¬❚✇✐♥(a, b)

✶✻✷



✺✳✺✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❡s {E′}✲❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts V ❡t ❧❛

r❡❧❛t✐♦♥ E ❞✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′ = (V ′, E′)✳

∆(x) ≡ ∃a∃b(❚②♣❡#(a) ∧ ❚②♣❡#(b) ∧ ❇♦✉♥❞s(a, b, x))

ΘE(x, y) ≡ ∃z∃a∃b(❚②♣❡e(a) ∧ ❚②♣❡e(b) ∧ ❇♦✉♥❞s(a, b, z) ∧ Inc(a, x) ∧ Inc(b, y))

❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❞✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′ ❡t ❞❡s

r❡♠❛rq✉❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✵ ✶✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t a ∈ V ′✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s a ∈ V s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (G′, a) |=

∆(x)✳

✷✳ P♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts a, b ∈ V ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s {a, b} ∈ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (G′, a, b) |= ΘE(x, y)✳

✸✳ ❙♦✐t t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ G 7→ G′ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G ❡♥ s♦♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❛ss♦❝✐é G′✳ ▲❡

tr✐♣❧❡t (t,∆,ΘE) ❡st ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡

❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

G 7→ G′ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t s✉♣♣♦s❡r ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s G′ ❡st

❝❛❧❝✉❧é s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ I✳ ❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ |I| = O(|G|) ❡t q✉❡ ❧❡

t❡♠♣s ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st O(|I|) = O(|G|)✳ �

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✹✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ♥♦té❡ ❣r❛♣❤

✭r❡s♣✳ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✜①é❡✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ■● ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✸✽ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡

s✐❣♥❛t✉r❡ ✜①é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡

✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s ✭❞✬✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✜①é❡✮ ❞❛♥s

❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés ❝♦❧♦rés ✭s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✮ ❡t✱ ❡♥✜♥✱ ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡

✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r✳

▲❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ❡①♣r✐♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ FO ✭❡t✱ ❛ ❢♦rt✐♦r✐✱

✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ MSO✮ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦✉ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✹✷ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❝(FO, ■●) ❡t ❊♥✉♠(FO, ■●) s♦♥t ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ❧❡s ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ♠❝(FO,❣r❛♣❤) ❡t ❊♥✉♠(FO,❣r❛♣❤)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

✶✳ ❈♦♠♠❡ ♣✲▼❈(FO,❣r❛♣❤)✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✲▼❈(FO, ■●) ❡st ❆❲[∗]✲❝♦♠♣❧❡t ❀

✶✻✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

✷✳ ❙✐ ❊♥✉♠(FO, ■●) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|)|I|c ✭♦ù I ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞♦♥♥é ❡♥ ❡♥tré❡✮✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c✱

❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(FO,❣r❛♣❤) ❡st ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s O(f(O(|ϕ|))|G|c)✱ ♣♦✉r ❧❡s

♠ê♠❡s f ❡t c✳

✺✳✺✳✷ ❊✈❛❧✉❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ▼❙❖ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

✉♥✐t❛✐r❡s q✉❡ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s

P♦✉r ét❛❜❧✐r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦❝é❞❡r ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿

✕ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s

❣é♥ér❛❧❡s ❞❛♥s ❝❡❧❧❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝♦❧♦ré❡s ❀

✕ ❡♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡①❤✐❜♦♥s ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝♦❧♦ré❡s ❞❛♥s

❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

♣r♦♣r❡s I✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✺ ✭❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ m×n ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦❧♦ré G = (V,E, λ)

❛✈❡❝ V = [m] × [n]✱ E = {{(i, j), (i′, j′)} ∈ P2(V ) : |i − i′| + |j − j′| = 1} ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❞❡

❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮ λ : V → [k]✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✸ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s

✭❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✜①é✮ ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝♦❧♦ré❡s✳

Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ✸✽ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ✭♥♦♥ ♦r✐❡♥tés✮✳ ❙♦✐t ✉♥

❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ G = (V,E) ❛✈❡❝ V = [n]✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à G ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ G′ = (V ′, E′, λ)

❛✈❡❝ V ′ = [n]2 ❡t ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ λ : V ′ → {0, 1, 2} ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

✕ à t♦✉t s♦♠♠❡t i ∈ V ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ s♦♠♠❡t (i, i) ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✶ ❞❛♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ G′ ✿ V ❡st ❛✐♥s✐

r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✏❞✐❛❣♦♥❛✉①✑ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❀

✕ à t♦✉t❡ ❛rêt❡ {i, j} ∈ E✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts (i, j) ❡t (j, i) ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✷ ❞❛♥s ❧❛

❣r✐❧❧❡ G′ ❀

✕ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G′ s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ✵✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ G 7→ G′ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ■❧ r❡st❡ à ❞é✜♥✐r

❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ G ❞❛♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ G′ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s MSO ∆(x) ❡t ΘE(x, y)

à ❝♦♥str✉✐r❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s

❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡①♣r✐♠❛❜❧❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛t❤(A, x, y) q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts A ✭A

❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♠♦♥❛❞✐q✉❡✮ ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ✭♣❛r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts✮

❞❡ G′ ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts x ❡t y✳ ❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥t❡r♠é❞❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✻✹



✺✳✺✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

♣❛t❤✬(A, x, y) ≡ ❝❛r❞(NG′(y)∩A) = 1∧A(x)∧∀z((A(z)∧z 6= x∧z 6= y)→ ❝❛r❞(NG′(z)∩A) = 2)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛t❤✬(A, x, y) ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ré✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡

G′ ❡♥tr❡ x ❡t y ❡t ❞❡ i ≥ 0 ❝②❝❧❡s ♠✐♥✐♠❛✉① ✭s❛♥s ❝♦r❞❡✮ ❞❡ G′✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ A ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣r♦♣r✐été

♣❛t❤✬(A, x, y) ❡t ❞♦♥❝ q✉✬♦♥ ❛ i = 0 ✿ A ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ G′ ❡♥tr❡ x ❡t y✳

♣❛t❤(A, x, y) ≡ ♣❛t❤✬(A, x, y) ∧ ∀A′(A′ ( A→ ¬♣❛t❤✬(A′, x, y))

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ sq✉❛r❡(x, y, z, t) ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ (x, y, z, t) ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✹ ❞❡ G′✳

sq✉❛r❡(x, y, z, t) ≡ E′(x, y) ∧ E′(y, z) ∧ E′(z, t) ∧ E′(t, x) ∧ x 6= z ∧ y 6= t

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❧✐♥❡(A, x, y) ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ A ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡ ✭❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♦✉ ✈❡rt✐❝❛❧❡✮

❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ G′ ❡♥tr❡ x ❡t y✳

❧✐♥❡(A, x, y) ≡ ♣❛t❤(A, x, y) ∧ ¬∃u∃v∃w∃z(A(u) ∧A(v) ∧A(w) ∧ sq✉❛r❡(u, v, w, z))

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ V ❞❡ G ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∆(x) ≡ λ(x) = 1✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐sé♠❡♥t ✈♦✐r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts a, b ∈ V ✱ ♦♥ ❛ {a, b} ∈ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

(G′, a, b) |= ΘE(x, y) ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ΘE(x, y) ≡ x 6= y ∧ ∃A∃B∃z(λ(z) = 2 ∧ ❧✐♥❡(A, x, z) ∧ ❧✐♥❡(B, y, z))

❈❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

�

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s

❈❡tt❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ q✉❡ ❧❛ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

❊❧❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ ❝♦♥str✉✐t ❡t ❞❡ t②♣❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❈✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡G′ à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡ t②♣❡ ✭❡t ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r é✈❡♥t✉❡❧❧❡✮

❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❙♦✐t G = (V,E, λ) ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ m× n ❛✈❡❝ V = [m]× [n] ❡t λ : V → [k]✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G′ = (V ′, E′) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à G ✉♥

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥s✏ [3m+2]× [n+2] q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r✐❧❧❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts

V ′ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s E′ ❞❡ G′ s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

❙♦♠♠❡ts ❞❡ G ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t x = (i, j) ∈ [m] × [n] ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r λ(x) = l✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡

❞❛♥s G′

✶✻✺



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

✕ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥✑ (3i, j + 1) ❡t ❞❡ t②♣❡ ✏❱❡rt❡①✑ ❞❡st✐♥é à r❡♣rés❡♥t❡r x ❀

✕ l+1 s♦♠♠❡ts ❞❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥✑ (3i−1, j+1) ❡t ❞❡ t②♣❡ ✏❈♦❧♦r✑ ❞❡st✐♥és à r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r

❞❡ x ❀

✕ l + 1 s♦♠♠❡ts ❞❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥✑ (3i + 1, j + 1) ❡t ❞❡ t②♣❡ ✏❈♦❧♦r✑✱ s♦♠♠❡ts s②♠étr✐q✉❡s ❞❡s

♣ré❝é❞❡♥ts✳

❆ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡✮✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à G′ k+ 2 s♦♠♠❡ts ❞❡ t②♣❡

✏❇♦r❞✑✳

✕ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s (i, 1) ❡t (i, n+ 2)✱ ♣♦✉r i ∈ [3m+ 2]✱ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❀

✕ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s (1, j) ❡t (3m+ 2, j)✱ ♣♦✉r j ∈ [n+ 2]✱ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞ ✈❡rt✐❝❛❧✑✳

❆rêt❡s ❞❡ G′ ✿ ❖♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts x ❡t y ❞❡ V ′ ❞❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥s✑

r❡s♣❡❝t✐✈❡s (i, j) ❡t (i′, j′) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛ i = i′✱ ♦✉ ❜✐❡♥ i′ = i + 1 ❡t j′ ≤ j✱ ♦✉ ❜✐❡♥

i′ + 1 = i ❡t j ≤ j′✳

❉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G′✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✹✹ ❉❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G′ s♦♥t ❥✉♠❡❛✉① s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✏♣♦s✐t✐♦♥✏✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ V ′✱ ♥♦té ≤I ✱ str✐❝t❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥t s❡❧♦♥ ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛✲

♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts x ❡t x′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (i, j) ❡t

(i′, j′) ❛✈❡❝ (i, j) <lex (i′, j′)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈ér✐✜❛♥t i < i′✱ ♦✉ ❜✐❡♥ i = i′ ❡t j < j′✱ ♦♥ ❛ x <I x′✳

❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✺ ▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❢❡r♠é NG′ [x] ❞❡ t♦✉t s♦♠♠❡t x ❞❡ G′ ❢♦r♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡✱ ♥♦té

[b(x), e(x)]✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐❡♥t x ❡t x′ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s (i, j) ❡t (i′, j′)✳ P❛r ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ❞❡ G′✱ ♦♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ x′ ∈ NG′ [x] ⇔ (i− 1, j) ≤lex (i′, j′) ≤lex (i+ 1, j)✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡✱

♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✭❝r♦✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✮✱ q✉❡ ❧❡ ✈♦✐✲

s✐♥❛❣❡ ❢❡r♠é NG′ [x] ❡st ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té NG′ [x] = {x′ ∈ V ′ : b(x) ≤I

x′ ≤I e(x)} ♦ù b(x) ✭r❡s♣✳ e(x)✮ ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ≥lex (i − 1, j) ✭r❡s♣✳ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥

≤lex (i+ 1, j)✮ q✉✐ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ✭r❡s♣✳ ♠❛①✐♠❛❧✮ s❡❧♦♥ ≤I ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ �

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t x ∈ V ′✱ ♦♥ ♥♦t❡ e(x) ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦♠♠❡t y ∈ V ′ ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ ≤I t❡❧ q✉❡ {x, y} ∈ E′✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✻ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ e(x) ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✳

Pr❡✉✈❡✳ ❙♦✐t M = 3m+2 ✭r❡s♣✳ N = n+2✮ ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡s i ✭r❡s♣✳ j✮ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s

(i, j) ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G′✳ P♦✉r ✉♥ s♦♠♠❡t x ∈ V ′✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿ s♦✐t ♣♦s✐t✐♦♥(x) = (i, j) ❛✈❡❝ i <

M ❡t ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥(e(x)) = (i+1, j) ❀ s♦✐t ♣♦s✐t✐♦♥(x) = (M, j) ❡t ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥(e(x)) =

(M,N)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts x ❡t y ❞❡ G′✱ s✐ ♦♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥(x) ≤lex ♣♦s✐t✐♦♥(y)

✶✻✻



✺✳✺✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ♣♦s✐t✐♦♥(e(x)) ≤lex ♣♦s✐t✐♦♥(e(y))✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

x ≤I y ⇒ ♣♦s✐t✐♦♥(x) ≤lex ♣♦s✐t✐♦♥(y)⇒ ♣♦s✐t✐♦♥(e(x)) ≤lex ♣♦s✐t✐♦♥(e(y))⇒ e(x) ≤I e(y)✳ �

▲❡♠♠❡ ✶✹✼ ✶✳ G′ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

♣r♦♣r❡ I : V ′ → S✱ I(x) = [x, e(x)]✳

✷✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ G = (V,E, λ)✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ♣r♦♣r❡ I ❞❡ G′✳

Pr❡✉✈❡✳ ❆ t♦✉t s♦♠♠❡t x ❞❡ V ′✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ I(x) = [x, e(x)] s✉r ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✐s❝rèt❡

❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✳ ❖♥ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ x, y ∈ V ′ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✐st✐♥❝ts✱ ♦♥ ❛ {x, y} ∈ E′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

I(x) ∩ I(y) 6= ∅ ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s x <I y ✭❧❡ ❝❛s y <I x ❡st s②♠étr✐q✉❡✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡s

éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s

{x, y} ∈ E′ ⇔ (y ∈ [b(x), e(x)] ∧ y ≥I x)⇔ x ≤I y ≤I e(x)⇔ [x, e(x)] ∩ [y, e(y)] 6= ∅

✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s {I(x) : x ∈ V ′} ❡st ♣r♦♣r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡✉① ✐♥✲

t❡r✈❛❧❧❡s I(x) ❡t I(y) t❡❧s q✉❡ x <I y ≤I e(y) <I e(x) ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ x 7→ e(x) ❡st

❝r♦✐ss❛♥t❡ ✭❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡✮ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ≤I ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ét❛❜❧✐ q✉❡ I✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′✱ ❡st

✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ✿ G′ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✷✾✳

�

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝♦❧♦ré❡ G ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s G′

❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ ❞❡✉①

s♦♠♠❡ts s♦♥t ❥✉♠❡❛✉① ❞❛♥s G′✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s♦♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✹✹✳

❚✇✐♥(x, y) ≡ x 6= y ∧ ∀z((z 6= x ∧ z 6= y)→ (E′(x, z)↔ E′(y, z))

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r l = 2, . . . , k + 3 ✿

❚✇✐♥≥l(x) ≡ ∃x1 . . .∃xl(x = x1 ∧
∧

1≤i<j≤l

❚✇✐♥(xi, xj))

P♦✉r l = 1, . . . , k + 2✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

❚✇✐♥l(x) ≡ ❚✇✐♥≥l(x) ∧ ¬❚✇✐♥≥l+1(x)

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❛♥s G′ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V ❞❡ G✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t a ∈ V ′✱

♦♥ ❛✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G′✱ a ∈ V s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (G′, a) |= ∆(x) ❛✈❡❝ ∆(x) ≡ ❚✇✐♥1(x)✳

✶✻✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r q✉✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ G′ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞✑✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❚②♣❡B(x) ≡ ❚✇✐♥k+2(x)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✹✻ ✭s♦♠♠❡ts ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t✮ ❙♦✐❡♥t

x ❡t y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G′✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡t y s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ✭r❡s♣✳ ✈❡rt✐❝❛❧❡✲

♠❡♥t✮ s✐ x ❡st à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (i, j) ❡t y ❡st à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (i′, j′) ❛✈❡❝ |i − i′| = 1 ❡t j = j′ ✭r❡s♣✳

i = i′ ❡t |j − j′| = 1✮✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ✈❡rt✐❝❛❧❡✳

▲❡♠♠❡ ✶✹✽ ❙♦✐❡♥t x ❡t y ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ G′ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ✿

✶✳ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✑ ❀

✷✳ ❛✉❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y ♥✬❡st ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞ ✈❡rt✐❝❛❧✑✳

❆❧♦rs✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts x ❡t y s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❡t y ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛

♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ NG′ [x] −NG′ [y] ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉✐ s♦♥t t♦✉s à ❧❛ ♠ê♠❡

♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr❡✉✈❡✳ ⇒ ✿ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡t x, y ❞❡ G′ ✈ér✐✜❛♥t ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦s✐t✐♦♥(x) = (i, j)

❡t ♣♦s✐t✐♦♥(y) = (i, j + 1) ✭r❡s♣✳ (i, j − 1)✮ ❛✈❡❝ 2 ≤ i ≤ M − 1✳ ❆❧♦rs t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡

NG′ [x]−NG′ [y] s♦♥t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (i− 1, j) ✭r❡s♣✳ (i+ 1, j)✮✳

⇐ ✿ ❖♥ ✈❛ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s s♦♠♠❡ts x ❡t y

♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ❡t ♦♥t ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s

s♦♠♠❡ts ❞❡ NG′ [x]−NG′ [y] ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉s à ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿

Pr❡♠✐❡r ❝❛s ✿ ♣♦s✐t✐♦♥(y) <lex ♣♦s✐t✐♦♥(x) ✿ ❈♦♠♠❡ x ❡t y ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❡✲

♠❡♥t✱ ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s

♣♦s✐t✐♦♥(x) = (ix, jx) ❡t ♣♦s✐t✐♦♥(y) = (iy, jy)✳ ❙♦✐t z ✉♥ s♦♠♠❡t ❛✈❡❝ ♣♦s✐t✐♦♥(z) = (iz, jz)✱

(iy, jy) <lex (iz, jz) <lex (ix, jx) ❡t (iz, jz) ét❛♥t ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ (ix, jx) ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡

<lex✳ ❖♥ ❛ iz ≤ ix < N ✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (ix + 1, jx) ❡t z′ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥

(iz + 1, jz)✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ {x′, z′} ⊆ NG′ [x]−NG′ [y]✳

❙❡❝♦♥❞ ❝❛s ✿ ♣♦s✐t✐♦♥(x) <lex ♣♦s✐t✐♦♥(y) ✿ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s②♠étr✐q✉❡ ✭✐♥✈❡rs❡r ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝

❞r♦✐t❡✱ ❤❛✉t ❛✈❡❝ ❜❛s✱ ❡t ✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦r❞r❡ ≤lex✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈é ❧❛ ❝♦♥tr❛♣♦sé❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ �

❏✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y

q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✮ ❡t ✭✷✮ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✽ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t ✿

Ev(x, y) ≡ ¬❚✇✐♥(x, y) ∧ ∀u∀v({u, v} ⊆ NG′ [x]−NG′ [y]⇒ ❚✇✐♥(u, v))

▲✬❛❞❥❛❝❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✻✽



✺✳✺✳ ❘❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✐✣❝✐❧❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s

▲❡♠♠❡ ✶✹✾ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x ❡t y ❞❡ G′ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞✑✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❛

❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✭✶✮ ❡t ✭✷✮✳

✶✳ x ❡t y s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ❀

✷✳ {x, y} ∈ E′ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦♠♠❡t z /∈ NG′ [y] ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t à x✳

Pr❡✉✈❡✳ (1) ⇒ (2) ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ❡t y s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s G′ ❛✈❡❝

♣♦s✐t✐♦♥(x) = (i, j) ❡t ♣♦s✐t✐♦♥(y) = (i + 1, j) ✭r❡s♣✳ (i − 1, j)✮✳ ❖♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t {x, y} ∈ E′✳

❙♦✐t z ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (i, j − 1) ✭r❡s♣✳ (i, j + 1)✮✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ z /∈ NG′ [y] ❡t z

❡st ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐❝❛❧❡♠❡♥t à x✳

(2) ⇒ (1) ✿ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ❛ ❧✬❛rêt❡ {x, y} ∈ E′ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t z /∈ NG′ [y] ❛❞❥❛❝❡♥t ✈❡rt✐✲

❝❛❧❡♠❡♥t à x✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣♦s✐t✐♦♥(x) = (i, j)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ♣♦s✐t✐♦♥(z) = (i, j + 1) ✭r❡s♣✳ (i, j − 1)✮✳

▲❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ NG′ [x]−NG′ [z] ❞♦♥t y ❢❛✐t ♣❛rt✐❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥

(i− 1, j) ✭r❡s♣✳ (i+ 1, j)✮✳ ❉♦♥❝ x ❡t y s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t✳ �

❏✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts x, y

q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t②♣❡ ✏❇♦r❞✑ s♦♥t ❛❞❥❛❝❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡♠❡♥t ✿

Eh(x, y) ≡ E
′(x, y) ∧ ∃z(Ev(x, z) ∧ z /∈ NG′ [y])

❖♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✭♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ G′✮ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t a ∈ V ✱ ♦♥ ❛ λ(a) = i s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (G′, a) |= Θλi(x)✱ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

Θλi(x) ≡ ∃y(Eh(x, y) ∧ ❚✇✐♥si+1(y))

❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s s♦♠♠❡ts a, b ∈ V ✱ ♦♥ ❛ {x, y} ∈ E s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (G′, a, b) |= ΘE(x, y) ♣♦✉r

❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

ΘE(x, y) ≡ Ev(x, y) ∨ ∃u∃v(Eh(x, u) ∧ Eh(u, v) ∧ Eh(v, y))

❖♥ ❛✐♥s✐ ét❛❜❧✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ∆✱ ΘE ❡t Θλi ♣♦✉r i ∈ [k]✱ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ✐♥✲

t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝♦❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳ ❆

❝❛✉s❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✹✼✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

▲❡♠♠❡ ✶✺✵ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ FO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r✐❧❧❡s ❝♦❧♦ré❡s ❞❛♥s ❧❛

❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡✉rs r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✳

❉❡s ▲❡♠♠❡s ✶✹✸ ❡t ✶✺✵✱ ♦♥ t✐r❡ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✺✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ MSO✲✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥é✲

r❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳

✶✻✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ❈❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s✱ ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s

❉❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■● q✉❡ ♣♦✉r ❧❛

❝❧❛ss❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❣é♥ér❛❧❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✺✷ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ΣkP ✭k ≥ 1✮ ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r

✉♥ {E}✲é♥♦♥❝é MSO ϕ t❡❧ q✉❡ ♠❝(ϕ,❯■●) ❡st ΣkP ✲❝♦♠♣❧❡t✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❊♥ ❞♦♥♥❛♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t

❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡✱ ❋r✐❝❦ ❬❋r✐✵✹❪ ❛ ♣r♦✉✈é q✉✬♦♥ ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ r❡q✉êt❡ ϕ(M) ❞❡ FO s✉r ✉♥❡

str✉❝t✉r❡M ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❡♥ t❡♠♣s O(|M|+ |ϕ(M)|)✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥

♥❛t✉r❡❧❧❡ s❡ ♣♦s❡ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ é♥✉♠ér❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ϕ(M) à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❄

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♦♥ ♥♦t❡ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❋r✐❝❦ s✬❛❞❛♣t❡ ❛✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t

❡t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝❧✐q✉❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ❡t s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❯■●✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ s❡ ♣♦s❡r

❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✿ ♣❡✉t✲♦♥ é♥✉♠ér❡r à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ϕ(M) ♣♦✉r M ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à

✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ✭♦✉ s❡✉❧❡♠❡♥tM∈ ❯■●✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ FO ❄

✶✼✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ✐❝✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s êtr❡ ❧❡s ❛♣♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt q✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s s✉s❝✐té❡s ♣❛r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡t q✉✐ s✬❛❥♦✉t❡♥t à ❝❡❧❧❡s

❞é❥à ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

◆♦s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s❡ s✐t✉❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡✉① ♣❧❛♥s ✿

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♦✉ s②sté♠❛t✐sé❡s

✕ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✿ tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❡t ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s✱ ré❞✉❝t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s✱ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s

q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ✜♥✐❡s✱ ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✹ ❀

✕ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❡t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✿ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱ r❡♣rés❡♥t❛♥ts ❡t ❛r❜r❡s

❞❡ ❝❤♦✐①✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❧❡s ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❀ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦✉❝❤❡s✱ ❛r❜r❡

❡t ♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐és✱ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳

▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s

✕ ❞❡s ❜♦r♥❡s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ✿ r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✱

r❡q✉êt❡s MSO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✱ r❡q✉êt❡s ❈❈◗6= ❀

✕ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝ ♦✉

s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐tés✱ r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❡t❝✳

✻✳✶ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❯♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦s rés✉❧t❛ts s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ✿

✕ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✉♠(f, g) ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❀

✕ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞②♥(f, g) ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✏❞②♥❛♠✐q✉❡s✑✱ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐✳

✶✼✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣♦✉r ❝❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❞❛♣té❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳ ❈❡s ❝❧❛ss❡s

s♦♥t r♦❜✉st❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡

✭♣♦✉r✈✉ q✉✬✐❧ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❛❝❝ès ♣❛r ❛❞r❡ss❡✮ ❡t à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳

●é♥ér❛❧✐té✴♦♣t✐♠❛❧✐té

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❞✐✲

✈❡rs❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♦✉ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡

✈✉❡ ❡st ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ✭NP✲

❝♦♠♣❧❡ts✮✱ ❞❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s à ♣❛rt✐r

❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❡♥ ❡①❛✲

♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✜♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ϕ(M)✱ ♥♦♥

s❡✉❧❡♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ M✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠êtr❡s✱

♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❡t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✐és à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❀ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r

❝❡❧❛ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❋✲❆❈◗all 6=✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✭♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é♥✉♠é✲

r❛t✐♦♥ ❡t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s à ❥♦✉r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❡t

❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ✭♦✉ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ♣❤❛s❡ st❛t✐q✉❡✮ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝✲

t✐♦♥ f ✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱

❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ s❝❤é♠❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✱ ♥♦t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❡t ❞♦♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬✐♥térêt ❡t ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡✳ ▲❛ ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡

♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ q✉❡ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛❞ ❤♦❝

♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞♦♥♥é✳

▼ét❤♦❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❜❛s❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡st ✉♥❡

❢♦r♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ✭❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✹✮ ✿ t②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s r❛♠❡♥♦♥s✱ ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ϕ(M) à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ϕ′(M′) = ϕ(M) ♦ù ϕ′ ❡st ✉♥❡

❢♦r♠✉❧❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦✐♥s q✉❡ ϕ ❡t q✉✬♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ M′✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t✱ t♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s ✭❝♦✉✈❡rt✉r❡s✱

r❡♣rés❡♥t❛♥ts✱ ❛r❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐①✱ ❡t❝✮✱ q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❝❡tt❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✲

✜❝❛t❡✉rs ❡t ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s r❡q✉êt❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡

s❡r✈✐r ❞❡ ❝❡s ♦✉t✐❧s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s

▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳ ❈❡❝✐ ❡st à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♦❜t❡♥✉❡

✶✼✷



✻✳✶✳ ◆♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

♣❛r ●r♦❤❡✱ ❙❝❤✇❡♥t✐❝❦ ❡t ❙❡❣♦✉✜♥ ❬●❙❙✵✶❪ ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P 6= NP✮ ✿ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡

❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s G✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❝(❈◗G) ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t

s✐ G ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡✳ ■❝✐✱ ❈◗G r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s

❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ●❛✐❢♠❛♥ ❡st ❞❛♥s G✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ ❈◗H,S ✭r❡s♣✳

❈◗6=
H,S✮ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❈◗ ✭r❡s♣✳ ❈◗6=✮ ❞♦♥t ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ ❡st H = (V,E)

❡t ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡st S ⊆ V ✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡

♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t ❤②✲

♣❡r❣r❛♣❤❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡H = (V,E) ❡t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts S ⊆ V ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❊♥✉♠(❈◗H,S)

✭r❡s♣✳ ❊♥✉♠(❈◗6=
H,S)✮ ❡st ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬❤②♣❡r❣r❛♣❤❡ H ❡st

S✲❝♦♥♥❡①❡ ♣❛r ⊆✲❡①t❡♥s✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✮✳

❈♦♥st❛♥t❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡s ❞✉ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡

◆♦tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ MSO ϕ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡M ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

❜♦r♥é❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝♦♥tr❛st❡ ét♦♥♥❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①

❢❛✐s s✉✐✈❛♥ts ✿ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❛ été ♣r♦✉✈é ♣❛r ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✹❜❪ ✭s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ P 6= NP✮

q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ d ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ f ✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐

❞é❝✐❞❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ ❞❡ MSO✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ϕ(M) 6= ∅ ❡♥ t❡♠♣s f(|ϕ|)|M|d✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡

❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ϕ(M) ❡①é❝✉t❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❞❡

t❡♠♣s f(|ϕ|)|M|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ♥♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣✉✐s é♥✉♠èr❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s S ∈ ϕ(M)✱ à

❞é❧❛✐ ❜♦r♥é ♣❛r c|S|✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✳ P✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥✬✐♥tè❣r❡

❛✉❝✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛❝❤é✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❞✉ ❞é❧❛✐ ❡st ♣❡t✐t❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❡t ❢❛✐t

❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ f(|ϕ|)✱ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t é♥♦r♠❡✳

❈♦♠♣❧❡①✐té ♦♣t✐♠❛❧❡

▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡

❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✭❧❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s

❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✮ ✿ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡

❝✬❡st ✉♥ ❝❛s ♣❧✉tôt r❛r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ k✲❝❤❡♠✐♥s ✭❝❤❡♠✐♥s

s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r k✮ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❡♥ t❡♠♣s Ok(|G|c) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ✭✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ k✮✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ FPT 6= #W [1] ❬❋●✵✹❛❪✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉

k✲❝❤❡♠✐♥ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❈❈◗6=✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❈❈◗ 6=

♥✬❡st ♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥✐ ♠ê♠❡ O(|M|c)✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡

c ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ϕ✱ ❝❡❝✐ s♦✉s ❧❛ ♠ê♠❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝

❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ s❛✐t é♥✉♠ér❡r à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

ϕ(M) ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡✳

✶✼✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♠♣❧❡①✐té q✉❛s✐✲♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡

❉❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ♦♥ ❛ ♣r♦✉✈é q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ j✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡

MSO ϕ(T ) s✉r ✉♥ ❛r❜r❡ T ❡♥ t❡♠♣s Oϕ(|S| log |T |)♥ ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❝❤❛♣✐tr❡ ✸✮✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡q✉êt❡

❈❈◗ ✭s❛♥s ✐♥é❣❛❧✐té✮ ✿ ✉♥ t❡♠♣s Oϕ(log |M|) ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t Oϕ(|M|)✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱

❧❡ t❡r♠❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❡st ❞û à ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ♣❛r❛✐t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t é✈✐t❛❜❧❡✳

P❡✉t✲♦♥ ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ❢❛❝t❡✉r ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ ♦♥ s❛✈❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ j✲è♠❡

s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❈❈◗✮ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t t❡st❡r ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❧❛

♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ tr✐é✳

❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❤✐❜é ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s

❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✱ ♥♦té❡ ❯■●✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ é♥♦♥❝é FO ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐✲

♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ♣❡✉t s✬ét❡♥❞r❡ ♥✐ à MSO ♥✐ s✉r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s

❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❛✉ss✐ q✉✬♦♥ ② ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡

❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ❈✬❡st à ♣❛rt✐r ❞❡

❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❋r✐❝❦ ❡t ●r♦❤❡ ❬❋●✵✶❜❪ q✉❡ ♥♦✉s

❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é ♥♦tr❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ❯■●✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡

❯■● ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❧❛ss❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s à êtr❡ ♣r♦✉✈é❡ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡

s❛♥s êtr❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ♥✐ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✱ ❧à ❛✉ss✐ ❞❡

❢❛ç♦♥ ♣r♦✉✈é❡✳

✻✳✷ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s

◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ✐❝✐ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❧❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s

❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❞❛♥s ❧❡s q✉❛tr❡ ✈❡rs✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t j✲

è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡✱ ❝❡s q✉❛tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té

❝r♦✐ss❛♥t❡✳ ❙❡✉❧ ❝❛s q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s❝✉té✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡

❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♦✉ q✉✐ ❡♥

❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♦ù ✐❧ ❡st ♣r♦✉✈é✳ ▲❡s

rés✉❧t❛ts s❛♥s ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❞é♠♦♥trés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♦✉ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s

❞❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s ♦♠❡tt♦♥s✱ ❞❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s FO ét✉❞✐é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ s✉r

❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧s ♥✬ét✉❞✐❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❡✉r

é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛rq✉és ❛✈❡❝ ✏ ❄✑ ✭❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣♦✉r ❧❡s r❡q✉êt❡s ❆❈◗✮ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❀ ♥♦✉s ❝♦♥❥❡❝t✉r♦♥s q✉✬✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐

❞✐✣❝✐❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❆❈◗ 6=✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿

✕ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♠❜✐♥é❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s ♣rés❡♥tés ❛✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ✷ ❡t ✸ ❀

✶✼✹



✻✳✷✳ ❘é❝❛♣✐t✉❧❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s

✕ ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s r❡q✉êt❡s FO ♦✉ MSO s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡

❝❧✐q✉❡ ❜♦r♥é❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳

✶✼✺



❈
❤
❛♣

✐tr❡
✻✳

❈
♦♥

❝❧✉
s✐♦♥

♠❝(ϕ) ❊♥✉♠(ϕ) ❈♦✉♥t(ϕ) ❏t❤(ϕ)

FO ✭deg(M) ≤ k✮ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❙❡❡✾✻❪ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❬❉●✵✼❪ ❧✐♥é❛✐r❡ ❈♦♥st❛♥t✲❚✐♠❡lin

MSO ✭t✇(M) ≤ k✮ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❈♦✉✽✼❪ ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❆▲❙✾✶❪ ❞②♥(|M|, |S| log |M|)

❈❈◗ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❨❛♥✽✶❪ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ❧✐♥é❛✐r❡ ❞②♥(|M|, log |M|)

❈❈◗ 6= ❧✐♥é❛✐r❡ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ★❲[1]✲❝♦♠♣❧❡t ❬❋●✵✹❛❪ ★❲[1]✲❞✉r ❬❋●✵✹❛❪

❆❈◗ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬❨❛♥✽✶❪ ❞é❧❛✐ O(|M|) ❄ ❄

❆❈◗ 6= ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é❧❛✐ O(|M|) ★❲[1]✲❝♦♠♣❧❡t ❬❋●✵✹❛❪ ★❲[1]✲❞✉r ❬❋●✵✹❛❪

❈◗(❝t✇(ϕ) ≤ k) O(|❉♦♠(M)|k+1) ❬❈❘✵✵❪ ❡♥✉♠(|❉♦♠(M)|k+1, 1) O(|❉♦♠(M)|k+1) ❞②♥(|❉♦♠(M)|k+1, log |M|)

❈◗6=(❝t✇(ϕ) ≤ k) O(|❉♦♠(M)|k+1) ❡♥✉♠(|❉♦♠(M)|k+1, 1) ★❲[1]✲❝♦♠♣❧❡t ❬❋●✵✹❛❪ ★❲[1]✲❞✉r ❬❋●✵✹❛❪

❈◗✱ ❈◗6= W [1]✲❝♦♠♣❧❡t ❬P❨✾✾❪ W [1]✲❞✉r ❬P❨✾✾❪ ★❲[1]✲❝♦♠♣❧❡t ❬❋●✵✹❛❪ ★❲[1]✲❞✉r ❬❋●✵✹❛❪

✶✼✻



✻✳✸✳ ◗✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♦✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts

✻✳✸ ◗✉❡❧q✉❡s q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♦✉ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts

❉❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s ❞✉ ♠❛♥✉s❝r✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❡t

❝♦♥❥❡❝t✉r❡s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡s ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ é♥♦♥ç❛♥t ❞✬❛✉tr❡s q✉❡st✐♦♥s

♦✉✈❡rt❡s ♦✉ ❡♥ s✉❣❣ér❛♥t ❞❡s ♣✐st❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣♦rté❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✳

❈❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬é♥✉✲

♠ér❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✉♠(f, g) ❡t ❧❡✉rs ✈❛r✐❛♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ s✬❡st

❛✈éré❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ♥♦s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❡❧❧❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ tr♦♣ str✐❝t❡ ♣♦✉r

♣♦✉✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ♣♦s❡r ❧❛

q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❡♥✉♠(f, g)✳

❚❡♠♣s ❣❧♦❜❛❧ ✴ ❞é❧❛✐ ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥

■❧ s❡r❛✐t ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♥❛t✉r❡❧ ♦✉ ♥♦♥✱ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s s♦✐t

é♥✉♠ér❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ✜①é ♦✉ ♥♦♥✱ ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❡♥ ❧✬❡♥tré❡ ✰ ❧❛ s♦rt✐❡✮✱ s❛♥s

q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ à ❞é❧❛✐ O(|S|)✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ S✱ ❛♣rès ✉♥ ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❡♥

t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❛t✉r❡❧ q✉✐ s♦✐t é♥✉♠ér❛❜❧❡ à ❞é❧❛✐

❝♦♥st❛♥t ❡t ♣ré❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❧❡ s♦✐t ♣❛s ✭♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡

❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮ ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡ ❄ ❯♥ t❡❧ rés✉❧t❛t s❡r❛✐t à ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t

❞❡ ❏♦❤♥s♦♥✱ P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❡t ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s ❬❏P❨✽✽❪ ✿ ♦♥ ♣❡✉t é♥✉♠ér❡r à ❞é❧❛✐ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t ❞❛♥s

❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡ t♦✉s ❧❡s st❛❜❧❡s ♠❛①✐♠❛✉① ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♠❛✐s✱ s✐ P 6= NP✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s

❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ✐♥✈❡rs❡✳

❈♦♠♣t❛❣❡ ✴ é♥✉♠ér❛t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♣❧✉s ✏❞✐✣❝✐❧❡✑ q✉❡

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ é✈♦q✉é ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧✬é♥✉✲

♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ r❡q✉êt❡ ❈❈◗ 6= ❡st ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✏♠✐♥✐♠❛❧❡✑ ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin

❛❧♦rs q✉❡✱ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ FPT 6= #W [1]✱ ❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡q✉êt❡ ♥✬❡st

♣❛s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ FPT ✭❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ét❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡✮✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♣r♦❜è♠❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st✲✐❧ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡ ❄ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st

❧❛r❣❡♠❡♥t ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s s✉✐✈❛♥t❡s q✉❡

♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ❧❡s r❡q✉êt❡s MSO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡

❜♦r♥é❡✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✱ ❧❡s r❡q✉êt❡s ❈❈◗✳ ❉❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❛s✱

❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ▲✐♥✲❉❡❧❛②lin ✿

✶✼✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❡t ❞✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❝❛r ✐❧s s✬❛♣♣✉✐❡♥t

s✉r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❢♦rt❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❀ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥

très s✐♠♣❧✐✜é❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐♦♥s ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts

❝❛rtés✐❡♥s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st ♣❡rt✐♥❡♥t ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à

♥♦tr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ♣❡✉t✲♦♥ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❛t✉r❡❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥

❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣t❡r s❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉r é♥✉♠ér❛t✐♦♥

❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❄

❈❧❛ss❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❡①❤✐❜❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s ❞❛♥s ❈♦♥st❛♥t✲❉❡❧❛②lin ✿

✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s r❡q✉êt❡s FO s✉r ❧❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ❡t

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛r❜r❡✲❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡s ✭❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✮ q✉✐ s♦♥t ❞é❥à✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♣r♦✉✈é

❋r✐❝❦ ❬❋r✐✵✹❪✱ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝✉♠✉❧é❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡✳
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

✶✼✾





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬❆❍❯✼✹❪ ❆❧❢r❡❞ ❱✳ ❆❤♦✱ ❏♦❤♥ ❊✳ ❍♦♣❝r♦❢t✱ ❛♥❞ ❏❡✛r❡② ❉✳ ❯❧❧♠❛♥✳ ❚❤❡ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s
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❘és✉♠é

❈❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s

q✉❛tr❡ ❝❧❛ss❡s ❞❡ r❡q✉êt❡s✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ❛❝②❝❧✐q✉❡s ❛✈❡❝

✐♥é❣❛❧✐tés✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s r❡q✉êt❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈❛❧✉é❡s à ❞é❧❛✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛

str✉❝t✉r❡✳ ◆♦✉s ❡①❤✐❜♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡

r❡q✉êt❡s s✬❡✛❡❝t✉❡ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡

♣♦✉r ❝❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ t❡♠♣s

❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡ ❛❝②❝❧✐q✉❡ ❡st é✈❛❧✉❛❜❧❡ à ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t ❛♣rès ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ s✐ ❡t

s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✲❛❝②❝❧✐q✉❡✳ ❊♥ s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ r❡q✉êt❡ ▼❙❖ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡

❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❜♦r♥é❡ ♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é❡ à ❞é❧❛✐ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣r♦❞✉✐t❡ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳ ❊♥ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❡✉✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ r❡q✉êt❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞❡❣ré ❜♦r♥é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s

❝♦♥st❛♥t ❧❛ ❥✲è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♦r❞r❡ ❛♣rès ✉♥ ♣rétr❛✐t❡♠❡♥t ❧✐♥ér❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s q✉❡

❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ♦♥t ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡✳ ❉✬♦ù ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ t♦✉t

é♥♦♥❝é ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s✉r ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❀ ❧à ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡

♠❛①✐♠❛❧✐té ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳

▼♦ts✲❝❧és✿ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ r❡q✉êt❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♦✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❜❛s❡ ❞❡

❞♦♥♥é❡s✱ r❡q✉êt❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡✱ ♠♦❞❡❧✲❝❤❡❝❦✐♥❣✱ é♥✉♠ér❛t✐♦♥✱ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞é❧❛✐ ❝♦♥st❛♥t✱ ❧❛r❣❡✉r ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡✱

❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❧✐q✉❡✱ ❤②♣❡r❣r❛♣❤❡✱ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✉♥✐t❛✐r❡s✳

❆❜str❛❝t

❚❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❡r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❋✐rst✱ ✇❡

❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❛❝②❝❧✐❝ ❝♦♥❥✉♥❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛s ✇✐t❤ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❀ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t s✉❝❤ ❛ q✉❡r② ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r

❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✿ t❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s ❛ r❡s✉❧t ❜② P❛♣❛❞✐♠✐tr✐♦✉ ❛♥❞ ❨❛♥♥❛❦❛❦✐s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❡①❤✐❜✐t ❛

s✉❜❝❧❛ss ♦❢ ❛❝②❝❧✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥♥❡①✲❛❝②❝❧✐❝ ❢♦r♠✉❧❛s✳ ❙✉❝❤ q✉❡r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❧❛②

❛❢t❡r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥s❡ ✿ ✐❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

♦❢ t✇♦ ❜♦♦❧❡❛♥ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ t❤❡♥ ❛♥② ❛❝②❝❧✐❝ q✉❡r② ✐s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t

❞❡❧❛② ❛❢t❡r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥♥❡①✲❛❝②❝❧✐❝✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ❛♥② ▼❙❖

q✉❡r② ♦✈❡r ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ❜♦✉♥❞❡❞ tr❡❡✇✐❞t❤ str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♥❡❛r ❞❡❧❛② ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s♦❧✉t✐♦♥

❛❢t❡r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐r❞✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ✜rst✲♦r❞❡r q✉❡r② ♦✈❡r

❜♦✉♥❞❡❞ ❞❡❣r❡❡ str✉❝t✉r❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❥✲t❤ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❡r② ✐♥ ❝♦♥st❛♥t t✐♠❡ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r t✐♠❡
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