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Introduction

Cette thése porte sur les problémes d’énumération. Il s’agit de générer 'une aprés 'autre
toutes les solutions d’'un probléme. La question de I'énumération des solutions intervient na-
turellement dans de nombreux domaines : combinatoire, problémes logiques, requétes dans les
bases de données, etc. On peut citer les exemples combinatoires suivants : énumérer tous les
arbres couvrants ou tous les couplages parfaits d’un graphe donné. Dans ce manuscrit, nous nous
intéressons, non seulement au temps global du calcul de 1’ensemble des solutions, mais aussi,
plus précisément, au délai nécessaire pour produire chaque solution. Par exemple, Uno | |
donne un algorithme qui énumeére & délai constant tous les arbres couvrants d’un graphe donné
aprés un prétraitement en temps linéaire en la taille du graphe. De méme, Shioura et al. | |
prouvent qu’on peut énumérer tous les couplages parfaits avec un délai logarithmique en la taille

du graphe, ceci si un couplage parfait est donné initialement.

Notre travail porte, de facon centrale, sur ’énumération des solutions d’une requéte définie
en logique. 1l existe dans la littérature de nombreux résultats de complexité pour la génération
de l'ensemble des solutions d’une requéte | , , , | mais on trouve peu de
résultats concernant le délai de leur énumération. Dans cette thése, nous cherchons a cerner la
meilleure complexité des algorithmes d’énumération pour les requétes logiques, ceci en fonction
de la taille des structures (“data complexity”). Parfois, nous analysons également la complexité

en fonction aussi de la taille de la formule (“combined complexity” : complexité combinée).

Le probléme de I’énumération des solutions d’une requéte logique est une extension du pro-
bléme de la vérification d’un énoncé dans une structure (“model-checking”). On sait que le pro-
bléme général de la vérification d’un énoncé de la logique du premier ordre (FO) ou du second
ordre monadique (MSO) dans une structure quelconque, problémes notés MC(FO) et Mc(MSO),
est PSPACE-complet (“combined complexity”) dans les deux cas | |-

Pour surmonter cette difficulté, plusieurs auteurs ont étudié la complexité paramétrée du
model-checking, le parameétre étant la taille de la formule (qu’on suppose étre en général bien plus
petite que la taille de la structure). Méme dans ce cadre, Downey et al. | | ont démontré
que la version paramétrée du probléeme MC(FO) est située trés haut dans la hiérarchie des

classes de complexité paramétrée. Au-dela, le probléme de vérification MC(MSO) est difficile,

1



Introduction

méme pour un énoncé fixé, car un énoncé MSO peut exprimer un probléme NP-complet, la 3-
colorabilité par exemple. Plus encore, pour chaque niveau de la hiérarchie polynomiale ¥; P, on
peut trouver un énoncé MSO qui exprime un probléme X P-complet. Pour rendre le probléme
du “model-checking” traitable, il est donc nécessaire de faire des restrictions. Il existe deux sortes
de restrictions :

— des restrictions sur les formules ;

— des restrictions sur les structures.

Les formules conjonctives sont des formules FO trés simples (formules FO n’utilisant que
le quantificateur 3 et le connecteur A) qui sont fondamentales en bases de données et dans
Pexpression de problémes de contraintes. On sait depuis 1977 | | que le probléme du model-
checking des formules conjonctives reste NP-difficile. C’est pourquoi beaucoup de chercheurs
en bases de données et en satisfaction de contraintes ont étudié des restrictions des formules
conjonctives : Ils ont établi que la complexité du model-checking est polynomiale pour les classes
de formules conjonctives suivantes :

— les formules conjonctives acycliques (Yannakakis | )

les formules conjonctives de largeur arborescente (“treewidth”) bornée (Chekuri et Rajara-

man [CRO0]);

les formules conjonctives de largeur hyperarborescente (“hypertreewidth”) bornée (Gottlob
et al. | E

les formules conjonctives de “component hypertreewidth” bornée (Gottlob et al. | 1)-

D’autre part, on connait des classes de structures plus générales pour lesquelles le model-checking
est FPT (le paramétre est toujours la taille de la formule). Ce sont :
— les formules conjonctives de largeur hyperarborescente généralisée (“hypertreewidth”) bor-
née (Gottlob et al. | hE
— les formules conjonctives de largeur hyperarborescente fractionnelle (“fractional hypertree-
width”) bornée (Grohe et Marx | D).
Par ailleurs, si au lieu de restreindre la classe des formules autorisées, on restreint la classe des
structures, alors, pour tout énoncé FO ou MSO, le probléme du model-checking devient FPT
dans les cas suivants :
Pour MSO :
— sur les arbres (Thatcher et Wright | DE
— sur les graphes (ou les structures) de largeur arborescente bornée (Courcelle | ;

1);

— sur les graphes de largeur de clique bornée (combinaison des résultats de Courcelle, Ma-

kowsky et Rotics | | et d’Oum | , -
Pour FO :
— sur les structures de degré borné (Seese | DE



sur les structures de “faible degré” (“low degree”) (Grohe | DE

— sur les structures de largeur arborescente localement bornée (Frick et Grohe | D;
— sur les graphes avec un mineur exclu (Flum et Grohe | D;
— sur les graphes avec un mineur localement exclu (Dawar, Grohe et Kreutzer | |-

11 existe peu de travaux en complexité algorithmique qui étudient les problémes d’énuméra-
tion. Jusqu’a une date récente, tous ne portaient que sur la complexité polynomiale. Dans ce
domaine, Johnson, Papadimitriou et Yannakakis | | ont introduit les trois classes de com-

plexité polynomiale emboitées DelayP C IncP C TotalP.

— DelayP est la classe des problémes énumeérables avec un délai (entre deux solutions) poly-
nomial en la taille de I'entrée;

— IncP (polynomial incrémental) est la classe des problémes énumérables avec un délai po-
lynomial en la somme des tailles de I'entrée et des solutions précédemment énumeérées ;

— TotalP est la classe des problémes dont le temps total d’énumération est polynomial en la

taille de 'entrée + la taille de la sortie.

Dans ce mémoire, on définit des classes de complexité plus fines, voire minimales, pour les
problémes d’énumération : par exemple, un probléme d’énumeération est dit CONSTANT-DELAY/;,,
si on peut énumérer les solutions du probléme, pour une entrée I, & délai constant, aprés un
précalcul linéaire en la taille de I. En conséquence, le temps total de I'algorithme d’énumération

est linéaire en la taille cumulée de 'entrée et de I’ensemble des solutions.

De facon plus générale, on élabore des algorithmes d’énumération agissant en deux phases

successives :

— une phase de prétraitement (précalcul) dont le temps est fonction de la taille de 'entrée I
seulement ;

— une phase d’énumération qui utilise la sortie du prétraitement et dont le délai entre deux
solutions dépend essentiellement de la taille de la solution attendue et ne dépend que

faiblement ou pas du tout de celle de 'entrée I.

Pour plusieurs problémes, on étudie une question plus précise encore que I’énumération des
solutions : la génération de la j-éme solution, selon un ordre donné. La encore, le calcul se

décomposera en deux phases :

— une phase de prétraitement comme pour ’énumération ; cette phase est indépendante du
rang j;
— une phase dite phase dynamique (le calcul, proprement dit) ot I'on lit j et calcule la j-éme

solution ; cette phase est en général de temps petit.
Un tel algorithme peut étre utilisé pour énumeérer toutes les solutions du probléme en exé-

cutant le précalcul, puis en itérant seulement la phase de calcul de la premiére solution, de la

seconde, etc, donc & petit délai.



Introduction

Principaux sujets étudiés dans cette thése

Nos préliminaires fixent un cadre formel ol nous inscrivons ’ensemble de nos contributions.
Nous fixons d’abord trés précisément notre modeéle de calcul avec ses entrées/sorties, ses mesures
de complexité en temps et en espace. A coté des notions classiques de complexité, nous introdui-
sons notamment de nouvelles classes de complexité; ces classes que nous nous sommes efforcés
de rendre aussi naturelles et générales que possible, constitueront, tout au long de la these, un
cadre précis et uniforme pour la présentation de ’ensemble de nos résultats de complexité. On
v rappelle aussi un ensemble de notions et de résultats combinatoires sur les graphes, les hy-
pergraphes et leurs décompositions arborescentes, etc. Enfin, on présente les quatre types de
problémes logiques sur lesquels porte la thése : le model-checking, le comptage des solutions, leur
énumération et la recherche de la j-éme solution, ainsi que les outils logiques qui seront utilisés
pour étudier leur complexité, tout particuliérement les notions de traduction et d’interprétation

(FO ou MSO), linéaires ou polynomiales.

Le chapitre 2 est consacré a I’étude des formules conjonctives et, tout particuliérement, ’étude
des formules conjonctives acycliques (appelées ici formules ACQ). Yannakakis | | a montré
qu’on peut énumérer les solutions d’une requéte acyclique ¢ sur une structure quelconque M
en temps total O(|¢| - M| - |p(M)]). Par la suite, Papadimitriou et Yannakakis | | ont
élargi cette notion en introduisant les formules conjonctives acycliques avec inégalités, c’est-a-
dire des formules conjonctives acycliques ot on autorise des inégalités # (formules ACQ7A).
Ils ont prouvé qu’on peut générer toutes les solutions d’une requéte ACQ7 en temps total
fle))-IM|-|e(M)]-log?(JM]), oit f est une fonction exponentielle. Nous améliorons ce résultat en
établissant que ’on peut générer toutes les solutions avec un délai f(|¢|)-| M| (pour une fonction
exponentielle f') et donc en temps total f'(|¢|)-|M|-|¢(M)|. Nous démontrons ce résultat par une
forme d’élimination des quantificateurs sur les formules acycliques avec inégalités. Nous cherchons
ensuite a caractériser les requétes (avec ou sans inégalités) qui peuvent étre énumeérées, a délai
constant, aprés un prétraitement linéaire (en la taille du modeéle). Nous montrons que c’est le cas
pour une classe de formules que nous introduisons : les formules conjonctives connexe-acycliques.
Mieux, nous établissons que ce résultat est maximal dans un certain sens. Nous prouvons, sous
une hypothése de complexité, que les solutions d’une requéte acyclique peuvent étre énumérées,
& délai constant, aprés précalcul linéaire si et seulement si cette requéte est connexe-acyclique.
Enfin, nous introduisons la notion de largeur arborescente connexe d’une formule qui est une
variante de la notion de largeur arborescente. Chekuri et Rajaraman | | ont prouvé qu’une
requéte conjonctive ¢ de largeur arborescente k peut étre évaluée sur une structure M en temps
O(l¢| - [Dom(M)[F+1 . |o(M)]). Nous démontrons qu'une requéte conjonctive o fixée (avec ou
sans inégalités) de largeur arborescente connexe k peut étre évaluée sur une structure M, a délai

constant, aprés un prétraitement en temps O(|Dom(M)[F+1).
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Le chapitre 3 est dédié & la complexité de ’évaluation des requétes MSO sur les structures
de largeur arborescente bornée. La largeur arborescente est un invariant introduit par Robertson
et Seymour | |- Un des principaux intéréts de la largeur arborescente est que de nombreux
problémes qui sont NP-complets dans le cas général deviennent polynomiaux, voire linéaires,
lorsque l'on se restreint & des classes de graphes (ou de structures) de largeur arborescente
bornée. Il s’avére en fait que de nombreuses classes de graphes rencontrées dans des applications
(par exemple | , , |) ont une petite largeur arborescente. Dans le domaine de la
logique, beaucoup d’études ont été conduites sur ’évaluation de requétes MSO pour des classes
de structures de largeur arborescente bornée. Tout d’abord, Thatcher et Wright | | ont
établi qu’on peut vérifier en temps linéaire si un énoncé MSO fixé est satisfait par un arbre
donné. Courcelle | ) | a généralisé ce résultat aux classes de structures de largeur
arborescente bornée. Plus tard, Arnborg, Largargren et Seese | | ont prouvé que 'on peut
calculer en temps linéaire le nombre de solutions d’une requéte MSO sur une structure de largeur
arborescente bornée. Par ailleurs, Courcelle et Mosbah | | ont démontré que I'on peut générer
I’ensemble des solutions d’une telle requéte en temps total polynomial en la taille cumulée de la
structure et de la sortie. Enfin, Flum, Frick et Grohe | | ont précisé ce résultat en réduisant
la complexité a un temps linéaire en la taille cumulée de la structure et de la sortie. Tous ces
résultats se raménent aux arbres binaires et s’appuient sur les automates d’arbres (déterministes
bottom-up). Avec ces mémes outils, nous montrons que I’'on peut générer toutes les solutions d’une
formule MSO sur une structure M de largeur arborescente bornée aprés un prétraitement linéaire
en la taille de M et un délai (entre deux solutions consécutives) linéaire en la taille de la seconde
solution. Nous prouvons également que 'on peut générer directement la j-éme solution (dans un
certain ordre) aprés un prétraitement toujours linéaire et par un calcul en temps O(|S]| x log | M|)
ou S est la solution demandée et M la structure. Remarquons que ces résultats ont été obtenus
indépendamment par Courcelle | |, a la différence que ses algorithmes d’énumeération et de
recherche du j-éme élément possédent une phase de prétraitement qui n’est pas linéaire mais en
temps O(|M] x log(|M]).

Le chapitre 4 est consacré a ’évaluation des requétes FO sur les structures de degré borné.
Le premier résultat connu dans le domaine est celui de Seese | | qui montre que 1'on peut
décider en temps linéaire si un énoncé FO ¢ fixé est satisfait par une structure de degré au
plus d (d fixé). Récemment, Durand et Grandjean | | ont ameélioré ce résultat en établissant
que, pour toute formule FO fixée, on peut générer, & délai constant, ’ensemble de ses solutions
sur une structure de degré borné aprés un précalcul linéaire. Nous précisons ici ces résultats en
démontrant, d’'une part, que I’on peut énumeérer, a délai constant, I’ensemble des solutions d’une
telle requéte dans 'ordre lexicographique, et, d’autre part, que 'on peut trouver la j-éme solution
de la requéte en temps constant aprés un prétraitement linéaire en la taille de la structure.

Enfin, au chapitre 5, nous nous intéressons a la largeur de clique locale : cette notion “étend”
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les deux notions de largeur de clique et de largeur arborescente locale (notion qui elle-méme
généralise le degré borné). La premiére question que nous résolvons est celle d’exhiber une classe
naturelle de graphes qui soit de largeur de clique localement bornée mais qui ne soit ni de
largeur de clique bornée ni de largeur arborescente localement bornée. Nous prouvons que les
graphes d’intervalles unitaires satisfont ces trois conditions. En nous appuyant sur ce résultat
et en adaptant des concepts et résultats de Frick et Grohe | |, nous établissons que toute
requéte du premier ordre fixée est évaluée sur un graphe d’intervalles unitaires en temps linéaire
en la taille cumulée de I'entrée et de la sortie. Enfin, nous prouvons que ce résultat ne peut se
généraliser ni aux requétes MSO, ni aux graphes d’intervalles quelconques.

Pour D'essentiel, les résultats du chapitre 2 ont fait I’objet d’une premiére publication dans
[ | et font l'objet d’un article étendu & soumettre ou ils sont exposés plus complétement.
Notre article de conférence | | fournit une premiére version des théorémes du chapitre 3 :
les notions utilisées, les résultats et leurs preuves sont ici développés de fagon plus détaillée et
plus précise. Le chapitre 4 est, a quelques détails prés, une copie de I'article de revue [ |

Enfin, le chapitre 5 sera prochainement soumis pour publication.
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Le présent chapitre présente des outils généraux, en combinatoire, logique et complexité, et
qui sont nouveaux pour quelques uns, en complexité tout particulierement. Ces outils seront
utilisés dans tous les chapitres de ce mémoire. (Par ailleurs, on donnera pour chaque chapitre
des préliminaires spécifiques.) Avec les définitions des notions introduites et leurs notations, nous
rappelons ici quelques unes des propriétés des objets introduits et nous démontrons aussi quelques
résultats qui les mettent en oeuvre. C’est le cas surtout quand il s’agit de notions nouvelles :
typiquement, en complexité, les classes des problémes dits "dynamiques" dyn(f,g) et surtout les
classes de complexité d’énumération enum(f, g). De facon générale, la présentation des notions
de complexité et des résultats de base qui leur sont associés constitue la majeure partie de ces

préliminaires.

1.1 Notations générales

On utilisera en général les notations standard. On précise en particulier les notations suivantes

qu’on utilisera tout au long de la thése.

Définition 1 (cardinal, ensemble des parties, union disjointe) Soit E un ensemble. On
note card(E) la cardinalité de E. On désigne par P(E) l'ensemble des parties de E et par Py (E)
Uensemble des parties de E de cardinalité k. Parmi les opérations ensemblistes usuelles, on
utilisera tout particuliérement le produit cartésien, noté A x B, de deux ensembles A et B et

lunton disjointe, notée AW B, de deux ensembles disjoints A et B.

Définition 2 (notations O et Oy) Soient des fonctions f : N — N et g : N — N. On écrit
f(n) = O(g(n)) pour exprimer qu’il existe une constante c telle que, pour tout n € N, on a
f(n) <c-g(n).

Soient des fonctions f : N> — N et g : N — N. On écrit f(k,n) = Or(g(n)) pour exprimer
qu’il existe une fonction h : N — N telle que, pour tout k,n € N, on a f(k,n) < h(k)-g(n). Cette

notion se généralise a plusieurs parametres ki, ..., k, au liew du seul paramétre k.

log z désigne le logarithme de = en base 2. On utilisera les intervalles entiers [m,n] = {i €
N:m <i<n}et[m]=][1,m]
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1.2 Graphes, hypergraphes et leurs décompositions

1.2.1 Généralités

On utilise les notions usuelles sur les graphes, souvent généralisées ici aux hypergraphes (voir

par exemple | | ou | -

Définition 3 (hypergraphe, sommets, arétes) Un hypergraphe H est un couple (V, E) tel
que V est un ensemble fini et E est un ensemble de parties non vides de V. Un élément de V
est appelé sommet de H et un élément de E est appelé hyperaréte de H. On notera souvent
V=V(H) et E=E(H).

Remarque 1 Dans ce manuscrit, on supposera que, pour tout hypergraphe H = (V. E), on a

UeeE e =V, autrement dit tout sommet appartient ¢ au moins une hyperaréte.

Définition 4 (graphe, arétes) Un graphe est un hypergraphe ot toutes les hyperarétes sont de

cardinalité 2. Les hyperarétes d’un graphe sont appelées arétes.

Définition 5 (voisin, voisinage, voisinage fermé, jumeaux) Soit H = (V,E) un hyper-
graphe. Deur sommets distincts x et y de V sont dits voisins s’il existe une hyperaréte e € E
qui contient x et y. Le voisinage d'un sommet x € V, noté Ny(x) (ou simplement N(x)), est
lensemble des sommets y € V, distincts de x et voisins de x. On appelle Ny[z] = Ny (z) U {x}

le voisinage fermé de x. Deuz sommets x et y sont dits jumeaux si on a Ny(x) — {z,y} =

NH(y) - {:r,y}.

Définition 6 (degré) Soit H = (V, E) un hypergraphe. Soit x un sommet de H, le degré de x,
noté degy(x) (ou plus simplement deg(x)), est le nombre d’hyperarétes e € E contenant x. Le
degré d’un hypergraphe H est le degré mazimal des sommets de H : deg(H) = max{degy(z) :
z eV}

Définition 7 (hypergraphe induit, sous-hypergraphe) Soit H = (V, E) un hypergraphe et

une partie A CV. L’hypergraphe de H induit par A, noté H[A|, est 'hypergraphe
H[Al=(A,{enA:e€ EectenA#0})

H' = (V' E") est un sous-hypergraphe de H si V! CV et E' C E.

Définition 8 (chemin, chemin minimal) Un chemin de longueur k entre deux sommets dis-

tincts x et y d’un hypergraphe H = (V,E) est un tuple (zg,...,x ) formé de sommets tous

distincts avec x = xq et y = xy, et tel que, pour tout i < k, il existe une hyperaréte e € E qui

contient x; et xiy1. Un chemin (xg,...,xx) est dit minimal si, pour tous les indices i,j tels que

i+1<j, les sommets x; et x; ne sont pas voisins.
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Définition 9 (connexité, composantes connexes) Soit H = (V,E) un hypergraphe. Les
composantes connexes de H sont les parties A de V mazimales pour linclusion, telles que,
pour tous x,y € A, il existe un chemin dans H entre = et y.

H est dit connexe s’il admet une seule composante conneze.

Définition 10 (distance, diamétre, boule) Soient H = (V, E) un hypergraphe et x,y deux
sommets de H appartenant & la méme composante connexe. Alors la distance entre x et y, notée
distg (z,y) (ou plus simplement dist(x,y)), est la longueur minimale d’un chemin entre x et y.
Soit H = (V, E) un hypergraphe conneze. Le diamétre de H, noté diam(H), est la plus grande
distance entre deux sommets de H.
Soient H = (V, E) un hypergraphe, © un sommet de H et un entier k > 0. La boule de centre x
et de rayon k, notée N%(x) (ou plus simplement N¥(z)), est Uensemble {y € V : disty(z,y) < k}.

1l existe plusieurs définitions de la notion de cycle dans un hypergraphe. Nous utiliserons ici

une notion de cycle qui généralise celle de cycle dans les graphes.

Définition 11 (cycle) Dans un hypergraphe H = (V, E), un cycle de longueur k est un tuple

P = (x1,...,x) de sommets tous distincts tel que
1. pour tout indice i € [k — 1], il existe une hyperaréte e € E qui contient x; et x;i1 ;
2. il existe une hyperaréte e € E qui contient x1 et xy ;
3. aucun triplet de sommets de P n’est inclus dans une hyperaréte de H ;

4. aucune paire de sommets non consécutifs dans P n’est incluse dans une hyperaréte de H.

Remarque 2 Nous avons défini le concept de cycle d’un hypergraphe de fagon & obtenir [’équiva-
lence suivante : P = (x1,...,xp) est un cycle de ’hypergraphe H si et seulement si [’hypergraphe

induit H[P] est un graphe-cycle (ai,...,ax), si on élimine les hyperarétes singletons.

Définition 12 (clique) On appelle clique d’un hypergraphe H = (V, E) un ensemble C C V

formé de sommets deux & deuz voisins.

La notion de graphe induit est 1égérement différente de celle d’hypergraphe induit : la seule

différence est qu’un hypergraphe induit peut contenir des arétes singletons.

Définition 13 (graphe induit) Soient G = (V, E) un graphe et S une partie de V. Le graphe
induit de G par S, noté G[S], est le graphe (S, Eg) ot Es = {{z,y} € E: (z,y) € S?}.

1.2.2 Arbres

On utilise les définitions et notations usuelles sur les arbres.

10
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Définition 14 (forét, arbre, noeuds) Une forét est un graphe sans cycle. Un arbre est une

forét connexe. Les sommets d’un arbre ou d’une forét sont appelés noeuds.

Définition 15 (arbre enraciné, racine, arc, parent, enfant, noeud interne, feuille) Un
arbre enraciné est un arbre muni d’un noeud choisi, appelé racine de 'arbre. Le choiz d’une ra-
cine v détermine une orientation de chaque aréte, & partir de la racine r : chaque aréte devient
un arc (z,y); on dira alors que x est parent de y et que y est enfant de x.

Un noeud est interne s’il a au moins un enfant. Sinon on dit que c’est une feuille.

Définition 16 (chemin orienté, ancétre, descendant) Dans un arbre enraciné, un chemin
orienté de x 4 y est une suite (x1 = x,To,...,xp = y) tel que chaque couple (x;, z;41) est un arc

de Uarbre enraciné. On dit alors que x est ancétre de y et que y est descendant de x.

1.2.3 Décompositions

Nous utiliserons dans cette thése les diverses notions de décomposition et de largeur arbo-
rescentes (d’'un graphe ou d'un hypergraphe) que 'on trouve dans la littérature, notions que
nous appliquerons d’une part aux structures, d’autre part aux formules (en fait, a ’hypergraphe

associé a chaque formule conjonctive).

Décomposition arborescente d’un hypergraphe

La notion de largeur arborescente a été introduite par Robertson et Seymour | |. Pour
plus d’informations, on pourra se référer a | |. Intuitivement, plus petite est la largeur

arborescente d’'un graphe ou d’un hypergraphe, plus il ressemble & un arbre.

Définition 17 (décomposition arborescente, sac, largeur d’une décomposition) On ap-
pelle décomposition arborescente d’un hypergraphe H = (V, E) un couple (T, (Bt)iey (1)) ot T
est un arbre et qui posséde les propriétés suivantes.
1. Pour chaque noeud t de T, ’élément associé By, appelé sac (en anglais “bag”), est un
ensemble de sommets de H, By CV, et on a Utev(T) By =V;
2. Chague hyperaréte de H est incluse dans un sac : Ve € E It € V(T) e C By ;

3. T posséde la propriété de connexité : pour tout sommet x € V, Uensemble des noeuds t tels
que x € By forme une partie connexe de T'.

On notera souvent T' = (T, (Bt)cv (1)) par abus de notation. On appelle largeur de la décom-

position arborescente T, notée width(T), le mazimum des cardinalités des sacs de T moins 1 :

width(T) = max,ey (7 card(B;) — 1.

Définition 18 (largeur arborescente) On appelle largeur arborescente d’un hypergraphe H,

notée tw(H), la largeur minimale d’une décomposition arborescente T de H.
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Clique-décomposition d’un graphe

La largeur de clique est une notion qui généralise d’une certaine maniére la notion de largeur
arborescente. Cette généralisation a été introduite par Courcelle et al. | | puis | |
et se définit par une construction inductive de graphes étiquetés. Parmi les classes de graphes
connues ayant une largeur de clique bornée, on trouve les cliques, les cographes et les graphes

distance-héréditaires | |

Définition 19 (graphe étiqueté) Un graphe k-étiqueté est un triplet G' = (V, E, \) constitué
d’un graphe G = (V, E) et d’une fonction d’étiquetage \:V — [k].

Définition 20 (classe CWy) CWy est la classe minimale de graphes k-étiquetés close pour les
opérations suivantes :
— une opération d’arité 0 : pour i € [k], e; désigne le graphe constitué d’un unique sommet
vy d’étiquette \N(v1) =i
— Dopération binaire W : G1 W Go désigne 'union disjointe des graphes k-étiquetés Gy et Go ;
— deuz opérations unaires pqp et 1., ;- pour des étiquettes distinctes a,b € [k] et pour un
graphe k-étiqueté G = (V, E,\),
— pap(G) désigne le graphe G' = (V,E,X) ot on prend N(xz) = b si on a A\(x) = a et
N(x) = XNx) sinon.
~ 1ap(G) est le graphe G' = (V, E', \) ot on prend E' = EU{{z,y} : (z,y) € V? et A\(z) =
a et Ny) = b} (autrement dit, on ajoute les arcs du graphe biparti complet entre les

sommets d’étiquette a et ceuz d’étiquette ).

Définition 21 (clique-décomposition) On appelle clique-décomposition d’un graphe étiqueté
G' = (V,E,\) € CWy, le terme T (arbre binaire étiqueté) qui représente G' dans CWy. On dira
alors que le graphe G = (V, E) (sous-jacent a G' = (V, E,\)) posséde la clique-décomposition T

de largeur k.

Définition 22 (largeur de clique) La largeur de clique d’un graphe G = (V, E), notée cw(G),

est la largeur minimale d’une clique-décomposition T de G.

La largeur de clique est une généralisation de la largeur arborescente dans le sens suivant :
il existe une fonction f : N — N telle que, pour tout entier k et tout graphe G, tw(G) < k
implique cw(G) < f(k) | |1 |. Il s’en suit que si G est une classe de graphes de largeur
arborescente bornée (par k) alors G est une classe de graphes de largeur de clique bornée (par
F(k)).

La réciproque est fausse : en effet, pour le graphe complet & k sommets K, on a cw(Kj) = 2
et tw(Ky) =k — 1.
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Largeur arborescente locale

La largeur arborescente locale est une autre généralisation de la largeur arborescente. Cette
notion a été introduite par Eppstein | | puis par Frick et Grohe | |. Intuitivement,
une classe de graphes G a une largeur arborescente localement bornée si toute boule d’un graphe

G € G de rayon k a un diamétre qui est fonction de k.

Définition 23 (largeur arborescente localement bornée) Une classe de graphes G est dite
de largeur arborescente localement bornée s’il eziste une fonction (calculable) f telle que, pour

tout entier k > 0, pour tout graphe G € G et tout sommet x € V(G), on a tw(NE(x)) < f(k).

Parmi les classes de graphes ayant une largeur arborescente localement bornée, on trouve les
graphes planaires, les graphes de degré borné ainsi que les graphes représentables sur une surface
de genre borné | |

1.2.4 Hypergraphes acycliques

La notion d’hypergraphe acyclique dans ses diverses variantes (a-acyclique, S-acyclique, -

acyclique) a été introduite et étudiée dans de nombreux articles ([ , , D).
Dans le chapitre 2 de cette thése, nous étudierons, a la suite des articles de Yannakakis | |
et Papadimitriou et al | |, la notion de requéte conjonctive acyclique et ses généralisations.

Pour les définir, on associera a chaque requéte conjonctive un hypergraphe dont on exige qu’il
soit acyclique. Il s’agit de la notion la plus générale d’acyclicité d’hypergraphe : I'a-acyclicité

(voir par exemple | |) qu’on définit comme suit :

Définition 24 (hypergraphe acyclique, structure arborescente) Un hypergraphe
H = (V,E) est dit acyclique («a-acyclique) s’il posséde une structure arborescente, c¢’est-a-dire
un arbre T vérifiant les conditions suivantes :
— L’ensemble des noeuds de T est l’ensemble E des hyperarétes de H : V(T) = E;
— T wvérifie la propriété de connexité, c’est-a-dire que, pour tout sommet x € V, l’'ensemble
des hyperarétes qui contiennent z, {e € E : x € e}, forme un ensemble de noeuds connexe

dans T.

Nous donnons maintenant une caractérisation des hypergraphes acycliques, due & Beeri et al

[ |, qui nous sera utile dans le chapitre 2.

Définition 25 Un hypergraphe H est dit conforme si toute clique de H est contenue dans une

hyperaréte.

Théoréme 1 [ | Un hypergraphe H est acyclique si et seulement si il ne contient pas

de cycle (selon notre définition de cycle) et est conforme.
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1.3 Logique : notions de base

On utilise les notions usuelles en logique et théorie des modéles finis (voir par exemple | |
ou | |) en les adaptant a nos besoins. On récapitule ici quelques notions et notations sans

les définir de facon compléte.

Définition 26 (signature, arité) Une signature (notée généralement o ou 7) est ici un en-
semble fini de symboles de fonctions unaires et/ou de relations. A chaque symbole de relation R,

encore appelé prédicat, est associé un entier appelé son arité et qu’on note arity(R).

Définition 27 (structure, structure relationnelle, structure unaire) Une structure de si-
gnature o ou o-structure M est composée d’un domaine D = Dom(M) constituant ’ensemble
des éléments de la structure, d’une interprétation RM C DF de chaque symbole de relation R
d’arité k de o et d’une interprétation fM : D — D de chaque symbole de fonction unaire f de
0.

Une structure (resp. signature) est dite relationnelle si elle ne contient que (des symboles de)
relations. Une structure unaire ou structure fonctionnelle (resp. signature unaire ou fonctionnelle)
est une structure (resp. signature) qui ne contient que des (symboles de) fonctions et prédicats

UNAITES.

On utilisera fréquemment dans cette thése la notion d’expansion d'une structure.

Définition 28 (expansion d’une structure) Soit M une o-structure et soit o’ une signature
qui étend o : 0 C o', On dit qu’une o’-structure M’ étend M ou est une expansion de M si M

est la restriction de M a la signature o.

Au chapitre 4, on s’intéressera aux structures de degré borné. La notion de degré d’une

structure est une généralisation du degré d’un graphe.

Définition 29 (degré) Dans une structure relationnelle M, le degré d’un élément x € Dom(M),
noté degn(x), est le nombre de k-tuples appartenant o une relation (d’arité k) de M el auz-
quels x© appartient. Le degré d’une structure relationnelle M est le mazimum des degrés de ses

éléments : deg(M) = Maz,c pomrmydegm().

Définition 30 (logique du premier ordre, logique monadique du second ordre) Pour
une signature o, l'ensemble des o-formules du premier ordre est construit o partir d’un nombre
infini de variables x,y, z ... (dites variables du premier ordre), de prédicats (symboles de rela-
tions) R € o, du symbole d’égalité =, des symboles de fonctions f € o, des connecteurs V, A,
-, —, < et des quantificateurs 3 et V. Cette logique (ensemble de formules) est notée FO (First
Order).
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On étend la logique du premier ordre par des variables (monadiques ou ensemblistes) du
second ordre X, Y, Z ... qui portent sur des parties du domaine de la structure. Pour une
signature o, la logique monadique du second ordre (notée MSO : Monadic Second Order) est
la cloture de FO par 'ajout de nouveauz atomes batis sur des variables (monadiques) du second
ordre, c’est-a-dire de la forme X(y), ou X est une variable du second ordre et y une variable du
premier ordre, et de quantifications du second ordre 3X et VX (ou Xest une variable du second
ordre).

On note var(y) 'ensemble des variables d’une formule .

Définition 31 (variable libre, énoncé) Une variable libre x (resp. X ) d’une formule FO ou
MSO ¢ est une variable qui a dans ¢ (au moins) une occurrence qui n'est pas "quantifiée”,
c¢’est-a-dire qui ne se trouwve dans la portée d’aucun quantificateur Iz ou Vr (resp. 3X ou VX ).
On écrit p(X1,..., Xm,T1,...,Tn) pour indiquer que la liste des variables libres de la formule ¢
est X1,... X, 1,...,Tn. On note free(p) l'ensemble des variables libres d’une formule .

Un énoncé est une formule ne possédant pas de variables libres.

Définition 32 (satisfaction) Pour une o-structure M de domaine D, une o-formule

o( X1y, Xy 1, ..., X)), des parties Ay, ..., Ay C D et des éléments aq,...,a, € D, on note
(M Ay, o Ay an, . an) B o(Xa, oo, Xy @1, -0, xn) (ou M E @o(Ar, .. Ay a, ... an))
pour dire que M satisfait ¢ si les variables Xq,..., Xy, sont interprétées par les ensembles

Aq,... Ay, et les variables x1, ..., T, sont interprétées par les éléments aq, ... ay.

Définition 33 (requéte logique) On appelle résultat ¢(M) de la requéte définie par une o-

formule (X, Z) sur une o-structure M de domaine D, I’ensemble
p(M) ={(A,a) e P(D)" x D" : (M, A,a) = (X, 1)}
. Les éléments de l’ensemble o(M) sont appelés les solutions de la requéte ¢ sur la structure M.

Définition 34 (formule prénexe, matrice) Une formule FO ou MSO est dite sous forme

prénexe si elle est de la forme

Qle cee QmeQllxl cee Q;xnw

ot les QQ;, Q; sont des quantificateurs et v est une formule sans quantificateur qu’on appelle la

matrice de la formule.

Remarque 3 Toute formule FO (resp. MSO ) peut se mettre sous une forme prénexe FO (resp.
MSO) équivalente.
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Définition 35 (formule existentielle, 1) On appelle formule existentielle une formule FO
équivalente a une formule FO qui est sous forme prénexe avec seulement des quantificateurs 3.

On note X1 la classe des formules existentielles.

1.4 Le modéle de calcul

Le modéle de calcul RAM que nous utiliserons et qui est décrit ci-dessous a été essentiellement

décrit et étudié par Grandjean et ses collaborateurs dans une série d’articles | , , |

1.4.1 La machine RAM et ses entrées/sorties

Définition 36 Une machine RAM est composée de
— une suite infinie de registres d’entrée 1(0),1(1),..., une suite infinie de registres de travail
R(0),R(1),... et deux registres spéciaux de travail A et B. Tous ces registres contiennent
des entiers qui sont initialisés a 0;
— une suite finie d’instructions étiquetées et qui constitue le programme de la RAM.
Les instructions aulorisées sont les suivantes :
- A «— I(A) : affecte au registre A le contenu du registre 1(i) ot i est le contenu du registre
A
— A «— R(A) : affecte au registre A le contenu du registre R(i) ot i est le contenu du registre
A
— B «— A : affecte au registre B le contenu du registre A ;
~ R(A) < B : affecte au registre R(i) le contenu du registre B ot i est le contenu du registre
A
- A— A+ B : affecte au registre A la somme des contenus des registres A et B ;
- A— A— B : affecte au registre A la différence des contenus des registres A et B ;
— goto(i) if A > 0 : saute & Uinstruction i si le contenu du registre A est strictement supérieur
a 0 sinon passe a linstruction swivante ;

— write(A) écrit le contenu du registre A en sortie ;

— stop arréte la machine.

L’ensemble des entrées/sorties d’'une RAM est l’ensemble des mots binaires non vides de
{0,1}T. Une telle entrée w € {0,1}", encore appelée donnée, est initialement présente dans les
registres initiaux de la RAM sous une forme standard appelée la présentation logarithmique de

w et que nous décrivons ci-dessous.

Définition 37 (présentation logarithmique) On appelle présentation (ou représentation) lo-
garithmique d’un mot binaire w € {0,1}" de longueur n > 1 la liste de mots binaires et d’entiers

(m,wy,wa, ..., wny,l,r) définie de la maniére suivante :
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~ 1=1(n) = [3loga(n+1)];

-m= [%1 5

— W =wiwy ... Wy, (concaténation) ;
— pour tout i < m, longueur(w;) =1;

- r=n—(m—1) et longueur(wy,) = r (r comme “reste).

L’entier m est appelé la taille de la représentation. Le choix de la fonction {(n) pourrait étre
autre. Par exemple, [(n) = [% logy(n+1)] ou l(n) = L% logy(n) + 1].
Points essentiels a respecter par [(n) :
- Vn>1,l(n) >1;
I(n) est "facile a calculer” a partir de n;
= U(n) = ©(log(n));
~ 21" = O(m) ot m = [%1

Convention : on assimile chaque mot binaire w; a 'entier qu’il représente en binaire.
Conséquences de tous ces points :

- m= @(logrzn)) ’

— w; = O(m) pour tout i € [m] (car w; < 2/ = O(m));

- 0<r<ln)=0(m) (car I(n) = O(log(n)) = O(%) = O(m)). Autrement dit, tous

les éléments (entiers) d’une présentation logarithmique d’un mot w de longueur n > 1

(m, w1, ..., wn,l,7) sont O(m) avec la taille m = @(71();211)).

L’entier m sera appelé la taille logarithmique (ou simplement la taille) de I'entrée w.

Remarques :

— A une présentation logarithmique correspond un seul mot binaire w.

— Le passage d’un mot & sa présentation logarithmique et le passage réciproque sont faciles
a calculer.

— Les paramétres m, [ et r sont nécessaires & mémoriser a cause du fait que deux mots binaires
dont 'un est obtenu & partir de 'autre en ajoutant des zéros & gauche représentent le méme
entier ; pour éviter cette ambiguité, la longueur (I ou r) du mot doit étre précisée.

On dit qu'une machine RAM a pour entrée le mot binaire non vide w € {0,1}% si ses m + 3
premiers registres d’entrée 1(0),...,I(m + 2) contiennent les entiers m,wi, ..., wy,l,r de la
présentation logarithmique de w (m dans I1(0), w; dans I(i), i € [m], enfin [ et r dans I(m + 1)
et I(m+ 2)).

Point essentiel 1 : La complexité (en temps, espace, etc.) de la RAM sera toujours fonction

de la taille logarithmique de ’entrée.

Point essentiel 2 : Tous les contenus des registres d’entrée sont O(m) ot m est la taille loga-

rithmique du mot d’entrée w qui, & 3 pres, est le nombre de registres occupés par l'entrée.
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La sortie d’'une machine RAM est le mot binaire w’ = wjw} ... w, (concaténation) ot wj est

la représentation binaire du i-éme entier écrit en sortie par la machine RAM, i € [p].

1.4.2 Complexité d’une machine RAM : capacité, espace et temps

Nous décrivons ici ce que nous entendons par complexité en espace et en temps d’une machine
RAM. On mesurera la complexité avec le cotit uniforme. De fagon générale, il est utile de parler

de capacité et de base d’'une RAM.

Définition 38 (capacité et base d’une RAM) On dit qu’une RAM est de capacité (ou borne :
"bound") B(m) si, pour toute entrée de taille m, les entiers contenus dans ses registres de travail
sont inférieurs a B(m).

On appelle base d'une RAM M sur une entrée I de taille m ’entier B = B(m) : B — 1 est

le plus grand entier que peut contenir un registre de travail de M.

Remarque 4 Il est évident que si une RAM est de capacité B(m), alors elle est aussi de capacité
B'(m), pour toute fonction B'(m) > B(m).

Dans son calcul sur une entrée I, une RAM de capacité B(m) peut évidemment manipuler des
entiers supérieurs a la base B = B(|I|). Typiquement, un entier a inférieur o B* est donné par sa
représentation (ag, a1, ...,a,_1) en base B, avec a = ag+a1B+...+a,_1B* ' eta; € [0, B—1],

donc sur k registres de travail.

Nos classes de complexité en espace et en temps sont définies sur des RAM de capacité

bornée : voir nos définition ci-dessous.

Notation 2 (taille d’une donnée) La taille d’une donnée I est notée |I|*.

Points essentiels : La taille | 7| d’'une donnée I est (& 3 prés dans le codage ci-dessus) le nombre

de registres occupés par la présentation logarithmique de I.

Dans les cas courants (I est par exemple un graphe, un hypergraphe, une formule logique,

etc), 'entier |I] est, & un facteur multiplicatif pres, la taille “intuitive” de la donnée :

— par exemple, pour une formule propositionnelle, ¢’est le nombre d’occurrences de variables
dans la formule, ou encore le nombre d’occurrences de variables, de connecteurs et de
parenthéses ;

— pour un graphe G = (V, E), c’est |G| = card(V') + 2 - card(E) ;

— pour un hypergraphe H = (V, E), c’est H = card(V) + > . card(e).

111 est important de remarquer que notre notation différe de celle qui est adoptée par Flum, Frick et Grohe
dans leurs divers articles ou livres. Ces auteurs désignent par ||I|| la taille d’'une donnée I et réservent la notation

|E| pour désigner la cardinalité d’un ensemble F

18



1.4. Le modéle de calcul

Veérifions le par exemple pour un graphe G = (V, E), codé de fagon normalisé avec V = [v]
sous forme de la liste de ses v sommets suivie de la liste de ses e arétes (couples de sommets).
En conséquence, la "taille intuitive" de G est intuitive-size(G) = v + 2e. La longueur n du mot

binaire qui représente G est donc
n = binary-length(G) = ©((v + e) logv) = ©((v + e) log(v + €))

Finalement, on en déduit que la taille (logarithmique) m de ce mot binaire est

n

m = 6(

logn) = O(v + e) = O(intuitive-size(QG))

comme attendu.

Robustesse de la taille : Comme les notions de complexité en temps et en espace, la notion

de taille d’une donnée est définie de facon robuste, & un facteur multiplicatif prés. Ainsi, pour
un graphe G = (V, E), on peut aussi écrire |G| = card(V') 4+ 2 - card(E), ou encore, de facon plus
robuste (c’est-a-dire indépendante du codage), |G| = ©(card(V) + card(E)).

Remarque 5 (taille et cardinalité) Pour un ensemble E, il faut distinguer sa taille |E| et
sa cardinalité card(E), excepté dans le cas, assez fréquent, ot les éléments de E sont de taille
constante. Ainsi, pour un hypergraphe H = (V| E), on pourra écrire |H| = |V| + |E| = |[V| +
Y cck lel. Pour un ensemble d’hyperarétes, on a en général card(E) # |E|. A Uinverse, pour un

graphe G = (V| E), on peut écrire |E| = card(F).

Définition 39 (complexité en temps, complexité en espace) Une RAM est de complexité
en espace O(S(m)) si, sur toute entrée de taille m, elle n'utilise que des registres R(i) d’adresses
i =0(S(m)) et de capacité B(m) = O(m + S(m)).

Une RAM est de complezité en temps O(T(m)) si, sur toute entrée de taille m, elle exécute

O(T(m)) instructions et est de complezité en espace O(T(m)).

Exemple 3 Une RAM est de complexité en temps constant, si, sur toute entrée de taille m, elle
exécute O(1) instructions et n'utilise que O(1) registres de travail de capacité O(m).

Une RAM est de complexité en temps O(m?) et en espace O((logm)?3) si, sur toute entrée
de taille m, elle exécute O(m?) instructions et n'utilise que O((logm)3) registres de travail de

capacité O(m).

11 est utile de préciser la correspondance entre la complexité ainsi définie (avec le cott uni-
forme) et la complexité pour le cotut logarithmique (cotit en nombre de bits). En particulier, une
RAM de complexité en temps linéaire, donc O(m), est, pour le cott logarithmique, de complexité

en temps O(mlogm) = O(n) o n est la longueur (en nombre de bits) de 'entrée. Elle utilise
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O(m) registres de capacité O(m), donc chacun de nombre de bits O(log(m)), et, par conséquent,
une mémoire totale O(mlog(m)) = O(n) en nombre de bits.

Le tableau suivant donne, pour quelques fonctions usuelles de complexité en temps, leur
conversion en termes de cotlt logarithmique, donc en fonction du nombre de bits n de ’entrée.
Afin de rendre ces complexités plus tangibles, nous donnons, pour chacune, un ou des exemples

de problémes qui ont cette complexité.

Cott uniforme | Cout logarithmique | Exemple de probléme
O(m) O(n) tri, normalisation %, parcours de graphe.
O(m(logm)?) | O(n(logn)?) minimisation d’un automate déterministe (d = 1)
O(m?) O((lo’;n)d logn) produit de matrices
O(c™) O(cToem) problémes dits "exponentiels"
O(1) O(logn) somme de deux éléments d’un tableau
O(log m) O((logn)?) recherche dichotomique dans un tableau trié
¢ Grandjean | | a établi que, dans le modéle RAM qu’on a présenté ci-dessus, le tri d’une liste (formée

d’un nombre quelconque) de mots binaires, chacun de longueur quelconque, se fait en temps linéaire O(m) par

une variante de l’algorithme “radix-sort” (présenté par exemple dans [ ]); de ce fait, la normalisation

d’une structure quelconque se fait aussi en temps linéaire O(m). La normalisation d’une structure M de
domaine D cousiste a lui associer une structure isomorphe M orma de domaine Dyormar = [d] ot d =
card(D).

On remarquera que la notion de temps constant O(1) n’a de sens que lorsqu’on considére
le cott uniforme; dans ce cas, on a envie de dire que la somme de deux éléments d’un tableau
se fait en temps constant. De méme, on dit que la recherche dichotomique dans un tableau trié
de taille m se fait en temps logarithmique O(logm). Dans les deux cas, la notion naturelle et

Intuitive est le cott uniforme.

1.5 Complexité classique et complexité paramétrée

1.5.1 Problémes et classes de complexité classiques

On reformule librement les notions classiques.

Définition 40 (probléme, probléme de décision) Un probléme est une fonction
f:4{0,1}" — {0,1}". Sion a f(I) = J, on dira que J est le résultat ou sortie du probléeme f
sur lentrée (ou l'instance ou la donnée) I.

Un probléme de décision est une fonction f : {0,1}7 — {0,1}, souvent confondue avec

I’ensemble de ses instances positives {I € {0,1} : f(I) = 1}.

Dans cette thése, on s’intéressera surtout aux classes de complexité en temps.
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Définition 41 (complexité en temps) On dira qu’un probléeme [ appartient a la classe
Time(T), si f est calculable par un algorithme (c’est-a-dire une machine RAM) de complexité

en temps O(T(n)), c’est-a-dire qui calcule la fonction I — f(I) en temps O(T(|I])).

Remarque 6 Ici, n désigne la taille de [’entrée I. Dorénavant, on parlera seulement de la taille

d’une donnée et plus du tout de sa longueur en nombre de bits.

Définition 42 (P, DLIN) Un probléme de décision A appartient & la classe P (resp. DLIN)
sl existe un algorithme qui décide A en temps inférieur a p(|I|) (resp. O(|1]), pour toute entrée

I et un polyndéme fizé p.

1.5.2 Problémes et classes de complexité paramétrés

Nous présentons ici les définitions données par Flum et Grohe | |, & peine adaptées.

Définition 43 (probléme de décision paramétré) Un probléme de décision paramétré est
un couple A = (Q, k) ot Q est une partie de {0,1}", c’est-a-dire un probléeme de décision, et k

est une fonction de {0,1}" dans N qui est calculable en temps linéaire.

Définition 44 (FPT, FPLIN) Un probléeme de décision paramétré A = (Q, k) est dit FPT
(ou Fized Parameter Tractable) (resp. FPLIN : Fized Parameter Linear) s’il existe un algo-
rithme qui, pour toute instance I € {0,1}", décide si I € Q en temps f(k(I)) - p(|I|) (resp.
f(k(D)) - |I]), pour une fonction calculable f et un polyndme p.

Définition 45 (FPT-réduction) Soient A = (Q, k) et B = (Q', k') deuz probléemes de décision
paramélrés. Une FPT-réduction de A a B est une fonction r : {0,1}T — {0,1}* telle que :

1. Pour toute instance I € {0,1}F, on a I € Q si et seulement sir(I) € Q';

2. r est calculable par un algorithme FPT, c’est-a-dire calculable en temps f(k(I)) - p(|1]),

pour une fonction calculable f et un polynéme p;

3. Il existe une fonction calculable g : N — N telle que £'(r(I)) < g(k(I)), pour tout I €
{0,1}+.

Nous utiliserons aussi les classes usuelles de complexité paramétrée : chacune de ces classes
peut étre définie comme la cléture par FPT-réduction du probléme de model-checking paramétré
suivant pour une certaine logique L.
p-MC(L)

Entrée: Une structure M et un énoncé ¢ € £ de méme signature que M

Paramétre: la taille |p]
Sortie: A-t-on M = ¢?
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Définition 46 On appelle classe W[1] la classe des probléemes qui admettent une FPT-réduction
au probleme p-MC(X1) ou, de fagon équivalente, au probléme de Uezistence d’une clique de taille
k dans un graphe G (avec k comme paramétre).

On appelle classe AW [«] la classe des problémes qui admettent une FPT-réduction au pro-
bleme p-MC(FO).

1.6 Les problémes dynamiques et leur complexité

1.6.1 Problémes dynamiques et schémas dynamiques

Nous introduisons dans cette section les problémes dynamiques. Soient deux fonctions f :
N — Net g : N> — N. Un probléme dynamique posséde deux entrées : une (grande) entrée
statique et une entrée dynamique qui est "petite" (dans nos applications, nous la supposerons
de taille constante). Un algorithme pour un probléme dynamique (qu’on appellera un schéma
dynamique) opére en deux temps. D’abord, il fait un précalcul en n’ayant connaissance que de
I’entrée statique. On lui donne ensuite 'entrée dynamique et il opére a partir de cette nouvelle
entrée et du résultat du précalcul précédent : c’est la phase dynamique. Un schéma dynamique
est intéressant (efficace) dans la mesure ou le temps de la phase dynamique dépend le moins
possible ou pas du tout de la taille de l'entrée statique et est "petit" (souvent constant) par
rapport au temps du précalcul.

Nous donnons maintenant des définitions plus formelles.

Définition 47 Un probléeme dynamique est une fonction A :Z X D — O pour laquelle
— T est un ensemble de données appelées entrées statiques ;
— D est un ensemble de données appelées entrées dynamiques ;

— O est un ensemble de données appelées sorties ou solutions.

Définition 48 Un schéma dynamique pour un probléme dynamique A : T x D — O, est un
couple d’algorithmes (ext,E) tel que
— ext est un algorithme qui calcule une fonction ext : T — T’ (ou l'ensemble T’ est appelé
espace des entrées étendues de A), et qui, & toute entrée I € I, associe l'entrée étendue,
notée I' = ext(I) et qui vérifie |I'| > |I|;
— & est un algorithme qui prend en entrée lentrée étendue I' = ext(I) et une entrée dynamique
x € D et renvoie la solution A(I,x) = E(ext(l),x).
Les algorithmes ext et £ sont appelés respectivement phase statique (ou encore prétraitement ou

précalcul) et phase dynamique (ou calcul) du schéma dynamique.

Remarque 7 Par souct de simplicité, on utilise ici la méme notation pour désigner ['algorithme,

ext ou &, et la fonction que celui-ci calcule.
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Nous définissons maintenant les classes de complexité en temps pour les problémes dyna-

miques.

Définition 49 Un probléme dynamique A appartient o la classe dyn(f,g) s’il existe un schéma
dynamique (ext,E) pour A dont la phase statique ext est exécutée en temps O(f(|I])) et la phase
dynamique € Uest en temps O(g(|1],|A(I,x)])).

On note CONSTANT-TIMEy;, la classe dyn(n, 1), ¢’est-a-dire la classe des problemes dynamiques

calculables en temps constant aprés un précalcul linéaire.

Remarque 8 Dans la définition précédente, les arguments de la fonction g qui mesure le temps
de la phase dynamique sont la taille de 'entrée statique et celle de la sortie. En toute rigueur, il
faudrait ajouter un troisiéme argument : la taille de ['entrée dynamique. Par souci de simplicité,
nous l’avons omise ici, car, partout ot nous utilisons des problémes (et schémas) dynamiques
dans le manuscrit, chaque entrée dynamique est de taille constante, et, pour cette raison, sa

taille n’intervient pas dans la complexité.

1.6.2 Algorithmes dynamiques pour les opérations division et modulo

Le modéle RAM considéré permet d’implémenter en temps constant, non seulement 1’addi-
tion et la soustraction de deux entiers (utilisant chacun un nombre fixé de registres), mais aussi
le produit de deux entiers (utilisant encore un nombre fixé de registres), ceci, grace a un pré-
traitement qui calcule certaines tables en temps linéaire (voir par exemple l'article de Grandjean
et Schwentick | | ). La division entiére, a div d (quotient), et opération modulo, a mod d
(reste de la division de a par d), sont également des opérations de base et il serait intéressant de
pouvoir les implémenter aussi en temps constant. Malheureusement, cela ne semble pas possible
dans le cas général. Toutefois, nous allons maintenant montrer que c’est possible dans le cas
particulier ou le diviseur est fixé, c¢’est-a-dire connu & 'issue d’un précalcul.

Nous formalisons cette question sous la forme des deux problémes dynamiques suivants ou k
est un entier fixé, k > 1.

Div(k)
Entrée statique: une donnée I, un entier d, 1 < d < |I|¥

Entrée dynamique: un entier a < |I|¥

Sortie: a div d

Mod(k)
Entrée statique: une donnée I, un entier d, 1 < d < |I|¥
Entrée dynamique: un entier a < |I|"

Sortie: @ mod d
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Nous allons montrer que chacun de ces deux problémes se calcule en temps constant aprés

un précalcul linéaire. Cela s’obtient assez facilement pour le probléme Mod (k).

Lemme 4 Soit un entier k > 1 fizé. On a Mod(k) € CONSTANT-DELAY;,, autrement dit le

probléme Mod(k) est calculable en temps constant aprés un précalcul en temps O(|I]).

Preuve. La RAM qui réalise le précalcul est de complexité en temps O(|I|). Par définition, la
capacité de la RAM est B(|I]) = ©(]I]). Sans perte de généralité, on peut donc supposer que la
base de la RAM est B = B(|I|) = |I|. En conséquence, tout entier a < |I|*, donc inférieur a B¥,
s’écrit en base B sur k registres sous la forme (ag, a1, ...,ax—1) avec a; < B pour tout i < k.
Considérons une donnée I, deux entiers a < |I[¥,b < |I|F et B = |I| la base de la RAM.
L’entier a s’écrit donc sur k registres (ag,...,ax_1), a; < B, et est de la forme a9 + a1 B+ ...+
kal
A1 .

On les égalités suivantes.

amodd = (ap+aB+...+ ak_lBk_l) mod d
amodd = (agmodd+ (a1B) modd+...+ (ap_1B* ') mod d) mod d

Le probléme se réduit donc &

1. savoir calculer B[i] = B* mod d, pour 0 <i < k;

2. savoir calculer C[i, j] = jB* mod d, pour j < Bet 0 <i < k;
3. savoir calculer j mod d, pour j < kd.

Examinons maintenant chacune de ces trois taches.
(1) : la table des B[i] peut facilement étre calculée en temps O(|1]).
(2) : la table des C[i, j] peut étre précalculée en temps O(|I]) par I’algorithme suivant :

Algorithm 1 calcul des C[i, j] = jB* mod d
1: pour i =03 k — 1 faire

2. C[i,00=0

3: pour j=14aB —1 faire
4: Cli,j| < Cli,j — 1] + BJi]
5: si C[i,j] > d alors

6: Cli,jl < Cli,j] = d

7: fin si

8: fin pour

9: fin pour

(3) : Tout entier j mod d, avec j < kd, peut étre aisément calculé en temps constant en sous-

trayant au plus k fois 'entier d & l’entier j.

24



1.6. Les problémes dynamiques et leur complexité

O

Avant de donner un schéma dynamique pour le probléme Div(k), nous allons considérer un
probléme dynamique intermédiaire, toujours pour un entier fixé k > 1.
Div-aux(k)
Entrée statique: une donnée I, et deux entiers d, 1 < d < |I|* et 3 € [2,]I| — 1]

qui sont premiers entre eux
Entrée dynamique: un entier a < ¥ représenté dans la base (3

Sortie: a div d

Lemme 5 Le probléme Div-auz(k) est calculable par un schéma dynamique de phase statique en

temps O(|I|) et de phase dynamique en temps constant.

Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que Uentier a est divisible par d. En effet,
Ientier a’ = a—(a mod d) est facilement calculable, par le lemme précédent, et est divisible par d
et on a bien stir a’ div d = a div d. D’autre part, on peut supposer a < (3d. En effet, I’algorithme
usuel de division d’un entier a écrit en base (3 sous la forme (ag_1,ar_2,...,a0) avec a; < [3,
par un entier d, se rameéne & k itérations d’une division par d d’un entier de la forme ;08 + a;—1
(avec r; € [0,d — 1]), donc inférieur & Bd. On peut donc supposer que a appartient a 'ensemble
A={id:iel0,5—1]}.

Considérons la fonction T : [0,5 — 1] — [0,5 — 1] telle que T'(id mod ) = i, pour tout
i € [0, 3 — 1]. Cette fonction est bien définie. En effet, considérons deux entiers = id mod (3 et
' =i'd mod 8 avec i,i € [0, —1],i # ¢ et @ < 2/. Alors 2’ — 2 = (i’ — i)d mod (. Puisque
Ientier 3 ne divise pas i’ — i et est premier avec d, il s’en suit que 3 ne divise pas le produit
(i" —1)d. On en déduit @’ —x = (i’ — 7)d mod 3 # 0 et donc x # /. D’autre part, la fonction T
peut facilement étre précalculée sous forme d'un tableau en temps O(|I]).

On a donc, pour tout entier a € A, l'égalité a divd = T(a mod ). En conséquence, le
quotient a div d, toujours en utilisant le lemme précédent, est calculé en temps constant par
acceés direct au tableau 7.

O

Lemme 6 Soit un entier fivé k > 1. Soient I une entrée de taille suffisamment grande et deux
entiers 3 et d tels que 2 < 3 < |I| et 1 < d < |I|F. Alors on peut calculer en temps O(|I]) un
entier 3’ premier avec 3 et d et vérifiant \/|I| < B’ < |I|.

Preuve. Considérons la liste p1, . .. p; des [ premiers nombres premiers pour I = (k+1)[log |I]]+1.
Comme lentier 8 < |I| (vesp. d < |I|*) admet au plus log |I| (resp. klog|I|) facteurs premiers
distincts et, puisque | > (k + 1)log|I|, il existe, pours des raisons de cardinalité, un entier

premier ¢ € {p1,...p;} qui ne divise ni 4 ni d. Considérons l'entier j tel que % < ¢ <|I|et
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Chapitre 1. Préliminaires

prenons 3 = ¢/. Alors, comme ¢, l'entier 3 est premier avec 3 et d. D’autre part, on obtient
qg <p <C-l-logl, pour une certaine constante universelle C, d’aprés le théoréme (classique)
des nombres premiers. On en déduit ¢ < C’'log |I|loglog |I| < \/|I|, pour une taille de I’entrée I

suffisamment grande et une constante C’ qui ne dépend que de k. On a donc

S £

|loglog |[I| — ¢

VI L
= C'log |1

On se convaincra facilement que chaque étape du calcul de 3, le calcul des [ premiers nombres
premiers, pour [ = Og(log |I|), 1a recherche du nombre premier q et du résultat 3 = ¢/, est réalisée

en temps polynomial en log|I|. O

Lemme 7 Soit un entier fité k > 1. On a Div(k) € CONSTANT-TIME;,, autrement dit, le

probléme Div(k) est calculable en temps constant aprés un prétraitement en temps O(|1]).

Preuve. Soit I,d,a une donnée du probléme Div(k) (entrée statique et entrée dynamique).
Considérons l’entier 5 calculé par Ialgorithme du Lemme 6. A cause de I'inégalité \/m < g,
on obtient a < |I|F < B2~

Les étapes de la phase dynamique du schéma pour le probléeme Div(k) sont les suivantes :

— écrire a dans la base 3 sur 2k registres;

— diviser a (écrit en base ') par d.

Remarquons que la conversion de 'entier a (écrit en base B = |I]) dans la base ' utilise
seulement un nombre fixé de divisions et de modulos par 'entier 3’ et donc se raméne aux
problémes Mod(k) (sur U'entrée statique I, 3') et Div-aux(k) (sur I'entrée statique I, 3, B). La
division de a (écrit dans la base 3') par d se raméne au probléme Div-aux(2k) (car a < %) sur

Pentrée statique (I, d,3"). Le lemme est donc prouvé. O

1.7 Problémes d’énumération et autres problémes : comptage et

j-éme solution

Pour un probléme quelconque (qu’il soit combinatoire, logique ou autre), qui, & une instance
(entrée du probléme), associe un ensemble de solutions, on peut se poser une variété de questions :
générer toutes les solutions du probléme, compter son nombre de solutions, calculer une solution
(n’importe laquelle), tester 'existence d'une solution, générer la j-éme solution du probléme (pour
un certain ordre des solutions), etc. Dans cette thése, nous étudions quatre de ces questions. Dans

un souci de précision et d’uniformité, nous définissons d’abord ici des problémes types.
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1.7. Problémes d’énumération et autres problémes : comptage et j-éme solution

1.7.1 Problémes généraux

Définition 50 (probléme général) Un probléme général est une relation A C I x O telle que,
pour tout I € I, on a card({y € O : (I,y) € A}) < co. Les ensembles T et O sont des ensembles
de données :

— T est appelé l'espace des entrées de A ;

— O est appelé lespace des solutions ou l’espace des sorties de A.
Pour toute instance I € I, on définit Uensemble fini A(I) = {y € O : (I,y) € A} qu’on appelle

Pensemble des solutions du probléme A pour l'entrée I.

Nous donnons maintenant la définition d’un probléme général en présence d’un ordre total

de I’espace des solutions.

Définition 51 (probléme général ordonné) Un probléme général ordonné est un couple
(A, <) ot A est un probleme général, A C T x O, et < est une relation d’ordre total de ’espace

O des solutions.

1.7.2 Problémes spécifiques

A partir d'un probléme général (resp. général ordonné), on définit trois problémes spécifiques.

Définition 52 (probléme d’énumération) Soit A C 7 x O un probléme général. Le probléme
d’énumération associé a4 A, noté ENUM(A), est le probleme qui prend en entrée une donnée
I € T et renvoie en sortie une séquence (sans répétition) y1, ...,y telle que A(1) ={y1,...,yr}

(ensemble des solutions du probléme A sur lentrée I).

Définition 53 (probléme d’énumération ordonné) Si (A, <) est un probléme général or-
donné, A C I x O, alors ENUM(A, <) est le probléme qui prend en entrée une donnée I € T
et renvoie en sortie la séquence yi,...,yx telle que A(I) = {y1,...,yx} et y1 < y2 < ... < Yg.

ENUM(A, <) est appelé le probléme d’énumération ordonnée associé au probléme (A, <).

Définition 54 (probléme de comptage) A tout probléme général A C 7T x O, on associe le
probléme de comptage, noté COUNT(A), défini de la maniére suivante :
COUNT(A)

Entrée: wune instance I € T
Sortie: la cardinalité card(A(I))

Définition 55 (probléme de la j-éme solution) A tout probléme général ordonné (A, <),

A CT x O, on associe le probléme dynamique, noté JTH(A), défini de la maniére suivante :
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JTH(A, <)
Entrée statique: une instance I € 7 et l'entier card(A(I))
Entrée dynamique: un entier j < card(A(I))

Sortie: la j-éme solution de A(I) dans l'ordre <

Convention 8 Par commodité, on convient que les rangs j des éléments de A(I) pour l'ordre

< wont de 0 (pour le premier élément) a card(A(I)) — 1.

1.8 Classes de complexité pour les problémes d’énumération

1.8.1 Définitions

Définition 56 (algorithme d’énumération) FEtant donné un probléme d’énumération

ENUM(A) (resp. probléme d’énumération ordonnée ENUM(A, <)), on dit qu’un algorithme A
calcule le probléme ENUM(A) (resp. ENUM(A, <)) si, pour toute entrée I du probléme, l’algo-
rithme A écrit séquentiellement en sortie le mot #y1#HyoF . .. Fyn# 0% y1,...yn est la sortie
du probléeme ENUM(A) (resp. ENUM(A, <)), pour lentrée I, et # est un caractére spécial. Par
commodité, on supposera que le premier caractére # est écrit au temps 0 et que Ualgorithme A

s’arréte a l'instant précis ou il a écrit le dernier #.

Remarque 9 Par "séquentiellement”, on entend que la machine RAM écrit de gauche & droite
les solutions mises en sortie et ne peut pas modifier les mots y; déja écrits. D’autre part, la ma-
chine n’a pas le droit de lire les mots y; mis en sortie. Ces conditions correspondent au fonction-

nement des instrictions de sortie (écriture) du modéle RAM tel qu’il a été défini précédemment.

Définition 57 (délai) Soient un probléme d’énumération ENUM(A) (resp. d’énumération or-
donnée ENUM(A, <)) et un algorithme A qui calcule le probléme ENUM(A) (resp. ENUM(A, <) ).
On désigne par time;(I) Uinstant ot lalgorithme écrit le i-éme caractére #. On appelle délai le
temps qui sépare lécriture de deux solutions successives. Plus précisément, on note delay;(I) le
temps que prend A pour mettre en sortie la i-éme solution pour 'entrée I, c’est-a-dire delay;(I) =

time; 11 (1) — time;(I).

Johnson, Papadimitriou et Yannakakis | | ont introduit les trois classes de complexité
suivantes pour les problémes d’énumération.
Délai polynomial : DelayP

On dit qu'un algorithme A d’énumération pour un probléme A est a délai polynomial si le
délai pour mettre en sortie chaque solution est polynomial en la taille de 'entrée de A : on écrira

alors A € DelayP.
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1.8. Classes de complexité pour les problémes d’énumération

Délai polynomial incrémental : IncP

On dit qu’un algorithme A est & délai polynomial incrémental si le délai de A pour générer
la i-éme solution d’un probléme A est polynomial en la somme des tailles de entrée et des 1 — 1
solutions déja générées : on écrira alors A € IncP. Contrairement & la situation DelayP ou la
borne du délai reste uniforme entre deux solutions successives, le délai augmente ici au cours du

temps, ce qui sous-entend que les solutions peuvent devenir de plus en plus difficiles & générer.

Temps polynomial global : TotalP

On ne s’intéresse plus ici au délai entre deux solutions successives mais seulement au temps
total de génération de toutes les solutions. On appelle TotalP la classe des problémes énumérables
avec un temps total polynomial en la somme cumulée des tailles de 'entrée et des solutions. Il
n’y a plus ici nécessairement de contrainte sur le délai. Contrairement & la classe IncP, la classe

TotalP peut contenir des problémes dont méme les premiéres solutions sont “difficiles” a générer.

1.8.2 Classes d’énumeération polynomiales : résultats connus

Clairement, on a la hiérarchie DelayP C IncP C TotalP.

Johnson, Papadimitriou et Yannakakis| | ont étudié le probléme de I’énumération des
stables maximaux (pour l'inclusion) d’un graphe G. Ils ont montré qu’énumeérer les stables de
G dans lordre lexicographique peut se faire a délai polynomial (et espace exponentiel) mais que
les énumérer dans l'ordre inverse de Iordre lexicographique est NP-difficile. Plus précisément, ils
ont établi qu’étant donnés un graphe G et un stable S de G, décider si S est le dernier stable
de G dans 'ordre lexicographique est un probléme NP-complet. On en déduit immeédiatement le

théoréme suivant :

Théoréme 9 /. [ Si P # NP alors on a lUinclusion stricte DelayP C TotalP.

La question de I’égalité (sous ’hypothése P # N P) entre les classes DelayP et IncP ou entre
les classes IncP et TotalP reste ouverte, a notre connaissance.
1.8.3 Enumération avec phase de précalcul

Comme nous ’avons fait pour les problémes dynamiques, nous nous intéressons maintenant a
)
des algorithmes d’énumération qui opérent en deux phases : une phase de précalcul suivie d’une

phase d’énumeération. Nous donnons ici des définitions plus formelles.

Définition 58 (schéma d’énumération) Soit A C Z x O (resp. (A, <), pour A CZ x O)
un probléme général (resp. général ordonné). Un schéma d’énumération de ENUM(A) (resp.

ENUM(A, <)) est un couple (ext,E) défini comme suit :
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— ext est un algorithme (appelé phase de précalcul ou prétraitement) qui calcule une fonction,
encore notée ext par abus de langage, de T dans un ensemble I' ; T' est appelé espace des
entrées étendues ;

— & est un algorithme (appelé phase d’énumération) qui, prenant en entrée une entrée étendue

ext(I), pour I € I, énumeére sans répétition (resp. dans lordre <) les solutions de A(I).

La complexité d’un schéma d’énumération est mesurée par deux fonctions :

— 'une donne le temps du précalcul qui, pour une entrée I de A, calcule son “extension”
ext(]);

— lautre mesure le délai entre deux solutions consécutives produites par la phase d’énumé-

ration & et aussi 'espace utilisé par &.

Définition 59 (enum(f, g)) Soient deur fonctions f : N — N et g: N2 — N et soit ACI xO
un probléme général. On écrit ENUM(A) € enum(f, g) sile probléme ENUM(A) posséde un schéma

d’énumération (ext,E) qui vérifie les deur conditions suivantes :

1. Le précalcul ext utilise un temps O(f(|I|)), pour chaque entrée I € I, el on a toujours
lext(1)| = |1] ;

2. Pour chaque entrée I € I, l'algorithme &, appliqué & l'entrée étendue ext(I), génére suc-
cessivement chaque solution x € A(I) avec un délai O(g(|I],|z])) ; pour cela, Ualgorithme

& utilise un espace O(max,ca(r) g(/1], |x])).

On dira alors que le probléme ENUM(A) est énumérable & délai O(g(n,m)) avec précalcul en
temps O(f(n)).
On définit de facon similaire la complezité ENUM(A, <) € enum(f,g) pour un probléme

d’énumération ordonnée.

Nous utiliserons souvent dans cette thése la classe de complexité "minimale" LIN-DELAY;,

et son cas particulier CONSTANT-DELAY ;.

Définition 60 La classe d’énumération minimale enum(n, m) est notée LIN-DELAY ;. On s’in-
téresse aussi a la classe notée CONSTANT-DELAYy;, = enum(n,1). Cette derniére classe n'a de
sens que pour les problémes dont chaque sortie est de taille constante : dans ce cas, affirmer que

le probleme est dans CONSTANT-DELAYy;, équivaut ¢ dire qu’il est dans LIN-DELAY;, .

Pour les problémes de décision, la classe DLIN (temps linéaire des machines RAM pour le
cotit uniforme) est la classe robuste minimale (en ce qui concerne le temps de calcul) comme 1’ont
montré par exemple Grandjean et Schwentick | |. De méme, la classe CONSTANT-DELAY;;,

est la classe robuste minimale (pour le temps de précalcul et le délai). Tl y a deux raisons a cela.

1. Temps d’entrée/sortie et minimalité : Pour la quasi-totalité des problémes d’énumération

que l'on rencontre, il est nécessaire de parcourir au moins une fois la totalité de ’entrée
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1.8. Classes de complexité pour les problémes d’énumération

avant de pouvoir donner la premiére solution et, pour chaque solution, il faut au moins le
temps (délai) pour l’écrire.

2. Robustesse du modéle : 1l est nécessaire que le temps de précalcul soit au moins linéaire
pour pouvoir assurer une forme de robustesse au niveau des opérations autorisées par la
machine RAM (addition, multiplication, etc.), opérations que l'on veut réaliser chacune en

temps constant.

De plus, comme on a montré | | que la classe DLIN contient (et en fait s’identifie a) la
large classe des problémes décidables en temps linéaire, au sens intuitif, nous allons montrer que la
classe d’énumeération LIN-DELAYy;, (avec son cas particulier CONSTANT-DELAYy;,) est, "malgré"
aussi son caractére minimal et sans doute encore & cause de sa robustesse, trés expressive : en effet,
dans nos trois chapitres (2, 3 et 4) qui étudient les problémes d’énumeération, nous prouverons
que beaucoup des problémes de requétes qui nous intéressent appartiennent & cette classe.

La propriété suivante est immédiate et montre que le probléeme de I’énumération est “plus

facile”, d’'une certaine maniére, que celui de la recherche de la i-éme solution.

Lemme 10 Soient deuz fonctions f : N — N et g : N2 — N et soit (A, <) un probléeme gé-
néral ordonné tel que JTH(A,<) € dyn(f,g) et COUNT(A) € Time(f). Alors ENUM(A, <) €
enum(f,g).

Preuve. Sur une instance I, le schéma d’énumération de ENUM(A, <) exécute le précalcul du
schéma dynamique pour JTH(A, <), puis itére la phase dynamique de ce schéma pour 'entrée

dynamique ¢ variant de 0 & card(A([)) — 1. O

Remarque 10 Comme nous le verrons dans le chapitre 2, la réciproque de ce lemme est fausse

(sous une certaine hypothése de complexité).

Nous introduisons maintenant une notion de réduction fine entre les problémes généraux. Le
but de cette réduction est de montrer que, si un probléme général A se réduit & un probléme
général B, alors le probléme d’énumération associé & B est, dans un sens trés précis, au moins
aussi difficile que le probléme d’énumération associé & A . Cette réduction doit vérifier deux
conditions : d’une part, elle doit étre un préordre et d’autre part, les classes de complexité pour

Pénumération enum(f, g) doivent étre closes par cette réduction.

Définition 61 (réduction parcimonieuse) Soient A CZ x O et A’ CT' x O (resp. (A C
Ix0,<) et (A CI'xO, <)) deuz probléemes générauz (resp. générauz ordonnés). Une réduction
parcimonieuse (resp. parcimonieuse croissante) du probléme général A au probléme général A’
(resp. du probléme général ordonné (A, <) au probléme général ordonné (A', <)) est un couple

de fonctions (r,s) qui vérifie les trois conditions suivantes.
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1. Onar:IT—1I xJ ouJ est un ensemble appelé espace des extensions ;
2. 0Onas:Jx0 —0O;

3. Pour toute instance I € T et pour (I',J) = r(I), la fonction x — s(J,x) est une bijection
(resp. bijection croissante) de A'(I') (resp (A'(I'), <)), l'ensemble des solutions de A’, pour
la donnée I', dans A(I) (resp. (A(I), <)), l’ensemble des solutions de A pour la donnée I.

Définition 62 (réduction exacte) Une réduction parcimonieuse (resp. parcimonieuse crois-
sante) (r,s) du probléme général A au probléme général A’ (resp. du probleme général ordonné
(A, <) au probléme général ordonné (A', <)) est dite exacte si elle vérifie les conditions de com-

plexité linéaire suivantes :
1. La fonction I — r(I) est calculable en temps O(|I]) ;

2. La fonction bijective (resp. bijective croissante) x — s(J,x) est calculable en temps O(|x|)
et on a |s(J,x)| = O(|z|).

On écrira A <cgpact A (resp. (A, <) <czact (A',<)) s’il existe une réduction exacte de A a A’
(resp. de (A, <) a (A, <)).

Remarque 11 Pour beaucoup de réductions exactes (r, s) que nous verrons, nous aurons r(I) =

(I',J) avec I' = J et, dans nombre de cas, s sera méme la fonction "identité" s(J,z) = x.

Définition 63 (composition de réductions parcimonieuses) Soient trois problémes géné-
raur A CZaxOp, BCIpxOp et C CIoxOc. Soient deux réductions parcimonieuses (r, s)
de AaBet(r',syde BaC,r:ZTa—TIpXTap, s:TJap X Op — Ou, v :Ip — Ic x T,
s': Ipc x Oc — Op. On définit la réduction composée (r",s") = (r',s") o (r,s) de A a C, de la
facon suivante :

— Pour tout Iy € Ta, sir(la) = (Ip,Jap) et v'(Ig) = (Ic, Jpc) alors

" (Ia) = (Ic, (Jam, JBC)) ;
— Pour tout zc € C(I¢), sis'(Jpe,xc) = xp et s(Jap,xp) = x4 alors 8" ((Jap, Jpc), xc) =

TA.

La composée (r”,s") = (1',s') o (r,s) est une réduction parcimonieuse de A a C. En effet,
pour tout I4 € T4 et pour (I¢, (Jap, Jc)) = r"(14), la fonction z¢ — s(Jap, s’ (Jpc, zc)) est,
par composition de bijections, une bijection de C'(I¢) dans A(I4). De méme, la composition de
deux réductions parcimonieuses croissantes est encore une réduction parcimonieuse croissante.

La réduction exacte a les propriétés que ’on attend comme I’exprime la proposition suivante :

Proposition 11 La relation <cpqct €st une relation de préordre pour les problémes générauz

(resp. problémes générauz ordonnés).
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1.8. Classes de complexité pour les problémes d’énumération

Preuve. La relation <gpqe est évidemment réflexive : considérer la réduction parcimonieuse tri-
viale “identité”. Pour démontrer que cette relation est transitive, il suffit de prouver que la com-
posée de deux réductions exactes est encore une réduction exacte. Soient A, B, C' trois problémes
généraux (ou généraux ordonnés) et soient (r,s) et (1, s") des réductions exactes de A & B et de
B a C, respectivement. Il suffit de démontrer que la réduction composée (r”,s") = (r',s") o (r, s)
vérifie les conditions (1) et (2) d’une réduction exacte.

1) Puisque, pour toute instance Iy € Za, on a r"(I4) = (Ic, (Jap, Jc)) avec r(I14) =
(Ip, Jap) calculable en temps O(|14]) et ' (Ig) = (I¢, Jpc) calculable en temps O(|Ig]), on
conclut que la fonction I4 — r”(I4) est calculable en temps O(|14| + |Ig|) = O(|14]).

2) Puisque les bijections x¢ — s'(Jpo,xzc) et xp — s(Jap,xp) sont calculables en temps
O(|zc|) et O(|xp|) respectivement, la bijection composée ¢ — s(Jap, s’ (Jpc,xc)) est calcu-

lable en temps O(|zc| + |s'(Jpc, zc)|) = O(|z¢]). Par ailleurs, on a

|5(JaB, s'(Jc, z0))| = O(Is'(Jpe, z0)) = O(lzcl).
]

Nous allons maintenant démontrer que la complexité des problémes d’énumération est préser-
vée par réduction exacte. Pour cela, il faut imposer certaines conditions, toujours vérifiées dans
la pratique, sur les fonctions f et g autorisées pour les classes enum(f, g). Nous introduisons

pour cela la notion de couple honnéte de fonctions.

Définition 64 (couple honnéte de fonctions) Un couple de fonctions (f,g) avec f : N — N
et g: N? = N est dit honnéte si elles vérifient les quatre conditions suivantes :

- f(O(n)) = O(f(n));

- 9(O(n), 0(m)) = O(g(n, m)) ;

= f(n) =Q(n);

- g(n,m) = Q(m).

Remarque 12 Les deux propriétés de f qui sont énoncées dans la définition précédente im-
pliquent pour cette fonction l'encadrement suivant : c.n < f(n) < p(n), pour tout entier n, pour

une constante ¢ > 0 et un polynéme fixé p.

Convention 12 Dorénavant, nous ne parlerons d’une classe enum(f,g) ou dyn(f,g) que sous
Uhypothése que le couple de fonctions (f,g) est honnéte. Cette hypothése sera implicite (sauf

dans les deuz lemmes suivants ot nous la rappelons).

A cause de cette convention et compte tenu de la remarque précédente et du fait qu’on a,
par deéfinition, pour tout I € Z, I'inégalité |ext(I)| > |I|, pour tout schéma d’énumeération (resp.

schéma dynamique) (ext,&) d’espace des entrées Z, on a l'implication suivante : si le schéma
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(ext, &) appartient & la classe enum(f, g) (resp. dyn(f,g)), alors, pour toute entrée I € Z, on a
[I| < lext(I)| < p(|I]), pour un polynoéme fixé p.

Lemme 13 Soient A, B deuz problémes générauzr (ou générauz ordonnés) avec A <cpaet B.
Si on a ENUM(B) € enum(f,qg) pour un couple honnéte de fonctions (f,g), alors on a aussi

ENuM(A) € enum(f,g).

Soit (r,s) une réduction exacte de A & B et soit (ext,&) un schéma d’énumeération pour
B de complexité enum(f, g). On doit construire pour A un schéma d’énumération (ext’,&’) de
méme complexité. On définit ext’ comme la fonction qui, & tout Iy, € Z4, associe le couple
(ext(Ig), Jap) pour r(I4) = (I, Jap)- Enfin, on définit ci-dessous la phase d’énumération & de

A, agissant sur l'entrée étendue ext’(I4) = (ext(Ip), Jan).

Algorithm 2 Phase d’énumeération &'(ext(Ip), Jan)
1: faire fonctionner l'algorithme € sur l'entrée étendue ext(/p)

2: pour tout xp mis en sortie par £ (c’est-a-dire pour tout x5 € B(Ip)) faire

3:  calculer z4 = s(Jap,zB)
4 mettre en sortie x4
5: fin pour

Par construction, le schéma d’énumération (ext’,£’) pour A est correct : typiquement, I’algo-
rithme & énumere sans répétition (resp. dans 'ordre croissant) les solutions x4 € A(14) puisque
Palgorithme &, appliqué a la donnée ext(Ip), énumeére sans répétition (resp. dans l'ordre crois-
sant) les solutions zp € B(Ig) (ou r(Ia) = (I, Jap)) et que la fonction zp +— s(Jap,zp) est
une bijection (resp. bijection croissante) de B(Ip) dans A(I4).

Il reste & vérifier que les complexités du précalcul et du délai sont bien celles qu’on attend.
Puisque les temps de calcul des fonctions r : I4 — (Ip, Jap) et ext : Ip — ext(Ip) sont O(|14]) et
O(f(|Ig])), respectivement, le temps de calcul de la fonction composée ext’ : T4 +— (ext(Ig), Jap)
est O(|La|+ f(O(|14]))) = O(f(|14])) & cause des propriétés f(O(n)) = O(f(n)) et f(n) = Q(n).
Le délai de l'algorithme &£ pour mettre en sortie une solution x4, délai noté delay(E’,x4), est
celui de € pour produire la solution zp telle que x4 = s(Jap, ), délai qu’on note delay(€, xp),
auquel on ajoute le temps de calcul de la solution x4 a partir de (Jap,zpB).

On a donc

delay (&', x4) = delay(€,z5) + O(|zg|)

Par hypothése, on a
delay (&, z5) = O(g(18l, |z5]))-

Or on a aussi Ip = O(|14]), || = O(|z4|) et g(O(n),0(m)) = O(g(n,m)). D’ott on tire
delay(€,25) = O(g(|1al,|zal)) et delay(E,24) = O(g(|14l,|xal) + |xa|). Comme on a aussi
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g(n,m) = Q(m), on en déduit delay(E’,z4) = O(g(|14],|zal))-

Pour les mémes raisons et avec les mémes calculs, on établit que 'algorithme £’ utilise pour
tout 14 € T4 un espace O(max,ea(r,) 9(|1al,[z4])). On a donc prouvé que, comme ENUM(B),
le probleme ENUM(A) est de complexité enum(f, g). O

Notation 14 Par abus de langage, on écrira souvent ENUM(A) <craet ENUM(B) au lieu d’écrire
A Sexact B.

Nous obtenons aussi la propriété similaire suivante pour le probléme de la j-éme solution.

Lemme 15 Soient A, B deux problémes générauz (ou générauz ordonnés) avec A <cpaet B. Si

on a JTH(B) € dyn(f,g) pour un couple honnéte de fonctions (f,g), alors on a aussi JTH(A) €
dyn(f, g).

Preuve. La preuve est similaire & celle du lemme précédent. O

1.8.4 D’autres propriétés de cloture pour ’énumeération

Nous allons examiner maintenant comment se comportent les classes enum(f,g) pour les

opérations d’union et de produit cartésien.

Produit cartésien

Définition 65 Soient ACZ x O et BCZIx O deuz problemes généraux ayant le méme espace
d’entrées T. On appelle produit cartésien des problémes A et B, qu’on note A X B, le probléme
général Ax B CIx(OxO) tel que (I, (x,y)) € AX B si et seulement si (I,x) € A et (I,y) € B.

Lemme 16 — Soient A et B deux problemes généraux tels que ENUM(A) € enum(f,g) et
ENuM(B) € enum(f,g). Alors on a aussi ENUM (A x B) € enum(f,g).
— Soient (A, <4) et (B,<p) deux problémes générauz ordonnés tels que ENUM(A, <4) €
enum(f,g) et ENUM(B, <p) € enum(f,g). Alors on a aussi ENUM(A X B, <4 Xjez <B) €
enum(f,q).

Preuve.

Soient A et B deux schémas d’énumeération respectifs pour ENUM(A) et ENUM(B), tous deux
de complexité enum( f, g). Nous présentons ci-dessous un schéma d’énumération pour ENUM(A x
B). Clairement, sa complexité est la méme que celle de A et B. Le schéma d’énumération est le
méme dans le cas ou les problémes sont ordonnés.

O
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Algorithm 3 schéma d’énumeération de ENUM(A x B) sur U'entrée I € 7
1: exécuter la phase de précalcul de A sur [

2: exécuter la phase de précalcul de B sur 1
3: si B(I) n’est pas vide alors

4:  commencer la phase d’énumération de A

5. tant que non fin(A) faire

6 x « prochain(A)

7 commencer la phase d’énumération de B
8 tant que non fin(B) faire

9 y < prochain(B)
10: mettre en sortie (z,y)
11: fin tant que

12: fin tant que
13: fin si

Union

La question que 'on se pose est de savoir si, étant donnés deux problémes d’énumération
A et B, ayant le méme espace d’entrées et le méme espace de solutions et appartenant tous
deux a enum(f, g), on peut dire quelque chose sur la complexité du probléme réunion AU B. La
question est ouverte dans le cas général mais nous pouvons y répondre facilement dans deux cas

particuliers : l'union disjointe et I’'union de deux problémes utilisant le méme ordre d’énumération.

Lemme 17 Soient A CZ x O et B C 7 x O deux problémes générauz disjoints (c’est-a-dire
vérifiant AN B = 0) et tels que ENUM(A) € enum(f,g) et ENUM(B) € enum(f,g). Alors on a
aussi ENUM(A W B) € enum(f,g).

Preuve. Triviale. O

Lemme 18 Soient (A, <) et (B,<) deux problémes générauz ordonnés avec A C I x O et
B C T x O etlordre < sur O, et tels que ENUM(A) € enum(f,1) et ENUM(B) € enum(f,1).
Alors on a aussi ENUM(AU B, <) € enum(f,1).

Preuve. Considérons un schéma d’énumeération A (resp. B) pour ENUM(A, <) (resp. ENUM(B, <
)), avec le précalcul et le délai demandés. Nous en déduisons le schéma d’énumeération ci-dessous
pour le probléeme ENUM(A U B, <). Sa phase d’énumération n’est rien d’autre que ’algorithme
classique qui réalise la fusion de deux listes triées.

O
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Algorithm 4 algorithme pour calculer ENUM(A U B, <)
1: exécuter la phase de précalcul de A

2: exécuter la phase de précalcul de B

commencer la phase d’énumération de A et la phase d’énumération de B

x « prochain(A)
5: y < prochain(B)

6: tant que non fin(A) et non fin(B) faire
7. six =y alors

8: mettre en sortie x

9: x « prochain(A)

10: y < prochain(B)

11:  sinon si z < y alors

12: mettre en sortie x

13: x «— prochain(.A)

14:  sinon

15: mettre en sortie y
16: y «— prochain(B)
17:  fin si

18: fin tant que

19: si fin(A) alors

20:  mettre en sortie tous les éléments restants de B
21: sinon

22:  mettre en sortie tous les éléments restants de A

23: fin si
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Remarquons que le résultat ne se généralise apparemment pas pour ENUM(A, <) € enum(f, g)
et ENUM(B, <) € enum(f, g) avec une fonction g quelconque. La difficulté vient du fait que, pour

une méme entrée I, deux solutions = € A(I) et y € B(I) peuvent étre de tailles trés différentes.

1.8.5 Propriétés de cloture des classes de complexité dynamique pour le pro-

bléme de la j-éme solution

Nous établissons maintenant que, pour le probléme de la j-éme solution, les classes dyn(f, g)
sont closes par produit cartésien et union disjointe.
Notre résultat de cloture pour le produit cartésien nécessite une restriction naturelle sur les

problémes étudiés.

Définition 66 (probléme polynomialement borné) Un probléeme général A (resp. général
ordonné (A, <)), A C T x O, est dit polynomialement borné si, pour toute entrée I € I, le
nombre de solutions du probléme A sur l'entrée I est polynomialement borné, autrement dit, on

a card(A(I)) < p(|I]), pour un polynéme p fixé.

Lemme 19 Soit (A, <), A CZ x O, un probléme général ordonné, polynomialement borné, et
soit A = (ext,E) un schéma dynamique de complexité dyn(f,g) pour le probléme JTH(A, <).
Alors, toute entrée dynamique i du schéma A (et donc du probléme JTH(A, <)) est de taille
bornée par une constante; autrement dit, il existe un entier fixé k tel que, pour toute entrée

I € 7, tout entier i < card(A(I)) s’écrit sur au plus k registres.

Preuve. Puisqu’on a |I| < |ext(I)|, on en déduit card(A(I)) < p(|I]) < p(|ext(I)]). Comme on a
par ailleurs |ext(/)| = O(B) pour la base B de la RAM £ (phase dynamique) sur entrée ext([),
on obtient finalement card(A(I)) = O(p(B)) O

Notre premier résultat de cléture pour le probléme de la j-éme solution est le suivant.

Lemme 20 (cloture pour le produit cartésien) Soient (A, <4) et (B,<p) deuz problémes
générauz ordonnés, de méme espace d’entrée T et polynomialement bornés. Supposons qu’on a
les quatre points suivants :

—~ CoUNT(A) € Time(f) et COUNT(B) € Time(f);

- JTH(A, <4) € dyn(f,g) et JTH(B,<p) € dyn(f,g).
Alors on a aussi JTH(A X B, <A Xiex <B) € dyn(f,g).

Preuve.
Soit une entrée I € Z et soit un entier ¢ < card(A([)) x card(B(I)) On fait d’abord les deux

constatations sulvantes :
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— Tl existe un entier fixé k tel que Pentier i (entrée dynamique) s’écrit sur (au plus) k registres
de toute RAM qui réalise la phase dynamique d’'un schéma dynamique pour le probléme
JTH(A X B, <A Xjez <pB) : ¢’est une conséquence immédiate du lemme précédent puisque
le probléme A x B est, comme les problémes A et B, polynomialement borné;

— si le couple (z,y) est la i-éme solution de (A x B)(I) dans 'ordre <4 Xje, <p, alors, pour
Pentier n = card(B(I)), I’élément x est la (i div n)-éme solution de A(I) dans l'ordre <4
et I’élément y est la (i mod n)-éme solution de B(I) dans l'ordre <p;

Considérons des schémas dynamiques A et B pour les problémes respectifs JTH(A, <4) et
JTH(B, <p). On en déduit le schéma dynamique suivant C pour le probléme "produit" JTH(A X
B, <4 Xjex <B).

Phase statique de C prenant pour entrée statique I :

— exécuter la phase de précalcul de A avec I comme entrée statique ;

— exécuter la phase de précalcul de B avec I comme entrée statique;

— calculer n = card(B([)).

Phase dynamique de C prenant ¢ comme entrée dynamique :

— calculer z la (i div n)-éme solution de A(I);

— calculer y la (¢ mod n)-éme solution de B(I);

— renvoyer (z,y).

Lemme 21 (union disjointe) Soient (A, <) et (B, <) deuz problémes généraux ordonnés dis-
joints, ACT x O et BCZ x O, vérifiant les conditions suivantes :
— pour toute instance I € T et toutes solutions y € A(I) ety € B(I), on ay <y (toutes
les solutions de A(I) sont avant toutes celles de B(I));
— CounT(A) € Time(f) et COUNT(B) € Time(f);
— JTH(A) € dyn(f,g) et JTH(B) € dyn(f,g).
Alors, on a encore JTH(AW B, <) € dyn(f,g).

Preuve. Soient A et B des schémas dynamiques pour les problémes respectifs JTH(A, <) et
JTH(B, <). Nous donnons un schéma dynamique C pour le probléme JTH(AW B, <).

Phase statique de C prenant pour entrée statique I.

— calculer card(A(1));

— exécuter la phase de précalcul de A avec I comme entrée statique;

— exécuter la phase de précalcul de B avec I comme entrée statique.

Phase dynamique de C prenant ’entier ¢ comme entrée dynamique :

— si i < card(A(I)) alors renvoyer la i-éme solution de A(I);

— sinon renvoyer la (i — card(A(I)))-éme solution de B([).
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1.9 Requétes logiques

1.9.1 Problémes logiques étudiés

Soient ¢ une formule et S une classe de structures. Nous nous intéressons aux cing problémes
génériques suivants.

Model-checking

MC(p, S)
Entrée: une structure M € S de méme signature que ¢

Sortie: l'ensemble ¢(M) admet-il au moins un élément (@(M) # 0)?

Comptage

COUNT(p, S)

Entrée: une structure M € § de méme signature que ¢

Sortie: le nombre de solutions card(¢p(M))

Enumeération

EnuM(p,S)

Entrée: une structure M € S de méme signature que ¢

Sortie: l’ensemble des solutions ¢(M)

Enumeération ordonnée, pour un certain ordre < des solutions

EnuM(p, S, <)
Entrée: une structure M € § de méme signature que ¢

Sortie: la liste des solutions de ¢(M), présentée en ordre croissant pour

l'ordre <

j-éme solution, pour un certain ordre < des solutions

JTH(p, S, <)
Entrée statique: une structure M € § de méme signature que ¢ et la cardinalité

card(p(M))
Entrée dynamique: un entier i < card(p(M))

Sortie: la i-éme solution de (M) dans l'ordre <
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Nous utilisons aussi quatre variantes du probléme du model-checking. Soient £ un ensemble
de formules et S une classe de structures. On définit les deux problémes suivants.
MC(L,S)

Entrée: une formule ¢ € £ et une structure M € § de méme signature

que ¢
Sortie: a-t-on (M) #0D7

p-MC(L,S)
Entrée: une formule ¢ € £ et une structure M € § de méme signature que ¢
Paramétre: |[¢|
Sortie: a-t-on (M) £ 07

Si on prend pour S la classe de toutes les structures, on note simplement ces problémes M¢(L)
et p-MC(L), respectivement. On définit des variantes similaires des quatre autres problémes :

comptage, énumération, énumération ordonnée et j-éme solution.

1.9.2 Résultats connus sur la complexité du model-checking

Dans le cas général, le probléme du model-checking est difficile.

Théoréme 22 [ | Les problémes MC(FO) et Mc(MSO) sont PSPACE-complets.

A partir du résultat classique précédent, une question naturelle est de déterminer la com-
plexité paramétrée de ces deux problémes. Ils restent difficiles. En effet, on rappelle que le pro-
bléme paramétré p-MC(FO) est AW [*|-complet, par définition, et on sait que la classe de com-
plexité parameétrée AW [*] contient toute la hiérarchie des classes A[i], pour tout i > 1.

On va donc faire des restrictions.

Résultats positifs pour les formules FO ou MSO

Les résultats suivants établissent que, pour plusieurs restrictions sur les structures, le pro-
bléme du “model-checking” devient FPT et méme linéaire ou quasi-linéaire.

Pour MSO, on a les deux résultats suivants de Courcelle.

Théoréme 23 | , [ Soient ¢ une o-formule MSO et S une classe de o-structures

de largeur arborescente bornée. Alors le probléme MC(p, S) peut étre décidé en temps linéaire.

Dans le cas des graphes, le théoréme se généralise aux graphes de largeur de clique bornée.
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Théoréme 24 | | Soient k un entier, ¢ une {E}-formule MSO et S une classe de
graphes de largeur de clique au plus k, chacun représenté par une clique-décomposition de largeur

k. Alors le probleme MC(p,S) peut étre décidé en temps linéaire.

Dans le cas ot les graphes ne sont pas donnés par leur représentation en clique-décomposition,

nous pouvons appliquer le théoréme suivant di a Hlineny et Oum.

Théoréme 25 [ | 1l existe une fonction f et un algorithme qui, pour tout graphe G et tout
entier k > 0, vérifie les conditions suivantes :
~ Cet algorithme fonctionne en temps Oy (n3) ot n est le nombre de sommets de G ;
— Soit l'algorithme calcule une clique-décomposition de largeur f(k), soit il certifie que 'on
a cw(G) > k.

De ces deux théorémes, on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 26 Soient ¢ une {E}-formule MSO et S une classe de graphes de largeur de clique
bornée. Alors le probleme MC(p,S) peul étre décidé en temps O(n3) ot n est le nombre de

sommets du graphe.

Pour FO, on a les deux résultats suivants dus respectivement & Seese et & Frick et Grohe.

Théoréme 27 |/ | Soient ¢ une o-formule FO et S une classe de o-structures de degré

borné. Alors, le probléme MC(p,S) peut étre décidé en temps linéaire.

Toute classe de o-structures de degré borné est trivialement de largeur arborescente locale-

ment bornée. Dans ce cas plus général, on obtient la complexité suivante.

Théoréme 28 | | Soient ¢ une o-formule FO et S une classe de o-structures de largeur
arborescente localement bornée. Alors, pour tout € > 0, il existe un algorithme qui décide le

probléeme MC(p,S) en temps O (n'*e).

1.9.3 Traduction et interprétation

Nous définissons ici la notion de traduction et son cas particulier, la notion d’interprétation.

Cette derniére notion remonte aux travaux de Rabin | |.

Définition 67 (traduction) Soient L et L' deuz classes de formules et S et S’ deuz classes de
structures. Une traduction de (L,S) dans (L',S") est une fonction T : L xS — L' x S’ telle que
les conditions suivantes sont réalisées, pour chaque couple (p, M) € L X S de méme signature o
et son couple traduit (¢', M') =T (o, M) :

- ¢ a les mémes variables libres (FO ou MSO) que ¢ et la méme signature o’ que M’ ;
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- @ (M) = (M),
- || < c|¢'|, pour une constante ¢ (ne dépendant que de T ).
Une telle traduction est dite polynomiale (resp. linéaire) si elle est calculable en temps polynomial

(resp. linéaire). On note alors (L,S) <p (L', S") (resp. (L,S) <un (L', S")).

Définition 68 (interprétation) Soient o une signature relationnelle et o’ une signature quel-
conque. Soient S une classe de o-structures et S’ une classe de o'-structures. On appelle FO-
interprétation (resp. MSO-interprétation) de S dans S’ un tuple I = (t1, A, (ORr)res)) constitué
par :
— une fonction t; : S — S’ qui transforme toute o-structure M en une o’ -structure M’ ;
— des o'-formules FO (resp. MSO) :
— pour le domaine, une formule A(x) G une variable libre du premier ordre et,
— pour chaque symbole relationnel R € o d’arité k, une formule Or(x1,...,zx) 4 k va-
riables libres du premier ordre.
Ces objets dotvent satisfaire les conditions suivantes : pour toute structure M € S et sa structure
associée M' = t;(M), les formules introduites permettent de décrire le domaine et les relations

de M a Uintérieur de la structure M’ :
1. pour le domaine : Dom(M) = A(M’), et
2. chaque prédicat k-aire R € o a Uinterprétation RM = ©p(M') N Dom(M)*.
Une interprétation I de S dans S’ est dite polynomiale (resp. linéaire) si sa fonction de
transformation t; : S — S’ est calculable en temps polynomial (resp. linéaire).

St une telle interprétation existe, on note S <pon S’ (resp. S <po,p S, S <mso,in S,

S <mso,p S').

Le lemme suivant exprime que toute interprétation définit une traduction de méme com-

plexité.

Lemme 29 Soient S et S’ deuz classes de structures. Toute FO-interprétation (resp. MSO-
interprétation) I de S dans S' définit une traduction T de (FO,S) dans (FO,S’) (resp. de
(MSO,S) dans (MSO,S")).

De plus, si Uinterprétation I est polynomiale (resp. linéaire), alors la traduction associée T

est aussi polynomiale (resp. linéaire).

Preuve. Supposons que I est une MSO-interprétation de S dans S8’. (Le cas ou I est une FO-
interprétation est similaire mais plus simple.) I est donc de la forme I = (¢;,A, (Or)res). On
associe a I la traduction T': MSO x § — MSO x &' suivante. Pour chaque o-formule MSO
©(X1,...,X,) de variables libres Xi,...,X,, toutes du second ordre, et chaque o-structure

M € S, on définit la traduction T'(p, M) = (¢', M') comme suit :
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- M =t (M);
- ¢(X1, o Xp) =T (X, Xp) A Nigp Ve (Xi(2) — A(z).
Ici, ¢”(X) est la formule obtenue & partir de ¢(X) en faisant les substitutions suivantes :
— chaque atome R(z1,...,zx) de ¢, R € o, est remplacé par la formule Og(z1,...,zx);
— chaque quantification du premier ordre 3z de ¢ est remplacée par Jz(A(z) A ...) (formu-
lation intuitive : 3x € A);

— chaque quantification du second ordre 3X de ¢ est remplacée par
AX (Vo (X (z) — A(x)) A...)

(formulation intuitive : 3X C A).
A partir des conditions (1) Dom(M) = A(M’) et (2) RM = Or(M’) N Dom(M)F vérifices
par linterprétation I, on en déduit, par induction sur la structure de la formule ¢, 1’égalité
(M) =" (M")NP(Dom(M))?, d’ot on tire finalement p(M) = ¢'(M’).
Complexité : on vérifie facilement que 1'on a |¢’| < ¢|yp|, pour une constante ¢ (dépendant
seulement de I), et que ¢ est calculable a partir de ¢ en temps O(|¢|). De plus, si I est linéaire
(resp. polynomiale), c’est-a-dire si ¢; est calculable en temps linéaire (resp. polynomiale), alors

T V'est aussi. O

Le lemme suivant est immeédiat.

Lemme 30 Soient L et L' deux classes de formules et S et S’ deux classes de structures. Sup-
posons qu’il existe une traduction linéaire T de (L,S) dans (L', S").

Alors, on peut calculer, pour toute formule ¢ € L, une formule ©' € L' et une réduction
exacte du probleme ENUM(p,S) au probleme ENUM(p', S') avec, pour toute structure M € S et
pour T(p, M) = (¢, M'), o(M) = ¢'(M’).

En conséquence, si on a ENUM(¢',S’) € enum(f, g), alors on a aussi ENUM(p, S) € enum(f, g).

Ces deux derniers lemmes vont nous étre essentiels, dans toute la thése, pour transférer la

complexité d’énumération enum( f, g) d’un probléme de requétes & un autre probléme de requétes.
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2.1 Introduction

Ce chapitre étudie la complexité du calcul et de I’énumération des requétes conjonctives
et, tout particuliérement, des requétes conjonctives acycliques et de leurs généralisations. Une
requéte conjonctive est acyclique (ACQ) si son hypergraphe est acyclique. Les requétes conjonc-
tives acycliques ont été introduites dés 1981 par Yannakakis dans | | et ont aussi été étudiées,
entre autres, dans | | et | |-

Yannakakis a donné un algorithme d’évaluation d’une requéte conjonctive acyclique ¢ sur
une structure quelconque M, dont le temps est O(|¢| - |IM| - |[@(M)|. La classe des requétes
ACQ (conjonctives acycliques) a été généralisée par Papadimitriou et Yannakakis | | en
autorisant les inégalités # : on définit ainsi la classe ACQ7. Tls ont démontré que le probléme de
'évaluation d’une requéte ACQ7, méme 8'il devient NP-difficile, est FPT et, plus précisément,
est calculable en temps f(|¢l|) - [M] - |o(M)] - (log |M|)2.

Dans ce chapitre comme dans notre article | |, nous améliorons d’abord cette borne en
temps. Nous démontrons que le méme probléme d’évaluation est de complexité en temps f(|p]) -
M| - |p(M)]. Pour cela, nous introduisons une technique d’élimination des quantificateurs qui
est basée sur des outils combinatoires oti la notion de couverture joue un réle central. Ces outils
s’apparentent a des notions similaires déja utilisées par Monien | | pour tester I'existence
d’un chemin de longueur k dans un graphe. Ce probléme est d’ailleurs un cas particulier de
requétes ACQ#

Notre seconde contribution concerne le probléme de I’énumération des solutions d’une re-
quéte conjonctive acyclique ou acyclique généralisée, c’est-a-dire la question du délai entre deux
solutions produites. Dans le cas général, on démontre qu’il est possible d’énumérer les solutions
d’une requéte ACQ7 fixée, & délai linéaire en la taille de la structure. On se pose ensuite la
question de déterminer pour quelles requétes conjonctives les solutions sont énumérables & délai
constant. Nous établissons d’abord qu’on peut énumérer a délai constant aprés précalcul linéaire
les solutions de toute requéte ACQ7 sans quantificateur. On se raméne pour cela & un pro-
bleme combinatoire basé encore sur la notion de couverture. Nous cherchons ensuite a étendre

au maximum ces résultats d’énumération. Pour cela, nous introduisons la classe des requétes
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conjonctives connexe-acycliques, notée CCQ7, qui est basée sur une notion de connexité qui fait
intervenir les variables libres de la requéte. Nous établissons pour CCQ7 le méme résultat de
complexité d’énumeération optimal (CONSTANT-DELAY ;) que précédemment. Nous démontrons
aussi que la classe des formules CCQ7 est, d’une certaine maniére, maximale pour ce résultat.
Si l'on fait 'hypothése que le produit de deux matrices booléennes n X n n’est pas calculable
en temps O(n?), alors on en déduit que toute requéte simple (c’est-a-dire oli aucun symbole de
relation n’est repété) appartenant a ACQ” — CCQ7 (ou a ACQ — CCQ) n’est pas calculable
a délai constant aprés précalcul linéaire. Ces résultats permettent de classifier la complexité des
requétes conjonctives acycliques (avec ou sans inégalités) : nous obtenons un résultat de dichoto-
mie. Par ailleurs, nous donnons un algorithme linéaire opérant sur I’hypergraphe d’une formule
conjonctive quelconque et qui permet de déterminer si une telle formule est CCQ7§ ou non. Ceci
montre que notre classification dichotomique est effective. Notons au passage que les résultats
précédents sont nouveaux et pertinents, méme pour des formules sans inégalité.

Par ailleurs, on s’intéresse a une classe particuliére de requétes ACQ7, appelées
ACQY# | pour lesquelles on demande que les inégalités forment une clique. Cette classe est
intéressante car elle permet d’exprimer au plus juste plusieurs problémes NP-complets naturels :
génération des chemins de longueur k£ dans un graphe, “multi-dimensional matching”, etc. A partir
d’une procédure d’élimination des quantificateurs adaptée, nous déduisons, pour ces problémes,
des bornes de complexité en temps plus fines que celles résultant de la méthode générale pour
ACQ7.

Enfin, on cherche & déterminer des classes de requétes énumérables a délai constant aprés
prétraitement polynomial. Pour cela, nous introduisons la notion de largeur arborescente connexe.
Nous démontrons que les solutions d’une requéte conjonctive de largeur arborescente connexe k
peuvent étre énumérées & délai constant aprés prétraitement en temps O(card(Dom(M))¥+1) et
donc en temps total O(card(Dom(M))F+1 4 |p(M)]). Ce résultat est & comparer avec le résultat
de | |et] | énoncant que, pour une formule conjonctive fixée ¢, de largeur arborescente
k, I'évaluation de la requéte (M) est réalisée en temps O(card(Dom(M))E*! . |p(M)]). La
encore, pour tout entier k fixé, nous donnons un algorithme polynomial qui détermine si une

formule conjonctive est de largeur aborescente connexe k.

2.2 Préliminaires

Nous présentons maintenant les notions de base étudiées dans ce chapitre, notamment les

formules conjonctives, avec ou sans inégalités, acycliques ou non.

Définition 69 (formule conjonctive, formule conjonctive avec inégalités) Soit o une si-

gnature relationnelle. Une o-formule est dite conjonctive ou CQ (resp. conjonctive avec inégali-
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tés ou CQ7 ) si elle est de la forme (%) = IFY(T,7) ot b est une conjonction d’atomes R(7T)
pour v C {Z,y} et R € o (resp. d’atomes R(v) pour v C {Z,y} et d’inégalités uw # v pour
u,v € {Z,4}))-

11 est classique d’associer a chaque formule conjonctive son hypergraphe, outil essentiel dans

I’analyse de la formule.

Définition 70 (hypergraphe associé a une formule conjonctive) Soit ¢ une formule
conjonctive (avec ou sans inégalités). On appelle hypergraphe associé & ¢, Uhypergraphe H, =
(V, Ey) dont lensemble des sommets est V,, = var(p) et l’ensemble des hyperarétes est E, =

{{v1, ..., vp} : R(vy, ..., vp) est un atome de p}.

La notion principale de ce chapitre est celle de requéte acyclique.

Définition 71 (formule conjonctive acyclique, arbre de jointure) Une formule conjonc-
tive o (avec ou sans inégalités) est acyclique ou ACQ (resp. ACQ” ) si son hypergraphe H, est

acyclique. Une structure arborescente de H, est appelée un arbre de jointure de .

Exemple 31 ¢(z,y) = FzTtFu(Rryz A Ryzt A Rztu AN Syt Az # u) est une formule ACQ” dont

un arbre de jointure T, est représenté par la figure ci-dessous.

R(x,y.2)

| RGtw [ Ry

FiGg. 2.1 — un arbre de jointure de ¢

Dés 1984, Tarjan et Yannakakis |

décidable en temps linéaire.

, | ont établi que cette propriété d’acyclicité est

Théoréme 32 [ , [ Il existe un algorithme linéaire qui, pour tout hypergraphe H (resp.
toute formule conjonctive @), décide si H (resp. ) est acyclique et, si oui, calcule une structure

arborescente de H (resp. un arbre de jointure de ).

2.3 Des requétes relationnelles aux requétes fonctionnelles

Dans le souci de simplifier les notations et les preuves qui vont suivre, tant pour 1’élimination

des quantificateurs que pour ’énumération des solutions d’une requéte, nous allons nous placer
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dans un cadre fonctionnel, ¢’est-a-dire un cadre logique qui n’utilise que des fonctions et des
prédicats unaires. Nous introduisons pour cela les requétes fonctionnelles conjonctives et leur

version acyclique.

2.3.1 Formules fonctionnelles conjonctives acycliques

Définition 72 (formule fonctionnelle conjonctive) Soit o une signature fonctionnelle, ¢’est-
a-dire une signature composée uniquement de symboles de fonctions et de prédicats unaires. Une
o-formule est dite fonctionnelle conjonctive ou F-CQ (resp. F-CQ’é) si elle est de la forme
© = 3TY 0w Y est une conjonction d’atomes U(v) et d’égalités 7 = 7' (resp. d’égalités T = 1’ et
d’inégalités T # ') et chaque terme T ou 7' est de la forme f(v) ou v est une variable, U un

prédicat unaire et f un symbole de fonction unaire.

Comme on a associé & toute formule conjonctive son hypergraphe, on associe maintenant a

toute formule fonctionnelle conjonctive son graphe.

Définition 73 (graphe de structure) A chaque formule F-CQ ou F-cQ* p, on associe le
graphe de structure (non orienté) G, = (V,, E,) défini de la maniére suivante :
~ Vi, = var(p) et,
— pour chaque paire de variables distinctes v,v', on a Uaréte {v,v'} € E, si et seulement si
une égalité > faisant invervenir a la fois v et V', donc de la forme f(v) = f'(v'), apparait

dans .

Définition 74 (formule fonctionnelle conjonctive acyclique) Une formule F-CQ (resp.
F-CQ7) ¢ est acyclique ou F-ACQ (resp. F-ACQ7 ) si son graphe de structure G, est acy-
clique. Sans perte de généralité, on supposera que chaque graphe G, est également connexe ; le

graphe G, est alors appelé larbre de la formule ¢ qu’on notera donc T,.

2.3.2 Traduction des requétes relationnelles en requétes fonctionnelles

La transformation des requétes acycliques que nous allons décrire dans cette section est trés
semblable & la traduction du calcul relationnel sur domaines (domain relational calculus) dans
le calcul relationnel sur n-uplets (tuple relational calculus) dans le cadre classique de la théorie
des bases de données. L’idée est trés simple, méme s’il est nécessaire d’examiner soigneusement

tous les détails.

?Les inégalités de ¢ n'interviennent pas dans la définition de G,
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Traduction de la structure

L’idée de base consiste, étant donnée une structure relationnelle M, & construire une structure
fonctionnelle M’ ot chaque sommet de M’ représente un tuple d’une relation de M. De fagon plus
précise, chaque o-structure relationnelle M = (D; Ry,..., Rs), ol Ry,..., Rs sont des relations,
est traduite par la o’-structure fonctionnelle M’ = (D'; D, Dg,,...,Dg,, f1,..., fp,1d) ainsi
décrite :

- D,Dg,,...,Dp

D'=DWDpg W...W D, W{L} avec un élément additionnel L ; pour chaque i € [s], on

. sont des relations unaires disjointes, dont le domaine D est la réunion
prend Dg, = R;, i.e. Dp, est I'ensemble des tuples de R;.
— Chaque f; (j € [p]) est une fonction unaire : D' — D telle que, pour chaque t =
(ai,...,ap,) € Dg,, on a f;(t) = aj pour j € [p;] et f;(t) = L sinon.
— Id représente la fonction identité.
On voit facilement que la structure fonctionnelle M’ contient toute I'information portée par
la structure M. On décrit maintenant comment traduire une formule en accord avec la traduction

de la structure.

Traduction d’une formule acyclique sans quantificateur (traduction 1)

Le principe de la traduction est d’associer a une formule (relationnelle) conjonctive acyclique
1 sans quantificateur une formule fonctionnelle acyclique sans quantificateur, dont les variables

sont les atomes de 1 et dont I’arbre associé est ’arbre de jointure de ).

Soit ¥(z) = /\ie[q] A; une conjonction d’atomes A; qui est une o-formule ACQ. On associe

a 1 la o’-formule sans quantificateur suivante :

Vo, 09) = N\ Dr(a)n N A fn(ei) = fir(oy)
i€[q]

i,7)ETy,
(B5)<Ty h,kep]

vary, (A;)=varg(A;)

ot 0/ = {Dr: R € o} U{Id, f1,..., fp},p = arity(0) = maxpe, arity(R), Ty est I'arbre de
jointure de ¥, A; = Ri(vil, e ,vlh, .o, 0P, p; est Darité de R; et vary,(A;) désigne la variable vl’-l

(e}

qui apparait & I'indice A dans 'atome A;.

Exemple 33 La traduction 1 transforme la o-formule ACQ sans quantificateur (z,y,z) =
R(z,y) NS(y, 2) en la o’-formule F-ACQ sans quantificateur : ' (a1, a2) = Dg(a1) A Dg(ag) A
falar) = fi(az).
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Traduction d’une formule acyclique (traduction 2)

Considérons une formule ACQ ¢(Z) = 3y (Z, y) ot ¢ est une formule sans quantificateur et

T = (x1,...,2m). On associe a ¢ la o’-formule fonctionnelle suivante :

©"(Z) = 3ar .. Ty (@ A N\ i (on,) =Td(z:))

1€[m]

ou ¢’ est la traduction (1) de la matrice ¢ de ¢ et Ay, (représenté par la variable ay,) est un

atome, arbitrairement choisi, de ¢ dans lequel z; apparait (a U'indice j;).

Exemple 34 La traduction 2 transforme la o-formule p(z, z) = Jy(R(z,y) A S(y,2)) de ACQ
en la o'-formule F-ACQ suivante, avec les mémes variables libres que o et la sous-formule )’

ci-dessus : " (z,2) = JagJas (V' (a1, a2) A fi(ar) =z A fa(az) = 2).

Remarque 13 Les traductions (1) et (2) peuvent étre aisément étendues auz ACQ7 formules.

Le lemme suivant exprime que les traductions 1 et 2 ont les propriétés attendues.

Lemme 35 1. Préservation de Uacyclicité : Soit o une formule CQ7. Si ¢ est acyclique

(ACQ7 ) alors ses traductions fonctionnelles 1 (dans le cas o ¢ est sans quantificateur)

et 2 sont également acycliques, ¢’est-a-dire sont F-ACQ7 .

2. Linéarité des transformations :

— Pour les formules : les tailles des formules transformées 1 et 2 sont linéaires en la taille
de .
— Pour les structures : la transformation de la o-structure relationnelle M en la o'-

structure fonctionnelle M’ est calculable en temps O(|JM]).

3. Correction des réductions :

~ Traduction 1 : Soit ' la formule F-ACQ7 sans quantificateur associée & la formule
sans quantificateur ¢ de ACQ7. 1l existe une réduction exacte du probleme Enum(v)
au probleme ENUM(¢).

— Traduction 2 : On a (M) = " (M').

Preuve. 1) Dans le cas de la traduction 1, on constate que si ¢’ contient une égalité f(a;) =
fr(a;) qui fait intervenir deux variables oy et «; (associées aux atomes A; et Aj), alors, par
construction, les deux noeuds A; et A; sont adjacents dans ’arbre de jointure T3;. Par conséquent,
le graphe Gy de 9/ est isomorphe & un graphe partiel de Ty et est donc aussi acyclique. La
traduction 2 contient, par rapport & la traduction 1, les variables supplémentaires x1,...Zmy,
chacune ajoutée comme feuille au graphe acyclique précédent. L’acyclicité est donc préservée.

2) Ce point est facile a veérifier.
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3) Traduction 1 : On définit la réduction (r,s) suivante du probléme ENuM(¢) au pro-
bleme ENUM(¢Y') pour la formule ACQ7 (x1,...,x,,) sans quantificateur et sa traduction
Y (a1, ..., o) dans F-ACQ7 :

— fonction r : on prend r(M) = M’ ou M’ est la structure fonctionnelle qui traduit la

structure relationnelle M ;

— fonction s : on prend s(M’, (a1, ..., aq)) = (fj, (aky), - - -, fjm(0k,,)) o0t, comme on I'a déja

écrit, la variable x; (i € [m]) apparait a U'indice j; dans 'atome Ay, de .
Le couple (r, s) est une réduction parcimonieuse du probléme ENUM(¢)) au probléeme ENUM(¢)'),

c’est-a-dire la transformation

(O‘h""aq) = (fj1(ak:1)v . '7fjm(ak‘m))

est une bijection de ¢'(M’) dans 1»(M). Par souci de simplicité et pour simplifier les notations,
vérifions le seulement sur ’exemple déja vu, exemple qu’on peut facilement généraliser. Soit
une o-structure M = (D, R, S) et soit M’ = (D'; D, D, Dg, f1, f2,1d) sa o’-structure associée.

Vérifions donc que la correspondance

(a1, @) = s(M', (a1, a2)) = (fi(aa), falaa), fa(az))

est une bijection de ensemble ¢’ (M’) dans 'ensemble (M) :
— en effet, ¢’est une fonction de ¢'(M”) dans ’ensemble ¢)(M) : pour toute solution (aq, ag) €
W'(M') et pour (z,y,2) = (fi(en), f2(a1), fa(az)), onaar = (z,y) € Ret az = (fi(az), f2(a2)) €
S'; or, comme on a par ailleurs fo(ay) = f1(ag) = y, on peut écrire (y, z) € S; d’ou on tire
(5,9,2) € B(M);
— la fonction est bijective : chaque solution (z,y,z) € ¥(M) a pour antécédent unique la
solution ((z,v), (y,2)) € ¥'(M’).
Comme les conditions de linéarité sont aussi vérifiées, le couple (7, s) est donc une réduction
exacte de ENUM(¢)) & ENuM(¢).
Traduction 2 : On déduit p(M) = ¢”(M’) en s’appuyant sur les mémes arguments que pour
la traduction 1. g

2.4 Elimination des quantificateurs dans les formules acycliques

Nous allons évaluer chaque requéte conjonctive acyclique (avec ou sans inégalités) par une
procédure inductive d’élimination des quantificateurs. L’induction est réalisée sur ’arbre de la for-
mule en éliminant successivement chaque variable en position de feuille. Nous décrivons d’abord
une telle procédure pour les formules F-ACQ avant de la donner dans le cas plus élaboré des
formules F-ACQ7.
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2.4.1 Evaluation des formules acycliques sans inégalité

Afin de présenter au mieux la procédure inductive d’élimination des quantificateurs et surtout
d’en justifier précisément la complexité combinée, par rapport a la structure et & la formule, nous
introduisons maintenant la notion d’arbre & égalités d’une formule. Cet arbre représente & la fois

la structure de la formule et sa complexité, c’est-a-dire sa taille.

Définition 75 (arbre a égalités) L’arbre a égalités d’une formule F-ACQ ¢ est un couple
(T, \) ou T est larbre de ¢ et X\ est une fonction qui, & toute aréte {x,y} € E(T), associe
létiquette constituée de l’ensemble des égalités de ¢ de la forme f(x) = g(y). Sl n’y a pas

d’ambiguité, on notera souwvent T = (T, \) un arbre a égalités.

Remarque 14 L’arbre a égalités T = (T, \) de ¢ contient toute l'information sur ¢, a l’ex-
ception de ses quantificateurs et de ses atomes unaires U(x). Sans perte de généralité, on peut
supposer que les tailles de ¢ et de T sont du méme ordre : |p| = O(|T|). En effet, on peut
supposer que chaque variable © n’apparait que dans (au plus) un atome unaire U(z) de ¢, ceci
en amalgamant en un seul atome unaire toute conjonction d’atomes unaires sur x (méme chose
pour les égalités f(x) = g(x) ou les inégalités f(x) # g(x)). En conséquence, le nombre d’atomes
unaires de ¢ est au plus card(var(p)) < |T|. Le nombre de quantificateurs de ¢ est évidemment

borné de la méme fagon.

A P’élimination d’une variable y d’une formule, en position de feuille, correspond évidemment

I’élagage de la feuille y dans ’arbre a égalités de la formule.

Définition 76 (arbre élagué) Soit T un arbre 4 égalités ou y est une feuille et x est le parent
de y. L'arbre y-élagué de T, noté T — {y}, est l'arbre a égalités T ou l'on supprime le noeud y

et laréte étiquetée {x,y}.

Le lemme suivant décrit I’élimination d’'un quantificateur 3z, dans une formule ¢ d’arbre &
égalités T pour une variable-feuille z de 'arbre T'. L’arbre & égalités de la formule obtenue par

élimination de z est 'arbre élagué 7' — {z}.

Lemme 36 Soit ©(z) une o-formule F-ACQ d’arbre & égalités T et de la forme ¢o(z) =
J24)(Z, 2), o ¢ est sans quantificateur et z est une feuille de T ayant pour parent y. Soit my. le
nombre d’égalités de la forme f(y) = g(z) dans (&) et soit M une o-structure de domaine D.
Alors on peut calculer en temps O(my, - card(D)) une o'-formule sans quantificateur ¢'(Z), avec
o C o', et une o’ -structure M’ qui étend M, telles que

- p(M) = ¢'(M');

— ¢ est une formule F-ACQ ayant pour arbre & égalités T — {z}.
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Preuve. Considérons une o-formule ¢(z) dans F-ACQ qui satisfait les hypothéses de 1’énoncé.

On note m = m,,. La formule ¢ peut étre mise sous la forme suivante :

(@) = o(@) A32(P() A\ 6ilz) = 6i(y)

i€lm]
ot 9o(Z) est une formule F-ACQ7 sans quantificateur, y est le parent de z dans Parbre T, y € Z
et P(z) est un atome unaire sur z. On note §(z) = (g1(2),...9m(2)), ¢ ) = (1 (y), ..., ().
Soit P = P(M). Considérons 'ensemble @ = gi’fl(g(P)). Cet ensemble @), qu’on va considérer
comme une nouvelle relation unaire, peut aisément étre calculé en temps O(my, - card(D)).

Considérons maintenant la o’-formule

¢'(z) = o(z) A Q(y)

ou o' = o U{Q} et M’ est la o’-expansion de M avec la relation unaire Q. Il est facile de

constater que ¢’ et M’ vérifient tous les points demandés. ]

Remarque 15 Sila conjonction 1y(Z) contient un atome de la forme U(y), il est facile d’amal-
gamer les prédicats unaires U et Q en un seul prédicat unaire U'. La structure M’ est modifiée

en conséquence en prenant U' = U N Q.

Proposition 37 Soit p(x) une o-formule F-ACQ de seule variable libre x et soit M une o-
structure. Alors on peut évaluer la requéte o(M) en temps total O(m - card(D)) ot D est le

domaine de M et m est le nombre d’égalités de .

Preuve. La premiére étape consiste a éliminer itérativement chaque feuille de ¢, hormis z, en
utilisant le lemme 36, jusqu’a aboutir a une formule ¢’(x) sans quantificateur et a une structure
M’ telles que ¢’ (M) = p(M). Le temps pour supprimer une feuille 2z de parent y dans T est
O(my.card(D)) ot my, est le nombre d’égalités de la forme f(y) = g(z). En conséquence, le temps
total pour supprimer toutes les variables sauf z est borné par O(3_y, .1ep(r) Myzcard(D)) =
O(m - card(D)). Puisque la formule sans quantificateur ¢’ se réduit & un atome U(z), la requéte

¢'(M’) peut donc aisément étre évaluée en temps O(card(D)). O

Corollaire 38 Soient ¢ une o-formule F-ACQ et M une o-structure. Alors, on peut décider
sion a (M) # 0 en temps O(m - card(D)) ot D est le domaine de M et m le nombre d’égalités
de .

2.4.2 Couvertures et ensembles représentants

Nous voulons maintenant effectuer 1’élimination des quantificateurs dans les formules F-ACQ7,

c’est-a-dire en présence d’inégalités. Pour cela, nous avons besoin d’introduire de nouveaux ou-
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tils combinatoires : les couvertures et les ensembles représentants. Nous introduisons d’abord

quelques conventions de notations.

Notations

— Dans toutes les définitions et résultats qui vont suivre, on désigne par F et F deux en-
sembles finis et f = (f1,..., fx) est un k-tuple de fonctions de E dans F. Le couple (E, f)
est appelé une table.

— A désigne le k-tuple vide et L est un symbole spécial qui n’appartient pas & F'.

— Pour tout entier i € [k] et tout élément a € E, on désigne par E! l'ensemble {z € E :

fi(x) # fi(a)}.
— Pour tout k-tuple & = (x1,...,x) et tout i € [k], U'expression x—; désigne le (k — 1)-tuple
(T15- s Tic1s Tig1, - -+, Tg)-
Couvertures
Définition 77 (couverture) Une couverture ¢ d’une table (E, f) est un tuple (c1,...,cx) €

(F U {L}F tel que, pour tout élément y € E, il existe un indice i € [k] tel que ¢; = f;(y). On

désigne par covers(E, f) lensemble des couvertures de la table (E, f).

Définition 78 (couverture plus générale, couverture minimale) Une couverture
d = (c),...¢},) est dite plus générale qu’une couverture ¢ = (c1,...cy), ce qu’on note cd <G, si,
pour tout i € [k], soit ¢, = ¢;, soit ¢, = L.

Une couverture & d’une table (E, f) est dite minimale s’il n’eziste pas de couverture ¢’ de la

table (E, f) strictement plus générale que c.

Définition 79 (ensemble complet de couvertures, ensemble minimal de couvertures)
Un ensemble complet de couvertures d’une table (E, f) est un ensemble C de couvertures de (E, f)
tel que, pour chaque couverture ¢ de (E, f), il existe une couverture ¢’ € C plus générale (au sens
large) que ¢.

Si, de plus, chaque élément de C est une couverture minimale de (E, f) alors C est appelé

ensemble minimal de couvertures de la table (E, f).

Lemme 39 [l existe un et un seul ensemble minimal de couwvertures d’une table (E, f) qu’on

appelle mincovers(E, f). Cest l'ensemble des couwvertures minimales de (E, f).

Preuve. Pour l'existence, il suffit de noter que pour chaque ¢ € covers(E, f), il existe ¢ €
mincovers(E, f) qui est plus général que & Pour I'unicité, considérons C et C’ deux ensembles
minimaux de couvertures de (E, f). Par complétude de C', il existe, pour chaque & € C, un

¢ € C tel que ¢ < € Par minimalité de ¢, cela implique que ¢ = &. Par conséquent, on a prouvé
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que C C C’'. Par symétrie, on obtient C’ C C et donc C = C’. 1l est aussi facile de vérifier que

mincovers(E, f) est 'ensemble des couvertures minimales de (E, f). O

Exemple 40 On considére la table (E, f) ci-dessous ou f = (f1,f2,f3), fi : E — F, E =
{a,b,c,d,e} et F ={1,2,3,4,5}.

fi| fa | f3
all| 2|4
bl 2|51
c|31]12]|4
dl 3|53
el 5|24

On constate facilement que les triplets (1,5,4),(2,2,3),(2,5,4),(3,2,1) et (L,5,4) sont des
couvertures de la table (E, f) dont ils forment un ensemble complet de couvertures et que l'on a

mincovers(E, f) = {(L,5,4),(2,2,3),(3,2,1)}.

Représentants

La notion principale utilisée pour I’élimination de quantificateurs est celle de représentant.

Définition 80 (ensemble représentant) Un représentant ou ensemble représentant d’une table
(E, f) est un sous-ensemble E' C E tel que covers(E, f) = covers(E', f) 3.

Dans 'exemple donné ci-dessus, E' = {a,b, ¢, d} est un représentant de la table (E, f).

Remarque 16 La notion de représentant est a comparer avec la notion de “full kernel” d’un

probléme dans le cadre de la complexité paramétrée.

Caractérisation des couvertures et des représentants

Le but de cette section est de montrer que pour une table (E, f) donnée, f = (f1,..., fx),
il existe un représentant et un ensemble complet de couvertures de (E, f) dont les cardinalités
respectives ne dépendent pas de la cardinalité de ’ensemble F mais seulement de k.

Le lemme suivant donne une définition inductive de ’ensemble des couvertures d’une table.

Lemme 41 Les trois propriétés suivantes sont vérifices.
1. covers((), f) = F*;
2. 81 E # 0 alors covers(E,\) =0 ;

3par abus de langage, on note encore f = (f1,..., fx) la restriction de f a la partie B’ C E.
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3. Supposons que E # 0, a € E et f # \. Alors léquivalence suivante est vraie, pour tout

tuple ¢ : ¢ € covers(E, f) si et seulement si il existe un indice i € [k] tel que ¢; = fi(a) et

c—; € covers(E%, f—;).
Preuve. Evidente et laissée au lecteur. |

Le lemme suivant va nous permettre de construire, de facon inductive, pour chaque table, un

“petit” ensemble de représentants de cette table.

Lemme 42 Les trois propriélés suivantes sont vérifiées.

1. 0 est un représentant de la table (0, f) ;
2. Si E#0 etacFE alors {a} est un représentant de la table (E,\) ;

3. Supposons E # 0, a € E, f # \ et, pour tout i € [k], R; est un représentant de la table
(E2, f—;). Alors, {a} U Uiep B est un représentant de la table (E, f).

Preuve. (1) et (2) sont évidents. Nous allons maintenant prouver (3). Par hypothése, a € E et,
pour tout i € [k], R; C EZ et covers(R;, f—;) = covers(E%, f_;). Nous avons seulement & prouver
I'inclusion
covers({a} U U R;, f) C covers(E, f)
i€lk]
puisque l'inclusion inverse est évidente. Soit ¢ € covers({a} U, R, f). En particulier, il existe
un entier j € [K] tel que fj(a) = ¢;. Soit b un élément de E. Il y a deux cas possibles :
= soit f;(b) = fj(a) = ¢;;
— soit fj(b) # fj(a) = c¢;. Dans ce cas, b € EY. Par hypothese, ¢ € covers(Rj, f)et R; C Y.
Par conséquent, pour tout « € Rj, fj(x) # fj(a) = ¢;. On obtient donc ¢ € covers(Rj;, f—;).
Donc ¢ € covers(E;, f—;) par hypothése. Comme b € B¢, il existe i # j tel que fi(b) = ¢.
Finalement, on a prouvé dans les deux cas que, pour chaque b € FE, il existe i € [k] tel que
fi(b) = ¢;. Cela signifie que ¢ € covers(F, f).
U

La proposition suivante exprime le fait que la cardinalité d’un ensemble minimal de couver-
tures de toute table (E, f) est bornée par un nombre indépendant de card(E) et que toute table

(E, f) posséde un ensemble représentant de cardinalité bornée de la méme fagon.

Proposition 43 1. Pour chaque table (E, f), f : E — F*, on a card(mincovers(E, f)) < k!;

2. Il existe une fonction h(k) = O(k!) telle que chaque table (E, f), f : E — F*, posséde
un ensemble représentant E' de cardinalité bornée par h(k) et qu’on appellera un petit

(ensemble) représentant de la table (E, f).
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Preuve. 1l est assez facile de vérifier que le nombre de couvertures minimales est borné par la
fonction g(k) définie par la récurrence g(0) = 1 et g(i) = g(i —1) x4, pour i € [k], donc g(k) = k!.
De maniére similaire, 4 partir du lemme 42, on obtient un représentant £’ d’une table (E, f) de
cardinalité bornée par la fonction h(k) définie par la récurrence h(0) = 1 et h(i) =ixh(i—1)+1,

pour i € [k]. D’out on déduit h(k) = O(k!). O

On s’intéresse maintenant a la complexité du calcul d’un petit représentant. On définit donc

le probléme suivant.

SMALL-REPRESENTATIVE-SET
Entrée: deux ensembles finis F/ et F', un entier k£ et un k-tuple de fonctions unaires

f="(fi,...fx) de E dans F'
Paramétre: lentier k

Sortie: un petit représentant E’ de la table (E, f)

Lemme 44 Le probléme SMALL-REPRESENTATIVE-SET est calculable en temps O(k!- card(E)).

I’algorithme RepSet donné ci-dessous pour ce probléme se déduit du lemme 42.

Algorithm 5 RepSet(E, F, k, f)
1: si £ =0 alors

N

renvoyer ()
3: sinon
4

choisir a dans F

ot

renvoyer {a} U Uz‘e[k} RepSet(E!, F k— 1, f_;)

: fin si

D

On voit facilement que chaque ensemble E{ peut étre calculé en temps O(card(F)). Par

conséquent, la complexité globale de 'algorithme RepSet est O(k! - card(E)).

2.4.3 Une premiére méthode d’élimination des quantificateurs

L’arbre & inégalités d’une formule F-ACQ7 va jouer un roéle analogue a celui de I'arbre &

égalités d’une formule F-ACQ.

Définition 81 (arbre a inégalités) L’arbre a inégalités d’une formule F-ACQ7 est son arbre
a égalités T' complété par des liens d’inégalité. Plus précisément, si ¢ contient k inégalités de la

forme f(x) # g(y) alors k liens d’inégalité {x,y} sont ajoutés a T.

Nous adaptons la notion d’arbre élagué d’un arbre & inégalités. Pour chaque feuille supprimée,
on raccroche ses liens d’inégalités & son parent. Cette forme d’élagage refléte le traitement des

inégalités dans I’élimination des quantificateurs telle qu'on l'effectuera ci-dessous.

o8



2.4. Elimination des quantificateurs dans les formules acycliques

F1G. 2.2 — Arbre a inégalités T de racine x et son arbre élagué T' — {y}

Définition 82 (arbre élagué) Soit T un arbre o inégalités ot y est une feuille et x est le
parent de y. L’arbre y-élagué de T', noté T —{y}, est l'arbre a inégalités T modifié de la maniére
sutvante :

— On supprime le noeud y, l'aréle éliquetée {x,y} et les liens d’inégalité entre x et y ;

— On remplace chaque lien d’inégalité {y,z}, pour z # x, par un lien d’inégalité {z,z}.
De manieére plus générale, un arbre élagué de T est un arbre & inégalités construit a partir de T'

en y-élaguant successivement des feuilles y.

Exemple 45 Soit ¢ la formule F-ACQ7 suivante :

p(x,y,2) = f(x) = g(y) A f'(x) = h(z) Nh(x) # f(y) A Fly) # 9(2) Ag(y) # h(2)

L’arbre & inégalités T de p, de racine x est représenté sur la figure 2.2.qa.
Les étiquettes sont respectivement l'ensemble d’inégalités e; = {f(x) = g(y)} et ea = {f'(z) =
h(z)}. L’arbre y-élagué T —{y} est représenté sur la figure 2.2.b. Les deux liens d’inégalité {y, z}

sont remplacés par deuz liens d’inégalité {x,z} dans T — {y}.

Définition 83 Dans un arbre a inégalités T, le degré d’inégalité d’un noeud x, noté deg}é(aﬂ), est
le nombre de liens d’inégalité adjacents a x. Le degré d’inégalité d’un sous-arbre T' de T, noté

deg;(T’), est la somme des degrés d’inégalité de ses noeuds :

degi(T) = 3 degf(a)
zeV(T")

Lemme 46 Soit k le nombre de liens d’inégalité de 'arbre a inégalités T

1. Pour chaque sous-arbre T' de T, on a deg?(T’) < 2k;

2. Pour chaque arbre élagué T' de T et chaque noeud x de T', on a degrf,(x) <k.
Preuve.

1. C’est trivial puisque chaque lien d’inégalité est adjacent & exactement deux noeuds.
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2. Cela résulte du fait que 'arbre élagué T'— {y} a au plus le méme nombre de liens d’inégalité

que T.
g

Nous énonc¢ons maintenant notre premier résultat d’élimination des quantificateurs pour les

formules F-ACQ7.

Lemme 47 Soit o(Z) une o-formule F-ACQ" dont Uarbre & inégalités est T et qui est de la
forme p(x) = J2¢(Z, z) ot Y est sans quantificateur et z est une feuille de T'. Soit k (resp. m)
le nombre d’inégalités (resp. égalités) de p(T) qui font intervenir la variable z et soit M une
o-structure de domaine D. Alors on peut calculer en temps O(k! - card(D) + m - card(D)) une
o'-formule sans quantificateur ¢’ () avec o C o et une o’-structure M’ qui est une expansion
de M telles que

- (M) = ' (M');

— ¢ est une disjonction de h(k) = O(k!) formules o; de F-ACQ7 et d’arbre o inégalités

T —{z}.

Preuve. La formule ¢(Z) peut étre mise sous la forme suivante :

o(®) = o(@) A F(P() A N il AN £i(2) # Fi(@))
i€[m]

i€[k]
ou Yo(x) est une formule F—ACQ5"é sans quantificateur, y est le parent de z dans 'arbre T et
P(z) est un atome unaire sur z et l'expression f/(Z) désigne un terme de la forme f/(v;) pour une
variable v; € Z. Soient g(z) = (g1(2),...9m(2)), ¢ () = (¢1(¥), ... gl (y)). On partitionne, en
temps O(m-card(D)), ’ensemble P = P(M) selon les valeurs de g. Plus précisément, pour chaque
a € g(D), on définit Py = PN g '(a) et on calcule un petit représentant de la table (Ps, f),
représentant noté P4 (de cardinalité au plus h(k) = O(k!)). Cela peut étre fait globalement en
temps 35 cop) O(k!-card(FPs)) = O(k!-card(P)) = O(k!-card(D)). Clairement, la formule ¢(z)

peut étre reformulée en

bo(Z) A3z € Py, /\fz ) # fi(z

Par définition d’un ensemble représentant, elle est également équivalente & la formule suivante

sur M.

do(@) Az e Py N\ £i(2) # £1(@)

i€(k]
Soit M’ une o’-expansion de M obtenue en introduisant les relations unaires Ej et les

fonctions unaires v; et f; ;, pour i € [k] et j € [h(k)], qui sont définis de la maniére suivante :
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. / -
- Ej (y) - Card(Pg‘/(y)) >7J;

— vj(y) est le j-éme élément du petit représentant P’

) sil<j < card(P:

iy )) et n’est pas
défini sinon ;

- fij = fiov;.
Finalement, on obtient ¢(M) = ¢'(M’) pour la o’-formule ' = \/ ;¢ i (Z) ot

$;(T) = 1o (T) AN Fiiw) # F(@)

i€ k]
On notera que chaque 9; est une formule F-ACQ7 qui a pour arbre a inégalitées T — {z}
comme demandé.
On voit facilement que I'expansion M’ de M par les relations et fonctions unaires Ej, v; et f; ;
peut étre calculée en temps O(k!-card(D)). Finalement, la complexité globale de la transformation
(M, @) = (M) est O(m - card(D) + k! - card(D)) comme demandé. O

En utilisant le résultat précédent, on peut déduire la proposition suivante.

Proposition 48 Soit p(z) une o-formule de F-ACQ” avec une seule variable libre x. Soit
M une o-structure. On peut calculer (M) en temps f(|p]) - |[M| pour une certaine fonction
calculable f.

2.4.4 Une borne de complexité plus précise

Dans cette section, nous cherchons a améliorer les bornes de complexité vis-a-vis des para-
meétres liés & la formule : par exemple, son nombre d’inégalités. Pour cela, on adopte une stratégie
modifiée : notre élimination d’un quantificateur, au lieu de dupliquer, par disjonction, la formule,
duplique, d’une certaine maniére, le domaine de la structure.

Le lemme suivant est une variante du lemme 47. Il est commode de supposer que chaque va-
riable x de la formule ¢ posséde son domaine propre D,.. Cette convention autorisera a dupliquer
le domaine D, d’une variable x sans dupliquer les domaines des autres variables. La définition
d’une o-structure M est modifiée en conséquence. Plus précisément, on suppose, sans perte de
généralité, que, pour chaque o-formule ¢ de F-ACQ7 et chaque o-structure M, les conditions

suivantes sont vérifiées :

1. chaque symbole de fonction unaire f (resp. prédicat unaire U) apparait une seule fois dans
¥

2. si f(z) (resp. U(x)) est I'unique terme (resp. atome) qui fait intervenir f (resp. U) dans ¢
alors f (resp. U) est appelé symbole de x-fonction (resp. z-prédicat) ou plus simplement -
symbole, et U'interprétation du symbole de fonction f (resp. du prédicat U) dans la structure
M est la fonction f: D, — D (resp. sous-ensemble U C D,) ou D est le domaine de M
qui est l'union |

zevar(y) D, des domaines des variables de .

61



Chapitre 2. Evaluation de requétes conjonctives

On note o, ’ensemble des symboles de x-fonctions et des z-prédicats de o. Clairement, o est

I'union disjointe des ensembles o, pour les variables x € var(yp).

Lemme 49 Soit o(Z) une o-formule F-ACQ” d’arbre & inégalités T et de la forme (%) =
Jy3z(Z,y, z), ot ¢ est une formule sans quantificateur, z est une feuille de T et y le parent
de z dans Uarbre, y,z ¢ T. Soit k (resp. m) le nombre d’inégalités (resp. d’égalités) dans ¢ qui
font intervenir la variable z, et soit M une o-structure. Alors on peut calculer une formule sans
quantificateur ' (Z,y) et une o’ -structure M’ telles que

- p(M) = ' (M) ot '(z) = Iy (2,y) ;

— (%, y) est une formule F-ACQ7” avec pour arbre & inégalités T — {2z} et ainsi [¢'| < || ;

— card(o’) = card(c) + k ; plus précisément, card(c,) = card(cy) +k ;

dans la transformation M — M, les domaines des variables ne sont pas modifiés a l’ex-

ception du domaine de y dont la cardinalité est multipliée par h(k) = O(k!) ;

la transformation (p, M) — (@', M') est calculable en temps
O(m - card(D;) + k!(card(oy) - card(Dy) + card(D,)))
ot Dy et D, sont les domaines respectifs de y et z dans M.

Preuve. On décrit les différences avec la preuve du lemme 47. La premiére partie de la preuve

est similaire avec la formule

$(E,y,2) = ho(T,y) AP A N giz) =giw) A N\ Fil2) # £(@,y)
i€lm] ic(k]
ot 1o (Z,y) est une formule sans quantificateur, P(z) est un atome unaire et f/(Z,y) désigne un
terme de la forme f/(v;) pour une variable v; € {Z,y}. La formule 32¢(Z, y, z) est équivalente a

la formule suivante sur la méme structure M :

7/)0(579) NIz € P;’(y) /\ fl(z) 7& fz,(:z‘ay)
i€|k]
R_appelons que Pg’—,(y) est un petit représentant de la table (Pg‘/(y)7f) ou Py = P(M) N
g 1(g'(y)). Soit maintenant M’ une o’-structure, o C o’, définie de la maniére suivante & partir

de M :

— Premiérement, on remplace le domaine D, de la variable y par le domaine suivant :
D; ={(b,7) € Dy x [h(k)] : j < card(P;,(b))}

Clairement on a, card(Dy) < h(k)card(Dy) = O(klcard(Dy)).
— Ensuite, on construit la signature étendue o’ = cU{f! : i € [k]}, oit les f! sont k nouveaux

symboles de y-fonctions unaires, et on définit leurs interprétations de la maniére suivante
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sur le domaine Dy, : pour tout élément (b,j) € Dy, f'((b,5)) = fi(u) ott u est le j-eme

élement du petit représentant Pg’ )

— Pour finir, pour chaque symbole de y-fonction f (resp. chaque y-prédicat U) de o et chaque
élément (b, j) € D}, on fixe fM((b,5)) = fM(b) (vesp. UM ((b,5)) = UM(b)).

Soit 1) la formule suivante :

V(@) = vo(@y) A N\ ) # F(Zy)
1€[k]
On peut conclure de maniére analogue que ¢(M) = ¢'(M') pour ¢(Z) = FzIyY(Z,y, 2) et
' (z) = Iy’ (Z,y). La complexité de la transformation (M, @) — (M, @) est O(m - card(D) +
k!(card(Dy) + card(D.))). O

2.4.5 Applications de I’élimination des quantificateurs

Nous allons procéder a I’élimination des quantificateurs d’une formule en éliminant successi-

vement les variables-feuilles de son arbre.

Définition 84 (ordre d’é¢limination) Soit ¢ une formule F-ACQ7 d’arbre T. Un ordre d’éli-
mination (ou T-ordre) des noeuds de T' (variables de ) est une liste ordonnée (éventuellement
vide) x1,...,xp des noeuds de T telle que x, est une feuille de T' et xy,...,xp—1 est un ordre

d’élimination des noeuds de T' — {z,}.

Remarque 17 Un ordre d’élimination de T est en fait un ordre topologique des noeuds de T'.

Dans le résultat qui va suivre, nous allons appliquer I’ensemble de nos méthodes d’élimination
des quantificateurs & I’évaluation d’une requéte. Nous allons pour cela nous ramener 3 une formule
sans quantificateur en utilisant successivement la méthode du lemme 49 (duplication du domaine
d’une variable) et la méthode du lemme 47 (duplication de la formule). Notons qu’il ne semble
pas possible de prouver la borne & laquelle nous aboutissons en n’utilisant qu’une seule de ces

deux méthodes. Le résultat concerné et qui généralise le lemme 37 est le suivant.

Proposition 50 Soient ¢(z) une o-formula F-ACQ" possédant une seule variable libre = et
M une o-structure. Soit k le nombre d’inégalités de p. La requéte o(M) est calculable en temps
O((2k)2|¢| - IM]) et donc en temps 200k108K) || .| M.

Preuve.
Soit T ’arbre & inégalités de . On considére que x est la racine de T'. Sans perte de généralité,

on supposera que ¢ est de la forme

() = FyFzp(x, 7, 2)
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ot la formule 9 est sans quantificateur, § = y1, ...y, est la liste des enfants de la racine x dans
T,Z=z1,...,2g ¢t T,Y1,...,Yp,21,...,%¢ est un T-ordre des noeuds de 7. L’algorithme qui
calcule (M) procéde en trois phases :

— La phase 1 élimine successivement les variables z en utilisant le lemme 49 ;

— La phase 2 élimine successivement les variables g en utilisant le lemme 47 ;

— La phase 3 calcule p(M).

Phase 1

Les “feuilles” zg, ..., 22,21 sont supprimées successivement en appliquant itérativement le
lemme 49. La o-structure initiale M est transformée en les o’-structures M’ successives en
dupliquant, a chaque fois, le domaine de chaque variable parent de la variable éliminée. On note
que le domaine D, de la racine x qui, par construction, n’est parent d’aucun z; n’est pas modifié.

Le fait suivant décrit comment, pour chaque variable v, distincte de x, le nombre de v-
symboles de la signature et la cardinalité du domaine de v augmentent dans la transformation

(0,0, M) — (0!, ', M"). Pour une variable v, on note T;, le sous-arbre de T de racine v.

Fait 51 Soit une variable v € y U Z, racine du sous-arbre T, de T. A tout moment de la phase
1, les bornes supérieures suivantes sont respectées :

- card(o)) < card(oy,) + degi(Tv) ;

~ card(D.))) = O(card(D,) - (deg?(Tv))!) ot D, (resp. D)) est le domaine de v dans M (resp.

M) et o, (resp. ol,) est Uensemble des v-symboles de o (resp. o’ ).

Preuve. On note uy,...,u, € Z la liste des enfants de v dans 7. Par le lemme 49, quand une
variable u; est éliminée, la cardinalité de la signature associée & son parent v est augmentée de k;
ou k; est le nombre de liens d’inégalité adjacents & u;. Similairement, la cardinalité du domaine
de v est multipliée par h(k;) = O(k;!). Par le lemme 46, on a k; < d; pour d; = deg?(Tui). Par

conséquent, on obtient :

card(o)) = card(o,) + Z d;

i€[r]
et
card(D)) = O(card(D,) - H d;!)
i€(r]
Notons les inégalités :
[T dt< (> d)
i€r] i€]r]
et

> degh(Ty,) < degl(T,)

i€[r]
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Ce qui prouve le fait. O

Nous analysons maintenant la complexité en temps (noté Time(u)) de I’élimination d'une

variable v de parent v dans la phase 1. Par le lemme 49,
Time(u) = O(m,, - card(D),) + ky!(card(D),) + card(o),) - card(D.)))

ou m, est le nombre d’égalités de ¢ faisant intervenir u et v et k, est le nombre d’inégalités
faisant intervenir u dans ¢'. Par le fait 51, on a card(D),) = O(card(D,,) - d,!) et card(D)) =
O(card(Dy) - dy!) ou dy, = deg?(Tu) et d, = deg?(Tv). On a aussi card(o}) < card(oy) + do.
Par le lemme 46, on a d, < 2k et d, < 2k. Par conséquent, card(o]) < card(o,) + 2k,
card(D},) = O((2k)!-card(D)) et card(D)) = O((2k)! - card(D)). Donc on a Time(u) = O((m, +
k!)(2k)! - |[M]). Notons que »_, .- my < m, card(o) - card(D) < [M| et 2] < [p].
Le temps total de la phase 1 est donc :

ZTime(u) = O((2k)!(m - card(D) + || (k! - card(D) + k!|M|)))

= O(k!- (2k)!|g| - IM])

Phase 2

Rappelons qu’a la fin de la phase 1, la ¢/-formule obtenue admet un arbre & inégalités T'— {z}
de profondeur 1, qui consiste en la racine x et ses enfants yi,...,yp. La o’-structure corres-
pondante M’ a des domaines D, = D, = D et, pour tout i € [p], D;, avec card(D;,) =
O(d;lcard(D,,)) ot d; = deg?(Ty,).

On supprime successivement chaque variable y; en utilisant 1'algorithme du lemme 47. Soit
ki = deg?i{g}(yi). Clairement, > % _, k; < 2k, et, aprés élimination de yy, ..., y;—1, la formule ¢’
est transformeée en une disjonction de O(ky!--- k;—1!) formules de F-ACQ7 d’arbre & inégalités
T—{z,y1,...,yi—1}. Donc, le temps requis pour éliminer la variable y; dans toutes les disjonctions
est

Time(y;) = O(k1! - ... - ki_y!(mcard(Dy,) + k;! - (card(Dy,) + card(Dy))))

ou m; est le nombre d’égalités dans ¢ faisant intervenir les variables y; et z. Notons les inégalités

p p

[TE! < O kit < (2k)!

i=1 i=1
et
card(Dy,) < (2k)! - card(D)
Donc, par le lemme 47

Time(y;) = O(((2k)!m; + (2k)1%)| M)
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Notons la borne
> mi=0(l¢l)
i€[p]

Le temps total de I’élimination de y,...,y, est donc

> Time(y) = O((2k)2|| - M)

i€|p]
Phase 3

A la fin de la phase 2, on obtient une disjonction ¢"(z) = \/; P;j(x) de O([]i_, ki!) = O((2k)!)
o”-formules sans quantificateur de F-ACQ7$, avec une seule variable x, donc des atomes unaires
Pj(z), et une o”-structure M” de domaine D, = D, telles que ¢”(M") = p(M). Clairement,
chaque requéte P;(M") peut étre calculée en temps O(card(D)) et la requéte p(M) = |J; P;(M”)
est calculée en temps O((2k)!card(D)).

Le temps total, dominé par la phase 2, pour calculer p(M) est O((2k)!?|¢|-|M|) Cela prouve
la proposition.
([l

2.5 Enumeération

Notre premier résultat de complexité d’énumération pour les formules acycliques avec ou sans

inégalités est le suivant.

Proposition 52 Soit p(z1,...,xp) une o-formule fizée de F-A CQ” (ou ACQ7 ). Alors le pro-
bléme ENUM(p) peut étre évalué, sur une structure M, avec un délai Oy (| M]). Plus précisément,

le délai est O(p(2k)1?|p| - |IM|) ou k est le nombre d’inégalités de .

Preuve. Nous décrivons un algorithme et sa complexité pour les formules F-ACQ7. Le méme
résultat pour les formules ACQ7 est déduit en utilisant la réduction exacte mise en évidence
dans le lemme 35 (traduction 2). Soit M une o-structure fonctionnelle et p(z1,...,x,) une
o-formule F-ACQ7.

L’algorithme 6 énumeére les éléments de ¢(M). Nous analysons maintenant la complexité
de cet algorithme d’énumeération. Clairement, le délai pour mettre en sortie chaque solution
(a1,...,ap) € (M) est O(3 ;¢ Time(ar, ..., ai—1)) ot Time(ay, ..., a;—1) désigne le temps de

I'évaluation de la requéte ¢q, . 4, (M) ol

Par,ai 1 (Ti) = w1 ... Fxpp(ar, ... ai—1,Ti, Tig1, ..., Tp)
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Algorithm 6 Enum(¢(z1,...,2,), M)
1: si p=1 alors

2. calculer p(M)

3:  pour a € ¢(M) faire

4: mettre en sortie a

5. fin pour

6: sinon

7. évaluer ¢1(x1) = Jxg ... xpp(21,. .. 2p) sSUr M
8: pour a € ¢;(M) faire

9: s0it o = p(a, z2, ..., xp)

10: pour b € Enum(p,(z2,...,7,), M) faire
11: mettre en sortie (a, b)

12: fin pour

13:  fin pour
14: fin si

Par la proposition 50, Time(aq, ..., a;_1) = O((2k)'?|p| - | M|) Par conséquent, le délai pour
la sortie (a1, ...,ap) est

O(p(2k)¥| | - IM])

Ce qui donne la borne désirée pour le délai. (Il

2.5.1 Outils combinatoires

Afin d’énumérer & délai constant les solutions d’une requéte ACQ"ﬁ7 il sera utile de calculer
efficacement le probléme dynamique et paramétré suivant.

LEASTNONCOVER
Entrée statique : Un ensemble ordonné (F, <), un ensemble F', un entier k

et un k-tuple de fonctions unaires f = (f1,... fx) de E dans F
Entrée dynamique : un vecteur @ = (ug,...,u;) € F¥ et un élément z € E

Paramétre : 'entier k
Sortie : le plus petit entier y > x dans E tel que f;(y) # u;,
pour tout i € [k], si un tel élément y existe, et L

sinon

Pour résoudre le probléme LEASTNONCOVER dans CONSTANT-TIMEy;,, on précalculera un

ensemble d’arbres de choix.

Définition 85 Soit (E, <), F,k, f une entrée statique de LEASTNONCOVER et soit x un élément

de E. L’arbre de choix pour x est un arbre étiqueté, noté T, = (T, (labelo())acv(1)). Son
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ensemble de noeuds est

V(T) = {(a1,...,a;) € [k]' : 1 € [0,k] et a; # a; pour tous i,j tels que 1 <i < j <I}.

La racine de T est le noeud € (liste vide). Tout noeud (ai,...,a;—1,a;) est enfant du noeud
(a1,...,a;_1), autrement dit, les ancétres d’un noeud sont tous ses préfizes.
La fonction d’étiquetage o — label,(x) associe a chaque noeud o € V(T') un élément de EU{L}

et est définie inductivement dans [’ordre préfixe de T.

— étiquette de la racine : label (x) = x;

— étiquette d’un noeud o = (a1,...,a;) € V(T) avec | > 1 : on distingue deux cas selon 1’éti-

quette du parent de o :
— soit labely, 4, ,(x) =L : on prend encore labely, . q () = L;
— soit labely, . o ,(z) # L : Uétiquette du noeud o = (aq,...,a;) est calculé a partir des

étiquettes de ses ancétres que l'on note y; = labely, . q;(x) pour j € [0,1 — 1] ; on prend

labela, ....q)(v) = min{y € E:y > AVj € [I] fa;(y) # fa;(yj-1)}

si cet ensemble n’est pas vide, et sinon, on prend labely, . . (x) = L.

I’objet essentiel pour calculer le probléme LEASTNONCOVER et précalculer les arbres de

choix Ty, pour x € E, est la fonction FIND.

Définition 86 (fonction FIND) Supposons fizée une entrée statique du probléme LEASTNON-
COVER : (E, <), F,k, f. Soient un élément x € E, une partie S C [k] et une fonction u: S — F.
On définit FIND(z, S, u) comme le plus petit élément y > = appartenant a E et tel que f;(y) # u(i),

pour tout i € S, si un tel élément y existe, et comme L sinon.

Remarque 18 De facon évidente, la fonction FIND généralise le probléme LEASTNONCOVER :

le résultat de LEASTNONCOVER est FIND(z, [k],w) ot u(i) = w; pour tout i € [k].

On calcule aisément FIND(x,S,u) en utilisant la procédure Find ci-contre qui parcourt une

branche de 'arbre de choix T} précalculé.
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Algorithm 7 Find(z, S, u)
1: o€

2 Yz
3: 8« S
4: tant que y # | faire
si pour tout ¢ € S’ on a f;(y) # u(i) alors
renvoyer y

5
6
7:  sinon
8 choisir ¢ € S" avec f;(y) = u(i)
9

a — (o, 1)
10: y < labely ()
11 Sh— 5" —{i}
12:  fin si

13: fin tant que

14: renvoyer L

Complexité de la procédure Find : Le nombre d’itérations de la boucle “tant que” est au plus

k + 1 et le temps d’un pas de boucle est O(k). Le temps de calcul de Find est donc O(k?).

Correction de la procédure Find : Soit yg, y1, ...,y la liste des valeurs prises successivement

par la variable y au cours de 'exécution de la procédure Find(z, S, u). De I’'examen de la procé-
dure, on déduit les points suivants :

1. Clairement, on a y; = labely, . q;(z), pour tout j € [0,l], pour une certaine liste de I

valeurs distinctes (a1, ...,q;) € S
2. On a fq;(yj-1) = u(a;), pour tout j € [I] : car, dans le cas contraire, on n’aurait pas calculé
la nouvelle valeur y; de y.

Le résultat de la procédure Find(z, S, u) est, par construction, y; = label,, 4, (). Prouvons
qu’il est correct. On a deux cas.

Premier cas : y; = label,,, o () = L. Par définition de I'étiquette labely, 4 (z) = L du
noeud (a1, ...,q;) dans I'arbre T, I'ensemble {y € £ : y > x AVj € [I] fo,;(y) # fa;(yj—1)} est
vide. A cause du point 2, cela signifie que I'ensemble {y € E: y > x AVj € [I] fo,;(y) # u(a;)} est
vide. A cause de l'inclusion {ai,...,a;} € S, 'ensemble {y € E:y>axAVie S fi(y) # u(i)}

est aussi vide.

Second cas : y; = labely, . 4 (z) # L. Par définition de I'étiquette labely, . 4, () dans 77, on

a donc

y=min{y € E:y>xAVj€[l] fo;(y) # fo; (1)}
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A cause du point 2, ceci se réécrit :

y=min{y € E:y >z AVj€[l] fo;(y) # ula;)}.

Par définition de la procédure Find, puisque son résultat est y; # L, on a f;(y;) # (i), pour

tout i € S’. Par construction de ’ensemble S, on a S = S"U{aq,...,a;}.

On en tire donc :

y=min{ly e E:y>xAVieS fi(y) #u(i)}.

En conséquence, dans chacun des deux cas, le résultat y; de la procédure Find(z, S, u) est la

valeur spécifiée FIND(z, S,u). La procédure est donc correcte.

Il reste & décrire le précalcul des arbres T}, pour tout € E. On peut supposer que ’ensemble

ordonné (E, <) est 'intervalle [n] avec son ordre naturel <. On utilise les propriétés suivantes.

Lemme 53 Soit un noeud (ay,...,a;) € [k]' de T, qui n’est pas racine, c’est-a-dire avec | > 1.

Eraminons ce que vaut son étiquette.
1. Si x =n alors labely, . q(x) = L;

2. si x < n alors on a labely, o (xr) = FIND(z,S,u) = FIND(xz + 1,5,u) avec l’ensemble
S ={a1,...,ar} et la fonction u: S — F définie par u(a;) = fo;(labely,,. a;_, (7))

Preuve. On note d’abord que si on a labely, . 4 (z) # L alors, puisqu'on a par définition
labely, .. () > x et fo, (labelg, . o (2)) # fai(x), il s’en déduit label,, . o, (x) >+ 1.

Prouvonsle (1) : Sionax = netlabel,,, o (x) # L alors on en déduit label,, . o, (x) > n+1:
c’est absurde.

Prouvons le (2) : En examinant la définition de I'étiquette label,, . 4 (z) d'une part, et les
définitions de S, u et FIND d’autre part, on vérifie immédiatement 1’égalité label,, o () =
FIND(z, S,u). On a deux cas :

— soit on a FIND(z, S,u) = L et on en déduit immédiatement FIND(z + 1,5, u) = L;

— soit on a FIND(z,S,u) # L et on en tire FIND(z,S,u) = label,, . q,(x) > 2 + 1. D’ou on

déduit labely, . 4, (z) = FIND(z + 1, S, u).

L’assertion (2) est prouvée dans les deux cas. O

Les points (1) et (2) du lemme précédent établissent la correction du précalcul ci-dessous :

ce précalcul calcule les étiquettes des arbres de choix T, dans 'ordre T}, T),—1...771.
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Algorithm 8 Phase de précalcul
1: pour = de n & 1 en décroissant faire

[N

label¢(x) «— x
3:  pour !l del ik faire
4

pour chaque liste o = (a1, ...,a;) € [k]' formée de [ valeurs distinctes faire

5: si x =n ou label,, 4 ,(z) = L alors

6: labely[z] — L

7: sinon

8: soit S ={a1,...,a}

9: soit la fonction u : S — F définie pour tout j € [I] par u(a;) = fo,(labelq, 4., (z))
10: labely (x) < Find(z + 1, S,u)

11: fin si

12: fin pour

13: fin pour
14: fin pour

Complexité du précalcul : L’instruction la plus cotiteuse est 'appel de la procédure Find(z +

1,S,u) dont le temps est O(k?). Cette procédure est appelée (sur des arguments divers) un
nombre de fois borné par n- ;. I = O(n-k!). Le temps du précalcul est donc O(k*k!card(E)).
g

Les éléments précédents, algorithmes et preuves, justifient le résultat suivant.

Proposition 54 Le probleme dynamique et paramétré LEASTNONCOVER est CONSTANT-TIME,,.

Plus précisément, ce probléme est calculé en temps O(k?) aprés un précalcul en temps

O(k*Kk!card(E)).

L’intérét principal des objets et algorithmes qu’on vient d’introduire est qu’ils vont nous
permettre de calculer efficacement le probléme d’énumeération paramétré suivant qui posséde a
la fois une entrée statique et une entrée dynamique.

ENnuMNONCOVER
Entrée statique : Un ensemble ordonné (E, <), un ensemble F', un entier k et

un k-uplet de fonctions unaires f = (f1,... fx) de E dans F
Entrée dynamique : un vecteur @ = (ug,...,u) € FF
Parameétre : lentier k
Sortie : l'ensemble {z € E : A\, fi(z) # u;} énuméré dans l'ordre

croissant de (E, <)

La proposition suivante énonce que ce probléme a la complexité désirée.
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Proposition 55 Le probléme d’énumération ENUMNONCOVER est dans CONSTANT-DELAY ;.

Plus précisément, ce probléme est énumérable a délai O(k?) apres un précalcul en temps

O(k?k!card(E)).

Preuve.  Le schéma d’énumération EnumNonCover du probléeme ENUMNONCOVER itére la
phase dynamique, notée LeastNonCover, du schéma dynamique du probléme LEASTNONCOVER
et les phases statiques des deux schémas sont identiques. Nous ne donnons donc que la phase

d’énumération d’EnumNonCover.

Algorithm 9 EnumNonCover(E, F, k, f, @)
z+—0

tant que = # 1 faire
r « LeastNonCover(E, F, k, f, 4,z + 1)
mettre en sortie T

fin tant que

O

Remarque 19 Le schéma d’énumération EnumNonCover est aussi un schéma dynamique dans
le sens suivant : son précalcul est indépendant de la donnée @ € F*. Il ne dépend que de (E, <),
F,ketf.

2.5.2 Enumération des solutions d’une requéte acyclique sans quantificateur

Dans ce qui va suivre, on supposera implicitement que les variables de la formule F—ACQ?é

sans quantificateur sont numérotées dans un certain 7T-ordre fixé.

Théoréme 56 Soit p(x1,...,zp) une o-formule de F-A CQ7 d’arbre T, sans quantificateur.
Alors on a ENUM(¢, <je,) € CONSTANT-DELAY;,, pour l'ordre lezicographique <jey.

Preuve. Le théoréme est prouvé par induction sur le nombre de variables de . Sans perte de

généralité, on supposera que @ est de la forme p(Z,y) = ¢o(z) A O(Z,y) on

Oz,y) = P) A N\ fily) =iz /\h ) # hi(z)

Dans cette formule, P(y) est un atome unaire, la variable z € Z est un parent de y dans 'arbre
T de @ et hi(z) désigne un terme h}(v;) pour une certaine variable v; € z. Trivialement, la formule
© est logiquement équivalente a la formule suivante ¢1(Z,y) = ¥(z) AO(Z,y) ot Y (Z) = po(Z) A
JyO(Z,y). Par le lemme 47, on peut calculer en temps linéaire, pour chaque o-structure M, une

nouvelle o’-structure M’, ¢’-expansion of M, ¢ C ¢/, et une disjonction /() = \/; i (T
) p i€[N]
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de formules ¢); sans quantificateur dans F-ACQ7 (chacune d’arbre & inégalités T — {y}) telles
que (M) = ' (M’). Cela donne (M) = ¢'(M’) pour la formule sans quantificateur suivante :
O (Z,y) = (Z) NO(T,y). ¢ est équivalente & la disjonction Viepn) ¢i(Z,y) ot @; est la formule

vi(Z,y) = (@) A P(y) A fly /\ hi(y) # hi(T)

i€[k]

||
Ql

Par ’hypotheése d’induction, on a, pour chaque i € [N], ENUM(¢);, <jez) € CONSTANT-DELAY ;.
Par le lemme 18, il est suffisant de prouver le méme résultat de complexité pour le probléme
ENUM(pi, <jex), @ € [N]. Notons le fait essentiel que 'ordre linéaire <., est le méme pour chaque
i € [N].

On décrit ci-dessous 'algorithme pour ENUM(p;, <jey)-

Entrée : Une o’-structure M’ de domaine D ordonné par <

Phase de précalcul

— Effectuer la phase de précalcul de ENUM (v, <jez) ;

- Soit P={ye D: M= P(y)};

— En triant les éléments y € P en fonction des valeurs f(y), calculer la partition de I’ensemble
P en ensembles non vides Py = {y € P : f(y) = a} ainsi que I'ensemble A = {a& € D™ :
Py # 0} )

Pour chaque & € A, exécuter la phase de précalcul du schéma EnumNonCover sur Uentrée
(statique) (Pa, D, k, (hi)ic[x))-

Phase d’énumération

Pour chaque solution a énumérée par ENUM(v);, <je,) faire

— Soit @ = g(c) ou c est la valeur de la variable z dans le tuple a (si z est la variable x;, alors
c=ai);

— Soit @ = (hi(@))ieix ;

— Pour chaque élément b énuméré par EnumNonCover(Ps, D, k, (i), ), renvoyer (a, b).

Correction de l’algorithme : Cet algorithme est correct par la structure de la formule ¢; et la
spécification de I'algorithme EnumNonCover.

Complexité de l'algorithme : On vérifie facilement que chacun des quatre points de la phase
de précalcul est exécuté en temps O(|]M'|). Le lecteur peut également facilement constater que la
phase d’énumeération est & délai constant. La propriété d’extension suivante est essentielle pour
cela : par construction des formules v, ¢ et 1);, chaque solution a € 1;(M’) peut étre étendue en
(au moins) une solution (a,b) € p;(M’). Donc, ENUM(¢;, <jer) € CONSTANT-DELAY};;, comme

demandé. Cela compléte la preuve inductive du théoréme. O
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Chapitre 2. Evaluation de requétes conjonctives

2.5.3 Formules connexe-acycliques : énumération et comptage

Nous introduisons maintenant une classe de formules acycliques particuliéres, pour lesquelles
nous allons voir que les deux problémes de I’énumération et du comptage sont de complexité

optimale.

Définition 87 Une formule de F-ACQ (resp. F-ACQ#) est dite connexe-acyclique st elle est
acyclique et si 'ensemble de ses variables libres est une partie connexe de arbre de la formule.
On désigne par F-CCQ (resp. F- CCQ7£) la classe des formules connexe-acycliques de F-ACQ
(resp. F-ACQ7 ).

Nous nous intéressons d’abord au probléme de ’énumération pour une formule connexe-

acyclique sur une structure quelconque.

Théoréme 57 Pour toute formule o de F-CCQ7, on a ENUM(p) € CONSTANT-DELAY ;.

Preuve. 1l suffit d’éliminer inductivement toutes les “feuilles” de ¢ qui sont des variables quanti-
fiées en utilisant le lemme 47 jusqu’a aboutir & une formule ¢’ sans quantificateur. On applique

ensuite le théoréme 56. O

Nous nous intéressons maintenant au probléme du calcul du nombre de solutions d’une requéte

F-CCQ, donc sans inégalité, sur une structure quelconque.

Théoréme 58 Pour toute formule p de F-CCQ, le probléme COUNT(y) est calculable en temps

linéaire.

Preuve. Considérons ¢(z1,...,zx) une formule F-CCQ a k variables libres et M une structure
de domaine D et de méme signature que . Par le lemme 36, on peut supposer, sans perte de gé-
néralité, que ¢ est une formule de F-ACQ sans quantificateur. Comme pour I’énumération, nous
allons procéder par élimination successive des “feuilles” de ’arbre de ¢. Pour cela, nous considé-
rons le probléme plus général suivant : Etant donné un tuple (de pondération) w : <wv)vefree(@)
ou chaque w, est une fonction (de poids) de D dans N, le comptage pondéré (notion déja utilisée

par Frick | |) par w de (M) est défini de la maniére suivante :

w(p(M)) = > [T wei(ai)
(a1,...,ar)Ep(M) i€[K]
Evidemment, dans le cas particulier ot on pose w,(a) = 1, pour toute variable x et tout élément
a € D, on obtient card(¢(M)) = w(p(M)) comme demandé.
Comme dans la preuve du lemme 36, on peut écrire notre formule ¢ (F-ACQ sans quantifi-

cateur) sous la forme :

p(Z,2) = (@) NP(2) A f(2) = 9(y)
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ou ¢ est une formule F-ACQ sans quantificateur, P(z) est un atome unaire, z est une feuille de
I'arbre de ¢, y le parent de z, y € 7, et f et g sont des tuples de fonctions.

. I P . .
Considérons un nouveau tuple de pondération w’ = (wv)vefree( v) O chacune des fonctions

/.
y -

w,(a) = wy(a) - Z w,(b) pour tout a € D
beD:f(b)=g(a)

de poids w), est égale a w,, sauf la fonction de poids w

/
Y

sous-arbre Ty, de racine y, de 'arbre T' (de ¢) et dans lesquelles la valeur de y est a.

Intuitivement, w, (a) est le nombre de solutions de la sous-formule de ¢ correspondant au
On se convaincra aisément que 'on a w(p(M)) = w'(¥(M)) et que w’ peut étre calculé en
temps O, (| M|). Ainsi, en itérant, on peut calculer, en temps linéaire, une formule ¢’ de la forme

Q(y), pour un prédicat unaire @, et une fonction de poids w’ telles que w(p(M)) = w'(¢'(M)) =
ZaeQ(M) w; (a). U

Remarque 20 Comme on va le voir par la suite, le théoréme précédent ne peut pas se généraliser

aux formules connezxe-acycliques avec inégalités.

2.6 Une classe particuliére de requétes acycliques avec inégalités

2.6.1 Problémes combinatoires paramétrés exprimés par des requétes acy-

cliques généralisées

Un autre intérét de nos formules conjonctives acycliques généralisées (ACQ7 ou F-ACQ7)
est qu’elles peuvent exprimer un certain nombre de problémes naturels NP-complets dont la
version paramétrée est FPT. En conséquence, notre procédure d’élimination des quantificateurs
permet d’obtenir une méthode générale et uniforme pour déduire des bornes supérieures pour la
complexité paramétrée de chacun de ces problémes, & la fois dans sa version de décision et sa
version d’énumération.

Un exemple typique est le probléme k-PATH dont la version d’énumération est la suivante :

k-PaTH
Entrée: un graphe G

Parameétre: un entier k

Sortie: l’ensemble des chemins simples de longueur k de G

Le probléme k-PATH peut étre exprimé par la formule ACQ7

’lbk(.%'o,...,xk) = /\ E(xi,xi_,_l)/\ /\ €; 7&.%']'

i€[0,k—1] 0<i<j<k
Plus précisément, 11,(G) est I'ensemble des k-chemins (aq, ..., ax) € V¥T! de G. Notons que
les inégalités de vy, forment une “clique” (graphe complet) {xo, ..., zx}.
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Il s’avére que cette propriété de clique est vérifiée pour plusieurs problémes combinatoires

que nous avons étudiés. Cela justifie la définition suivante.

Définition 88 Une formule ACQ™7 (resp. F-ACQY7 ) est une formule ACQ7 (resp. F-ACQ7)
de la forme

dzy ... Fzp(Y A All#(ﬁ, )

ot 1 est une formule ACQ (resp. F-ACQ) sans quantificateur et Al (11, ..., 1) est Uabrévia-

/\ Ti#’rj

i,j€[k],i<j

tion de la conjonction

et chaque terme T; est une variable (resp. un terme de la forme f(x)). L’ensemble de variables

resp. termes) {m,..., T} est appelé la clique d’inégalités de .
8 2

Par exemple, la formule 1, ci-dessus peut étre réécrite sous la forme ACQ“”7"é suivante :

1/1k($0,...,xk) = /\ E(IZ’,{L‘iJrl)/\Alpé(l‘o,...,xk)
1€[0,k—1]

Un autre exemple de probléme est le suivant.

MULTIDIMENSIONALMATCHING
Entrée: Des ensembles E, Fy ... Fj,

k fonctions f; : E — F;, pour ¢ € [k], et un entier [
Paramétre: les entiers k et [

Sortie: les ensembles M de [ éléments M € P(E) tels que, pour tout i € [k]

et toute paire d’éléments distincts z,y € M, on a f;(x) # fi(y)

Sans perte de généralité, on peut supposer que les ensembles Fi, ..., Fj sont deux & deux

disjoints. Dans ces conditions, le probléme s’exprime par la formule F-ACQ®7 tres simple :

7&
Al o ety (i)

L’intérét de ce type de restriction est qu’il donnera des bornes de complexité plus précises :
de maniére informelle, le nombre k de termes de la formule A7 (7, . .., 73,) remplacera le nombre
O(k?) d’inégalités 7; # 75, 1 < i < j < k. Ces bornes pourront étre obtenues par une variante
de notre procédure d’élimination des quantificateurs qui utilise une version non ordonnée de
couverture : au lieu de couvrir un ensemble de tuples par un tuple, on couvre un ensemble
d’ensembles par un ensemble.

Remarquons qu’en appliquant le lemme 56, on prouve que les problémes MULTIDIMENSIO-
NALMATCHING et k-PATH sont énunérables a délai constant aprés prétraitement linéaire si leurs

parameétres respectifs sont fixés.
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Dans les sous-sections suivantes, on adapte la procédure d’élimination des quantificateurs des
formules F-ACQ7 au cas particulier des formules F-ACQ® ; on modifie d’abord les notions de

couverture et de représentant, puis celle d’arbre & inégalités qu’on appellera alors arbre pondéré.

2.6.2 Couvertures et représentants

Dans cette sous-section, on considérera un entier fixé k > 0, deux ensembles finis F et F et
une fonction f : E — Pr(F'). Le couple (E, f) est encore appelé une table. Pour chaque élément

z € F, la notation E, désigne le sous-ensemble {y € E:z ¢ f(y)}.
Remarque 21 L’entier k et l'ensemble F' seront implicites par la suite.

Définition 89 (l-couverture) Une l-couverture S d’une table (E, f) est une partie de F telle
que card(S) <1 et pour tout x € E, on a f(x)NS # 0.
On désigne par I-COVERS(E, f) l'ensemble des l-couvertures de la table (E, f).

Définition 90 (l-couverture minimale) Une [-couverture S d’une table (E, f) est dite mini-

male s’il n'existe pas de l-couverture S’ strictement incluse dans S.

Définition 91 (ensemble complet de couvertures, ensemble minimal de couvertures)
Un ensemble complet de l-couvertures d’une table (E, f) est un ensemble C de l-couvertures de
E tel que, pour chaque l-couverture S de (E, f), il existe un ensemble S" € C inclus dans S.

Si, de plus, chaque élément de C est une couverture minimale de (E, f) alors C est appelé

ensemble minimal de l-couvertures de (E, f).

Définition 92 (I-représentant) Un [-représentant d’une table (E, f) est une partie E' C E

telle que I-COVERS(E, f) = I-COVERS(E', f). *

Le lemme suivant construit récursivement, pour chaque table (E, f) un [ représentant de

cette table.

Lemme 59 Les trois propriétés suivantes sont vérifiées.
1. Pour tout 1 >0, 0 est un l-représentant de la table (0, f) ;
2. Si E#0 etacE alors {a} est un 0-représentant de la table (E, f);

3. Supposons que E # 0, a € E, 1 > 0 et, pour tout x € f(a), Ry est un (I—1)-représentant de
la table (Ez, f). Alors Uensemble {a} U ¢ (o) Re est un l-représentant de la table (E, f).

“Par abus de notation, la restriction de f sur E’ est également notée f
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Preuve. Nous laissons au lecteur le soin de prouver ce lemme (preuve analogue a celle du lemme
41). O

Ce lemme permet d’obtenir un algorithme récursif RepSet qui calcule un “petit” [-représentant
d’une table (E, f).

Lemme 60 I existe un algorithme qui étant, donnés une table (E, f) avec f : E — Py(F) et
un entier 1, calcule un I-représentant de la table (E, f) de cardinalité au plus h(k,1) = O(k') en
temps O(k' - card(E)).

Preuve.

1l s’agit de I’algorithme RepSet donné ci-dessous et qui s’appuie sur le lemme 59. La com-
plexité de cet algorithme se justifie de la méme facon que pour l'algorithme, noté aussi RepSet,
qui calcule un petit représentant d’une table (E, f) pour f : E — F*. Ici, la cardinalité d’un
“petit” représentant de la table (F, f) est bornée par la fonction h(k,l) définie par 'induction :
h(k,0) =1 et, pour I > 1, h(k,l) =1+ k- h(k,l —1). Dot h(k,1) = O(K').

Algorithm 10 RepSet
1: Entrée : une table (E, f) et un entier [

2: si £ = () alors

3:  renvoyer ()

4: sinon

5 choisir a dans F
6: sil=0 alors

7 renvoyer {a}
8: sinon

9 renvoyer {a} U,¢ ) RepSet(Eq, f,1 —1)
10:  fin si

11: fin si

2.6.3 Arbre pondéré

Comme il est commode d’associer & une formule F—ACQ’S son arbre & inégalités, il est

pratique d’associer a une formule F-ACQ®# son arbre pondéré.

Définition 93 (arbre pondéré) L’arbre pondéré d’une formule F-ACQ™7
o = 3z(p AN A (11,...,71))

78



2.6. Une classe particuliére de requétes acycliques avec inégalités

est son arbre & égalités T complété par une fonction de pondération wr : var(p) — N : wp(x)

est le nombre de termes 1;, i € [k|, de la forme f(x), présents dans la clique d’inégalités de .

La notion d’arbre élagué est modifiée en conséquence.

Définition 94 (arbre pondéré élagué) Soit T un arbre pondéré ou y est une feuille et x le
parent de y. L’arbre y-élagué de T, noté T — {y}, est larbre pondéré T modifié de la maniére
susvante :

— On supprime le noeud y et laréte étiquetée {x,y} ;

~ Le poids wr(z) de la variable x est remplacé par wp_gy(v) = wr(z) + wr(y).
De maniére plus générale, un arbre élagué de T est un arbre pondéré T' construit a partir de T

en supprimant itérativement des feuilles.

Il est commode d’introduire la notion de poids d’un sous-arbre.

Définition 95 (poids d’un sous-arbre) Dans un arbre pondéré T, le poids d’un sous-arbre

T" est la somme des poids de ses noeuds : wr(1") = 3, cy ) wr(z).

Lemme 61 Pour tout arbre élagué T' d’un arbre pondéré T et chaque noeud x de T', on a

wryr () < wp(Ty) pour le sous-arbre T, de racine x de T.

Preuve. Notons que, pour chaque feuille y # x de Ti;, on a wp_ gy (T — {y}) = wr(Ty). L'égalité
wp(T)) = wp(Ty) s’en déduit inductivement, pour chaque arbre élagué 7" qui contient = et le

sous-arbre T, de racine z dans 7”. D’ou le résultat puisque wp/(x) < wpr (T7). O

2.6.4 Elimination des quantificateurs

Les deux lemmes suivants sont des variantes des lemmes 47 et 49, et, les preuves étant

analogues, nous en donnons juste des esquisses.

Lemme 62 Soit p(Z) une o-formule F-ACQ™ ayant pour arbre pondéré T et de la forme
o(Z) = FzY(Z,z) ou 1 est sans quantificateur et z est une feuille de T. Soient les entiers
k=wr(z), l =wp(T) et m le nombre d’égalités de ¢ qui font intervenir la variable z. Soit M
une o-structure. Alors, on peut calculer en temps O(k! card(D)+m- card(D)) une o' -formule sans
quantificateur @' (Z), avec o C o', et une o’ -structure M’ qui est une expansion de M, telles que
- (M) = ¢/ (M');
— ¢ est une disjonction de h(k,1) = O(k') formules ¢; de F-ACQ™7 et d’arbre pondéré
T —A{z}, et donc || < el

Preuve. La formule ¢(Z) peut étre mise sous la forme suivante :
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p(@) = vo(@) A =(P() A [\ 9i2) = 6i(y) AAIF(f1(2), -, fi(2), (@), - fol@)))

i€[m]
ot Yo (Z) est une formule F-ACQ sans quantificateur d’arbre T'— {z}, y est le parent de z dans
Parbre T, y € Z, P(z) est un atome unaire et wp(T) =1 = k + q avec ¢ = wp(T — {z}). La
preuve est similaire a celle du lemme 47 : on remplace les couvertures (resp. représentants) par
des g-couvertures (resp. g-représentants) et on remplace chaque borne h = h(k) = O(k!) par la
borne h = h(k,q) < h(k,1) = O(k') (rappelons I'inégalité ¢+ k = [). Pour conclure la preuve, on
obtient p(M) = ¢'(M’) pour la o’-formule sans quantificateur ¢'(z) =V ¢, ¢5(2) olt

¥i(z) = ¥o(T) A Ej(y) NANF(f15(y), .-, fr(¥), FE), ..., [1(7))

est une formule F~ACQ®7 d’arbre pondéré T — {z} : en particulier, notons que wr_g)(y) =
wr(y) + wr(z). O

Le lemme suivant est I’analogue du lemme 49.

Lemme 63 Soit ©(Z) une o-formule F-ACQY7 dont Uarbre pondéré est T et de la forme
o(z) = JyIz(Z,y,2) ot Y est une formule sans quantificateur, z est une feuille de T et y est
le parent de z dans Uarbre, y,z ¢ T. Soient les entiers k = wr(z), | = wr(T) et m le nombre
d’égalités dans Y faisant intervenir la variable z. Alors, on peut calculer, pour toute o-structure
M, une o’-formule sans quantificateur V' (Z,y) et une o’-structure M’, telles que

= (M) = ¢ (M) ot ¢'(2) = Ty’ (2,y) ;

— (&, y) est une formule F-ACQ™" avec pour arbre pondéré T — {z} et donc [¢/| < || ;

— card(o’) = card(c) + k ; plus précisément card(o;) = card(oy,) +k ;

~ dans la transformation M — M’ les domaines des variables ne sont pas modifiés a l'ex-
ception du domaine de y dont la cardinalité est multipliée par un nombre inférieur ou égal
a hik,1) = O(k";
la transformation (¢, M) — (¢', M) est calculable en temps
O(m - card(D,) + k'(card(Dy) + card(D,))) ot Dy et D, sont les domaines respectifs des

variables y et z dans M.

Preuve. La preuve est complétement analogue & celle du lemme 49 et le lecteur pourra facilement

adapter et vérifier tous les détails. O
Nous analysons maintenant la complexité du model-checking pour les formules F-ACQ“#,

complexité meilleure que celle donnée pour les formules F-ACQ7 quelconques.

Proposition 64 Soit p un g-énoncé de F-A cQ# (resp. ACQa”#), ayant une clique d’inéga-
lités o k éléments. Pour chaque o-structure M, la question M |= ¢ peut étre décidée en temps
O (20 18k) - o] - | M]).
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Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'arbre pondéré T de ¢ est de bran-
chements au plus binaires. (Pour cela, on introduit, par les techniques classiques sur les arbres,
des variables-noeuds intermédiaires.) Soit & = (x1,...,2,) un T-ordre des variables de ¢ =
Jdxy ... Fzp(ar, ..., xp) Ol ¢ est une o-formule F-ACQY sans quantificateur. L’algorithme
qui décide M = ¢ supprime d’abord successivement les variables x,, zp_1,... 22 avec p — 1 ité-
rations de la procédure du lemme 63 et associe & la formule @1 (x1) = 3xo ... Jzp(x1, ..., 2p) €t
a toute o-structure M, une o’-formule sans quantificateur ¢ (x1) avec une seule variable libre
et une o’-structure M’ telles que ¢1(M) = ¢} (M’). Le temps de la derniére étape, le calcul
de ¢ (M), est néegligeable en comparaison du temps de I’élimination de quantificateurs. Le fait
suivant énonce comment les cardinalités de la signature et des domaines sont augmentées durant

la transformation (o, p, M) — (o, o}, M).

Fait 65 Soit v € T une variable de . Les bornes supérieures suwivantes sont toujours vérifiées
durant U'élimination des quantificateurs :

- card(o)) < card(oy) + k ;

~ card(D!) = O(card(D,) - k**).

Preuve. Soit ui,...,u, € T la liste des enfants de v dans T, r < 2 (branchements au plus
binaires). Par le lemme 63, quand la variable u; est éliminée, la cardinalité card(o,) de la signature
associée a son parent v est augmentée de k; o k; est le poids de u;. De méme, la cardinalité du
domaine de v est multipliée par un entier inférieur ou égal a la valeur h(k;, k) = O(kF). On a
k; < wp(Ty,), par le lemme 61, et Zie[r] wr(Ty,) < wr(Ty) < kouTy, (resp. T,) est le sous-arbre

de racine u; (resp. v) dans 7. Cela implique

card(o]) < card(o,) + Z wr(Ty,) < card(oy,) + k

i€[r]
et
card(D)) = O(card(D,) - H wr(Ty,)Y)
i€[r]
= O(card(D,) - k%)
puisque 7 < 2, comme demandé. O
Soit Time(u) le temps de ’élimination de la variable u de parent v dans 7. Par le lemme 63,
on a

Time(u) = O(my, - card(D.,) + k*(card(D.,) + card(D.)) + k* - card(c’)) - card(D)))
ou m, est le nombre d’égalités impliquant u et v dans ¢. Par le fait précédent, on a :
Time(u) = O(k** (my, 4+ k* + kFcard(0)) - card(D))
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Au final, le temps total de ’élimination des quantificateurs est

Z Time(z;) = O(k**(m - card(D) + |¢|(k*card(D) + k*|M|)))
1€(2,p]
2098

0

La borne de complexité de la proposition précédente s'étend aux requétes F-ACQ™# a une

variable libre. Ce qui donne la proposition suivante, analogue a la proposition 50.

Proposition 66 Soit o(z) une o-formule de F-ACQ™ (resp. ACQY” ) possédant une seule
variable libre x et une clique d’inégalités o k éléments. Pour chaque o-structure M, la requéte

©(M) peut étre calculée en temps 20k108K) . |p| . | M.

Preuve. Similaire  celle de la proposition 50 pour F~ACQ7 en utilisant ici les lemmes 63 et
62. O

Nous appliquons maintenant nos résultats aux deux exemples présentés.

Corollaire 67 — Le probléeme k-PATH (version de décision) est décidable en temps 20(F1°8%) |G|,

— Le probléme MULTIDIMENSIONALMATCHING (version de décision) est décidable en temps
90 (kllog(kl)) card(E).

Preuve. On applique la proposition 64 avec les conditions suivantes sur la formule ¢, sa taille
de clique d’inégalités et la structure M.
— Pour k-PATH : |p| = O(k), clique de taille k + 1, structure M = G';
— Pour MULTIDIMENSIONALMATCHING : || = O(kl), clique de taille kl et structure M de
taille k - card(E).
O

Remarque 22 La méme borne de complexité pour le probléme de décision k-PATH a été obtenue
par Monien [ |. De meilleures bornes ont été trouvées par la suite : par exemple, Alon et al.
[ | donnent, pour le probleme de décision k-PATH, un algorithme en temps 20 |G|log |G|

en utilisant la méthode du “color-coding”.

2.7 Reésultat de dichotomie pour les requétes acycliques

Le but de cette section est d’établir le théoréme de dichotomie annoncé pour la complexité

du probléme de I'énumération pour les requétes ACQ ou ACQ7.

82



2.7. Résultat de dichotomie pour les requétes acycliques

2.7.1 Formules connexe-acycliques relationnelles et leur évaluation

Dans le cas relationnel, la classe des formules conjonctives connexe-acycliques (correspondant
4 la classe F-CCQ ou F-CCQ3"é du cas fonctionnel) est encore définie par une certaine propriété
de connexité portant sur ’hypergraphe (acyclique) H associé a la formule. Cette caractérisation
fait intervenir un ensemble S C V(H) qui, dans le cas d’une formule, est I’ensemble des variables
libres de la formule. On utilisera aussi une notion d’extension de I'hypergraphe H par hyper-
arétes incluses. En termes de requéte relationnelle, cela revient & dire qu’on ajoute a la requéte
conjonctive des atomes “redondants” qui sont des “projections” (au sens des relations) d’atomes

(relations) déja présents dans la conjonction.

Définition 96 (C-extension) Soit H un hypergraphe. On dit que ['hypergraphe H' est une
C-extension de H si H' est obtenu a partir de H en ajoutant des hyperarétes incluses. Plus
précisément, H' vérifie les deuz conditions suivantes :

- B(H) C B(H);

-V e E(H')Jec E(H) ¢ Ce.

Définition 97 (S-connexe-acyclique, S-connexe-acyclique par C-extension) Soit H =
(V, E) un hypergraphe et soit un ensemble de sommets S C V. On dit que le couple (T, A) est
une structure arborescente S-connexe de H si T est une structure arborescente de H, el A est
une partie conneze de l'ensemble des sommets de T, A C V(T), telle que |J,coe = S.

On dit que Uhypergraphe H est S-connexe-acyclique si H admet une structure arborescente
S-conneze (T, A).

De fagon plus générale encore, un hypergraphe H est S-connexe-acyclique par C-extension

sl existe une C-extension H' de H telle que H' est S-connexe-acyclique.

On voit facilement qu’étant donnés H et S C V(H), si 'hypergraphe H est S-connexe-
acyclique alors il est S-connexe-acyclique par C-extension et que si H est S-connexe-acyclique

par C-extension alors il est acyclique.

Définition 98 Une formule conjonctive CQ (resp. CQ#) @ est connexe-acyclique si [’hyper-
graphe associé o @ est S-connexe-acyclique par C-extension o S est 'ensemble free(y) des
variables libres de .

On note CCQ (resp. CCQ7) la classe des formules p de CQ (resp. CQ7) qui sont connexe-

acycliques.

Exemple 68 Soit ¢ la o-formule F-ACQ7 suivante telle que o = {R} et free(p) = {x,y}

e(z,y) = 323t3u(R(z,y,2) N R(t,z,y) N R(u,z,y))
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Trivialement, I'hypergraphe acyclique de ¢ n'est pas {x,y}-conneze-acyclique mais il est {z,y}-
connexe-acyclique par C-extension : prendre extension H' de H telle que E(H') = E(H) U
{{z,y}}. Dans le cadre relationnel, cela revient o ajouter dans la matrice de ¢ un atome de la
forme R'(x,y) (resp. étendre toute o-structure M par une relation binaire R', projection de la

relation R sur ses deux premiers arqguments), ce qui donne une o’-formule
p(@,y) = 323HI(R (2, y) A R(z,y,2) A R(t,z,y) A R(u, ,y))

(avec o' = o U{R'}) et une o’-expansion M’ de M telles que p(M) = @' (M").

Cet exemple suggére le résultat général suivant qui établit la correspondance entre le cadre

relationnel et le cadre fonctionnel.

Lemme 69 Soit ¢ une formule CCQ7”. Alors il existe une formule o de F-CCQ" et une

réduction exacte du probléme ENUM(p) au probleme ENUM(p”).

Preuve. Soient ¢ une o-formule de CCQ7 de la forme
p(2) = 3yP(z, 9)

ol 7 est sans quantificateur, H est I’hypergraphe associé a ¢ et H' est une C-extension de H
qui est free(yp)-connexe-acyclique. Soit M une o-structure.
Considérons la signature o’ = cU{R, : e € E(H')} ou R, est un nouveau symbole de relation

d’arité card(e) associé a 'hyperaréte e. On construit la o’-formule suivante :

¢'(z) = (Y (z, 9) A A Re(Zer))
'€ E(H')—E(H)
ou Zg est le tuple de variables de €’ : si ¢/ = {v1,..., v}, on prend Zg = (v1,...,vE).

On construit la o’-structure M’ qui est ’expansion de M telle que, pour chaque hyperaréte
¢ € E(H')— E(H) telle que ¢ C e € E(H), Ry est la projection de R, sur les variables de €’
Les atomes ajoutés R (Ze) étant redondants dans ¢, on voit que ¢/(M') = p(M). De plus, M’
est calculable en temps O(|M]).

Soit (T, A) une structure arborescente free(¢)-connexe de H'. On désigne par ¢’ la matrice
de ¢’. On introduit, pour chaque o-atome A;, d’hyperaréte associée e € A, une nouvelle variable
«a; et pour chaque o-atome B;, d’hyperaréte associée e ¢ A, une nouvelle variable 3;. Considérons

la formule
O"aq,. .. ) =381 ... 3B (e, o o, By -y B

ot 9" est la formule obtenue a partir de ¢’ par la traduction (1) des formules ACQ7 en formules
F-ACQ7.

On constate les deux points suivants.
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— Par construction, la formule ¢ est dans F-CCQ7 ;

— Il existe une réduction exacte du probléme ENUM(p) au probleme ENUM(¢”) : c’est la
composition de la réduction exacte de ENUM(p) & ENUM(¢') considérée ci-dessus (rappel :
p(M) = ¢'(M')) et de la réduction exacte de ENUM(¢’) & ENUM(¢”) correspondant a la
traduction (1).

On a donc prouvé le lemme.

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate des Lemmes 69 et 57

Théoréme 70 Soit o une formule CCQ7. Alors ENUM(p) € CONSTANT-DELAY 4, .

Nous venons de voir que les formules connexe-acycliques sont optimales en termes de com-
plexité d’énumération. Dans la section suivante, nous allons montrer que la reconnaissance de

ces formules s’effectue en temps linéaire.

2.7.2 Caractérisation des hypergraphes S-connexe-acycliques par C-extension

Le but de cette section est de donner une caractérisation des hypergraphes S-connexe-
acycliques par C-extension et un algorithme pour tester si un hypergraphe H posséde cette
propriété par rapport & un ensemble S C V(H). Pour cela, nous introduisons la notion de

S-chemin.

Définition 99 (S-chemin) Soit H = (V, E) un hypergraphe et soit S C V. Un S-chemin est
un chemin (x,ay,...,a5,y), k > 1, de Uhypergraphe H tel que

— x el y appartiennent ¢ .S,

— les sommets intermédiaires a;,i € [k|, appartiennent a V — S,

— 4l n’existe pas d’hyperaréte qui contient d la fois x et y.

Le lemme principal de cette sous-section est le suivant :

Lemme 71 Un hypergraphe H est S-connexe-acyclique par C-extension si et seulement si H est

acyclique et n’admet pas de S-chemin.

Pour prouver le lemme 71, nous avons besoin des notions et faits suivants.

Lemme 72 Soit H = (V, E) un hypergraphe acyclique et A une partie de V. S’il n’existe pas

d’hyperaréte e € E telle que A C e alors il existe deur sommets x,y € A non voisins dans H.

Preuve. Ce lemme ne fait qu’exprimer qu'un hypergraphe acyclique est conforme | |-
O
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Définition 100 (structure arborescente induite) Soit T une structure arborescente d’un
hypergraphe H = (V, E) et soit une partie A C V. On note T[A] Uarbre T dans lequel chaque

noeud e est remplacé par e N A.

On a, pour chaque hypergraphe H et chaque partie A C V(H), les propriétés suivantes.

Lemme 73 Soient H = (V, E) un hypergraphe, A une partie de V' et H[A] ['hypergraphe induit
de H par A.

1. Si H est acyclique alors H[A] est acyclique.

2. Pour tout ensemble S CV, si H est S-connexe-acyclique alors H[A] est (SN A)-conneze-

acyclique.

3. Pour tout ensemble S C V, si H est S-connexe-acyclique par C-extension alors H[A] est

(S N A)-conneze-acyclique par C-extension.

Preuve. (1) Soit T' une structure arborescente de H. Clairement, I’hypergraphe H[A] est acy-
clique, de structure arborescente T'[A].

(2) Si (T, B) est une structure aborescente S-connexe de H, alors le couple (T[A], B4) ou
Bs = {eN A: e € B} est une structure arborescente (S N A)-connexe de 'hypergraphe induit
HI[A] car l'égalite S = (J.cp e implique SN A =] pleNA)=U.,p,e

(3) Soit H' une C-extension de I’hypergraphe H qui est S-connexe-acyclique. Alors ’hyper-
graphe induit H'[A] est une C-extension de I'hypergraphe induit H[A], et, par le point (2), H'[A]
est un hypergraphe (S N A)-connexe-acyclique. O

Dans le but de construire une structure arborescente S-connexe d'une C-extension de H,

nous allons décomposer les hyperarétes de H en “composantes connexes”.

Définition 101 (S-composante) Pour un hypergraphe H = (V, E) et une partie S C V, on
note E;(_S lensemble des hyperarétes {e € E :e ¢ S}.

On appelle S-composante d’une hyperaréte e € EQS lensemble des hyperarétes € € E;(_S
telles que dans Uhypergraphe induit H[V — S|, les hyperarétes induites e — S et €' — S sont reliées
par un “chemin” (eg,...,ex), eo =e—S, e, =€ — S, e; € E(H[V —S5]) et e; Neip1 # 0, pour
tout © < k.

Il est clair que ’ensemble des hyperarétes E;(_S se partitionne en S-composantes disjointes
deux & deux.
Pour prouver le lemme 71 et justifier I'algorithme qui le mettra en oeuvre nous prouvons les

trois lemmes suivants.
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Lemme 74 Soit H = (V,E) un hypergraphe acyclique de structure arborescente T. Soit une
partie S CV et soit Eq,..., E; la liste des S-composantes de EQS' Pour chaque i € [l], on note
H; = (V;, E;) Uhypergraphe d’ensemble d’hyperarétes E; avec V; = UeeEi e et on note e; = V;NS.

1. FE; forme une partie connexe de l'arbre T, le sous-arbre noté T;, et donc H; est un hyper-

graphe acyclique dont une structure arborescente est le sous-arbre T; de T.

2. Soient x,y deuzx sommets de e; qui sont voisins dans H. Alors x et y sont aussi voisins

dans 'hypergraphe H;.

3. On a Uéquivalence suivante : il existe une hyperaréte e, € E; qui contient e; si et seulement

si il existe une hyperaréte e € E qui contient e;.

Preuve.

(1) : Pour établir que E; forme une partie connexe de 7', il suffit de prouver que, quelles que
soient deux hyperarétes e, ¢’ € E; telles que (eNe’)—S # () et une hyperaréte ¢” du chemin reliant
e et ¢ dans I’arbre T, on a encore ¢’ € E;. La propriété de connexité de T impose e Ne’ C ¢e”,
et donc (ene’'Ne”’) — S # 0, ce qui implique ¢’ € E;.

(2) : Soit T}, et T}, les deux sous-arbres de 1" formés respectivement des noeuds de 7" contenant
x et contenant y. Puisque z,y € V; N 9, il existe des hyperarétes e, et e, telles que x € e, € E;
ety€ey € E;.Doue, € V(T;) NV(Ty) # 0 et e, € V(T;) NV (Ty) # 0, et donc la réunion des
sous-arbres T; U T, U Ty, forme un sous-arbre (partie connexe) noté 7" de T'. Supposons que x et
y sont voisins dans H par l'aréte e, . Autrement dit, z,y € e,y € E. Prouvons par ’absurde
que ey, € Ej, c’est-a-dire supposons e, , ¢ E;. On a donc e, € V(1) N V(Ty) — V(T;). Cela
implique que dans l'arbre 7", on a deux chemins distincts reliant e, et e, : d’une part, le chemin
formé de la concaténation du chemin reliant e, a e;, dans T, et du chemin reliant e, a e, , dans
T, et d’autre part le chemin reliant e, a e, dans T;. Ceci contredit I'acyclicité de 'arbre 7". On
a donc prouvé e, , € L;.

(3) : Cela découle immédiatement des équivalences suivantes, puisque H et H; sont des
hypergraphes acycliques et donc conformes :

Jdel € E; e; C €], < e; est une clique de H; < e; est une clique de H < 3Je € E e; C €. La
seconde équivalence est une conséquence de I'implication (2). Le lemme est donc prouvé.

O

Lemme 75 Sous I’hypotheése que H est acyclique (ou méme seulement que H; est acyclique) et

avec les notations du lemme précédent, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. H! est acyclique ;
/ ; .
2. H] n’a pas de cycle ;

3. e; est une clique de H; ;
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4. e; est inclus dans une hyperaréte e} de H; ;

5. H! est une C-extension de H;.
Preuve. 11 suffit de prouver le circuit d’implications (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (1). Toutes
sont évidentes ou ont déja été vues, sauf 'implication (3) = (4) qui vient du fait que H; est
conforme et I'implication (2) = (3). Prouvons la contraposée non(3) = non(2). Supposons donc
non(3) : il existe donc deux sommets z,y € e; qui ne sont pas voisins dans H;. Construisons

un cycle de H/ : il s’agit du chemin reliant = & y dans H; auquel on ajoute 'hyperaréte e; pour

“fermer” le cycle. On a donc prouvé non(2). Le lemme est prouvé. U

Lemme 76 Soient H,T,S, E;, H; = (V;, E;), e;, pour i € [l], les objets vérifiant les hypothéses
du lemme 74 ; en particulier T; est le sous-arbre de T, structure arborescente de H, qui forme
une structure arborescente de H;. On définit I'hypergraphe H' d’ensemble de sommets V et dont

l'ensemble des hyperarétes est la réunion disjointe
E(H')=E(H[S) v |4 Ei
i€l

Alors les siz propriétés suivantes sont équivalentes :

1. H est S-conneze-acyclique par C-extension ;
. H ne contient pas de S-chemin ;
. Pour tout i € [l], il existe une hyperaréte e/ € E telle que e; C el ;
. Pour tout i € [l], il existe une hyperaréte e, € E; telle que e; C €] ;

. Pour tout i € [l], H] est acyclique ;

S R S

(a) Pour tout i € [l], e; € E(HI[S]) et il existe une hyperaréte e, € E; telle que e; C €} ;

(b) H' est S-connexe-acyclique de structure arborescente (T',A) ou A = E(HI[S]) et
DUarbre T est la réunion des structures arborescentes, disjointes deux a deux, Ts de
HI[S] et T; de H;, i € [l], avec ajout, pour chaque i € [l], de Uaréte {e;, €.} reliant Ts
et T;.

Preuve. L’équivalence (3) < (4) n’est autre que I’équivalence du Lemme 74(3), pour tout i € [I].
L’implication (6) = (1) découle immédiatement du fait que, par construction, H' est une C-
extension de H. L’équivalence (4) < (5) n’est autre que ’équivalence (4) = (1) du lemme 75. 11
reste donc & prouver les implications (1) = (2), (2) = (3) et (4) = (6).

(1) = (2) : Nous allons prouver cette implication par ’absurde. On suppose donc qu’on a a la
fois (1) et non (2) : H est S-connexe-acyclique par C-extension et H posséde un S-chemin P =
(x,a1,...a,y), k> 1. Par définition, les sommets x et y appartiennent & S et tous les sommets

a; appartiennent & V' —S. Sans perte de généralité, on peut supposer que le chemin P est minimal
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(pour les sommets). Par le lemme 73, ’hypergraphe induit H[P] est (S N P)-connexe-acyclique
par C-extension. Puisque SNP = {x,y}, H[P] est {x, y}-connexe-acyclique par C-extension. Or,
par définition, H[P] est constitué des hyperarétes binaires {z, a1}, {a1, a2}, ... {ak—1,ar}, {ar, y}
avec, éventuellement, en plus, des hyperarétes singletons. Par conséquent, toute C-extension de
H|[P] est encore de la méme forme. En conséquence, toute structure arborescente de ’hypergraphe
extension admet le “chemin” {z,a1},{a1,a2},...{ax—1,ar}, {ar,y}, avec k > 1, et n’est donc
pas {z,y}-connexe. C’est absurde puisqu’'on a dit que H[P] est {x,y}-connexe-acyclique par

C-extension. On a donc prouvé (1) = (2).

(2) = (3) : Prouvons la contraposée non(3) = non(2). Supposons donc que, pour un certain
i € [l], il n’existe aucune hyperaréte e € E telle que e; C e. Toutes les hypothéses du lemme
72 sont donc réalisées avec 'hypergraphe H = (V| E) et la partie e; de V. Par le lemme 72, il
existe deux sommets x,y € e; non voising dans H. Par définition de e;, il existe deux hyperarétes
de E;, e; et ey, qui contiennent respectivement x et y. Puisque e, et e, sont dans EQS, il
existe deux sommets, non nécessairement distincts, 2’ € e, — S et 3y € e, — S. Par définition

de la S-composante Ej;, dans I'hypergraphe induit H[V — S], les hyperarétes e, — S et e, — S

appartiennent & un “chemin” (eg,eq,...,ex) , avec eg = ez — S, e = ey, — S, et e; Ne;y1 # 0,
pour tout ¢ < k. Autrement dit, on a dans H[V — S] un chemin (ay,...,ax) ot chaque a; est un
sommet choisi de e;—1 Ne;, donc dans V' — S. On en déduit que (z,aq,...,ag,y) est un S-chemin
de H.

(4) = (6) : On suppose donc que, pour chaque i € [I], il existe une hyperaréte e, € E; telle
que e; C .. On va en déduire les conditions (a) et (b) du (6).

(a) : Puisque V; = UeeEi eon a e, CV;. On en déduit la chaine d’inclusions : ¢; C e, NS C
ViNS = ej, ce qui implique e; = €, NS et donc e; € E(H[S]) puisque €, € E(H). On a donc
prouvé (a).

(b) : T est par construction un arbre dont I’ensemble des noeuds est E(H’). OnaJ,c e =S
pour A = E(H[S]) puisque tout sommet de V et donc tout sommet de S appartient a une
hyperaréte de H. Il reste a vérifier que T vérifie la propriété de connexité. Puisque chacun de ses
sous-arbres T et T;, i € [l], la vérifie, il suffit de montrer que si un sommet z appartient & deux
noeuds de deux sous-arbres différents parmi ces [ + 1 sous-arbres, alors x appartient aussi aux
noeuds e; et e} reliant ces sous-arbres. Soit z € eNe’ avec e € E(H[S]) et ¢/ € E;. On en déduit
reene C SNV, =¢e; Ce,. Donc x € ¢; et x € €}, comme demandé. Soit maintenant z € eN e’
avec e € Ej; et € € Ej, pour i # j. Par définition des S-composantes, eNe’ C S. Donc x € S et,
puisque x € e NS € E(H[S]) et x € &' NS € E(H[S]), on obtient x € ¢;, x € €}, 7 € e, € €]
comme dans le cas précédent. En conséquence, T” vérifie la propriété de connexité et donc (77, A)

est une structure arborescente S-connexe de H'.

O

89



Chapitre 2. Evaluation de requétes conjonctives

Remarque 23 Finalement, I’équivalence (1) < (2) du lemme 76 prouve le lemme 71 puisqu’un

hypergraphe S-connexe acyclique par C-extension est acyclique.

Les équivalences précédentes permettent de reconnaitre efficacement les hypergraphes S-

connexes-acycliques par C-extension, c¢’est-a-dire de résoudre le probléme suivant.

CONNEX-AQYCLIC
Entrée: Un hypergraphe H = (V, E) et un ensemble S C V

Sortie: H est-il S-connexe-acyclique par C-extension 7 Si oui, donner un
hypergraphe S-connexe-acyclique H' qui est une C-extension de

H et donner sa structure arborescente S-connexe (77, A).

Théoréme 77 Il existe un algorithme linéaire qui calcule le probléme CONNEX-ACYCLIC.

Preuve. Le probléme CONNEX-ACYCLIC est calculé par ’algorithme suivant :
— Si H n’est pas acyclique renvoyer Faux;
— Construire I’hypergraphe induit H|[S];
— Construire les S-composantes F; de H et donc les hypergraphes H; = (V;, E;) et aussi les
ensembles e; = V; N S, i € [I];

Tester si H] = H; + e; est acyclique, pour tout i € [I];

— Si 'un n’est pas acyclique, renvoyer Faux;

Counstruire la structure arborescente S-connexe (77, A) de la condition (6)(b).

Complezité : On voit facilement que chaque étape se fait en temps linéaire O(|H|). On
applique a chacun des hypergraphes H et H[, i € [l], Palgorithme de Tarjan et Yannakakis
[ , | qui décide si un hypergraphe H est acyclique et, si oui, calcule une structure
arborescente de H, tout ceci en temps linéaire.

Correction : justifiée par les équivalences précédentes.

Exemples d’exécution de I’algorithme pour CONNEX-ACYCLIC

1) Soit H = (V,E) avec V = {z,y,z}, E = {{z,y},{y,2}} et S = {x,z} (donc V —
S = {y}). Alors H[S| = (S, Eg) avec Es = {{z},{z}}. Eg¢g a exactement une S-composante
Ey = {{z,y},{y,2}} = FE et donc E(H}) = E1 U{e1} = {{z,y},{y, 2}, {z,z}} et H] n'est pas
acyclique. Donc H n’est pas connexe-acyclique par C-extension.

2) Soit I'hypergraphe H = (V, E) représenté par la figure 2.3 avec V = {a,b,c,d, e, f, g, h,i},
E = {{a,b.c} {e.d} (b,e.dse, f{erds f9, 1), {9, 1 et S = {e.d, £ g}

Alors H[S] = (S, Eg) avec Eg = {{c},{c,d},{c,d, f},{c,d, f,g},{g}} qui est acyclique. Egg

possede les trois S-composantes
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=
e

Fi1G. 2.3 — L’hypergraphe H avec S = {¢,d, f, g}

- By ={{a,b,c},{b,c,d,e, f}},
- By ={{c,d, f,9,h}},
— B3 ={{g,i}}-
On adonce; =ViNS={cdf},ea={cd f,g}, es={g}
On vérifie aisément que les trois hypergraphes H! = H; + e; sont acycliques. L’hypergraphe

H est donc S-connexe-acyclique par C-extension.

2.7.3 Reésultat de dichotomie

Nous souhaitons montrer que le probléme de ’évaluation d’une requéte conjonctive acyclique
qui n’est pas CCQ est “difficile“ dans un sens précis. Cela établira une forme de maximalité des
requétes CCQ et CCQ7 pour le théoréme 70. Dans ce but, nous allons exhiber une réduction
exacte du probléme du produit de deux matrices booléennes, de dimension n x n, probléme noté
MATRIXPRODUCT, au probléme ENUM(¢) et on s’appuie sur la conjecture suivante : le probléme

MATRIXPRODUCT n’est pas calculable en temps O(n?) (voir par exemple [ D-

MATRIXPRODUCT
Entrée: Deux matrices booléennes A et B de dimensions n X n

Sortie: Le produit A x B

Nous allons coder le probléme du produit de matrices booléennes par une requéte ACQ.
Pour cela, nous codons la donnée de ce probléme, c’est-a-dire deux matrices booléennes n x n,

par une structure relationnelle.

Définition 102 Une structure bimatricielle est une oap-structure relationnelle M = (D, A, B)
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ou D = [n|,oap = {A, B}, et A, B sont des relations binaires sur D. Le probléme de la multi-
plication de deux matrices booléennes n X n est exprimé par la o ap-requéte conjonctive acyclique

suivante :
I(z,y) = 32(A(x, 2) AN B(z,y))

Plus précisément, ENUM(II) est le probléme d’énumérer, pour chaque structure bimatricielle M =
([n], A, B) donnée, les couples d’indices (i,j) € [n]? ou 1 apparait dans la matrice produit C =

Ax B, ie. Cij=1, pouri,j € [n].

Pour des raisons techniques, nous imposons a nos formules d’étre simples dans le sens suivant.

Définition 103 Une formule conjonctive est dite simple st chaque symbole de relation apparait

dans au plus un atome.

Remarque 24 FEtant données une o-formule ¢ de ACQ (resp. CCQ, ACQ7, C’CQ#) el une
o-structure M, on peut calculer en temps linéaire, une o'-formule simple ¢’ de ACQ (resp.

CCQ, ACQ”, CCQ7) et une o'-structure M’ telles que p(M) = ¢/ (M’).

Preuve. 1l suffit de dupliquer chaque (symbole de) relation autant de fois que ce symbole apparait

dans . O

Lemme 78 Soit ¢ une formule simple de ACQ (resp. ACQ’A) mais qui n’est pas dans CCQ
(resp. qui w'est pas dans CCQ7 ). Alors il existe une réduction ezacte du probleme ENUM(II) au
probleme ENUM(¢p).

Preuve. Supposons ¢ € ACQ — CCQ. L’hypergraphe H, = (V, E) de ¢ est acyclique mais
n’est pas S-connexe par C-extension pour S = free(p). Par le lemme 71, H, admet un S-chemin
qu’on peut supposer minimal : c¢’est une séquence de sommets distincts P = (z, z1,..., 2k, Y),
pour k > 1, telle que

— P est un chemin de H,, : il existe k£ + 1 hyperarétes eg, e1,...,e,—1, €, € £ qui contiennent

les paires respectives ey = {z, z1}, €] = {z1,22}, ..., ey = {zu—1, 21}, €, = {2k, U} ;
— P est un S-chemin de H, : xz,y € S et z1,...,2, € 5;
— P est minimal : pour chaque e € E, card(eNP) < 1 ou eNP = ¢, pour un certain ¢ € [0, kJ.

Sans perte de généralité, supposons que la o-formule (simple) ¢ est de la forme
o(z,y,t) =321 ... Iz Fap (v, y, 2, t, 1)

on k> 1,t= (t1,....tm),m > 0,0 = (u1,...,uq),q > 0, ¢ est de la forme ¥ = A .y Ae
ou A. = Re(Le) et Le est une suite de variables distinctes qui consiste en tous les éléments
(sommets) de 'hyperaréte e. On peut supposer (sans perte de généralité) que chaque atome A,

de ¢ est d’'une des o-formes suivantes (1 —5) on v C {¢,a} :
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1. Re(x,21,0);

2. Re(zk,y,0);

3. Re(zi,zip1,0) on 1 <i<k;

4. Re(w,v) ot w € {x,y,21,...,2k};

5. R.(0).

Transformation de la structure : A chaque o4p-structure M = (D, A, B), on associe une

structure r(M) = M’ de signature o = {R. : e € E}, définie de la maniére suivante.
- M' = (D', (Re)eck) ;
~ D'=DU{L} :ici L est un spécial de "remplissage” ;
— A chaque hyperaréte e € E de cardinalité p, on associe une relation R, d’arité p, définie

en fonction de la forme (1-5 : voir au dessus) de son unique occurrence dans ¢ :

1. Re=Ax {L1}r2;

2. Re=B x {1}r2;

3. Re =1 x{L}P~2 ou I est la relation d’identité (égalité) de D (I = {(a,a):a € D});
4. R,=D x {L}1;

5. R.={Ll}P.

Les faits suivants sont faciles a prouver :

Fait 1 : La fonction r : M +— M’ est calculable en temps O, (| M]).

Fait 2 : o(M') =II(M) x {L}™.

Indication : Les variables z,y jouent le méme role dans ¢(z,y,t) que dans II(z,y).

Du fait 2, on déduit le fait suivant.

Fait 3 : La projection (a,b,¢) — (a,b) est une fonction bijective de I’ensemble (M) dans
I’ensemble TI(M).

Grace a ces faits, nous avons exhibé et justifié une réduction exacte du probléeme ENuM(IT) au
probléme ENUM(¢p). Cela prouve le lemme pour ¢ € ACQ — CCQ. Dans le cas ou ¢ appartient
a ACQ7"é — CCQ#, nous pouvons facilement adapter la réduction de la maniére suivante. On
oblige chaque paire de variables & avoir des domaines distincts : plus précisément, on duplique le
domaine D" en D' x [h] ou h = card(var(y)), et on donne a la i-éme variable, i € [h], le domaine

spécifique D; = D" x {i}. Enfin, on modifie la structure M’ en conséquence. O
Finalement, on a prouvé le résultat suivant :
Théoréme 79 [Théoréme de dichotomie| Soit ¢ une formule simple ACQ (resp. ACQ7). Sup-

posons que le produit de deur matrices booléennes n x n ne peut pas étre calculé en temps O(n?).

Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ¢ € CCQ (resp. CCQ7);
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2. ENuM(p) € CONSTANT-DELAY 4, ;

3. Le probléme ENUM(yp) est calculable en temps total O,(|IM] + |o(M)]).

Preuve. On a, sous I’hypothése du théoréme, les implications suivantes : on a (1) = (2) par
le théoreme 70; (2) = (3) est évident; (3) = (1) s’obtient par contraposée. En effet, soit une
formule ¢ € ACQ—CCQ (resp. ¢ € ACQ7'é — CCQ7£). Par le lemme 78, il existe une réduction
exacte du probléeme ENUM(IT) au probléme ENUM(p). Or, par hypothese, le probléeme ENUM(IT)
qui n’est autre que le probléme MATRIXPRODUCT n’est pas calculable en temps linéaire. Donc
le probléeme ENUM(yp) n’est pas calculable en temps O, (|M| + [p(M)]). En effet, s’il I’était,
alors, par réduction exacte donc linéaire, le probleme ENUM(II) serait aussi calculable en temps

linéaire. On a donc prouvé (3) = (1). O

2.7.4 Reésultat de trichotomie

Nous avons classé les formules acycliques (avec ou sans inégalités) en deux catégories : celles
énumérables a délai constant et celles qui ne le sont pas. Il serait intéressant de voir ce qu’il
advient dans le cas ot une formule conjonctive n’est pas acyclique. Nous allons tout d’abord
montrer que si ¢ est une formule simple de CQ dont I'hypergraphe posséde un cycle alors ¢

“exprime” le probléme TRIANGLE suivant.

TRIANGLE
Entrée: Un graphe (non orienté) G

Sortie: G admet-il un triangle (une clique de taille 3) ?

On ne connait pas actuellement d’algorithine linéaire pour tester si un graphe contient un

triangle. On conjecture qu’il n’en existe pas.

Lemme 80 Soit ¢ une o-formule simple de CQ (resp. CQ#) tel que Uhypergraphe H, =
(Vi, E) de ¢ contient un cycle. Alors il existe une réduction linéaire du probléme TRIANGLE au

probléeme MC(p).

Preuve. La preuve est trés similaire a celle du lemme 78. Soit une o-formule simple ¢ € CQ
dont 'hypergraphe H, = (V,, E,) contient un cycle C' = (x1,22...,2) ol x1,..., ) sont des
variables distinctes.

Sans perte de généralité, supposons que @ est de la forme

Qo(xlv--‘vl‘kayl,"'aym) = /\ Ae
eckE,

ou Ae = Re(Le) et L. est une suite de variables distinctes qui consiste en tous les éléments

(sommets) de e. On peut supposer (sans perte de généralité) que chaque atome A. de ¢ est
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d’une des o-formes suivantes (1 —6) ot 0 C {y1,...,Ym} :

1. Re(z1,22,0);

2. Re(x9,x3,0);

3. Re(w1, 25, 0);

4. Re(wi,xiy1,0) ou 3 <i <k,

5. Re(w,v) ou w € {z1,...,Tk};

6. Re(v).

Transformation de la structure : A chaque graphe G = (V,E), on associe une structure

r(G) = Mg de signature 0 = {R, : e € E,} définie de la maniére suivante.
- Mg = (D, (Re)eck, ) ;
- D=V U{L}: L est un symbole spécial de "remplissage" ;
— A chaque hyperaréte e € E, de cardinalité p, on associe une relation R, d’arité p, définie

selon la forme (1-6 : voir au dessus) de I'unique occurrence de R, dans ¢ :

1. Re=E x {1}P72;

2. Re=FE x {1}r~2;

3. Re=E x {1}r2;

4. =1 x {L}?72 o1 I est la relation d’identité (égalité) de V (I = {(a,a) :a € V});
5. Re =V x {L}P7L;

6. R. = {L}P.

Les faits suivants sont faciles a prouver :

Fait 1 : La fonction 7 : G — Mg est calculable en temps O, (|G]).

Fait 2 : p(Mg) = TRIANGLE(G) x {L}**™=3 oil TRIANGLE(G) désigne I'ensemble des
triplets (a,b,c) € V3 qui forment des triangles de G.

On a ainsi prouvé le lemme dans le cas ou ¢ € CQ et H, posséde un cycle. Le cas ¢ € cQ”
(et Hy, posséde un cycle) se traite avec la méme adaptation que dans la preuve du Lemme 78.

Ce qui clot la preuve du Lemme. O

Malheureusement, tout hypergraphe non acyclique ne posséde pas nécessairement un cycle.

Cependant cette propriété est vérifiée pour une large classe d’hypergraphes.

Définition 104 Un hypergraphe H est dit k-conforme si toute clique de H de taille supérieure

ou €égale a k est contenue dans une hyperaréte de H.

Le lemme suivant découle du théoréme 1.

Lemme 81 Un hypergraphe 4-conforme est acyclique si et seulement si il ne contient pas de

cycle.
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On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 82 (trichotomie) Soit ¢ une formule simple CQ (resp. CQ7) ayant un hyper-
graphe 4-conforme. Supposons que le probléme TRIANGLE ne peut pas étre décidé en temps
linéaire et que le produit de deuz matrices booléennes n X n ne peut pas étre calculé en temps

O(n?). Alors, les deur propriétés suivantes sont vérifiées.

1. La formule ¢ est acyclique si et seulement si le probléme ENUM(yp) peut étre calculé & délai

Oy (IM]).

2. Si @ est acyclique alors les trois propositions suivantes sont équivalentes :
~ e CCQ (resp. CCQ7);
- ENUM(yp) € CONSTANT-DELAY;, ;
~ Le probléme ENUM(p) est calculable en temps total O, (|IM| + [@(M)]).

Preuve. Point 1 : La preuve de 'implication = est donnée par la proposition 52. On prouve la
réciproque par contraposée. Supposons que ¢ est une formule conjonctive simple non acyclique
et dont ’hypergraphe est 4-conforme. D’aprés le lemme 81, cet hypergraphe posséde un cycle.
D’apres le lemme 80, il existe une réduction linéaire du probléme TRIANGLE au probléme MC(¢p).
Or, comme le probléme TRIANGLE n’est pas, par hypothése, décidable en temps linéaire, le
probléme MC(p) ne l'est pas non plus et donc le probléme ENUM(yp) n’est pas calculable & délai

linéaire. Le point 2 est exactement le théoréme 79. U

2.8 Requétes de largeur arborescente connexe bornée

2.8.1 Définition et évaluation

Dans cette section, nous introduisons la notion de décomposition arborescente connexe d’une
formule conjonctive : c’est une variante de la notion de décomposition arborescente d’un hy-
pergraphe ou d’une formule conjonctive. Pour simplifier les notations, on considérera des dé-
compositions arborescentes (1), (Bt)icv (7)) telles que, pour chaque noeud t € V(T'), on a t = B,
autrement dit, telles que les sacs sont identifiés aux noeuds de I’arbre T'. La décomposition pourra

alors étre représentée uniquement par 7.

Définition 105 (décomposition arborescente S-connexe) Soient H = (V, E) un hyper-
graphe et S un sous-ensemble de V.
Une décomposition arborescente S-connexe de H est un couple (T, A) ou T est une décom-

position arborescente de H et A est une partie conneve de V(T') tel que |Jgcy B = S.
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Définition 106 Soient un hypergraphe H = (V,E) et un ensemble de sommets S C V. On
appelle largeur arborescente S-connexe de H, notée ctw(H, S), la largeur minimale d’une décom-
position arborescente S-conneze de H.

Soit ¢ une formule CQ (resp. CQi). La largeur arborescente connexe de ¢ est la largeur arbo-

rescente S-conneze de I’hypergraphe associé a ¢ pour S = free(p).

Exemple 83 Soit H = (V, E) Uhypergraphe donné par V = {z,y,z}, E = {{z,y},{y, z}} et,
soit S ={x,z}. H posséde la décomposition arborescente S-connexe (T, A) 4 deuxr noeuds reliés
By ={z,z} et Bo = {x,y,z} (formant une décomposition arborescente de H) et A = {B1}. On
constate que ctw(H,S) = 2.

Lemme 84 Soient ¢ une o-formule CQ (resp. CQi), de largeur arborescente conneze k et une

k1) une o’ -formule

o-structure M de domaine D. Alors on peut calculer en temps Oy (card(D)
CCQ (resp. CCQ7) ¢ (de taille ne dépendant que de |p|), o C o, et une o’-expansion M’

telles que (M) = ¢'(M’).

Preuve.  Soit ¢ une formule CQ (resp. CQ7?) de signature . Considérons (T, A) une décom-
position arborescente S-connexe de ¢ de largeur k ot S est I’ensemble des variables libres de .
Soit la signature ¢’ = o U{Rp : B € V(T)} ou chaque Rp est un symbole de relation d’arité
card(B) et soit la formule ¢’ de signature o’ :
¢ =¢n N Rs(zp)
BeV/(T)
ou zZp désigne le tuple des variables du sac B. Considérons M’ 'expansion de M de signature
o’ ou Rg = D®4B) pour tout B € V(T). Par définition d’une décomposition arborescente S-

(B)

connexe, la formule ¢ est connexe-acyclique. De plus, comme tout tuple de D4(B) est contenu

dans la relation Rp, on a p(M) = ¢/(M’). Enfin le temps de calcul de M’ est

Op(IMI+ > card(D)* Py = O, (card(D)F1)
BeV(T)

Par le lemme 84 et le théoréme 70, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 85 Fiant donnée une o-formule ¢ de CQ7, de largeur arborescente conneze k,
le probleme ENUM(p) peut étre calculé avec un précalcul en temps Oy, (card(D)*Y) et ¢ délai

constant, pour une o-structure M de domaine D.

De méme, en utilisant le lemme 84 et le théoréme 58, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 86 Ftant donnée une o-formule ¢ de CQ, de largeur arborescente connexe k, le

k+1)

probléme COUNT(p) peut étre calculé en temps Oy, (card(D) , pour une o-structure M de

domaine D.
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2.8.2 Calcul de la largeur arborescente connexe

Nous donnons maintenant un algorithme polynomial pour calculer la largeur arborescente

connexe d’une formule conjonctive. Nous devons résoudre le probléme suivant.

CONNEX-TREE-DECOMPOSITION
Entrée: Un hypergraphe H = (V, F) et un ensemble S C V

Paramétre: un entier k

Sortie: Une décomposition arborescente S-connexe de H de largeur k,

si elle existe, et Faux sinon

Pour cela, nous introduisons la notion d’hypergraphe S-complété.

Définition 107 (hypergraphe S-complété) Soit H un graphe. L’hypergraphe S-complété
Hg de H est construit de la maniére suivante :

- V(Hs) = V(H);

- E(Hs) =EH)U{{z,y}:x,y € S et il existe un S-chemin de H entre x et y}.

Nous avons aussi besoin de quelques nouveaux résultats et définitions portant sur les décom-

positions arborescentes des hypergraphes.

Lemme 87 Soient K une clique d’un hypergraphe H = (V, E), T une décomposition arborescente
de H et {B1, B2} une aréte de T'. Soient Ty et Ts les deux sous-arbres de T séparés par laréte
{By,Bs}. On note Uy = UBeV(Tl) BetU;= UBev(TQ) B. On a l'une des inclusions K C Uy ou
K CUs,.

Preuve. On a évidemment U; N Uy = By N By et V= U; UUs. Supposons que 'on ait K SZ U,
et K ¢ Us. Alors 'ensemble E(H[K — (U N Us)]) est formé de deux sortes d’hyperarétes :

— des hyperarétes incluses dans K1 = K N (U; — Us) # 0,

— des hyperarétes incluses dans Ko = K N (Uy — Uy) # 0.
Donc aucune hyperaréte ne relie les deux parties non vides et disjointes de K, K; et K>, ce qui

contredit I’hypothese que K est une clique de H. Donc on a prouvé que K C Uy ou K C Uy. O

Lemme 88 Pour tout hypergraphe H, toute cligue K de H et toute décomposition arborescente
T de H, il existe un sac B € V(T) avec K C B.

Preuve. Par induction sur le nombre de noeuds de 7" : ¢’est évident si card(V (T")) = 1. Supposons
que card(V(T)) > 2 : soit By une feuille de T et soit 7" 'arbre T privé de sa feuille By. Par le
lemme précédent, on a K C By ou K C UBGV(T,) B. Dans le second cas, K est une clique de
I'hypergraphe H' = H[V'] ou V' = Upev () B, de décomposition arborescente T'. Par hypotheése

d’induction, il existe un sac B € V(T") avec K C B. Ce qui prouve le lemme par induction. O
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Définition 108 (décomposition arborescente induite) Soit T' une décomposition arbores-
cente d’un hypergraphe H = (V, E) et soit S une partie de V.. On note T[S] Uarbre T dans lequel
chaque noeud B est remplacé par BN S.

La propriété de connexité étant réalisée sur T est aussi réalisée sur son arbre induit T'[S]. Ce

qui donne le lemme

Lemme 89 Soit un hypergraphe H = (V| E) et une partie S de V. Si T est une décomposition

arborescente de H alors T[S] est une décomposition arborescente de I'hypergraphe induit H|[S].

On obtient un lemme similaire pour les sous-hypergraphes.

Lemme 90 Soit T' une décomposition arborescente d’un hypergraphe H et H' un sous-hypergraphe
de H. L’arbre T" obtenu en remplagant chaque noeud B de T par BNV (H') est une décomposition

arborescente de H'.

Comme, dans les deux cas, la largeur de la décomposition arborescente ne peut que diminuer,

on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 91 Pour tout hypergraphe induit H[S] et tout sous-hypergraphe H' de H, on a
tw(H[S]) < tw(H) et tw(H') < tw(H).

Lemme 92 Soit (T, A) une décomposition arborescente S-connexe d’un hypergraphe H. Si x
et y sont deur sommets de H reliés par un S-chemin de H, P = (x,a1,...,ax,y), alors T
admet un sac contenant x et y; en conséquence, T est aussi une décomposition arborescente de

Uhypergraphe S-complété Hg.

Preuve. Soit T, (resp. Ty) le sous-arbre de T' formé des sacs contenant z (resp. y). Par hypothése,
A est I'ensemble des noeuds V' (T's) d'un sous-arbre T's de T avec | Jgc 4 B = S. Puisque z,y € S,
il existe deux noeuds de T, notés Bg, et Bg,, tels que © € Bg, et y € Bg,. A cause de
P, la partie C = {a1,...,ar} de V est une partie connexe de H. Par conséquent, l’ensemble
de noeuds Enc = {B € V(T) : BN C # 0} forme un sous-arbre Thc de T. L’hyperaréte
du chemin P, contenant x et a; (resp. ai et y) est incluse dans un sac By 4, (resp. Bg, y) de
larbre T'. Par définition, on a B4, € V(T) N V(The) et Ba,y € V(Ty) NV (Thc). Puisque
Bs, € V(Ts) NV (Ty) et Bya, € V(Tz) N V(Ihe), la réunion des arbres Ts, T, et The est un
sous-arbre de T'. Puisque les arbres Tg et Th¢ sont disjoints, par construction, et contiennent
respectivement les sacs Bg y et By, ., 'unique chemin reliant les noeuds Bg , et By, , dans l'arbre
T, doit contenir au moins une aréte de l'arbre T}, donc au moins un noeud B de I'arbre T}, et,

en conséquence, B € V(T,) NV (T,). Autrement dit, le sac B de T contient & la fois z et y. O
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Lemme 93 Soient un hypergraphe H = (V, E) el une partie S C V tels que H n’admet pas de
S-chemin. Soit E1, ..., E; la liste des S-composantes de EQS' Soient les ensembles V; = UeEEi e

et e; =V; NS, pouri € [l]. On a les deux propriélés suivantes :
1. L’ensemble e; est une clique de H ;

2. Si H admet une décomposition arborescente T de largeur width(T) < k, alors H admet

aussi une décomposition arborescente S-conneze (T', A) de largeur width(T") < k.

Preuve. 1) Par ’absurde : Supposons qu'il existe deux sommets z,y € e; qui ne sont pas
voisins dans H. Par définition de e;, il existe deux hyperarétes de E;, e, et ey, qui contiennent
respectivement z et y. Par définition de la S-composante F;, dans I'hypergraphe induit H[V — 5],
les hyperarétes e, —S et e, —S sont les "extrémités” d’un "chemin“ (eg, e1, ..., ex) avec eg = e, —.S,
er = ey — S et ejNejpr # 0, pour tout j < k. Autrement dit, on a dans H[V — S] un chemin
(a1,a2,...,a) ou chaque a; est un élément choisi de ej_; Nej, donc dans V — S. Comme on a
supposé que x et y ne sont pas voisins dans H, on constate donc que le chemin (z,aq,...,ax,y)
est un S-chemin de H, ce qui est en contradiction avec 'hypothése du lemme.

2) Par le corollaire 91 appliqué a 'hypergraphe induit H[S], on a tw(H[S]) < tw(H) = k.
Soit T's une décomposition arborescente de H|[S] de largeur k. Puisque e; C S est une clique de
H, c’est aussi une clique de H[S]. Donc, par le lemme 88, il existe un noeud B; € V(Tg) avec
e; C B;. On considére maintenant, pour chaque i € [I], 'hypergraphe H défini par H, = (V;, E!)
ou E! est la réunion de E; et de l'ensemble des hyperarétes formant la clique e; dans H et
restreintes a V;. Par le corollaire 91, on a tw(H]) < tw(H) < k. Puisque e; est une clique de H,
toujours par le lemme 88, il existe un noeud B] € V(T;) avec e; C B}. Soit T” I’arbre obtenu par
la réunion disjointe des arbres T et Tj, ¢ € [I], en ajoutant Paréte {B;, B} pour relier 'arbre T
a l'arbre T;. On observe les quatre points suivants.

a) T" vérifie la propriété de connexité car Ts et T; la vérifient et 'on a SNV, =¢; C B;N B..
b) T est une décomposition arborescente de H, car, pour chaque e € E, on a soit e C S, et donc
il existe B € V(Ts) tel que e C B, soit e ¢ S et, en conséquence, il existe i € [I] tel que e € Ej,
et donc il existe B € V(T;) tel que e C B : dans tous les cas, chaque hyperaréte e € E est incluse
dans un sac de T".

¢) Comme pour les arbres Ts et T;, on a width(T") < k.

d) UBev(TS) =S.

On a donc établi que, pour A = V(Ts), (T’, A) est une décomposition arborescente S-connexe
de H, de largeur k. 0

Le théoréme suivant fait la synthése des résultats précédents.

Théoréme 94 1. Soit H un hypergraphe, soit une partie S C V(H) et soit Hg ’hypergraphe
S-complété de H. On a ctw(H,S) = tw(Hg) ;
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2. Le probléme CONNEX-TREE-DECOMPOSITION est FPT et, plus précisément, est calculable
en temps Oy (|E(H)| + |V (H)|?) et donc en temps Oy (|H|?), pour tout hypergraphe H.

Preuve. Le point 1 découle des lemmes 93 et 92. Pour prouver le point 2, on remarquera que
I'hypergraphe S-complété Hg de H est de taille Oy (|E(H)|+ |V (H)|?) et se calcule en un temps
du méme ordre; on utilise aussi le fait que calculer une décomposition arborescente de largeur
k d'un hypergraphe si elle existe est un probléme FPT et, plus précisément, est, pour Hg, de
complexité Ox(|E(H)|+ |V (H)|?) | |- O

Corollaire 95 On peut reconnaitre en temps Oy (|p|?) si une formule conjonctive ¢ est de largeur

arborescente conneze k.

2.9 Conclusion

On peut énoncer plusieurs questions et conjectures en lien avec les résultats de ce chapitre.

2.9.1 Amélioration des constantes de complexité

Peut-on améliorer la borne k! de la cardinalité d’un représentant, pour toute table (E, f)
avec f = (f1,..., fx), et le temps pour calculer un tel représentant ? On conjecture qu’on peut
toujours trouver un représentant de cardinalité 20%) ayec un temps de calcul en 20%) . card(E).
Un tel résultat améliorerait nos bornes en temps pour les requétes ACQ7. Typiquement, le
probleme MC(ACQ7) se résoudrait alors en temps 200)|p| - M| au lieu de 20F108F) o] . | M].
Le méme genre de question se pose pour les requétes F-ACQ"”;'é et la notion de représentant
qui leur est associée. On conjecture que, pour toute table (E, f), avec f : E — Py(F), et tout

k+0) qu’on peut calculer

entier [, il existe un [-représentant de (E, f) de cardinalité au plus 20(
en temps 20+ -card(FE). Un tel résultat permettrait d’obtenir un algorithme pour le probléme
de décision associé k-PATH (existence d’un chemin de longueur k£ dans un graphe) de complexité
en temps 2°F) . |G|, a comparer avec la borne 20F)|G|log |G| obtenue par Alon et al | |

pour le méme probléme par la méthode du "color coding®.

2.9.2 Amélioration des théorémes de classification

La question générale qui se pose est la suivante : quelles hypothéses de complexité simples
et plausibles doit-on poser afin de rendre encore plus naturels (généraux) nos théorémes de

classification (dichotomie et trichotomie), ceci des deux maniéres suivantes :
1. en supprimant 'hypothése que la formule est simple;

2. dans le cas de la trichotomie, en supprimant '’hypothése que ’hypergraphe est 4-conforme.
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Chapitre 3

Evaluation de requétes MSO sur des

structures arborescentes
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3.1 Introduction

Ce chapitre traite principalement de I’énumération des solutions des requétes M SO dans les
structures aborescentes, c’est-a-dire les structures de largeur arborescente bornée ou de largeur de
clique bornée. On connait le résultat classique de Courcelle | , | complété par Flum,
Frick et Grohe | | qui établit que ces requétes se calculent en temps total linéaire. Notre
contribution principale est d’étendre ce résultat au probléme de ’énumération : nous prouvons
que, pour toute formule MSO ¢ et toute classe de structures S de largeur arborescente bornée,
on a ENUM(¢, S) € LIN-DELAYy;,. Autrement dit, pour toute structure M € S, on peut calculer
p(M) a délai O(]S|), pour chaque solution S € (M), aprés un prétraitement en temps O(|M|).

Pour démontrer ce résultat, nous procédons en cing étapes.

1) Une premiére étape logique : partant d’une requéte MSO ¢ sur une structure M de lar-

geur arborescente bornée, on construit, par une MSO-interprétation linéaire, une formule MSO
¢ et un arbre étiqueté T vérifiant (M) = ¢'(T).

2) Une simplification de la requéte : on se rameéne, par une réduction exacte, & une nouvelle

formule MSO sur un arbre T'; cette formule est plus simple car elle n’a plus qu’une seule variable
libre, variable ensembliste dont I'interprétation est un ensemble de feuilles de I’arbre.

3) Un passage & un automate d’arbre : il s’agit essentiellement du théoréme de Thatcher et

Wright | | qui établit I’équivalence entre la définissabilité MISO d’une classe d’arbres éti-

quetés et sa reconnaissance par automate fini.

4) Une caractérisation efficace des solutions : on construit un systéme récursif d’équations
qui posséde les propriétés nécessaires a une énumération efficace de ses solutions.

5) Mise en oeuvre algorithmique : nous obtenons le schéma efficace d’énumération voulu a

partir du systéme récursif d’équations construit précédemment et & ’aide de structures de données
adaptées.

Notre contribution la plus originale se situe essentiellement dans les étapes 4 et 5 ci-dessus.

Enfin, nous étudions le probléme du calcul de la j-éme solution pour les mémes requétes. Du
systéme d’équations ensemblistes précédent, nous déduisons un systéme d’équations numériques
qui portent sur les cardinalités des ensembles de solutions. Ce systéme d’équations nous permet
de calculer, par recherche dichotomique, la j-éme solution cherchée en temps O(|S|log | M|).

Il faut noter que les résultats de complexité obtenus dans ce chapitre ont aussi été obte-

nus, de maniére indépendante par Bruno Courcelle | |, a la différence suivante prés : les
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prétraitements de ses algorithmes ne sont pas linéaires mais utilisent un temps O(]M|log |M]).

3.2 Préliminaires

3.2.1 XY-arbres

On s’intéresse dans ce chapitre & 1’évaluation de formules MSO sur des arbres binaires

localement complets. On donne d’abord une définition de ce qu’on entend ici par arbre.

Définition 109 (X-arbre) Soit X un alphabet fini. Un X-arbre est un quadruplet
T = (Tree(T), D = Dom(T), root(T), labely) vérifiant les conditions suivantes :
— Tree(T) est un arbre binaire enraciné non vide (arbre sous-jacent 4 T'), D = Dom(T) est
son ensemble de noeuds (encore appelé domaine de T') et root(T) est sa racine;
— chaque noeud qui n’est pas une feuille posséde exactement deuz enfants, son enfant gauche
et son enfant droit ;
— labelr est une fonction de D dans X2 appelée étiquetage de T
On notera Leaves(T') l'ensemble des feuilles de T'.

On peut aussi associer a un X-arbre 7' une structure My = (D, f1, f2, (labely)qaex) de do-
maine D et de signature s, = {f1, f2, (labely)aexn} qu’on définit comme suit :
— Pour ¢ = 1 (resp. i = 2) et pour tous x,y € D, on a My = fi(z,y) si et seulement si y est
Penfant gauche (resp. droit) de x;
— Pour tous @ € ¥ et z € D, on a My |= label, () si et seulement si labely(z) = a.
Par abus de langage, on confondra souvent le Y-arbre T', encore appelé arbre T, avec sa

Ts-structure associée M.

3.2.2 Automates d’arbre

Les automates d’arbre sont une généralisation des automates de mot. On donne ici les défini-
tions classiques pour les automates d’arbre déterministes dits “bottom-up”. Pour plus de détails

voir | , |.

Définition 110 (automate d’arbre) Un automate de X-arbre est un tuple I = (X, Q, J, 6o, F')
o

— @ est un ensemble fini d’états;

— 0 est une fonction de ¥ x Q? dans Q, appelée fonction de transition ;

— 0g est une fonction de X dans Q, appelée fonction initiale de transition ;

— F est une partie de Q, appelée ensemble des états acceptants.
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Définition 111 (calcul d’un automate, calcul acceptant) Soit un X-arbre T et un auto-
mate I' = (£,Q, 6,060, F). Le calcul de T' sur T est la fonction, notée I'r, de Dom(T) dans Q
telle que
— pour toute feuille v de T, I'r(z) = dp(labelp(z)) ;
— pour tout noeud interne x, ayant pour enfants respectifs gauche et droit y et z, I'p(z) =
0(labelr(z), Tr(y), T (2)).
Le calcul T'r est acceptant si I'r(root(T')) € F (la racine de l'arbre est “acceptée”).

Définition 112 (arbre accepté, langage reconnu par un automate) Un automate T' ac-
cepte l'arbre T si le calcul T'r est acceptant.

Le langage (d’arbres) reconnu par l'automate I est ['ensemble des arbres T tels que T' accepte T'.

Remarque 25 Dans cette définition, on appelle arbre un X-arbre. On fera souvent, par la suite,

cet abus de langage quand aucune ambiguité n’est possible.

Le résultat de caractérisation suivant di & Thatcher et Wright est fondamental.

Théoréme 96 | | Soit T un ensemble de X-arbres. Alors les deux assertions suivantes sont
équivalentes :
— T est défini par un T=-énoncé MSO o ;

— T est reconnu par un automate de X-arbre I'.

De plus, le passage d'un énoncé MSO a un automate d’arbre est effectif : il existe une
fonction f et un algorithme qui, étant donné un énoncé MSO ¢, renvoie un automate d’arbre
qui reconnait le méme langage d’arbres que ¢, ceci en temps f(|¢|). La complexité de cette
fonction f est non élémentaire : plus précisément, Reinhardt [ | montre qu’il existe une
famille infinie C d’énoncés MSO et une fonction f non élémentaire telles que, pour tout énoncé

¢ € C, tout automate d’arbre équivalent a ¢ (au sens du Théoréme 96) est de taille supérieure

a f(lel)-

3.3 Caractérisation de ’ensemble des solutions d’une requéte

On voudrait ici évaluer et énumeérer le plus efficacement possible une requéte ¢(T") pour une

formule MSO ¢ (avec des variables libres) sur un »-arbre 7'
3.3.1 Premiére simplification : se ramener & des formules sans variable du

premier ordre

Sans perte de généralité, on peut restreindre le probléme aux requétes sans variable du premier

ordre. En effet, il suffit de considérer une variable du premier ordre comme une variable du second
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ordre dont on impose qu’elle soit un singleton. Plus précisément, pour une formule (X, y1, ... y),

on associe la formule suivante :

O'(X,Y1,...Y)) = Niep V2(Yi(z) & 2z =y)
A1y (Niep Yi(yi) — Xy, 0)

Clairement, (M, Aq,... Ay, B1,...,B;) = ¢'(X,Y) si et seulement si chaque B; est un singleton
tel que B; = {b;} et (M, A1, ... Ag,bi,....by) = o(X, ).

3.3.2 Currification de ’arbre

Par souci de simplicité, on se restreint aux X-arbres dont les noeuds internes sont étiquetés
par une couleur factice @ et aux formules ol I'interprétation des variables du second ordre est
restreinte aux ensembles de feuilles. Le prochain lemme explique comment réduire le cas général

& ces conditions.

Lemme 97 Soit ¥ un alphabet fini. Soit ¥ = XU{Q} son extension avec le nouveau symbole Q.
Il existe une transformation ¢ — ¢’ associant & une s;-formule MSO une s, -formule MSO et

une transformation T — T d’un X-arbre T en un Ya-arbre T vérifiant les conditions suivantes :

1. la transformation p — @' (resp. T +— T') est calculable en temps O(|p|) (resp. O(|T)));
2. l’ensemble des feuilles de T' est l’ensemble des noeuds de T avec les mémes étiquettes ;
3. les noeuds internes de T sont étiquetés par Q ;

4. o(T) = (T").

Preuve. Transformation de 'arbre : Pour chaque X-arbre T', on construit le Yg-arbre T”, encore

appelé arbre currifié de T', de la maniére suivante :

~ Dom(7T") = Dom(T) U {(a,) : a est un noeud interne de T et 1 <1 < 2};

— pour chaque noeud interne a de T', on fait 7" = f1((a,1),a) A f2((a, 1), (a,2));

— pour chaque enfant b de a dans T, T = fi(a,b), i = 1,2, on fait T’ = fi((a,2),b) si b est
une feuille de T et 77 = fi((a,2), (b, 1)) si b est un noeud interne de T';

— enfin, on fait labely (a) = labelyp(a), pour chaque noeud a de T' (feuille de T"), et labely(a) =
@, pour chaque autre noeud (interne) a de T".

Il est clair que la transformation T + T est calculable en temps O(|T]) et que 'arbre T”

satisfait les conditions (2) et (3).

Transformation de la formule : Comme d’habitude, on procéde par interprétation. Pour cela,

on introduit les 75, -formules suivantes :

— A(x) = —labela(z) ;
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Fic. 3.1 — Un arbre T et son arbre currifié 7"

— Pour i = 1,2, Oy, (z,y) = Jz13z2Ty1 (f1(w1,2) A fa(x1,22) A fize,y1) A (A(y1) Ay =
y1) V (=A(y1) A fi(y1,9)))-
Il est facile de vérifier les équivalences suivantes, pour tout -arbre T et son Yg-arbre currifié

T -
— Pour tout a € Dom(7"), on a a € Dom(7) si et seulement si (T7,a) = A(z);
— pour tous a,b € Dom(T) et tout i« = 1,2, on a (T,a,b) E fi(z,y) si et seulement si
(T,7a7b) ': (—)fi (a:,y).
]

Par abus de langage, on appelle encore Yg-arbre un (X U {@})-arbre dont I'étiquette de
chaque noeud interne est @ et ’étiquette de chaque feuille appartient & X. Comme les noeuds
internes sont étiquetés par @, on utilisera la notation ¢1, g2 — ¢ qui signifie 6(Q@, q1,q2) = ¢ pour

la fonction de transition 6 de ’'automate I'.

3.3.3 Une derniére simplification : se ramener & des formules & une seule

variable libre

Pour simplifier les traitements qui vont suivre et, tout particuliérement, les notations, on a
justifié trois sortes de restrictions dans les requétes MSO sur les arbres :
— toutes les variables libres de la formule sont des variables du second ordre;
— les noeuds internes des arbres ne portent pas d’information : ils ont une étiquette factice
Q;
— les variables libres (toutes du second ordre) sont contraintes a prendre leurs valeurs dans

les ensembles de feuilles ; une telle requéte est donc de la forme :
{(S1,...,5) € (P(Leaves(T))" : (T, 5) = o(X)}

108



3.3. Caractérisation de I’ensemble des solutions d’une requéte

On va maintenant ajouter et justifier une derniére restriction : se ramener & une formule &
une seule variable libre (du second ordre). Pour simplifier, on explique comment opérer cette
transformation pour une 7y, -formule MSO (X7, X3) & deux variables libres (la généralisation

a k variables libres étant facile mais fastidieuse a présenter).

Transformation de ’arbre

On transforme chaque Yg-arbre T' en un nouveau Yg-arbre 7" en dupliquant chaque feuille
de T'. Plus précisément, on remplace chaque feuille ¢ de T" par le sous-arbre de profondeur 1, de
racine ¢, avec pour enfants gauche et droit, les deux nouvelles feuilles (¢,1) et (¢,2) et avec les
nouvelles étiquettes labely (t) = @ et labely ((¢,7)) = labelp(t) pour i = 1,2.

Cette duplication des feuilles de T réalisée dans T’ va nous permettre de représenter tout
couple (51, S2) d’ensembles de feuilles de T' par un ensemble S de feuilles de 77 que 'on définit

par Iéquation (*) suivante :

S={(t1):teS1}U{(t,2):te S}

Notons que sa taille est |S| = O(]|S1|+ |52|) et que la transformation réciproque S — (S, S2)

est aussi calculable en temps O(|S]).

Transformation de la formule

De méme que l'on a transformé tout Yg-arbre T' en un Xg-arbre T” de taille |T"| = O(|T),
de méme il est facile de transformer (traduire) une 75, -formule ¢(Xi, X2) en une 75, -formule
¢'(X) a une seule variable libre de fagcon & avoir 1’équivalence suivante, pour tous ensembles
S1,S2 C Leaves(T) et pour l'ensemble S C Leaves(T”) défini par l'équation (*) ci-dessus :
(T, S1,52) E (X1, X2) si et seulement si (77,5) | ¢'(X).

3.3.4 Automate associé a une requéte MSO a une variable libre

Le théoreme 96 ne s’applique qu’aux énoncés (formules sans variable libre) de MSO. Pour
I'adapter aux formules MSO & une variable libre, auxquelles on vient de se ramener, on considére
l'alphabet enrichi ¥f; = (X x{0,1})U{@}. A tout Xe-arbre T et a tout ensemble S C Leaves(T),
on associe le X{;-arbre T% identique a T excepté en ce qui concerne sa fonction étiquetage qu’on
définit comme suit : pour tout noeud interne ¢, labelps(t) = labelp(t) = @, et, pour toute
feuille t € Leaves(T), on prend labelys(t) = (labelr(t),carg(t)), ou carg désigne la fonction
caractéristique de l'ensemble S : carg(t) =1sit € S et carg(t) =0sit ¢ S.

Lemme 98 Soit ¥ un alphabet fini. A toute 1 -formule MSO ¢ 1 variable ¢(X), on peut
associer un automate I' de ¥y -arbre avec ¥y = (X x {0,1}) U {Q} tel que, pour tout Ya-arbre
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T et tout ensemble S C Leaves(T'), on ait l’équivalence : (T,S) = o(X) si et seulement si T’

accepte Uarbre T,

Preuve. 1l est facile (et on laisse le soin de le faire au lecteur) de construire un Ty, -énoncé MSO
¢ tel que, pour tout Yg-arbre T et tout ensemble S C Leaves(T'), on ait I’équivalence : (T, S) =

©(X) si et seulement si T° |= ¢'. Le résultat découle alors du théoréme de caractérisation 96. (]

3.3.5 Caractérisation des ensembles acceptés par un automate

L’objectif est maintenant de caractériser les ensembles S C Leaves(T') tels que 'automate T’

accepte Parbre T°. Pour cela, on aura besoin des définitions, notations et remarques suivantes.

Définition 113 (réunion disjointe, produit d’ensembles de parties) Si S et S’ sont deux
ensembles disjoints, alors SW .S’ désigne leur réunion (disjointe).

Si on a deuz ensembles de parties P1 C P(E1) et Py C P(Ey) de deur ensembles disjoints F,
et Es, on définit le produit Py @ Py = {S1 W Sy: 51 € Py et Sy € Po}.

Définition 114 (sous-arbre, restriction d’un ensemble a ce sous-arbre) Pour un arbre
T et un noeud x € Dom(T), on note T, le sous-arbre de T' de racine x.
Pour un ensemble S C Leaves(T'), on note S, sa restriction au sous-arbre T, : Sy = SN

Leaves(Ty). Si x est un noeud interne d’enfants y1 et yo dans T, on a clairement Sy = Sy, W.Sy,.

Soit T un Yg-arbre (Xa = ¥ U {@}) et soit S C Leaves(T). Rappelons qu’on note T le
Yi-arbre (ou ¥y =3 x {0,1} U{@}) obtenu en complétant les étiquettes de T' avec la fonction
caractéristique de S : pour chaque x € Leaves(T), labelrs(x) = (labelr(x), carg(z)).

Définition 115 (configuration) Soit I' = (X,Q, 9,00, F) un automate de X -arbre et soit
un Na-arbre T. On appelle configuration de I' sur T, ou simplement configuration, un couple
(z,q) € Dom(T) x Q. On note Conf= Dom(T) x Q.

Pour une partie S C Leaves(T') et un noeud x € Dom(T'), on note ¢ = I'ps(x) I'état ¢ € Q
de  dans le calcul de T sur I'arbre T°. Il est clair que cet état ¢ (et donc la configuration (x, ¢))
ne dépend que de la restriction S, de S a I’arbre T,.. Pour cette raison, on utilisera la notation

. Ty PP
suggestive Sy H— ¢ et on définit I’ensemble

S(z,q) = {S C Leaves(Ty) : S il q}.

. I,T
On cherche & calculer I'ensemble, noté Sgecept, des parties S C Leaves(T') telles que S = g,
pour un état g € F. Cela peut étre fait de maniére récursive, ce qu’exprime les deux propriétés

suivantes, faciles a vérifier.
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— Propriété (a) : Pour tout noeud interne x de T' ayant pour enfants y; et y2, on a

Sxg= | Swna) @S, e)

(91,92)€Q?
41,424
— Propriété (b) :
Saceept = |4 S(xoot(T), q)
qeF

Remarque essentielle : Dans les deux cas, les unions sont disjointes du fait du déterminisme de

Pautomate T'. Plus précisément, pour deux états g et ¢’ distincts, on a toujours S(z, ¢)NS(x,q¢") =

0.

A premiére vue, les propriétés (a) et (b) vues ci-dessus semblent donner le principe d’un
algorithme efficace pour énumérer les ensembles S tels que I' accepte T°. Malheureusement,
cela ne suffit pas pour obtenir un temps O(|S|) pour calculer chaque solution S. En effet, un
tel algorithme peut perdre du temps a cause des ensembles vides rencontrés. Plus précisément,
dans I’énumération des éléments S d'un produit P} ® P, (ou les opérandes sont de la forme
P, = S(yi,q:),i = 1,2), on perd du temps dans le cas ou ) € P; ou () € P, ou dans le cas ou
P, = 0 ou P, = (. Pour surmonter cette difficulté, on exclut le cas de la solution éventuelle
S = () qu’on traitera & part et on fait en sorte que chaque ensemble considéré ne soit pas vide et
n’ait pas comme élément ’ensemble vide. On s’intéressera donc exclusivement aux configurations

(z,q) pour lesquelles ’ensemble suivant :

S*(z,q) ={S C Leaves(T,) : S# D et S I\ Ty g}

n’est pas vide.

Définition 116 (état vide, configuration vide) On appelle état vide d’un noeud x € Dom(T)

. T, . . . .
lunique état qp € Q tel que O = qg. La configuration (z,qy) est appelée configuration vide de x
A I\ 7T,
et on note Conf = {(x,qp) € Conf: 0 —=5 gp}.

Définition 117 (transition vide) Soient (z,q), (y1,q1) et (y2,q2) trois configurations telles
que y1 et yo soient les enfants gauche et droit de x dansT et q1,q2 — q. On écrit (x1,q1) LN (z,q)

(resp. (z2,q2) LN (z,q)) si (z2,q2) (resp. (x1,q1)) est la configuration vide de x4 (resp. x1).

On désigne par — la fermeture réflezive et transitive de la relation L
Remarque 26 Il est évident que si on a (2',q) LN (x,q), alors tout ensemble S € S*(2/,¢’)
q q

*

appartient aussi a S*(x,q), c’est-a-dire S*(2',q') C S*(x,q). Plus généralement, on obtient la
méme inclusion par induction si on a (2',q") — (x,q).

111



Chapitre 3. Evaluation de requétes MSO sur des structures arborescentes

Dans notre calcul récursif des ensembles S*(x,q), on aura besoin d’utiliser les ensembles
intermédiaires S"¢/%(z, q) ainsi définis

— Si x est une feuille de T alors

Suseful(x’q> _ { {{ZE}} si 50((1abelT($)v 1)) =q

@ sinon

— Si x est un noeud interne dont les enfants sont y; et yo dans 7' alors
suseful( q) = {S C Leaves(T}) : Sy, # 0,S,, #0 et S Tz q}

Le lemme suivant permet de définir les ensembles S“¢/¥(x q) et S*(x,q) par récursivite

indirecte.

Lemme 99 Soit (x,q) une configuration de T sur T.

1. Six est une feuille alors

el (g ) — { {z}} s do((labelr(x),1)) = q

0 sinon

2. Si x est un noeud interne ayant pour enfants y1 et yo alors

quselul (g q) — Lﬂ S*(y1,q1) ® S*(y2, q2)
(91,02)€Q?
1,424
8. On a toujours :
Sea- S
(«',¢")e Conf

(@ ,q" )= (x,q)

Preuve.
1) C’est la définition.

2) On a les égalités successives :

suselul(y q) = {8 C Leaves(T}) : Sy, # 0, Sy, # 0,5 -5 s q}

T, I,T,
= L-!-J {S - Leaves( ) Syl ?é@ Syz #@ Sy1 '—y)l q1aSy2 }_y>2 q2}
(q1,92)€Q?
q1,92—q

qu’on peut reformuler en
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Suselul(y q) = L—_lj {S1 WSy : 51 C Leaves(Ty,),S2 C Leaves(Ty,), S1 # 0, S2 # 0,

(q1,92)€Q?

q1,92—¢

= H‘J S (Y1, q1) ® 5™ (Y2, q2)

(q1,92)€Q?
q1,92—q

3) On établit 1'égalité des deux ensembles en prouvant leurs inclusions réciproques.

D : Supposons qu’on a (z', ¢') — (x, ¢). On ales inclusions S“e/v (! ¢') C S*(z',¢') C S*(z,q).
C : Soit un ensemble S € S*(z,q). Soit 2’ le plus petit ancétre commun de tous les sommets de
S dans I’arbre T et soit (2/,¢) la configuration de 2’ dans le calcul de T sur 7. Par définition,
ona (2',q) —— (z,q) et S € S*(z',¢'). Deux cas se présentent :

— soit ' est une feuille de T et S = {2} € S"e/v (! ¢);

— soit 2’ est un noeud interne dont les enfants sont y; et yo dans T : par définition de z’,
aucune des deux configurations (y1,q1) et (y2,¢2) qui sont enfants de (2/,¢’) n’est une
configuration vide. On a donc S N Leaves(Ty, ) # 0 et S N Leaves(Ty,) # (). Autrement dit,
on a S =51 WSy pour S; C Leaves(Ty, ) et So C Leaves(Ty,) avec S1 # 0 et Sy # (). Donc
S € S*(y1,q1) ® S*(y2, g2) avec (q1,q2) — q. Par conséquent, on obtient S € Suseful(a/ o)
par la clause (2) (prouvée) du lemme.

On a ainsi prouvé la double inclusion annoncée et donc I’équation (3).

Il reste a vérifier que les ensembles impliqués dans la réunion donnée dans cette équation
(3) sont deux a deux disjoints. Soient deux configurations distinctes (y1,q1) et (y2,q2) telles que
(y1,q1) s (z,q) et (y2,q2) N (r,q). Siyr = y2 et q1 # qo, les ensembles S/ (y, q1) et
Suseful(yy. q9) sont disjoints a cause du déterminisme de T'. Si y; et 72 sont indépendants dans T,
c’est-a-dire ne sont ni descendants ni ancétres 'un de 'autre, alors les ensembles SU“s¢/ u(qyy, q1) C
P(Leaves(T),)) et S¥e/ul(y, go) C P(Leaves(Ty,)) sont trivialement disjoints. Supposons enfin
que yo est descendant strict de y; (cas symétrique : yo est ancétre strict de y1). Plus précisément,
supposons que y; a deux enfants z; et zy et que y est descendant (au sens large) de z; (le
cas oll Yy est descendant de zo est symétrique). Soit S € S“efu(y;, q). Par définition, on
a S N Leaves(T%,) # 0 pour tout i = 1,2. Puisque, par définition, les ensembles Leaves(T%,) et
Leaves(Ty,) sont disjoints (car 2 et y2 sont indépendants dans T') et que ensemble S%¢/ul(y, go)
est inclus dans Leaves(Ty,), on en conclut que S ¢ Suseful(yy. g9). On a donc établi que, dans

Péquation (3), la réunion est bien une réunion disjointe, ce qui achéve la preuve du lemme. [
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3.3.6 Encore un raffinement de la caractérisation

Les équations (2) et (3) du lemme précédent ne sont pas encore suffisantes pour obtenir
Iefficacité attendue dans I’énumeération. Il se peut que certains ensembles qui intervienent comme
opérandes dans les unions disjointes des équations (2) et (3) soient vides. Pour éviter d’examiner
ces ensembles vides, on introduit deux nouvelles notions : les paires utiles et les configurations

utiles.

Définition 118 (paire utile) Soit x un noeud interne dont les enfants sont y1 et yo dans T et
soit (z,q) une configuration de x. On appelle paire utile pour la configuration (z,q) tout couple
d’états (q1,q2) € Q? tel que U'on a q1,q2 — q et tel que les deuz ensembles S*(y1,q1) et S*(y2, ¢2)

sont non vides; on définit I’ensemble des paires utiles :
Pair**f"(z,q) = {(q1,¢2) € Q® : q1,¢2 — q et S*(y1,q1) # 0 et S*(y2,q2) # 0}

Définition 119 (configuration utile) Une configuration (x,q) est dite utile si I’ensemble S“¢/% (z, q)

n’est pas vide; on note l'ensemble des configurations utiles :
ConfeI"t = {(x,q) € Conf: §**I!(z,q) # 0}

En se restreignant aux objets (paires et configurations) qui sont “utiles”, on obtient les équa-
tions suivantes, variantes des équations (2) et (3) ci-dessus, et dont chaque opérande de réunion
disjointe n’est pas vide.

— Si x est un noeud interne ayant pour enfants y; et yo, alors

Suseful(x7 C]) — H-J S*(yl, q1) ® S*(y27 QZ) (2’)

. l
(a1,q2)€Pair ™ (z,q)

— Pour tout noeud z, on a

S*(x,q) = | suselvl(a! ) (3)
(z',¢')eConf***™
(@',q")—(,q)
Toujours pour des raisons d’efficacité, on a besoin de définir les configurations (z,q) pour

lesquelles S*(x, q) n’est pas vide.

Définition 120 (configuration possible) Une configuration (z,q) est possible si S*(z,q) n’est
pas vide et on note

ConfPos*¥e — {(z,q) € Conf: S*(z,q) # 0}

Ainsi, pour une configuration (z,q) donnée quelconque, I’ensemble des configurations (2, ¢’)
considérées dans I'équation (3’) (et donc la famille d’ensembles dont on fait 'union disjointe)

n’est pas vide si et seulement si (z,q) est une configuration possible.
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& b i 3o &
& &S Dte &

Fic. 3.2 — Un exemple de forét des transitions vides

3.3.7 Forét des transitions vides

Pour chaque configuration possible (z, ¢), on veut calculer efficacement ’ensemble (ensemble

des indices de la réunion [# de ’équation (3’)) :
Confue/u (3 q) = {(«',¢') € Conf***/™ : (! ¢') = (z,q)}

Pour cela, on définit le graphe orienté, noté F% qui représente le graphe de transition des
configurations (de I' sur T') dont 1'une des opérandes est une configuration vide, graphe encore
appelé graphe des transitions vides. Plus précisément, ’ensemble des sommets de F? est len-
semble Conf des configurations C' = (z,q) de T sur T et son ensemble d’arcs est {(C1,C3) €
Conf? : Cy 2 Oy ).

Par construction, le graphe FY est sans cycle et, puisque T’ est déterministe, ¢’est une forét
de méme profondeur que T' et dont 'ensemble des racines est 'ensemble {root(7)} x Q. On

I'appellera la forét des transitions vides de I" sur T.

Exemple 100 La figure 3.2 représente la forét des transitions vides d’un automate I' sur larbre
T d’ensemble de noeuds Dom(T') = {a,b,c,d,e}, arbre qui est donné de facon implicite par les

rectangles et les fleches.

On constate que, par définition de la foret F? et de la relation ——, Pensemble des configura-
tions (2/,¢’) qui vérifient (z/,¢) — (z,q) est I'ensemble des noeuds du sous-arbre, noté F(mx iy

de racine (z,q) de la foret F?, d’ou on tire

Conf***/*!(z, q) = Conf**“™ N V(F{, )
Notons <pcfiz un ordre préfixe des noeuds de la forét F O 11 est facile de numéroter les

configurations utiles dans cet ordre préfixe; on les notera
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Conf*** (0] <pregic Cont" ™ [1] <presia - - - <pregiz Conf"* ™ [u — 1]

ot u = card(Confuse/®),

Comme dans tout ordre préfixe d’une forét, ’ensemble des noeuds de chaque sous-arbre de
la foret F? forme un intervalle de l'ordre préfixe. On en déduit que, pour chaque configuration
possible (z, ¢), donc telle que ’ensemble Conf“**/%(z, ¢) n’est pas vide, cet ensemble correspond
a un intervalle non vide de la numérotation préfixe des configurations utiles : on note cet intervalle

[first(z, q), last(z, ¢)]. Autrement dit, on a l'égalité :
Conf“s¢/u (2 q) = {Conf*¢/"[j] : first(z, q) < i < last(z, q)}

11 est essentiel de noter que tous les calculs de ces objets, calcul préalable des configurations
vides, calcul et parcours préfixe de la foret F?, construction des tableaux Conf“sef" [i], pour
i € [0,u— 1], first(z, q) et last(x, q), pour (x,q) € Conf, se font en temps O(|T'| - |T|).

Tout ceci nous permet d’implémenter efficacement I'équation (3') qui devient :

pour toute configuration possible (z, q),

§*(2.9) = V. Sueelt (Conf e 1) (37
ie[first(z,q),last(z,q)]

3.3.8 Précalculs nécessaires

Pour mettre en oeuvre efficacement, c’est-a-dire a délai linéaire (en la taille de la solution
S calculée), les équations précédentes (2°) et (3”), il est nécessaire de calculer préalablement les
ensembles ConfP?ssile  Confuse/U et Pairtse/u(z, ¢), pour toute configuration (z,q) utile. On
représentera les ensembles ConfP?**® et Conf***/" par des tableaux booléens a deux indices
x € Dom(T) et ¢ € Q et on exécutera les précalculs ci-dessous.

Il est clair que chacun de ces précalculs se fait en temps O(|T| - |Q|*) = O(|T| - |T)).

3.3.9 Equations finales

i : . r,T
Enfin, on définit I’ensemble des parties non vides S C Leaves(T') telles que S —— ¢, pour un

état final ¢ de I :

zccept = Lﬂ S (I‘OOt(T), q)
qeF

La encore, on se restreindra aux états finals possibles.
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Algorithm 11 Précalcul de ConfPossible
Confpossible - (b

pour toute feuille z et tout état ¢ € Q tels que do((labelr(x),1)) = ¢ faire

ajouter (z,q) dans ConfPossile

fin pour
pour tout noeud interne x d’enfants y; et y2 (les z sont parcourus dans 'ordre postfixé) faire
pour tout g1 € Q et tout g2 € @ faire
si (y1,q1) € ConfP5 ou (39, go) € ContP***®¢ alors
soit ’état ¢ tel que q1,q0 — ¢
ajouter (x,q) dans ConfPossible
fin si
fin pour

fin pour

Algorithm 12 Précalcul des ensembles Conf**¢/% et Pair®*/% (z, q)
Confuse/tl —
pour toute feuille x et tout état ¢ € Q tels que do((labelr(x), 1)) = ¢ faire
ajouter (z,q) dans Conf*s¢/u!

fin pour
pour tout noeud interne x d’enfants y; et yo faire
pour tout g € @ faire

useful(l,’ Q) - @

Pair
fin pour
pour tout g1 € Q et tout g2 € ) faire
si (y1,q1) € ConfPo**™le et (o, go) € ConfPo**¥le alors
soit ’état ¢ tel que q1,q2 — ¢
ajouter (z,q) dans Confuse/*

ajouter (qi,q2) dans Pairtse/u(

z,q)
fin si
fin pour

fin pour
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Définition 121 (états finals possibles) Un état final q est possible si la configuration

(root(T'),q) est possible. L’ensemble de ces états est noté
Fpossible — {q cF: (mot(T),q) c Conjpossible}

On a évidemment la partition de ’ensemble S* en la réunion disjointe d’ensembles non
accept

vides donnée par I’équation suivante :

neeept = 5" (xoot(F), q) (4)

qupossible

En considérant, tout a la fin, le cas de I'ensemble vide S = (), on calculera facilement

*
accept

Saccept U100} si Vétat vide de root(T') appartient a F'
Saccept =

sinon.

3.3.10 Mise en oeuvre algorithmique

A coté des objets précalculés, un point essentiel de notre algorithme est le fait que chaque
ensemble non vide S C Leaves(T) que nous manipulons sera représenté par l'ensemble des
feuilles d'un arbre binaire dans sa représentation chainée habituelle. Une telle représentation
(non canonique) a les deux propriétés suivantes :

— Laffectation S « S7 W Sy (réunion disjointe) s’effectue en temps constant par la création
d’un noeud racine ¢t pour S dont les enfants gauche et droit sont choisis étre les racines t;
et to des arbres qui représentent respectivement Sy et So.

— Tout arbre représentant un ensemble S est de taille O(|S]|) et on effectue 'affichage de S
par un simple parcours des feuilles de cet arbre, donc en temps O(|S|).

Les équations (1), (2), (3”) et (4) précédentes justifient Ialgorithme suivant, noté Affiche-

les-S-acceptés. Cet algorithme utilise les objets précalculés et les procédures suivantes, notées
EnumS“s¢f (2, q) et EnumS*(z, q) calculées par une récursivité indirecte en fonction de la hau-

teur du sous-arbre T, de T de racine x.

Complexité de P’algorithme d’énumeération

Puisque 'algorithme se rameéne essentiellement a 'appel de procédure EnumS*(root(7), q)
qu’on itére pour tous les états ¢ € FPossile il suffit de montrer que, dans Iappel de procédure
EnumS*(z,q) ou (z,q) est une configuration possible, chaque ensemble S généré est calculé en
temps (= délai) au plus ¢1|S], pour une constante ¢; indépendante de 7' mais aussi de I'. C'est

la conséquence du lemme suivant.

Lemme 101 1] existe une constante c, indépendante de T et I, qui vérifie les deux conditions

sutvantes :
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Algorithm 13 EnumS*“/"(z, q)
Précondition: (z,q) est une configuration utile

si x est une feuille alors
mettre en sortie ensemble {z}
sinon
soient y1 et yo les enfants gauche et droit de x
pour tout (g1, qo) € Pair"*/%(z, ¢) faire
pour tout S; € EnumS*(yy, q1) faire
pour tout Sy € EnumS*(ys, ¢2) faire
mettre en sortie S; W Sy
fin pour
fin pour
fin pour

fin si

Algorithm 14 EnumS*(z, q)
Précondition: (z,q) est une configuration possible

pour i variant de first(z, q) a last(z, ¢) faire
(2',q') « Confusefulfj]
appeler EnumS“e/%(z' ¢')

fin pour

Algorithm 15 Affiche-les-S-acceptés
pour tout g € FPossible fajre

pour tout S € EnumS*(root(T), q) faire
Affiche-Ensemble(S) (c’est-a-dire, afficher les feuilles de ’arbre binaire représentant S puis
détruire la racine de cet arbre)

fin pour

fin pour
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1. Pour chaque configuration utile (x,q), chaque ensemble S généré dans l'appel de procédure
EnumSv®eful(x, q) Uest apres un délai au plus c(4]S| — 3).
2. Pour chaque configuration possible (x,q), chaque ensemble S généré dans 'appel de procé-

dure EnumS*(xz,q) Uest aprés un délai au plus c(4]S| — 2).

Preuve. Les points (1) et (2) sont prouvés simultanément par induction sur la hauteur du
sous-arbre T, de T' de racine .

Cas de base : Si = est une feuille de 7', 'ensemble S = {z} (en fait 'arbre-feuille qui le
représente) est généré par EnumSvsef ”l(x, q) en temps constant et est donc de méme généré par
EnumS*(z,q) en temps constant. On prend ¢ supérieur a cette constante.

Induction : Point (1) : Soit (z,¢) une configuration utile d’un noeud interne x et soient y; et
y2 les enfants gauche et droit de z dans T. Soit S un ensemble généré par 'appel de procédure
EnumS“s¢f (2, q), qui appelle a son tour EnumS*(y1,¢1) et EnumS*(y2,¢2) qui construisent
les ensembles respectifs S7 et Ss dont la réunion disjointe est S = S1 W .So. Par hypothése
d’induction, S (resp. Sa) est calculé avec délai au plus c¢(4]S1| — 2) (resp. ¢(4]S2| — 2). En

conséquence, S = S1 W Sy est calculé avec un délai, noté delay(.S), qui est au plus
c(4]S1| — 2) +c(4]S1] - 2) + ¢

(¢ correspond essentiellement au temps pour réaliser la réunion disjointe de Sp et S3.) En sup-

posant ¢ > ¢/, on obtient
delay(S) < c(4(1S1] + |Sa]) — 4) + ¢ = c(4]S] - 3)

comme demandé pour le point (1).

Point (2) : Soit un ensemble S généré par l'appel de procédure EnumS*(z,q) qui produit
ce S par l'appel emboité EnumS“*¢/% (2’ ¢') pour un noeud x’ descendant (au sens large) de
x dans T. Par hypothése d’induction (ou & cause du point (1) précédent si 2/ = z), le délai
de EnumS"e™ (2 ¢') pour produire S est au plus c(4|S| — 3). Le délai, noté delay(S), de

EnumS*(x, ¢) pour produire S est donc
delay(S) < c(4]S] —3) + "
pour une constante ¢”. Si on prend encore ¢ > ¢”, on obtient
delay(S) < c¢(4/|S] —2)
comme demandé. Le lemme est donc prouvé. O
Lemme 102 [l existe une constante c¢1 indépendante de T et I telle que 'algorithme Affiche-

les-S-acceptés énumere les ensembles S tels que automate T' accepte le Xf-arbre T3, & délai,

pour produire S, au plus c1|S|, et en espace, sur ce délai, au plus c1|S)|.
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Preuve. Le délai a déja été justifié : prendre ¢; > 4c¢. La mémoire utilisée pour produire S est,
d’une part, celle utilisée par ’arbre binaire qui représente S et posséde card(S) = |S| feuilles et
donc 2|S| — 1 noeuds et, d’autre part, celle utilisée par la pile de récursivité, de hauteur au plus
|S]. Notons qu’il est essentiel qu’a l'issue de l’affichage de S, la procédure Affiche-Ensemble(S)
détruise la racine de ’arbre binaire qui représente cet ensemble. La mémoire utilisée par cette

racine peut alors étre réutilisée pour ’arbre d’un nouvel ensemble a générer. Il

3.3.11 Reésultats finals pour 1’énumération

On donne ces résultats sous deux formes selon que ’on se donne un automate d’arbre ou une

formule MSO.

Proposition 103 Il existe une constante c et un schéma d’énumération A, tels que, étant donnés
un alphabet fini ¥, un automate T' de Xiy-arbre et un Xa-arbre T (o0 Xa = X U {Q} et X =
(2 x {0,1})u{@}), lalgorithme A énumére l'ensemble

{S C Leaves(T) : T accepte Uarbre étiqueté T}

5

avec un délai et et une mémoire ° au plus c|S|, aprés précalcul de temps au plus c- |I'| - |T.

Preuve. On a déja justifie le délai et on a vu que chaque objet précalculé U'est en temps O(|T|-|T]).
]

Théoréme 104 Pour toute ts-formule MSO ¢, le probléme d’énumération ENUM(p, X-Tree)
pour la classe Y-Tree des Y-arbres, est dans LIN-DELAY;,.

Plus précisément, il ezxiste une constante ¢, une fonction calculable f (non élémentaire) et un
schéma d’énumération A tels que, étant donnés un alphabet fini X, une ts-formule (X1, ..., Xi)
dans MSO et un X-arbre T, le schéma A :

— réalise un précalcul de temps f(|o|) - |T|;

— puis énumeére chaque solution S = (S1,...,S:) € ©(T) avec un délai et une mémoire au

plus c|S).

En conséquence, A fonctionne en temps total

Fel) - 1T + clo(T)]

Preuve. c’est une conséquence immédiate des résultats précédents. Notons que le passage (déco-
dage) d'un ensemble S au k-uplet d’ensembles (S1,. .., Sk), codé par S, se fait en temps O(|S]).
O

5la mémoire est celle utilisée dans le délai pour produire S; en particulier, elle n’inclut pas la mémoire utilisée

par les objets précalculés.
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3.4 Calcul de la j-éme solution

3.4.1 Problématique

Comme on a traduit les équations (1), (2'), (3”), (4), (5) par des procédures d’énumération,
on peut de facon similaire leur associer des formules calculant la j-éme solution du probléme.
Pour cela il faut préciser dans quel ordre total on prend les solutions. Nous nous contenterons
ici d'un ordre ad hoc, induit par les équations elles-mémes. On aura besoin des définitions et

notations suivantes.

Définition 122 (i-éme élément) Soit P un ensemble muni d’un ordre total <. On note PJi]
le i-éme élément de P pour l'ordre <. Pour simplifier, on prend encore i € [0, card(P) — 1] et en

particulier P[0] désigne en fait le premier élément de (P, <).

On définit 'ordre induit d’une union disjointe ou d’un produit d’ensembles ordonnés.

Définition 123 (ordre induit d’une union disjointe) Soient (Pi,<1) et (P, <2) deuz en-
sembles ordonnés disjoints. L’ordre induit de Py W Py est obtenu par réunion disjointe de ordre

<1 de Py placé avant Uordre <o de Ps, c’est-a-dire, pour tout entier i < card(Py) + card(P2),

Pili]  sii < card(Pr)

(P Py)i] = { Pyli — card(Py)]  sinon

Définition 124 (ordre induit d’un produit) Soient (Pi,<1) et (P2, <2) deuz ensembles or-
donnés tels que Py C P(E1) et Po C P(E3), pour deuxr ensembles disjoints Fy et Es. L’ordre
induit < de P ®@ Py est défini de la fagon suivante : pour tout entier i < card(Py) - card(Ps), on
prend

(P ® Py)i] = P1[i div card(Ps)] W Pali mod card(Py)]

Autrement dit, < est lordre lexicographique produit de <1 et <s.

Le calcul du ¢-éme élément d'un ensemble S s’appuie sur les deux principes suivants :

— Cas S = 51 ® 52 : Soit n = card(S2) ; alors S[i] = S1[i divn] W Sai mod n].

— Cas S = Sow S W... WS, : Soit sumS(j) = Zie[o,j—l} card(.S;) pour j € [0,m]; alors,
S[i] = S;[¢'] ou j est le plus grand j tel que sumS(j) <i et ¢/ =7 — sumS(j).

Dans le but d’appliquer ces principes aux équations (1), (2’), (3”), (4), (5), nous avons besoin

de précalculer les valeurs suivantes :

~ Les cardinalités card(S*(z, ¢)), pour toute configuration possible (z, ¢), et card(S“*¢/¥ (z, q)),

pour toute configuration utile (z, q).

— Les sommes 1térées :
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sumPair

useful(l,’%i) — Z Card(S*(yl,(h) & S*(va Q2))

JE[0,i—1]

(q1,92)=Pair“*" " (z,9)[j]

et

sum S/ (j) = Z card ("> [j])
j€[0,i—1]

3.4.2 Calcul des cardinalités des S*(z,q) et S“/(x, q)

Nous donnons ici deux algorithmes pour calculer respectivement card(S*(zx, q)) et
card(S%se/¥(z, q)), pour tout sommet x € Dom(T) et tout état ¢ € Q. Les deux algorithmes

(donnés ci-dessous) procédent par un parcours “bottom-up” de 'arbre.

Algorithm 16 Précalcul des card(S*(z, q))
pour toute feuille z et tout état ¢ € Q tels que do((labelr(x),1)) = ¢ faire

card(S*(z,q)) «— 1

fin pour

pour tout noeud interne x d’enfants y; et y2 (les z sont parcourus dans l'ordre postfixé) faire
pour tout g € @ faire
card(S*(x,q)) < 0
fin pour
pour tout g1 € Q et tout g2 € @ faire
si (y1,q1) € ConfPo*€ et (y5, go) € Conf’"¥ alors
soit I’état ¢ tel que q1,q2 — ¢q
card(S*(x,q)) « card(S*(z, q)) + card(S*(y1, 1))
fin si
si (y1,q1) € Conf" et (yo, o) € ConfPo**¥le alors
soit ’état ¢ tel que q1,q2 — ¢
card(S*(z, q)) <« card(S*(z,q)) + card(S*(y2, ¢2))
fin si
si (y1,q1) € ConfPo**™€ et (o, go) € ConfP**P¢ alors
soit I’état ¢ tel que q1,q2 — ¢q

card(S*(z, q)) — card(5(z, q)) + card(S* (y1, q1)) x card(S*(y2, g2))
fin si
fin pour

fin pour
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Algorithm 17 Précalcul des card(S**¢/"(z, q))
pour toute feuille = et tout état ¢ € Q tels que do((labelr(x),1)) = ¢ faire

card(S¥seful (z, q)) — 1

fin pour

pour tout noeud interne x d’enfants y; et yo faire
pour tout g € @ faire
card(SUe/¥(z, q)) « 0
fin pour
pour tout g1 € Q et tout g2 € Q faire
si (y1,q1) € ConfPo**le et (y5, go) € ConfPo*s®€ alors
soit I’état ¢ tel que q1,q2 — ¢
card(S®ef¥(z, q)) « card(SuseU(z, q)) + card(S*(y1,q1)) x card(S*(yz2, ¢2))
fin si
fin pour

fin pour

3.4.3 Phase dynamique de la recherche de la j-éme solution

Comme pour ’énumération, nous donnons deux algorithmes JthS"“s¢/v! (., ¢, i) et JthS*(x, q,1)
qui calculent la i-éme solution des ensembles respectifs S*“¢/%(z, q) et S*(x, q). Ces algorithmes
(donnés ci-dessous) sont définis par récursivité croisée fondée sur la taille de I’arbre T, de racine

X.

3.4.4 Analyse de I’algorithme et conséquences

Nous nous restreignons au cas ou les additions et multiplications peuvent se faire en temps
constant. Pour cela, il est nécessaire de borner le nombre total de solutions d’une requéte dans
le souci de ne manipuler que des entiers contenus chacun dans un nombre constant de registres.
Sous ces conditions, la division et le modulo peuvent s’implémenter, par des procédés classiques,

en temps logarithmique en la taille de la structure pour le cotit uniforme.

Définition 125 (formule polynomialement bornée) Une 7-formule ¢ est dite polynomiale-
ment bornée sur une classe S de structures s’il existe un polynoéme p tel que, pour toute T-structure

M de S, on a card(p(M)) < p(JM]).

Remarque 27 Soit ¢ une ts-formule polynomialement bornée sur les 3-arbres, c’est-a-dire pour
laquelle card(p(T)) < p(|T|), pour tous les X-arbres T. Alors il est facile de voir que les car-

dinalités de tous les ensembles S*(x,q) et S™e(x q) construits lors des appels récursifs de
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Algorithm 18 JthSuse/® (g, g, 1)

Précondition: (7,q) est une configuration utile et i < card(S**¢/¥!(z, q))

si z est une feuille alors
return {z}

sinon

chercher le plus grand j tel que sumPair®*¢/!(z, q,§) <'i
,4q,])

z,q)[J]

i' — i — sumPairse/u(

(Q1, QQ) - Pairuseful(

n «— card(S*(y2, ¢2))

Sy« JthS*(z1, ¢1,47 divn)
Sy «— JthS*(x9, ¢2,i mod n)
return S; W .Sy

fin si

Algorithm 19 JthS*(x, ¢, 1)
Précondition: (z,q) est une configuration possible et i < card(S*(x,q))

chercher le plus grand j tel que sumS**¢f¥(5) — sumS*e/ % (first(x, q)) < i
i' — i —sumS¥ U () + sumS¥se M (first(x, q))

(y,q') — Suselv![j]

return JthSuselv(y ¢ i)
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lalgorithme d’énumération sont bornés par card(o(T)). Il en découle que chacun de ces nombres

peut étre contenu dans un nombre constant de registres.

On voit aisément que la phase de précalcul s’effectue en temps O(|T| - [T']).

Complexité de la phase dynamique

Analogue a la phase d’énumération du schéma d’énumération, cette phase dynamique se
rameéne a l’appel de la procédure JthS*(root(7T'), q,7), pour un état final ¢ € F facile & déterminer.
Comme on I’a signalé précédemment, on se restreint au cas ol les entiers manipulés utilisent un
nombre constant de registres.

11 suffit de montrer que I’appel de procédure JthS*(x,q,i) ou (z,q) est une configuration
possible, s’exécute en temps au plus ¢1|S|log |T|, pour une constante ¢; indépendante de 7', mais

aussi de I'. C’est la conséquence du lemme suivant.

Lemme 105 I existe une constante c, indépendante de T et I', qui vérifie les deur conditions

suivantes :

1. Pour chaque configuration utile (x,q), la sortie S de Uappel JthS**ef¥(x,q,i) est calculée
en temps au plus c(4|S| — 3)(log |T'| + log |Q)).

2. Pour chaque configuration possible (z,q), la sortie S de l'appel JthS*(z,q,1) est calculée en
temps au plus c¢(4]S| — 2)(log|T| + log|Q)]).

Preuve. Les points (1) et (2) sont prouvés simultanément par induction sur la hauteur du
sous-arbre T, de T de racine z.

Cas de base : Si x est une feuille de 7', 'ensemble S = {z} (en fait larbre-feuille qui le
représente) est calculé par JthS*sefu!(z, ¢, 1) en temps constant et est donc de méme calculé par
la procédure JthS*(z, ¢,7) en temps constant. On prend c¢ supérieur a cette constante.

Induction : Point (1) : Soit (z, ¢) une configuration utile d’un noeud interne x et soient y; et ya
les enfants gauche et droit de = dans T'. Soit S la sortie de Pappel de procédure JthS*se/% (g ¢, i)
qui appelle a son tour JthS*(y1, q1,41) et JthS*(y2, g2, 72) qui construisent les ensembles respectifs
Sy et So dont la réunion est S = S; W Sy. Par hypothése d’induction, S (resp. S2) est calculé en
temps au plus ¢(4[S1]—2)(log |T'|+1og |Q|) (resp. c(4]S2| —2)(log |T'|+1log|Q|)). En conséquence,

Pensemble S = S; W Ss est calculé en temps, noté time(S), qui est au plus

c(411] = 2)Iog || +log |Q]) + e(4] S| = 2)(log [T+ log | Q1) + ¢'(log T + log Q)

Le terme ¢/(log|T'| 4 log |Q]) correspond essentiellement au temps de la recherche dichotomique

dans un tableau de taille bornée par card(Q)?, et au temps de la division et du modulo. En
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supposant ¢ > ¢/, on obtient
time(S) < ¢(4(|S1]+[52]) —4)(log [T +1og |Q]) +c(log [T +1og |Q|) = c(4]S|—3)(log |T|+log |Q])

comme demandé pour le point (1).

Point (2) : Soit S la sortie de 'appel de procédure JthS*(z,q,4) qui produit S par I"appel
emboité JthS®efu (! ¢ '), pour un noeud z’ descendant (au sens large) de x. Par hypothese
d’induction (ou & cause du point (1) précédent si 2’ = z), le temps que met JthS®sefu (2! ¢/, ")
pour produire S est au plus ¢(4]S|—3)(log |T'|+1log |Q|). Le temps, noté time(S), de JthS*(x, ¢, %)

pour produire S est donc
time(S) < c(4|S| - 3)(log |T| +1og |Q|) + ¢" (log |T'| + log|Q])

pour une constante ¢”, on l'expression ¢’(log|T| + log|Q|) mesure le temps de la recherche
dichotomique dans un tableau de taille bornée par card(T) - card(Q). Si on prend encore ¢ > ¢,
on obtient

time(S) < c(4]S] = 2)(log [T + log |Q])

comme demandé. Le lemme est donc prouvé. Il

On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 106 Soit p(X) une ms-formule MSO polynomialement bornée sur la classe des X-

arbres. Alors le probléme JTH(p, X-Tree) est dans dyn(n,mlog(n)).

En particulier, on obtient :

Théoréme 107 Soit ¢ une ms-formule MSO dont les variables libres sont du premier ordre.
Alors JTH(p, X-Tree) € dyn(n,log(n)).

Preuve. Comime les variables de ¢ sont du premier ordre, card(p(M)) est borné par
card(Dom(M))* ot1 k est le nombre de variables libres de ¢. O

3.5 Généralisation aux structures arborescentes

3.5.1 Classes de structures de largeur arborescente bornée

Le but de cette section est de démontrer qu’il existe une MSO-interprétation linéaire de
toute classe de structures de largeur arborescente bornée dans la classe des X-arbres et que,
par conséquent, nos résultats se généralisent & ces classes de structures. Ce résultat est déja
connu (voir par exemple | , |). Mais, par souci de complétude, nous en donnons ici
une nouvelle preuve. Pour simplifier les notations, nous nous intéressons uniquement au cas des

graphes, mais la preuve se généralise facilement aux structures quelconques.
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Décomposition arborescente sympathique

Pour présenter notre réduction, nous introduisons d’abord la notion de décomposition arbo-

rescente sympathique. Cette notion est inspirée de Bodlaender et Kloks | |-

Définition 126 (Décomposition arborescente sympathique) Soit G un graphe. Une dé-
composition arborescente (T, (By)icv (1)) de G est dite sympathique si T est un arbre binaire
enraciné vérifiant les conditions suivantes :
— sit a deuz enfants t' et t” alors B, = By = By ;
— si t a un seul enfant t' alors card(By I\ By) = 1, autrement dit, By et By ne différent que
sur exactement un élément (de plus ou de moins) ;

— si t est une feuille ou la racine alors By = ).

Pour simplifier les notations, on appellera encore T le couple (7', (B)scv (1))

Fait 108 I existe un algorithme qui, étant donné un graphe de largeur arborescente k, calcule

une décomposition arborescente sympathique de largeur k en temps Ok (|G]).

Preuve. Soit une décomposition T’ de largeur k de G obtenue en temps linéaire par ’algo-
rithme de Bodlaender | |- On modifie T en intercalant autant de noeuds intermédiaires que
nécessaire de fagon & respecter toutes les conditions d’une décomposition sympathique. C’est
une construction facile mais fastidieuse & décrire et nous laissons le lecteur I'imaginer et s’en

convaincre. O

Un noeud ¢ qui a pour parent le sommet ¢’ et tel que By = By W {z} est appelé le noeud
introduisant z. Un noeud ¢ qui a pour parent le noeud t' et tel que By = By W {x} est appelé
noeud oubliant x. Remarquons qu’un noeud ¢ de ’arbre ne peut pas étre a la fois oubliant et
introduisant et qu’il peut introduire ou oublier au plus un sommet de G. Pour chaque sommet z

du graphe G, il existe exactement un noeud ¢ qui introduit . On appelle I, ce noeud de T

Représentation des sacs par des tuples

Nous allons représenter les (au plus) k + 1 éléments d’'un sac B de T par un (k + 1)-tuple
de sorte que chaque sommet de G apparaisse toujours a la méme position dans tous les sacs qui
le contiennent. Plus formellement, étant donnée une décomposition arborescente sympathique
T = (T,(Bt)ev(r)) de largeur k d’un graphe G = (V, E), il est facile de construire en temps
linéaire une fonction L : V(T) — (VU { LD t (Li(t))ic[kq1) vérifiant les conditions
suivantes :

— pour tout sommet x de G et pour tout noeud t € V(T'), on a I'équivalence : x = By si et

seulement si il existe un (unique) i tel que z € L;(t);
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— pour tous noeuds t,t' € V(T), on a l'implication : si x € By N By alors = L;(t) = L;(t')
pour un méme 3.
Notons que le symbole 1 désigne les positions vides dans L; en particulier, pour chaque
t € V(T), le nombre d’indices i tels que L;(t) = L est k + 1 — card(By).
L est appelée représentation par tuples des sacs de (T, (Bt);cv (1)) On appelle position de x

dans L, 'indice (unique) i ou = apparait dans chaque tuple de L ou il est présent.

Exprimer une structure de largeur arborescente bornée dans un Y-arbre

Lemme 109 Soit o une signature relationnelle et soit S la classe des o-structures de largeur
arborescente au plus k. Il existe une MSQO-interprétation linéaire de S dans la classe des Xp-

arbres, pour un certain alphabet ;. dépendant seulement de k et o.

Preuve. Comme annoncé plus haut, nous traitons uniquement le cas des graphes : o = {E'}. Soit
G = (V, E) un graphe de largeur arborescente k. A ce graphe on associe, en temps linéaire, une
décomposition arborescente sympathique T' = (7', (B;)sev (1)) de largeur k, et une représentation
L par (k + 1)-tuples des sacs de T. A ce graphe G muni de T et de L, on associe la structure
My = (D, f1, fo; (Li)iefp+1)s (i) iefk+1]> (Bij )i jefk+1)) suivante :
— Le domaine D est I’ensemble des noeuds de ’arbre binaire 7' : D = V(T') ;
— f1 et fo sont les relations enfants gauche et droit de cet arbre T';
— Pour chaque sommet  du graphe G, on identifie x au noeud ¢t = I, de 'arbre 7" introduisant
x,douV C D;
— Les L;, I; et Ej;; sont des relations unaires sur D et, pour chaque noeud ¢t € D, le tuple
des valeurs L;(t), I;(t) et E; ;(t) forme 'étiquette du noeud ¢; on note X I’ensemble des
étiquettes possibles; ces relations unaires sont définies comme suit :
~ Li={t e D: L;(t) € V}, autrement dit, on a L;(t) si et seulement si la position 7 dans
L(t) n’est pas vide;

— I; = {x € V : z est en position i dans L}, autrement dit, on a I;(t) si et seulement si ¢
est le noeud introduisant x en position i ;

— E;j ={t e D: (Lt),L;j(t)) € E}, autrement dit, on a Ej; ;(t) si et seulement si le sac
B; contient, en positions ¢ et j dans L, deux sommets adjacents de G.

1l est clair que la construction de M7 a partir de G et de sa décomposition arborescente
sympathique (7', (Byt)iev (7)) s'effectue en temps linéaire. Donc la transformation G +— My est
aussi linéaire.

Il est clair aussi que la formule A(z) = V,;cpyq) fi(2) interpréte le domaine V' de G dans
M : pour tout noeud a € D, on a a € V si et seulement si (Mr,a) = A(z).

On va construire la formule O g(z, y) qui interpréte la relation d’aréte E en utilisant plusieurs

formules intermédiaires.
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La formule “chemin” suivante utilise la formule

child(z,y) = fi(z,y) V fao(z,y)

et exprime que l’ensemble de noeuds A forme un chemin orienté (de I’arbre T') reliant x a y (qui

est donc descendant de = dans T') :

chemin(A, z,y) = A(x) AVz((A(z) A z # y) — Jt(child(z,t) A A(t))) AVz(A(z) — —child(z, x))

On utilise maintenant le fait que (7', (Bt)ieyv (7)) est une décomposition arborescente sympa-
thique et a pour représentation par tuples L. Pour chaque aréte {x, y} de G, il existe un sac B; qui
contient = et y. Soient ¢ et j les positions respectives de x et y dans L. On a donc Ej ;(t). Soient
I, et I, les noeuds de I'arbre qui introduisent respectivement x et y. On rappelle 'identification
x = I et y = I,,. Par construction, le chemin de 7" entre les noeuds x (resp. y) et t est inclus
dans L; (resp. Lj). A partir des arguments précédents, on démontre sans difficulté I’équivalence
demandée : pour tous sommets a,b € V, on a {a,b} € E si et seulement si (Mr,a,b) = Op(x,y)

avec

Op(z,y) = JAIB3t(chemin(A, x,t) A chemin(B, y,t) A \/ (Li(x) AN Li(y) A E; (8N
i,j€[k+1]

VE(A(t') — Li(t) AVE(B(t) — Lj(t)))

Justification : La clause A C L; de © impose que le sommet z introduit & la position ¢ du
noeud I, (début du chemin A) soit toujours présent (& la position i) dans le noeud By (¢ fin du
chemin A). Le raisonnement est le méme pour le sommet y & la position j avec le chemin B. En
conclusion, puisque L;(t) = z et L;(t) = y, la clause E; ;(t) exprime bien {z,y} € E.

Fin de la preuve : on a donc établi que le triplet I = (¢;, A, ©F) ou t; est la transformation

G — M est une MSO-interprétation linéaire de la classe des graphes de largeur arborescente

k dans la classe des Yp-arbres. O

Théoréme 110 Soit S une classe de o-structures de largeur arborescente bornée. Alors, pour
toute o-formule ¢ de MSO, le probléme ENUM(p,S) est dans LIN-DELAYy;,. Autrement dit,
pour toute o-structure M € S, on peut énumérer les solutions S de p(M) a délai O(]S|) apres
un précalcul en temps O(|M]).

De plus, si la formule ¢ est polynomialement bornée sur la classe S, alors le probléme

JTH(p, S) appartient a la classe dyn(n, mlogn).
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3.5.2 Classes de graphes de largeur de clique bornée

Le résultat précédent se généralise & toute classe de graphes de largeur de clique bornée.
En effet, Courcelle et al. | | ont prouvé qu’il existe une MSO-interprétation linéaire des
graphes représentés par une clique-décomposition de largeur k, dans les 3-arbres. Par ailleurs,
on rappelle que Hlineny et Oum | | ont exhibé un algorithme qui prend en entrée un graphe
G et un entier k > 0 et qui vérifie les conditions suivantes.

— Cet algorithme fonctionne en temps Oy (n3) ott n est le nombre de sommets de G';

— Soit l'algorithme calcule une clique-décomposition de largeur f(k), soit il certifie que I'on

acw(G) > k.

Ceci implique le théoréme suivant.

Théoréme 111 Soit S une classe de graphes de largeur de clique bornée. Alors, pour toute
{E}-formule ¢ de MSO, le probleme ENUM(p,S) est dans enum(n®,m).
De plus, si la formule ¢ est polynomialement bornée sur la classe S, alors le probléeme

JTH(p,S) appartient a la classe dyn(n®, mlogn).

3.6 Conclusion

Plusieurs questions restent ouvertes :

Notre algorithme énumére en complexité LIN-DELAYy;, les solutions d’une requéte MSO
©(T) sur un arbre T, ceci dans un ordre ad hoc. Peut-on faire mieux dans des cas particuliers ?
Par exemple, soit ¢(Z) une formule MSO ou Z est une liste de variables du premier ordre, et
soit un arbre T. Peut-on énumérer les éléments de ¢(T') dans un certain ordre lexicographique
avec toujours la méme complexité LIN-DELAYy;, 7 Segoufin | | donne une nouvelle preuve
de notre résultat d’énumération restreint aux formules MSO dont les variables libres sont toutes
du premier ordre, ceci en se basant sur une forme normale de ces formules établie par Colcombet
[ |- Pourrait-on obtenir par ces techniques l’énumeération souhaitée dans l'ordre lexicogra-
phique ? Dans un cas plus restreint, en nous basant sur les résultats de normalisation logique de
Durand et Olive | |, obtenue par élimination de quantificateurs, nous pensons pouvoir mon-
trer que, pour un ordre lexicographique quelconque, on peut énumérer dans CONSTANT-DELAY ;;,
les solutions d’une requéte du premier ordre ¢(7') sur un arbre 7.

Dans le cas général, on conjecture que le calcul de la j-éme solution d’une requéte MSO sur
un arbre ne peut pas s’effectuer en temps linéaire (en la solution produite) aprés un précalcul
linéaire (ou méme polynomial) en la taille de 'arbre. Il serait intéressant de fournir un argument
du type suivant : si la réponse était positive, alors on pourrait effectuer une recherche dans un

tableau de taille n en temps o(logn), donc meilleur que par la recherche dichotomique.
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Chapitre 4

Requétes du premier ordre sur les

structures de degré borné
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4.1 Introduction

Ce chapitre traite de I’énumération des solutions et du calcul de la j-éme solution d’une requéte
FO dans une structure de degré borné. Ce travail est principalement une extension de 'article
[ |. Comme dans cet article, nous nous ramenons a ’étude de ces deux problémes pour les
structures bijectives, ¢’est-a-dire les structures composées uniquement de relations unaires et de
fonctions bijectives. Dans ce chapitre, qui est essentiellement une version de article | ,
nous présentons d’abord une forme d’élimination des quantificateurs sur la classe des struc-
tures bijectives et donnons une forme normale récursive des formules du premier ordre sur ces
structures. En utilisant cette forme normale, nous démontrons d’abord que 'on peut énumérer
I’ensemble des solutions d’une requéte FO dans 'ordre lexicographique avec un prétraitement
linéaire et un délai constant. Ce résultat améliore celui de | | qui présente, pour le méme
probléme, un algorithme d’énumération qui est aussi de complexité CONSTANT-DELAY};, mais

énumeére les solutions dans un ordre ad hoc.
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Chapitre 4. Requétes du premier ordre sur les structures de degré borné

Notre seconde contribution de ce chapitre est la suivante : nous montrons que l'on peut
trouver la j-éme solution d'une requéte FO sur une structure de degré borné (pour un ordre
ad hoc) en temps constant aprés un prétraitement linéaire en la taille de la structure. Il faut
souligner que nous obtenons ainsi la premiére classe naturelle de requétes pour laquelle est établie
une borne de complexité minimale (complexité appelée CONSTANT-TIME;,) pour la recherche

de la j-éme solution.

4.2 Normalization of first-order formulas on bijective structures

4.2.1 Logical definitions

A central notion studied in this article as in | | is that of bijective structure. It is defined

as follows.

Définition 127 The arity of a signature is the mazimal arity of its symbols. A unary signature
has arity 1. Thus, a unary signature is made of constant, monadic predicate and unary function
symbols. By a unary structure we mean a structure over a unary signature. A bijective structure
1s a unary structure in which oll the unary function symbols are interpreted as permutations of
the domain. We will assume that any bijective structure contains at least one unary function.

The class of all bijective structures is denoted by BILJ.

Asin | |, we will focus on first-order logic over bijective structures. For convenience, we
will handle functions and their reciprocals directly in the syntax. This suggests the following

definition.

Définition 128 A bijective term 7(x) is of the form fi* ... f{'(x) where 1 >0, ¢ = £1, z is a

variable and each f{* is either the function symbol f; or its inverse fi_l.

The notions of bijective atomic formulas, bijective literals and bijective first-order formulas

are defined as usual from bijective terms.

We will often denote by 7 or 7(z) a bijective term, according to our intention to ignore or to
specify its constitutive variable. We will also make an extensive use of the intermediate notation
7(T), which indicates that the constitutive variable of 7 belongs to the tuple Z. Alternatively, we

will point up this fact through the expression "7 is a bijective term on T".

4.2.2 First-order formulas vs. inductive descriptions

Définition 129 Let ¢1(T),...,vs(T) be first-order formulas with the same variables. The dis-
Junction \/;_, }i(T) is said exclusive if its disjuncts are mutually exclusive, that is, if 1;(T)

implies —;(Z), for all 1 <i < j <s.
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4.2. Normalization of first-order formulas on bijective structures

We will denote by Y;c[49; a disjunction to emphasize that it is exclusive. We won’t argue for
the use of such a writing when its justification is obvious from the context. Clearly, the exclusive
disjunction inherits the associativity and commutativity properties from the usual disjunction.
In particular, a formula of the form Yics Yjes wg can be written Yie[,jeJ¢g~

We will need a normalization of quantifier-free formulas (Proposition 112) in order to prove
that first-order formulas fulfil a kind of quantifier elimination result over bijective structures (Co-
rollary 113). This normalization involves the notion of inductive description. Roughly speaking,
an inductive description is a conjunction of bijective literals in which a free variable y can be
singled out in such a way that the formula can be written (Z) A 0(Z, y) where 1) is an inductive
description and where 6 describes in a very simple way the connection between y and the other

variables. Let us detail this notion :

Définition 130 The set of inductive descriptions, denoted by 1D, is the smallest set of quantifier-

free conjunctive bijective formulas that contains :
1. quantifier-free conjunctive bijective formulas 6(x) of arity 1;

2. formulas of arity d+ 1 (with d > 0) of the form

(T, y) =¢(@) ANy = 7(7),

where Y (T) is an inductive description of arity d and 7(T) is a bijective term built on one

variable of T ;
3. formulas of arity d+ 1 (with d > 0) of the form
p(@,y) = 0@ ASY) A )\ y# 7@,
1€[m)|

where 6 and 1 are inductive descriptions of respective arity 1 and d, the 7;(T) are bijective

terms, and ¥(%) logically implies both PWD;e(, (7i(Z)) and ;¢ 0(7i(T)).

(We abbreviate by PWD;cy(t:) the formula /\z’;éje[k} ti # t; stating that the t; are pairwise dis-
tinct.)

Given two sets £, L' of formulas and a set C of structures, we write "L C L' on C" if for
all ¢ € L there exists ¢’ € L' such that ¢(S) = ¢'(S) for all S € C. We write "L = L' on C"
when both £ C £" and £’ C £ hold on C. Recall that FO(qf) denotes the set of quantifier-free
first-order formulas. Besides, we denote by YID the set of formulas that are exclusive disjunctions

of inductive descriptions.

Proposition 112 On bijective structures, FO(qf) = YID.
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Chapitre 4. Requétes du premier ordre sur les structures de degré borné

Preuve. Tt is easily seen, by standard methods in logic, that each quantifier-free formula is
equivalent to an exclusive disjunction Y;c(s¢; where each ¢; is a conjunctive formula (that is,
a conjunction of literals). Furthermore, since the logic YID is closed under exclusive disjunction,
we can consider without loss of generality that the quantifier-free formula to be written in YID is
conjunctive. So let ¢ be a quantifier-free conjunctive formula. We prove that ¢ is equivalent to
an exclusive disjunction of inductive descriptions by induction on its arity. If arity(¢) = 1, the
result is clear. Otherwise, distinguish one (arbitrary) free variable y in ¢ and write ¢ = (T, )

with y ¢ Z. Now ¢ has the shape :

v = N\ +ai@,y) = 8@ y) A \ +Ui(7i(z,9)) (4.1)

where all the «;, §;, v;’s are terms built on one variable of T,y and where the U;’s are unary
relation symbols. By authorizing bijective terms, we can rewrite ¢ in such a way that each equality
(resp. unequality) involving y and T has the shape y = 7(%) (resp. y # o(T)), where 7 and o
are now bijective terms on x. Moreover, by sorting the atomic formulas of ¢ according to the

variables involved in them, we can finally write ¢ under the form :

p=0@) No(y) A N\y=7@) ANy #0i@) (4.2)

where both 6 and ¢ are quantifier-free conjunctive bijective formulas. (The conjuncts U;(y;)
occurring in (4.1) have been incorporated in 6 or §, according to the fact that the term ~; is built
on T or on y.)

Two cases occur, according to the emptyness of the conjunction of equalities. If it is not
empty, it contains a conjunct y = 7;(Z). Thus, by substituting the term 7;(Z) for each

occurrence of y in ¢, but that of the conjunct y = 7;(Z), we get the equivalent form :
o =9P(@) Ny =7;(T)

where 1) is a quantifier-free conjunctive bijective formula and 7;(Z) is a bijective term. By in-
duction hypothesis, 1 is equivalent to an exclusive disjunction of inductive descriptions, say
Y = Yiti(T). Thus

¢ =Y; (¥i(@) Ny = 7;(T))
and we are done, since each disjunct above is an inductive description, by item (2) of Defini-

tion 130.

If ¢ does not contain any conjunct of the form y = 7(¥), Equation (4.2) has the form :

0@, y) =0T AS(y) A )\ v # oi(@). (4.3)
i€[m]
Here, 6 and ¢ are quantifier-free conjunctive bijective formulas and the o;(Z) are bijective terms.

Let’s keep in mind this last formula, that has to be written in YID. To carry on with the
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4.2. Normalization of first-order formulas on bijective structures

normalization of ¢, we are going to concentrate for a while on its subformula §(y) A /\ie[m] Yy #
0;(Z). More precisely, we are going to evaluate this subformula with respect to the number of
distinct o; that satisfy J. Actually, in order to isolate the heart of our reasonning from minor
features, we will focus on formulas of the form §(y)A /\ie[m] y # v;, where the v; are new first-order

variables. Let us first introduce some notations.

For m > 0, we denote by 2l the set of subsets of [m], by min P the minimal element of a
non empty P € 2" and by (JP the union set Upep P of any P C 2] If the elements of
some P C 2™ are pairwise disjoint, we say that P is a set of disjoint m-subsets and we note
P € sps[m]. Equivalently, P € sps[m] if {(P)pep,[m]\ P} is a partition of [m].

Let § be a first-order formula of arity 1 and 7 = vy, ..., vy, be a tuple of first-order variables. A
d-type for v is a formula 6% (0), associated with a given P C 2"l that comprehensively describes
a particuliar behaviour of the variables with respect to 4. Such a formula asserts that, for any
i,j € [m]:

1. If 4, j belong to a same P € P, then v;, v; must be interpreted by a same element ;

2. If 4,7 belong to different components of P, then v;, v; must be interpreted by distinct

elements ;

3. If i € P, then v; must be interpreted by some elements that fulfil ¢;

4. If i € [m] \ U P, then v; must be interpreted by some element that does not fulfil d.

For convenience, we formalize these assertions as follows :

() /\ /\ Vj = Uminp (i) /\ Umin P 7 Umin Q

PeP ieP P£QcP

(ii1)  /\ 0(vminp) (iv) N o)
pep ie[m\UP
and we set : 05 (v1,...,vm) = (i) A (i) A (ii3) A (iv). Now, the following remarks follow from the
definition of 67 : First, the formula \/pegpqp, 65 (V) is a tautology and its disjuncts are mutually
exclusive. Therefore, d(y) A /\ie[m] y # v; is equivalent to
(YPESDs[m](sg(@)) A6(y) A /\ y # v,

1€[m]

and hence to
YPESDS[m] 5%(6) A 5(:9) A /\ Y # v

1€[m]

Now, each disjunct of the above formula can be written

SE@) NS A N Y # Vunin -
PeP
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Chapitre 4. Requétes du premier ordre sur les structures de degré borné

This is because, under the hypothesis 075 (v) A d(y), each v; such that i ¢ |JP clearly differs from
y, since it doesn’t satisfy 0 while y does, and because for each P € P, the sets {v;,i € P} and

{Umin P} coincide. Therefore we get :

6(y) A /\ yF v o~ Y Pesns(m] (5%1(”) A6(y) A /\ Y 7 Umin P) (4.4)
i€[m] PepP

Notice that 6% (7) implies PWDpep (Vmin P) A Apep 6(Vmin p) (immediately follows from the de-

finition of §%').

Let us now come back to the initial formula ¢(Z,y) described in (4.3), that we aim to

normalize. By (4.4), it can be written :

9(5) A YPESDS['m] <5g(0—1(x)7 s ,O’m(f)) A 6(3/) A /\ ) 7£ O—minP(x)> )

Pep

or equivalently :

Y Pespsim] <H(a:) NOB(01(Z),...,om(T)) No(y) A /\ y # O'minp(.fv)> .

pPepP

Let us denote by ¢p(Z) the formula §(Z) A 65 (01(Z), ..., 0, (T)). By induction hypothesis, 1p
can be written as an exclusive disjunction of inductive descriptions, say Yie[k]ng- Of course,
each % implies p, and hence 6% (01(Z), ..., 0, (T)). Therefore, according to the remark that
follows Equation (4.4), each ¢4 implies PWDpep(omin P(Z)) A A pep 0(Omin p(T)). Finally, the

initial formula (4.3) can be written

Y pespsim] Yic[k] (WS(@ nNo) A N\ v # UminP($)>
Pep

where each ZZJ;) is an inductive description that implies both PWD pep(omin p(T)) and
Apecp 6(0min P(Z)). The conclusion follows from item (3) of Definition 130. O

Corollaire 113 For each (p,S) € FO X BlJ, there exists ¢ € YID such that ¢'(S) = ¢(95).
Furthermore, there is some function f such that |¢'| < f(||) (upper bound independent of S)
and ¢’ is computable from (p,S) in time f(|p])|S].

Preuve.

We can assume, without loss of generality, that the formula ¢ of the statement has the form
32v(T, z), where v is a quantifier-free formula. By Proposition 112, such a v can be written as
a disjunction of inductive descriptions. Now, recall the three forms that a formula of ID can fit,
according to Definition 130 :

(1) d(y) with arity(d) = 1;
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4.3. Complexity results on bijective structures

(2) ¥(T) Ny = 7(T), where ¢(T) € ID;
(3) v@)IN(Y)ANigpm ¥ # 7i(T), where 6,9 € 1D and () logically implies PWD;¢ ) (7:()) A
Niepm) 0(7i(T)).

Moreover, although it is not emphasized in the statement of Proposition 112, this rewriting
of v in YID can be done in such a way that in each disjunct that fits the form (2) or (3) above,
the variable y singularized in both these forms can be arbitrarily chosen®. In particular, when
we write 32v(Z, z) as 32/, v;, with the ;’s in ID, we can ensure that in each v; of the form (2)
or (3), the singularized variable y coincides with z. Consequently, the formula 3z7(Z, z) can be
written \/, 3y7vi(Z,y), where each ~; fits one of the forms (1), (2) or (3) of Definition 130, with y

as the singularized variable.

Given a bijective structure S, it is now easy to translate each formula Jy~;(Z,y) into a
quantifier-free formula #4;(7), equivalent on S. This is done according to the form of v; :

(1) Jyd(y) becomes false if §(S) = 0, true otherwise;

(2) Fy (¥(F) Ay = 7(T)) becomes (T);

(3) Jy (1/)(5) NOW) A Niepm) ¥ # Tl(f)) becomes false if (.5) contains less than m elements,

1 (T) otherwise.

The time complexity of this procedure amounts to that of computing card(d(S)) for some first-
order formula §(y) of arity 1, which is O(|d|.|.S|). Hence, the time of the transformation is O(|S|),
for a fixed formula. So, ¢ can be transformed into a quantifier-free formula ¢’ so that ¢(S) =
¢'(9), and, clearly, one gets |¢'| < g(|¢|), for some function g. We conclude by applying again
Proposition 112. [l

4.3 Complexity results on bijective structures

The enumeration, counting and ;™ solution problems are very easy for queries defined by

inductive descriptions as the following proposition asserts.

Proposition 114 For each function ¢ € ID,
1. COUNT(¢p, BLJ) is computable in linear time ;
2. 3" (p, B1J, <jep) € CONSTANT-TIME,, ;
3. ENUM(¢p, BIJ, <j¢;) € CONSTANT-DELAY ;.

Preuve. Thanks to Lemma 15, we just have to prove 7 and 2. The algorithms described in this

proof are recursive. Their behaviour on an input (¢, S) (resp. (¢, S, 7)) is directed by the shape of

This possibility is explicitly mentioned in the first paragraph of the proof of Proposition 112 : when arity(¢) >

1, the normalization procedure "distinguishes one (arbitrary) free variable y and writes ¢ = ¢(Z,y) with y ¢ T"
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Chapitre 4. Requétes du premier ordre sur les structures de degré borné

the inductive description ¢. That is, the algorithms operate according to modalities that depend

on the form (1), (2) or (3) of Definition 130 that ¢ matches.

1. cOUNT(p,B1I). The following recursive procedure computes card(¢(S)) in time O(|S]) for

any ¢ € ID and S € BIJ. As mentioned above, it uses the inductive definition of ID.

Algorithm 20 COUNT (¢, S)
si arity(p) = 1 alors

calculer ()
return card(p(S))
fin si
si p =¢(T) ANy = 7(T) alors
return COUNT (v, S)
fin si
sip=9P(T) N6(y) A Nicp v # 7 alors
return COUNT (¢, S) x (COUNT(4, S) — m)

fin si

The last instruction of this procedure is justified by the fact that 1 fulfils the implication
V(@) = PWDie(m)(Ti) A Nigpm) 0(73)-

2. 3th(p,BLJ, <1ex). We design an algorithm that, given ¢ € ID and S € BILJ, performs a
preprocessing step in time O(|S]) in such a way that jth(g, S, <jex, j) can be afterwards computed
in constant time for any j € N. Both the preprocessing and the output phase are recursive. The

following easy considerations will make the proof of the algorithm immediate.

(1) If arity(¢) = 1, then computing and sorting ¢(S) can be done in time O(|S]). Afterwards,

jth(e, S, <jex,j) can be returned in constant time for any j.
(2) If p(Z,y) = Y(T) Ny = 7(T), then jth(p, S, <iex, ) = (@, 7(a)) where @ = jth(i, S, <iex, 7).
(3) U (T, y) = (@) N6(y) A Nicyn ¥ # 7i(T), then the result rests on the two following remarks :

o If (A, <4) and (B, <p) are two linear orders and <jey is the associated lexicographic ordering
for A x B, then for any j < card(A).card(B) :

Jth(A X Ba <1ex>j) = (Jth(Aa <AaQ)7jth<Ba <Bvr))7

where ¢ = j div card(B) and r = j mod card(B).
o Let (A, <) be alinear order and F' a subset of A. Denote by ao, ..., ap—1 (resp. fo,..., fm—1)

the strictly increasing enumeration of A (resp. F') according to <. Then for any r < p —m :
Jth(A\ F,<,r) =jth(A4, <, s),
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4.3. Complexity results on bijective structures

where s is the result of the following procedure :
s «r; i« 0; while (f; <asand i < m){i++; s++}; return s.

The precomputation and output steps of our algorithm, denoted JTH, for the problem
3" (¢, B1J, <1ex) are described below. We use some instruction of the form 7'« sort X. It means
"sort the set X and store it in increasing order in a table T'[0, ..., card(X) — 1]". The soundness
of JTH proceeds from the above remarks. Besides, it is clearly a CONSTANT-TIME;;,, algorithm.
Algorithm

Algorithm 21 JTH.precomp(y, S)
calculer card(p(S5))

si @ est une formule § d’arité 1 alors
calculer §(S) ; A < sortd(S)

fin si

si p =¢(T) ANy = 7(7) alors
JTH.precomp(?, S)

fin si

si p =Y(T) A(y) A N\jc y # 7 alors
JTH.precomp(4,S) ; JTH.precomp(2),5)

fin si

O
Corollaire 115 For each ¢ € FO, ENUM(p, BLJ, <jez) € CONSTANT-DELAY ), .
Preuve. Derives from Corollary 113, Lemma 18 and Proposition 114. U
Remarque 28 This corollary improves Theorem 7 of [ | which states a similar result for

some unspecified linear order < instead of <iey.

We are not able to prove that, for each ¢ € Fo, problem J*" (i, BLJ, <j¢x) belongs to the class
CONSTANT-TIMEy;, and we conjecture it does not. However, a similar result holds for a less

canonical linear order that depends on the input formula ¢.

Définition 131 Let ¢(T) = Ycg¢i(T) be an exclusive disjunction of inductive descriptions
©i(T) of signature o and let S be a o-structure. Let <}, denote the "lexicographical” order on
©(S) defined as follows : for any @,b € o(S) : @ <p s b, if

— either @ € p;(S) and b € ¢;(S) for some i < j < s,

~ ora,b € @;(S) for some i < s and @ <je; b.
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Algorithm 22 JTH.output(p, S, j)

si j > card(y(S)) alors
return error
sinon

si ¢ est une formule § d’arité 1 alors
return A[j]

fin si

si p =9(T) ANy = 7(T) alors
a — JTH.output(v, S, j)
return (a,7(a))

fin si

si o =(T) Ad(y) A /\ie[m] y # 7; alors
B« card(6(S)) —m
a «— JTH.output(, S, j div 3)
O —sort{7m(a),...,m(a)}
1+ 0; s+« jmod(;
tant que i < m et O[] < A[s] faire

{i++, s++}

fin tant que
return (a, Als])

fin si

fin si
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Corollaire 116 Let ¢ € YID. Then 1" (¢, B1J, < ) € CONSTANT-TIME),.

lex

Preuve.  For any exclusive disjunction of inductive descriptions ¢ = Yc[1 5 and any S € BlJ,
it holds : jth(e, S, < _,7) = jth(gi, S, <iex, k), where ¢ is the smallest index such that j <
S card(py(S)) and where k = j — 321 card(p.(S)). Together with the algorithm JTH for

I (¢, B1J, <1ex) described above (see page 141) for ¢ € ID , this remark justifies the following
algorithm A for (¢, B1J, <p.) with ¢ € YID :

Algorithm 23 A.precomp(y, S)
écrire  sous la forme Y;c[i, avec chaque ¢; € ID

pour i = 1 a s faire
JTH.precomp(y;, S)
calculer v; = Zje[i] card(p;(S))

fin pour

Algorithm 24 A.output(y,S,j)
si j > v, alors

return error

sinon
trouver ¢ < s tel que v;_1 < j <w;
return JTH.output(y;,S,j — vi—1)

fin si

It is easily seen that A runs in CONSTANT-TIME;,. O

4.4 Complexity results on structures of bounded degree

Let S be a structure of domain D over a relational signature 0. We say that the degree of
S is bounded by d if, for each symbhol R € o, each a € D belongs to at most d tuples of R. We
denote by DEG ; the class of relational structures of degree bounded by d. The complexity results
we obtain for our query problems on bijective structures immediately imply the same results on

structures of bounded degree because of the following lemma of | | :

Lemme 117 (Durand, Grandjean) Letd > 0 be a fized integer. For each (¢, S) € FOXDEG,,
there exists (@', S") € FO x B1J such that ¢(S) = ¢'(S"). Moreover, the size |¢'|only depends on ||
and d, and (¢, S") is computable from (¢, d, S) in time O(|S|), that means, in time < f(|¢|,d).|S],

for some function f.

We now give a proof of this Lemma.
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Interpreting a structure of bounded degree into a bijective structure

In this subsection, we present a linear FO-interpretation from DEG, to BlJ.

Let & = (D;Ry,...,Ry) be a p-structure of domain D, of arity m = maz;cgarity(R;)
and of degree bounded by some constant d. One associates to S a bijective o-structure &' =
(D';D,Ty,...,Tq,9, f1,-.., fm) of domain D" where D, T, ..., T, are pairwise disjoints unary
relations (i.e. subsets of D) and g, fi1,..., fm are permutations of D’. Structure &’ is precisely
defined as follows :

— D corresponds to the domain of S.

— T; (i € [q]) is a set of elements each representing a tuple of R; (hence, card(T;) = card(R;)).
The new domain D’ is the disjoint union : DU (D x {1,...,d})UTy U---UT,. Let us use
the following convenient abbreviations : U =D U (D x {1,...,d}) and T' = ;¢ Ti-

— g creates a cycle that relates d copies of each element x of the domain. More precisely, for
each z € D, it holds g(x) = (z,1), g((x,7)) = (z,i+ 1) for 1 < i < d, and g((z,d)) = =.
We also set g(x) = z for all other x (x € T).

— Fach f; is an involutive permutation and essentially represents a projection of T into D
as follows. Let R;(x1,...,2k) be true in S for some relation R; of arity k¥ < m and some
k-tuple (x1,...,z;) € DF. Suppose R;(x1,...,x}) is represented by element ¢t € T, then,
for each j € [k], set f;(t) = (z;,h) and set the reciprocal f((z;,h)) =t if R(x1,...,z) is
the h'" tuple in which x; appears (with h < d). The construction is completed by loops
fj(z) = z for all other z € D'.

An instance of this reduction is given in the figure below. The original structure (digraph)
of degree 3 is on the right side of the figure and the associated bijective structure is on the left
side.

It is clear that, by construction, &’ is a bijective structure and that we have the following

interpretation Lemma.

Lemme 118 Let 6; be the o-formula below associated to any symbol R; € p of arity k :

Oi(r, . a) =3O A NV ) = 6" ())).

jE[K] held]
Then, for all (ay...,a;) € D* :

(S,al,...,ak) ):Ri($1,...,xk) <~ (S’,al,...,ak) )z@z(xl,,xk)

To each first-order p-formula ¢(z1,...,xp), one associates the o-formula ¢”(z1,...,z,) ob-
tained by replacing each quantification Jv (resp. Vv) by the relativized quantification (FvD(v))
(resp. (VoD(v))) (that can be written respectively as Jv(D(v) A ...) and Vo(D(v) — ...)) and by

replacing each subformula R;(z1,...,x%) by 0;(z1,...,zk).
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The following proposition and lemma express that our reduction is correct and linear in |S].

Because of Lemma 118, Proposition 119 can be easily proved by induction on formula ¢.
Proposition 119 (interpretation of S into S’) For all (z1...,2,) € DP :

(S,a1,...,ap) Ep(x1,...,1,) = (S, a1,...,ap) E " (x1,...,2p).

In other words : ¢(S) = ¢"(S8") N DP. Then, setting ¢'(x1,...,2p) = ¢"(z1,...,2p) A
/\ie[p] D(x;), it holds : p(S) = QO/(S/)

Lemme 120 Computing S’ from S can be done in linear time O, 4(|S]|).

Preuve. As computing S’ from S is easy, one has only to compare the size of the two structures.
The size of S is :

S| = O(ID| + Y _ card(Ry).arity(R;)) = ©,(|D| + > _ card(R;)).
i€[q] i€lq]

For &', by construction, it holds that :

|D'| = (d+1).|D| + ) card(R;) = ©4,,(|S]).
i€[q]

Hence, |S'| = ©(m|D’'|) = ©4,(|S|). O

So, we have proved Lemma 117. From Lemma 117 and Corollaries 115 and 116, we immedia-

tely deduce the following

Corollaire 121 For each d > 0 and each ¢ € FO, we have :
1. ENUM(¢, DEG, <jez) € CONSTANT-DELAY iy, ;

2. 3t (p, DEG,, <??) € CONSTANT-TIMEy;,, for some linear order <¥4 ;

4.5 Conclusion

Suite aux deux résultats de ce chapitre, plusieurs questions restent encore ouvertes :

Peut-on trouver la j-éme solution d’une requéte FO sur une structure de degré borné dans
Iordre lexicographique, et toujours avec la méme complexité CONSTANT-DELAY;, 7 Nous pen-
sons pouvoir obtenir ce résultat pour un ordre lexicographique dont 'ordre du domaine sous-
jacent est précalculé mais dépend de la formule traitée.

Frick et Grohe | | ont prouvé que I'on peut décider le probléme MC(p, DEG,) en temps
f(le]) - | M| pour une fonction f élémentaire (exponentielle triple). Peut-on obtenir aussi le méme

résultat de complexité pour la phase de précalcul de 'énumération d’un schéma d’énumération
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4.5. Conclusion

de ENUM(p,DEG,) de complexité CONSTANT-DELAY;, ? Le schéma présenté ici possede un
précalcul en temps f(|g|)| M| pour une fonction f non élémentaire.

Toute classe de structures de degré borné est trivialement de largeur arborescente localement
bornée. On a donc envie de se poser la question suivante : peut-on généraliser les deux résultats de

ce chapitre (Corollaire 121) aux classes de structures de largeur arborescente localement bornée 7
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Chapitre 5

Classes de graphes localement
décomposables, graphes d’intervalles et

requétes logiques
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5.1 Introduction

Courcelle et al [CER90] ont défini une généralisation des classes de graphes de largeur arbo-

rescente bornée (classes notées TW) : les classes de graphes de largeur de clique bornée (classes

149



Chapitre 5. Classes de graphes localement décomposables, graphes d’intervalles et requétes logiques

notées CW). Plus récemment, Frick et Grohe [ | ont introduit une autre généralisation des
classes TW : les classes de graphes (ou de structures) de largeur arborescente localement bornée
(notée LTW). Nous nous intéressons ici a la notion qui généralise naturellement les deux classes

CW et LTW : les classes de graphes de largeur de clique localement bornée (LCW).

En quoi cette notion est-elle intéressante et, en premier lieu, peut-on exhiber une classe
naturelle de graphes qui soit LCW mais ne soit ni CW, ni LTW ? Nous démontrons que la
classe des graphes d’intervalles unitaires, notée UIG, satisfait ces trois conditions. D’abord, il
est évident que la classe UIG, qui contient les graphes complets, n’est pas, pour cette raison, de
largeur arborescente localement bornée : les graphes complets ont un diamétre 1 et une largeur
arborescente non bornée. Par ailleurs, Brandstadt et al. | | ont établi que la classe UIG
n’est pas de largeur de clique bornée. Dans ce chapitre, nous démontrons que la classe UIG est
de largeur de clique localement bornée, c’est-a-dire UIG € LCW. Notre résultat découle de la

borne suivante : pour tout graphe d’intervalles unitaires G, on a cw(G) < diam(G) + 2.

Notons que Kante | | montre le résultat suivant : si une classe de graphes G est loca-
lement clique-décomposable alors pour tout k > 0, la classe G* des graphes obtenus a partir
d’un graphe G € G en ajoutant des arétes {x,y} pour toute paire de sommet x,y & distance au
plus k est elle-méme localement clique-décomposable. C’est notamment le cas pour les graphes
planaires, ce qui donne un second exemple (moins naturel) de classe de graphes localement

clique-décomposable mais non localement arbre-décomposable.

En second lieu, nous généralisons une notion de Frick et Grohe | | et, pour cela, nous
adaptons un résultat de ces auteurs pour notre généralisation. Plus précisément, Frick et Grohe
ont introduit les classes de graphes linéairement et localement arbre-décomposables et ont prouvé
qu’évaluer un énoncé FO fixé sur une telle classe de graphes se fait en temps linéaire. Nous
définissons la notion de classe de graphes linéairement et localement clique-décomposable, notion
qui généralise celle de Frick et Grohe ; nous affirmons que, par une adaptation de leur argument,
on obtient la méme complexité linéaire pour toute classe de graphes linéairement et localement
clique-décomposable. Comme nous établissons par ailleurs que la classe UIG est linéairement et
localement clique-décomposable, il s’en déduit que tout énoncé FO fixé s’évalue en temps linéaire

sur tout graphe d’intervalles unitaires.
Enfin nous montrons que ce résultat de complexité n’est pas généralisable dans le sens suivant :

— le résultat ne peut pas s’étendre & MSO : nous prouvons qu’évaluer une requéte MSQO sur
les graphes d’intervalles unitaires est aussi difficile que sur les structures quelconques ;

— le résultat ne peut pas s’étendre aux graphes d’intervalles (quelconques) : nous établis-
sons qu’évaluer une requéte FO sur les graphes d’intervalles est aussi difficile que sur les

structures quelconques.
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5.2. Préliminaires

5.2 Préliminaires

Nous définissons d’abord les principales notions que nous étudions dans ce chapitre : d'un
coté, les graphes d’intervalles et les graphes d’intervalles unitaires; de l'autre, les classes de

graphes de largeur de clique localement bornée.

Définition 132 (graphe d’intervalles, graphe d’intervalles unitaires) Un graphe

G = (V, E) est appelé graphe d’intervalles (IG : Interval Graph) s’ eziste un ensemble S d’in-
tervalles réels i = [b;, e;], by < e;, et une fonction surjective I : V. — S tels que, pour chaque
paire de sommets distincts x,y de G, on ait {x,y} € E si et seulement si I(x) N 1(y) # (. La
paire (S, 1) ou, plus simplement, la fonction I est appelée représentation par intervalles de G. Si
de plus S est un ensemble d’intervalles unitaires (c’est-a-dire de longueur 1) alors G est appelé

graphe d’intervalles unitaires (UIG : Unit Interval Graph).

Remarque 29 On utilisera la caractérisation suivante, prouvée dans | \ | un
graphe G est un graphe d’intervalles unitaires si et seulement si il admet une représentation par

intervalles I qui est propre, ce qui signifie qu’on n'a jamais byyy < brp) < €r(z) < €1(y)-

Remarque 30 On sait tester [ | si un graphe G est un graphe d’intervalles unitaires el, si

out, calculer une représentation de G par intervalles unitaires, ceci en temps linéaire.

Définition 133 (largeur de clique localement bornée) Une classe de graphes G est dite de
largeur de clique localement bornée s’il existe une fonction calculable f telle que, pour tout graphe

G € G, tout sommet x € V(G) et tout entier k >0, on a cw(NE(z)) < f(k).

5.3 Les graphes d’intervalles unitaires ont une largeur de clique

localement bornée

Soit G un graphe d’intervalles unitaires et soit I une représentation de G. On suppose, sans
perte de généralité, qu’il n’existe pas deux sommets distincts = et y tels que I(z) = I(y). En
effet, si une représentation I admet deux sommets z et y avec I(z) = I(y), on peut construire
une nouvelle représentation I’ en décalant légeérement I(y) sur la droite. Par conséquent, on peut

définir un ordre linéaire <; des sommets de G tel que = < y si et seulement si by(x) < br(y).

5.3.1 Représentation en couches

Nous introduisons la représentation suivante qui sera pour nous un outil essentiel dans I’ana-
lyse des graphes d’intervalles unitaires. Remarquons que cette représentation est semblable a

celle utilisée par Lozin | , |-
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Définition 134 (représentation en couches) Etant donnée une représentation I du graphe
d’intervalles unitaires G = (V, E), on peut construire, en temps linéaire, une unique partition P
de V telle que

- P = (A1,...,A;) ot chaque “couche” A; est Uensemble {a;1,...a;;} tel que

(@115 301515021, G2y Ak 1y - - -5 0k j, ) €St la liste strictement croissante des som-
mets de V' selon ordre <j ;

— Pour tout i <k, A; est une clique de G ;

— Pour tout i < k, {a;1,ai411} ¢ E.

On désigne par c(x) la colonne ou couche de x, i.e. c(x) =i si et seulement si x € A;. On
définit une fonction (partielle) b : V. — V appelée fonction “pont* ("bridge), telle que, pour
chaque sommet x € V, b(z) est le plus grand sommel y par rapport o < tel que {x,y} € E el
c(y) = c(z) + 1. La fonction b n’est pas définie en x si un tel y n’existe pas et on notera alors
b(x) = L. Le tuple L = (V,<y,b,c) est appelé représentation en couches de G (L pour "Layers®).

On note nc(L) (nombre de colonnes de L) la cardinalité k de P.

Soit £ = (V,<r,b, c) une représentation en couches d’un graphe d’intervalles unitaires G. On

définit la distance de colonnes entre deux sommet x et y :

de(,y) = [e(z) — c(y)]

11 est essentiel de remarquer que la représentation en couches £ peut étre construite en temps
linéaire a partir de la représentation I de G = (V, E). La propriété suivante exprime que £

contient toute l'information sur le graphe d’intervalles unitaires G = (V, E).

Propriété 122 Pour tous sommets x,y € V, on a les implications suivantes :
1. {z,y} € E=d.(z,y) <1;
2. de(z,y) =0={z,y} € E;
3. cly)=clx)+1= ({z,y} € E<y<ibx)).

Preuve. (1) : Par I'absurde : Supposons qu’il existe une aréte {x,y} € FE reliant un sommet
x € A; & un sommet y € A; pour j > i+ 1. Cela implique I(z) N I(y) # 0 et donc, pour tous
z,t tels que © <j 2 <;t <;jy, I(2) N I(t) # (). C’est vrai en particulier pour le premier élément
z = ajt1,1 de Aj4q et le premier élément t = a;421 de Ajyo, autrement dit : {a;y1,1,ai+21} € E.
Ce qui contredit la définition de la partition P.

(2) : Ce point reformule le fait que chaque A; est une clique de G.

(3) : Supposons c(y) = c(x) + 1. L’implication {z,y} € F = y <; b(z) se déduit de la
définition de b(x). L’implication réciproque découle du fait que si on a z <; y <; b(x) alors, a

cause de {z,b(z)} € E, on a aussi {z,y} € E. O

On a les propriétés suivantes :

152
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Lemme 123 Soient G = (V, E) un graphe d’intervalles unitaires connexe et L = (V,<p,b,c)

une représentation en couches de G. On a les deuz propriétés suivantes :
1. Pour chaque paire de sommets x et y, d.(z,y) < dist(z,y) < 2d.(z,y) +1;
2. ne(L) — 1 < diam(G) < 2ne(L) — 1.

Preuve. Soient = et y deux sommets tels que dist(x,y) = k. Considérons un chemin P = (z =
T, X9, ... Tk, Tx+1 = y) de longueur k entre z et y. Puisque {x;,zi11} € E, on a de(x;, zip1) < 1,

pour chaque ¢ < k, par I'assertion 1 de la propriété précédente. On a donc :

k
de(z,y) < ch(%,ﬂ?iﬂ) < k= dist(z,y)
i=1

Considérons maintenant deux sommets x et y tels que d.(x,y) = h. On supposera c(z) = j
et c(y) = j + h. Notons a;,, pour tout i < nc(L), le plus grand sommet selon < tel que
c(a;,) = i. Alors, du fait que chaque couche A; est une clique de G et que G est connexe, la
suite de sommets (T, a; k,, @j4+1,1, Aj 41,k 15 - - Aj+h,1,Y) forme un chemin de G de longueur au
plus 2h + 1 entre x et y. On en déduit dist(z,y) < 2h + 1. Cela prouve I’assertion (1). (En toute
rigueur, il faut considérer aussi les cas ou x = Ajk; OU Y = Gjyp1 OU encore k; = 1 pour un
certain [, j < [ < j+ h : dans tous ces cas, le chemin est encore plus court.)

De cette assertion, on tire immédiatement I’assertion (2), du fait que 'on a max, y)cy2de(z,y)

k —1=mnc(L) — 1 et par la définition diam(G) = max(, ,)ey2dist(z, y). O

On utilisera aussi le lemme suivant.

Lemme 124 Soient deux sommets x,y de G vérifiant c¢(x) = c(y), v < y et b(x) # L. Alors
on a aussi b(y) # L, c¢(b(z)) = c(b(y)) et b(x) <1 b(y).

Preuve. Des hypothéses, on déduit immediatement c(b(x)) = ¢(x) + 1 et {y,b(z)} € E. Enfin,
toujours par définition de la fonction "pont“ b, on deéduit b(y) # L, ¢(b(y)) = c(x) + 1 = ¢(b(x))
et b(x) <7 b(y). O

Définition 135 (arbre des ponts, ordre <;) Soient G = (V, E) un graphe d’intervalles uni-
taires connexe et L = (V, <y, b, c) une représentation en couches de G. On définit le graphe orienté
T* ou

~ VU{L} est l’ensemble des noeuds de T* ;

~ (x,9) est un arc de T* si et seulement si b(y) = .
Par construction, T* est un arbre, de fonction parent b et de racine L. On Uappelle arbre des
ponts de G.

On désigne par <p l'ordre total sur V.U {L} tel que

— <, est un ordre préfize de Uarbre T ;
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— pour deuz enfants x et y d’un méme noeud z dans T, on prend © < y si et seulement si

r<ry.

Dans les trois lemmes suivants, on supposera, sans le redire, que G = (V, E) est un graphe
d’intervalles unitaires connexe et que £ = (V, <7, b,c) est la représentation en couches de G
d’arbre des ponts T et d’ordre associé <g.

Par construction, on voit facilement que :

Lemme 125 Deuz sommets distincts x et y de G de méme couche c(x) = c(y) ne sont jamais

ancétres l'un de Uautre dans larbre des ponts T~.

Preuve. Pour tout sommet x tel que b(xz) # L, on a ¢(b(x)) = ¢(z) + 1 > c(z), et donc, pour
tout ancétre y = b"(x) de x dans T%, n > 1, on a c(y) > c(z). O

Lemme 126 Soient x et y deur sommets de G tels que c(x) = c(y) et x <py. Alors on a aussi

x<ry.

Preuve. On prouve le lemme par induction sur la profondeur de z dans I'arbre T (distance de
z a la racine).

Profondeur(z) =1 : Supposons d’abord b(x) = L, ¢(x) = ¢(y) et x <1 y. Soit z le sommet

ancétre (au sens large) de y qui est enfant de L. On a z >; y >; x. Puisque = et z sont deux
enfants de L avec z <j z, on a aussi x <g z <, y, par définition de 'ordre préfixe <.

Profondeur(z) > 1 : On suppose maintenant b(x) # L, c¢(z) = ¢(y) et * <7 y. On en déduit
b(y) # L, c(b(x)) = ¢(b(y)) et b(x) <r b(y) par le lemme 124. Par I’hypotheése de récurrence
appliquée a b(z) et b(y), on obtient b(z) <, b(y). Examinons deux cas.

Cas b(z) = b(y) : Puisque z et y sont deux enfants de b(x) avec x <y y, on déduit = <. y.

Cas b(x) # b(y) : Puisqu’on a ¢(b(x)) = ¢(b(y)), les noeuds b(z) et b(y) ne sont ni ancétres ni
descendants 1'un de I'autre dans I’arbre T4. Puisqu’on a b(x) < b(y) pour l'ordre préfixe <g,
tous les éléments du sous-arbre de racine b(z) sont, pour cet ordre, avant tous ceux du sous-arbre

de racine b(y). En particulier, on obtient <, y. Ce qui achéve la preuve par récurrence. g

On note vy <pg vy <z ... <g vy laliste de tous les sommets de G dans I'ordre <. On désigne
par G; = (V;, E;) le graphe induit de G ou V; est 'ensemble des i premiers sommets de G selon
Pordre <.

Le lemme suivant caractérise le voisinage dans G; de chaque sommet extérieur & G; et donne

une construction de G;41 a partir de G;.
Lemme 127 Soit y un sommet de V. —V;. On a l’égalité
Na(y)nVi=A{z e Vi:c(y) <c(x) <cly) +1}
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Preuve. Pour tout sommet x € Ng(y), on a c(y) — 1 < ¢(z) < ¢(y) + 1, par la propriété 122. 1l

suffit donc de prouver les deux points suivantes :
L {z eVi:c(y) <clx) <c(y) + 1} S Na(y) NVi;

2. {zeVi:c(x) =cly) —1}N(Na(y)NV;) = 0. (Autrement dit, ’ensemble Ng(y) N V;, inclus
dans lensemble {z € V; : ¢(y) — 1 < c(z) < ¢(y) + 1}, contient, parmi les éléments de cet

ensemble, tous les x tels que ¢(y) < ¢(z) < ¢(y) + 1 et rien que ceux-ci.)

Point 1 : Evidemment, si on a ¢(z) = ¢(y) alors = appartient & Ng(y) puisque chaque couche
est une clique de G. Il suffit de prouver I'égalité {z ¢ Ng(y) : ¢(x) = c(y)+1}NV; = 0 (autrement
dit, {x € V; : ¢(x) = ¢(y) + 1} C Ng(y)).

Soit z un sommet de V vérifiant x ¢ Ng(y) et c(x) = ¢(y) + 1. Supposons b(y) = L. Soit 2’
Pancétre (au sens large) de x qui est enfant de 1. Puisqu’'on a y <; x <7 2’ et que y et 2’ sont
des enfants de |, on a y <, «’ (par définition de l'ordre <, ). Comme on a aussi 2’ <, x, on en
déduit y <, x et donc, comme y, le sommet x n’appartient pas a V.

Supposons maintenant b(y) # L. Alors ¢(b(y)) = ¢(x) et x >; b(y) puisque {z,y} ¢ E. Par
conséquent, d’apres le lemme 126, on a b(y) <z x et donc y <, x. On en déduit encore que x
n’appartient pas a V.

Point 2 : Soit un sommet x € Ng(y) tel que ¢(z) = ¢(y) — 1. On a donc b(z) # L, c¢(b(x)) =
c(y) et y <7 b(z). Par le lemme 126, on en déduit y <, b(x). Comme on a aussi b(x) <, x, on
en déduit encore y <, z et donc aussi z ¢ V;. Ce qui prouve le point 2 et achéve la preuve du

lemme. O

Remarque 31 Par leurs définitions, Uarbre des ponts T de G et lordre total <, sont calcu-

lables en temps linéaire & partir de la représentation par intervalles I de G.

5.3.2 Clique-décomposition des graphes d’intervalles unitaires

Nous avons maintenant tous les outils nécessaires pour décomposer un graphe d’intervalles

unitaires.

Lemme 128 Soit G = (V, E) un graphe d’intervalles unitaires connexe donné par sa représen-
tation I et soit L = (V,<1,c,b) la représentation en couches de G. Alors on peut calculer en

temps linéaire une clique-décomposition de G de largeur nc(L) + 1.

Preuve. Notons d’abord qu’on peut calculer en temps linéaire la représentation en couches £
de G. Nous allons prouver qu’il existe une clique-décomposition 7" de largeur k + 1 de G avec
k = nc(L) pour létiquetage G' = (V,E,\) € CWj4q du graphe G avec A : V — [k + 1].
L’étiquette N = k + 1 est utilisée comme étiquette temporaire (N pour "New*). Pour chaque

entier ¢ € [k], on désigne par G, = (V;, E;, A;) étiquetage du graphe G; = (V;, E;) (graphe induit
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G[Vj] sur les i premiers sommets de G selon ordre <) ou l'on prend \;(z) = ¢(z) pour chaque
sommet x. On va prouver, par récurrence sur l'entier ¢, que le graphe G} est dans CWj.

Cas i = 1 : Clairement, on a G| = ® (y;) ot v1 est 'unique sommet de G1. La conclusion est
immeédiate.

Cas i+ 1(¢ > 1) : On suppose maintenant G; € CWj1 et on désigne par y I'unique sommet

de V41— Vi 1 y = v41. Par le lemme 127, on constate que le graphe ;41 est obtenu en ajoutant
a Gy le sommet y € Vi1 — V; et Pensemble d’arétes {{z,y} € E:x € V; A (c(z) = c(y) V c(x) =
c(y) +1)}. D’ott on déduit le terme T qui exprime G ; dans la classe CWj11 :

Giy1 = PN.cly) © INc(y)+1 © 1IN o(y) (G & o)

Cela se justifie par les étapes suivantes :

— on ajoute le sommet y avec ’étiquette N ;

— on relie y a tous les sommets x € V; des colonnes ¢(y) et c(y) + 1;

— enfin, on réétiquette y par sa colonne c(y).
Ceci conclut la preuve par récurrence que G} est dans CWy41, pour tout i € [n] ott n = card(V).
La clique-décomposition cherchée est obtenue pour i = n : G = G,. De plus, on voit facilement
que le terme (arbre) T' obtenu pour G peut étre calculé en temps linéaire & partir de £ et <, et

donc & partir de la représentation I de G. ]

Proposition 129 Soit G un graphe d’intervalles unitaires connexe donné par sa représentation
1. 1l existe un algorithme qui calcule en temps linéaire une cliqgue-décomposition de G de largeur
diam(G) + 2.

Preuve. C’est une conséquence immeédiate des lemmes 123 et 128. ]
Remarque 32 On peut déduire assez facilement des résultats de Lozin | [ la borne suivante,
moins précise que celle de la proposition :
cw(G) < 3-ne(L) <3- diam(G) + 3
Finalement, nous obtenons le résultat attendu pour la classe UIG.

Corollaire 130 La classe UIG des graphes d’intervalles unitaires est de largeur de clique loca-

lement bornée.

Preuve. Tout sous-graphe induit d'un graphe d’intervalles unitaires est un graphe d’intervalles
unitaires. En conséquence, par la proposition précédente et le lemme 123, on obtient, pour tout
sommet = de G,

ew(G[NE(2)]) < diam(G[NE(x)]) + 2 < 2k + 2.
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5.4 Model-checking en temps linéaire pour les graphes d’inter-

valles unitaires

Afin de prouver ce résultat, nous mettons d’abord en place un arsenal d’outils (couvertures,
etc) qui s’inspirent directement des concepts introduits par Frick et Grohe | | en les géné-

ralisant.

5.4.1 Classes de graphes linéairement et localement décomposables

Frick et Grohe | | ont introduit les notions suivantes que nous allons généraliser par la

suite.

Définition 136 ((k,!)-couverture) Soit G = (V, E) un graphe. Une (k,l)-couverture de G est
un ensemble C de parties de V' qui vérifient les conditions suivantes :
— Pour toute partie S € C, on a tw(G[S]) <1;

— Pour tout sommet x € V, il existe une partie S € C qui contient la boule Né(x)

Définition 137 (classe linéairement et localement arbre-décomposable) Une classe de
graphes G est dite linéairement et localement arbre-décomposable s’il existe une fonction f et
un algorithme linéaire qui, pour tout entier k > 0 et tout graphe G € G, calcule une (k, f(k))-

couwverture Cy, de G.

Avec ces notions, Frick et Grohe ont établi le résultat suivant.

Théoréme 131 /. [ Soit ¢ un {E}-énoncé FO et G une classe de graphes linéairement et

localement arbre-décomposable. Alors le probleme MC(p,G) est décidable en temps linéaire.

En analysant soigneusement les preuves de Frick et Grohe | |, on s’apercoit que leurs

preuves s’appliquent aussi & des notions plus générales que nous définissons maintenant.

Définition 138 (hiérarchie linéairement FO-décidable) Soit S un ensemble de couples
(G, k) € GRAPH x N qu’on appellera une hiérarchie. On dit que la hiérarchie S est linéairement
FO-décidable s’il existe un algorithme qui, pour tout énoncé ¢ € FO et tout couple (G, k) € S,
décide si on a G |= ¢ en temps Oy ,(|G|).

Remarque 33 Intuitivement, l'expression (G, k) € S signifie que G est au niveau k dans la

hiérarchie S (par exemple, la hiérarchie de la largeur arborescente).

Exemple 132 La hiérarchie S = {(G,k) : G € GRAPH et k > tw(G)} est linéairement FO-

décidable par le théoréme de Bodlaender |[. | qui calcule une décomposition arborescente de
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largeur k de G et le théoréme de Courcelle | , | qui, o partir de cette décomposition
de G, décide si G satisfait un énoncé ¢ de FO.

A Uinverse, on ne sait pas si la hiérarchie S = {(G,k) : G € GRAPH et k > cw(G)} est
linéairement FO-décidable puisqu’on ne connait pas d’équivalent du théoréme de Bodlaender pour
la largeur de clique (cependant, comme nous l'avons déja énoncé, par le théoréme 25 de Oum, il

est possible de construire, en temps cubique, une clique-décomposition de largeur approchée de G

[ ; /)

Ce contre-exemple motive la définition suivante.

Définition 139 (hiérarchie linéairement clique-décomposable) On dit qu’une hiérarchie
S C GRAPH x N est linéairement clique-décomposable s’il existe un algorithme qui, pour tout

(G, k) € S, calcule une clique-décomposition de G de largeur au plus k en temps O (|G]).

Cette définition nous conduit au résultat suivant.

Lemme 133 Toute hiérarchie linéairement clique-décomposable est linéairement FO-décidable.

Preuve. La proposition se déduit du théoréme de Courcelle et al. | | suivant. Il existe un
algorithme qui, étant donnés un graphe G, une clique-décomposition de G de largeur k et un
énoncé FO (ou MSO) ¢, décide en temps Oy ,(|G|) si on a G = ¢. O

Nous généralisons & présent les notions de (k,l)-couverture et de classe de graphes linéaire-

ment et localement arbre-décomposable (notions de Frick et Grohe rappelées précédemment).

Définition 140 ((k,l,S)-couverture) Soient des entiers k,l et une hiérarchie S C GRAPHxN.
On appelle (k,1,S)-couverture d’un graphe G = (V, E) un ensemble C de parties de V' qui vérifient
les deux condilions suivantes.

— Pour toute partie S € C, on a (G[S],1) € S;

— Pour tout sommet x € V, il existe un ensemble S € C qui contient la boule Né(ac)

Définition 141 (classe linéairement et localement S-décomposable) Une classe de
graphes G est dite linéairement et localement S-décomposable s’il existe une fonction f et un
algorithme qui, pour toul entier k > 0 et tout graphe G € G, calcule en temps O(|G|) une
(k, f(k),S)-couverture Cy, de G telle que 3 g |G[S]| = Ok(|G]).

Définition 142 (classe linéairement et localement FO-décidable) Une classe de graphes
G est dite linéairement et localement FO-décidable si elle est linéairement et localement S-

décomposable pour une hiérarchie S linéairement FO-décidable.
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Remarque 34 Une classe de graphes qui est linéairement et localement arbre-décomposable est
linéairement et localement FO-décidable. Plus précisément, la notion de classe (de graphes) li-
néairement et localement FO-décidable généralise la notion de classe (de graphes) linéairement et
localement arbre-décomposable sur le point suivant : on remplace, dans la définition de la (k,1)-
couverture d’un graphe G, la propriété tw(G[S]) <1 par la propriété plus générale suivante : pour

tout énoncé ¢ € FO, on peut décider si G[S| satisfait o en temps O, (|G[S]]).

De fait, Frick et Grohe | | ont démontreé le résultat suivant, ici réformulé.

Théoréme 134 Soient ¢ un {E}-énoncé FO et G une classe de graphes linéairement et locale-

ment FO-décidable. Alors le probléme MC(p,G) est décidable en temps linéaire.

Nous nous intéressons & un cas particulier de classes linéairement et localement FO-décidables :
les classes de graphes linéairement et localement clique-décomposables. Il s’agit d’'une générali-
sation naturelle des classes de graphes linéairement et localement arbre-décomposables de Frick

et Grohe.

Définition 143 (classe linéairement et localement clique-décomposable) Une classe de
graphes G est dite linéairement et localement clique-décomposable si elle est linéairement et

localement S-décomposable pour une hiérarchie S linéairement clique-décomposable.

Lemme 135 Toute classe de graphes linéairement et localement clique-décomposable est linéai-

rement et localement FO-décidable.

Preuve. Découle du Lemme 133. |

5.4.2 FEvaluation des requétes FO sur les graphes d’intervalles unitaires

Afin d’établir que le probléme d’évaluation des requétes FO sur les graphes d’intervalles
unitaires est calculable en temps linéaire, nous allons démontrer que la classe des graphes d’in-
tervalles unitaires (UIG) est linéairement et localement S-décomposable pour un ensemble S
linéairement clique-décomposable. Cet ensemble S sera la hiérarchie, notée DUIG, que nous

introduisons maintenant.
Définition 144 On note DUIG la hiérarchie suivante, basée sur le diamétre dans la classe UIG :
DUIG ={(G,k) : G € UIG et k > diam(G) + 2}

Lemme 136 La hiérarchie DUIG est linéairement clique-décomposable.

Preuve. (C’est une conséquence directe du lemme 129. O
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Théoréme 137 La classe des graphes d’intervalles unitaires UIG est linéairement et localement

clique-décomposable.

Preuve. Nous allons prouver que la classe UIG est linéairement et localement DUIG-décomposable.
Soient un entier k > 0 et G = (V, E) un graphe d’intervalles unitaires. Soit I une représentation
par intervalles unitaires de G et soit £ = (V, <y, ¢,b) la représentation en couches associée & I.
On désigne par Py ; 'ensemble de sommets {z € V : |c(z) —i| < k}. Nous allons démontrer que
la famille C, = {Py; : i € [nc(L)]} est une (k, 4k + 3, DUIG)-couverture de G et que celle-ci est
calculable en temps Og(|G|).

— Comme P ; est la réunion d’au plus 2k + 1 couches de £, on déduit, par le lemme 123, la
borne diam(G[Py;]) < 4k + 1. Par conséquent, on obtient (G[Py;], 4k + 3) € DUIG.

— Soit z un sommet de G. Par le lemme 123, pour chaque sommet y tel que distg(x,y) < k,
on a |e(x) — c(y)| < k. Par conséquent, on obtient N&(x) C Py ; pour i = c(x).

— Chaque sommet z appartient & au plus 2k+1 éléments de la couverture C. Par conséquent,
> i |G[Pril| < (2k+1)|G]. De plus, la couverture Cy, peut facilement étre calculée en temps
linéaire.

O

Le corollaire suivant découle des théorémes 137 et 134.

Corollaire 138 Soil ¢ une {E}-formule FO. Le probléme MmC(p, UIG) peut étre décidé en temps

linéaire.

5.5 Requétes logiques difficiles sur les graphes d’intervalles

Dans cette section, nous expliquons pourquoi le résultat de complexité de la section précédente

ne peut étre étendu ni aux graphes d’intervalles, ni aux requétes MSO.

5.5.1 Evaluer une formule du premier ordre est aussi difficile sur les graphes

d’intervalles que sur les graphes quelconques
Associer a un graphe quelconque un graphe d’intervalles

Nous allons maintenant associer a chaque graphe G = (V| E) un graphe d’intervalles uni-
taires G’ = (V/, E’) qui codera le graphe G. Nous supposons d’abord que I’ensemble des som-
mets de G est numéroté V = {1,...,n} et nous représentons le graphe G par le mot w(G) =
S$HULFHlo# ... 1, #$ on # et $ sont deux symboles spéciaux, appelés respectivement délimiteur et

extrémité, et I; est la liste e1,ea. .. ¢4, des arétes adjacentes au sommet j (d; est le degré de j).

Exemple 139 Pour G = (V,E) ou V ={1,2,3,4}, E = {a,b,c,d} el a =12, b =13, ¢ = 23,
d = 34, nous obtenons le mot w(G) = $H#abFHacH#bed#Hd#S.
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Remarque 35 Un symbole d’aréte est introduit pour chaque aréte de G : il représente [’aréte
dans w(G). Dans notre exemple, la liste des symboles d’aréte est a,b,c,d. Clairement, la taille
du mot w(Q) est |w(GQ)| = 2card(E) +n+ 3 = O(|G]) et le temps de calcul de w(G) a partir de
G est aussi O(|G]).

Nous associons maintenant au mot w(G) le graphe d’intervalles G’ = (V/, E’) ou V C V' et qui

est donné par la représentation par intervalles I suivante :

1. A chaque symbole d’aréte (resp. symbole délimiteur #, symbole d’extrémité $) a la position
p dans w(G), nous associons exactement deuz (resp. trois, quatre) sommets z; € V' |

1<i<2(resp.1<i<3,1<i<4),avec I(z;)=[p,p+1].

2. A chaque sommet v € V dont les deux symboles délimiteurs # sont aux positions p et p’

dans w(G), p < p/, on associe un sommet x € V' avec I(z) = [p,p’ + 1]

3. A chaque aréte e € FE dont les deux occurrences du symbole qui la représente apparaissent
dans w(G) aux positions respectives p et p’ dans w(G), p < p/, on associe un unique sommet

x eV avec I(z) = [p,p +1].
4. Il n’y a pas d’autres sommets dans G’ = (V', E) que ceux donnés par les clauses 1, 2 et 3.

Faisons d’abord quelques remarques préliminaires :

Remarque 36 La représentation I du graphe d’intervalles G’ est calculable en temps O(|G|).
En effet, le temps de calcul de I a partir de w(G) est évidemment O(Jw(G)|) = O(|G)).

Remarque 37 Pour chaque sommet x de G' = (V' E'), les conditions suivantes 1, 2 et 8 sont

équivalentes, par construction du graphe G’ :

1. I(x) est un intervalle unitaire ;
2. le sommet x est construit par la clause 1 de la définition ci-dessus de G’ ;

3. le sommet x admet au moins un sommet jumeau y dans G'.

Définir un graphe a P’intérieur de son graphe d’intervalles associé

En utilisant la logique du premier ordre, on veut interpréter le graphe G = (V, E) a U'intérieur
de son graphe d’intervalles associé G' = (V’, E’). Dans ce but, nous allons définir une liste de
{E’}-formules du premier ordre dont le sens est suggéré par leur nom, et dont les deux premiéres

sont :

Twin(z,y) =V2((z Z#x A2 #y) — (E'(z,2) < E'(y,2))
Unit(z) = Jy(z # y A Twin(z,y))
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Par ’équivalence 1 < 3 de la Remarque 37, la formule Unit(x) exprime le fait que I(z) est un

intervalle unitaire.
La formule suivante exprime le fait que la paire d’intervalles {I(z), I(y)} est de la forme {[p,p +

1, [p+1,p+2]}:

AdjUnit(z, y) = Unit(z) A Unit(y) A E'(z,y) A —~Twin(z, y)
Nous définissons les formules suivantes pour k =1,2,3,4,5 :

Twinsg(z) = Jzy ... Jzp(z =21 A /\ Twin(z;, z;))
1<i<j<k

et pour k=1,2,3,4:

Twing(z) = Twinsg(z) A = Twins g (x)

Par la clause 1 de la définition de G’ et la Remarque 37, pour chaque sommet 2 € V/, nous avons
Twing(x) (resp. Twing(x), Twing(z)) si et seulement si I'intervalle correspondant I(x) est de la
forme [p,p 4+ 1] ou p est la position du symbole d’aréte (resp. symbole délimiteur #, symbole
d’extrémité §) dans le mot w(G). Pour cette raison, on note encore cette formule Type,(z) (resp.
Typey (x), Types(z)).

On constate que, pour tout x € V'’ qui n’est pas associé & un délimiteur #, la formule suivante
du premier ordre, écrite ici sous une forme abrégée suggestive, exprime, pour tout y € V', que

Pon a linclusion I(x) C I(y) :

Inc(z,y) = Ner[z] € Nev[y]

La formule suivante exprime que I(z) est une extrémité de I(y), c’est-a-dire que I(y) est de la

forme [p,q + 1] et I(x) est de la forme [p,p + 1] ou [g,q + 1].
Bound(z, y) = (Typey(z) V Type,.(z)) A Inc(z,y) A 32(AdjUnit(z, 2) A ~Inc(z,y))

En effet si I(z) est [p,p+ 1] (resp. [¢, g + 1]), alors pour le sommet z qui vérifie I(z) = [p — 1, p]
(resp. I(2) = [q+1,q+2]), ona I(z) € I(y); alinverse, si I(z) est un intervalle unitaire [r,r+1]
avec p < r < ¢ alors les intervalles unitaires adjacents a I(z), [r — 1,r] et [r + 1,7 + 2] sont tous

deux inclus dans I(y).

La formule suivante exprime que I(a) et I(b) sont les deux extrémités (distinctes) de I(y).

Bounds(a, b, y) = Bound(a, y) A Bound(b,y) A =Twin(a, b)
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Pour finir, les {E’}-formules suivantes permettent de définir ’ensemble des sommets V et la

relation E d’adjacence du graphe G = (V, E) a l'intérieur du graphe G’ = (V', E’).
A(z) = JaFb(Typey(a) A Typey (b) A Bounds(a, b, x))
Op(z,y) = 323adb(Type,(a) A Type,(b) A Bounds(a, b, 2) A Inc(a,z) A Inc(b,y))

C’est ce que dit le lemme suivant, conséquence immeédiate de la définition du graphe G’ et des

remarques ci-dessus.

Lemme 140 1. Pour chaque sommet a € V', nous avons a € V si et seulement si (G',a) =
Alx).
2. Pour tous sommets a,b € V, nous avons {a,b} € E si et seulement si (G',a,b) E Op(z,vy).

3. Soit t la transformation G — G’ du graphe G en son graphe d’intervalles associé G'. Le
triplet (t, A, Op) est une FO-interprétation linéaire de la classe des graphes dans la classe

des graphes d’intervalles.

Preuve. Puisqu’on a prouvé les équivalences (1) et (2), il suffit de constater que la transformation
G +— @' se fait en temps linéaire : il faut supposer pour cela que le graphe d’intervalles G’ est
calculé sous forme de sa représentation I. On voit facilement que l'on a |I| = O(|G]) et que le

temps de la transformation est O(|I]) = O(|G|). O

On a donc prouvé le résultat suivant.

Théoréme 141 1l existe une FO-interprétation linéaire de la classe des graphes, notée GRAPH
(resp. de la classe des structures générales de signature fixée) dans la classe IG des graphes

d’intervalles.

Remarque 38 Il existe une FO-interprétation linéaire de la classe des structures générales de
signature fizée dans la classe des graphes non orientés. En effet, il est assez facile de construire
une FO-interprétation linéaire de la classe des structures générales (d’une signature fixée) dans
la classe des graphes mon orientés colorés (sur les sommets) et, enfin, une FO-interprétation
linéaire de cette derniére classe dans la classe des graphes. Cette derniére interprétation utilise

une configuration spéciale pour représenter chaque couleur.

Les résultats suivants expriment qu’il est aussi difficile d’évaluer une formule FO (et, a fortiori,

une formule MSO) sur un graphe d’intervalles que sur un graphe ou une structure quelconques.

Corollaire 142 Les problémes MC(FO, IG) et ENUM(FO, IG) sont aussi difficiles que les pro-

blemes MC(FO, GRAPH) et ENUM(FO, GRAPH), respectivement. Plus précisément,

1. Comme p-MC(FO, GRAPH), le probléme p-MC(FO, IG) est AW[x]-complet ;
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2. Si ENUM(FO, IG) est calculable en temps f(|p|)|I|¢ (ot I est la représentation du graphe
d’intervalles donné en entrée), pour une certaine fonction f et une certaine constante c,
alors le probleme ENUM(FO, GRAPH) est calculable en temps O(f(O(|¢]))|G¢), pour les

mémes f et c.

5.5.2 Evaluer une formule MSO est aussi difficile sur les graphes d’intervalles

unitaires que sur les structures générales

Pour établir cela, nous allons procéder en deux étapes :

— Nous donnons d’abord une MSO-interprétation polynomiale de la classe des structures
générales dans celle des grilles colorées ;

— enfin, nous exhibons une FO-interprétation linéaire de la classe des grilles colorées dans
la classe des graphes d’intervalles unitaires donnés par leurs représentations par intervalles

propres I.

Description d’une structure générale dans une grille colorée

Définition 145 (grille colorée) On appelle grille colorée m x n un graphe coloré G = (V, E, \)
avec V. = [m] x [n], E = {{(¢,7), (7, ")} € Po(V) : i =d'| +|j — j'| = 1} et une fonction (de
coloration) X : V — [k].

Lemme 143 [l existe une MSO-interprétation polynomiale de la classe des structures générales

(de signature fixé) dans la classe des grilles colorées.

Preuve. La remarque 38 permet de se ramener a la classe des graphes (non orientés). Soit un
graphe quelconque G = (V, E) avec V = [n]. On associe & G la grille colorée G' = (V/, E', \)
avec V' = [n]? et la coloration A : V' — {0, 1,2} définie comme suit :

~ a tout sommet ¢ € V', on associe le sommet (i,7) de couleur 1 dans la grille G’ : V est ainsi

représenté par I’ensemble des sommets “diagonaux” de la grille;

— a toute aréte {7,j} € E, on associe les deux sommets (7, ) et (j,7) de couleur 2 dans la

grille G';

~ tous les autres sommets de G’ sont de couleur 0.

La transformation G — G’ est évidemment calculable en temps polynomial. Il reste & définir
le graphe d’origine G' dans la grille colorée G’ a l'aide de formules MSO A(z) et Og(x,y)
A construire. Pour cela, on introduit plusieurs formules intermédiaires. Celles-ci sont données
ci-dessous avec des abréviations facilement exprimables en logique du premier ordre.

La formule path(A, x,y) que nous allons donner exprime que l’ensemble de sommets A (A
est une variable du second ordre monadique) est un chemin minimal (par inclusion des sommets)

de G’ entre les sommets z et y. Elle utilise la formule intermédaire suivante :
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path’(A, z,y) = card(Ng (y)NA) = INA(x) A\V2((A(2) Az # x Az # y) — card(Ngr (2)NA) = 2)

La formule path’(A, z,y) exprime que A est une réunion disjointe d’un chemin minimal de
G’ entre x et y et de i > 0 cycles minimaux (sans corde) de G'.
La formule suivante exprime que A est minimal pour Iinclusion par rapport a la propriété

path’(A, z,y) et donc qu'on a i =0 : A est un chemin minimal de G’ entre x et y.

path(A, z,y) = path’(A, z,y) A\VA' (A" C A — —path’ (A, z,y))

La formule square(x, y, z, t) exprime que (z,y, 2,t) est un cycle de longueur 4 de G'.

square(r,y, z,t) = E'(z,y) N E'(y,2) NE' (2, t) N\E'(t,x) N\x #£ 2 ANy # t

La formule line(A, z,y) exprime que A est un chemin en ligne droite (horizontale ou verticale)

de la grille G’ entre z et y.

line(A, z,y) = path(A4, z,y) A ~FudvIw3z(A(u) A A(v) A A(w) A square(u, v, w, 2))

On définit le domaine initial V' de G par la formule A(x) = A\(z) = 1.
On peut aisément voir que, pour tous sommets a,b € V, on a {a,b} € FE si et seulement si
(G',a,b) E Op(x,y) pour la formule

Op(z,y) =x #y ANJAIBIz(A(z) = 2 Aline(A, z, z) Aline(B, y, 2))

Ce qui achéve la preuve du lemme.

Description d’une grille colorée dans un graphe d’intervalles unitaires

Cette FO-interprétation est un peu plus compliquée que la MSO-interprétation précédente.
Elle utilise encore la notion de position dans le graphe G’ construit et de type a chaque position.
C’est le nombre de sommets de G’ a la méme position qui identifie le type (et la couleur éventuelle)
de cette position.

Soit G = (V, E, \) une grille colorée m x n avec V = [m] x [n] et A : V — [k].

On construit le graphe G’ = (V' E’) de la maniére suivante. D’abord, on associe & G un
ensemble de “positions” [3m+ 2] x [n+2] qui forment une nouvelle grille. L’ensemble des sommets
V' et 'ensemble des arétes E' de G’ sont définis comme suit.

Sommets de G : Pour chaque sommet x = (i,j) € [m] x [n] de couleur A(x) = [, on associe
dans G’
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— un sommet de “position” (37,j + 1) et de type “Vertex” destiné a représenter z;
— [+1 sommets de “position” (3i—1, j+1) et de type “Color” destinés a représenter la couleur
de x;
— | + 1 sommets de “position” (3i + 1,5 + 1) et de type “Color”, sommets symétriques des
précédents.
A chacune des positions suivantes (bords de la grille), on ajoute a G’ k + 2 sommets de type
“Bord”.
— aux positions (¢,1) et (i,m + 2), pour ¢ € [3m + 2], positions de type “Bord horizontal” ;
— aux positions (1,7) et (3m + 2, ), pour j € [n + 2], positions de type “Bord vertical”.
Arétes de G’ : On place une aréte entre deux sommets distincts z et y de V' de “positions”
respectives (i,7) et (i/,5') si et seulement si on a i = ¢, ou bien ¢/ =i+ 1 et j/ < j, ou bien
i'+1=detj<j.

De la construction de G’, on déduit immédiatement le lemme suivant :

Lemme 144 Deuz sommets de G’ sont jumeauz si et seulement si ils ont la méme “position®.

On construit un ordre linéaire de V', noté <;, strictement croissant selon 'ordre lexicogra-
phique des positions. Autrement dit, pour tous sommets x et 2’ de positions respectives (i,j) et
(7', 7") avec (i,7) <pex (7',7"), ¢’est-a-dire vérifiant i < i’, ou bien i =4’ et j < j/, on a x <y '

On constate d’abord la propriété suivante.

Lemme 145 Le voisinage fermé Neo[z| de tout sommet x de G' forme un intervalle, noté
[b(x),e(z)], de lordre <j.

Preuve. Soient x et 2’ deux sommets de G’ de positions respectives (7, j) et (7', j'). Par construc-
tion de G’, on a I'équivalence 2’ € Ngr[z] < (i — 1,7) <pex (¢,7") <iex (i + 1, 7). Cela implique,
par construction de 'ordre <; (croissant dans 'ordre lexicographique des positions), que le voi-
sinage fermé Ny |[x] est un intervalle de 'ordre <; vérifiant 1’égalité N [x] = {2/ € V' : b(x) <;
¥ <p e(x)} ou b(x) (resp. e(x)) est le sommet de position >, (i — 1,7) (resp. de position

<iex (1 +1,7)) qui est minimal (resp. maximal) selon <; pour cette condition. O
On rappelle que, pour tout sommet = € V', on note e(x) le plus grand sommet y € V' dans

Pordre <; tel que {z,y} € E'.

Lemme 146 La fonction x +— e(x) est croissante (aw sens large) pour Uordre <j.

Preuve. Soit M = 3m+2 (resp. N = n+2) le maximum des ¢ (resp. j) pour toutes les positions
(i,7) des sommets de G'. Pour un sommet z € V', on a deux cas : soit position(z) = (i, j) avec i <
M et alors on a position(e(x)) = (i+1, j) ; soit position(z) = (M, j) et alors on a position(e(z)) =

(M, N). On en déduit que, pour tous sommets = et y de G', si on a position(x) <, position(y)
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alors on a aussi position(e(z)) <j, position(e(y)). Le lemme découle de la suite d’implications

x <1y = position(z) <je, position(y) = position(e(x)) <je, position(e(y)) = e(x) <re(y). O

Lemme 147 1. G' est un graphe d’intervalles unitaires, de représentation par intervalles
propre I : V' — S, I(x) = [z,e(x)].
2. 1l existe un algorithme linéaire qui, pour toute grille colorée G = (V,E,\), calcule une

représentation par intervalles propre I de G'.

Preuve. A tout sommet z de V', on associe U'intervalle I(x) = [x,e(z)] sur la droite discréte

associée & 'ordre <;. On a les propriétés suivantes :
~ Pour toute paire z,y € V' de sommets distincts, on a {z,y} € E’ si et seulement si
I(x) N I(y) # 0 : En effet, supposons x <; y (le cas y <; x est symétrique). On a les

équivalences
{r,y} e ' & (y € b(x),e(x)| ANy >12) e x<;y<re(r) < [z, e(x)] N[y ely)] #0

— L’ensemble d’intervalles {I(z) : & € V'} est propre, c’est-a-dire il n’existe pas deux in-
tervalles I(x) et I(y) tels que x <7 y <y e(y) <; e(z) puisque la fonction x — e(x) est
croissante (au sens large) pour Vordre <j.

Par conséquent, on a établi que I, qui est une représentation par intervalles du graphe G’, est
une représentation propre : G’ est donc un graphe d’intervalles unitaires, d’apres la remarque 29.
O

Description de la grille colorée G dans le graphe d’intervalles unitaires G’

Dans la section précédente, nous avons défini la formule suivante qui exprime que deux

sommets sont jumeaux dans G’, c¢’est-a-dire sont & la méme position, d’apres le lemme 144.

Twin(z,y) =z £y AVz((z A2 Az #y) — (E'(z,2) < E'(y,2))

Nous rappelons les formules suivantes pour [ =2,...,k+ 3 :

Twins(z) = Jz1 ... Iz (e = 21 A /\ Twin(z;, z;))
1<i<j<l

Pourl=1,...,k+ 2, on a les formules :
Twin(x) = Twins;(x) A "Twins;4q(2)

Il est clair que I'on peut définir dans G’ le domaine V' de G. En effet, pour tout sommet a € V’,

on a, par construction de G, a € V si et seulement si (G, a) = A(x) avec A(z) = Twing ().
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Pour exprimer qu’un sommet de G’ est de type “Bord”, on définit la formule suivante :

Typeg(z) = Twingo(x)

Définition 146 (sommets adjacents horizontalement, adjacents verticalement) Soient
x et y deuzr sommets de G'. On dit que x et y sont adjacents horizontalement (resp. verticale-
ment) si x est a la position (i,7) et y est a la position (i',7") avec |i —i'| =1 et j = 7' (resp.

i=1det|j—7=1).
Le lemme suivant donne une caractérisation de 1’adjacence verticale.

Lemme 148 Soient x et y deuz sommets de G' vérifiant (1) et (2) :
1. l'un des deux sommets n’est pas de type “Bord horizontal” ;
2. aucun des deur sommets x et y n’est de type “Bord vertical”.

Alors, les sommets x et y sont adjacents verticalement si et seulement si © et y n'ont pas la
méme position et l'ensemble Ngi[x] — Negr[y] est constitué de sommets qui sont tous a la méme

position.

Preuve. = : Soient deux sommet z,y de G’ vérifiant (1) et (2). Supposons position(z) = (4, )
et position(y) = (i,5 + 1) (resp. (4,5 — 1)) avec 2 < i < M — 1. Alors tous les sommets de
Ngr[z] — Ngr[y] sont & la position (i — 1,7) (resp. (i + 1,7)).

< : On va prouver la contraposée de cette implication. Supposons que les sommets = et y
ne sont pas adjacents verticalement et ont des positions différentes. On doit montrer que les
sommets de Ngv[z] — Ngr[y] ne sont pas tous a la méme position. On a deux cas :
Premier cas : position(y) <je, position(z) : Comme x et y ne sont pas adjacents verticale-
ment, leurs positions respectives ne sont pas consécutives dans l'ordre lexicographique. Notons
position(z) = (iz,jz) et position(y) = (iy,jy). Soit z un sommet avec position(z) = (i, J.),
(ty, Jy) <tex (iz,J2) <iex (iz,Jz) €t (i,]-) étant le prédécesseur immédiat de (i, j,) dans l'ordre
<lez- On a i, <i, < N. On considére deux sommets 2’ de position (i, + 1, 7j,) et 2’ de position
(iz +1,7.), donc de positions différentes. On constate 'inclusion {2/, 2’} C Ng/[z] — Ngr[y).
Second cas : position(x) <je, position(y) : Le raisonnement est symétrique (inverser gauche avec
droite, haut avec bas, et inverser 'ordre <je;).

On a donc prouvé la contraposée, ce qui achéve la preuve du lemme. ]

Justifiée par le lemme précédent, la formule suivante exprime le fait que deux sommets x,y

qui vérifient les conditions (1) et (2) du lemme 148 sont adjacents verticalement :

E,(z,y) = “Twin(z, y) AVuVo({u,v} C Ngr[z] — Ner[y] = Twin(u, v))

L’adjacence horizontale est caractérisée par le lemme suivant.
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Lemme 149 Soient deuz sommets x et y de G’ qui ne sont pas de type “Bord”. Alors on a
l’équivalence entre (1) et (2).

1. x et y sont adjacents horizontalement ;

2. {z,y} € E' et il existe un sommet z ¢ Nev[y| adjacent verticalement a x.
Prewve. (1) = (2) : Supposons que x et y sont adjacents horizontalement dans G’ avec
position(z) = (4,7) et position(y) = (i + 1,7) (resp. (¢ — 1,7)). On a évidemment {z,y} € E'.
Soit z un sommet de position (i,7 — 1) (resp. (¢,7 + 1)). Par construction, on a z ¢ Ng/[y] et z
est adjacent verticalement & x.

(2) = (1) : Supposons qu’on a l'aréte {x,y} € E’ et un sommet z ¢ N [y] adjacent verti-
calement & x. On note position(z) = (4,j). On a donc position(z) = (¢, + 1) (resp. (3,5 — 1)).
Les sommets de Ng/[z] — N¢r[z] dont y fait partie, par hypothése, sont les sommets de position

(1 —1,7) (resp. (i +1,7)). Donc z et y sont adjacents horizontalement. O

Justifiée par le lemme précédent, la formule suivante exprime le fait que deux sommets x,y

qui ne sont pas de type “Bord” sont adjacents horizontalement :

Ep(z,y) = E'(z,y) A 3z2(Ey(x,2) A 2 ¢ Nerly))

On voit facilement (par construction de G’) que, pour tout sommet a € V, on a A(a) = i si et

seulement si (G',a) = ©),(z), pour la formule

O (%) = Jy(En(x, y) A Twins;y1(y))

et que pour tous sommets a,b € V, on a {x,y} € E si et seulement si (G, a,b) E Op(z,y) pour

la formule

Or(z,y) = Ey(x,y) V Fudv(Ep(z,u) A Ep(u,v) A Ep(v,y))

On ainsi établi que les formules A, ©f et ©), pour ¢ € [k], satisfont les conditions dune in-
terprétation de la classe des grilles colorées dans la classe des graphes d’intervalles unitaires. A

cause du lemme 147, on a donc démontré le résultat suivant :

Lemme 150 [ existe une FO-interprétation linéaire de la classe des grilles colorées dans la

classe des graphes d’intervalles unitaires, donnés par leurs représentations propres.

Des Lemmes 143 et 150, on tire par transitivité le résultat suivant.

Théoréme 151 [ existe une MSO-interprétation polynomiale de la classe des structures géné-

rales dans la classe des graphes d’intervalles unitaires.

169



Chapitre 5. Classes de graphes localement décomposables, graphes d’intervalles et requétes logiques

De ce théoréme, on déduit le méme résultat de complexité pour la classe UIG que pour la

classe des structures générales. C’est le corollaire suivant.

Corollaire 152 Pour chaque niveau X P (k > 1) de la hiérarchie polynomiale, on peut trouver

un {E}-énoncé MSO ¢ tel que MC(p, UIG) est 3y P-complet.

5.6 Conclusion

FEn donnant des restrictions sur la notion de classe de graphes linéairement et localement
arbre-décomposable, Frick | | a prouvé qu’on peut évaluer une requéte (M) de FO sur une
structure M d’une telle classe en temps O(|M| + |p(M)]). Au dela de ce résultat, une question
naturelle se pose : peut-on énumérer les solutions de (M) a délai constant ?

Par ailleurs, on note que la définition de Frick s’adapte aux classes de graphes linéairement
et localement clique-décomposables et s’applique alors a la classe UIG. On peut encore se poser
la question : peut-on énumeérer a délai constant les solutions de p(M) pour M appartenant a

une telle classe (ou seulement M € UIG) et une formule ¢ de FO?
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Chapitre 6

Conclusion

Nous récapitulons ici d’une part ce que nous estimons étre les apports principaux de cette
thése, d’autre part quelques questions ouvertes suscitées par ce travail et qui s’ajoutent a celles
déja présentées dans les chapitres précédents.

Nos contributions se situent principalement sur deux plans :

Les méthodes ques nous avons introduites ou systématisées

— des méthodes logiques : traductions et interprétations, réductions exactes, élimination des

quantificateurs et normalisation sur les structures finies, aux chapitres 2 et 4

— des concepts et des méthodes combinatoires : méthode de couvertures, représentants et arbres

de choix, algorithmes sur les hypergraphes au chapitre 2 ; représentation en couches, arbre

et ordre associés, pour les graphes d’intervalles unitaires, au chapitre 5.

Les résultats de complexité que nous avons obtenus pour les problémes de requétes

— des bornes optimales dans plusieurs cas : requétes FO sur les structures de degré borné,

requétes MSO sur les structures de largeur arborescente bornée, requétes cCQ7;

— des résultats de classification : classification dichotomique des requétes acycliques avec ou

sans inégalités, requétes logiques sur les graphes d’intervalles, etc.

6.1 Nos principales contributions

Un cadre de complexité pour I’énumération

FEn premier lieu, nos résultats s’inscrivent dans un cadre de classes de complexité que nous
avons introduites :
— les classes enum(f, g) pour les problémes d’énumération ;

— les classes dyn(f, g) pour les problémes “dynamiques”, dans un sens que nous avons défini.
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Nous avons, pour ces classes, défini une notion de réduction adaptée, la réduction exacte.
Nous avons démontré, pour cette réduction et ces classes, des propriétés de cloture. Ces classes
sont robustes a la fois parce que leur définition est assez indépendante de la définition du modéle

(pourvu qu'il utilise un acceés par adresse) et a cause de leurs propriétés de cloture.

Généralité/optimalité

Notre problématique de base est la question de I’énumération de requétes logiques avec di-
verses restrictions sur la logique ou les structures considérées. L’un des intéréts de ce point de
vue est de permettre d’obtenir facilement, pour divers problémes combinatoires difficiles (NP-
complets), des bornes supérieures de complexité pour ’énumération de leurs solutions & partir
d’un résultat général. C’est ce que nous avons fait tout particuliérement au chapitre 2, en exa-
minant de la fagon la plus fine possible la complexité de ’évaluation d’une requéte ¢(M), non
seulement en fonction de la taille de la structure M, mais aussi en fonction des paramétres,
nombre d’inégalités et nombre de variables, principalement, liés & la formule ¢ ; c’est aussi pour
cela que nous avons introduit les formules F—ACQ“”# Dans les deux cas (probléme d’énumé-
ration et probléeme dynamique) et de fagon trés similaire, nous avons mis a jour la nécessité et
I'importance de la notion de prétraitement (ou précalcul ou phase statique) mesuré par la fonc-
tion f. La composition de ce prétraitement et du calcul proprement dit, mesuré par la fonction g,
constitue le schéma d’énumération (resp. schéma dynamique), notion que nous avons introduite
et dont nous avons montré l'intérét et la robustesse. La contrepartie de la généralité de notre
méthode est qu’elle ne donne pas nécessairement la borne que peut donner une méthode ad hoc

pour un probléme combinatoire donné.

Méthodes logiques et combinatoires

Une méthode de base que nous avons utilisée dans I’évaluation de requétes logiques est une
forme d’élimination des quantificateurs (chapitres 2 et 4) : typiquement, nous ramenons, en temps
linéaire, 1’évaluation d’une requéte (M) a celle d’une requéte ¢'(M’) = p(M) ou ¢’ est une
formule ayant une variable de moins que ¢ et qu’on applique sur une nouvelle structure M’.
Nous avons construit, tout particuliérement au chapitre 2, des outils combinatoires (couvertures,
représentants, arbres de choix, etc), qui sont utiles & la fois pour cette élimination des quanti-
ficateurs et pour I’énumération des solutions des requétes. On peut penser que l'on pourrait se

servir de ces outils dans d’autres applications.

Classification des requétes conjonctives

L’une des principales contributions de la thése porte sur la classification de la complexité des

formules conjonctives (chapitre 2). Ceci est & comparer avec la caractérisation suivante obtenue
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par Grohe, Schwentick et Segoufin | | (sous I'hypothése P # NP) : Etant donnée une
classe de graphes G, le probléme MC(CQg) est décidable en temps polynomial si et seulement
si G est une classe de graphes de largeur arborescente bornée. Ici, CQg représente la classe des
formules conjonctives dont le graphe de Gaifman est dans G. De méme, si on note CQp g (resp.
cQ” m,s) la classe des requétes conjonctives CQ (resp. CQ7) dont 'hypergraphe est H = (V, E)
et dont I'ensemble des variables libres est S C V, nous avons démontré (sous 'hypothése que le
produit de matrice n’est pas calculable en temps linéaire) I’équivalence suivante : pour tout hy-
pergraphe acyclique H = (V, E) et tout ensemble de sommets S C V, le probléme ENUM(CQp 5)
(resp. ENUM(CQiH,S)) est dans CONSTANT-DELAYy;, si et seulement si I’hypergraphe H est

S-connexe par C-extension (voir la définition de cette notion au chapitre 2).

Constantes multiplicatives du temps linéaire

Notre méthode de calcul d’une requéte MSO ¢ sur une structure M de largeur arborescente
bornée (chapitre 3) nous a permis de mettre en évidence un contraste étonnant entre les deux
fais suivants : alors qu'il a été prouvé par Frick et Grohe | | (sous ’hypothése P # NP)
que, pour toute constante d et toute fonction élémentaire f, il n’existe aucun algorithme qui
décide, pour toute formule ¢ de MSO, la question (M) # 0 en temps f(|p|)|M|?, I'algorithme
d’énumeération que nous avons construit pour le calcul de (M) exécute d’abord un précalcul de
temps f(|¢|)| M|, pour une fonction f non élémentaire, puis énumere les solutions S € p(M), a
délai borné par c|S|, pour une constante ¢ indépendante de la formule . Puisqu’elle n’intégre
aucun paramétre caché, cette constante multiplicative du délai est petite intrinséquement et fait

fortement contraste avec la constante f(|¢|), intrinséquement énorme.

Complexité optimale

La principale originalité du chapitre 4 est d’établir le premier résultat optimal pour le calcul de
la j-éme solution sur une classe générale de requétes logiques (les requétes FO sur les structures
de degré borné) : un temps de calcul constant aprés un précalcul linéaire. Nous estimons que
c’est un cas plutot rare. En particulier, on ne peut pas calculer le nombre de k-chemins (chemins
simples de longueur k) d’un graphe G en temps Og(|G|°) pour une constante ¢ (indépendante
de k), sous 'hypothése communément admise FPT # #W/1] | |. Comme le probléme du
k-chemin s’exprime par une formule CCQ"ﬁ7 le calcul de la j-éme solution d’une requéte CCQ7§
n’est pas calculable aprés prétraitement en temps linéaire, ni méme O(|M|€), pour une constante
c indépendante de la formule ¢, ceci sous la méme hypotheése de complexité. Cela contraste avec
le fait qu’on sait énumérer a délai constant, aprés un précalcul linéaire, I’ensemble des solutions

©(M) d’une telle requéte.
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Complexité quasi-optimale et recherche dichotomique

De facon intermédiaire, on a prouvé que I’on pouvait calculer la j-éme solution S d’une requéte
MSO ¢(T') sur un arbre T' en temps O,(|S|log|T'|)n aprés prétraitement linéaire (chapitre 3).
De méme, il est facile de constater que 'on obtient un résultat comparable pour une requéte
CCAQ (sans inégalité) : un temps O, (log |M]|) aprés prétraitement O, (|M]). Dans les deux cas,
le terme logarithmique est di & une recherche dichotomique qui parait difficilement évitable.
Peut-on justifier ce facteur par un argument de la forme suivante : si on savait calculer la j-éme
solution (d’une requéte CCQ) en temps constant alors on pourrait tester en temps constant la
présence d’un élément donné dans un tableau trié.

Enfin, au chapitre 5, nous avons exhibé une nouvelle classe de graphes, la classe des graphes
d’intervalles unitaires, notée UIG, pour laquelle chaque énoncé FO est décidable en temps li-
néaire. Nous avons aussi montré que ce résultat ne peut s’étendre ni & MSO ni sur la classe des
graphes d’intervalles quelconques. L’intérét de ce chapitre est aussi qu’on y établit que la classe
des graphes d’intervalles unitaires a une largeur de clique localement bornée. C’est a partir de
cette propriété et en utilisant une adaptation d’'une méthode de Frick et Grohe | | que nous
avons prouvé notre résultat de complexité linéaire sur UIG. Rappelons qu’a notre connaissance
UIG est la seule classe naturelle de graphes a étre prouvée de largeur de clique localement bornée
sans étre ni de largeur de clique bornée ni de largeur arborescente localement bornée, 1a aussi de

fagon prouvée.

6.2 Récapitulatif des complexités des problémes de requétes

Nous récapitulons ici dans un tableau les complexités des problémes de requétes étudiés dans
cette thése, dans les quatre versions suivantes : model-checking, énumération, comptage et j-
éme solution. Intuitivement, et le tableau le confirme, ces quatre problémes sont de difficulté
croissante. Seul cas qui peut étre discuté, nous pensons qu’en général, le probléme de comptage
est plus difficile que celui de I’énumeération. Pour chaque résultat de la littérature ou qui en
est une conséquence directe, le tableau donne la référence de larticle ou il est prouvé. Les
résultats sans référence sont démontrés dans cette thése ou sont des conséquences immédiates
de nos résultats. Nous omettons, dans ce tableau, les requétes FO étudiées au chapitre 5, sur
les graphes d’intervalles unitaires principalement, puisqu’ils n’étudient que le probléme de leur
évaluation. La complexité des deux problémes marqués avec “ 77 (comptage et j-éme solution
pour les requétes ACQ) nous semble une question ouverte ; nous conjecturons qu’ils sont aussi
difficiles que pour ACQ7.

Le tableau ne mentionne non plus deux autres ensembles de résultats de la thése :

— des résultats sur la complexité combinée des requétes présentés aux chapitres 2 et 3;
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— des résultats sur la complexité des requétes FO ou MSO sur les graphes de largeur de

clique bornée ou de largeur de clique localement bornée.

175



9L1

MC(p) EnuM(p) CouNT(p) JTH(p)
FO (deg(M) < k) | linéaire | | CONSTANT-DELAY;;, | linéaire CONSTANT-TIME;,
MSO (tw(M) < k) | linéaire [ | LIN-DELAY;p, linéaire | | dyn(|M|,|S|log |[M])
CCQ linéaire | | CONSTANT-DELAY;;, linéaire dyn(|M|,log |M])
ccqQ” linéaire CONSTANT-DELAYy;;, #W][1]-complet | #WIl]-dur | |
ACQ linéaire | | délai O(JM|) ? ?
ACQ7 linéaire délai O(|M]) #W][1]-complet | #WIl]-dur | |
CQ(ctw(p) < k) | O(|Dom(M)[*+1) [CRO0] | enum(|Dom(M)[**, 1) O(|Dom(M)[*+1) dyn([Dom(M)[**!, log | M)
CQ7 (ctw(p) < k) | O(|[Dom(M)|F+1) enum (|Dom (M) [F+11) #W][1]-complet | #WI1]-dur [ ]
CQ, CQ” W[1]-complet | Wl]-dur | ] #W/[1]-complet | #W][1]-dur | ]

uoisnpuoy) -9 oayrdey”)



6.3. Quelques questions ouvertes ou prolongements

6.3 Quelques questions ouvertes ou prolongements

Dans les divers chapitres du manuscrit, nous avons présenté plusieurs questions ouvertes et
conjectures spécifiques a ces chapitres. Nous concluons maintenant en énoncant d’autres questions

ouvertes ou en suggérant des pistes de recherche de portée plus générale.

Classes de complexité pour I’énumération

Il serait intéressant de trouver des problémes complets pour les classes de complexité d’énu-
mération, les classes enum(f, g) et leurs variantes. Notons que, méme si la réduction exacte s’est
avérée utile pour établir nos bornes supérieures de complexité, elle nous semble trop stricte pour
pouvoir prouver des résultats de complétude sous cette réduction. On peut aussi se poser la

question de démontrer des théorémes de hiérarchie non triviaux pour les classes enum(f, g).

Temps global / délai d’énumération

Il serait pertinent d’exhiber un probléme, naturel ou non, dont I’ensemble des solutions soit
énumérable, dans un ordre fixé ou non, en temps total linéaire (en l'entrée + la sortie), sans
qu’il soit possible de le faire & délai O(]S|), pour chaque solution S, aprés un précalcul en
temps linéaire. Par exemple, peut-on trouver un probléme naturel qui soit énumérable & délai
constant et précalcul linéaire, pour un certain ordre, mais ne le soit pas (modulo une hypothése
de complexité) pour 'ordre inverse ? Un tel résultat serait & comparer avec le théoréme suivant
de Johnson, Papadimitriou et Yannakakis | | : on peut énumérer & délai polynomial et dans
Pordre lexicographique tous les stables maximaux d’un graphe, mais, si P # NP, on ne peut pas

le faire dans 'ordre inverse.

Comptage / énumération

Le probléme du comptage des solutions d'un probléme est dans certains cas plus “difficile” que
le probléme de ’énumération de ses solutions : par exemple, comme on 1’a évoqué ci-dessus, 1’énu-
meération des solutions d’une requéte CCQ7£ est de complexité “minimale” CONSTANT-DELAY;,
alors que, sous I'hypothése FPT # #W/1], le comptage des solutions d’une telle requéte n’est
pas calculable par un algorithme FPT (le parameétre étant la taille de la formule).

Réciproquement, quand le probléme du comptage des solutions d’un probéme est facile,
le probléme de I'énumération de ces solutions est-il lui aussi facile? Nous pensons que c’est
largement vrai dans la pratique, en nous appuyant sur les trois classes de requétes suivantes que
nous avons étudiées dans cette thése : les requétes MSO sur les structures de largeur arborescente
bornée, les requétes FO sur les structures de degré borné, les requétes CCQ. Dans les trois cas,

le probléme de comptage est linéaire et le probléme de I’énumération est dans LIN-DELAYy;, :
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Chapitre 6. Conclusion

a chaque fois, les algorithmes de comptage et d’énumération sont efficaces car ils s’appuient
sur des propriétés structurelles fortes de ’ensemble des solutions; intuitivement et de fagon
trés simplifiée, ’ensemble des solutions est une composition d’unions disjointes et de produits
cartésiens. Dans ce contexte, il est pertinent de se poser la question suivante : contrairement &
notre intuition, peut-on mettre en évidence un probléme naturel pour lequel on peut trouver un
algorithme efficace pour compter ses solutions mais pour lequel la question de leur énumération
est difficile 7

Classes de requétes a délai constant

Il serait intéressant d’exhiber de nouvelles classes de requétes dans CONSTANT-DELAYy;,, :
un candidat possible est la classe des requétes FO sur les classes de graphes linéairement et
localement arbre-décomposables (avec certaines restrictions) qui sont déja, comme 1'a prouvé

Frick | |, calculables en temps total linéaire en la taille cumulée de lentrée et de la sortie.
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Résumé

Cette thése est consacrée a ’évaluation de requétes logiques du point de vue de I’énumération. Nous étudions
quatre classes de requétes. En premier lieu, nous nous intéressons aux formules conjonctives acycliques avec
inégalités. Nous prouvons que de telles requétes logiques peuvent étre évaluées a délai linéaire en la taille de la
structure. Nous exhibons ensuite la sous-classe des formules connexe-acycliques pour lesquelles I’évaluation de
requétes s’effectue a délai constant aprés prétraitement linéaire. Nous montrons que cette classe est maximale
pour ce résultat dans le sens suivant : si le produit de deux matrices booléennes ne peut pas étre calculé en temps
linéaire alors toute requéte conjonctive acyclique est évaluable & délai constant aprés prétraitement linéaire si et
seulement si elle est connexe-acyclique. En second lieu, nous démontrons que toute requéte MSO sur une classe
de structures de largeur arborescente bornée peut étre évaluée a délai linéaire en la taille de chaque solution
produite aprés un prétraitement linéaire en la taille de la structure. En troisiéme lieu, nous prouvons que, pour
chaque requéte en logique du premier ordre sur des structures de degré borné, il est possible de trouver en temps
constant la j-éme solution dans un certain ordre aprés un prétraitement linéraire. Enfin, nous établissons que
les graphes d’intervalles unitaires ont une largeur de clique localement bornée. D’oit nous déduisons que tout
énoncé du premier ordre sur ces graphes est décidable en temps linéaire ; 14 encore, nous démontrons une certaine

maximalité de ce résultat.

Mots-clés: Complexité algorithmique, requéte logique, logique du premier ordre ou du second ordre, base de
données, requéte conjonctive, model-checking, énumération, temps linéaire, délai constant, largeur arborescente,

largeur de clique, hypergraphe, graphe d’intervalles unitaires.

Abstract

This thesis is dedicated to the evaluation of logical queries from the enumeration point of view. First, we
deal with acyclic conjunctive formulas with inequalities ; we show that such a query can be evaluated with linear
delay in the size of the structure : this improves a result by Papadimitriou and Yannakakis. Then, we exhibit a
subclass of acyclic formulas, so-called connex-acyclic formulas. Such queries can be evaluated with constant delay
after some linear time preprocessing. We show that this result is maximal in the following sense : if the product
of two boolean matrices cannot be computed in linear time then any acyclic query is computable with constant
delay after some linear time preprocessing if and only if it is connex-acyclic. Second, we prove that any MSO
query over a class of bounded treewidth structures can be evaluated with a linear delay in the size of each solution
after some linear preprocessing in the size of the structure. Third, we show that for each first-order query over
bounded degree structures, one can compute the j-th solution of the query in constant time after some linear time
preprocessing. Finally, we prove that unit interval graphs are of bounded local cliquewidth. Hence, we deduce that
any first-order statement over these graphs is decidable in linear time ; also, we show that this result is somehow

maximal.

Keywords: Computational complexity, logical query, first-order or second-order logic, database, conjunctive
query, model-checking, enumeration, linear time, constant delay, treewidth, cliquewidth, hypergraph, unit interval

graph.
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