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Chapitre 1

Introduction

Le développement des systémes informatiques est devenmpiexe que leur conception
ne peut étre basée uniquement sur l'intuition et I'expémsetiu concepteur.

Lintuition et I'expérience du concepteur, comptent biéndans la qualité de la conception
du systeme, mais l'aide deéthodes de modélisatiebprédiction de performancgsermet une
planification et une gestion plus systématique et moins gmébxlu systeme.

Pour prédire la performance d’un systeme et anticiper lesl@mes de performance avant
la construction d’'un premier prototype, il est donc fondatakde disposer de méthodes de
modélisation et prédiction de performance qui permettimtalyser et de comprendre le com-
portement du systéme. Les étapes de modélisation et pogdid performances sont appelés
par le terme générique&valuation de performance

L'évaluation de performance doit étre appliquée tout ag ldm cycle de vie du systeme, de
la spécification a I'exploitation. Chaque phase du cycleidedu systeme favorise I'utilisation
de certaines méthodes d’évaluation de performance. Siabtéles formalismes de modélisa-
tion et les méthodes de simulation sont plus utilisés daasete spécification, de I'autre cote,
I'observation est plus souvent employée apres la congtrudtun premier prototype.

L'évaluation de performance dans une seule des phases tudywie du systeme peut
engendrer des surcolts importants, des erreurs de conception découvertes durant la phase
d’exploitation peuvent entrainer la réécriture compléteygsteme.

Dans cette these nous nous sommes intéresseés a I'évaldajp@nformances des premieres
phases du cycle de vie de la conception des systémes infqueaiparalleles et distribués. Par
définition, de tels systemes sont modulaires et naturehemg@nds. lls sont trop complexes
pour étre traités par des méthodes traditionnelles d'étialn de performances, comme par
exemple une description directe sous la forme de ChainesatkoM

Nous nous intéressons donc a I'évaluation de performaneenaatieles avec tres grands
espaces d’états décrits par des formalismes de haut niveau.
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Du fait de la structure modulaire de ces systémes, ces mnodaotesouvent un comportement
presque autonomeeg., interactions entre les modules sont plut6t rares. Pouirdé® type de
comportement, Plateau a proposé le formalismBégeaux d’Automates StochastiqugaN-
Stochastic Automata Networl3R, 73].

Le formalisme SAN nous permet de modéliser le comportemgoname (modélisés par
des événements locaux) de chaque composant du systémerdansomate et l'interaction
entre les composants par des événements synchronisants.

L'objectif de cette thése est d’améliorer le formalis®&N par I'inclusion de nouvelles
méthodes numériques en temps continu et par la propositioredeprésentation tensorielle
compacte en temps discret.

Nous faisons, dans la section suivante, un bref rappel ddsoags d’évaluation de perfor-
mances connues dans la littérature.

1.1 Meéthodes d’evaluation de performances

L'évaluation de performances peut étre décomposée en dapesdistinctes : la mod-
élisation du systeme et la résolution du modéle. L'étape deétisation du systéme consiste a
développer une description formelle du systeme, alorsajtésblution du modeéle est une étape
numérique qui permet d’obtenir des indices de performaduesysteme.

1.1.1 Formalisme de modélisation

Les travaux les plus anciens viennent de I'analyse direesepdocessus stochastiques [97]
et plus généralement des Chaines de Markov [92].

Les Chaines de Markov sont un des formalismes de modélisiaioplus anciens et aussi
un des plus utilisés dans I'évaluation de performance. @usoit a temps continu ou a temps
discret, la description d’'un systeme consiste a définiressigement :

— les états du systéme (on se restreint a des systémes avembrerd’états fini) ;
— les transitions entre les états;;
— la temporisation des transitions.

Ces définitions nous permettent d’analyser le comportechgramique d’un systeme étant
donné que celui s’exécute dans un environnement aléat@gmplicité et la facilité de mod-
élisation des Chaines de Markov et les théoremes opératodn la théorie concernée, leur
permettent d’étre employées dans de nombreux domaineglidagions [32, 38, 45].

Cependant, lorsque le nombre d’états est important (ddrode millions d’états), il est
quasiment impossible d’envisager une modélisation dirsotis forme état-transition. La taille
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de I'espace d’états génére est parfois si grande que nagnsent on ne peut pas obtenir des in-
dices de performances du modéle, mais souvent la matricamigtton de la chaine de Markov
ne peut méme pas étre stockeée.

Pour cela, plusieurs techniques et formalismes de motiélsde haut niveau ont été dévelop-
pés au cours des derniéres décennies. Ces formalismestaveaw sont structurés, ce qui leur
permet de prendre en compte lI'aspect compositionnel aetroigique des systemes.

Vers la fin des années 50, avec les travaux de Jackson [57| &8],apparu une nouvelle
approche basée sur les réseaux de files d’attente [62]. kteerahes dans ce domaine ont
connu un formidable essor jusqu’a la fin des années 70, nogatnawec les travaux de Little
[63], Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [5], et Reiser @€nderg [78].

Cependant, le domaine d’application des réseaux de filetkedta classiques est assez re-
streint. La nécessité de traitement de problemes plus @xegl comme par exemple des sys-
temes avec synchronisation, a motivé des les années 70a¥afprochées en évaluation de
performance.

Une partie de ces approches ont abouti a des extensionsrdalieme de réseaux de files
d’attente, comme c’est le cas des travaux sur :

— les méthodes d’approximation de Chandy et Sauer [18] ebdetds [70] ;
— les réseaux a capacité limitée de Dalldork-join) [23, 24];

— les réseaux avec clients négatifs (réseaux généralisgs) [

— les réseaux avec contréle de décision [99, 60];

— les réseaux hiérarchiques [15].

Toutes ces extensions ont fourni des outils puissants pauotélisation de systemes d’at-
tente, cependant, leur domaine d’application continu @ &ativement restreinte a des sys-
temes d’attente.

D’autres approches ont adopté les réseaux de Petri [49 0mne formalisme de base en
ajoutant des extensions qui vont de simples temporisationstantes [81], jusqu’a des mécan-
ismes beaucoup plus sophistigués comme par exemple :

— les réseaux de Petri stochastiques [37];

— les réseaux de Petri stochastiques généralisés [3, 2] ;

— les réseaux de Petri colorés [50, 51, 59];

les réseaux de Petri stochastiques généralisés supeffbé

Dans les travaux sur les réseaux de Petri stochastiques, imtéresser spécialement au
travaux sur réseaux de Petri stochastiques a temps digéret9, 102, 82].

D’autres approches ont abandonné la notieenttéset deflot (respectivementlients et
routagedans les réseaux de files d’attentejetonset arcs dans les réseaux de Petri), pour
proposer une vision compositionnelle de sous-systemestguagissent entre eux (concept de
modeéles modulaires).



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ceciestle cas de:

— des algébres des processus stochastiques [67, 54] ;
— des réseaux d’automates stochastiques [74, 75, 34].

A partir de ces formalismes, il est possible de générer ltnetde Markov qui représente le
systéeme.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons plusyligrement au formalisme de
Réseaux d’Automates Stochastique§SAN- Stochastic Automata Networks).

Nous ne rentrerons pas dans une discussion détaillée swonmgaraison des différents
formalismes. Nous donnerons uniquement quelques élérdertemparaison en introduisant
les travaux précédents dans chaque partie de cette these.

1.1.2 Méthodes de résolution

Quelque soit le formalisme utilisé, nous cherchons a catadés indices de performance
sur le systeme étudié. Plusieurs méthodes de résolutibpsaposées dans la littérature. Parmi
ces méthodes de résolution nous pouvons faire la distmetitre :

— les méthodes analytiques [5, 62, 78] ;
— les méthodes numériques [86, 92];
— les simulations [96, 100, 12].

Dans le cadre de cette these, les méthodes de simulatioesams pas considérees.

Les méthodes analytiques sont les méthodes qui donnentolutéos sans passer par la
résolution numérique du systéme linéai@ = 0 ou () est la matrice de transition de la chaine
de Markov. Ces méthodes ont I'avantage d’éviter la resmiutiu systeme linéaire, systeme
généralement trés grand.

Par exemple, certaines chaines de Markov, de par leursteycnt des solutions avec une
forme produit. Les processus de naissance et mort sont uocaddg plus simple de ce type
de solution. Il est possible de trouver des solutions a fquroduit pour d’autres chaines plus
complexes que les processus de naissance et mort. Les gaigdetudiés sont probablement
les réseaux de files d’attente [28, 62]. D’autres solutiofts@e-produit sont connues en par-
tant d’autres formalismes de modélisation. Notammentoyesd réseaux de Petri stochastiques
[37] et réseaux de Petri stochastiques généralisés [3]ettat propriété. Plus récemment, pour
quelgues modéles des réseaux d’automates stochastigeeslution a forme produit a pu étre
trouvée [77, 42, 41, 40].

Les méthodes numériques peuvent étre partagées en deysegrou

— les méthodes numériques directes;;
— les méthodes numériques itératives.
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La littérature décrivant les méthodes numeériques de résolde systémes linéaires est tres
abondante [71, 86, 92].

Les méthodes numériques de résolution de systemes liaé@pmicables aux chaines de
Markov sont généralement des méthodes itératives. Lesoaésidirectes, comme la méthode
de Gauss [71], ne sont pas utilisables pour des modéles neéegiaille (nombre d’états) comme
ceux qui nous préoccupent ici.

Les méthodes itératives peuvent aller des méthodes siropfiesie la méthode de la puis-
sance, Jacobi, Gauss-Siedel et sur-relaxation succegsige’a des méthodes plus complexes
comme les méthodes de projection (Arnoldi, GMRES, Lancety, Le lecteur peut trouver
des descriptions trés précises de ces méthodes dans legyeside Stewart [92] et de Saad
[86].

Aux méthodes itératives, on peut ajouter aussi les méthddeslyse transitoire, comme
par exemple, la méthode d’uniformisation. Les méthodestitees pour I'analyse transitoire
utilisent le méme principe de la méthode de la puissance gatenir la distribution de proba-
bilité a I'instant de temps. Autrement dit, des multiplications successives d’'uneeacpar une
matrice.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons auxdesthamériques itératives,
plus particulierement aux méthodes de calcul de distrdsutransitoire du systeme.

1.2 Obijectifs de cette these

Les objectifs de cette thése s’articulent en fonction dexdees de recherche : les méth-
odes numériques et les formalismes de modélisation. Pagsggément, dans I'axe “méthodes
numérigues” nous abordons le probléme de détection du esgfiationnaire dans le calcul de la
disponibilité ponctuelle pour des modéles avec grand esgatats. Dans I'axe “formalismes
de modélisation”, nous proposons une représentationrieleacompacte pour le formalisme
SAN a temps discret.

Les principaux résultats de cette these sont :

— l'implantation et comparaison des méthodes de détectioégime stationnaire dans le
calcul de la disponibilité ponctuelle des modéles a grapa®s d’états stocké sous un
format tensoriel généralisé ;

— la définition d’'une algebre tensorielle complexe pour &N temps discret;;

— la proposition d’'un descripteur pour le formalisme SANm@ps discret.
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1.2.1 Plan de lathese

Cette these s’articule autour de trois parties. La prenpiarge, intituléMéthodes numériques
pour I'analyse transitoire, introduit les travaux réalisés sur le calcul de la dispibitéponctuelle
et des méthodes de détection du régime stationnaire en SAMN@Estcontinu. La deuxieme par-
tie, intitulée SANa temps discret est dédiée a la présentation et définition du formalisme SAN
atemps discret et, enfin, la troisiéme partie, intitDI€il de calcul : le logiciel PEPS, présente
les contributions apportées au logiciel PEPS.

Méthodes numeériques pour I'analyse transitoire

Le premier chapitre de cette partie de la thése (Chapitrait tdu formalisme de réseaux
d’automates stochastiques a temps continu. On présergenialisme de fagon informelle afin
de permettre la compréhension des modeéles développesettmpremiere partie de la these.

Le chapitre 3 présente les méthodes de calcul de la disfithfmnctuelle, de détection du
régime stationnaire ainsi que I'adaptation de I'algorigshufflepour la multiplication a droite.

Le chapitre 4 donne des exemples de modélisation de sysgijets aux défaillances util-
isant le formalisme SAN. Les exemples présentés dans cém@hapt pour but de fournir des
cas pratiques suffisamment représentatifs pour I'obterdes mesures numériques des méth-
odes de détection du régime stationnaire.

Le chapitre 5 dresse une comparaison de l'efficacité de rdéthde détection du régime
stationnaire. Cette comparaison est faite par rapport mbred’itérations et a la précision des
résultats sur les mesures obtenues sur les exemples damegsgjets aux défaillances.

SAN a temps discret

Le premier chapitre de cette partie (Chapitre 6) présenfiriralisme SAN a temps dis-
cret. La définition formelle donnée dans ce chapitre nousipede définir un modéle SAN et
d’obtenir 'automate global représenté par le modéle.

Le chapitre 7 définit une nouvelle algébre tensorielle (Epplgebre Tensorielle Complexe
Les propriétés de bases des opérateurs de cette algebrénsmuees. Dans ce chapitre on
propose une algebre tensorielle qui sera utilisée dansfiiaita# d’un descripteur compact
pour un modele SAN a temps discret.

Enfin, le dernier chapitre de cette partie (Chapitre 8) psepmn format tensoriel compact
(Descripteur Discretégal a la matrice de transition de I'automate global d'urdétie SAN et
donne des preuves de cette égalité.
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Ouitil de calcul : le logiciel PEPS

Le chapitre 9 présente un bref historique du logiciel PEPBré&tente aussi la nouvelle
structure du logiciel. Les motivations et la méthode de dpege sont également présentées.

Le chapitre 10 présente le nouveau langage de descriptimybiel PEPS dans sa version
2007. Nous abordons dans ce chapitre les problemes dessfangages face a la description
de systemes avec des composants répliqués. Pour faire aseproblémes, nous proposons
l'inclusion des nouvelles fonctionnalités et nous présest pour plusieurs cas-type, une facon
compacte de les décrire.

Conclusion

Dans la conclusion nous dressons un bilan de travaux dgy&dagans cette these, ainsi que
les travaux en cours. Pour terminer, nous parlons de travaurs.

Annexes

Deux annexes sontincluses dans ce document. La premicerea@st composée des tableaux
et graphes des résultats numeériques (nombre d’itératiqgané@sion de résultats) de 'ensemble
d’exemples utilisés pour tester les méthodes de détectia@gime stationnaire. Bien que les
principales conclusions soient extraites dans le chapjtr®us mettons en annexe ces chiffres
pour permettre au lecteur de vérifier les conclusions awmdé seconde annexe présente une
description de la syntaxe du nouveau langage de descrititogiciel PEPS de fagon a ce que
au lecteur puisse mieux comprendre les exemples présanédaithese.
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Chapitre 2

Formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) a temps continu

A cause de la nécessité de manipuler de grands volumes déefnécessaires pour mod-
éliser des systemes complexes, les recherches actuedtas @ trouver des solutions de plus
en plus rapides et performantes. Dans ce contexte, le fammaldes Réseaux d’Automates
Stochastiques (SANStochastic Automata Netwo)q3 2, 74, 34, 9, 89] propose des techniques
qui permettent de traiter la modélisation de systemes cexapl

Le formalisme SAN est basé sur le formalisme des Chaines dkoM#?2]. Néanmoins,
la modélisation de systémes complexes en utilisant le fisma des Chaines de Markov peut
parfois rendre impraticable la réalisation du modele aealasla complexité de sa description,
e.g, un systeme avec des centaines de millions d’états.

Ainsi, le formalisme des Réseaux d’Automates Stochassicpemtre d’'intérét de ce chapitre
fournit une facon compacte et performante pour la desone systemes complexes a grand
espace d'états, et des méthodes pour optimiser des s@gt@onnaires et transitoires. Ainsi,
le formalisme SAN associe des techniques qui visent a éin{ivu a réduire au maximum) la
difficulté de modélisation en améliorant la vitesse d’obitand’indices de performance, et en
facilitant la modélisation des systemes a grand espacatsl. ét

Un réseau d’automates stochastiques représente une dedifekov. En conséquence, les
propriétés des Chaines de Markov sont aussi applicablebjat’décrit par des Réseaux d’Au-
tomates Stochastiques. Le formalisme SAN permet la madi&isd’'un systéme complexe par
des petits sous-systémes presque indépendants de fagcayua seit possible le parallélisme
(quand les automates n’interagissent pas) et le syncimenjguand les automates interagis-
sent).

ILa présentation du formalisme SAN & temps continu donnés ckaghapitre est commune dans cette thése et
dans [87].
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12 TEMPS CONTINU

2.1 Description informelle des SAN a temps continu

Le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques arépdge par Plateau [72].
L'idée principale du formalisme SAN est de modéliser unéyst en plusieurs sous-systemes,
i.e, un systéme composé de modules. Cette modularité définike garmalisme permet le
stockage et la solution dg/stemes complexen faisant face au probleme dexplosion com-
binatoire de I'espace d’étatd e formalisme SAN est utilisé pour la modélisation de syss
agrand espace d'états

Chaque sous-systeme est représenté pautomate stochastiquees transitions entre les
états de chaque automate représentent les transitionprboassus stochastique a échelle de
temps continue ou discrete, grace a des distributions exyimiies ou géométriques respec-
tivement.

Il est intéressant de remarquer que tout modéle SAN peutgirésenté par un seul auto-
mate stochastique qui a tous les états possibles du systédwisé. Cet automate correspond
a la chaine de Markov équivalente au modéle SAN (SectioB,2ohage 19).

Les modéles SAN présentés dans ce chapitre peuvent étrerétéss dans une échelle de
temps discrete ou continue. Cependant, I'explicationseélemples présentés dans ce chapitre
font référence a I'échelle de temps contintaug d’occurrencg a la difference des modéles a
échelle de temps discretprébabilité d’'occurrencg Un modele SAN a échelle de temps con-
tinue géere une chaine de Markov a échelle de temps contiiM @G Continuous Time Markov
Chain), tandis qu’'un modele SAN a échelle de temps discréte gégechaine de Markov a
échelle de temps discrete (DTM®iscrete Time Markov Cha)nUne description formelle du
formalisme SAN a échelle de temps discréte, qui est le fasma d’'intérét de la deuxiéme par-
tie de cette these, sera présenté dans le chapitre 6. Déamsheste, on va adopter les notations
suivantes pour la définition de modeles SAN. Pour le tempsmamous allons présenter ce
qui se trouve dans [34, 9, 89].

O Soit
A i-eme automate d’un modeéle SAN, gti") est le premier automate ;
z® z-eme état de 'automatel™, ot 0) est le premier état de I'automate
AW
e I'identificateur d’un événement (local ou synchronisant)
e(m) I'identificateur d’'un événementavec une probabilité de routage

Les probabilités de routage ) sont utilisées quand un événement a plusieurs altersative
de transition. La probabilité peut étre omise dans le casleest égale a. De plus, la somme
des probabilités pour les transitions du méme événemetanpatu méme état local doit étre
égale al.

’Dans le contexte de cette thése, on utilise le caraet&@mme identificateur d’'un événement. Cependant
n’importe quel caractére peut étre utilisé pour définirdhdificateur d’'un événement.
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Dans ce qui suit, on va introduire les notions d’automated’@ténements, qui sont les
notions de base du formalisme SAN. Ensuite, on présentefeepts d’éléments fonctionnels,
ainsi que le concept de fonction d’atteignabilité et de fmmcindice de performance. Enfin, on
montre comment faire la génération d’'une chaine de Markartirg’'un modéele SAN.

2.1.1 Automates stochastiques

Un automate stochastique est un modele mathématique daiénsg qui possede des en-
trées et sorties discretes. Le systeme peut se trouver damselconque état ou configuration
interne. L'état dans lequel le systéme se trouve résumaiesmnations sur les entrées préce-
dentes et indique ce qui est nécessaire pour déterminempartement du systeme pour les
entrées suivantes [56].

Selon cette définition, on peut décrire un automate stoichiesstomme uensemble d’états
et unensemble de transitiorentre eux [75]. La désignation stochastique attribuée atx-a
mates signifie que le traitement du temps se fait par deshlasialéatoires, qui suivent une
distribution exponentielle sur une échelle de temps castiou une distribution géométrique
sur une échelle de temps discrete.

Graphiquement, un réseau d’automates stochastiques fpeueprésenté par un ensem-
ble de graphes orientés, ou chaque graphe est associé soumageitLesnoeudsd’un graphe
représentent letatsd’'un automate et learcsentre les états représententrinsitiond’un état
a l'autre.

L’ état localdu systéme modélisé par un SAN est I'état individuel de chaitomate du
modéle. Létat globald’'un modele est composé par I'ensemble des états locaux atpieh
automate du systeme modeélisé. Le changement de I'étatlglobsystéme est le résultat du
changement de I'état local d’'un (au moins) automate du neodel

Le changement d’un certain état local a I'autre est fait jmmclirrence des événements qui
provoquent des transitions. Les transitions sont des fwiesi qui indiquent la possibilité de
changement d’'un état a I'autre. Chaque transition est &ssacun ou plusieurévénements
Dans RG. 2.1, on présente un modéle SAN avec trois automates caenpééit indépendants.

Dans ce premier exemple, les automateés et .4®) du modéle possédent trois éfatha-
cun : les étate™, 1V et2(M) correspondent aux états du premier automate, les@tats® et
23 correspondent aux états du troisieme automate et I'autadidt posséde seulement deux
états0® et 1), Huit événements sont modélisés dans cet exemple : troreée@nts ¢, e,
etes) se produisent dans 'automatt! ; deux événements( etes) se produisent dans I'au-
tomate A ; et les autres trois événements, (e; et eg) se produisent dans I'automatt®.

Vu qu’il n’y a pas d’interaction entre les automates, la §olude ce type de modéle peut étre

3Indépendamment du choix des étiquettes des états locang dutomate, chaque état posséde une représen-
tation numérique récurrente de I'ordre de la modélisaiien,un état posséde une représentation numérique entre
les valeurs), 1,2, ...,n() — 1, oun() est le nombre d’états de 'automaté®).
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AWM A®? AB)

€1

€3 €s

€5 €4
€2 €7

Type | Even.| Taux | Type| Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc e1 a loc €4 5 ‘ loc €6 I

loc € 163 loc es A loc er o
loc es y

FIG. 2.1 — Modeéle SAN avec 3 automates indépendants

obtenue de maniére totalement indépendante pour chacauttesates,e., chaque automate
peut étre évalué individuellement et pour le systéme global une forme produit.

2.1.2 Evénements

L'événement est I'entité du modéle responsable de I'oenwwe d’une transition qui modifie
I état globaldu modele. Un ou plusieurs événements peuvent étre assaanéstransition. Une
transition est provoquée par I'occurrence d’'un des seseguénts.

Chaque événement doit avoir un taux de franchissement gbrob@bilité de routage. Le
taux de franchissement et la probabilité de routage peaventdes valeurs constantes ou fonc-
tionnelles (Section 2.1.3, page 16). Le non-déterminisnieede tirage des différents événe-
ments associés a une méme transition est traité par un ctanqport Markovieni.e., tous les
événements habilités peuvent se produire et leurs tauwadetfissement respectifs définissent
la fréquence avec laquelle ils vont se produire.

Deux types d’événements peuvent étre modeélisés par le isme&aSAN : événements-
cauxou synchronisants

Evénements locaux

Les événements locaux sont utilisés dans les modeles SANmpodifier I'état interne
(local) d'unseul automatesans que cette modification cause un changement d’étabdaes
automate du modéle. Ce type d’événement est particuligremeéressant, vu qu’il permet que
plusieurs automates aient un comportenparalléle, travaillant de facorindépendantentre
eux.
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Notamment, on peut observer des exemples d’événementsldaas FG. 2.1, qui contient
exclusivement par ce type d’événement.

Evénements synchronisants

Si les événements locaux sont trés simples a définir, leeévémts synchronisants, au con-
traire, sont plus complexes. Les événements synchrosishaingent I'état local ddeux ou
plus automatesimultanément,e., I'occurrence d’'un événement synchronisant dans un auto-
mateoblige 'occurrence de ce méme événement dans les autres autotoatneés. Il est
possible de modéliser I'interaction entre des automatestiigant des événement synchro-
nisants. Cette interaction se fait sous la forme de synimondans le tirage des transitions.

Un événement est classé comloeal ou synchronisanselon I'occurrence de l'identifica-
teur de I'événement dans I'ensemble des événements d’'un automate. Un événestetit
local si son identificateur est associé aux transitions geul automateSi I'identificateur d’un
événement est associé aux transitionpldsieurs automateget événement est classé comme
synchronisant

AN A®) AB)

€5 €4

L ()

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc €1 ‘ a syn | e 0 ‘ loc es I

€3

loc e 1] loc es A
syn | e gl

FIG. 2.2 — Modele SAN avec événements synchronisants

FIG. 2.2 est un modéele SAN modifié par rapport au modele présantefés. 2.1. Dans ce
nouveau modéle, les événementste, ne sont plus locaux mais sont des événements synchro-
nisants, car I'identificateur de ces deux événements ajpplarss deux automates. L'événement
es synchronise les automatgl?) et A de telle fagon & changer les états locaux de chaque
automate simultanémerite., 'occurrence de I'événement change I'état de I'automatd ")
de2® vers0™ en méme temps qu’elle change aussi I'état de I'autordéatede 23 vers0®).

De fagon analogue, 'occurrence de I'événemsgrihange I'état de 'automatg® de0® vers
13 en méme temps qu’elle change I'état de 'automéate de1® vers2(®),

Des événements synchronisants, ainsi que les événemeats:@euvent avoir des prob-
abilités de routage pour un méme événement. Les probahiléé&outage sont utilisées pour
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A

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc €1 ‘ « syn | ey ) ‘ loc €6 ‘ m

loc e B loc es A
syn €3 v

FIG. 2.3 — Modele SAN avec probabilités de routage

déterminer dans quelles proportions les transitionsratares possibles se produisent. Dans
FiGc. 2.3, I'événement synchronisanat peut déclencher deux transitions différentes. Ainsi,
I'occurrence de I'événement dans l'automate déclenche avec probabilit§ la transition
de I'état1® vers I'état2(®), et avec probabilité, la transition de I'état ® vers I'état0®).

2.1.3 Taux et probabilités fonctionnels

Une possibilité d’exprimer une interaction entre des auati@s est |'utilisation d’événe-
ments synchronisants. Une autre facon est I'utilisatiofodetions pour définir des taux et/ou
probabilités qui permet d’associer a un méme événememdreliffes valeurs déterminant son
occurrence en fonction de I'état local des autres autonthtesodéle. L utilisation de taux et
probabilités fonctionnels peut étre employée autant qee des événements locaux ou syn-
chronisants.

Les taux et probabilités fonctionnels sont exprimés pafaestions qui ont comme parameétres
des états courants des automates du modéte 24 présente une variation du modeéle présenté
dans KG. 2.3, ou I'événement; possede un taux d’occurrenfnctionnelau lieu d’un taux
d’occurrenceconstanti.e., I'événement; se produit avec un taux exprimé par la foncfigh.

Ici, (st A®) == 0) est la fonction caractéristique de I'ensemble d’états autbmate4® est
dans I'étai.

Ainsi, la fonction f; détermine un taux d’occurrence variable pour I'événemerfelon la
fonction f;, 'occurrence de I'événement se produira avec le taux suivant :

4Dans cette thése, les fonctions sont définies utilisanttatiom adoptée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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AWM A2 AB)

€2 es(m)

fi = (stA®) == 0) x « m = (stAD) == 1) T=1—m

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux || Type | Even.| Taux
loc fi syn €y 0 loc I
loc 8 loc es A syn o
syn v

€1
€2
€3

€6
er

Fic. 2.4 — Modeéle SAN avec taux fonctionnel

a silautomateA® est dans I'étap®)
fi=1<0 silautomated® est dans I'état®
0 silautomated® est dans I'éta®

Dans cette thése et pour définir les fonctions, on utilisesanbtations employées par le
logiciel PEPS (Annexe B). L'interprétation d’'une fonctiest I'évaluation d’'une expression de
langage de programmation non-tyjeég, langage C. Chaque comparaison d’une fonction est
évaluée a (vrai) ou0 (faux.

L'évaluation def; donne le résultat efauxquand I'automated® est dans les états® ou
23 i.e, la valeur résultant pour cette comparaisonzést qui annule la taux d’occurrence
de I'événement,. Donc, le taux fonctionnel associé au tirage de I'événemeast tel que, le
taux esty si I'état de I'automated®) est égal &) et nul, ce qui empéchera que I'événement
e1 puisse étre tiré, pour tous les autres cas.

Les probabilités de routage d’'un événement peuvent aussx@rimees par des fonctions.
La définition de fonctions utilisées pour exprimer les plaliigs fonctionnelles sont les mémes
gue les fonctions utilisées pour exprimer les taux d’oa@nee d’un événement.

Dans RG. 2.4, il faut observer que les probabilités de routaget » de I'événement, sont
aussi exprimées par une fonction. Comme on l'a dit précédamrta somme des probabilités
des transitions d’un événement a partir d'un méme état d@ttéujours égale a (100%).
Donc, de méme si les probabilités de routage d’'un événerahegprimées par une fonction,
cette caractéristique doit étre respectée.

_J1 silrautomated™ est dans I'étatV
"7 )0 silautomated® est dans I'étad®) ou2()
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0 silautomate4® est dans I'état (V)
Ty =
2 1 sil'automated® est dans I'étap™™) ou 2

Dans cet exemple, les probabilitéset , s’excluentj.e,, si le résultat de I'évaluation de la
probabilitér; est égal d, le résultat de la probabilité, sera égal &, et vice-versa. Cependant,
des probabilités exprimées par des fonctions n’ont pastwsij’obligation de I'exclusion.

2.1.4 Fonction d’'atteignabilité

Il y a un autre utilisation des fonctions pour la modélisataans le formalisme SAN :
la fonction d’atteignabilité Les expressions qui définissent la fonction d’atteigriigbgont
décrites de la méme fagon que les fonctions pour les tawobtpilités fonctionnels. Cepen-
dant, ce type de fonction a un réle différent dans le formadis

Comme lareprésentation d’'un modele SAN est faite de facatulage et I'automate global
(équivalent a chaine de Markov) est composé de la combimdistous les états des automates
du modele (Section 2.1.6, page 19), il faut déterminer unetfon sur le modele global qui
définit lesétats atteignabledu modéle SAN.

La définition de quels états peuvent &teeignable®uaccessibledans un modéle SAN est
donnée par ldonction d’atteignabilité Jusqu’a présent, la fonction d’atteignabilité est définie
par l'utilisateur. Il faut aussi remarquer que la fonctidattkignabilité pourrait étre calculée a
partir d’'un état initial et de transitions définies par le raled

Cette fonction utilise les regles adoptées pour la défimities taux et probabilités fonction-
nels.

La notion de fonction d’atteignabilité est plus claire siioragine, par exemple, un mod-
ele de partage de ressources aeclients distincts qui partagerft ressources communes
identiques entre elles. Ce systeme peut étre modélisé flamealisme SAN en utilisant un au-
tomate avec deux états pour chaque client. Létaindique que la ressource n’est pas utilisée
par le client;, tant que I'étatl® indique que la ressource est utilisée par le cliefitest facile
d’'imaginer que s’il y a plus de clients que de ressouréés( R), I'état global qui représente
tous les clients utilisant une ressource ne pourra pas sklipeo Les états qui possedent telle
caractéristique sont nommes éiats non-atteignablest doivent étre éliminés du modéle par
la fonction d’atteignabilité La probabilité du modeéle se trouver dans quelconque detaes é
est égale aéra La fonction d’atteignabilité correcte pour le modéle detgpge de ressources
décrit ci-dessus est

reachability = nb [AY . AN 1 < R

Ainsi, la fonction d’atteignabilité représente un conciepportant dans la description de

SNotation utilisée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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modeles SAN. Néanmoins, la complexité de certains modé&esrendre la description de la
fonction d’atteignabilité difficile a réaliser.

2.1.5 Fonction a intégrer

Une autre utilisation des fonctions dans la modélisaticecde formalisme SAN est |'u-
tilisation defonctions a intégrerUne fonction a intégrer est utilisée pour I'obtention diice
de performance ou de fiabilité moyens sur le modéle. Cesitmscévaluent, par exemple, la
probabilité du modele SAN de se trouver dans un état doniéul@aun indice de performance
moyen revient & intégrer cette fonction suvkxteur de probabilitétationnaire ou transitoire
du modéle.

Par exemple, avec le modele de partage de ressources (wita section 2.1.4), on peut
définir la fonctionu pour déterminer la probabilité de 'automate!) de ne pas utiliser une
ressource (quand I'automatk!) se trouve dans I'étdt").

u = (st(A(l)) == O)

Toutes les fonctions utilisées dans les modéles SAN sonitede la méme fagon, ce qui les
différencie est 'utilisation de chaque fonction dans ledele.

2.1.6 Construction de la chaine de Markov équivalente

Bien qu’un modele SAN soit représenté par un ensemble dizates, il peut aussi étre
représenté par useulautomate qui contient tous les états globaux possibles dielmoCet
automate est une représentation de la chaine de Markov thnsysnodélisé [35]. Une autre
représentation est sa matrice de transition, ou bien leigésar qui sera calculé ultérieurement
(Section 2.1.7, page 21).

Dans cet automate global, il n’y a plus d’événements symibamts, mais seulement des
événements locaux. Les arcs de cet automate global sonetgpar les taux d’occurrence des
événements et les probabilités de routage. Les duréesidenés dans chaque état sont des
variables aléatoires de distribution exponentielle. D@nan instant de temps, le changement
vers un état suivant ne dépend que de I'état courant et pasrmastécoulé dans cet état.

La représentation graphique de la chaine de Markov équialkest un graphe états-
transitionsqui représente I'automate global du systeme. Les étatsceiae de Markov sont
formés a partir du produit cartésien des états locaux deuehagtomate du modele SAN. Dans
FIG. 2.5, on présente la chaine de Markov (CTMC) équivalente adete présenté dansd-
2.4, en supposant que I'état global initial est égad@

Pour représenter clairement les états de la CTMC équiglentomet les indices de chaque
automate, en supposant que le chiffre le plus a gauche espiedi&tat du premier automate et
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le chiffre plus a droite représente I'état du dernier autema., I'état 201 est équivalent a I'état
2 dans 'automated™), 0 dans 'automated® et 1 dans I'automated®.

«Q

(1)
R
- )

FIG. 2.5 - CTMC équivalente au modéle SAN dans.R2.4

Le formalisme SAN propose une vision modulaire du systeroes gue la CTMC équiv-
alente (ou l'automate global) représente une vision “edistte” (mais potentiellement tres
grande) du méme systéme. Le générateur infinitésimal dedwsine de Markov est représenté
directement par une matrice, dont la taille est exprimédgpaombre d’états atteignables du
modéle. Comme on peut I'observer dans 2.4, il y a seulement 16 (sur 18) états atteignables
dans le modele. Les état®2 et 012 ne sont pas représentés, vu qu’ils ne sont jaraiis
teignabledans le modéle (en faisant des tirages successifs dedimaagiossibles du modele,
on n'atteint jamais ces deux états).

Vu que le formalisme SAN propose une représentation maeutiai systeme, la représenta-
tion du générateur infinitésimal de la chaine de Markov é&jeite au modéle SAN peut aussi
étre exprimée de fagon modulaire. Conséquemment, au liéaldention d’'une seule matrice
de transition, on a un ensemble petitesmatrices pour chaque automate de taité’)?, ol
n est le nombre d’états de 'automate”). L'obtention du générateur infinitésimal a partir de
cet ensemble de petites matrices est exprimée par un foemsdriel, qui est aussi nommdé-
scripteur MarkovienDans ce qui suit, on va démontrer comment on peut obtenedergbteur
Markovien a partir d’'un modéle SAN.
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2.1.7 Descripteur Markovien

En plus de faciliter la description des modéles, un des agastdu formalisme SAN est de
générer automatiquement et d’'une fagon compacte le généiafinitésimal) de la chaine de
Markov équivalente du modele. Cette facon compacte deseptér le générateur infinitésimal
est une formule mathématique nomnu&scripteurMarkovien [35, 73].

La formule du descripteur Markovien est basée sur I'algémsorielle. Quand le modéle
utilise des taux et/ou probabilités fonctionnels, il espératif d’utiliser I'algebre tensorielle
généralisée pour la représentation du descripteur Magkow@ependant, I'utilisation de I'al-
gebre tensorielle généralisée ne change rien par rappartstucture de la formule du de-
scripteur. D’autres formalismes, tels que les Réseaux tieRechastiques Généralisés [31] et
I'Algebre de Processus [55] par exemple, utilisent desrtiegles similaires pour représenter le
générateur infinitésimal d'une chaine de Markov d’'une fagmmpacte et performante.

AWM A®@)

e3(m) 1 es e
63(772)
€2
Type | Even. | Taux fi=(stA® ==0) x
loc €1 fl o
Syn eo ﬁ ™ = 0.4
syn es3 1 my = 0.6

Fic. 2.6 — Modéle SAN

Pour simplifier la démonstration de la génération du detauripMarkovien d’un modéle
SAN, on va utiliser I'exemple présenté dansF2.6, ou I'état global initial est égal@. Ce
petit exemple a six états potentiels, mais seulement tessetats sont atteignables(, 10 et
21.

La chaine de Markov équivalente au modele montrée demsZ6 est présentée danssk
2.7. 11y a seulement trois états atteignables, et le chargede I'état global0 vers I'état10
est exprimé par le taux fonctionngl.

A partir de ce petit exemple, on montre comme s'obtient lecdgur Markovien d’un
modeéle SAN. La formule mathématique qui représente le gesar est décomposée en deux
parties :locale et synchronisanteLa partie locale représente les transitions des événsment
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FIG. 2.7 — CTMC équivalente au modéled: 2.6

locaux des automates du modele, tandis que la partie symshrde représente les transitions
de chaque événement synchronisant.

Par rapport a partie locale, a chaque automate est assacigaitnice nomméé)l(i), qui
regroupe toutes les transitions des événements locauad®iated®. La partie locale du
descripteur est représentée par la matéigeyui est définie comme la somme tensorielle des
matrices locales de chaque automate. Pour 'exemple géedans FG. 2.6, la partie locale du
modéle est représenté par :

- 1 0
0 0
Q=0"eQ"={ 0 00 @(o o)
g9
0 0 0 g

Chaque matricegl(i) a la taillen;, ol n; est le nombre d’états de I'automat€®. Il est

intéressant de remarquer que la matﬂ;f@ est une matrice nulle,e., tous les éléments sont
égaux a zéro, car lautoma® (FiG. 2.6) ne posséde pas d’événements locaux.

Les matrices locales sont formées a partir des transitaads de chaque automate. Ainsi,
I'élément sur la ligne et la colonng de la matrice représente la transition de I'étegrs I'état
j de 'automate. Cet élément possede le taux (constant otidoanel) de I'événement local qui
correspond a la transition entre les états de 'automagétdent diagonal (lignei, colonnei)
représente I'ajustement de telle maniére que la somme dégs@léments de la ligne soit égale
azéra L'état global01 n’est pas un état atteignablel@ 2.7). Donc, la transition de I'étatl
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vers11 ne se produit pas. Ainsi, la fonctigh est évaluée & pour I'occurrence de I'événement
dans I'état01. En utilisant la somme tensorielle généralisée [35] panlsténtion de la matrice
(;, on a la matrice suivante :

Q=

cNelloNaollole
cNolloNollole
eoNelloNe]iele
oNelloNelielNe

oNelloNel e
cNeolloNallalje)

A la différence de la partie locale du descripteur Markowiem est obtenue d’une fagon
directe (une matrice pour chague automate du modéle), i ggnchronisante est composée,
pour chaque événement, de deux ensembles de matposgiveset négatives

Les matrices positives représentent I'occurrence deseéwénts synchronisants, tandis que
les matrices négatives représentent I'ajustement didgboac, chague événement synchro-
nisant est associé a une paire de matrice (positive et Réabur représenter son occurrence
pour chague automate concerné. Les matrices positivegatives synchronisantes associéees
a l'automatei possedent aussi la tailte (en fonction du nombre d’états de chaque automate
A),

La matrice positiv&)g représente I'occurrence de I'événemeptdans I'automated®.

k .
Pour 'exemple dans IE. 2.6, le modele SAN a deux événements synchronisastst es.
Donc, les matrices positives pour les événements syndaots de ce modele sont :

0 0|0 0/0 O
0 0|0 0|0 O
00 0
JPRCINGS 01\ |0 0/0 0[0 73
Qo =0 ©9; = 885 ®(0 o)_ 0 0/0 0[0 O
! 0 0/0 0|0 O
0 0|0 0|0 O
o o/ 0o o|lo o
o o/ 0 o0lo o
O 0 0
A0 @ O 0oy | 0O O 0 0|O0O
Qg =C@y00;=1 0 00 ®(1 o)_ 0 0/ 0 0/0 O
pmpmz 0/ 0O 0/ 0 0/0 O
pmy O pume 010 O

Les matrices positives sont remplies de la méme facon quedéesces locales, ou I'élément
1j représente la transition de I'étavers I'état; de 'automate. Cependant, un événement syn-
chronisant concerne deux ou plusieurs automates. Doncgpague événement synchronisant,
il faut associer deux (ou plus) matrices pour représenteclirrence de cet événement.
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On peut prendre la convention que la matrice positive cpoedante a I'automate de plus
petit indice de I'événement recoit le taux d’occurrence 'degénement. Les autres matrices
des automates concernés de cet événement synchronisaneneda valeurl pour chaque
transition entre les états locaux. Par exemple, pour I'érént synchronisant, la matrice
positiveQS} recoit le taux d’occurrencg dans la positiori2 (ligne 1, colonne2) équivalent

2

a la transition de I'état vers I'état2 de 'automateA(V) ; et la matrice positive’g(? recoit la
)

valeur1 dans la positioi1 pour représenter la possibilité de la transition de I'éteers I'état
1 de 'automated® (cf. FIG. 2.6).

De facon analogue, on met en place les transitions globalad’@vénement synchronisant
e3. Néanmoins, cet événement possede des probabilités @dgeoiui doivent apparaitre dans
les matrices. Ainsi, les probabilités et 7, apparaissent dans les positions des matrices équiv-
alentes aux transitions qui causent le changement d’étaudemate.

L'exemple présenté dansd- 2.6 est un petit modele SAN, ou les deux événements syn-
chronisants:; et e; apparaissent dans tous les automates du modele. Pour aeplexelus
complexes, ou un événement synchronisant n’apparait pasalas les automates, les matrices
positives et négatives de cet événement sont égales a esadentités i.e., des matrices qui
conservent I'état de 'automate pour les automates nonecogs par I'occurrence de I'événe-
ment.

La somme de toutes les matrices positives des événemerdbregisants représente la
matrice positive de la partie synchronisante du descnipéukovien,i.e., pour cet exemple, la
partie positive du descripteur est représentée par lacedjri: qui est la somme des matrices
positives@e; eth; des événements synchronisastet e; respectivement.

o ol o o0lo 0
o ol o olo o
0 0/ 0 0/0 73
Qv =Qey +Qr =1 o ol 0 o0l0 0
0O 0l 0 0l0 O
pury O pume 010 O

Les matrices négatives des événements sont obtenues deafaeoque la somme des ma-
trices positives et négatives soit des matrices dont la sodes éléments de chaque ligne soit
€gale a 0. Les matrices négatives possedent des élémemisls@ur les positions diagonales.
Les matrices négatives pour les événements synchronisagtts; sont :

0 0|0 0|0 O
0 0|0 0/0 O

0 0 0
_ A 2 _ i 10y | O0O0-80]00
;=93 5% =2 7 0 ®(o o)_ 0 0[]0 0/0 0
! 0 0/0 0[O0 O
0 0|0 0/0 O
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0 0/0 0|0 O
0 0[]0 0/0 O

00 O
_ A 2 _ O 0y | 000 OjO0O O
Qi =959% g2 2 ) ®(o 1)_ 0 0/o 0lo o0
w/e 0 0[]0 0/0 O
0 00 0/0 -

La partie négative est aussi obtenue par la somme de tostemteices négatives des événe-
ments synchronisants. Donc, la partie négative du desaripst représenté par la matrige- :

0 0/0 0[O0 0
0 0/0 0/0 0

B | oo/ 0f0 0
Q-=CQ; +@5 =1 9 0lo 0|0 o0
0 00 0/0 0

0 0/0 0/0 -

Le descripteur Markovien est représenté par deux partesald et synchronisante. La partie
locale, représente les transitions locales et la partie synchantesdivisée en la partie pos-
itive Q.+ et la partie négativé).-, représente les transitions des événements synchranisant
Donc, le descripteuf) qui représente un modele SAN est obtenu par la somme de siespar

-« 0] «a 0|0 O

0O 0] 0O 0]0 O

B | 0 0[5 00
Q_QI+Q8++Q6__ O O O O 0 O
0O 0] 0O 0j]0 O

pumy O pume 010 -u

Comme le descripteur Markovien sera représenté dans urafaemsoriel, il est important
de remarquer que seulement les matrices Ioc@j@ﬂ les matrices positive@(ﬁ et négatives
fo_) des événements synchronisants sont stockées. Ainsinseniées petites matrices de taille
n; sont manipulées en permettant d’avoir une représentatimpacte et structurée du modéle.
Généralement, le descripteur Markovi@m'’est pas représenté de fagcon entiére, sachant qu'il
y a des méthodes numériques performantes pour utilisest@igeeur dans un format tensoriel
[35, 8].

2.2 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le formalisme SAN a tempsacgitses principales car-
actéristiques. Le formalisme a comme principal atout umeatéhe modulaire pour décrire un
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systeme. De plus, l'utilisation d’éléments fonctionnetdq que des taux et probabilités fonc-
tionnels) permet une plus grande flexibilité au formalisroarg’expression des interactions
entre les composants du systéme.

On a aussi expliqgué comment un SAN représente une chaine d@wlat comment un
modele SAN peut étre représenté de une fagon compacte demstegte. Cette facon compacte
de représenter un modeéle est possible grace au format ielrbogénérateur de la chaine de
Markov équivalente au modéle SAN.



Chapitre 3

Disponibilité ponctuelle

3.1 Introduction

Ces derniéres années, s’est développé un intérét cropssaintes méthodes d’analyse tran-
sitoire dans le domaine des systemes sujets aux défadlaAgec la croissance rapide de la
taille mais aussi de la complexité de ces systémes, 'clbtede mesures de performance tran-
sitoires, comme fiabilité et disponibilité, sont souvetificiies a obtenir.

Les méthodes pour I'obtention de mesures de performanasitivaes sont de deux types :
celles qui utilisent des modeles qui ne sont pas basées sueprésentation par états et celles
qui le sont.

Les méthodes qui ne sont pas basées sur une représentatéintpg.g, Diagrammes de
Blocs(Block Diagram3$ ou Arbre de FautegFault Tree$ [11], font I'hypothése de I'indépen-
dance entre les composants du modéle, ce qui, malheurensemgéche leur application a
la plus grande partie des systémes ou, non seulement leseetdes défaillances sont dépen-
dantes entre elles, mais les réparations sont aussi dégeada

Les méthodes du deuxieme type décrivent les modeles paseméte d’'états, typiquement
des modeles utilisant le formalisme de Chaines de Markovio@ealisme est couramment
employé pour la modélisation et I'obtention de mesures d®prance de systémes complexes
avec un haut niveau d’'interdépendance.

Toutefois, cette approche comporte deux désavantagestamgs:

— la modélisation des systémes complexes a partir des piésos et des spécifications du
systéme sont assez difficile;

— l'obtention de solutions analytiques pour les distribos transitoires d’'un modéle avec
grand espace d’états n’est connu que pour un trés petit rodebsystemes.

En effet, I'espace mémoire requis et le temps nécessairefi@@muemment trop impor-
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tants pour résoudre des modeles réels, comme peuvent steatte myriade de techniques
numériques qui essaient de traiter ce probleme [92].

Toutefois, 'emploi de formalismes de haut niveau commeRéseaux de Petri Stochas-
tiques Stochastic Petri Nets - SBN31], les Réseaux d’Automates Stochastiques [73] et les
Algebres de ProcessuBrpcess Algebrg55] permettent une modélisation du systeme de facon
intuitive et exacte.

A partir de ces formalismes, avec des hypothéses de loisnsémmire, I'emploi de méth-
odes comme I'Algebre Tensorielle (classique ou généglisdles MDD Multivalued Decision
Diagram) permet le stockage du générateur infinitésimal de la chdéridarkov sous-jacente
de fagcon compacte. Plusieurs méthodes ont été développéed gbtention de mesures de
performance de facon a profiter de la représentation texisoj94, 35] et des MDD [21].

On s’intéresse dans ce chapitre a I'obtention des soluaoa$ytiques pour des distribu-
tions transitoires, telles que des mesures de dispogiledifiabilite. On définit les mesures de
disponibilité (AV) comme la somme des éléments de récompense de la fom¢tjosur une
distributionr :

AV = Z'r(i)w[i] (3.1)

La fonctionr(i) a la valeurl lorsque I'étati appartient a I'ensembl& P et la valeur0
lorsqu’il appartient & 'ensembleOW N. L'ensemble d’étaté/ P est défini comme I'ensemble
d’états ou le systeme est en état de marche et 'ensembksi/éO1V N est défini comme
I'ensemble d’états ou le systéme est en panfi¢est lei-eme élément du vecteur de probabilité
.

Comme on peut le voir sur I'équation (3.1), une fois la fonictile récompense définie et le
vecteur de probabilité obtenu, le calcul de la disponibilité est assez simple etrpasolteux.
En effet, la partie la plus colteuse de ce calcul est priteipant I'obtention du vecteur de
probabilité de la distribution (stationnaire ou transiédidu modele.

Le plus souvent, les mesures de performance, parmi lesgukds mesures de disponibilité
et fiabilité [95], sont basées sur la distribution statiarede la chaine de Markov, car il existe
des techniques de résolution tres efficaces pour I'obtet#ola distribution stationnaire de la
chaine.

Par contre, I'obtention des mesures de disponibilité peeile (P AV') sont beaucoup plus
difficiles a avoir, car le nombre d’itérations nécessaim@srgalculer la distribution transitoire
liee aux mesures de disponibilité ponctuelle peut étreitmgsrtant.

Plusieurs méthodes ont été développées pour I'obtentiorederes de disponibilité ponctuelle.
Souza e Silva et Gail ont été parmi les premiers a propostidation de la méthode d’uni-
formisation de la chaine de Markov a temps continu assocdss anéthodes de récompense
pour calculer la disponibilité ponctuelle avec un contiBkreur efficace [25, 26)].
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Une autre approche, proposée par Goyal et Tantawi [47]ledle distribution de la disponi-
bilité & I'instantt récursivement par la discrétisassions de l'intervalleeteps(0, ¢). Ces in-
tervallesAt sont suffisamment petits et la probabilité que deux événengen plus) aient lieu
pendantAt est négligeable. Cette approche a été améliorée par RutfBasieola en [84], mais
les bornes d’erreur ne sont toujours pas connues.

En [83], Rubino et Sericola ont proposé une nouvelle métipade calculer la distribution
de disponibilité sur un intervalle. Cet algorithme a été lioné par les méthodes proposées en
[85], mais I'analyse est encore faite sur une chaine de Mattkdaille modeste.

Récemment, l'utilisation de techniques d’analyse traist telles que des mesures de
disponibilité et fiabilité, en CSLGontinuous Stochastic Logiont permis I'émergence de bons
algorithmes pour calcul de la disponibilité. Malheureusatnces algorithmes profitent des car-
actéristiques particulieres du modele et ne sont appkaglib un trés petit nombre des modéles
[101].

Cependant, I'une des meilleures méthodes pour réduireldgs de calcul de mesures transi-
toires a l'instant est la détection du régime stationnaire du modéle lors duuktde la somme
d’'une série. La détection du régime stationnaire peut rédeitemps de calcul si le régime
stationnaire est détecté plus t6t que l'instant de tehgoaihaite.

Dans [20] Ciardo et al. ont proposé une premiére méthode teetd#n du régime station-
naire. Cette méthode utilise la différence entre deux westde probabilité pour détecter la
stationnarité.

Une deuxieme méthode a été proposée par Sericola [91]. @étteode détecte le régime
stationnaire par le contrdle de la valeur minimale et majerdaine suite de vecteurs.

3.1.1 Obijectif et nouveauté

L'objectif de ce chapitre est de tester 'efficacité des rod#s de détection de la distribution
stationnaire pour le calcul de la disponibilité ponctualle des modéles avec grand espace
d’états. Deux méthodes de détection de la distributioriostafire seront testées. L'une est
basée sur la convergence du vecteur de probabilité (méthéfdee par Ciardaet al. [20]) et
I'autre sur le contréle d’'une suite de vecteurs (méthodanwéfiar Sericola [91]).

Pour cela, on propose l'utilisation du formalisme des Rés@BAutomates Stochastiques
pour la modélisation des systemes. Le formalisme des Résbautomates Stochastiques a été
choisi pour sa facilité de modélisation et I'utilisation iumat tensoriel (appelBescripteur
Markovier) pour la représentation de la chaine de MarkovDascripteur Markovierest une
facon compacte de représenter les transitions d’un modele.

On peut trouver 'emploi du format tensoriel pour la repréagon de la chaine de Markov
dans le calcul de distribution transitoire de la chaine di@ssravaux précédents [1, 16]. Toute-
fois, aucun des ces travaux n’emploie l'utilisation desctons, autrement dit, les travaux



30 CHAPITRE 3. DISPONIBILITE PONCTUELLE

développés jusqu’a présent sont baseés sur les conceptgateeatensorielle classique ou les
éléments de chaque matrice sont des valeurs constanteso@usp dans ce chapitre I'adap-
tation des méthodes de calcul de la disponibilité ponatetlides méthodes de détection de la
distribution stationnaire a une représentation tenderigli utilise I'algebre tensorielle général-
isée [34, 35].

Dans la section suivante, on présente des méthodes de dallzutlisponibilité ponctuelle.
Dans la section 3.3 on propose I'adaptation des méthodesemges dans la section 3.2 au for-
mat tensoriel. Dans la section 3.4, on présente les métlieddétection du régime stationnaire.
La section 3.5 propose différentes représentations pagdur constant présent dans chaque
meéthode de calcul de la disponibilité ponctuelle. Enfindetion 3.6 présente les conclusions
de ce chapitre.

3.2 Calcul de la disponibilité ponctuelle

On définit la disponibilité d’'un systéme par la probabiliteecce systéme fournisse un ser-
vice a un instant de temps précis.

Si on considére un systéme modélisé par une chaine de Maokoodene et irréductible a
temps continuX sur un espace d’états fidl, on peut définir une partie de I'espace d’ététs
ou le systéme est en train de fournir un service correcte(Qetitie définit 'ensemble d’états
UP. Une autre partie d&, ou le systeme ne fournit pas de service, définit 'ensemigliats
DOWN.

Notons que les ensembl&s” et DOW N sont disjoints Y P () DOW N = ()) et complé-
mentaires{U P | J DOWN = S).

Si 7 est la distribution stationnaire de la chaine de Markowdont la matrice de taux de
transition est), etr(:) la fonction de récompense du systeme défini sur les ensefbilbtest
DOWN telle quer(i) = 1sit € UP etr(i) = 0sii € DOWN, alors, on peut définir la
disponibilité en régime stationnaire par la somme des [ititsss de réecompense sur la distri-
bution stationnaire d&’. On reprend I'équation (3.1), réécrite ci-dessous :

AV = Z'r(i)w[i]

ou r[i] est lei-eme élément du vecteur de probabilité de la distributiatigtnaire de la
chaine de Markow.

De la méme maniére, en régime transitoire, on définit la digplité ponctuelle de la chaine
de Markov a l'instant de tempgspar :
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PAV(t) =Y r(i)m(t)[i] (3.2)

i

ou 7 (t)[] est lei-eme élément du vecteur de probabilité de la distributianditoire de la
chaine de Markow a l'instant de temps.

La distribution transitoire de la chaine de Mark&va I'instant de temps est définit par
I’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov [33] :

o = T(t)Q (3.3)
Ce qui nous amene a la solutio(y) :
m(t) = 7(0)e“". (3.4)
Par conséquent, on calculeAV (t) par :
PAV(t) = n(0)e® 1yp. (3.5)

Our(0) est le vecteur de la distribution initial &t » est la fonction indicatrice de I'ensem-
ble d’étatsl/ P.

Cependant, la solution directe d& ne conduit pas a de bons algorithmes [29]. Nous util-
isons alors unenéthode d’uniformisatiof92], aussi connue sous les noms méthode de
Jenserouméthode de randomisation

3.2.1 Meéthode d'uniformisation

La méthode d’uniformisation décompose la chaine de Markem@s continu en une chaine
de Markov a temps discret et un processus de Poisson. Lamdéiprobabilité de transitiah
représente la chaine de Markov a temps discret et est obpanwaiformisation de la matrice
(. On obtient la matrice’ par :

P=1+ (3.6)

>|Q

ou \ est la plus grande valeur des éléments diagonaux du géménaiaitésimal@ (A >
max{q;},i € S), aussi connue sous le nomu@eix d'uniformisatioret / est la matrice identité
de la méme taille quée.
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De cette maniére, on peut obteniit) par :

w(t) =7(0) ) e—M(A%Pn (3.7)
n=0 ’

Par conséquent, on peut réécrire I'équation de la dispdgiponctuelle (Equation (3.5))
par :

(A"

PAV(t) =7(0)) e = PMlyp
L . (3.8)
= Ze_)‘t%ﬂ(O)Pn]lUp

n=0
Cependant, I'élévation de la matride a la puissance. continue a étre tres codteuse a

calculer, méme avec I'emploi de méthodes itératives effisac

Elévation de la matrice P a la puissancen

La facon la plus naive d’élever la matri¢ea la puissance est par multiplications suc-
cessives de la matrice. Cette méthode multiplie successivela matriceP par elle méme
fois.

(...(Px P)x P)...x P)

Toutefois, cette méthode codte tres cher, donné qu'ikféld|®) multiplications pour obtenir
P, ou|S| est la taille de matricé.

Dans le cas du calcul de la disponibilité ponctuelle, on aksbilité d’utiliser des méthodes
itératives moins colteuses. Ces méthodes consistenter éewatriceP a la puissance par
multiplications successives entre un vecteur et la matrice

Plus précisément, dans le cas du calcul de la disponibditétoelle, on a deux techniques
possibles :

Multiplication a gauche On calcule récursivement un vecteyy par la multiplication du
vecteurv,,_; par la matriceP.

L A 09
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On pourrait alors réécrire la distribution transitoireiagtant de temps(Equation (3.7)) et
la disponibilité ponctuelle (Equation (3.8)), respeatiant par :

> )™
t) = ()" N 3.10
m(t) Z v (3.10)
et
= )™
PAV (t) = ()" 1 3.11
() nzzoe ol Updluyp ( )

Cette méthode sera appel@eltiplication & gauchgecar elle explore la propriété de I'asso-
ciativité de la multiplication par des multiplications sessives du vecteuy, par la matrice”
a gauche.

(...((x(0) x P) x P)...x P)

Multiplication a droite  Cette méthode utilise le principe de la multiplication parecteur
a droite pour I'élévation de la matrice a la puissance. On exploite la propriété de I'asso-
ciativité de la multiplication en multipliant successivent la matriceP par un vecteui,, a
droite :

(PX...(Px(Px1yp))...)

Récursivement on calcule, par :

w,, = {wo = Lup (3.12)

wy, = Pwy,_1

On remarque que, dans ce cas la, on n'obtient plus le veceela distribution transitoire
7(t), mais on peut encore réécrire équation de la disponibititepuelle par :

o0

PAV(t) =) eAt%W(O)wn (3.13)
n=0 ’
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Méthode de troncature de Fox-Glynn

De facon a obtenir une version plus facilement calculalde,dt Glynn [43] ont défini une
méthode pour tronquer cette somme infinie a une valeur miaifiatelle que :

ie_’\t% <(l—¢) (3.14)
n=0 ’

De cette maniére, on obtie®AV.(t), une approximation a prés de la distribution transi-
toire a I'instant de temps:

A
" (3.15)
e oa (A"
= 2 o (0)w,

Algorithme classique Cette méthode de troncature rend possible I'implantatepldsieurs
algorithmes. Dans la suite, on va revoir brievement deusivas de I'algorithme classique pour
le calcul de la disponibilité ponctuelle.

L'algorithme 3.1 présente le calcul de la disponibilité prelle basé sur la méthode d’élé-
vation de la matricé® par multiplication a gauche.

ALG. 3.1PAV_(t) - Multiplication & gauche
Lnput:0 <ty <---<tye

Output :PAV_(t1),...,PAV.(t))

Computek. par Eq. (3.14)

vg = m(0)

Vo = wolyp

forn=1to K.) do
Uy = Up_1 P
V,=uv,1yp

end for

for i=1to/ doK
PAV,(t;) = » e (A:)

n=0

©eNOdR N

=
=

=
=

Va

n!
12: end for

Basé sur la méme méthode, I'algorithme 3.2 implante le tdkela disponibilité ponctuelle
basé sur I'élévation de la matriéepar la multiplication a droite.



3.3. ADAPTATION DES ALGORITHMES AU FORMAT TENSORIEL 35

ALG. 3.2PAV_(t) - Multiplication a droite
Lnput:0 <ty <---<tye

Output :PAV_(y),...,PAV.(t))
Computek. par Eq. (3.14)
wo = lyp
WO = W(O)wo
forn =1to K. do

wy, = Pwy,_;

W, = 7(0)w,
end for
: fori=1to/ do

K

©eNOdRE N

=
o

PAV(t;) = ) e‘”iMWn

n!
n=0

-
=

12: end for

3.3 Adaptation des algorithmes au format tensoriel

Rappelons que la matride est la version uniformisée de la matriGeet que( et P sont
représentées par un descripteur markovien [35, 34]. Isatibn d’'un format tensoriel pour
la représentation du modele entraine 'emploi des méthddeuaultiplication vecteur-matrice
adaptées de facon a toujours garder le format compact detlcend.a multiplication d’un
vecteur par le générateur infinitésimal du modele (reptéseipar la matrice”) est 'opération
fondamentale pour I'élévation de la matriBe la puissance. On présente ci-dessous les deux
méthodes de multiplication utilisées dans les algorithgnket 3.2 adaptées au format tensoriel.

3.3.1 Multiplication vecteur-descripteur - Multiplicati on a gauche

La multiplication d’'un vecteur par un descripteuP est décrit par :

(N+2E) [ N o (N+2E) N o

donc, I'opération qui nous intéresse est la multiplicatioom vecteur par un terme produit
tensoriel généralisé, soit :

N

v ®g P
i=1

ou les indiceg ont été omis pour les matricé%m afin de simplifier les notations. Chaque
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terme est composé d’'une suite Nematrices notée®® aveci € [1..N].

Selon la propriété de décomposition des produits tensdid] tout produit tensoriel d’'un
terme tensoriel dé& matrices est équivalent au produit diefacteurs normaux.

Cela nous permet réécrire le ten@®" , P sous la forme :

PV @ PP g. . . @PWDgpM =
P(l) ® Inm'ghh
XInleftg &® P(Q) & Inrightz

X oo
X]nleftN_l ® P(Nil) & [nrightN_l
XInleftN X P(N)
U Avec
n; la dimension de la-éme matrice de la suit”, i € [1..N];
nleft; le produit des dimensions de toutes les matrices a gauclzei dagvie ma-
trice de la suitei.e., H;;ll ny, (cas particulier :nleft; = 1);
nright; le produit des dimensions de toutes les matrices a droiteiekrhe matrice
de la suitej.e., Hszm ny, (cas particulier :nrighty = 1);
n; le produit des dimensions de toutes les matrices satdtae matrice d’'une

suite,i.e., Hi\;l ot Uk (n; = nleft; nright;);

La multiplication d'un vecteur par le terme@iNz1 P est faite par les multiplications en-
chainées de chaque facteur normal. Le vectadwit étre multiplié par le premier facteur nor-
mal, le résultat est multiplié par le deuxieme facteur ndr@ainsi de suite jusqu’au dernier
des facteurs normaux. Donc, pour multiplier un vectepar un terme®? | P, il est néces-
saire et suffisant de savoir multiplier un vecteur par ureiachormal. Ceci est possible grace a
la propriété d’associativité de la multiplication (tradiinelle) de matrices.

Dans la suite, on explique la méthode de multiplication dlaateur par un facteur normal.
Cette présentation a été inspiré dans le chapitte la thése de Fernandes[34]. La méthode de
multiplication proposée dans ces travaux est connue sausehuffle

Multiplication du dernier facteur normal

Comme il a été montré dans le chapiirde la these de Fernandes[34], le cas le plus simple
est celui de la multiplication du dernier facteur normal. @ua :
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v X Ipiegiy @ P (3.16)

La matricel ., ® PY) étant une matrice bloc diagonala@r 3.1), il suffit de multiplier
nlefty tranches de taille y du vecteuw par la matriceP™),

v [nh*fi,y ® P<N)
N — IR
ny pw)
ny pPw)
N PW)
“ _J . _J

FiG. 3.1 — Multiplicationv x I,,cf;, ® P&

FIG. 3.2 présente la technique de découpage des composantesteurv pour la remplis-
sage des vecteurs,. Chaque vecteur;, (morceau du vecteur) est multiplié par la matrice
PW) (dans le cas du dernier facteur normal).

nN 0% | ny

T 110~

Zin
Iteration 1 cee

Zin

Iteration 2 { }

Zin
Iterationnle ft

FIG. 3.2 — Principe de l'algorithme pour multiplierpar le dernier facteur normal

L'algorithme 3.3 présente la construction des tranchesadle ty du vecteurv et leur
multiplication parP™) comme décrit dansiB. 3.2.
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ALG. 3.3Multiplication v x I,,;.p:,, @ PW)
1: base = 0;
2. for k=1,2,..., nlefty do
3:  index = base +1;

4. forl=1,2,...,nydo
5: zin|l] = v]index];

6: index = index + 1
7:  end for

8 multiply zu = zin x PW);
9. indexr = base + 1;

10 fori=1,2,...,nydo
11: vlindex] = zou(l] ;
12: index = index + 1
13: end for

14:  base = base + ny ;

15: end for

Multiplication par le premier facteur normal

Pour la multiplication par le premier facteur normal, on \a&bdrd présenter la propriété de
pseudo-commutativité des facteurs normaux.

x 0,1 (3.17)

N
®P(Uk)

k=1

N
® P®) =0, x
k=1

ou o est une permutation sur l'intervalle.. N] et O, est une matrice de permutation.

Rappelons que pour la multiplication par le premier factearmal, on part de :

v X P(l) ® Inrighh (318)

Grace a cette propriété de pseudo-commutativite, on pautiqe permutatiow,, sur les
composantes de se ramener a :

OO’ X ]nrightl ® P(l) OO'T

ou o est la permutation qui passe l'ordre de la suite de matriee§1d2,3,..., N} a
{2,3,...,N,1} et O, est la matrice de permutation qui permet de réordonner &aefits
du vecteun de fagon a ce que les éléments de chaque trangiseient dans un espace continu
du vecteur.

Sous cette forme, la multiplication par le premier factearnmal (Equation (3.18)) peut
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étre calculée de facon analogue au cas précédent, la noatiph du dernier facteur normal
(Equation (3.16)).

La multiplication d’un vecteur est exécutée en trois étapes :

— la multiplication dev par la matrice de permutatian, ;
— la multiplication dg(v x O,) par le facteur normal commutg, . .;, ® P ; et
— la multiplication du résultat des étapes précédentesapaatrice de permutatiaf,,” .

La premiere étape correspond a une permutation du vectdest possible d’exécuter cette
permutation lors de I'extraction de tranches du vecteue., dans les remplissages des vecteurs
zin de I'algorithme (lignes 3 a 7 de I'algorithme 3.3). Dans Is can permuté (multiplication
du dernier facteur normal), le vecteyy, est rempli avec des tranches successives de tajlle
La permutation nécessaire pour le premier facteur normaleeanche, équivaut a accéder au
vecteur en prenant un élément a chaque intervalle de taillght,. FIG. 3.3 représente le pro-
cessus de permutation, qu’il faut comparer au processusgadejot pour le cas sans permutation
(décrit dans kK. 3.2).

La deuxieme étape est identique au cas précédent, il siagiiesment de la multiplica-
tion répétée des tranches du vecteyrar la matriceP"). La troisiéme étape est la permuta-
tion symétrique a la premiéere et peut étre exécutée lorsatikage des éléments du vecteur
temporairez,,; (lignes 9 a 13 de l'algorithme 3.3) dans le vecteut algorithme pour cette
multiplication est numéroté 3.4.

nright, nright,

S IRV N I N S I TS N

Iteration 1

Zin
Iteration 2

Zin
Iterationnright,

FIG. 3.3 — Permutations exécutées lors de la multiplicationrédmger facteur normal

Multiplication compléete

Les autres facteurs normaux (du deuxieme jusqu’a I'avantidr) sont traités comme des
combinaisons des deux cas précédents. La technique de drasiste toujours a appliquer la
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ALG. 3.4Multiplication v x PY & I,,50n,
1: base = 0;
2: for j=1,2,..., nright,; do
3:  index = base + 7
fori=1,2,...,n;do
zin|l] = v]index];
index = index + nrighty ;
end for
multiply zpu = 2in x PO ;
index = base + 7 ;
10 forli=1,2,...,n;do

©oN TR

11: vlindex] = zou(l] ;

12: index = index + nrighty ;
13: end for

14: end for

propriété de pseudo-commutativité (Equation (3.17), @&)eu facteur normal :

[nlefti ® P(Z) ® [m‘ighti - Ocr X ([nlefti X [m‘ighti X P(Z)) OO'T
ou o est la permutation quipassefle ...,i —1,4,i+1,...,N}
a{l,....i—1,i+1,...,N,i}.

Ceci amene a toujours multiplier par des facteurs normaua tieme :

[nlefti X Inm'ghti ® P(l) - [ﬁl ® P(Z)

Les permutations sont faites lors de I'extraction et lelsige des résultats des tranchgs
selon la position de la matrice”. L’algorithme 3.5 implante la multiplication d’un vecteur
par un terme produit tensoriel comptef’ , P,

Dans cet algorithme, les facteurs normaux sont traitésemigr jusqu’au dernier. Pourtant,
dans le cas de l'algébre tensorielle classique, comme ceiseptés ci-avant, la propriété de
commutativité de facteurs normaux [34], permet la mulktgtion des facteurs normaux dans
n'importe quel ordre. Cependant, cette propriété n’ess pfalable pour algebre tensorielle
généralisée ou, a cause de dépendances fonctionnell@st dde les facteurs normaux soient
traités dans un certain ordre.

3.3.2 Traitement des dépendances fonctionnelles

La multiplication d’un produit tensoriel généralisé irdrot deux étapes supplémentaires
aux algorithmes précédents :

— calculer un ordre dans lequel les facteurs normaux doivent étre arrangés ;
— évaluer les éléments fonctionnels des matrices avantiehagltiplication.
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ALG. 3.5Multiplicationv x @Y , Pt
1. fori=1,2,...,Ndo
2:  base = 0;

3. fork=1,2,..., nleft;do

4: for j =1,2,..., nright; do

5: ndexr = base + 7,

6: fori=1,2,...,n;do

7: Zin|l] = v]index];

8: ndex = index + nright; ;
9: end for

10: multiply zow = 2in x P@;
11: indexr = base + 7 ;
12: fori=1,2,...,n;do
13: v[index] = zou[l] ;
14: ndex = index + nright; ;
15: end for
16: end for
17: base = base + (nright; X n;)
18: end for
19: end for

Etablissement de I'ordre de décomposition des facteurs naraux

Pour établir un ordre de décomposition des facteurs norp@uxa d’abord présenter les
regles de décomposition pour les deux cas possibles.

Considérons deux matriceset B(.A), on décomposd @ B(A) en :
g

A®B(A) =1,,® B(A) x A®1,, (3.19)
g

g g

Considérons deux matrice§ B) et B, on décomposé (B) ® B en:
g
AB @ B=AB)®1I,, x I,,® B (3.20)

Selon ces regles de décomposition en facteurs normaux désifmrtensoriels généralisés,
le facteur normal d’une matricB® doit toujours précéder les facteurs normaux des matrices
PUI(... AD ), i.e, les facteurs normaux des matrices qui dépendent de I'ateaai?),

Ceci définit un relation de précédence entre les facteuraanx.

Il faut remarquer que les cas présenteés ci-dessous n’ownlgsasycles de dépendances,
A(B) ® B(.A). Toutefois, un cycle de dépendance peut étre décomposéate dadevenir une
g
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somme de termes tensoriels avec des dépendances fontaersams cycle. Le traitement de
cycles de dépendances est présenté en [34] et ne sera pas@iés

Cette relation de dépendance acyclique est donc un ordielpEetablissement de 'ordre
des facteurs normaux est fait par un tri topologique surdplge de dépendances fonctionnelles
des matricelsP(. . .).

Précisément, dans la construction du graphe de dépendancéisnnelles d’'un terme ten-
soriel, chaque automai‘ est représenté par un sommet. Chaque sommet indique cgmiies
les dépendances fonctionnelles d’un matd@g(. . .). Lorsqu’une matrice®?@ (..., AU )

a un élément fonctionnef(AY)) qui dépend de I'état de 'automaté’), cette dépendance
fonctionnelle est représentée par un arc orienté du somaetomated®) vers le sommet
j (automateAd’)). Un sommet sans arc sortant représente une matrice quuotanalément
fonctionnel. De la méme fagon, un sommet sans arc entrarésepte une matrice dont I'état
de l'automate correspondant n’est jamais argument d’utre auatrice du terme tensoriel.

Le tri topologique de ce graphe permet d’extraire un ordrdé@mmposition total compat-
ible avec I'ordre partiel défini par ce graphe par un alganighde tri topologique [10]. Ce ftri
topologique est présenté par Fernandes [34] (Chapjiteene sera pas présente ici.

Par exemple, les termes tensoriels avec les dépendancastesi:

N

® POAW A (appelé cas 1) et
g
i=1

N
® POAFED AN (appelé cas 2)
g

i=1

sont représentés par les graphes dags B.4.

Les casl et2 sont des cas ou il faut appliquer les régles de décomposgtidacteurs nor-
maux (soit (3.20) pour le cas 1, soit (3.19) pour le cas 2).deex cas donnent respectivement :

—.

[
2

|:[nlefti @ PO(AWD, . A g [nm'ghti:| (pour le cas 1) et
g g

2

|:Inlefti ® POAFD AN g Im-ghti} (pour le cas 2).
g

i=1 g

ILanotationP(?)(. . .) est utilisée pour décrire de maniére générique des matriceportant différentes dépen-
dances fonctionnelles.
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4 3
Cas1l Cas 2

FIG. 3.4 — Graphes de dépendances fonctionnelles pour ldsat&s

Notons que, entre ces deux cas, la seule différence estd’delmultiplication des facteurs
normaux. Il est utile de remarquer que les ordres de décompositisfieaeurs normaux défi-
nis pour les cas et2 sont obligatoires,e., la seule décomposition en facteurs normaux valide
est celle utilisée (dé&V a 1 pour le cas 1 et de 1/é pour le cas 2).

Le cas général reste I'application alternée des propr{8td9) et (3.20) qui permet I'étab-
lissement, en général, d’'un ordre de décomposition pouuléptication des facteur normaux.
Cet ordre va étre caractérisé par une permutatisar 'intervalle[1..N] qui permet de passer
de I'ordre de définition du modele.. N| au nouvel ordre apres tri topologique. Pour cela util-
isons les notations suivantes :

U Notons
o une permutation nommée sur l'intervalle [1..N]. Une permutationr
établit une nouvel ordre pour une suite Mematrices;;
o(i) le rang de la matricé) dans 'ordre représenté par la permutatan
o I'indice de la matrice placée au rairgle I'ordre représenté par la permu-

tationo (sioy =14, o(i) = k) ;

N .
Le terme tensorie@ P®(...) doit étre traité selon la formule suivante :
9i=1

|:[nl€fto'i ® P(Uz)< . ) ® [n'rightg.i
i=1 g g

Cetordre de décompositioablige un changement dans I'algorithme 3.5 comme il est in-
diqué dans I'algorithme 3.6. Notons que ce changement déerlarcalcul d’un ordre de traite-
ment (permutatiom) qui n’est pas inclus dans l'algorithme 3.6.

L'ordre dans lequel les facteurs normaux doivent étre plidis est décrit par la permutation

2|l faut rappeler que la multiplication de facteurs normaue@éléments fonctionnels n’est pas commutative
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N .
ALG. 3.6Multiplicationv x ) ~ P(...)

9i=1

1: for i = 01,09,...,0n5 dO

o et sera appelérdre de décompositiorCet ordre est I'ordre dans lequel le produit tensoriel
est décomposé en facteurs normaux selon les propriét& 6.@13.20).

Evaluation des éléments fonctionnels

Apres le calcul de brdre de décompositigha deuxieme préoccupation pour la multipli-
cation des produits tensoriels généralisés est I'évalnates éléments fonctionnels de chaque
matrice P®)(. ..) avant leur multiplication par une tranchg du vecteun (correspondant a la
ligne 10 de I'algorithme 3.5).

A chaque exécution de la multiplication d’une tranchg du vecteurv par la matrice
PO(...), cette matrice doit étre évaluée pour les états des auterasgaments dé&). L'al-
gorithme 3.7 apporte les modifications nécessaires (lig6e12, 19 et 22) a I'évaluation des
éléments fonctionnelsLa méthode d’évaluation des éléments fonctionnels esitdén détail
par Fernandes [34] (Chapitig.

3.3.3 Multiplication descripteur-vecteur - Multiplicati on a droite

Pour la multiplication descripteur-vecteumgltiplication a droitg, on utilise la méme idée
de base que pour la méthode de multiplication vecteur-geear (multiplication a gauchg
Autrement dit, on utilise de fagcon identique la décompositilu terme tensoriel en facteurs
normaux et I'application de permutations de facon a ce gplaase toujours multiplier par un
facteur normal sous la formg,, @ P®. Cependant, quelques adaptations sont nécessaires a
I'algorithme dushuffleoriginal & cause de I'utilisation de 'algébre tensorigiénéralisée.

Plusieurs travaux [61, 16] font référence a la possibiké&uatilisation de la multiplication a
droite pour le calcul de la disponibilité ponctuelle, saredtement sur des chaines de Markov,
soit sur des formalismes structurés utilisant la reprédiemt tensorielle de la matrice [16].

Toutefolis, il faut souligner que tous les travaux précéslent été développés avec 'algebre
tensorielle classique. Dans ce cas, la propriété de contivitéade facteurs normaux permet
d’utiliser la méme méthode de multiplication pour la multption a gauche ou a droite.

Rappelons que la multiplication d’'un descriptétpar un vecteutv peut étre décrite par :

3l’algorithme 3.7 présente les modifications nécessairé&svaluation des éléments fonctionnels sur un mul-
tiplication a gauche. Cependant, ces modifications sontddait pareil lorsqu’on fait la multiplication a droite
(présenté dans la section 3.3.3)
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N .
ALG. 3.7Multiplicationv x ) ~ P(...)

gi=1

1: for i = 0(1),0(2),...,0(N) do

2:  base =0;

3: initialize k1 = 1, ko =1,... ki1 = 1;

4. fork=1,2,..., nleft; do

5: for j =1,2,..., nright; do

6: initialize j;,1 =1,ji,0=1,...,jn = 1;

7: ndexr = base + 7,

8: fori=1,2,...,n;do

9: Zin|l] = v]index];

10: ndex = index + nright; ;

11 end for

12: evaluate P® (ay", ..., a{");

13: multiply zow: = zin X P®;

14: indexr = base + 7 ;

15: fori=1,2,...,n;do

16: v[index] = zou[l] ;

17: index = index + nright; ;

18: end for

19: next jit1, Jivo, - - -5 N
20: end for
21: base = base + (nright; x n;)
22: nextkq, ko, ... ki_1;
23:  end for
24: end for

(N+2E) | N 0 (N+2E) | N .
Pw = PV w= P w
RO R

De la méme maniere que pour la multiplication a gauche, taj@n qui nous intéresse est
la multiplication d’'un terme produit tensoriel généralp# un vecteur. C’est-a-dire :

Rappelons qu’il faut décomposer le terme produit tensgéeléralisé selon les régles de
décomposition de facteurs normaux.

Une fois l'ordre de décompositiodes facteurs normaux établi, on peut effectuer la multi-
plication de chaque facteur normal par le vecteuifoutefois, il faut remarquer que I'ordre de
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multiplication des facteurs normaux doit étre inversé : o shultiplier d’abord le dernier fac-
teur normal de brdre de décompositiorCeci est plus visible lorsqu’on voit la multiplication
comme :

PYC)@PIC.)e...@PY (. ) PM(. Hw=

[nlefto'l ® P(Ul)( . ) ® [nrightg.l}
L g

g

X ]nlefm72 ® P(Jz)(~ . ) ® ]nrightg2:|
g g

X ]nleftgl\_1 %) P(UN_I)(' : ) %) Inrz‘ghtoNl}

X ]nleftoN X P(UN)(~ . ) ® ]nrighth:| w
g g

L'évaluation des éléments fonctionnels est toujours f@étéa méme facon (Section 3.3.2).

Il faut juste se rappeler que dans la multiplication a dromemultiplie chaque ligne de
la matrice P®) par le vecteur,,. L'algorithme 3.8 présente les modifications nécessaitas a
multiplication a droite.

3.4 Deétection du régime stationnaire

Lorsqu’on fait de I'analyse transitoire, on peut avoir deseurs det et \* trés grandes et
le nombre d’itérations nécessaires pour calculer la bigion transitoire a I'instant de temps
t devient aussi tres grand. Toutefois, il est possible queskailolition transitoire a I'instant de
tempst soit déja au régime stationnaire.

Considéronsk le nombre de multiplications vecteur-matrice nécessaioes atteindre le
régime stationnaire €t’. le nombre de multiplications nécessaires pour calculeiskaildution
transitoire a l'instant de tempsavec une erreus. Si R est plus petit qué<. on peut alors
économiser des temps de calcul en arrétant les itératidnstérations. Alors, on utilise le
vecteur de la distribution stationnaire (obtenu &l&me itération) a la place des vecteurs qui
suivent laR-eme itération pour calculer la distribution transitoirérstant de temps.

Cependant, le regime stationnaire du systeme n’est pasuiaugimple a détecter de fagcon
performante. Selon Stewart dans [92], le nombre d’iténgtieequis pour satisfaire une erreur

maximume peut étre calculé par :
logs €

/22—

lOgg |A2|

40n rappelle que est la plus grande valeur des éléments diagonaux du géméirdtaitésimal().
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N .
ALG. 3.8Multiplication ) = PO(...) x w

gi=1
1: for i = o(N),o0(N —1),...,0(1) do
2:  base =0;
3: initialize k1 = 1, ko =1,... ki1 = 1;
4. fork=1,2,..., nleft; do
5: for j =1,2,..., nright; do
6: initialize j;,1 =1,ji,0=1,...,jn = 1;
7: ndexr = base + 7,
8: fori=1,2,...,n;do
9: Zin|l] = wlindex];
10: ndex = index + nright; ;
11: end for
12: evaluate P® (ay", ..., a{"));
13: multiply zow: = P x 2,
14: index = base + 7 ;
15: fori=1,2,...,n;do
16: wlindex] = zout[l] ;
17: index = index + nright; ;
18: end for
19: next jit1, Jivo, - -5 JIN
20: end for
21: base = base + (nright; x n;)
22: nextkq, ko, ..., ki_1;
23:  end for
24: end for

ou )\, est la valeur propre de la sous-dominante de la maitiddalheureusement, la valeur
de )\, est difficile a calculer et frequemment on observe que la&uifice entre les conditions
théoriques et pratiques pour la convergence d’'une méthédeive peut étre trés grande lorsque
le module de la valeur propre de la sous-dominagtest proche de I'unité de baséans ces
cas, on a une convergence qui s’annonce tres lente lorsgtilme la méthode de la puissance
[92].

Dans la pratique, d’autres méthodes de détection du rédgatiermaire sont utilisées. Plusieurs
meéthodes de détection sont proposées dans la littérateseplus connues sont les méthodes
qui étudient la convergence du vecteur de probabilité, piasqguelles, on souligne les travaux
de Ciardo et al. dans [20]. Plusieurs améliorations a I'allgame de Ciardo ont été proposées au
cours des 10 derniéres années, mais la plus grande paritieitsét A des modeles spécifiques,
comme par exemple les travaux de Katoen et Zapreev [61]. B8, 1Bericola a proposé une
nouvelle méthode basée sur I'étude de la suite des valewismmia et minimum d’un vecteur
[91].

SL'unité de base est la plus petite valeur présente dans utreema
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Dans cette section on va décrire deux méthodes de détectigdgame stationnaire. Leffi-
cacité de ces meéthodes sera testé sur des modeles avec gpand d'états. Une comparaison
de l'efficacité de ces méthodes est présenté dans le chapitre

3.4.1 Convergence du vecteur de probabilité

La premiere méthode de détection du régime stationnairé préposee par Ciardet al.
dans [20]. Cette méthode est basée sur la convergence aduwwdetprobabilité.

Rappelons I'équation d’élévation de la matriPea la puissance par la multiplication a
gauche (Equation (3.9)) réécrit ci-dessous.

o — vo = 7(0)
Uy = Up_1 P

La méthode définie par Ciardo consiste a détecter le régatiershaire par la convergence
du vecteur de probabilité. Plusieurs approches sont dessiwour établir la convergence du
vecteur de probabilité [92]. Les approches les plus souvidigées sont, en prenant la norme
du maximum :

— Test de convergence absolue individuel
mazicr,.s (|oni] — va1[i]]) < ¢
— Test de convergence absolue accumulée
| vnli] = vn_ali] [1< €
— Test de convergence relative individuel
mate s (Ivn[i] - ?{n—l[i]l) .
" |vni]]

Selon Stewart [92], le test de convergence relative indeigst recommandé pour les mod-
eles avec grand espace d’états, car le test de convergesawaammdividuel n’est pas tres fiable
lorsque toutes les valeurs du vecteur de probabilité sditepeSi I'erreur admissible est plus
grande que les valeurs du vecteur de probabilité, le tesbeecgence va détecter une fausse
convergence du modele. Cependant, lorsqu’on utilise ldiptichtion a droite le test de con-
vergence relative individuel n’est plus utilisable car édeur de la disponibilité ponctuelle peut
étre trés proche de&

On suppose&?. le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre le régtationnaire selon
le test de convergence choisi avec un erreudn utilise alors le vecteur de probabilite.
comme une approximationsgprés du vecteur de probabilité de la distribution statidnena

Une fois le régime stationnaire détecté, on a deux cas gessib
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Soit R, > K. etlerégime stationnaire n'a pas été détecté selon lesagiéablis. Autrement
dit, la méthode de détection du régime stationnaire n’a peféetl sur le calcul de la
disponibilité ponctuelle et on garde I'équation (3.15) ki&fidans la section 3.2.1 (page
34);

Soit R, < K, et le test de convergence a détecté le régime stationnaar&adme itéra-
tion. On peut donc utiliser le vecteur,. comme une approximation du vecteur station-
nairer pour toutn > R, et réécrire I'équation (3.15) par :

RE
PAVa(t):Z _)\t()\t ——vplyp + Z - UREILUP (3.21)

n=0 n=R:+1

Détection sur la multiplication a droite

La méthode de détection du régime stationnaire sur la cgemee des vecteurs de proba-
bilité peut étre aussi employée avec la méthode de calca disponibilité ponctuelle lorsque
la élévation de la matric® a la puissanc& est faite par la multiplication a droite. Dans ce cas,
la comparaison des éléments de chaque vecteur est faitessegdteursy,, etw,_; (Equation
(3.12), page 33).

Le test de convergence sur les vecteurs de la multiplicatidroite se déroule de la méme
maniére, par comparaison de la différence entre la normeuabe ecteurs.

Lorsque la convergence est détectée, on ales mémes pitssibél calcul, soiton&. > K.
et on garde I'équation classique (Equation (3.15), pagestdon aR. < K. et on divise la
somme en deux parties : la premiére partie calcule la suite aé. et la deuxieme partie
calcule la suite dé?. + 1 a K.. En réécrivant I'équation (3.15) pour la multiplication @ite
on obtient :

R. K.
_ —Xt (At e )‘t
PAV. (1) = Z 0)w, + Z ——7(0)wg, (3.22)

n=1 n=R:+1

3.4.2 Contrble de la suite dev,,

Une deuxieme méthode de détection du régime stationnaiégpaaposée par Sericola dans
[91] et est basée sur le contrdle de la suite des vecteues P 1 p.

Sericola définit deux suites, une suite des valeurs minimumnet une autre des valeurs
maximums),,. Chaque suite est définie sur les valeurs des vecteupour toutn, > 0 par :

My, = 1min wyli] et M, = max wy[d].
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ALG. 3.9Algorithme pour calculePAV._(t) avec détection du régime stationnaire.
Input:0 <t; <--- <ty¢€
Output :PAV_(ty),...,PAV.(t))
Computek., par Eq. (3.14)

Wy = ]]-U
W(] = W(O)wo
n=1

while R < K, && !conv do
w,, = Pw,,_1
W, = 7m(0)w,
n=n+1
conv = convergence_test
end while

for j=1to /¢ do
R

PAVa(tj):Z il At W, + Z e (AD" At

n=0 n=R+1
end for

Dans [91], il est montré que les suites et M,, sont, respectivement croissantes et décrois-
santes pour tout > 0 et convergent toutes les deux vefls; » quandn — oo. Autrement dit,
les suites convergent vers la disponibilité en régimemtatire.

Alors, il existe une valeur entieri. telle que,

R. =min (n>0| M, —m, <¢e/2)

La valeurR. représente le nombre d'itérations a partir duquel la Wit est une approx-
imation as pres de la vraie valeud/,, dans le régime stationnaire. Ainsi, on peut réécrire la
disponibilité ponctuelle (Equation (3.8)) par :

R R
- AL)" : A"\ M
PAV.(t) = ) :e*t%wn + <1 - je*M( n') ) fie ;me (3.23)
n=0 ’ n=0 ’

Puisque les suites,, et M,, convergent vers la disponibilité en régime stationnaingyeut
calculer l'instant de tempsa partir duquel on atteint le régime stationnaire. Alorsdéfinit
une fonctionF;(t) telle que :

O =3 e 0 ). (3.24)

517, est le résultat de la multiplication du vecteur de probitiitiale par le vecteuw,, (voir Algorithme 3.2,
page 35).
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On peut facilement vérifier que pour une valeur fixe da fonctionF;(t) décroit del vers
0 dans lintervall€]0, oo.

Sericola prouve dans [91] que, en prenant la valeudrcdenmelV,, on peut calculer I'instant
de tempg. auquel on atteint le régime stationnaire ayedtérations & pres par :

te =min (t > 0; Fn_(t) < e/4) (3.25)

On peut alors réécrire I'équation de la disponibilité poetie (Equation (3.23)) pour toute
valeur def > ¢, par:

M
PAV.(1) = w (3.26)

Par la suite, Sericola a aussi présenté dans [91] I'algoetBuivant comme une adapta-
tion de l'algorithme classique (Algorithme 3.2, page 35)peenant en compte le calcul de la
disponibilité ponctuelle par les équations (3.23) et (Bet6a détection du régime stationnaire.

Dans la section suivante, on présenteossibilités de représentation du vecteur d’état ini-
tial et du vecteur d’étaté/ P lorsqu’ils restent constants sur les algorithmes de caleula
disponibilité ponctuelle.

3.5 Représentation du vecteur constant

En considérant I'équation de la disponibilité ponctuelgation (3.8), page 32) et les
algorithmes 3.1 (page 34) et 3.2 (page 35), on peut voir qas @aboucle (ligneg), il y a
toujours un vecteur constant : lorsqu’on calcule la dispitité ponctuelle par une méthode de
multiplication a gauche, on a le vecteur d’état® qui reste constant. Pour une méthode basée
sur la multiplication a droite, c’est le vecteur de la distition initiale qui reste constant.

De fagon & profiter de cette caractéristique, on progdeemats de représentation de ces
vecteurs. Deux formats de représentation du vecteur serapj@oches classiques basées sur
une représentation par tableau et le troisieme format septé les ensembles sous forme d’'une
fonction.

— Vecteur plein : représente I'ensemble d’états initiauX’'easemble d’état$/ P par un
tableau a dimension standard. Ce tableau a la taille de I'espacetd’ptaduit du mod-
ele. Cette approche peut étre tres colteuse en espacekigstpour de grands modéles;;

— Vecteur creux : ce format de représentation utilise aussitdbleaux pour représenter
les ensembles d’états initiaux et des éfaf3. Par contre, uniquement les états qui ont
une valeur de probabilité différente de zéro sont stockédo@nat est trés économique
lorsque le nombre d’états initiaux (ou d’étdfs’) est trés petit par rapport au nombre
total d’états (espace d’états produit).



52 CHAPITRE 3. DISPONIBILITE PONCTUELLE

ALG. 3.10Algorithme de Sericola pour calcul®AV.(t)
Lnput:0 <ty <---<tye
Output :PAV_(t1),...,PAV.(t))
Computek. par Eq. (3.14)
Wy = ]]-U
WO = W(O)wo
My=1,myg=0
n=1
while ((n < K.)) && ((M,, — m,) > ¢/2) do
w,, = Pw,,_1
W, = 7(0)w,
M, = maxw, (i) ; m, = minw, (i)
€S €S
n=n-+1
: end while
cR=n
if (R == K. + 1) then
for j =1to/do
PAV (t;) = Yone, e By,
end for
if (R < K. + 1) then
Computel, = inf{t > 0, Fr(t) <e/4}
for j =1to/dodo
if t; <Tgthen
PAV(tj) _ Zf:o et ()\I;j!)" W, + MRJQFmR <1 _ Zf:o et ()\l;_gl)">
else
PAV (t;) = Mutmn
end for

©eNOdR N

NNNRE R R R R R RR PR
NP OQOOXNTRRwh 2O

N NRNON

— Fonction : la représentation par fonction profite du foremaé SAN pour représenter les
états initiaux ou les états P. Cette fonction est alors évaluée pour chaque état de Eespa
d’états produit a chaque itération, ce qui peut ralentlgbathme. Cependant, c’est une
méthode trés économique en mémoire.

Une comparaison de ces trois représentation par rapporxite$se de calcul et par rapport
a I'espace de stockage est présenté dans le chapitre 5nsgetio

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté, tout d’abord, les méthaglealdul de la disponibilité
ponctuelle d’'un modeéle. Pour permettre I'application de rmethodes sur des grands modéles,
on a proposé une adaptation de ces méthodes a la représeteasorielle. Cette adaptation a
entrainé I'adaptation de I'algorithnshufflepour la multiplication a droite.
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Ensuite, on a présenté les méthodes de détection du régatiensiire qui seront testées
sur de grands modéles. La comparaison de l'efficacité de édisoales est présentée dans le
chapitre 5.

Un dernier point étudié dans ce chapitre a été I'utilisatlerdifférentes implantations pour
le vecteur constant. Une comparaison de ces trois repetgeTd est également présentée dans
le chapitre 5.
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Chapitre 4

Exemples de modélisation de systemes
sujets aux defaillances

Dans ce chapitre on présente quelques exemples de systejeissasix défaillances. Ces
exemples sont utilisés pour tester I'efficacité de méthaldedétection du régime stationnaire
sur le calcul de la disponibilité ponctuelle pour des gramdsiéles (Chapitre 3).

Ce chapitre présenté exemples de systémes sujets aux défaillances rencontnéslala
littérature. Ces exemples illustrent différents types denes et de réparations et ont pour but
de présenter plusieurs type d’interactions entre les ceamies. Les exemples développés dans
ce chapitre sont :

Discipline de premier serveur disponible (Section 4.1) ;
Systeme multiprocesseurs (Section 4.2) ;

Grappe de processeurs reconfigurable (Section 4.3) ;
Base de données distribuée (Section 4.4) ;

Patron de mobilité aléatoire (Section 4.5) ;

Grappe de stations de travail (Section 4.6).

Ces exemples sont modélisés a I'aide du formalisme des BRéskautomates Stochas-
tiques (SAN) présenté dans le chapitre 2. On rappelle queriedlisme SAN modélise un
systeme par la composition de sous-systeme qui interageasionnellement. Ce formalisme
est adapté a la modélisation de grands modeles et a uneaefatdsn tensorielle basée sur
I'algebre tensorielle généralisée.
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4.1 Discipline du premier serveur disponible FAS (First Avail-
able Servey

Cet exemple décrit une file simple avec arrivée exponeattilun nombre fini ) de
serveurs ordonnés et distinguabl&§), ot € [1..N]) [14].

Lorsqu’un client arrive, il est tout de suite servi par lemrer serveur disponibleMrst
Available Serve, i.e, si le serveuSY) est disponible, le client est servi par celui-ci, sinon,
si le serveuS® est disponible, le client est servi par le serv8(i¥ et ainsi de suite. Le taux
d’arrivée des clients dans la file estt le taux de service de chaque clientest

4.1.1 ModeleSAN

La technique utilisée pour modéliser une file avec ces caniatijues a été de représenter
chaque serveur par un automate&®. Chaque automate Zétats ( pour Inactif et A pour
Actif). FIG. 4.1 présente le modele SAN de cet exemple.

Le taux d’arrivée dans chaque serveur est exprimé par ureéwemt locaka; avec un taux
fonctionnel qui vaui\ si tout les serveurs précédents sont occupés (tous daatsA)éet vauto
s’ily a un serveur précédent qui est disponible. On assiee eette fonction que, a un moment
donné, un seul serveur (le premier disponible) a un tauxidée different dé). La fin de service
dans chaque serveur est exprimée par un simple événemaht/ipavec un taux constapt

S SW)
@ @ Type | Evénement Taux | Type | Evénement Taux
loc eay A loc ery 1
eri ea; ... ery eay loc e‘_lz /\'_fQ IO_C 67_“2 M

@ @ loc eay A fn | loc ery I

fi=mb[SW . St-D]A == (i —1))

FIG. 4.1 — Modele SAN de I'exemple FAS
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4.2 Systeme multiprocesseurs MSA (Multiprocessors Sys-
tem Availability)

Le modéle MSA décrit un systeme multiprocesseurs toléraxtdgfaillances et une me-
moire tampon de taches [64, 91]. Ce modéle représente upguo®N processeurs identiques
et une mémoire tampon simple. Chaque processeur tombe ra paec un taux et est réparé
avec un taux.. La mémoire tampon peut étre dans I'état de marche ou d@ftell La mémoire
tampon a un taux de défaillangeet un taux de réparation deLes taux de défaillance des pro-
cesseurs et de la mémoire tampon sont indépendantes, egpeiodsque la mémoire tampon
est dans I'état de défaillance, aucune autre panne dessgmas n’est admise.

4.2.1 ModeleSAN

Le modele SAN pour cet exemple est compose datomates (f6. 4.2). Le premier auto-
mateP décrit le groupe déV processeurs. On a alors un automate aveel états. Chaque état
représente le nombre de processeurs disponibles. Oratédigenements locaux pour représen-
ter la défaillance et la réparation des processeurs. Le&wémtpp exprime la défaillance d’un
processeur et a un taux A ce taux on associe une fonctignqui indique le nombre de pro-
cesseurs qui peuvent tomber en panne. On associe égalemtnixade déclenchement de
I'événementpp, un e fonctiong qui indique I'état de la mémoire tampon. Cette fonction vaut
1 si la mémoire tampon est en état de march@ @telle en panne. L'événement local a un
taux constant, et représente la réparation d’un processeur. Un autofhate états est utilisé
pour décrire I'état de la mémoire tampon. L228vénement locaux utilisés pour décrire la dé-
faillance de la mémoire tampon (évenemghtet la réparation de celle-ci (événemeb} ont,
respectivement, des taux constant égathedr.

P B
rp rp rp rp
T WO
pp pp pp pp b
Type | Evénement Taux f=(stP)
loc pp Af.g
loc rp i g=(stB == A)
loc pb )
loc rb y

FIG. 4.2 — Modeéle SAN de I'exemple MSA
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4.3 Grappe de processeurs reconfigurableGFR(Cluster Fail-
ure Reconfiguratior)

Nous traitons dans cet exemple une vision simple du comperied’un logiciel de dis-
tribution de taches dans une grappe de processeurs [89C80$idérons une grappe avat
noeuds ou chaque noeud a une connexion directe2ameeuds voisins, c’est-a-dire que cette
grappe a une connexion logique en forme d’anneau.

Le systeme a un certain nombre de taches. Ces taches samieseparmi les noeuds actifs
du systeme. Chaque noeud exécute un certain nombre des.tBcheoeud peut alterner entre
3 états :actif, panneou reconfiguration Dans I'étatactif le noeud fonctionne correctement.
L'état pannereprésente une phase de réparation logicielle (localesaqnsiste a le redémarrer),
apres avoir mal fonctionné. Lorsque le nogéushtre dans I'état dpanne ses noeuds voisins
doivent entrer dans un état deconfigurationde la grappe pour prendre en charge le travail du
processeui défaillant. Lorsque le noeudest réparé, il entre avec ses voisins dans la phase de
reconfigurationpour gu'il puisse reprendre son travail. Aprés une recondition de la grappe,
chaque noeud revient a son éatif. La reconfiguration d’'un noeud est donc locale a ce noeud.

4.3.1 ModeleSAN

Le modéle SAN proposé pour cet exemple traite chaque noaudnpautomate. Chaque
automateN'” a3 états :A, P et R, qui représentent, respectivement, les &atd, panneet
reconfigurationde chaque noeud. L'automate associé au naedel la grappe est donné par
FiG. 4.3.

La panne d’'un noeudest modélisé par I'événement synchronisémt;, auquel on associe
un taux);. L'événementrep; représente la réparation du noeuavec un tauxu;. L'étape de
reconfiguration du noeudest associée a I'événement locaton f; avec un taux;.

On associe également, a chaque autorméte, les événements de panne et réparation
(fail;_q, fail; 1, rep;_1 €trep;,1) associé aux noeuds voisins.

4.4 Base de données distribuéeDDS (Distributed Database
System

Cet exemple est basé sur un probléme classique présentaipér,idouza e Silva, et Goyal
dans [66] et repris par Carrasco dans [17].

L'exemple décrit un systeme de base de données distriliggiuted Database System -
DDS). Le systeme est composé de deux ensembles de prosessenectés a des contrdleurs
gui sont connectés a des ensembles de disques, comme grdgestrc. 4.4.
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failz faiZQ

failN rem failN fail]\r_l "epN failN—l
rep: rep2 rep; repy
repy repny repN—1 repN-1

Type | Evénement Taux | Type| Evénement Taux | Type | Evénement Taux

syn faily Al syn repy I loc recon fi sl
syn faily Ao syn reps 4o loc recon fa Ty
syn | faily_q1 |An_1| Syn | repn_1 |pn—1| loc |reconfy_q1|7TN_1
syn faily AN syn repy N loc | reconfy ™

FIG. 4.3 — Modele SAN de I'exemple CFR

FiG. 4.4 — Architecture d'une base de données distribuée

Le systeme est composé de deux types de processgues Pz. On a4 processeurs de
chaque type. On considere que un seul processeur de chaguestyactif et que les processeurs
inactifs ne sont pas sujet aux défaillance. Les processkutgpe P, tombent en panne avec
un taux\,. Lorsgqu’un processeur du typge, tombe en panne, cette défaillance est peut étre
propagée au processeur du typgavec une probabilité dé 1. Les processeurs du typg; ont
un taux de défaillance dg,. Une défaillance d’un processeur du tyPBg n’est jamais propagee
au processeur du type,.

Chaque ensemble de processeurs est connecté a deux erssdenbtntroleurs. Les con-
tréleurs sont du typ€’; ou C,. Chaque ensemble de contréleur est composéatmtroleurs.
Les contrbleurs du typ€'; tombent en panne avec un tayxet les contrdleurs du typé, avec
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un taux~,. Chaque ensemble de contréleurs est connegtérsembles de disques. Chaque
ensemble de disque est composéldéisques. Les donnégsimairesde chaque disque sont
répliqguées sur les autres disques de I'ensemble de facorgaecehaque disque ait/3 des
donnés. Les ensembles de disqiigs, D, et D3, connectés aux contréleuts, tombent en
panne avec les taux;, 7, et 3, respectivement. Les ensembles de disqugs Dy et Dos,
connectés aux contréleufs, tombent en panne, respectivement, avec lestaux,, ets.

Toutes les réparations ont les méme taypour n'importe le type de composants. Cepen-
dant, le taux de réparation est multiplié parlorsque le systéme est dans un é@ v’ V.

441 ModeleSAN

Le modele SAN pour cet exemple est composéeutomates. Chaque automate représente
un type de composants(types de composants différents sont présents dans le g)stem

Dans FKG. 4.5, les deux premiers automateg et Py, représentent, respectivement, les
processeurs diz, et Pg. Les événemenis, etpp, représentent, respectivement, la défaillance
d’'un processeur du type, et Pz. Lévénemenp,, représente une défaillance d’'un processeur
du type P, propagée a un processeur du tyBe. Les réparations sont représentées par les
événementsp, etrp,.

Les automate§,; et(C, représentent les contréleurs du typeet C,, respectivement. Les
défaillances de contrdleurs sont représentées par les@ansc; et pe,, tandis que les répa-
rations sont représentées par les évéenemenest rc,.

Les 6 derniers automatedX, D12, D13, Do1, Doy €1 Do3) représentent les ensembles de
disques. Les événemenisd;; etrd;; représentent les défaillances et les réparations d’'umeisq
sur 'ensemble de disqués;;.

On remarque qu’on associe aux taux des événements de répsatisieurs fonctions. Ces
fonctions sont détaillées ci-dessous :

f lafonctionf vautl sile systéme edf P et 10 si le systeme esDOW N. C'est-a-dire que
les taux de réparation sont multipliés garlorsque le systeme est dans un é& 1V N ;
pr; cette fonction décrit la probabilité de réparation d'un pasant lorsqu’il y a plusieurs
composants en panne. La fonction est le résultat du nombeerdposants du typeen

panne divisé par le nombre total de composants en pannealaystéme.
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Pab

Pab

DPab
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"Pa TPa "Pa "Pa
OO ooNo
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™Dy ) ) )
OO ololo
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rcy

&)

o

()

>

C2
P rco

pa < re P2 < rey
) o @ @
Dab DPab Pab Dab
Du D2 D3 Doy Doy Do3
pdiy < >rd“ pdiz < > rdyy pdi3 < >rd13 pda < > rdyy pdao < >7‘d22 pda3 < > rdys
pdn < >rd11 pdya < >rd12 pdy3 < >rd13 pday < >rd21 pdas < >rd22 pdas < >rd23
pdiy < >rdn pdia < >rd12 pdiz < >rd13 pday < >7,d21 pdar < >rd22 pdas < >7-d23
pdi < >7’d11 pdi2 < >Td12 pdig < >7>d13 pda < >Td21 pdaa < >7>d22 pdag < > rdys
Type | Evénement Taux || Type | Evénement  Taux Type | Evénement Taux | Type| Evénement  Taux
loc PPa Aa loc TDa w.fpra loc pdi T loc rdy w.f.pra,
loc PPy Ay loc Dy . f.pry loc pdya Tio loc rdya w.f.pra,
loc pey M loc rey . fopre, loc pdys T13 loc rdis W f.prag,
loc j2) Yo loc rey - fpre, loc pday To1 loc rdsy . f.pra,
syn Dab Aab loc pdao Too loc rdao - fpra,,
loc pdos Tos loc rdag p-fpray,

F=((stPal=0) (stPs! = 0)) &k ((stC,! =

) &k (st Cy ! = 0)) &&e

(((HZ)[D11D23]4) + (TZb[D“..Dgg]B)) == )

pri=((st Pal= 0)|| (st Ps! = 0)) &k (st C 1= 0) &k (st = 0))

FIG. 4.5 — Modele SAN de I'exemple DDS

4.5 Patron de mobilité aléatoire -RWP (Random Waypoint
Mobility Pattern)

Cet exemple décrit un patron de mobilité aléatoire par pountnant yvaypoin). Ce patron
de mobilité est largement utilisé dans les réseaux sansfihadele SAN original proposé par
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Delamareet al. dans [27] est utilisé pour obtenir la distribution spatidiien noeud et calculer
la densité du réseau.

Dans le patron de mobilité aléatoire par point tournant,deud choisit aléatoirement un
point de destination et se déplace vers cette destinatiotesse constante. Lorsque la desti-
nation est atteinte, le noeud reste dans cette destinatielgjues instants jusqu’a ce qu’une
nouvelle destination soit choisie.

Dans cet exemple, on étudie ce patron de mobilité2sdimensions. Autrement dit, une
surface ou le noeud4possibilités de mouvement : Nord, Sud, Est et Ouest.

4.5.1 ModeleSAN

Pour représenter ce patron de mobilité, on utiiseitomates. Ce modéle est présenté dans
FIG. 4.6.

LOCy
mu, mu, mu, mu, mu,
mu, mu, mu, mu, mu,
LOCy

muy, muy, muy, muy, muy,

oloNoNOIRE0

mug mus mus mus mus

Type | Evénement Taux

loc mu, fi fi = rtSpeed * (((st DESTy) < (st Lf(’)(h
loc mu, fo fo = rtSpeed * (((st DESTy) > (st LOCx )
loc mu, fs J3 = rtSpeed = (((st D&ST > (st EOCyg ;
loc mo 7, fa=rtSpeed * st DES < ST LOCy
° ! fp = (1/Pause * (((st DE LOCy))&&e((st DESTy) == (st LOCy)))
sn| dw | f PN

FIG. 4.6 — Modele SAN pour le patron de mobilité aléatoire panptmurnant.

Sur ce modéle, les automaté®C et LOCy, modélisent la position courante du noeud dans
les axesr ety. Les événements locauxv,, muv,, mv, etmuv, représentent, respectivement, le
déplacement du noeud dans la directesy ouest sudet nord. Ces événements ont des taux
fonctionnels qui indiquent non seulement la vitesse massida direction du déplacement.

Dans cet exemple, on adopte une stratégie de déplaceméetdiasune décision aléatoire.
Cependant, différentes stratégies de déplacement peétvenhodélisées [27]. Cette stratégie
de déplacement basée sur une décision aléatoire est aud&is@e par les fonctions associées
aux événements de déplacement,, muv,, mv, etmu,.
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Les automate®ESTy et DESTy, modélisent la destination du noeud dans le repere d’axes
x ety. Un seul événement synchronisant §) est utilisé pour le choix de la nouvelle desti-
nation. Le taux cet événement est calculé a partir du tempspies du noeud dans le site de
destination. Ce taux est modélisé par la fonctfgnDans ce modéle, on fixe une probabilité de
routager équitablement distribuée.

4.6 Grappe de stations de travail WORKSTATION (Worksta-
tion Cluster)

Cet exemple présente un systeme structuré qui s'inspiredjuappe de stations de travail
connue dans les commutateurs de téléphonie mobile [53].

On considere dans cet exemple une grappe de stations détoBrante aux pannes, décrite
dans FG. 4.7. Cet exemple a été proposé par Haverkort, HermannsteeKaans [52] pour
analyser des problémes de confiance par de techniquesdie checking_e systéme consiste
en C sous-grappe dé stations de travail connectés a un commutateur par uneagigoén
étoile Les commutateurs assurent la connexion entre chaqueegpapiépine dorsale

Grappe 1 Grappe C

Commutateur 1 Commutateur C

Epine Dorsale

FIG. 4.7 — Structure de la grappe de postes de travail toléramtpanne.

Dans chaque grappe de stations de travail, tous les contg@san identiques et ont un taux
de défaillance\; ou: € [1..C]. Les commutateurs et I'épine dorsale ont un taux de défaiia
dep,; oui € [1..C] pour les commutateurs etpour I'épine dorsale.

Le systéme a une seule unité de réparation qui doit se chdegeus les composants. Au-
cune politique de priorité de réparation n’est adoptéenitéude réparation inspecte le systeme
avec un tauxv. Chaque type de composant a un taux de réparation différépine dorsale est
réparée avec un tauwxtandis que les commutateurs sont réparés avec unriaikes postes de
travail avec un tauy; oui € [1..C1.
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4.6.1 ModeleSAN

Le modele SAN qui modélise cet exemple utiliSeautomates pour modéliser les grappes
de station de travail. Ces automates sont nom@iésoui < [1..C]. Les défaillances et les
réparations des stations de travail sont représentéggctaement, par les événemepis et
rp; ouid € [1..C]. On utilise aussC' automates pour modéliser les commutateurs liés a chaque
grappes. Les automates des commutateurs sont nodthéeui < [1..C]. Les événements
psi, oUi € [1..C], représentent la défaillance du commutatslit qui passe alors de I'état
AW arétat PY. En revanche, les événements, oli € [1..C], représentent la réparation du
commutateuS®” et fait passer 'automate de I'ét&(?) a I'état A,

L'automateBB modélise I'épine dorsale du systeme. Dans I'etd¥pine dorsale esactive
et dans I'état” elle esten pannel’événemenpbb représente une défaillance de I'épine dorsale
et change I'état de 'automate devers P, tandis que I'événemenbb représente une réparation
de I'épine dorsale et change I'état de 'automateteers A.

Le dernier automate’RS modélise I'unité de réparation du systeme. L'unité de réfian
peut étranactive(état/) ou enréparation(état k). L'événement f représente I'inspection du
systéme a la recherche d’un composant défaillant. Cetpeati®n est modélisée par la fonction
f associée al'’événement. S’il y a un composant en pannegtiate passe a I'état de réparation
(R). A la fin de la réparation, une transition synchroniséegagser I'automate a I'étdt

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté différents exemples de isatitéh a I'aide du formal-
isme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN). Nogsrdhns a travers de ces exemples
les différents systéemes sujets aux défaillances pour édsaqun peut calculer a disponibilité
ponctuelle.

Ces exemples sont utilisés pour les tests d’efficacité désadés de détection du régime
stationnaire présentées dans le chapitre précédent (@hapiLa comparaison de ces méthodes
est présentée dans le chapitre suivant (Chapitre 5).
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FIG. 4.8 — Modele SAN pour une grappe de postes de travail talerx pannes
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Chapitre 5

Analyse de résultats

Dans ce chapitre, on va procéder a une analyse et compadgsanesures de performance
des deux méthodes de détection du régime stationnairapéésedans le chapitre 3 lorsque ces
meéthodes sont utilisées sur des grands modeles.

5.1 Efficacité des méthodes de détection du régime station-
naire

On rappelle que notre objectif est de tester I'efficacitérdéthodes de détection du régime
stationnaire sur de grands modéles. On a choisi différentetas de fagon a vérifier I'évolu-
tion des algorithmes par rapport a 'augmentation de l&etdil modéle, aux différentes tailles
d’ensembles d’états P et aussi a I'erreur maximum acceptee.

On compare les méthodes de facon empirique sur la base teesd@ssés sur un ensemble
de 6 modeles de systemes sujets aux défaillances. L'ensembigodeéles utilisés pour I'ob-
tention des mesures de performance sont ceux présentétedarapitre précédent (Chapitre
4). Chaque modele présente différentes caractéristigeiéss que, différents taux de conver-
gence, des états initiaux hors de I'ensemble d’états Les différentes caractéristiques de
chaque modéle permettent une analyse expérimentale phydéte des méthodes de détection
du régime stationnaire, car différents scénarios sonié&tud

On peut voir la nécessité d’avoir des modeles avec diffésenéracteéristiques et sur dif-
férents scénarios lorsqu’on analyse, par exemple, un rmaaac une tres forte probabilité
dans un seul état. Si on utilise la méthode de calcul de ladibpité ponctuelle par la multi-
plication a gauche, on atteint le régime stationnaire g@tsit’état initial est le méme que I'état
avec forte probabilité. Si I'état initial est un état a traibfe probabilité au régime stationnaire,
on prend plus de temps pour atteindre le régime stationatdétecter la stationnarité.

De facon a prendre en compte les différentes caractérestigtiscénarios, on va analyser
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I'efficacité des méthodes de détection du régime statioarmtks grands modeles sur différents
criteres, tel que la taille des modeles, I'ensemble d’défdeset I'erreur maximum acceptée.

Dans la comparaison et analyse des méthodes présentgaegi-an utilise la notation
suivante :

O
uc Nombre d'itérations calculé par la méthode de troncatieré-ox-Glynn
(Section 3.2.1) pour la méthode d’uniformisation classigu
CRI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) kagetests de con-

vergence du vecteur selon la convergence relative du uwgcteume infinie
relative) pour la multiplication a gauche;

CAl Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) desctests de
convergence du vecteur selon la convergence absolue deuvdabrme
infinie) pour la multiplication a droite ;

CAA Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) a®tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence absolue accuchuléecteur
(norme L1) pour la multiplication a droite ;

CsSw Méthode de contrdle de la suitedg (Algorithme 3.10).

La méthode de convergence du vecteur (Algo. 3.9) avec urdeesbnvergence relative
(norme infinie relative) n’est pas applicable pour la miiktgtion a droite, car ce test de con-
vergence présente des problemes lorsque la disponililitétpelle tend vers.

Les méthodes présentées ont été appliguées a I'ensemhieodiétes choisis. Cependant,
dans cette comparaison, on s’intéresse uniquement awodestlavec détection du régime sta-
tionnaire qui utilisent la multiplication a droite (les rhétles CAl, CAA et CSW), car ces méth-
odes utilisent la méme méthodologie, c’est-a-dire, undipligation matrice-vecteur. Cepen-
dant, les mesures obtenues pour les méthodes UC et CRI ssifpaésentées, pour le critéere
nombre d'itérations, a titre indicatif dans I'annexe A.

Les conclusions présentées dans ce chapitre font réfééemaanombre limité de graphes,
cependant elles sont faites sur la base d’une variété diexegtations dont les mesures com-
pletes son présentés dans I'annexe A.

5.2 Comparaison des méthodes

La comparaison des méthodes de détection du régime statierest réalisée selon deux
criteres : le nombre d'itérations nécessaires a la détediiarégime stationnaire et la précision
des résultats.
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5.2.1 Nombre d'itérations

Les mesures relevées du nombre d'itérations nécessaisedédction du régime station-
naire montrent que la méthode CAI est la plus performantepas 3 méthodes testéesid
5.1 exemplifie cette constatation.

500 T T
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400 F , ]
350 | _
300 | e s _

250

Nombre d'iterations

200

150

100

50 1 I I
le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee

Fic. 5.1 — FAS-15 serveurs

Cependant, la méthode CAI présente des problemes de fagiestian du régime station-
naire. La fausse détection du régime stationnaire peudieetr des erreurs assez importantes
au niveau de la valeur de la disponibilité ponctuelle. Céjgnme est présenté dans la Section
5.2.2.

On constate aussi que la différence du nombre d'itératiotre des méthodes ne suit pas
une constante ni une fonction linéaire. Dans certains aadifférence du nombre d'itérations
nécessaires entre les méthodes est trés importante ee@mfiacon imprévisible. Cette con-
statation est clairement visible danssF5.2, quoique ce comportement est observé aussi sur
d’autres modéles.

Lorsqu’on regarde de plus pres les méthodes CAA et CSW, ceredsine meilleure per-
formance de la méthode CAA sur les petits modeles, notamiesnnhodeles avec moins d’'un
millier d’états environ, tandis que la méthode CSW a unelmai performance sur les grands
modéles.

La meilleure performance de la méthode CAA est visible pesmhodéles FAS, MSA et
CFR. Sur les modeles MSA ce comportement est observé suemtests (Annexe A, Section
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FIG. 5.2 — WORKSTATION- 512 serveurs et0% des serveurs disponibles

A.2, page 219). F6. 5.3 illustre cette observation. On remarque que les med@®BA ont un
espace d’états entBd et514 états.
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Ce méme comportement est observe sur les mesures relevéesrmdéle FAS. Lorsque
le modele est testé avec seulemgrserveurs 2 états), comme le montrel&. 5.4 ci-apres,
la méthode CAA présente des meilleures résultats. Ceperildesgu’on teste ce modele avec
10, 15 et 20 serveurs et que I'on a un espace d’états plus grammd4, 32 768 et 1 048 576
états respectivement, la méthode CSW prend moins d’ibdrapour détecter le régime station-
naire pour n'importe quelle erreur maximum acceptée, commgeut le voir sur des graphes
supplémentaires dans I'annexe A (Section A.1, page 214).
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FiG. 5.4 — FAS-5 serveurs

Méme si on a observeé une meilleure performance de la méthadesQr les petits modeles
tandis que la méthode CSW obtient de meilleurs résultatesgrands modeles, ce comporte-
ment n’est pas une regle stricte et on observe une exception.

Les mesures relevées sur les modeles CFR (Annexe A, Sect&rpage 224) montrent
une meilleure performance de la méthode CAA lorsque I'emeaximum acceptée est grande,
notamment pour les erreurs maximum acceptédsdeetle—7, méme sur les deux plus grands
modeles {0 noeudsj0 949 états efl 5 noeuds |4 348 907 états). Par contre, la performance de
ces deux meéthodes s’inverse sur les deux plus grands maolédgse I'erreur maximum accep-
tée devient plus petitel¢ 2 et 1e~'). On observe ce comportement sur les mesures relevées
sur modele CFR avels noeuds présentées suck5.5.

Sur les mesures relevées pour les modeles DDS (Annexe ApBéct, page 229), RWP
(Annexe A, Section A.5, page 231) etdRKSTATION (Annexe A, Section A.6, page 236), la
méthode CSW présente toujours des meilleurs résultatapport a la méthode CAA.

Dans la section suivante on analyse la précision des résaltigenus pour chaque méthode.
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5.2.2 Précision des résultats

Un des principaux avantages de la méthode d’uniformisasirmgue le nombre de termes
dans la somme de I'équation (3.8) (page 32) peut étre trortypéé-calculé de facon a ce
que l'erreur soit plus petite que une erreur maximum aceeptédéfinie (Equation (3.14)).
Cependant, cette propriété est perdue lorsqu’on inconpoeeméthode de détection du régime
stationnaire car le nombre d’itérations pour atteindreélgime stationnaire ne peut pas étre
prédit a priori.

Etant donné la taille des modéles testés, une solution exsttinfaisable pour plusieurs
modeles. Donc, on ne peut pas calculer I'erreur exacte dddaivde la disponibilité ponctuelle
obtenue pour chaque méthode par rapport a la solution exaependant, Sericola prouve dans
[91] que l'erreur obtenue par la méthode CSW ne dépasse @asui maximum acceptée
prédéfinie. Donc, on utilise la valeur de la disponibilitéhptuelle obtenue pour une erreur
maximum acceptée de:—!! par la méthode CSW pour calculer une borne d’erreur infégieu
La borne d’erreur inférieure est calculée par :

erreur = (X.(t) — CSWie-n(t)) — le” ™ (5.1)

X. est la valeur de la disponibilité ponctuelle pour une erreaximum acceptée avec
'une des méthodes CAIl, CAA et CSW a l'instant de temps

On considére que la méthode est précise sila borne d’eragzuiée est inférieure a I'erreur
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maximum acceptée préedeéfinie.

La borne d’erreur est calculée sur la valeur de la dispatélbnctuelle a I'instant de temps
t, le plus grand utilisé sur chaque modeéle. Pour chaque mdtieétant de temps a été choisi
suffisamment large de facon a ce que toutes les méthodegipudssecter le régime station-
naire. Ces valeurs sont présentées dans I'annexe A avesdapt®n des valeurs utilisées pour
les tests de chaque modéle.

Sur les graphes présentés ci-aprés, une courbe avec t'areeimum acceptée a été intro-
duite. Cette courbe est identifiée par I'étiquditecur acceptéet vise a faciliter I'analyse des
graphes.

On constate que les méthodes CAI et CAA, qui sont basées suétlode de tests de
convergence du vecteur (Algorithme 3.9, page 50), présedés problémes de précision causés
par une fausse détection du régime stationnaire. Cettsdaiétection résulte en une valeur
de disponibilité ponctuelle qui ne respecte pas I'erreuximam acceptée. Méme si les deux
méthodes ont présenté des problemes, la méthode CAI a ldtatédes plus critiques. Les
pires cas sont observés sur le modéle RWP, comme on peut Bwv¢iG. 5.6. On observe sur
FIG. 5.6 que la borne d’erreur calculée pour la méthode CAI gsérseure a I'erreur maximum
acceptée dee? prédéfinie.
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FIG. 5.6 — RWP- erreur maximum acceptéelde®

La méthode CAl a présenté aussi ce probleme de fausse détdatrégime stationnaire sur
les modeles FAS, CFR, RWP et&®KSTATION, comme on peut le constater sur I'ensemble
des mesures présentés dans I'annexe A sections A.1, A 2tAB.
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Méme si la méthode CAA a présenté moins des probléemes quettedeCAl, elle n’est
pas fiable a00%. La méthode CAA a présenté ce probleme uniquement sur le llm@FR
avech noeuds 243 états) pour toutes les erreurs maximum acceptées testées.F présente
la borne d’erreur calculée pour le modéle CFR aveoeuds.

0.0001 T T

CSW --o-~
Erreur acceptee --—-- |

1e-05 F
1le-06 |

1le-07

Erreur

1le-08

1le-09

T
/
+
/
1

1e-10 | S o

le-11 L 1
le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee

Fic. 5.7 — CFR-5 noeuds

On a pu observer aussi que l'erreur calculée pour la méth@&W €st toujours plus pe-
tite que I'erreur maximum acceptée sur tous les modeleéste€ependant, on a observé une
mauvaise qualité des résultats obtenus pour une erreumuaxacceptée égalela—° sur les
modeles FAS et WRKSTATION. Méme si les résultats obtenus sont plus petits que I'erreur
maximum acceptée, elle présente une erreur plus grandgilorsles compare avec les méth-
odes CAI et CAA. Cette constatation peut étre observée demsa8, mais elle apparait sur
plusieurs modeéles WRKSTATION, comme on peut le voir dans I'annexe A dans la section A.6.

Ce comportement est souvent observeé sur d’autres modedexk$ATION.

5.3 Analyse des parametres

En plus d’une comparaison entre les méthodes de détectiodgitne stationnaire, on re-
garde aussi l'influence des différents paramétres, teldajteelle du modéle, 'ensemble d’é-
tatsU P et I'erreur maximum acceptée, sur chaque méthode. Dan&di®rss suivantes, on
présente nos constatations sur l'influence de ces parasmsetrées méthodes. Ces constatations
sont basées sur une variété d’expérimentations réalisggsusieurs modeéles. Les graphes



5.3. ANALYSE DES PARAMETRES 75

1le-05 = T T .
CAl —2—
CAA & ]
CSW --e-
Erreur acceptee --—+--- ]

1e-06 o :

T
/
/
/
*
/
Il

le-07

Erreur

1e-08 |- 1
1e-09 | Tl T .

le-10

T
2l

le-11 L L
le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee

FIG. 5.8 — WORKSTATION- 32 serveurs e50% des serveurs disponibles

présentés dans cette section sont ceux qui caractériggnslehaque cas. L'ensemble complet
des mesures est présenté dans I'annexe A.

5.3.1 Taille des Modeéles

Parmi lest différents modéles testésmodeles ont une variation possible de la taille, soit
par 'addition de nouveaux automates, soit par 'additisgtats aux automates déja existants.

Sur les modeles FAS et CFR, 'augmentation de la taille duatese fait par I'inclusion
de nouveaux automates, alors que sur les modeles MSAORKATATION, la taille du modéle
croit avec 'augmentation du nombre d’états dans les autesrdgja existants.

L'inclusion d’automates dans le modéle entraine un chaegete la structure de la ma-
trice, mais conserve le facteur entre la plus grande et pdtite valeur de la matrice. Tandis
gue dans les modeles MSA etONKSTATION, I'inclusion de nouveaux états sur les automates
déja en place fait augmenter le facteur entre la plus grandepius petite valeur de la matrice.
L'ordre de grandeur de ce facteur peut jouer pour une coeneryplus rapide ou plus lente
[92].

Sur les modéles FAS et CFR, on observe une tendance desdtibiliet méme a la baisse
du nombre d'itérations, sur certains modeles, lorsque edehes grandissent, comme on peut
le voir sur le modele CFR (E. 5.9).
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Sur les modeles MSA et WRKSTATION, on n’observe pas un comportement standard. F
5.10 montre assez bien ce phénomene.
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Sur la base des modeles testés, on peut constater quedaltaithodele n’a pas toujours la
méme influence sur le nombre d’itérations nécessaires pieimare le régime stationnaire. Nos
hypothéses sur la relation entre facteur de la plus grandepéis petite valeur de la matrice et
la réduction ou 'augmentation du nombre d’itérations ssrrhodéles FAS et CFR sont basées
sur nos connaissances des modeéles testés, mais une amasyapgrofondie des structures des
matricesP est nécessaire pour prouver ces relations.

5.3.2 Ensembles d’'étaté/ P

La relation entre I'état initial et le nombre d’itérationéaessaires pour le régime station-
naire est bien connue pour les méthodes qui utilisent laiplicltion a gauche. Autrement dit,
le nombre d’itérations pour atteindre le régime statiormdepend fortement de I'état initial
du modele. Lorsqu’on utilise la multiplication a droite,Hembre d’itérations pour atteindre le
régime stationnaire ne dépend plus de I'état initial du nedeais du vecteur d’étatsP.

Etant donné que, a chaque multiplication la suite des vesteumodifie les valeurs, ini-
tialement attribuée aux étaisOW N, par des valeurs qui tendent vers la valeur de la disponi-
bilité ponctuelle, on essaie d’établir ici une relationreria taille de 'ensembl& P par rapport
a la taille du modele et la vitesse de convergence.

Deux modeles ont été utilisés pour tester différents enknthétatsl/ P. Sur le modéle
RWP, on a calculé la disponibilité ponctuelle p8uaires de couvertures, 8 et11. Les3 aires
de couverture utilisées dans nos tests correspondergctesgment 25 625, 70 625 et138 125
états, soit.56%, 18.08% et 35.36% de I'espace d’état du modéle. Pour ce modéle, on observe
une croissance constante du nombre d’itérations lorsquendre d’états dans I'ensemidle”
augmente. Ce comportement est observé sur les trois méticodene on peut voir suri&.
5.11.

Sur les modéles WRKSTATION testés, on n'a pas changé uniguement I'ensemble d’états
U P mais aussi la taille du modele. On a testéombres de serveurs differensg, 256, 512 et
1024 serveurs. Pour chague nombre de serveurs, on a calculélanthgité ponctuelle pour
5 niveaux de disponibilité. Le niveau le plus bas d’exigend&éétabli al0% des serveurs
accessibles. Ce qui correspond a envita? de I'espace d’états. Pour les niveaux de disponi-
bilités égaux a830%, 50%, 70% et 90%, on a des ensembles d'étdtfs” qui correspondent,
respectivement a envird?8%, 6.3%, 2.3% 0.25% de I'espace d’états de chaque modeéle.

Sur les deux plus petits modéle et 256 serveurs), on observe une croissance du nombre
d’itérations lorsque le pourcentage de I'ensemble d’dtatsdiminue. Cette constatation est
illustrée par le modéle avex2 serveurs (Ks. 5.12), ou I'on a observé I'évolution du nombre
d’itérations par rapport a différents ensemble d’étatspour une erreur maximum acceptée de
le~ 10,

Cependant, on n’observe pas cette relation sur les deuxgpdunsls modeles, aved?2 et
1 024 serveurs. Les mesures obtenues sur le modelesdgeserveurs nous montrent un nombre
plus grand d’itérations pour un niveau de disponibilité&s@e (FIG. 5.13), pendant que sur le
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modéle avecd 024 serveurs, on constate deux pics du nombre d’itérations [gsuniveaux
de disponibilité de30% et 70% (FIG. 5.14). Méme si on peut observer que les trois méthodes
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suivent la méme tendance, les méthodes CAA et CSW sont Iesqulahées par ce phénomene.
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D’aprés les mesures relevées, on peut constater que, Rinseanodeles, la taille de I'ensem-
ble d’étatsU P influence le nombre d'itérations nécessaires pour atteifelrégime station-
naire. Cependant, malgré I'ensemble de tests réalisés;esh pas en mesure d'établir une
relation directe entre la taille de 'ensemble d’étEtB et la taille du modeéle, ou sur quel type
de modeles cette influence existe.

5.3.3 Lerreur maximum acceptée

On peut observer dans tous les modéles que le nombre dbtésatécessaires pour détecter
le régime stationnaire augmente au fur et a mesure qu’oritléefveur maximum acceptée.

Cette augmentation est souvent du type linéaire. Ce coeperit peut étre observé sur la
plus grande partie des modéles et sur les trois méthodégsestependant, on peut observer
des cas ou les méthodes CAl et CAA ont une forte croissancemhbre d’'itérations pour une
erreur maximum acceptée petite. Pour la méthode CAA le cptutevisible apparait sur le
modele DDS, comme on peut le constater si@./5.15.
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Erreur maximum acceptee

FIG. 5.15-DDS

Ce comportement peut avoir une relation entre proximitéadaus petite valeur de la ma-
trice et de I'erreur maximum acceptée. Cependant une anplys approfondie est nécessaire
pour prouver ce relation.
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5.4 Comparaison des différentes représentation du vecteur
constant

On a testé I'efficacité de trois formats pour la représematiétats initiaux (multiplication
a droite) et pour la représentation d’état® (multiplication a gauche) présentés dans la section
3.5 (Chapitre 3). Les mesures obtenues sont analyséesppanta la vitesse de calcul mais
aussi par rapport a I'espace de stockage.

5.4.1 Vitesse de calcul

TAB. 5.1 présente les mesures relevées pout ieplantations du vecteur constant, pour la
multiplication a droite et aussi pour la multiplication aughe.

Modéle Vecteur pIei_n Vecteurcregx Fonction _
Gauche| Droite | Gauche| Droite | Gauche| Droite
FAS- 20 serveurs 2,20s| 2,26s| 2,15s| 2,20s| 2,16s| 2,40s
CFR-15 noeuds 23,21s | 30,28s | 23,17s| 29,73s| 24,94s| 31,92s
MSA- 256 serveurs 0,01s| 0,01s| =0,0s| 0,01s| =0,0s| 0,01s
DDS 7,32s| 7,39s| T7,26s| 7,29s| 7,91s| 7,86sS
RWP-11 espaces 2,20s| 2,19s| 2,10s| 2,13s| 2,13s| 2,14s
WORKSTATION- 1024 serveurs, 8,66S| 8,38s 7,39s| 8,01s| 7,66s| 10,84s

TAB. 5.1 — Vitesse de calcul

On rappelle que notre objectif est de comparerdl@mplantations des vecteurs constants
pour la multiplication a droite et a gauche. Les différeraesitesse de multiplication observées
entre la multiplication a droite et a gauche ne sont pas a aosnjici car I'ordre de multipli-
cation a une forte influence sur la vitesse de multiplicafist]. En plus, sur les implantations
avec des vecteurs creux et avec des fonctions, une compaengre I'implantation & gauche
et a droite n’est pas sensée, étant donné que, pour I'inghlantavec des vecteurs creux, les
tailles des vecteurs sont assez différentes. Par exemplée snodele VWORKSTATION avec
1 024 serveurs, la taille du vecteur constant pour la multipiazaé droite est égal et pour la
multiplication a gauche elle est égal &27 848. Du méme pour I'implantation avec des fonc-
tions, la complexité d’évaluation des fonctions qui défiei# I'état initial et I'ensemble d’'état
U P n’est pas toujours la méme.

Sur les3 implantations proposées, on peut constater une claireistpé de I'implanta-
tion avec des vecteurs creux sur les autres implantatiocel@est le choix recommandé. Les
mesures relevées pour 'implantation avec un vecteur jpleipar des fonctions ne permet pas
de définir la meilleure performance, surtout pour la multggion a droite. Dans ce cas, I'im-
plantation par des fonctions est plus intéressante parieréduit en espace mémoire.
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5.4.2 Espace de stockage

TAB. 5.2 présente I'espace mémoire nécessaire a le stockageethur constant pour l&s
implantations proposées, pour la multiplication a droitewessi pour la multiplication a gauche.

R Vecteur Plein Vecteur Creux Fonction

Modéle .
Gauche| Droite

FAS- 20 serveurs 8,00Mo | 4,00Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
CFR-15 noeuds 109,47 Mo | 54,74 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
MSA- 256 serveurs 4,02Mo | 1,00 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
DDS 26,82Mo | 0,02Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
RWP-11 espaces 2,98 Mo | 0,10 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
WORKSTATION- 1024 serveurs, 128,25 Mo | 17,32 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo

TAB. 5.2 — Espace de stockage

On remarque d’abord que I'espace nécessaire a la représerta la fonction est insignifi-
ante dans les deux implantations. Cette méthode est surénpdns économique de toutes pour
'espace de stockage.

La représentation du vecteur constant par un vecteur pgidéeonseillée pour la grande
partie de cas. Le seul cas ou I'implantation en plein est&itiés est pour la multiplication a
droite lorsque le nombre de valeurs non-nulle dans le veatéial dépasse 1€50% de la taille
du vecteur.

Sur I'implantation du vecteur constant par un vecteur cyéagpace de stockage dépend
du nombre de valeurs différentes de zéro dans le vectewatsliéitial, pour la multiplication a
droite et de la taille de I'ensemble d’étdfs”, pour la multiplication a gauche.

Notons que pour la multiplication a gauche, un seul vecteuntigbrs est stocké pour représen-
ter 'ensemble des étatsP. Ceci justifie la moitie de la taille de I'espace de stockagerpe
modele ou la taille de 'ensembléP est presque égal a la taille de I'espace d’états produit.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a analysé l'efficacité de deux méthceldstéction du régime station-
naire sur des grands modeles.

La comparaison des méthodes présentée dans ce chapitriaaecs@ir différents modeles
et paramétres de fagon a voir le comportement de chaque deéthce a différents criteres, tels
que la taille des modéles, I'erreur maximum acceptée esé&pble d'étaté/ P.

Parmi toutes les méthodes testées, la performance de laded@iAl, par rapport au nombre
d’itérations, est nettement meilleure que les méthodes EXASW.



5.5. CONCLUSION 83

Cependant, les problémes de fausse détection du réginensiate entraine des erreurs
importantes sur la valeur de la disponibilité ponctuelleahpromet les bons résultats obtenus
sur le critére nombre d’itérations et rend la méthode CAlffzdde sur de grands modéles.

Méme si la méthode CAA présente moins de problémes de fagssetion du régime sta-
tionnaire que la méthode CAI, le nombre d’itérations néaiess pour la détection du régime
stationnaire ne rend pas cette méthode attractive dansdayphnde partie des modéles testés.

Finalement, la méthode CSW présente des résultats coaemtsun surcolt entrz0% et
500% par rapport a la méthode la plus performante (CAl). En ouwtedte méthode permet
un calcul fiable et rapide de la disponibilité au régime stataire, ce qui évite le probleme
d’instabilité de la méthode d’uniformisation classiquepdes instants de tempassez grands.
Il est évident que pour les grands modéles, cette méthodiz m&thode recommandée.

Un deuxieme point étudié dans ce chapitre a éte l'utilisatie différentes implantations
pour le vecteur constant. Parmi les trois implantationteess: vecteur plein, vecteur creux et
fonction, le choix du vecteur creux semble assez évideats,@n a un bon compromis entre
la vitesse de calcul et 'espace de stockage nécessairee@mepvisager I'implantation d’'une
heuristique qui choisit automatiquement le meilleur forma représentation par rapport aux
taux de remplissage du vecteur.
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Deuxieme partie

Réseaux d’automates stochastiques a
temps discret






Chapitre 6

Formalisme SAN a temps discret

Depuis la proposition du formalisme des Réseaux d’Autom8techastiquesStochastic
Automata Networks SAN) par Plateau dans [72, 73], la plupart des travaux orteEur une
échelle de temps continue. Le formalisme a temps discrettalreaucoup moins d’attention
et cela s’explique par la difficulté de modéliser des systeooenplexes avec des distributions
discrétes.

Dans ce chapitfe on va donner les définitions de base du formalisme SA