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Chapitre 1

Introduction

Le développement des systémes informatiques est devenmpiexe que leur conception
ne peut étre basée uniquement sur l'intuition et I'expémsetiu concepteur.

Lintuition et I'expérience du concepteur, comptent biéndans la qualité de la conception
du systeme, mais l'aide deéthodes de modélisatiebprédiction de performancgsermet une
planification et une gestion plus systématique et moins gméxlu systeme.

Pour prédire la performance d’un systeme et anticiper lesl@mes de performance avant
la construction d’'un premier prototype, il est donc fondatakde disposer de méthodes de
modélisation et prédiction de performance qui permettimtalyser et de comprendre le com-
portement du systéme. Les étapes de modélisation et podddd performances sont appelés
par le terme générique&valuation de performance

L'évaluation de performance doit étre appliquée tout ag ldm cycle de vie du systeme, de
la spécification a I'exploitation. Chaque phase du cycleidedu systeme favorise I'utilisation
de certaines méthodes d’évaluation de performance. Siaftéles formalismes de modélisa-
tion et les méthodes de simulation sont plus utilisés daasete spécification, de I'autre cote,
I'observation est plus souvent employée apres la congtrudtun premier prototype.

L'évaluation de performance dans une seule des phases udywie du systeme peut
engendrer des surcolts importants, des erreurs de conception découvertes durant la phase
d’exploitation peuvent entrainer la réécriture compléteygsteme.

Dans cette these nous nous sommes intéresseés a I'évaldajpanformances des premieres
phases du cycle de vie de la conception des systémes infqueaiparalleles et distribués. Par
définition, de tels systemes sont modulaires et naturehemg@nds. Ils sont trop complexes
pour étre traités par des méthodes traditionnelles d’étialn de performances, comme par
exemple une description directe sous la forme de ChainesatkoM

Nous nous intéressons donc a I'évaluation de performaneasaatieles avec tres grands
espaces d’états decrits par des formalismes de haut niveau.
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Du fait de la structure modulaire de ces systémes, ces modaotesouvent un comportement
presque autonomeeg., interactions entre les modules sont plut6t rares. Pouirdé® type de
comportement, Plateau a proposé le formalismBélgeaux d’Automates StochastiqugaN-
Stochastic Automata Networl3R, 73].

Le formalisme SAN nous permet de modéliser le comportemgoname (modélisés par
des événements locaux) de chaque composant du systémerdansomate et l'interaction
entre les composants par des événements synchronisants.

L'objectif de cette thése est d’améliorer le formalis®&N par I'inclusion de nouvelles
méthodes numériques en temps continu et par la propositioredeprésentation tensorielle
compacte en temps discret.

Nous faisons, dans la section suivante, un bref rappel ddsoaes d’évaluation de perfor-
mances connues dans la littérature.

1.1 Meéthodes d’eévaluation de performances

L'évaluation de performances peut étre décomposée en dapedistinctes : la mod-
élisation du systeme et la résolution du modéle. L'étape deétisation du systéme consiste a
développer une description formelle du systeme, alorsajtésblution du modeéle est une étape
numérique qui permet d’obtenir des indices de performaduesystéeme.

1.1.1 Formalisme de modélisation

Les travaux les plus anciens viennent de I'analyse direesepdocessus stochastiques [97]
et plus généralement des Chaines de Markov [92].

Les Chaines de Markov sont un des formalismes de modélisaioplus anciens et aussi
un des plus utilisés dans I'évaluation de performance. @usit a temps continu ou a temps
discret, la description d’'un systeme consiste a définiressigement :

— les états du systéme (on se restreint a des systémes avembrerd’états fini) ;
— les transitions entre les états;;
— la temporisation des transitions.

Ces définitions nous permettent d’analyser le comportechgramique d’un systeme étant
donné que celui s’exécute dans un environnement aléat@@mplicité et la facilité de mod-
élisation des Chaines de Markov et les théoremes opératodn la théorie concernée, leur
permettent d’étre employées dans de nombreux domaineglidagions [32, 38, 45].

Cependant, lorsque le nombre d’états est important (ddrode millions d’états), il est
quasiment impossible d’envisager une modélisation dirsotis forme état-transition. La taille
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de I'espace d’états génére est parfois si grande que nagnsent on ne peut pas obtenir des in-
dices de performances du modéle, mais souvent la matricamigtton de la chaine de Markov
ne peut méme pas étre stockée.

Pour cela, plusieurs techniques et formalismes de motiélsde haut niveau ont été dévelop-
pés au cours des derniéres décennies. Ces formalismestaveaw sont structurés, ce qui leur
permet de prendre en compte lI'aspect compositionnel ergigique des systemes.

Vers la fin des années 50, avec les travaux de Jackson [57| &8],apparu une nouvelle
approche basée sur les réseaux de files d’'attente [62]. teerahes dans ce domaine ont
connu un formidable essor jusqu’a la fin des années 70, no¢atnawec les travaux de Little
[63], Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [5], et Reiser @€lnderg [78].

Cependant, le domaine d’application des réseaux de filetkedta classiques est assez re-
streint. La nécessité de traitement de problemes plus @xegl comme par exemple des sys-
temes avec synchronisation, a motivé des les années 70a¥afprochées en évaluation de
performance.

Une partie de ces approches ont abouti a des extensionsrdalieme de réseaux de files
d’attente, comme c’est le cas des travaux sur :

— les méthodes d’approximation de Chandy et Sauer [18] ebdetds [70] ;
— les réseaux a capacité limitée de Dalldork-join) [23, 24];

— les réseaux avec clients négatifs (réseaux généralisgs) [

— les réseaux avec contréle de décision [99, 60];

— les réseaux hiérarchiques [15].

Toutes ces extensions ont fourni des outils puissants pauotélisation de systemes d’at-
tente, cependant, leur domaine d’application continu @ &ativement restreinte a des sys-
temes d’attente.

D’autres approches ont adopté les réseaux de Petri [49 0mne formalisme de base en
ajoutant des extensions qui vont de simples temporisationstantes [81], jusqu’a des mécan-
ismes beaucoup plus sophistigués comme par exemple :

— les réseaux de Petri stochastiques [37];

— les réseaux de Petri stochastiques généralisés [3, 2] ;

— les réseaux de Petri colorés [50, 51, 59];

les réseaux de Petri stochastiques généralisés supeffbé

Dans les travaux sur les réseaux de Petri stochastiques, imtéresser spécialement au
travaux sur réseaux de Petri stochastiques a temps digéret9, 102, 82].

D’autres approches ont abandonné la notieenttéset deflot (respectivementlients et
routagedans les réseaux de files d’attentejetonset arcs dans les réseaux de Petri), pour
proposer une vision compositionnelle de sous-systemestguagissent entre eux (concept de
modeéles modulaires).
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Ceciestle cas de:

— des algébres des processus stochastiques [67, 54] ;
— des réseaux d’automates stochastiques [74, 75, 34].

A partir de ces formalismes, il est possible de générer ltnetde Markov qui représente le
systéeme.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons plusyligrement au formalisme de
Réseaux d’Automates Stochastique§SAN- Stochastic Automata Networks).

Nous ne rentrerons pas dans une discussion détaillée swonmaaraison des différents
formalismes. Nous donnerons uniquement quelques élérdertemparaison en introduisant
les travaux précédents dans chaque partie de cette these.

1.1.2 Méthodes de résolution

Quelque soit le formalisme utilisé, nous cherchons a catadés indices de performance
sur le systeme étudié. Plusieurs méthodes de résolutibpsaposées dans la littérature. Parmi
ces méthodes de résolution nous pouvons faire la distmetitre :

— les méthodes analytiques [5, 62, 78] ;
— les méthodes numériques [86, 92];
— les simulations [96, 100, 12].

Dans le cadre de cette these, les méthodes de simulatiorsams pas considérees.

Les méthodes analytiques sont les méthodes qui donnentolutéos sans passer par la
résolution numérique du systéme linéai@ = 0 ou () est la matrice de transition de la chaine
de Markov. Ces méthodes ont I'avantage d’éviter la resmiutiu systeme linéaire, systeme
généralement trés grand.

Par exemple, certaines chaines de Markov, de par leursteycnt des solutions avec une
forme produit. Les processus de naissance et mort sont ucaddg plus simple de ce type
de solution. Il est possible de trouver des solutions a fquroduit pour d’autres chaines plus
complexes que les processus de naissance et mort. Les gaigdetudiés sont probablement
les réseaux de files d’attente [28, 62]. D’autres solutiofts@e-produit sont connues en par-
tant d’autres formalismes de modélisation. Notammentoyesd réseaux de Petri stochastiques
[37] et réseaux de Petri stochastiques généralisés [3]ettat propriété. Plus récemment, pour
quelgues modéles des réseaux d’automates stochastigeeslution a forme produit a pu étre
trouvée [77, 42, 41, 40].

Les méthodes numériques peuvent étre partagées en deysegrou

— les méthodes numériques directes;;
— les méthodes numériques itératives.
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La littérature décrivant les méthodes numeériques de résnlde systémes linéaires est tres
abondante [71, 86, 92].

Les méthodes numériques de résolution de systemes liaé@pmicables aux chaines de
Markov sont généralement des méthodes itératives. Lesoaésidirectes, comme la méthode
de Gauss [71], ne sont pas utilisables pour des modéles néegaille (nombre d’états) comme
ceux qui nous préoccupent ici.

Les méthodes itératives peuvent aller des méthodes siropfiesie la méthode de la puis-
sance, Jacobi, Gauss-Siedel et sur-relaxation succegsige’a des méthodes plus complexes
comme les méthodes de projection (Arnoldi, GMRES, Lancets, Le lecteur peut trouver
des descriptions trés précises de ces méthodes dans legyeside Stewart [92] et de Saad
[86].

Aux méthodes itératives, on peut ajouter aussi les méthddeslyse transitoire, comme
par exemple, la méthode d’uniformisation. Les méthodestitees pour I'analyse transitoire
utilisent le méme principe de la méthode de la puissance giatenir la distribution de proba-
bilité a I'instant de temps. Autrement dit, des multiplications successives d’'uneeacpar une
matrice.

Dans le cadre de cette thése, nous nous intéressons auxdesthamériques itératives,
plus particulierement aux méthodes de calcul de distrdsutransitoire du systeme.

1.2 Obijectifs de cette these

Les objectifs de cette thése s’articulent en fonction dexdees de recherche : les méth-
odes numériques et les formalismes de modélisation. Pagsggément, dans I'axe “méthodes
numérigues” nous abordons le probléme de détection du esgfiationnaire dans le calcul de la
disponibilité ponctuelle pour des modéles avec grand esgatats. Dans I'axe “formalismes
de modélisation”, nous proposons une représentationrieieacompacte pour le formalisme
SAN a temps discret.

Les principaux résultats de cette these sont :

— l'implantation et comparaison des méthodes de détectioégime stationnaire dans le
calcul de la disponibilité ponctuelle des modéles a grapa®s d’états stocké sous un
format tensoriel généralisé ;

— la définition d’'une algebre tensorielle complexe pour I&&NS temps discret;;

— la proposition d’un descripteur pour le formalisme SANm@aps discret.
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1.2.1 Plan de lathese

Cette these s’articule autour de trois parties. La prenpiarge, intituléMéthodes numériques
pour I'analyse transitoire, introduit les travaux réalisés sur le calcul de la dispibitéponctuelle
et des méthodes de détection du régime stationnaire en SAMN@Estcontinu. La deuxieme par-
tie, intitulée SANa temps discret est dédiée a la présentation et définition du formalisme SAN
atemps discret et, enfin, la troisiéme partie, intitDI&il de calcul : le logiciel PEPS, présente
les contributions apportées au logiciel PEPS.

Méthodes numériques pour I'analyse transitoire

Le premier chapitre de cette partie de la thése (Chapitrait2 tdu formalisme de réseaux
d’automates stochastiques a temps continu. On présergemalisme de fagon informelle afin
de permettre la compréhension des modeéles développesettmpremiere partie de la these.

Le chapitre 3 présente les méthodes de calcul de la disfithfmnctuelle, de détection du
régime stationnaire ainsi que I'adaptation de I'algorigshufflepour la multiplication a droite.

Le chapitre 4 donne des exemples de modélisation de sysgijets aux défaillances util-
isant le formalisme SAN. Les exemples présentés dans cémhapt pour but de fournir des
cas pratiques suffisamment représentatifs pour I'obterdes mesures numériques des méth-
odes de détection du régime stationnaire.

Le chapitre 5 dresse une comparaison de l'efficacité de rdéthde détection du régime
stationnaire. Cette comparaison est faite par rapport mbred’itérations et a la précision des
résultats sur les mesures obtenues sur les exemples damegsgjets aux défaillances.

SAN a temps discret

Le premier chapitre de cette partie (Chapitre 6) présenfiriealisme SAN a temps dis-
cret. La définition formelle donnée dans ce chapitre nousipede définir un modéle SAN et
d’obtenir 'automate global représenté par le modéle.

Le chapitre 7 définit une nouvelle algébre tensorielle (Epplgebre Tensorielle Complexe
Les propriétés de bases des opérateurs de cette algebrénsmuees. Dans ce chapitre on
propose une algebre tensorielle qui sera utilisée dansfiiaita@ d’un descripteur compact
pour un modele SAN a temps discret.

Enfin, le dernier chapitre de cette partie (Chapitre 8) psepmn format tensoriel compact
(Descripteur Discretégal a la matrice de transition de I'automate global d'urdétie SAN et
donne des preuves de cette égalité.
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Ouitil de calcul : le logiciel PEPS

Le chapitre 9 présente un bref historique du logiciel PEPBré&tente aussi la nouvelle
structure du logiciel. Les motivations et la méthode de dpege sont également présentées.

Le chapitre 10 présente le nouveau langage de descriptimybiel PEPS dans sa version
2007. Nous abordons dans ce chapitre les problemes desafangages face a la description
de systemes avec des composants répliqués. Pour faire aseproblémes, nous proposons
l'inclusion des nouvelles fonctionnalités et nous présest pour plusieurs cas-type, une facon
compacte de les décrire.

Conclusion

Dans la conclusion nous dressons un bilan de travaux dgx&dagans cette these, ainsi que
les travaux en cours. Pour terminer, nous parlons de travaups.

Annexes

Deux annexes sontincluses dans ce document. La premicerea@st composée des tableaux
et graphes des résultats numeériques (nombre d’itératiqgané@sion de résultats) de 'ensemble
d’exemples utilisés pour tester les méthodes de détectia@gime stationnaire. Bien que les
principales conclusions soient extraites dans le chapjtr®us mettons en annexe ces chiffres
pour permettre au lecteur de vérifier les conclusions awmdé seconde annexe présente une
description de la syntaxe du nouveau langage de descrititogiciel PEPS de fagon a ce que
au lecteur puisse mieux comprendre les exemples présanédaithese.
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Chapitre 2

Formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) a temps continu

A cause de la nécessité de manipuler de grands volumes déefnécessaires pour mod-
éliser des systemes complexes, les recherches actuedtas @ trouver des solutions de plus
en plus rapides et performantes. Dans ce contexte, le fammaldes Réseaux d’Automates
Stochastiques (SANStochastic Automata Netwo)q3 2, 74, 34, 9, 89] propose des techniques
qui permettent de traiter la modélisation de systemes cexapl

Le formalisme SAN est basé sur le formalisme des Chaines dkoM§?2]. Néanmoins,
la modélisation de systémes complexes en utilisant le fisma des Chaines de Markov peut
parfois rendre impraticable la réalisation du modele aealasla complexité de sa description,
e.g, un systeme avec des centaines de millions d’états.

Ainsi, le formalisme des Réseaux d’Automates Stochassicpemtre d’'intérét de ce chapitre
fournit une facon compacte et performante pour la desone systemes complexes a grand
espace d'états, et des méthodes pour optimiser des s@gt@onnaires et transitoires. Ainsi,
le formalisme SAN associe des techniques qui visent a éin{ivu a réduire au maximum) la
difficulté de modélisation en améliorant la vitesse d’obitand’indices de performance, et en
facilitant la modélisation des systemes a grand espacatsl. ét

Un réseau d’automates stochastiques représente une dedifekov. En conséquence, les
propriétés des Chaines de Markov sont aussi applicablebjat’décrit par des Réseaux d’Au-
tomates Stochastiques. Le formalisme SAN permet la madi&isd’'un systéme complexe par
des petits sous-systémes presque indépendants de fagajua seit possible le parallélisme
(quand les automates n’interagissent pas) et le syncimenjguand les automates interagis-
sent).

ILa présentation du formalisme SAN a temps continu donnés ckahapitre est commune dans cette thése et
dans [87].
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12 TEMPS CONTINU

2.1 Description informelle des SAN a temps continu

Le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques arépdge par Plateau [72].
L'idée principale du formalisme SAN est de modéliser unéyst en plusieurs sous-systemes,
i.e, un systéme composé de modules. Cette modularité définike garmalisme permet le
stockage et la solution dg/stemes complexen faisant face au probleme dexplosion com-
binatoire de I'espace d’étatd e formalisme SAN est utilisé pour la modélisation de sysg
agrand espace d’états

Chaque sous-systeme est représenté pautomate stochastiquees transitions entre les
états de chaque automate représentent les transitionprboassus stochastique a échelle de
temps continue ou discrete, grace a des distributions exyimiies ou géométriques respec-
tivement.

Il est intéressant de remarquer que tout modéle SAN peutgirésenté par un seul auto-
mate stochastique qui a tous les états possibles du systedwisé. Cet automate correspond
a la chaine de Markov équivalente au modéle SAN (SectioB,2hage 19).

Les modéles SAN présentés dans ce chapitre peuvent étnerétéss dans une échelle de
temps discrete ou continue. Cependant, I'explicationseélemples présentés dans ce chapitre
font référence a I'échelle de temps contintaug d’occurrencg a la difference des modéles a
échelle de temps discretprébabilité d’'occurrencg Un modele SAN a échelle de temps con-
tinue géere une chaine de Markov a échelle de temps contifiM @G Continuous Time Markov
Chain), tandis qu’'un modele SAN a échelle de temps discréte gégechaine de Markov a
échelle de temps discrete (DTM®iscrete Time Markov ChajnUne description formelle du
formalisme SAN a échelle de temps discréte, qui est le fasma d’'intérét de la deuxiéme par-
tie de cette these, sera présenté dans le chapitre 6. Déamsheste, on va adopter les notations
suivantes pour la définition de modeéles SAN. Pour le tempsmamous allons présenter ce
qui se trouve dans [34, 9, 89].

O Soit
A i-eme automate d’un modeéle SAN, gti") est le premier automate ;
z® z-eme état de 'automatel™, ot 0) est le premier état de I'automate
AW
e I'identificateur d’un événement (local ou synchronisant)
e(m) I'identificateur d’'un événementavec une probabilité de routage

Les probabilités de routage ) sont utilisées quand un événement a plusieurs altersative
de transition. La probabilité peut étre omise dans le cadleest égale d. De plus, la somme
des probabilités pour les transitions du méme événemetanpatu méme état local doit étre
égale al.

’Dans le contexte de cette thése, on utilise le caraet&@mme identificateur d’'un événement. Cependant
n’importe quel caractére peut étre utilisé pour définirdhdificateur d’'un événement.
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Dans ce qui suit, on va introduire les notions d’automated’@ténements, qui sont les
notions de base du formalisme SAN. Ensuite, on présentefeepts d’éléments fonctionnels,
ainsi que le concept de fonction d’atteignabilité et de famcindice de performance. Enfin, on
montre comment faire la génération d’'une chaine de Markartirg’'un modele SAN.

2.1.1 Automates stochastiques

Un automate stochastique est un modele mathématique daiénsg qui possede des en-
trées et sorties discretes. Le systeme peut se trouver damselconque état ou configuration
interne. L'état dans lequel le systéme se trouve résumaiesmnations sur les entrées préce-
dentes et indique ce qui est nécessaire pour déterminempartement du systeme pour les
entrées suivantes [56].

Selon cette définition, on peut décrire un automate stoichiesstomme uensemble d’états
et unensemble de transitiorentre eux [75]. La désignation stochastique attribuée atx-a
mates signifie que le traitement du temps se fait par deshlasialéatoires, qui suivent une
distribution exponentielle sur une échelle de temps castiou une distribution géométrique
sur une échelle de temps discrete.

Graphiquement, un réseau d’automates stochastiques fpeuteprésenté par un ensem-
ble de graphes orientés, ou chaque graphe est associé soumageitLesnoeudsd’'un graphe
représentent letatsd’'un automate et learcsentre les états représententrinsitiond’un état
a l'autre.

L’ état localdu systéme modélisé par un SAN est I'état individuel de chaitomate du
modéle. Létat globald’'un modele est composé par I'ensemble des états locaux atpieh
automate du systeme modeélisé. Le changement de I'étatlglobsystéme est le résultat du
changement de I'état local d’'un (au moins) automate du neodel

Le changement d’un certain état local a I'autre est fait jmmclirrence des événements qui
provoquent des transitions. Les transitions sont des fwiesi qui indiquent la possibilité de
changement d’'un état a I'autre. Chaque transition est &ssacun ou plusieurévénements
Dans RG. 2.1, on présente un modéle SAN avec trois automates caenpééit indépendants.

Dans ce premier exemple, les automateés et .4® du modéle possédent trois éfatha-
cun: les étate™, 1V et2(M) correspondent aux états du premier automate, les@tats® et
23 correspondent aux états du troisieme automate et I'autadidt posséde seulement deux
états0® et 1), Huit événements sont modélisés dans cet exemple : troreée@nts ¢, e,
etes) se produisent dans 'automate!) ; deux événements( etes) se produisent dans I'au-
tomate A ; et les autres trois événements, (e; et eg) se produisent dans I'automatt®.

Vu qu’il n’y a pas d’interaction entre les automates, la §olude ce type de modéle peut étre

3Indépendamment du choix des étiquettes des états locang dutomate, chaque état posséde une représen-
tation numérique récurrente de I'ordre de la modélisaiien,un état posséde une représentation numérique entre
les valeurs), 1,2,...,n() — 1, oun() est le nombre d’états de 'automaté®).



CHAPITRE 2. FORMALISME DES RESEAUX D'’AUTOMATES STOCHASTIQES (SAN) A
14 TEMPS CONTINU

AWM A®? AB)

€1

€3 €s

€5 €4
€2 €7

Type | Even.| Taux | Type| Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc e1 a loc ey 5 ‘ loc €6 I

loc € 163 loc es A loc er o
loc es y

FIG. 2.1 — Modele SAN avec 3 automates indépendants

obtenue de maniére totalement indépendante pour chacauttesates,e., chaque automate
peut étre évalué individuellement et pour le systéme globa une forme produit.

2.1.2 Evénements

L'événement est I'entité du modéle responsable de I'oenwwe d’une transition qui modifie
I état globaldu modele. Un ou plusieurs événements peuvent étre assaanéstransition. Une
transition est provoquée par I'occurrence d’'un des seseguénts.

Chaque événement doit avoir un taux de franchissement gbrob@bilité de routage. Le
taux de franchissement et la probabilité de routage peaventdes valeurs constantes ou fonc-
tionnelles (Section 2.1.3, page 16). Le non-déterminisnieede tirage des différents événe-
ments associés a une méme transition est traité par un ctanport Markovieni.e., tous les
événements habilités peuvent se produire et leurs tauwadetfissement respectifs définissent
la fréquence avec laquelle ils vont se produire.

Deux types d’événements peuvent étre modeélisés par le isme&aSAN : événements-
cauxou synchronisants

Evénements locaux

Les événements locaux sont utilisés dans les modeles SANmodifier I'état interne
(local) d'unseul automatesans que cette modification cause un changement d’étabdaes
automate du modéle. Ce type d’événement est particuligremeéressant, vu qu’il permet que
plusieurs automates aient un comportenparalléle, travaillant de facorindépendantentre
eux.
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Notamment, on peut observer des exemples d’événementsldaas FG. 2.1, qui contient
exclusivement par ce type d’événement.

Evénements synchronisants

Si les événements locaux sont trés simples a définir, leeévémts synchronisants, au con-
traire, sont plus complexes. Les événements synchrosishaingent I'état local ddeux ou
plus automatesimultanément,e., I'occurrence d’'un événement synchronisant dans un auto-
mateoblige 'occurrence de ce méme événement dans les autres autocoatnés. Il est
possible de modéliser I'interaction entre des automatestiigant des événement synchro-
nisants. Cette interaction se fait sous la forme de synimandans le tirage des transitions.

Un événement est classé comloeal ou synchronisanselon I'occurrence de l'identifica-
teur de 'événement dans I'ensemble des événements d’'un automate. Un événestetit
local si son identificateur est associé aux transitions deul automateSi I'identificateur d’un
événement est associé aux transitionpldsieurs automateget événement est classé comme
synchronisant

AN A®) AB)

€5 €4

L ()

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc €1 ‘ « syn | e 0 ‘ loc es I

€3

loc e 1] loc es A
syn | e gl

FIG. 2.2 — Modele SAN avec événements synchronisants

FIG. 2.2 est un modéele SAN modifié par rapport au modele présantefés. 2.1. Dans ce
nouveau modéle, les événementste, ne sont plus locaux mais sont des événements synchro-
nisants, car I'identificateur de ces deux événements ajpplarss deux automates. L'événement
es synchronise les automatgg?) et A de telle fagon a changer les états locaux de chaque
automate simultanémerite., 'occurrence de I'événement change I'état de 'automatd ")
de2® vers0™ en méme temps qu’elle change aussi I'état de I'autordéatede 23 vers0®).

De fagon analogue, 'occurrence de I'événemsgrihange I'état de 'automatg® de0® vers
13 en méme temps qu’elle change I'état de 'automéate de1® vers2(®),

Des événements synchronisants, ainsi que les événemeats:g@euvent avoir des prob-
abilités de routage pour un méme événement. Les probahiléé&outage sont utilisées pour
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A®)

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux
loc €1 ‘ « syn | e4 ) ‘ loc €6 ‘ m

loc e B loc es A
syn €3 v

FIG. 2.3 — Modele SAN avec probabilités de routage

déterminer dans quelles proportions les transitionsratares possibles se produisent. Dans
FiG. 2.3, I'événement synchronisanat peut déclencher deux transitions différentes. Ainsi,
I'occurrence de I'événement dans l'automate déclenche avec probabilit§ la transition
de I'état1® vers I'état2(®), et avec probabilité, la transition de I'état ® vers I'état0®).

2.1.3 Taux et probabilités fonctionnels

Une possibilité d’exprimer une interaction entre des auati@s est |'utilisation d’événe-
ments synchronisants. Une autre facon est I'utilisatiofodetions pour définir des taux et/ou
probabilités qui permet d’associer a un méme éveénememdreliffes valeurs déterminant son
occurrence en fonction de I'état local des autres autonthtesodéle. L utilisation de taux et
probabilités fonctionnels peut étre employée autant qee des événements locaux ou syn-
chronisants.

Les taux et probabilités fonctionnels sont exprimés pafatestions qui ont comme parameétres
des états courants des automates du modéte 24 présente une variation du modéle présenté
dans KG. 2.3, ou I'événement; possede un taux d’occurrenfnctionnelau lieu d’un taux
d’occurrenceconstanti.e., I'événement; se produit avec un taux exprimé par la foncfigh.

Ici, (st A®) == 0) est la fonction caractéristique de I'ensemble d’états autbmate4® est
dans I'étai.

Ainsi, la fonction f; détermine un taux d’occurrence variable pour I'événemerfelon la
fonction f;, 'occurrence de I'événement se produira avec le taux suivant :

4Dans cette thése, les fonctions sont définies utilisanttatiom adoptée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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AWM A2 AB)

€2 es(m)

fi = (stA®) == 0) x « m = (stAD ==1) m=1—m

Type | Even.| Taux | Type | Even.| Taux || Type | Even.| Taux
loc fi syn €y 0 loc I
loc 163 loc es A syn o
syn v

€1
€2
€3

€6
er

Fic. 2.4 — Modéle SAN avec taux fonctionnel

a silautomateA® est dans I'étap®)
fi=140 silautomated® est dans I'état®
0 silautomated® est dans I'éta®

Dans cette thése et pour définir les fonctions, on utilisesanbotations employées par le
logiciel PEPS (Annexe B). L'interprétation d’'une fonctiest I'évaluation d’'une expression de
langage de programmation non-tyjeég, langage C. Chaque comparaison d’une fonction est
évaluée d (vrai) ou0 (faux.

L'évaluation def; donne le résultat efauxquand 'automated® est dans les états® ou
23 i.e, la valeur résultant pour cette comparaisonzést qui annule la taux d’occurrence
de I'’événement,. Donc, le taux fonctionnel associé au tirage de I'événemeast tel que, le
taux esty si I'état de I'automate4®) est égal &) et nul, ce qui empéchera que I'événement
e1 puisse étre tiré, pour tous les autres cas.

Les probabilités de routage d’'un événement peuvent aussx@rimees par des fonctions.
La définition de fonctions utilisées pour exprimer les plaliigs fonctionnelles sont les mémes
gue les fonctions utilisées pour exprimer les taux d’oa@nee d’un événement.

Dans RG. 2.4, il faut observer que les probabilités de routaget » de I'événement, sont
aussi exprimées par une fonction. Comme on l'a dit précédamrta somme des probabilités
des transitions d’un événement a partir d'un méme état d@ttéujours égale a (100%).
Donc, de méme si les probabilités de routage d’'un événerahegprimées par une fonction,
cette caractéristique doit étre respectée.

~J1 silrautomated™ estdans I'état™
"7 )0 silautomated® est dans I'étad®) ou2()
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0 silautomate4® est dans I'état (V)
Ty =
2 1 sil'automated® est dans I'étap™™) ou 2

Dans cet exemple, les probabilitéset , s’excluentj.e., si le résultat de I'évaluation de la
probabilitér; est égal d, le résultat de la probabilité, sera égal &, et vice-versa. Cependant,
des probabilités exprimées par des fonctions n’ont pastiwsij’obligation de I'exclusion.

2.1.4 Fonction d’'atteignabilité

Il y a un autre utilisation des fonctions pour la modélisataans le formalisme SAN :
la fonction d’atteignabilité Les expressions qui définissent la fonction d’atteigriigbgont
décrites de la méme fagcon que les fonctions pour les tawobtpilités fonctionnels. Cepen-
dant, ce type de fonction a un réle différent dans le formadis

Comme lareprésentation d’'un modele SAN est faite de facatulage et I'automate global
(équivalent a chaine de Markov) est composé de la combimdistous les états des automates
du modele (Section 2.1.6, page 19), il faut déterminer unetfon sur le modele global qui
définit lesétats atteignabledu modéle SAN.

La définition de quels états peuvent &teeignable®uaccessibledans un modéle SAN est
donnée par ldonction d’atteignabilité Jusqu’a présent, la fonction d’atteignabilité est définie
par l'utilisateur. Il faut aussi remarquer que la fonctidattkignabilité pourrait étre calculée a
partir d’'un état initial et de transitions définies par le raled

Cette fonction utilise les regles adoptées pour la défimities taux et probabilités fonction-
nels.

La notion de fonction d’atteignabilité est plus claire siioragine, par exemple, un mod-
ele de partage de ressources aeclients distincts qui partagerft ressources communes
identiques entre elles. Ce systeme peut étre modeélisé flamealisme SAN en utilisant un au-
tomate avec deux états pour chaque client. Létaindique que la ressource n’est pas utilisée
par le client;, tant que I'étatl® indique que la ressource est utilisée par le cliefitest facile
d’'imaginer que s’il y a plus de clients que de ressouréés( R), I'état global qui représente
tous les clients utilisant une ressource ne pourra pas sklipeo Les états qui possedent telle
caractéristique sont nommes éiats non-atteignablest doivent étre éliminés du modéle par
la fonction d’atteignabilité La probabilité du modeéle se trouver dans quelconque detaes é
est égale aéra La fonction d’atteignabilité correcte pour le modéle detgpge de ressources
décrit ci-dessus est

reachability = nb [AY . AN 1 < R

Ainsi, la fonction d’atteignabilité représente un conciepportant dans la description de

SNotation utilisée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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modeles SAN. Néanmoins, la complexité de certains modé&esrendre la description de la
fonction d’atteignabilité difficile a réaliser.

2.1.5 Fonction a intégrer

Une autre utilisation des fonctions dans la modélisaticecde formalisme SAN est |'u-
tilisation defonctions a intégrerUne fonction a intégrer est utilisée pour I'obtention diice
de performance ou de fiabilité moyens sur le modéle. Cesitmscévaluent, par exemple, la
probabilité du modele SAN de se trouver dans un état donnéul@aun indice de performance
moyen revient & intégrer cette fonction suvkxteur de probabilitétationnaire ou transitoire
du modéle.

Par exemple, avec le modele de partage de ressources (wita section 2.1.4), on peut
définir la fonctionu pour déterminer la probabilité de 'automate!) de ne pas utiliser une
ressource (quand I'automatk!) se trouve dans I'étdt").

u = (st(A(l)) == 0)

Toutes les fonctions utilisées dans les modéles SAN sonitede la méme fagon, ce qui les
différencie est 'utilisation de chaque fonction dans ledele.

2.1.6 Construction de la chaine de Markov équivalente

Bien qu’un modele SAN soit représenté par un ensemble dizates, il peut aussi étre
représenté par useulautomate qui contient tous les états globaux possibles diel@oCet
automate est une représentation de la chaine de Markov thnsysnodélisé [35]. Une autre
représentation est sa matrice de transition, ou bien leigésar qui sera calculé ultérieurement
(Section 2.1.7, page 21).

Dans cet automate global, il 'y a plus d’événements symibamts, mais seulement des
événements locaux. Les arcs de cet automate global sonétgpar les taux d’occurrence des
événements et les probabilités de routage. Les duréesidenés dans chaque état sont des
variables aléatoires de distribution exponentielle. D@nan instant de temps, le changement
vers un état suivant ne dépend que de I'état courant et pasrastécoulé dans cet état.

La représentation graphique de la chaine de Markov équialkest un graphe états-
transitionsqui représente 'automate global du systeme. Les étatsceiae de Markov sont
formés a partir du produit cartésien des états locaux deuehagtomate du modele SAN. Dans
FIG. 2.5, on présente la chaine de Markov (CTMC) équivalente adete présenté dansd-
2.4, en supposant que I'état global initial est égad@

Pour représenter clairement les états de la CTMC équiglentomet les indices de chaque
automate, en supposant que le chiffre le plus a gauche espiedi&tat du premier automate et
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le chiffre plus a droite représente I'état du dernier autema., I'état 201 est équivalent a I'état
2() dans 'automated™), 0 dans 'automated® et 1) dans I'automated®.

’u

T

FIG. 2.5 - CTMC équivalente au modéle SAN dans.R2.4

Le formalisme SAN propose une vision modulaire du systeroes gue la CTMC équiv-
alente (ou l'automate global) représente une vision “edistre” (mais potentiellement tres
grande) du méme systéme. Le générateur infinitésimal dedwsine de Markov est représenté
directement par une matrice, dont la taille est exprimédgpaombre d’états atteignables du
modéle. Comme on peut I'observer dans 2.4, il y a seulement 16 (sur 18) états atteignables
dans le modele. Les état®2 et 012 ne sont pas représentés, vu qu’ils ne sont jaraiis
teignabledans le modéle (en faisant des tirages successifs dedimaagiossibles du modele,
on n'atteint jamais ces deux états).

Vu que le formalisme SAN propose une représentation magutai systeme, la représenta-
tion du générateur infinitésimal de la chaine de Markov é&jeite au modéle SAN peut aussi
étre exprimée de fagon modulaire. Conséquemment, au liéaldention d’'une seule matrice
de transition, on a un ensemble petitesmatrices pour chaque automate de taité’)?, ol
n® est le nombre d’états de 'automate”). L'obtention du générateur infinitésimal a partir de
cet ensemble de petites matrices est exprimée par un foemsdriel, qui est aussi nommdé-
scripteur MarkovienDans ce qui suit, on va démontrer comment on peut obtenedergbteur
Markovien a partir d’'un modéle SAN.
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2.1.7 Descripteur Markovien

En plus de faciliter la description des modéles, un des agastdu formalisme SAN est de
générer automatiquement et d’'une fagon compacte le généiafinitésimal) de la chaine de
Markov équivalente du modele. Cette facon compacte deseptér le générateur infinitésimal
est une formule mathématique nomnu&scripteurMarkovien [35, 73].

La formule du descripteur Markovien est basée sur I'algémsorielle. Quand le modéle
utilise des taux et/ou probabilités fonctionnels, il espératif d’utiliser I'algebre tensorielle
généralisée pour la représentation du descripteur Magkow@ependant, I'utilisation de I'al-
gebre tensorielle généralisée ne change rien par rappartstucture de la formule du de-
scripteur. D’autres formalismes, tels que les Réseaux tieRRechastiques Généralisés [31] et
I’Algebre de Processus [55] par exemple, utilisent desrtiegles similaires pour représenter le
générateur infinitésimal d'une chaine de Markov d’'une fagmmpacte et performante.

AWM A®@)

e3(m) 1 es e
63(772)
€2
Type | Even. | Taux fi=(stA® ==0) x
loc €1 fl o
Syn eo ﬁ ™ = 0.4
syn es3 1 m = 0.6

Fic. 2.6 — Modéle SAN

Pour simplifier la démonstration de la génération du detsuripMarkovien d’un modéle
SAN, on va utiliser I'exemple présenté dansF2.6, ou I'état global initial est égal@. Ce
petit exemple a six états potentiels, mais seulement tessetats sont atteignables(, 10 et
21.

La chaine de Markov équivalente au modele montrée demsZ6 est présentée danssk
2.7. 11y a seulement trois états atteignables, et le chargede I'état global0 vers I'état10
est exprimé par le taux fonctionngl.

A partir de ce petit exemple, on montre comme s'obtient lecdgur Markovien d’un
modéle SAN. La formule mathématique qui représente le gesar est décomposée en deux
parties :locale et synchronisanteLa partie locale représente les transitions des événsment



CHAPITRE 2. FORMALISME DES RESEAUX D'’AUTOMATES STOCHASTIQES (SAN) A
22 TEMPS CONTINU

HT2 o
21 < “1 10
B

00 01 10 11 20 21

21 Ty 0 T 0 0 -

FIG. 2.7 — CTMC équivalente au modéled: 2.6

locaux des automates du modele, tandis que la partie symshrde représente les transitions
de chaque événement synchronisant.

Par rapport a partie locale, a chaque automate est assacigaitnice nomméé)l(i), qui
regroupe toutes les transitions des événements locauad®iated®. La partie locale du
descripteur est représentée par la matéigeyui est définie comme la somme tensorielle des
matrices locales de chaque automate. Pour 'exemple gédans FG. 2.6, la partie locale du
modéle est représenté par :

-1 1 0
0 0
Q=0"eQ”={0 00 @(o o)
g
0 0 0 g

Chaque matricegl(i) a la taillen;, o n; est le nombre d’états de I'automat€®. Il est

intéressant de remarquer que la matﬂ;f@ est une matrice nulle.e., tous les éléments sont
égaux a zéro, car lautoma® (FiG. 2.6) ne posséde pas d’événements locaux.

Les matrices locales sont formées a partir des transitamads de chaque automate. Ainsi,
I'élément sur la ligne et la colonng de la matrice représente la transition de I'étegrs I'état
j de 'automate. Cet élément possede le taux (constant otidoanel) de I'événement local qui
correspond a la transition entre les états de 'automagétdent diagonal (lignei, colonnei)
représente I'ajustement de telle maniére que la somme dégs@léments de la ligne soit égale
azéra L'état global01 n’est pas un état atteignablel@ 2.7). Donc, la transition de I'étatl
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vers11 ne se produit pas. Ainsi, la fonctigh est évaluée & pour I'occurrence de I'événement
dans I'état01. En utilisant la somme tensorielle généralisée [35] panlstention de la matrice
(;, on a la matrice suivante :

Q=

cNeolloNaollole
cNolloNollaole
eoNeolloNe]iele
oNelloNelielNe

eoNeolloNel e
cNeolloNallale)

A la différence de la partie locale du descripteur Markowiem est obtenue d’une fagon
directe (une matrice pour chague automate du modéle), i ggnchronisante est composée,
pour chaque événement, de deux ensembles de matposgiveset négatives

Les matrices positives représentent I'occurrence deseéwénts synchronisants, tandis que
les matrices négatives représentent I'ajustement didgboac, chagque événement synchro-
nisant est associé a une paire de matrice (positive et Réabur représenter son occurrence
pour chague automate concerné. Les matrices positivegatives synchronisantes associéees
a l'automatei possedent aussi la tailte (en fonction du nombre d’états de chaque automate
A),

La matrice positiv&)g représente I'occurrence de I'événemeptdans I'automated®.

k .
Pour 'exemple dans IE. 2.6, le modele SAN a deux événements synchronisastst es.
Donc, les matrices positives pour les événements syndaots de ce modele sont :

0 0|0 0/0 O
0 0|0 0|0 O
00 0
JPRCINGS 01\ |0 0[0 0[0 73
Qo =0 ©C9; = 885 ®(0 o)_ 0 0/0 0[0 O
! 0 0/0 0|0 O
0 0|0 0|0 O
o o/ 0o o|lo o
o o/ 0 o0lo o
O 0 0
A0 @ O 0oy | 0O O 0 0|O0O
Qg =C@y00@;=1 0 00 ®(1 o)_ 0 0/ 0 0/0 O
pmpmz 0/ 0O 0/ 0 0/0 O
pumy O pume 010 O

Les matrices positives sont remplies de la méme facon quedéetces locales, ou I'élément
1j représente la transition de I'étavers I'état; de 'automate. Cependant, un événement syn-
chronisant concerne deux ou plusieurs automates. Doncgpague événement synchronisant,
il faut associer deux (ou plus) matrices pour représentectirrence de cet événement.
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On peut prendre la convention que la matrice positive cpoedante a I'automate de plus
petit indice de I'événement recoit le taux d’occurrence 'degénement. Les autres matrices
des automates concernés de cet événement synchronisaneneda valeurl pour chaque
transition entre les états locaux. Par exemple, pour I'érént synchronisant, la matrice
positiveQS} recoit le taux d’occurrencg dans la positiori2 (ligne 1, colonne2) équivalent

2

a la transition de I'état vers I'état2 de 'automateA(V) ; et la matrice positive’g(? recoit la
€

valeur1 dans la positioi1 pour représenter la possibilité de la transition de I'éteers I'état
1 de 'automated® (cf. FiG. 2.6).

De facon analogue, on met en place les transitions globalad’@vénement synchronisant
e3. Néanmoins, cet événement possede des probabilités @dgeoiui doivent apparaitre dans
les matrices. Ainsi, les probabilités et 7, apparaissent dans les positions des matrices équiv-
alentes aux transitions qui causent le changement d’étaudemate.

L'exemple présenté dansd- 2.6 est un petit modele SAN, ou les deux événements syn-
chronisants:; et e; apparaissent dans tous les automates du modele. Pour aeplexelus
complexes, ou un événement synchronisant n’apparait pasalas les automates, les matrices
positives et négatives de cet événement sont égales a esadéntités i.e., des matrices qui
conservent I'état de 'automate pour les automates nonecogs par I'occurrence de I'événe-
ment.

La somme de toutes les matrices positives des événemerdabregisants représente la
matrice positive de la partie synchronisante du descnipéukovien,i.e., pour cet exemple, la
partie positive du descripteur est représentée par lacedjri: qui est la somme des matrices
positives@e; eth; des événements synchronisastet e; respectivement.

o ol o o0l0o O
o ol o olo o
0 0/ 0 0/0 73
Qv =Qey +Qr =1 o ol 0 o0l0 0
0 0l 0 0l0 O
pury Ofjpume 010 O

Les matrices négatives des événements sont obtenues deafagoque la somme des ma-
trices positives et négatives soit des matrices dont la sodes éléments de chaque ligne soit
€gale a 0. Les matrices négatives possedent des élémemisls@ur les positions diagonales.
Les matrices négatives pour les événements synchronisagtts; sont :

0 0|0 0|0 O
0 0|0 0/0 O

0 0 0
_ A @) _ i 10y | O0O0 -8 0]00
;=93 59% =\ 2 7 0 ®(o o)_ 0 0[]0 0/0 0
! 0 0/0 0[O0 O
0 0|0 0/0 O
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0 0/0 0|0 O
0 0[]0 0/0 O

00 O
_ A @ _ 0O 0y | 000 OjO0O O
Qi =959% 2 2 ) ®(o 1)_ 0 0/o olo o0
w/e 0 0[]0 0/0 O
0 00 0/0 -

La partie négative est aussi obtenue par la somme de tostemteices négatives des événe-
ments synchronisants. Donc, la partie négative du desaripst représenté par la matrige- :

0 0/0 0[O0 0
0 0/0 0/0 0

B | oo/ 0/0 0
Q-=CQ; +@; =1 9 0lo 0|0 0
0 00 0/0 0

0 0/0 0/0 -

Le descripteur Markovien est représenté par deux partesald et synchronisante. La partie
locale, représente les transitions locales et la partie synchantesdivisée en la partie pos-
itive Q.+ et la partie négativé).-, représente les transitions des événements synchranisant
Donc, le descripteuf) qui représente un modele SAN est obtenu par la somme de siespar

-« 0] «a 0|0 O

0O 0] 0O 0]0 O

B |0 o[- 00 g
Q_QI+Q8++Q6__ O O O O 0 O
0O 0] 0O 0j]0 O

pumy O pume 010 -u

Comme le descripteur Markovien sera représentée dans urafaemsoriel, il est important
de remarquer que seulement les matrices Ioc@j@ﬂ les matrices positive@(ﬁ et négatives
fo_) des événements synchronisants sont stockées. Ainsinseniées petites matrices de taille
n; sont manipulées en permettant d’avoir une représentatimpacte et structurée du modele.
Généralement, le descripteur Markovi@m'’est pas représenté de fagcon entiére, sachant qu'il
y a des méthodes numeériques performantes pour utilisest@igeeur dans un format tensoriel
[35, 8].

2.2 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le formalisme SAN a tempsacgitses principales car-
actéristiques. Le formalisme a comme principal atout umeadtéhe modulaire pour décrire un
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systeme. De plus, l'utilisation d’éléments fonctionnetdq que des taux et probabilités fonc-
tionnels) permet une plus grande flexibilité au formalisroarg’expression des interactions
entre les composants du systéme.

On a aussi expliqgué comment un SAN représente une chaine de@wlat comment un
modele SAN peut étre représenté de une fagon compacte demstegte. Cette facon compacte
de représenter un modeéle est possible grace au format ielrbogénérateur de la chaine de
Markov équivalente au modéle SAN.



Chapitre 3

Disponibilité ponctuelle

3.1 Introduction

Ces derniéres années, s’est développé un intérét cropssaintes méthodes d’analyse tran-
sitoire dans le domaine des systemes sujets aux défadlaAgec la croissance rapide de la
taille mais aussi de la complexité de ces systémes, 'clbtede mesures de performance tran-
sitoires, comme fiabilité et disponibilité, sont souvetificiies a obtenir.

Les méthodes pour I'obtention de mesures de performanasitivaes sont de deux types :
celles qui utilisent des modeles qui ne sont pas basées sueprésentation par états et celles
qui le sont.

Les méthodes qui ne sont pas basées sur une représentatéiatpg.g, Diagrammes de
Blocs(Block Diagram3$ ou Arbre de FautegFault Tree$ [11], font I'hypothése de I'indépen-
dance entre les composants du modéle, ce qui, malheurensemgéche leur application a
la plus grande partie des systémes ou, non seulement lesseetdes défaillances sont dépen-
dantes entre elles, mais les réparations sont aussi dégeada

Les méthodes du deuxieme type décrivent les modeles paseméte d’'états, typiquement
des modeles utilisant le formalisme de Chaines de Markovio@ealisme est couramment
employé pour la modélisation et I'obtention de mesures d@prance de systémes complexes
avec un haut niveau d’'interdépendance.

Toutefois, cette approche comporte deux désavantagestangs:

— la modélisation des systéemes complexes a partir des pésos et des spécifications du
systéme sont assez difficile;

— l'obtention de solutions analytiques pour les distribns transitoires d’'un modéle avec
grand espace d’états n’est connu que pour un trés petit rodesystemes.

En effet, I'espace mémoire requis et le temps nécessairefi@@muemment trop impor-
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tants pour résoudre des modeles réels, comme peuvent steatte myriade de techniques
numeériques qui essaient de traiter ce probléeme [92].

Toutefois, 'emploi de formalismes de haut niveau commeRéseaux de Petri Stochas-
tiques Stochastic Petri Nets - SBN31], les Réseaux d’Automates Stochastiques [73] et les
Algebres de ProcessuBrpcess Algebrg55] permettent une modélisation du systeme de facon
intuitive et exacte.

A partir de ces formalismes, avec des hypothéses de loisnsémmire, I'emploi de méth-
odes comme I'Algebre Tensorielle (classique ou généglisdles MDD Multivalued Decision
Diagram) permet le stockage du générateur infinitésimal de la chdéridarkov sous-jacente
de fagcon compacte. Plusieurs méthodes ont été développéed qgbtention de mesures de
performance de facon a profiter de la représentation texisoj94, 35] et des MDD [21].

On s’intéresse dans ce chapitre a I'obtention des soluaoa$ytiques pour des distribu-
tions transitoires, telles que des mesures de dispogiledifiabilité. On définit les mesures de
disponibilité (AV) comme la somme des éléments de récompense de la fom¢tjosur une
distributionr :

AV = Z'r(i)w[i] (3.1)

La fonctionr(i) a la valeurl lorsque I'étati appartient & I'ensembl& P et la valeur0
lorsqu’il appartient & 'ensembl@OW N. Lensemble d’étaté/ P est défini comme I'ensemble
d’états ou le systeme est en état de marche et 'ensembksi/éO1V N est défini comme
I'ensemble d’états ou le systéme est en panfieest lei-eme élément du vecteur de probabilité
.

Comme on peut le voir sur I'équation (3.1), une fois la fonictile récompense définie et le
vecteur de probabilité obtenu, le calcul de la disponibilité est assez simple etrpasolteux.
En effet, la partie la plus colteuse de ce calcul est priteipant 'obtention du vecteur de
probabilité de la distribution (stationnaire ou transiédidu modele.

Le plus souvent, les mesures de performance, parmi lesgukds mesures de disponibilité
et fiabilité [95], sont basées sur la distribution statiarede la chaine de Markov, car il existe
des techniques de résolution tres efficaces pour I'obtet#ola distribution stationnaire de la
chaine.

Par contre, I'obtention des mesures de disponibilité peeile (P AV') sont beaucoup plus
difficiles a avoir, car le nombre d’itérations nécessaim@srgalculer la distribution transitoire
lite aux mesures de disponibilité ponctuelle peut étreitmgsrtant.

Plusieurs méthodes ont été développées pour I'obtentiorederes de disponibilité ponctuelle.
Souza e Silva et Gail ont été parmi les premiers a propostidation de la méthode d’uni-
formisation de la chaine de Markov a temps continu assocdss anéthodes de récompense
pour calculer la disponibilité ponctuelle avec un contiBlreur efficace [25, 26)].
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Une autre approche, proposée par Goyal et Tantawi [47]ledle distribution de la disponi-
bilité & I'instantt récursivement par la discrétisassions de l'intervalleeteps(0, ¢). Ces in-
tervallesAt sont suffisamment petits et la probabilité que deux événengen plus) aient lieu
pendantAt est négligeable. Cette approche a été améliorée par RutfBasieola en [84], mais
les bornes d’erreur ne sont toujours pas connues.

En [83], Rubino et Sericola ont proposé une nouvelle métipade calculer la distribution
de disponibilité sur un intervalle. Cet algorithme a été loné par les méthodes proposées en
[85], mais I'analyse est encore faite sur une chaine de Matkdaille modeste.

Récemment, l'utilisation de techniques d’analyse traist telles que des mesures de
disponibilité et fiabilité, en CSLGontinuous Stochastic Logiont permis I'émergence de bons
algorithmes pour calcul de la disponibilité. Malheureusatnces algorithmes profitent des car-
actéristiques particulieres du modele et ne sont appkaglib un trés petit nombre des modéles
[101].

Cependant, I'une des meilleures méthodes pour réduirelgs de calcul de mesures transi-
toires a l'instant est la détection du régime stationnaire du modéle lors dutde la somme
d’'une série. La détection du régime stationnaire peut rédeitemps de calcul si le régime
stationnaire est détecté plus t6t que l'instant de tehgoaihaite.

Dans [20] Ciardo et al. ont proposé une premiére méthode teeti#n du régime station-
naire. Cette méthode utilise la différence entre deux westde probabilité pour détecter la
stationnarité.

Une deuxieme méthode a été proposée par Sericola [91]. @étteode détecte le régime
stationnaire par le contrdle de la valeur minimale et malerdaine suite de vecteurs.

3.1.1 Obijectif et nouveauté

L'objectif de ce chapitre est de tester 'efficacité des rod#s de détection de la distribution
stationnaire pour le calcul de la disponibilité ponctualle des modéles avec grand espace
d’états. Deux méthodes de détection de la distributioriostafire seront testées. L'une est
basée sur la convergence du vecteur de probabilité (méthéfdee par Ciardaet al. [20]) et
I'autre sur le contréle d’une suite de vecteurs (méthodaéfiar Sericola [91]).

Pour cela, on propose I'utilisation du formalisme des Rés@BAutomates Stochastiques
pour la modélisation des systemes. Le formalisme des Résbautomates Stochastiques a été
choisi pour sa facilité de modélisation et I'utilisation fiuwmat tensoriel (appelBescripteur
Markovier) pour la représentation de la chaine de MarkovDascripteur Markovierest une
facon compacte de représenter les transitions d’un modele.

On peut trouver 'emploi du format tensoriel pour la repréagon de la chaine de Markov
dans le calcul de distribution transitoire de la chaine dimssravaux précédents [1, 16]. Toute-
fois, aucun des ces travaux n’emploie l'utilisation desctons, autrement dit, les travaux
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développés jusqu’a présent sont baseés sur les conceptgateeatensorielle classique ou les
éléments de chaque matrice sont des valeurs constanteso@usp dans ce chapitre I'adap-
tation des méthodes de calcul de la disponibilité ponatetlides méthodes de détection de la
distribution stationnaire a une représentation tenderigli utilise I'algebre tensorielle général-
isée [34, 35].

Dans la section suivante, on présente des méthodes de dallzutlisponibilité ponctuelle.
Dans la section 3.3 on propose I'adaptation des méthodesmges dans la section 3.2 au for-
mat tensoriel. Dans la section 3.4, on présente les métlieddétection du régime stationnaire.
La section 3.5 propose différentes représentations pagdiur constant présent dans chaque
meéthode de calcul de la disponibilité ponctuelle. Enfindetion 3.6 présente les conclusions
de ce chapitre.

3.2 Calcul de la disponibilité ponctuelle

On définit la disponibilité d’'un systéme par la probabiliteecce systéme fournisse un ser-
vice a un instant de temps précis.

Si on considére un systéme modélisé par une chaine de Maokoodene et irréductible a
temps continuX sur un espace d’états fidl, on peut définir une partie de I'espace d’ététs
ou le systéme est en train de fournir un service correcte(Qetitie définit 'ensemble d’états
UP. Une autre partie d&, ou le systeme ne fournit pas de service, définit 'ensemigliats
DOWN.

Notons que les ensembl&s” et DOW N sont disjoints Y P () DOW N = ()) et complé-
mentaires{U P | J DOWN = §).

Si 7 est la distribution stationnaire de la chaine de Markowdont la matrice de taux de
transition est), etr(:) la fonction de récompense du systeme défini sur les ensefbilbtest
DOWN telle quer(i) = 1sit € UP etr(i) = 0sii € DOWN, alors, on peut définir la
disponibilité en régime stationnaire par la somme des [ititéss de réecompense sur la distri-
bution stationnaire d&. On reprend I'équation (3.1), réécrite ci-dessous :

AV = Z'r(i)w[i]

ou [i] est lei-eme élément du vecteur de probabilité de la distributiatigtnaire de la
chaine de Markow.

De la méme maniére, en régime transitoire, on définit la digplité ponctuelle de la chaine
de Markov a l'instant de tempgspar :
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PAV(t) =Y r(i)m(t)[i] (3.2)

i

ou 7 (t)[] est lei-eme élément du vecteur de probabilité de la distributianditoire de la
chaine de Markow a l'instant de temps.

La distribution transitoire de la chaine de Mark&va l'instant de temps est définit par
I’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov [33] :

o = T(t)Q (3.3)
Ce qui nous amene a la solutiof(y) :
7(t) = 7(0)e%". (3.4)
Par conséquent, on calculeAV (t) par :
PAV(t) = n(0)e® 1yp. (3.5)

Our(0) est le vecteur de la distribution initial &t » est la fonction indicatrice de I'ensem-
ble d’étatsl/ P.

Cependant, la solution directe d& ne conduit pas a de bons algorithmes [29]. Nous util-
isons alors unenéthode d’uniformisatiof92], aussi connue sous les noms méthode de
Jenserouméthode de randomisation

3.2.1 Meéthode d'uniformisation

La méthode d’uniformisation décompose la chaine de Markem@s continu en une chaine
de Markov a temps discret et un processus de Poisson. Lamdéiprobabilité de transitiah
représente la chaine de Markov a temps discret et est obpanwaiformisation de la matrice
(. On obtient la matrice’ par :

P=1+ (3.6)

>|Q

ou \ est la plus grande valeur des éléments diagonaux du géménaiaitésimal@ (A >
max{q;},i € S), aussi connue sous le nomueix d'uniformisatioret / est la matrice identité
de la méme taille quée.
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De cette maniére, on peut obteniit) par :

w(t) =7(0) ) e—M(A%Pn (3.7)
n=0 ’

Par conséquent, on peut réécrire I'équation de la dispdgiponctuelle (Equation (3.5))
par :

(A"

PAV(t) =7(0)) e = PMlyp
L . (3.8)
= Ze_)‘t%ﬂ(O)Pn]lUp

n=0
Cependant, I'élévation de la matride a la puissance. continue a étre tres colteuse a

calculer, méme avec I'emploi de méthodes itératives effisac

Elévation de la matrice P a la puissancen

La facon la plus naive d’élever la matri¢ea la puissance est par multiplications suc-
cessives de la matrice. Cette méthode multiplie successivela matriceP par elle méme
fois.

(...(Px P)x P)...x P)

Toutefois, cette méthode codte tres cher, donné qu'ikféld|®) multiplications pour obtenir
P, ou|S| est la taille de matricé.

Dans le cas du calcul de la disponibilité ponctuelle, on aksilité d’utiliser des méthodes
itératives moins colteuses. Ces méthodes consistenter éewatriceP a la puissance par
multiplications successives entre un vecteur et la matrice

Plus précisément, dans le cas du calcul de la disponibditétoelle, on a deux techniques
possibles :

Multiplication a gauche On calcule récursivement un vecteyy par la multiplication du
vecteurv,,_; par la matriceP.

L A 09
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On pourrait alors réécrire la distribution transitoireiagtant de temps(Equation (3.7)) et
la disponibilité ponctuelle (Equation (3.8)), respeatiant par :

> )™
t) = ()" N 3.10
m(t) Z v (3.10)
et
= )™
PAV (t) = ()" 1 3.11
() nzzoe ol Updlyp ( )

Cette méthode sera appel@eltiplication & gauchecar elle explore la propriété de I'asso-
ciativité de la multiplication par des multiplications sessives du vecteuy, par la matrice”
a gauche.

(...((x(0) x P) x P)...x P)

Multiplication a droite  Cette méthode utilise le principe de la multiplication parecteur
a droite pour I'élévation de la matrice a la puissance. On exploite la propriété de I'asso-
ciativité de la multiplication en multipliant successivent la matriceP par un vecteui,, a
droite :

(PX...(Px(Px1yp))...

Récursivement on calcule, par :

w, = {wo = Lup (3.12)

Wy, = Pwy,_1

On remarque que, dans ce cas la, on n'obtient plus le veceela distribution transitoire
7(t), mais on peut encore réécrire équation de la disponibititeuelle par :

o0

PAV(t) = e’“%w@)wn (3.13)
n=0 ’
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Méthode de troncature de Fox-Glynn

De facon a obtenir une version plus facilement calculalde,dt Glynn [43] ont défini une
méthode pour tronquer cette somme infinie a une valeur miaifiatelle que :

ie_’\t% <(l—¢) (3.14)
n=0 ’

De cette maniére, on obtie®AV.(¢), une approximation a prés de la distribution transi-
toire a I'instant de temps:

A
" (3.15)
e oa ()"
= 2 o (0)w,

Algorithme classique Cette méthode de troncature rend possible I'implantatepldsieurs
algorithmes. Dans la suite, on va revoir brievement deusives de I'algorithme classique pour
le calcul de la disponibilité ponctuelle.

L'algorithme 3.1 présente le calcul de la disponibilité prelle basé sur la méthode d’élé-
vation de la matricé® par multiplication a gauche.

ALG. 3.1PAV_(t) - Multiplication & gauche
Lnput:0 <ty <---<tpe

Output :PAV_ (1), ..., PAV.(t))

Computek. par Eq. (3.14)

v = m(0)

Vo = wvolyp

forn=1to K.) do
Uy = Up_1 P
V,=uv,1yp

end for

for i=1to/ doK
PAV(t;) = Y e (At:)

n=0

e NOdR N

|
=

o
=

Va

n!
12: end for

Basé sur la méme méthode, I'algorithme 3.2 implante le tdkela disponibilité ponctuelle
basé sur I'élévation de la matriéepar la multiplication a droite.
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ALG. 3.2PAV_(t) - Multiplication a droite
Lnput:0 <ty <---<tye

Output :PAV_(ty),...,PAV.(t))
Computek. par Eq. (3.14)
wo = lyp
WO = W(O)wo
forn =1to K. do

wy, = Pwy,_1

W, = 7(0)w,
end for
- fori=1to/ do

K

©eNOdR N

=
o

PAV(t;) = ) e‘”iMWn

n!
n=0

-
=

12: end for

3.3 Adaptation des algorithmes au format tensoriel

Rappelons que la matride est la version uniformisée de la matriGeet que( et P sont
représentées par un descripteur markovien [35, 34]. Isatibn d’'un format tensoriel pour
la représentation du modele entraine 'emploi des méthddenultiplication vecteur-matrice
adaptées de facon a toujours garder le format compact detlcend.a multiplication d’un
vecteur par le générateur infinitésimal du modele (reptéseipar la matrice?) est 'opération
fondamentale pour I'élévation de la matriBe la puissance. On présente ci-dessous les deux
méthodes de multiplication utilisées dans les algorithgnket 3.2 adaptées au format tensoriel.

3.3.1 Multiplication vecteur-descripteur - Multiplicati on a gauche

La multiplication d’'un vecteur par un descripteuP est décrit par :

(N+2E) [ N o (N+2E) N o

donc, I'opération qui nous intéresse est la multiplicatiiom vecteur par un terme produit
tensoriel généralisé, soit :

N

v ®g P
i=1

ou les indiceg ont été omis pour les matricé%m afin de simplifier les notations. Chaque
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terme est composé d’'une suite Nematrices notée®® aveci € [1..N].

Selon la propriété de décomposition des produits tensdid] tout produit tensoriel d’'un
terme tensoriel dé& matrices est équivalent au produit diefacteurs normaux.

Cela nous permet réécrire le ten@®s" , P sous la forme :

PV @ PP g.. . @PNDgpM =
P(l) ® Inm'ghh
XInleftg &® P(Q) X Inrightz

X oo
X]nleftN_l ® P(Nil) & [nrightN_l
XInleftN X P(N)
U Avec
n; la dimension de la-éme matrice de la suit”, i € [1..N];
nleft; le produit des dimensions de toutes les matrices a gauclzei davie ma-
trice de la suitei.e., H;;ll ny, (cas particulier :nleft; = 1);
nright; le produit des dimensions de toutes les matrices a droiteiekrhe matrice
de la suitej.e., Hszm ny, (cas particulier :nrighty = 1);
n; le produit des dimensions de toutes les matrices satdfae matrice d’'une

suite,i.e., Hi\;l ot Uk (n; = nleft; nright;);

La multiplication d'un vecteur par le terme@iNz1 P est faite par les multiplications en-
chainées de chaque facteur normal. Le vectadwit étre multiplié par le premier facteur nor-
mal, le résultat est multiplié par le deuxieme facteur ndrebainsi de suite jusqu’au dernier
des facteurs normaux. Donc, pour multiplier un vectepar un terme®?> | P, il est néces-
saire et suffisant de savoir multiplier un vecteur par ureiachormal. Ceci est possible grace a
la propriété d’associativité de la multiplication (traditinelle) de matrices.

Dans la suite, on explique la méthode de multiplication dlaateur par un facteur normal.
Cette présentation a été inspiré dans le chapitte la thése de Fernandes[34]. La méthode de
multiplication proposée dans ces travaux est connue sausehuffle

Multiplication du dernier facteur normal

Comme il a été montré dans le chapiirde la thése de Fernandes[34], le cas le plus simple
est celui de la multiplication du dernier facteur normal. @ua :
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v X Ipiegiy @ P (3.16)

La matricel ., ® PY) étant une matrice bloc diagonala@r 3.1), il suffit de multiplier
nlefty tranches de taille y du vecteuw par la matriceP™),

v [nlvftr\v ® P<N)
N — IR
ny pw)
ny pPw)
ny PW)
“ _J . _J

FiG. 3.1 — Multiplicationv x I,,cf;, ® P&

FIG. 3.2 présente la technique de découpage des composantesteurv pour la remplis-
sage des vecteurs,. Chaque vecteur;, (morceau du vecteur) est multiplié par la matrice
PW) (dans le cas du dernier facteur normal).

ny N | ny

T II-10-

Zin
Iteration 1 cee

Zin

Iteration 2 { }

Zin
Iterationnle fty

FIG. 3.2 — Principe de 'algorithme pour multiplierpar le dernier facteur normal

L'algorithme 3.3 présente la construction des tranchesadle ty du vecteurv et leur
multiplication parP™) comme décrit dansiB. 3.2.
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ALG. 3.3Multiplication v x I,,.p:,, @ PW)
1: base = 0;
2. for k=1,2,..., nlefty do
3:  indexr = base +1;

4. forl=1,2,...,nydo
5: zin|l] = v]index];

6: index = index + 1
7:  end for

8 multiply zu = zin x PW);
9. indexr = base + 1;

10 fori=1,2,...,nydo
11: vlindex] = zou(l] ;
12: index = index + 1
13: end for

14:  base = base + ny ;

15: end for

Multiplication par le premier facteur normal

Pour la multiplication par le premier facteur normal, on \a&bdrd présenter la propriété de
pseudo-commutativité des facteurs normaux.

x O, 1 (3.17)

N
®P(Uk)

k=1

N
® P®) =0, x
k=1

ou o est une permutation sur l'intervalle.. N] et O, est une matrice de permutation.

Rappelons que pour la multiplication par le premier factearmal, on part de :

v X P(l) ® Inrighh (318)

Grace a cette propriété de pseudo-commutativite, on pautjqge permutatiow, sur les
composantes de se ramener a :

OO’ X ]nrightl ® P(l) OO'T

ou o est la permutation qui passe l'ordre de la suite de matriee§1d2,3,..., N} a
{2,3,...,N,1} et O, est la matrice de permutation qui permet de réordonner &Eaefits
du vecteur de fagon a ce que les éléments de chaque trangiseient dans un espace continu
du vecteur.

Sous cette forme, la multiplication par le premier factearnmal (Equation (3.18)) peut
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étre calculée de facon analogue au cas précédent, la noatiph du dernier facteur normal
(Equation (3.16)).

La multiplication d’un vecteur est exécutée en trois étapes :

— la multiplication dev par la matrice de permutatian, ;
— la multiplication dg(v x O,) par le facteur normal commutg, . .;, ® P ; et
— la multiplication du résultat des étapes précédentesapaatrice de permutatiaf,,” .

La premiere étape correspond a une permutation du vectdest possible d’exécuter cette
permutation lors de I'extraction de tranches du vecteue., dans les remplissages des vecteurs
zin de I'algorithme (lignes 3 a 7 de I'algorithme 3.3). Dans Is can permuté (multiplication
du dernier facteur normal), le vecteyy, est rempli avec des tranches successives de tajlle
La permutation nécessaire pour le premier facteur normaleeanche, équivaut a accéder au
vecteur en prenant un élément a chaque intervalle de taillght,. FIG. 3.3 représente le pro-
cessus de permutation, qu’il faut comparer au processusgadejot pour le cas sans permutation
(décritdans K. 3.2).

La deuxieme étape est identique au cas précédent, il siagiiesment de la multiplica-
tion répétée des tranches du vecteyrar la matriceP"). La troisiéme étape est la permuta-
tion symétrique a la premiéere et peut étre exécutée lorsatikage des éléments du vecteur
temporairez,,; (lignes 9 a 13 de l'algorithme 3.3) dans le vecteut algorithme pour cette
multiplication est numéroté 3.4.

nright, nright,

S IR N I N S I TS N

Iteration 1

Zin
Iteration 2

Zin
Iterationnright,

FIG. 3.3 — Permutations exécutées lors de la multiplicationrédmger facteur normal

Multiplication compléete

Les autres facteurs normaux (du deuxieme jusqu’a I'avantidr) sont traités comme des
combinaisons des deux cas précédents. La technique de drasiste toujours a appliquer la
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ALG. 3.4Multiplication v x PY & I,,i5n,
1: base = 0;
2. for j=1,2,..., nright,; do
3:  index = base + 7j;
fori=1,2,...,n;do
zin|l] = v]index];
index = index + nrighty ;
end for
multiply zpu = 2in x PO ;
index = base + 7;
10 forl=1,2,...,n;do

©oN TR

11: v[index] = zou(l] ;

12: index = index + nrighty ;
13: end for

14: end for

propriété de pseudo-commutativité (Equation (3.17), @&)eu facteur normal

[nlefti ® P(Z) ® [m“ighti - Ocr X ([nlefti X [m“ighti X P(Z)) OO'T
ou o est la permutation quipasse{le ...,i —1,i,i+1,...,N}
a{l,....i—1,i+1,...,N,i}.

Ceci amene a toujours multiplier par des facteurs normaua tieme :

[nlefti X Im"ighti ® P(l) - [ﬁl ® P(Z)

Les permutations sont faites lors de I'extraction et lelsige des résultats des tranchgs
selon la position de la matrice”. L'algorithme 3.5 implante la multiplication d’un vecteur
par un terme produit tensoriel comptef’ | P,

Dans cet algorithme, les facteurs normaux sont traitésemigr jusqu’au dernier. Pourtant,
dans le cas de l'algébre tensorielle classique, comme ceiseptés ci-avant, la propriété de
commutativité de facteurs normaux [34], permet la mulktgtion des facteurs normaux dans
n'importe quel ordre. Cependant, cette propriété n’ess pfalable pour algebre tensorielle
généralisée ou, a cause de dépendances fonctionnell@st dde les facteurs normaux soient
traités dans un certain ordre.

3.3.2 Traitement des dépendances fonctionnelles

La multiplication d’'un produit tensoriel généralisé irdrot deux étapes supplémentaires
aux algorithmes précédents :

— calculer un ordre dans lequel les facteurs normaux doivent étre arrangés ;
— évaluer les éléments fonctionnels des matrices avantiehagltiplication.
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ALG. 3.5Multiplicationv x @Y , Pt
1. fori=1,2,...,Ndo
2:  base = 0;

3. fork=1,2,..., nleft;do

4: for j =1,2,..., nright; do

5: ndex = base + 7,

6: fori=1,2,...,n;do

7: Zin|l] = v]index];

8: ndex = index + nright; ;
9: end for

10: multiply zow = 2in x P@;
11: index = base + 7 ;
12: fori=1,2,...,n;do
13: v[index] = zouw[l] ;
14: ndex = index + nright; ;
15: end for
16: end for
17: base = base + (nright; X n;)
18: end for
19: end for

Etablissement de I'ordre de décomposition des facteurs naraux

Pour établir un ordre de décomposition des facteurs norp@uxa d’abord présenter les
régles de décomposition pour les deux cas possibles.

Considérons deux matriceset B(.A), on décomposd @ B(A) en :
g

A®B(A) =1,,® B(A) x A®1,, (3.19)
g

AB)®@B=AB)®1I,, x I,, ®B (3.20)

Selon ces regles de décomposition en facteurs normaux désifmrtensoriels généralisés,
le facteur normal d’une matricB® doit toujours précéder les facteurs normaux des matrices
PU(... AD ), i.e, les facteurs normaux des matrices qui dépendent de I'ateaai?),

Ceci définit un relation de précédence entre les facteuraanx.

Il faut remarquer que les cas présenteés ci-dessous n’ownlgsasycles de dépendances,
A(B) ® B(.A). Toutefois, un cycle de dépendance peut étre décomposéate dadevenir une
g
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somme de termes tensoriels avec des dépendances font@ersams cycle. Le traitement de
cycles de dépendances est présenté en [34] et ne sera pas@iés

Cette relation de dépendance acyclique est donc un ordielpBEegtablissement de 'ordre
des facteurs normaux est fait par un tri topologique surdplge de dépendances fonctionnelles
des matricelsP(. . .).

Précisément, dans la construction du graphe de dépendancéisnnelles d’'un terme ten-
soriel, chaque automai‘ est représenté par un sommet. Chaque sommet indique cgmiies
les dépendances fonctionnelles d’un matd@g(. . .). Lorsqu’une matrice®?@ (..., AU )

a un élément fonctionnef(AY)) qui dépend de I'état de 'automaté’), cette dépendance
fonctionnelle est représentée par un arc orienté du somaettomated®) vers le sommet
j (automateA’)). Un sommet sans arc sortant représente une matrice quuotanalément
fonctionnel. De la méme fagon, un sommet sans arc entrarésepte une matrice dont I'état
de 'automate correspondant n’est jamais argument d’utre auatrice du terme tensoriel.

Le tri topologique de ce graphe permet d’extraire un ordrdé@mmposition total compat-
ible avec I'ordre partiel défini par ce graphe par un alganighde tri topologique [10]. Ce tri
topologique est présenté par Fernandes [34] (Chapjiteene sera pas présente ici.

Par exemple, les termes tensoriels avec les dépendancastesi:

N

® POAW A (appelé cas 1) et
g
i=1

N
® POAFED AN (appelé cas 2)
g

i=1

sont représentés par les graphes dags B.4.

Les casl et2 sont des cas ou il faut appliquer les régles de décomposgtidacteurs nor-
maux (soit (3.20) pour le cas 1, soit (3.19) pour le cas 2).deex cas donnent respectivement :

—.

I
2

|:[nlefti @ PO(AWD, . A g [nm'ghti:| (pour le cas 1) et
g g

(2

|:Inlefti ® POAFD AN g Im-ghti} (pour le cas 2).
g

i=1 g

ILanotationP(") (. . .) est utilisée pour décrire de maniére générique des matriceportant différentes dépen-
dances fonctionnelles.
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4 3
Cas1l Cas 2

FIG. 3.4 — Graphes de dépendances fonctionnelles pour ldsat&s

Notons que, entre ces deux cas, la seule différence estd’delmultiplication des facteurs
normaux. Il est utile de remarquer que les ordres de décompositisfieaéeurs normaux défi-
nis pour les cas et2 sont obligatoires,e., la seule décomposition en facteurs normaux valide
est celle utilisée (dé&V a 1 pour le cas 1 et de 1/é pour le cas 2).

Le cas général reste I'application alternée des propr{8td9) et (3.20) qui permet I'étab-
lissement, en général, d’'un ordre de décomposition pouuléptication des facteur normaux.
Cet ordre va étre caractérisé par une permutatisar 'intervalle[1..N] qui permet de passer
de I'ordre de définition du modele.. N| au nouvel ordre apres tri topologique. Pour cela util-
isons les notations suivantes :

U Notons
o une permutation nommée sur l'intervalle [1..N]. Une permutationr
établit une nouvel ordre pour une suite Mematrices;;
o(i) le rang de la matricé”) dans 'ordre représenté par la permutatan
o I'indice de la matrice placée au rargle I'ordre représenté par la permu-

tationo (sioy =4, o(i) = k) ;

N .
Le terme tensorie@ P®(...) doit étre traité selon la formule suivante :
9i=1

|:[nl€fto'i ® P(Uz)< . ) ® [nrightg.i
i=1 g g

Cetordre de décompositioablige un changement dans I'algorithme 3.5 comme il est in-
diqué dans l'algorithme 3.6. Notons que ce changement déerlarcalcul d’un ordre de traite-
ment (permutatiom) qui n’est pas inclus dans l'algorithme 3.6.

L'ordre dans lequel les facteurs normaux doivent étre plidis est décrit par la permutation

2|l faut rappeler que la multiplication de facteurs normaue@éléments fonctionnels n’est pas commutative
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N .
ALG. 3.6Multiplicationv x ) = P(...)

9i=1

1: for i = 01,09,...,0n5 dO

o et sera appelérdre de décompositiorCet ordre est I'ordre dans lequel le produit tensoriel
est décomposé en facteurs normaux selon les propriét&y 6.@13.20).

Evaluation des éléments fonctionnels

Apres le calcul de brdre de décompositigha deuxieme préoccupation pour la multipli-
cation des produits tensoriels généralisés est I'évalnates éléments fonctionnels de chaque
matrice P®)(. ..) avant leur multiplication par une tranchg du vecteun (correspondant a la
ligne 10 de I'algorithme 3.5).

A chaque exécution de la multiplication d’une tranchg du vecteurv par la matrice
PO(...), cette matrice doit étre évaluée pour les états des auterasgaments dé&. L'al-
gorithme 3.7 apporte les modifications nécessaires (ligoe12, 19 et 22) a I'évaluation des
éléments fonctionnelsLa méthode d’évaluation des éléments fonctionnels esitdén détail
par Fernandes [34] (Chapitig.

3.3.3 Multiplication descripteur-vecteur - Multiplicati on a droite

Pour la multiplication descripteur-vecteumgltiplication a droitg, on utilise la méme idée
de base que pour la méthode de multiplication vecteur-gear (multiplication a gauchg
Autrement dit, on utilise de fagcon identique la décompositilu terme tensoriel en facteurs
normaux et I'application de permutations de facon a ce gplaase toujours multiplier par un
facteur normal sous la formg,, @ P%. Cependant, quelques adaptations sont nécessaires a
I'algorithme dushuffleoriginal a cause de I'utilisation de 'algébre tensorigiémnéralisée.

Plusieurs travaux [61, 16] font référence a la possibiké&utilisation de la multiplication a
droite pour le calcul de la disponibilité ponctuelle, saredtement sur des chaines de Markov,
soit sur des formalismes structurés utilisant la représiemt tensorielle de la matrice [16].

Toutefolis, il faut souligner que tous les travaux précéslent été développés avec 'algebre
tensorielle classique. Dans ce cas, la propriété de contivitéade facteurs normaux permet
d’utiliser la méme méthode de multiplication pour la multption a gauche ou a droite.

Rappelons que la multiplication d’'un descriptétpar un vecteutv peut étre décrite par :

3l’algorithme 3.7 présente les modifications nécessair&svaluation des éléments fonctionnels sur un mul-
tiplication a gauche. Cependant, ces modifications sontddait pareil lorsqu’on fait la multiplication a droite
(présenté dans la section 3.3.3)
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N .
ALG. 3.7Multiplicationv x ) ~ P(...)

gi=1

1: for i = 0(1),0(2),...,0(N) do

2:  base = 0;

3: initialize ky = 1,kyo=1,.. . ki1 = 1;

4. fork=1,2,..., nleft; do

5: for j =1,2,..., nright; do

6: initialize j;.1 =1,ji,0=1,...,jn = 1;

7: ndex = base + 7,

8: fori=1,2,...,n;do

9: Zin|l] = v]index];

10: ndex = index + nright; ;

11: end for

12: evaluate P¥ (ay", ..., a{"));

13: multiply zou; = 2in X P®;

14: ndex = base + 7 ;

15: fori=1,2,...,n;do

16: v[index] = zouw[l] ;

17: index = index + nright; ;

18: end for

19: next jit1, Jivo, - -5 JIN
20: end for
21: base = base + (nright; x n;)
22: nextkq, ko, ..., ki_1;
23:  end for
24: end for

(N+2E) | N o (N+2E) | N .
Pw = PV w= P w
RO R

De la méme maniere que pour la multiplication a gauche, tag@n qui nous intéresse est
la multiplication d’'un terme produit tensoriel généralp# un vecteur. C’est-a-dire :

Rappelons qu’il faut décomposer le terme produit tensgéeléralisé selon les régles de
décomposition de facteurs normaux.

Une fois l'ordre de décompositiodes facteurs normaux établi, on peut effectuer la multi-
plication de chaque facteur normal par le vecteuifoutefois, il faut remarquer que I'ordre de
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multiplication des facteurs normaux doit étre inversé : o ohultiplier d’abord le dernier fac-
teur normal de brdre de décompositiorCeci est plus visible lorsqu’on voit la multiplication
comme :

PYCH)@PIC.)e...@PY (. ) PM(. Hw=

[nlefto'l ® P(Ul)( . ) ® [nrightg.l}
L g

g

X ]nlefm72 ® P(Jz)(~ . ) ® ]nrightg2:|
g g

X ]nleftgl\_1 %) P(UN_I)(' : ) %) Inrz‘ghtoNl}

X ]nleftoN X P(UN)(~ . ) ® ]nrighth:| w
g g

L'évaluation des éléments fonctionnels est toujours f@étéa méme facon (Section 3.3.2).

Il faut juste se rappeler que dans la multiplication a dromemultiplie chaque ligne de
la matrice P®) par le vecteur,,. L'algorithme 3.8 présente les modifications nécessaitas a
multiplication a droite.

3.4 Deétection du régime stationnaire

Lorsqu’on fait de I'analyse transitoire, on peut avoir deseurs det et \* trés grandes et
le nombre d’itérations nécessaires pour calculer la bigion transitoire a I'instant de temps
t devient aussi tres grand. Toutefois, il est possible quéskailolition transitoire a I'instant de
tempst soit déja au régime stationnaire.

Considéronsk le nombre de multiplications vecteur-matrice nécessaioes atteindre le
régime stationnaire €t’. le nombre de multiplications nécessaires pour calculeiskaildution
transitoire a l'instant de tempsavec une erreus. Si R est plus petit qué<. on peut alors
économiser des temps de calcul en arrétant les itératidnstérations. Alors, on utilise le
vecteur de la distribution stationnaire (obtenu &l&me itération) a la place des vecteurs qui
suivent laRk-eme itération pour calculer la distribution transitoiréstant de temps.

Cependant, le regime stationnaire du systeme n’est pasuiaugimple a détecter de fagcon
performante. Selon Stewart dans [92], le nombre d’iténgtieequis pour satisfaire une erreur

maximume peut étre calculé par :
logy €

/22—

lOgg |A2|

40n rappelle que est la plus grande valeur des éléments diagonaux du géméirdtaitésimal().
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N .
ALG. 3.8Multiplication ) = PO(...) x w

gi=1
1: for i = o(N),o0(N —1),...,0(1) do
2:  base =0;
3: initialize k1 = 1, ko =1,... ki1 = 1;
4. fork=1,2,..., nleft; do
5: for j =1,2,..., nright; do
6: initialize j;,1 =1,jii0=1,...,jn = 1;
7: ndexr = base + 7,
8: fori=1,2,...,n;do
9: Zin|l] = wlindex];
10: ndex = index + nright; ;
11: end for
12: evaluate P® (ay", ..., a{"));
13: multiply zow, = P x 2,
14: index = base + 7 ;
15: fori=1,2,...,n;do
16: wlindex] = zout[l] ;
17: index = index + nright; ;
18: end for
19: next jit1, Jivo, - -5 N
20: end for
21: base = base + (nright; x n;)
22: nextkq, ko, ..., ki_1;
23:  end for
24: end for

ou )\, est la valeur propre de la sous-dominante de la maitiddalheureusement, la valeur
de )\, est difficile a calculer et frequemment on observe que la&uifice entre les conditions
théoriques et pratiques pour la convergence d’'une méthédeive peut étre trés grande lorsque
le module de la valeur propre de la sous-dominagtest proche de I'unité de baséans ces
cas, on a une convergence qui s’annonce tres lente lorsgtilme la méthode de la puissance
[92].

Dans la pratique, d’autres méthodes de détection du rédgatiermaire sont utilisées. Plusieurs
meéthodes de détection sont proposées dans la littérateseplus connues sont les méthodes
qui étudient la convergence du vecteur de probabilité, piasquelles, on souligne les travaux
de Ciardo et al. dans [20]. Plusieurs améliorations a I'allgame de Ciardo ont été proposées au
cours des 10 derniéres années, mais la plus grande paritieitsét & des modeles spécifiques,
comme par exemple les travaux de Katoen et Zapreev [61]. B8, 1Bericola a proposé une
nouvelle méthode basée sur I'étude de la suite des valewismmia et minimum d’un vecteur
[91].

SL'unité de base est la plus petite valeur présente dans utrecma
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Dans cette section on va décrire deux méthodes de détectigdgame stationnaire. Leffi-
cacité de ces méthodes sera testé sur des modeles avec gpand d'états. Une comparaison
de l'efficacité de ces méthodes est présenté dans le chapitre

3.4.1 Convergence du vecteur de probabilité

La premiere méthode de détection du régime stationnairé préposee par Ciardet al.
dans [20]. Cette méthode est basée sur la convergence aduwwdetprobabilité.

Rappelons I'équation d’élévation de la matriPea la puissance par la multiplication a
gauche (Equation (3.9)) réécrit ci-dessous.

o — vo = 7(0)
Uy = Up_1 P

La méthode définie par Ciardo consiste a détecter le régamtiershaire par la convergence
du vecteur de probabilité. Plusieurs approches sont dessiwour établir la convergence du
vecteur de probabilité [92]. Les approches les plus souvidigées sont, en prenant la norme
du maximum :

— Test de convergence absolue individuel
mazicr,.s (|on[i] — va1[i]]) < e
— Test de convergence absolue accumulée
| vnli] = vnali] [1< €
— Test de convergence relative individuel
mats s (Ivn[i] - ?{n—l[i]l) .
" |vni]]

Selon Stewart [92], le test de convergence relative indeigst recommandé pour les mod-
eles avec grand espace d’états, car le test de convergeswaammdividuel n’est pas tres fiable
lorsque toutes les valeurs du vecteur de probabilité sditepeSi I'erreur admissible est plus
grande que les valeurs du vecteur de probabilité, le tesbeecgence va détecter une fausse
convergence du modele. Cependant, lorsqu’on utilise ldiptichtion a droite le test de con-
vergence relative individuel n’est plus utilisable car édewur de la disponibilité ponctuelle peut
étre trés proche de&

On suppose&?. le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre le régtationnaire selon
le test de convergence choisi avec un erreudn utilise alors le vecteur de probabilite
comme une approximationsgprés du vecteur de probabilité de la distribution statidnena

Une fois le régime stationnaire détecté, on a deux cas gessib
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Soit R, > K. etlerégime stationnaire n'a pas été détecté selon lesagiéablis. Autrement
dit, la méthode de détection du régime stationnaire n’'a peféetl sur le calcul de la
disponibilité ponctuelle et on garde I'équation (3.15) kiéfidans la section 3.2.1 (page
34);

Soit R, < K, et le test de convergence a détecté le régime stationnaar&adme itéra-
tion. On peut donc utiliser le vecteur,. comme une approximation du vecteur station-
nairer pour toutn > R, et réécrire I'équation (3.15) par :

RE
PAVa(t):Z _)\t()\t ——vlyp + Z - UREILUP (3.21)

n=0 n=R:+1

Détection sur la multiplication a droite

La méthode de détection du régime stationnaire sur la cgemee des vecteurs de proba-
bilité peut étre aussi employée avec la méthode de calca disponibilité ponctuelle lorsque
la élévation de la matric® a la puissanc& est faite par la multiplication a droite. Dans ce cas,
la comparaison des éléments de chaque vecteur est faitessegdteursy,, etw,_; (Equation
(3.12), page 33).

Le test de convergence sur les vecteurs de la multiplicatidroite se déroule de la méme
maniére, par comparaison de la différence entre la normeube bcteurs.

Lorsque la convergence est détectée, on ales mémes pitssiél calcul, soiton&. > K.
et on garde I'équation classique (Equation (3.15), pagestd)on aR. < K. et on divise la
somme en deux parties : la premiére partie calcule la suite ad. et la deuxieme partie
calcule la suite dé?. + 1 a K.. En réécrivant I'équation (3.15) pour la multiplication @ite
on obtient :

R. K.
_ —Xt (At Y )‘t
PAV_(t) = Z 0)w, + Z ——7(0)wg, (3.22)

n=1 n=R:+1

3.4.2 Contrble de la suite dev,,

Une deuxieme méthode de détection du régime stationnaiégpaaposée par Sericola dans
[91] et est basée sur le contrdle de la suite des vecteues P 1 p.

Sericola définit deux suites, une suite des valeurs minimumnet une autre des valeurs
maximums),,. Chaque suite est définie sur les valeurs des vecteupour toutn > 0 par :

My = 1min wyli] et M, = max wy[i].
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ALG. 3.9Algorithme pour calculePAV_(t) avec détection du régime stationnaire.
Input:0 <t; <--- <tye
Output :PAV_(ty),...,PAV.(t))
Computek., par Eq. (3.14)

Wy = ]]-U
W(] = W(O)wo
n=1

while R < K, && !conv do
w,, = Pw,,_1
W, =7(0)w,
n=n+1
conv = convergence_test
end while

for j=1to /¢ do
R

PAVa(tj):Z il At W, + Z e (AD" At

n=0 n=R+1
end for

Dans [91], il est montré que les suites et M,, sont, respectivement croissantes et décrois-
santes pour tout > 0 et convergent toutes les deux verls; » quandn — oo. Autrement dit,
les suites convergent vers la disponibilité en régimemtatire.

Alors, il existe une valeur entieri. telle que,

R. =min (n>0| M, —m, <¢e/2)

La valeurR. représente le nombre d'itérations a partir duquel la it est une approx-
imation as pres de la vraie valeud/,, dans le régime stationnaire. Ainsi, on peut réécrire la
disponibilité ponctuelle (Equation (3.8)) par :

R R
- AL)" : )™\ M
PAV.(t) = ) :e*t%wn + <1 - je*M( n') ) fie ;me (3.23)
n=0 ’ n=0 ’

Puisque les suites,, et M,, convergent vers la disponibilité en régime stationnaingyeut
calculer l'instant de tempsa partir duquel on atteint le régime stationnaire. Alorsdéfinit
une fonctionZ;(t) telle que :

EH =3 e 0 ). (3.24)

51, est le résultat de la multiplication du vecteur de probitiitiale par le vecteuw,, (voir Algorithme 3.2,
page 35).
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On peut facilement vérifier que pour une valeur fixe da fonctionF;(¢) décroit del vers
0 dans lintervall€]0, co.

Sericola prouve dans [91] que, en prenant la valeudrcdenmelV,, on peut calculer l'instant
de tempg. auquel on atteint le régime stationnaire ayedtérations & pres par :

te =min (t > 0; Fn_(t) < e/4) (3.25)

On peut alors réécrire I'équation de la disponibilité poetie (Equation (3.23)) pour toute
valeur def > ¢, par:

M
PAV.(1) = w (3.26)

Par la suite, Sericola a aussi présenté dans [91] I'algoetBuivant comme une adapta-
tion de l'algorithme classique (Algorithme 3.2, page 35)peenant en compte le calcul de la
disponibilité ponctuelle par les équations (3.23) et (Bet6a détection du régime stationnaire.

Dans la section suivante, on présenteossibilités de représentation du vecteur d’état ini-
tial et du vecteur d’étaté/ P lorsqu’ils restent constants sur les algorithmes de caleula
disponibilité ponctuelle.

3.5 Représentation du vecteur constant

En considérant I'équation de la disponibilité ponctuelgation (3.8), page 32) et les
algorithmes 3.1 (page 34) et 3.2 (page 35), on peut voir qas @aboucle (ligneg), il y a
toujours un vecteur constant : lorsqu’on calcule la dispitité ponctuelle par une méthode de
multiplication a gauche, on a le vecteur d’état® qui reste constant. Pour une méthode basée
sur la multiplication a droite, c’est le vecteur de la distition initiale qui reste constant.

De fagon & profiter de cette caractéristique, on progdeemats de représentation de ces
vecteurs. Deux formats de représentation du vecteur serapj@oches classiques basées sur
une représentation par tableau et le troisieme format septé les ensembles sous forme d’'une
fonction.

— Vecteur plein : représente I'ensemble d’états initiauX’'easemble d’étatg/ P par un
tableau a dimension standard. Ce tableau a la taille de I'espacetd’ptaduit du mod-
ele. Cette approche peut étre tres colteuse en espacekigstpour de grands modéles;;

— Vecteur creux : ce format de représentation utilise aussitdbleaux pour représenter
les ensembles d’états initiaux et des éf{af3. Par contre, uniquement les états qui ont
une valeur de probabilité différente de zéro sont stockédo@nat est trés économique
lorsque le nombre d’états initiaux (ou d’étdfs’) est trés petit par rapport au nombre
total d’états (espace d’états produit).
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ALG. 3.10Algorithme de Sericola pour calcul®AV. ()
Lnput:0 <ty <---<tpe
Output :PAV_(t1),...,PAV.(t))
Computek. par Eq. (3.14)
Wy = ]]-U
WO = W(O)wo
My=1,myg=0
n=1
while ((n < K.)) && ((M,, — m,,) > ¢/2) do
w,, = Pw,,_1
W, = m(0)w,
M,, = max w,(i) ; m, = minw, (i)
€S €S
n=n-+1
: end while
- R=n
if (R == K. + 1) then
for j =1to/do
PAV (t;) = Yone, e By,
end for
if (R < K.+ 1) then
Computel, = inf{t > 0, Fr(t) <e/4}
for j =1to/dodo
if t; <Tgthen
PAV(tj) _ Zf:o et ()\I;j!)" W, + MRJQFmR <1 _ Zf:o et ()\l;_gl)">
else
PAV (t;) = Mutmn
end for

e NOdR N

NNNRE R R RRRRR PR
NP OQOO®XNOTgRRwdhh 2O

N NRNON

— Fonction : la représentation par fonction profite du foiemé SAN pour représenter les
états initiaux ou les étatsP. Cette fonction est alors évaluée pour chaque état de Eespa
d’états produit a chaque itération, ce qui peut ralentlgbathme. Cependant, c’est une
méthode trés économique en mémoire.

Une comparaison de ces trois représentation par rapporxite$se de calcul et par rapport
a I'espace de stockage est présenté dans le chapitre 5nsgetio

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté, tout d’abord, les méthaglealdul de la disponibilité
ponctuelle d’'un modeéle. Pour permettre I'application de rmethodes sur des grands modéeles,
on a proposé une adaptation de ces méthodes a la représeteasorielle. Cette adaptation a
entrainé I'adaptation de I'algorithnshufflepour la multiplication a droite.
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Ensuite, on a présenté les méthodes de détection du régatiensiire qui seront testées
sur de grands modéles. La comparaison de l'efficacité de éd#isoales est présentée dans le
chapitre 5.

Un dernier point étudié dans ce chapitre a été I'utilisatlerdifférentes implantations pour
le vecteur constant. Une comparaison de ces trois repetgeTd est également présentée dans
le chapitre 5.
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Chapitre 4

Exemples de modélisation de systemes
sujets aux defaillances

Dans ce chapitre on présente quelques exemples de systejeissasix défaillances. Ces
exemples sont utilisés pour tester I'efficacité de méthaldedétection du régime stationnaire
sur le calcul de la disponibilité ponctuelle pour des gramdsiéles (Chapitre 3).

Ce chapitre présenté exemples de systémes sujets aux défaillances rencontnéslala
littérature. Ces exemples illustrent différents types dengs et de réparations et ont pour but
de présenter plusieurs type d’interactions entre les ceamies. Les exemples développés dans
ce chapitre sont :

Discipline de premier serveur disponible (Section 4.1) ;
Systeme multiprocesseurs (Section 4.2) ;

Grappe de processeurs reconfigurable (Section 4.3) ;
Base de données distribuée (Section 4.4) ;

Patron de mobilité aléatoire (Section 4.5) ;

Grappe de stations de travail (Section 4.6).

Ces exemples sont modélisés a I'aide du formalisme des BRéskautomates Stochas-
tiques (SAN) présenté dans le chapitre 2. On rappelle queriedlisme SAN modélise un
systeme par la composition de sous-systeme qui interageasionnellement. Ce formalisme
est adapté a la modélisation de grands modeles et a unearfatdsn tensorielle basée sur
I'algebre tensorielle généralisée.
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4.1 Discipline du premier serveur disponible FAS (First Avail-
able Servey

Cet exemple décrit une file simple avec arrivée exponeattilun nombre fini ) de
serveurs ordonnés et distinguabl&§), ot € [1..N]) [14].

Lorsqu’un client arrive, il est tout de suite servi par lemrer serveur disponibleMrst
Available Serve, i.e,, si le serveuSV) est disponible, le client est servi par celui-ci, sinon,
si le serveuS® est disponible, le client est servi par le serv8(i¥ et ainsi de suite. Le taux
d’arrivée des clients dans la file estt le taux de service de chaque clientest

4.1.1 ModeleSAN

La technique utilisée pour modéliser une file avec ces caniatijues a été de représenter
chaque serveur par un automate&®. Chaque automate Zétats ( pour Inactif et A pour
Actif). FIG. 4.1 présente le modele SAN de cet exemple.

Le taux d’arrivée dans chaque serveur est exprimé par ureéwemt locaka; avec un taux
fonctionnel qui vaui\ si tout les serveurs précédents sont occupés (tous daatsA)é&et vauto
s’ily a un serveur précédent qui est disponible. On assiee eette fonction que, a un moment
donné, un seul serveur (le premier disponible) a un tauxidée different dé). La fin de service
dans chaque serveur est exprimée par un simple événemaht/ipavec un taux constapt

S SW)
@ @ Type | Evénement Taux | Type | Evénement Taux
loc eay A loc ery I
eri ea; ... ery eay loc e‘_lz /\'_fQ IO_C 67_“2 M

@ @ loc eay A fn | loc ery I

fi=mb[SW . St-D]A == (i —1))

FIG. 4.1 — Modele SAN de I'exemple FAS
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4.2 Systeme multiprocesseurs MSA (Multiprocessors Sys-
tem Availability)

Le modéle MSA décrit un systeme multiprocesseurs toléraxtdgfaillances et une me-
moire tampon de taches [64, 91]. Ce modéle représente upguo®N processeurs identiques
et une mémoire tampon simple. Chaque processeur tombe ra paec un taux et est réparé
avec un taux.. La mémoire tampon peut étre dans I'état de marche ou d&ftell La mémoire
tampon a un taux de défaillangeet un taux de réparation deLes taux de défaillance des pro-
cesseurs et de la mémoire tampon sont indépendantes, egpeiodsque la mémoire tampon
est dans I'état de défaillance, aucune autre panne dessgmas n’est admise.

4.2.1 ModeleSAN

Le modele SAN pour cet exemple est composeé datomates (f6. 4.2). Le premier auto-
mateP décrit le groupe déV processeurs. On a alors un automate aveel états. Chaque état
représente le nombre de processeurs disponibles. Oratédigenements locaux pour représen-
ter la défaillance et la réparation des processeurs. Le&wémtpp exprime la défaillance d’un
processeur et a un taux A ce taux on associe une fonctignqui indique le nombre de pro-
cesseurs qui peuvent tomber en panne. On associe égalemtnixade déclenchement de
I'événementpp, un e fonctiong qui indique I'état de la mémoire tampon. Cette fonction vaut
1 si la mémoire tampon est en état de march@ @telle en panne. L'événement local a un
taux constant, et représente la réparation d’un processeur. Un autothate états est utilisé
pour décrire I'état de la mémoire tampon. L228vénement locaux utilisés pour décrire la dé-
faillance de la mémoire tampon (évenemghtet la réparation de celle-ci (événemeb} ont,
respectivement, des taux constant égatpedr.

P B
rp Tp rp rp
T SO
pp pp pp pp P
Type | Evénement Taux f=(stP)
loc pp Af.g
loc rp i g=(stB == A)
loc pb )
loc rb y

FIG. 4.2 — Modeéle SAN de I'exemple MSA
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4.3 Grappe de processeurs reconfigurableGFR(Cluster Fail-
ure Reconfiguratior)

Nous traitons dans cet exemple une vision simple du comperied’un logiciel de dis-
tribution de taches dans une grappe de processeurs [89C80$idérons une grappe avat
noeuds ou chaque noeud a une connexion directe2ameeuds voisins, c’est-a-dire que cette
grappe a une connexion logique en forme d’anneau.

Le systeme a un certain nombre de taches. Ces taches samieseparmi les noeuds actifs
du systeme. Chaque noeud exécute un certain nombre des.tBcheoeud peut alterner entre
3 états :actif, panneou reconfiguration Dans I'étatactif le noeud fonctionne correctement.
L'état pannereprésente une phase de réparation logicielle (localesaqnsiste a le redémarrer),
aprés avoir mal fonctionné. Lorsque le nogéushtre dans I'état dpanne ses noeuds voisins
doivent entrer dans un état deconfigurationde la grappe pour prendre en charge le travail du
processeui défaillant. Lorsque le noeudest réparé, il entre avec ses voisins dans la phase de
reconfigurationpour gu'il puisse reprendre son travail. Aprés une recondition de la grappe,
chaque noeud revient a son éatif. La reconfiguration d’'un noeud est donc locale a ce noeud.

4.3.1 ModeleSAN

Le modéle SAN proposé pour cet exemple traite chaque noaudnpautomate. Chaque
automateN'” a3 états :A, P et R, qui représentent, respectivement, les &atd, panneet
reconfigurationde chaque noeud. L'automate associé au naedel la grappe est donné par
FiG. 4.3.

La panne d’'un noeudest modélisé par I'événement synchronisémt;, auquel on associe
un taux);. L'événementrep; représente la réparation du noeuavec un tauxu;. L'étape de
reconfiguration du noeudest associée a I'événement locaton f; avec un taux;.

On associe également, & chaque autorméte, les événements de panne et réparation
(fail;_q, fail;y1, rep;_1 €trep;,1) associé aux noeuds voisins.

4.4 Base de données distribuéeDDS (Distributed Database
System

Cet exemple est basé sur un probléme classique présentaipéz,idouza e Silva, et Goyal
dans [66] et repris par Carrasco dans [17].

L'exemple décrit un systeme de base de données distriliggiuted Database System -
DDS). Le systeme est composé de deux ensembles de prosessenectés a des contrbleurs
gui sont connectés a des ensembles de disques, comme grdgestrc. 4.4.
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f(lilQ faiZQ

failN rem failN fail]\r_l "epN failN—l
reps rep2 rep; repy
repy repny repN—1 repN-1

Type | Evénement Taux | Type| Evénement Taux | Type | Evénement Taux

syn faily Al syn repy I loc recon fi il
syn faily Ao syn repo 4o loc recon fa Ty
syn | faily_q1 |An-1| Syn | repn_1 |pn—1| loc |reconfy_1|7TN_1
syn faily AN syn repy N loc | reconfy ™

FIG. 4.3 — Modele SAN de I'exemple CFR

FiG. 4.4 — Architecture d'une base de données distribuée

Le systeme est composé de deux types de processgues Pz. On a4 processeurs de
chaque type. On considere que un seul processeur de chaguestyactif et que les processeurs
inactifs ne sont pas sujet aux défaillance. Les processkutgpe P, tombent en panne avec
un taux\,. Lorsqu’un processeur du typge, tombe en panne, cette défaillance est peut étre
propagée au processeur du typgavec une probabilité dé 1. Les processeurs du typg; ont
un taux de défaillance dg,. Une défaillance d’un processeur du tyPBg n’est jamais propagee
au processeur du type,.

Chaque ensemble de processeurs est connecté a deux erssdenbtntroleurs. Les con-
tréleurs sont du typ€’; ou Cy. Chaque ensemble de contréleur est composéatmtroleurs.
Les contrbleurs du typ€'; tombent en panne avec un tayxet les contrdleurs du typé, avec
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un taux~,. Chaque ensemble de contrbleurs est connegtérssembles de disques. Chaque
ensemble de disque est composéldlisques. Les donnégsimairesde chaque disque sont
répliqguées sur les autres disques de I'ensemble de facorgaecehaque disque ait/3 des
donnés. Les ensembles de disqiligs, D, et D3, connectés aux contréleuts, tombent en
panne avec les taux;, 7, et 3, respectivement. Les ensembles de disqugs Dy et Dos,
connectés aux contréleufs, tombent en panne, respectivement, avec lestaux,, ets.

Toutes les réparations ont les méme taypour n'importe le type de composants. Cepen-
dant, le taux de réparation est multiplié parlorsque le systéme est dans un é@ Vv’ V.

441 ModeleSAN

Le modele SAN pour cet exemple est composéeutomates. Chaque automate représente
un type de composants(types de composants différents sont présents dans le g)stem

Dans FG. 4.5, les deux premiers automateg et Ps, représentent, respectivement, les
processeurs diz, et Pg. Les événemenis, etpp, représentent, respectivement, la défaillance
d’un processeur du type, et Pz. Lévénemenp,, représente une défaillance d’'un processeur
du type P, propagée a un processeur du tyBe. Les réparations sont représentées par les
événementsp, etrp,.

Les automate§; et(C, représentent les contréleurs du typeet C,, respectivement. Les
défaillances de contrdleurs sont représentées par les@namsc; et pe,, tandis que les répa-
rations sont représentées par les événemenest rc,.

Les 6 derniers automatedX, D12, D13, Do1, Doy €t Dy3) représentent les ensembles de
disques. Les événemenisd;; etrd;; représentent les défaillances et les réparations d’'umieisq
sur 'ensemble de disqués;;.

On remarque qu’on associe aux taux des événements de répstisieurs fonctions. Ces
fonctions sont détaillées ci-dessous :

f lafonctionf vautl sile systéeme edf P et 10 si le systeme esDOW N. C'est-a-dire que
les taux de réparation sont multipliés garlorsque le systeme est dans un é& 1V N ;
pr; cette fonction décrit la probabilité de réparation d'un pasant lorsqu’il y a plusieurs
composants en panne. La fonction est le résultat du nombeerdposants du typeen

panne divisé par le nombre total de composants en pannealaystéme.
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Pab

Pab

Pab

Pa
"Pa TPa "Pa "Pa
OO OooNo
~_ - ~__ - ~__ ~_ -
PPa PPa PPa

PPa
Pab

Ps
™Dy ) Py )
oo oBolo
e o)

pa <

Cﬁ@)
).

()

> rcy

&)

pce < > re

()

>7CQ

pa < pca <
) o @ @
Dab Pab Pab Dab
Du D2 D3 Doy Doy Do3
pdiy < >rd“ pdiz < > vy pdi3 < >rd13 pda < > oy pdao < >rd22 pdas < > vy
pdiy < > rdy pdi2 < >rd12 pdi3 < > vy pda < >rd21 pdaz < > vy pda3 < > vy
pdi1 < >rd11 pdi2 < > vy pdi3 < >rd13 pdn < >rd21 pdaz < >rd22 pda3 < > ey
pd1y < >7>d11 pdia < >rd12 pdis < >7>d13 pday < >rd21 pdao < >rd22 pdas < > vy
Type | Evénement Taux || Type | Evénement  Taux Type | Evénement Taux | Type| Evénement  Taux
loc PPa /\a loc TPa ,U~f<p7'a loc ]Jdn T11 loc 7’(111 /,L.f.pTdn
loc PPy Ay loc Dy . f.pry loc pdya Tio loc rdya w.f.prag,
loc pey "M loc rey . fopre, loc pdys Ti3 loc rdys W f.prag,
loc j2) Yo loc rcy . fpre, loc pday To1 loc rdoy wf.pra,
syn Pab /\ub loc pdzz T29 loc rdo . f-]’”"dn
loc pdos Tos loc rdag p-fpray,

F=((stPal=0)] (stPg!= 0))&& ((stC; ! =
(((HZ)[DMD23]4) + (TZb[D“‘.DQg]B)) == )

) &k (st Cy ! = 0)) &k

pri=((st Pal= 0)|| (st Ps ! = 0)) &k (st C 1= 0) &k (st = 0))

FIG. 4.5 — Modele SAN de I'exemple DDS

4.5 Patron de mobilité aléatoire -RWP (Random Waypoint
Mobility Pattern)

Cet exemple décrit un patron de mobilité aléatoire par gountnant yvaypoin). Ce patron
de mobilité est largement utilisé dans les réseaux sansfihddele SAN original proposé par
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Delamareet al. dans [27] est utilisé pour obtenir la distribution spatidiien noeud et calculer
la densité du réseau.

Dans le patron de mobilité aléatoire par point tournant,deud choisit aléatoirement un
point de destination et se déplace vers cette destinatiotesse constante. Lorsque la desti-
nation est atteinte, le noeud reste dans cette destinatielgues instants jusqu’a ce qu’une
nouvelle destination soit choisie.

Dans cet exemple, on étudie ce patron de mobilité2sdimensions. Autrement dit, une
surface ou le noeud4possibilités de mouvement : Nord, Sud, Est et Ouest.

4.5.1 ModeleSAN

Pour représenter ce patron de mobilité, on utiiseitomates. Ce modéle est présenté dans
FIG. 4.6.

LOCy
mu, mu, mu, mu, mu,
mu, mu, mu, mu, mu,
LOCy

muy, muy, muy muy, muy,

mug mus mus mus mus

Type | Evénement Taux

loc mu, fi fi = rtSpeed * (((st DESTy) < (st Lf(’)61
loc mu, fo fo = rtSpeed x (((st DESTy) > (st LOCx )
loc mu, fs J3 = rtSpeed = (((st D&ST > (st EOCyg ;
loc mo 7, fa=rtSpeed * st DES < ST LOCy
Cs 4 fp = (1/Pause * (((st DE (st LOCy))&&((st DESTy) == (st LOCy)))
sn| chp | fo LB

FIG. 4.6 — Modele SAN pour le patron de mobilité aléatoire panptmurnant.

Sur ce modéle, les automate®C et LOCy, modélisent la position courante du noeud dans
les axesr ety. Les événements locauxv,, muv,, mv, etmuv, représentent, respectivement, le
déplacement du noeud dans la directesy ouest sudet nord. Ces événements ont des taux
fonctionnels qui indiquent non seulement la vitesse massida direction du déplacement.

Dans cet exemple, on adopte une stratégie de déplaceméetdiasune décision aléatoire.
Cependant, différentes stratégies de déplacement peétvenhodélisées [27]. Cette stratégie
de déplacement basée sur une décision aléatoire est audd&is@e par les fonctions associées
aux événements de déplacement,, muv,, mv, etmu,.



4.6. GRAPPE DE STATIONS DE TRAVAIL WORKSTATION (WORKSTATION CLUSTER 63

Les automate®ESTy et DESTy, modélisent la destination du noeud dans le repere d’axes
x ety. Un seul événement synchronisant §) est utilisé pour le choix de la nouvelle desti-
nation. Le taux cet événement est calculé a partir du tempspies du noeud dans le site de
destination. Ce taux est modélisé par la fonctfgnDans ce modéle, on fixe une probabilité de
routager équitablement distribuée.

4.6 Grappe de stations de travail WORKSTATION (Worksta-
tion Cluster)

Cet exemple présente un systeme structuré qui s’'inspiredjuappe de stations de travail
connue dans les commutateurs de téléphonie mobile [53].

On considere dans cet exemple une grappe de stations détoBrante aux pannes, décrite
dans FG. 4.7. Cet exemple a été proposé par Haverkort, HermannsteeKaans [52] pour
analyser des problémes de confiance par de techniguesdie checking_e systéme consiste
en C sous-grappe dé stations de travail connectés a un commutateur par uneagigoén
étoile Les commutateurs assurent la connexion entre chaqueegpapiépine dorsale

Grappe 1 Grappe C

Commutateur 1 Commutateur C

Epine Dorsale

FIG. 4.7 — Structure de la grappe de postes de travail toléramtpanne.

Dans chaque grappe de stations de travail, tous les contg@san identiques et ont un taux
de défaillance\; ou: € [1..C]. Les commutateurs et I'épine dorsale ont un taux de défaiia
dep, oui € [1..C] pour les commutateurs etpour I'épine dorsale.

Le systéme a une seule unité de réparation qui doit se chdegeus les composants. Au-
cune politique de priorité de réparation n’est adoptéenit&ude réparation inspecte le systeme
avec un tauxv. Chaque type de composant a un taux de réparation différépine dorsale est
réparée avec un tauxtandis que les commutateurs sont réparés avec untaxes postes de
travail avec un tauy; oui € [1..C1.
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4.6.1 ModeleSAN

Le modele SAN qui modélise cet exemple utiliSeautomates pour modéliser les grappes
de station de travail. Ces automates sont nom@iiésoui < [1..C]. Les défaillances et les
réparations des stations de travail sont représentéggcteement, par les événemepis et
rp; ouid € [1..C]. On utilise aussC' automates pour modéliser les commutateurs liés a chaque
grappes. Les automates des commutateurs sont nodthésui < [1..C]. Les événements
psi, oUi € [1..C], représentent la défaillance du commutatstit qui passe alors de I'état
AW arétat PY. En revanche, les événements, olii € [1..C], représentent la réparation du
commutateuS®” et fait passer 'automate de I'ét&(?) a I'état A,

L'automateBB modélise I'épine dorsale du systeme. Dans I'etd¥pine dorsale esactive
et dans I'état” elle esten pannel’événemenpbb représente une défaillance de I'épine dorsale
et change I'état de 'automate devers P, tandis que I'événemenbb représente une réparation
de I'épine dorsale et change I'état de 'automateteers A.

Le dernier automate’RS modélise I'unité de réparation du systeme. L'unité de réfian
peut étranactive(état/) ou enréparation(état ). L'événement f représente I'inspection du
systéme a la recherche d’un composant défaillant. Cetpeati®n est modélisée par la fonction
f associée al'’événement. S’il y a un composant en pannegtiate passe a l'état de réparation
(R). A la fin de la réparation, une transition synchroniséegagser I'automate a I'étdt

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté différents exemples de isatitéh a I'aide du formal-
isme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN). Nogsrdhns a travers de ces exemples
les différents systéemes sujets aux défaillances pour édsaqun peut calculer a disponibilité
ponctuelle.

Ces exemples sont utilisés pour les tests d’efficacité désadés de détection du régime
stationnaire présentées dans le chapitre précédent (@hapiLa comparaison de ces méthodes
est présentée dans le chapitre suivant (Chapitre 5).
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Type| Evénement Taux | Type| Evénement Taux  Type| Evénement Taux | Type | Evénement Taux

loc pp1 A.gi | syn ™1 I loc ps) | syn 81 7-1
loc Pp2 Az2.g2 | Syn P2 Ho loc Ps2 p2 | syn 89 T
loc ppc Ac.go || syn rpC He loc DSs ps || syn rss Ts

Type | Evénement Taux gi = (st GV)

loc pbb 07 i ,

syn rbb ) f=(nb[GY . GOINI= )|

loc sf o.f (nb[SW .8 A= C)|

(st B==P))

FIG. 4.8 — Modele SAN pour une grappe de postes de travail taerx pannes
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Chapitre 5

Analyse de résultats

Dans ce chapitre, on va procéder a une analyse et compadgsanesures de performance
des deux méthodes de détection du régime stationnairapéésedans le chapitre 3 lorsque ces
meéthodes sont utilisées sur des grands modeles.

5.1 Efficacité des méthodes de détection du régime station-
naire

On rappelle que notre objectif est de tester I'efficacitérdéthodes de détection du régime
stationnaire sur de grands modéles. On a choisi différentetas de fagcon a vérifier I'évolu-
tion des algorithmes par rapport a 'augmentation de I&tdil modéle, aux différentes tailles
d’ensembles d’états P et aussi a I'erreur maximum acceptee.

On compare les méthodes de facon empirique sur la base teesd@ssés sur un ensemble
de 6 modeles de systemes sujets aux défaillances. L'ensembigodeéles utilisés pour I'ob-
tention des mesures de performance sont ceux présentétedarapitre précédent (Chapitre
4). Chaque modele présente différentes caractéristigeiéss que, différents taux de conver-
gence, des états initiaux hors de I'ensemble d’états Les différentes caractéristiques de
chaque modéle permettent une analyse expérimentale phydéte des méthodes de détection
du régime stationnaire, car différents scénarios soniétud

On peut voir la nécessité d’avoir des modeles avec diffésenéracteéristiques et sur dif-
férents scénarios lorsqu’on analyse, par exemple, un rmaaac une tres forte probabilité
dans un seul état. Si on utilise la méthode de calcul de ladibpité ponctuelle par la multi-
plication a gauche, on atteint le régime stationnaire @tsit’état initial est le méme que I'état
avec forte probabilité. Si I'état initial est un état a tratbfe probabilité au régime stationnaire,
on prend plus de temps pour atteindre le régime stationatdétecter la stationnarité.

De facon a prendre en compte les différentes caractérestigtiscénarios, on va analyser



68 CHAPITRE 5. ANALYSE DE RESULTATS

I'efficacité des méthodes de détection du régime statioartks grands modeles sur différents
criteres, tel que la taille des modeles, I'ensemble d’défdtset I'erreur maximum acceptée.

Dans la comparaison et analyse des méthodes présentgaegi-an utilise la notation
Suivante :

O
uc Nombre d'itérations calculé par la méthode de troncatieré-ox-Glynn
(Section 3.2.1) pour la méthode d’uniformisation classigu
CRI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) kasetests de con-

vergence du vecteur selon la convergence relative du wgcteume infinie
relative) pour la multiplication a gauche;

CAl Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) desctests de
convergence du vecteur selon la convergence absolue deuvdabrme
infinie) pour la multiplication a droite ;

CAA Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) a®tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence absolue accuchuléecteur
(norme L1) pour la multiplication a droite ;

CsSw Méthode de contrdle de la suitedg (Algorithme 3.10).

La méthode de convergence du vecteur (Algo. 3.9) avec urdeesbnvergence relative
(norme infinie relative) n’est pas applicable pour la miiktgtion a droite, car ce test de con-
vergence présente des problemes lorsque la disponililitétpelle tend vers.

Les méthodes présentées ont été appliquées a I'ensemhieodiétes choisis. Cependant,
dans cette comparaison, on s’intéresse uniquement awodestlavec détection du régime sta-
tionnaire qui utilisent la multiplication a droite (les rhétles CAl, CAA et CSW), car ces méth-
odes utilisent la méme méthodologie, c’est-a-dire, undipligation matrice-vecteur. Cepen-
dant, les mesures obtenues pour les méthodes UC et CRI ssifpaésentées, pour le critere
nombre d'itérations, a titre indicatif dans I'annexe A.

Les conclusions présentées dans ce chapitre font réfééemaanombre limité de graphes,
cependant elles sont faites sur la base d’une variété diexegtations dont les mesures com-
pletes son présentés dans I'annexe A.

5.2 Comparaison des méthodes

La comparaison des méthodes de détection du régime statierest réalisée selon deux
criteres : le nombre d'itérations nécessaires a la détediiarégime stationnaire et la précision
des résultats.
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5.2.1 Nombre d'itérations

Les mesures relevées du nombre d'itérations nécessaisedédction du régime station-
naire montrent que la méthode CAI est la plus performantepas 3 méthodes testéesid:
5.1 exemplifie cette constatation.

500 T T

450
400 F , ]
350 | _
300 | e s _

250

Nombre d'iterations

200

150

100

50 1 I I
le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee

Fic. 5.1 — FAS-15 serveurs

Cependant, la méthode CAI présente des problemes de fagiestian du régime station-
naire. La fausse détection du régime stationnaire peudieetr des erreurs assez importantes
au niveau de la valeur de la disponibilité ponctuelle. Céjgnme est présenté dans la Section
5.2.2.

On constate aussi que la différence du nombre d'itératiotre des méthodes ne suit pas
une constante ni une fonction linéaire. Dans certains aadifférence du nombre d'itérations
nécessaires entre les méthodes est trés importante ee@mfiacon imprévisible. Cette con-
statation est clairement visible danssF 5.2, quoique ce comportement est observé aussi sur
d’autres modéles.

Lorsqu’on regarde de plus prés les méthodes CAA et CSW, ceredsine meilleure per-
formance de la méthode CAA sur les petits modeles, notamiesnnhodeles avec moins d’'un
millier d’états environ, tandis que la méthode CSW a unelmai performance sur les grands
modéles.

La meilleure performance de la méthode CAA est visible pesmhodéles FAS, MSA et
CFR. Sur les modeles MSA ce comportement est observé suettests (Annexe A, Section
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FIG. 5.2 — WORKSTATION- 512 serveurs et0% des serveurs disponibles

A.2, page 219). F6. 5.3 illustre cette observation. On remarque que les med@®BA ont un
espace d’états entBd et514 états.
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Ce méme comportement est observe sur les mesures relevéesrmdéle FAS. Lorsque
le modele est testé avec seulemgrserveurs 2 états), comme le montrel&. 5.4 ci-apres,
la méthode CAA présente des meilleures résultats. Ceperidesgu’on teste ce modele avec
10, 15 et 20 serveurs et que I'on a un espace d’états plus grammd4, 32 768 et 1 048 576
états respectivement, la méthode CSW prend moins d’ibdrspour détecter le régime station-
naire pour n'importe quelle erreur maximum acceptée, commgeut le voir sur des graphes
supplémentaires dans I'annexe A (Section A.1, page 214).

100 |- CAl —a— |

Nombre d'iterations

40 L L
le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee

FiG. 5.4 — FAS-5 serveurs

Méme si on a observeé une meilleure performance de la méthadesQr les petits modeles
tandis que la méthode CSW obtient de meilleurs résultatesgrands modeles, ce comporte-
ment n’est pas une regle stricte et on observe une exception.

Les mesures relevées sur les modeles CFR (Annexe A, Sect&rpage 224) montrent
une meilleure performance de la méthode CAA lorsque I'emeaximum acceptée est grande,
notamment pour les erreurs maximum acceptédsdeetle—7, méme sur les deux plus grands
modeles {0 noeudsj0 949 états efl 5 noeuds |4 348 907 états). Par contre, la performance de
ces deux méthodes s’inverse sur les deux plus grands maolédgse I'erreur maximum accep-
tée devient plus petitel¢ 2 et 1e~!). On observe ce comportement sur les mesures relevées
sur modele CFR avels noeuds présentées suck5.5.

Sur les mesures relevées pour les modeles DDS (Annexe ApBéct, page 229), RWP
(Annexe A, Section A.5, page 231) etd®KSTATION (Annexe A, Section A.6, page 236), la
méthode CSW présente toujours des meilleurs résultatapport a la méthode CAA.

Dans la section suivante on analyse la précision des résaltigenus pour chaque méthode.
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5.2.2 Précision des résultats

Un des principaux avantages de la méthode d’uniformisasirgue le nombre de termes
dans la somme de I'équation (3.8) (page 32) peut étre trortyéé-calculé de facon a ce
que l'erreur soit plus petite que une erreur maximum aceeptédéfinie (Equation (3.14)).
Cependant, cette propriété est perdue lorsqu’on inconpoeeméthode de détection du régime
stationnaire car le nombre d’itérations pour atteindreélgime stationnaire ne peut pas étre
prédit a priori.

Etant donné la taille des modéles testés, une solution exsttinfaisable pour plusieurs
modeles. Donc, on ne peut pas calculer I'erreur exacte dddaivde la disponibilité ponctuelle
obtenue pour chaque méthode par rapport a la solution exaependant, Sericola prouve dans
[91] que l'erreur obtenue par la méthode CSW ne dépasse @asui maximum acceptée
prédéfinie. Donc, on utilise la valeur de la disponibilitéhptuelle obtenue pour une erreur
maximum acceptée de:—!! par la méthode CSW pour calculer une borne d’erreur infégieu
La borne d’erreur inférieure est calculée par :

erreur = (X.(t) — CSWie-n(t)) — le= ™ (5.1)

X. est la valeur de la disponibilité ponctuelle pour une erreaximum acceptée avec
'une des méthodes CAIl, CAA et CSW a l'instant de temps

On considére que la méthode est précise sila borne d’eradzuiée est inférieure a I'erreur
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maximum acceptée prédeéfinie.

La borne d’erreur est calculée sur la valeur de la dispatélbnctuelle a I'instant de temps
t, le plus grand utilisé sur chaque modeéle. Pour chaque mdtleétant de temps a été choisi
suffisamment large de facon a ce que toutes les méthodegipudsecter le régime station-
naire. Ces valeurs sont présentées dans I'annexe A avesdapt®n des valeurs utilisées pour
les tests de chaque modéle.

Sur les graphes présentés ci-aprés, une courbe avec t'areeimum acceptée a été intro-
duite. Cette courbe est identifiée par I'étiquditecur acceptéet vise a faciliter I'analyse des
graphes.

On constate que les méthodes CAl et CAA, qui sont basées suétlode de tests de
convergence du vecteur (Algorithme 3.9, page 50), présedés problémes de précision causés
par une fausse détection du régime stationnaire. Cettsdaiétection résulte en une valeur
de disponibilité ponctuelle qui ne respecte pas I'erreuximam acceptée. Méme si les deux
méthodes ont présenté des problemes, la méthode CAI a ldtatédes plus critiques. Les
pires cas sont observés sur le modéle RWP, comme on peut B¢ G. 5.6. On observe sur
FIG. 5.6 que la borne d’erreur calculée pour la méthode CAI gsérseure a I'erreur maximum
acceptée dee? prédéfinie.

1e-08 | CAA o 4

1e-09 {—------------------ e -

le-10 | b

Erreur

le1n

le-12 | T B

le-13 L
5

Espace de couverture

FIG. 5.6 — RWP- erreur maximum acceptéelde®’

La méthode CAl a présenté aussi ce probleme de fausse détdatrégime stationnaire sur
les modeéles FAS, CFR, RWP et&®KSTATION, comme on peut le constater sur 'ensemble
des mesures présentés dans I'annexe A sections A.1, A 2tAB.
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Méme si la méthode CAA a présenté moins des probléemes quettedeCAl, elle n’est
pas fiable a00%. La méthode CAA a présenté ce probleme uniquement sur le llm@FR
avech noeuds 243 états) pour toutes les erreurs maximum acceptées testéed.F présente
la borne d’erreur calculée pour le modéle CFR aveoeuds.
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On a pu observer aussi que l'erreur calculée pour la méth@&W €st toujours plus pe-
tite que I'erreur maximum acceptée sur tous les modeleéste€ependant, on a observé une
mauvaise qualité des résultats obtenus pour une erreumueaxacceptée égalela—° sur les
modeles FAS et WRKSTATION. Méme si les résultats obtenus sont plus petits que I'erreur
maximum acceptée, elle présente une erreur plus grandgilorsles compare avec les méth-
odes CAI et CAA. Cette constatation peut étre observée demsa8, mais elle apparait sur
plusieurs modeéles WRKSTATION, comme on peut le voir dans I'annexe A dans la section A.6.

Ce comportement est souvent observe sur d’autres modedexk $ATION.

5.3 Analyse des parametres

En plus d’une comparaison entre les méthodes de détectiodgitune stationnaire, on re-
garde aussi l'influence des différents paramétres, teldajteelle du modéle, 'ensemble d’é-
tatsU P et I'erreur maximum acceptée, sur chaque méthode. Dan&dti®rss suivantes, on
présente nos constatations sur l'influence de ces parasmsetrées méthodes. Ces constatations
sont basées sur une variété d’expérimentations réalisggsusieurs modeéles. Les graphes
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présentés dans cette section sont ceux qui caractériggnslehaque cas. L'ensemble complet
des mesures est présenté dans I'annexe A.

5.3.1 Taille des Modeéles

Parmi lest différents modéles testésmodeles ont une variation possible de la taille, soit
par 'addition de nouveaux automates, soit par 'additistats aux automates déja existants.

Sur les modeles FAS et CFR, 'augmentation de la taille duatese fait par I'inclusion
de nouveaux automates, alors que sur les modeles MSAORKATATION, la taille du modéle
croit avec 'augmentation du nombre d’états dans les autesrdgja existants.

L'inclusion d’automates dans le modéle entraine un chaegemte la structure de la ma-
trice, mais conserve le facteur entre la plus grande et pdtite valeur de la matrice. Tandis
gue dans les modeles MSA etONKSTATION, I'inclusion de nouveaux états sur les automates
déja en place fait augmenter le facteur entre la plus grandepius petite valeur de la matrice.
L'ordre de grandeur de ce facteur peut jouer pour une coeneryplus rapide ou plus lente
[92].

Sur les modéles FAS et CFR, on observe une tendance desdtibiliet méme a la baisse
du nombre d'itérations, sur certains modeéles, lorsque ledahes grandissent, comme on peut
le voir sur le modele CFR (E. 5.9).
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Sur les modeles MSA et WRKSTATION, on n’observe pas un comportement standard. F
5.10 montre assez bien ce phénomene.
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Sur la base des modeles testés, on peut constater quedaltaithodele n’a pas toujours la
méme influence sur le nombre d’itérations nécessaires pieimare le régime stationnaire. Nos
hypothéses sur la relation entre facteur de la plus grandepéis petite valeur de la matrice et
la réduction ou 'augmentation du nombre d’itérations sgrrhodéles FAS et CFR sont basées
sur nos connaissances des modeéles testés, mais une amasyapgrofondie des structures des
matricesP est nécessaire pour prouver ces relations.

5.3.2 Ensembles d’'étaté/ P

La relation entre I'état initial et le nombre d’itération8aessaires pour le régime station-
naire est bien connue pour les méthodes qui utilisent laipicltion a gauche. Autrement dit,
le nombre d’itérations pour atteindre le régime statiormdepend fortement de I'état initial
du modele. Lorsqu’on utilise la multiplication a droite,Hembre d’itérations pour atteindre le
régime stationnaire ne dépend plus de I'état initial du nedeais du vecteur d’étatsP.

Etant donné que, a chaque multiplication la suite des vesteumodifie les valeurs, ini-
tialement attribuée aux étaisOW N, par des valeurs qui tendent vers la valeur de la disponi-
bilité ponctuelle, on essaie d’établir ici une relationreria taille de 'ensembl& P par rapport
a la taille du modele et la vitesse de convergence.

Deux modeles ont été utilisés pour tester différents enknthétatsl/ P. Sur le modéle
RWP, on a calculé la disponibilité ponctuelle p8uaires de couvertures, 8 et11. Les3 aires
de couverture utilisées dans nos tests correspondergctesgment 25 625, 70 625 et138 125
états, soit.56%, 18.08% et 35.36% de I'espace d’état du modéle. Pour ce modéle, on observe
une croissance constante du nombre d’itérations lorsquendre d’états dans I'ensemidle”
augmente. Ce comportement est observé sur les trois méticodene on peut voir suri&.
5.11.

Sur les modéles WRKSTATION testés, on n'a pas changé uniguement I'ensemble d’états
U P mais aussi la taille du modele. On a testéombres de serveurs differen$g, 256, 512 et
1024 serveurs. Pour chague nombre de serveurs, on a calculélanhgité ponctuelle pour
5 niveaux de disponibilité. Le niveau le plus bas d’exigend&éétabli al0% des serveurs
accessibles. Ce qui correspond a envita? de I'espace d’états. Pour les niveaux de disponi-
bilités égaux a830%, 50%, 70% et 90%, on a des ensembles d'étdfs” qui correspondent,
respectivement a envird?8%, 6.3%, 2.3% 0.25% de I'espace d’états de chaque modéle.

Sur les deux plus petits modéle et 256 serveurs), on observe une croissance du nombre
d’itérations lorsque le pourcentage de I'ensemble d’dtatsdiminue. Cette constatation est
illustrée par le modéle avex2 serveurs (Ks. 5.12), ou I'on a observé I'évolution du nombre
d’itérations par rapport a différents ensemble d’étatspour une erreur maximum acceptée de
le~ 10,

Cependant, on n’observe pas cette relation sur les deuxgpdunsls modeles, aved?2 et
1 024 serveurs. Les mesures obtenues sur le modelesdgeserveurs nous montrent un nombre
plus grand d’itérations pour un niveau de disponibilité&s@e (FIG. 5.13), pendant que sur le
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modéle aved 024 serveurs, on constate deux pics du nombre d'itérations [gsuniveaux
de disponibilité de30% et 70% (FIG. 5.14). Méme si on peut observer que les trois méthodes
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suivent la méme tendance, les méthodes CAA et CSW sont Iesqulahées par ce phénomene.
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D’aprés les mesures relevées, on peut constater que, Rinseanodeles, la taille de I'ensem-
ble d’étatsU P influence le nombre d'itérations nécessaires pour atteifelrégime station-
naire. Cependant, malgré I'ensemble de tests réalisés;esh pas en mesure d'établir une
relation directe entre la taille de 'ensemble d’étEtB et la taille du modeéle, ou sur quel type
de modeles cette influence existe.

5.3.3 Lerreur maximum acceptée

On peut observer dans tous les modéles que le nombre dbtésatécessaires pour détecter
le régime stationnaire augmente au fur et a mesure qu’oritléefveur maximum acceptée.

Cette augmentation est souvent du type linéaire. Ce coeperit peut étre observé sur la
plus grande partie des modéles et sur les trois méthodégsesiependant, on peut observer
des cas ou les méthodes CAl et CAA ont une forte croissancemhbre d’'itérations pour une
erreur maximum acceptée petite. Pour la méthode CAA le cptutevisible apparait sur le
modele DDS, comme on peut le constater s@./5.15.

9000 T T

8000

7000

6000

5000

4000

Nombre d'iterations

3000

le-5 le-7 le-9 le-10
Erreur maximum acceptee

FIG. 5.15-DDS

Ce comportement peut avoir une relation entre proximitéadaus petite valeur de la ma-
trice et de I'erreur maximum acceptée. Cependant une anplys approfondie est nécessaire
pour prouver ce relation.
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5.4 Comparaison des différentes représentation du vecteur
constant

On a testé I'efficacité de trois formats pour la représematiétats initiaux (multiplication
a droite) et pour la représentation d’état® (multiplication a gauche) présentés dans la section
3.5 (Chapitre 3). Les mesures obtenues sont analyséesppanta la vitesse de calcul mais
aussi par rapport a I'espace de stockage.

5.4.1 Vitesse de calcul

TAB. 5.1 présente les mesures relevées pou ieplantations du vecteur constant, pour la
multiplication a droite et aussi pour la multiplication aughe.

Modéle Vecteur pIei_n Vecteurcregx Fonction _
Gauche| Droite | Gauche| Droite | Gauche| Droite
FAS- 20 serveurs 2,20s| 2,26s| 2,15s| 2,20s| 2,16s| 2,40s
CFR-15 noeuds 23,21s | 30,28s | 23,17s| 29,73s| 24,94s| 31,92s
MSA- 256 serveurs 0,01s| 0,01s| =0,0s| 0,01s| =0,0s| 0,01s
DDS 7,32s| 7,39s| 7,26s| 7,29s| 7,91s| 7,86sS
RWP-11 espaces 2,20s| 2,19s| 2,10s| 2,13s| 2,13s| 2,14s
WORKSTATION- 1024 serveurs, 8,66S| 8,38s 7,39s| 8,01s| 7,66s| 10,84s

TAB. 5.1 — Vitesse de calcul

On rappelle que notre objectif est de comparerdl@mplantations des vecteurs constants
pour la multiplication a droite et a gauche. Les différeraesitesse de multiplication observées
entre la multiplication a droite et a gauche ne sont pas a aosnjici car I'ordre de multipli-
cation a une forte influence sur la vitesse de multiplicafist]. En plus, sur les implantations
avec des vecteurs creux et avec des fonctions, une compaengre I'implantation & gauche
et a droite n’est pas sensée, étant donné que, pour I'inghlantavec des vecteurs creux, les
tailles des vecteurs sont assez différentes. Par exemplée snodele VWORKSTATION avec
1 024 serveurs, la taille du vecteur constant pour la multipiasaé droite est égal et pour la
multiplication a gauche elle est égal &27 848. Du méme pour I'implantation avec des fonc-
tions, la complexité d’évaluation des fonctions qui défiei# I'état initial et I'ensemble d’état
U P n’est pas toujours la méme.

Sur les3 implantations proposées, on peut constater une claireistpé de I'implanta-
tion avec des vecteurs creux sur les autres implantatiocel@est le choix recommandé. Les
mesures relevées pour 'implantation avec un vecteur jpleipar des fonctions ne permet pas
de définir la meilleure performance, surtout pour la multggion a droite. Dans ce cas, I'im-
plantation par des fonctions est plus intéressante parieréduit en espace mémoire.
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5.4.2 Espace de stockage

TAB. 5.2 présente I'espace mémoire nécessaire a le stockageethur constant pour l&s
implantations proposées, pour la multiplication a droitewessi pour la multiplication a gauche.

R Vecteur Plein Vecteur Creux Fonction

Modéle .
Gauche| Droite

FAS- 20 serveurs 8,00Mo | 4,00Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
CFR-15 noeuds 109,47 Mo | 54,74 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
MSA- 256 serveurs 4,02Mo | 1,00 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
DDS 26,82Mo | 0,02Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
RWP-11 espaces 2,98 Mo | 0,10 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo
WORKSTATION- 1024 serveurs, 128,25 Mo | 17,32 Mo | 0,01 Mo | 0,00 Mo

TAB. 5.2 — Espace de stockage

On remarque d’abord que I'espace nécessaire a la représertta la fonction est insignifi-
ante dans les deux implantations. Cette méthode est surénpdms économique de toutes pour
'espace de stockage.

La représentation du vecteur constant par un vecteur pgidéeonseillée pour la grande
partie de cas. Le seul cas ou I'implantation en plein est@itiés est pour la multiplication a
droite lorsque le nombre de valeurs non-nulle dans le veatéial dépasse 1€50% de la taille
du vecteur.

Sur I'implantation du vecteur constant par un vecteur cyéagpace de stockage dépend
du nombre de valeurs différentes de zéro dans le vectewatsliéitial, pour la multiplication a
droite et de la taille de I'ensemble d’étdfs”, pour la multiplication a gauche.

Notons que pour la multiplication a gauche, un seul vecteuntiebrs est stocké pour représen-
ter 'ensemble des étatsP. Ceci justifie la moitie de la taille de I'espace de stockagerpe
modele ou la taille de 'ensembléP est presque égal a la taille de I'espace d’états produit.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a analysé l'efficacité de deux méthaceldstéction du régime station-
naire sur des grands modeles.

La comparaison des méthodes présentée dans ce chapitriaaecs@ir différents modeles
et paramétres de fagon a voir le comportement de chaque deéthce a différents criteres, tels
que la taille des modéles, I'erreur maximum acceptée esé&mble d'étaté/ P.

Parmi toutes les méthodes testées, la performance de laded@iAl, par rapport au nombre
d’itérations, est nettement meilleure que les méthodes EXASW.
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Cependant, les problémes de fausse détection du réginensiate entraine des erreurs
importantes sur la valeur de la disponibilité ponctuelleahpromet les bons résultats obtenus
sur le critére nombre d’itérations et rend la méthode CAlffzdde sur de grands modéles.

Méme si la méthode CAA présente moins de problémes de fagssetion du régime sta-
tionnaire que la méthode CAI, le nombre d’itérations néaiess pour la détection du régime
stationnaire ne rend pas cette méthode attractive dansdayphnde partie des modéles testés.

Finalement, la méthode CSW présente des résultats coaemtsun surcodt entrz0% et
500% par rapport a la méthode la plus performante (CAI). En ouwtette méthode permet
un calcul fiable et rapide de la disponibilité au régime stataire, ce qui évite le probleme
d’instabilité de la méthode d’uniformisation classiqu&pdes instants de tempassez grands.
Il est évident que pour les grands modéles, cette méthodiz m&thode recommandée.

Un deuxieme point étudié dans ce chapitre a éte l'utilisatie différentes implantations
pour le vecteur constant. Parmi les trois implantationte#ss: vecteur plein, vecteur creux et
fonction, le choix du vecteur creux semble assez évideats,@n a un bon compromis entre
la vitesse de calcul et I'espace de stockage nécessairee@mepvisager I'implantation d'une
heuristique qui choisit automatiquement le meilleur forima représentation par rapport aux
taux de remplissage du vecteur.
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Réseaux d’automates stochastiques a
temps discret






Chapitre 6

Formalisme SAN a temps discret

Depuis la proposition du formalisme des Réseaux d’Autom8techastiquesStochastic
Automata Networks SAN) par Plateau dans [72, 73], la plupart des travaux oreEur une
échelle de temps continue. Le formalisme a temps discrettalreaucoup moins d’attention
et cela s’explique par la difficulté de modéliser des systeooenplexes avec des distributions
discrétes.

Dans ce chapitfe on va donner les définitions de base du formalisme SAN a telspset
(Section 6.2) qui nous permettrons de définir un algorithimgr pa construction de la chaine
de Markov représentée (Section 6.3). Mais d’abord, pouur@mprendre le probléme, la
Section 6.1 introduit les motivations et travaux précéslenir les SAN et aussi sur d’autres
formalismes structurés.

6.1 Motivation et travaux précédents

Contrairement aux systemes modélisés sur une échelle gs tmmtinue, ou un seul événe-
ment peut avoir lieu a chaque instant de temps, en temp®tiptusieurs événements peuvent
avoir lieu dans une méme unité de temps et donc, chaque carsdind’ événement possible
doit étre déterminée. Par exemple, pour deux événeraerts,, 4 combinaisons sont possi-
bles :e; alieu ete; n’a pas lieu g, N'a pas lieu et, alieu;e; alieu ete, a lieu aussi; et; n'a
pas lieu ek, n’a pas lieu non plus.

Cependant, la grande difficulté de la modélisation de syesantemps discret n’est pas de
déterminer toutes les combinaisons possibles, mais dedésdes conflits, lorsque le tirage
d’'un événement amene a un état ou I'autre n’est plus ré#isab

On trouve dans la littérature un certain nombre de promostde formalismes pour mod-

La présentation du formalisme SAN a temps discret donnég cianhapitre est commune dans cette thése et
dans [87].
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éliser des systemes a temps discret : Réseaux de Petri Sliqcled 65, 19], Réseaux de Files
d’Attente [46] et Réseaux d’Automates Stochastiques [J4, 9

Au niveau des Réseaux de Petri Stochastiques, différeéeargiques ont été proposéees
pour traiter le probleme des transitions concurrentesx(tfamsitions réalisables dans la méme
unité de temps) [65, 19, 102, 82]. Pour illustrer ceci, soms que plusieurs transitions soient
possibles au méme instant de temps, par exemple les tomssitiet 7, dans FG. 6.1. Ces deux
transitions sont ditesoncurrentescar le déclenchement d’une transition empéche I'occaaen
de l'autre.

Geom(p,1)

t P2
ty
"0
(g,1) ps

Geom(q,1

FIG. 6.1 — Exemple d’'un réseau de Petri avec transitions coscias

Une des premiéeres sémantiques pour traiter la concurre@gemoposée par Molloy dans
[65]. Dans cette proposition, deux transitions concuggme peuvent pas avoir lieu en méme
temps. Notons que, sur le graphe de marquage du réseau del®atu par cette sémantique,
on insere des probabilités de choix, comme indiqué sur 'gte de FG. 6.2, oup est la
probabilité d’'occurrence de la transitibnet ¢ la probabilité d’'occurrence ds.

(1-p)(1-¢) p(1=q)
1-pg 1-pg 010

100
001

(1-p)g
1-pq

FIG. 6.2 — Graphe de marquage du modeéle d& B.1 selon Molloy

Une autre sémantique a été proposée par Ciardo dans [19.dete sémantique, Ciardo
propose d’associer un poids a chaque transitionpicet w, pour le modéle de IE. 6.1, et
lorsque les deux transitions sont potentiellement rdalésaen méme temps, la probabilité de
la transition effectivement réalisé est pondérée par laaiidité de chaque transitionid: 6.3
montre le graphe de marquage obtenu par cette sémantique.

(1 —q) +pagts;

(1-p)(L=q) 010
(W)

(1= p)g+pagas;

FIG. 6.3 — Graphe de marquage du modéle d& 6.1 selon Ciardo
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Dans ces deux approches, la simultanéité est écartée alelig geut avoir un sens physique
dans certains systémes.

Au niveau des Réseaux d’Automates Stochastiques (SANjrdeaux sont moins nom-
breux [74, 9]. La premiere proposition de SAN a temps disarété faite par Plateau et Atif
dans [74]. Dans cette approche, la notioéwnements compatiblaegté introduite pour définir
les ensembles d’événements qui peuvent se réaliser dedagatianée. Cependant, la séman-
tique a adopter en cas de conflit n’est pas trés explicite @¢deripteur markovien obtenu de-
vient souvent tres complexe a cause du grand nombre de caisims possibles d’événements
compatibles. Quelques méthodes ont été proposées pouif&ngette approche, soit par I'a-
grégation/désagrégation des automates [48], soit pardgsiptés structurelles du modele [39],
mais ces méthodes s’appliquent a un sous-ensemble trésdédnodéles.

Une nouvelle proposition a été faite par Benoit dans [9]. Deette proposition, Benoit
introduit la notion dordre de prioritéentre les événements du modele. L'ordre de priorité per-
met de définir le comportement & suivre en cas de conflit etpesslible la construction d’'une
sémantique de chaine de Markov.

La définition formelle présentée dans la section 6.2 utiisemantique des SAN a temps
discret proposé par Benoit dans [9]. Dans la section 6.3 défisissons les regles de construc-
tion de I'automate global d'un modele SAN. La section 6.4sprée la procédure d’obtention
de la chaine de Markov représentée par le modele SAN. Enfsecléon 6.5 présente les con-
clusions de ce chapitre.

6.2 Formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques

Dans cette section, on va présenter les notations et lestibéfide base qui seront utilisées
pour la construction du Descripteur Markovien d’'un modeA\Nsa temps discret.

On va considérer un modéle SAN comprenanautomates e’ événements.
[0 Notation

A I'ensemble des automafe A |= N).

6.2.1 Définitions et notations de base pour un automate dansuéseau

On noteA®, ot € [1..N], le i-me automate d’'un modéle SAN.

Pour les notations suivantes, on adoptg]pour le sous-ensemble décontenant toutes
les valeurs deé jusqu’a;j (ces valeurs incluses) et [j] pour le sous-ensemble de(des valeurs

20n adopte la notatiohX’ | afin de définir la cardinalité d’un ensemiite



90 CHAPITRE 6. FORMALISMESAN A TEMPS DISCRET

continues) contenant toutes les valeurs plssqu’a;.

0 Notation
S@ I'ensemble d’états de I'automad®
2 I'état local de 'automated®, otz € SO,

Définition 6.2.1. A tous les ensemble®? on rajoute un étatb, appelé étatantome.

Cet état sera utilisé comme état intermédiaire transitonsgue plusieurs événements ont
lieu dans la méme unité de temps. On verra I'utilité de I'@@atdome plus en détail sur I'auto-
mate A" dans FG. 6.4.

[J Notation

SO I'ensemble d'états d’un automatt® d’'un modéle SANS® = SO U &.

Définition 6.2.2. L'espace d’états produ# d’'un modeleSAN est défini par le produit cartésien
N

des espaces d'étaf”, i.e., S = [[ S

i=1

[J Notation
T I'état global d’'un modele SAN défini par la combinaison dedtocaux
desN automatesi = (z(V, ..., 2™), o0z € S;
w un ensemble d'indices d’automates, i [1..N];
@) le vecteur des états locau¥) tel quei € w.

On remarque que la définition d’un état local d’'un automate)(et la définition d’un état
global (¥) peuvent étre vues comme des cas particuliers‘de Un état locak® est le cas ou
w = {i}, et I'état globak est le cas ow = {1,2,3,..., N}.

[ Notation
S« I'espace d’états produit de 'ensemble des états locaurakesnatesd?,
oui € w;
f(S@) une fonction deS“) — R*, ol I'ensemble d’indices d’automates C
[1..N];
f(7@) la fonction f (S“)) évaluée pour le vecteur d’états locailx) € S©.

Notons que les états?, olii € w, sont les paramétres d’évaluation pour la fonctio&“)),
c'est-a-dire que I'espace d’étafs”) est le domaine de définition de la fonctign

0 Notation

E '’ensemble d’événements du modéele SAN considéré ;
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e I'identificateur d’'un événement, cuc £.

Définition 6.2.3. Poure € &£, on appelle tuple d’événement, le triplet p., o.) composé de :
1. e, I'identificateur de I'événement;;
2. pe, lafonction définie d& — [0, 1], la probabilité d’occurrence de I'événemaent

3. L'occurrence de I'événementst une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramétre
pe. Poure #£ ¢’ les lois sont indépendantes ;

4. o., la priorité de I'événement. La priorité est une valeur ergi strictement positive,
est la priorité maximum etoco est la priorité minimum. Deux événements différents ne
peuvent pas avoir la méme priorite.

La définition 6.2.3 associe une probabilité d’occurrencet une priorité, a un événement
e. La priorité détermine I'ordre d’occurrence lorsque pduss événements sont possibles dans
la méme unité de temps.

Définition 6.2.4. Pour z() et y® e S@, on appelle tuple de transition locale un couple
(€, me (2@, y)) :

1. e, I'identificateur d’'un événement d&;

2. m(x@ y@), une fonction définie d& — [0, 1], qui est appelée lprobabilité de routage

de ce tuple.
[0 Notation
T I'ensemble des tuples de transition locale d’'un modéele SAN ;
27 I'ensemble de parties dE. Une partie d& sera appeléélément de tran-

sition.

Définition 6.2.5. P() est la matrice de transition locale d§(? x S@ — 27 qui définit les
éléments de transition de 'automatg?.

0 Notation

PO (z0 y@)  rélément de transition de I'état local? € S vers I'état localy® € S@,
qui contient un sous-ensemble des tuples de transitioteloeensT ;

T.(x®, y@)(Z) la probabilité de routage associée au tuple de transitiadte, ., (z?, y@))
dansP® (z() ) évaluée pour I'état global.

La matrice de transition locale® d’'un automated® (Définition 6.2.5) indique la relation
entre les états de 'automatt?” et les événements qui peuvent déclencher une transition d’u
état a l'autre dans cet automate. La transition peut étledéuee par n’'importe quel événement
qui figure dans un tuple de I'élément de transition assoai@e@arque qué n’est jamais I'état
de départ d’'une transition.

Définition 6.2.6. Un automate4”) est défini par :
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1. un ensemble d’états :
2. un ensemble d’événemeéts
3. une matrice de transition locafg®.

Pour représenter graphiquement un automate stochastiquessocie un graphe a l'auto-
mate. Les noeuds du graphe représentent les états de laigtoen les arcs représentent les
transitions entre ces états. Les arcs sont étiquetés pdénnert de transition ou figurent les
événements qui peuvent déclencher la transition.

Evénement Prob.| Priorité

€1 p1 3
€2 P2 1
€3 P3 2
es Ps 5

FIG. 6.4 — Représentation graphique de 'automété

FIG. 6.4 décrit un automate avédtats plus I'état fantomeS() = {0@; 11,20 $}). On
remarque que lorsque la probabilité de routage est égale alors on remplace sur le dessin
(e1,1.0(00, 1)) pare; afin d’alléger la présentation, une fois qu’on connait t' éka départ
et d’'arrivée de la transition par le dessin.

Notons qu’il se peut qu'un méme événement, en partant du néaepuisse mener dans
plusieurs états différents. Pour définir la probabilitdldiadans chacun des états d’arrivée, on
utilise la probabilité de routage du tuple de transitioraleassocié.

A partir de cette représentation graphique, on peut dédamineatrice de transition locale
PM de I'automated™ :

[P0 0 [ 1@ [ 20 ] P |
o 0 {(e1,1.0)} 0 0
1D {(es,m)} 0 {(es,m)} | {(e1,1.0)}
20 1 {(e3,1.0); (e5,1.0)} | {(ez,1.0)} 0 0

TAB. 6.1 — Matrice de transition locaie¥) de I'automated®

On remarque que les indice$ ety ") associés aux probabilités de routages ont été enlevés
de la matrices de transition locale, pour également, allégarésentation.
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Définition 6.2.7. Soit un état locak” € S® d’'un automated® et un événementc &£, on
définitsucc.(z)) 'ensemble d’états successeyts € S dex(?. Ces étatg? sont ceux tels
queP® (2 4@)) posséde au moins un tuple de transition locale avec l'idieateure ou :

pe # 0 etm (29, 4@)) £ 0.
On remarque que I'ensemble d’états successeur§dgrace a I'événementpeut étre vide
(i.e., succ.(z™) = ()), cas ol aucune transition ne peut avoir lieu dafispar I'événement.

Par exemple, I'ensemble d’états successeurs de chaquieé&emitomated™), pour chaque
événement € £ est :

| Evénement| Successeurs déV) = 01V | Successeurs déV) = 11V | Successeurs de!) = 21 |

succe, (xV) {10} 0 0

succe,(zM) 0 0 (10}
sUCCe, (x1) 0 {o® 20} {0W}
succe, (x1) 0 0 {0™}

TAB. 6.2 — Ensemble d’états successeurs de I'automiéte

Définition 6.2.8. Soit un état locak”) ¢ S d’un automated®, on définipot (z*) 'ensemble
d'événements < & tel qu'il existey”) € S, ot P (2 ) posséde un tuple de transition
locale (e, 7.(x™, 3)). On appellepot(2?)) 'ensemble des événements possibles a partir de

'\,

La définition 6.2.8 définit 'ensemble d’événements possital partir de I'étai:. On re-
marque aussi que siwcc. (") n'est pas vide, alors € pot (™).

TAB. 6.3 présente les ensembles d’événements possibles pagueciétat de 'automate
AW,

| Etat local|| Evénements possiblés

pot(O(l)) {e1}
pot (1) {e1;e3}
pot(2(1)) {eq; €37 €5}

TAB. 6.3 — Evénements possibles a partir de chaque état derfiairol V)

Etant donné un état®) ¢ S et 'ensemblepot(x?) (Définition 6.2.8), la sémantique
probabiliste donnée a cet automate est la suivante :

1. I'événement le plus prioritairg depot(z®) est déclenché a partir d&) avec probabilité
pe,, CE QUi méne a I'état” ;
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2. si I'événement suivant le plus prioritaire get (™) est reallsabledanle) (ce qui se
voit car il doit étre danﬁot( )) alors son occurrence amene; § eton répéete les étapes
2 et 3 jusqu’a avoir examiné tous les événementpaér®) ;

3. si I'événement suivant le plus prlorltalre det (2)) n’est pas reallsabledanSx1 (i.e.

'événement n'est pas dapst(x1 )) alors on I'ignore et on répete les étapedt 3 jusqu’a
avoir examiné tous les événementspdg(z®).

On remarque que cette sémantique autorise la réalisatipludeurs événements dans la
méme unité de temps. Par exemple, pour une file d’attente @steiacret, dans un état ou le
nombre de client est > 0, une arrivée et un départ de la file peuvent survenir dans faemé
unité de temps.

Dans I'exemple précédent et pour I'étHt), I'ensemble d’événements possibles inclut
'événemente; associée a la transition vers |'état fantdhe Ceci signifie que:; est dans
pot(1V)). Cependant, cet événement seralisableuniquement si 'occurrence de I'événement
es, plus prioritaire, améne a I'état!, oue, est réalisable (donc dapst(0))) et améne vers
un état “vrai” de 'automate (pas I'état fantorig.

Prenons par exemple I'état!) et son ensemblgot(1(V) = {e;; es}. Lorsque I'événement
le plus prioritaire ¢;) a lieu, deux états sont possiblesdc., (1(V)) : 0 avec probabilitér,
et 2(1) avec probabilitér,. Pour I'état succesself?, 'événement suivant le plus prioritaire
(e1) est réalisable et méne a I'étdt). Cette suite d’occurrencéeg, ), (e1,1.0)) représente
une transition de la chaine de Markov de I'étét vers lui-méme. Pour I'état successetir,
I'’événement suivant le plus prioritaire j n’est pas réalisable{ ¢ pot(21))), alors on I'ignore.
Etant donné qu’il n’y a plus d’événement possible, la suiteclirrence (formée uniquement
par (es, my)) provoque une transition de la chaine de Markov de I'étatvers I'état2(),

Pour une file d’attente, I'état fantbmie peut, par exemple, autoriser I'arrivée et le départ
d’un client dans la méme unité de tempsysi= 0. C’est la modélisation qui autorise cet
enchainement. L'exemple de file d’attente de.F6.5 présente cette modélisation.

Evénement| Prob. | Priorité
a ‘ Pa ‘ Oa

d Pd 0d

FIG. 6.5 — File d’attente avec arrivée et départ pout 0

Dans cet exemple, 8, < o4 (Evénement plus prioritaire que I'événemen) a partir de
I'état 01V |a réalisation simultanée des événemeh(départ tardif) et est possible. S, >
04 (événementl plus prioritaire que I'événementi) alors a partir de I'éta2?) la réalisation
simultanée des événementgarrivée tardive) et/ est possible grace a I'état fantérire
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Automate complété

Dans la composition paralléle d’automates pour les SANr @ans la section suivante) on
aura besoin d’exprimer le fait que, si I'événementle 'automated)) et I'événement, de
l'automate A® sont réalisables au méme instant, albysossibilités existente; a lieu ete,
n'a pas lieu ; N'a pas lieu ek, a lieu;e; a lieu ete, a lieu aussi; et; n'a pas lieu e, n'a
pas lieu non plus.

Pour ce faire, nous avons besoin de représenter de facaoiexpur I'automate le résultat
de lanon occurrenced’un événement. Pour cela, on va introduire des événenfiactises
appelés événements complémentairpsur chaque événement présent dans un automate.

Définition 6.2.9. A tous les événementsd’'un modeéleSAN, olie € £ dont le triplet est
(e, pe, 0c), ON @ssocie un événement complémentaire défini par lett(iplg;, oz) ou :
1. ¢, l'identificateur de I'événement complémentaire assodiév@nement ;
2. pe, lafonction définie pat — p.., représentant la probabilité d’occurrence de I'événement
complémentaire ;
3. 0z, la priorité de I'événement complémentaire. La priorité’événement complémen-
taire est égale a la priorité de I'événement auquel I'évéerttomplémentaire est asso-
cié (i.e.,0s = 0.)-

O Soit
£ 'ensemble d’événements complémentaire€ gde
£ I'union des ensembles d’événemeéitst€ (€ = £ UE).

Définition 6.2.10. A tous les événements complémentairasie € £, on associe des tuples
de transition locale défini par :
1. V2@ € SO tel qued(e, m (2@, y®)) € PO (2 4@)) tel quez® # y©
(e, ﬂ-é(x(i)’ x(i)))
2. Vo ¢ SO tel qued(e, T (x@, ®)) € PO (2 d)
(e, me(z, @))

Tous les tuples de transition locale des événements corepté@imes ont comme probabilité
de routagel.0. L'occurrence d’'un événement complémentaire améne tosijoers I'état de
départ.

[J Notation
T I'ensemble des tuples de transition locale des évenememiglémentaires
de 'ensemble ;
T I'union des ensembles des tuples de transition loZad¢7 (7 = TUT);

27 I'ensemble des parties de.
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Ces événements complémentaires sont utiles pour la cotigpogaralléle dans le SAN.
On appelleautomate complétdautomate ou apparaissent les tuples des événementdé&omp
mentaires.

Définition 6.2.11. L'automate complété, notd®, d’un automated® (S £ P est défini
par

1. 'ensemble d'états @ ;

2. un ensemble d’événemetits

3. une matrice de transition locae® : S@ x SG) — 27 :
vz € SO vy ¢ SO tel quexr® £ ¢
PO (0 y@) = PO () 40)

vz® € SO
PO (2@ @) = PO (0 2®) U {( me(z?, D))}
Vy() eSO Veck tel qued (e,me(x(® ,y()))eP @) (2(D) 4())
vz® e SO
75(@')(95(@')’ ®) = Pz ) U {(e,m:(zV, D))}

Vec& tel qued (e,me(z(D) ®))eP @) (x() P)

L'automate complétél® est défini sur le méme ensemble d'étsit¢ de son automatd .
L'ensemble d’événementde 'automate complété contient les événements du modéke SA
et aussi les événements complémentaires ajoutés au modeléfinition de la matrice de tran-
sition localeP® de I'automate complété est présentée dans la troisiéme dégla définition
6.2.11. Aux éléments diagonaux sont ajoutés les tuplesatesition locale des événements
complémentaires. Un tuple de transition locale d’un évé@argmomplémentaire est ajouté a
PO (20 2®) uniquement s'il existe une transition d’ufi) & un étay® (y différent de I'état
fantome®) qui peut étre déclenchée par un tuple de transition locade an identificateur de
I'événement. De facon similaire, un tuple de transition locale d’'un éament complémentaire
¢ est ajouté &) (2(), ), pour chaque tuple de transition locale assod®¥ (), ). Les tu-
ples de transition locale des événements complémentaisegias a des tuples de transition
locale qui amene a I'état fantdndesont associés a la méme transition, c’est-a-dire, a laitrans
tion vers I'état fantdme. Cette représentation rend I'événement complémentagsiiple sans
qui soit réalisable a partir de?.

Prenons par exemple 'automaté? de FG. 6.4. A partir de I'état (), les événements,
et e; sont possibles, cependant uniguement I'événeragest réalisable a partir de cet état.
L'événementk; sera réalisable uniguement si I'occurrence de I'événemgeatamené a I'état
0. Pour garder cette sémantique, I'événement complémenmiaireut avoir lieu uniquement
si I'événement; (plus prioritaire) a eu lieu d’abord et a amené a I'étdt. Par conséquence,
I'’événement complémentairg doit &tre associé a la transition de I'ét&Y vers I'état fantdme
®. De cette fagon, I'événement complémentairest possible a partir de I'état!) mais n’est
pas réalisable.

FIG. 6.6 montre la représentation graphique de I'automate &P de I'automateP™®
présenté dansi&. 6.4.
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Evénemeni Prob.| Priorité

€1 P1 3
€9 P2 1
€3 P3 2
és Ps 5

Evénemen{ Prob. | Priorité

€1 1*/}1 3
(;2 17/)2 1
65 1*/)5 5

FIG. 6.6 — Représentation graphique de I'automate compié‘t)éde l'automated (")

La matrice de transition locale® de I'automate complétd® de AG. 6.6 est :

PO 0 [ 1] (1) | P |
o) {(e1,1.0)} {(e1,1.0)} 0 0

1M {(es,m)} {(€5,1.0)} {(e3,m2)} {(e1,1.0); (€1,1.0)}
2 1 {(e5,1.0); (e5,1.0)} | {(e2,1.0)} | {(€2,1.0); (€3,1.0); (€5, 1.0)} 0

TAB. 6.4 — Matrice de transition locale de I'automate complété

A partir de la matrice de transition locale de I'automate pt@&té (Définition 6.2.11) et
de I'ensemble d’événements possibles a partir de chaqtieoétpeut construire la chaine de
Markov représentée par I'automate complété.

Pour un seul automaté 1, réseau réduit a un automate), les états “vrai” de I'auto-
mate représentent les états de la chaine de Maremdis que les probabilités de transition
sont calculées par un calcul probabiliste des occurrenessdénements possibles, sachant
gue I'hypothese de base est que tous ces événements ontslés fobabilités de Bernoulli
représentant des variables aléatoires indépendantesifldéfic.2.3). La définition de la chaine
de Markov pour un réseau d’automates est détaillée danstiarsé.3. Cependant, les principes
de base présentés informellement ci-apres, pour la catisinude la chaine de Markov d’un
seul automate, sont les mémes que pour un réseau d’automates

Le calcul de la probabilité d’'occurrence de chaque traorsiie la chaine de Markov est fait
de la facon suivante :

— Pour chaque état “vrai” de 'automate{ € S¥), on définit I'ensemble d’événements
possiblesgot (™)) ;

— Pour chaque événementle pot ("), il existe dansP®®) des tuples de transition locale.
Ces tuples de transition locale peuvent étre réécrits smasef dechainons de transi-

3Pour un réseau d’automates, les états de la chaine de Maske/ @roduit cartésien des espaces d'états de
chaque automate du modele.
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tion globale (voir définition formelle dans Définition 6.3.1) de la formeisante : si

PO (20, 4@) contient le tuplde, 7.(x@, y®)) alors(z¥, 5 e, 7. (@, y))) est appelé

chainonde A,

— Lasémantique que I'on donne au comportement markovi€aua®mate est la suivante :
pour que les événements,, e, ..., ec} € pot(x™) avecp, < oy < ... < pc soient
réalisables ed unité de tempsil faut qu'il existe une suite de chainons tel que :

— Chaque événement n’apparait qu’une fois ;

— L'état d’arrivée d’un chainon est égal a I'état de départidainon suivant. Il faut que
les chainons d’'une liste de chainons s’enchainent de fagomé une chaine. Ces
listes de chainons de transition globale sont appealames de transitions globales
Les régles qui définissent une chaine de transitions glekal& définies formellement
dans Définition 6.3.2.

On va maintenant illustrer la construction de la chaine dekMade I'automate complété
AW,

Prenons par exemple I'était). A partir de cet état, deux événements sont possiptg&)(!)) =
{e1; €1}). Pour cet ensemble d’événements, on peut construire ésafs de transition globale
a partir de tuples de transition locale de 'automates .T6.5 présente les tuples de transition
locale et les chainons obtenus a partir de chaque tuplergtiom locale.

Evénemeni Tuple de trans. local eEvénement

(61, 10)

e Chainon de trans. global
(0M 1M ¢;,1.0)

Tuple de trans. local
(517 10)

e Chainon de trans. global
(0™, 0™ ¢,,1.0)

D

€1 €1

TAB. 6.5 — Ensemble de chainons de transition globale pourdiebte d’événements de
pot(0W)

A partir de ces chainons, on peut construire deux chaineamiitions globales{:(0"), 1) ¢, 1.0)}
et {(0M,0M ¢,,1.0)}. La chaine de transitions globale®™"), 1) ¢;,1.0)} contient un seul
chainon qui représente la transition de I'état vers I'état1(!) déclenchée par I'événement
La probabilité d’occurrence de transition de I'éa&t vers I'état1 (") de la chaine de Markov est
simplement la probabilité d’occurrence ) de I'événement;. La chaine de transitions glob-
ales{(0M, 0 &,,1.0)} représente une transition de I'étdt) vers lui-méme. Cette chaine
aussi contient un seul chainon et la probabilité de tramsde la chaine de Markov est €gale a
1—p1, C’est-a-dire, la probabilité d’occurrence de I'événetbignFIG. 6.7 présente les chemins
de construction de ces deux chaines.

Etat de départ 81
]701‘(0(‘1)) ={ei;e}

e alieu (o)

{(0M,1M ¢;,1.0)}

Etat d'arrivée 1M

Prob. d'occurrence  p;

e alieu —p)

{(0W, 00 &, 1.0)}

o
(1 *ﬂ\)

FIG. 6.7 — Construction des chaines de transitions globalesligtat 0 de 'automateA™)
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Prenons maintenant I'état?) de I'automate complétgl®. A partir de cet état, quatre
événements sont possibles(1")) = {es; &3; e1; €, }). Pour cet ensemble d’événements, on a
'ensemble de chainons suivant :

| Evénement{ Tuple de trans. localé Chainon de trans. globafeEvénement Tuple de trans. locale Chainon de trans. globale

€3 (83,7{'1) (1(1>,0(1),6;3,’/T1) €3 (é;;, 10) (1(1), 1(1),5;3, 10)
(e3, ) (1M 20 g 7y) (€3,1.0) (2 20 &5,1.0)
(e3,1.0) (20 0M e3,1.0)

el (e1,1.0) (0D 1MW ¢;,1.0) el (e1,1.0) (0, 0W ¢;,1.0)

TAB. 6.6 — Ensemble de chainons de transition globale pourdiabte d’événements de
pot(11)

Pour cet ensemble de chainons, quatre chaines de trasgjtairales sont possibles :
(10,20, 5, )}, {10,000, e5,m,); (00,00, 21, 1.0)}, {10, 00, 5, )5 (00,1, ey, 1.0)}
et {(1M,1M e5,1.0)}. Ces chaines de transitions globales sont des listes deoctsadle tran-
sition globale construites de fagon a ce que chaque chamtnawmisition globale soit enchainé
au chainon suivant.16. 6.8 présente les chemins de construction de ces quatneeshdée
transitions globales.

Etat de départ (1)

pot(11)) = {es, €3, €1, 6}
ez alieu (ps) e alieu(l — ps)
/{(1(1):0(1)>C:1~7T1)} {(1®,20, ¢5,m5)} {10, 85, 1.0)}
er alieu (1) e alieu(l —p1) e; ete; ne sont pas réalisables e, ete; ne sont pas réalisables
{(1M 0 e5,7p); {aM,00, ¢5,m);
(0M,1M ¢;,1.0)} (0M,0M,¢,,1.0)}
Etat d'arrivée 1M oW 2(1) 1M
Prob. d’occurrence P31 p3mi(1—p1) P32 (1—p3)

FIG. 6.8 — Construction des chaines de transitions globaleslgtat 1V de 'automate4™

On va regarder en détail chaque chaine de transitions gi®dalcet état.

On va commencer par deuxiéme chaine ge B.8 :{ (1), 01 e3, 71); (0,0, &1, 1.0)}.
Cette chaine de transitions globales va de I'éthtvers I'état0™™) de la chaine de Markov. La
probabilité d’occurrence calculée en multipliant la proitigé d’occurrence fs) de I'événement
es du premier chainon de la chaine par la probabilité de routagehainon £;) et par la
probabilité d’occurrencel(— p;) de I'événement; du deuxiéme chainon de la chaine. La
transition de I'état (V) vers I'état0!) de la chaine de Markov a comme probabitité, (1 — p; ).

On remarque que pour cette chaine de transitions globaies,ume séquence d’événements
qui sont réalisables. La probabilité d’occurrence de lagition de la chaine de Markov doit
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prendre en compte la probabilité d’occurrence de tous lésements de la chaine de transitions
globales.

La chaine de transitions globalégl™"), 21 e5, 75)}, troisiéme chaine dansd. 6.8 con-
tient un seul chainon pour une transition de I'étdt vers I'état2") de la chaine de Markov.
La probabilité d’'occurrence de cette transition est caélew@n multipliant la probabilité d’oc-
currence f3) de I'événement; qui déclenche la transition par probabilité de routagelu
chainon. La probabilité d’occurrence est égalgs.

Prenons maintenant la premiére et la derniére chaine dstioms globales. On remarque
gue ces deux chaines arrivent au méme état. Cela représentgassibilités pour une seule
transition, et donc, la probabilité d’occurrence de cetiadition dans la chaine de Markov est
la somme des probabilités d’'occurrence de chaque chainemgtions globales. Calculons
maintenant la probabilité d’occurrence de chaque chairteadsitions globales. La probabil-
ité d’occurrence de la chaine de transitions glob&(@$s”, 0", e, 71); (01,10 ¢;,1.0)} est
calculée en multipliant la probabilité d’occurrenegde I'événements par la probabilité de
routager; du premier chainon et par la probabilité d’'occurrepcde I'événement; du deux-
iéme chainon. La deuxiéme chaine de transitions glodales, 1V e;, 1.0)} est composée
d’un seul chainon, donc la probabilité de transition espsément la probabilité d’occurrence
(1— p3) de 'événements. La probabilité d’'occurrence de I'état) vers lui-méme de la chaine
de Markov espsmp; + (1 — p3).

A partir de I'état2(V), six événements sont possiblest(2()) = {ey; &s; e3; €3 €5;E5}).
Pour cet ensemble d’événements, on peut construire lesaitgile transitions globales a partir
de tuples de transition locale de 'automateBT 6.7 présente les tuples de transition locale et
les chainons obtenus a partir de chaque tuple de transitwaiel.

| Evénemen{ Tuple de trans. localg Chainon de trans. globafeEvénement Tuple de trans. localé Chainon de trans. globale

e (€2,1.0) (2, 1M ey, 1.0) e (€2,1.0) (2M 20 g, 1.0)

e3 (e3,71) (1D 0M eg, ) e3 (€3,1.0) (1AM 1M e5,1.0)
(es, 72) (1<1>,2<1>,e3,7r2) (€3,1.0) (21 2M 5.1.0)
(e .0) (20 0W e3,1.0)

es (es,1.0) (20 0W e5,1.0) es (es,1.0) (2W 2 ‘&5.1.0)

TAB. 6.7 — Ensemble de chainons de transition globale pourdiabte d’événements de
pot(2M)

A partir de cet ensemble de chainons, on peut construirebafies de transitions globales
sortant de I'étaR()). La construction de ces chaines de transitions globalgerésentée dans
FiG. 6.9.

Le calcul des probabilités de transition pour I'éédt suit la méme procédure. La définition
formelle de la chaine de Markov représentée par le modéle S&alprésentée dans la section
6.4.

FIG. 6.10 présente la chaine de Markov représentée par I'atearoeplétéA™).



6.2. FORMALISME DES RESEAUX D’AUTOMATES STOCHASTIQUES 101

Etat de départ 2()
pot(20)) = {es: E2; e3; €55 €51 85}

\

ey alieu (o) e alieu(l - )

{20,100, ¢, 1.0)} {2,208, 1.0)}

e alieu(l — ps)

ey alieu () e alieu - p)

Etat d'arrivée o o 20 10 o o 20

Prob. doccurrence  popsmi PapsTaps papsa(1 = ps) a1 = ps) (1= p2)ps (1= p2)(1 = ps)ps (1= p2)(1 = ps)(1 = ps)

FIG. 6.9 — Construction des chaines de transitions globaleslgtat 2(1 de 'automate4 )

1—p1

(1= p2)pst
(1= p2)(1 = p3)ps+
P2P3T2P5+

P2P37T1

p3mipr + (1 — p3)

pap3ma(1 — ps)+
(1= p2)(1 = p3)(1 — ps)

FIG. 6.10 — Chaine de Markov représentée par I'autondiate

6.2.2 Définitions et notations de base pour un réseau d’autcaes

Soit un ensemble d’automate” olii € [1..N], selon la définition 6.2.6. On va utiliser le
modeéle SAN décrit pari€. 6.11 pour illustrer les définitions qui suivent.

A®)

Evénement Prob.| Priorité
€1 P1 3

€2 P2
€3 €2 €3 P3
€4 €4 P4
€5 f
@ @ f= (st A® == 22« py
€4

FiG. 6.11 — Dessin d’'un réseau d’automates

UL N =
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Définition 6.2.12. Un réseau d’automates stochastiques (ou mo8&&l) composé deV au-
tomates e’ événements est défini par :

1. un ensemble d’événements £ commun a tous les automates, chaque événement avec
son tuple d’événemelt, p., o) et|&| = E;

2. chacun des automate$™ (i € [1..N]), son espace d'étaf et sa matrice de transition
locale P ;

3. I'espace d'état produif = [ S ;
4. lafonction d’atteignabilitéF, qui définit 'ensemble d’états atteignables du mo@&#eN
dansS (voir Définition 6.2.13).

Définition 6.2.13. La fonction d’atteignabilitéF est une fonction définie d8 — 0,1. La
fonction associe aux états globatx S la valeur1 s’ils sontatteignableset la valeur0 s’ils
sontnon-atteignables

Définition 6.2.14.L’espace d’états atteignabléd est le sous-ensemble 8¢ R C S) composé
de tous les états globauxe S tels queF(z) = 1.

La fonction d’atteignabilitéF s’évalue pour tous les états globatix S d’'un modele SAN
et ainsi détermine quels sont les états atteignables de deleno

[ Soit: Etant donné € &,

O. I'ensemble d’indices (i € [1..N]) tel que la matrice de transition locale
P contienne au moins un tuple de transition locale avec ltifieateur
de I'événement.

Définition 6.2.15. Un événement € £ est appelé :

1. événement local, §i0, |=1;
2. événement synchronisant| €7, |> 1.

La définition 6.2.15 classe chaque événement qui peut ésgémement locadu unévéne-
ment synchronisanPar définition un événement synchronisant est réalisalidgiament s'il est
réalisable au méme instant dans tous les automates coaganéévénement. Le déclenche-
ment d’un événement synchronisant change, de facon symsBey I'état local de tous les
automates concernés par I'événement au méme instant.

Pour le modéle SAN décrit pan&. 6.11, on peut classer les événements ainsi :

Réseau d’automates complétés

Définition 6.2.16. Un réseau d’automates stochastiques complétés compodéalgomates
complétés e2 ¥ événements est défini par :
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Evénement| Type | O, |
el local {1}
) synchronisant {1;2}
es synchronisant {1;2}
€4 local {2}
es local {1}

TAB. 6.8 — Classement des événements du modéle SAN@eEL1

1. un ensemble d’événements £ commun & tous les automates, chacun avec son tuple
d’événemente, p., o) |€| = 2F;

2. chacun des automates complét€8 (i € [1..N]), son espace d’étaf et sa matrice de
transition localeP® :

3. I'espace d’état produif = [[ S ;

4. lafonction d’'atteignabilitéF, qui définit 'ensemble des états atteignablesSiAN dans
S.

FIG. 6.12 présente le réseau d’automates complétés déduisdaué’automates présenté
dans FG. 6.11.

Evénemen{ Prob.| Priorité
€ p1 3
[ P2 1
€3 P3 2
€4 P4 4
€5 f 5
Evénemen{ Prob. | Priorité
€1 1—p 3
2 1—po 1
é3 1—p3 2
€, 1—py 4
2 1-f| 5

F = (st AD) == 20 x p;

FIG. 6.12 — Représentation graphique d’'un réseau d’automateplétés du modéle SAN de
Fic. 6.11

6.2.3 SANbien définis

Quelgues restrictions doivent étre faites pour assurexdeecMarkovien d’un modele SAN.
Les modeles SAN respectant ces restrictions sont appelBstszh définis

Restriction 1 Un automateA® est bien défini, si et seulement si pour téut R, pour tout
z® € SO, pour toute € £ tel quesuce.(z¥) n'est pas vide et pow® € succ,(z?) :
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1.1. > me(aD YD) () ) =
y(D succe (x(V))

La restriction 1.1 impose que la somme des probabilités aiage de toutes les transitions
en sortant d’'un méme état doit étre égale a

Restriction 2 Un événement € £ est bien défini, si et seulement si :
2.1. V2 vy € SO tel quey?) € succ.(x@) et (e, m. (2@, yD)) € PO (@ @)
sid(er, 7, (29, D)) € PO (20 @) alorse, est un événement différent de
2.2. V2 vy € SO tel quey?) € succ.(x™) et (e, m (2@, y®)) € PO (20 @)
sid(er, 7, (29, yD)) € PO (2, ®) alorse, est un événement différent de

La restriction 2.1 imposée aux événements exige que lifigateur d’'un événement ap-
paraisseune seule foislans le sous-ensemble de tuples de transition locale datrdénhné
vers un autre. La restriction 2.2 impose qu’il ne doit pastxiun tuple de transition locale
(e, me(z®,yD)) & partir d’un état donng® € SO vers I'état fantdmeb, s'il existe déja un
tuple de transition locale d&” vers un étay” € S avec le méme événement
Restriction 3 Un modeleSAN est bien défini, si et seulement si :

3.1. tous ses automates sont bien définis;;

3.2. tous ses événements sont bien définis.

6.3 Lautomate global

L'objectif d'un modéle SAN est de décrire de fagon modulaireautomate unique (dit
automate globglqui décrit le comportement de I'ensemble du réseau d’aatesn Dans cette
section nous procédons a cette définition.

Dans cette section, on va considérer un modéle SAN tel qua défis la Définition 6.2.16.

6.3.1 Transition globale

Définition 6.3.1. Etant donné urBAN complété(&, A9, F), otii € [1..N], on associe pour
tout € S, pourtoutj € S et pour tout € £ tel que pourtout € O, il existe(e, m.(z™, y?)) €
Pz, y@), unchainon de transition globale(z, , e, I1.(, 7)) ou :

1. z, I'état global de départ;
2. 7, I'état global d’'arrivée ;
3. e, I'identificateur d’un événement qui déclenche la tramsiti
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4. 11.(z,7), la probabilité de routage globale définie par :

1,(F,§) — 11 (2D, ).
iEOe,H(eﬂre(qj(i) ,y(i) ))E'P(x(l) 7y(i))

Un chainon de transition globale représente une transigdigtat globalz vers I'état global
7 par le déclenchement uniquement de I'événemeatec une probabilité de routage globale
I1.(Z, y) calculée par le produit des probabilités de routage de gsuasUtomates concernés par
I'événement vers I'état d’arrivée)”) quandi € O..

[J Notation
7, I'ensemble de chainons de transition globale déclenchéképénement
e,
€ un sous-ensemble d’événementsde
T I'union desT; ote € ¢ (7. = ... 7).

6.3.2 Chaine de transitions globales

Définition 6.3.2. Soit un ensemble d’événementen appellechaine de transitions globales
une liste ordonnég (1, 41, €1, Ile, (Z1,71)), - - -, (e, Yo, ec; e (Te, Gc))} composee des'
chainons de transition globale d&, qui respecte les régles suivantes :
1. 0e, < 0ey < ..o < Qep
2. Vi€ [2.C]
Ti = Yi
3. (&, 9, e, 11.(2,7)) € 7, tel que
Oc < 0e, €LY = 11
4. Nz, g, e 11.(%,7)) € 1. tel que
Occ < 0c €T = Yo
5.Vie [1.C —1],3(, 7, e 11.(z,7)) € 7. tel que
Oc; < Oc < Oe,;,, €LY =1

La définition 6.3.2 établit un ensemble de regles pour quliste de chainons de transi-
tion globale soit considérée umbaine de transitions globaleka reglel définit 'ordre des
chainons de transition globale dans la chaine, respedtadid de priorité des événements
dans la chaine. La regkegarantit 'enchainement de tous les chainons. Cette régle@que
I'état d’arrivéey; d’un chainon d’indice sera I'état de dépadt;, ; du chainon suivant (d’indice
7 + 1). On se restreint uniquement aux chaines les plus longuesspectent les régldset 2.
Autrement dit, aucun autre chainon de transition globalpeng étre enchainé, soit au début,
soit au mieux, soit a la fin de la chaine. L3derniéres régles assurent cette condition. La regle
3 garantit gu’aucun chainon de transition globale ne peetéitchainé au début de la chaine.
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Larégle4 assure qu’aucun chainon de transition globale ne peutjétrgga la fin de la chaine.
La regle5 garantit qu’aucun chainon de transition globale ne peat &ichainé entre deux
chainons qui se suivent.

[J Notation

7, I'état de départ du-eme chainon de transition globale de la chaine de
transitions globales;

i, I'état d’arrivée dui-eme chainon de transition globale de la chaine de tran-
sitions globaleg ;

L. I'ensemble des chaines de transitions globales de I'erisafidvénements
€,

L(Z,7) I'ensemble de chaines de transitions globales.,, ;) tel quez;, = 7 et
yc, =y ouC, estle nombre de chainons de transition globale de la chaine
de transitions globales;

L I'ensemble des chaines de transitions globales du modéi SA

Pour illustrer les chaines de transitions globales qui mt@ésessent, on va considérer I'au-
tomate complétél!) de FG. 6.13 et un ensemble d’événements {e;; é;; ey; 9; €3; €3 }. Cet
ensemble d’événements correspond aupot(01)) = {e1; €;; ey; &; e3; €3} (Définition 6.3.3).

A

Evénement Prob.| Priorité
e P 1
€2 P2 2
3 €3 P3 3

Evénemen{ Prob. | Priorité
€1 1—p 1
23 1—pa 2
2 1—ps 3

é3 2

FIG. 6.13 — Exemple d'un automate complété)

Pour I'ensemble d’événemenét I'automate complétd® de FG. 6.13, TaB. 6.9 présente
'ensemble des chainons de transition gloldalelu modele. Pour simplifier la lecture, on va
représenter, par exemple, un chaioiy, 1) e, 7;) par(0, 1, ey, 7).

Etant donné le grand nombre de chaines possibles & parthd@sons de As. 6.9, on va
présenter uniguement quelques chaines qui expliquergdéssrde la définition 6.3.2.

Etant donné = pot(0)) = {e; é1; e9; €2; e3; €3 }. On considére la liste de chainons suiv-
ante{(0,1,ey,m); (1,2,e9,1); (2,3, e3,1)}. Dans cette liste, on peut voir que les chainons sont
ordonnés selon ordre de priorité des événements et I'&ativBe1 du chainon(0, 1, e, m)
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Evénement Chainon de trans. globaleEvénement Chainon de trans. globale

€1 (0, 1,61,7’(’1) €1 (0 0 61, 1)
(0,4, e, )

€9 (1,2,62,1) ) (1,1,@2,1)
(3,0, €2, 1) (3,3,6,1)

€3 (1,3,63,1) €3 (1,1 e ,1)
(2,3, e3,1) (2,2,e3,1)
(4,3, €3,1) (4,4,e5,1)

TAB. 6.9 — Ensemble de chainons de transition glolﬁ'atde FG. 6.13

est égal a I'état de départ du chaindn2, e,, 1) et son état d’arrivée est égal a I'état de départ
du chainon(2, 3, e3, 1) qui le suit. On voit aussi qu’aucun autre chainon de tramsiglobale

ne peut étre introduit a la liste, soit au début (il n'y a pasvéhement plus prioritaire que,
premier chainon de la chaine), soit au milieux (aucun clmafled’ensemble des chainons pos-
siblesZ, ( TAB. 6.9) ne peut étre inséré entre deux chainons de cette hsdita la fin (aucun
événement est moins prioritaire gug dernier chainon de la chaine). Dans ce cas, en respectant
les régles de la définition 6.3.2, cette liste est cim&ne de transitions globales

Considérons maintenant la liste de chainons suif@ntl, e;, m1); (1,2, e, 1)}. Cette liste
est une sous-liste de la liste précédente, et, les chaionohslonnés selon 'ordre de priorité
des événements et les états de départ et d’arrivée des nbhaienchainent. Cependant, il existe
un chainon(2, 3, es, 1) dansZ; qui peut étre encore ajouté a la fin de la liste, en effgt< o..,
et I'état d’arrivée du dernier chainon de la chaine2, e;, 1) est égal a I'état de départ du
chainon(2, 3, e3, 1) de 'ensemble des chainofis (TAB. 6.9). Cette liste n’est pas une chaine
de transitions globales, car elle ne respecte pas la4éatgda définition 6.3.2, qui définit qu’une
liste des chainons de transition globale est une chaineadsitibns globales uniquement s’il
n'existe pas d’autres chainons de transition globale gisspat étre ajouté a la fin de la liste.

On va considérer maintenant la liste de transitions glab@le, 1, e, m); (1,3,e3,1)}.
Cette liste respecte I'ordre de priorité des événemergschiainement des chainons et aucun
autre chainon de transition globale dai{TAB. 6.9) ne peut étre introduit au débuf st
I'événement le plus prioritaire) ou a la fiaz(est I'événement le moins prioritaire) de la liste.
Cependant, il existe un chainéh 1, é,, 1) € 7;, qui peut étre introduit entre les deux chainons
de la liste :p., < 0., < 0., €t I'état d’arrivée du premier chainon de la ligte 1, e;, 1) est
égal a I'état de départ du chainfh 1,¢,, 1) et I'état d’arrivée est égal a I'état de départ du
dernier chainon de la listd, 3, e3, 1). Autrement dit, cette liste ne respecte pas la régte
la définition 6.3.2 et elle n'est pas une chaine de transtglabales, car il existe une chaine
plus longue {(0, 1,e1,m); (1,1, és,1); (1,3, e3,1)}) qui contient tous les chainons de la liste
{(0,1,e1,m); (1,3,e3,1)}.

Prenons un exemple de chaines de transitions globales gantiennent pas tous les événe-
ments possibles de I'état") de 'automate complétéd™). Prenons la liste de transitions glob-
ales{(0,4, e;,m); (4,3,e3,1)}. Cette liste est une chaine de transitions globales. Ldsahs
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sont ordonnés par I'ordre de priorité de événements, I@tativée du chainono, 4, e, m2)

est égal a I'état de départ du chain@n3, es, 1) et aucun autre chainon ne peut étre intro-
duit, soit au début, soit au mieux, soit a la fin de la listealltfremarquer que cette chaine de
transitions globales ne contient pas des chainons aveimiément,, ni son événement com-
plémentaires,, qui sont dans 'ensemble= {e;; &;; ey; &5; e3; €3}, c'est-a-dire, dangot(0™M).
Les événements, et é; ne sont pas présents dans cette chaine car le premier chd@érian
chaing(0, 4, e;, ) amene a I'état, ou les événements ete, ne sont pas réalisables.

La définition suivante nomme I'ensemble da®nements possiblagpartir d’un état global
Z. Pour que I'événement soit un événement possible globalenheloit étre réalisable dans
tous les automates concernés par I'événement.

Définition 6.3.3. On définit 'ensemble d’événemenist(z) comme e € pot(T) < Vi €
O, e € pot(z™)

6.3.3 Automate global

Définition 6.3.4. Soit unSAN complét§ £, A, S, F), oui € [1..N], 'automate globalA est
défini par :

1. 'ensemble d’états ;

2. I'ensemble d’événemertls

3. lafonction d’atteignabilitér ;

4. la matrice de transition globalé : S x S — L

Ve S, Vyes
g9 = | {g

VgeL(Z,7)

Contrairement au formalisme SAN en temps continu, ici uroate local n'est pas le
méme objet mathématique que I'automate global. En effstgléments de transition de la
matrice de transition locale d’'un automate contiennentngemble des tuples de transition lo-
cale (e, m) ou l'occurrence de n'importe quel événement de I'élémentraesition déclenche
la transition. Dans I'automate global, les éléments desttimm de la matrice de transition
globale contiennent un ensemble de chaines de transitiobalgs{ (7, 71, e1, z, 4,)), - - -,
(Zc, Yo, ec, o ,50)) ) OU tous les événements associés aux chainons de cette dbaiewet
avoir lieu pour que la transition se réalise.

6.4 La chaine de Markov

La probabilité d’occurrence d’'une chaine de transitiorbgles est le produit de toutes
les probabilités d’occurrence. des événements de la chaine de transitions globales et des
probabilités de routage globalBs(z, 7).
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0 Notation

Pe(T) la probabilité d’'occurrence de I'événemergvaluée pour I'état global ;

Il.(Z.,7.)(Z) la probabilité de routage globalé.(z., 7.) du chainon de transition glob-
ale(z., g., e, ll.(Z., y.)) évaluée pour I'état global. On remarque de I'é-
tat globalz est égal a I'état de départ du chainon.

Définition 6.4.1. Etant donné une chaine de transitions globales {(z1, 71, e1, I, (1, 71)),
ooy (Bey 9o, e, e (T, Uc)) } la probabilité d'occurrence de cette chaine est :

(g) = (pes (1) X e, (Z1,51)(21)) X .. X (pec(Ze) X Uep (Zo, o) (To))
ou x note le produit de réels.

La chaine de Markov représentée par un modéle SAN est définlesétats atteignables
R du modéle SAN. A partir de I'automate global, on peut aisé@rdéfinir la chaine de Markov
représentée par le modele SAN. La suite des états pris pdaotreate global est un proces-
sus aléatoire. Dans la construction qu’on vient de fairggroeessus est tel que la probabilité
d’atteindre I'état suivant ne dépend que de I'état couraideda probabilité d’occurrence d’'un
ensemble d’événements simultanés qui sont ceux des clipiinesnt associées aux transitions
dansg. On peut donc lui associer une matrice de transition de Madkda facon suivante :

Définition 6.4.2. Soit unSAN dont I'automate global4 (S, EF, G), la matrice de transition
de la chaine de Markov modélisé par8AN :

1. P:RxR—R:
VieR,VjER
P(E.g) = > Ty

VgeG(&,y)

La probabilité de transition de I'étatvers I'étaty de la chaine de Markov est la somme des
probabilités d’occurrence de chaque chaine de transigtoismles qui amene de I'étatvers
I'état 7.

6.4.1 Exemple de construction de la chaine de Markov

Pour clarifier la construction de la chaine de Markov, on \é&s@nter pour un exemple et
pour chaque état global atteignalblec R), 'ensemble d’événements possiblest(z)) ainsi
que I'ensemble de chainons de transition globale pour &yaquz) et les chaines de transitions
globales sortant de chaque état.

Le modéle considéré est celui présenté dars £.12. On rappelle ce modele.
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Evénement Prob. | Priorité
el 1 3
€2 P2 1
€3 P3 2
€y P4 4
€5 f 5
Evénement Prob. | Priorité
€ 1-— P1 3
[2) 1-— P2 1
€3 1—p3 2
€y 1-— P4 4
& 1—f| 5

f= (st A® ==2@)

FIG. 6.14 — Réseau d’automates complétés

Pour I'état globad0(>) 'ensemble d’événements possiblesest00®)) = {ey, 1, e4, €4}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet elvise]pot(o(l)o@)) est présenté dans
TAB. 6.10.

| Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

e (0(1)0( ), 1003 ¢, 1) B (0(1)0( ), 000 ¢, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2)7 é1,1)
(0(1)2(2), 1M23) ¢ 1) (0(1)2(2), 02 g, 1)
ey (0M0®@ 023 ¢, 1) e, (0W0®@ 0M0® g4, 1)
(0(1)1(2)’ 012@) ¢, 1) (0(1)1(2)’ 0M1®@ g, 1)
(1(1)0(2)’ 1M2@) ¢, 1) (1(1)0(2)’ 1MWo® ¢, 1)
(1(1)1(2)’ 1M2@) ¢, 1) (1(1)1(2)’ 1M1 ¢, 1)
(2(1)0(2)’ 21020 ¢, 1) (2(1)0(2)’ 210®@ g, 1)
(2(1)1(2)7 202 ¢, 1) (2(1)1(2)7 213 ¢, 1)

TAB. 6.10 — Ensemble de chainons de transition glo’ﬂ?'polt@mlm(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesidsitions globales @s. 6.11)
pour I'état globab('0®) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions

| Etat d'arrivée) Chaine de transitions globales | Probabilité de transition
0o {(0Mo®@ o0 )0(2) ,E1, 1) (0M0o®@ oMo ) (1—p1)(1 —py)
0Ma) {(0M0®@ 0Mo@ &/, 1); (010> 012 ( ) e, 1)} (1 —p1)ps
1MW) {(0(1)0(2)7 1(1)0(2) 1)’ (1(1)0(2) 1Mo (2), es,1)} p1(1 — py)
1M9(2) {(0( 0@ 1W0@ ¢ L 1); (1(1)0(2 1023 ¢, 1} 014

TAB. 6.11 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébal0V0® de FG. 6.14

FIG. 6.15 présente les chemins de construction des chainearstivns globales pour
I'état 00,
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Etat de départ 800
pOt(Ou)O(Q)) = {61; €1; €4 é4}

/\

e1 alieu (p1) er alieu (l — p1)
{(0(1>0(2)7 100@) ¢y, 1.0)} {(0(1)0(2[’ 0M0®, ¢, 1.0)}
eqa lieu (04) esa lieu (1 — p4) eqa lieu (1)4) ésa lieu (1 — p4)
{(0M0® 1M0@) ¢y, 1.0); {(o Mo®) ey, 1.0); {00 0W0®@) ¢, 1.0); {00 0W0@) &, 1.0);
(1MW 1M22) ¢, 1.0)} (10 o< > < 0@ &y, 1.0)} (0W0™, 022 ¢, 1.0)} (0Mo™ 002 &4, 1.0)}
\ | \ \
Etat d'arrivée 102 1Mo 02 0o
Prob. d’'occurrence  pipy pi(1—pa) (1= p1)pa (1= p)(1 = pa)

FIG. 6.15 — Construction des chaines de transitions globalasligeat 0(1) 0%

Pour I'état globab")1(>) 'ensemble d’événements possiblesest0) 1) = {e, 1, €4, €4}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet elvisé]’pot(ou)l@)) est présenté dans
TAB. 6.12.

| Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

1 (0W0®@ 1Me® e, 1) 1 (0W0@ 0@ &), 1)
(0(1)1(2)’ 1MW1@ ¢, 1) (0(1)1(2)’ 0M1® g, 1)
(0(1)2(2)’ 1M2@) ¢, 1) (0(1)2(2)’ 012@ g, 1)
€4 (0W0®@ 0123 ¢, 1) e, (0W0@ 0@ g4, 1)
(0(1)1(2)’ 012 ¢, 1) (0(1)1(2)’ 0M1®@ g, 1)
(1(1)0(2)’ 1M2@) ¢, 1) (1(1)0(2)’ 1Mo@) ¢, 1)
(1(1)1(2)’ 1M2@) ¢, 1) (1(1)1(2)’ 1M1 ¢, 1)
(2(1)0(2)’ 21020 ¢, 1) (2(1)0(2)’ 2M0®@ g, 1)
(2(1)1(2)’ 21020 ¢, 1) (2(1)1(2)’ 201 g, 1)

TAB. 6.12 — Ensemble de chainons de transition gloﬁg,lt@()(l)l(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesidsitions globales @s. 6.13)
pour I'état globab™1(?) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions

| E Chaine de transitions globales | Probabilité de transitiof
01 {(0W1® 0W1@ &, 1); (0M1@ 0013 g, 1)} (1—p1)(1 —py)
0Ma(2) {(0(1)1(2)’0(1)1(2)761 1); (01 0W2@) e, 1)) (1 — p1)ps
1M1®) {(0(1)1(2)7 1W1®@ e, 1); (1( 1@ 1M713) ’1)} p1(1 — py)
1M9a?) {(0(1)1(2)7 1W1®@ e, 1); (1(1)1(2) 1(1)2(2 ) P1P4

TAB. 6.13 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébalo”1? de FG. 6.14
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FIG. 6.16 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.

Etat de départ 8112
pot(0M1?) = {e; €15 eq; 64}

/\

er alieu (o) e alieu( — py)
1W1@) e) 1.0)} ), 1,1.0)}
eq alieu (pg) egalieu (l — py) eq alieu (pg) egalieu (1 — py)
{(0M1® 101@) ¢; 1.0); {(0¢ >1 @, 1010 ¢, 1.0); {(o(1>1<2>,o< >1< ) e, 1.0);  L0D1@,0010) ¢, 1.0);
(1W1@) 1M2@) ¢, 1.0)} (11 1< 1@ ¢,,1.0)} (0W1® 0M2) ¢, 1.0)} (0W1@ M1 ¢, 1.0)}
\ \ \ \
Etat d'arrivée 112(2) 1012 0202 01
Prob. d'occurrence P1pa pi(1 = p4) (1= p1)ps (1=p1)(1—py)

FIG. 6.16 — Construction des chaines de transitions globalasligtat 0" 1(2)

Pour I'état globalV2(® I'ensemble d'événements possibles gst(0()2(2)) = {e;, &}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet elvise]pot(o(l)o@)) est présenté dans
TAB. 6.14.

Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

e1 (0(1)0(2), 1W0® e, 1) e, (0(1)0(2), 0M0®), g, 1)
(0(1)1(2), 1M1®) ey 1) (0(1)1(2), 01 g, 1)
(0(1)2(2), 1M23) ¢ 1) (0(1)2(2), 02 g, 1)

TAB. 6.14 — Ensemble de chainons de transition glo’ﬂ?'g,ltq)u)g(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.15) pour I'état globad2() | ainsi que les probabilités d’occurrence de chaque transi-
tion.

| Etat d’arrivée|| Chaine de transitions globalé$robabilité de transitiof
02® {(0M2,012®) ¢ 1)} (1—p1)
1M92(2) {(0(1)2(2)7 12 ¢, 1)} 01

TAB. 6.15 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébalo)2( de AG. 6.14

FIG. 6.17 présente les chemins de construction des chainearstivns globales pour
I'état global0™2),
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Etat de depart £12()

pot(02%)) = {er;e1}
/
er alieu (p1) }eu 1= p1)
{(0(1)2(2)7 112@) ¢ 1.0)} {(0(1)2(2)7 0W2@), e1),1.0)}
Etat d’arrivée 1(1‘)2@) 0<1‘>2(2)
Prob. d’occurrence P (1=p1)

FIG. 6.17 — Construction des chaines de transitions globalasligtat 0" 2(2)

Pour I'état global () 0() rensemble d’événements possiblesest1M0?) = {e, 1, €4, €4}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet elvisé]’pot(1<1)0<2)) est présenté dans
TAB. 6.16.

| Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

€1 (0W0@ 1MWe® ¢ 1) 1 (0W0@ oM@ e, 1)
(013, 1(1)1(2)’ e1,1) (013, 0(1)1(2)’ e, 1)
(0M2@) 1123) ¢ 1) (02 0M23) g, 1)
ey (0@ 0W23) ¢, 1) €4 (0W0@ 0@ g4 1)
(0(1)1(2), 02@) ¢y, 1) (0(1)1(2)7 01 g, 1)
(1(1)0(2), 1M23) ¢, 1) (1(1)0(2)7 1Mo3) g, 1)
(1(1)1(2), 1M23) ¢, 1) (1(1)1(2)7 1M1 g, 1)
(2W0@ 223) ¢, 1) (2W0@ 2@ g4 1)
(2W1@ 22@) ¢, 1) (2W1@ 2MW13) g, 1)

TAB. 6.16 — Ensemble de chainons de transition gloﬁg,lt%(%(z)) de FG. 6.14

On remarque que les événementete; sont des événements possibles a partir de cet état,
mais ils ne sont pas réalisables. En sachant que les évétsmet ¢, sont les événements
plus prioritaires deot(1(V0)) et donc, aucun autre événement peut avoir lieu avant ewe ils
apparaissent dans aucune chaine de transitions globadesralp cet état.

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.17) pour I'état global (V0.

00| {1007, 10007, ,, 1)} (=)
1M2?2) {(1MW0®@ 1M2@) ¢, 1)} 4

TAB. 6.17 — Ensemble des chaines de transitions globales dedléball (V0 de FG. 6.14

FIG. 6.18 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.
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Etat de départ 20(?
pot(110?) = {es;e4}

T

€4 lieu (04) ésa lieu (1 — p4)
{(1(1)0(2)7 1(1)2(2)’ es,1.0)} {(1(1)0(2>’ 1(1)0(2), e4),1.0)}
| |
Etat d'arrivée 1W2(2) 1Mo
Prob. d’occurrence 04 (1= pg)

FIG. 6.18 — Construction des chaines de transitions globalasligeat 1(1)0)

De fagon similaire a I'état global précédente, pour I'étabgl 1V 1> 'ensemble d’événe-
ments possibles est composé uniqguement de I'événemenide son événement complémen-
tairee, (pot(111@) = {e}, &1, e4, €4}). Lensemble de chainons de transition globale pour cet
ensemblej;ot@(l)l@)) est le méme présenté danssl 6.16.

Cependant, les chaines de transitions globales sontetitis, car I'état de départ n’est pas
le méme. EB. 6.18 présente les chaines de transitions globales padat dioball ™12,

| Etat d’arrivée|| Chaine de transitions globalé$robabilité de transitiof
1M1?) {(1(1)1(2)’ 1W1®@ ¢, 1} (1 — py)
1M92(2) {(1(1)1(2)’1(1)2(2)764’1)} 4

TAB. 6.18 — Ensemble des chaines de transitions globales dedléballV 1) de AG. 6.14

FIG. 6.19 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.

Etat de départ (1)1
pot(1W1%) = {es;es}

T

ey alieu (py) eqalieu (l — py)
{(1(1)1(2)7 1(1)2(2), es,1.0)} {(1(1)1(2)7 1(1)1(2)’ e4),1.0)}
| |
Etat d’arrivée 1M22) 1M1@
Prob. d'occurrence P4 (1—p4)

FIG. 6.19 — Construction des chaines de transitions globalasligtat 11 1(2)

Pour I'état global (V2(2) ’ensemble d’événements possiblesiegt1(V22)) = {es, €3, ¢1, ¢, }.
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L'ensemble de chainons de transition globale pour cet eluiseﬁlot(lwm) est présenté dans
TAB. 6.19.

| Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

es (1(1)2(2) 00, e, 1) e3 (1(1)2(2) 12 &, 1)
(1(1)2(2)’ 2(1)0(2)7 €3, T2) (2(1)2(2)7 2(1)2(2)7 es, 1)
(2(1)2(2),0(1)0(2) es, 1)

1 (0(1)0(2)’1(1) 0@ ¢, 1) 1 (0(1)0(2)’0(1)0(2)75171)
(0(1)1(2),1(1) 1@ ey, 1) 0(1)1(2)70(1)1(2)751’1)
(0(1)2(2),1(1) (27 e1,1) (0(1)2(2)’0(1)2(2)75171)

TAB. 6.19 — Ensemble de chainons de transition gloﬁ'g,lt%(l)z(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.20) pour I'état global )2(2),

| Etat d'arrivée] Chaine de transitions globales | Probabilité de transition
0o {(1W2@) oM@ 5, 71); (010 003 &),1)} psmi(1 — p1)
1M1 {(1(1)2() 0M0® e, m); (0(1)0(2)’ 1W0® ¢, 1} P31 1
1M9®) {(1(1)2(2)’ 1023 &5 1)} (1 — p3)
2(1)(2) {(1W2@) 2002 e 1)} 037

TAB. 6.20 — Ensemble des chaines de transitions globales dedléball (V2 de FG. 6.14

FIG. 6.20 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.

Etat de départ 2(122)
pot(192@)) = {es;e3;¢1:€1}

i

es alieu (ps) esalieu t — ps)
{122 0@ eg, 7))} {(1M2@) 2M0@) g )} {123 1023 &5 1.0)}
e alieu (p) ey alieu( — p1) ey ete; ne sont ey ete; ne sont
‘ ‘ pas réalisables pas réalisables
{(1(1)2(2) 0(1)0@)763’7(]) {(1(1)2F2) oMol ),eg,m)
(0(1)0(2) 1M0@ ey, 1 0)} (0(1)0(2)_’0(1)0(2 L &,1.0)}
\ \
Etat d'arrivée 1Wp@ 0o PIONIC) 120
Prob. d'occurrence P3T1P1 pzmi(1— p1) P32 (1—p3)

FIG. 6.20 — Construction des chaines de transitions globalas!igtat 1122

Pour I'état globak™0® I'ensemble d’événements possibleses{2)0®)) = {¢,, &, e,
€4, ¢5,65}. Lensemble de chainons de transition globale pour cetnebiee’,,,o1)2)) €st
présenté dansAB. 6.21.
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| Evénement Chainon de transition globalgEvénement Chainon de tran3|t|on gIoba[e

ey (2(1)0(2)71(1)1(2) e, 1) A (2(1)0(2)’ 0® 1)
ey (0(1)0(2)70(1)2(2) ) A (0™, 0(1 0(2)7 647 1)
( D1® 02 ¢, 1) (0(1)1(2),0(1)1(2),54, 1)
(1 (1)0(2)7 (1)2(2) veq,1) (1Mo 1Mo g4, 1)
( ), 1M20) ¢, 1) (1(1)1(2),1(1)1(2),54,1)
(2(1)0(2)7 (1)2(2) seq, 1) (2@ 203 g, 1)
(2013 2122 ¢, 1) (2W1@ 213 g, 1)
es (2MW0@ 00> 5, 1) s (2MW0@ 2M0™ &5 1)
(2(1 1@ 001 e 1) (2(1)1(2),2(1)1(2),55, 1)
(202 0M22) e5 1) (22 222 g 1)

TAB. 6.21 — Ensemble de chainons de transition gloﬁ%@m(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.22) pour I'état globa2™ 0,

| Etat d'arrivée] Chaine de transitions globales | Probabilité de transitiof
0MO® {(2(1)0(2)72(1)0(2 L 1); (2(1)0 200®) ¢,, 1); (2(1)0(2 L0M0® e 1} 0
0Mo(?) {(2(1)0 2) 2@ 1) (2<1>() 2022) ¢, 1); (2(1)2(2 0M2@) e D)} (1 — p2)paps
1M1® {(2(1)() 1M1@ ey, 1) (1( )1(2) 1M1 L 1)} pa(1— py)
1M2(®) {(2(1)()(2 1M1@ ey, 1); (1(1 1 1(1)2(2 647 1} Papa
20 {(2<1>0 200 e2 1); (2M0 or .20 )} (1 —p2)(1 — pg)
2(M92) {(2(1)0(2) 203 1) (2(1>() 2020 ¢, 1); (2(1)2(2 M2 &, 1} (1 — p2)pa(1 — ps)

TAB. 6.22 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébal2V 0 de AG. 6.14

FIG. 6.21 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.

Etat de départ 2000
pot(2V0)) = {es: &y; €443 €5:85})

e, alieu (o) & alieu (L — ps)
{200 1013 ¢, 1.0)} {2002, 200, &, 1.0)}
ey alieu (o) ¢y alieu (U — ps) ey alieu (o) éqalieu (l — py)
{(2W0@ 1013 e, 1.0); {(2W0@,1W1@) ¢y 1.0); {(2“)0(2) 2003 &,,1.0); {(2W0@,200@) &, 1.0);
(101>, 1“>-‘2(2>. €4,1.0)} (1M1® 1M01@) &) 1.0)} (2W0® 22 ¢, 1.0)} (2W0®,200@, &,,1.0)}
€5 etes ne sont e; etés ne sont e; alieu (o5) & alieu (L — ps) e5 alieu 0) & alieu (L —0)
pas réalisables pas réalisables [ a2 ‘ ) ‘ [ o) ‘ [ o)
{(2MW0@ 2@ o) {(2Mo® z“>u<21,;2.1.u); {(z“>o< ,2000) 25, 1.0); {(2M0@ 200> &, 1.0);
(2 o<2 2“‘z<2> Les 1.0); (2M0@ 22 ¢, 1.0); (2M0@ 203 7, 1.0); (2M0@ 2003 7, 1.0);
(223 0M2®) e5,1.0)} (2W2(@) 22 & 1.0)} (20@), 000, e5,1.0)} (200@, 2003 &5 1.0)}
Etat d'arrivée 12 101 02 2(19(2) 0@ 21
Prob. d’'occurrence  popy pa(l = pa) (1= p2)paps (1= p2)ps(1 —rhos) 0 (1= p2)(1 = pa)

FIG. 6.21 — Construction des chaines de transitions globalasligtat 2102

Pour I'état global)1() 'ensemble d’événements possiblesest2(1?)) = {e,, &, €5, &}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet eltﬂse]pot@ml@)) est présenté dans
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TAB. 6.23.
Evénement{ Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale
ey (0@ 0W23) ¢, 1) €4 (0W0@ 0@ g4 1)
(0W1@)] 0(1)2(2)7 eq, 1) (0112, 0(1)1(2)7 es,1)
(1(1)0(2), 1M23) ¢, 1) (1(1)0(2)7 1W0@) g, 1)
(1(1)1(2), 1M23) ¢, 1) (1(1)1(2)7 1M1 g, 1)
(2(1)0(2), 2020 ¢, 1) (2(1)0(2)7 20 g, 1)
(2(1)1(2), 2020 ¢, 1) (2(1)1(2)7 21 g, 1)
es (2(1)0(2)7 003 e, 1) es (2(1)0(2)’ 200® ¢, 1)
(2(1)1(2)7 013 ey, 1) (2(1)1(2)’ 2013 &, 1)
(2(1)2(2), 02@) e, 1) (2(1)2(2)7 2020 g 1)

TAB. 6.23 — Ensemble de chainons de transition gloﬁ'@lt@zml(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.24) pour I'état globat™ 1),

| Etat d’arrivée|| Chaine de transitions globales | Probabilité de transition
0M1 {(2(1)1(2)72(1)1(2) es,1); (2 M1® 0M1®) ¢y, 1} 0
0Ma) {(2(1)1(2)72(1)2(2)764’ 1); (2( )2(2) o 2(2)’657 1)} 045
2112 {(2(1)1(2)7 201® ¢, 1); (2(1)1(2) 2010 e, 1)} (1 — py)
2(1)9(2) {(2(1)1(2)7 2123 ¢, 1); (2(1)2(2) 212 & 1)} pa(1 — ps)

TAB. 6.24 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébal2(V1?) de Fc. 6.14

FIG. 6.22 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales.

Etat de départ 201
pot(2(1>1(2)) = {eq; Ea505; 85}

/\

ey alieu (ps) e, alieu  — pg)

{2MW1® 202@) ¢, 1.0)} {21®,201@) ¢, 1.0)}
es alieu (ps) es alieu (1 — ps) es alieu ) és alieu (1)
L jpmae ‘ L pmae ‘ L jeme ‘ L jeme
(2W1® 2123 ¢, 1.0); {(2W1®) 223 ¢, 1.0); {(2<1 132013 g, 1.0); {(0MW0® oMo &,1.0);
(2M2®) 0(')2(2) ,e5,1.0)} (223 2M2™) &. 1.0} (2W1®), 01)1(2) e5,1.0)} (2M1® 2M1@) &5 1.0)}
Etat d'arrivée 02 202 oW1 2012
Prob. d’occurrence pyps5 pa(1— ps) 0 (1—p4)

FIG. 6.22 — Construction des chaines de transitions globales!igtat 2(1) 1)
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Pour I'état globap(!2(>) rensemble d’événements possiblesest2()2?)) = {e3, &3, e5, &5}
L'ensemble de chainons de transition globale pour cet eluisemot(zmzm) est présenté dans
TAB. 6.25.

| Evénement Chainon de transition globaleEvénement Chainon de transition globale

e3 (1( 122 0M®) ¢, ) 23 (1(1)2() 1M2@) ¢, 1)
(1( )2(2) 20 )0(2)’63 ) (2(1)2( ) 2192 )7 e, 1)
(2(1)2() 0103 e, 1)

es (2W0@ oMo (2),6571) és (2W0®@ 2@ &5 1)
(2(1)1(2), 0(1) 1@ es, 1) (2(1)1(2), 201 e, 1)
(2(1)2(2), D2 e 1) (2(1)2(2), 2020 g, 1)

TAB. 6.25 — Ensemble de chainons de transition gloﬁ%@)g(z)) de FG. 6.14

A partir de ces chainons, on peut construire les chainesadsitions globales suivantes
(TAB. 6.26) pour I'état globat™M2(>),

Chaine de transitions globales | Probabilité de transition
0Mp® {(2M20) 0@ ¢4, 1)} 03
0Ma) {(2(1)2(2)72( )20 e, 1); (2( 122 0120 ¢, 1} (1 —p3)ps
59 (220 2027 ¢, 1); (2(1)2(2) 220 5. 1)} (L —p3)(1—ps)

TAB. 6.26 — Ensemble des chaines de transitions globales dedlébal2V2() de AG. 6.14

FIG. 6.23 présente les chemins de construction de ces chaitesditions globales

Etat de depart 22

pot(2023)) = {e3; &35 e5;85})
ez alieu (p3) ez alieu (1 — p3)
{(2(1)2(2>701‘0 ,e3,1.0)} } K
e; etes ne sont e; alieu (ps) és alieu (L — ps)
pas réalisables ‘ ' £(22) ‘ ' F(22@)
{(2(1)2(’2)7 202 gy, 1.0); {(2(1)2(2)7 202 &, 1.0);
(202 oW2® e, 1.0)} (212 2M2®) & 1.0)}

Etat d’arrivée 0Wo® 0W2® 22
Prob. d'occurrence  ps3 (1= ps)ps (I —ps3)(1 = ps)

FIG. 6.23 — Construction des chaines de transitions globales!igtat 2(1)2(?)
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Avec les probabilités de transitions calculées a partirath@dnes de transitions globales on
peut en déduire la chaine de Markov représentée par le mBd®e(F G. 6.24).

(1 =p)(1 = pa)

pi(l = pa)

(1 = pa)paps

(1= p3)ps

(1= p3)(L—ps) (1= pa)

FIG. 6.24 — Chaine de Markov équivalente au modéleide 6.11.

Et sa matrice de transition (les états étant dans I'ordiedgxaphique).

(1= p)(1 = pa) 0 (I=pi)ps pr(1—=pa) 0 P14 0 0 0
0 (I=p)X=ps) (1=pi)pa 0 pi(l=ps)  pipa 0 0 0
0 0 (1-p) 0 0 ” 0 0 0
0 0 0 (1—py) 0 o4 0 0 0

= 0 0 0 0 =p) s 0 0 0 (6.1)
psmi(1—p1) 0 0 P31 0 (1—p3) P32 0 0

0 0 (1 = p2)paps 0 p2(L=pa)  p2ps (L= p2)(1—pa) 0 (1= p2)pa(1 = ps)
0 0 paps 0 0 0 0 (1= pa) pa(l = ps)
03 0 (1= ps)ps 0 0 0 0 0 (1= ps)(1 — ps)

6.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une définition formelle psuéseaux d’automates stochas-
tiques a temps discret.

Tout d’abord, on a défini les notations de base d’'un autontad@ie réseau d’automates.
A partir de ces définitions de base et de la matrice de transiticale de chaque automate,
on a introduit la définition d’automate complété et de résautomates complétés. Un auto-
mate complété ou un réseau d’automates complétés inclsiiésitransition définies pour un
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automate et aussi les transitions qui représentembaoccurrencale chaque événement. La
non-occurrence&’un événement a été représentée par I'ajout d’'un événernemlémentaire.

A partir d’'un réseau d’automates complétés, on a formaksgdmate global représenté par
le réseau d’automates. L'automate global nous a permisyzalite de définir la matrice de tran-
sition de la chaine de Markov représentée par le modele SA&hbi.r©us donne la sémantique,
en terme de processus aléatoire de I'évolution d’'un modal & temps discret. Ce chapitre
clos la partie “définition” de la thése.

La suite se concentre sur les aspects “représentationrigliesodu formalisme SAN, plus
précisément de la matrice de transition et de la matriceaiesition du processus de Markov
associe.



Chapitre 7

Algebre tensorielle complexe (ATX)

Dans ce chapitfe on va introduire IAlgebre Tensorielle compleX&TX). Notre objectif
est de présenter les notations et propriétés de I'ATX afinrdpgser une formule tensorielle
(voir Chapitre 8) pour le descripteur d’un Réseau d’Auta@sdbtochastiques (SAN) a temps
discret.

L'Algébre Tensorielle Complexe est définie par un opérateatriciel nomméproduit ten-
soriel complexe

On remarque que les éléments et les couples d’élémentsalemistexte de ce chapitre sont
inspirés des notions d’événements et tuples de transiiinss pour les Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) a temps discret (Chapitre 6). Par ta soius ferons les identifications
nécessaires.

Dans ce qui suit, on va donner les notations et propriétéspEateurs relatifs aux éléments
de matrice d’'un produit tensoriel complexe (Section 7.1an®la section 7.2, on étend les
définitions de ces opérateurs et, finalement, dans la setiByron présente les définitions et
propriétés duproduit tensoriel complexée matrices.

7.1 Opérateurs

Dans cette section, on présente les opérateurs relatif@uonrents des matrices d’un produit
tensoriel complexe. Typiquement, ces éléments sont leseévénts d’'un modele SAN, et dans
la suite on les appellera aussi événements.

Définition 7.1.1. Soit un ensemblé composé de deux types d’événemeattifs, notése € &,
et a tout événement actif est associé un événecoemplémentairenotée € £, oué = EUE.

Les définitions et extensions des opérateurs présentéescdarhapitre sont communes dans cette thése et
dans [87].
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Onremarque que les événemeatifssont tous les événementde 'ensemble ddvénements
& d’un modele SAN et les événemertzmplémentairesont tous legvénements complémen-
tairese de 'ensemble d’événemends

On va introduire les définitions de deux événements paiticudie .
Définition 7.1.2. On définit un événementl, noteO;.

Définition 7.1.3. On définit un événemeneutre, noté /.

A tout événemendctif etcomplémentaireon donne une notion de priorité. Cette notion de
priorité adoptée pour les événements actifs e complénestast la méme que celle employée
pour les événements d’'un modele SAN.

Définition 7.1.4. Soit un événementc &, on définit une priorité. € [1.. + oo associée a cet
éveénement telle que : quelque sqite; € &, e1 # €3 = 0, 7 Oe,-

Définition 7.1.5. Un événement ¢ £ posséde la méme priorité que son événement actif
correspondant € &, i.e., la priorité o; = o..

Notation : Dans la suite on définit trois opérateur§ “ +” et “x” sur I'ensemble d’événements
£. On note€™ I'ensemble obtenu par toutes les expressions légales depéeateursE™ est
'ensemble sur lequel opere ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on présente les notationsm@igies des opérateurs qui sont
associées aux evénements d’enseréible

7.1.1 Opérateur de simultanéité

Définition 7.1.6. On définit sur I'ensemblé d’événements un opérateur, noté.‘On appelle
cet opérateur d@roduit de simultanéitéet on le définit par :

1. Soite; € éf, en € &, €1 - ey estirréductibleet n’a un sens que 8., < o.,. avec cette
définition,e; - e; N’a pas de sens, et - ¢; n'a pas de sens non plus;
2. Pour I'événement nul :
Ve € &, € - Og = Og
3. Pour I'événement neutre :
Ve € &, e-Ig=e
4. L'opérateur de simultanéité est un opératassociatif Quels que soient les événements
€1, e, e3 € Etel queg,, < 0, < 0e,, alors

€1 - (62 '63) = (61 '62) + €3

Dans un modele SAN, le produit de simultanéité est la reptéen de I'occurrence si-
multanée de plusieurs événements dans une seule unité ge.tgme; n'a pas de sens, car
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'événement; ne peut pas avoir lieu simultanément avec lui méme. De méme; n'a pas
de sens, car I'événement et son événement complémentaiiene peuvent pas avoir lieu
simultanément non plus.

Définition 7.1.7. Soients événements distincts de on écrit la forme itérée de I'opérateur de
simultanéité, appeléombinaison simultanéécs), par la notation suivante :

CS= - € =€ €y-..." €, (7.1)

ou les priorités sont telles que, < 0., < ... < g..- On notet., C £ 'ensemble de facteurs
qui apparaissent dans la combinaison simultanée

Définition 7.1.8. Soit cs la combinaison simultanées = flei =€ ey ... e On définit
1=
cs~% la combinaison simultanée ou I'évenement; est remplacé par I'événement neufie

Le,cs % =e;-...-ej1-Ig-ejy1- ... e

7.1.2 Opérateur de choix

Définition 7.1.9. On définit sur I'ensemblé& un opérateur, noté+". On appelle cet opérateur
desomme de choiet on le définit par :

1. Veq,eo, e; + ey aun sens et est irréductible ;
2. Pour I'événement nul :

Ve € g, e+ Og=ce
3. Pour I'événement neutre :

Ve € &, e + I¢ estirréductible
4. L'opérateur de choix est un opérateur associatif et qgatssoient les événementses;, e; €
g,ona:

e1+ (e2+e3) = (e1 +e2) +e3
5. L'opérateur de choix est un opérateur commutatif et qaels soient les événements
el,eo €&,0na:
e1+e=ey+ e

Dans un modele SAN, la somme de choix est la représentatibooderrence de plusieurs
événements qui peuvent déclencher une méme transitiorexBarple, soit une transition de
I'état = vers I'étaty dans un modele SAN, transition qui peut étre déclenchéeépaimement
e1 ou par I'événement,. Ceci en est représentée part e;.

Définition 7.1.10. Soientc événements d&, on écrit la forme itérée de I'opérateur de choix
avec la notation suivante : .
irlei =e e +...+e (7.2)
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7.1.3 Opérateur de concurrence

Définition 7.1.11.On définit sur 'ensemblé un opérateur, noté+£”. On appelle cet opérateur
deproduit de concurrenceet on le définit par :

1. Ve, ey € 5, €1 * eg EXiste et Sy # e, alorse; x e, estirréductible;
2. Pour I'événement nul :

Ve € c‘f, ex Og = Og
3. Pour I'événement neutre :

Ve € c‘f, exlg=e

4. Soit un événemente £, on associe un degré d’idempotence entier, mpté [1.. + o],
tel que I'on ait les propriétés suivantes :

Vee & Vi, 1 <i<n, gxex...xe=0¢ (7.3)
1 fois

Ve€e EVi,1<i<m exex...xe=Ig (7.4)
1 fois

Vee&i=n exex. xe=e (7.5)
1 fois

Vi, 1 > 1, ekxex...xe n'a pas de sens (7.6)

—————

1 fois

5. L'opérateur de concurrence est un opérateur associatjfiels que soient les événements
€1,€2,€3 S 5,
e1 x (eg xe3) = (€1 x eg) * e3
6. L'opérateur de concurrence est un opérateur commutatfuels que soient les événe-
mentSel, ey € 5,
€1 * €9 = €9 * €1
7. L'opérateur deconcurrencé x” est distributif sur 'opérateur deehoix* +” et quels que
soient les événemerts e;, e3 € &,

e1 x (e2 4+ e3) = (e x e2) + (€1 * e3)

Dans un modele SAN, le produit de concurrence est la repiasmmde I'occurrence dans
la méme unité de temps d’événements dans différents awgenir exemple; e, représente
I'occurrence de I'événement dans un automatet I'occurrence de I'événement, dans un
autre automate dans la méme unité de temps.

Dans la propriété4) de la définition 7.1.11 sont présentées les propriétés dodui de
concurrence relatif au degré d'idempotence d’'un événerherdegré d’'idempotence sera mis
en relation avec le nombre d’automates concernés par ureggmt dans un modele SAN.
Pour un événement synchronisant concernpaatomates, celui-ci ne pourra avoir lieu que si
exex...xe,
~——

7 fois
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Définition 7.1.12. Soientp événements dg on écrit la forme itérée de I'opérateur de concur-
rence avec la notation suivante :

_ilei:el*ez*...*ep (7.7)

1=

Dans un modele SAN a temps discret, ou plusieurs événemeantgpt avoir lieu simul-
tanément dans un méme automate, les facteurs d’'un prododrd®irrence peuvent étre des
combinaisons simultanées au lieu de “simples” événemerds d

Définition 7.1.13. Soientp combinaisons simultanééss;)?_,, on appellecc la combinaison
concurrentedes(cs;)?_; :

P
CC = * CS; = CS1 % CSy % ...%CSp (7.8)
=1

1=

Les facteurs d’'une combinaison concurrente sont des c@isbins simultanées qui représen-
tent le produit de simultanéité d’événements dans un mértmmate. On remarque qu’un
événement; € £ peut étre interprété comme une combinaison simultané&in seul événe-
ment ¢ = 1),i.e., & = {e1}.

Définition 7.1.14. Soit un événement € £ et une combinaison concurrente, on définit
O.(cc) le nombre de fois que I'événemerdpparait dans les combinaisons simultanéa} de
CC.

Dans le contexte des SAN, soit une combinaison concurreénie @ énement, on cherche
le nombre de fois que lidentificateur de cet événement adpdans les combinaisons simul-
tanées de la combinaison concurrente. On remarque gparait au plus une fois dans chaque
CC.

Propriété 7.1.1. Soit un événemente € de degré d’idempotenaeg, une combinaison concur-
rentecc = csp * . .. * cs, avecp combinaisons simultanees et Gp(cc) donné, alors le produit
de concurrence #” a les propriétés suivantes :

cs;  Sied &,
o cc=csix...kcs,=¢€-(cs)x...%xcs) s, = ' _ 7 (7.9)
p ? —e
—_—— cs; ¢ Sie € &,
Oc(cc)=ne

. - csi  Sied &,
® CC=CS K...KCS) = CS| k... KCS, sie € £ etes, = o gvcsl (7.10)
—_— cs; ¢ Sie € &,
Oe(cc)<ne
o cc=csi¥...xcs, = Oy Ssiee & (7.11)
—_——
Oe(cc)<ne

La propriété 7.1.1 est une extension de la propri¢ya@é¢ la définition de I'opérateur”
(Définition 7.1.11), ou les facteurs d’'un produit de conenoe sont des combinaisons simul-
tanées au lieu de simples événements de
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7.2 Extension de ces opérateurs

Dans cette section, on va étendre les définitions et pré@gsrokts opérateurs présentés dans
la section précédente.

Les opérateurs présentés dans la section 7.1 sont appéiguédéments de I'ensembife
Dans cette section, au lieu d'utiliser les élémentsden présente I'extension des opérateurs
pour lescouples d’élémentses couples d’éléments sont typiquement les couples dsiti@ns
d’'un modele SAN, comprenant un événement et une probabtditdutage. Désormais, on va
utilisertuples de transitionpour faire référence awouples d’éléments

Définition 7.2.1. Soit7 I'ensemble des tuples de transitidasr, (z, y)), olle € & etm.(x,y) €
[0, 1] est une probabilité, fonction deety, oux ety appartiennent & un espace

Un tuple de transitiorte, 7.(x, y)) représente typiguement une transition de I'étaters
I'état y déclenchée par I'événemenavec la probabilité de routage(z, y) dans un automate
d’'un modéele SAN; ety appartenant a I'espace d’étade I'automate.

Notons qu’un méme événement & peut étre associé a plusieurs tuples de transitions de
7, i.e, soit un évenement € &, (e, m.(z,y)) € 7 et(e,m.(z,w)) € 7 sont deux tuples de
transitions distincts de I'événemensi = # z ouy # w.

Définition 7.2.2. On définit un tuple de transitionul (O, 0), notéO .

Définition 7.2.3. On définit un tuple de transitiomeutre (I, 1), noté/.

Notation : Dans la suite on définit trois opérateurs “ +” et “x” sur 'ensemble de tuples de
transitionsZ . On note7 * I'ensemble obtenu par toutes les expressions |égales depées-
teurs.7 * est I'ensemble sur lequel opére ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on va présenter les notatigmepiétés des opérateurs,”
“+” et “x” pour les tuples de transitions de 'ensemflleCes notations et propriétés sont des
extensions des notations et propriétés présentées dasectems précedentes.

7.2.1 Extension de I'opérateur de simultanéité

Définition 7.2.4. On définit sur 'ensemble de tuples de transitiGhs'opérateur desimul-
tanéité noté “.”. Cet opérateur est défini par :

1. Soit(ey, e, (x1,11)) € T, (€2, Tey (T2, y2)) € T,
(€1, Te, (21,91)) - (€2, me, (22, y2)) €St irréductible et n'a un sens que gi, < o,
ety; = zo. On remarque quée;, ., (z1,y1)) - (e1,me, (z1,y1)) N'a pas de sens, et
(e1, e, (x1,91)) - (61,7 (x1,91)) N'a pas de sens non plus;
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2. Pour le tuple de transition nul :
V(e me(z.y) €T, (em(z,y))-OF = Of
3. Pour le tuple de transition neutre :
Vieme(z,y) €T, (eme(®,y) - Iy = (e, me(x,y))
4. L'opérateur de simultanéité est un opératassociatif Quels que soient les tuples de

tranSitiOns(€17 Teq (3717 y1)), (62, Teq (ZCQ, ’yz)), (63, Tes (563, ’yg)) c j— tel qQueoe;, < ey <
Oe; €LY = 79 €ty, = 23, Alors

(e1, e, (21, 91)) - [(6277Te2(352ay2)) : (63,7Te3(5637y3))] =

(1,70, (@1,90) - (€2 (w2, 1))] - 5, e (3, 35))

Définition 7.2.5. Soients tuples de transitions d&, on écrit la forme itérée de I'opérateur de
simultanéité, appeléombinaison simultanée de coupléssc), avec la notation suivante :

csc = .'1(€i77T6i(xi7yi)) = (6177T61(x17y1)) ’ (62,7T62(:E2,y2)) e (6877T€s (xs>ys))> (7.12)

ou les priorités sont telle que., < 0., < ... < g, €tVi € [l.s — 1],y; = 2;41. On
note7... € 7 I'ensemble des facteurs qui apparaissent danaiset £.,. C £ I'ensemble des
événements qui apparaissent dans

Définition 7.2.6. Soitcsc la combinaison simultanée de couples = ‘—?1(6“%" (xi,y:)) =

(€1, Tey (T1,91)) + (€2, Tey (T2, 2)) - - .. - (€5, e, (x5, ys)), ON définitcsc la combinaison si-
multanée de couplesic ou le tuple de la transitiorie;, 7., (x;, y;)) est remplacé par le tuple
de transition neutrel s, i.e., csc™ = (eq, 7, (v1,y1)) - - - (ej_1, e, (Tj—1,Y5-1)) - Ly -
(€541, 7T€j+l(xj+17 Y1) o (€5, e, (s, Us)).-

7.2.2 Extension de I'opérateur de choix

Définition 7.2.7. On définit sur I'ensemble de tuples de transitidhkopérateur dechoix, noté
“+". Cet opérateur est défini par :
L. V(er, Te, (21, 51)), (€2, ey (22,12)) € T,
(€1, e, (21,91)) + (€2, Te, (22, y2)) @ UN SENS et est irréductible ;
2. Pour le tuple de transition nul :
Vie,me(z,y) €T, (e,me(w,y)) + OF = (e, me(2,y))
3. Pour le tuple de transition neutre :
Y(e,m(x,y)) €T,  (e,m(x,y))+ I estirréductible
4. L'opérateur de choix est un opérataassociatif Quels que soient les tuples de transitions
(e1, ey (1, 91)), (€2, ey (%2, 92)); (€3, ey (23, y3)) € 7, @lors
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(1, e, (21, 91)) + [(62, Tey (22, 92)) + (€3, 77@3(1’3,?/3))] _

(1,7 (@1,90) + (02 Tea (2, 2)) | + (€, (3, 35)
5. L'opérateur de choix est un opérateeommutatif, quels que soient les tuples de transi-
tions (e1, 7, (x1,y1)), (€2, Te, (T2, y2)) € T,
(61, Tey (:Cl, yl)) + <€27 Tey (x27 y2)) = <€27 Tey (562, y2)) + (617 Tey (xlu yl))

Définition 7.2.8. Soientc tuples de transitions d&, on définit la forme itérée de I'opérateur
de choix avec la notation suivante :

.il(eiv Wei(x’iv yi)) = (617 Tey (xlv yl)) + (627 7T62(:E27 yQ)) +.o+ (66, 71-ec(xc’ yc)) (713)

7.2.3 Extension de I'opérateur de concurrence

Définition 7.2.9. On définit sur 'ensemble de tuple de transitichd’opérateur deconcur-
rence noté “x”. Cet opérateur est défini par :

1. Y(er, Te, (1, 11)), (€2, ey (22, 42)) € T, (e1,Te, (T1,Y1)) * (€2, Te, (T2, y2)) EXiSte et
Sie; # ey, alors (e, me, (x1,41)) * (e, me, (22, y2)) €stirréductible;
2. Pour le tuple de transition nul :
‘v’(e,ﬂe(x,y)) € ljia (eaﬂ-e(xvy))*Oi’ = Of’
3. Pour le tuple de transition neutre :
V(e,we(a:,y)) S 7“—’ (6771'€<x7y)) *[7’ = (6,71'6(1’73/))
4. Soit un événemente & etn tuples de transitionge, m.(z), y@))) € T (ouj € [1..n] et
) yU) sont les paramétres de la probabilité ghéme tuple de transition), on associe un
degré d'idempotence entier, naé € [1.. + ool tel que on ait les propriétés suivantes :

Vi, 1 <7<, (e, e (M, yWN) % .. x (e, (2™, y™)) = O3 siec & (7.14)
\ ~ Z
Vi, 1 <i<mn, (e, me(xW, yM)) % . x (e, m (™, y™)) = I+ siec & (7.15)
\ ~ 2
i = (e, We(x(l), y(l))) ...k (e, ﬂe(x("), y(")))J = (e, f[ ﬂe(x(j), y(j))) (7.16)
1 fois
Vi > n, (e, W(l‘(l), y D)) ok (e, mo(a™, y(")))J n'a pas de seng.17)
i fois

5. L'opérateur de concurrence est un opératagsociatif Quels que soient les tuples de
transitions(ey, me, (1, 1)), (€2, Te, (T2, y2)), (€3, Tey (73, y3)) € T, alors

(1, ey (21, 91) | (€3, Tea (22, 92)) * (€5, 7y (23, 5)) | =

(1,7 (@1,90)) % (2, M (2,92)) | % (€, (3, 35)
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6. L'opérateur de concurrence est un opérateur commuigiéls que soient les tuples de
transitions(ey, 7., (1, y1)), (€2, Te, (T2, y2)) € T,
<€17 Tey (:Cl, yl)) * (627 Tey (x27 y2)) = <€27 Tey (562, y2)) * (617 Tey (xlu yl))
7. L'opérateur deconcurrencé x” est distributif sur 'opérateur dechoix“ +”, i.e., soient
les tuples de transitiong; , m., (1, y1)), (€2, Te, (22, y2)), (€3, Tey (23, y3)) € 7T,

(e1, e, (T1,91)) * [(62, Teo (T2, Y2)) + (€3, 7T63(x3,y3))] =

(en, e (1, 5)) # (0, a2, 92) | 4 | o1, T (1, 910)) * (e, ey (0, 30)) |

Définition 7.2.10. Soientp tuples de transitions d&, on définit la forme itérée de I'opérateur
de concurrence avec la notation suivante :

El(ez’,wei(%%)) = (€1, e, (T1,y1)) * (€2, Tep (T2, Y2)) * . .. * (¢, Te, (Te, Ye)) (7.18)

Définition 7.2.11. Soientp combinaisons simultanées de couples:;)"_; , on appelleccc la
combinaison concurrente de couple®s(csc;)b_; :

p
CCC =k CSC; = CSCL* CSCy % ... CSCy (7.19)
1=
Définition 7.2.12. Soit un événemeante £ et une combinaison concurrente de couples on
définitO.(ccc) le nombre de fois que I'événemerapparait dans les combinaisons simultanées
de couplesdsc) decce.

Propriété 7.2.1. Soit un événement c £ de degré d'idempotenog, une combinaison con-
currente de couplescc = csc * ... * csc, avecp combinaisons simultanées de couples et un
O.(ccc) donné, alors le produit de concurrence™a les propriétés suivantes :

L ccc=cscyx...xcsep = (e, - ]l;leé (2, y D)) - (esch % cscy)
~~ 1 --pj/e csc;
Oe(ccc)=ne
sic ¢ 2 (7.20)
< CS¢; e ,
. / ) csc;
Sie € £ etesc; = . <
csc; ¢ Sie € Egg,
J— _ / /
2. CCC = CSCy % ... % CSCp = CSC) k... % CSC
Oe(ccc)<ne
o g ¢ (7.21)
. - , cse;  Sie & Eege,
Sie € £ etese; = e .
csc; ¢ sle € Ege,
3. ccc=cscy*...xcsc, =0+ Slec&
N y L7 (7.22)

Oe(ccc)<ne
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7.3 Produit Tensoriel Complexe

Dans cette section, on va présenter les définitions et nagpour leproduit tensoriel
complexeLe produit tensoriel complexe est un opérateur matrities. éléments des matrices
qui sont les facteurs d’un produit tensoriel complexe sesttdples de transitions combinés sur
un ensembld’.

Définition 7.3.1. On appellecombinaison complexesur 7 une forme “multi-linéaire” du
type :

n Pi
cx =+ " (€ij, Te,; (Tij; Yij))
i=1 j=1

Par exemplecelu Teq (.fCl, 3/1)) : (627 Tey ('T27 y2>> + (637 Tes (.CC?,, 3/3)) ' (647 Tley (.T4, y4)) estune
combinaison complexe composée par les tuples de tran&ition., (x1,y1)), (€2, Tey (T2, Y2)), (€3, Tes (3, Y3))

et(eq, me, (T4, Ya))-

Définition 7.3.2. On appelle matrice complexe sf une matrice dont les éléments sont des
combinaisons complexes shir

[ Soit
A une matrice complexe carrée
na la dimension de la matrice complexe
oy la combinaison complexe de la lignet la colonnej de la matrice com-
plexeA;
gk i) la combinaison complexe de la ligriedu i-éme bloc horizontal et la

colonnel du j-eme bloc vertical de la matrice complexe

Le produit de concurrence de deux matrices complexesB de dimensionsi(sy x n ) et
(np x np) respectivement est une matrice de dimensiensx ng).

Définition 7.3.3. On appelle produit de concurrence de deux matrices comgpldxet B la
matrice complex€ = A x B de dimensions 4 x ng dont les éléments sont définis par :

i €[l.nal,l € [1.ng], (7.23)

na
= + (a'ir * brl)
r=1

Par exemple, soient deux matrices complexex B :

20n se restreint ici pour nos besoin a des matrices carréés| opérateur du produit tensoriel complexe peut
étre utilisé par des matrices non-carrées.
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( bll b12 )
621 b22

@11 Aa12
A= B
21 A22

Le produit de concurrencdéfini parC = A x B estégal a:

air * by | ann * bio
+ +
a1 * byy | G192 * by
ag * biy | ag1 * big
+ +
A2 * bay | G2 * by

Le produit tensoriel complexe de deux matrices complekesB de dimensionsi{4 x n.,4)
et (np x np) respectivement est une matrice de dimensiens g x n ng). Cette matrice peut
étre vue comme une matrice aveg x n 4 blocs, chacun de dimensian; x npz. La définition
de chacun des éléments de la matrice résultante est faiteéeisgnt a quel bloc I'élément
appartient et sa position interne dans le bloc.

Définition 7.3.4. On appelle produit tensoriel complexe de deux matrices texapA et B la
matrice complexd/ = A® B de dimensiom,; = n4 x np dontles éléments sont définis par :

Mik),[jl] = Qij * b, avec: € [171,4],] € [1..71,4], ke [lnB] etl e [1”3] (724)
Il est intéressant de remarquer que les éléments de la matioplexell = A ® B sont

desproduits de concurrencéDéfinition 7.2.9) des combinaisons complexes des matrices
B.

Par exemple, soient deux matrices completes B :

bii bia bis
A= ( @ 12 ) B =1 by by b
bs1 bsa bss

Le produit tensoriel complexééfini parC = A ® B est égal a :

(1,21*3 GQQ*B

C:(all*B CL12*B)
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aip ¥ biy arn *big ap xbiz | ap ¥ by a2 ¥ b1z agn x b3
a1 * by ar * bay  apy x boz | @ig ¥ by a2 ¥ bay  agn * bag
C — ajp ¥ b3y ayn * bz apy x b3z | arp ¥ b3 a2 % bsy ago x bs3
ao1 * by Go1 % big a9y x D13 | g ¥ by G ¥ b1z age x b3
ag1 % bay g1 % byy Ay * Doz | @gp * oy Gop * Doy ago x Do
ag1 * b3y o1 * bzp Ay * b33 | agp * b3y Gop * b3y ago x b33

Dans cet exemple, I'élémeny; (i.e., 'élémentay; * be3) est dans le blo€2, 1) et sa position
interne dans ce bloc eft, 3).

Définition 7.3.5. On appellel,, la matrice identité complexe de dimensiotelle que I'élément

d;; (i.e., 'element dans la lignéet la colonnej de cette matrice) est égal a I'élément neutye

(sii = j) ou égal al'élément nub (sii # j), oui € [1..n] ety € [1..n].

Un cas spécifique de produit tensoriel complexe est le ptadosoriel complexe d’'une

matrice complexe carrée par une matrice identité complereappelle ce produit diacteur

normal Par exemple, soit la matrice complexest une matrice identité complexe:

I; Oy Oy

aip @12

A= ( ) L=| 0; I O
Q21 A22 O~ O~ I
T T

Le facteur normal ® I; est égal a:
apy * I,zv— ajy * OT ajy * OT aig * 17“— a1 * OT a9 * 07“— ail 07“— 07“— a1 07“— 07“—
aiq * O’f’ a1 * If’ aiq * O’f’ a1 * Oj— 192 * If’ a12 * 07“— O’f’ ail Oi’ Oi’ ai12 07“—
a1 %0z a1 %0z apn*ly |a12x0s a0z app*ly . Oy Oz ann |Ozr Oz ai
agy * I,zv— a9y * OT a9y * OT aoo * 17“— a9 * OT a9 * 07“— - any 07“— 07“— a9 07“— 07“—
a9y * OT agy * I,zv— a9y * OT a9 * OT aogo * 17“— a9 * 07“— 07“— a1 07“— 07“— a2 07“—
a21 %Oz a1 %Oz a1 *Ly |a*0s axx0z ax*ly Oz Oz a2 |Ozr Oz axn
Le facteur normal; ® A est égal a:
I,j— * a1 I’f’ * a192 O’f’ * a1 O’f’ * a12 O’f’ * a1 O’f’ * a12 a1l ai12 O’f’ O’f’ 07“— 07“—
I’f’ * a21 I’f’ * 929 O’f’ * 21 O’f’ * 929 O’f’ * a21 O’f’ * 929 a1 a292 O’f’ O’f’ 07“— 07“—
O,]“r * a1l O,]“r * a12 Ijr * a1 I,]“r * 12 O,]“r * a1 O,]“r * 12 o O,]“r 07“— a1 a2 07“— 07“—
O,]“r * a9g1 O,]“r * A22 Ijr * a1 I,]“r * A9 O,]“r * a1 O,]“r * A9 o O,]“r 07“— a1 a2 07“— 07“—
O’f’ * a1l O’f’ * A12 O’f’ * a1l O’f’ * 12 I,j— * a1l I,j— * 12 O’f’ 07“— O’f’ O’f’ a1 a12
O,]“r * a1 O,]“r * 22 O,]“r * a21 O,]“r * 92 I,]“r * a21 I,]“r * 92 O,]“r qu— O,]“r O,]“r a1 a22
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté l'algebre tensorielle coma@ATX) et ses propriétés. Ces
propriétés seront utilisées dans le chapitre 8 pour la diéfind’'une formule tensorielle pour le
formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SA&hag discret.
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Chapitre 8

Descripteur discret

La modélisation de systemes complexes sur une échelle destdiacret est telle que
plusieurs événements peuvent avoir lieu dans une mémedeiggmps. Une des grandes diffi-
cultés de la modélisation de ces systemes n’est pas seuldmédiaterminer toutes les combi-
naisons possibles de tels événements (dans la méme unéids)t mais aussi de résoudre les
cas de conflits lorsque le tirage d’un événement améne a uotéta autre n’est plus réalisable
(dans la méme unité de temps).

Dans ce chapitfe on va proposer une fagon compacte de représenter lestimassi’un
modéle SAN a temps discret, utilisant une représentatimsoréelle complexe dénommée-
scripteur discret La représentation tensorielle complexe du descriptesoreli est basée sur
I'algebre tensorielle complexe définie dans le chapitre 7.

Dans la section 8.1, on va reprendre la définition de l'autergbbbal d’'un modéle SAN a
temps discret afin de réécrire sa matrice de transition tgabae fagon a préparer la preuve
d’égalité entre le descripteur discret et cette matricep@sente dans la section 8.2 les matrices
utilisées pour le descripteur discret. Ensuite, dans ld®se8.3, on présente le descripteur
discret d’'un modéle SAN et la preuve d’égalité avec la matde transition de I'automate
global de ce modele. Enfin, dans la section 8.4, on préserggample d’'un modéele SAN afin
d’illustrer I'obtention du descripteur discret du modéle.

8.1 Automate global

Un modele SAN est une facon modulaire de représenter I'aatmlobal qui décrit le
comportement de I'ensemble du réseau d’automates. Ondéwasiin modéle SAN tel que
défini dans la définition 6.2.16 (page 102).

[0 Rappelons

ILes définitions et notations nécessaires a définir le deearigiscret sont communes dans cette thése et dans
[87].
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L(z,7) I'ensemble de chaines de transitions globagles £,z tel quez;, = &
etyc, = y, ouC, est le nombre de chainons de transition globale de la
chaine de transitions globalgs

Comme on I'a présenté dans le chapitre 6 (Définition 6.3.ge[dd8), soit un SAN com-
plété(£, AD S, F), oui € [1..N]. Alors, I'automate global est défini par :

1. 'ensemble d'états = [, S ;
2. I'ensemble d’événements;
3. la fonction d’atteignabilité- ;
4. la matrice de transition globae: S x S — L, telle que :
Ve S, Vyes
gy = J {9

VgEL(Z,7)

On rappelle que I'objet mathématique qui décrit 'autongltebal n’est pas le méme que
celui d’'un automate local d'un modele SAN. Dans un autonwtal| les éléments de transition
de la matrice de transition contiennent un ensembléugess de transitions localds, 7 (z, y)),
ou I'occurrence de n’importe quel événement de I'élémertatesition déclenche la transition.
Dans l'automate global, les éléments de transition de laiceade transition contiennent un en-
semble dehaines de transitions globalégi,, 91, e1, 1., (Z1,91)), - - -, (Zc, Yo ec, e (T, Jo)) }
ou tous les événements associés aux chainons de cette dbiakrd avoir lieu pour que la tran-
sition se realise.

[0 Notation

(e,11.(%, 7)) le tuple de transition globale de I'état globalers I'état globaly corre-
spondant au chainon de transition glob@ley, e, I1.(Z, 7).

Définition 8.1.1. Soit une chaine de transitions globales= {(z, 71, e1, e, (Z1,71)), .- -,

(Tey,, Ucys ey Il (T¢,,c,))} composée d€, chainons de transitions globales, on peut représen-
ter cette chaine par un produit de simultanéité de tuplegalesition globale, ou un tuple de
transition globale est typiquement un coupt®mposé par l'identificateur de I'événement du
chainon et de la probabilité de routage globale de ce chaiRanextension, on pourra ecrirg

de deux facon différentes, sous forme de chaine de tramsgiobales ou sous forme de produit

de simultanéité :

g= {(‘%17 gl) €1, Hel (:z.l) gjl))) R (:z'C'ga g0g7 €0y, Hecg (nga gCg))} (81)
ou bien .
g = i:'gl (61', Hei (5&@7 Zj@)) (82)

20n remarque que la représentation d’un chainon de tramsifiobale par un tuple de transition glob-
ale mantient tout les informations nécessaires pour I'aimgment puisque on conserve les connaissances des
parameétres; ety; dell., (Z;, ¥;).
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Pour la démonstration de la preuve d’égalité entre la neatlE transition de 'automate
global et le descripteur discret d’'un modele SAN, on va lié&da matrice de transitioy
de l'automate global en utilisant I'algebre tensoriellenpdexe comme le permet la définition
précédente. Dans cette réécritureniondes chaines de transitions globales serasameme
de choixde l'algebre tensorielle complexe et ucteaine de transitions globalegra uneom-
binaison simultanéde transitions globalesge. :

VeSS, Vy e S
. Cy SO
g(l’, y) = + ) (eiga Heig (xiga yig)>

vgeL(z,g) =1

(8.3)

Cette nouvelle vision en utilisant I'algebre tensorielbenplexe sur les éléments de la ma-
trice de transition d’'un modéle SAN prépare la démonstnatiégalité dans la section 8.3 entre
la matrice de transition de I'automate global et le desetiptliscret de ce modele.

Dans la section suivante, on va donner les définitions etinotades matrices d’événements
utilisées pour le descripteur discret.

8.2 Matrices d’événements

Comme on I'a dit préecédemment, plusieurs événements peaveit lieu dans une méme
unité de temps dans un méme automate. Les matrices d’évateraprésentent les possibil-
ités d’occurrence de plusieurs événements a partir d'ufaal du modele. L'occurrence de
plusieurs événements dans un méme automate et dans une mié&ndeuemps est représenté
par unechaine de transitions locale®n reprend maintenant quelques notations utilisées dans
le chapitre 6 afin de présenter la définition des chaines dsitiens locales.

[J Notation
T I'ensemble des tuples de transition de 'automate complété ot €
[1.N]etT® C T,
7.9 I'ensemble des tuples de transition de I'automate complétéléclenchés

par 'événement, olii € [1.N] et7.") C 7O ;

(e, 7o(2®,y)) le tuple de transition d&:” qui représente la transition de I'état local
@ ¢ SO vers I'état localy”) € S de 'automate complétel® dé-
clenchée par I'événemeatvec la probabilité de routage (2, y™) ;

€ un sous-ensemble d’événementsde
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70 I'union desZ."” olie € ¢; Cest-a-direZ.”) = U 7",

ece

Définition 8.2.1. Soit un ensemble d’évenementst un automate pomplété(”, on appelle
chaine de transitions localesure, une liste ordonnég(e, 7, (;cg’), yiz))), ooy (6o, Teg (x(é), yg)))}

composeée dé€' tuples de transition locale d&", qui respectent les régles suivantes :

1 0e, < 0cy < .o < Qe

2. Vje2.C]
5 =of
3. Ble, me (a2, yD)) € .7 tel que

Oc < Oey ety(z) = x§Z)

4. e, (2, yD)) € .V tel que
Oce < 0c €tz = 41V
5.Vj € [1..C — 1], Ble, mo(zD, yD)) € 7.7 tel que

Oc; < 0 < 0cjy ety}’) = 20

Les chaines de transitions locales d’intérét sont les chada qui prennent leurs événe-
ments dans un ensemble = pot(z*)) et qui réalisent un enchainement maximal de tuples
de transitions locales des événements potentiellement tisables a partir d’'un état (),

De facon similaire aux chaines de transitions globales,eut peprésenter une chaine de
transitions locales par un produit de simultanéité de gaesude transitions locales.

Définition 8.2.2. Soit une chaine de transitions locales {(e1, 7, (", y1")). ..., (ec,, Teo (2, )}

composée dé tuples de transitions locales de I'automate compldté, on peut représenter
cette chaine par un produit de simultanéité de ses tuplesadsition. Alors, la chaine de tran-
sitions localed peut étre exprimée par une chaine de transitions localesanwp produit de
simultanéite :

= {(er, me, (2, 1)), - - (ecy, Teo (28, yiD))} (8.4)

ou bien,

C i i
L= " (ejyme, (@1, y8)) (8.5)

Jj=1

Dans RG. 8.1, on présente un exemple d’un automate complété Cet automate posséde
trois états, quatre événements, ez, 3, etes) et quatre événements complémentairesds,
es, et é5).

Pour 'automate complétd™® présenté dansi&. 8.1, pour chaque état local’) € S@
de 'automate, on a I'ensemble d'événements pot(x¥)) (voir Définition 6.2.8). A partir de
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Evénement Prob.| Priorité
€1 P1 3
€2 P2 1
€3 P3 2
es Ps i)

Evénement Prob. | Priorité
el 1— P1 3
ég 1-— P2 1
€3 1-— P3 2
es 1— Ps5 5

FIG. 8.1 — Exemple d'un automate complété

I'ensemble d'événementsrelatif & chaque état de I'automate complgtd), on peut obtenir
pour cet automate les chaines de transitions locales péésetians AB. 8.1.

Utilisant les chaines de transitions locales, pour chagtezate complétél® d’un modéle
SAN, on peut obtenir unmatrice d’événement8. Les éléments d’'une matrice d’événe-
ments P sont des produits de simultanéité des tuples de transitione$ chaines de transi-
tions locales

0 Notation
££i) '’ensemble des chaines de transitions locales de I'ensed¥®énements
e de 'automate complétd®. On s’intéressera typiquement aade type
pot(zV);

L0z yD)  Tensemble de chaines de transitions Iocalescgt(xm

etygl) = 4@, ouC, estle nombre de tuples de transition locale de la chaine
de transitions locales

S tel quez|’ = 20

e, I'événement dy-eme tuple de transition de la chaine de transitions locales
L

e, (@, ) la probabilité de routage pour la transition vde rétat lacAl € S© vers
I'état Iocalyj(.f) € S de 'automate complétd® déclenchée par I'événe-

mente;, du j-eéme tuple de transition de la chaine de transitions loc¢ales

Définition 8.2.3. Les éléments de la matrice locale d’événemétitsde I'automate complété
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Etat de dépatV) ; ¢ = pot(0)) = {e;, 6}
Etat d’arrivée\ Chalnes de transitions locales
0t {<élv7rél (0(1)7 0(1)))}
10 {(617 7T€1(0(1)7 1(1)))}
Etat de départ) ; e = pot (1)) = {es, €3, 1,6, }
Etat d’arrivée\ Chaines de transitions locales
0t {(637 ﬂ-ea(l(l)? 0(1))); (61 Wél(o(l)a 0 )))}
10 {<€37 7T€3(1(1)7 0(1))); (61 ey (0(1)7 1(1)))}
10 {<é377rés(1(1)7 1(1)))}
2 {(637 ﬂ-ea(l(l)? 2(1)))}
Etat de dépar2V) ; e = pot(2W)) = {es, €2, €3, €3, €5, €5}
Etat d’arrivée\ Chaines de transitions locales
0(1) {(627 Tey (2(1)7 1(1))); (637 7T63(1(1)7 0(1)))}
0t {<€27 Teo (2(1)7 1(1))); (637 ﬂ-es(l(l)v 2(1))); (657 Tes (2(1)7 0(1))>}
0t {(627 ey (2(1)7 2(1))); (637 7T63(2(1)7 0(1)))}
0t {(627 ey (2(1)7 2(1))); (é?n 7T53(2(1)7 2(1))); (657 Te (2(1)7 0(1)))}
10 {<€27 ey (2(1)7 1(1))); (637 ﬂ-és(l(l)v 1(1)))}
2 {<€27 ey (2(1)7 1(1))); (637 ﬂ-es(l(l)v 2(1))); (657 Tes (2(1)7 2(1))>}
2 {(627 ey (2(1)7 2(1))); (é?n 7T53(2(1)7 2(1))); (657 Tes (2(1)7 2(1)))}

TaB. 8.1 — Les chaines de transitions locales de I'automate Eép”) de FG. 8.1

A® sont définis par :
V@ e SO vyl e SO

) (p(1) 4, C
POz 40y = + - (e» , Te (z), (1) )
( v VIeL@) (z(D) y(@)) J=1 It Jz( i ygl)

Cette définition exprime que la transition d& versy ¥, peut étre réalisée par l'une quel-
conque des chaines dé?t(x(i)) qui ameénent 3%, c’est-a-dire de£” (™, y). Une chaine de
transitions locales est représentée papraduit de simultanéité’-”) desC tuples de transition
de cette chaine. L'élément de la lign® et colonney® de la matrice d’événemenf3) est
unesomme de choif' +”) de toutes les chaines de transitions locales dont I'&até&part du
premier tuple de transition Iocalel() est egal a Iétar® et I'état d’arrivée du dernier tuple
de transition Iocaleg@ ) est égal a I'étay®

Pour 'automate complét.é(” présenté dansi6. 8.1, a partir des chaines de transitions
locales de AB. 8.1, on peut obtenir la matrice d’événemenRts :
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(61,7, (0, 00)) (01,74, (00, 10)) oy

(3,7, (1V,00)) - (eq, ., (01, 1))
(e3. 7, (1D, 0M)) - (&1, 7z, (01, 0)) + (3, 7e, (11,20))
(3,7, (10, 10))

P —
(€2, mep (20, 11)) - (e, e, (10, 00)))

i
(ea, 7 (200, 100) - (e, oy (100, 20) (5, oy (209, 002)) (€2, (200,20 - (B, oy (20, 200)) (B, oy (209, 200))
+ (62,7, (20, 100)) - (&, 7y (100,100) +
(€2, (20),200) - (e, 7y (209, 00)) (e, s (200, 100) - (e, 7y (10,200) - (65, 7, (20, 200))

+

(B2, e, (20, 20)) - (&5, 75, (21, 2)) - (e5, e, (20, 0)))

8.2.1 Relations entre les chaines de transitions globalesles chaines de
transitions locales

Nous allons maintenant définir les relations entre les @saiie transitions globales et les
chaines de transitions locales. Pour exprimer ces refgtimvus proposons deux lemmes. Le
lemme 8.2.1 montre qu’a partir des chaines de transitiazaddslV | . . ., IY) on peut obtenir
une chaine de transitions globalepar le produit de concurrence de ces chaines de transitions
locales. De facon analogue, le lemme 8.2.2 montre qu'unimeltie transitions globalespeut
étre factorisée en un produit de concurrence de chaineamkitions localeg?, ... [V),

[0 Rappelons

Sy le produit de simultanéité de couples, appsdénbinaison simultanée de
couplegqcsc) (Définition 7.2.5, page 127), qui représente la chaineate tr
sitions locales® ;

éfcscl(i) I'ensemble des événements qui apparaissent éaps (Définition 7.2.5,
127);

cse, la combinaison simultanée de couples;: ou le tuple de transition de
I'événemente a été remplacé par le tuple de transition neutre (Définition
7.2.6, page 127);

ceeyay g le produit de concurrence dec;), oui € [1..N], appelécombinaison

concurrente de coupldscc) (Définition 7.2.11, page 129);

LO(z® y@)  rensemble de chaines de transitions localesC'” . tel quez!? = 2
pot(z(1)) 1

etygl) = 4@, ot C, estle nombre de tuples de transition locale de la chaine
de transitions locales,

L(Z,7) I'ensemble de chaines de transitions globagles L, ;) tel quez;, =
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etyc, = y, ouC, est le nombre de chainons de transition globale de la
chaine de transitions globalgs

Le lemme suivant montre que, étant donné un “jeu” de chaimé&sdsitions localgg®), . . ., [(V)]
obtenues a partir des états locauxde’, ..., ™) et(y1), ... y™), sile produit de concur-
rence de ces chaines de transitions locales n’est pas atg,@i a une chaine de transitions
globalesy obtenue a partir de ce produitet L(z, 7).

Lemme 8.2.1.Soient les états locaux:", ..., ™) et (y), ... ™)) d'un SAN complété
(£, AD S F), oui € [1..N], et des chaines de transitions localés ¢ £0) (2™ 4M), ...,
IN) € LN (x(N) (V)Y sj %l(“ # Oz alorsg = %l(“ est une chaine de transitions globales
telle queg € L(Z, 7).

Démonstration.Selon la définition 8.2.2 (page 138), on peut réécrire le yitate concurrence
des chaines de transitions localésde la fagon suivante :

€se,(s)
'

N N (G ; ;
(i) _ ! . @ @
z';kll =2 <j=1 (e]l‘” e ) (szﬂ) ’ yjz<i)>>) (8.6)

J/

CeC) (V)

Selon la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1, pa@®, Bcceya) vy # Oy (i€, 1a
combinaison concurrente de couptes composee dessc;) est différente d& - item 3 de
la propriété d’idempotence), alors, pour chaque événemérapparait dangccya) ,ov;, 0N @
deux cas possibles :

— (item 1 de la propriété d’idempotence) - les tuples de transiti@ale d’'un événement
e dans les:sc;iy, oui € [1..N], respectent le degré d'idempotence de cet événement et
ils sont factorisés en un seul tuple de transition gloalél.(z, 7)), ou la probabilité
de routagell.(z,y) est obtenue par le produit des probabilités de routage dgueha
tuple de transition locale qui apparait dans deg. de ceepm ) ie, [l.(z,79) =

Hie[l..N]/ieg‘CScl(i) We(x(i)’ y(Z)) X

— (item2 de la propriété d’'idempotence) - les tuples de transiti@al® d'un événement
e dans less¢yi), oui € [1..N], ne respectent pas le degré d'idempotence de cet événe-
ment. Cet événement est alors un événement complémerttaes tiples de transition
locale sont remplacés partigple de transition neutréDéfinition 7.2.3, page 126). Par la
propriété3 de la définition de I'opérateur de simultanéité (DéfinitioB.4, page 126), ce
tuple de transition neutre va donc disparaitre dans le jitrddisimultanéité.

Pour la construction des chaines de transitions globates'iotéresse uniquement aux
événements qui ont leur degré d'idempotence respecté.

On va maintenant factoriser les événements deg, qui composent lacccya) v de
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I'équation (8.6). On note pa?rccc[ } 'ensemble d’événements qui apparaissent dans toutes

1(1) (V)

lescsc, ) qui composent |acc[l<1>,,l<m}, c’est-a—dlreﬁccc[lmle)

v

= ey U U

En prenant I'événemert le plus prioritaire de I'ensemble d’événemeﬁ];gc[lm ), tel

queO.(cceym o)) = 7., €t €n le factorisant, on peut réécrire I'équation (8.6):par

CSCl(i)
A

N (G G () (k) , (k) N el
z'jl <j;1 (ejl(i) ) ﬂ-ejl(i) (le(i) ’ yjl(i) )) =16 H 7Te(xe » Ye ) ’ (Z.jlcscl(i)> )

ke[1..N]/e€ese,,

J/

) (V)

(8.7)
~ r i - r —€ o -
oucscy,) = cscy Sie & 5cscl(i) OU sy, = s, Sie € 505%(1’)'

On remarque que, par la définition de, | (Définition 7.2.6, page 127), le tuple de transi-
tion locale de I'événementest remplacé par un tuple de transition neuftg) (

Notons aussi qque[l..N}/eefcsck we(xék), yé’”) est égal a la probabilité de routage globale

I1.(Z., g.) du chainon de transition globale, 7, e, I1.(z., 7.)) (Définition 6.3.1, page 104). De
cette facon, on peut réécrire I'équation (8.7) :

s8¢, (4)
7\

N (G () () _ . N
ijl (j‘l (e]—l(i) ) ﬂ-ejl(i) (le(i) ) yjl(i) )) = (67 He(ZL‘ea ye)) : (i;klcsclm) (88)

J

CeCn) (N

Prenons maintenant I'événement le deuxieme événement le plus prioritaire, de I'ensem-
ble d’événements, [ ] tel queO., (cceyay yvy) = ne,- EN factorisant cet événement, on
peut réécrire I'équation (8.8) :

CECL) ()

es¢,(4)

A
~ Y

N (G OO - - N
X ( (ejlm > e (lem’yjlm)) = (€. He(Ze, Ge)) - (€2, ey (Tey, Geo)) (iilcscyﬁ'))

i j=1
NS

J

CeCn) (V)

(8.9)
~ . 4 r_ . 5
oUcscy, = cscy, Sie & 508%) OUcscy;, = sy Sie € Scsc;(i).

En répétant cette factorisation pour tout événemeletl’ensemble d’événemerff&cu(l) o,
tel queOe(ccc[m“l(m}) = 1., en respectant I'ordre de priorité des événements, on péatire
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I'équation (8.9) :

s8¢, (4)
7\

Q @ ) - N
i1 ( (ejl(i) ) W@jl(i) ( Jy6) y.]l(l) ))) - . (67 He(xea ye)) ’ (zjllj’) (810)

1
Jj= Vee&cc[l(l)“l(m]/

Oe(ccc[lu)“l(m]):ne

%=

CECR) (N

On remarque que, en factorisant tous les événemerﬁc%cdg) Ly tous les tuples de tran-

sition locale de ces événements danscleg: sont remplaces pdi-, ce qui donne* I5. Par

la propriété3 des définitions de I'opérateur de simultanéité (Définitioch 4, page 126) et de
'opérateur de concurrence (Définition 7.2.9, page 1283, toples de transition neutre vont
disparaitre et on peut réécrire I'’équation (8.10) :

€se,(s)
'

N (G L
'jl <jl;1 (ejl”) ’ 71-ejz(i) ( (lz i)’ yj(l() ) )>) B ;s (67 He(ZEe, ye)) (811)
P veegccc[z(l)ul(l\’)]/

Oeleeer (1) y(N)))="e

CeCn) (V)

Pour que le produit de simultanéité du membre droit de I'éqng8.11) soit une chaine
de transitions globales de= L(z, 7), il faut assurer qu’il respecte les regles de construction
d’'une chaine de transitions globales (Définition 6.3.2gaH@p). Rappelons cette définition :

Soit un ensemble d’évenementon appellechaine de transitions globalesune liste
ordonnée{ (71, 41, e1, Ile, (Z1,91)), - - -, (T, Yo, ec; e (Te, §c)) } composée de€’ chainons
de transition globale d€, qui respecte les régles suivantes :

1. 0e, < 0ey < ..o < Qep
2. Vi€ [2.C]
Ti = Yi
3. 3(,79, e, 11.(%, 7)) € 7. tel que
Oc < 0e, €LY = 1
4. Nz, g, e 1.(,9)) € 1. tel que
Occ < 0e €T = Yo
5.Vie [1.C —1],3(, 7, e 11.(z,7)) € 7, tel que
Oc; < Oc < Oc;yy BLY; =T
On va montrer que, pour I'ensemble d’événementspot(z), le produit de simultanéité des

tuples de transition globale du membre droit de I'équatia i) est une chaine de transitions
globalesy € L(z,7) car il respecte les regles présentées précédemment.
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La régle1 établit 'ordre d’enchainement de tuples de transitiorbgle. Par I'ordre de
factorisation des événements qu’on vient de faire (du pliggifaire au moins prioritaire), les
tuples de transitions globales obtenus par cette factmisgespectent cette regle.

La regle2 établit 'enchainement de tuples de transition globaldréxaent dit, il faut que
I'état d’arrivée d'un tuple de transition globale soit égdlétat de départ du tuple de transition
globale suivant. Pour montrer I'enchainement des tuplesassition globale, on va montrer
'enchainement de chaque composante des états globaunushtar la factorisation des tuples
de transition locale. Pour cela, on va montrer les quatreleshainement possibles pour les
événements; etes,, les plus prioritaires (qui respectent leur degré d’idetapoe), de I'ensem-
ble {e € gccc[lm“l(m}/Oe(CCC[zu)..z(N)}) = 1.} et le raisonnement suit le méme pour tous les
suivants :

— Soit l'automateA® est concerné par les deux événements. Par constructiorptiu tu
de transition globale, la composante d’indicdes états globaux; et ¢; du tuple de
transition globale de I'événement est égale a I’état:ﬁi) et yy) du tuple de transition
locale de I'événement; de la chaine de transitions localés et les états globaux, et
> du tuple de transition globale de I'événemenest égale a I’éta;tg) etyéi) du tuple de
transition locale de I'événemeat de la chaine de transitions localés. En sachant que
les tuples de transition locale sont enchainés, pﬁ a x;”, et, toutes les composantes
des états globaux de tuples de transition globale tellesiqaeO,, eti € O,., sont
enchainées;

— Soit 'automate4®” est concerné par I'événementet n’est pas concerné par I'événe-
mente,. Par construction du tuple de transition globale, la coraptesd’indicei des états
globauxz; ety; du tuple de transition globale de I'événemenest égale a I’état(f) et
yY) du tuple de transition locale de I'événementle la chaine de transitions localés
et en sachant que 'automat” n’est pas concerné par I'événementla composante
d’indice i des états globauk, et i, est égale a la composante d’indicee I'état global
71. Autrement dit, la composante d’'indi¢celes états globaux du tuple de transition glob-
ale de I'événement; ne change pas et est égale a I'état d’arrivée du tuple daticams
globale précédent, donc elle est enchainée.

— Soit l'automateA® n’est pas concerné par I'événementmais il est concerné par
I'événemente,. Par construction du tuple de transition globale, la coraptesd’indice
i des états globaux; et y; du tuple de transition globale de I'événementest égale
a I'état de départ:) considéré dans le lemme. En sachant que I'événemeest le
premier événement de la chaine de transitions lodéleslors I'état de départ du tuple
de transition locale de I'événement est forcement égal a I'état de dépaf? consid-
éré dans le lemme. Donc, on a la composante d’indide I'état globaly; du tuple de
transition globale de I'événemesnt est égale &) et la composante d’indicede I'état
global #, du tuple de transition globale de I'événementaussi égale a'”, alors elles
sont enchainées.

— Soit 'automateA® n’est pas concerné ni par I'événement ni par I'événement,,
alors, la composante d’indigales états globauk; ety;, ainsi quez, ety,, sont égaux a
la composante d’indicede z. Alors elles sont enchainées.
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Ceci nous prouve I'enchainement des tuples de transitmvedg de la chaine de transition
globaleg. Alors, la regle2 des regles de construction d’une chaine de transitionsasiest
respectée.

Pour les regles, 4 et 5, nous allons raisonner par I'absurde. Supposons qu’ors@@s-
chainer un tuple de transition globdle I1.(z., 7.)) d'un événement € pot(z) au début de
la chaine de transitions globales £(z, 7). Dans ce cas, on obtient une chaine de transitions
globalesy’ telle que :

g/ = (67 He('%eage)) g (812)

Par définition d’'un chainon de transition globale (Défimiti®.3.1), représenté ici par un
tuple de transition globale, la probabilité de routage glelle ce chainon est calculée a partir
de la probabilité de routage de tuple de transition locateréprend le calcul de la probabilité
de routage globale d’'un chainon ci-dessous :

M. (e, je) = 1T me(z, y)
1€0¢,3(e,me (:c(el) ,yéi)))ep(:c(i) ()

Autrement dit, pour tout dansQ,, il existe un tuple de transition locale qui peut étre en-
chainé au début de la chaine de transitions lo¢éleslors, en enchainant ce tuple de transition
locale & la chainé”, on obtient une chaine de transitions localéstelle que :

1O — (e, 7o (2 £0)) - 1) (8.13)

La chaine de transitions local&$ est forcement plus grande que la chaine de transitions
locales®, vu qu’elle a un tuple de transition locale de plus, ce quirit 'hypothése initiale,
qui dit que les chaines de transitions locdl@ssont maximales.

On a supposé I'enchainement d’'un tuple de transition géobal début de la chaine de
transitions globaleg € £(z,7), cette méme procédure peut étre appliquée pour un tuple de
transition globale qui s’enchaine au milieu ou a la fin de Eicé.

Par I'absurde, on a montré qu’on ne peut pas enchainer d’aygte de transition globale
d’'un événement € pot(Z) a la chaine de transitions globales £(z, 7).

En conclusion, on a pu vérifier toute les regles de constmatiune chaine de transitions
globales (Définition 6.3.2, page 105) pour le produit de siaméité des tuples de transition de

I'équation (8.11) (page 144) = A%l(i) etdoncg € L(7,7).
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Le lemme suivant montre que, étant donné une chaine detioassylobales a partir des
états globaux: et y, on peut factoriser cette chaine de transitions globalehaines de tran-
sitions locales de facon a ce que le produit de concurrenceslehaines de transitions locales
soit égal a cette chaine de transitions globales.

Lemme 8.2.2.Soientz = («V),... z™M)etg = (yV,...,y")) des états globaux d'un
SAN complété(&, AW S, F), olii € [1.N], sig # Os etg € L(Z,7), alors 311V ¢

LO(zM M), 3N € £ (V) (V) tel queg = gzm.

Démonstration.Par la définition 8.1.1 (page 136), étant donné une chaineadsitions glob-
alesg = {(21, 91, €1, e, (21, 91)), - - -, (T, Yoy €0, eg, (T, Yo, ))  cOMpOsee d€; chainons
de transition globale dé,ot@) (Définition 6.3.2), ey € L(z, y), alors cette chaine de transitions
globalesy peut étre représentée par le produit de simultanéité désstdp transition globale :

C
9= (eI, (@5,05,)) (8.14)

Ces tuples de transition globale sont dérivés des chaimansition globale de la chaine
de transitions globaleg. A partir de cette chaine, on va construire de fagon incréaheies
chaines de transitions localé8 en décomposant (opération inverse de celle faite dans faéem
8.2.1) ces tuples de transition globaidtention, ces chaines de transitions locdlés ne sont
pas les chaines de transitions localésattendues en résultaEes chaines de transitions locales
') seront complétées pour obtenir les chaines de transitioagld ) souhaitées.

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1, page, Iiz9peut décomposer (opération
inverse de la factorisation) [@emier tuple de transition globalgle I'événement le plus prior-
itaire) de I'équation (8.14) de fagon a ce que ce tuple desitian soit réécrit par un produit de
concurrence de la fagon suivante :

Cy -~ N Cy -
j;l (ejg, He].g (I’jg, y]q)) = ( Z—;kl CSCl/(i)> . ( j:2 (ejg7 He].g (x]‘g, yjq))) ,

CSCpiiy = (6197 ﬂ-elg ('rglg)7 yﬁ]))) SI Z € Oelg
l Iy sii ¢ O,,,

(8.15)

En sachant que la probabilité de routage globRle(z1,, 91,) du tuple de transition globale
est la probabilité de routage du chainon de transition dgotiefinition 6.3.1, page 104) pour
ce tuple et avec la connaissance du modéle SAN, on peut olgsrprobabilités de routage
Ter, (x(l?, yi’) de chaque tuple de transition locale a partir de cette pilitéathe routage glob-
ale. Cette probabilité de routage globale est calculée par :

M., (1, 91,) = 1T e, (2 91)),

1€0ey, Herg ey, (a5, )P y(®)
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Par la propriét& (tuple de transition neutre) de la définition de I'opératéeiconcurrence
(Définition 7.2.9, page 128), les tuples éventuels de triansneutre disparaissent dans le pro-
duit de concurrence du membre droit de I'équation (8.15nd)on peut réécrire le produit de
concurrence du membre droit de I'équation (8.15) par :

i€[1..N]/

Oe
i€ ejg

Si on considere le produit de simultanéité( ) de tuples de transition locale d’un ensem-

7 .
S €jg

ble vide ¢ ¢ O, ) égal au tuple de transitiofy, on peut réécrire I'équation (8.15) par :

CS5C1(3)

Cy ~ o~ N ~ i Cy O
j;1 (ejg’ Hejg (xjfﬂ ng)) = ( i;kl ( ie(/jelg (€1g7 ey, (.qu), ZA ))) ) ( j;2 (ejg7 Hejg ('rjg7 ng>)>
(8.16)

En décomposant le deuxiéme tuple de transition globalegécrit I'’équation (8.16) par :

CS5C1(3)

Co N W A(z)() Ca "
j;1 <€jg7 HEjg <',I;jg7 y]g)) - (Z*l <ke[1‘2]/ (ekg7 7T€kg( kg ? ykg )) . ];3 (ejg7 Hejg (:ng7 y_]g))

iEOekg

(8.17)

Alors, en décomposant l€s, tuples de transition de la chaine de transitions globgales
obtient :

CSCl,(,L')
7\

Y

C - N @), ()
g = j;1 (ejg7 Hejg (xjy ng)) = ;k ( kel C(]]/ (ekg7 ﬂ-ekg ('rkg ) ykg> (818)

ZGOek

Il faut maintenant assurer que tous les,; respectent les régles de construction d'une
chaine de transitions locales (Définition 8.2.1, page 188) pensemble: = pot(x¥). Rap-
pelons cette définition :

Soit un ensemble d’évenementt un automate complété®, on appella;haTne de tran-
sitions locales une liste ordonné¢ (e, ., (x&’), yy))),. , (ec, Wec(:p(c), Yoo ))} composée de
C tuples de transition locale d&"”, qui respectent les régles suivantes :

1. 0e, < 0ey < ..o < Qep
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2. Vje2.C]
@ _ 0
Lo =Y
3. Hle, m (2@, y®)) € T, tel que
Oc < Oe, ety(z) = x(li)

4. e, (2D, yD)) € .V tel que
Oce < 0c €tz = 41V
5.Vj € [1..C — 1], Ble, m (2D, yD)) € 7.7 tel que

er < Pe < er+1 ety](Z) — .CC(Z)

On va montrer que les chaines de transitions lod4lesont bien des chaines de transitions
locales pour 'ensemble= pot(z").

La reglel établit 'ordre d’enchainement de tuples de transitioralecSelon I'ordre de
décomposition des événements qu’on vient de faire (du piositaire au moins prioritaire),
les tuples de transition locale obtenus par cette déecortiposespectent cette regle.

La regle2 établit 'enchainement de tuples de transition locale.rRala, on va montrer
'enchainement de chaque composante de I'état de dépaeravée des tuples de transition
globale des événements et e,, les plus prioritaires de la chaine de transitions globaldn
sachant que les tuples de transition gloldalell., (Z1,9:)) et (eq, I1.,(Z2, J2)) Sont enchainés,
on a quey; = I,. Alors, on a quatre cas possibles d’enchainement des tdplésansition
locale des chaines de transitions locadlés oui € [1..N] :

— Soit 'automate4® est concerné par les deux événements. Par constructionples tle
transition locale, par I'ordre de priorité, I'état de détpaﬁfo et d’arrivéeyli) du tuple de
transition locale de I'événement sont égaux a la composante d’'indiades état globaux
71 ety; du tuple de transition globale de I'événemenét I'état de dépar:t:g) et d'arrivée
yéi) du tuple de transition locale de I'événemepnsont égaux a la composante d’indice
des état globaux, ety, du tuple de transition globale de I'événementEn sachant que
U1 = Io, par conséquen@i) = :cg) et les tuples de transition locale sont enchainés.

— Soit 'automate4®” est concerné par I'événementet n’est pas concerné par I'événe-
mente,. Par construction des tuples de transition locale, il s&xpas de tuple de transi-
tion locale de I'événement, dans la chaine de transitions localé&s. Selon la méthode
de décomposition proposée (Equation (8.16)) la déconiposite ces deux tuples de
transition globale, la chaine de transitions loc#l€sest composée uniquement du tuple
de transition locale de I'événement(donc il n’y as pas d’enchainement a étudier).

— Soit l'automateA® n’est pas concerné par I'événementmais il est concerné par
I'événemente,. Par construction des tuples de transition locale, il s&xpas de tuple
de transition locale de I'événementdans la chaine de transitions localés. Aprés la
décomposition de ces deux événements, la chaine de tomsditicaled’”) est composée
uniquement du tuple de transition locale de I'événenagnt

— Soit 'automateA4®” n’est pas concerné par I'événementni par I'événement,. Par
construction des tuples de transition locale, il n'exists pge tuples de transition locale
ni de 'événement,, ni de I'événement, dans!’”. Aprés la décomposition de ces deux
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tuples de transition globale, la chaine de transitiondés¢4’) continue a étre vide. Cette
chaine de transition locale sera vide jusqu’a ce qu’on d@ose un tuple de transition
globale dey avec un événemeattel quei € O..

On vient de montrer que les deux premiéres régles de cotistiuctune chaine de transi-
tions locales sont vraies pour les chaines de transitiaraddsl’”), oui € [1..N]. Cependant,
pour les régles, 4 et5, qui établissent la maximalité de la chaine, il est possjbi’® ne soit
pas une chaine de transitions locales pour I'ensembiepot (), car il se peut qu'il existe
des tuples de transition locale d’événementsaéz”)) qui sont enchainable éf#¥). Donc, on

va compléter ces chainé$) en!® de fagon a ce qué:vll’(i) = %l(” et cette complétion sera
unique cary # Ox.

Considérons les événemeantde pot(z*)) qui peuvent étre enchainés dand/in:

— Soite est un événement actif € &), alors si :

Cas (1) onrajoute un tuple de transition locale de I'événemetidns toutes les chaines
de transitions localel”, oui € O, ; alors dans le produit de concurrence des chaines
de transitions locale§® on obtient d’aprés le lemmieune chaine de transitions glob-
alesg’ qui a un événement de plus que la chaine de transitions gkjpdtn sachant
queg est maximale, il est impossible de rajouter un événeraaatif dans toutes les
chaines de transitions localé¥, olii € O,. Le cas () est donc impossible

Cas @) on rajoute un tuple de transition locale de I'événemegtte n'apparait pas dans
toutes les chaing$”, oui € O,, alors le produit de concurrence de ces chaines est égal
a0+, car 'evéenement ne respecte pas leur degré d'idempotence (Propriété e,
3). En sachant qu’on consideére uniquement les chaines datioms globaleg # O~
alors, il est impossible de rajouter un événemeactif dans un sous-ensemble des
chaines de transitions localé®), oui € O.. Le cas ) est donc impossible

— Soite est un événement complémentaire=(£), alors si :

Cas @) on rajoute un tuple de transition locale de I'événemetidns toutes les chaines
de transitions locale?”, otii € O, ; alors dans le produit de concurrence des chaines
de transitions locale§® on obtient d’aprés le lemmieune chaine de transitions glob-
alesg’ qui a un événement de plus que la chaine de transitions gkjpdtn sachant
queg est maximale, alors il est impossible de rajouter un événeemeomplémentaire
dans toutes les chaines de transitions lod4lésolii € O.. Le cas §) est donc impos-
sible

Cas (@) on rajoute un tuple de transition locale de I'événemeegtte n'apparait pas dans
toutes les chaindé”, olii € O,, alors dans le produit de concurrence de ces chaines,
ces tuples de transitions locales vont disparaitre (R¥tp.2.1, iten®), car I'événe-
mente ne respecte pas leur degré d'idempoteheecas ¢) est donc le seul cas possi-
ble.

On a pu constater que uniguement les événements complérasrmjai ne respectent pas
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leur degré d'idempotence sont enchainables. On va maintenenpléter les chaines de tran-
sitions localed'”, oui € [1..N] de fagon a obtenir des chaines de transitions lodé4les
maximales. Pour cela on va prendre uniquement les événsmmamiplémentaires de I'ensem-
ble pot(z)) et qui n’ont pas un tuple de transition globale dans la chaérteansitions globales
g € L(Z,7y). Autrement dit, les événements complémentaires qui neecéspt pas leur degré
d’idempotence.

Prenons un événement complémentaigeielconque de 'ensembiet(z*)) et qui n’a pas
de tuple de transition globale dans la chaine de transititoisalesg € £(z,y). Si on peut
enchainer un tuple de transition locale de cet événemeéans la chaine de transitions locales
'™, alors ce tuple de transition locale peut étre enchainé ula@seule position de la chaine
de transition localé”) car la réglel de construction d’'une chaine de transitions locales établi
un ordre d’enchainement selon la priorité des événements.

On remarque que, dans un tuple de transition Io@aale (xe s )) d’'un événement com-
plémentaire: I'état de deparlz;e etletatdarrlveeye sont égaux.

On va montrer les trois cas d’enchainement possibles :

— Soit 'événement est I'événement le plus prioritaire < g.,, oUe; est 'événement le
plus prioritaire d’un tuple de transition locale de la ctedif?)). Dans ce cas, s'il existe un
tuple de transition localée, we(xé s ))) tel quey!” est égal ?mgi), alors, en enchainant
(e, me(zt”, y)) aI'® on obtient une chaine de transitions locafés telle que

" = (e, me(z), yl)) - 1D (8.19)

— Soit I'événement est 'événement le moins prioritaire.(, < o., OUec est I'événement
le moins prioritaire d’un tuple de transition locale de lakte!V)). Dans ce cas, S'il
existe un tuple de transition locale, we(:cg),yéz ) tel que:cg) est égal an) alors, en
enchainante, 7.(z\”, 4{")) a1’ on obtient une chaine de transitions localés telle
que :

"0 =10 (e w2, y)) (8-20)

— SoitI'événement n’est pas I'événement le plus prioritaire, ni le moins ptaore (o.;, <
0c < 0c;,,, OUe; est'événement d'indicg d’un tuple de transition locale de la chaine

'@, Dans ce cas, s'il eX|ste un tuple de transition localer, (:ce),yé )) tel quez!” est

égal ayj ety est égal az:jH, alors, en enchalnalﬁé,we(:cg),yéZ )) al'® on obtient

une chaine de transitions localé$ telle que :

0= 7 (e (o ) - (emelal yM) - O (e (@ 7)) (8.20)
ou les tuples de transition locale,, 7., (:1:,(;), y,ff))) sont les tuples de transition locale de
la chaing’®

En sachant que la chaine de transition lo¢4lerespecte les réglelset 2 de construction
d’'une chaine de transitions locale et par I'enchainemetiédénement complémentaire qu’on
vient de faire, la chaine de transition loc#lé) respecte aussi ces deux régles.
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En enchainant un tuple de transition locale de cet événementpot(x(”) a toutes les
chaines de transitions local&®), oui € O,, telles qu'il existe un tuple de transition locale
enchainable . On obtient un jeu de chaines de transitions loc#&s oui < [1..N] et on
veut que :

19 =g (8.22)

Si ‘%l”(“ = ¢ # g ceci voudrait dire que la chaine de transitions globalegest pas

maximale (de nouveau en contradiction a I’hnypothese ihigiaon est donc forcement dans le
cas () de la page 150. L'événement complémentaige’on vient d’enchainer &* ne respecte
pas son degré d’idempotence et il va produire un tuple dsitran neutre dans le produit de
concurrence des chainks.

En enchainent, successivement, pour toeit pour tous les événements complémentaires
possibles des ensemblgst(z("), tel qu'il N’existe pas un tuple de transition globale de cet
événement dangc L(Z,7), on obtient la chaine de transitions localéstelle que :

_%l(“ =g (8.23)

On va montrer maintenant qué est une chaine de transitions locales pour I'ensemble
€ = pot(z™),

Par la complétion qu’on vient de faire et en sachant que lathels de transitions locales
'™ respectent les régldset 2, les chaines de transitions localésrespectent aussi ces régles.

Pour les regles, 4 et5, nous allons raisonner par I'absurde. Supposons qu’ors@&s-
chainer un tuple de transition locdle 7. (z\”, y{")) d’un événement € pot(2®) qui n'a pas
un tuple de transition globale dagsc L(z,y) au début de la chaine de transitions locales

1) ¢ £O (2% 4)). Dans ce cas, on obtient une chaine de transitions lotdlegelle que :

O — (e, ﬁe(xgi),y(i))) 1@ (8.24)

e

Considérons les trois de quatre cas possibles, qu’on amiédseécédemment :

— SoitI'événement est un événement actif et il apparait dans tout les chaineargstions
localesl*®, olii € O,. Alors dans le produit de concurrence des chaines de fi@Ersit
locales!’™ on obtient, d’aprés le lemmie une chaine de transitions globalgsjui a un
evénement de plus que la chaine de transitions glolales qui contredit I'hnypothese
initiale, qui dit que la chaine de transitions globalest maximale.

— Soit 'événement est un événement actif et il n'apparait pas dans tout lesxebale
transitions localet®, oui € O.. En sachant qu'on a pour hypothése que les chaines
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de transitions globaleg sont différentes dé© et que le produit de concurrence de ces
chaines de transitions locales est égal;a cela contredit cette hypothése initiale.

— Soit I'événement est un événement complémentaire et il apparait dans toohédses
de transitions locales ), olii € O,. Alors dans le produit de concurrence des chaines
de transitions localeé” on obtient d’aprés le lemmieune chaine de transitions globales
¢’ qui a un événement de plus que la chaine de transitions gkdate qui contredit
I'hnypothése initiale, qui dit que la chaine de transitioltbgleg est maximale.

— Soit 'evénement est un événement complémentaire et il n’apparait pas danhset®
chaines de transitions locales”, oui € O,. Alors, en sachant que, par la complétion
qu’on vient de faire, on a déja enchainé tous les tuples dsitian locale possibles de
pot(z), donc il Wexiste pas d’autres événememsst un événement complémentaire qui
ne respect pas leur degré d’idempotence gang:") alors, ce tuple de transition locale
ne peut pas étre enchainé.

Par I'absurde, on a montré qu’on ne peut pas enchainer dayie de transition locale
d'un événement < pot(z”)) aux chaines de transitions local&s, olii € [1..N] et quel®
respecte les regleks 4 et5 de regles de construction d’'une chaine de transitionsdecal

Ce méme raisonnement peut étre appliquée pour un tuplergstioa locale qui s’enchaine
au milieu ou a la fin de la chaine.

En conclusion, on a pu vérifier toute les régles de constmatiune chaine de transitions
locales (Définition 8.2.1, page 138) pour le produit de staméité des tuples de transition locale

des chaines de I'équation (8.18) (page 1%3[}@) = ‘%l(” = g etdoncl® ¢ £O) (@ y@),
otli € [1..N].

Cette décomposition est unique car on ne recherche que dageshde transitions locales
() maximales contenant les événements de la chaine de tassilobales. O

Dans le premier lemme (Lemme 8.2.1) on a montré que le praldutoncurrence d’un
jeu de chaines de transitions localé¥), ..,[V)] telles quel) € £O(2M 4M) 1) ¢
LM (2N 4/(N)) est égal a une chaine de transitions globate£(7, 77). On peut donc affirmer
gue tout jeu de chaines de transitions locales, tels que@tufirde concurrence de ces chaines
de transitions locales est difféerent di., alors ce produit de concurrence est une chaine de
transitions globales € £(Z, ).

on noteL™ (z(M M) %+ LIV (V) 4 (N)) Pensemble de produits de concurrence de tous
les jeux de chaines de transitions locales telles que leugrde concurrence de ces chaines est
different deO.

Dans le deuxieme lemme (Lemme 8.2.2) on a montré qu’une eld@rtransitions glob-
alesg € L(7,7) peut étre décomposée en un jeu de chaines de transitioresld®a c
LD (2@ 4@, olii € [1..N]. Alors, on peut affirmer que toutes les chaines de transititwb-
alesg € L(z,y) sont égales aun produit de concurrence unique de chainesdeibns locales
dans I'ensembl&? ¢ £0) (21 M) 5 5 LIV (V) 4 (N)),



154 CHAPITRE 8. DESCRIPTEUR DISCRET

Ces constatations nous permet d’affirmer une bijectioredesrensemble8(z, §) et L) (2| (D)%
Lk LIV () (V) Cette constatation est présentée dans le corollairerguiva

Corollaire 8.2.1. SoientL(z, ) I'ensemble de chaines de transitions globales qui amérent d
l'état 7 a I'état 7 et LI (2 yW) x5 L) (V) 4N 'ensemble des jeux de chaines de
transitions locales telles que le produit de concurrenceetechaines est différent dg- et qui
ameénent de I'état locat'”) a I'état localy®, otii € [1..N], alors

L(z,7) = LY (2® y@) 5 5 L) (V) 4N

Dans la section suivante, on présentdéscripteur discret’'un modéle SAN a temps dis-
cret utilisant les matrices d’événements définies précéuamh

8.3 Descripteur discret

Le descripteur discreest une fagon compacte de représenter les transitions doatelm
SAN a temps discret. Le descripteur discret d’'un modéle SaNeaprésenté par une formule
tensorielle complexd.€., via I'algebre tensorielle complexe défini dans le chapijratilisant
les matrices d’événements de ce modéle.

En utilisant I'algébre tensorielle complexe, @gnementfDéfinition 6.2.3) d’un modéle
SAN atemps discret sont déments actif§Définition 7.1.1), et legvénements complémen-
taires (Définition 6.2.9) du modele sont désenements complémentai(@efinition 7.1.1) de
I'algebre tensorielle complexe. De plus, teples de transitiorfDéfinition 6.2.4) d’'un modéle
SAN sont decouple d’élémentfDéfinition 7.2.1) de I'algébre tensorielle complexe.

On présente ici le descripteur discret d'un modele SAN etdaye d’égalité entre ce de-
scripteur et la matrice de transition de I'automate gloleate modele.

Théoréme 8.3.1.Etant donné urBAN complété&, A, S, F), olii € [1..N], et pour chague
automateA®) sa matrice locale d’événemen®$?, alors le descripteur discre® est défini par
la formule tensorielle complexe :
N .
P=@®P® (8.25)
=1

7

Ce descripteur est égal a la matrice de transiti@le 'automate global de ce modele comme
présenté dans I'équatiof8.3) (page 137).

Démonstration.Les éléments de I'algebre tensorielle complexe utiliség pette démonstra-
tion sont explicités dans le chapitre 7.
Selon la définition du produit tensoriel complexe (Défimitit.3.3), les éléments de la ma-
N .
trice complexeP? = ® P ont la forme :
=1

1=
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2 g e 1.ny),...,a™ 4™ e [1.ny),
N (8.26)
Pl o] [y, y™] = * PO (2@ 40

Les éléments de la matrice de transitule I'automate global sont des chaines de transi-
tions globales. Par la réécriture de ces chaines de tamsgiobales présentée dans I'équation
(8.3), les éléments de la matrice de transitioont la forme :

Vi €S,Vy € S et ce coupléz, i) est fixé par la suite
L. Cy ..
g(ﬂf, y) = + ) (eim Heig ('Tig7 yig))

VgeLl(z,y) =1

(8.27)

Pour montrer I'égalité entre les éléments du descripteareiP et de la matrice de transi-
tion G de 'automate global, on procédera en deux étapes :

1. On montre que tous les elements différent$)dedu descripteu” ont un élément égal
et dans la méme position dans la matrice de transifide I'automate global ;

2. On montre tous les éléments différentsdede la matrice de transitiof de 'automate
global ont un élément égal et dans la méme position dans &giptesur P.

Premiére partie

L'élémentP?) () y®), présenté dans I'équation (8.26), est I'élément de la oeatdcale
d’événementsP) de la lignez® et la colonney”. Selon la définition des éléments de la
matrice locale d’événemeni¥?) (Définition 8.2.3), chaqu@® (2%, y*)) peut étre réécrit,e. :

cl_m (e» - (x(z') y(z) >> (8.28)
VDL () 4@y G=1 \ 107 79w 02 260 '

ce qui donne pour I’élémerﬂ[mmPN,Z(N)},[y<1>7m7y<N>] de la matrice complexe du descriptddir

CSCl(Z’)
A

,Cl(i) (4) (4) \
j;l <€jl(i) ! ﬂe]j(l‘) (sz(i) ’ yjz(i) )> (8.29)

=z

P[‘T(l)7»x(N)]7[y(l)7>y(N)] - i

Il %

+
L\ w1 e (£() ()

En utilisant la distributivité du produit de concurrence kusomme de choix (Définition
7.2.9), on peut réécrire I'équation (8.29) tel que :
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P, o) [y, g0 =
CSCl(Z’)

N G G ) (8.30)
i (eﬂm e (0 Ui )>

J/

+ cee + ‘
VI eLM) (x(1) y(1)) VIN) e LIN) (x(N) y(N)) \ 2

CeCn) (V)

En appliquant le lemme 8.2.1, pour aer;a) v # Oy, il existe une chaine de transi-
tions globalegy; o) vy € L(z,7), telle que : eepay gony etguay yov) sont notés en gras dans
I'équation suivante)

€se,(s)
'\

CCCy(1) (N = ]>|\<7 Cl‘(i) (6’ 77 (x(’i) y('i) ))
(ASOINICD) im1 1 \ R Ve \Va ) i) (8.31)

Ca,a) v,

€; II,. ZT; Ui
j=1 (Jg[lm..l(m]’ efg[,u)__l(m]( 39[z<1>..z<N>]’yﬁgmn..l(m]))

Et d’aprés le corollaire 8.2.1, tout produit de concurredic® jeu de chaines de transitions
locales différents d€©; de I'ensembleL® (2, yW) x ..« LIV (V) 4V} a une chaine de
transitions globaleg € £(7, 7). En sachant queccya) ;v est une chaine de transitions glob-
ales dansC(z, §), on va noter urece;a) v Simplement pay et on peut réécrire I'équation
8.30 par :

Vi e S,V e S,
Py 0 oy = + N .
Ly —
[z, z(N)] [y yNM] VI e L) (x(1) 4(1)) VI € LN (2:(N) (V) [ ]
VW eL® @M yM) VM eL®) (@) y(V)
Cy ~ B
= + . (e, I1.. (:E 7 ))
VgeLl(z,g) =1 \ 797 o TIe7 I

Cette derniére expression est celleide, 7) donnée dans I'équation 8.27.

On a montré dans cette premiére partie que tous les élémedtsdripteur” différents de
O ont un élément égal et dans la méme position dans la matritamgtiong de I'automate
global.

Deuxiéme partie
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On rappelle que les éléments de la matrice de transifiaie 'automate global qui sont
differents deD.+ ont la forme :

Vi € §,Vy € S et ce coupléz, g) est fixé par la suite

G(5.9) =+ 2 (e 1, (35,05,)) (8.32)

vgeL(z,g) I=1

En appliquant Ie lemme 8.2.2, pour une chaine de transigtmimlesy € £(z,7), on a un
jeu unique[l(1 I e £O(E0 | yO) x5 £ (M) (V) de chaines de transitions locales,
telles queisllg =g

cscl(i)

A
ls ~N

Cy e T 0 B (0] @ 0
jél(ejg’nejg(xjg’ng)> =2l = 0 (ejl(i)’ﬂ-ejl(i) (%(i)vyjl(i)»
D’aprés le corollaire 8.2.1,
0(7,7) = “ (e,
(3 \meZi )=t <€jg’ “ (x]-‘”y“))

CSC (;
157')

A

N G i
= + + ok L (ej(i)vﬂ-ej'( () 7y]())>
VI gL (z(1) y(1) VI €LV ((N) (V) \ =1 j=1\ ORI MO

Cette derniere expression est celleféle. v ,m, o) donnée dans I'équation 8.30.

Dans cette deuxieme partie, on a montré que chaque I'élédiféérent deO» de la ma-

trice de transitiorg de I'automate globale a un élément égal et dans la méme gosiéns le
descripteurP.

Dans ces deux parties, on a montré que tous les élementediféleO+ du descripteur
P ont un élément égal et dans la méme position dans la matritamigtiong de I'automate
global et que tous les éléments differents(de de la matrice de transitiof de I'automate
global ont un élément égal et dans la méme position dans leipisur P. Donc, les deux

matrices ont les éléments nuls dans les mémes positions él@wents égaux dans les autres
positions. O
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8.4 Exemple d’obtention du descripteur discret

Dans cette section, on va présenter, pas a pas, un exemptertion du descripteur discret.
Pour illustrer la procédure d’obtention du descripteuryarreprendre I'exemple d’un réseau
d’automate complété (B. 6.12) présenté au chapitre 6. On rappelle ce modeéle dans8R2.

Evénemen{ Prob. | Priorité
€ p1 3
[ P2 1
€3 P3 2
€4 P4 4
€5 f 5
Evénemen{ Prob. | Priorité
€1 1—p 3
2 1—po 1
é3 1—p3 2
ey 1—py 4
és 1—-f 5

€3
= (st A® == 20)) 5 s

FIG. 8.2 — Exemple d’'un réseau d’automates complétés

On remarque que 'automaté(!) est le méme que celui ded= 8.1, donc on va présenter
ici uniqguement I'obtention de la matrice d’événements datomated®, car I'obtention de la
matrice d’événementB(!) de 'automated) a été déja présentée dans la section 8.2.

On va commencer par définir 'ensemble d’événements pessiit(2())) pour chaque
état de I'automated®. A partir dupot(x¥), on peut obtenir pour cet automate les chaines de
transitions locales de cet automate. Ces chaines de toasssont listées dansaB. 8.2.

On rappelle que les éléments d’'une matrice d’événementslssiproduits de simultanéité
des tuples de transition des chaines de transitions loeesesmt définis selon la définition 8.2.3.

Pour 'automate complétd® de FG. 8.2, & partir des chaines de transitions locales présen-
tées dans AB. 8.2, on obtient la matrice d’événemeiit$’ suivante :

(623 Tey (0(2)7 1(2))) ! (847 7r€4(1(2)= 2(2)))

(527 Tey (0(2)7 0(2))) : (547 Ty (0(2)7 0(2))) (827 7TC2(0(2)7 1(2))) : (547 7r§4<1(2)7 1(2))) +
(527 Tey (0(2)7 0(2))) : (84v 71',34(0(2), 2(2)>)

P2 =
Oi (§4~,ﬂ—€4(1(2)! 1<2))) (64!71'6/1(1(2)72(2)))

(637 Tey (2<2)7 0(2>)) OT (637 7‘—83(2(2>7 2(2>))

Le descripteur” est défini par le produit tensoriel complexe des matricegatiéments du
modéle. Pour le réseau d’automates complétéide &2, on a le descripteur suivant :
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Etat de dépaih®

; pot(0) = {eq; €95 €4; €45 }

Etat d'arrivée)

Chaines de transitions locales

2)

o

2)

—_

€2, e, (02, 02)); (e4 T (0 2) 0<2>)
)

2)
2)

\)

(
(
(
(

2

(
@,
1@
(2

)
)

Etat de départ®

iPOt(l(Q)) = {es; €4}

Etat d’arrivée|

Chaines de transitions locales

{<é47 7Té4(1(2)7 1(2)))}

{<€47 7T64(1(2)7 2(2)))}

Etat de dépar2® ; pot(2?)) = {es; é3}

Chaines de transitions locales

{(637 Tes (2(2)7 0(2)))}

{(637 Tes (2(2)7 2(2)))}

TAB. 8.2 — Les chaines de transitions locales de I'automate Etép® de FG. 8.2

Etant donné la taille de la matride du descripteur, on va présenter les pas intermédiaires
de la construction de la matrice par bloc. En appliquant telpit tensoriel complexe sur les
matrices d’événemen®() et P(),

(1)
Doy oy

p = pl ® P2

les blocs on la forme suivante :

1 1
x« P pé&) (o * P® pég) s * PP

_ (1)
P = D1y o

* P pﬁi) am ¥ P® pﬁz) 20 * P

(1)
DPyy gy

1 1
x« P p;z) am * Pe pé&) 2m * P®




Le b|OCp&) x P = (e, 7, (0 0W)) « P?) dans la positior(i) a les éléments suivants :

1 (1)

(élv ey (0(1)7 0(1))) * (621 Tey (0(2)7 1(2>)) ’ (647 7r64(1(2>1 2<2)))

(élv Te, (0(1)7 0(1))) * (627 Ty (0(2)1 0(2))) : (é4= Tey (0(2>7 0(2))) (éla Te, (0(1)7 0(1))) * (627 7762(0(2)7 1(2>)) : (647 7754(1(2)7 1(2))) +

(51 ) Tey (0(1)1 0(1))) * (527 Ty (0(2)1 O<2))) : (847 Tey (0(2)7 2(2)))

(élv e, (0(1)7 0(1))) * OT (élv e (0(1)7 0(1))) * (547 Ty (1<2>v 1<2)))

(élv Te, (0(1)7 0(1>)) * (847 7r64(1(2)7 2(2>))

é1, 7z, (00 0M)) % (e3, 70, (22, 02 1,7z, (00, 0M)) % O
1 3 1 T

€1, Tz, (0, 00)) x (&3, 76, (2, 23
1 3

Par la propriété d’'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

(81, T1z, (001, 00))) - (&, ITe, (0002, 0002 Or (81, T2, (0101, 000))) - (e, 1., (0V02), 022
Oy (€1, e, (01@) oW 1))+ (¢, T, (01 0W13))) | (€, T, (01, 0 13))) - (e, T, (013, 0D2(2)))
Oy Or (1,11, (02, 002)))

09T

1340S1d 4N31dI4d0S3d '8 FH1IdVHO



0

Le b|OCp(2)71(1) « P® = (eq, 1., (00, 10))

(617 Te, (0(])7 1(1))) * (6% Ty (0(2>7 0(2))) : (647 7T€4(0(2)7 0(2)))

(e1,7e, (00, 1)) (€2, 7, (09, 1)) - (&4, 7, (1), 19)))

« P dans la positiorﬁi) a les éléments suivants :

(61 ) ey (0(1)7 1(1))) * (627 Tey (0(2)7 1(2))) : (6’17 7764(1(2)7 2(2)))

+
(617 Tey (0(1)7 1(1))) * (éQv ey (O(2>7 0(2))) : (647 Teq (0<2): 2(2)))

(617 Tey (0(1)7 1(1))) * OT

(617 7Tel(o(l)7 1(1))) * (é47 7764(10)7 1(2)))

(611 Te, (0(1)7 1(1))) * (64, 7r€4(1(2)7 2(2)))

(617 Tey (0(1)3 1<1>)) * (637 Tes (2<2>v 0(2)))

(e1, e, (0, 1W)) x O

(617 Tey (0(1)7 1(1))) * (637 Tes (2<2>v 2(2)))

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

1

(e, 11, (0MW0@  1Me@)) . (¢4, Hg,1(1(1)0(2)7 1M0@)) Oy (e1, HSI(O(I)U(Z), 1(1>0(‘2))) - (e, He,‘(1(1>0(2)< 1(1)2(2)))

(1,11, (013, 10120)) - (&4, T, (1013, 101N | ey, IL, (0013, 1013))) - (e, T, (1913, 100262)))

Of

(91-,H<=](0(1)2(2)~ 1(1)2(2)))

1342S1d 4N31dId0S3d Nd NOILNF1L90.d F1dW3IX3 v'8

191



Le bIOCp&im(l) x* P = Oz« P® dans la positiorﬁ:ﬁ a les éléments suivants :

OT * ((32, Tey (0(2)1 1(2))) ) (64, 7"64<1(2)7 20)))
O * (82,7, (0P, 09)) - (&4, 76, (0%, 0))) | O * (€2, e, (02),1%)) - (&4, e, (13, 1)) +
OT * ((3'27 Te, (0(2)7 0(2))) : (647 Tey (0(2)7 2<2)>)

Oy %Oz Oy * (64,7, (1?,1@)) Oy * (€4, 7., (12, 2@)))

Of * (837 7T€:s(2(2)v 0(2))) OT * OT Of * (537 71—51;(2(2)7 2(2)))

Par la propriété (2) de la définition 7.2.9, les éléments ddazde la matrice sont réduits a:

Oy | Of | Of
Oy | 07| Of
Oy | Of | Of

29T

1340S1d 4N31dI4d0S3d '8 FH1IdVHO



Prenons maintenant les blocs de la deuxiéme ligne. Le;iﬂ@co(l) * PQ) = (e3, 7., (11,0M)) - (&1, 7, (0, 0)) x P dans la

position (#) a les éléments suivants :

(e3,me, (11, 00)) - (€1, 76, (00, 00)) 5 (€2, 7, (020, 0))) - (€4, e, (0),0)))

(e3,me, (11, 00)) - (1,76, (0, 00)) ¢ (e, 7, (02, 130)) - (e, e, (1), 19)))

(e, 7 (100,000)) - €1, 7, (000, 009)) (e, 7y (09, 19) - (e, e, (12,2
+
(e, 7y (1,00)) - (21, 7y (000, 00)) (2, ey (02, 002) - (e, ey (019, 22))

(3,7, (10,00)) - (&1, 7, (010, 01)) x O

(e8, 72y (11, 000)) - (1,72, (00, 000)) (B4, 7, (1, 1)

(€3, 7e, (11, 000)) - (&1, 76, (01, 00)) # (e, me, (1), 2%)))

(€3, 1y (11, 000)) - (€1, 7, (01, 000))  (e3, 7, (220, 02))

(3, ey (10, 00)) - (&1, 7, (00,000)) % O

(e3,7e, (11, 000)) - (&1, 76, (01, 000)) # (€5, e, (22, 2%)))

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

O3 Oz | Of
O Or | Of
(€3, ,, (102G 0M0@)) . (g1, I, (00 0M0@)) Oz | O4

1342S1d 4N31dId0S3d Nd NOILNF1L90.d F1dW3IX3 v'8
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1
Le blocp|(), o, *P® =

P® 4 (&3, 7,(10, 1MW) x P?) dans la positior(ﬁ) ales éléments suivants :

(e, ey (10,00)) - (e, 70, (01, 10)) s (22, 7, (02),012))) - (€4, 7, (02, 02)))
+
(€3, ey (11, 11)) % (&9, 7, (09, 02)) - (&4, 76, (02),0)))

(e3, 76, (11,00)) - (€1, 76, (01, 1D)) x (€2, e, (02, 1)) - (€4, 72, (1), 12)))
+
(€3, 7e, (10, 10)) 5 (e2, 7, (02, 19))) - (e, 7, (1%, 19)))

((637 7T€3(1(1)7 0(1)))'(617 Tey (0(1)7 1(1)))+(é37 7T€3(1(1)7 1(1))))*P(2) - (637 7T63(1(1)7 0(1)))'(617 Tey (0(1)7 1(1)))*

(€3, ey (11,0M)) - (€1, 7, (0, 1M)) % (9, e, (02, 1)) - (€4, 7, (12, 2)))
+
(€, 72, (10, 10)) s (e, 7, (0, 12))) - (4, 7, (12, 2)))
(e3,7e,(11,00) - (e1, 7, (01, 1D)) # (€, 72, (02, 00)) - (e, e, (02, 22)))

+
(@376, (10, 1)) % (€2, 1, (0%, 0)) - (s, 7, (0, 29))

(3,7, (11,00)) - (1,7, (00, 10)) + O

+
(€3, me,(10,19)) % O

(3,7, (1, 00)) - (1, 7, (00, 10)) (e, 7, (1), 13)))

+
(B3, 72, (1, 10)) # (&, 72, (1), 1))

(e3, 76, (11,00)) - (e1, 7, (01, 19)) # (e, e, (1), 2%)))

(B3, 72, (1, 10)) + (e4, 7, (1), 220))

(e, (19,000 - 1,7, (00, 100) s (e, 7, (22, 000)
+
(8, ey (1D, 1D)) % (e3, e, (22),02)))

(€3, 76, (11,00)) - (e1, 7, (01),10)) O

+
(B3, 7, (10,10)) O

(€3 (10, 000)) - (e1, ., (00, 100)) (€3, 7, (22, 29))

+
(€3, e, (11, 10)) (&3, e, (2%), 220))

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1), les éfémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

(€4, T, (1W0@) 1M)))

Oz

(647 H€4(1<1)0(2)’ 1(1)2(2)))

Of

(€4, g, (11013 1112

(eq, 11, (1013 1M232)))

(es, ]‘153(1(1)2(2)7 0(1)0(2))) - (e1, I, (0(1)0(2)7 1(1)0(2)))

Of

(é?n Hé3(1<1)2(2)7 1(1)2(2)))
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Le bIOCpgg)Qm x P2 = (e3,m,, (110, 200)) x P?) dans la positiorﬁ:@ a les éléments suivants :

(637 Wfis(l(])ﬂ 2(1))) * (621 Ty (0(2>7 0(2))) : (647 Tey (0(2>7 0(2)))

(63’ 7r83<1(1)7 2(1))) * (62, Tey (0(2)7 1(2))) : (647 7Té4(1(2>1 1(2)))

(637 7Te3(1(1), 2(1))) * (627 Tey (0(2)7 1(2))) : (647 7764(1(2)7 2(2)))

+
(631 Te3 (1(1)7 2(1)>) * (éQv ey (O(2>$ 0(2))) : (64 Teq (0<2>: 2(2)))

(637, (100, 200)) O

(637 7Te3(1(1)7 2(1))) * (é47 754(10)7 1(2)))

(631 ﬂ-eg(l(l)7 2(1))) * (64~, 7r614(1(2>7 2<2>))

(637 7‘—63(1(1)7 2<1>)) * (637 Tes (2<2>v 0(2)))

(637%3(1(1)7 20)) % Of

(637 763(1(1)7 2(1))) * (637 Tes (2<2>v 2(2)))

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

(e3, 11, (1(1)2(2)7 2(1)0(2))) O+
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Prenons maintenant les blocs qui composent la troisieme.lige blocp((), ., * P = ((ez, 7, (20, 10)) - (e, e, (11, 00)) +

(627 (2(1) 1(1)))'(637 7Tea(l(l)? 2(1)))'(657 7T€5(2(1)7 0(1)))+(627 Tey (2(1)7 2(1)))'(637 7T€3(2(1)7 0(1)))_‘_(627 71-52(2(1)7 2(1)))'(é37 Tes (2 @ 2(1 ))

(es, 7T65(2(1), 0(1)))) x P2,

Par la propriété de distributivité de I'opérateur de conence sur I'opérateur de choix, orf@, 7r62(2(1 D)) - (3, ey (11, 01))) %
P(2 (6277T62 (2( )7 1(1)))'(63 (1( ) 2(1)))'(65 7T€5(2(1) 0t )) P(2 (6277T52 (2(1)72(1)))'(63777-63(2 O(l ))*P 2 (62777-52 (2(1)7 2(1)))'

(83, ey (29, 2M)) - (e5, e (2(1) 0M)) x P? dans la posmorﬁi) . Les les éléments de ce bloc sont les suivants :

(E2:70y (20, 100)) - (3,70, (10, 000)) (e, 7, (02, 1)) - (e, 7, (12, 20))

M
(€2, 1ea (20, 10)) - (g, 70y (100, 200)) - (5, g (200, 000)) (2 7 (06, 120) - (e, 7, (12, 202))

+
(2,7, (29, 10) - (e, 7, (11, 000)) (22, 7, (0%, 0))) - (&4, g, (0P, 0))) (e2, e, (29, 19)) - (e3, 7, (19, 000)) s (e, 7, (0, 190)) - (@4, 7, (1), 1)) (2,76, (29, 2)) - (e3, 7, (200, 000)) % (e2, 7, (02, 19)) - (e, 7, (1¥),20)))
+ + +
(l’,z.ﬁ,,2<2(l).1“)))'(HJ.W”(IH).Q(”’))‘((‘;,.ﬁ‘<2(|) 0M)) % (€3, e, (0, 0@))) - (&4, 76, (02),02)) | (€2, ey (2, 1)) - (€5, ey (1D, 20)) -+ (5, ey (21, 0)) (€2, 7, (02, 1)) - (€4, e, (1P, 1@))) (&9, 76, (21, 20)) - (€5, 7, (2D, 21)) - (€5, ey (21, 00)) % (€9, 7, (02, 1)) - (e4, 7, (1), 22)))
+ +
(€272, (20, 20)) - (e m,(‘Z“"AU“))) (€2, 7, (02, 012))) - (€4, 7, (02, 0))) (€2, e, (20, 29)) - (€3, 7y (20, 0))  (e2, e, (0, 19)) - (€4, e, (120, 1)) (e, ey (2, 11)) - (e3, 7y (1, 00)) (€2, e, (0, 01))) - (e4, e, (02, 22)))
+

+

(;i.m—,,(2<'>‘2“>))»(;u.w,—,(2<”.2“>))4(f;,.m(_ L0M)) s (89,75, (02, 09)) - (24,72, (0, 02))) | (€2, 75, (2D, 21)) - (&, 72, (20, 21)) - (€5, 7y (21, 00)) x (€2, 7, (0, 12))) - (E, 72, (12, 12))) (e, 7, (20, 10)) - (e, 7, (11, 20)) (€5, e, (20, 01))) % (£, 72, (02, 02))) - (e, 7, (02),22))
+

(€272, (29, 29)) - (3,7, (207, 000)) # (&2, 76, (020, 09)) - (e, 7, (00, 20)))

+
(72, 7,200, 200)) - (&5, 76, (209, 209)) - (5, 72y (20, 0)) (e, 7y (02, 0)) - (e, 7, (02, 22))

(€2, e, (20, 10)) + (3,7, (10,000)) % O (€2, ey (20, 10)) - (e, e, (10, 000)) (&4, e, (12, 12))) (€2, e, (20, 10)) + (3, e, (110, 000)) % (4, 7, (12),202)))
+ + +
(e2,me, (20, 1)) - (e3, e, (1,20)) - (5, 7, (20, 01)) O (e2, e, (29, 19)) - (e3, e, (100, 200)) « (5, e, (207, 00)) # (@4, e, (1), 1)) (e2, e, (20, 19)) - (e3, e, (10, 20)) - (5, e (20, 0)) ¢ (e, e, (1), 200))
+ + +
(@2, e, (2),200)) - (e, 7, (2, 00)) % O (2,76, (20,20) - (e, 7, (20, 01)) # (24, 7, (1?0, 1)) («‘z-,mz(Z“‘»Q“)))-(m»mx(f')-(l‘”))*(r«a.m,(lf”lm))
+ +
(2, 75,(21),20)) - (3,75, (21, 21)) - (5, e, (2, 00)) % O (E2, 7,20, 200)) - (€3, 2, (21, 20)) - (€5, T (200, 0)) (&4, 72, (12, 12))) (2,7, (2, 2)) - (3,7, (21, 29)) - (ezs.w.;,<2<“.o<“>>*(my.u“’.'z@’))
(e, ey (20, 10)) - (€5, 7y (1, 0)) % (e5, ., (22, 012))) (2,7, (20, 10) - (e, 7, (10, 00)) + O (e2, e, (20, 10)) - (e, 7, (100, 000)) (25, 7, (22, 20))
+ + +
(€2, ey (20, 10)) - (e5, ey (10, 20)) - (5, 7, (200, 00)) % (3, 7, (262, 02))) (€2, e, (20, 1D)) - (e5, 7, (11, 210)) « (e5, 7, (20, 00)) + O (€2, e, (20, 1M)) - (3, ey (10, 20)) - (e5, 70, (21, 00)) 4 (€3, 76, (22, 2))
+ + +
(€2, 76,21, 210)) - (3,7, (207, 000)) (5, 7, (22, 0)) (f2, 7, (20, 200)) - (e5, 7, (2,0)) + O (E2, 72,21, 200)) - (5,7, (200, 000)) # (&5, 7, (22, 29))
+ + +
(B2, e, (21, 210)) - (&5, e, (21, 210)) - (5, e, (200, 00)) % (e, 7, (20, 02))) (B2, e, (20, 210)) - (&5, e, (20, 20)) - (e5, 7, (20, 00)) % O (€2, e, (21, 20)) - (&3, g, (20, 20)) - (e5, 70 (21, 00))) # (€3, 76, (22, 2))

Par la propriété d’'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

(€2, 1, (2001, 200®)) (&, T, (200, 2002)) - (&5, T1,,, (2102, 0D 03)) ) Of (€2, T, (2002, 2002))) - (€4, 7, (2003, 200220 - (5, TT,., (202(2), 012(2))
[om (€4, 1T, (201 2013))) . (e, IT,, (21 0D12))) (e, 11, (291 202())) - (¢4, 11, (222, 0D 2(2)))
(€3, 11, (2V22), 00)) o2 (€3 Mg, (2V202), 202@)) . (5, I1,,, (2V2), 0V22)))
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Le blocpll), o) + P = (e3, 7y (21, 10)) - (63, 7, (19, 110)) + POdlans Ia positiorﬁ_ﬂ a les éléments suivants :

€9, e, (210, 1M)) + (e, e, (1D, 1)) 5
2 3

(€2, e, (02,02)) - (&4, e, (0, 02)))

(€9, Tey (21, 1)) - (€5, 7, (1D, 1MW) % (g, e, (02, 1?))) - (&4, 7, (12),1)))

(e2, ey (20, 10)) - (3,712, (10, 1)) x (e, 7, (0, 19)) - (o5, 7, (1), 2)

+
(e2,me, (20,10)) - (€5, 75, (10, 1D)) 5 (€, 7, (02, 00)) - (e, e, (02, 22)))

(€2, e,

(20, 1W)) -+ (&3, e, (1D, 1W)) x O

(e2,7e, (20, 10)) - (&5, 7, (1, 19)) (&4, 7, (1), 1))

€9, T, 20 1MW)y €3, e, 10 1My % ey, e, 1(2),2(2)
2 3 4

(€9, ey (21, 1M)) - (&5, ey (1M, 1M)) % (e, e, (22, 0)))

€9, ey (21, 1M)) + (&5, 72, (1M, 100)) % O
2 3 T

9, e, (20, 1MW) - (&5, w2, (11, 1MW) % (&5, 75, (22, 2
2 s

3

Par la propriété d'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

O | (e, I1,,(2M0@)  1W1@)) . (&, I, (1M 1@ 1W1)) | (eg, TL,, (20 1W12)Y) . (g4, TL,, (1013 1(1D2(2)))
Or Or Or
Or Or Or

1342S1d 4N31dId0S3d Nd NOILNF1L90.d F1dW3IX3 v'8

91



Le blocpiy), yo) # PP = ((e2, 7y (20, 10) - (e, 7, (10, 20)) - (&5, 72 (21, 20) + (e, 7, (20, 100)) - (e, 7, (100, 2)) -
(&5, me; (21, 2())) % P,

Par la propriété de distributivité de I'opérateur de conemice sur I'opérateur de choix, on{@, m., (21, 1M)) - (e3, 7., (11, 2(1)) .
(@5, e, (20, 200)) 5 P@) 4 (€9, 0, (20, 1)) - (e, 70, (1), 200)) - (5, 70, (20, 20)) + P2) dans la posmor(#) . Les les éléments de
ce bloc sont les suivants :

(€9, ey (210, 1M)) - (e3, 7

(€2, ey (20, 10)) - (e3, ey (1, 20)) + (&5, 55 (21, 21)) (&3, 76, (0P, 02)) + (E4, 76, (0P, 02)) | (€2, ey (21, 1D)) + (€5, e, (11, 20)) - (€5, e (200, 20)) % (€2, e, (02, 13))) - (€4, 7, (12, 1)) | (€2, e, (20, 2)) - (&3, 78, (21, 21)) « (&5, ey (21, 21)) # (€2, e, (02, 12)) - (€4, e, (1), 2(2)))
+
(62,7, (29, 200)) - (3, 7, (21, 2)) - (i, e (21, 20)) o (2,7, (0, 0))) - (i3, 7, (0, 0)) | (2, 7, (21, 20)) - (i, 7, (29, 29)) - (

T
5, ey (20, 20)) 5 (9, 7, (0, 13))) - (&4, 7, (19,1

) | (ea ey (20, 10) - (ea, 7y (100, 20) - (€, ey (2, 200)) # (B2, 72, (0, 0)) - (e, e, (02, 22))

N
. ey (20, 20)) (B, 72, (02, 009)) - (e, 7, (02, 29))

(02,76, (20, 10)) - (5,7, (100, 20) - (e

o
|

(20, 20)) « 07 (€2, ey (20, 10)) - (€5, 70, (10, 20)) + (&5, ey (210, 20)) % (&4, 7, (12, 12))) (€2, 7, (2, 10)) - (e5, ey (1D, 21)) - (&5, 7, (200, 21)) (e, 7, (1), 22)))

+ + +

(B2, e, (21,20 + (&5, e, (200, 20)) - (&5, e (20, 20)) % O (€2, e, (21, 20)) - (&3, 76, (210, 21)) - (&5, e, (2, 20)) (&4, 7, (12, 19))) (2, e, (20, 20 - (&3, g, (21, 20)) - (&5, 7, (21, 20)) (e, 7., (1), 29))

(€2, ey (20, 1M)) + (€3, ey (1, 20)) - (&5, e (21, 21))  (e3, 7, (22, 02)) (€2, ey (20, 1D)) - (e5, 7, (11, 20)) - (&5, 7z, (20, 20)) % O (€2, Tes (20, 1M)) -+ (e, ey (11, 200)) + (&5, e, (21, 200)) (&5, 76, (22, 22)))
+ +

(B ey (20, 200)) - (83, 7y (200, 20)) - (85, 71, (20, 20)) (e, 7, (22, 02) (B2 7, (2, 209)) - (85, g, (200, 200)) - (85,71, (20, 20)) # O (B2, 76,20, 200)) - (B3, 7, (20, 2)) - (85, 7, (20, 20) # (B3, 7, (29, 27))

Par la propriété d’'idempotence (Propriété 7.2.1), les élémde ce bloc de la matrice sont réduits a :

(€2, H&(z(l)o(‘& 2(1)()(2))) - (&4, HQ(Q(U[)(Z)‘ 2(1)0(2))) - (&s, Hg5(2<1)0(2), 2(1)0(2))) Oy (€2, 1‘[@(2(1)0@)7 2(l>(](2>>) - (e, H“(Z(l)(]@), 2(1)2(2)>) - (&, Héj(g(l)g&), 2(1>2<2)))
Oy (€4, Hg4(2(1)1(2)7 2(1)1(2))) - (&, ng(g(l)lﬂ), 2(1)1(2))) (€4, HE1(2<”1(2), Q(UQ(Q))) - (5,115, (202) 2(1)2(2)))
Os Of (€3, I, (2023) 2M22))) . (&5, T, (2V2(3) 2(D2(2)))
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8.4. EXEMPLE D’'OBTENTION DU DESCRIPTEUR DISCRET 169

A partir des chaines de transitions globales du descriptiseret” (égal a la matrice de
transition de 'automate global) on peut obtenir la mattie@sition de la chaine de Markov en
évaluant les chaines de transitions globales selon la tiéfird.4.1 (page 109).

Evaluons par exemple la chaine de transitions globales dier@ére ligne et derniére
colonne (positiorP[2<1>72<2)}[2@)72(2)]. Cette chaine de transitions globales est égale a :

p[2<1)’2<2)}[2(1)’2<2)] — (53’ I, (2(1)2(2)7 2(1)2(2))) . (55’ 1., (2(1)2(2)7 2(1)2(2)))

Evaluons chaque tuple de transition globale séparémeptdmier tuple de transition glob-
ale(es, I, (2M2? 2(12(2))) a la probabilité d’occurrence de I'événemenégale a — ps. Cet
événement a une probabilité d’'occurrence constdntes), c’est-a-dire, sa valeur ne dépende
pas de I'état global du modéle. La probabilité de routagéall (produit des probabilités de
routage des tuples de transition locale) de ce tuple deiti@nglobale est aussi constante et
égale al.

Le deuxiéme tuple de transition globdlg, IT.. (2(Y2(?) 2(102(2))) a |la probabilité d’occur-
rence de I'événemeimt égale al — f, ou f est la fonction :

f= (st A?) == 2(2)) * P

En évaluant cette fonction pour I'état globale)2(?) (état de départ du tuple de transition
globale), on obtient :

f=ps

Alors, la probabilité d’occurrence de ce tuple de transitiobale, lorsque sa fonction est
évaluée pour I'état globalV2), est égale & — ps. La probabilité de routage de ce tuple de
transition globale est constante et égale a

En évaluant cette chaine de transitions globales selorfilatddn 6.4.1, on a I'évaluation
suivante :

I1( Py genpm o)) = (1= ps(2023)) x TI, (2023, 2023)) (2)23))) %
(1— ]0(2(1)2(2))7 Hé5(2(1)2(2), 2(1)2(2))(2(1)2(2)))
(L —=p3)(1—ps)

En évaluant toutes les chaines de transitions globalesstuipteur” du modéle de fe.
8.2 (page 158), on obtient la matrice de transition suivante
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(1= p1)(1 = pa) 0 (1—=p)ps | pr(1—pa) 0 P1P4 0 0 0
0 (L=p)X=ps) (1= pi)pa 0 p1(L=p1)  pripa 0 0 0
0 0 (1—p) 0 0 n 0 0 0
0 0 0 (1= pa) 0 D4 0 0

pP= 0 0 0 0 (1= py) P 0 0 0 (8.2)
psmi(1—p1) 0 0 P3TIP1 0 (1—ps) P32 0 0

0 0 (1= p2)paps 0 p2(1 = pa) P2P4 (1= p2)(1 = pa) 0 (1= p2)pa(1 = p5)
0 0 Paps 0 0 0 0 (1= pa) pa(1 = ps)
3 0 (1= p3)p 0 0 0 0 0 (1= p3)(1 = ps)

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé une représentation compaatéapmatrice de transition
de l'automate global d’'un modéle SAN. Cette représentatmmpacte, appelé@escripteur
discret est une représentation tensorielle qui utilise I'algébresorielle complexe définie dans
le chapitre 7.

L'association de I'algébre tensorielle complexe et detegede construction des chaines de
transitions locales (et par conséquence des matricesriééwents) cache a I'utilisateur toute
la complexité d’'un modele a temps discret, ce qui fait deecassociation (algébre tensorielle
complexe et algebre des événements) un outil puissant paanistruction de modeles SAN
a temps discret. Plus précisément, les régles de consimuditis chaines de transitions locales
masquent la complexité de I'occurrence simultanée de galusiévénements dans un méme
automate pendant que le produit tensoriel complexe masgoedtélisation de I'occurrence
d’événements concurrentes (I'occurrence d’événemems différents automates). Les cas de
conflit sont gérés par la priorité et par la définition de lemble d’événements possibles de
chaque état.

Ce chapitre cl6t cette deuxieme partie de cette these. Nawys présenté une défini-
tion compléete pour le formalisme SAN a temps discret, enidgéat la sémantique, en terme
d’événements aléatoires et d’évolution d’'un modéle SANwpediscret, la définition d’'un en-
semble d’opérateurs pour représenter cette sémantiquanaldtaison d’événements qui nous
a permis de proposer, en combinaison avec I'algébre tailgodie matrices, une représentation
compacte d’'un modele SAN.



Troisieme partie

Outil de calcul : le logiciel PEPS






Chapitre 9

Structure du logiciel PEPS

Depuis la premiére version du logiciel PEPS [69], plusieueslifications ont été apportées.
Etant donné que PEPS est un logiciel académique, son aaractdolithique et I'importance
du code généré qui a augmenté au fur et a mesure que des eauttipthodes ont été implantées
dans le logiciel, sa maintenance et I'implantation de ntesdhéories développées pour le
formalisme SAN sont devenue difficiles.

PEPS2007 adopte une nouvelle structure qui vise facil#enaintenance mais surtout le
développement de nouveau modules dans le logiciel. Cetteetie version est disponible sur
le site web du projet :

http ://www-id.imag.fr/Logiciels/peps/

Le logiciel a été découpé en plusieurs modules indépendahéjue module implante une
méthode ou un ensemble de méthodes. Les modules générésdemolupage du logiciel ont
éte classés ed groupes. Chaque groupe correspond a une phase dans laiocdsobmplete
d’'un modéle.

Dans ce chapitre, on présente dans la premiére section tihiSi@ique de I'évolution du
logiciel PEPS. La section 9.2 présente les phases néassala résolution complete d’'un
modéle. La section 9.3 explique la méthode de découpagsielpaur la création des modules
du PEPS2007. Les sections suivantes sont dédiees a la fatésenle chaque phase et des
modules qui la composent. Enfin, la Section 9.7 présent&gesiconclusions et perspectives
sur cette nouvelle structure.

9.1 Historique du logiciel PEPS

La premiere version du logiciel a été proposée en 1988 paedlaFourneau et Lee [76].
Avec la version PEPS 2.0, le logiciel connait de grandes fisatibns. Notamment, cette ver-
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sion implante I'ensemble les nouveaux algorithmes proppsé Fernandes [35], tels que la
meéthode de multiplication vecteur-descripteur, I'agtégealgébrique et les méthodes de pro-
jection pour la solution stationnaire.

Dans cette version, avec la méthode de multiplication wealescripteur, appelé&huffle
chaque produit d’'un terme tensoriel est multiplié par umég@adu vecteur, sans jamais générer
aucune partie de la matrice compléte. Aprés toutes les pliadtions tensorielles, on a une
multiplication compléte du vecteur-matrice. L'algoritend’agrégation algébrique consiste a
réaliser des opérations tensorielles entre les automat&g;dn a grouper plusieurs automates
en un seul. Les méthodes de projection implantées dansveesien sont cette d’Arnoldi et de
GMRES [86, 92].

L'interface utilisateur du logiciel était assez rudimergal’absence d’'un langage de de-
scription d’'un modéle SAN obligeait I'utilisateur a fourgiirectement les matrices et fonctions
du descripteur markovien. Un deuxieme probleme présemldaversion PEPS 2.0 était I'ob-
tention des indices de performance, car seulement le wedésuyprobabilités de la distribution
stationnaire était fourni en résultat.

9.1.1 PEPS2000

Au cours de I'anné@000 une nouvelle version du logiciel a été mise en ligne. PEP8200
apporte des optimisations sur les algorithmes déja en iglogu’'une manipulation optimisée
des dépendances fonctionnelles [35], et il propose audangage de description d’'un modele
SAN. Ce premier langage de description permet une desmmiptérarchique du modéle, ou un
modéle est composé d’automates, qui sont composés d'étathaque état a des transitions
et chaque transition a un ensemble d’événements asso@é.l@Jangage de description du
modéle, une fonctionnalité importante a été implantée @3S 2000 : les fonctions d’inté-
grations. Les fonctions d’intégrations permettent de defyar des fonctions, une fonction sur
lesquels le vecteur de probabilités sera sommé. Il s’agdatdicul de la valeur moyenne de la
fonction sur le vecteur de probabilité stationnaire.

9.1.2 PEPS2003

La version PEPS2003 [7] apporte plusieurs nouveautésstglle I'utilisation des vecteurs
creux, l'agrégation sémantique, I'évaluation de fondairst-in-timeet aussi un nouveau lan-
gage de description. Limplantation des structures deewgstcreux dans PEPS a permis le
calcul uniqguement sur I'espace d’états atteignables. @adbréduit de facon considérable
'espace de stockage pour les modéles creux. Lagrégadimastique d’automates identiques
(répligua) consiste de la représentation par un seul étangbre d’automates dans le méme
état de I'automate original [6].

Une autre fonctionnalité implantée dans PEPS2003 estlliatian de fonctiongust-in-
time Cette méthode consiste a générer pour chaque fonctioardéaans le modéle SAN, un
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code C++. Le code C++ d’une fonction est compilé et lié auxmoees de résolution du PEPS.
Ce code est appelé a chaque fois que la fonction est évalatte.dinélioration représente, dans
certains modeles, jusqu3@% du temps de calcul par rapport a I'ancienne méthode d’étialua
des fonctions par interprétation.

Le nouveau langage de description implanté dans cetteoveesit plus intuitif et permet
une description plus compacte, car ce nouveau langage cooendemplanter quelques fonc-
tionnalités qui permettent la réplicatiodentiquedes automates et des états. Cependant les
possibilités de réplications sont tres limitées et seeapient a des modeles assez simples.

9.1.3 PEPS2007

Dans la version de 2007 [13], une nouvelle structure a étgtédgour le logiciel. PEPS2007
a été découpé en un ensemble de modules indépendants. @adpule implante une phase/étape
de larésolution compléte d’'un modéle. Cette approche anedh maintenance et le développe-
ment du logiciel. Avec cette approche, des nouvelles méth@duvent étre développées et
testées indépendamment de la version stable de PEPS defagdmire I'inclusion de bogues
et la cohérence du logiciel. Autre avantage, cette verstompt un développement localement
et/ou logiguement distribué.

La section suivante présente les phases et chemins paspille la résolution compléte
d’'un modéle.

9.2 Reésolution complete d’'un model&SAN

La résolution compléete d’'un modéle SAN passe par plusiehasgs et différents chemins
peuvent étre employés pour obtenir les indices de perfarenanuhaités. €. 9.1 présente les
deux chemins possibles pour résoudre un modéele.

Generation de la Solution de la

matrice HBF matrice HBF
Description et Compilation /

compilation du

model SAN du descripteur
Normalisation Solution du

du descripteur descripteur normalisé

FIG. 9.1 — Etapes nécessaires pour la résolution d’'un modéle.

La premiere phase consiste a décrire et compiler le modeN. $ktte phase est appelée
analyse syntaxiqué.a deuxiéme phase, appekteuctures de donnéewnsiste a manipuler le
descripteur markovien obtenu a partir de la compilation duléhe de fagon a I'optimiser. La



derniere phase, appelégthodes de résolutiamonsiste a solutionner effectivement le modéle,
soit directement sur le descripteur markovien, soit sur #&rice au format HBF Harwell-
Boeing Forma).

Les phases nécessaires a la résolution du modéle sonéesilcomme base pour le dé-
coupage du logiciel. La méthode de découpage est préseatédadsection suivante.

9.3 Meéthode de découpage

Différentes versions du descripteur markovien sont éggslors de la compilation du mod-
ele SAN jusqu’a la version normalisée utilisée dans la té&oi du modéle (multiplication
vecteur-descripteur).

Chaque version du descripteur est composée d’un dictiomdadentifiants (fonctions, au-
tomates, états et événements), d’un tableau des fonctleria, fonction d’atteignabilité, d’un
tableau des fonctions d’intégration et d'un ensemble ddscea.

La premiere version du descripteur markovien, apfécripteur Markovien Pleinest
généree par la compilation fichisan du modéle SAN dans la phase d’analyse syntaxique. La
deuxieme version du descripteur markovien, appascripteur Markovien Creyxest obtenue
par la transformation des matrices pleines du descriptewkawien en matrices creuses (pre-
miere étape de la phase de structures de données). La éevaision du descripteur markovien
est obtenue par la normalisation du descripteur markoviénéalent (deuxieme étape de la
phase de structures de données). Ce descripteur, dpestéipteur Markovien Normalis@st
utilisé pour les méthodes de résolution (phase des méthiedesolution).

Le découpage du logiciel PEPS suit I'évolution du descuptearkovien. Chaque module
résultant de ce découpage est responsable pour une phpeedét la transformation du de-
scripteur markovien ou pour la résolution du modéle. Deacketton, on a découpé le logiciel
de maniéere a garder dans chagque module uniguement lessohEssEssaires a une phase/étape.
Il faut remarquer que parfois, différents modules implahte méme phase/étape, c’est le cas,
par exemple, des modules pour I'analyse syntaxique, ouuehatpdule a un langage de de-
scription différents.

La version 2007 du logiciel PEPS est composéedielasses et chaque classe participe a
un ou plusieurs modulesAB. 9.3 présente la liste de classes utilisées dans PEPS Eleamss
relations de dépendance.

A partir de TaB. 9.3, on peut aisément séparer certaines classes, par lexéesGRAM-
MAR, AUTOMATON, STATE, EDIC, NDIC et FUNC sont uniquementpiéndants entre elles
et sont utilisées uniquement dans les modules de la phasalyke syntaxique. Cette indépen-
dance des autres classes du logiciel rend facile la crédéismodules de cette phase.

Cependant, les autres classes du logiciel sont forteméed Bt on a pu constater qui un
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Classe Description | Utilise la classe ... Est utilisée par la classe ... |
Analyse Syntaxique |
AUTOMATON automates STATE GRAMMAR
DOM définition des domaines GRAMMAR
EDIC dictionaire d’événements GRAMMAR
FUNC dictionaires de fonctions GRAMMAR
GRAMMAR regles de grammaires AUTOMATON, DOM, NDIC, EDIC, FUNC
NDIC dictionaire d’automates et d’'états GRAMMAR
STATE description d’états AUTOMATON
| Classes repliquéees |
aut_list liste d’automates aut_set, aut_st, d_graph aut_set, aut_st, CND, d_graph, jumps, V(
aut_set ensemble d’automates aut_list, aut_st aut_list, aut_st, d_graph, elem, FTB
func_tree, RSS, san_mat, st_ map
aut_st automates ou états aut_set, aut_list, jumps aut_list, aut_set, CND, DCT, d_graph,
DSC, elem, FTB, func_tree, HBF, INF,
jumps, LUD, RSS, san_mat, st_ map, VC
bools vecteur de booleans full_mat, RSS, san_mat, sp_mat, st ma|
DCT Dictionnaire aut_st
d_graph graphes de dépendance fonctionnelle aut_list, aut_set, aut_st aut_list
elem éléments des matrices aut_set, aut_st, st map elem_list, san_mat
elem_list liste d’éléments elem scr_ft
FTB tableau de fonctions func_tree, aut_set, aut_st, st map scr_ft
full_mat matrice d’éléments constants au format plein bools
func_tree arbre d’évaluation d’'une fonction aut_set, aut_st FTB, INF, src_ft
INF tableau des fonctions d’intégration (résultats) aut_st, func_tree
jumps tableau de saut de permutation aut_list, aut_st aut_st, CND, LUD, VCT
RSS espace d’états atteignable aut_set, aut_st, bools, func_tree
san_mat matrice ordinaire d’éléments aut_set, aut_st, elem, st_map, bools CND, DSC, sp_mat, VCT
scr_ft scratch du tableau de fonctions FTB, func_tree, elem_list
sp_mat matrice d’éléments constants au format creux san_mat, st_map, bools LUD
st_map map d’états aut_set, aut_st, bools CND, DSC, elem, FTB, sp_mat, VCT
| Classes non-répliquées |
CND descripteur normalisé aut_st, jumps, st_map, aut_list, san_mat VCT
DSC descripteur aut_st, san_mat, st_ map
HBF matrices creuses au format Harwell-Boeing aut_st VCT
VCT vecteurs de probabilités aut_list, aut_st, jumps, san_mat, st_ map, HBF, CND

TAB. 9.1 — Relation des dépendances de classes
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ensemble de&9 classes sont nécessaires a tous les modules qui suivembjalaton du fichier
.san . Autrement dit, ces classes sont utilisées dans la regetgendu descripteur markovien
plein, du descripteur markovien creux et aussi du descniptarkovien normalisé. Ces classes
sont en gras dansAB. 9.3.

Les4 derniéres classes (CND, DSC, HBF et VCT) sont utiliséesuenitent dans la partie
de la résolution compléte du modéle.

9.3.1 Réplication du code

Pour I'ensemble de classes utilisées dans plusieurs nmdldax options de découpage se
sont présentées : la création d’'un noyau central ou la it du code dans chague module.

La création d’'un noyau central, commun a tous les modulésvaritage que les corrections
nécessaires a cet ensemble de classes sont réaliséeslarieiseGependant, cet avantage n’est
pas crucial car cet ensemble de classes a été déja largetitiseet on considére que peu de
modifications ou corrections seront nécessaires.

La réplication du code dans chaque module apporte plusierargages : toutes les classes
nécessaires au module sont au méme endroit, les modifisatémessaires a de futurs modules
n'ont pas d’influence sur les modules déja existants, awmnemit, chaque module est com-
pletement indépendant.

On a choisi la réplication du code pour le découpage du legazr cette méthode est la
méthode qui s’approche le plus de la proposition de décaugadogiciel qu’on propose. De
cette facon, leg9 classes mentionnées précédemment, ont été répliquéeshiange module
résultant du découpage, a I'exception des modules d’amalystaxique, qui n’utilisent pas ces
classes.

Les sections suivantes présentent les modules de chagse géda résolution compléte
d’'un modéle.

9.4 Analyse syntaxique

La phase d’analyse syntaxique consiste a décrire un modéesglon les regles du langage
de description et de compilation de ce modéle. La compitatiomodeéle transforme le modéle
SAN dans un ensemble de fichiers qui décrivent le descriptaukovien du modeéle.

Différents langages de description peuvent étre utilisésersion actuelle du PEPS2007
accepte langages de description, chaque langage a été implantédanedule différent.

Le Langage de descriptioBAN implanté dans le module appel@mpile_sarst le langage
standard utilisé dans PEPS2007. Ce langage est décrit'dansxe B.
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Un deuxiéme modulecbmpile_phsanimplante une extension du langage standard pour
inclure la description des événements phase-type dansdelei@e langage a été proposeé par
Sbeity et une description détaillée est dans [89].

Les deux modules de cette phase recoivent un fichier du.sgre qui suit les regles
de description et généerent, aprés I'analyse syntaxiquesnsemble de fichiers décrivant le
descripteur markovien plein, dans le format proposé dafis [3

9.5 Structures de données

Les modules inclus dans la phasgrticture de donnéémanipulent le descripteur markovien
de facon a le transformer pour I'adapter a la phasena&thiodes de résolutitin

On peut classer les modules de cette phasegroupes, divisés selon la structure de stock-
age utilisée : tensorielle et HBF.

9.5.1 Structure tensorielle

Deux étapes sont nécessaires pour preparer le descripggkovien plein obtenu par la
compilation du modéle SAN pour la phase “méthodes de résalutcompilation du descrip-
teur et normalisation du descripteur.

Compilation du descripteur

Cette étape de traitement de “structure de données” tnamsefte descripteur markovien
plein stocké en un ensemble des petites matrices au formiatgrh des matrices stockées au
format HBF. Cette conversion a pour but de réduire le nombnmadiltiplications inutiles (mul-
tiplication par zéro) au moment de la résolution du modélegue, assez souvent, pour des
petites matrices le format HBF prend plus de place de steclag le format plein. Notons que
la matrice de transition de la chaine de Markov équivaleoiéicue a étre représentée en forme
tensorielle, et uniqguement I'ensemble de matrices du gesar markovien utilise le format
HBF.

Cependant, les méthodes les plus importantes du modulette éape sont les méth-
odes d’agrégation (algébrique et sémantique) en charggrdepement des automates. Le
groupement d’automates par agrégation algébrique esé&éadr I'application des opérations
de somme et de produit tensoriel sur un ensemble matricegsitripteur markovien. Avec
ce type d’agrégation on réduit le nombre d’automates du teaodais on a des automates plus
grands [34]. La méthode d’agrégation sémantique peut élise uniquement sur un ensemble
d’automates identiques (replicas). Cette méthode permegmlésenter avec un seul automate
le nombre d’automates dans chaque état des automates afpgg€ette méthode réduit de
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fagon significative le nombre d’états du modéle, mais elteapplicable a un ensemble réduit
de modéles.

Le module qui réalise I'étape de compilation du descripestiappel€ompile_dscll com-
pile 'ensemble des fichiers générés par le modidmpile_sarpour décrire le descripteur
markovien plein et génére un ensemble de fichiers qui déttrdieelescripteur markovien creux.

Normalisation du descripteur

La derniére étape de la phasaitement de structures de donnégesmalise le descripteur
markovien creux et réalise le pré-calcul de la diagonaleahedpteur.

Le pré-calcul de la diagonale du descripteur consiste aiextioutes les matrices de normal-
isation des événements synchronisants et les élémentindiaxydes matrices des événements
locaux. Ces éléments sont utilisés pour construire le uedi@gonal utilisé dans les méthodes
de résolution. Cette technique améliore la performancemdgbodes de résolution. Une de-
scription détaillée de la méthode de pré-calcul de la dialgodu descripteur est décrite par
Fernandes [34].

En plus de la normalisation du descripteur et du pré-caleuadliagonale, les modules de
cette étape font une analyse du modele a la recherche dédlesssptimisations, telles que,
le remplacement de fonctions par des valeurs constantss|(ie la fonction a la méme valeur
sur tous I'espace d’états) et la génération de I'ordre ddiplightion des matrices de facon a
minimiser I’évaluation des fonctions.

Cette étape de normalisation et d’optimisation est imglapar deux modulesiorm_dsc_ex
etnorm_dsc_spCes deux modules implantent les mémes méthodes et teelsnitpiutilisent
'ensemble de fichiers qui décrivent le descripteur mardoareux pour générer 'ensemble des
fichiers qui décrivent le descripteur markovien normal@épendant le moduleorm_dsc_ex
travaille sur I'espace d’état produit et génére le vectéagahal avec cette taille, alors que le
modulenorm_dsc_spravaille sur I'espace d’états atteignables et le vect@agahal généré a
cette taille.

9.5.2 Structure HBF

Un autre chemin possible pour résoudre un modéle est deggétigectement la chaine de
Markov équivalente au modele SAN. Apreés le découpage duikdgie modulegen_hbfréalise
la construction de la chaine de Markov équivalente au descni markovien plein obtenu aprés
la compilation du modéle SAN.

La matrice de transition de la chaine de Markov équivalemteadéle SAN est stocké sous
le format HBF Harwell-Boeing Format Optionnellement, ce module peut convertir la matrice
générée pour gu’elle soit compatible avec le logiciel MAR[A, 93].
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9.6 Méthodes de résolution

Plusieurs méthodes de résolution sont implantées dans BEHStelles que la méthode de
la puissance, Arnoldi et GMRES pour la solution statiormair la méthode d’uniformisation
pour les solutions transitoires.

Comme pour la phase de structures de données, on peut gtesipeodules de cette phase
selon le type de structure utilisée pour le stockagansorielleet HBF (Harwell-Boeing For-
mat).

9.6.1 Structure tensorielle

Les modules de cette phase qui utilisent une structureriefissont basés sur la méthode
deshuffle[35]. La méthode dehufflepermet de réaliser des multiplications vecteur-desaripte
sans jamais avoir a générer la matrice de transition de lmeliie Markov. Autrement dit, ces
modules travaillent directement sur le descripteur magowormalisé du modele.

Les méthodes de résolution qui utilisent cette structuredgelle sont implantées dans trois
modules solve_cnd_exsolve_cnd_sptsolve _cnd_pav

Les modulesolve _cnd_egrtsolve _cnd_eimplantent quelques méthodes de résolution sta-
tionnaire classique : puissance, Arnoldi et GMRES et |la odtd uniformisation pour des so-
lutions transitoires. La différence entre ces deux modegese format du vecteur de probabilité
utilisé. Alors que le modulsolve_cnd_extilisé un vecteur plein, donc de la taille de I'espace
d’état produit du modele, pour stocker le vecteur de prdibé@die modulesolve _cnd_sptilise
un vecteur creux, ou uniguement les probabilités des étaigmables sont stockées. L'utilisa-
tion des vecteur creux pour le stockage du vecteur de priiiésla été proposé par Benoit dans
[9] et apporte plusieurs avantages lorsque I'espace d’attgignables est beaucoup plus petit
gue I'espace d’états produit (la limité esb@).

Il faut remarquer que lsolve_cnd_euxtilise le descripteur normalisé généré par le module
norm_dsc_eyou le vecteur diagonal a la taille de I'espace d’états pitpdiors quesolve _cnd_sp
utilise le descripteur normalisé généré par le modhden_dsc_spavec un vecteur diagonal
ayant uniquement les états atteignables. De la méme fago®sultat rendu par le module
solve_cnd_erst un vecteur de probabilités au format plein, alors queddutesolve _cnd_sp
rend un vecteur de probabilités au format creux. Optioensdint, les deux modules peuvent
calculer les indices de performances sur les fonctionsdtedsuéfinies dans le modele.

Le troisieme module implante plusieurs méthodes pour utdk la disponibilité ponctuelle.
Ces méthodes sont décrites en détails dans le Chapitre 3o@derend la valeur de la disponi-
bilité ponctuelle a un instantspécifié par I'utilisateur.

Notons que ce module a été concu apres le découpage du lagididaut noter le gain
de cette nouvelle structure du logiciel, car dans ce modelgaines méthodes utilisée pour le
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calcul de la disponibilité ponctuelle emploient la muligation a droite (descripteur-vecteur).
La création d’'un module indépendant a permis ce changersams, toucher aux méthodes et
classes utilisées aussi pour les autres modules.

9.6.2 Structure HBF

Un seul module implante la résolution du modele en utilisnatrice de transition stocké
au format HBF. Ce module utilise la matrice de transitionégér par le modulgen_hbfet
uniquement la méthode de la puissance est implantée.

De facon similaire au modulesolve _cnd_ext solve_cnd_spce module rend comme ré-
sultat un vecteur de probabilités, mais contrairement adutes précédents, le calcul direct des
indices de performances n’est plus possible, car les irdtams sur les identifiants d’états ont
été perdu au moment de la génération de la matrice.

9.7 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre la nouvelle version du lb€eS. Cette nouvelle ver-
sion, outre un nouveau langage de description (Annexe B3s®trtéthodes pour le calcul de la
disponibilité ponctuelle (Chapitre 3), présente une towatevelle structure.

Cette structure améliore la maintenance et le développeshudagiciel. Avec cette nouvelle
structure, de nouvelles méthodes peuvent étre développtesdtées indépendamment de la ver-
sion stable de PEPS. Actuellement, plusieurs modules iexpBtaux implantent et testent de
nouvelles méthodes, par exemple, le développement d'unetste basée en diagrammes de
décision multi-valués (MDD Multi-valued Decision Diagrams[88] pour la représentation
de I'espace d'états atteignables et la nouvelle méthepdie pour la multiplication vecteur-
descripteur [22]. De cette fagon, on réduit I'inclusion degbes et on garde la cohérence du
logiciel.

Un autre avantage de cette nouvelle structure est la pbgsiiun développement local
et/ou logiquement distribuée, car | 'implantation de ndiegeméthodes dans une méme phase
de la résolution du modele, seront implantées sur des modahaplétement indépendants.

On espére qu’avec cette nouvelle structure, le logiciel ERolue parallelement et plus
rapidement dans les différents équipes qui travaillentestarmalisme SAN.



Chapitre 10
Expressivité du logiciel

Dans ce chapitre, on présente le nouveau langage de dastriplisé pour définir un mod-
ele SAN. Ce nouveau langage de description a été pensé pobterdes difficultés présentes
dans les anciennes versions du logiciel PEPS.

Le nouveau langage de description ne change pas le pouexipra@’ssivité apporté par la
version utilisée dans PEPS2003. Dailleurs, le nouveagdga a pour base le langage défini
dans cette version la.

Ce nouveau langage a pour but de simplifier la descriptionatéetes avec un grand nombre
de composants répliqués.

10.1 Rappel des concepts developpés SBEPS2003

A partir de la version 2003 le langage de description du legieEPS [7, 69] chercher a
définir structures qui rendent plus facile les réplicatidimutomates, d’états, de transitions et
d’événements. Pour facilement créer de modeles avec deswsts répliquées, on a adopté le
concept de modelparamétrable Autrement dit, il s’agit de définir un semble de parameétres
qui sont utilisés pour définir le nombre de réplications degete structure du modele.

De cette fagon, un modéle avec réplications peut étre faeité redimensionné en changent
uniquement quelques parametres. Pour rendre ce concepodiEarparamétrable possible,
la structure du langage de description du PEPS2003 es&dienb blocs : ‘identifiers”,
“events, “reachability”, “ network” et “results”.

Dans le bloc fdentifiers” sont déclarés tous les paramétres qui sont utilisés dateskeip-
tion du modéle. Chaque parametre est associé a un identifiant

L'ensemble d’événements associés aux transitions du maidglt déclarés dans le bloc
“events. Un événement peut étre répliqué et le nombre de réplicatést facilement parame-
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trable en utilisant les identifiants précédemment déclarés

Le bloc “reachability” définit les états atteignable du modéle. Cet ensembletdétaléfini
par une fonction.

“network” est le bloc plus important de la description. La structuentbdéle est décrite
dans ce bloc. Cette description est structurée de facoarbiéque, ou, le modéle est un réseau
d’automates stochastiques constitué d’un ensemble dfeatts ; chaque automate est constitué
d'un ensemble d'états ; chaque état a un ensemble de toass#ortantes ; chaque transition a
un ensemble d’événements associés.

FiG. 10.1 présente graphiquement cette structure hiérarehiqu

‘ network Exemple |

‘evtl ‘ ‘ evtn ‘ |evt1 ‘ |evtn |

FIG. 10.1 — Structure hiérarchique de blawtwork”

Comme pour les événements, la réplication d’automates dtats est facilement parame-
trable par I'utilisation des identifiants déclarés au bloehtifiers”.

Le dernier bloc fesults’ contient les fonctions des indices de performance qu’art eal-
culer.

10.2 Problemes dans le langage de description REPS2003

On a vu que des fonctionnalités qui permettent une desenigtmpacte des modeles avec
des composants répliqués étaient déja présentes dans P&P.S2ependant, cet ancien lan-
gage permet uniquement une réplication identique des aeésydes états et de la déclaration
des événements.

Lorsqu’on a un modele avec des composants similaires, maimgragissent avec des
composants différents, on était obligé de décrire chagueposant séparément, car il était
impossible de modifier une caractéristique quelconque.

Un autre probléme rencontré dans I'ancien langage estdgwipilité de décrire de multi-
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ples transitions sortantes d’'une fagcon compacte. Chagqusition sortante devait étre décrite
individuellement. Ce méme probleme est présent dans testsmn de multiples événements a
une transition.

Enfin, 'impossibilité de réplication de fonctions dans é#adjage du PEPS2003 obligeait
I'utilisateur a décrire individuellement chaque fonctia®eme si d’'une fonction a l'autre, unique-
ment I'indice de 'automate/l'état changeait.

Dans le but de permettre des réplications plus flexibles,esuicbmposants ne sont pas
identiques, dans la section suivante, on progoseuvelles fonctions qui nous permettront d’-
exprimer assez facilement plusieurs cas de réplicatiars) hvant une description individuelle
de chaque composant était nécessaire.

10.3 Proposition : nouvelles fonctions pour la réplication

On va introduire ici un nouveau type de fonction, appel@action de descriptich Trois
nouvelles fonctions ont été proposées pour ce nouveaudan@as fonctions ont pour but de
modéliser 'automate courant dans une réplication d’aates) I'état courant dans une réplica-
tion d’états et aussi I'état d’arrivée d’une transition slame réplication d’état.

Automate courant - at La fonctionat permet d’obtenir I'indice de I'automate qui est en
train d’étre traité. Cette fonction est utile pour difféc@r chague automate dans un ensemble
d’automates répliqués. Elle nous permet de définir des drissndifférents de transitions et
d’événements selon 'automate. Cela est pratique pour lisedén ensemble d’automates avec
le méme comportement, mais qui utilisent des événemeriéeatits. On utilise cette fonction
pour faciliter la description des modéles ou I'indice deéraments dépend de 'automate. Par
exemple, le modelage d’'un ensemble de station de travadesepar un réseau en anneau ou
chaque station doit synchroniser avec la station suivainéice de la station courante récupéré
par la fonctionat est utilisé pour indexer les événements de synchronisafienexemple est
présenté dansi&. 10.9 dans la section 10.7.1.

La fonctionat n'a pas de parameétre. Cependant, il faut faire attentionnausage, car
la fonction a des comportements différents si elle estséipour obtenir 'automate courant
au sein d'un ensemble d’automates répliqués ou dans un atéarmn-répliqué. Lorsqu’elle
est utilisée pour obtenir I'indice de I'automate en courssdan ensemble de réplication, elle
donne comme résultat I'indice de cet automate dans le derdenréplication. Lorsqu’elle
apparait dans un automate non-répliqué, l'indice rendliiedice interne de I'automate Par
exemple, dans un modele SAN awautomates définis de la fagon suivante : un autordate
répliqués dans le domaifie.3] (A[1], A[2] et A[3]), un automatd3? non-répliqué et un automate

’indice interne de I'automate est un indice unique attélpar le logiciel & chaque automate. Cet indice est
attribué de facon séquentiel et le premier automate détiitdice interne0, le deuxieme l'indicel et ainsi de
suite.



186 CHAPITRE 10. EXPRESSIVITE DU LOGICIEL

C' répliqué dans le domairie..9] (C[6], C[7], C[8] etC[9]). Les indices donnés par la fonction
at pour ce modéle sontl, 2,3, 3,6,7,8 et 9. Pour ce méme modele, si on change l'ordre de
description des automates en décrivent I'autontatn dernier, la fonctiomat rend les indices
1,2,3,6,7,8,9et7.

Etat courant - sts La fonctionstspermet d’obtenir I'indice de I'état courant dans un autanat
Cette fonction est utile dans un ensemble d’états répligu@ermet de définir I'ensemble de
transitions et d’événements qui sont utilisés par rappldétat courant. Cette fonction peut étre
utilisée pour définir I'indice d’'un événement utilisé selétat courant, mais aussi dans une
fonction de condition dans la définition d’une transitiomem événement.

Cette fonction permet de choisir les transitions et évéemgsrgelon |'état courant.

Etat d’arrivée - std La fonctionstd permet d’obtenir I'indice de I'état d’arrivée d’une transi
tion. Cette fonction peut étre utilisée pour définir I'inelid’'un événement ou dans une condition
pour la définition d’une transition ou d'un événement. Dedfagimilaire aux fonctions préecé-
dentes, cette fonction est utilisée dans un ensemble sl'&pliqués.

Cette fonction permet de choisir les transitions et évéemgsrselon I'état d’arrivée.

Des exemples d'utilisation sont présentés dans les ssdigmantes.

10.4 Réplication de fonctions et evénements

Les fonctions de description peuvent étre utilisées poprimer une condition pour la
définition d’'une transition ou d’un événement, mais surfmutr calculer les indices des événe-
ments. Cependant, pour qu’on puisse utiliser les indicésnois par ces fonctions, il faut que
les événements soient aussi répliqués.

La réplication d’événements est présente dans le langagesiziption depuis la ver-
sion PEPS2003. Cependant, dans cette version une seulasitimele réplication (vecteur
Ali]) était permise. Dans PEPS2007 on peut répliquer un évérigosgu’'a3 dimensions
(A[i][7][k]). Une réplication e dimensions permet d’indicer plus facilement 'automatak
et la transition.

Contrairement au langage de description défini pour PEP$280angage de PEPS2007
nous permet d'utiliser différents taux de déclenchement pes événements répliqués. Si un
seul taux de déclenchement est défini, ce taux sera utilisétpos les événements définis dans
cet ensemble. On peut associer différents taux aux évensemigiiqués en spécifiant une liste
d’identifiants ou une fonction répliquée. Dans les deux leapremier identifiant sera associé
au premier événement répliqué et ainsi de suite. Si le nowfiitentifiants spécifié est plus
petit que le nombre d’événement, on revient au début detéa lis
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Un autre avantage proposeé dans ce nouveau langage estdatiéplde fonctions. La répli-
cation de fonctions nous permet créer un ensemble de foisctimilaires mais qui sont évaluée
sur des automates différents. Chaque fonction peut étliguép er3 dimensions au maximum.

L'exemple suivant présente des cas ou la réplication ddifmmest utile. Dans cet exemple,
on propose un modele SAN assez simple ou chaque autoraedamements locaux associés.
Un de ces événements locaux a un taux fonctionnel. Ce mostaigerit dans . 10.2.

A0 AN
@ @ @ Type | Event| Rate| Type| Event| Rate

loc € fi loc I Iz
Iy e ... e ... Iy en IO_C
loc

€ fi loc l; 1L
fli]= (b [AV . ATV 2 == (i—1))xa

fn | loc | In I

ey

FiG. 10.2 — réplications d’automate avec des événements afféedis taux

Dans ce modéle, on voitcas de réplications : d’automates, d’événements et deiforsct
On va explorer dans ce modéle la réplication d’événemesiscaEe a différents taux de dé-
clenchement et par conséquence, la réplication de forsction

Le but de ce modele est de montrer I'utilisation de la répilicede fonctions. La réplication
de fonctions permet de définir un ensemble des fonctiongigiess ou les automates qui sont
les arguments de la fonction sont différents.

Ce modele est décrit par le code ci-dessous. La descriptionsgul automate est néces-
saire. L'indice des événements de chaque automate estecphua fonction . La fonctioni
récupeére l'indice de I'automate dans la réplication.

identifiers
N = [1..10]; // domaine de réplication
i = at; /I indice de l'automate courant
fIN] = ((nb [[A[1]..Alat]] y) == (at-1)) * lambda;
/I f[i] rend lambda si le nombre
/I d’automates de A[1l] jusqu'a AJi]
/l dans l'état y est égal a (i-1)
lambda = 0.1; /I taux de déclenchement des
mu = 0.2 /Il événements
events

loc e[N]  (f[N]);
loc I[N] (mu);
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reachability = 1; /I tout les états du modéle sont
/I atteignables

network aut_rep (continuous)

aut A[N] /I automate répliqué 10 fois [1..10]
stt x /I état x
to (y) efi]
stt y /I état y
to (x) I[i]

Ce modeéle utilise différents taux de déclenchement. Poswcéeyr différents de taux de
déclenchement a un ensemble d’événements répliqués, orexiciter une liste d’identi-
fiants de fonctionsi.eloc e[N] (f[1] f[2] f[3]) , OU on peut définir un domaine
de fonctions répliquéese., loc e[N] (f[N]) . Dans notre code, on définit les taux de
déclenchement de chaque événement répl@eé associant la fonction réplig@iéde méme
indice.

La réplication d’'une fonction est faite par I'associatiomrddomaine de réplication a I'iden-
tifiant de la fonction. Les indices de ce domaine sont usilg#ns la création de chaque fonction
répliquée. Dans cet exemple, la réplication de la fond{iNh , la fonctionat sera remplacée
par les indices dal. Ainsi, on a la fonction répliqué2] = ((nb [[A[1]..A[2]] V)
== (2-1)) * lambda;

La syntaxe exacte de réplications d’'une fonction se troaresda section B.1 de I'annexe
B.

La possibilité de réplication des fonctions, des événeswtrdes automates dans le nouveau
langage a permis une description assez compacte du moadeledEcrire ce méme modéle
dans le langage défini dans PEPS2003, on était obligé deeéhbaque fonction, événement
et automate individuellement.

Les sections suivantes présentent quelques cas de rigplcgu’on peut trouver sur des
modéles et la fagon de les exprimer dans ce nouveau langage.

10.5 Replication d’automates et d’états

La réplication d’automates et d’états est déja présenteldaranciennes versions du PEPS.
Cependant, les automates et les états était répliqués ale ittentiques. Autrement dit, un au-
tomate et/ou un état était répliqué avec exactement les mamesitions et les mémes événe-
ments associés. La seule contrainte imposée dans ce ndamgage est que tous les automates
répligués dans une domaine doivent avoir le méme nombratdt&r on considéere que les au-
tomates répliqués représentent de composants simildioes, avoir les mémes états est une
contrainte raisonnable.
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Laréplication d’automates et d’états se fait exactemeta de@me facon que dans PEPS2003.
Pour répliquer un automate, on doit simplement ajouter unaioe de réplication a la décla-
ration de I'automate. Par exemple, dans I'exemple prédedena répliqué 'automaté en
ajoutant le domainfN] a la déclaration de 'automatait A[N] ).

De facon similaire, on ajoute un domaine de réplication &ldatation d’un état pour qu’il
soit répliqué. Par exemple, pour répliquer un &atans un domainklouM = [1..10] ,on
déclarestt S[M]

La possibilité de création de répliques non-identiquesitdimates et d'états a des con-
séquences sur la flexibilité de construction de transiteinsur I'association des événements
a ces transitions. On explore donc dans les sections sag/phisieurs cas de réplications de
transitions et événements.

10.6 Replication de transitions

Par défaut, les transitions sortantes d’'un état, ainsi gaeedments associés sont répliqués
de facon identique lors de la réplication d’'un automate aundtat. Dans les cas suivants, on
présente un ensemble de situations possibles lors de leatémh d’un état et d’une transition.

On peut classer les déclarations des transitions sortantdsux groupes. Les états qui ont
des transitions sortantes simples et ceux qui ont des ti@mssortantes répliquées.

10.6.1 Transition simples

On considére une déclaration de transition simple, toatesttion sortante vers un seul état
a la fois. On peut avoir deux types de transitions simplei.\&os un état unigue, soit vers un
état répliqué.

Transition vers un état unique

FIG. 10.3 représente un automate ou tous les transitions sestdiun état répliqué vont
vers le méme état, c’est-a-dire, un état fixe. Ce type deitramsipparait dans plusieurs mod-
eles, par exemple, pour modéliser la panne d’'une mémoinedam

FIG. 10.3 — Réplications d’états et transitions vers un état fixe
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Le code ci-dessous décrit cet automate. Les deux dernignesireprésentent la réplication
des états et la transition de chaque état vers un état fixét&dixe peut étre un état répliqué,
comme dans cet exemple, ou n'importe quel état de I'autanizas cet exemple, I'état est
indiqué par la fonctiom , qui a la valeur constante

identifiers
N = [1.5]; /I domaine de réplication
i = 1; /I indice constant
mu = 0.5 /I taux de déclenchement
/I de I'événement e
events

syn e (mu);
reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[i]) e /I transition vers [|'état s[1]

Transition vers une réplication d’état

L'exemple suivant représente un automate ou les étatsivdardes transitions sortantes
d’un état répliqué sont calculées par rapport a I'indice ltigoe état.

LER8s

FiG. 10.4 — réplications d’états et transitions vers une régpbo d’état

Dans l'automate présenté danssF10.4, chaque état répliquélaou 2 transitions sor-
tantes selon sa position dans I'ensemble d’états réplidueegremier type de transition se fait
vers |'état précédent. Autrement dit, vers I'état dontdice est décrémenté depar rapport
a l'indice de I'état courant. Ces transitions sont décrias la ligneto (- -) e dans le
code ci-dessous. Le deuxieme type de transition de ce mee &t vers I'état d’indice-2 par
rapport a I'indice de I'état courant, sauf si I'état d’agesest en dehors de 'ensemble d’états ré-
pliqués. Dans ce cas, I'état d’arrivée doit étre le derniar de I'ensemble d’états répliqués. Ce
dernier type de transition est décrit par la ligne(s[i]) e , ou I'indice de I'état d’arrivée
est calculé par la fonction.

identifiers
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N = [1..5]; /[ domaine de réplication
[ = min((sts + 2), 5); // indice de l'état d’arrivée
mu = 0.5; /I taux de déclenchement des
lambda = 1; /I événements
events

syn s (mu);
loc | (lambda);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)

aut A
stt s[N] /I état répliqué 5 fois [1..5]
to (--) e /I transition vers [|'état précédent
to (s[i]) e /I transition vers l'état courant +2

La description de transition vers un état répliqué étaié ggjssible dans PEPS2003 par
I'utilisation de primitives de positionnement relatif gies : ¢ - , ++, ==)2. Cependant, I'u-
tilisation d’une fonction pour calculer I'indice de I'étdtarrivée d’'une transition n’était pas
possible et obligeait a une description différencié de akacansition.

10.6.2 Transition répliquée

La possibilité de déclaration d’'une transition répliquéété introduit dans PEPS2007.
La déclaration d’un transition répliquée permet de définirnsemble de transition de fagon
compacte. La réplication de transition est un outil utilesldes modéles avec des schémas
des probabilités de routage complexes, comme par exemepheodiele dd?atron de mobilité
aléatoireprésenté dans la Section 4.5.

FiG. 10.5 représente un automate ou a partir de chaque étatuvmlfss vers I'ensemble
d’états répliqués. Dans cet exemple, a partir de chaquesgtizué on va vers tous les états de
'ensemble de réplication.

FIG. 10.5 — Réplications d’états et de transitions vers plusiétats

2La syntaxe de ces primitives sont décrites dans la Secti3B.
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Laligneto (s[N]) e , dans le code ci-dessous exprime cette réplication. Onrrgrea
gue, au lieu de placer une fonction pour calculer l'indicéétat d’arrivée, a I'instar du modele
précedent, on utilise un identifiant de domayg@récédemment défini.

identifiers
N = [1.5]; /[ domaine de réplication
mu = 0.5; /I taux de déclenchement de
/I 'événement e
events

syn e (mu);
reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répligué 5 fois [1..5]
to (s[N]) e /I transition répliquée a tous
Il les états

10.6.3 Condition d’inclusion

Une autre fonctionnalité implantée dans le langage de igi¢iger de PEPS2007 est la pos-
sibilité de définir une condition d’inclusion dans la créatd’une transition. Cette condition est
une fonction qui prend en compte l'indice de I'automate, @&t courant et/ou de I'état d’ar-
rivée et permet d’inclure ou d’exclure une transition au reatde la création des transitions

Sur la base du modele précédent; F10.6 représente un modeéle similaire ou les transition
sont possibles uniquement si I'état d’arrivée a un indices girand que I'état courant.

FiG. 10.6 — Réplications d’états et de transitions vers plusiétats avec condition

Dans le code ci-dessous, la fonctibigger modélise cette condition nécessaire pour la
création d’'une transition. La fonction compare l'indice ldat courant, obtenu pasts et
I'indice de I'état d’arrivée, obtenu patd .

identifiers
N = [1..5]; /I domaine de réplication
bigger = (sts < std); /I fonction de condition
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/I retourne 1 si I'état de
/I départ est plus petit que
/I I'état d’arrivée

0.5; /I taux de déclenchement de
/I 'événement e

mu

events
syn e (mu);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[N] / bigger) e /I transition répliquée a tous
/I les états qui remplissent
/I la condition (bigger)

On remarque que la condition pour la création d’une trasrsjpieut étre utilisée pour toutes
les descriptions d’une transition, méme si cette transpiart d’'un état non-répliqué, ou si elle
méme n’est pas elle-méme répliquée.

10.7 Replication d’événements

Des cas similaires a ceux présentés pour les transitioigetaiés pour les événements.
On peut classer la description des événements selon deex tymique et répliqué.

10.7.1 Evénement unique

La déclaration d’'un événement unigue signifie que un seut@mént est associé a une
transition a la fois. L'événement associé peut étre un éuénesimple ou répliqué.

Evénement simple

Lorsqu’on déclare un événement simple, cet événement \aa@jne sur toutes les transi-
tions répliqués ou il a été déclaréak 10.7 représente un automate avec un ensemble d’états
répliqués ou I'événementapparait sur toutes les transitions.

La déclaration de I'événementdans la derniere ligne du code ci-dessous modélise cette
situation. En effet, la réplication de I'événement sur @uss transitions se fait par la réplica-
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FIG. 10.7 — Réplication d’un événement

tion des états de I'automate, car au moment de la réplicafiom état, cet état est répliqué a
l'identique, avec les mémes transitions et événement§ssiicontraire est specifié. Concer-
nant le modele de Markov, il s’agit d’'un événement uniquepguit se déclencher dans des états
différents.

identifiers
N = [1.5]; /I domaine de réplication
mu = 0.5; /I taux de déclenchement de
/l 'événement e
events

syn e (mu);
reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répliqué 5 fois [1..5]
to (++) e /I transition vers [|'état suivant

Evénement répliqué

On dit qu’un événement est répliqué lorsqu’on déclare untifiant d’événement unique,
mais indicé selon sa position. D’'un point de vue du modele dekbV, il s’agit d’événements
différents.

FiG. 10.8 représente un modéle, ou, pour un ensemble d’étaitguésp, on utilise un événe-
ment différent selon I'état courant.

o e e o

FiG. 10.8 — Réplication d’événements

La fonctioni , dans le code ci-dessous, calcule l'indice qui est utiliagsdle choix de
I'événement qui sera associé a chaque transition.
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identifiers
N = [1..5]; /I domaine de réplication d'états
E = [1.4] /I domaine de réplication d’événements
i = sts; /I indice de l'état de départ
mu = 0.5 /I taux de déclenchement des
/I événements e[E]
events
syn e[E] (mu); /I événement répliqgué 4 fois [1..4]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répliqué 5 fois [1..5]
to (++) efi] /I transition vers |'état suivant
/I avec I'événement e d’indice i (e[i])

Dans un deuxieme exemple, on montre que ce méme principdedation utilisé pour
définir un ensemble d’événements (chacun associé a un ptafué peut étre utilisé pour
indexer les événements lors de la réplication d’automates.

FIG. 10.9 présente un modéle SAN ou chaque automate doit sersyisdr avec I'auto-
mate suivant. Le dernier automate se synchronise avecri@grale facon a former un anneau.

Le probleme rencontré dans ce modeéle est I'utilisation ddneemble d’événements dif-
férents pour chaque automate. Dans les anciennes vergdisEIS, une description différente
de chaque automate était nécessaire.

AN

A A
S9 > S1 e Sitl Si Lo ST > SN

FIG. 10.9 — Réplication d’automates avec des événements symshnts différents

Pour décrire ce modeéle de fagon compacte, on peut décrireulastomate et le répliquer.
L'utilisation de deux fonctions, etnext , permet d’associer des événements différents pour
chaque automate. La fonctian récupere l'indice de I'automate dans une réplication et on
I'utilise pour indexer I'événement associé a la transitlen ay. De fagon similaire, la fonction
next calcule l'indice qui est utilisé pour indexer 'événemessacié a la transition dga x,
aussi basé sur 'indice de 'automate.
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identifiers
N = [1..10]; /I domaine de réplication
i = at; /I indice de l'automate courant
next = (at mod 10) + 1; // indice du prochain automate dans
/I une file circulaire
mu = 0.2; /I taux de déclenchement des
Il événements s[N]

events
syn s[N] (mu); /I événement répliqgué 10 fois [1..10]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)

aut A[N] /I automate répliqué 10 fois [1..10]
stt x
to (y) s[i] /I transition de I'état x vers |'état y

/I avec I'événement s avec lindice de
/I Pautomate courant (i)
stt y
to (X) s[next] /I transition de I'état y vers l'état x
/I avec I'événement s avec lindice de
/I 'automate suivant dans une file
/I circulaire (next)

Comparé a I'ancien langage de description de PEPS2003, @lagnobligé de décrire
chaque automate individuellement, cette version est lmeguglus compacte et on peut changer
facilement le nombre d’automates.

10.7.2 Ensemble d'événements

Un autre probleme rencontré dans les anciens langaged'&aiciation d’'un ensemble
d’événements répliqués a une transitionc.F10.7.2 représente un modele ou un ensemble
d’événements répliqués est associé a une transition dagrss@mble d’états répliqués.

e e e e

€3 €3 €3 €3

ey ey ey ey

Dans I'ancien langage, chaque événement devait étre assaviduellement a la tran-
sition. Dans le nouveau langage, on a la possibilité d'assom ensemble d’événements ré-
pliqués de fagon compacte. La déclaration de I'ensembied@ments répliquégE] dans la
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derniére ligne, permet d’associer en une seule fois tous/&sements répliqués d’un domaine.
De facon similaire a la déclaration des transitions ré@es) il suffit de spécifier le domaine de
réplication lors de la déclaration de I'événement.

identifiers
N = [1..5]; /I domaine de réplication d'états
E = [1..4]; /I domaine de réplication d’événements
mu = 0.5; /I taux de déclenchement des
/Il événements e[E]
events
syn e[E] (mu); /I événement réplique 4 fois [1..4]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répligué 5 fois [1..5]
to (++) e[E] /I transition vers |'état suivant avec
/I tous les événements de e[E]

10.7.3 Condition d’inclusion

De facon identique aux conditions utilisées pour la créates transitions, la définition
d’'une condition d’inclusion permet de définir si un événemen un ensemble d’événements
sera inclus lors de I'association des événements aux ti@amsi

Dans I'exemple présenté danssk-10.10, des ensembles différents d’événements sont asso-
ciés a chaque transition selon I'état d’arrivée des traomsit En plus, on veut établir la condition
qui est d’avoir uniqguement des transitions sortantes datlié La fonctionis_1 modélise la
condition pour la création des transitions, alors que lestionsf e etf | modélisent les
conditions d’inclusion de 'ensemble d’événemesfis] etl[L] , respectivement.

FIG. 10.10 — Réplication d’événements avec condition

identifiers
N = [1..5]; /I domaine de réplication d’états
E = [1..2]; /I domaine de réplication d'événements
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L = [1..3]; /I domaine de réplication d’événements

is 1 = (sts == s[1]); // fonction de condition des transition S
/I transition sortante uniquement de
/I I'état s[1]

fe = (std < 4); /I fonction de condition des événements e
/I état d'arrivée plus petit que 4
fl = (std >= 4); /I fonction de condition des événements |
/| état d’arrivée plus grand ou égal a 4
mu = 05 /I taux de déclenchement des
/Il événements e[E]
alpha= 1, /I taux de déclenchement des

/I événements I[L]

events
syn e[E] (mu); /I événement répliqgue 2 fois [1..2]
loc I[L] (alpha); /I événement répliqgue 3 fois [1..3]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A
stt s[N] /I état répligué 5 fois [1..5]
to (s[N] / is_1) e[E)/f_e I[L)f_I
/I transitions vers tous les états en
/I sortant de I'état s[1]
/I (condition is_1) avec les événements
/I e[E] pour les états d'arrivee s[2]
Il et e[3] et avec les événements I[L]
/I pour les états s[4] et s[5]

10.8 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté les potentialités de réphcde PEPS2007 et on les a
illustrés par quelques cas de réplications sur des modelpses. Pour chaque cas on a présenté
le code qui décrit de facon compacte le modéle. Pour la plasdgr partie de ces modeles,
cette description compacte est uniquement possible parsation des fonctionst, stset std
proposées au début de ce chapitre.

Ces nouvelles fonctions, I'extension des structures dgdge telles que la réplication de
fonctions, la déclaration de transitions et d’événemegiiqués et la définition des conditions
d’inclusion, ont permis la description de modeles par dedia&tions qui, avant, n’était pas
faisable pour des grands espaces de réplications. PEP @tpmamtenant d’exprimer de tels
grands modeles.



Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous dressons un bilan de travaux préstargsette these ainsi que les
perspectives de travaux futurs. Dans la section suivareti(® 11.1), on rappelle les princi-
paux résultats obtenus et les mises en ouvre pour les aldbemis la section 11.2, nous évo-
guons des perspectives de travaux qui donnent suite awauttaéveloppés ici.

11.1 Conclusion

L'apport scientifique de cette thése a été focalisé sur adtisme de Réseaux d’Automate
Stochastiques (SANStochastic Automata NetwqQrét s’articule en deux axes :

— méthodes numériques pour I'analyse transitoire sur SAdgs$ continu ;
— proposition d'une représentation tensorielle pour lenisme SAN a temps discret.

11.1.1 Analyse transitoire surSAN a temps continu

Lefficacité de la représentation tensorielle dans le sigekd’'un modéle SAN et de l'al-
gorithmeshufflepour la multiplication vecteur-descripteur ont été largamexploitée pour
I'obtention de la distribution de probabilité stationmagdu modele. Cependant, les travaux sur
des méthodes pour I'analyse transitoire restent réduits.

Dans cette these nous avons exploité des méthodes pouy$aneansitoire d’'un systeme.
Comme on 'a vu, le nombre d’itérations nécessaires powrobta distribution transitoire a
linstant de temps peut étre trés grand dépendant des caractéristiques duenddatefois,
ce nombre peut étre réduit par des méthodes de détectiorguerétationnaire et le colt de
calcul peut étre réduit considérablement.

Nous avons focalisé nos travaux sur I'efficacité de méthddetetection du régime station-
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naire dans le calcul de disponibilité ponctuelle pour dexdsamodéles. Pour tester l'efficacité
des méthodes de détection du régime stationnaire nous avomgaré differentes méthodes
de détection selon deux criteres : nombre d’itérations ssaiees a la détection du régime sta-
tionnaire et la précision des résultats obtenus. Ces déigxas nous permettent de définir la
méthode la plus efficace (le plus petit nombre d'itérati@igjui respect effectivement I'erreur

maximum acceptée.

Pour comparer ces différentes méthodes de détection doneégfationnaire, nous avons
d’abord proposé une adaptation de I'algorithefeifflepour rendre possible la multiplication
d’un descripteur markovien par un vecteur (multiplicatéodroite).

Sur les mesures obtenues, on a pu constater que la perfarrdaria méthode deonver-
gence de vecteur avec norme infif@Al) est nettement meilleure que la méthodecdaver-
gence de vecteur avec normeé (CAA) et que la méthode deontrdle de la suite de vecteur
(CSW) pour le critere nombre d'itérations.

Néanmoins, les problemes de fausse détection du régini@staire entrainent des erreurs
importantes sur la valeur de la disponibilité ponctuelleahpromet les bons résultats obtenus
sur le critere nombre d’itérations. Ces problemes de fadétaetion du régime stationnaire ont
été aussi observés pour la méthode CAA, ce qui rend I'uiitisade ces deux méthodes non
fiable pour de grands modeles.

Sur la base de modeles testés dans cette these, on a puenmsteda méthode CSW permet
un calcul fiable et rapide de la disponibilité au régime stataire avec un surcodt sur le nombre
d'itérations entre0% et500% par rapport a la méthode CAI.

Un travail complémentaire relatif au calcul de la dispdiitdiponctuelle a été I'utilisation
de différentes implantations pour le vecteur constant.ebggrimentations réalisées sur s
implantations proposéesrecteur pleinvecteur crewet fonctionont montré que I'utilisation
d’un vecteur creux présente un bon compromis entre la @tdsscalcul et I'espace de stock-
age nécessaire, mais on peut aisément envisager I'imptam@iune heuristique qui choisit
automatiquement le meilleur format de représentatiomnsiel® caractéristiques du modele et
de I'espace mémoire disponible pour le calcul.

11.1.2 Descripteur pourSAN a temps discret

L'apport le plus important de cette these s’articule autdwrdescripteur discret proposé
pour le formalisme SAN a temps discret.

Cet apport se développe érmarties :

— la construction de chaines de transition globales et dgofaate global d’'un modéle
SAN;

— la proposition de I'algébre tensorielle complexe ;

— la définition des matrices d’événements;
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— la formalisation du descripteur discret.

La premiere partie de cet apport est la définition formeller@ges de construction de
chaines de transitions globales et de I'automate global ddefe. Les chaines de transitions
globales sont des listes ordonnées de tuples de trangjioinagles (chainons de transitions) qui
ont lieu dans une méme unité de temps. La définition formadleas chaines de transitions
globales nous a permit de définir précisément le comportechesysteme et d’obtenir I'auto-
mate global du modéle. Ces régles de construction de chaénteansitions globales masquent
a l'utilisateur la complexité de gérer I'occurrence siranke de plusieurs événements ainsi que
la gestion des conflits.

La deuxieme partie de cet apport a été la proposition d’'ugebaé tensorielle capable d’-
exprimer les relations de simultanéité, de concurrence ehdix d’événements. Pour ce faire,
on a définit trois opérateurs capables d’exprimer les difftgs relations entre les événements :
opérateur de simultanéitépérateur de choirt opérateur de concurrence

L'opérateur de simultanéité a été défini afin d’exprimerdwecence simultanée des événe-
ments dans un méme automate dans une méme unité de tempakép de concurrence a
été deéfini afin d’exprimer I'occurrence de plusieurs évémgmdans des automates différents
aussi dans une méme unité de temps. L'opérateur de choixdg#@téafin d’associer plusieurs
probabilités de chaines de transitions (occurrence samédt des événements) a une méme tran-
sition.

Ces opérateurs ont été d’abord définis sur un ensemble @gnagrts, mais son expressivité
n'était pas suffisante pour I'expressivité nécessaire [@iarmalisme SAN. L'inclusion d’'une
probabilité de routage a permis une extension de l'algélrelass tuples de transitions. Cette
extension a permis de représenter les chaines de trassition modéle SAN par I'algébre
proposée.

Sur la base des régles définies pour la construction de chdénansitions globales, on a
pu définir des chaines de transitions locales. Ces chainedéutilisées pour la définition de
matrices d’événements qui composent le descripteur discre

Enfin, le produit tensoriel complexe proposé pour cettelalga permis de définir un de-
scripteur discret basé sur le produit tensoriel complesa&rices d’événements.

L'opérateur de concurrence et le produit tensoriel desiogsid’événements ont été définis
de facon a ce que ce produit génere une chaine de transitabedes. L'égalité de la matrice
de transition de I'automate global et du descripteur a ététrée dans la section 8.3 du chapitre
8. Ceci constitue le résultat clé de cette partie.

La définition de cette algébre et d’'un descripteur discret des travaux innovants qui ont
permis une description tres compacte des modeles SAN a tdisg®t et ouvrent de nom-
breuses perspectives.

Différentes propriétés, telle que la décomposition enefarct normaux ont été démontrées
pour cette algebre. Ces propriétés sont présentées pardaais [87], ainsi que I'utilisation de
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I'algorithmeshuffledans la multiplication vecteur-descripteur discret.

11.2 Perspectives

On présente tout d’abord les perspectives de travaux adeoométhodes d’analyse transi-
toire. Ensuite, on présente les perspectives pour le fismalSAN a temps discret. Enfin, on
présente des perspectives de travaux dans des domaini@s vois

11.2.1 Analyse transitoire

Nous avons proposé dans cette these I'utilisation de méthd@nalyse transitoire pour de
grands modeles. Cependant, le développement de méthaiedyde transitoire qui explorent
la représentation tensorielle des SAN reste encore limitée

Il semble possible d’envisager des méthodes de calcul dpsenoyen d’absorption ou
du temps moyen de défaillance qui tirent partie de la reptésien tensorielle de SAN. A
l'instar des représentations des vecteurs constants ggeptans le chapitre 5 section 5.4, on
peut envisager la représentation des étatd1’ N (i.e., les états ou le systéme ne fournit pas de
service) dans le calcul du temps moyen de défaillance paeckewrs creux ou de fonctions.

Comme on a vu, ces représentations peuvent apporter des gaisidérables en espace
mémoire sans compromettre le temps de calcul.

11.2.2 SAN atemps discret

Du coté du formalisme SAN a temps discret, les perspectigsdrdvaux dans ce domaine
sont assez nombreuses. Dans un premier temps, une coropataipouvoir de description du
formalisme SAN a temps discret avec des formalismes anatogermettrait de mieux définir
'ensemble des systemes qui pourront étre décrits par oealame.

La nouvelle algebre tensorielle utilisée pour la représ@on tensorielle du modéle ouvre
aussi des axes de recherche. Un de ces axes est dans laheadtentouvelles méthodes de
multiplication vecteur-descripteur adaptées aux caratigues de cette algebiiee., I'existence
d’un seul terme tensoriel contrairement au descripteukavan en temps continu, qui peut
avoir plusieurs termes tensoriels. |l est aussi possil@avisager des méthodes de simulation
qui en profite non seulement de la structure tensorielle darggeur mais aussi de la puissance
de description du formalisme : par exemple, de méthodesig@ation prenant en compte les
priorités des événements, ou méme des méthodes qui rédéisemulation directement sur
les chaines de transitions. Des propositions de simulaasge sur de méthodes de simulation
parfaite [98] ont déja été faites pour le formalisme SAN agerontinu [36]. Le méme chemin
pourra étre exploité pour le formalisme SAN a temps discret.
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11.2.3 Parallélisation des algorithmes

L'idée de paralléliser les algorithmes de multiplicati@tteur-descripteur n’est pas récente.
Une premiére approche paralléle a déja été proposé darSdttg approche consiste a paral-
léliser chaque terme d’un produit tensoriel dans un noeudedgrappe de calcul.

Toutefois, pour de trés grands modéles, le transfert deaswecde probabilités a chaque
noeud et & chaque itération réduit considérablement ki€ de la parallélisation.

Avec les machines a multiprocesseurs et multicoeurs desjelous pouvons envisager
d’autres type de parallélisation. On peut par exemple ageis|'utilisation des processeurs
du type Cell [80] ou des processeurs graphiques (GPU) [&@8pnopeut compter le nombre de
coeurs par de centaines.
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Annexe A

Ensemble de mesures relevées pour les
methodes de disponibilité ponctuelle

On présente dans cette annexe I'ensemble des mesureseetuéles expérimentations
réalisées afin de tester I'efficacité des méthodes de deénedti régime stationnaire.

Dans I'ensemble de graphes présentés dans cette annexaptmiecles mémes notations
gue dans le chapitre 3.

[0 Rappelons

ucC Nombre d'itérations calculé pour la méthode d’uniforatign classique
par la méthode de troncature de Fox-Glynn (Chapitre 3, @e&ti2.1) ;

CRI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) kagetests de con-
vergence du vecteur selon la convergence relative du vecteume infinie
relative) pour la multiplication a gauche ;

CAl Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) desctests de
convergence du vecteur selon la convergence absolue deuvdabrme
infinie) pour la multiplication a droite ;

CAA Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) &a®tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence absolue accuchuléecteur
(norme L1) pour la multiplication a droite ;

CSW Méthode de contréle de la suitewdg (Algorithme 3.10).

On remarque que les courbes qui représentent les méthodesCRI ne sont pas incluses
dans I'ensemble des graphes pour des raisons de clartée@esalirbes ne sont pas notre sujet
principal de comparaison. Cependant, les mesures relpoéeses méthodes sont présentées
sur les tableaux associés a chaque graphe a titre d’infammat
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A.1 FAS- Mesures relevées

On utilise le modéle FAS (Chapitre 4, Section 4.1) pour td&#icacité des méthodes de
détection du régime stationnaire lorsque la taille du m@déigmente. Pour rendre compte de
I'efficacité des méthodes sur ce modéleonfigurations ont été testées. Chaque configuration
utilise un nombre différent de serveurs.

La premiere configuration utiliseserveurs alors que les autres configurations utilisent
15 et 20 serveurs. Les espaces d’états de ces modeles sont, respesit, €égaux a2, 1 024,
32 768 et1 048 576 états.

L'état initial de ces modeles a été défini avec tous les sesvaactifs, c'est-a-dire, tous les
automates sont dans I'étatCet état initial est défini par la fonctiofus,,,;; ci-dessous :

fasimi = (nb [SY .SM]T) == N

On considere qu’un état appartient a 'ensemble d'&t&tsi il y a, au moins, un serveur
inactif (état/). L'ensemble d’étaté/ P est défini par la fonctiorfas; p :

fasyp = (nb[SY . 8™ 1) > 0

Pour tester ces modeles, on a choisi un taux d’arrivée detsl{g) égal a0, 5 par minute et
le taux de servicel) égal a0, 1 par minute. Les valeurs deet ;. utilisées dans nos tests sont
les mémes que les valeurs adoptées dans [14].

L'instant de temps choisi pour ces tests est d€)00 minutes.

La section A.1.1 présente les graphes représentant le eatiitéirations relevées des mod-
eles testés alors que la section A.1.2 présente les graphksmécision des résultats obtenus
pour la disponibilité ponctuelle a I'instant de temps chois
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A.1.1 Nombre d’itérations

FIG. A.1 présente les mesures relevées organisées selorediffénombres de serveurs,

alors que FG. A.2 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaaeptée.

Nombre d'iterations

Nombre d'iterations

Tolérancele™

250

200

150

Nombre de serveurs

Nombre d'iterations

400

350

300

250

200

Tolérancele™"

CAl ——

CSW --e--

Nombre de serveurs

Nombre de serveurs 5 10 15 20 \ Nombre de serveurs 5 10 15 20 \
uc 1031 | 1562 | 2089 | 2612 uc 1060 | 1599 | 2131 | 2659
CRI 46 | 120 | 136 | 166 CRI 66 | 176 | 220 | 274
CAl 42 84 58 34 CAl 60 | 140 | 136 | 70
CAA 50 152 | 220 | 230 CAA 68 208 | 306 | 338
CSwW 51 130 | 126 55 CcsSw 69 187 | 211 136
Tolérancele™ Tolérancele 10
500 600
CAl —&— CAl —&—
CAA & CAA &
450 - CSW —-o-— CSW —-&-—
500 q
400 - B
350 q “
400 -
300 o 1 o~

250

2]

50

Nombre d'iterations

5 10 15 20 10 15 20
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
Nombre de serveurs 5 10 15 20 \ Nombre de serveurs 5 10 15 20
uc 1086 | 1630 | 2167 | 2700 uc 1097 | 1645 | 2184 | 2718
CRI 84 234 | 306 | 384 CRI 92 | 262 | 348 | 438
CAl 78 198 | 222 | 148 CAIl 88 | 226 | 264 | 200
CAA 86 266 | 390 | 448 CAA 96 | 294 | 434 | 530
CSW 87 | 244 | 296 | 244 CSW 97 | 273 | 339 | 298

FIG. A.1 - FAS - Nombre d'itérations pour différents nombres ee/surs
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5 serveurs 10 serveurs
T 350
100 CAl —— CAl ——
CAA 8 CAA @
CSW --o-— -4 CSW —-&—
2 300 | 4
250 |- e 1
z z
40 . . 50 . .
le-5 le-7 1le-9 le-10 le-5 le-7 le-9 le-10
Erreur maximum acceptee Erreur maximum acceptee
[ Tolérance] e —5 [1e =7 [1le—9[1e—10 [ Tolérance] 1e —5 | 1le—T7[1e—9[1e—10
ucC 1031 1060 1086 1097 ucC 1562 1599 1630 1645
CRI 46 66 84 92 CRI 120 176 234 262
CAl 42 60 78 88 CAl 84 140 198 226
CAA 50 68 86 96 CAA 152 208 266 294
CSw 51 69 87 97 CsSw 130 187 244 273
15 serveurs 20 serveurs
500 T 600
CAl —e— CAl —e—
CAA & CAA &
450 CSW ——e— | CSW --&-
500 | ,
400 . ,
350 1 400 f
§ 300 @ o 4 § @
5 S 300 b 4
2 2
50 . . o . .
le-5 le-7 le-9 le-10 le-5 le-7 le-9 le-10

Erreur maximum acceptee Erreur maximum acceptee

[Tolérance] 1e —5 [1le =7 [1le—9[1le—10 [ Tolérance] 1e =5 [ 1le—T7[1le—9[1le—10
uc 2089 2131 2167 2184 uc 2612 2659 2700 2718
CRI 136 220 306 348 CRI 166 274 384 438
CAl 58 136 222 264 CAl 84 140 198 226
CAA 220 306 390 434 CAA 230 338 448 530
CSW 126 211 296 339 CSW 55 136 244 298

FIG. A.2 — FAS - Nombre d'’itérations pour différentes erreurscmmaum acceptées
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A.1.2 Précision des résultats

FIG. A.3 présente les mesures relevées organisées selorediffénombres de serveurs,
alors que FG. A.4 présente les mémes mesures organisées selon I'eresimom acceptée.

-
5

Tolérancele™ Tolérancele™"

0.001 1e-05

CAl —&— CAl —&—
CAA o CAA &
CSW --6- CSW -6~
0.0001 | Erreur acceptee —-—+-- - Erreur acceptee --—---
1e-06 |- —
1e-05
S 1e-07
1e:06 F e T 7_“_/9,,«»/—“”"/ 4
g 1e-07 E § 1e08 | TTeel | R e
[in} o Ry o ~ S
1e-08 | 8. | s
1e-09 | 1
1e-09 | k|
1le-10 | E
1le-10 | E|
le-11 L L le-11 L
5 10 15 20 5 10 15 20
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
Nombre de serveur| 5 10 15 20 Nombre de serveurs 5 10 15 20
CAI 1.95e — 05 | 9.53e — 05 | 4.66e — 05 | 9.11e — 06 CAI 2.13e — 07 | 1.05e — 06 | 8.41e — 07 | 5.18e — 08
CAA 3.48¢ — 06 | 4.31e — 07 | 9.82¢ — 09 | 1.33¢ — 10 CAA 3.76e — 08 | 4.58¢ — 09 | 1.10e — 11 | 8.14e — 11
CSW 1.39¢ — 06 | 3.06e — 07 | 7.43e — 07 | 2.20e — 06 CSwW 1.51e — 08 | 3.05¢ — 09 | 7.36e — 09 | 1.27¢ — 08
Tolérancele™* Tolérancele1°
1e-07 1e-08
CAl —&— CAl —o—
CAA o CAA &
CSW --6-- CSW --e-
Erreur acceptee --—+-- Erreur acceptee --—+---
1e-08 /\\ 109 ¢ ]
§ 1e-09 § 1e-10
w w
1e-10 :\\\\ . D le11 :\‘\\\‘ [ —— y
le-11 L L le-12 L L
5 10 15 20 5 10 15 20
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
[ Nombre de serveurs 5 10 15 20 | [Nombredeserveurs 5 10 15 20
CAl 2.43e — 09 | 9.53e — 09 | 7.93e — 09 | 6.15e — 09 CAI 1.66e — 10 | 1.00e — 09 | 8.31e — 10 | 6.92e — 10
CAA 3.27e — 10 | 4.32e — 11 | 8.20e — 11 | 8.35e — 11 CAA 4.88¢ — 11 | 8.17¢ — 11 | 8.29¢ — 11 | 8.35¢ — 11
CSwW 1.50e — 10 | 2.76e — 11 | 6.66e — 11 | 1.08e — 10 CSwW 1.49¢ — 11 | 2.54e — 12 | 8.56e — 12 | 9.80e — 12

FIG. A.3 — FAS - Précision des résultats pour difféerents nombesserveurs
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Erreur

Erreur

5 serveurs
0.0001
CAl —&—
CAA &
CSW --6--
1605 > Erreur acceptee ——-- |
1e-06 >~
1e-07 |
1e-08
1e-09 |
1e-10 | 1
le-11 L L
le-5 le-7 le-9 le-10
Erreur maximum acceptee
[ Tolérance] 1e—5 le—7 le—9 le — 10
CAl 1.95¢ — 05 | 2.13e — 07 | 2.43e — 09 | 1.66e — 10
CAA 3.48¢ — 06 | 3.76e — 08 | 3.27¢ — 10 | 4.88¢ — 11
CSW 1.39¢ — 06 | 1.51e — 08 | 1.50e — 10 | 1.49e — 11
15 serveurs
0.0001
CAl —a—
CAA &
1e-05
1e-06 5
1e-07 |
1e-08 &
1e-09 |
1e-10 | ‘\_E\\ P
le-11 = ~dd
le-12 L L
le-5 le-7 le-9 le-10
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[ Tolérance] 1e—5 le—T7 le —9 le—10 |
CAl 4.66e — 05 | 8.41e — 07 | 7.93e — 09 | 8.31e — 10
CAA 9.82¢ — 09 | 1.10e — 11 | 8.20e — 11 | 8.29¢ — 11
CSw 7.43e — 07 | 7.36e — 09 | 6.66e — 11 | 8.56e — 12

Erreur

Erreur

10 serveurs

0.0001
CAl —&—
CAA -8
CSW --6--
1e05 Erreur acceptee --—+--- o
1e-06 E|
1e-07 | e 4
1e-08 | E
1e-09 | e
1e-10 | ks
le-11 | ) |
le-12 L L
le-5 le-7 le-9 le-10
Erreur maximum acceptee
[ Tolérance] 1e—5 le—7 le—9 le—10
CAIl 9.53¢ — 05 | 1.05¢ — 06 | 9.53¢ — 09 | 1.00e — 09
CAA 4.31e — 07 | 4.58¢ — 09 | 4.32¢ — 11 | 8.17¢ — 11
CsSw 3.06e — 07 | 3.05¢ — 09 | 2.76e¢ — 11 | 2.54e — 12
20 serveurs
0.0001
CAl —a—
CAA &
1e-05 .
1606 | e
1e-07 |
1e-08
1e-09 |
le-10 |
le-11 ~q
le-12 L L
le-5 le-7 le-9 le-10
Erreur maximum acceptee
[ Tolérance] 1e—5 le —7 le—9 le — 10
CAl 9.11e — 06 | 5.18¢ — 08 | 6.15¢ — 09 | 6.92¢ — 10
CAA 1.33¢ — 10 | 8.14e — 11 | 8.35¢ — 11 | 8.35e — 11
CsSwW 2.20e — 06 | 1.27¢ — 08 | 1.08¢ — 10 | 9.80e — 12

FIG. A.4 — FAS - Précision des résultats pour difféerentes esrenaximum acceptées
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A.2 MSA- Mesures relevées

On a adopté configurations différentes pour tester le modéle MSA (Chnepl, Section
4.2). Ce modele a été testé avéxg 32, 64, 128 et 256 processeurs. Pour césonfigurations,
on a, respectivement, des espaces d’états égadnoa, 130, 258 et514 états.

Dans I'état initial du modele, touts les processeurs s@patiibles et la mémoire tampon
est en état de marche. La fonctiosa,,,;; définit cet état initial :

MSUinit = (St P == N) && (st B == A)

L'ensemble d’étaté/ P contient tous les états ou il y a, au moins, un processeuouliisie
et la mémoire tampon est en état de marche. Cet ensembldiaspdéla fonctionmsayp :

msayp = (st Pl = 0) && (st B == A)

Les valeurs de taux de transitions adoptées dans nos testsosdormes aux valeurs pro-
posées dans [91]. De cette maniére, on a le taux de défalbane 0,01 par semaine et une
réparation des processeursde= 0, 1666 par heure. Le taux de défaillance individuel de la
mémoire tampon est = 0, 22 par semaine et le taux de réparatios: 0, 1666 par heure. Pour
nos tests, on fixe le nombre de niveaux de la mémoire tampgaid. On multiplie le taux de
défaillance individuel de la mémoire tampon par le nombraideaux de la mémoire tampon
pour avoir le taux réel de défaillance de la mémoire tampon.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant degst égal al 000 heures.
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A.2.1 Nombre d’itérations

Nombre d'iterations

Nombre d'iterations

FIG. A.5 présente les mesures relevées organisées selordtférombres de processeurs,
alors que FG. A.6 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaaeptée.

Tolérancele™

95

90

85 -

80

B

70

65 -

CAl —&—

60

175

170

165

160

155

150

145

140

CAA &
CSW --&-
16 3‘2 6‘4 1‘28 256
Nombre de processeurs
[ Nombre de processeuls 16 [ 32 | 64 [ 128 [ 256 |
uc 1677 | 1678 | 1680 | 1684 | 1692
CRI 4 6 6 6 6
CAl 62 62 62 62 64
CAA 68 68 68 68 70
CsSw 87 87 87 87 88
Tolérancele™®
CAl —&—
CAA &
CSW --&-
16 3‘32 6‘4 1‘28
Nombre de processeurs
[ Nombre de processeufls 16 | 32 | 64 | 128 | 256
uc 1748 | 1748 | 1750 | 1754 | 1763
CRI 50 64 78 94 110
CAl 142 | 142 | 142 | 142 | 142
CAA 148 | 148 | 148 | 148 | 148
CSW 166 | 166 | 166 | 167 | 167

Nombre d'iterations

Nombre d'iterations

Tolérancele™"

135

CAl ——
CAA &
CSW --&-
130 | —
s ’ 1
120 | 4
115 | q
110 | !
105 | 1
100 L L L
16 32 64 128 256
Nombre de processeurs
Nombre de processeufs 16 32 64 | 128 | 256
ucC 1716 | 1716 | 1718 | 1722 | 1730
CRI 8 8 30 46 62
CAl 102 | 102 | 102 | 102 | 104
CAA 108 | 108 | 108 | 108 | 110
CcsSw 126 | 126 | 127 | 127 | 128
Tolérancele1°
190
CAl —&—
CAA -8
77777777777777777 CSW. == 4
185 ¢~ B B
180 | q
175 q
170 | q
165 | q
160 - - ;
16 32 64 128
Nombre de processeurs
Nombre de processeufs 16 32 64 | 128 | 256
ucC 1762 | 1763 | 1765 | 1769 | 1777
CRI 72 86 | 100 | 116 | 134
CAl 162 | 162 | 162 | 162 | 162
CAA 168 | 168 | 168 | 168 | 168
CsSw 185 | 186 | 186 | 186 | 187

FIG. A.5 - MSA - Nombre d'itérations pour différents nombres degesseurs
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16 processeurs

32 processeurs

200 200
CAl —— CAl —&—
CAA -8 CAA &
CSW --&-- CSW --e--
180 T 180 T
z z
60 . L 60 .
le-5 le-7 1le-9 le-10 le-5 le-7 1le-9 le-10
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uc 1677 | 1716 | 1748 | 1762 uc 1678 | 1716 | 1748 | 1763
CRI 4 8 50 72 CRI 6 8 64 86
CAl 62 102 [ 142 162 CAl 62 102 | 142 162
CAA 68 103 | 148 168 CAA 68 103 | 148 168
CcsSw 87 126 [ 166 185 CSw 87 126 | 166 186
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uc 1680 [ 1718 | 1750 | 1765 uc 1684 [ 1722 | 1754 | 1769
CRI 6 30 78 100 CRI 6 46 94 116
CAI 62 102 | 142 162 CAI 62 102 | 142 162
CAA 68 108 [ 148 168 CAA 68 108 | 148 168
Csw 87 127 | 166 186 Csw 87 127 | 167 136
256 processeurs
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é
2
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CAl 64 104 | 142 162
CAA 70 110 | 148 168
CsSw 88 128 | 167 187
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A.2.2 Précision des résultats

FIG. A.7 présente les mesures relevées organisées selordtférombres de processeurs,
alors que FG. A.8 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaaeptée.

Tolérancele > Tolérancele™”
0.0001 T T T 1e-06 T T T
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FIG. A.7 — MSA - Précision des résultats pour différents nombdeeprocesseurs
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FIG. A.8 — MSA - Précision des résultats pour différentes eg@aximum acceptées
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A.3 CFR- Mesures relevées

Comme on I'a décrit auparavant, le modele CFR (Chapitreetj@e4.3, page 58) modélise
un ensemble de noeuds configurés en anneau. Ce modéle dé&svéeSs, 10 et 15 noeuds. Le
modele ave® noeuds a un espace d’états egalla états alors que les modeles avécet 15
noeuds ont, respectivement, des espaces d’états egauxia et 14 348 907 états.

Dans I'état initial de ces modeéles, tous les noeuds sorfisactst-a-dire, tous les automates
sont dans I'étatd. Cet état est défini par la fonctietfr;,;; ci-dessous :

f i = (b VD . NN 4) == N

On considere qu’un état appartient a I'ensemble d&t&ts’il y a, au moins un noeud qui
ne soit pas en panne, c’est-a-dire, s’il y a, au moins, unchdeus I'étatd ou dans I'étaiz. La
fonctioncfry p définit cet ensemble :

cfrup=mbNO NV P)I= N

Dans nos tests, on considére que tous les noeuds sont igdesmgtqu’ils ont le méme taux
de défaillance\ = 1 par semaine, alors que le taux de réparatios: 1 par jour et le taux
de reconfiguratiom = 12 par heure. On remarque que les taux de transitions qu’oropeop
pour ces modeles sont différents des taux proposés dandJB®n préfére un autre choix de
valeurs car, comme Sbeity I'a mentionné dans [89], le factatre les taux adoptés par lui sont
plus petits (0%) que ceux qu’on voit dans la réalitéof), donc on choisit les valeurs mentionnée
ci-avant de fagon a plus s’approcher a la réalité.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant degst égal al 000 heures.
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A.3.1 Nombre d’itérations

FIG. A.9 présente les mesures relevées pour les différents resndle noeuds, alors que la
FIG. A.10 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaceptée.
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FIG. A.9 — CFR - Nombre d’itérations pour différents nombres deuds
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CRI 4270 | 10040 | 15836 | 18734 CRI 7002 18396 | 29986 35782
CAl 1814 | 3986 | 8516 | 11378 CAl 1814 3986 8516 11378
CAA 2874 7982 | 13766 | 16664 CAA 2514 6220 14974 | 20518
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FIG. A.10 — CFR - Nombre d'itérations pour différentes erreueximum acceptées
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A.3.2 Précision des résultats

Erreur

Erreur

FIG. A.11 présente les mesures relevées pour différents naebreeuds, alors que lad:
A.12 présente les mesures organisées selon I'erreur maxeueptée.
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FIG. A.11 — CFR - Précision des résultats pour différents nombeenoeuds
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FIG. A.12 — CFR - Précision des résultats pour différentes esneaximum acceptées
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A.4 DDS- Mesures relevées

Le modele DDS présenté dans le chapitre 4 dans la sectiopdgé 68) est un simpli-
fication d’'un modéle classique proposé par Muntz, Souzawa,Sind Goyal dans [66]. La
configuration testée pour ce modele est basée sur le méme@dmprocesseurs, contréleurs
et disques que dans la version originale, comme cela a éti¢ pidcédemment. Cependant, on
considére dans notre modeéle un seul type de panne, au lie@uddype comme dans la version
originale. L'espace d’'états de ce modele ess da5 625 états.

L'état initial du modéle est défini par la fonctialds;,,;;

ddsins =(st Pa == 0) && (stPy == 0) &&(st C; == 0) && (st Cy == 0) &&
(nb [Dll .. ng] 0== 6)

Cette fonction indique I'absence de panne dans le modele.

L'ensemble des étais P est un peu plus difficile a définir. On considere qu’'un étaapp
tient & 'ensemble d’étal/ P si il y a au moins un processeur en marche, soit il du typesu
du typeB. Il y a au moins un contréleur de chaque type en marche et, diy plus un disque
en panne dans chaque pile de disque. La fonetibp » ci-dessous définit cet ensemble d’états
UP:

ddsyp =((st Py + stPg) <= T) && ((stCy ! = 2) && (stCy | = 2)) &&
(((nb [DH .. Dgg] 0) -+ (nb [Dll .. Dgg] 1)) == 6)

Les taux de transition adoptés dans nos tests sont égauawuadoptés par Carrasco dans
[17]. On rappelle les taux de panne et réparation des comimda modele dansAB. A.4.
Tous les taux sont exprimés en heures.

Taux | Valeur || Taux| Valeur | Taux| Valeur
Ao | 1/2000 || 74 1/6000 Too | 1/14000
Ao | 1/2000 || 72 1/8000 To3 | 1/16000
v | 1/2000 || 73 | 1/10000 ] 1/10

TAB. A.1 — Taux de panne et réparation

L'instant de temps utilisé pour le calcul de la disponiBilitonctuelle est 500 heures.
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DISPONIBILITE PONCTUELLE

A.4.1 Nombre d’itérations
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CSwW 2.47e —06 | 2.47e — 08 | 2.23e — 10 | 2.30e — 11

FIG. A.13 - DDS - Nombre d'itérations pour différentes erreueximum acceptées

A.4.2 Précision des résultats
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FIG. A.14 — DDS - Précision des résultats pour différentes esrmaximum acceptées
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A.5 RWP- Mesures relevées

L'inclusion du modele RWP (Chapitre 4, Section 4.5, pageddhs nos tests a pour objectif
tester I'efficacité des méthodes de détection du régimmstedire face a différents ensembles
d’étatsU P. De cette maniere, ce modéle est testé dwaanfigurations. Il faut remarquer qu’on
change uniqguement le vecteur d’étéat®. La taille du modéle reste toujours la méme. C’est-a-
dire, 390 625 états.

La fonction qui représente 'ensemble d’étap est :

rwpyp =(mazx ((st LOCx — pe), (pc— st LOCy)) +
max((st LOCy — pc), (pc — st LOCy))) < dist;

pc représente Ipoint centraldu plan cartésien. Par exemple, dans le plan adopté pour nos
tests £5 x 25), pc est égal d 3, car il est au milieu du planlist représente la distance acceptée
a partir depc, en nombre de mouvement, pour que le noeud soit considésel'dapace de
couverture. On a choigi, 8 et 11 comme distances pour nos tests. En utilisant la fonction
rwpyp avecdist = 5 on a un ensemble d’étatsP égal a25 625 états,70 625 états pour
dist = 8 et138 125 états pourlist = 11. Ce qui représente, respectivemenis %, 18.08% et
35.36% de I'espace d’états du modéle.

On considere qui a I'instant de temps initial le noeud estsdarposition0, 0 et que sa
destination est aus8i 0. La fonctionrwp;,;; définit cet état initial :

TWPinit =(st DESTy == 0) && (st DESTy, == 0) &&
(st LOCx == 0) && (stLOCy == 0);

Dans nos tests, on considére une surface totale(d®® meétres pai 000 métres divisée en
25 morceaux. Donc chaque morceau a une surfad® sel0 métres. Etant donné que la vitesse
de déplacement du noeud estde. /s, le taux de déplacement entre chaque morcea)/ést
par seconde. Le taux de tirage d’une nouvelle destinatiocedsulé a partir du temps de pause
du noeud. On définit un temps de pauseltlessecondes. Donc le taux de routage &gt par
seconde.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant dapet égal a250 minutes.
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A.5.1 Nombre d’itérations

FIG. A.15 présente les mesures relevées pour les différerdsesie couverture , alors que
la FIG. A.16 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaceptée.
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CcsSw 884 | 899 | 904 CcsSw 965 | 974 | 1023

FIG. A.15 - RWP - Nombre d'itérations pour différentes aires deverture
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Nombre d'iterations
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FIG. A.16 — RWP - Nombre d’itérations pour différentes erreueximum acceptées
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A.5.2 Précision des résultats

FIG. A.17 présente les mesures relevées pour différents esgaoeuverture, alors que la
FIG. A.18 présente les mesures organisées selon I'erreur maxaaceptée.
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FIG. A.17 — RWP - Précision des résultats pour différentes aiessouverture
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FIG. A.18 — RWP - Précision des résultats pour différentes esneaximum acceptées
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A.6 WORKSTATION- Mesures relevées

Le modéle WORKSTATION (Chapitre 4, Section 4.6, page 63) nous a permis de tester
plusieurs configurations avec un seul exemple. D’abord, st le modele avet nombres
de serveurs. Les modeles testés 3imt256, 512 et 1 024 serveurs par grappe. Dans nos tests,
on a adopté un modele avec seulenegtappes de fagon a étre conforme au modéle original
proposé dans [52]. Toutefois, n'importe quel nombre de gegmeut étre utilisé. On remarque
gue pour un modeéle av@grappe symétrique, lorsqu’on double le nombre de serveuns dne
grappe, la taille de I'espace d’états est multipliée pdPour les nombres de serveurs qu’'on a
choisi, on a, respectivement, des espaces d’'états d4, 1 056 784, 4 210 704 et16 810 000
états.

Pour chaque nombre de serveurs, on a testé égalénmaveaux de disponibilité. Chaque
niveau de disponibilité définit un ensemble différents atet/ P. On a considéré dans nos
tests les disponibilités suivant&s’, 30%, 50%, 70% et90% des serveurs.AB. A.6 présente
le nombre d’étatd/ P pour les différents niveaux de disponibilité par rapportnambre de
serveurs.

Nombre de serveur Espace d’'états Niveaux de disponibilité
par grappe 10% 30% 50% 70% 90%
32 serveurs 17 424 11 066 6 568 4 980 420 o6
256 serveurs 1 056 784 677 512 404 662 69 388 23 870 | 2756
512 serveurs 4 210 704 2703 386 | 1609096 | 269836 | 95172 | 10 712
1024 serveurs 16 810 000 10 800 220 | 6 429 210 | 1 063 948 | 378 840 | 42 230

TAB. A.2 — Nombre d’étaté/ P pour les niveaux de disponibilité

La fonctionWorkstationy p définit 'ensemble d’état&’ P :

Workstationyp =((st GV => niv_disp) &&(st SV == A)) |
((st G => niv_disp) &&(st S® )
(((st g + st GP) => niv_disp) &&
(st SW == A) && (st S?P == A) &&
(st B == A));

On considére un état initial ou il n’y a aucune panne dansdisaye et I'unité de réparation
est en repos. La fonctiolW orkstation;,; définit cet état :

Workstationg,; =(st GV = N) &&(st G = N) &&
(st SV == A)) &&(st S? == A)) &&
(st B == A) &&(stURS == I);
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Les taux de transition adoptés dans nos tests sont égawaaxnatloptés dans [52]. On
rappelle les taux de panne et de réparation des composamnisdaile dans AB. A.6. Tous les
taux sont exprimés en heures.

Taux | Valeur || Taux | Valeur || Taux| Valeur

N | 1/500 || 2 ~ | 1/5000
p1 | 1/4000 | 7 0.25 @ 10

ps | 1/4000 | 7 | 0.25

TAB. A.3 — Taux de panne et réparation

L'instant de temps utilisé pour le calcul de la disponiBifitonctuelle est0 000 heures.
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A.6.1 WORKSTATION- 10% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.19 présente les mesures relevées pour les différentbnesnde serveurs pour un
niveau de disponibilité de0%, alors que la Ks. A.20 présente les mesures organisées selon

I'erreur maximum acceptee.

Tolérancele™

9000

8000

7000

6000

5000

4000

Nombre d'iterations

3000

2000

1000

=)

CAl —&—

CSW ——o— |

32 256

512
Nombre de serveurs

1024

Nombre de serveurs 32 256 512 1024
uc 102645 | 111664 | 121968 | 142569
CRI 98 136 408 374
CAl 235 493 1015 2422
CAA 471 2693 8433 3338
CSW 331 590 1220 2949
Tolérancele™
11000 T
CAl —&—
a CAA &
10000 CSW --e—- o

9000

8000

7000

6000 -

5000

Nombre d'iterations

4000 -
3000
2000

1000 k52

//G\\

32 256

512

Nombre de serveurs

Nombre de serveurs 32 256 512 1024
uc 103200 | 112244 | 122573 | 143223

CRI 802 886 1872 | 39796

CAl 508 2643 1372 3222

CAA 842 3234 | 10377 | 3769

CSW 685 3021 9418 3465

Nombre d'iterations

Nombre d'iterations

Tolérancele™”

10000

9000
8000
7000 -
6000 -
5000
4000
3000
2000

1000 | .57

T
=1

2

CAl —&—

CSW --e—

32 256

512

Nombre de serveurs

1024

Nombre de serveurs 32 256 512 1024
uc 102944 | 111976 | 122294 | 142921
CRI 428 438 1088 7470
CAl 346 606 1232 2927
CAA 657 2991 9534 3566
CSW 499 2710 8175 3227
Tolérancele~°
12000
CAl —&—
CAA &
CSW --o-

10000 [

8000

6000

4000

2000

32 256

512
Nombre de serveurs

1024

Nombre de serveurs 32 256 512 1024
uc 103316 | 112364 | 122700 | 143360

CRI 990 1112 2278 56042

CAl 602 2862 8317 3348

CAA 932 4564 | 10640 | 3842

CSW 780 3147 9914 3576

FIG. A.19 — WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-

férents nombres de serveurs
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FIG. A.20 — WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.21 présente les mesures relevées pour différents nardbregerveurs pour un niveau
de disponibilité del0%, alors que la K. A.22 présente les mesures organisées selon I'erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.21 — WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di
férents nombres de serveurs
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FIG. A.22 — WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di

férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.2 WORKSTATION- 30% de serveurs disponibles
Nombre d'itérations

FIG. A.23 présente les mesures relevées pour les différentbnesnde serveurs pour un
niveau de disponibilité da0%, alors que la K. A.24 présente les mesures organisées selon
I'erreur maximum acceptee.
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FIG. A.23 — WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.24 — WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.25 présente les mesures relevées pour différents nardbrgerveurs pour un niveau
de disponibilité de30%, alors que la K. A.26 présente les mesures organisées selon I'erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.25 — WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di
férents nombres de serveurs
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FIG. A.26 — WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di

férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.3 WORKSTATION- 50% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.27 présente les mesures relevées pour les différentbnesnde serveurs pour un
niveau de disponibilité de0%, alors que la K. A.28 présente les mesures organisées selon

I'erreur maximum acceptee.
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FIG. A.27 — WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-

férents nombres de serveurs
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FIG. A.28 — WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.29 présente les mesures relevées pour différents nardbrgerveurs pour un niveau
de disponibilité de&0%, alors que la K. A.30 présente les mesures organisées selon I'erreur
maximum acceptée.

Tolérancele > Tolérancele™”
0.0001
CAl —a— CAl —a—
CAA & CAA &
W -6 W --o
1605 Erreur acceptee ———+-- Erreur acceptee ———+--
1e-07
1e-06 | B
1e-08 - 1
1e-07 | B
1e-08 | E
1e-09 - 4
1e-09 b
1e-10 |- 4
1e-10 | 4
le-11 L L le-11 . L
32 256 512 1024 32 256 512 1024
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
Nombre de serveurs 32 256 512 1024 Nombre de serveurs 32 256 512 1024
CAl 6.99¢ — 08 | 7.36e — 11 | 7.10e — 11 | 7.36e — 11 CAl 3.85¢ — 09 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11
CAA 2.29¢ — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11 CAA 7.35e — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11
Csw 2.47e — 06 | 2.47e — 06 | 2.50e — 06 | 2.50e — 06 Csw 2.47e — 08 | 2.49¢ — 08 | 2.49e — 08 | 2.49¢ — 08
Tolérancele? Tolérancele 10
CAl —a— CAl —a—
CAA & CAA &
W -6 W -6
Erreur acceptee ———+-- 1e-10 Erreur acceptee ———+--
1e-09
1e-10 | 4
le-11 . L le-11 . L
32 256 512 1024 32 256 512 1024
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
Nombre de serveurs 32 256 512 1024 Nombre de serveurs 32 256 512 1024
CAl 1.7le — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11 CAl 6.87¢ — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11
CAA 7.45¢ — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e — 11 | 7.36e — 11 CAA 7.45¢ — 11 | 7.36e — 11 | 7.33e¢ — 11 | 7.36e — 11
CsSwW 2.23e — 10 | 2.23e — 10 | 2.24e — 10 | 2.24e — 10 CsSw 2.11e — 11 | 2.10e — 11 | 2.11e — 11 | 2.12¢ — 11

FIG. A.29 — WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di
férents nombres de serveurs
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FIG. A.30 — WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di

férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.4 WORKSTATION- 70% de serveurs disponibles
Nombre d'itérations

FIG. A.31 présente les mesures relevées pour les différentbnesnde serveurs pour un
niveau de disponibilité d&0%, alors que la Ks. A.32 présente les mesures organisées selon
I'erreur maximum acceptee.
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FIG. A.31 — WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.32 — WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-

férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.33 présente les mesures relevées pour différents nardbrgerveurs pour un niveau
de disponibilité der0%, alors que la K. A.34 présente les mesures organisées selon I'erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.33 — WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di
férents nombres de serveurs
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FIG. A.34 — WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di

férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.5 WORKSTATION- 90% de serveurs disponibles
Nombre d'itérations

FIG. A.35 présente les mesures relevées pour les différentbnesnde serveurs pour un
niveau de disponibilité de0%, alors que la Ks. A.36 présente les mesures organisées selon
I'erreur maximum acceptee.
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FIG. A.35 — WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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Tolérance|| le—5 | le—7 | 1le—9 | le—10 Tolérance| le—5 | le—7 | le—9 | le—10
uc 121968 | 122294 | 122573 | 122700 uc 142569 | 142921 | 143223 | 143360
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FIG. A.36 — WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.37 présente les mesures relevées pour différents nardbrgerveurs pour un niveau
de disponibilité d&0%, alors que la K. A.38 présente les mesures organisées selon I'erreur
maximum acceptée.
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0.0001 T T 1e-06
CAl —a— CAl —a—
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W -6 W o
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32 256 512 1024 32 256 512 1024
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Nombre de serveurs 32 256 512 1024 Nombre de serveurs 32 256 512 1024
CAl 5.74e — 07 | 7.33¢ — 11 | 7.31e — 11 | 2.59¢ — 11 CAl 5.67e — 09 | 7.33¢ — 11 | 7.31e — 11 | 2.59¢ — 11
CAA 2.48¢ — 11 | 7.33e¢ — 11 | 7.31e — 11 | 4.30e — 07 CAA 7.30e — 11 | 7.33¢ — 11 | 7.31e — 11 | 4.23¢ — 09
CsSw 2.48¢ — 06 | 2.48¢ — 06 | 2.50e — 06 | 2.49¢ — 06 CsSwW 2.48¢ — 08 | 2.48¢ — 08 | 2.49¢ — 08 | 2.49¢ — 08
Tolérancele® Tolérancele~1°
CAl —a— CAl —a—
CAA -8 CAA @
W -6 W -6
Erreur acceptee —-—+-- 1e-10 Erreur acceptee —-—+--
1e-09
1e-10 | 4
le-11 . L le-11 . L
32 256 512 1024 32 256 512 1024
Nombre de serveurs Nombre de serveurs
Nombre de serveurs 32 256 512 1024 Nombre de serveurs 32 256 512 1024
CAl 1.64e — 11 | 7.33e — 11 | 7.31e — 11 | 2.59¢ — 11 CAl 6.82¢ — 11 | 7.33¢ — 11 | 7.31e — 11 | 2.59e — 11
CAA 7.40e — 11 | 7.33¢ — 11 | 7.31e — 11 | 1.55e — 11 CAA 740e — 11 | 7.33¢e — 11 | 7.31e — 11 | 2.18¢ — 11
CsSwW 2.24e — 10 | 2.23e — 10 | 2.24e — 10 | 2.25¢ — 10 CsSw 1.89¢ — 11 | 1.90e — 11 | 2.01e — 11 | 2.00e — 11

FIG. A.37 — WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di
férents nombres de serveurs
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32 serveurs par grappe

256 serveurs par grappe
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Erreur maximum acceptee Erreur maximum acceptee
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16-05 4= 1e-05 4=
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CAA 7.3le —11 | 7.3le — 11 | 7.31le — 11 | 7.31le — 11 CAA 4.30e — 07 | 4.23¢ — 09 | 1.55e — 11 | 2.18¢ — 11
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FIG. A.38 — WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pbur di

férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.6 WORKSTATION avec32 serveurs
Nombre d'itérations
FIG. A.39 présente les mesures relevées pour différents nivdawisponibilité pouB?2

serveurs par grappe.
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CAA 842 842 | 1546 | 2104 | 2104 CAA 932 932 | 1734 | 2292 | 2292
Ccsw 685 685 | 1254 | 1812 | 1812 Ccsw 780 780 | 1442 | 2000 | 2000

FIG. A.39 — Différents ensembld$P pour32 serveurs
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A.6.7 WORKSTATION avec256 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.40 présente les mesures relevées pour différents niveaulisponibilité pouR56
serveurs par grappe.
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FIG. A.40 — Différents ensembld$P pour256 serveurs
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A.6.8 WORKSTATION avechb12 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.41 présente les mesures relevées pour différents niveaualisponibilité poub12
serveurs par grappe.
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FIG. A.41 — Différents ensembldsP pour512 serveurs
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A.6.9 WORKSTATION avec1024 serveurs

Nombre d’itérations

Nombre d'iterations

Nombre d'iterations

FIG. A.42 présente les mesures relevées pour différents nividadisponibilité poud 024
serveurs par grappe.
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FIG. A.42 — Différents ensembldsP pour1024 serveurs
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Annexe B

Syntaxe de description d’'un modeleéSAN
dansPEPS2007

Ce chapitre présente le format textuel pour la descriptiomohodele SAN dans PEPS2007.
La description d’'un modéle SAN présente une structure €& blocs :identifiants événe-
ments fonction d’atteignabilitéréseauet résultats

FIG. B.1 présente la structure générale des blocs qui complesiemimat textuel d’'un mod-
ele SAN dans PEPS2007.

Le début de chaque bloc est délimité par des mots-cléganqui font partie des mots
réservés du langage de description de PEPS2007. Les auttesaservés du langage sont en
italique. Les mots entre les symboles “<” et “>” sont des informatiqnsdoivent étre fournies
par l'utilisateur et les symboles "{" et "}" indiquent desfammations facultatives.

B.1 Bloc des identifiants

Le bloc des identifiants, délimité par le mot-cldéntifiers” contient toutes les déclarations
de paramétres qui seront utilisées dans la description di¢glmoChaque parameétre intervenant
dans la description du modele doit avoir un identifiant et waleur associée. Un identifiant
(fnc_name ou dom_name) peut étre n'importe quelle chainmadkcteres alpha-numeériques.
La valeur associée a l'identifiant peut étre une simple vatkeumérique, une fonction ou un
ensemble d’indice (domaine). On va utiliser la notationc“fname” lorsqu’on fait référence
a une fonctions et “dom_name” pour référencer un domaing.fbections sont des expres-
sions similaires a des expressions mathématiques commawexsdes opérateurs logiques et
arithmétiques. Les valeurs numeériques, fonctions et doesasont définis selon une syntaxe
ressemblant a celle du langage C. Les arguments de ces Erpsepeuvent étre des nombres
constants (parametres du modele), mais aussi des indige®diates ou des états. Dans ce
dernier cas, les expressions sont des fonctions définidespace d’états du modéle SAN.
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identifiers
<fnc_name > {[fnc_rep]} =<exp 3
< dom_name > f <domain %} ;

events
[/l without réplication
loc < evt_name > (< rate >)
syn< evt_name > (< rate >)
/I with réplication
loc < evt_name > {[réplication_domain]} (< rate >)
syn< evt_name > {[réplication_domain]} (< rate >)

{partial} reachability = < exp >;

network < net_name > (< type >)
aut< aut_name > {[réplication_domain]}
stt< stt_name > {[réplication_domain]} {(reward)}
to( < stt_name > {[réplication_domain]}{/to_cond}
< evt_name > {[réplication_domain]}{(< prob >)} {/evt_cat}

< évt_name > {[réplication_domain]}{(< prob >)} {/evt_cat}

stt”<'stt_name > {[réplication_domain]} {(reward)}
to( < stt_name > {[réplication_domain]}{/to_cond}
< evt_name > {[réplication_domain]}{(< prob >)} {/evt_cat}

aut< aut_name > {[réplication_domain]}

results
< res_name >=< exp ?

Fic. B.1 — Structure modulaire du format textuel d’'un modéle SAN

Par exemple, “Le nombre d’automates dans I'éf@t (qui donne une valeur entiére) peut
étre exprimeé par7ib n0”. Une fonction qui rend la valewt si deux automatesA(l et A2)
sont dans des états différents et la val@édans le cas contraire, est exprimée pat “Al | =
st A2) = 4”. Les opérateurs de comparaison rendent la valéupbdur un résultat vrai et la
valeur ‘0" pour un résultat faux. Le format d’'une expression est déams la Section B.6.

syntaxe du bloadentifiers

identifiers
<fnc_name > {[fnc_rep]} =< exp >

< dom_name > § < domain %;

— “fnc_name” est un identifiant de fonction. Un identifiantfdaction est une chaine de
caractéres qui commence par une lettre et est suivi d'ute deilettres ou de chiffres;
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“dom_name” est un identifiant d’'un ensemble d’indices (dova). Un identifiant de do-
maine est construit de fagon identique a un identifiant detfon.

“fnc_rep” est un domaine de réplication. Une fonction p@éwe répliquée a l'aide de
fonction de description (Section B.6.1) pour créer des tions du méme type ayant
comme argument l'indice des automates ou bien des étatsv&rrluire des évaluation
différentes selon 'automate et I'état de départ de la ttimmssur laquelle elle figure.
“exp” peut étre un nombre constant ou une expression maiiigume. PEPS2007 fournit
un ensemble d’opérateurs logiques et arithmétiques ardsainsi que des opérateurs
spécifiques pour la description et I'évaluation du modéds &xpressions mathématiques
sont décrites en détail dans la Section B.6.

“domain” définit un ensemble d’indices qui peut étre unrivaéle continu “[1..3]”, une
liste “[1,2,3]” ou une liste d’intervalles “[1..3,5,7..9]0On peut utiliser des identifiants
pour définir un intervalle, par exemple, “[1..1D1, 5, 7..[P2ou ID1 et ID2 sont des
identifiant de fonctions avec des valeurs constantes. Llesingade ID1 et ID2 sont des
parametres du modeéle. Une seule contrainte est imposéediess du domaine doivent
étre spécifié dans un ordre croissant de valeurs.

Les domaines sont utilisés dans les réplications d’autesnaltétats et d’événements. Par
exemple, un groupe d’automates répliquésur le domain€g0..2, 5,8..10] contient les auto-
matesA[0], A[1], A[2], A[5], A[8], A[9], et A[10].

B.2 Bloc des événements

De la méme facon que le bloc des identifiant, le bloc des événespdélimité parévents

conti

ent 'ensemble des événements qui seront associésransitions du modéle. Chaque

événement déclaré doit préciser :

son type (local (loc) ou synchronisant (syn));
son identifiant ;
son taux de franchissement.

Le bloceventsa la syntaxe suivante :

Syntaxe du bloevents

events

loc < evt_name > {[evt_rep]} (< rate >)
syn< evt_name > {[evt_rep]} (< rate >)

“loc” définit le type de I'événement comme un événement local ;

“syri’ définit le type de I'événement comme un événement synchaoibi

“evt_name” est I'identifiant de I'événement. Un identifiaévénement est une chaine
de caracteres qui commence par une lettre et est suivi diiteede lettres ou chiffres;
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— “evt_rep” est le domaine de réplication de I'événemene\te rep doit étre un identifiant
de domaine défini dans le blagentifiers. Un événement peut avoir jusqu’a trois niveaux
de réplication. Chaque niveau est défini part_rep|. Par exemple, un événement ré-
pliqué a2 niveaux a la forme “< evt_name > [evt_rep][evt_rep]’;

— “rate” définit le taux de franchissement de I'événementtdiex de franchissement doit
étre un identifiant de fonction défini dans le bidentifiers. Dans le cas de réplication
d’événements, une liste de taux de franchissement peutcgingie. Si un seul taux de
franchissement est fourni pour des événements répliqoés Jés événements auront le
méme taux.

B.3 Bloc d’atteignabilité

Le mot-cléreachability délimite le bloc d’atteignabilité. Ce bloc définit I'espad&tats
atteignables du modele SAN. L'espace d’états atteignadsedéfini par une fonction évaluée
sur I'espace d’états produit. Cette fonction renvoie udewanon nulle pour les états d& et
la valeur0 pour les états d& — S. On a aussi la possibilité de définir uniquement un sous-
ensemble de I'espace d’états atteignalflesn rajoutant le mot-clégartial”, I'ensemble des
états atteignables est ensuite généré par PEPS.

La syntaxe du bloceachability est :
Syntaxe du bloceachability

{partial} reachability = < exp >;

B.4 Bloc duréseau

Délimité par le mot-clénetwork, le bloc du réseau est le composant principal de la de-
scription du modéle SAN. La description du modéle dans le hitwork est faite de fagcon
hiérarchique (Fs. B.4). C'est-a-dire, un réseau d’automates stochastigaesonstitué d’un
ensemble d’automates ; chaque automate est constitué nisemdble d’états ; chaque état a un
ensemble de transitions sortantes ; chaque transition asam#le d’événements associes.

Le premier niveau de cette structure hiérarchique contestinformations générales sur
le modéle, tels que le nom du modele et le type d’échelle dgdetn modele. La syntaxe
employée dans ce bloc est :

Syntaxe du blooetwork

network < net_name > (< type >)
aut< aut_name > {Jaut_rep]}
stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}
to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond)
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‘ network Example ‘

‘evtl ‘ ‘ evtn ‘ |evt1 ‘ |evt" |

FIG. B.2 — Structure hiérarchique de la parnigtwork

< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
/I Description des automates

— “net_name” est le nom du modéle. Le nom du modele doit éteechaine de caracteres
alphanumérique débutant par une lettre ;

— “type” est I'échelle de temps du modele. L'échelle de teqgst étre tontinuous ou
“discreté. La premiere option définit un modele a échelle de tempsicoat alors que
la deuxieme définit un modele a échelle de temps discret.

Les sous-sections suivantes fournissent plus de détaithaque niveau de la hiérarchie.

B.4.1 Description des automates

Dans ce niveau, chaque automate est décrit. La descripgiohafjue automate est délimitée
par le mot-clé aut’ suivi du nom de I'automate. Eventuellement, un automate e répliqué
pour créer un certain nombre de copies de I'automate. Danas;aun domaine de réplication
doit étre précisé. Lidentifiant d’'un automate répliqué :esit; est un indice qui appartient au
domaine de réplication et le nom de I'automate, alord[i] est I'identifiant de I'automate.

Syntaxe de la description des automates)(

aut< aut_name > {[aut_rep]}
stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}
to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond)
< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
I/l Description des états
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— “aut_name” est le nom de l'automate. Le nom du modéle damt@e chaine de carac-
teres alpha-numérique débutant par une lettre ;

— “aut_rep” est le domaine de réplication de 'automate. le Bep doit étre un identifiant
de domaine déclaré dans le bidentifiers.

B.4.2 Description des états

Le mot-clé 'stt' annonce la définition d’un état local d’un automate. En &atiun do-
maine de réplication, on peut créer des copies de cet étantésilement, on peut associer une
récompense a chaque état. La syntaxe de la descriptionads €6t :

Syntaxe de la description des étagt)(

stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}
to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond)
<evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
/I Description des transitions

— “stt_name” est l'identifiant de I'état. Cet identifiant poa étre utilisé dans I'évaluation
des fonctions. PEPS utilise un indice interne pour les éataux de chaque automate.
Le premier état déclaré a I'indice interfigle deuxieme l'indice et ainsi de suite;

— “stt_rep” définit le nombre de réplications de chaque étaisd’automate. stt_rep doit
étre un domaine de réplication déclaré dans le leatifiers ;

— “reward” est un parametre optionnel et permet de définiruaheur de récompense dif-
férente de la valeur de l'indice de I'état interne attribuéanatiquement par PEPS (de
anombre d’états-1).

B.4.3 Description des transitions

La description d’'une transition débute par le mot-di&’.“ L'identifiant de I'état indiqué
entre parenthése définit I'état d’arrivée. “[x]” peut éttdise pour pointer vers un état spéci-
fique ou un ensemble d’états répliqués. Dans le cas d’'unsitianvers des états répliqués,
situations sont possibles :

— utiliser une valeur constante pour définir un état fixe ;

— utiliser une fonction pour définir un état répliqué, loredi¢tat d’arrivée est défini par
rapport a l'indice de I'état courant de départ;

— utiliser un domaine pour définir des transitions vers gluis états.

Dans un groupe d’états répliqués, I'expression d’'autrats @u groupe peut étre faite par
des références aux positions : état courant), précédent-{—) ou suivant {+). Des sauts
plus important, par exemple un saut de deux états peuvelengégat étre définis2), mais il
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faut bien noter que toute référence a une position qui pegtgun état non existant ou un état
en dehors du groupe d’états répliqués est ignorée.
Syntaxe de la description des transitiottg (

to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond)
< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
/I Description des événements

— “to_cond” définit une condition d’inclusion nécessaireaaéplication d’'une transition.
to_cond est un identifiant de fonction déclarée dans le ibletifiers. Généralement, la
valeur de la fonction de condition dépend de I'indice detbaoate et/ou de I'état courant
de départ et/ou d’arrivée.

Lorsqu’on définit une condition d’inclusion dans une régtion d’un transition, la transition
sera répliqué uniqguement sur les états ou la fonction etiéva une valeur non-nulle.

B.4.4 Description des événements

Enfin, pour chaque transition définie, on associe un événeoenn ensemble d’événe-
ments qui peuvent déclencher la transition. Ils sont ex@sipar leur nom et, éventuellement
par une probabilité de routage. Les événements associés taamsition doivent étre déclarés
auparavant dans le blavents Tout comme pour une transition, un événement peut étre ré-
pliqué. Les3 possibilités présentées dans la section ci-dessus sattieslpour la réplication
des événements. Une condition de réplication peut étre asssciée a la réplication.

Syntaxe de la description des événements

< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}

— “evt_name” est le nom d’'un événement déclaré dans ledMents On utilise “[x]” aprés
le nom de I'événement pour spécifier un état répliqué ou uarehke d’événements. On
rappelle qu’il est possible d’avoB niveaux de réplication pour les événements. Pour
identifier un événement répliqué dalsou 3 niveaux, on doit ajouter les indices des
résultats “[x][x]" et “[xX][X][X]", respectivement. On petutiliser une fonction différente
pour chaque niveau de réplication;

— “prob” est la probabilité de routage de I'événement. Ce#tleur peut étre omise si la
probabilité est égale B0. “prob” doit étre un identifiant déclaré dans le bidentifiers ;

— “evt_cond” définit une condition d’inclusion nécessaimipla réplication d’'un événe-
ment. evt_cond est un identifiant de fonction déclaré dabsoleidentifiers. Générale-
ment, la valeur de la fonction de condition dépend de l'aaienet/ou de I'état courant
de départ et/ou d’arrivée.



B.5 Bloc des résultats

Dans ce dernier bloc, délimité paresults’, définit les fonctions utilisées pour calculer les
indices de performance du modeéle. Les résultats calculéPBRS sont la moyenne de ces
fonctions évaluée pour chaque état global du modele susidakdition stationnaire.

Syntaxe du blocesults

results
<res_name>=<expy

— “res_name” est l'identifiant d’un résultat ;
— “exp” est une expression mathématique. Les expressiotisématiques sont décrites

dans la Section B.6.

B.6 Fonctions

Cette section présente les possibilités fournies par PE@Bpour la construction de fonc-
tions. De fagon générale, les fonctions utilisées dans PdoiRSsimilaire aux expressions math-
ématiques, avec des opérateurs logiques et arithmétiapsndant, les arguments de ces fonc-
tions peuvent étre nombres constants, mais aussi desfidetstid'états et d’automates.

Le format des opérateurs est réesumé daxss. B.1.



| Format extern | Semantique du format | Exemple |
| Description des opeérateurs |UD
at donne l'indice de 'automate courant at o

sts donne l'indice de I'état courant sts i
std donne l'indice de I'état d’'arrivée std T
| Operateurs SAN |§
[ st< aut_name > | donne I'état courant de l'automate“aut_name >” | stprocessA |Q|
nb < stt_name > donne le nombre total d’au_tomates dans l'étatstt_name >" nb util _ 5
nb [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > pour les automates dans l'intervalle[aut_name > .. < aut_name >]", donne le nombre total| nb [processA .. processD) util =
d’automates dans I'état stt_name >" wn

[ W < aut_name >

donne la récompense associée a I'état courant de 'autdmatait_name >"

rw processA

sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >]

donne la somme des récompense des états courants des astdars I'intervalle
[< aut_name > .. < aut_name >]

sum_rw [processA .. processD]

SUM_tw [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name >

donne la somme des récompense des états courants des astdarat I'intervalle
“< aut_name > .. < aut_name >", lesquelles sont dans I'état stt_name >

sum_rw [processA .. processD] util

prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >]

donne le produit des récompense des états courants desaéesatans l'intervalle
‘< aut_name > .. < aut_name >"

prod_rw [processA .. processD]

prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >]< stt_name >

donne la somme des récompense des états courants des astdars I'intervalle
“< aut_name > .. < aut_name >", lesquelles sont dans I'état stt_name >

product_rw [processA .. processD] ut!

Opérateurs arithmeétiques

< expl > + < exp2 > somme de & expl >"et“< exp2 >" 54+ 3
<expl > — <exp2 > différence de £ exp2 >" moins “< expl >" 5—-3
< expl > K < exp2 > produit de < expl >"et"“< exp2 >" 5% 3
< expl > / < exp2 > division de ‘< expl >" par “< exp2 >" 5/3
< expl > dZU < exp2 > division entiére de & expl >" par “< exp2 >" 5div 3
< expl > mod < exp2 > reste de la division entiere dec“expl >" par “< exp2 >" 5mod 3
min ( < expl >, < exp2 >] donne le minimum des arguments min(5,3)
max (< expl >, < exp2 >] donne le maximum des arguments max(5,3)
| Operateurs relationnels
< expl > == < exp2 > if “ < expl >" est égal & < exp2 >", donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5==23
< expl > ' — < exp2 > if “ < expl >"n'est pas égal a< exp2 >", donne vrai (“1") sinon faux (“0") 5!=3
<expl > < < exp2 > if “ < expl >" est plus petit que &£ exp2 >", donne vrai (“1”) sinon faux (“0") 5 <3
< expl > = <exp2 > if “ < expl >" est plus petit ou égal a& exp2 >", donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 <=3
< expl > < exp2 > if “ < expl >" est plus grand que< exp2 >", donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5> 3
< expl > ~>=— < exp2 > if “ < expl >" est plus grand ou égal &' exp2 >", donne vrai (“1") sinon faux (“0”) 5 >= 3
| Opérateurs logiques
! < exp > “not” logique 5> 3)!1(7 <38
< expl > ’ ‘ < exp2 > “or” logique 5 >3] (71 <8
< expl > && < exp2 > “and” logique (5 > 3)&& (7 < 8)
< expl > /\ < exp2 > “XOR” logique | 6 >3) A (7T <3

TAB. B.1 — Opérateurs

T.¢
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Le format interne utilisé dans PEPS est présenté dans la@uatcolonne et il est outil
pour le débogage de PEPS. Les opérateurs arithmétiques stnt —", “«", “ /", “div”,
“mod”, “max” et “min” et ils ne sont pas typés (valeurs entieres ou réelles). kpessions
dans PEPS n’ont pas d’ordre de priorité et elles sont évald€gauche a droite. Pour spécifier
un ordre de priorité, il est nécessaire d'utiliser des pilueses. Par exemples 6+ 7 est calculé
comme(5 + 6) = 7 dans PEPS.

Les opérateurs relationnels sont=2", “1 =" “ <" “>" “<=" et “>=". Leurs résultats
sont égal al (pourvrai) si la relation est vérifiée dt (pour fauX) dans le cas contraire. Les

opérateurs logiques sont : “négation” codé dar“ou” par “||”, “et” par “ &&”, “XOR” par A.

Comme on I'a déja mentionné, les arguments de ces opérgieurvent étre des valeurs
constantes, mais aussi des fonctions des identifiants délenddn peut avoir deux types de
fonctions. Le premier type de fonction est appeiénttions de descriptidnet le deuxieme
“fonctions SAN

B.6.1 Fonctions de description

Les fonctions de description sont utilisées pour la deSoripdu modéle. Ces fonctions
ont été congues pour faciliter la réplication d’états, dasitions et d’événements. Lorsque
PEPS2007 génere le Descripteur Markovien ('ensemble deaas qui décrivent le modele),
il prend en compte ces fonctions pour créer des répliquesnstiaire le modele.

PEPS2007 définik fonctions de base :

— at : rend l'indice de l'automate courant. Si 'automate est wtoeate répliqué alors
cette fonction rend I'indice interne de la réplication sinelle rend I'indice explicite de
'automate dans le modele;

— sts: rend l'indice de I'état courant dans I'automate courannthdéle. Comme dans la
fonction précédente, cette fonction rend l'indice intedeela réplication pour un état
répliqué et l'indice explicite de I'état pour un état nonligpé ;

— std: cette fonction rend I'état d’arrivée d’une transitioniridice rendu par cette fonction
suit le patron des fonctions précédentes.

B.6.2 Fonctions SAN

Avec l'idée qu’'un modéle SAN a un état qui évolue avec le teropadtilise le terme “état
courant”. Ces fonctions sont utilisées pour exprimer leportement d’'un modele SAN tel que
“le taux d’'un événement estsi le modele est dans 'étatet égal & dans le cas contraire, ou
pour calculer des indices de performance par une fonctimégjration telle que “le nombre
d’automates dans 'étdl’. Avant de présenter ces fonctions, on décrit comment oe &y
identifiants dans PEPS.
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— une référence a un identifiant d’'un automate est tradug @&PS pour une référence a
I'indice interne de 'automate. Cet indice interne est abdcselon I'ordre de déclaration
dans le blometwork . Le premier automate du réseau a l'indice intebnge deuxieme
1 et ainsi de suite. Les automates répliqués sont indexéslesanit I'indice interne du
premier automate comme base. Par exemple, un modéle SAN avtomates4, B et
("), définis dans cet ordre, ont les indices intebné et 2, respectivement.

— une référence a un identifiant d’un état est aussi remplimée PEPS par une référence
interne. Les identifiants externes correspondent a unendierne calculé selon I'ordre
de déclaration et le nombre de réplications.

— PEPS a un tableau global (pour tous les automates) quiecbéis correspondances
entre un identifiant externe d’un état et I'indice internedeétat. Si différents automates
ont les mémes identifiant d’états, il faut remarquer que tas geuvent ne pas avoir les
mémes indices internes. Cette situation peut entrainezrdesrs si les identifiants de ces
états ne correspondent pas aux mémes indices internesdless internes sont calculés
par automates). Lutilisateur doit faire attention a cettglantation lorsqu’il écrit une
fonction basée sur les identifiants externes, tel que “lestme d’automates dans I'état
n0”.

Ces fonctions sont :

— st < aut_name > : rend I'état courant de 'automate aut_name >. < aut_name >
est un identifiant externe, et le résultat de cette fonctgfiiadice interne de I'état;

— nb < stt_name > :rend le nombre total d’automates du modeéle dans Iétatt_name >.
< stt_name > est un identifiant externe qui PEPS traduit dans un indiegrnet;

—nb [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > : est une extension de la
fonction précédente, mais on compte le nombre d’automates kétat< stt_name >
uniquement dans l'intervalle< aut_name > .. < aut_name >];

— W < aut_name > :rendlarécompense associé a I'état courant de I'automate_name >.
< aut_name > est un identifiant externe et le résultat est une récompesisqyu’un
nombre entier ou réel;

— sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >] : rend la somme des récompenses associées
aux états courants de l'intervalle d’automatest_name > .. < aut_name >];

— SuUM_rw [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > rend la somme des ré-
compenses associées aux états courants des automatesmtiamslle [< aut_name >
.. < aut_name >) qui sont dans I'éta& stt_name > ;

— prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >] et
prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > : sont similaires aux
fonctions précédentes, mais pour 'opérateur de mulagbeo.
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