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Chapitre 1

Introduction

Le développement des systèmes informatiques est devenu si complexe que leur conception
ne peut être basée uniquement sur l’intuition et l’expérience du concepteur.

L’intuition et l’expérience du concepteur, comptent bien sûr dans la qualité de la conception
du système, mais l’aide deméthodes de modélisationetprédiction de performancespermet une
planification et une gestion plus systématique et moins ambiguë du système.

Pour prédire la performance d’un système et anticiper les problèmes de performance avant
la construction d’un premier prototype, il est donc fondamental de disposer de méthodes de
modélisation et prédiction de performance qui permettent d’analyser et de comprendre le com-
portement du système. Les étapes de modélisation et prédiction de performances sont appelés
par le terme générique d’évaluation de performance.

L’évaluation de performance doit être appliquée tout au long du cycle de vie du système, de
la spécification à l’exploitation. Chaque phase du cycle de vie du système favorise l’utilisation
de certaines méthodes d’évaluation de performance. Si d’uncôté les formalismes de modélisa-
tion et les méthodes de simulation sont plus utilisés dans phase de spécification, de l’autre côté,
l’observation est plus souvent employée après la construction d’un premier prototype.

L’évaluation de performance dans une seule des phases du cycle de vie du système peut
engendrer des surcoûts importants,i.e., des erreurs de conception découvertes durant la phase
d’exploitation peuvent entraîner la réécriture complète du système.

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés à l’évaluationde performances des premières
phases du cycle de vie de la conception des systèmes informatiques parallèles et distribués. Par
définition, de tels systèmes sont modulaires et naturellement grands. Ils sont trop complexes
pour être traités par des méthodes traditionnelles d’évaluation de performances, comme par
exemple une description directe sous la forme de Chaînes de Markov.

Nous nous intéressons donc à l’évaluation de performances de modèles avec très grands
espaces d’états décrits par des formalismes de haut niveau.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Du fait de la structure modulaire de ces systèmes, ces modules ont souvent un comportement
presque autonome,i.e., interactions entre les modules sont plutôt rares. Pour décrire ce type de
comportement, Plateau a proposé le formalisme deRéseaux d’Automates Stochastiques (SAN-
Stochastic Automata Networks)[72, 73].

Le formalisme SAN nous permet de modéliser le comportement autonome (modélisés par
des événements locaux) de chaque composant du système dans un automate et l’interaction
entre les composants par des événements synchronisants.

L’objectif de cette thèse est d’améliorer le formalismeSAN par l’inclusion de nouvelles
méthodes numériques en temps continu et par la proposition d’une représentation tensorielle
compacte en temps discret.

Nous faisons, dans la section suivante, un bref rappel des méthodes d’évaluation de perfor-
mances connues dans la littérature.

1.1 Méthodes d’évaluation de performances

L’évaluation de performances peut être décomposée en deux étapes distinctes : la mod-
élisation du système et la résolution du modèle. L’étape de modélisation du système consiste à
développer une description formelle du système, alors que la résolution du modèle est une étape
numérique qui permet d’obtenir des indices de performancesdu système.

1.1.1 Formalisme de modélisation

Les travaux les plus anciens viennent de l’analyse directe des processus stochastiques [97]
et plus généralement des Chaînes de Markov [92].

Les Chaînes de Markov sont un des formalismes de modélisation les plus anciens et aussi
un des plus utilisés dans l’évaluation de performance. Que ce soit à temps continu ou à temps
discret, la description d’un système consiste à définir successivement :

– les états du système (on se restreint à des systèmes avec un nombre d’états fini) ;
– les transitions entre les états ;
– la temporisation des transitions.

Ces définitions nous permettent d’analyser le comportementdynamique d’un système étant
donné que celui s’exécute dans un environnement aléatoire.La simplicité et la facilité de mod-
élisation des Chaînes de Markov et les théorèmes opérationnels de la théorie concernée, leur
permettent d’être employées dans de nombreux domaines d’applications [32, 38, 45].

Cependant, lorsque le nombre d’états est important (de l’ordre de millions d’états), il est
quasiment impossible d’envisager une modélisation directe sous forme état-transition. La taille
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de l’espace d’états généré est parfois si grande que non seulement on ne peut pas obtenir des in-
dices de performances du modèle, mais souvent la matrice de transition de la chaîne de Markov
ne peut même pas être stockée.

Pour cela, plusieurs techniques et formalismes de modélisation de haut niveau ont été dévelop-
pés au cours des dernières décennies. Ces formalismes de haut niveau sont structurés, ce qui leur
permet de prendre en compte l’aspect compositionnel et hiérarchique des systèmes.

Vers la fin des années 50, avec les travaux de Jackson [57, 58],il est apparu une nouvelle
approche basée sur les réseaux de files d’attente [62]. Les recherches dans ce domaine ont
connu un formidable essor jusqu’à la fin des années 70, notamment avec les travaux de Little
[63], Baskett, Chandy, Muntz et Palacios [5], et Reiser et Lavenberg [78].

Cependant, le domaine d’application des réseaux de files d’attente classiques est assez re-
streint. La nécessité de traitement de problèmes plus complexes, comme par exemple des sys-
tèmes avec synchronisation, a motivé dès les années 70 d’autres approchées en évaluation de
performance.

Une partie de ces approches ont abouti à des extensions du formalisme de réseaux de files
d’attente, comme c’est le cas des travaux sur :

– les méthodes d’approximation de Chandy et Sauer [18] et de Courtois [70] ;
– les réseaux à capacité limitée de Dallery (fork-join) [23, 24] ;
– les réseaux avec clients négatifs (réseaux généralisés) [44] ;
– les réseaux avec contrôle de décision [99, 60] ;
– les réseaux hiérarchiques [15].

Toutes ces extensions ont fourni des outils puissants pour la modélisation de systèmes d’at-
tente, cependant, leur domaine d’application continu à être relativement restreinte à des sys-
tèmes d’attente.

D’autres approches ont adopté les réseaux de Petri [49, 79] comme formalisme de base en
ajoutant des extensions qui vont de simples temporisationsconstantes [81], jusqu’à des mécan-
ismes beaucoup plus sophistiqués comme par exemple :

– les réseaux de Petri stochastiques [37] ;
– les réseaux de Petri stochastiques généralisés [3, 2] ;
– les réseaux de Petri colorés [50, 51, 59] ;
– les réseaux de Petri stochastiques généralisés superposés [30].

Dans les travaux sur les réseaux de Petri stochastiques, on va s’intéresser spécialement au
travaux sur réseaux de Petri stochastiques à temps discret [65, 19, 102, 82].

D’autres approches ont abandonné la notion d’entitéset deflot (respectivementclientset
routagedans les réseaux de files d’attente oujetonset arcs dans les réseaux de Petri), pour
proposer une vision compositionnelle de sous-systèmes quiinteragissent entre eux (concept de
modèles modulaires).
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Ceci est le cas de :

– des algèbres des processus stochastiques [67, 54] ;
– des réseaux d’automates stochastiques [74, 75, 34].

À partir de ces formalismes, il est possible de générer la chaîne de Markov qui représente le
système.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement au formalisme de
Réseaux d’Automates Stochastiques(SAN- Stochastic Automata Networks).

Nous ne rentrerons pas dans une discussion détaillée sur unecomparaison des différents
formalismes. Nous donnerons uniquement quelques élémentsde comparaison en introduisant
les travaux précédents dans chaque partie de cette thèse.

1.1.2 Méthodes de résolution

Quelque soit le formalisme utilisé, nous cherchons à calculer des indices de performance
sur le système étudié. Plusieurs méthodes de résolution sont proposées dans la littérature. Parmi
ces méthodes de résolution nous pouvons faire la distinction entre :

– les méthodes analytiques [5, 62, 78] ;
– les méthodes numériques [86, 92] ;
– les simulations [96, 100, 12].

Dans le cadre de cette thèse, les méthodes de simulations ne serons pas considérées.

Les méthodes analytiques sont les méthodes qui donnent une solution sans passer par la
résolution numérique du système linéaireπQ = 0 oùQ est la matrice de transition de la chaîne
de Markov. Ces méthodes ont l’avantage d’éviter la résolution du système linéaire, système
généralement très grand.

Par exemple, certaines chaînes de Markov, de par leur structure, ont des solutions avec une
forme produit. Les processus de naissance et mort sont un descas le plus simple de ce type
de solution. Il est possible de trouver des solutions à formeproduit pour d’autres chaînes plus
complexes que les processus de naissance et mort. Les cas lesplus étudiés sont probablement
les réseaux de files d’attente [28, 62]. D’autres solutions àforme-produit sont connues en par-
tant d’autres formalismes de modélisation. Notamment quelques réseaux de Petri stochastiques
[37] et réseaux de Petri stochastiques généralisés [3] ont cette propriété. Plus récemment, pour
quelques modèles des réseaux d’automates stochastiques, une solution à forme produit a pu être
trouvée [77, 42, 41, 40].

Les méthodes numériques peuvent être partagées en deux groupes :

– les méthodes numériques directes ;
– les méthodes numériques itératives.
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La littérature décrivant les méthodes numériques de résolution de systèmes linéaires est très
abondante [71, 86, 92].

Les méthodes numériques de résolution de systèmes linéaires applicables aux chaînes de
Markov sont généralement des méthodes itératives. Les méthodes directes, comme la méthode
de Gauss [71], ne sont pas utilisables pour des modèles de grande taille (nombre d’états) comme
ceux qui nous préoccupent ici.

Les méthodes itératives peuvent aller des méthodes simplescomme la méthode de la puis-
sance, Jacobi, Gauss-Siedel et sur-relaxation successive, jusqu’à des méthodes plus complexes
comme les méthodes de projection (Arnoldi, GMRES, Lanczos,etc). Le lecteur peut trouver
des descriptions très précises de ces méthodes dans les ouvrages de Stewart [92] et de Saad
[86].

Aux méthodes itératives, on peut ajouter aussi les méthodesd’analyse transitoire, comme
par exemple, la méthode d’uniformisation. Les méthodes itératives pour l’analyse transitoire
utilisent le même principe de la méthode de la puissance pourobtenir la distribution de proba-
bilité à l’instant de tempst. Autrement dit, des multiplications successives d’un vecteur par une
matrice.

Dans le cadre de cette thèse, nous nous intéressons aux méthodes numériques itératives,
plus particulièrement aux méthodes de calcul de distribution transitoire du système.

1.2 Objectifs de cette thèse

Les objectifs de cette thèse s’articulent en fonction de deux axes de recherche : les méth-
odes numériques et les formalismes de modélisation. Plus précisément, dans l’axe “méthodes
numériques” nous abordons le problème de détection du régime stationnaire dans le calcul de la
disponibilité ponctuelle pour des modèles avec grand espace d’états. Dans l’axe “formalismes
de modélisation”, nous proposons une représentation tensorielle compacte pour le formalisme
SAN à temps discret.

Les principaux résultats de cette thèse sont :

– l’implantation et comparaison des méthodes de détection du régime stationnaire dans le
calcul de la disponibilité ponctuelle des modèles à grand espace d’états stocké sous un
format tensoriel généralisé ;

– la définition d’une algèbre tensorielle complexe pour les SAN à temps discret ;
– la proposition d’un descripteur pour le formalisme SAN à temps discret.
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1.2.1 Plan de la thèse

Cette thèse s’articule autour de trois parties. La premièrepartie, intituléMéthodes numériques
pour l’analyse transitoire, introduit les travaux réalisés sur le calcul de la disponibilité ponctuelle
et des méthodes de détection du régime stationnaire en SAN à temps continu. La deuxième par-
tie, intitulé SANà temps discret, est dédiée à la présentation et définition du formalisme SAN
à temps discret et, enfin, la troisième partie, intituléOutil de calcul : le logiciel PEPS, présente
les contributions apportées au logiciel PEPS.

Méthodes numériques pour l’analyse transitoire

Le premier chapitre de cette partie de la thèse (Chapitre 2 traite du formalisme de réseaux
d’automates stochastiques à temps continu. On présente le formalisme de façon informelle afin
de permettre la compréhension des modèles développes dans cette première partie de la thèse.

Le chapitre 3 présente les méthodes de calcul de la disponibilité ponctuelle, de détection du
régime stationnaire ainsi que l’adaptation de l’algorithmeshufflepour la multiplication à droite.

Le chapitre 4 donne des exemples de modélisation de systèmessujets aux défaillances util-
isant le formalisme SAN. Les exemples présentés dans ce chapitre ont pour but de fournir des
cas pratiques suffisamment représentatifs pour l’obtention des mesures numériques des méth-
odes de détection du régime stationnaire.

Le chapitre 5 dresse une comparaison de l’efficacité de méthodes de détection du régime
stationnaire. Cette comparaison est faite par rapport au nombre d’itérations et à la précision des
résultats sur les mesures obtenues sur les exemples de systèmes sujets aux défaillances.

SAN à temps discret

Le premier chapitre de cette partie (Chapitre 6) présente leformalisme SAN à temps dis-
cret. La définition formelle donnée dans ce chapitre nous permet de définir un modèle SAN et
d’obtenir l’automate global représenté par le modèle.

Le chapitre 7 définit une nouvelle algèbre tensorielle (appelé Algèbre Tensorielle Complexe).
Les propriétés de bases des opérateurs de cette algèbre sonténoncées. Dans ce chapitre on
propose une algèbre tensorielle qui sera utilisée dans la définition d’un descripteur compact
pour un modèle SAN à temps discret.

Enfin, le dernier chapitre de cette partie (Chapitre 8) propose un format tensoriel compact
(Descripteur Discret) égal à la matrice de transition de l’automate global d’un modèle SAN et
donne des preuves de cette égalité.
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Outil de calcul : le logiciel PEPS

Le chapitre 9 présente un bref historique du logiciel PEPS etprésente aussi la nouvelle
structure du logiciel. Les motivations et la méthode de découpage sont également présentées.

Le chapitre 10 présente le nouveau langage de description dulogiciel PEPS dans sa version
2007. Nous abordons dans ce chapitre les problèmes des anciens langages face à la description
de systèmes avec des composants répliqués. Pour faire face àces problèmes, nous proposons
l’inclusion des nouvelles fonctionnalités et nous présentons, pour plusieurs cas-type, une façon
compacte de les décrire.

Conclusion

Dans la conclusion nous dressons un bilan de travaux développés dans cette thèse, ainsi que
les travaux en cours. Pour terminer, nous parlons de travauxfuturs.

Annexes

Deux annexes sont incluses dans ce document. La première annexe est composée des tableaux
et graphes des résultats numériques (nombre d’itérations et précision de résultats) de l’ensemble
d’exemples utilisés pour tester les méthodes de détection du régime stationnaire. Bien que les
principales conclusions soient extraites dans le chapitre5, nous mettons en annexe ces chiffres
pour permettre au lecteur de vérifier les conclusions avancées. La seconde annexe présente une
description de la syntaxe du nouveau langage de descriptiondu logiciel PEPS de façon à ce que
au lecteur puisse mieux comprendre les exemples présentés dans la thèse.
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Première partie

Méthodes numériques pour l’analyse
transitoire





Chapitre 2

Formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) à temps continu

À cause de la nécessité de manipuler de grands volumes de données nécessaires pour mod-
éliser des systèmes complexes, les recherches actuelles visent à trouver des solutions de plus
en plus rapides et performantes. Dans ce contexte, le formalisme des Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN -Stochastic Automata Networks) [72, 74, 34, 9, 89] propose des techniques
qui permettent de traiter la modélisation de systèmes complexes.

Le formalisme SAN est basé sur le formalisme des Chaînes de Markov [92]. Néanmoins,
la modélisation de systèmes complexes en utilisant le formalisme des Chaînes de Markov peut
parfois rendre impraticable la réalisation du modèle à cause de la complexité de sa description,
e.g., un système avec des centaines de millions d’états.

Ainsi, le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques, centre d’intérêt de ce chapitre1,
fournit une façon compacte et performante pour la description de systèmes complexes à grand
espace d’états, et des méthodes pour optimiser des solutions stationnaires et transitoires. Ainsi,
le formalisme SAN associe des techniques qui visent à éliminer (ou à réduire au maximum) la
difficulté de modélisation en améliorant la vitesse d’obtention d’indices de performance, et en
facilitant la modélisation des systèmes à grand espace d’états.

Un réseau d’automates stochastiques représente une chaînede Markov. En conséquence, les
propriétés des Chaînes de Markov sont aussi applicables à l’objet décrit par des Réseaux d’Au-
tomates Stochastiques. Le formalisme SAN permet la modélisation d’un système complexe par
des petits sous-systèmes presque indépendants de façon à ceque soit possible le parallélisme
(quand les automates n’interagissent pas) et le synchronisme (quand les automates interagis-
sent).

1La présentation du formalisme SAN à temps continu donnée dans ce chapitre est commune dans cette thèse et
dans [87].



12
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TEMPS CONTINU

2.1 Description informelle des SAN à temps continu

Le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques a été proposé par Plateau [72].
L’idée principale du formalisme SAN est de modéliser un système en plusieurs sous-systèmes,
i.e., un système composé de modules. Cette modularité définie parle formalisme permet le
stockage et la solution desystèmes complexesen faisant face au problème de l’explosion com-
binatoire de l’espace d’états. Le formalisme SAN est utilisé pour la modélisation de systèmes
àgrand espace d’états.

Chaque sous-système est représenté par unautomate stochastique. Les transitions entre les
états de chaque automate représentent les transitions d’unprocessus stochastique à échelle de
temps continue ou discrète, grâce à des distributions exponentielles ou géométriques respec-
tivement.

Il est intéressant de remarquer que tout modèle SAN peut êtrereprésenté par un seul auto-
mate stochastique qui a tous les états possibles du système modélisé. Cet automate correspond
à la chaîne de Markov équivalente au modèle SAN (Section 2.1.6, page 19).

Les modèles SAN présentés dans ce chapitre peuvent être interprétés dans une échelle de
temps discrète ou continue. Cependant, l’explication et les exemples présentés dans ce chapitre
font référence à l’échelle de temps continue (taux d’occurrence), à la différence des modèles à
échelle de temps discrète (probabilité d’occurrence). Un modèle SAN à échelle de temps con-
tinue gère une chaîne de Markov à échelle de temps continue (CTMC - Continuous Time Markov
Chain), tandis qu’un modèle SAN à échelle de temps discrète gère une chaîne de Markov à
échelle de temps discrète (DTMC -Discrete Time Markov Chain). Une description formelle du
formalisme SAN à échelle de temps discrète, qui est le formalisme d’intérêt de la deuxième par-
tie de cette thèse, sera présenté dans le chapitre 6. Dans cette thèse, on va adopter les notations
suivantes pour la définition de modèles SAN. Pour le temps continu, nous allons présenter ce
qui se trouve dans [34, 9, 89].

✍ Soit

A(i) i-ème automate d’un modèle SAN, oùA(1) est le premier automate ;

x(i) x-ème état de l’automateA(i), où 0(i) est le premier état de l’automate
A(i) ;

e l’identificateur d’un événement (local ou synchronisant)2 ;

e(π) l’identificateur d’un événemente avec une probabilité de routageπ ;

Les probabilités de routage (π) sont utilisées quand un événement a plusieurs alternatives
de transition. La probabilité peut être omise dans le cas où elle est égale à1. De plus, la somme
des probabilités pour les transitions du même événement partant du même état local doit être
égale à1.

2Dans le contexte de cette thèse, on utilise le caractèree comme identificateur d’un événement. Cependant
n’importe quel caractère peut être utilisé pour définir l’identificateur d’un événement.
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Dans ce qui suit, on va introduire les notions d’automates etd’événements, qui sont les
notions de base du formalisme SAN. Ensuite, on présente les concepts d’éléments fonctionnels,
ainsi que le concept de fonction d’atteignabilité et de fonction indice de performance. Enfin, on
montre comment faire la génération d’une chaîne de Markov à partir d’un modèle SAN.

2.1.1 Automates stochastiques

Un automate stochastique est un modèle mathématique d’un système qui possède des en-
trées et sorties discrètes. Le système peut se trouver dans un quelconque état ou configuration
interne. L’état dans lequel le système se trouve résume les informations sur les entrées précé-
dentes et indique ce qui est nécessaire pour déterminer le comportement du système pour les
entrées suivantes [56].

Selon cette définition, on peut décrire un automate stochastique comme unensemble d’états
et unensemble de transitionsentre eux [75]. La désignation stochastique attribuée aux auto-
mates signifie que le traitement du temps se fait par des variables aléatoires, qui suivent une
distribution exponentielle sur une échelle de temps continue ou une distribution géométrique
sur une échelle de temps discrète.

Graphiquement, un réseau d’automates stochastiques peut être représenté par un ensem-
ble de graphes orientés, où chaque graphe est associé à un automate. Lesnoeudsd’un graphe
représentent lesétatsd’un automate et lesarcsentre les états représentent latransitiond’un état
à l’autre.

L’ état localdu système modélisé par un SAN est l’état individuel de chaque automate du
modèle. L’état globald’un modèle est composé par l’ensemble des états locaux de chaque
automate du système modélisé. Le changement de l’état global du système est le résultat du
changement de l’état local d’un (au moins) automate du modèle.

Le changement d’un certain état local à l’autre est fait par l’occurrence des événements qui
provoquent des transitions. Les transitions sont des primitives qui indiquent la possibilité de
changement d’un état à l’autre. Chaque transition est associée à un ou plusieursévénements.
Dans FIG. 2.1, on présente un modèle SAN avec trois automates complètement indépendants.

Dans ce premier exemple, les automatesA(1) etA(3) du modèle possèdent trois états3 cha-
cun : les états0(1), 1(1) et2(1) correspondent aux états du premier automate, les états0(3), 1(3) et
2(3) correspondent aux états du troisième automate et l’automateA(2) possède seulement deux
états0(2) et 1(2). Huit événements sont modélisés dans cet exemple : trois événements (e1, e2

et e3) se produisent dans l’automateA(1) ; deux événements (e4 et e5) se produisent dans l’au-
tomateA(2) ; et les autres trois événements (e6, e7 et e8) se produisent dans l’automateA(3).
Vu qu’il n’y a pas d’interaction entre les automates, la solution de ce type de modèle peut être

3Indépendamment du choix des étiquettes des états locaux d’une automate, chaque état possède une représen-
tation numérique récurrente de l’ordre de la modélisation,i.e., un état possède une représentation numérique entre
les valeurs0, 1, 2, . . . , n(i) − 1, oùn(i) est le nombre d’états de l’automateA(i).
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A(1) A(2) A(3)

1(1)

0(1)

2(1)

0(2)

1(2) 2(3)

0(3)

1(3)

e1

e2

e3
e6

e7

e8

Type Even. Taux Type Even. Taux Type Even. Taux
loc e1 α loc e4 δ loc e6 µ
loc e2 β loc e5 λ loc e7 σ
loc e3 γ

e5 e4

FIG. 2.1 – Modèle SAN avec 3 automates indépendants

obtenue de manière totalement indépendante pour chacun desautomates,i.e., chaque automate
peut être évalué individuellement et pour le système globalon a une forme produit.

2.1.2 Événements

L’événement est l’entité du modèle responsable de l’occurrence d’une transition qui modifie
l’ état globaldu modèle. Un ou plusieurs événements peuvent être associésà une transition. Une
transition est provoquée par l’occurrence d’un des ses événements.

Chaque événement doit avoir un taux de franchissement et uneprobabilité de routage. Le
taux de franchissement et la probabilité de routage peuventavoir des valeurs constantes ou fonc-
tionnelles (Section 2.1.3, page 16). Le non-déterminisme entre le tirage des différents événe-
ments associés à une même transition est traité par un comportement Markovien,i.e., tous les
événements habilités peuvent se produire et leurs taux de franchissement respectifs définissent
la fréquence avec laquelle ils vont se produire.

Deux types d’événements peuvent être modélisés par le formalisme SAN : événementslo-
cauxou synchronisants.

Événements locaux

Les événements locaux sont utilisés dans les modèles SAN pour modifier l’état interne
(local) d’unseul automate, sans que cette modification cause un changement d’état dansautre
automate du modèle. Ce type d’événement est particulièrement intéressant, vu qu’il permet que
plusieurs automates aient un comportementparallèle, travaillant de façonindépendanteentre
eux.
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Notamment, on peut observer des exemples d’événements locaux dans FIG. 2.1, qui contient
exclusivement par ce type d’événement.

Événements synchronisants

Si les événements locaux sont très simples à définir, les événements synchronisants, au con-
traire, sont plus complexes. Les événements synchronisants changent l’état local dedeux ou
plus automatessimultanément,i.e., l’occurrence d’un événement synchronisant dans un auto-
mateoblige l’occurrence de ce même événement dans les autres automatesconcernés. Il est
possible de modéliser l’interaction entre des automates enutilisant des événement synchro-
nisants. Cette interaction se fait sous la forme de synchronisme dans le tirage des transitions.

Un événement est classé commelocal ou synchronisantselon l’occurrence de l’identifica-
teur de l’événemente dans l’ensemble des événements d’un automate. Un événementest dit
local si son identificateur est associé aux transitions d’unseul automate. Si l’identificateur d’un
événement est associé aux transitions deplusieurs automates, cet événement est classé comme
synchronisant.

A(1) A(2) A(3)

1(1)

0(1)

2(1)

0(2)

1(2) 2(3)

0(3)

1(3)

e1

e2

e3
e6

e4

e3

Type Even. Taux Type Even. Taux Type Even. Taux
loc e1 α syn e4 δ loc e6 µ
loc e2 β loc e5 λ
syn e3 γ

e5 e4

FIG. 2.2 – Modèle SAN avec événements synchronisants

FIG. 2.2 est un modèle SAN modifié par rapport au modèle présenté dans FIG. 2.1. Dans ce
nouveau modèle, les événementse3 ete4 ne sont plus locaux mais sont des événements synchro-
nisants, car l’identificateur de ces deux événements apparaît dans deux automates. L’événement
e3 synchronise les automatesA(1) et A(3) de telle façon à changer les états locaux de chaque
automate simultanément,i.e., l’occurrence de l’événemente3 change l’état de l’automateA(1)

de2(1) vers0(1) en même temps qu’elle change aussi l’état de l’automateA(3) de2(3) vers0(3).
De façon analogue, l’occurrence de l’événemente4 change l’état de l’automateA(2) de0(2) vers
1(2) en même temps qu’elle change l’état de l’automateA(3) de1(3) vers2(3).

Des événements synchronisants, ainsi que les événements locaux, peuvent avoir des prob-
abilités de routage pour un même événement. Les probabilités de routage sont utilisées pour



16
CHAPITRE 2. FORMALISME DES RÉSEAUX D’AUTOMATES STOCHASTIQUES (SAN) À

TEMPS CONTINU

A(1) A(2) A(3)

1(1)

0(1)

2(1)

0(2)

1(2) 2(3)

0(3)

1(3)

e1

e2

e3
e6e3e5 e4

Type Even. Taux Type Even. Taux Type Even. Taux
loc e1 α syn e4 δ loc e6 µ
loc e2 β loc e5 λ
syn e3 γ

π1 = 0.4 π2 = 0.6

e4(π1)

e4(π2)

FIG. 2.3 – Modèle SAN avec probabilités de routage

déterminer dans quelles proportions les transitions alternatives possibles se produisent. Dans
FIG. 2.3, l’événement synchronisante4 peut déclencher deux transitions différentes. Ainsi,
l’occurrence de l’événement dans l’automateA(3) déclenche avec probabilitéπ1 la transition
de l’état1(3) vers l’état2(3), et avec probabilitéπ2 la transition de l’état1(3) vers l’état0(3).

2.1.3 Taux et probabilités fonctionnels

Une possibilité d’exprimer une interaction entre des automates est l’utilisation d’événe-
ments synchronisants. Une autre façon est l’utilisation defonctions pour définir des taux et/ou
probabilités qui permet d’associer à un même événement différentes valeurs déterminant son
occurrence en fonction de l’état local des autres automatesdu modèle. L’utilisation de taux et
probabilités fonctionnels peut être employée autant que avec des événements locaux ou syn-
chronisants.

Les taux et probabilités fonctionnels sont exprimés par desfonctions qui ont comme paramètres
des états courants des automates du modèle. FIG. 2.4 présente une variation du modèle présenté
dans FIG. 2.3, où l’événemente1 possède un taux d’occurrencefonctionnelau lieu d’un taux
d’occurrenceconstant, i.e., l’événemente1 se produit avec un taux exprimé par la fonction4 f1.
Ici, (st A(3) == 0) est la fonction caractéristique de l’ensemble d’états où l’automateA(3) est
dans l’état0.

Ainsi, la fonctionf1 détermine un taux d’occurrence variable pour l’événemente1. Selon la
fonctionf1, l’occurrence de l’événemente1 se produira avec le taux suivant :

4Dans cette thèse, les fonctions sont définies utilisant le notation adoptée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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A(1) A(2) A(3)
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e3
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e4(π1)
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loc e1 f1 syn e4 δ loc e6 µ
loc e2 β loc e5 λ syn e7 σ
syn e3 γ

π1 = (stA(1) == 1) π2 = 1 − π1f1 = (stA(3) == 0) × α

FIG. 2.4 – Modèle SAN avec taux fonctionnel

f1 =







α si l’automateA(3) est dans l’état0(3)

0 si l’automateA(3) est dans l’état1(3)

0 si l’automateA(3) est dans l’état2(3)

Dans cette thèse et pour définir les fonctions, on utilisera les notations employées par le
logiciel PEPS (Annexe B). L’interprétation d’une fonctionest l’évaluation d’une expression de
langage de programmation non-typé,e.g., langage C. Chaque comparaison d’une fonction est
évaluée à1 (vrai) ou0 (faux).

L’évaluation def1 donne le résultat enfauxquand l’automateA(3) est dans les états1(3) ou
2(3), i.e., la valeur résultant pour cette comparaison estzéro, qui annule la taux d’occurrence
de l’événemente1. Donc, le taux fonctionnel associé au tirage de l’événemente1 est tel que, le
taux estα si l’état de l’automateA(3) est égal à0(3) et nul, ce qui empêchera que l’événement
e1 puisse être tiré, pour tous les autres cas.

Les probabilités de routage d’un événement peuvent aussi être exprimées par des fonctions.
La définition de fonctions utilisées pour exprimer les probabilités fonctionnelles sont les mêmes
que les fonctions utilisées pour exprimer les taux d’occurrence d’un événement.

Dans FIG. 2.4, il faut observer que les probabilités de routageπ1 etπ2 de l’événemente4 sont
aussi exprimées par une fonction. Comme on l’a dit précédemment, la somme des probabilités
des transitions d’un événement à partir d’un même état doit être toujours égale à1 (100%).
Donc, de même si les probabilités de routage d’un événement sont exprimées par une fonction,
cette caractéristique doit être respectée.

π1 =

{

1 si l’automateA(1) est dans l’état1(1)

0 si l’automateA(1) est dans l’état0(1) ou2(1)
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π2 =

{

0 si l’automateA(1) est dans l’état1(1)

1 si l’automateA(1) est dans l’état0(1) ou2(1)

Dans cet exemple, les probabilitésπ1 etπ2 s’excluent,i.e., si le résultat de l’évaluation de la
probabilitéπ1 est égal à1, le résultat de la probabilitéπ2 sera égal à0, et vice-versa. Cependant,
des probabilités exprimées par des fonctions n’ont pas toujours l’obligation de l’exclusion.

2.1.4 Fonction d’atteignabilité

Il y a un autre utilisation des fonctions pour la modélisation dans le formalisme SAN :
la fonction d’atteignabilité. Les expressions qui définissent la fonction d’atteignabilité sont
décrites de la même façon que les fonctions pour les taux et probabilités fonctionnels. Cepen-
dant, ce type de fonction a un rôle différent dans le formalisme.

Comme la représentation d’un modèle SAN est faite de façon modulaire et l’automate global
(équivalent à chaîne de Markov) est composé de la combinaison de tous les états des automates
du modèle (Section 2.1.6, page 19), il faut déterminer une fonction sur le modèle global qui
définit lesétats atteignablesdu modèle SAN.

La définition de quels états peuvent êtreatteignablesouaccessiblesdans un modèle SAN est
donnée par lafonction d’atteignabilité. Jusqu’à présent, la fonction d’atteignabilité est définie
par l’utilisateur. Il faut aussi remarquer que la fonction d’atteignabilité pourrait être calculée à
partir d’un état initial et de transitions définies par le modèle.

Cette fonction utilise les règles adoptées pour la définition des taux et probabilités fonction-
nels.

La notion de fonction d’atteignabilité est plus claire si onimagine, par exemple, un mod-
èle de partage de ressources avecN clients distincts qui partagentR ressources communes
identiques entre elles. Ce système peut être modélisé par leformalisme SAN en utilisant un au-
tomate avec deux états pour chaque client. L’état0(i) indique que la ressource n’est pas utilisée
par le clienti, tant que l’état1(i) indique que la ressource est utilisée par le clienti. Il est facile
d’imaginer que s’il y a plus de clients que de ressources (N > R), l’état global qui représente
tous les clients utilisant une ressource ne pourra pas se produire. Les états qui possèdent telle
caractéristique sont nommés deétats non-atteignableset doivent être éliminés du modèle par
la fonction d’atteignabilité. La probabilité du modèle se trouver dans quelconque de ces états
est égale àzéro. La fonction d’atteignabilité correcte pour le modèle de partage de ressources
décrit ci-dessus est5 :

reachability = nb [A(1)..A(N)] 1 ≤ R

Ainsi, la fonction d’atteignabilité représente un conceptimportant dans la description de

5Notation utilisée par le logiciel PEPS (Annexe B).
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modèles SAN. Néanmoins, la complexité de certains modèles peut rendre la description de la
fonction d’atteignabilité difficile à réaliser.

2.1.5 Fonction à intégrer

Une autre utilisation des fonctions dans la modélisation avec le formalisme SAN est l’u-
tilisation defonctions à intégrer. Une fonction à intégrer est utilisée pour l’obtention d’indice
de performance ou de fiabilité moyens sur le modèle. Ces fonctions évaluent, par exemple, la
probabilité du modèle SAN de se trouver dans un état donné. Calculer un indice de performance
moyen revient à intégrer cette fonction sur levecteur de probabilitéstationnaire ou transitoire
du modèle.

Par exemple, avec le modèle de partage de ressources (décritdans la section 2.1.4), on peut
définir la fonctionu pour déterminer la probabilité de l’automateA(1) de ne pas utiliser une
ressource (quand l’automateA(1) se trouve dans l’état0(1)).

u =
(
st(A(1)) == 0

)

Toutes les fonctions utilisées dans les modèles SAN sont décrites de la même façon, ce qui les
différencie est l’utilisation de chaque fonction dans le modèle.

2.1.6 Construction de la chaîne de Markov équivalente

Bien qu’un modèle SAN soit représenté par un ensemble d’automates, il peut aussi être
représenté par unseulautomate qui contient tous les états globaux possibles du modèle. Cet
automate est une représentation de la chaîne de Markov du système modélisé [35]. Une autre
représentation est sa matrice de transition, ou bien le descripteur qui sera calculé ultérieurement
(Section 2.1.7, page 21).

Dans cet automate global, il n’y a plus d’événements synchronisants, mais seulement des
événements locaux. Les arcs de cet automate global sont étiquetés par les taux d’occurrence des
événements et les probabilités de routage. Les durées de résidence dans chaque état sont des
variables aléatoires de distribution exponentielle. Donc, à un instant de temps, le changement
vers un état suivant ne dépend que de l’état courant et pas du temps écoulé dans cet état.

La représentation graphique de la chaîne de Markov équivalente est un graphe àétats-
transitionsqui représente l’automate global du système. Les états de lachaîne de Markov sont
formés à partir du produit cartésien des états locaux de chaque automate du modèle SAN. Dans
FIG. 2.5, on présente la chaîne de Markov (CTMC) équivalente au modèle présenté dans FIG.
2.4, en supposant que l’état global initial est égal à000.

Pour représenter clairement les états de la CTMC équivalente, on omet les indices de chaque
automate, en supposant que le chiffre le plus à gauche représente l’état du premier automate et
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le chiffre plus à droite représente l’état du dernier automate, i.e., l’état201 est équivalent à l’état
2(1) dans l’automateA(1), 0(2) dans l’automateA(2) et1(3) dans l’automateA(3).
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FIG. 2.5 – CTMC équivalente au modèle SAN dans FIG. 2.4

Le formalisme SAN propose une vision modulaire du système, alors que la CTMC équiv-
alente (ou l’automate global) représente une vision “centralisée” (mais potentiellement très
grande) du même système. Le générateur infinitésimal de cette chaîne de Markov est représenté
directement par une matrice, dont la taille est exprimée parle nombre d’états atteignables du
modèle. Comme on peut l’observer dans FIG. 2.4, il y a seulement 16 (sur 18) états atteignables
dans le modèle. Les états002 et 012 ne sont pas représentés, vu qu’ils ne sont jamaisat-
teignablesdans le modèle (en faisant des tirages successifs des transitions possibles du modèle,
on n’atteint jamais ces deux états).

Vu que le formalisme SAN propose une représentation modulaire du système, la représenta-
tion du générateur infinitésimal de la chaîne de Markov équivalente au modèle SAN peut aussi
être exprimée de façon modulaire. Conséquemment, au lieu del’obtention d’une seule matrice
de transition, on a un ensemble depetitesmatrices pour chaque automate de taille(n(i))2, où
n(i) est le nombre d’états de l’automateA(i). L’obtention du générateur infinitésimal à partir de
cet ensemble de petites matrices est exprimée par un format tensoriel, qui est aussi nomméde-
scripteur Markovien. Dans ce qui suit, on va démontrer comment on peut obtenir le descripteur
Markovien à partir d’un modèle SAN.
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2.1.7 Descripteur Markovien

En plus de faciliter la description des modèles, un des avantages du formalisme SAN est de
générer automatiquement et d’une façon compacte le générateur infinitésimalQ de la chaîne de
Markov équivalente du modèle. Cette façon compacte de représenter le générateur infinitésimal
est une formule mathématique nomméedescripteurMarkovien [35, 73].

La formule du descripteur Markovien est basée sur l’algèbretensorielle. Quand le modèle
utilise des taux et/ou probabilités fonctionnels, il est impératif d’utiliser l’algèbre tensorielle
généralisée pour la représentation du descripteur Markovien. Cependant, l’utilisation de l’al-
gèbre tensorielle généralisée ne change rien par rapport à la structure de la formule du de-
scripteur. D’autres formalismes, tels que les Réseaux de Petri Stochastiques Généralisés [31] et
l’Algèbre de Processus [55] par exemple, utilisent des techniques similaires pour représenter le
générateur infinitésimal d’une chaîne de Markov d’une façoncompacte et performante.

A(1)

1(1)

0(1)

2(1)

e1

e2

A(2)

0(2)

1(2)

e2
e3(π1)

e3(π2)

π1 = 0.4

π2 = 0.6

Type Even. Taux
loc e1 f1

syn e2 β
syn e3 µ

e3

f1 = (stA(2) == 0) × α

FIG. 2.6 – Modèle SAN

Pour simplifier la démonstration de la génération du descripteur Markovien d’un modèle
SAN, on va utiliser l’exemple présenté dans FIG. 2.6, où l’état global initial est égal à00. Ce
petit exemple a six états potentiels, mais seulement trois des états sont atteignables :00, 10 et
21.

La chaîne de Markov équivalente au modèle montrée dans FIG. 2.6 est présentée dans FIG.
2.7. Il y a seulement trois états atteignables, et le changement de l’état global00 vers l’état10
est exprimé par le taux fonctionnelf1.

À partir de ce petit exemple, on montre comme s’obtient le descripteur Markovien d’un
modèle SAN. La formule mathématique qui représente le descripteur est décomposée en deux
parties :locale et synchronisante. La partie locale représente les transitions des événements
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FIG. 2.7 – CTMC équivalente au modèle FIG. 2.6

locaux des automates du modèle, tandis que la partie synchronisante représente les transitions
de chaque événement synchronisant.

Par rapport à partie locale, à chaque automate est associé une matrice nomméeQ(i)
l , qui

regroupe toutes les transitions des événements locaux de l’automateA(i). La partie locale du
descripteur est représentée par la matriceQl qui est définie comme la somme tensorielle des
matrices locales de chaque automate. Pour l’exemple présenté dans FIG. 2.6, la partie locale du
modèle est représenté par :

Ql = Q
(1)
l ⊕

g
Q

(2)
l =





−f1 f1 0
0 0 0
0 0 0




⊕

g

(
0 0
0 0

)

Chaque matriceQ(i)
l a la tailleni, où ni est le nombre d’états de l’automateA(i). Il est

intéressant de remarquer que la matriceQ
(2)
l est une matrice nulle,i.e., tous les éléments sont

égaux à zéro, car l’automateA(2) (FIG. 2.6) ne possède pas d’événements locaux.

Les matrices locales sont formées à partir des transitions locales de chaque automate. Ainsi,
l’élément sur la lignei et la colonnej de la matrice représente la transition de l’étati vers l’état
j de l’automate. Cet élément possède le taux (constant ou fonctionnel) de l’événement local qui
correspond à la transition entre les états de l’automate. L’élément diagonalii (lignei, colonnei)
représente l’ajustement de telle manière que la somme de tous les éléments de la ligne soit égale
à zéro. L’état global01 n’est pas un état atteignable (FIG. 2.7). Donc, la transition de l’état01
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vers11 ne se produit pas. Ainsi, la fonctionf1 est évaluée à0 pour l’occurrence de l’événement
dans l’état01. En utilisant la somme tensorielle généralisée [35] pour l’obtention de la matrice
Ql, on a la matrice suivante :

Ql =











-α 0 α 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











À la différence de la partie locale du descripteur Markovienqui est obtenue d’une façon
directe (une matrice pour chaque automate du modèle), la partie synchronisante est composée,
pour chaque événement, de deux ensembles de matrices :positiveset négatives.

Les matrices positives représentent l’occurrence des événements synchronisants, tandis que
les matrices négatives représentent l’ajustement diagonal. Donc, chaque événement synchro-
nisant est associé à une paire de matrice (positive et négative) pour représenter son occurrence
pour chaque automate concerné. Les matrices positives et négatives synchronisantes associées
à l’automatei possèdent aussi la tailleni (en fonction du nombre d’états de chaque automate
A(i)).

La matrice positiveQ(i)

e+
k

représente l’occurrence de l’événementek dans l’automateA(i).

Pour l’exemple dans FIG. 2.6, le modèle SAN a deux événements synchronisants :e2 et e3.
Donc, les matrices positives pour les événements synchronisants de ce modèle sont :

Qe+
2

= Q
(1)

e+
2

⊗
g

Q
(2)

e+
2

=





0 0 0
0 0 β
0 0 0




⊗

g

(
0 1
0 0

)

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 β
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0











Qe+
3

= Q
(1)

e+
3

⊗
g

Q
(2)

e+
3

=





0 0 0
0 0 0

µπ1 µπ2 0




⊗

g

(
0 0
1 0

)

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

µπ1 0 µπ2 0 0 0











Les matrices positives sont remplies de la même façon que lesmatrices locales, où l’élément
ij représente la transition de l’étati vers l’étatj de l’automate. Cependant, un événement syn-
chronisant concerne deux ou plusieurs automates. Donc, pour chaque événement synchronisant,
il faut associer deux (ou plus) matrices pour représenter l’occurrence de cet événement.
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On peut prendre la convention que la matrice positive correspondante à l’automate de plus
petit indice de l’événement reçoit le taux d’occurrence de l’événement. Les autres matrices
des automates concernés de cet événement synchronisant reçoivent la valeur1 pour chaque
transition entre les états locaux. Par exemple, pour l’événement synchronisante2, la matrice
positiveQ

(1)

e+
2

reçoit le taux d’occurrenceβ dans la position12 (ligne 1, colonne2) équivalent

à la transition de l’état1 vers l’état2 de l’automateA(1) ; et la matrice positiveQ(2)

e+
2

reçoit la

valeur1 dans la position01 pour représenter la possibilité de la transition de l’état0 vers l’état
1 de l’automateA(2) (cf. FIG. 2.6).

De façon analogue, on met en place les transitions globales pour l’événement synchronisant
e3. Néanmoins, cet événement possède des probabilités de routage, qui doivent apparaître dans
les matrices. Ainsi, les probabilitésπ1 etπ2 apparaissent dans les positions des matrices équiv-
alentes aux transitions qui causent le changement d’état del’automate.

L’exemple présenté dans FIG. 2.6 est un petit modèle SAN, où les deux événements syn-
chronisantse2 et e3 apparaissent dans tous les automates du modèle. Pour des exemples plus
complexes, où un événement synchronisant n’apparaît pas dans tous les automates, les matrices
positives et négatives de cet événement sont égales à matrices identités, i.e., des matrices qui
conservent l’état de l’automate pour les automates non concernés par l’occurrence de l’événe-
ment.

La somme de toutes les matrices positives des événements synchronisants représente la
matrice positive de la partie synchronisante du descripteur Markovien,i.e., pour cet exemple, la
partie positive du descripteur est représentée par la matriceQe+ qui est la somme des matrices
positivesQe+

2
etQe+

3
des événements synchronisantse2 et e3 respectivement.

Qe+ = Qe+
2

+ Qe+
3

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 β
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

µπ1 0 µπ2 0 0 0











Les matrices négatives des événements sont obtenues de façon à ce que la somme des ma-
trices positives et négatives soit des matrices dont la somme des éléments de chaque ligne soit
égale à 0. Les matrices négatives possèdent des éléments nonnuls sur les positions diagonales.
Les matrices négatives pour les événements synchronisantse2 et e3 sont :

Qe−2
= Q

(1)

e−2
⊗
g

Q
(2)

e−2
=





0 0 0
0 -β 0
0 0 0




⊗

g

(
1 0
0 0

)

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -β 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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Qe−3
= Q

(1)

e−3
⊗
g

Q
(2)

e−3
=





0 0 0
0 0 0
0 0 -µ




⊗

g

(
0 0
0 1

)

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -µ











La partie négative est aussi obtenue par la somme de toutes les matrices négatives des événe-
ments synchronisants. Donc, la partie négative du descripteur est représenté par la matriceQe− :

Qe− = Qe−2
+ Qe−3

=











0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -β 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -µ











Le descripteur Markovien est représenté par deux parties : locale et synchronisante. La partie
localeQl représente les transitions locales et la partie synchronisante, divisée en la partie pos-
itive Qe+ et la partie négativeQe− , représente les transitions des événements synchronisants.
Donc, le descripteurQ qui représente un modèle SAN est obtenu par la somme de ses parties :

Q = Ql + Qe+ + Qe− =











-α 0 α 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -β 0 0 β
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

µπ1 0 µπ2 0 0 -µ











Comme le descripteur Markovien sera représenté dans un format tensoriel, il est important
de remarquer que seulement les matrices localesQ

(i)
l et les matrices positivesQ(i)

e+ et négatives

Q
(i)
e− des événements synchronisants sont stockées. Ainsi, seulement les petites matrices de taille

ni sont manipulées en permettant d’avoir une représentation compacte et structurée du modèle.
Généralement, le descripteur MarkovienQ n’est pas représenté de façon entière, sachant qu’il
y a des méthodes numériques performantes pour utiliser le descripteur dans un format tensoriel
[35, 8].

2.2 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté le formalisme SAN à temps continu et ses principales car-
actéristiques. Le formalisme a comme principal atout une démarche modulaire pour décrire un
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système. De plus, l’utilisation d’éléments fonctionnels (tels que des taux et probabilités fonc-
tionnels) permet une plus grande flexibilité au formalisme pour l’expression des interactions
entre les composants du système.

On a aussi expliqué comment un SAN représente une chaîne de Markov, et comment un
modèle SAN peut être représenté de une façon compacte dans cecontexte. Cette façon compacte
de représenter un modèle est possible grâce au format tensoriel du générateur de la chaîne de
Markov équivalente au modèle SAN.



Chapitre 3

Disponibilité ponctuelle

3.1 Introduction

Ces dernières années, s’est développé un intérêt croissantpour les méthodes d’analyse tran-
sitoire dans le domaine des systèmes sujets aux défaillances. Avec la croissance rapide de la
taille mais aussi de la complexité de ces systèmes, l’obtention de mesures de performance tran-
sitoires, comme fiabilité et disponibilité, sont souvent difficiles à obtenir.

Les méthodes pour l’obtention de mesures de performance transitoires sont de deux types :
celles qui utilisent des modèles qui ne sont pas basées sur une représentation par états et celles
qui le sont.

Les méthodes qui ne sont pas basées sur une représentation par états,e.g., Diagrammes de
Blocs(Block Diagrams) ou Arbre de Fautes(Fault Trees) [11], font l’hypothèse de l’indépen-
dance entre les composants du modèle, ce qui, malheureusement, empêche leur application à
la plus grande partie des systèmes où, non seulement les erreurs et les défaillances sont dépen-
dantes entre elles, mais les réparations sont aussi dépendantes.

Les méthodes du deuxième type décrivent les modèles par un ensemble d’états, typiquement
des modèles utilisant le formalisme de Chaînes de Markov. Ceformalisme est couramment
employé pour la modélisation et l’obtention de mesures de performance de systèmes complexes
avec un haut niveau d’interdépendance.

Toutefois, cette approche comporte deux désavantages importants :

– la modélisation des systèmes complexes à partir des descriptions et des spécifications du
système sont assez difficile ;

– l’obtention de solutions analytiques pour les distributions transitoires d’un modèle avec
grand espace d’états n’est connu que pour un très petit nombre de systèmes.

En effet, l’espace mémoire requis et le temps nécessaire sont fréquemment trop impor-
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tants pour résoudre des modèles réels, comme peuvent en attester la myriade de techniques
numériques qui essaient de traiter ce problème [92].

Toutefois, l’emploi de formalismes de haut niveau comme lesRéseaux de Petri Stochas-
tiques (Stochastic Petri Nets - SPN) [31], les Réseaux d’Automates Stochastiques [73] et les
Algèbres de Processus (Process Algebra) [55] permettent une modélisation du système de façon
intuitive et exacte.

À partir de ces formalismes, avec des hypothèses de lois sansmémoire, l’emploi de méth-
odes comme l’Algèbre Tensorielle (classique ou généralisée) et les MDD (Multivalued Decision
Diagram) permet le stockage du générateur infinitésimal de la chaînede Markov sous-jacente
de façon compacte. Plusieurs méthodes ont été développées pour l’obtention de mesures de
performance de façon à profiter de la représentation tensorielle [94, 35] et des MDD [21].

On s’intéresse dans ce chapitre à l’obtention des solutionsanalytiques pour des distribu-
tions transitoires, telles que des mesures de disponibilité et fiabilité. On définit les mesures de
disponibilité (AV ) comme la somme des éléments de récompense de la fonctionr(i) sur une
distributionπ :

AV =
∑

i

r(i)π[i] (3.1)

La fonction r(i) a la valeur1 lorsque l’étati appartient à l’ensembleUP et la valeur0
lorsqu’il appartient à l’ensembleDOWN . L’ensemble d’étatsUP est défini comme l’ensemble
d’états où le système est en état de marche et l’ensemble d’étatsDOWN est défini comme
l’ensemble d’états où le système est en panne.π[i] est lei-ème élément du vecteur de probabilité
π.

Comme on peut le voir sur l’équation (3.1), une fois la fonction de récompense définie et le
vecteur de probabilitéπ obtenu, le calcul de la disponibilité est assez simple et pastrès coûteux.
En effet, la partie la plus coûteuse de ce calcul est principalement l’obtention du vecteur de
probabilité de la distribution (stationnaire ou transitoire) du modèle.

Le plus souvent, les mesures de performance, parmi lesquelles, les mesures de disponibilité
et fiabilité [95], sont basées sur la distribution stationnaire de la chaîne de Markov, car il existe
des techniques de résolution très efficaces pour l’obtention de la distribution stationnaire de la
chaîne.

Par contre, l’obtention des mesures de disponibilité ponctuelle (PAV ) sont beaucoup plus
difficiles à avoir, car le nombre d’itérations nécessaires pour calculer la distribution transitoire
liée aux mesures de disponibilité ponctuelle peut être trèsimportant.

Plusieurs méthodes ont été développées pour l’obtention demesures de disponibilité ponctuelle.
Souza e Silva et Gail ont été parmi les premiers à proposer l’utilisation de la méthode d’uni-
formisation de la chaîne de Markov à temps continu associée àdes méthodes de récompense
pour calculer la disponibilité ponctuelle avec un contrôled’erreur efficace [25, 26].
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Une autre approche, proposée par Goyal et Tantawi [47], calcule la distribution de la disponi-
bilité à l’instantt récursivement par la discrétisassions de l’intervalle de temps(0, t). Ces in-
tervalles∆t sont suffisamment petits et la probabilité que deux évènements (ou plus) aient lieu
pendant∆t est négligeable. Cette approche a été améliorée par Rubino et Sericola en [84], mais
les bornes d’erreur ne sont toujours pas connues.

En [83], Rubino et Sericola ont proposé une nouvelle méthodepour calculer la distribution
de disponibilité sur un intervalle. Cet algorithme a été amélioré par les méthodes proposées en
[85], mais l’analyse est encore faite sur une chaîne de Markov de taille modeste.

Récemment, l’utilisation de techniques d’analyse transitoire, telles que des mesures de
disponibilité et fiabilité, en CSL (Continuous Stochastic Logic) ont permis l’émergence de bons
algorithmes pour calcul de la disponibilité. Malheureusement, ces algorithmes profitent des car-
actéristiques particulières du modèle et ne sont applicable qu’à un très petit nombre des modèles
[101].

Cependant, l’une des meilleures méthodes pour réduire les coûts de calcul de mesures transi-
toires à l’instantt est la détection du régime stationnaire du modèle lors du calcul de la somme
d’une série. La détection du régime stationnaire peut réduire le temps de calcul si le régime
stationnaire est détecté plus tôt que l’instant de tempst souhaité.

Dans [20] Ciardo et al. ont proposé une première méthode de détection du régime station-
naire. Cette méthode utilise la différence entre deux vecteurs de probabilité pour détecter la
stationnarité.

Une deuxième méthode a été proposée par Sericola [91]. Cetteméthode détecte le régime
stationnaire par le contrôle de la valeur minimale et maximale d’une suite de vecteurs.

3.1.1 Objectif et nouveauté

L’objectif de ce chapitre est de tester l’efficacité des méthodes de détection de la distribution
stationnaire pour le calcul de la disponibilité ponctuellesur des modèles avec grand espace
d’états. Deux méthodes de détection de la distribution stationnaire seront testées. L’une est
basée sur la convergence du vecteur de probabilité (méthodedéfinie par Ciardoet al. [20]) et
l’autre sur le contrôle d’une suite de vecteurs (méthode définié par Sericola [91]).

Pour cela, on propose l’utilisation du formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques
pour la modélisation des systèmes. Le formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques a été
choisi pour sa facilité de modélisation et l’utilisation duformat tensoriel (appeléDescripteur
Markovien) pour la représentation de la chaîne de Markov. LeDescripteur Markovienest une
façon compacte de représenter les transitions d’un modèle.

On peut trouver l’emploi du format tensoriel pour la représentation de la chaîne de Markov
dans le calcul de distribution transitoire de la chaîne dansdes travaux précédents [1, 16]. Toute-
fois, aucun des ces travaux n’emploie l’utilisation des fonctions, autrement dit, les travaux
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développés jusqu’à présent sont basés sur les concepts de algèbre tensorielle classique où les
éléments de chaque matrice sont des valeurs constantes. On propose dans ce chapitre l’adap-
tation des méthodes de calcul de la disponibilité ponctuelle et des méthodes de détection de la
distribution stationnaire à une représentation tensorielle qui utilise l’algèbre tensorielle général-
isée [34, 35].

Dans la section suivante, on présente des méthodes de calculde la disponibilité ponctuelle.
Dans la section 3.3 on propose l’adaptation des méthodes présentées dans la section 3.2 au for-
mat tensoriel. Dans la section 3.4, on présente les méthodesde détection du régime stationnaire.
La section 3.5 propose différentes représentations pour levecteur constant présent dans chaque
méthode de calcul de la disponibilité ponctuelle. Enfin, la section 3.6 présente les conclusions
de ce chapitre.

3.2 Calcul de la disponibilité ponctuelle

On définit la disponibilité d’un système par la probabilité que ce système fournisse un ser-
vice à un instant de temps précis.

Si on considère un système modélisé par une chaîne de Markov homogène et irréductible à
temps continuX sur un espace d’états finiS, on peut définir une partie de l’espace d’étatsS
où le système est en train de fournir un service correct. Cette partie définit l’ensemble d’états
UP . Une autre partie deS, où le système ne fournit pas de service, définit l’ensemble d’états
DOWN .

Notons que les ensemblesUP et DOWN sont disjoints (UP
⋂

DOWN = ∅) et complé-
mentaires (UP

⋃
DOWN = S).

Si π est la distribution stationnaire de la chaîne de MarkovX, dont la matrice de taux de
transition estQ, et r(i) la fonction de récompense du système défini sur les ensemblesUP et
DOWN telle quer(i) = 1 si i ∈ UP et r(i) = 0 si i ∈ DOWN , alors, on peut définir la
disponibilité en régime stationnaire par la somme des probabilités de récompense sur la distri-
bution stationnaire deX. On reprend l’équation (3.1), réécrite ci-dessous :

AV =
∑

i

r(i)π[i]

où π[i] est lei-ème élément du vecteur de probabilité de la distribution stationnaire de la
chaîne de MarkovX.

De la même manière, en régime transitoire, on définit la disponibilité ponctuelle de la chaîne
de Markov à l’instant de tempst par :
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PAV (t) =
∑

i

r(i)π(t)[i] (3.2)

où π(t)[i] est lei-ème élément du vecteur de probabilité de la distribution transitoire de la
chaîne de MarkovX à l’instant de tempst.

La distribution transitoire de la chaîne de MarkovX à l’instant de tempst est définit par
l’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov [33] :

dπ(t)

dt
= π(t)Q (3.3)

Ce qui nous amène à la solutionπ(t) :

π(t) = π(0)eQt. (3.4)

Par conséquent, on calculePAV (t) par :

PAV (t) = π(0)eQt1UP . (3.5)

Oùπ(0) est le vecteur de la distribution initial et1UP est la fonction indicatrice de l’ensem-
ble d’étatsUP .

Cependant, la solution directe deeQt ne conduit pas à de bons algorithmes [29]. Nous util-
isons alors uneméthode d’uniformisation[92], aussi connue sous les noms deméthode de
Jensenouméthode de randomisation.

3.2.1 Méthode d’uniformisation

La méthode d’uniformisation décompose la chaîne de Markov àtemps continu en une chaîne
de Markov à temps discret et un processus de Poisson. La matrice de probabilité de transitionP
représente la chaîne de Markov à temps discret et est obtenuepar uniformisation de la matrice
Q. On obtient la matriceP par :

P = I +
Q

λ
(3.6)

où λ est la plus grande valeur des éléments diagonaux du générateur infinitésimalQ (λ ≥
max{qii}, i ∈ S), aussi connue sous le nom detaux d’uniformisationetI est la matrice identité
de la même taille queQ.
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De cette manière, on peut obtenirπ(t) par :

π(t) = π(0)

∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
P n (3.7)

Par conséquent, on peut réécrire l’équation de la disponibilité ponctuelle (Équation (3.5))
par :

PAV (t) = π(0)
∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
P n1UP

=

∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
π(0)P n1UP

(3.8)

Cependant, l’élévation de la matriceP à la puissancen continue à être très coûteuse à
calculer, même avec l’emploi de méthodes itératives efficaces.

Élévation de la matriceP à la puissancen

La façon la plus naïve d’élever la matriceP à la puissancen est par multiplications suc-
cessives de la matrice. Cette méthode multiplie successivement la matriceP par elle mêmen
fois.

(. . . ((P × P ) × P ) . . . × P )

Toutefois, cette méthode coûte très cher, donné qu’il fautn(|S|3) multiplications pour obtenir
P n, où |S| est la taille de matriceP .

Dans le cas du calcul de la disponibilité ponctuelle, on a la possibilité d’utiliser des méthodes
itératives moins coûteuses. Ces méthodes consistent à élever la matriceP à la puissancen par
multiplications successives entre un vecteur et la matrice.

Plus précisément, dans le cas du calcul de la disponibilité ponctuelle, on a deux techniques
possibles :

Multiplication à gauche On calcule récursivement un vecteurvn par la multiplication du
vecteurvn−1 par la matriceP .

vn =

{

v0 = π(0)

vn = vn−1P
(3.9)
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On pourrait alors réécrire la distribution transitoire à l’instant de tempst (Équation (3.7)) et
la disponibilité ponctuelle (Équation (3.8)), respectivement par :

π(t) =

∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
vn (3.10)

et

PAV (t) =

∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
vn1UP (3.11)

Cette méthode sera appeléemultiplication à gauche, car elle explore la propriété de l’asso-
ciativité de la multiplication par des multiplications successives du vecteurvn par la matriceP
à gauche.

(. . . ((π(0) × P ) × P ) . . . × P )

Multiplication à droite Cette méthode utilise le principe de la multiplication par un vecteur
à droite pour l’élévation de la matriceP à la puissancen. On exploite la propriété de l’asso-
ciativité de la multiplication en multipliant successivement la matriceP par un vecteurwn à
droite :

(P × . . . (P × (P × 1UP )) . . .)

Récursivement on calculewn par :

wn =

{

w0 = 1UP

wn = Pwn−1

(3.12)

On remarque que, dans ce cas là, on n’obtient plus le vecteur de la distribution transitoire
π(t), mais on peut encore réécrire équation de la disponibilité ponctuelle par :

PAV (t) =
∞∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
π(0)wn (3.13)
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Méthode de troncature de Fox-Glynn

De façon à obtenir une version plus facilement calculable, Fox et Glynn [43] ont défini une
méthode pour tronquer cette somme infinie à une valeur minimale Kε telle que :

Kε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
< (1 − ǫ) (3.14)

De cette manière, on obtientPAVε(t), une approximation àε près de la distribution transi-
toire à l’instant de tempst :

PAVε(t) =
Kε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
vn1UP

=

Kε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
π(0)wn

(3.15)

Algorithme classique Cette méthode de troncature rend possible l’implantation de plusieurs
algorithmes. Dans la suite, on va revoir brièvement deux versions de l’algorithme classique pour
le calcul de la disponibilité ponctuelle.

L’algorithme 3.1 présente le calcul de la disponibilité ponctuelle basé sur la méthode d’élé-
vation de la matriceP par multiplication à gauche.

ALG . 3.1PAVε(t) - Multiplication à gauche
1: Input :0 < t1 < · · · < tℓ, ε
2: Output :PAVε(t1), . . . , PAVε(tℓ)
3: ComputeKε par Éq. (3.14)
4: v0 = π(0)
5: V0 = v01UP

6: for n = 1 to Kε) do
7: vn = vn−1P
8: Vn = vn1UP

9: end for
10: for i=1 to ℓ do

11: PAVε(ti) =
Kε∑

n=0

e−λti
(λti)

n

n!
Vn

12: end for

Basé sur la même méthode, l’algorithme 3.2 implante le calcul de la disponibilité ponctuelle
basé sur l’élévation de la matriceP par la multiplication à droite.
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ALG . 3.2PAVε(t) - Multiplication à droite
1: Input :0 < t1 < · · · < tℓ, ε
2: Output :PAVε(t1), . . . , PAVε(tℓ)
3: ComputeKε par Éq. (3.14)
4: w0 = 1UP

5: W0 = π(0)w0

6: for n = 1 to Kε do
7: wn = Pwn−1

8: Wn = π(0)wn

9: end for
10: for i=1 to ℓ do

11: PAVε(ti) =

Kε∑

n=0

e−λti
(λti)

n

n!
Wn

12: end for

3.3 Adaptation des algorithmes au format tensoriel

Rappelons que la matriceP est la version uniformisée de la matriceQ et queQ et P sont
représentées par un descripteur markovien [35, 34]. L’utilisation d’un format tensoriel pour
la représentation du modèle entraîne l’emploi des méthodesde multiplication vecteur-matrice
adaptées de façon à toujours garder le format compact de la matrice. La multiplication d’un
vecteur par le générateur infinitésimal du modèle (représenté ici par la matriceP ) est l’opération
fondamentale pour l’élévation de la matriceP à la puissancen. On présente ci-dessous les deux
méthodes de multiplication utilisées dans les algorithmes3.1 et 3.2 adaptées au format tensoriel.

3.3.1 Multiplication vecteur-descripteur - Multiplicati on à gauche

La multiplication d’un vecteurv par un descripteurP est décrit par :

vP = v

(N+2E)
∑

j=1





N⊗

g
i=1

P
(i)
j



 =

(N+2E)
∑

j=1



v

N⊗

g
i=1

P
(i)
j





donc, l’opération qui nous intéresse est la multiplicationd’un vecteur par un terme produit
tensoriel généralisé, soit :

v
N⊗

g
i=1

P (i)

où les indicesj ont été omis pour les matricesP (i)
j afin de simplifier les notations. Chaque
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terme est composé d’une suite deN matrices notéesP (i) aveci ∈ [1..N ].

Selon la propriété de décomposition des produits tensoriels [34] tout produit tensoriel d’un
terme tensoriel deN matrices est équivalent au produit deN facteurs normaux.

Cela nous permet réécrire le terme
⊗N

i=1 P (i) sous la forme :

P (1) ⊗ P (2) ⊗ . . .⊗P (N−1) ⊗ P (N) =

P (1) ⊗ Inright1

×Inleft2 ⊗ P (2) ⊗ Inright2

× · · ·

×InleftN−1
⊗ P (N−1) ⊗ InrightN−1

×InleftN ⊗ P (N)

✍ Avec

ni la dimension de lai-ème matrice de la suiteP (i), i ∈ [1..N ] ;

nlefti le produit des dimensions de toutes les matrices à gauche de la i-ème ma-
trice de la suite,i.e.,

∏i−1
k=1 nk (cas particulier :nleft1 = 1) ;

nrighti le produit des dimensions de toutes les matrices à droite de lai-ème matrice
de la suite,i.e.,

∏N
k=i+1 nk (cas particulier :nrightN = 1) ;

n̄i le produit des dimensions de toutes les matrices sauf lai-ème matrice d’une
suite,i.e.,

∏N
k=1,k 6=i nk (n̄i = nlefti nrighti) ;

La multiplication d’un vecteurv par le terme
⊗N

i=1 P (i) est faite par les multiplications en-
chaînées de chaque facteur normal. Le vecteurv doit être multiplié par le premier facteur nor-
mal, le résultat est multiplié par le deuxième facteur normal et ainsi de suite jusqu’au dernier
des facteurs normaux. Donc, pour multiplier un vecteurv par un terme

⊗N
i=1 P (i), il est néces-

saire et suffisant de savoir multiplier un vecteur par un facteur normal. Ceci est possible grâce à
la propriété d’associativité de la multiplication (traditionnelle) de matrices.

Dans la suite, on explique la méthode de multiplication d’unvecteur par un facteur normal.
Cette présentation a été inspiré dans le chapitre5 de la thèse de Fernandes[34]. La méthode de
multiplication proposée dans ces travaux est connue sous lenomshuffle.

Multiplication du dernier facteur normal

Comme il a été montré dans le chapitre5 de la thèse de Fernandes[34], le cas le plus simple
est celui de la multiplication du dernier facteur normal. Oùon a :
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v × InleftN ⊗ P (N) (3.16)

La matriceInleftN ⊗P (N) étant une matrice bloc diagonale (FIG. 3.1), il suffit de multiplier
nleftN tranches de taillenN du vecteurv par la matriceP (N).

P (N)

P (N)

P (N)

nN

nN

nN

InleftN ⊗ P (N)v

FIG. 3.1 – Multiplicationv × InleftN ⊗ P (N)

FIG. 3.2 présente la technique de découpage des composantes du vecteurv pour la remplis-
sage des vecteurszin. Chaque vecteurzin (morceau du vecteurv) est multiplié par la matrice
P (N) (dans le cas du dernier facteur normal).

v

nN nN nN

IterationnleftN

zin

zin
Iteration 1

Iteration 2

zin

FIG. 3.2 – Principe de l’algorithme pour multiplierv par le dernier facteur normal

L’algorithme 3.3 présente la construction des tranches de taille nN du vecteurv et leur
multiplication parP (N) comme décrit dans FIG. 3.2.
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ALG . 3.3Multiplication v × InleftN ⊗ P (N)

1: base = 0 ;
2: for k = 1, 2, . . . , nleftN do
3: index = base + 1 ;
4: for l = 1, 2, . . . , nN do
5: zin[l] = v[index] ;
6: index = index + 1 ;
7: end for
8: multiply zout = zin × P (N) ;
9: index = base + 1 ;

10: for l = 1, 2, . . . , nN do
11: v[index] = zout[l] ;
12: index = index + 1 ;
13: end for
14: base = base + nN ;
15: end for

Multiplication par le premier facteur normal

Pour la multiplication par le premier facteur normal, on va d’abord présenter la propriété de
pseudo-commutativité des facteurs normaux.

N⊗

k=1

P (k) = Oσ ×

[
N⊗

k=1

P (σk)

]

× Oσ
T (3.17)

oùσ est une permutation sur l’intervalle[1..N ] etOσ est une matrice de permutation.

Rappelons que pour la multiplication par le premier facteurnormal, on part de :

v × P (1) ⊗ Inright1 (3.18)

Grâce à cette propriété de pseudo-commutativité, on peut, par une permutationOσ sur les
composantes dev, se ramener à :

Oσ × Inright1 ⊗ P (1) Oσ
T

où σ est la permutation qui passe l’ordre de la suite de matrices de {1, 2, 3, . . . , N} à
{2, 3, . . . , N, 1} et Oσ est la matrice de permutation qui permet de réordonner les éléments
du vecteurv de façon à ce que les éléments de chaque tranchezin soient dans un espace continu
du vecteur.

Sous cette forme, la multiplication par le premier facteur normal (Équation (3.18)) peut
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être calculée de façon analogue au cas précédent, la multiplication du dernier facteur normal
(Équation (3.16)).

La multiplication d’un vecteurv est exécutée en trois étapes :

– la multiplication dev par la matrice de permutationOσ ;
– la multiplication de(v × Oσ) par le facteur normal commutéInright1 ⊗ P (1) ; et
– la multiplication du résultat des étapes précédentes par la matrice de permutationOσ

T .

La première étape correspond à une permutation du vecteurv. Il est possible d’exécuter cette
permutation lors de l’extraction de tranches du vecteurv, i.e., dans les remplissages des vecteurs
zin de l’algorithme (lignes 3 à 7 de l’algorithme 3.3). Dans le cas non permuté (multiplication
du dernier facteur normal), le vecteurzin est rempli avec des tranches successives de taillenN .
La permutation nécessaire pour le premier facteur normal, en revanche, équivaut à accéder au
vecteur en prenant un élément à chaque intervalle de taillenright1. FIG. 3.3 représente le pro-
cessus de permutation, qu’il faut comparer au processus équivalent pour le cas sans permutation
(décrit dans FIG. 3.2).

La deuxième étape est identique au cas précédent, il s’agit simplement de la multiplica-
tion répétée des tranches du vecteurv par la matriceP (1). La troisième étape est la permuta-
tion symétrique à la première et peut être exécutée lors du stockage des éléments du vecteur
temporairezout (lignes 9 à 13 de l’algorithme 3.3) dans le vecteurv. L’algorithme pour cette
multiplication est numéroté 3.4.

v

nright1 nright1

zin

zin

zin

Iteration 1

Iteration 2

Iterationnright1

FIG. 3.3 – Permutations exécutées lors de la multiplication du premier facteur normal

Multiplication complète

Les autres facteurs normaux (du deuxième jusqu’à l’avant-dernier) sont traités comme des
combinaisons des deux cas précédents. La technique de base consiste toujours à appliquer la
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ALG . 3.4Multiplication v × P (1) ⊗ Inright1

1: base = 0 ;
2: for j = 1, 2, . . . , nright1 do
3: index = base + j ;
4: for l = 1, 2, . . . , n1 do
5: zin[l] = v[index] ;
6: index = index + nright1 ;
7: end for
8: multiply zout = zin × P (1) ;
9: index = base + j ;

10: for l = 1, 2, . . . , n1 do
11: v[index] = zout[l] ;
12: index = index + nright1 ;
13: end for
14: end for

propriété de pseudo-commutativité (Équation (3.17), page38) au facteur normal :

Inlefti ⊗ P (i) ⊗ Inrighti = Oσ ×
(
Inlefti ⊗ Inrighti ⊗ P (i)

)
Oσ

T

oùσ est la permutation qui passe de{1, . . . , i − 1, i, i + 1, . . . , N}

à{1, . . . , i − 1, i + 1, . . . , N, i}.

Ceci amène à toujours multiplier par des facteurs normaux dela forme :

Inlefti ⊗ Inrighti ⊗ P (i) = In̄i
⊗ P (i)

Les permutations sont faites lors de l’extraction et le stockage des résultats des trancheszin

selon la position de la matriceP (i). L’algorithme 3.5 implante la multiplication d’un vecteurv
par un terme produit tensoriel complet⊗N

i=1P
(i).

Dans cet algorithme, les facteurs normaux sont traités du premier jusqu’au dernier. Pourtant,
dans le cas de l’algèbre tensorielle classique, comme ceux présentés ci-avant, la propriété de
commutativité de facteurs normaux [34], permet la multiplication des facteurs normaux dans
n’importe quel ordre. Cependant, cette propriété n’est plus valable pour algèbre tensorielle
généralisée où, à cause de dépendances fonctionnelles, il faut que les facteurs normaux soient
traités dans un certain ordre.

3.3.2 Traitement des dépendances fonctionnelles

La multiplication d’un produit tensoriel généralisé introduit deux étapes supplémentaires
aux algorithmes précédents :

– calculer un ordreσ dans lequel les facteurs normaux doivent être arrangés ;
– évaluer les éléments fonctionnels des matrices avant chaque multiplication.
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ALG . 3.5Multiplication v ×⊗N
i=1P

(i)

1: for i = 1, 2, . . . , N do
2: base = 0 ;
3: for k = 1, 2, . . . , nlefti do
4: for j = 1, 2, . . . , nrighti do
5: index = base + j ;
6: for l = 1, 2, . . . , ni do
7: zin[l] = v[index] ;
8: index = index + nrighti ;
9: end for

10: multiply zout = zin × P (i) ;
11: index = base + j ;
12: for l = 1, 2, . . . , ni do
13: v[index] = zout[l] ;
14: index = index + nrighti ;
15: end for
16: end for
17: base = base + ( nrighti × ni)
18: end for
19: end for

Établissement de l’ordre de décomposition des facteurs normaux

Pour établir un ordre de décomposition des facteurs normaux, on va d’abord présenter les
règles de décomposition pour les deux cas possibles.

Considérons deux matricesA etB(A), on décomposeA ⊗
g

B(A) en :

A ⊗
g

B(A) = InA
⊗
g

B(A) × A ⊗
g

InB
(3.19)

Considérons deux matricesA(B) etB, on décomposeA(B) ⊗
g

B en :

A(B) ⊗
g

B = A(B) ⊗
g

InB
× InA

⊗
g

B (3.20)

Selon ces règles de décomposition en facteurs normaux des produits tensoriels généralisés,
le facteur normal d’une matriceP (i) doit toujours précéder les facteurs normaux des matrices
P (j)(. . . ,A(i), . . .), i.e., les facteurs normaux des matrices qui dépendent de l’automateA(i).
Ceci définit un relation de précédence entre les facteurs normaux.

Il faut remarquer que les cas présentés ci-dessous n’ont pasdes cycles de dépendances,i.e.,
A(B) ⊗

g
B(A). Toutefois, un cycle de dépendance peut être décomposé de façon à devenir une
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somme de termes tensoriels avec des dépendances fonctionnelles sans cycle. Le traitement de
cycles de dépendances est présenté en [34] et ne sera pas présenté ici.

Cette relation de dépendance acyclique est donc un ordre partiel. L’établissement de l’ordre
des facteurs normaux est fait par un tri topologique sur le graphe de dépendances fonctionnelles
des matrices1 P (i)(. . .).

Précisément, dans la construction du graphe de dépendancesfonctionnelles d’un terme ten-
soriel, chaque automateA(i) est représenté par un sommet. Chaque sommet indique quellessont
les dépendances fonctionnelles d’un matriceP (i)(. . .). Lorsqu’une matriceP (i)(. . . ,A(j), . . .)
a un élément fonctionnelf(A(j)) qui dépend de l’état de l’automateA(j), cette dépendance
fonctionnelle est représentée par un arc orienté du sommeti (automateA(i)) vers le sommet
j (automateA(j)). Un sommet sans arc sortant représente une matrice qui n’a aucun élément
fonctionnel. De la même façon, un sommet sans arc entrant représente une matrice dont l’état
de l’automate correspondant n’est jamais argument d’une autre matrice du terme tensoriel.

Le tri topologique de ce graphe permet d’extraire un ordre dedécomposition total compat-
ible avec l’ordre partiel défini par ce graphe par un algorithme de tri topologique [10]. Ce tri
topologique est présenté par Fernandes [34] (Chapitre5) et ne sera pas présenté ici.

Par exemple, les termes tensoriels avec les dépendances suivantes :

N⊗

g
i=1

P (i)(A(1), . . . ,A(i−1)) (appelé cas 1) et

N⊗

g
i=1

P (i)(A(i+1), . . . ,A(N)) (appelé cas 2)

sont représentés par les graphes dans FIG. 3.4.

Les cas1 et 2 sont des cas où il faut appliquer les règles de décompositionen facteurs nor-
maux (soit (3.20) pour le cas 1, soit (3.19) pour le cas 2). Cesdeux cas donnent respectivement :

1∏

i=N

[

Inlefti ⊗
g

P (i)(A(1), . . . ,A(i−1)) ⊗
g

Inrighti

]

(pour le cas 1) et

N∏

i=1

[

Inlefti ⊗
g

P (i)(A(i+1), . . . ,A(N)) ⊗
g

Inrighti

]

(pour le cas 2).

1La notationP (i)(. . .) est utilisée pour décrire de manière générique des matricescomportant différentes dépen-
dances fonctionnelles.



3.3. ADAPTATION DES ALGORITHMES AU FORMAT TENSORIEL 43

4

2

1

3

6

5

Cas 1
3

2

1 6

4

5

Cas 2

FIG. 3.4 – Graphes de dépendances fonctionnelles pour les cas1 et2

Notons que, entre ces deux cas, la seule différence est l’ordre de multiplication des facteurs
normaux2. Il est utile de remarquer que les ordres de décomposition des facteurs normaux défi-
nis pour les cas1 et2 sont obligatoires,i.e., la seule décomposition en facteurs normaux valide
est celle utilisée (deN à 1 pour le cas 1 et de 1 àN pour le cas 2).

Le cas général reste l’application alternée des propriétés(3.19) et (3.20) qui permet l’étab-
lissement, en général, d’un ordre de décomposition pour la multiplication des facteur normaux.
Cet ordre va être caractérisé par une permutationσ sur l’intervalle[1..N ] qui permet de passer
de l’ordre de définition du modèle[1..N ] au nouvel ordre après tri topologique. Pour cela util-
isons les notations suivantes :

✍ Notons

σ une permutation nomméeσ sur l’intervalle [1..N ]. Une permutationσ
établit une nouvel ordre pour une suite deN matrices ;

σ(i) le rang de la matriceP (i) dans l’ordre représenté par la permutationσ ;

σk l’indice de la matrice placée au rangk de l’ordre représenté par la permu-
tationσ (si σk = i, σ(i) = k) ;

Le terme tensoriel
⊗

g

N

i=1
P (i)(. . .) doit être traité selon la formule suivante :

N∏

i=1

[

Inleftσi
⊗
g

P (σi)(. . .) ⊗
g

Inrightσi

]

Cet ordre de décompositionoblige un changement dans l’algorithme 3.5 comme il est in-
diqué dans l’algorithme 3.6. Notons que ce changement demande le calcul d’un ordre de traite-
ment (permutationσ) qui n’est pas inclus dans l’algorithme 3.6.

L’ordre dans lequel les facteurs normaux doivent être multipliés est décrit par la permutation

2Il faut rappeler que la multiplication de facteurs normaux avec éléments fonctionnels n’est pas commutative
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ALG . 3.6Multiplication v ×
⊗

g

N

i=1
P (i)(. . .)

1: for i = σ1, σ2, . . . , σN do
...

σ et sera appeléordre de décomposition. Cet ordre est l’ordre dans lequel le produit tensoriel
est décomposé en facteurs normaux selon les propriétés (3.19) et (3.20).

Évaluation des éléments fonctionnels

Après le calcul de l’ordre de décomposition, la deuxième préoccupation pour la multipli-
cation des produits tensoriels généralisés est l’évaluation des éléments fonctionnels de chaque
matriceP (i)(. . .) avant leur multiplication par une tranchezin du vecteurv (correspondant à la
ligne 10 de l’algorithme 3.5).

À chaque exécution de la multiplication d’une tranchezin du vecteurv par la matrice
P (i)(. . .), cette matrice doit être évaluée pour les états des automates arguments deP (i). L’al-
gorithme 3.7 apporte les modifications nécessaires (ligne3, 6, 12, 19 et 22) à l’évaluation des
éléments fonctionnels3. La méthode d’évaluation des éléments fonctionnels est décrite en détail
par Fernandes [34] (Chapitre5).

3.3.3 Multiplication descripteur-vecteur - Multiplicati on à droite

Pour la multiplication descripteur-vecteur (multiplication à droite), on utilise la même idée
de base que pour la méthode de multiplication vecteur-descripteur (multiplication à gauche).
Autrement dit, on utilise de façon identique la décomposition du terme tensoriel en facteurs
normaux et l’application de permutations de façon à ce qu’onpuisse toujours multiplier par un
facteur normal sous la formeIn̄i

⊗ P (i). Cependant, quelques adaptations sont nécessaires à
l’algorithme dushuffleoriginal à cause de l’utilisation de l’algèbre tensoriellegénéralisée.

Plusieurs travaux [61, 16] font référence à la possibilité de l’utilisation de la multiplication à
droite pour le calcul de la disponibilité ponctuelle, soit directement sur des chaînes de Markov,
soit sur des formalismes structurés utilisant la représentation tensorielle de la matrice [16].

Toutefois, il faut souligner que tous les travaux précédents ont été développés avec l’algèbre
tensorielle classique. Dans ce cas, la propriété de commutativité de facteurs normaux permet
d’utiliser la même méthode de multiplication pour la multiplication à gauche ou à droite.

Rappelons que la multiplication d’un descripteurP par un vecteurw peut être décrite par :

3L’algorithme 3.7 présente les modifications nécessaires à l’évaluation des éléments fonctionnels sur un mul-
tiplication à gauche. Cependant, ces modifications sont tout à fait pareil lorsqu’on fait la multiplication à droite
(présenté dans la section 3.3.3)
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ALG . 3.7Multiplication v ×
⊗

g

N

i=1
P (i)(. . .)

1: for i = σ(1), σ(2), . . . , σ(N) do
2: base = 0 ;
3: initialize k1 = 1, k2 = 1, . . . , ki−1 = 1 ;
4: for k = 1, 2, . . . , nlefti do
5: for j = 1, 2, . . . , nrighti do
6: initialize ji+1 = 1, ji+2 = 1, . . . , jN = 1 ;
7: index = base + j ;
8: for l = 1, 2, . . . , ni do
9: zin[l] = v[index] ;

10: index = index + nrighti ;
11: end for
12: evaluateP (i)(a

(1)
k1

, . . . , a
(N)
jN

) ;
13: multiply zout = zin × P (i) ;
14: index = base + j ;
15: for l = 1, 2, . . . , ni do
16: v[index] = zout[l] ;
17: index = index + nrighti ;
18: end for
19: next ji+1, ji+2, . . . , jN ;
20: end for
21: base = base + ( nrighti × ni)
22: next k1, k2, . . . , ki−1 ;
23: end for
24: end for

Pw =

(N+2E)
∑

j=1





N⊗

g
i=1

P
(i)
j



w =

(N+2E)
∑

j=1





N⊗

g
i=1

P
(i)
j w





De la même manière que pour la multiplication à gauche, l’opération qui nous intéresse est
la multiplication d’un terme produit tensoriel généralisépar un vecteur. C’est-à-dire :

N⊗

g
i=1

P (i)w

Rappelons qu’il faut décomposer le terme produit tensorielgénéralisé selon les règles de
décomposition de facteurs normaux.

Une fois l’ordre de décompositiondes facteurs normaux établi, on peut effectuer la multi-
plication de chaque facteur normal par le vecteurw. Toutefois, il faut remarquer que l’ordre de
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multiplication des facteurs normaux doit être inversé : on doit multiplier d’abord le dernier fac-
teur normal de l’ordre de décomposition. Ceci est plus visible lorsqu’on voit la multiplication
comme :

(P (1)(. . .) ⊗ P (2)(. . .) ⊗ . . .⊗P (N−1)(. . .) ⊗ P (N)(. . .))w =
[

Inleftσ1
⊗
g

P (σ1)(. . .) ⊗
g

Inrightσ1

]

×

[

Inleftσ2
⊗
g

P (σ2)(. . .) ⊗
g

Inrightσ2

]

× · · ·

×

[

InleftσN−1
⊗
g

P (σN−1)(. . .) ⊗
g

InrightσN−1

]

×

[

InleftσN
⊗
g

P (σN )(. . .) ⊗
g

InrightσN

]

w

L’évaluation des éléments fonctionnels est toujours faitede la même façon (Section 3.3.2).

Il faut juste se rappeler que dans la multiplication à droiteon multiplie chaque ligne de
la matriceP (i) par le vecteurzin. L’algorithme 3.8 présente les modifications nécessaires àla
multiplication à droite.

3.4 Détection du régime stationnaire

Lorsqu’on fait de l’analyse transitoire, on peut avoir des valeurs det et λ4 très grandes et
le nombre d’itérations nécessaires pour calculer la distribution transitoire à l’instant de temps
t devient aussi très grand. Toutefois, il est possible que la distribution transitoire à l’instant de
tempst soit déjà au régime stationnaire.

ConsidéronsR le nombre de multiplications vecteur-matrice nécessairespour atteindre le
régime stationnaire etKε le nombre de multiplications nécessaires pour calculer la distribution
transitoire à l’instant de tempst avec une erreurε. Si R est plus petit queKε on peut alors
économiser des temps de calcul en arrêtant les itérations àR itérations. Alors, on utilise le
vecteur de la distribution stationnaire (obtenu à laR-ème itération) à la place des vecteurs qui
suivent laR-ème itération pour calculer la distribution transitoire àl’instant de tempst.

Cependant, le régime stationnaire du système n’est pas toujours simple à détecter de façon
performante. Selon Stewart dans [92], le nombre d’itérations requis pour satisfaire une erreur
maximumε peut être calculé par :

R ≈
log2 ε

log2 |λ2|

4On rappelle queλ est la plus grande valeur des éléments diagonaux du générateur infinitésimalQ.
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ALG . 3.8Multiplication
⊗

g

N

i=1
P (i)(. . .) × w

1: for i = σ(N), σ(N − 1), . . . , σ(1) do
2: base = 0 ;
3: initialize k1 = 1, k2 = 1, . . . , ki−1 = 1 ;
4: for k = 1, 2, . . . , nlefti do
5: for j = 1, 2, . . . , nrighti do
6: initialize ji+1 = 1, ji+2 = 1, . . . , jN = 1 ;
7: index = base + j ;
8: for l = 1, 2, . . . , ni do
9: zin[l] = w[index] ;

10: index = index + nrighti ;
11: end for
12: evaluateP (i)(a

(1)
k1

, . . . , a
(N)
jN

) ;
13: multiply zout = P (i) × zin ;
14: index = base + j ;
15: for l = 1, 2, . . . , ni do
16: w[index] = zout[l] ;
17: index = index + nrighti ;
18: end for
19: next ji+1, ji+2, . . . , jN ;
20: end for
21: base = base + ( nrighti × ni)
22: next k1, k2, . . . , ki−1 ;
23: end for
24: end for

oùλ2 est la valeur propre de la sous-dominante de la matriceP . Malheureusement, la valeur
deλ2 est difficile à calculer et fréquemment on observe que la différence entre les conditions
théoriques et pratiques pour la convergence d’une méthode itérative peut être très grande lorsque
le module de la valeur propre de la sous-dominanteλ2 est proche de l’unité de base5. Dans ces
cas, on a une convergence qui s’annonce très lente lorsqu’onutilise la méthode de la puissance
[92].

Dans la pratique, d’autres méthodes de détection du régime stationnaire sont utilisées. Plusieurs
méthodes de détection sont proposées dans la littérature. Les plus connues sont les méthodes
qui étudient la convergence du vecteur de probabilité, parmi lesquelles, on souligne les travaux
de Ciardo et al. dans [20]. Plusieurs améliorations à l’algorithme de Ciardo ont été proposées au
cours des 10 dernières années, mais la plus grande partie se limitait à des modèles spécifiques,
comme par exemple les travaux de Katoen et Zapreev [61]. En 1999, Sericola a proposé une
nouvelle méthode basée sur l’étude de la suite des valeurs maximum et minimum d’un vecteur
[91].

5L’unité de base est la plus petite valeur présente dans une matrice.
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Dans cette section on va décrire deux méthodes de détection du régime stationnaire. L’effi-
cacité de ces méthodes sera testé sur des modèles avec grand espace d’états. Une comparaison
de l’efficacité de ces méthodes est présenté dans le chapitre5.

3.4.1 Convergence du vecteur de probabilité

La première méthode de détection du régime stationnaire a été proposée par Ciardoet al.
dans [20]. Cette méthode est basée sur la convergence du vecteur de probabilité.

Rappelons l’équation d’élévation de la matriceP à la puissancen par la multiplication à
gauche (Équation (3.9)) réécrit ci-dessous.

vn =

{

v0 = π(0)

vn = vn−1P

La méthode définie par Ciardo consiste à détecter le régime stationnaire par la convergence
du vecteur de probabilité. Plusieurs approches sont possibles pour établir la convergence du
vecteur de probabilité [92]. Les approches les plus souventutilisées sont, en prenant la norme
du maximum :

– Test de convergence absolue individuel:

maxi∈1,..,S (|vn[i] − vn−1[i]|) < ε

– Test de convergence absolue accumulée:

‖ vn[i] − vn−1[i] ‖1< ε

– Test de convergence relative individuel:

maxi∈1,..,S

(
|vn[i] − vn−1[i]|

|vn[i]|

)

< ε

Selon Stewart [92], le test de convergence relative individuel est recommandé pour les mod-
èles avec grand espace d’états, car le test de convergence absolue individuel n’est pas très fiable
lorsque toutes les valeurs du vecteur de probabilité sont petites. Si l’erreur admissible est plus
grande que les valeurs du vecteur de probabilité, le test de convergence va détecter une fausse
convergence du modèle. Cependant, lorsqu’on utilise la multiplication à droite le test de con-
vergence relative individuel n’est plus utilisable car la valeur de la disponibilité ponctuelle peut
être très proche de0.

On supposeRε le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le régime stationnaire selon
le test de convergence choisi avec un erreurε. On utilise alors le vecteur de probabilitévRε

comme une approximation àε près du vecteur de probabilité de la distribution stationnaire π.

Une fois le régime stationnaire détecté, on a deux cas possibles :
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Soit Rε > Kε et le régime stationnaire n’a pas été détecté selon les critères établis. Autrement
dit, la méthode de détection du régime stationnaire n’a pas d’effet sur le calcul de la
disponibilité ponctuelle et on garde l’équation (3.15) définie dans la section 3.2.1 (page
34) ;

Soit Rε ≤ Kε et le test de convergence a détecté le régime stationnaire à la Rε-ème itéra-
tion. On peut donc utiliser le vecteurvRε comme une approximation du vecteur station-
naireπ pour toutn ≥ Rε et réécrire l’équation (3.15) par :

PAVε(t) =
Rε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
vn1UP +

Kε∑

n=Rε+1

e−λt (λt)n

n!
vRε1UP (3.21)

Détection sur la multiplication à droite

La méthode de détection du régime stationnaire sur la convergence des vecteurs de proba-
bilité peut être aussi employée avec la méthode de calcul de la disponibilité ponctuelle lorsque
la élévation de la matriceP à la puissanceK est faite par la multiplication à droite. Dans ce cas,
la comparaison des éléments de chaque vecteur est faite sur les vecteurswn et wn−1 (Équation
(3.12), page 33).

Le test de convergence sur les vecteurs de la multiplicationà droite se déroule de la même
manière, par comparaison de la différence entre la norme de deux vecteurs.

Lorsque la convergence est détectée, on a les mêmes possibilités de calcul, soit on aRε > Kε

et on garde l’équation classique (Équation (3.15), page 34), soit on aRε ≤ Kε et on divise la
somme en deux parties : la première partie calcule la suite de0 à Rε et la deuxième partie
calcule la suite deRε + 1 à Kε. En réécrivant l’équation (3.15) pour la multiplication à droite
on obtient :

PAVε(t) =
Rε∑

n=1

e−λt (λt)n

n!
π(0)wn +

Kε∑

n=Rε+1

e−λt (λt)n

n!
π(0)wRε (3.22)

3.4.2 Contrôle de la suite dewn

Une deuxième méthode de détection du régime stationnaire a été proposée par Sericola dans
[91] et est basée sur le contrôle de la suite des vecteurswn = P n1UP .

Sericola définit deux suites, une suite des valeurs minimumsmn et une autre des valeurs
maximumsMn. Chaque suite est définie sur les valeurs des vecteurswn pour toutn > 0 par :

mn = min
i∈S

wn[i] et Mn = max
i∈S

wn[i].
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ALG . 3.9Algorithme pour calculerPAVε(t) avec détection du régime stationnaire.
Input :0 < t1 < · · · < tℓ, ε
Output :PAVε(t1), . . . , PAVε(tℓ)
ComputeKε par Éq. (3.14)
w0 = 1U

W0 = π(0)w0

n = 1
while R ≤ Kε && !conv do

wn = Pwn−1

Wn = π(0)wn

n = n + 1
conv = convergence_test

end while
for j=1 to ℓ do

PAVε(tj) =

R∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
Wn +

Kε∑

n=R+1

e−λt (λt)n

n!
WR

end for

Dans [91], il est montré que les suitesmn etMn sont, respectivement croissantes et décrois-
santes pour toutn > 0 et convergent toutes les deux versπ1UP quandn −→ ∞. Autrement dit,
les suites convergent vers la disponibilité en régime stationnaire.

Alors, il existe une valeur entièreRε telle que,

Rε = min (n ≥ 0 | Mn − mn ≤ ε/2)

La valeurRε représente le nombre d’itérations à partir duquel la suiteWn
6 est une approx-

imation àε près de la vraie valeurWn dans le régime stationnaire. Ainsi, on peut réécrire la
disponibilité ponctuelle (Équation (3.8)) par :

PAVε(t) =
Rε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
Wn +

(

1 −
Rε∑

n=0

e−λt (λt)n

n!

)

MRε + mRε

2
(3.23)

Puisque les suitesmn etMn convergent vers la disponibilité en régime stationnaire, on peut
calculer l’instant de tempst à partir duquel on atteint le régime stationnaire. Alors, ondéfinit
une fonctionFl(t) telle que :

Fl(t) =

l∑

n=0

e−λt (λt)n

n!
(Mn − mn). (3.24)

6Wn est le résultat de la multiplication du vecteur de probabilité initiale par le vecteurwn (voir Algorithme 3.2,
page 35).
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On peut facilement vérifier que pour une valeur fixe del, la fonctionFl(t) décroît de1 vers
0 dans l’intervalle[0,∞[.

Sericola prouve dans [91] que, en prenant la valeur del commeNε, on peut calculer l’instant
de tempstε auquel on atteint le régime stationnaire avecNε itérations àε près par :

tε = min (t ≥ 0; FNε(t) ≤ ε/4) (3.25)

On peut alors réécrire l’équation de la disponibilité ponctuelle (Équation (3.23)) pour toute
valeur det > tε par :

PAVε(t) =
MNε + mNε

2
(3.26)

Par la suite, Sericola a aussi présenté dans [91] l’algorithme suivant comme une adapta-
tion de l’algorithme classique (Algorithme 3.2, page 35) enprenant en compte le calcul de la
disponibilité ponctuelle par les équations (3.23) et (3.26) et la détection du régime stationnaire.

Dans la section suivante, on présente3 possibilités de représentation du vecteur d’état ini-
tial et du vecteur d’étatsUP lorsqu’ils restent constants sur les algorithmes de calculde la
disponibilité ponctuelle.

3.5 Représentation du vecteur constant

En considérant l’équation de la disponibilité ponctuelle (Équation (3.8), page 32) et les
algorithmes 3.1 (page 34) et 3.2 (page 35), on peut voir que dans la boucle (lignes7), il y a
toujours un vecteur constant : lorsqu’on calcule la disponibilité ponctuelle par une méthode de
multiplication à gauche, on a le vecteur d’étatsUP qui reste constant. Pour une méthode basée
sur la multiplication à droite, c’est le vecteur de la distribution initiale qui reste constant.

De façon à profiter de cette caractéristique, on propose3 formats de représentation de ces
vecteurs. Deux formats de représentation du vecteur sont des approches classiques basées sur
une représentation par tableau et le troisième format représente les ensembles sous forme d’une
fonction.

– Vecteur plein : représente l’ensemble d’états initiaux oul’ensemble d’étatsUP par un
tableau à1 dimension standard. Ce tableau a la taille de l’espace d’états produit du mod-
èle. Cette approche peut être très coûteuse en espace de stockage pour de grands modèles ;

– Vecteur creux : ce format de représentation utilise aussi des tableaux pour représenter
les ensembles d’états initiaux et des étatsUP . Par contre, uniquement les états qui ont
une valeur de probabilité différente de zéro sont stockés. Ce format est très économique
lorsque le nombre d’états initiaux (ou d’étatsUP ) est très petit par rapport au nombre
total d’états (espace d’états produit).
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ALG . 3.10Algorithme de Sericola pour calculerPAVε(t)

1: Input :0 < t1 < · · · < tℓ, ε
2: Output :PAVε(t1), . . . , PAVε(tℓ)
3: ComputeKε par Éq. (3.14)
4: w0 = 1U

5: W0 = π(0)w0

6: M0 = 1 ; m0 = 0
7: n = 1
8: while ((n ≤ Kε)) && ((Mn − mn) > ε/2) do
9: wn = Pwn−1

10: Wn = π(0)wn

11: Mn = max
i∈S

wn(i) ; mn = min
i∈S

wn(i)

12: n = n + 1
13: end while
14: R = n
15: if (R == Kε + 1) then
16: for j = 1 to ℓ do
17: PAV(tj) =

∑Kε

n=0 e−λtj (λtj )n

n!
Wn

18: end for
19: if (R ≤ Kε + 1) then
20: ComputeTR = inf{t ≥ 0, FR(t) ≤ ε/4}
21: for j = 1 to ℓ do do
22: if tj ≤ TR then

23: PAV(tj) =
∑R

n=0 e−λtj (λtj )n

n!
Wn + MR+mR

2

(

1 −
∑R

n=0 e−λtj (λtj )n

n!

)

24: else
25: PAV(tj) = MR+mR

2

26: end for

– Fonction : la représentation par fonction profite du formalisme SAN pour représenter les
états initiaux ou les étatsUP . Cette fonction est alors évaluée pour chaque état de l’espace
d’états produit à chaque itération, ce qui peut ralentir l’algorithme. Cependant, c’est une
méthode très économique en mémoire.

Une comparaison de ces trois représentation par rapport à lavitesse de calcul et par rapport
à l’espace de stockage est présenté dans le chapitre 5 section 5.4.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté, tout d’abord, les méthodes de calcul de la disponibilité
ponctuelle d’un modèle. Pour permettre l’application de ces méthodes sur des grands modèles,
on a proposé une adaptation de ces méthodes à la représentation tensorielle. Cette adaptation a
entraîné l’adaptation de l’algorithmeshufflepour la multiplication à droite.
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Ensuite, on a présenté les méthodes de détection du régime stationnaire qui seront testées
sur de grands modèles. La comparaison de l’efficacité de ces méthodes est présentée dans le
chapitre 5.

Un dernier point étudié dans ce chapitre a été l’utilisationde différentes implantations pour
le vecteur constant. Une comparaison de ces trois représentations est également présentée dans
le chapitre 5.
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Chapitre 4

Exemples de modélisation de systèmes
sujets aux défaillances

Dans ce chapitre on présente quelques exemples de systèmes sujets aux défaillances. Ces
exemples sont utilisés pour tester l’efficacité de méthodesde détection du régime stationnaire
sur le calcul de la disponibilité ponctuelle pour des grandsmodèles (Chapitre 3).

Ce chapitre présente6 exemples de systèmes sujets aux défaillances rencontrés dans la
littérature. Ces exemples illustrent différents types de pannes et de réparations et ont pour but
de présenter plusieurs type d’interactions entre les composantes. Les exemples développés dans
ce chapitre sont :

– Discipline de premier serveur disponible (Section 4.1) ;
– Système multiprocesseurs (Section 4.2) ;
– Grappe de processeurs reconfigurable (Section 4.3) ;
– Base de données distribuée (Section 4.4) ;
– Patron de mobilité aléatoire (Section 4.5) ;
– Grappe de stations de travail (Section 4.6).

Ces exemples sont modélisés à l’aide du formalisme des Réseaux d’Automates Stochas-
tiques (SAN) présenté dans le chapitre 2. On rappelle que le formalisme SAN modélise un
système par la composition de sous-système qui interagent occasionnellement. Ce formalisme
est adapté à la modélisation de grands modèles et a une représentation tensorielle basée sur
l’algèbre tensorielle généralisée.
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4.1 Discipline du premier serveur disponible -FAS(First Avail-
able Server)

Cet exemple décrit une file simple avec arrivée exponentielle et un nombre fini (N) de
serveurs ordonnés et distinguables (S(i), où i ∈ [1..N ]) [14].

Lorsqu’un client arrive, il est tout de suite servi par le premier serveur disponible (First
Available Server), i.e., si le serveurS(1) est disponible, le client est servi par celui-ci, sinon,
si le serveurS(2) est disponible, le client est servi par le serveurS(2) et ainsi de suite. Le taux
d’arrivée des clients dans la file estλ et le taux de service de chaque client estµ.

4.1.1 ModèleSAN

La technique utilisée pour modéliser une file avec ces caractéristiques a été de représenter
chaque serveuri par un automateS(i). Chaque automate a2 états (I pour Inactif et A pour
Actif). FIG. 4.1 présente le modèle SAN de cet exemple.

Le taux d’arrivée dans chaque serveur est exprimé par un événement localeai avec un taux
fonctionnel qui vautλ si tout les serveurs précédents sont occupés (tous dans l’étatA) et vaut0
s’il y a un serveur précédent qui est disponible. On assure avec cette fonction que, à un moment
donné, un seul serveur (le premier disponible) a un taux d’arrivée diffèrent de0. La fin de service
dans chaque serveur est exprimée par un simple événement local eri avec un taux constantµ.

ea1

S(1)

er1 . . . erN eaN

S(N)

Type Événement Taux Type Événement Taux
loc ea1 λ loc er1 µ
loc ea2 λ.f2 loc er2 µ
...

...
...

...
...

...
loc eaN λ.fN loc erN µ

I

A A

I

fi = (nb [S(1) .. S(i−1)] A == (i − 1))

FIG. 4.1 – Modèle SAN de l’exemple FAS
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4.2 Système multiprocesseurs -MSA (Multiprocessors Sys-
tem Availability)

Le modèle MSA décrit un système multiprocesseurs tolérant aux défaillances et une mé-
moire tampon de tâches [64, 91]. Ce modèle représente un groupe deN processeurs identiques
et une mémoire tampon simple. Chaque processeur tombe en panne avec un tauxλ et est réparé
avec un tauxµ. La mémoire tampon peut être dans l’état de marche ou défaillante. La mémoire
tampon a un taux de défaillanceγ et un taux de réparation deτ . Les taux de défaillance des pro-
cesseurs et de la mémoire tampon sont indépendantes, cependant, lorsque la mémoire tampon
est dans l’état de défaillance, aucune autre panne des processeurs n’est admise.

4.2.1 ModèleSAN

Le modèle SAN pour cet exemple est composé de2 automates (FIG. 4.2). Le premier auto-
mateP décrit le groupe deN processeurs. On a alors un automate avecN +1 états. Chaque état
représente le nombre de processeurs disponibles. On utilise2 événements locaux pour représen-
ter la défaillance et la réparation des processeurs. L’événementpp exprime la défaillance d’un
processeur et a un tauxλ. À ce taux on associe une fonctionf qui indique le nombre de pro-
cesseurs qui peuvent tomber en panne. On associe également au taux de déclenchement de
l’événementpp, un e fonctiong qui indique l’état de la mémoire tampon. Cette fonction vaut
1 si la mémoire tampon est en état de marche et0 si elle en panne. L’événement localrp a un
taux constantµ et représente la réparation d’un processeur. Un automateB à 2 états est utilisé
pour décrire l’état de la mémoire tampon. Les2 événement locaux utilisés pour décrire la dé-
faillance de la mémoire tampon (évènementpb) et la réparation de celle-ci (événementrb) ont,
respectivement, des taux constant égaux àγ et τ .

rp

pp

rp

pp

rp

pp

rp

pp

P

Type Événement Taux
loc pp λ.f.g
loc rp µ
loc pb δ
loc rb γ

g = (st B == A)

0 1 N − 1 N

pbrb

A

P

B

f = (st P)

. . .

FIG. 4.2 – Modèle SAN de l’exemple MSA
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4.3 Grappe de processeurs reconfigurable -CFR(Cluster Fail-
ure Reconfiguration)

Nous traitons dans cet exemple une vision simple du comportement d’un logiciel de dis-
tribution de tâches dans une grappe de processeurs [89, 90].Considérons une grappe avecN
noeuds où chaque noeud à une connexion directe avec2 noeuds voisins, c’est-à-dire que cette
grappe a une connexion logique en forme d’anneau.

Le système a un certain nombre de tâches. Ces tâches sont réparties parmi les noeuds actifs
du système. Chaque noeud exécute un certain nombre des tâches. Un noeud peut alterner entre
3 états :actif, panneou reconfiguration. Dans l’étatactif le noeud fonctionne correctement.
L’état pannereprésente une phase de réparation logicielle (locale, quiconsiste à le redémarrer),
après avoir mal fonctionné. Lorsque le noeudi entre dans l’état depanne, ses noeuds voisins
doivent entrer dans un état dereconfigurationde la grappe pour prendre en charge le travail du
processeuri défaillant. Lorsque le noeudi est réparé, il entre avec ses voisins dans la phase de
reconfigurationpour qu’il puisse reprendre son travail. Après une reconfiguration de la grappe,
chaque noeud revient à son étatactif. La reconfiguration d’un noeud est donc locale à ce noeud.

4.3.1 ModèleSAN

Le modèle SAN proposé pour cet exemple traite chaque noeud par un automate. Chaque
automateN (i) a 3 états :A, P et R, qui représentent, respectivement, les étatsactif, panneet
reconfigurationde chaque noeud. L’automate associé au noeudi de la grappe est donné par
FIG. 4.3.

La panne d’un noeudi est modélisé par l’événement synchronisantfaili, auquel on associe
un tauxλi. L’événementrepi représente la réparation du noeudi avec un tauxµi. L’étape de
reconfiguration du noeudi est associée à l’événement localreconfi avec un tauxτi.

On associe également, à chaque automateN (i), les événements de panne et réparation
(faili−1, faili+1, repi−1 et repi+1) associé aux noeuds voisins.

4.4 Base de données distribuée -DDS (Distributed Database
System)

Cet exemple est basé sur un problème classique présenté par Muntz, Souza e Silva, et Goyal
dans [66] et repris par Carrasco dans [17].

L’exemple décrit un système de base de données distribuée (Distributed Database System -
DDS ). Le système est composé de deux ensembles de processeurs connectés à des contrôleurs
qui sont connectés à des ensembles de disques, comme présenté dans FIG. 4.4.
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fail1
failN−1

rep1

repN−1

fail1
failN−1

rep1

repN−1

fail2
failN
rep2

repN

fail2
failN
rep2

repN

N (N)

failN
fail1

failN−1

repN

reconfN

. . .

N (1)

fail1

reconf1

fail2
failN

rep1

AA

R PP R

Type Événement Taux Type Événement Taux Type Événement Taux
syn fail1 λ1 syn rep1 µ1 loc reconf1 τ1

syn fail2 λ2 syn rep2 µ2 loc reconf2 τ2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

syn failN−1 λN−1 syn repN−1 µN−1 loc reconfN−1 τN−1

syn failN λN syn repN µN loc reconfN τN

FIG. 4.3 – Modèle SAN de l’exemple CFR

C2

D22 D23D21

C1

D12 D13D11

PA PB

FIG. 4.4 – Architecture d’une base de données distribuée

Le système est composé de deux types de processeursPA et PB. On a4 processeurs de
chaque type. On considère que un seul processeur de chaque type est actif et que les processeurs
inactifs ne sont pas sujet aux défaillance. Les processeursdu typePA tombent en panne avec
un tauxλa. Lorsqu’un processeur du typePA tombe en panne, cette défaillance est peut être
propagée au processeur du typePB avec une probabilité de0, 1. Les processeurs du typePB ont
un taux de défaillance deλb. Une défaillance d’un processeur du typePB n’est jamais propagée
au processeur du typePA.

Chaque ensemble de processeurs est connecté à deux ensembles de contrôleurs. Les con-
trôleurs sont du typeC1 ou C2. Chaque ensemble de contrôleur est composé de2 contrôleurs.
Les contrôleurs du typeC1 tombent en panne avec un tauxγ1 et les contrôleurs du typeC2 avec
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un tauxγ2. Chaque ensemble de contrôleurs est connecté à3 ensembles de disques. Chaque
ensemble de disque est composé de4 disques. Les donnéesprimairesde chaque disque sont
répliquées sur les autres disques de l’ensemble de façon à ceque chaque disque ait1/3 des
donnés. Les ensembles de disquesD11, D12 et D13, connectés aux contrôleursC1, tombent en
panne avec les tauxτ11, τ12 et τ13, respectivement. Les ensembles de disquesD21, D22 et D23,
connectés aux contrôleursC2, tombent en panne, respectivement, avec les tauxτ21, τ22 et τ23.

Toutes les réparations ont les même tauxµ, pour n’importe le type de composants. Cepen-
dant, le taux de réparation est multiplié par10 lorsque le système est dans un étatDOWN .

4.4.1 ModèleSAN

Le modèle SAN pour cet exemple est composé de10 automates. Chaque automate représente
un type de composants (10 types de composants différents sont présents dans le système).

Dans FIG. 4.5, les deux premiers automatesPA et PB, représentent, respectivement, les
processeurs duPA etPB. Les événementsppa etppb représentent, respectivement, la défaillance
d’un processeur du typePA etPB. L’événementpab représente une défaillance d’un processeur
du typePA propagée à un processeur du typePB. Les réparations sont représentées par les
événementsrpa et rpb.

Les automatesC1 et C2 représentent les contrôleurs du typeC1 et C2, respectivement. Les
défaillances de contrôleurs sont représentées par les événementspc1 etpc2, tandis que les répa-
rations sont représentées par les événementsrc1 et rc2.

Les 6 derniers automates (D11, D12, D13, D21, D22 et D23) représentent les ensembles de
disques. Les événementspdij etrdij représentent les défaillances et les réparations d’un disque
sur l’ensemble de disquesDij .

On remarque qu’on associe aux taux des événements de réparations plusieurs fonctions. Ces
fonctions sont détaillées ci-dessous :

f la fonctionf vaut1 si le système estUP et10 si le système estDOWN . C’est-à-dire que
les taux de réparation sont multipliés par10 lorsque le système est dans un étatDOWN ;

pri cette fonction décrit la probabilité de réparation d’un composant lorsqu’il y a plusieurs
composants en panne. La fonction est le résultat du nombre decomposants du typei en
panne divisé par le nombre total de composants en panne dans le système.
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f = ((st PA ! = 0) || (st PB ! = 0)) && ((st C1 ! = 0) && (st C2 ! = 0)) &&

(((nb[D11..D23]4) + (nb[D11..D23]3)) == 6)

pri = ((st PA ! = 0) || (st PB ! = 0)) && ((st C1 ! = 0) && (st C2 ! = 0))

Type Événement Taux Type Événement Taux
loc pd11 τ11 loc rd11 µ.f.prd11

loc pd12 τ12 loc rd12 µ.f.prd12

loc pd13 τ13 loc rd13 µ.f.prd13

loc pd21 τ21 loc rd21 µ.f.prd21

loc pd22 τ22 loc rd22 µ.f.prd22

loc pd23 τ23 loc rd23 µ.f.prd23

Type Événement Taux Type Événement Taux
loc ppa λa loc rpa µ.f.pra

loc ppb λb loc rpb µ.f.prb

loc pc1 γ1 loc rc1 µ.f.prc1

loc pc2 γ2 loc rc2 µ.f.prc2

syn pab λab

FIG. 4.5 – Modèle SAN de l’exemple DDS

4.5 Patron de mobilité aléatoire -RWP (Random Waypoint
Mobility Pattern)

Cet exemple décrit un patron de mobilité aléatoire par pointtournant (waypoint). Ce patron
de mobilité est largement utilisé dans les réseaux sans fil. Le modèle SAN original proposé par
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Delamareet al.dans [27] est utilisé pour obtenir la distribution spatialed’un noeud et calculer
la densité du réseau.

Dans le patron de mobilité aléatoire par point tournant, le noeud choisit aléatoirement un
point de destination et se déplace vers cette destination à vitesse constante. Lorsque la desti-
nation est atteinte, le noeud reste dans cette destination quelques instants jusqu’à ce qu’une
nouvelle destination soit choisie.

Dans cet exemple, on étudie ce patron de mobilité sur2 dimensions. Autrement dit, une
surface où le noeud a4 possibilités de mouvement : Nord, Sud, Est et Ouest.

4.5.1 ModèleSAN

Pour représenter ce patron de mobilité, on utilise4 automates. Ce modèle est présenté dans
FIG. 4.6.

...
mvo mvo

mve

mvo mvo mvo

0 1 2 3 N

mve mve mve mve

LOCX

mvs

...
mvn

LOCY

0 1 2 N3

mvn mvn mvn mvn

mvs mvs mvs mvs

f3 = rtSpeed ∗ (((st DESTY) > (st LOCY)))
f4 = rtSpeed ∗ (((st DESTY) < (st LOCY)))
fD = (1/Pause ∗ (((st DESTX ) == (st LOCX ))&&((st DESTY) == (st LOCY)))

f2 = rtSpeed ∗ (((st DESTX ) > (st LOCX )))

π = 1/N

f1 = rtSpeed ∗ (((st DESTX ) < (st LOCX ))

chD(π)DESTX

chD(π)

............

............

chD(π)

DESTY

............

............

chD(π)

0 1 2 3 N

0 1 2 3 N

Type Événement Taux
loc mvo f1

loc mve f2

loc mvn f3

loc mvs f4

syn chD f5

FIG. 4.6 – Modèle SAN pour le patron de mobilité aléatoire par point tournant.

Sur ce modèle, les automatesLOCX etLOCY modélisent la position courante du noeud dans
les axesx et y. Les événements locauxmve, mvo, mvs etmvn représentent, respectivement, le
déplacement du noeud dans la directionest, ouest, sudet nord. Ces événements ont des taux
fonctionnels qui indiquent non seulement la vitesse mais aussi la direction du déplacement.

Dans cet exemple, on adopte une stratégie de déplacement basée sur une décision aléatoire.
Cependant, différentes stratégies de déplacement peuventêtre modélisées [27]. Cette stratégie
de déplacement basée sur une décision aléatoire est aussi modélisée par les fonctions associées
aux événements de déplacementmve, mvo, mvs etmvn.
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Les automatesDESTX etDESTY modélisent la destination du noeud dans le repère d’axes
x et y. Un seul événement synchronisant (chD) est utilisé pour le choix de la nouvelle desti-
nation. Le taux cet événement est calculé à partir du temps derepos du noeud dans le site de
destination. Ce taux est modélisé par la fonctionfD. Dans ce modèle, on fixe une probabilité de
routageπ équitablement distribuée.

4.6 Grappe de stations de travail -WORKSTATION (Worksta-
tion Cluster)

Cet exemple présente un système structuré qui s’inspire d’une grappe de stations de travail
connue dans les commutateurs de téléphonie mobile [53].

On considère dans cet exemple une grappe de stations de travail tolérante aux pannes, décrite
dans FIG. 4.7. Cet exemple a été proposé par Haverkort, Hermanns et Katoen dans [52] pour
analyser des problèmes de confiance par de techniques demodel checking. Le système consiste
en C sous-grappe deN stations de travail connectés à un commutateur par une topologie en
étoile. Les commutateurs assurent la connexion entre chaque grappe par l’épine dorsale.

. . .. . .
. ..

Épine Dorsale

Commutateur 1

Grappe 1 Grappe C

Commutateur C

FIG. 4.7 – Structure de la grappe de postes de travail tolérante aux panne.

Dans chaque grappe de stations de travail, tous les composants sont identiques et ont un taux
de défaillanceλi où i ∈ [1..C]. Les commutateurs et l’épine dorsale ont un taux de défaillance
deρi où i ∈ [1..C] pour les commutateurs etγ pour l’épine dorsale.

Le système a une seule unité de réparation qui doit se chargerde tous les composants. Au-
cune politique de priorité de réparation n’est adoptée. L’unité de réparation inspecte le système
avec un tauxα. Chaque type de composant a un taux de réparation différent.L’épine dorsale est
réparée avec un tauxδ tandis que les commutateurs sont réparés avec un tauxτi et les postes de
travail avec un tauxµi où i ∈ [1..C].
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4.6.1 ModèleSAN

Le modèle SAN qui modélise cet exemple utiliseC automates pour modéliser les grappes
de station de travail. Ces automates sont nommésG(i), où i ∈ [1..C]. Les défaillances et les
réparations des stations de travail sont représentées, respectivement, par les événementsppi et
rpi où i ∈ [1..C]. On utilise aussiC automates pour modéliser les commutateurs liés à chaque
grappes. Les automates des commutateurs sont nommésS(i), où i ∈ [1..C]. Les événements
psi, où i ∈ [1..C], représentent la défaillance du commutateurS(i) qui passe alors de l’état
A(i) à l’étatP (i). En revanche, les événementsrsi, où i ∈ [1..C], représentent la réparation du
commutateurS(i) et fait passer l’automate de l’étatP (i) à l’étatA(i).

L’automateB modélise l’épine dorsale du système. Dans l’étatA l’épine dorsale estactive
et dans l’étatP elle esten panne. L’événementpbb représente une défaillance de l’épine dorsale
et change l’état de l’automate deA versP , tandis que l’événementrbb représente une réparation
de l’épine dorsale et change l’état de l’automate deP versA.

Le dernier automateURS modélise l’unité de réparation du système. L’unité de réparation
peut êtreinactive(étatI) ou enréparation(étatR). L’événementsf représente l’inspection du
système à la recherche d’un composant défaillant. Cette inspection est modélisée par la fonction
f associée à l’événement. S’il y a un composant en panne, l’automate passe à l’état de réparation
(R). À la fin de la réparation, une transition synchronisée faitpasser l’automate à l’étatI.

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté différents exemples de modélisation à l’aide du formal-
isme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN). Nous illustrons à travers de ces exemples
les différents systèmes sujets aux défaillances pour lesquels on peut calculer à disponibilité
ponctuelle.

Ces exemples sont utilisés pour les tests d’efficacité des méthodes de détection du régime
stationnaire présentées dans le chapitre précédent (Chapitre 3). La comparaison de ces méthodes
est présentée dans le chapitre suivant (Chapitre 5).
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. . .
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Type Événement Taux Type Événement Taux
loc ps1 ρ1 syn rs1 τ1

loc ps2 ρ2 syn rs2 τ2
...

...
...

...
...

...
loc psS ρS syn rsS τS

Type Événement Taux
loc pbb γ
syn rbb δ
loc sf α.f

psS

rbb

pbb

sf

rp1 .. rpC

rs1 .. rsS

rbb

0

1

N − 1

N

0

1

N − 1

N

A

P

A

P

PA

RI

gi = (st G(i))

Type Événement Taux Type Événement Taux
loc pp1 λ1.g1 syn rp1 µ1

loc pp2 λ2.g2 syn rp2 µ2
...

...
...

...
...

...
loc ppC λC.gC syn rpC µC

B

URS

f = ((nb [G(1) .. G(C)] N ! = C) ||
(nb [S(1) .. S(C)] A ! = C) ||
(st B == P ))

S(1) S(C)G(1) G(C)

FIG. 4.8 – Modèle SAN pour une grappe de postes de travail tolérante aux pannes
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Chapitre 5

Analyse de résultats

Dans ce chapitre, on va procéder à une analyse et comparaisondes mesures de performance
des deux méthodes de détection du régime stationnaire présentées dans le chapitre 3 lorsque ces
méthodes sont utilisées sur des grands modèles.

5.1 Efficacité des méthodes de détection du régime station-
naire

On rappelle que notre objectif est de tester l’efficacité desméthodes de détection du régime
stationnaire sur de grands modèles. On a choisi différents modèles de façon à vérifier l’évolu-
tion des algorithmes par rapport à l’augmentation de la taille du modèle, aux différentes tailles
d’ensembles d’étatsUP et aussi à l’erreur maximum acceptée.

On compare les méthodes de façon empirique sur la base des tests réalisés sur un ensemble
de 6 modèles de systèmes sujets aux défaillances. L’ensemble demodèles utilisés pour l’ob-
tention des mesures de performance sont ceux présentés dansle chapitre précédent (Chapitre
4). Chaque modèle présente différentes caractéristiques,telles que, différents taux de conver-
gence, des états initiaux hors de l’ensemble d’étatsUP . Les différentes caractéristiques de
chaque modèle permettent une analyse expérimentale plus complète des méthodes de détection
du régime stationnaire, car différents scénarios sont étudiés.

On peut voir la nécessité d’avoir des modèles avec différentes caractéristiques et sur dif-
férents scénarios lorsqu’on analyse, par exemple, un modèle avec une très forte probabilité
dans un seul état. Si on utilise la méthode de calcul de la disponibilité ponctuelle par la multi-
plication à gauche, on atteint le régime stationnaire plus tôt si l’état initial est le même que l’état
avec forte probabilité. Si l’état initial est un état à très faible probabilité au régime stationnaire,
on prend plus de temps pour atteindre le régime stationnaireet détecter la stationnarité.

De façon à prendre en compte les différentes caractéristiques et scénarios, on va analyser
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l’efficacité des méthodes de détection du régime stationnaire de grands modèles sur différents
critères, tel que la taille des modèles, l’ensemble d’étatsUP et l’erreur maximum acceptée.

Dans la comparaison et analyse des méthodes présentées ci-après, on utilise la notation
suivante :

✍

UC Nombre d’itérations calculé par la méthode de troncaturede Fox-Glynn
(Section 3.2.1) pour la méthode d’uniformisation classique ;

CRI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence relative du vecteur (norme infinie
relative) pour la multiplication à gauche ;

CAI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de
convergence du vecteur selon la convergence absolue du vecteur (norme
infinie) pour la multiplication à droite ;

CAA Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence absolue accumuléedu vecteur
(norme L1) pour la multiplication à droite ;

CSW Méthode de contrôle de la suite dewn (Algorithme 3.10).

La méthode de convergence du vecteur (Algo. 3.9) avec un testde convergence relative
(norme infinie relative) n’est pas applicable pour la multiplication à droite, car ce test de con-
vergence présente des problèmes lorsque la disponibilité ponctuelle tend vers0.

Les méthodes présentées ont été appliquées à l’ensemble desmodèles choisis. Cependant,
dans cette comparaison, on s’intéresse uniquement aux méthodes avec détection du régime sta-
tionnaire qui utilisent la multiplication à droite (les méthodes CAI, CAA et CSW), car ces méth-
odes utilisent la même méthodologie, c’est-à-dire, une multiplication matrice-vecteur. Cepen-
dant, les mesures obtenues pour les méthodes UC et CRI sont aussi présentées, pour le critère
nombre d’itérations, à titre indicatif dans l’annexe A.

Les conclusions présentées dans ce chapitre font référenceà un nombre limité de graphes,
cependant elles sont faites sur la base d’une variété d’expérimentations dont les mesures com-
plètes son présentés dans l’annexe A.

5.2 Comparaison des méthodes

La comparaison des méthodes de détection du régime stationnaire est réalisée selon deux
critères : le nombre d’itérations nécessaires à la détection du régime stationnaire et la précision
des résultats.
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5.2.1 Nombre d’itérations

Les mesures relevées du nombre d’itérations nécessaires à la détection du régime station-
naire montrent que la méthode CAI est la plus performante parmi les3 méthodes testées. FIG.
5.1 exemplifie cette constatation.

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 500

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

FIG. 5.1 – FAS-15 serveurs

Cependant, la méthode CAI présente des problèmes de fausse détection du régime station-
naire. La fausse détection du régime stationnaire peut entraîner des erreurs assez importantes
au niveau de la valeur de la disponibilité ponctuelle. Ce problème est présenté dans la Section
5.2.2.

On constate aussi que la différence du nombre d’itérations entre les méthodes ne suit pas
une constante ni une fonction linéaire. Dans certains cas, la différence du nombre d’itérations
nécessaires entre les méthodes est très importante et évolue de façon imprévisible. Cette con-
statation est clairement visible dans FIG. 5.2, quoique ce comportement est observé aussi sur
d’autres modèles.

Lorsqu’on regarde de plus près les méthodes CAA et CSW, on observe une meilleure per-
formance de la méthode CAA sur les petits modèles, notamment, les modèles avec moins d’un
millier d’états environ, tandis que la méthode CSW a une meilleure performance sur les grands
modèles.

La meilleure performance de la méthode CAA est visible pour les modèles FAS, MSA et
CFR. Sur les modèles MSA ce comportement est observé sur tousles tests (Annexe A, Section
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FIG. 5.2 – WORKSTATION- 512 serveurs et10% des serveurs disponibles

A.2, page 219). FIG. 5.3 illustre cette observation. On remarque que les modèles MSA ont un
espace d’états entre34 et514 états.
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Ce même comportement est observé sur les mesures relevées sur le modèle FAS. Lorsque
le modèle est testé avec seulement5 serveurs (32 états), comme le montre FIG. 5.4 ci-après,
la méthode CAA présente des meilleures résultats. Cependant, lorsqu’on teste ce modèle avec
10, 15 et 20 serveurs et que l’on a un espace d’états plus grand,1 024, 32 768 et 1 048 576
états respectivement, la méthode CSW prend moins d’itérations pour détecter le régime station-
naire pour n’importe quelle erreur maximum acceptée, commeon peut le voir sur des graphes
supplémentaires dans l’annexe A (Section A.1, page 214).
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FIG. 5.4 – FAS-5 serveurs

Même si on a observé une meilleure performance de la méthode CAA sur les petits modèles
tandis que la méthode CSW obtient de meilleurs résultats surles grands modèles, ce comporte-
ment n’est pas une règle stricte et on observe une exception.

Les mesures relevées sur les modèles CFR (Annexe A, Section A.3, page 224) montrent
une meilleure performance de la méthode CAA lorsque l’erreur maximum acceptée est grande,
notamment pour les erreurs maximum acceptées de1e−5 et1e−7, même sur les deux plus grands
modèles (10 noeuds,50 949 états et15 noeuds,14 348 907 états). Par contre, la performance de
ces deux méthodes s’inverse sur les deux plus grands modèleslorsque l’erreur maximum accep-
tée devient plus petite (1e−9 et 1e−10). On observe ce comportement sur les mesures relevées
sur modèle CFR avec15 noeuds présentées sur FIG. 5.5.

Sur les mesures relevées pour les modèles DDS (Annexe A, Section A.4, page 229), RWP
(Annexe A, Section A.5, page 231) et WORKSTATION (Annexe A, Section A.6, page 236), la
méthode CSW présente toujours des meilleurs résultats par rapport à la méthode CAA.

Dans la section suivante on analyse la précision des résultats obtenus pour chaque méthode.
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FIG. 5.5 – CFR-15 noeuds

5.2.2 Précision des résultats

Un des principaux avantages de la méthode d’uniformisationest que le nombre de termes
dans la somme de l’équation (3.8) (page 32) peut être tronquéet pré-calculé de façon à ce
que l’erreur soit plus petite que une erreur maximum acceptée prédéfinie (Équation (3.14)).
Cependant, cette propriété est perdue lorsqu’on incorporeune méthode de détection du régime
stationnaire car le nombre d’itérations pour atteindre le régime stationnaire ne peut pas être
prédit a priori.

Étant donné la taille des modèles testés, une solution exacte est infaisable pour plusieurs
modèles. Donc, on ne peut pas calculer l’erreur exacte de la valeur de la disponibilité ponctuelle
obtenue pour chaque méthode par rapport à la solution exacte. Cependant, Sericola prouve dans
[91] que l’erreur obtenue par la méthode CSW ne dépasse pas l’erreur maximum acceptée
prédéfinie. Donc, on utilise la valeur de la disponibilité ponctuelle obtenue pour une erreur
maximum acceptée de1e−11 par la méthode CSW pour calculer une borne d’erreur inférieure.
La borne d’erreur inférieure est calculée par :

erreur =
(
Xε(t) − CSW1e−11(t)

)
− 1e−11 (5.1)

Xε est la valeur de la disponibilité ponctuelle pour une erreurmaximum acceptéeε avec
l’une des méthodes CAI, CAA et CSW à l’instant de tempst.

On considère que la méthode est précise si la borne d’erreur calculée est inférieure à l’erreur
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maximum acceptée prédéfinie.

La borne d’erreur est calculée sur la valeur de la disponibilité ponctuelle à l’instant de temps
t, le plus grand utilisé sur chaque modèle. Pour chaque modèle, l’instant de tempst a été choisi
suffisamment large de façon à ce que toutes les méthodes puissent détecter le régime station-
naire. Ces valeurs sont présentées dans l’annexe A avec la description des valeurs utilisées pour
les tests de chaque modèle.

Sur les graphes présentés ci-après, une courbe avec l’erreur maximum acceptée a été intro-
duite. Cette courbe est identifiée par l’étiquetteErreur acceptéeet vise à faciliter l’analyse des
graphes.

On constate que les méthodes CAI et CAA, qui sont basées sur laméthode de tests de
convergence du vecteur (Algorithme 3.9, page 50), présentent des problèmes de précision causés
par une fausse détection du régime stationnaire. Cette fausse détection résulte en une valeur
de disponibilité ponctuelle qui ne respecte pas l’erreur maximum acceptée. Même si les deux
méthodes ont présenté des problèmes, la méthode CAI a les résultats les plus critiques. Les
pires cas sont observés sur le modèle RWP, comme on peut le voir sur FIG. 5.6. On observe sur
FIG. 5.6 que la borne d’erreur calculée pour la méthode CAI est supérieure à l’erreur maximum
acceptée de1e−9 prédéfinie.
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FIG. 5.6 – RWP- erreur maximum acceptée de1e−9

La méthode CAI a présenté aussi ce problème de fausse détection du régime stationnaire sur
les modèles FAS, CFR, RWP et WORKSTATION, comme on peut le constater sur l’ensemble
des mesures présentés dans l’annexe A sections A.1, A.3, A.5et A.6.
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Même si la méthode CAA a présenté moins des problèmes que la méthode CAI, elle n’est
pas fiable à100%. La méthode CAA a présenté ce problème uniquement sur le modèle CFR
avec5 noeuds (243 états) pour toutes les erreurs maximum acceptées testées. FIG. 5.7 présente
la borne d’erreur calculée pour le modèle CFR avec5 noeuds.
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FIG. 5.7 – CFR-5 noeuds

On a pu observer aussi que l’erreur calculée pour la méthode CSW est toujours plus pe-
tite que l’erreur maximum acceptée sur tous les modèles testés. Cependant, on a observé une
mauvaise qualité des résultats obtenus pour une erreur maximum acceptée égale à1e−5 sur les
modèles FAS et WORKSTATION. Même si les résultats obtenus sont plus petits que l’erreur
maximum acceptée, elle présente une erreur plus grande lorsqu’on les compare avec les méth-
odes CAI et CAA. Cette constatation peut être observée dans FIG. 5.8, mais elle apparaît sur
plusieurs modèles WORKSTATION, comme on peut le voir dans l’annexe A dans la section A.6.

Ce comportement est souvent observé sur d’autres modèles WORKSTATION.

5.3 Analyse des paramètres

En plus d’une comparaison entre les méthodes de détection durégime stationnaire, on re-
garde aussi l’influence des différents paramètres, tels quela taille du modèle, l’ensemble d’é-
tatsUP et l’erreur maximum acceptée, sur chaque méthode. Dans les sections suivantes, on
présente nos constatations sur l’influence de ces paramètres sur les méthodes. Ces constatations
sont basées sur une variété d’expérimentations réalisées sur plusieurs modèles. Les graphes
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FIG. 5.8 – WORKSTATION- 32 serveurs et50% des serveurs disponibles

présentés dans cette section sont ceux qui caractérisent leplus chaque cas. L’ensemble complet
des mesures est présenté dans l’annexe A.

5.3.1 Taille des Modèles

Parmi les6 différents modèles testés,4 modèles ont une variation possible de la taille, soit
par l’addition de nouveaux automates, soit par l’addition d’états aux automates déjà existants.

Sur les modèles FAS et CFR, l’augmentation de la taille du modèle se fait par l’inclusion
de nouveaux automates, alors que sur les modèles MSA et WORKSTATION, la taille du modèle
croit avec l’augmentation du nombre d’états dans les automates déjà existants.

L’inclusion d’automates dans le modèle entraîne un changement de la structure de la ma-
trice, mais conserve le facteur entre la plus grande et la plus petite valeur de la matrice. Tandis
que dans les modèles MSA et WORKSTATION, l’inclusion de nouveaux états sur les automates
déjà en place fait augmenter le facteur entre la plus grande et la plus petite valeur de la matrice.
L’ordre de grandeur de ce facteur peut jouer pour une convergence plus rapide ou plus lente
[92].

Sur les modèles FAS et CFR, on observe une tendance de stabilisation et même à la baisse
du nombre d’itérations, sur certains modèles, lorsque les modèles grandissent, comme on peut
le voir sur le modèle CFR (FIG. 5.9).
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Sur les modèles MSA et WORKSTATION, on n’observe pas un comportement standard. FIG.
5.10 montre assez bien ce phénomène.
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Sur la base des modèles testés, on peut constater que la taille du modèle n’a pas toujours la
même influence sur le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le régime stationnaire. Nos
hypothèses sur la relation entre facteur de la plus grande etla plus petite valeur de la matrice et
la réduction ou l’augmentation du nombre d’itérations sur les modèles FAS et CFR sont basées
sur nos connaissances des modèles testés, mais une analyse plus approfondie des structures des
matricesP est nécessaire pour prouver ces relations.

5.3.2 Ensembles d’étatsUP

La relation entre l’état initial et le nombre d’itérations nécessaires pour le régime station-
naire est bien connue pour les méthodes qui utilisent la multiplication à gauche. Autrement dit,
le nombre d’itérations pour atteindre le régime stationnaire dépend fortement de l’état initial
du modèle. Lorsqu’on utilise la multiplication à droite, lenombre d’itérations pour atteindre le
régime stationnaire ne dépend plus de l’état initial du modèle, mais du vecteur d’étatsUP .

Étant donné que, à chaque multiplication la suite des vecteurswn modifie les valeurs0, ini-
tialement attribuée aux étatsDOWN , par des valeurs qui tendent vers la valeur de la disponi-
bilité ponctuelle, on essaie d’établir ici une relation entre la taille de l’ensembleUP par rapport
à la taille du modèle et la vitesse de convergence.

Deux modèles ont été utilisés pour tester différents ensembles d’étatsUP . Sur le modèle
RWP, on a calculé la disponibilité ponctuelle pour3 aires de couverture :5, 8 et11. Les3 aires
de couverture utilisées dans nos tests correspondent, respectivement à25 625, 70 625 et138 125
états, soit6.56%, 18.08% et 35.36% de l’espace d’état du modèle. Pour ce modèle, on observe
une croissance constante du nombre d’itérations lorsque lenombre d’états dans l’ensembleUP
augmente. Ce comportement est observé sur les trois méthodes comme on peut voir sur FIG.
5.11.

Sur les modèles WORKSTATION testés, on n’a pas changé uniquement l’ensemble d’états
UP mais aussi la taille du modèle. On a testé4 nombres de serveurs différents,32, 256, 512 et
1024 serveurs. Pour chaque nombre de serveurs, on a calculé la disponibilité ponctuelle pour
5 niveaux de disponibilité. Le niveau le plus bas d’exigence aété établi à10% des serveurs
accessibles. Ce qui correspond à environ64% de l’espace d’états. Pour les niveaux de disponi-
bilités égaux à30%, 50%, 70% et 90%, on a des ensembles d’étatsUP qui correspondent,
respectivement à environ38%, 6.3%, 2.3% 0.25% de l’espace d’états de chaque modèle.

Sur les deux plus petits modèles (32 et256 serveurs), on observe une croissance du nombre
d’itérations lorsque le pourcentage de l’ensemble d’étatsUP diminue. Cette constatation est
illustrée par le modèle avec32 serveurs (FIG. 5.12), où l’on a observé l’évolution du nombre
d’itérations par rapport à différents ensemble d’étatsUP pour une erreur maximum acceptée de
1e−10.

Cependant, on n’observe pas cette relation sur les deux plusgrands modèles, avec512 et
1 024 serveurs. Les mesures obtenues sur le modèle avec512 serveurs nous montrent un nombre
plus grand d’itérations pour un niveau de disponibilité de50% (FIG. 5.13), pendant que sur le
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FIG. 5.11 – RWP
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FIG. 5.12 – WORKSTATION

modèle avec1 024 serveurs, on constate deux pics du nombre d’itérations pourles niveaux
de disponibilité de30% et 70% (FIG. 5.14). Même si on peut observer que les trois méthodes



5.3. ANALYSE DES PARAMÈTRES 79

suivent la même tendance, les méthodes CAA et CSW sont les plus touchées par ce phénomène.
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D’après les mesures relevées, on peut constater que, sur certains modèles, la taille de l’ensem-
ble d’étatsUP influence le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le régime station-
naire. Cependant, malgré l’ensemble de tests réalisés, on n’est pas en mesure d’établir une
relation directe entre la taille de l’ensemble d’étatsUP et la taille du modèle, ou sur quel type
de modèles cette influence existe.

5.3.3 L’erreur maximum acceptée

On peut observer dans tous les modèles que le nombre d’itérations nécessaires pour détecter
le régime stationnaire augmente au fur et à mesure qu’on réduit l’erreur maximum acceptée.

Cette augmentation est souvent du type linéaire. Ce comportement peut être observé sur la
plus grande partie des modèles et sur les trois méthodes testées. Cependant, on peut observer
des cas où les méthodes CAI et CAA ont une forte croissance du nombre d’itérations pour une
erreur maximum acceptée petite. Pour la méthode CAA le cas leplus visible apparaît sur le
modèle DDS, comme on peut le constater sur FIG. 5.15.
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FIG. 5.15 – DDS

Ce comportement peut avoir une relation entre proximité de la plus petite valeur de la ma-
trice et de l’erreur maximum acceptée. Cependant une analyse plus approfondie est nécessaire
pour prouver ce relation.
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5.4 Comparaison des différentes représentation du vecteur
constant

On a testé l’efficacité de trois formats pour la représentation d’états initiaux (multiplication
à droite) et pour la représentation d’étatsUP (multiplication à gauche) présentés dans la section
3.5 (Chapitre 3). Les mesures obtenues sont analysées par rapport à la vitesse de calcul mais
aussi par rapport à l’espace de stockage.

5.4.1 Vitesse de calcul

TAB. 5.1 présente les mesures relevées pour les3 implantations du vecteur constant, pour la
multiplication à droite et aussi pour la multiplication à gauche.

Modèle
Vecteur plein Vecteur creux Fonction

Gauche Droite Gauche Droite Gauche Droite
FAS- 20 serveurs 2, 20s 2, 26s 2, 15s 2, 20s 2, 16s 2, 40s
CFR-15 noeuds 23, 21s 30, 28s 23, 17s 29, 73s 24, 94s 31, 92s
MSA- 256 serveurs 0, 01s 0, 01s ≈ 0, 0s 0, 01s ≈ 0, 0s 0, 01s
DDS 7, 32s 7, 39s 7, 26s 7, 29s 7, 91s 7, 86s
RWP-11 espaces 2, 20s 2, 19s 2, 10s 2, 13s 2, 13s 2, 14s
WORKSTATION- 1024 serveurs 8, 66s 8, 38s 7, 39s 8, 01s 7, 66s 10, 84s

TAB. 5.1 – Vitesse de calcul

On rappelle que notre objectif est de comparer les3 implantations des vecteurs constants
pour la multiplication à droite et à gauche. Les différencesde vitesse de multiplication observées
entre la multiplication à droite et à gauche ne sont pas à comparer ici car l’ordre de multipli-
cation a une forte influence sur la vitesse de multiplication[34]. En plus, sur les implantations
avec des vecteurs creux et avec des fonctions, une comparaison entre l’implantation à gauche
et à droite n’est pas sensée, étant donné que, pour l’implantation avec des vecteurs creux, les
tailles des vecteurs sont assez différentes. Par exemple, sur le modèle WORKSTATION avec
1 024 serveurs, la taille du vecteur constant pour la multiplication à droite est égal à1 et pour la
multiplication à gauche elle est égal à7 027 848. Du même pour l’implantation avec des fonc-
tions, la complexité d’évaluation des fonctions qui définissent l’état initial et l’ensemble d’état
UP n’est pas toujours la même.

Sur les3 implantations proposées, on peut constater une claire supériorité de l’implanta-
tion avec des vecteurs creux sur les autres implantations etcela est le choix recommandé. Les
mesures relevées pour l’implantation avec un vecteur pleinou par des fonctions ne permet pas
de définir la meilleure performance, surtout pour la multiplication à droite. Dans ce cas, l’im-
plantation par des fonctions est plus intéressante par le coût réduit en espace mémoire.
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5.4.2 Espace de stockage

TAB. 5.2 présente l’espace mémoire nécessaire à le stockage du vecteur constant pour les3
implantations proposées, pour la multiplication à droite et aussi pour la multiplication à gauche.

Modèle
Vecteur Plein Vecteur Creux Fonction

Gauche Droite
FAS- 20 serveurs 8, 00 Mo 4, 00 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo
CFR-15 noeuds 109, 47 Mo 54, 74 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo
MSA- 256 serveurs 4, 02 Mo 1, 00 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo
DDS 26, 82 Mo 0, 02 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo
RWP-11 espaces 2, 98 Mo 0, 10 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo
WORKSTATION- 1024 serveurs 128, 25 Mo 17, 32 Mo 0, 01 Mo 0, 00 Mo

TAB. 5.2 – Espace de stockage

On remarque d’abord que l’espace nécessaire à la représentation de la fonction est insignifi-
ante dans les deux implantations. Cette méthode est surement la plus économique de toutes pour
l’espace de stockage.

La représentation du vecteur constant par un vecteur plein est déconseillée pour la grande
partie de cas. Le seul cas où l’implantation en plein est conseillée est pour la multiplication à
droite lorsque le nombre de valeurs non-nulle dans le vecteur initial dépasse les50% de la taille
du vecteur.

Sur l’implantation du vecteur constant par un vecteur creux, l’espace de stockage dépend
du nombre de valeurs différentes de zéro dans le vecteur d’états initial, pour la multiplication à
droite et de la taille de l’ensemble d’étatsUP , pour la multiplication à gauche.

Notons que pour la multiplication à gauche, un seul vecteur d’entiers est stocké pour représen-
ter l’ensemble des étatsUP . Ceci justifie la moitie de la taille de l’espace de stockage pour le
modèle où la taille de l’ensembleUP est presque égal à la taille de l’espace d’états produit.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a analysé l’efficacité de deux méthodes de détection du régime station-
naire sur des grands modèles.

La comparaison des méthodes présentée dans ce chapitre a étéfaite sur différents modèles
et paramètres de façon à voir le comportement de chaque méthode face à différents critères, tels
que la taille des modèles, l’erreur maximum acceptée et l’ensemble d’étatsUP .

Parmi toutes les méthodes testées, la performance de la méthode CAI, par rapport au nombre
d’itérations, est nettement meilleure que les méthodes CAAet CSW.
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Cependant, les problèmes de fausse détection du régime stationnaire entraîne des erreurs
importantes sur la valeur de la disponibilité ponctuelle etcompromet les bons résultats obtenus
sur le critère nombre d’itérations et rend la méthode CAI pasfiable sur de grands modèles.

Même si la méthode CAA présente moins de problèmes de fausse détection du régime sta-
tionnaire que la méthode CAI, le nombre d’itérations nécessaires pour la détection du régime
stationnaire ne rend pas cette méthode attractive dans la plus grande partie des modèles testés.

Finalement, la méthode CSW présente des résultats correctsavec un surcoût entre20% et
500% par rapport à la méthode la plus performante (CAI). En outre,cette méthode permet
un calcul fiable et rapide de la disponibilité au régime stationnaire, ce qui évite le problème
d’instabilité de la méthode d’uniformisation classique pour des instants de tempst assez grands.
Il est évident que pour les grands modèles, cette méthode estla méthode recommandée.

Un deuxième point étudié dans ce chapitre a été l’utilisation de différentes implantations
pour le vecteur constant. Parmi les trois implantations testées : vecteur plein, vecteur creux et
fonction, le choix du vecteur creux semble assez évidente, cars on a un bon compromis entre
la vitesse de calcul et l’espace de stockage nécessaire. On peut envisager l’implantation d’une
heuristique qui choisit automatiquement le meilleur format de représentation par rapport aux
taux de remplissage du vecteur.
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Deuxième partie

Réseaux d’automates stochastiques à
temps discret





Chapitre 6

Formalisme SAN à temps discret

Depuis la proposition du formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (Stochastic
Automata Networks- SAN) par Plateau dans [72, 73], la plupart des travaux ont porté sur une
échelle de temps continue. Le formalisme à temps discret a reçu beaucoup moins d’attention
et cela s’explique par la difficulté de modéliser des systèmes complexes avec des distributions
discrètes.

Dans ce chapitre1, on va donner les définitions de base du formalisme SAN à tempsdiscret
(Section 6.2) qui nous permettrons de définir un algorithme pour la construction de la chaîne
de Markov représentée (Section 6.3). Mais d’abord, pour mieux comprendre le problème, la
Section 6.1 introduit les motivations et travaux précédents sur les SAN et aussi sur d’autres
formalismes structurés.

6.1 Motivation et travaux précédents

Contrairement aux systèmes modélisés sur une échelle de temps continue, où un seul événe-
ment peut avoir lieu à chaque instant de temps, en temps discret, plusieurs événements peuvent
avoir lieu dans une même unité de temps et donc, chaque combinaison d’événement possible
doit être déterminée. Par exemple, pour deux événementse1 et e2, 4 combinaisons sont possi-
bles :e1 a lieu ete2 n’a pas lieu ;e1 n’a pas lieu ete2 a lieu ;e1 a lieu ete2 a lieu aussi ; ete1 n’a
pas lieu ete2 n’a pas lieu non plus.

Cependant, la grande difficulté de la modélisation de systèmes à temps discret n’est pas de
déterminer toutes les combinaisons possibles, mais de résoudre les conflits, lorsque le tirage
d’un événement amène à un état où l’autre n’est plus réalisable.

On trouve dans la littérature un certain nombre de propositions de formalismes pour mod-

1La présentation du formalisme SAN à temps discret donnée dans ce chapitre est commune dans cette thèse et
dans [87].
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éliser des systèmes à temps discret : Réseaux de Petri Stochastique [65, 19], Réseaux de Files
d’Attente [46] et Réseaux d’Automates Stochastiques [74, 9].

Au niveau des Réseaux de Petri Stochastiques, différentes sémantiques ont été proposées
pour traiter le problème des transitions concurrentes (deux transitions réalisables dans la même
unité de temps) [65, 19, 102, 82]. Pour illustrer ceci, supposons que plusieurs transitions soient
possibles au même instant de temps, par exemple les transitionst1 et t2 dans FIG. 6.1. Ces deux
transitions sont ditesconcurrentes, car le déclenchement d’une transition empêche l’occurrence
de l’autre.

p1

p2

p3

t1

t2

w1

w2

Geom(p, 1)

Geom(q, 1)

FIG. 6.1 – Exemple d’un réseau de Petri avec transitions concurrentes

Une des premières sémantiques pour traiter la concurrence aété proposée par Molloy dans
[65]. Dans cette proposition, deux transitions concurrentes ne peuvent pas avoir lieu en même
temps. Notons que, sur le graphe de marquage du réseau de Petri obtenu par cette sémantique,
on insère des probabilités de choix, comme indiqué sur l’exemple de FIG. 6.2, oùp est la
probabilité d’occurrence de la transitiont1 et q la probabilité d’occurrence det2.

100

010

001

p(1−q)
1−pq

(1−p)q
1−pq

(1−p)(1−q)
1−pq

FIG. 6.2 – Graphe de marquage du modèle de FIG. 6.1 selon Molloy

Une autre sémantique a été proposée par Ciardo dans [19]. Dans cette sémantique, Ciardo
propose d’associer un poids à chaque transition, iciw1 et w2 pour le modèle de FIG. 6.1, et
lorsque les deux transitions sont potentiellement réalisables en même temps, la probabilité de
la transition effectivement réalisé est pondérée par la probabilité de chaque transition. FIG. 6.3
montre le graphe de marquage obtenu par cette sémantique.
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FIG. 6.3 – Graphe de marquage du modèle de FIG. 6.1 selon Ciardo
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Dans ces deux approches, la simultanéité est écartée alors qu’elle peut avoir un sens physique
dans certains systèmes.

Au niveau des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN), lestravaux sont moins nom-
breux [74, 9]. La première proposition de SAN à temps discreta été faite par Plateau et Atif
dans [74]. Dans cette approche, la notion d’événements compatiblesa été introduite pour définir
les ensembles d’événements qui peuvent se réaliser de façonsimultanée. Cependant, la séman-
tique à adopter en cas de conflit n’est pas très explicite et ledescripteur markovien obtenu de-
vient souvent très complexe à cause du grand nombre de combinaisons possibles d’événements
compatibles. Quelques méthodes ont été proposées pour simplifier cette approche, soit par l’a-
grégation/désagrégation des automates [48], soit par les propriétés structurelles du modèle [39],
mais ces méthodes s’appliquent à un sous-ensemble très réduit de modèles.

Une nouvelle proposition a été faite par Benoit dans [9]. Dans cette proposition, Benoit
introduit la notion d’ordre de prioritéentre les événements du modèle. L’ordre de priorité per-
met de définir le comportement à suivre en cas de conflit et rendpossible la construction d’une
sémantique de chaîne de Markov.

La définition formelle présentée dans la section 6.2 utilisela sémantique des SAN à temps
discret proposé par Benoit dans [9]. Dans la section 6.3 nousdéfinissons les règles de construc-
tion de l’automate global d’un modèle SAN. La section 6.4 présente la procédure d’obtention
de la chaîne de Markov représentée par le modèle SAN. Enfin, lasection 6.5 présente les con-
clusions de ce chapitre.

6.2 Formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques

Dans cette section, on va présenter les notations et les définitions de base qui seront utilisées
pour la construction du Descripteur Markovien d’un modèle SAN à temps discret.

On va considérer un modèle SAN comprenantN automates etE événements.

✍ Notation

A l’ensemble des automates2 (| A |= N).

6.2.1 Définitions et notations de base pour un automate dans un réseau

On noteA(i), où i ∈ [1..N ], le i-ème automate d’un modèle SAN.

Pour les notations suivantes, on adopte [i..j] pour le sous-ensemble deN contenant toutes
les valeurs dei jusqu’àj (ces valeurs incluses) et [i, j] pour le sous-ensemble deR (des valeurs

2On adopte la notation| X | afin de définir la cardinalité d’un ensembleX .
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continues) contenant toutes les valeurs dei jusqu’àj.

✍ Notation

S(i) l’ensemble d’états de l’automateA(i) ;

x(i) l’état local de l’automateA(i), oùx(i) ∈ S(i).

Définition 6.2.1. À tous les ensemblesS(i) on rajoute un étatΦ, appelé étatfantôme.

Cet état sera utilisé comme état intermédiaire transitoirelorsque plusieurs événements ont
lieu dans la même unité de temps. On verra l’utilité de l’étatfantôme plus en détail sur l’auto-
mateA(1) dans FIG. 6.4.

✍ Notation

S̆(i) l’ensemble d’états d’un automateA(i) d’un modèle SAN,S̆(i) = S(i) ∪Φ.

Définition 6.2.2.L’espace d’états produitS d’un modèleSAN est défini par le produit cartésien

des espaces d’étatsS(i), i.e.,S =
N∏

i=1

S(i).

✍ Notation

x̃ l’état global d’un modèle SAN défini par la combinaison des états locaux
desN automates,̃x = (x(1), . . . , x(N)), où x̃ ∈ S ;

ω un ensemble d’indices d’automates, oùω ⊆ [1..N ] ;

x̃(ω) le vecteur des états locauxx(i) tel quei ∈ ω.

On remarque que la définition d’un état local d’un automate (x(i)) et la définition d’un état
global (̃x) peuvent être vues comme des cas particuliers dex̃(ω). Un état localx(i) est le cas où
ω = {i}, et l’état global̃x est le cas oùω = {1, 2, 3, . . . , N}.

✍ Notation

S(ω) l’espace d’états produit de l’ensemble des états locaux desautomatesA(i),
où i ∈ ω ;

f(S(ω)) une fonction deS(ω) → R+, où l’ensemble d’indices d’automatesω ⊆
[1..N ] ;

f(x̃(ω)) la fonctionf(S(ω)) évaluée pour le vecteur d’états locauxx̃(ω) ∈ S(ω).

Notons que les étatsx(i), oùi ∈ ω, sont les paramètres d’évaluation pour la fonctionf(S(ω)),
c’est-à-dire que l’espace d’étatsS(ω) est le domaine de définition de la fonctionf .

✍ Notation

E l’ensemble d’événements du modèle SAN considéré ;
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e l’identificateur d’un événement, oùe ∈ E .

Définition 6.2.3. Pour e ∈ E , on appelle tuple d’événement, le triplet(e, ρe, ̺e) composé de :

1. e, l’identificateur de l’événement ;

2. ρe, la fonction définie deS → [0, 1], la probabilité d’occurrence de l’événemente ;

3. L’occurrence de l’événemente est une variable aléatoire de loi de Bernoulli de paramètre
ρe. Poure 6= e′ les lois sont indépendantes ;

4. ̺e, la priorité de l’événement. La priorité est une valeur entière strictement positive,1
est la priorité maximum et+∞ est la priorité minimum. Deux événements différents ne
peuvent pas avoir la même priorité.

La définition 6.2.3 associe une probabilité d’occurrenceρe et une priorité̺ e à un événement
e. La priorité détermine l’ordre d’occurrence lorsque plusieurs événements sont possibles dans
la même unité de temps.

Définition 6.2.4. Pour x(i) et y(i) ∈ S̆(i), on appelle tuple de transition locale un couple
(e, πe(x

(i), y(i))) :

1. e, l’identificateur d’un événement deE ;

2. πe(x
(i), y(i)), une fonction définie deS → [0, 1], qui est appelée laprobabilité de routage

de ce tuple.

✍ Notation

T l’ensemble des tuples de transition locale d’un modèle SAN ;

2T l’ensemble de parties deT . Une partie deT sera appeléeélément de tran-
sition.

Définition 6.2.5. P(i) est la matrice de transition locale deS(i) × S̆(i) → 2T , qui définit les
éléments de transition de l’automateA(i).

✍ Notation

P(i)(x(i), y(i)) l’élément de transition de l’état localx(i) ∈ S(i) vers l’état localy(i) ∈ S̆(i),
qui contient un sous-ensemble des tuples de transition locale dansT ;

πe(x
(i), y(i))(x̃) la probabilité de routage associée au tuple de transition locale(e, πe(x

(i), y(i)))
dansP(i)(x(i), y(i)) évaluée pour l’état global̃x.

La matrice de transition localeP(i) d’un automateA(i) (Définition 6.2.5) indique la relation
entre les états de l’automateA(i) et les événements qui peuvent déclencher une transition d’un
état à l’autre dans cet automate. La transition peut être déclenchée par n’importe quel événement
qui figure dans un tuple de l’élément de transition associé. On remarque queΦ n’est jamais l’état
de départ d’une transition.

Définition 6.2.6. Un automateA(i) est défini par :
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1. un ensemble d’états̆S(i) ;

2. un ensemble d’événementsE ;

3. une matrice de transition localeP(i).

Pour représenter graphiquement un automate stochastique,on associe un graphe à l’auto-
mate. Les noeuds du graphe représentent les états de l’automate, et les arcs représentent les
transitions entre ces états. Les arcs sont étiquetés par un élément de transition où figurent les
événements qui peuvent déclencher la transition.

2(1)

0(1)

1(1) e1

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)

A(1)

e1

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e5 ρ5 5

FIG. 6.4 – Représentation graphique de l’automateA(1)

FIG. 6.4 décrit un automate avec3 états plus l’état fantôme (̆S(1) = {0(1); 1(1); 2(1); Φ}). On
remarque que lorsque la probabilité de routage est égale à1.0, alors on remplace sur le dessin
(e1, 1.0(0(1), 1(1))) pare1 afin d’alléger la présentation, une fois qu’on connaît l’état de départ
et d’arrivée de la transition par le dessin.

Notons qu’il se peut qu’un même événement, en partant du mêmeétat, puisse mener dans
plusieurs états différents. Pour définir la probabilité d’aller dans chacun des états d’arrivée, on
utilise la probabilité de routage du tuple de transition locale associé.

À partir de cette représentation graphique, on peut déduirela matrice de transition locale
P(1) de l’automateA(1) :

P(1) 0(1) 1(1) 2(1) Φ

0(1) ∅ {(e1, 1.0)} ∅ ∅
1(1) {(e3, π1)} ∅ {(e3, π2)} {(e1, 1.0)}
2(1) {(e3, 1.0); (e5, 1.0)} {(e2, 1.0)} ∅ ∅

TAB. 6.1 – Matrice de transition localeP(1) de l’automateA(1)

On remarque que les indicesx(i) ety(i) associés aux probabilités de routages ont été enlevés
de la matrices de transition locale, pour également, alléger la présentation.
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Définition 6.2.7. Soit un état localx(i) ∈ S(i) d’un automateA(i) et un événemente ∈ E , on
définitsucce(x

(i)) l’ensemble d’états successeursy(i) ∈ S(i) dex(i). Ces étatsy(i) sont ceux tels
queP(i)(x(i), y(i)) possède au moins un tuple de transition locale avec l’identificateure où :
ρe 6= 0 etπe(x

(i), y(i)) 6= 0.

On remarque que l’ensemble d’états successeurs dex(i) grâce à l’événemente peut être vide
(i.e., succe(x

(i)) = ∅), cas où aucune transition ne peut avoir lieu dansx(i) par l’événemente.

Par exemple, l’ensemble d’états successeurs de chaque étatde l’automateA(1), pour chaque
événemente ∈ E est :

Événement Successeurs dex(1) = 0(1) Successeurs dex(1) = 1(1) Successeurs dex(1) = 2(1)

succe1(x
(1)) {1(1)} ∅ ∅

succe2(x
(1)) ∅ ∅ {1(1)}

succe3(x
(1)) ∅ {0(1), 2(1)} {0(1)}

succe5(x
(1)) ∅ ∅ {0(1)}

TAB. 6.2 – Ensemble d’états successeurs de l’automateA(1)

Définition 6.2.8. Soit un état localx(i) ∈ S(i) d’un automateA(i), on définipot(x(i)) l’ensemble
d’événementse ∈ E tel qu’il existey(i) ∈ S̆(i), oùP(i)(x(i), y(i)) possède un tuple de transition
locale (e, πe(x

(i), y(i))). On appellepot(x(i)) l’ensemble des événements possibles à partir de
x(i).

La définition 6.2.8 définit l’ensemble d’événements possibles à partir de l’étatx(i). On re-
marque aussi que sisucce(x

(i)) n’est pas vide, alorse ∈ pot(x(i)).

TAB. 6.3 présente les ensembles d’événements possibles pour chaque état de l’automate
A(1).

État local Événements possibles

pot(0(1)) {e1}
pot(1(1)) {e1; e3}
pot(2(1)) {e2; e3; e5}

TAB. 6.3 – Événements possibles à partir de chaque état de l’automateA(1)

Étant donné un étatx(i) ∈ S(i) et l’ensemblepot(x(i)) (Définition 6.2.8), la sémantique
probabiliste donnée à cet automate est la suivante :

1. l’événement le plus prioritairee1 depot(x(i)) est déclenché à partir dex(i) avec probabilité
ρe1 , ce qui mène à l’étatx(i)

1 ;
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2. si l’événement suivant le plus prioritaire depot(x(i)) est réalisabledansx(i)
1 (ce qui se

voit car il doit être danspot(x(i)
1 )) alors son occurrence amène àx

(i)
j et on répète les étapes

2 et3 jusqu’à avoir examiné tous les événements depot(x(i)) ;

3. si l’événement suivant le plus prioritaire depot(x(i)) n’est pas réalisabledansx(i)
1 (i.e.

l’événement n’est pas danspot(x
(i)
1 )) alors on l’ignore et on répète les étapes2 et3 jusqu’à

avoir examiné tous les événements depot(x(i)).

On remarque que cette sémantique autorise la réalisation deplusieurs événements dans la
même unité de temps. Par exemple, pour une file d’attente à temps discret, dans un état où le
nombre de client estn > 0, une arrivée et un départ de la file peuvent survenir dans la même
unité de temps.

Dans l’exemple précédent et pour l’état1(1), l’ensemble d’événements possibles inclut
l’événemente1 associée à la transition vers l’état fantômeΦ. Ceci signifie quee1 est dans
pot(1(1)). Cependant, cet événement seraréalisableuniquement si l’occurrence de l’événement
e3, plus prioritaire, amène à l’état0(1), oùe1 est réalisable (donc danspot(0(1))) et amène vers
un état “vrai” de l’automate (pas l’état fantômeΦ).

Prenons par exemple l’état1(1) et son ensemblepot(1(1)) = {e1; e3}. Lorsque l’événement
le plus prioritaire (e3) a lieu, deux états sont possibles (succe3(1

(1))) : 0(1) avec probabilitéπ1

et 2(1) avec probabilitéπ2. Pour l’état successeur0(1), l’événement suivant le plus prioritaire
(e1) est réalisable et mène à l’état1(1). Cette suite d’occurrence ((e3, π1), (e1, 1.0)) représente
une transition de la chaîne de Markov de l’état1(1) vers lui-même. Pour l’état successeur2(1),
l’événement suivant le plus prioritaire (e1) n’est pas réalisable (e1 6∈ pot(2(1))), alors on l’ignore.
Étant donné qu’il n’y a plus d’événement possible, la suite d’occurrence (formée uniquement
par(e3, π2)) provoque une transition de la chaîne de Markov de l’état1(1) vers l’état2(1).

Pour une file d’attente, l’état fantômeΦ peut, par exemple, autoriser l’arrivée et le départ
d’un client dans la même unité de temps, sin = 0. C’est la modélisation qui autorise cet
enchaînement. L’exemple de file d’attente de FIG. 6.5 présente cette modélisation.

0
(1)

1
(1)

2
(1)

a a

ddd

A(1)

Φ
Événement Prob. Priorité

a ρa ̺a

d ρd ̺d

a

FIG. 6.5 – File d’attente avec arrivée et départ pourn = 0

Dans cet exemple, si̺a < ̺d (événementa plus prioritaire que l’événementd) à partir de
l’état 0(1) la réalisation simultanée des événementsd (départ tardif) eta est possible. Si̺a >
̺d (événementd plus prioritaire que l’événementa) alors à partir de l’état2(1) la réalisation
simultanée des événementsa (arrivée tardive) etd est possible grâce à l’état fantômeΦ.
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Automate complété

Dans la composition parallèle d’automates pour les SAN (voir dans la section suivante) on
aura besoin d’exprimer le fait que, si l’événemente1 de l’automateA(1) et l’événemente4 de
l’automateA(2) sont réalisables au même instant, alors4 possibilités existent :e1 a lieu ete4

n’a pas lieu ;e1 n’a pas lieu ete4 a lieu ;e1 a lieu ete4 a lieu aussi ; ete1 n’a pas lieu ete4 n’a
pas lieu non plus.

Pour ce faire, nous avons besoin de représenter de façon explicite sur l’automate le résultat
de la non occurrenced’un événement. Pour cela, on va introduire des événementsfactices,
appelés “événements complémentaires” pour chaque événement présent dans un automate.

Définition 6.2.9. À tous les événementse d’un modèleSAN, où e ∈ E dont le triplet est
(e, ρe, ̺e), on associe un événement complémentaire défini par le triplet (ē, ρē, ̺ē) où :

1. ē, l’identificateur de l’événement complémentaire associé àl’événemente ;

2. ρē, la fonction définie par1−ρe, représentant la probabilité d’occurrence de l’événement
complémentairēe ;

3. ̺ē, la priorité de l’événement complémentaire. La priorité d’un événement complémen-
taire est égale à la priorité de l’événement auquel l’événement complémentaire est asso-
cié (i.e.,̺ē = ̺e).

✍ Soit

Ē l’ensemble d’événements complémentaires deE ;

Ĕ l’union des ensembles d’événementsE et Ē (Ĕ = E ∪ Ē).

Définition 6.2.10. À tous les événements complémentairesē, où ē ∈ Ē , on associe des tuples
de transition locale défini par :

1. ∀x(i) ∈ S(i) tel que∃(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ P(i)(x(i), y(i)) tel quex(i) 6= y(i)

(ē, πē(x
(i), x(i)))

2. ∀x(i) ∈ S(i) tel que∃(e, πe(x
(i), Φ)) ∈ P(i)(x(i), Φ)

(ē, πē(x
(i), Φ))

Tous les tuples de transition locale des événements complémentaires ont comme probabilité
de routage1.0. L’occurrence d’un événement complémentaire amène toujours vers l’état de
départ.

✍ Notation

T̄ l’ensemble des tuples de transition locale des événements complémentaires
de l’ensemblēE ;

T̆ l’union des ensembles des tuples de transition localeT et T̄ (T̆ = T ∪T̄ ) ;

2T̆ l’ensemble des parties dĕT .
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Ces événements complémentaires sont utiles pour la composition parallèle dans le SAN.
On appelleautomate complété, l’automate où apparaissent les tuples des événements complé-
mentaires.

Définition 6.2.11. L’automate complété, noté̆A(i), d’un automateA(i)(S̆(i), E ,P(i)) est défini
par :

1. l’ensemble d’états̆S(i) ;

2. un ensemble d’événementsĔ ;

3. une matrice de transition localĕP(i) : S(i) × S̆(i) → 2T̆ :
∀x(i) ∈ S(i), ∀y(i) ∈ S(i) tel quex(i) 6= y(i)

P̆(i)(x(i), y(i)) = P(i)(x(i), y(i))

∀x(i) ∈ S(i)

P̆(i)(x(i), x(i)) = P(i)(x(i), x(i))
⋃

∀y(i)∈S(i),∀e∈E tel que∃ (e,πe(x(i),y(i)))∈P(i)(x(i),y(i))

{(ē, πē(x
(i), x(i)))}

∀x(i) ∈ S(i)

P̆(i)(x(i), Φ) = P(i)(x(i), Φ)
⋃

∀e∈E tel que∃ (e,πe(x(i),Φ))∈P(i)(x(i),Φ)

{(ē, πē(x
(i), Φ))}

L’automate complété̆A(i) est défini sur le même ensemble d’étatsS̆(i) de son automateA(i).
L’ensemble d’événements̆E de l’automate complété contient les événements du modèle SAN
et aussi les événements complémentaires ajoutés au modèle.La définition de la matrice de tran-
sition localeP̆(i) de l’automate complété est présentée dans la troisième règle de la définition
6.2.11. Aux éléments diagonaux sont ajoutés les tuples de transition locale des événements
complémentaires. Un tuple de transition locale d’un événement complémentairēe est ajouté à
P̆(i)(x(i), x(i)) uniquement s’il existe une transition d’unx(i) à un étaty(i) (y(i) différent de l’état
fantômeΦ) qui peut être déclenchée par un tuple de transition locale avec un identificateur de
l’événemente. De façon similaire, un tuple de transition locale d’un événement complémentaire
ē est ajouté à̆P(i)(x(i), Φ), pour chaque tuple de transition locale associé àP(i)(x(i), Φ). Les tu-
ples de transition locale des événements complémentaires associés à des tuples de transition
locale qui amène à l’état fantômeΦ sont associés à la même transition, c’est-à-dire, à la transi-
tion vers l’état fantômeΦ. Cette représentation rend l’événement complémentaire possible sans
qui soit réalisable à partir dex(i).

Prenons par exemple l’automateA(1) de FIG. 6.4. À partir de l’état1(1), les événementse1

et e3 sont possibles, cependant uniquement l’événemente3 est réalisable à partir de cet état.
L’événemente1 sera réalisable uniquement si l’occurrence de l’événemente3 a amené à l’état
0(1). Pour garder cette sémantique, l’événement complémentaire ē1 peut avoir lieu uniquement
si l’événemente3 (plus prioritaire) a eu lieu d’abord et a amené à l’état0(1). Par conséquence,
l’événement complémentairēe1 doit être associé à la transition de l’état1(1) vers l’état fantôme
Φ. De cette façon, l’événement complémentaireē1 est possible à partir de l’état1(1) mais n’est
pas réalisable.

FIG. 6.6 montre la représentation graphique de l’automate complétéP̆(1) de l’automateP(1)

présenté dans FIG. 6.4.
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ē2

ē5

ē3

2(1)

0(1)

1(1) e1

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)
e1

Ă(1)

ē1

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e5 ρ5 5

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 3
ē2 1 − ρ2 1
ē3 1 − ρ3 2
ē5 1 − ρ5 5

ē1

ē3

FIG. 6.6 – Représentation graphique de l’automate complétéĂ(1) de l’automateA(1)

La matrice de transition localĕP(1) de l’automate complété̆A(1) de FIG. 6.6 est :

P̆(1) 0(1) 1(1) 2(1) Φ

0(1) {(ē1, 1.0)} {(e1, 1.0)} ∅ ∅
1(1) {(e3, π1)} {(ē3, 1.0)} {(e3, π2)} {(e1, 1.0); (ē1, 1.0)}
2(1) {(e3, 1.0); (e5, 1.0)} {(e2, 1.0)} {(ē2, 1.0); (ē3, 1.0); (ē5, 1.0)} ∅

TAB. 6.4 – Matrice de transition locale de l’automate complétéĂ(1)

À partir de la matrice de transition locale de l’automate complété (Définition 6.2.11) et
de l’ensemble d’événements possibles à partir de chaque état, on peut construire la chaîne de
Markov représentée par l’automate complété.

Pour un seul automate (i = 1, réseau réduit à un automate), les états “vrai” de l’auto-
mate représentent les états de la chaîne de Markov3 tandis que les probabilités de transition
sont calculées par un calcul probabiliste des occurrences des événements possibles, sachant
que l’hypothèse de base est que tous ces événements ont des lois de probabilités de Bernoulli
représentant des variables aléatoires indépendantes (Définition 6.2.3). La définition de la chaîne
de Markov pour un réseau d’automates est détaillée dans la section 6.3. Cependant, les principes
de base présentés informellement ci-après, pour la construction de la chaîne de Markov d’un
seul automate, sont les mêmes que pour un réseau d’automates.

Le calcul de la probabilité d’occurrence de chaque transition de la chaîne de Markov est fait
de la façon suivante :

– Pour chaque état “vrai” de l’automate (x(i) ∈ S(i)), on définit l’ensemble d’événements
possibles (pot(x(i))) ;

– Pour chaque événemente depot(x(i)), il existe dansP(i) des tuples de transition locale.
Ces tuples de transition locale peuvent être réécrits sous forme dechaînons de transi-

3Pour un réseau d’automates, les états de la chaîne de Markov est le produit cartésien des espaces d’états de
chaque automate du modèle.
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tion globale (voir définition formelle dans Définition 6.3.1) de la forme suivante : si
P(i)(x(i), y(i)) contient le tuple(e, πe(x

(i), y(i))) alors(x(i), y(i), e, πe(x
(i), y(i))) est appelé

chaînondeA(i).
– La sémantique que l’on donne au comportement markovien de l’automate est la suivante :

pour que les événements{e1, e2, . . . , eC} ∈ pot(x(i)) avec̺1 < ̺2 < . . . < ̺C soient
réalisables en1 unité de tempsil faut qu’il existe une suite de chaînons tel que :
– Chaque événement n’apparaît qu’une fois ;
– L’état d’arrivée d’un chaînon est égal à l’état de départ duchaînon suivant. Il faut que

les chaînons d’une liste de chaînons s’enchaînent de façon àforme une chaîne. Ces
listes de chaînons de transition globale sont appeléeschaînes de transitions globales.
Les règles qui définissent une chaîne de transitions globales sont définies formellement
dans Définition 6.3.2.

On va maintenant illustrer la construction de la chaîne de Markov de l’automate complété
Ă(1).

Prenons par exemple l’état0(1). À partir de cet état, deux événements sont possibles (pot(0(1)) =
{e1; ē1}). Pour cet ensemble d’événements, on peut construire les chaînons de transition globale
à partir de tuples de transition locale de l’automate. TAB. 6.5 présente les tuples de transition
locale et les chaînons obtenus à partir de chaque tuple de transition locale.

Événement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globaleÉvénement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globale

e1 (e1, 1.0) (0(1), 1(1), e1, 1.0) ē1 (ē1, 1.0) (0(1), 0(1), ē1, 1.0)

TAB. 6.5 – Ensemble de chaînons de transition globale pour l’ensemble d’événements de
pot(0(1))

À partir de ces chaînons, on peut construire deux chaînes de transitions globales :{(0(1), 1(1), e1, 1.0)}
et {(0(1), 0(1), ē1, 1.0)}. La chaîne de transitions globales{(0(1), 1(1), e1, 1.0)} contient un seul
chaînon qui représente la transition de l’état0(1) vers l’état1(1) déclenchée par l’événemente1.
La probabilité d’occurrence de transition de l’état0(1) vers l’état1(1) de la chaîne de Markov est
simplement la probabilité d’occurrence (ρ1) de l’événemente1. La chaîne de transitions glob-
ales{(0(1), 0(1), ē1, 1.0)} représente une transition de l’état0(1) vers lui-même. Cette chaîne
aussi contient un seul chaînon et la probabilité de transition de la chaîne de Markov est égale à
1−ρ1, c’est-à-dire, la probabilité d’occurrence de l’événement ē1. FIG. 6.7 présente les chemins
de construction de ces deux chaînes.

e1 a lieu (ρ1) ē1 a lieu (1 − ρ1)

{(0(1), 1(1), e1, 1.0)} {(0(1), 0(1), ē1, 1.0)}

pot(0(1)) = {e1; ē1}
État de départ =0(1)

Prob. d’occurrence

État d’arrivée 1(1)

ρ1

0(1)

(1 − ρ1)

FIG. 6.7 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état 0(1) de l’automateA(1)
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Prenons maintenant l’état1(1) de l’automate complété̆A(1). À partir de cet état, quatre
événements sont possibles (pot(1(1)) = {e3; ē3; e1; ē1}). Pour cet ensemble d’événements, on a
l’ensemble de chaînons suivant :

Événement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globaleÉvénement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globale

e3 (e3, π1) (1(1), 0(1), e3, π1) ē3 (ē3, 1.0) (1(1), 1(1), ē3, 1.0)
(e3, π2) (1(1), 2(1), e3, π2) (ē3, 1.0) (2(1), 2(1), ē3, 1.0)
(e3, 1.0) (2(1), 0(1), e3, 1.0)

e1 (e1, 1.0) (0(1), 1(1), e1, 1.0) ē1 (ē1, 1.0) (0(1), 0(1), ē1, 1.0)

TAB. 6.6 – Ensemble de chaînons de transition globale pour l’ensemble d’événements de
pot(1(1))

Pour cet ensemble de chaînons, quatre chaînes de transitions globales sont possibles :
{(1(1), 2(1), e3, π2)}, {(1(1), 0(1), e3, π1); (0

(1), 0(1), ē1, 1.0)}, {(1(1), 0(1), e3, π1); (0
(1), 1(1), e1, 1.0)}

et {(1(1), 1(1), ē3, 1.0)}. Ces chaînes de transitions globales sont des listes de chaînons de tran-
sition globale construites de façon à ce que chaque chaînon de transition globale soit enchaîné
au chaînon suivant. FIG. 6.8 présente les chemins de construction de ces quatre chaînes de
transitions globales.

1(1) 0(1) 2(1) 1(1)État d’arrivée

e1 a lieu (ρ1)

e3 a lieu (ρ3)

État de départ =1(1)

pot(1(1)) = {e3, ē3, e1, ē1}

ē3 a lieu (1 − ρ3)

{(1(1), 0(1), e3, π1)} {(1(1), 2(1), e3, π2)} {(1(1), 1(1), ē3, 1.0)}

ē1 a lieu (1 − ρ1) e1 et ē1 ne sont pas réalisables e1 et ē1 ne sont pas réalisables

{(1(1), 0(1), e3, π1);

(0(1), 1(1), e1, 1.0)}

{(1(1), 0(1), e3, π1);

(0(1), 0(1), ē1, 1.0)}

Prob. d’occurrence ρ3π1ρ1 ρ3π1(1 − ρ1) ρ3π2 (1 − ρ3)

FIG. 6.8 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état 1(1) de l’automateA(1)

On va regarder en détail chaque chaîne de transitions globales de cet état.

On va commencer par deuxième chaîne de FIG. 6.8 :{(1(1), 0(1), e3, π1); (0
(1), 0(1), ē1, 1.0)}.

Cette chaîne de transitions globales va de l’état1(1) vers l’état0(1) de la chaîne de Markov. La
probabilité d’occurrence calculée en multipliant la probabilité d’occurrence (ρ3) de l’événement
e3 du premier chaînon de la chaîne par la probabilité de routagedu chaînon (π1) et par la
probabilité d’occurrence (1 − ρ1) de l’événement̄e1 du deuxième chaînon de la chaîne. La
transition de l’état1(1) vers l’état0(1) de la chaîne de Markov a comme probabilitéρ3π1(1−ρ1).
On remarque que pour cette chaîne de transitions globales, on a une séquence d’événements
qui sont réalisables. La probabilité d’occurrence de la transition de la chaîne de Markov doit
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prendre en compte la probabilité d’occurrence de tous les événements de la chaîne de transitions
globales.

La chaîne de transitions globales{(1(1), 2(1), e3, π2)}, troisième chaîne dans FIG. 6.8 con-
tient un seul chaînon pour une transition de l’état1(1) vers l’état2(1) de la chaîne de Markov.
La probabilité d’occurrence de cette transition est calculée en multipliant la probabilité d’oc-
currence (ρ3) de l’événemente3 qui déclenche la transition par probabilité de routageπ2 du
chaînon. La probabilité d’occurrence est égale àρ3π2.

Prenons maintenant la première et la dernière chaîne de transitions globales. On remarque
que ces deux chaînes arrivent au même état. Cela représente deux possibilités pour une seule
transition, et donc, la probabilité d’occurrence de cette transition dans la chaîne de Markov est
la somme des probabilités d’occurrence de chaque chaîne de transitions globales. Calculons
maintenant la probabilité d’occurrence de chaque chaîne detransitions globales. La probabil-
ité d’occurrence de la chaîne de transitions globales{(1(1), 0(1), e3, π1); (0

(1), 1(1), e1, 1.0)} est
calculée en multipliant la probabilité d’occurrenceρ3 de l’événemente3 par la probabilité de
routageπ1 du premier chaînon et par la probabilité d’occurrenceρ1 de l’événemente1 du deux-
ième chaînon. La deuxième chaîne de transitions globales{(1(1), 1(1), ē3, 1.0)} est composée
d’un seul chaînon, donc la probabilité de transition est simplement la probabilité d’occurrence
(1−ρ3) de l’événement̄e3. La probabilité d’occurrence de l’état1(1) vers lui-même de la chaîne
de Markov estρ3π1ρ1 + (1 − ρ3).

À partir de l’état2(1), six événements sont possibles (pot(2(1)) = {e2; ē2; e3; ē3; e5; ē5}).
Pour cet ensemble d’événements, on peut construire les chaînons de transitions globales à partir
de tuples de transition locale de l’automate. TAB. 6.7 présente les tuples de transition locale et
les chaînons obtenus à partir de chaque tuple de transition locale.

Événement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globaleÉvénement Tuple de trans. localeChaînon de trans. globale

e2 (e2, 1.0) (2(1), 1(1), e2, 1.0) ē2 (ē2, 1.0) (2(1), 2(1), ē2, 1.0)

e3 (e3, π1) (1(1), 0(1), e3, π1) ē3 (ē3, 1.0) (1(1), 1(1), ē3, 1.0)
(e3, π2) (1(1), 2(1), e3, π2) (ē3, 1.0) (2(1), 2(1), ē3, 1.0)
(e3, 1.0) (2(1), 0(1), e3, 1.0)

e5 (e5, 1.0) (2(1), 0(1), e5, 1.0) ē5 (ē5, 1.0) (2(1), 2(1), ē5, 1.0)

TAB. 6.7 – Ensemble de chaînons de transition globale pour l’ensemble d’événements de
pot(2(1))

À partir de cet ensemble de chaînons, on peut construire septchaînes de transitions globales
sortant de l’état2(1). La construction de ces chaînes de transitions globales estprésentée dans
FIG. 6.9.

Le calcul des probabilités de transition pour l’état2(1) suit la même procédure. La définition
formelle de la chaîne de Markov représentée par le modèle SANsera présentée dans la section
6.4.

FIG. 6.10 présente la chaîne de Markov représentée par l’automate complétéĂ(1).
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e3 a lieu (ρ3)

e2 a lieu (ρ2)

{(2(1), 1(1), e2, 1.0)}

ē3 a lieu (1 − ρ3)

{(2(1), 1(1), e2, 1.0);
(1(1), 2(1), e3, π2)}

{(2(1), 1(1), e2, 1.0);
(1(1), 0(1), e3, π1)}

e5 et ē5 ne sont pas réalisables e5 a lieu (ρ5) ē5 a lieu (1 − ρ5)

(1(1), 1(1), ē3, 1.0)}
{(2(1), 1(1), e2, 1.0);

e5 et ē5 ne sont pas réalisables

{(2(1), 1(1), e2, 1.0); {(2(1), 1(1), e2, 1.0);
(1(1), 2(1), e3, π2);
(2(1), 0(1), e5, 1.0)}

(1(1), 2(1), e3, π2);
(2(1), 2(1), ē5, 1.0)}

État d’arrivée

Prob. d’occurrence

0(1) 0(1) 2(1) 1(1)

ρ2ρ3π1 ρ2ρ3π2ρ5 ρ2ρ3π2(1 − ρ5) ρ2(1 − ρ3)

ē2 a lieu (1 − ρ2)

{(2(1), 2(1), ē2, 1.0)}

e3 a lieu (ρ3) ē3 a lieu (1 − ρ3)

{(2(1), 2(1), ē2, 1.0);
(2(1), 0(1), e3, 1.0)}

{(2(1), 2(1), ē2, 1.0);
(2(1), 2(1), ē3, 1.0)}

e5 et ē5 ne sont pas réalisables e5 a lieu (ρ5) ē5 a lieu (1 − ρ5)

{(2(1), 2(1), ē2, 1.0);
(2(1), 2(1), ē3, 1.0);
(2(1), 0(1), e5, 1.0)}

{(2(1), 2(1), ē2, 1.0);
(2(1), 2(1), ē3, 1.0);
(2(1), 2(1), ē5, 1.0)}

0(1) 0(1) 2(1)

(1 − ρ2)(1 − ρ3)(1 − ρ5)(1 − ρ2)ρ3 (1 − ρ2)(1 − ρ3)ρ5

État de départ =2(1)

pot(2(1)) = {e2; ē2; e3; ē3; e5; ē5}

FIG. 6.9 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état 2(1) de l’automateA(1)

2(1)

0(1)

1(1)

ρ1

1 − ρ1

ρ3π1ρ1 + (1 − ρ3)

ρ3π2

ρ3π1(1 − ρ1)

ρ2(1 − ρ3)

ρ2ρ3π2(1 − ρ5)+
(1 − ρ2)(1 − ρ3)(1 − ρ5)

(1 − ρ2)ρ3+
(1 − ρ2)(1 − ρ3)ρ5+

ρ2ρ3π2ρ5+
ρ2ρ3π1

FIG. 6.10 – Chaîne de Markov représentée par l’automateA(1)

6.2.2 Définitions et notations de base pour un réseau d’automates

Soit un ensemble d’automatesA(i) où i ∈ [1..N ], selon la définition 6.2.6. On va utiliser le
modèle SAN décrit par FIG. 6.11 pour illustrer les définitions qui suivent.

A(1)

2(1)

0(1)

1(1)

e1

e1

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)

A(2)

2(2)

0(2)

1(2)

e2

e4

e3

e4

f = (st A(2) == 2(2)) ∗ ρ5

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e4 ρ4 4
e5 f 5

FIG. 6.11 – Dessin d’un réseau d’automates
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Définition 6.2.12. Un réseau d’automates stochastiques (où modèleSAN) composé deN au-
tomates etE événements est défini par :

1. un ensemble d’événementse ∈ E commun à tous les automates, chaque événement avec
son tuple d’événement(e, ρe, ̺e) et |E| = E ;

2. chacun des automatesA(i) (i ∈ [1..N ]), son espace d’état̆S et sa matrice de transition
localeP(i) ;

3. l’espace d’état produitS =
∏

S(i) ;

4. la fonction d’atteignabilitéF , qui définit l’ensemble d’états atteignables du modèleSAN
dansS (voir Définition 6.2.13).

Définition 6.2.13. La fonction d’atteignabilitéF est une fonction définie deS → 0, 1. La
fonction associe aux états globauxx̃ ∈ S la valeur1 s’ils sontatteignableset la valeur0 s’ils
sontnon-atteignables.

Définition 6.2.14.L’espace d’états atteignablesR est le sous-ensemble deS (R ⊆ S) composé
de tous les états globaux̃x ∈ S tels queF(x̃) = 1.

La fonction d’atteignabilitéF s’évalue pour tous les états globauxx̃ ∈ S d’un modèle SAN
et ainsi détermine quels sont les états atteignables de ce modèle.

✍ Soit : Étant donnée ∈ E ,

Oe l’ensemble d’indicesi (i ∈ [1..N ]) tel que la matrice de transition locale
P(i) contienne au moins un tuple de transition locale avec l’identificateur
de l’événemente.

Définition 6.2.15. Un événemente ∈ E est appelé :

1. événement local, si| Oe |= 1 ;

2. événement synchronisant, si| Oe |> 1.

La définition 6.2.15 classe chaque événement qui peut être unévénement localou unévéne-
ment synchronisant. Par définition un événement synchronisant est réalisable uniquement s’il est
réalisable au même instant dans tous les automates concernés par l’événement. Le déclenche-
ment d’un événement synchronisant change, de façon synchronisée, l’état local de tous les
automates concernés par l’événement au même instant.

Pour le modèle SAN décrit par FIG. 6.11, on peut classer les événements ainsi :

Réseau d’automates complétés

Définition 6.2.16. Un réseau d’automates stochastiques complétés composé deN automates
complétés et2E événements est défini par :
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Événement Type Oe

e1 local {1}
e2 synchronisant {1; 2}
e3 synchronisant {1; 2}
e4 local {2}
e5 local {1}

TAB. 6.8 – Classement des événements du modèle SAN de FIG. 6.11

1. un ensemble d’événementse ∈ Ĕ commun à tous les automates, chacun avec son tuple
d’événement(e, ρe, ̺e) |Ĕ | = 2E ;

2. chacun des automates complétésĂ(i) (i ∈ [1..N ]), son espace d’état̆S et sa matrice de
transition localeP̆(i) ;

3. l’espace d’état produitS =
∏

S(i) ;

4. la fonction d’atteignabilitéF , qui définit l’ensemble des états atteignables duSAN dans
S.

FIG. 6.12 présente le réseau d’automates complétés déduit du réseau d’automates présenté
dans FIG. 6.11.

2(2)

0(2)

1(2)

e2

e4

e3

e4

2(1)

0(1)

1(1)

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)
e1

Ă(1)

ē1

Ă(2)

ē2

ē5

ē3

ē2

ē4

ē4

ē3

f = (st A(2) == 2(2)) ∗ ρ5

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e4 ρ4 4
e5 f 5

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 3
ē2 1 − ρ2 1
ē3 1 − ρ3 2
ē4 1 − ρ4 4
ē5 1 − f 5

ē3

e1

ē1

FIG. 6.12 – Représentation graphique d’un réseau d’automates complétés du modèle SAN de
FIG. 6.11

6.2.3 SANbien définis

Quelques restrictions doivent être faites pour assurer le cadre Markovien d’un modèle SAN.
Les modèles SAN respectant ces restrictions sont appelés SAN bien définis.

Restriction 1 Un automateA(i) est bien défini, si et seulement si pour toutx̃ ∈ R, pour tout
x(i) ∈ S(i), pour toute ∈ E tel quesucce(x

(i)) n’est pas vide et poury(i) ∈ succe(x
(i)) :
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1.1.

(

∑

y(i)∈succe(x(i))

πe(x
(i), y(i))(x̃)

)

= 1

La restriction 1.1 impose que la somme des probabilités de routage de toutes les transitions
en sortant d’un même état doit être égale à1.

Restriction 2 Un événemente ∈ E est bien défini, si et seulement si :

2.1. ∀x(i), ∀y(i) ∈ S(i) tel quey(i) ∈ succe(x
(i)) et (e, πe(x

(i), y(i))) ∈ P(i)(x(i), y(i))

si ∃(e1, πe1(x
(i), y(i))) ∈ P(i)(x(i), y(i)) alorse1 est un événement différent dee.

2.2. ∀x(i), ∀y(i) ∈ S(i) tel quey(i) ∈ succe(x
(i)) et (e, πe(x

(i), y(i))) ∈ P(i)(x(i), y(i))

si ∃(e1, πe1(x
(i), y(i))) ∈ P(i)(x(i), Φ) alorse1 est un événement différent dee.

La restriction 2.1 imposée aux événements exige que l’identificateur d’un événement ap-
paraisseune seule foisdans le sous-ensemble de tuples de transition locale d’un état donné
vers un autre. La restriction 2.2 impose qu’il ne doit pas exister un tuple de transition locale
(e, πe(x

(i), y(i))) à partir d’un état donnéx(i) ∈ S(i) vers l’état fantômeΦ, s’il existe déjà un
tuple de transition locale dex(i) vers un étaty(i) ∈ S(i) avec le même événemente.

Restriction 3 Un modèleSAN est bien défini, si et seulement si :

3.1. tous ses automates sont bien définis ;

3.2. tous ses événements sont bien définis.

6.3 L’automate global

L’objectif d’un modèle SAN est de décrire de façon modulaireun automate unique (dit
automate global) qui décrit le comportement de l’ensemble du réseau d’automates. Dans cette
section nous procédons à cette définition.

Dans cette section, on va considérer un modèle SAN tel que défini dans la Définition 6.2.16.

6.3.1 Transition globale

Définition 6.3.1. Étant donné unSAN complété(Ĕ , Ă(i),F), où i ∈ [1..N ], on associe pour
toutx̃ ∈ S, pour toutỹ ∈ S et pour toute ∈ Ĕ tel que pour touti ∈ Oe il existe(e, πe(x

(i), y(i))) ∈
P̆(x(i), y(i)), unchaînon de transition globale(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) où :

1. x̃, l’état global de départ ;

2. ỹ, l’état global d’arrivée ;

3. e, l’identificateur d’un événement qui déclenche la transition ;
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4. Πe(x̃, ỹ), la probabilité de routage globale définie par :

Πe(x̃, ỹ) =
∏

i∈Oe,∃(e,πe(x(i),y(i)))∈P(x(i),y(i))

πe(x
(i), y(i)).

Un chaînon de transition globale représente une transitionde l’état global̃x vers l’état global
ỹ par le déclenchement uniquement de l’événemente avec une probabilité de routage globale
Πe(x̃, ỹ) calculée par le produit des probabilités de routage de tous les automates concernés par
l’événemente vers l’état d’arrivéey(i) quandi ∈ Oe.

✍ Notation

T̃e l’ensemble de chaînons de transition globale déclenchés par l’événement
e ;

ǫ un sous-ensemble d’événements deĔ ;

T̃ǫ l’union desT̃e où e ∈ ǫ (T̃ǫ =
⋃

e∈ǫ T̃e).

6.3.2 Chaîne de transitions globales

Définition 6.3.2. Soit un ensemble d’évènementsǫ, on appellechaîne de transitions globales,
une liste ordonnée{(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . , (x̃C , ỹC, eC , ΠeC

(x̃C , ỹC))} composée desC
chaînons de transition globale dẽTǫ, qui respecte les règles suivantes :

1. ̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺eC

2. ∀i ∈ [2..C]

x̃i = ỹi−1

3. ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺e < ̺e1 et ỹ = x̃1

4. ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺eC
< ̺e et x̃ = ỹC

5. ∀i ∈ [1..C − 1], ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺ei
< ̺e < ̺ei+1

et ỹi = x̃

La définition 6.3.2 établit un ensemble de règles pour qu’uneliste de chaînons de transi-
tion globale soit considérée unechaîne de transitions globales. La règle1 définit l’ordre des
chaînons de transition globale dans la chaîne, respectant l’ordre de priorité des événements
dans la chaîne. La règle2 garantit l’enchaînement de tous les chaînons. Cette règle assure que
l’état d’arrivéeỹi d’un chaînon d’indicei sera l’état de départ̃xi+1 du chaînon suivant (d’indice
i + 1). On se restreint uniquement aux chaînes les plus longues qui respectent les règles1 et 2.
Autrement dit, aucun autre chaînon de transition globale nepeut être enchaîné, soit au début,
soit au mieux, soit à la fin de la chaîne. Les3 dernières règles assurent cette condition. La règle
3 garantit qu’aucun chaînon de transition globale ne peut être enchaîné au début de la chaîne.
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La règle4 assure qu’aucun chaînon de transition globale ne peut être ajouté à la fin de la chaîne.
La règle5 garantit qu’aucun chaînon de transition globale ne peut être enchaîné entre deux
chaînons qui se suivent.

✍ Notation

x̃ig l’état de départ dui-ème chaînon de transition globale de la chaîne de
transitions globalesg ;

ỹig l’état d’arrivée dui-ème chaînon de transition globale de la chaîne de tran-
sitions globalesg ;

Lǫ l’ensemble des chaînes de transitions globales de l’ensemble d’événements
ǫ ;

L(x̃, ỹ) l’ensemble de chaînes de transitions globalesg ∈ Lpot(x̃) tel quex̃1g = x̃ et
ỹCg = ỹ oùCg est le nombre de chaînons de transition globale de la chaîne
de transitions globalesg ;

L l’ensemble des chaînes de transitions globales du modèle SAN.

Pour illustrer les chaînes de transitions globales qui nousintéressent, on va considérer l’au-
tomate complété̆A(1) de FIG. 6.13 et un ensemble d’événementsǫ = {e1; ē1; e2; ē2; e3; ē3}. Cet
ensemble d’événements correspond auǫ = pot(0(1)) = {e1; ē1; e2; ē2; e3; ē3} (Définition 6.3.3).

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 1
ē2 1 − ρ2 2
ē3 1 − ρ3 3

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 1
e2 ρ2 2
e3 ρ3 3

4(1) 3(1)

ē1

1(1)0(1)

2(1)

ē3

ē3 ē2

ē3

ē2

(e1, π2)
e2 e3

e3

e2

Ă(1)

Φ

(e1, π1)

e3

e2

e3
ē2

ē3

FIG. 6.13 – Exemple d’un automate complétéĂ(1)

Pour l’ensemble d’événementǫ et l’automate complété̆A(1) de FIG. 6.13, TAB. 6.9 présente
l’ensemble des chaînons de transition globaleT̃ǫ du modèle. Pour simplifier la lecture, on va
représenter, par exemple, un chaînon(0(1), 1(1), e1, π1) par(0, 1, e1, π1).

Étant donné le grand nombre de chaînes possibles à partir deschaînons de TAB. 6.9, on va
présenter uniquement quelques chaînes qui expliquent les règles de la définition 6.3.2.

Étant donnéǫ = pot(0(1)) = {e1; ē1; e2; ē2; e3; ē3}. On considère la liste de chaînons suiv-
ante{(0, 1, e1, π1); (1, 2, e2, 1); (2, 3, e3, 1)}. Dans cette liste, on peut voir que les chaînons sont
ordonnés selon ordre de priorité des événements et l’état d’arrivée1 du chaînon(0, 1, e1, π1)
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Événement Chaînon de trans. globaleÉvénement Chaînon de trans. globale

e1 (0, 1, e1, π1) ē1 (0, 0, ē1, 1)
(0, 4, e1, π2)

e2 (1, 2, e2, 1) ē2 (1, 1, ē2, 1)
(3, 0, e2, 1) (3, 3, ē2, 1)

e3 (1, 3, e3, 1) ē3 (1, 1, ē3, 1)
(2, 3, e3, 1) (2, 2, ē3, 1)
(4, 3, e3, 1) (4, 4, ē3, 1)

TAB. 6.9 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃ǫ de FIG. 6.13

est égal à l’état de départ du chaînon(1, 2, e2, 1) et son état d’arrivée est égal à l’état de départ
du chaînon(2, 3, e3, 1) qui le suit. On voit aussi qu’aucun autre chaînon de transition globale
ne peut être introduit à la liste, soit au début (il n’y a pas d’événement plus prioritaire quee1,
premier chaînon de la chaîne), soit au milieux (aucun chaînon de l’ensemble des chaînons pos-
siblesT̃ǫ ( TAB. 6.9) ne peut être inséré entre deux chaînons de cette chaîne), soit à la fin (aucun
événement est moins prioritaire quee3, dernier chaînon de la chaîne). Dans ce cas, en respectant
les règles de la définition 6.3.2, cette liste est unechaîne de transitions globales.

Considérons maintenant la liste de chaînons suivant{(0, 1, e1, π1); (1, 2, e2, 1)}. Cette liste
est une sous-liste de la liste précédente, et, les chaînons sont ordonnés selon l’ordre de priorité
des événements et les états de départ et d’arrivée des chaînons s’enchaînent. Cependant, il existe
un chaînon(2, 3, e3, 1) dansT̃ǫ qui peut être encore ajouté à la fin de la liste, en effet,̺e2 < ̺e3

et l’état d’arrivée du dernier chaînon de la chaîne(1, 2, e2, 1) est égal à l’état de départ du
chaînon(2, 3, e3, 1) de l’ensemble des chaînons̃Tǫ (TAB. 6.9). Cette liste n’est pas une chaîne
de transitions globales, car elle ne respecte pas la règle4 de la définition 6.3.2, qui définit qu’une
liste des chaînons de transition globale est une chaîne de transitions globales uniquement s’il
n’existe pas d’autres chaînons de transition globale qui puissent être ajouté à la fin de la liste.

On va considérer maintenant la liste de transitions globales {(0, 1, e1, π1); (1, 3, e3, 1)}.
Cette liste respecte l’ordre de priorité des événements, l’enchaînement des chaînons et aucun
autre chaînon de transition globale dansT̃ǫ (TAB. 6.9) ne peut être introduit au début (e1 est
l’événement le plus prioritaire) ou à la fin (e3 est l’événement le moins prioritaire) de la liste.
Cependant, il existe un chaînon(1, 1, ē2, 1) ∈ T̃ǫ, qui peut être introduit entre les deux chaînons
de la liste :̺e1 < ̺e2 < ̺e3 et l’état d’arrivée du premier chaînon de la liste(0, 1, e1, π1) est
égal à l’état de départ du chaînon(1, 1, ē2, 1) et l’état d’arrivée est égal à l’état de départ du
dernier chaînon de la liste(1, 3, e3, 1). Autrement dit, cette liste ne respecte pas la règle5 de
la définition 6.3.2 et elle n’est pas une chaîne de transitions globales, car il existe une chaîne
plus longue ({(0, 1, e1, π1); (1, 1, ē2, 1); (1, 3, e3, 1)}) qui contient tous les chaînons de la liste
{(0, 1, e1, π1); (1, 3, e3, 1)}.

Prenons un exemple de chaînes de transitions globales qui necontiennent pas tous les événe-
ments possibles de l’état0(1) de l’automate complété̆A(1). Prenons la liste de transitions glob-
ales{(0, 4, e1, π2); (4, 3, e3, 1)}. Cette liste est une chaîne de transitions globales. Les chaînons
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sont ordonnés par l’ordre de priorité de événements, l’étatd’arrivée du chaînon(0, 4, e1, π2)
est égal à l’état de départ du chaînon(4, 3, e3, 1) et aucun autre chaînon ne peut être intro-
duit, soit au début, soit au mieux, soit à la fin de la liste. Il faut remarquer que cette chaîne de
transitions globales ne contient pas des chaînons avec l’événemente2, ni son événement com-
plémentairēe2, qui sont dans l’ensembleǫ = {e1; ē1; e2; ē2; e3; ē3}, c’est-à-dire, danspot(0(1)).
Les événementse2 et ē2 ne sont pas présents dans cette chaîne car le premier chaînonde la
chaîne(0, 4, e1, π2) amène à l’état4, où les événementse2 et ē2 ne sont pas réalisables.

La définition suivante nomme l’ensemble desévénements possiblesà partir d’un état global
x̃. Pour que l’événement soit un événement possible globalement, il doit être réalisable dans
tous les automates concernés par l’événement.

Définition 6.3.3. On définit l’ensemble d’événementspot(x̃) comme :e ∈ pot(x̃) ⇔ ∀i ∈
Oe, e ∈ pot(x(i))

6.3.3 Automate global

Définition 6.3.4. Soit unSAN complété(Ĕ , Ă(i),S,F), oùi ∈ [1..N ], l’automate globalA est
défini par :

1. l’ensemble d’étatsS ;

2. l’ensemble d’événements̆E ;

3. la fonction d’atteignabilitéF ;

4. la matrice de transition globaleG : S × S → L :

∀x̃ ∈ S, ∀ỹ ∈ S

G(x̃, ỹ) =
⋃

∀g∈L(x̃,ỹ)

{g}

Contrairement au formalisme SAN en temps continu, ici un automate local n’est pas le
même objet mathématique que l’automate global. En effet, les éléments de transition de la
matrice de transition locale d’un automate contiennent un ensemble des tuples de transition lo-
cale(e, π) où l’occurrence de n’importe quel événement de l’élément detransition déclenche
la transition. Dans l’automate global, les éléments de transition de la matrice de transition
globale contiennent un ensemble de chaînes de transitions globales{(x̃1, ỹ1, e1, Π(x̃1,ỹ1)), . . . ,
(x̃C , ỹC , eC , Π(x̃C ,ỹC))} où tous les événements associés aux chaînons de cette chaînedoivent
avoir lieu pour que la transition se réalise.

6.4 La chaîne de Markov

La probabilité d’occurrence d’une chaîne de transitions globales est le produit de toutes
les probabilités d’occurrenceρe des événements de la chaîne de transitions globales et des
probabilités de routage globalesΠe(x̃, ỹ).
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✍ Notation

ρe(x̃) la probabilité d’occurrence de l’événemente évaluée pour l’état global̃x ;

Πe(x̃e, ỹe)(x̃) la probabilité de routage globaleΠe(x̃e, ỹe) du chaînon de transition glob-
ale(x̃e, ỹe, e, Πe(x̃e, ỹe)) évaluée pour l’état global̃x. On remarque de l’é-
tat globalx̃ est égal à l’état de départ du chaînon.

Définition 6.4.1. Étant donné une chaîne de transitions globalesg = {(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)),
. . . , (x̃C , ỹC, eC , ΠeC

(x̃C , ỹC))}, la probabilité d’occurrence de cette chaîne est :
Π(g) = (ρe1(x̃1) × Πe1(x̃1, ỹ1)(x̃1)) × . . . × (ρeC

(x̃C) × ΠeC
(x̃C , ỹC)(x̃C))

où× note le produit de réels.

La chaîne de Markov représentée par un modèle SAN est définie sur les états atteignables
R du modèle SAN. À partir de l’automate global, on peut aisément définir la chaîne de Markov
représentée par le modèle SAN. La suite des états pris par l’automate global est un proces-
sus aléatoire. Dans la construction qu’on vient de faire, ceprocessus est tel que la probabilité
d’atteindre l’état suivant ne dépend que de l’état courant et de la probabilité d’occurrence d’un
ensemble d’événements simultanés qui sont ceux des chaînesqui sont associées aux transitions
dansG. On peut donc lui associer une matrice de transition de Markov de la façon suivante :

Définition 6.4.2. Soit unSAN dont l’automate globalA (S, Ĕ ,F ,G), la matrice de transition
de la chaîne de Markov modélisé par ceSAN :

1. P : R×R → R :

∀x̃ ∈ R, ∀ỹ ∈ R

P (x̃, ỹ) =
∑

∀g∈G(x̃,ỹ)

Π(g)

La probabilité de transition de l’état̃x vers l’étatỹ de la chaîne de Markov est la somme des
probabilités d’occurrence de chaque chaîne de transitionsglobales qui amène de l’étatx̃ vers
l’état ỹ.

6.4.1 Exemple de construction de la chaîne de Markov

Pour clarifier la construction de la chaîne de Markov, on va présenter pour un exemple et
pour chaque état global atteignable(x̃ ∈ R), l’ensemble d’événements possibles (pot(x̃)) ainsi
que l’ensemble de chaînons de transition globale pour chaquepot(x̃) et les chaînes de transitions
globales sortant de chaque état.

Le modèle considéré est celui présenté dans FIG. 6.12. On rappelle ce modèle.
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2(2)

0(2)

1(2)

e2

e4

e3

e4

2(1)

0(1)

1(1)

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)
e1

Ă(1)

ē1

Ă(2)

ē2

ē5

ē3

ē2

ē4

ē4

ē3

f = (st A(2) == 2(2)) ∗ ρ5

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e4 ρ4 4
e5 f 5

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 3
ē2 1 − ρ2 1
ē3 1 − ρ3 2
ē4 1 − ρ4 4
ē5 1 − f 5

ē3

e1

ē1

FIG. 6.14 – Réseau d’automates complétés

Pour l’état global0(1)0(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(0(1)0(2)) = {e1, ē1, e4, ē4}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(0(1)0(2)) est présenté dans
TAB. 6.10.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e1 (0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1) ē1 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1)
(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1) (0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)

e4 (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1) ē4 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)
(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)
(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)
(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1)

TAB. 6.10 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(0(1)0(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales (TAB. 6.11)
pour l’état global0(1)0(2) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions.

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)0(2) {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1); (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)} (1 − ρ1)(1 − ρ4)

0(1)2(2) {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1); (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1)} (1 − ρ1)ρ4

1(1)0(2) {(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1); (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)} ρ1(1 − ρ4)

1(1)2(2) {(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1); (1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1)} ρ1ρ4

TAB. 6.11 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global0(1)0(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.15 présente les chemins de construction des chaînes de transitions globales pour
l’état 0(1)0(2).



6.4. LA CHAÎNE DE MARKOV 111

e4 a lieu (ρ4)ē4 a lieu (1 − ρ4) ē4 a lieu (1 − ρ4)e4 a lieu (ρ4)

{(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1.0); {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1.0); {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1.0);{(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1.0);

(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1.0)} (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1.0)} (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1.0)} (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1.0)}

{(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1.0)} {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1.0)}

pot(0(1)0(2)) = {e1; ē1; e4; ē4}

État de départ =0(1)0(2)

e1 a lieu (ρ1) ē1 a lieu (1 − ρ1)

ρ1ρ4 ρ1(1 − ρ4) (1 − ρ1)ρ4 (1 − ρ1)(1 − ρ4)

0(1)2(2) 0(1)0(2)1(1)0(2)1(1)2(2)État d’arrivée
Prob. d’occurrence

FIG. 6.15 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état0(1)0(2)

Pour l’état global0(1)1(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(0(1)1(2)) = {e1, ē1, e4, ē4}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(0(1)1(2)) est présenté dans
TAB. 6.12.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e1 (0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1) ē1 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1)
(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1) (0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)

e4 (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1) ē4 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)
(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)
(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)
(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1)

TAB. 6.12 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(0(1)1(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales (TAB. 6.13)
pour l’état global0(1)1(2) et calculer les probabilités d’occurrence des transitions.

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)1(2) {(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1); (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)} (1 − ρ1)(1 − ρ4)

0(1)2(2) {(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1); (0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1)} (1 − ρ1)ρ4

1(1)1(2) {(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1); (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)} ρ1(1 − ρ4)

1(1)2(2) {(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1); (1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1)} ρ1ρ4

TAB. 6.13 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global0(1)1(2) de FIG. 6.14
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FIG. 6.16 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.

e4 a lieu (ρ4) ē4 a lieu (1 − ρ4)e4 a lieu (ρ4)

e1 a lieu (ρ1) ē1 a lieu (1 − ρ1)

{(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1.0);

(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1.0)}

{(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1.0);

(1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1.0)}

ē4 a lieu (1 − ρ4)

{(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1.0);

(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1.0)}

{(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1.0);

(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1.0)}

{(0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1.0)}{(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1.0)}

Prob. d’occurrence

État d’arrivée 1(1)2(2)

ρ1(1 − ρ4)

1(1)1(2)

(1 − ρ1)ρ4

0(1)2(2)

(1 − ρ1)(1 − ρ4)

0(1)1(2)

pot(0(1)1(2)) = {e1; ē1; e4; ē4}

État de départ =0(1)1(2)

ρ1ρ4

FIG. 6.16 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état0(1)1(2)

Pour l’état global0(1)2(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(0(1)2(2)) = {e1, ē1}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(0(1)0(2)) est présenté dans
TAB. 6.14.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e1 (0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1) ē1 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1)
(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1) (0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)

TAB. 6.14 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(0(1)2(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.15) pour l’état global0(1)2(2), ainsi que les probabilités d’occurrence de chaque transi-
tion.

État d’arrivée Chaîne de transitions globalesProbabilité de transition

0(1)2(2) {(0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)} (1 − ρ1)

1(1)2(2) {(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1)} ρ1

TAB. 6.15 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global0(1)2(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.17 présente les chemins de construction des chaînes de transitions globales pour
l’état global0(1)2(2).
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pot(0(1)2(2)) = {e1; ē1}

État de départ =0(1)2(2)

ē1 a lieu (1 − ρ1)e1 a lieu (ρ1)

ρ1

État d’arrivée

Prob. d’occurrence

1(1)2(2) 0(1)2(2)

(1 − ρ1)

{(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1.0)} {(0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1), 1.0)}

FIG. 6.17 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état0(1)2(2)

Pour l’état global1(1)0(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(1(1)0(2)) = {e1, ē1, e4, ē4}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(1(1)0(2)) est présenté dans
TAB. 6.16.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e1 (0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1) ē1 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1)
(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1) (0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)

e4 (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1) ē4 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)
(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)
(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)
(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1)

TAB. 6.16 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(1(1)0(2)) de FIG. 6.14

On remarque que les événementse1 et ē1 sont des événements possibles à partir de cet état,
mais ils ne sont pas réalisables. En sachant que les événements e1 et ē1 sont les événements
plus prioritaires depot(1(1)0(2)) et donc, aucun autre événement peut avoir lieu avant eux, ilsne
apparaissent dans aucune chaîne de transitions globales à partir de cet état.

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.17) pour l’état global1(1)0(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globalesProbabilité de transition

1(1)0(2) {(1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)} (1 − ρ4)

1(1)2(2) {(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1)} ρ4

TAB. 6.17 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global1(1)0(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.18 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.
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{(1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4), 1.0)}

1(1)0(2)

(1 − ρ4)

ē4 a lieu (1 − ρ4)

pot(1(1)0(2)) = {e4; ē4}

État de départ =1(1)0(2)

ρ4

{(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1.0)}

1(1)2(2)

e4 a lieu (ρ4)

État d’arrivée

Prob. d’occurrence

FIG. 6.18 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état1(1)0(2)

De façon similaire à l’état global précédente, pour l’état global1(1)1(2) l’ensemble d’événe-
ments possibles est composé uniquement de l’événemente4 et de son événement complémen-
taire ē4 (pot(1(1)1(2)) = {e1, ē1, e4, ē4}). L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet
ensemblẽTpot(1(1)1(2)) est le même présenté dans TAB. 6.16.

Cependant, les chaînes de transitions globales sont différentes, car l’état de départ n’est pas
le même. TAB. 6.18 présente les chaînes de transitions globales pour l’état global1(1)1(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globalesProbabilité de transition

1(1)1(2) {(1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)} (1 − ρ4)

1(1)2(2) {(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1)} ρ4

TAB. 6.18 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global1(1)1(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.19 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.

e4 a lieu (ρ4) ē4 a lieu (1 − ρ4)

{(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1.0)} {(1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4), 1.0)}

État de départ =1(1)1(2)

pot(1(1)1(2)) = {e4; ē4}

1(1)2(2) 1(1)1(2)

(1 − ρ4)ρ4

État d’arrivée
Prob. d’occurrence

FIG. 6.19 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état1(1)1(2)

Pour l’état global1(1)2(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(1(1)2(2)) = {e3, ē3, e1, ē1}.
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L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(1(1)2(2)) est présenté dans
TAB. 6.19.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e3 (1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1) ē3 (1(1)2(2), 1(1)2(2), ē3, 1)
(1(1)2(2), 2(1)0(2), e3, π2) (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1)
(2(1)2(2), 0(1)0(2), e3, 1)

e1 (0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1) ē1 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)
(0(1)1(2), 1(1)1(2), e1, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē1, 1)
(0(1)2(2), 1(1)2(2), e1, 1) (0(1)2(2), 0(1)2(2), ē1, 1)

TAB. 6.19 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(1(1)2(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.20) pour l’état global1(1)2(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)0(2) {(1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1); (0
(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1)} ρ3π1(1 − ρ1)

1(1)1(2) {(1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1); (0
(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1)} ρ3π1ρ1

1(1)2(2) {(1(1)2(2), 1(1)2(2), ē3, 1)} (1 − ρ3)

2(1)0(2) {(1(1)2(2), 2(1)0(2), e3, π2)} ρ3π2

TAB. 6.20 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global1(1)2(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.20 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.

{(1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1);
(0(1)0(2), 1(1)0(2), e1, 1.0)}

{(1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1);
(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1.0)}

e1 et ē1 ne sont
pas réalisables

e1 et ē1 ne sont
pas réalisables

1(1)0(2)

ρ3π1ρ1

0(1)0(2) 2(1)0(2)

ρ3π2

1(1)2(2)

ē1 a lieu (1 − ρ1)e1 a lieu (ρ1)

ρ3π1(1 − ρ1) (1 − ρ3)

{(1(1)2(2), 2(1)0(2), e3, π2)}{(1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1)} {(1(1)2(2), 1(1)2(2), ē3, 1.0)}

e3 a lieu (ρ3) ē3 a lieu (1 − ρ3)

pot(1(1)2(2)) = {e3; ē3; e1; ē1}

État de départ =1(1)2(2)

État d’arrivée
Prob. d’occurrence

FIG. 6.20 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état1(1)2(2)

Pour l’état global2(1)0(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(2(1)0(2)) = {e2, ē2, e4,
ē4, e5, ē5}. L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(2(1)0(2)) est
présenté dans TAB. 6.21.
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Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e2 (2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1) ē2 (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1)

e4 (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1) ē4 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)
(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)
(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)
(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1)

e5 (2(1)0(2), 0(1)0(2), e5, 1) ē5 (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē5, 1)
(2(1)1(2), 0(1)1(2), e5, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē5, 1)
(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1) (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)

TAB. 6.21 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(2(1)0(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.22) pour l’état global2(1)0(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)0(2) {(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1); (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1); (2(1)0(2), 0(1)0(2), e5, 1)} 0

0(1)2(2) {(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1); (2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1); (2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1)} (1 − ρ2)ρ4ρ5

1(1)1(2) {(2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1); (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)} ρ2(1 − ρ4)

1(1)2(2) {(2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1); (1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1)} ρ2ρ4

2(1)0(2) {(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1); (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)} (1 − ρ2)(1 − ρ4)

2(1)2(2) {(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1); (2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1); (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)} (1 − ρ2)ρ4(1 − ρ5)

TAB. 6.22 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global2(1)0(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.21 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.

État de départ =2(1)0(2)

pot(2(1)0(2)) = {e2; ē2; e4; ē4; e5; ē5})

e5 et ē5 ne sont
pas réalisables

e5 et ē5 ne sont
pas réalisables

f(2(1)2(2))f(2(1)2(2)) f(2(1)0(2))

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0)}

ē4 a lieu (1 − ρ4)

{(2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1.0);
(1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4), 1.0)}

{(2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1.0)}

e2 a lieu (ρ2)

e4 a lieu (ρ4)

{(2(1)0(2), 1(1)1(2), e2, 1.0);
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1.0)}

État d’arrivée

Prob. d’occurrence ρ2ρ4

1(1)1(2)1(1)2(2)

ē2 a lieu (1 − ρ2)

e4 a lieu (ρ4)

(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1.0)}

ē5 a lieu (1 − ρ5)

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1.0);
(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1.0)}

e5 a lieu (ρ5)

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1.0);
(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1.0)}

0(1)2(2) 2(1)2(2)

ē5 a lieu (1 − 0)

ē4 a lieu (1 − ρ4)

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1.0)}

e5 a lieu (0)

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē5, 1.0)}

{(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē2, 1.0);
(2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1.0);
(2(1)0(2), 0(1)0(2), e5, 1.0)}

0

f(2(1)0(2))

0(1)0(2) 2(1)0(2)

(1 − ρ2)ρ4ρ5 (1 − ρ2)(1 − ρ4)(1 − ρ2)ρ4(1 − rho5)ρ2(1 − ρ4)

FIG. 6.21 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état2(1)0(2)

Pour l’état global2(1)1(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(2(1)1(2)) = {e4, ē4, e5, ē5}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(2(1)1(2)) est présenté dans
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TAB. 6.23.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e4 (0(1)0(2), 0(1)2(2), e4, 1) ē4 (0(1)0(2), 0(1)0(2), ē4, 1)
(0(1)1(2), 0(1)2(2), e4, 1) (0(1)1(2), 0(1)1(2), ē4, 1)
(1(1)0(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)0(2), 1(1)0(2), ē4, 1)
(1(1)1(2), 1(1)2(2), e4, 1) (1(1)1(2), 1(1)1(2), ē4, 1)
(2(1)0(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē4, 1)
(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1)

e5 (2(1)0(2), 0(1)0(2), e5, 1) ē5 (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē5, 1)
(2(1)1(2), 0(1)1(2), e5, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē5, 1)
(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1) (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)

TAB. 6.23 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(2(1)1(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.24) pour l’état global2(1)1(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)1(2) {(2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1); (2(1)1(2), 0(1)1(2), e5, 1)} 0

0(1)2(2) {(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1); (2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1)} ρ4ρ5

2(1)1(2) {(2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1); (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē5, 1)} (1 − ρ4)

2(1)2(2) {(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1); (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)} ρ4(1 − ρ5)

TAB. 6.24 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global2(1)1(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.22 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales.

f(2(1)1(2) f(2(1)1(2)

ē4 a lieu (1 − ρ4)

e5 a lieu (0)

{(2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1.0)}

ē5 a lieu (1)

{(2(1)1(2), 2(1)1(2), ē4, 1.0); {(0(1)0(2), 0(1)0(2), ē1, 1.0);
(2(1)1(2), 0(1)1(2), e5, 1.0)} (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē5, 1.0)}

0(1)1(2)

0
2(1)1(2)

(1 − ρ4)

f(2(1)2(2) f(2(1)2(2)

e4 a lieu (ρ4)

{(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1.0)}

ē5 a lieu (1 − ρ5)

{(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1.0); {(2(1)1(2), 2(1)2(2), e4, 1.0);
(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1.0)} (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1.0)}

État d’arrivée
Prob. d’occurrence

0(1)2(2)

ρ4ρ5

2(1)2(2)

ρ4(1 − ρ5)

e5 a lieu (ρ5)

État de départ =2(1)1(2)

pot(2(1)1(2)) = {e4; ē4; e5; ē5}

FIG. 6.22 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état2(1)1(2)



118 CHAPITRE 6. FORMALISMESAN À TEMPS DISCRET

Pour l’état global2(1)2(2) l’ensemble d’événements possibles estpot(2(1)2(2)) = {e3, ē3, e5, ē5}.
L’ensemble de chaînons de transition globale pour cet ensemble T̃pot(2(1)2(2)) est présenté dans
TAB. 6.25.

Événement Chaînon de transition globaleÉvénement Chaînon de transition globale

e3 (1(1)2(2), 0(1)0(2), e3, π1) ē3 (1(1)2(2), 1(1)2(2), ē3, 1)
(1(1)2(2), 2(1)0(2), e3, π2) (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1)
(2(1)2(2), 0(1)0(2), e3, 1)

e5 (2(1)0(2), 0(1)0(2), e5, 1) ē5 (2(1)0(2), 2(1)0(2), ē5, 1)
(2(1)1(2), 0(1)1(2), e5, 1) (2(1)1(2), 2(1)1(2), ē5, 1)
(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1) (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)

TAB. 6.25 – Ensemble de chaînons de transition globaleT̃pot(2(1)2(2)) de FIG. 6.14

À partir de ces chaînons, on peut construire les chaînes de transitions globales suivantes
(TAB. 6.26) pour l’état global2(1)2(2).

État d’arrivée Chaîne de transitions globales Probabilité de transition

0(1)0(2) {(2(1)2(2), 0(1)0(2), e3, 1)} ρ3

0(1)2(2) {(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1); (2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1)} (1 − ρ3)ρ5

2(1)2(2) {(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1); (2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1)} (1 − ρ3)(1 − ρ5)

TAB. 6.26 – Ensemble des chaînes de transitions globales de l’état global2(1)2(2) de FIG. 6.14

FIG. 6.23 présente les chemins de construction de ces chaînes detransitions globales

e5 et ē5 ne sont
pas réalisables

f(2(1)2(2)) f(2(1)2(2))

e3 a lieu (ρ3)

{(2(1)2(2), 0(1)0(2), e3, 1.0)}

État d’arrivée

Prob. d’occurrence

0(1)0(2)

ρ3

e5 a lieu (ρ5)

{(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1.0);

{(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1.0)}

(2(1)2(2), 0(1)2(2), e5, 1.0)}

{(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē3, 1.0);

(2(1)2(2), 2(1)2(2), ē5, 1.0)}

ē3 a lieu (1 − ρ3)

ē5 a lieu (1 − ρ5)

(1 − ρ3)(1 − ρ5)(1 − ρ3)ρ5

0(1)2(2) 2(1)2(2)

pot(2(1)2(2)) = {e3; ē3; e5; ē5})

État de départ =2(1)2(2)

FIG. 6.23 – Construction des chaînes de transitions globales pour l’état2(1)2(2)
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Avec les probabilités de transitions calculées à partir deschaînes de transitions globales on
peut en déduire la chaîne de Markov représentée par le modèleSAN (FIG. 6.24).

2(1)0(2)

2(1)2(2)

1(1)0(2)

1(1)2(2) 1(1)1(2)

0(1)0(2)

ρ3

ρ1

ρ4

ρ4

ρ2ρ4

(1 − ρ1)ρ4

(1 − ρ1)(1 − ρ4)

(1 − ρ4)

(1 − ρ3)(1 − ρ5)

(1 − ρ2)ρ4ρ5

(1 − ρ1)

(1 − ρ3)ρ5

(1 − ρ2)(1 − ρ4)

0(1)1(2)

2(1)1(2)

ρ1ρ4

ρ4ρ5

ρ3π2

ρ2(1 − ρ4)

(1 − ρ2)ρ4(1 − ρ5)

(1 − ρ4)

ρ4(1 − ρ5)

(1 − ρ3)

0(1)2(2)
(1 − ρ1)ρ4

(1 − ρ1)(1 − ρ4)

ρ3π1(1 − ρ1)

ρ1ρ4

ρ1(1 − ρ4)

ρ1(1 − ρ4)

ρ3π1ρ1 (1 − ρ4)

FIG. 6.24 – Chaîne de Markov équivalente au modèle de FIG. 6.11.

Et sa matrice de transition (les états étant dans l’ordre lexicographique).

P =

















(1 − ρ1)(1 − ρ4) 0 (1 − ρ1)ρ4 ρ1(1 − ρ4) 0 ρ1ρ4 0 0 0
0 (1 − ρ1)(1 − ρ4) (1 − ρ1)ρ4 0 ρ1(1 − ρ4) ρ1ρ4 0 0 0
0 0 (1 − ρ1) 0 0 ρ1 0 0 0
0 0 0 (1 − ρ4) 0 ρ4 0 0 0
0 0 0 0 (1 − ρ4) ρ4 0 0 0

ρ3π1(1 − ρ1) 0 0 ρ3π1ρ1 0 (1 − ρ3) ρ3π2 0 0
0 0 (1 − ρ2)ρ4ρ5 0 ρ2(1 − ρ4) ρ2ρ4 (1 − ρ2)(1 − ρ4) 0 (1 − ρ2)ρ4(1 − ρ5)
0 0 ρ4ρ5 0 0 0 0 (1 − ρ4) ρ4(1 − ρ5)
ρ3 0 (1 − ρ3)ρ5 0 0 0 0 0 (1 − ρ3)(1 − ρ5)

















(6.1)

6.5 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une définition formelle pour les réseaux d’automates stochas-
tiques à temps discret.

Tout d’abord, on a défini les notations de base d’un automate et d’un réseau d’automates.
À partir de ces définitions de base et de la matrice de transition locale de chaque automate,
on a introduit la définition d’automate complété et de réseaud’automates complétés. Un auto-
mate complété ou un réseau d’automates complétés inclut tous les transition définies pour un
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automate et aussi les transitions qui représentent lanon-occurrencede chaque événement. La
non-occurrenced’un événement a été représentée par l’ajout d’un événementcomplémentaire.

À partir d’un réseau d’automates complétés, on a formalisé l’automate global représenté par
le réseau d’automates. L’automate global nous a permis par la suite de définir la matrice de tran-
sition de la chaîne de Markov représentée par le modèle SAN. Ceci nous donne la sémantique,
en terme de processus aléatoire de l’évolution d’un modèle SAN à temps discret. Ce chapitre
clos la partie “définition” de la thèse.

La suite se concentre sur les aspects “représentation tensorielle” du formalisme SAN, plus
précisément de la matrice de transition et de la matrice de transition du processus de Markov
associé.



Chapitre 7

Algèbre tensorielle complexe (ATX)

Dans ce chapitre1, on va introduire l’Algèbre Tensorielle compleXe(ATX). Notre objectif
est de présenter les notations et propriétés de l’ATX afin de proposer une formule tensorielle
(voir Chapitre 8) pour le descripteur d’un Réseau d’Automates Stochastiques (SAN) à temps
discret.

L’Algèbre Tensorielle Complexe est définie par un opérateurmatriciel nomméproduit ten-
soriel complexe.

On remarque que les éléments et les couples d’éléments dans le contexte de ce chapitre sont
inspirés des notions d’événements et tuples de transitionsdéfinis pour les Réseaux d’Automates
Stochastiques (SAN) à temps discret (Chapitre 6). Par la suite nous ferons les identifications
nécessaires.

Dans ce qui suit, on va donner les notations et propriétés desopérateurs relatifs aux éléments
de matrice d’un produit tensoriel complexe (Section 7.1). Dans la section 7.2, on étend les
définitions de ces opérateurs et, finalement, dans la section7.3, on présente les définitions et
propriétés duproduit tensoriel complexede matrices.

7.1 Opérateurs

Dans cette section, on présente les opérateurs relatifs auxéléments des matrices d’un produit
tensoriel complexe. Typiquement, ces éléments sont les événements d’un modèle SAN, et dans
la suite on les appellera aussi événements.

Définition 7.1.1. Soit un ensemblĕE composé de deux types d’événements :actifs, notése ∈ E ,
et à tout événement actif est associé un événementcomplémentaire, notéē ∈ Ē , où Ĕ = E ∪ Ē .

1Les définitions et extensions des opérateurs présentées dans ce chapitre sont communes dans cette thèse et
dans [87].
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On remarque que les événementsactifssont tous les événementse de l’ensemble d’événements
E d’un modèle SAN et les événementscomplémentairessont tous lesévénements complémen-
taires ē de l’ensemble d’événements̄E .

On va introduire les définitions de deux événements particuliers deĔ .

Définition 7.1.2. On définit un événementnul, notéOĔ .

Définition 7.1.3. On définit un événementneutre, notéIĔ .

À tout événementactif etcomplémentaire, on donne une notion de priorité. Cette notion de
priorité adoptée pour les événements actifs e complémentaires est la même que celle employée
pour les événements d’un modèle SAN.

Définition 7.1.4. Soit un événemente ∈ E , on définit une priorité̺ e ∈ [1.. +∞[ associée à cet
événement telle que : quelque soite1, e2 ∈ E , e1 6= e2 ⇒ ̺e1 6= ̺e2 .

Définition 7.1.5. Un événement̄e ∈ Ē possède la même priorité̺e que son événement actif
correspondante ∈ E , i.e., la priorité̺ē = ̺e.

Notation : Dans la suite on définit trois opérateurs “·”, “ +” et “∗” sur l’ensemble d’événements
Ĕ . On noteE+ l’ensemble obtenu par toutes les expressions légales de cesopérateurs.E+ est
l’ensemble sur lequel opère ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on présente les notations et propriétés des opérateurs qui sont
associées aux événements d’ensembleĔ .

7.1.1 Opérateur de simultanéité

Définition 7.1.6. On définit sur l’ensemblĕE d’événements un opérateur, noté “·”. On appelle
cet opérateur deproduit de simultanéitéet on le définit par :

1. Soite1 ∈ Ĕ , e2 ∈ Ĕ , e1 · e2 est irréductibleet n’a un sens que si̺e1 < ̺e2 . avec cette
définition,e1 · e1 n’a pas de sens, ete1 · ē1 n’a pas de sens non plus ;

2. Pour l’événement nul :

∀e ∈ Ĕ , e · OĔ = OĔ

3. Pour l’événement neutre :

∀e ∈ Ĕ , e · IĔ = e

4. L’opérateur de simultanéité est un opérateurassociatif. Quels que soient les événements
e1, e2, e3 ∈ Ĕ tel que̺e1 < ̺e2 < ̺e3, alors

e1 · (e2 · e3) = (e1 · e2) · e3

Dans un modèle SAN, le produit de simultanéité est la représentation de l’occurrence si-
multanée de plusieurs événements dans une seule unité de temps.e1 · e1 n’a pas de sens, car
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l’événemente1 ne peut pas avoir lieu simultanément avec lui même. De même,e1 · ē1 n’a pas
de sens, car l’événemente1 et son événement complémentaireē1 ne peuvent pas avoir lieu
simultanément non plus.

Définition 7.1.7. Soients événements distincts dĕE , on écrit la forme itérée de l’opérateur de
simultanéité, appelécombinaison simultanée(cs), par la notation suivante :

cs =
s
·

i=1
ei = e1 · e2 · . . . · es, (7.1)

où les priorités sont telles que̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺es . On noteĔcs ⊆ Ĕ l’ensemble de facteurs
qui apparaissent dans la combinaison simultanéecs.

Définition 7.1.8. Soit cs la combinaison simultanéecs =
s
·

i=1
ei = e1 · e2 · . . . · es, on définit

cs−ej la combinaison simultanéecs où l’événementej est remplacé par l’événement neutreIĔ ,
i.e.,cs−ej = e1 · . . . · ej−1 · IĔ · ej+1 · . . . · es.

7.1.2 Opérateur de choix

Définition 7.1.9. On définit sur l’ensemblĕE un opérateur, noté “+”. On appelle cet opérateur
desomme de choixet on le définit par :

1. ∀e1, e2, e1 + e2 a un sens et est irréductible ;

2. Pour l’événement nul :

∀e ∈ Ĕ , e + OĔ = e

3. Pour l’événement neutre :

∀e ∈ Ĕ , e + IĔ est irréductible

4. L’opérateur de choix est un opérateur associatif et quelsque soient les événementse1, e2, e3 ∈
Ĕ , on a :

e1 + (e2 + e3) = (e1 + e2) + e3

5. L’opérateur de choix est un opérateur commutatif et quelsque soient les événements
e1, e2 ∈ Ĕ , on a :

e1 + e2 = e2 + e1

Dans un modèle SAN, la somme de choix est la représentation del’occurrence de plusieurs
événements qui peuvent déclencher une même transition. Parexemple, soit une transition de
l’état x vers l’étaty dans un modèle SAN, transition qui peut être déclenchée par l’événement
e1 ou par l’événemente2. Ceci en est représentée pare1 + e2.

Définition 7.1.10. Soientc événements dĕE , on écrit la forme itérée de l’opérateur de choix
avec la notation suivante :

c
+
i=1

ei = e1 + e2 + . . . + ec (7.2)
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7.1.3 Opérateur de concurrence

Définition 7.1.11.On définit sur l’ensemblĕE un opérateur, noté “∗”. On appelle cet opérateur
deproduit de concurrenceet on le définit par :

1. ∀e1, e2 ∈ Ĕ , e1 ∗ e2 existe et sie1 6= e2, alorse1 ∗ e2 estirréductible;

2. Pour l’événement nul :

∀e ∈ Ĕ , e ∗ OĔ = OĔ

3. Pour l’événement neutre :

∀e ∈ Ĕ , e ∗ IĔ = e

4. Soit un événemente ∈ Ĕ , on associe un degré d’idempotence entier, notéηe ∈ [1.. + ∞[,
tel que l’on ait les propriétés suivantes :

∀e ∈ E , ∀i, 1 ≤ i < ηe e ∗ e ∗ . . . ∗ e
︸ ︷︷ ︸

i fois

= OĔ (7.3)

∀e ∈ Ē , ∀i, 1 ≤ i < ηe e ∗ e ∗ . . . ∗ e
︸ ︷︷ ︸

i fois

= IĔ (7.4)

∀e ∈ Ĕ , i = ηe e ∗ e ∗ . . . ∗ e
︸ ︷︷ ︸

i fois

= e (7.5)

∀i, i > ηe e ∗ e ∗ . . . ∗ e
︸ ︷︷ ︸

i fois

n’a pas de sens (7.6)

5. L’opérateur de concurrence est un opérateur associatif et quels que soient les événements
e1, e2, e3 ∈ Ĕ ,

e1 ∗ (e2 ∗ e3) = (e1 ∗ e2) ∗ e3

6. L’opérateur de concurrence est un opérateur commutatif et quels que soient les événe-
mentse1, e2 ∈ Ĕ ,

e1 ∗ e2 = e2 ∗ e1

7. L’opérateur deconcurrence“ ∗” est distributif sur l’opérateur dechoix “ +” et quels que
soient les événementse1, e2, e3 ∈ Ĕ ,

e1 ∗ (e2 + e3) = (e1 ∗ e2) + (e1 ∗ e3)

Dans un modèle SAN, le produit de concurrence est la représentation de l’occurrence dans
la même unité de temps d’événements dans différents automates. Par exemple,e1∗e2 représente
l’occurrence de l’événemente1 dans un automateet l’occurrence de l’événemente2 dans un
autre automate dans la même unité de temps.

Dans la propriété(4) de la définition 7.1.11 sont présentées les propriétés d’un produit de
concurrence relatif au degré d’idempotence d’un événement. Le degré d’idempotence sera mis
en relation avec le nombre d’automates concernés par un événement dans un modèle SAN.
Pour un événement synchronisant concernantηe automates, celui-ci ne pourra avoir lieu que si
e ∗ e ∗ . . . ∗ e
︸ ︷︷ ︸

ηe fois

.
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Définition 7.1.12. Soientp événements dĕE , on écrit la forme itérée de l’opérateur de concur-
rence avec la notation suivante :

p
∗

i=1
ei = e1 ∗ e2 ∗ . . . ∗ ep (7.7)

Dans un modèle SAN à temps discret, où plusieurs événements peuvent avoir lieu simul-
tanément dans un même automate, les facteurs d’un produit deconcurrence peuvent être des
combinaisons simultanées au lieu de “simples” événements de Ĕ .

Définition 7.1.13. Soientp combinaisons simultanées(csi)
p
i=1, on appellecc la combinaison

concurrentedes(csi)
p
i=1 :

cc =
p
∗

i=1
csi = cs1 ∗ cs2 ∗ . . . ∗ csp (7.8)

Les facteurs d’une combinaison concurrente sont des combinaisons simultanées qui représen-
tent le produit de simultanéité d’événements dans un même automate. On remarque qu’un
événemente1 ∈ Ĕ peut être interprété comme une combinaison simultanéecs d’un seul événe-
ment (s = 1), i.e., Ĕcs = {e1}.

Définition 7.1.14. Soit un événemente ∈ Ĕ et une combinaison concurrentecc, on définit
Oe(cc) le nombre de fois que l’événemente apparaît dans les combinaisons simultanées (cs) de
cc.

Dans le contexte des SAN, soit une combinaison concurrente et un événement, on cherche
le nombre de fois que l’identificateur de cet événement apparaît dans les combinaisons simul-
tanées de la combinaison concurrente. On remarque quee apparaît au plus une fois dans chaque
cc.

Propriété 7.1.1.Soit un événemente ∈ Ĕ de degré d’idempotenceηe, une combinaison concur-
rentecc = cs1 ∗ . . . ∗ csp avecp combinaisons simultanées et unOe(cc) donné, alors le produit
de concurrence “∗” a les propriétés suivantes :

• cc = cs1 ∗ . . . ∗ csp
︸ ︷︷ ︸

Oe(cc)=ηe

= e · (cs′1 ∗ . . . ∗ cs′p) cs′i =

{

csi si e 6∈ Ĕcsi

cs−e
i si e ∈ Ĕcsi

(7.9)

• cc = cs1 ∗ . . . ∗ csp
︸ ︷︷ ︸

Oe(cc)<ηe

= cs′1 ∗ . . . ∗ cs′p si e ∈ Ē et cs′i =

{

csi si e 6∈ Ĕcsi

cs−e
i si e ∈ Ĕcsi

(7.10)

• cc = cs1 ∗ . . . ∗ csp
︸ ︷︷ ︸

Oe(cc)<ηe

= OĔ si e ∈ E (7.11)

La propriété 7.1.1 est une extension de la propriété (4) de la définition de l’opérateur “∗”
(Définition 7.1.11), où les facteurs d’un produit de concurrence sont des combinaisons simul-
tanées au lieu de simples événements deĔ .
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7.2 Extension de ces opérateurs

Dans cette section, on va étendre les définitions et propriétés des opérateurs présentés dans
la section précédente.

Les opérateurs présentés dans la section 7.1 sont appliquésaux éléments de l’ensemblĕE .
Dans cette section, au lieu d’utiliser les éléments deĔ , on présente l’extension des opérateurs
pour lescouples d’éléments. Les couples d’éléments sont typiquement les couples de transitions
d’un modèle SAN, comprenant un événement et une probabilitéde routage. Désormais, on va
utiliser tuples de transitionspour faire référence auxcouples d’éléments.

Définition 7.2.1.SoitT̆ l’ensemble des tuples de transitions(e, πe(x, y)), oùe ∈ Ĕ etπe(x, y) ∈
[0, 1] est une probabilité, fonction dex ety, oùx ety appartiennent à un espaceS.

Un tuple de transition(e, πe(x, y)) représente typiquement une transition de l’étatx vers
l’état y déclenchée par l’événemente avec la probabilité de routageπe(x, y) dans un automate
d’un modèle SAN,x ety appartenant à l’espace d’étatS de l’automate.

Notons qu’un même événemente ∈ Ĕ peut être associé à plusieurs tuples de transitions de
T̆ , i.e., soit un événemente ∈ Ĕ , (e, πe(x, y)) ∈ T̆ et (e, πe(z, w)) ∈ T̆ sont deux tuples de
transitions distincts de l’événemente si x 6= z ouy 6= w.

Définition 7.2.2. On définit un tuple de transitionnul (OĔ , 0), notéOT̆ .

Définition 7.2.3. On définit un tuple de transitionneutre(IĔ , 1), notéIT̆ .

Notation : Dans la suite on définit trois opérateurs “·”, “ +” et “∗” sur l’ensemble de tuples de
transitionsT̆ . On noteT + l’ensemble obtenu par toutes les expressions légales de cesopéra-
teurs.T + est l’ensemble sur lequel opère ces trois opérateurs.

Dans les sections suivantes, on va présenter les notations et propriétés des opérateurs “·”,
“+” et “∗” pour les tuples de transitions de l’ensembleT̆ . Ces notations et propriétés sont des
extensions des notations et propriétés présentées dans lessections précédentes.

7.2.1 Extension de l’opérateur de simultanéité

Définition 7.2.4. On définit sur l’ensemble de tuples de transitionsT̆ l’opérateur desimul-
tanéité, noté “·”. Cet opérateur est défini par :

1. Soit(e1, πe1(x1, y1)) ∈ T̆ , (e2, πe2(x2, y2)) ∈ T̆ ,

(e1, πe1(x1, y1)) · (e2, πe2(x2, y2)) est irréductible et n’a un sens que si̺e1 < ̺e2

et y1 = x2. On remarque que(e1, πe1(x1, y1)) · (e1, πe1(x1, y1)) n’a pas de sens, et
(e1, πe1(x1, y1)) · (ē1, πē1(x1, y1)) n’a pas de sens non plus ;
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2. Pour le tuple de transition nul :

∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) · OT̆ = OT̆

3. Pour le tuple de transition neutre :

∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) · IT̆ = (e, πe(x, y))

4. L’opérateur de simultanéité est un opérateurassociatif. Quels que soient les tuples de
transitions(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)), (e3, πe3(x3, y3)) ∈ T̆ tel que̺e1 < ̺e2 <
̺e3 ety1 = x2 ety2 = x3, alors

(e1, πe1(x1, y1)) ·
[

(e2, πe2(x2, y2)) · (e3, πe3(x3, y3))
]

=

[

(e1, πe1(x1, y1)) · (e2, πe2(x2, y2))
]

· (e3, πe3(x3, y3))

Définition 7.2.5. Soients tuples de transitions dĕT , on écrit la forme itérée de l’opérateur de
simultanéité, appelécombinaison simultanée de couples(csc), avec la notation suivante :

csc =
s
·

i=1
(ei, πei

(xi, yi)) = (e1, πe1(x1, y1)) · (e2, πe2(x2, y2)) · . . . · (es, πes(xs, ys)), (7.12)

où les priorités sont telle que̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺es et ∀i ∈ [1..s − 1], yi = xi+1. On
note T̆csc ⊆ T̆ l’ensemble des facteurs qui apparaissent danscsc et Ĕcsc ⊆ Ĕ l’ensemble des
événements qui apparaissent danscsc.

Définition 7.2.6. Soit csc la combinaison simultanée de couplescsc =
s
·

i=1
(ei, πei

(xi, yi)) =

(e1, πe1(x1, y1)) · (e2, πe2(x2, y2)) · . . . · (es, πes(xs, ys)), on définitcsc−ej la combinaison si-
multanée de couplescsc où le tuple de la transition(ej , πej

(xj , yj)) est remplacé par le tuple
de transition neutreIT̆ , i.e., csc−ej = (e1, πe1(x1, y1)) · . . . · (ej−1, πej−1

(xj−1, yj−1)) · IT̆ ·
(ej+1, πej+1

(xj+1, yj+1)) · . . . · (es, πes(xs, ys)).

7.2.2 Extension de l’opérateur de choix

Définition 7.2.7. On définit sur l’ensemble de tuples de transitionsT̆ l’opérateur dechoix, noté
“ +”. Cet opérateur est défini par :

1. ∀(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)) ∈ T̆ ,

(e1, πe1(x1, y1)) + (e2, πe2(x2, y2)) a un sens et est irréductible ;

2. Pour le tuple de transition nul :

∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) + OT̆ = (e, πe(x, y))

3. Pour le tuple de transition neutre :

∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) + IT̆ est irréductible

4. L’opérateur de choix est un opérateurassociatif. Quels que soient les tuples de transitions
(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)), (e3, πe3(x3, y3)) ∈ T̆ , alors
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(e1, πe1(x1, y1)) +
[

(e2, πe2(x2, y2)) + (e3, πe3(x3, y3))
]

=

[

(e1, πe1(x1, y1)) + (e2, πe2(x2, y2))
]

+ (e3, πe3(x3, y3))

5. L’opérateur de choix est un opérateurcommutatif, quels que soient les tuples de transi-
tions(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)) ∈ T̆ ,

(e1, πe1(x1, y1)) + (e2, πe2(x2, y2)) = (e2, πe2(x2, y2)) + (e1, πe1(x1, y1))

Définition 7.2.8. Soientc tuples de transitions dĕT , on définit la forme itérée de l’opérateur
de choix avec la notation suivante :

c
+
i=1

(ei, πei
(xi, yi)) = (e1, πe1(x1, y1)) + (e2, πe2(x2, y2)) + . . . + (ec, πec(xc, yc)) (7.13)

7.2.3 Extension de l’opérateur de concurrence

Définition 7.2.9. On définit sur l’ensemble de tuple de transitionsT̆ l’opérateur deconcur-
rence, noté “∗”. Cet opérateur est défini par :

1. ∀(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)) ∈ T̆ , (e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2)) existe et
si e1 6= e2, alors(e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2)) estirréductible;

2. Pour le tuple de transition nul :
∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) ∗ OT̆ = OT̆

3. Pour le tuple de transition neutre :
∀(e, πe(x, y)) ∈ T̆ , (e, πe(x, y)) ∗ IT̆ = (e, πe(x, y))

4. Soit un événemente ∈ Ĕ etn tuples de transitions(e, πe(x
(j), y(j))) ∈ T̆ (où j ∈ [1..n] et

x(j), y(j) sont les paramètres de la probabilité duj-ème tuple de transition), on associe un
degré d’idempotence entier, notéηe ∈ [1.. + ∞[, tel que on ait les propriétés suivantes :

∀i, 1 ≤ i < ηe (e, πe(x
(1), y(1))) ∗ . . . ∗ (e, πe(x

(n), y(n)))
︸ ︷︷ ︸

i fois

= OT̆ si e ∈ E (7.14)

∀i, 1 ≤ i < ηe (e, πe(x
(1), y(1))) ∗ . . . ∗ (e, πe(x

(n), y(n)))
︸ ︷︷ ︸

i fois

= IT̆ si e ∈ Ē (7.15)

i = ηe (e, πe(x
(1), y(1))) ∗ . . . ∗ (e, πe(x

(n), y(n)))
︸ ︷︷ ︸

i fois

= (e,
n

Π
j=1

πe(x
(j), y(j))) (7.16)

∀i > ηe (e, π(x
(1), y(1))) ∗ . . . ∗ (e, πe(x

(n), y(n)))
︸ ︷︷ ︸

i fois

n’a pas de sens(7.17)

5. L’opérateur de concurrence est un opérateurassociatif. Quels que soient les tuples de
transitions(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)), (e3, πe3(x3, y3)) ∈ T̆ , alors

(e1, πe1(x1, y1)) ∗
[

(e2, πe2(x2, y2)) ∗ (e3, πe3(x3, y3))
]

=

[

(e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2))
]

∗ (e3, πe3(x3, y3))
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6. L’opérateur de concurrence est un opérateur commutatif,quels que soient les tuples de
transitions(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)) ∈ T̆ ,

(e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2)) = (e2, πe2(x2, y2)) ∗ (e1, πe1(x1, y1))

7. L’opérateur deconcurrence“ ∗” est distributif sur l’opérateur dechoix “ +”, i.e., soient
les tuples de transitions(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)), (e3, πe3(x3, y3)) ∈ T̆ ,

(e1, πe1(x1, y1)) ∗
[

(e2, πe2(x2, y2)) + (e3, πe3(x3, y3))
]

=

[

(e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2))
]

+
[

(e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e3, πe3(x3, y3))
]

Définition 7.2.10. Soientp tuples de transitions dĕT , on définit la forme itérée de l’opérateur
de concurrence avec la notation suivante :

p
∗

i=1
(ei, πei

(xi, yi)) = (e1, πe1(x1, y1)) ∗ (e2, πe2(x2, y2)) ∗ . . . ∗ (ec, πec(xc, yc)) (7.18)

Définition 7.2.11. Soientp combinaisons simultanées de couples(csci)
p
i=1 , on appelleccc la

combinaison concurrente de couplesdes(csci)
p
i=1 :

ccc =
p
∗

i=1
csci = csc1 ∗ csc2 ∗ . . . ∗ cscp (7.19)

Définition 7.2.12.Soit un événemente ∈ Ĕ et une combinaison concurrente de couplesccc, on
définitOe(ccc) le nombre de fois que l’événemente apparaît dans les combinaisons simultanées
de couples (csc) deccc.

Propriété 7.2.1. Soit un événemente ∈ Ĕ de degré d’idempotenceηe, une combinaison con-
currente de couplesccc = csc1 ∗ . . . ∗ cscp avecp combinaisons simultanées de couples et un
Oe(ccc) donné, alors le produit de concurrence “∗” a les propriétés suivantes :

1. ccc = csc1 ∗ . . . ∗ cscp
︸ ︷︷ ︸

Oe(ccc)=ηe

= (e, Π
i∈[1..p]/e∈Ĕcsci

πe(x
(i), y(i))) · (csc′1 ∗ . . . ∗ csc′p)

si e ∈ Ĕ et csc′i =

{

csci si e 6∈ Ĕcsci

csc−e
i si e ∈ Ĕcsci

(7.20)

2. ccc = csc1 ∗ . . . ∗ cscp
︸ ︷︷ ︸

Oe(ccc)<ηe

= csc′1 ∗ . . . ∗ csc′p

si e ∈ Ē et csc′i =

{

csci si e 6∈ Ĕcsci

csc−e
i si e ∈ Ĕcsci

(7.21)

3. ccc = csc1 ∗ . . . ∗ cscp
︸ ︷︷ ︸

Oe(ccc)<ηe

= OT̆ si e ∈ E
(7.22)
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7.3 Produit Tensoriel Complexe

Dans cette section, on va présenter les définitions et notations pour leproduit tensoriel
complexe. Le produit tensoriel complexe est un opérateur matriciel.Les éléments des matrices
qui sont les facteurs d’un produit tensoriel complexe sont des tuples de transitions combinés sur
un ensemblĕT .

Définition 7.3.1. On appellecombinaison complexesur T̆ une forme “multi-linéaire” du
type :

cx =
n
+
i=1

pi

·
j=1

(eij , πeij
(xij , yij))

Par exemple,(e1, πe1(x1, y1)) · (e2, πe2(x2, y2)) + (e3, πe3(x3, y3)) · (e4, πe4(x4, y4)) est une
combinaison complexe composée par les tuples de transition(e1, πe1(x1, y1)), (e2, πe2(x2, y2)), (e3, πe3(x3, y3))
et (e4, πe4(x4, y4)).

Définition 7.3.2. On appelle matrice complexe sur̆T une matrice dont les éléments sont des
combinaisons complexes surT̆ .

✍ Soit

A une matrice complexe carrée2 ;

nA la dimension de la matrice complexeA ;

aij la combinaison complexe de la lignei et la colonnej de la matrice com-
plexeA ;

a[ik],[jl] la combinaison complexe de la lignek du i-ème bloc horizontal et la
colonnel du j-ème bloc vertical de la matrice complexeA.

Le produit de concurrence de deux matrices complexesA etB de dimensions (nA × nA) et
(nB × nB) respectivement est une matrice de dimensions (nA × nB).

Définition 7.3.3. On appelle produit de concurrence de deux matrices complexes A et B la
matrice complexeC = A ∗ B de dimensionsnA × nB dont les éléments sont définis par :

i ∈[1..nA], l ∈ [1..nB],

cil =
nA

+
r=1

(air ∗ brl)
(7.23)

Par exemple, soient deux matrices complexesA etB :

2On se restreint ici pour nos besoin à des matrices carrées, mais l’opérateur du produit tensoriel complexe peut
être utilisé par des matrices non-carrées.
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A =

(
a11 a12

a21 a22

)

B =

(
b11 b12

b21 b22

)

Le produit de concurrencedéfini parC = A ∗ B est égal à :

C =











a11 ∗ b11 a11 ∗ b12

+ +
a12 ∗ b21 a12 ∗ b22

a21 ∗ b11 a21 ∗ b12

+ +
a22 ∗ b21 a22 ∗ b22











Le produit tensoriel complexe de deux matrices complexesA etB de dimensions (nA ×nA)
et (nB ×nB) respectivement est une matrice de dimensions (nAnB ×nAnB). Cette matrice peut
être vue comme une matrice avecnA × nA blocs, chacun de dimensionnB × nB. La définition
de chacun des éléments de la matrice résultante est faite en précisant à quel bloc l’élément
appartient et sa position interne dans le bloc.

Définition 7.3.4. On appelle produit tensoriel complexe de deux matrices complexesA etB la
matrice complexeM = A⊛B de dimensionnM = nA×nB dont les éléments sont définis par :

m[ik],[jl] = aij ∗ bkl aveci ∈ [1..nA], j ∈ [1..nA], k ∈ [1..nB] et l ∈ [1..nB] (7.24)

Il est intéressant de remarquer que les éléments de la matrice complexeM = A ⊛ B sont
desproduits de concurrence(Définition 7.2.9) des combinaisons complexes des matricesA et
B.

Par exemple, soient deux matrices complexesA etB :

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

B =





b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33





Le produit tensoriel complexedéfini parC = A ⊛ B est égal à :

C =

(
a11 ∗ B a12 ∗ B
a21 ∗ B a22 ∗ B

)
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C =











a11 ∗ b11 a11 ∗ b12 a11 ∗ b13 a12 ∗ b11 a12 ∗ b12 a12 ∗ b13

a11 ∗ b21 a11 ∗ b22 a11 ∗ b23 a12 ∗ b21 a12 ∗ b22 a12 ∗ b23

a11 ∗ b31 a11 ∗ b32 a11 ∗ b33 a12 ∗ b31 a12 ∗ b32 a12 ∗ b33

a21 ∗ b11 a21 ∗ b12 a21 ∗ b13 a22 ∗ b11 a22 ∗ b12 a22 ∗ b13

a21 ∗ b21 a21 ∗ b22 a21 ∗ b23 a22 ∗ b21 a22 ∗ b22 a22 ∗ b23

a21 ∗ b31 a21 ∗ b32 a21 ∗ b33 a22 ∗ b31 a22 ∗ b32 a22 ∗ b33











Dans cet exemple, l’élémentc53 (i.e., l’élémenta21 ∗b23) est dans le bloc(2, 1) et sa position
interne dans ce bloc est(2, 3).

Définition 7.3.5. On appelleIn la matrice identité complexe de dimensionn telle que l’élément
δij (i.e., l’élément dans la lignei et la colonnej de cette matrice) est égal à l’élément neutreIT̆
(si i = j) ou égal à l’élément nulOT̆ (si i 6= j), où i ∈ [1..n] et j ∈ [1..n].

Un cas spécifique de produit tensoriel complexe est le produit tensoriel complexe d’une
matrice complexe carrée par une matrice identité complexe.On appelle ce produit defacteur
normal. Par exemple, soit la matrice complexeA et une matrice identité complexeI3 :

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

I3 =





IT̆ OT̆ OT̆

OT̆ IT̆ OT̆

OT̆ OT̆ IT̆





Le facteur normalA ⊛ I3 est égal à :









a11 ∗ I
T̆

a11 ∗ O
T̆

a11 ∗ O
T̆

a12 ∗ I
T̆

a12 ∗ O
T̆

a12 ∗ O
T̆

a11 ∗ O
T̆

a11 ∗ I
T̆

a11 ∗ O
T̆

a12 ∗ O
T̆

a12 ∗ I
T̆

a12 ∗ O
T̆

a11 ∗ O
T̆

a11 ∗ O
T̆

a11 ∗ I
T̆

a12 ∗ O
T̆

a12 ∗ O
T̆

a12 ∗ I
T̆

a21 ∗ I
T̆

a21 ∗ O
T̆

a21 ∗ O
T̆

a22 ∗ I
T̆

a22 ∗ O
T̆

a22 ∗ O
T̆

a21 ∗ O
T̆

a21 ∗ I
T̆

a21 ∗ O
T̆

a22 ∗ O
T̆

a22 ∗ I
T̆

a22 ∗ O
T̆

a21 ∗ O
T̆

a21 ∗ O
T̆

a21 ∗ I
T̆

a22 ∗ O
T̆

a22 ∗ O
T̆

a22 ∗ I
T̆









=









a11 O
T̆

O
T̆

a12 O
T̆

O
T̆

O
T̆

a11 O
T̆

O
T̆

a12 O
T̆

O
T̆

O
T̆

a11 O
T̆

O
T̆

a12

a21 O
T̆

O
T̆

a22 O
T̆

O
T̆

O
T̆

a21 O
T̆

O
T̆

a22 O
T̆

O
T̆

O
T̆

a21 O
T̆

O
T̆

a22









Le facteur normalI3 ⊛ A est égal à :









I
T̆
∗ a11 I

T̆
∗ a12 O

T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12 O

T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12

I
T̆
∗ a21 I

T̆
∗ a22 O

T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22 O

T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22

O
T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12 I

T̆
∗ a11 I

T̆
∗ a12 O

T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12

O
T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22 I

T̆
∗ a21 I

T̆
∗ a22 O

T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22

O
T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12 O

T̆
∗ a11 O

T̆
∗ a12 I

T̆
∗ a11 I

T̆
∗ a12

O
T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22 O

T̆
∗ a21 O

T̆
∗ a22 I

T̆
∗ a21 I

T̆
∗ a22









=









a11 a12 O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

a21 a22 O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

a11 a12 O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

a21 a22 O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

a11 a12

O
T̆

O
T̆

O
T̆

O
T̆

a21 a22
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7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté l’algèbre tensorielle complexe (ATX) et ses propriétés. Ces
propriétés seront utilisées dans le chapitre 8 pour la définition d’une formule tensorielle pour le
formalisme des Réseaux d’Automates Stochastiques (SAN) à temps discret.
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-



Chapitre 8

Descripteur discret

La modélisation de systèmes complexes sur une échelle de temps discret est telle que
plusieurs événements peuvent avoir lieu dans une même unitéde temps. Une des grandes diffi-
cultés de la modélisation de ces systèmes n’est pas seulement de déterminer toutes les combi-
naisons possibles de tels événements (dans la même unité de temps), mais aussi de résoudre les
cas de conflits lorsque le tirage d’un événement amène à un état où un autre n’est plus réalisable
(dans la même unité de temps).

Dans ce chapitre1, on va proposer une façon compacte de représenter les transitions d’un
modèle SAN à temps discret, utilisant une représentation tensorielle complexe dénomméede-
scripteur discret. La représentation tensorielle complexe du descripteur discret est basée sur
l’algèbre tensorielle complexe définie dans le chapitre 7.

Dans la section 8.1, on va reprendre la définition de l’automate global d’un modèle SAN à
temps discret afin de réécrire sa matrice de transition globale G de façon à préparer la preuve
d’égalité entre le descripteur discret et cette matrice. Onprésente dans la section 8.2 les matrices
utilisées pour le descripteur discret. Ensuite, dans la section 8.3, on présente le descripteur
discret d’un modèle SAN et la preuve d’égalité avec la matrice de transition de l’automate
global de ce modèle. Enfin, dans la section 8.4, on présente unexemple d’un modèle SAN afin
d’illustrer l’obtention du descripteur discret du modèle.

8.1 Automate global

Un modèle SAN est une façon modulaire de représenter l’automate global qui décrit le
comportement de l’ensemble du réseau d’automates. On considère un modèle SAN tel que
défini dans la définition 6.2.16 (page 102).

✍ Rappelons

1Les définitions et notations nécessaires à définir le descripteur discret sont communes dans cette thèse et dans
[87].
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L(x̃, ỹ) l’ensemble de chaînes de transitions globalesg ∈ Lpot(x̃) tel quex̃1g = x̃
et ỹCg = ỹ, où Cg est le nombre de chaînons de transition globale de la
chaîne de transitions globalesg.

Comme on l’a présenté dans le chapitre 6 (Définition 6.3.4, page 108), soit un SAN com-
plété(Ĕ , Ă(i),S,F), où i ∈ [1..N ]. Alors, l’automate globalA est défini par :

1. l’ensemble d’étatsS =
∏N

i=1 S
(i) ;

2. l’ensemble d’événements̆E ;

3. la fonction d’atteignabilitéF ;

4. la matrice de transition globaleG : S × S → L, telle que :

∀x̃ ∈ S, ∀ỹ ∈ S

G(x̃, ỹ) =
⋃

∀g∈L(x̃,ỹ)

{g}

On rappelle que l’objet mathématique qui décrit l’automateglobal n’est pas le même que
celui d’un automate local d’un modèle SAN. Dans un automate local, les éléments de transition
de la matrice de transition contiennent un ensemble destuples de transitions locales(e, π(x, y)),
où l’occurrence de n’importe quel événement de l’élément detransition déclenche la transition.
Dans l’automate global, les éléments de transition de la matrice de transition contiennent un en-
semble dechaînes de transitions globales{(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . , (x̃C , ỹC , eC , ΠeC

(x̃C , ỹC))},
où tous les événements associés aux chaînons de cette chaînedoivent avoir lieu pour que la tran-
sition se réalise.

✍ Notation

(e, Πe(x̃, ỹ)) le tuple de transition globale de l’état globalx̃ vers l’état global̃y corre-
spondant au chaînon de transition globale(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)).

Définition 8.1.1. Soit une chaîne de transitions globalesg = {(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . ,
(x̃Cg , ỹCg , eCg , ΠeCg

(x̃Cg , ỹCg))} composée deCg chaînons de transitions globales, on peut représen-
ter cette chaîne par un produit de simultanéité de tuples de transition globale, où un tuple de
transition globale est typiquement un couple2 composé par l’identificateur de l’événement du
chaînon et de la probabilité de routage globale de ce chaînon. Par extension, on pourra écrireg
de deux façon différentes, sous forme de chaîne de transitions globales ou sous forme de produit
de simultanéité :

g = {(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . , (x̃Cg , ỹCg , eCg , ΠeCg
(x̃Cg , ỹCg))} (8.1)

où bien

g =
Cg

·
i=1

(
ei, Πei

(x̃i, ỹi)) (8.2)

2On remarque que la représentation d’un chaînon de transition globale par un tuple de transition glob-
ale mantient tout les informations nécessaires pour l’enchaînement puisque on conserve les connaissances des
paramètres̃xi et ỹi deΠei

(x̃i, ỹi).
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Pour la démonstration de la preuve d’égalité entre la matrice de transition de l’automate
global et le descripteur discret d’un modèle SAN, on va réécrire la matrice de transitionG
de l’automate global en utilisant l’algèbre tensorielle complexe comme le permet la définition
précédente. Dans cette réécriture, l’union des chaînes de transitions globales sera unesomme
de choixde l’algèbre tensorielle complexe et unechaîne de transitions globalessera unecom-
binaison simultanéede transitions globales,i.e. :

∀x̃ ∈S, ∀ỹ ∈ S

G(x̃, ỹ) = +
∀g∈L(x̃,ỹ)

Cg

·
i=1

(

eig , Πeig
(x̃ig , ỹig)

) (8.3)

Cette nouvelle vision en utilisant l’algèbre tensorielle complexe sur les éléments de la ma-
trice de transition d’un modèle SAN prépare la démonstration d’égalité dans la section 8.3 entre
la matrice de transition de l’automate global et le descripteur discret de ce modèle.

Dans la section suivante, on va donner les définitions et notations des matrices d’événements
utilisées pour le descripteur discret.

8.2 Matrices d’événements

Comme on l’a dit précédemment, plusieurs événements peuvent avoir lieu dans une même
unité de temps dans un même automate. Les matrices d’événements représentent les possibil-
ités d’occurrence de plusieurs événements à partir d’un état local du modèle. L’occurrence de
plusieurs événements dans un même automate et dans une même unité de temps est représenté
par unechaîne de transitions locales. On reprend maintenant quelques notations utilisées dans
le chapitre 6 afin de présenter la définition des chaînes de transitions locales.

✍ Notation

T (i) l’ensemble des tuples de transition de l’automate complétéĂ(i), où i ∈
[1..N ] etT (i) ⊆ T ;

T (i)
e l’ensemble des tuples de transition de l’automate complétéĂ(i) déclenchés

par l’événemente, où i ∈ [1..N ] etT (i)
e ⊆ T (i) ;

(e, πe(x
(i), y(i))) le tuple de transition deT (i)

e qui représente la transition de l’état local
x(i) ∈ S(i) vers l’état localy(i) ∈ S(i) de l’automate complété̆A(i) dé-
clenchée par l’événemente avec la probabilité de routageπe(x

(i), y(i)) ;

ǫ un sous-ensemble d’événements deĔ ;
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T (i)
ǫ l’union desT (i)

e oùe ∈ ǫ ; C’est-à-direT (i)
ǫ = ∪

e∈ǫ
T (i)

e .

Définition 8.2.1. Soit un ensemble d’évènementsǫ et un automate complété̆A(i), on appelle
chaîne de transitions localessurǫ, une liste ordonnée{(e1, πe1(x

(i)
1 , y

(i)
1 )), . . . , (eC , πeC

(x
(i)
C , y

(i)
C ))}

composée deC tuples de transition locale deT (i)
ǫ , qui respectent les règles suivantes :

1. ̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺eC

2. ∀j ∈ [2..C]

x
(i)
j = y

(i)
j−1

3. ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺e < ̺e1 ety(i) = x
(i)
1

4. ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺eC
< ̺e etx(i) = y

(i)
C

5. ∀j ∈ [1..C − 1], ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺ej
< ̺e < ̺ej+1

ety(i)
j = x(i)

Les chaînes de transitions locales d’intérêt sont les chaînes qui prennent leurs événe-
ments dans un ensembleǫ = pot(x(i)) et qui réalisent un enchaînement maximal de tuples
de transitions locales des événements potentiellement réalisables à partir d’un état x(i).

De façon similaire aux chaînes de transitions globales, on peut représenter une chaîne de
transitions locales par un produit de simultanéité de ses tuples de transitions locales.

Définition 8.2.2.Soit une chaîne de transitions localesl = {(e1, πe1(x
(i)
1 , y

(i)
1 )), . . . , (eCl

, πeC
(x

(i)
Cl

, y
(i)
Cl

))}

composée deCl tuples de transitions locales de l’automate complétéĂ(i), on peut représenter
cette chaîne par un produit de simultanéité de ses tuples de transition. Alors, la chaîne de tran-
sitions localesl peut être exprimée par une chaîne de transitions locales ou par un produit de
simultanéité :

l = {(e1, πe1(x
(i)
1 , y

(i)
1 )), . . . , (eCl

, πeC
(x

(i)
Cl

, y
(i)
Cl

))} (8.4)

ou bien,

l =
Cl
·

j=1
(ej , πej

(x
(i)
j , y

(i)
j )) (8.5)

Dans FIG. 8.1, on présente un exemple d’un automate complétéĂ(1). Cet automate possède
trois états, quatre événements (e1, e2, e3, et e5) et quatre événements complémentaires (ē1, ē2,
ē3, et ē5).

Pour l’automate complété̆A(1) présenté dans FIG. 8.1, pour chaque état localx(i) ∈ S(i)

de l’automate, on a l’ensemble d’événementsǫ = pot(x(i)) (voir Définition 6.2.8). À partir de
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ē2

ē5

ē3

2(1)

0(1)

1(1) e1

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)
e1

Ă(1)

ē1

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e5 ρ5 5

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 3
ē2 1 − ρ2 1
ē3 1 − ρ3 2
ē5 1 − ρ5 5

ē1

ē3

FIG. 8.1 – Exemple d’un automate complété

l’ensemble d’événementsǫ relatif à chaque état de l’automate complétéĂ(1), on peut obtenir
pour cet automate les chaînes de transitions locales présentées dans TAB. 8.1.

Utilisant les chaînes de transitions locales, pour chaque automate complété̆A(i) d’un modèle
SAN, on peut obtenir unematrice d’événementsP (i). Les éléments d’une matrice d’événe-
mentsP (i) sont des produits de simultanéité des tuples de transition des chaînes de transi-
tions locales.

✍ Notation

L(i)
ǫ l’ensemble des chaînes de transitions locales de l’ensemble d’événements

ǫ de l’automate complété̆A(i). On s’intéressera typiquement à unǫ de type
pot(x(i)) ;

L(i)(x(i), y(i)) l’ensemble de chaînes de transitions localesl ∈ L(i)

pot(x(i))
tel quex(i)

1l
= x(i)

ety(i)
Cl

= y(i), oùCl est le nombre de tuples de transition locale de la chaîne
de transitions localesl ;

ejl
l’événement duj-ème tuple de transition de la chaîne de transitions locales
l ;

πejl
(x

(i)
jl

, y
(i)
jl

) la probabilité de routage pour la transition de l’état localx
(i)
jl

∈ S(i) vers

l’état localy(i)
jl

∈ S(i) de l’automate complété̆A(i) déclenchée par l’événe-
mentejl

du j-ème tuple de transition de la chaîne de transitions localesl.

Définition 8.2.3. Les éléments de la matrice locale d’événementsP (i) de l’automate complété
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État de départ0(1) ; ǫ = pot(0(1)) = {e1, ē1}

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

0(1) {(ē1, πē1(0
(1), 0(1)))}

1(1) {(e1, πe1(0
(1), 1(1)))}

État de départ1(1) ; ǫ = pot(1(1)) = {e3, ē3, e1, ē1}

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

0(1) {(e3, πe3(1
(1), 0(1))); (ē1, πē1(0

(1), 0(1)))}
1(1) {(e3, πe3(1

(1), 0(1))); (e1, πe1(0
(1), 1(1)))}

1(1) {(ē3, πē3(1
(1), 1(1)))}

2(1) {(e3, πe3(1
(1), 2(1)))}

État de départ2(1) ; ǫ = pot(2(1)) = {e2, ē2, e3, ē3, e5, ē5}

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

0(1) {(e2, πe2(2
(1), 1(1))); (e3, πe3(1

(1), 0(1)))}
0(1) {(e2, πe2(2

(1), 1(1))); (e3, πe3(1
(1), 2(1))); (e5, πe5(2

(1), 0(1)))}
0(1) {(ē2, πē2(2

(1), 2(1))); (e3, πe3(2
(1), 0(1)))}

0(1) {(ē2, πē2(2
(1), 2(1))); (ē3, πē3(2

(1), 2(1))); (e5, πe5(2
(1), 0(1)))}

1(1) {(e2, πe2(2
(1), 1(1))); (ē3, πē3(1

(1), 1(1)))}
2(1) {(e2, πe2(2

(1), 1(1))); (e3, πe3(1
(1), 2(1))); (ē5, πē5(2

(1), 2(1)))}
2(1) {(ē2, πē2(2

(1), 2(1))); (ē3, πē3(2
(1), 2(1))); (ē5, πē5(2

(1), 2(1)))}

TAB. 8.1 – Les chaînes de transitions locales de l’automate complétéĂ(1) de FIG. 8.1

Ă(i) sont définis par :

∀x(i) ∈ S(i), ∀y(i) ∈ S(i),

P (i)(x(i), y(i)) = +
∀l∈L(i)(x(i),y(i))

Cl
·

j=1

(

ejl
, πejl

(x
(i)
jl

, y
(i)
jl

)
)

Cette définition exprime que la transition dex(i) versy(i), peut être réalisée par l’une quel-
conque des chaînes deL(i)

pot(x(i))
qui amènent ày(i), c’est-à-dire deL(i)(x(i), y(i)). Une chaîne de

transitions locales est représentée par unproduit de simultanéité(“ ·”) desC tuples de transition
de cette chaîne. L’élément de la lignex(i) et colonney(i) de la matrice d’événementsP (i) est
unesomme de choix(“+”) de toutes les chaînes de transitions locales dont l’état de départ du
premier tuple de transition locale (x

(i)
1 ) est égal à l’étatx(i) et l’état d’arrivée du dernier tuple

de transition locale (y(i)
C ) est égal à l’étaty(i).

Pour l’automate complété̆A(1) présenté dans FIG. 8.1, à partir des chaînes de transitions
locales de TAB. 8.1, on peut obtenir la matrice d’événementsP (1) :
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P (1) =

































(ē1, πē1(0
(1), 0(1))) (e1, πe1(0

(1), 1(1))) OT̆

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1)))
(e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) + (e3, πe3(1

(1), 2(1)))
(ē3, πē3(1

(1), 1(1)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1)))
+

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1)))
+ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) +

(ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1)))

+
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1)))

































8.2.1 Relations entre les chaînes de transitions globales et les chaînes de
transitions locales

Nous allons maintenant définir les relations entre les chaînes de transitions globales et les
chaînes de transitions locales. Pour exprimer ces relations, nous proposons deux lemmes. Le
lemme 8.2.1 montre qu’à partir des chaînes de transitions localesl(1), . . . , l(N) on peut obtenir
une chaîne de transitions globalesg par le produit de concurrence de ces chaînes de transitions
locales. De façon analogue, le lemme 8.2.2 montre qu’une chaîne de transitions globalesg peut
être factorisée en un produit de concurrence de chaînes de transitions localesl(1), . . . , l(N).

✍ Rappelons

cscl(i) le produit de simultanéité de couples, appelécombinaison simultanée de
couples(csc) (Définition 7.2.5, page 127), qui représente la chaîne de tran-
sitions localesl(i) ;

Ĕcsc
l(i)

l’ensemble des événements qui apparaissent danscscl(i) (Définition 7.2.5,
127) ;

csc−e
l(i)

la combinaison simultanée de couplescscl(i) où le tuple de transition de
l’événemente a été remplacé par le tuple de transition neutre (Définition
7.2.6, page 127) ;

ccc[l(1)..l(N)] le produit de concurrence decscl(i), où i ∈ [1..N ], appelécombinaison
concurrente de couples(ccc) (Définition 7.2.11, page 129) ;

L(i)(x(i), y(i)) l’ensemble de chaînes de transitions localesl ∈ L(i)

pot(x(i))
tel quex(i)

1l
= x(i)

ety(i)
Cl

= y(i), oùCl est le nombre de tuples de transition locale de la chaîne
de transitions localesl ;

L(x̃, ỹ) l’ensemble de chaînes de transitions globalesg ∈ Lpot(x̃) tel quex̃1g = x̃
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et ỹCg = ỹ, où Cg est le nombre de chaînons de transition globale de la
chaîne de transitions globalesg.

Le lemme suivant montre que, étant donné un “jeu” de chaînes de transitions locales[l(1), . . . , l(N)]
obtenues à partir des états locaux de(x(1), . . . , x(N)) et (y(1), . . . , y(N)), si le produit de concur-
rence de ces chaînes de transitions locales n’est pas nul, alors on a une chaîne de transitions
globalesg obtenue à partir de ce produit etg ∈ L(x̃, ỹ).

Lemme 8.2.1.Soient les états locaux(x(1), . . . , x(N)) et (y(1), . . . , y(N)) d’un SAN complété
(Ĕ , Ă(i),S,F), où i ∈ [1..N ], et des chaînes de transitions localesl(1) ∈ L(1)(x(1), y(1)), ...,

l(N) ∈ L(N)(x(N), y(N)), si
N
∗

i=1
l(i) 6= OT̆ alors g =

N
∗

i=1
l(i) est une chaîne de transitions globales

telle queg ∈ L(x̃, ỹ).

Démonstration.Selon la définition 8.2.2 (page 138), on peut réécrire le produit de concurrence
des chaînes de transitions localesl(i) de la façon suivante :

N
∗

i=1
l(i) =

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

(8.6)

Selon la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1, page 129), si ccc[l(1)..l(N)] 6= OT̆ (i.e., la
combinaison concurrente de couplesccc composée descscl(i) est différente deOT̆ - item 3 de
la propriété d’idempotence), alors, pour chaque événementqui apparaît dansccc[l(1)..l(N)], on a
deux cas possibles :

– (item 1 de la propriété d’idempotence) - les tuples de transition locale d’un événement
e dans lescscl(i) , où i ∈ [1..N ], respectent le degré d’idempotence de cet événement et
ils sont factorisés en un seul tuple de transition globale(e, Πe(x̃, ỹ)), où la probabilité
de routageΠe(x̃, ỹ) est obtenue par le produit des probabilités de routage de chaque
tuple de transition locale qui apparaît dans lescscl(i) de ccc[l(1)..l(N)], i.e., Πe(x̃, ỹ) =
∏

i∈[1..N ]/i∈Ĕcsc
l(i)

πe(x
(i), y(i)) ;

– (item 2 de la propriété d’idempotence) - les tuples de transition locale d’un événement
e dans lescscl(i), où i ∈ [1..N ], ne respectent pas le degré d’idempotence de cet événe-
ment. Cet événement est alors un événement complémentaire et ses tuples de transition
locale sont remplacés par letuple de transition neutre(Définition 7.2.3, page 126). Par la
propriété3 de la définition de l’opérateur de simultanéité (Définition 7.2.4, page 126), ce
tuple de transition neutre va donc disparaître dans le produit de simultanéité.

Pour la construction des chaînes de transitions globales, on s’intéresse uniquement aux
événements qui ont leur degré d’idempotence respecté.

On va maintenant factoriser les événements descscl(i) qui composent laccc[l(1)..l(N)] de
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l’équation (8.6). On note par̆Eccc
[l(1)..l(N)]

l’ensemble d’événements qui apparaissent dans toutes

lescscl(i) qui composent laccc[l(1)..l(N)], c’est-à-dire,Ĕccc
[l(1)..l(N)]

= Ĕcsc
l(1)

∪ . . . ∪ Ĕcsc
l(N)

.

En prenant l’événemente, le plus prioritaire de l’ensemble d’événementsĔccc
[l(1)..l(N)]

tel

queOe(ccc[l(1)..l(N)]) = ηe, et en le factorisant, on peut réécrire l’équation (8.6) par:

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

=

(

e,
∏

k∈[1..N ]/e∈Ĕcsck

πe(x
(k)
e , y

(k)
e )

)

·
(

N
∗

i=1
csc′

l(i)

)

,

(8.7)

où csc′
l(i)

= cscl(i) si e 6∈ Ĕcsc
l(i)

ou csc′
l(i)

= csc−e
l(i)

si e ∈ Ĕcsc
l(i)

.

On remarque que, par la définition decsc−e
l(i)

(Définition 7.2.6, page 127), le tuple de transi-
tion locale de l’événemente est remplacé par un tuple de transition neutre (IT̆ ).

Notons aussi que
∏

k∈[1..N ]/e∈Ĕcsck
πe(x

(k)
e , y

(k)
e ) est égal à la probabilité de routage globale

Πe(x̃e, ỹe) du chaînon de transition globale(x̃, ỹ, e, Πe(x̃e, ỹe)) (Définition 6.3.1, page 104). De
cette façon, on peut réécrire l’équation (8.7) :

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

= (e, Πe(x̃e, ỹe)) ·
(

N
∗

i=1
csc′

l(i)

)

(8.8)

Prenons maintenant l’événemente2, le deuxième événement le plus prioritaire, de l’ensem-
ble d’événements̆Eccc

[l(1)..l(N)]
tel queOe2(ccc[l(1)..l(N)]) = ηe2. En factorisant cet événement, on

peut réécrire l’équation (8.8) :

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

= (e, Πe(x̃e, ỹe)) · (e2, Πe2(x̃e2, ỹe2)) ·
(

N
∗

i=1
csc′′

l(i)

)

(8.9)

où csc′′
l(i)

= csc′
l(i)

si e 6∈ Ĕcsc′
l(i)

ou csc′′
l(i)

= csc
′−e
l(i)

si e ∈ Ĕcsc′
l(i)

.

En répétant cette factorisation pour tout événemente de l’ensemble d’événements̆Eccc
[l(1)..l(N)]

tel queOe(ccc[l(1)..l(N)]) = ηe, en respectant l’ordre de priorité des événements, on peut réécrire
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l’équation (8.9) :

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

= ·
∀e∈Ĕccc

[l(1)..l(N)]
/

Oe(ccc
[l(1)..l(N)]

)=ηe

(e, Πe(x̃e, ỹe)) ·
(

N
∗

i=1
IT̆

)

(8.10)

On remarque que, en factorisant tous les événements deĔccc
[l(1)..l(N)]

, tous les tuples de tran-

sition locale de ces événements dans lescscl(i) sont remplacés parIT̆ , ce qui donne
N
∗

i=1
IT̆ . Par

la propriété3 des définitions de l’opérateur de simultanéité (Définition 7.2.4, page 126) et de
l’opérateur de concurrence (Définition 7.2.9, page 128), ces tuples de transition neutre vont
disparaître et on peut réécrire l’équation (8.10) :

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷(
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
))

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

= ·
∀e∈Ĕccc

[l(1)..l(N)]
/

Oe(ccc
[l(1)..l(N)]

)=ηe

(e, Πe(x̃e, ỹe)) (8.11)

Pour que le produit de simultanéité du membre droit de l’équation (8.11) soit une chaîne
de transitions globales deǫ = L(x̃, ỹ), il faut assurer qu’il respecte les règles de construction
d’une chaîne de transitions globales (Définition 6.3.2, page 105). Rappelons cette définition :

Soit un ensemble d’évènementsǫ, on appellechaîne de transitions globales, une liste
ordonnée{(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . , (x̃C , ỹC, eC , ΠeC

(x̃C , ỹC))} composée desC chaînons
de transition globale dẽTǫ, qui respecte les règles suivantes :

1. ̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺eC

2. ∀i ∈ [2..C]

x̃i = ỹi−1

3. ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺e < ̺e1 et ỹ = x̃1

4. ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺eC
< ̺e et x̃ = ỹC

5. ∀i ∈ [1..C − 1], ∄(x̃, ỹ, e, Πe(x̃, ỹ)) ∈ T̃ǫ tel que

̺ei
< ̺e < ̺ei+1

et ỹi = x̃

On va montrer que, pour l’ensemble d’événementsǫ = pot(x̃), le produit de simultanéité des
tuples de transition globale du membre droit de l’équation (8.11) est une chaîne de transitions
globalesg ∈ L(x̃, ỹ) car il respecte les règles présentées précédemment.
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La règle1 établit l’ordre d’enchaînement de tuples de transition globale. Par l’ordre de
factorisation des événements qu’on vient de faire (du plus prioritaire au moins prioritaire), les
tuples de transitions globales obtenus par cette factorisation respectent cette règle.

La règle2 établit l’enchaînement de tuples de transition globale. Autrement dit, il faut que
l’état d’arrivée d’un tuple de transition globale soit égalà l’état de départ du tuple de transition
globale suivant. Pour montrer l’enchaînement des tuples detransition globale, on va montrer
l’enchaînement de chaque composante des états globaux obtenus par la factorisation des tuples
de transition locale. Pour cela, on va montrer les quatre casd’enchaînement possibles pour les
événementse1 ete2, les plus prioritaires (qui respectent leur degré d’idempotence), de l’ensem-
ble {e ∈ Ĕccc

[l(1)..l(N)]
/Oe(ccc[l(1)..l(N)]) = ηe} et le raisonnement suit le même pour tous les

suivants :

– Soit l’automateA(i) est concerné par les deux événements. Par construction du tuple
de transition globale, la composante d’indicei des états globaux̃x1 et ỹ1 du tuple de
transition globale de l’événemente1 est égale à l’étatx(i)

1 et y
(i)
1 du tuple de transition

locale de l’événemente1 de la chaîne de transitions localesl(i) et les états globaux̃x2 et
ỹ2 du tuple de transition globale de l’événemente2 est égale à l’étatx(i)

2 ety(i)
2 du tuple de

transition locale de l’événemente2 de la chaîne de transitions localesl(i). En sachant que
les tuples de transition locale sont enchaînés, on ay

(i)
1 = x

(i)
2 , et, toutes les composantes

des états globaux de tuples de transition globale telles quei ∈ Oe1 et i ∈ Oe2 sont
enchaînées ;

– Soit l’automateA(i) est concerné par l’événemente1 et n’est pas concerné par l’événe-
mente2. Par construction du tuple de transition globale, la composante d’indicei des états
globauxx̃1 et ỹ1 du tuple de transition globale de l’événemente1 est égale à l’étatx(i)

1 et
y

(i)
1 du tuple de transition locale de l’événemente1 de la chaîne de transitions localesl(i)

et en sachant que l’automateA(i) n’est pas concerné par l’événemente2, la composante
d’indice i des états globaux̃x2 et ỹ2 est égale à la composante d’indicei de l’état global
ỹ1. Autrement dit, la composante d’indicei des états globaux du tuple de transition glob-
ale de l’événemente2 ne change pas et est égale à l’état d’arrivée du tuple de transition
globale précédent, donc elle est enchaînée.

– Soit l’automateA(i) n’est pas concerné par l’événemente1 mais il est concerné par
l’événemente2. Par construction du tuple de transition globale, la composante d’indice
i des états globaux̃x1 et ỹ1 du tuple de transition globale de l’événemente1 est égale
à l’état de départx(i) considéré dans le lemme. En sachant que l’événemente2 est le
premier événement de la chaîne de transitions localesl(i), alors l’état de départ du tuple
de transition locale de l’événemente2 est forcement égal à l’état de départx(i) consid-
éré dans le lemme. Donc, on a la composante d’indicei de l’état globalỹ1 du tuple de
transition globale de l’événemente1 est égale àx(i) et la composante d’indicei de l’état
global x̃2 du tuple de transition globale de l’événemente2 aussi égale àx(i), alors elles
sont enchaînées.

– Soit l’automateA(i) n’est pas concerné ni par l’événemente1, ni par l’événemente2,
alors, la composante d’indicei des états globaux̃x1 et ỹ1, ainsi quẽx2 et ỹ2, sont égaux à
la composante d’indicei dex̃. Alors elles sont enchaînées.



146 CHAPITRE 8. DESCRIPTEUR DISCRET

Ceci nous prouve l’enchaînement des tuples de transition globale de la chaîne de transition
globaleg. Alors, la règle2 des règles de construction d’une chaîne de transitions globales est
respectée.

Pour les règles3, 4 et 5, nous allons raisonner par l’absurde. Supposons qu’on puisse en-
chaîner un tuple de transition globale(e, Πe(x̃e, ỹe)) d’un événemente ∈ pot(x̃) au début de
la chaîne de transitions globalesg ∈ L(x̃, ỹ). Dans ce cas, on obtient une chaîne de transitions
globalesg′ telle que :

g′ = (e, Πe(x̃e, ỹe)) · g (8.12)

Par définition d’un chaînon de transition globale (Définition 6.3.1), représenté ici par un
tuple de transition globale, la probabilité de routage globale de ce chaînon est calculée à partir
de la probabilité de routage de tuple de transition locale. On reprend le calcul de la probabilité
de routage globale d’un chaînon ci-dessous :

Πe(x̃e, ỹe) =
∏

i∈Oe,∃(e,πe(x
(i)
e ,y

(i)
e ))∈P(x(i) ,y(i))

πe(x
(i)
e , y(i)

e )

Autrement dit, pour touti dansOe, il existe un tuple de transition locale qui peut être en-
chaîné au début de la chaîne de transitions localesl(i). Alors, en enchaînant ce tuple de transition
locale à la chaînel(i), on obtient une chaîne de transitions localesl′(i) telle que :

l′(i) = (e, πe(x
(i)
e , x(i)

e )) · l(i) (8.13)

La chaîne de transitions localesl′(i) est forcement plus grande que la chaîne de transitions
localesl(i), vu qu’elle a un tuple de transition locale de plus, ce qui contredit l’hypothèse initiale,
qui dit que les chaînes de transitions localesl(i) sont maximales.

On a supposé l’enchaînement d’un tuple de transition globale au début de la chaîne de
transitions globalesg ∈ L(x̃, ỹ), cette même procédure peut être appliquée pour un tuple de
transition globale qui s’enchaîne au milieu ou à la fin de la chaîne.

Par l’absurde, on a montré qu’on ne peut pas enchaîner d’autre tuple de transition globale
d’un événemente ∈ pot(x̃) à la chaîne de transitions globalesg ∈ L(x̃, ỹ).

En conclusion, on a pu vérifier toute les règles de construction d’une chaîne de transitions
globales (Définition 6.3.2, page 105) pour le produit de simultanéité des tuples de transition de

l’équation (8.11) (page 144)g =
N
∗

i=1
l(i) et doncg ∈ L(x̃, ỹ).
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Le lemme suivant montre que, étant donné une chaîne de transitions globales à partir des
états globaux̃x et ỹ, on peut factoriser cette chaîne de transitions globales enchaînes de tran-
sitions locales de façon à ce que le produit de concurrence deces chaînes de transitions locales
soit égal à cette chaîne de transitions globales.

Lemme 8.2.2.Soientx̃ = (x(1), . . . , x(N)) et ỹ = (y(1), . . . , y(N)) des états globaux d’un
SAN complété(Ĕ , Ă(i),S,F), où i ∈ [1..N ], si g 6= OT̆ et g ∈ L(x̃, ỹ), alors ∃!l(1) ∈

L(1)(x(1), y(1)), .., ∃!l(N) ∈ L(N)(x(N), y(N)) tel queg =
N
∗

i=1
l(i).

Démonstration.Par la définition 8.1.1 (page 136), étant donné une chaîne de transitions glob-
alesg = {(x̃1, ỹ1, e1, Πe1(x̃1, ỹ1)), . . . , (x̃Cg , ỹCg , eCg , ΠeCg

(x̃Cg , ỹCg))} composée deCg chaînons

de transition globale dẽTpot(x̃) (Définition 6.3.2), etg ∈ L(x̃, ỹ), alors cette chaîne de transitions
globalesg peut être représentée par le produit de simultanéité des tuples de transition globale :

g =
Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

(8.14)

Ces tuples de transition globale sont dérivés des chaînons transition globale de la chaîne
de transitions globalesg. À partir de cette chaîne, on va construire de façon incrémentale les
chaînes de transitions localesl′(i) en décomposant (opération inverse de celle faite dans le lemme
8.2.1) ces tuples de transition globale.Attention, ces chaînes de transitions localesl′(i) ne sont
pas les chaînes de transitions localesl(i) attendues en résultat.Ces chaînes de transitions locales
l′(i) seront complétées pour obtenir les chaînes de transitions localesl(i) souhaitées.

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1, page 129), on peut décomposer (opération
inverse de la factorisation) lepremier tuple de transition globale(de l’événement le plus prior-
itaire) de l’équation (8.14) de façon à ce que ce tuple de transition soit réécrit par un produit de
concurrence de la façon suivante :

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

=

(

N
∗

i=1
cscl′(i)

)

·

(

Cg

·
j=2

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)
)

,

cscl′(i) =

{(
e1g , πe1g

(x
(i)
1g

, y
(i)
1g

)
)

si i ∈ Oe1g

IT̆ si i 6∈ Oe1g

(8.15)

En sachant que la probabilité de routage globaleΠe1g
(x̃1g , ỹ1g) du tuple de transition globale

est la probabilité de routage du chaînon de transition globale (Définition 6.3.1, page 104) pour
ce tuple et avec la connaissance du modèle SAN, on peut obtenir les probabilités de routage
πe1g

(x
(i)
1g

, y
(i)
1g

) de chaque tuple de transition locale à partir de cette probabilité de routage glob-
ale. Cette probabilité de routage globale est calculée par :

Πe1g
(x̃1g , ỹ1g) =

∏

i∈Oe1g
,∃(e1g ,πe1g

(x
(i)
1g

,y
(i)
1g

))∈P(x(i),y(i))

πe1g
(x

(i)
1g

, y
(i)
1g

),
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Par la propriété3 (tuple de transition neutre) de la définition de l’opérateurde concurrence
(Définition 7.2.9, page 128), les tuples éventuels de transition neutre disparaissent dans le pro-
duit de concurrence du membre droit de l’équation (8.15). Donc, on peut réécrire le produit de
concurrence du membre droit de l’équation (8.15) par :

∗
i∈[1..N ]/

i∈Oejg

Si on considère le produit de simultanéité (·
i∈Oejg

) de tuples de transition locale d’un ensem-

ble vide (i 6∈ Oejg
) égal au tuple de transitionIT̆ , on peut réécrire l’équation (8.15) par :

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

=

(

N
∗

i=1

csc
l′(i)

︷ ︸︸ ︷(

·
i∈Oe1g

(e1g , πe1g
(x

(i)
1g

, y
(i)
1g

)
)
)

·

(

Cg

·
j=2

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)
)

(8.16)

En décomposant le deuxième tuple de transition globale, on réécrit l’équation (8.16) par :

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

=

(

N
∗

i=1

csc
l′(i)

︷ ︸︸ ︷(

·
k∈[1..2]/
i∈Oekg

(ekg , πekg
(x

(i)
kg

, y
(i)
kg

)
)
)

·

(

Cg

·
j=3

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)
)

(8.17)

Alors, en décomposant lesCg tuples de transition de la chaîne de transitions globalesg, on
obtient :

g =
Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

=
N
∗

i=1

csc
l′(i)

︷ ︸︸ ︷(

·
k∈[1..Cg]/

i∈Oekg

(

ekg , πekg
(x

(i)
kg

, y
(i)
kg

)
)

(8.18)

Il faut maintenant assurer que tous lescscl′(i) respectent les règles de construction d’une
chaîne de transitions locales (Définition 8.2.1, page 138) pour l’ensembleǫ = pot(x(i)). Rap-
pelons cette définition :

Soit un ensemble d’évènementsǫ et un automate complété̆A(i), on appellechaîne de tran-
sitions locales, une liste ordonnée{(e1, πe1(x

(i)
1 , y

(i)
1 )), . . . , (eC , πeC

(x
(i)
C , y

(i)
C ))} composée de

C tuples de transition locale deT (i)
ǫ , qui respectent les règles suivantes :

1. ̺e1 < ̺e2 < . . . < ̺eC
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2. ∀j ∈ [2..C]

x
(i)
j = y

(i)
j−1

3. ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺e < ̺e1 ety(i) = x
(i)
1

4. ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺eC
< ̺e etx(i) = y

(i)
C

5. ∀j ∈ [1..C − 1], ∄(e, πe(x
(i), y(i))) ∈ T (i)

ǫ tel que

̺ej
< ̺e < ̺ej+1

ety(i)
j = x(i)

On va montrer que les chaînes de transitions localesl′(i) sont bien des chaînes de transitions
locales pour l’ensembleǫ = pot(x(i)).

La règle1 établit l’ordre d’enchaînement de tuples de transition locale. Selon l’ordre de
décomposition des événements qu’on vient de faire (du plus prioritaire au moins prioritaire),
les tuples de transition locale obtenus par cette décomposition respectent cette règle.

La règle2 établit l’enchaînement de tuples de transition locale. Pour cela, on va montrer
l’enchaînement de chaque composante de l’état de départ et d’arrivée des tuples de transition
globale des événementse1 et e2, les plus prioritaires de la chaîne de transitions globalesg. En
sachant que les tuples de transition globale(e1, Πe1(x̃1, ỹ1)) et (e2, Πe2(x̃2, ỹ2)) sont enchaînés,
on a queỹ1 = x̃2. Alors, on a quatre cas possibles d’enchaînement des tuplesde transition
locale des chaînes de transitions localesl′(i), où i ∈ [1..N ] :

– Soit l’automateA(i) est concerné par les deux événements. Par construction des tuples de
transition locale, par l’ordre de priorité, l’état de départ x

(i)
1 et d’arrivéey

(i)
1 du tuple de

transition locale de l’événemente1 sont égaux à la composante d’indicei des état globaux
x̃1 et ỹ1 du tuple de transition globale de l’événemente1 et l’état de départx(i)

2 et d’arrivée
y

(i)
2 du tuple de transition locale de l’événemente2 sont égaux à la composante d’indicei

des état globaux̃x2 et ỹ2 du tuple de transition globale de l’événemente2. En sachant que
ỹ1 = x̃2, par conséquencey(i)

1 = x
(i)
2 et les tuples de transition locale sont enchaînés.

– Soit l’automateA(i) est concerné par l’événemente1 et n’est pas concerné par l’événe-
mente2. Par construction des tuples de transition locale, il n’existe pas de tuple de transi-
tion locale de l’événemente2 dans la chaîne de transitions localesl′(i). Selon la méthode
de décomposition proposée (Équation (8.16)) la décomposition de ces deux tuples de
transition globale, la chaîne de transitions localesl′(i) est composée uniquement du tuple
de transition locale de l’événemente1 (donc il n’y as pas d’enchaînement à étudier).

– Soit l’automateA(i) n’est pas concerné par l’événemente1 mais il est concerné par
l’événemente2. Par construction des tuples de transition locale, il n’existe pas de tuple
de transition locale de l’événemente1 dans la chaîne de transitions localesl′(i). Après la
décomposition de ces deux événements, la chaîne de transitions localesl′(i) est composée
uniquement du tuple de transition locale de l’événemente2.

– Soit l’automateA(i) n’est pas concerné par l’événemente1 ni par l’événemente2. Par
construction des tuples de transition locale, il n’existe pas de tuples de transition locale
ni de l’événemente1, ni de l’événemente2 dansl′(i). Après la décomposition de ces deux



150 CHAPITRE 8. DESCRIPTEUR DISCRET

tuples de transition globale, la chaîne de transitions localesl′(i) continue à être vide. Cette
chaîne de transition locale sera vide jusqu’à ce qu’on décompose un tuple de transition
globale deg avec un événemente tel quei ∈ Oe.

On vient de montrer que les deux premières règles de construction d’une chaîne de transi-
tions locales sont vraies pour les chaînes de transitions localesl′(i), où i ∈ [1..N ]. Cependant,
pour les règles3, 4 et5, qui établissent la maximalité de la chaîne, il est possiblequel′(i) ne soit
pas une chaîne de transitions locales pour l’ensembleǫ = pot(x(i)), car il se peut qu’il existe
des tuples de transition locale d’événements depot(x(i)) qui sont enchaînable enl′(i). Donc, on

va compléter ces chaînesl′(i) en l(i) de façon à ce que
N
∗

i=1
l′(i) =

N
∗

i=1
l(i) et cette complétion sera

unique carg 6= OT̆ .

Considérons les événementse depot(x(i)) qui peuvent être enchaînés dans unl′(i) :

– Soite est un événement actif (e ∈ E), alors si :
Cas (1) on rajoute un tuple de transition locale de l’événemente dans toutes les chaînes

de transitions localesl′(i), où i ∈ Oe ; alors dans le produit de concurrence des chaînes
de transitions localesl′(i) on obtient d’après le lemme1 une chaîne de transitions glob-
alesg′ qui a un événement de plus que la chaîne de transitions globalesg. En sachant
queg est maximale, il est impossible de rajouter un événemente actif dans toutes les
chaînes de transitions localesl′(i), où i ∈ Oe. Le cas (1) est donc impossible.

Cas (2) on rajoute un tuple de transition locale de l’événemente ete n’apparaît pas dans
toutes les chaînesl′(i), oùi ∈ Oe, alors le produit de concurrence de ces chaînes est égal
àOT̆ , car l’événemente ne respecte pas leur degré d’idempotence (Propriété 7.2.1,item
3). En sachant qu’on considère uniquement les chaînes de transitions globalesg 6= OT̆

alors, il est impossible de rajouter un événemente actif dans un sous-ensemble des
chaînes de transitions localesl′(i), où i ∈ Oe. Le cas (2) est donc impossible.

– Soite est un événement complémentaire (e ∈ Ē), alors si :
Cas (3) on rajoute un tuple de transition locale de l’événemente dans toutes les chaînes

de transitions localesl′(i), où i ∈ Oe ; alors dans le produit de concurrence des chaînes
de transitions localesl′(i) on obtient d’après le lemme1 une chaîne de transitions glob-
alesg′ qui a un événement de plus que la chaîne de transitions globalesg. En sachant
queg est maximale, alors il est impossible de rajouter un événement e complémentaire
dans toutes les chaînes de transitions localesl′(i), oùi ∈ Oe. Le cas (3) est donc impos-
sible.

Cas (4) on rajoute un tuple de transition locale de l’événemente ete n’apparaît pas dans
toutes les chaînesl′(i), où i ∈ Oe, alors dans le produit de concurrence de ces chaînes,
ces tuples de transitions locales vont disparaître (Propriété 7.2.1, item2), car l’événe-
mente ne respecte pas leur degré d’idempotence.Le cas (4) est donc le seul cas possi-
ble.

On a pu constater que uniquement les événements complémentaires qui ne respectent pas
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leur degré d’idempotence sont enchaînables. On va maintenant compléter les chaînes de tran-
sitions localesl′(i), où i ∈ [1..N ] de façon à obtenir des chaînes de transitions localesl(i)

maximales. Pour cela on va prendre uniquement les événements complémentaires de l’ensem-
blepot(x(i)) et qui n’ont pas un tuple de transition globale dans la chaînede transitions globales
g ∈ L(x̃, ỹ). Autrement dit, les événements complémentaires qui ne respectent pas leur degré
d’idempotence.

Prenons un événement complémentairee quelconque de l’ensemblepot(x(i)) et qui n’a pas
de tuple de transition globale dans la chaîne de transitionsglobalesg ∈ L(x̃, ỹ). Si on peut
enchaîner un tuple de transition locale de cet événemente dans la chaîne de transitions locales
l′(i), alors ce tuple de transition locale peut être enchaîné dansune seule position de la chaîne
de transition localel′(i) car la règle1 de construction d’une chaîne de transitions locales établit
un ordre d’enchaînement selon la priorité des événements.

On remarque que, dans un tuple de transition locale(e, πe(x
(i)
e , y

(i)
e )) d’un événement com-

plémentairee l’état de départx(i)
e et l’état d’arrivéey(i)

e sont égaux.

On va montrer les trois cas d’enchaînement possibles :

– Soit l’événemente est l’événement le plus prioritaire (̺e < ̺e1 , oùe1 est l’événement le
plus prioritaire d’un tuple de transition locale de la chaîne l′(i)). Dans ce cas, s’il existe un
tuple de transition locale(e, πe(x

(i)
e , y

(i)
e )) tel quey

(i)
e est égal àx(i)

1 , alors, en enchaînant
(e, πe(x

(i)
e , y

(i)
e )) à l′(i) on obtient une chaîne de transitions localesl′′(i) telle que :

l′′(i) = (e, πe(x
(i)
e , y(i)

e )) · l′(i) (8.19)

– Soit l’événemente est l’événement le moins prioritaire (̺eC
< ̺e, oùeC est l’événement

le moins prioritaire d’un tuple de transition locale de la chaînel′(i)). Dans ce cas, s’il
existe un tuple de transition locale(e, πe(x

(i)
e , y

(i)
e )) tel quex

(i)
e est égal ày(i)

C , alors, en
enchaînant(e, πe(x

(i)
e , y

(i)
e )) à l′(i) on obtient une chaîne de transitions localesl′′(i) telle

que :
l′′(i) = l′(i) · (e, πe(x

(i)
e , y(i)

e )) (8.20)

– Soit l’événemente n’est pas l’événement le plus prioritaire, ni le moins prioritaire (̺ ej
<

̺e < ̺ej+1
, où ej est l’événement d’indicej d’un tuple de transition locale de la chaîne

l′(i)). Dans ce cas, s’il existe un tuple de transition locale(e, πe(x
(i)
e , y

(i)
e )) tel quex

(i)
e est

égal ày
(i)
j et y

(i)
e est égal àx(i)

j+1, alors, en enchaînant(e, πe(x
(i)
e , y

(i)
e )) à l′(i) on obtient

une chaîne de transitions localesl′′(i) telle que :

l′′(i) =
j
·

k=1
(ek, πek

(x
(i)
k , y

(i)
k )) · (e, πe(x

(i)
e , y(i)

e )) ·
C
·

k=j+1
(ek, πek

(x
(i)
k , y

(i)
k )) (8.21)

où les tuples de transition locale(ek, πek
(x

(i)
k , y

(i)
k )) sont les tuples de transition locale de

la chaînel′(i).

En sachant que la chaîne de transition localel′(i) respecte les règles1 et 2 de construction
d’une chaîne de transitions locale et par l’enchaînement del’événement complémentaire qu’on
vient de faire, la chaîne de transition localel′′(i) respecte aussi ces deux règles.
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En enchaînant un tuple de transition locale de cet événemente ∈ pot(x(i)) à toutes les
chaînes de transitions localesl′(i), où i ∈ Oe, telles qu’il existe un tuple de transition locale
enchaînable àl′(i). On obtient un jeu de chaînes de transitions localesl′′(i), où i ∈ [1..N ] et on
veut que :

N
∗

i=1
l′′(i) =

N
∗

i=1
l′(i) = g (8.22)

Si
N
∗

i=1
l′′(i) = g′ 6= g ceci voudrait dire que la chaîne de transitions globalesg n’est pas

maximale (de nouveau en contradiction à l’hypothèse initial) et on est donc forcement dans le
cas (4) de la page 150. L’événement complémentairee qu’on vient d’enchaîner àl′(i) ne respecte
pas son degré d’idempotence et il va produire un tuple de transition neutre dans le produit de
concurrence des chaînesl′′(i).

En enchaînent, successivement, pour touti et pour tous les événements complémentaires
possibles des ensemblespot(x(i)), tel qu’il n’existe pas un tuple de transition globale de cet
événement dansg ∈ L(x̃, ỹ), on obtient la chaîne de transitions localesl(i) telle que :

N
∗

i=1
l(i) = g (8.23)

On va montrer maintenant quel(i) est une chaîne de transitions locales pour l’ensemble
ǫ = pot(x(i)).

Par la complétion qu’on vient de faire et en sachant que les chaînes de transitions locales
l′(i) respectent les règles1 et2, les chaînes de transitions localesl(i) respectent aussi ces règles.

Pour les règles3, 4 et 5, nous allons raisonner par l’absurde. Supposons qu’on puisse en-
chaîner un tuple de transition locale(e, πe(x

(i)
e , y

(i)
e )) d’un événemente ∈ pot(x(i)) qui n’a pas

un tuple de transition globale dansg ∈ L(x̃, ỹ) au début de la chaîne de transitions locales
l(i) ∈ L(i)(x(i), y(i)). Dans ce cas, on obtient une chaîne de transitions localesl+(i) telle que :

l+(i) = (e, πe(x
(i)
e , y(i)

e )) · l(i) (8.24)

Considérons les trois de quatre cas possibles, qu’on a présenté précédemment :

– Soit l’événemente est un événement actif et il apparaît dans tout les chaînes detransitions
localesl+(i), où i ∈ Oe. Alors dans le produit de concurrence des chaînes de transitions
localesl′(i) on obtient, d’après le lemme1, une chaîne de transitions globalesg′ qui a un
événement de plus que la chaîne de transitions globalesg, ce qui contredit l’hypothèse
initiale, qui dit que la chaîne de transitions globaleg est maximale.

– Soit l’événemente est un événement actif et il n’apparaît pas dans tout les chaînes de
transitions localesl+(i), où i ∈ Oe. En sachant qu’on a pour hypothèse que les chaînes
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de transitions globalesg sont différentes deOT̆ et que le produit de concurrence de ces
chaînes de transitions locales est égal àOT̆ , cela contredit cette hypothèse initiale.

– Soit l’événemente est un événement complémentaire et il apparaît dans tout leschaînes
de transitions localesl+(i), où i ∈ Oe. Alors dans le produit de concurrence des chaînes
de transitions localesl′(i) on obtient d’après le lemme1 une chaîne de transitions globales
g′ qui a un événement de plus que la chaîne de transitions globalesg, ce qui contredit
l’hypothèse initiale, qui dit que la chaîne de transitions globaleg est maximale.

– Soit l’événemente est un événement complémentaire et il n’apparaît pas dans tout les
chaînes de transitions localesl+(i), où i ∈ Oe. Alors, en sachant que, par la complétion
qu’on vient de faire, on a déjà enchaîné tous les tuples de transition locale possibles de
pot(x(i)), donc il n’existe pas d’autres événemente est un événement complémentaire qui
ne respect pas leur degré d’idempotence danspot(x(i)) alors, ce tuple de transition locale
ne peut pas être enchaîné.

Par l’absurde, on a montré qu’on ne peut pas enchaîner d’autre tuple de transition locale
d’un événemente ∈ pot(x(i)) aux chaînes de transitions localesl(i), où i ∈ [1..N ] et quel(i)

respecte les règles3, 4 et5 de règles de construction d’une chaîne de transitions locales.

Ce même raisonnement peut être appliquée pour un tuple de transition locale qui s’enchaîne
au milieu ou à la fin de la chaîne.

En conclusion, on a pu vérifier toute les règles de construction d’une chaîne de transitions
locales (Définition 8.2.1, page 138) pour le produit de simultanéité des tuples de transition locale

des chaînes de l’équation (8.18) (page 148)
N
∗

i=1
l′(i) =

N
∗

i=1
l(i) = g et doncl(i) ∈ L(i)(x(i), y(i)),

où i ∈ [1..N ].

Cette décomposition est unique car on ne recherche que des chaînes de transitions locales
l(i) maximales contenant les événements de la chaîne de transitions globalesg.

Dans le premier lemme (Lemme 8.2.1) on a montré que le produitde concurrence d’un
jeu de chaînes de transitions locales[l(1), .., l(N)] telles quel(1) ∈ L(1)(x(1), y(1)), .., l(N) ∈
L(N)(x(N), y(N)) est égal à une chaîne de transitions globaleg ∈ L(x̃, ỹ). On peut donc affirmer
que tout jeu de chaînes de transitions locales, tels que le produit de concurrence de ces chaînes
de transitions locales est différent deOT̆ , alors ce produit de concurrence est une chaîne de
transitions globalesg ∈ L(x̃, ỹ).

On noteL(1)(x(1), y(1))∗ ..∗L(N)(x(N), y(N)) l’ensemble de produits de concurrence de tous
les jeux de chaînes de transitions locales telles que le produit de concurrence de ces chaînes est
différent deOT̆ .

Dans le deuxième lemme (Lemme 8.2.2) on a montré qu’une chaîne de transitions glob-
ales g ∈ L(x̃, ỹ) peut être décomposée en un jeu de chaînes de transitions locales l(i) ∈
L(i)(x(i), y(i)), où i ∈ [1..N ]. Alors, on peut affirmer que toutes les chaînes de transitions glob-
alesg ∈ L(x̃, ỹ) sont égales à un produit de concurrence unique de chaînes de transitions locales
dans l’ensemblel(i) ∈ L(1)(x(1), y(1)) ∗ .. ∗ L(N)(x(N), y(N)).
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Ces constatations nous permet d’affirmer une bijection entre les ensemblesL(x̃, ỹ) etL(1)(x(1), y(1))∗
.. ∗ L(N)(x(N), y(N)). Cette constatation est présentée dans le corollaire suivant.

Corollaire 8.2.1. SoientL(x̃, ỹ) l’ensemble de chaînes de transitions globales qui amènent de
l’état x̃ à l’état ỹ et L(1)(x(1), y(1)) ∗ .. ∗ L(N)(x(N), y(N)) l’ensemble des jeux de chaînes de
transitions locales telles que le produit de concurrence deces chaînes est différent deOT̆ et qui
amènent de l’état localx(i) à l’état localy(i), où i ∈ [1..N ], alors

L(x̃, ỹ) = L(1)(x(1), y(1)) ∗ .. ∗ L(N)(x(N), y(N))

Dans la section suivante, on présente ledescripteur discretd’un modèle SAN à temps dis-
cret utilisant les matrices d’événements définies précédemment.

8.3 Descripteur discret

Le descripteur discretest une façon compacte de représenter les transitions d’un modèle
SAN à temps discret. Le descripteur discret d’un modèle SAN est représenté par une formule
tensorielle complexe (i.e., via l’algèbre tensorielle complexe défini dans le chapitre7) utilisant
les matrices d’événements de ce modèle.

En utilisant l’algèbre tensorielle complexe, lesévénements(Définition 6.2.3) d’un modèle
SAN à temps discret sont deséléments actifs(Définition 7.1.1), et lesévénements complémen-
taires(Définition 6.2.9) du modèle sont desévénements complémentaires(Définition 7.1.1) de
l’algèbre tensorielle complexe. De plus, lestuples de transition(Définition 6.2.4) d’un modèle
SAN sont decouple d’éléments(Définition 7.2.1) de l’algèbre tensorielle complexe.

On présente ici le descripteur discret d’un modèle SAN et la preuve d’égalité entre ce de-
scripteur et la matrice de transition de l’automate global de ce modèle.

Théorème 8.3.1.Étant donné unSAN complété(Ĕ , Ă(i),S,F), où i ∈ [1..N ], et pour chaque
automateĂ(i) sa matrice locale d’événementsP (i), alors le descripteur discretP est défini par
la formule tensorielle complexe :

P =
N
⊛
i=1

P (i) (8.25)

Ce descripteur est égal à la matrice de transitionG de l’automate global de ce modèle comme
présenté dans l’équation(8.3) (page 137).

Démonstration.Les éléments de l’algèbre tensorielle complexe utilisés pour cette démonstra-
tion sont explicités dans le chapitre 7.

Selon la définition du produit tensoriel complexe (Définition 7.3.3), les éléments de la ma-

trice complexeP =
N
⊛
i=1

P (i) ont la forme :
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x(1), y(1) ∈ [1..n1], . . . , x
(N), y(N) ∈ [1..nN ],

P[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] =
N
∗

i=1
P (i)(x(i), y(i))

(8.26)

Les éléments de la matrice de transitionG de l’automate global sont des chaînes de transi-
tions globales. Par la réécriture de ces chaînes de transitions globales présentée dans l’équation
(8.3), les éléments de la matrice de transitionG ont la forme :

∀x̃ ∈S, ∀ỹ ∈ S et ce couple(x̃, ỹ) est fixé par la suite

G(x̃, ỹ) = +
∀g∈L(x̃,ỹ)

Cg

·
i=1

(

eig , Πeig
(x̃ig , ỹig)

) (8.27)

Pour montrer l’égalité entre les éléments du descripteur discretP et de la matrice de transi-
tion G de l’automate global, on procédera en deux étapes :

1. On montre que tous les éléments différents deOT̆ du descripteurP ont un élément égal
et dans la même position dans la matrice de transitionG de l’automate global ;

2. On montre tous les éléments différents deOT̆ de la matrice de transitionG de l’automate
global ont un élément égal et dans la même position dans le descripteurP .

Première partie

L’élémentP (i)(x(i), y(i)), présenté dans l’équation (8.26), est l’élément de la matrice locale
d’événementsP (i) de la lignex(i) et la colonney(i). Selon la définition des éléments de la
matrice locale d’événementsP (i) (Définition 8.2.3), chaqueP (i)(x(i), y(i)) peut être réécrit,i.e. :

P (i)(x(i), y(i)) = +
∀l(i)∈L(i)(x(i),y(i))

C
l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
)

(8.28)

ce qui donne pour l’élémentP[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] de la matrice complexe du descripteurP :

P[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] =
N
∗

i=1

(

+
∀l(i)∈L(i)(x(i),y(i))

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(x
(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

)
)
)

(8.29)

En utilisant la distributivité du produit de concurrence sur la somme de choix (Définition
7.2.9), on peut réécrire l’équation (8.29) tel que :
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P[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] =

+
∀l(1)∈L(1)(x(1),y(1))

· · · +
∀l(N)∈L(N)(x(N),y(N))

(

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(
x

(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

))
)

︸ ︷︷ ︸

ccc
[l(1)..l(N)]

(8.30)

En appliquant le lemme 8.2.1, pour unccc[l(1)..l(N)] 6= OT̆ , il existe une chaîne de transi-
tions globalesg[l(1)..l(N)] ∈ L(x̃, ỹ), telle que : (ccc[l(1)..l(N)] et g[l(1)..l(N)] sont notés en gras dans
l’équation suivante)

ccc[l(1)..l(N )] =

(

N
∗

i=1

csc
l(i)

︷ ︸︸ ︷
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(
x

(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

))
)

=
Cg

[l(1)..l(N )]

·
j=1

(

ejg
[l(1)..l(N )]

, Πejg
[l(1)..l(N )]

(x̃jg
[l(1)..l(N )]

, ỹjg
[l(1)..l(N )]

)
)

(8.31)

Et d’après le corollaire 8.2.1, tout produit de concurrenced’un jeu de chaînes de transitions
locales différents deOT̆ de l’ensembleL(1)(x(1), y(1)) ∗ .. ∗ L(N)(x(N), y(N)) a une chaîne de
transitions globalesg ∈ L(x̃, ỹ). En sachant queccc[l(1)..l(N)] est une chaîne de transitions glob-
ales dansL(x̃, ỹ), on va noter unccc[l(1)..l(N)] simplement parg et on peut réécrire l’équation
8.30 par :

∀x̃ ∈ S, ∀ỹ ∈ S,

P[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] = +
∀l(1)∈L(1)(x(1),y(1))

· · · +
∀l(N)∈L(N)(x(N),y(N))

ccc[l(1)..l(N)]

= +
∀l(1)∈L(1)(x(1),y(1))

· · · +
∀l(N)∈L(N)(x(N),y(N))

g

= +
∀g∈L(x̃,ỹ)

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

Cette dernière expression est celle deG(x̃, ỹ) donnée dans l’équation 8.27.

On a montré dans cette première partie que tous les éléments du descripteurP différents de
OT̆ ont un élément égal et dans la même position dans la matrice detransitionG de l’automate
global.

Deuxième partie
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On rappelle que les éléments de la matrice de transitionG de l’automate global qui sont
différents deOT̆ ont la forme :

∀x̃ ∈ S, ∀ỹ ∈ S et ce couple(x̃, ỹ) est fixé par la suite

G(x̃, ỹ) = +
∀g∈L(x̃,ỹ)

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

(8.32)

En appliquant le lemme 8.2.2, pour une chaîne de transitionsglobalesg ∈ L(x̃, ỹ), on a un
jeu unique[l(1)g ..l

(N)
g ] ∈ L(1)(x(1), y(1)) ∗ .. ∗ L(N)(x(N), y(N)) de chaînes de transitions locales,

telles que
N
∗

i=1
l
(i)
g = g

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

=
N
∗

i=1
l(i)g =

N
∗

i=1

csc
l
(i)
g

︷ ︸︸ ︷
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(
x

(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

))

D’après le corollaire 8.2.1,

G(x̃, ỹ) = +
∀g∈L(x̃,ỹ)

Cg

·
j=1

(

ejg , Πejg
(x̃jg , ỹjg)

)

= +
∀l(1)∈L(1)(x(1),y(1))

· · · +
∀l(N)∈L(N)(x(N),y(N))

(

N
∗

i=1

csc
l
(i)
g

︷ ︸︸ ︷
C

l(i)

·
j=1

(

ej
l(i)

, πej
l(i)

(
x

(i)
j
l(i)

, y
(i)
j
l(i)

))
)

Cette dernière expression est celle deP[x(1),...,x(N)],[y(1),...,y(N)] donnée dans l’équation 8.30.

Dans cette deuxième partie, on a montré que chaque l’élémentdifférent deOT̆ de la ma-
trice de transitionG de l’automate globale a un élément égal et dans la même position dans le
descripteurP .

Dans ces deux parties, on a montré que tous les éléments différents deOT̆ du descripteur
P ont un élément égal et dans la même position dans la matrice detransitionG de l’automate
global et que tous les éléments différents deOT̆ de la matrice de transitionG de l’automate
global ont un élément égal et dans la même position dans le descripteurP . Donc, les deux
matrices ont les éléments nuls dans les mêmes positions et des éléments égaux dans les autres
positions.
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8.4 Exemple d’obtention du descripteur discret

Dans cette section, on va présenter, pas à pas, un exemple d’obtention du descripteur discret.
Pour illustrer la procédure d’obtention du descripteur, onva reprendre l’exemple d’un réseau
d’automate complété (FIG. 6.12) présenté au chapitre 6. On rappelle ce modèle dans FIG. 8.2.

2(2)

0(2)

1(2)

e2

e4

e3

e4

2(1)

0(1)

1(1)

e2

Φ(e3, π2)

e3

e5 (e3, π1)
e1

Ă(1)

ē1

Ă(2)

ē2

ē5

ē3

ē2

ē4

ē4

ē3

f = (st A(2) == 2(2)) ∗ ρ5

Événement Prob. Priorité
e1 ρ1 3
e2 ρ2 1
e3 ρ3 2
e4 ρ4 4
e5 f 5

Événement Prob. Priorité
ē1 1 − ρ1 3
ē2 1 − ρ2 1
ē3 1 − ρ3 2
ē4 1 − ρ4 4
ē5 1 − f 5

ē3

e1

ē1

FIG. 8.2 – Exemple d’un réseau d’automates complétés

On remarque que l’automatĕA(1) est le même que celui de FIG. 8.1, donc on va présenter
ici uniquement l’obtention de la matrice d’événements de l’automateĂ(2), car l’obtention de la
matrice d’événementsP (1) de l’automateĂ(1) a été déjà présentée dans la section 8.2.

On va commencer par définir l’ensemble d’événements possibles (pot(x(i))) pour chaque
état de l’automatĕA(2). À partir dupot(x(i)), on peut obtenir pour cet automate les chaînes de
transitions locales de cet automate. Ces chaînes de transitions sont listées dans TAB. 8.2.

On rappelle que les éléments d’une matrice d’événements sont des produits de simultanéité
des tuples de transition des chaînes de transitions localeset sont définis selon la définition 8.2.3.

Pour l’automate complété̆A(2) de FIG. 8.2, à partir des chaînes de transitions locales présen-
tées dans TAB. 8.2, on obtient la matrice d’événementsP (2) suivante :

P (2) =





















(e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
(ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) +

(ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

OT̆ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

(e3, πe3(2
(2), 0(2))) OT̆ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))





















Le descripteurP est défini par le produit tensoriel complexe des matrices d’événements du
modèle. Pour le réseau d’automates complété de FIG. 8.2, on a le descripteur suivant :
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État de départ0(2) ; pot(0(2)) = {e2; ē2; e4; ē4; }

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

0(2) {(ē2, πē2(0
(2), 0(2))); (ē4, πē4(0

(2), 0(2)))}
1(2) {(e2, πe2(0

(2), 1(2))); (ē4, πē4(1
(2), 1(2)))}

2(2) {(e2, πe2(0
(2), 1(2))); (e4, πe4(1

(2), 2(2)))}
2(2) {(ē2, πē2(0

(2), 0(2))); (e4, πe4(0
(2), 2(2)))}

État de départ1(2) ; pot(1(2)) = {e4; ē4}

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

1(2) {(ē4, πē4(1
(2), 1(2)))}

2(2) {(e4, πe4(1
(2), 2(2)))}

État de départ2(2) ; pot(2(2)) = {e3; ē3}

État d’arrivée Chaînes de transitions locales

0(2) {(e3, πe3(2
(2), 0(2)))}

2(2) {(ē3, πē3(2
(2), 2(2)))}

TAB. 8.2 – Les chaînes de transitions locales de l’automate complétéĂ(2) de FIG. 8.2

P = P (1)
⊛ P (2)

Étant donné la taille de la matriceP du descripteur, on va présenter les pas intermédiaires
de la construction de la matrice par bloc. En appliquant le produit tensoriel complexe sur les
matrices d’événementsP (1) etP (2), les blocs on la forme suivante :

P =



















p
(1)

0(1),0(1) ∗ P (2) p
(1)

0(1),1(1) ∗ P (2) p
(1)

0(1),2(1) ∗ P (2)

p
(1)

1(1),0(1) ∗ P (2) p
(1)

1(1),1(1) ∗ P (2) p
(1)

1(1),2(1) ∗ P (2)

p
(1)

2(1),0(1) ∗ P (2) p
(1)

2(1),1(1) ∗ P (2) p
(1)

2(1),2(1) ∗ P (2)





















1
6

0
C

H
A

P
IT

R
E

8.
D

E
S

C
R

IP
T

E
U

R
D

IS
C

R
E

T

Le blocp
(1)

0(1),0(1) ∗ P (2) = (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ P (2) dans la position





•


 a les éléments suivants :

(ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) +
(ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

(ē1, Πē1(0
(1)0(2), 0(1)0(2))) · (ē4, Πē4(0

(1)0(2), 0(1)0(2))) OT̆ (ē1, Πē1(0
(1)0(2), 0(1)0(2))) · (e4, Πe4(0

(1)0(2), 0(1)2(2)))

OT̆ (ē1, Πē1(0
(1)1(2), 0(1)1(2))) · (ē4, Πē4(0

(1)1(2), 0(1)1(2))) (ē1, Πē1(0
(1)1(2), 0(1)1(2))) · (e4, Πe4(0

(1)1(2), 0(1)2(2)))

OT̆ OT̆ (ē1, Πē1(0
(1)2(2), 0(1)2(2)))
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1
6

1
Le blocp

(1)

0(1),1(1) ∗ P (2) = (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ P (2) dans la position





•


 a les éléments suivants :

(e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) +
(e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

(e1, Πe1(0
(1)0(2), 1(1)0(2))) · (ē4, Πē4(1

(1)0(2), 1(1)0(2))) OT̆ (e1, Πe1(0
(1)0(2), 1(1)0(2))) · (e4, Πe4(1

(1)0(2), 1(1)2(2)))

OT̆ (e1, Πe1(0
(1)1(2), 1(1)1(2))) · (ē4, Πē4(1

(1)1(2), 1(1)1(2))) (e1, Πe1(0
(1)1(2), 1(1)1(2))) · (e4, Πe4(1

(1)1(2), 1(1)2(2)))

OT̆ OT̆ (e1, Πe1(0
(1)2(2), 1(1)2(2)))
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Le blocp
(1)

0(1),2(1) ∗ P (2) = OT̆ ∗ P (2) dans la position




•


 a les éléments suivants :

OT̆ ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
OT̆ ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) OT̆ ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) +

OT̆ ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

OT̆ ∗ OT̆ OT̆ ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) OT̆ ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

OT̆ ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) OT̆ ∗ OT̆ OT̆ ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))

Par la propriété (2) de la définition 7.2.9, les éléments de cebloc de la matrice sont réduits à :

OT̆ OT̆ OT̆

OT̆ OT̆ OT̆

OT̆ OT̆ OT̆
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Prenons maintenant les blocs de la deuxième ligne. Le blocp

(1)

1(1),0(1) ∗ P (2) = (e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ P (2) dans la

position


 •



 a les éléments suivants :

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
(e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) +

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0

(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (ē1, πē1(0
(1), 0(1))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

OT̆ OT̆ OT̆

OT̆ OT̆ OT̆

(e3, Πe3(1
(1)2(2), 0(1)0(2))) · (ē1, Πē1(0

(1)0(2), 0(1)0(2))) OT̆ OT̆
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Le blocp
(1)

1(1),1(1)∗P
(2) =

(
(e3, πe3(1

(1), 0(1)))·(e1, πe1(0
(1), 1(1)))+(ē3, πē3(1

(1), 1(1)))
)
∗P (2) = (e3, πe3(1

(1), 0(1)))·(e1, πe1(0
(1), 1(1)))∗

P (2) + (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ P (2) dans la position



 •



 a les éléments suivants :

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0

(2), 0(2))) (e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+ + +
(ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0

(2), 0(2))) (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (e4, πe4(0
(2), 2(2)))

+
(ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+ + +

(ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 0(1))) · (e1, πe1(0

(1), 1(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1

(1), 0(1))) · (e1, πe1(0
(1), 1(1))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))
+ + +

(ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

(ē4, Πē4(1
(1)0(2), 1(1)0(2))) OT̆ (e4, Πe4(1

(1)0(2), 1(1)2(2)))

OT̆ (ē4, Πē4(1
(1)1(2), 1(1)1(2)) (e4, Πe4(1

(1)1(2), 1(1)2(2)))

(e3, Πe3(1
(1)2(2), 0(1)0(2))) · (e1, Πe1(0

(1)0(2), 1(1)0(2))) OT̆ (ē3, Πē3(1
(1)2(2), 1(1)2(2)))
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Le blocp

(1)

1(1),2(1) ∗ P (2) = (e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ P (2) dans la position



 •



 a les éléments suivants :

(e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) +
(e3, πe3(1

(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

(e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (e3, πe3(1
(1), 2(1))) ∗ OT̆ (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

OT̆ OT̆ OT̆

OT̆ OT̆ OT̆

(e3, Πe3(1
(1)2(2), 2(1)0(2))) OT̆ OT̆
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Prenons maintenant les blocs qui composent la troisième ligne. Le blocp(1)

2(1),0(1) ∗ P (2) =
(
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) +

(e2, πe2(2
(1), 1(1)))·(e3, πe3(1

(1), 2(1)))·(e5, πe5(2
(1), 0(1)))+(ē2, πē2(2

(1), 2(1)))·(e3, πe3(2
(1), 0(1)))+(ē2, πē2(2

(1), 2(1)))·(ē3, πē3(2
(1), 2(1)))·

(e5, πe5(2
(1), 0(1)))

)
∗ P (2).

Par la propriété de distributivité de l’opérateur de concurrence sur l’opérateur de choix, on a(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗
P (2)+(e2, πe2(2

(1), 1(1)))·(e3, πe3(1
(1), 2(1)))·(e5, πe5(2

(1), 0(1)))∗P (2) + (ē2, πē2(2
(1), 2(1)))·(e3, πe3(2

(1), 0(1)))∗P (2)+(ē2, πē2(2
(1), 2(1)))·

(ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ P (2) dans la position




•



 . Les les éléments de ce bloc sont les suivants :

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (e3, πe3(2
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+ + +
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0

(2), 0(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+ + +

(ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0

(2), 0(2))) (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))
+ + +

(ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (e4, πe4(0
(2), 2(2)))

+
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (e3, πe3(2
(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (e4, πe4(0
(2), 2(2)))

+
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+ + +

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+ + +
((ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (e3, πe3(2
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (e3, πe3(2
(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+ + +
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 0(1))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))
+ + +

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

+ + +
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (e3, πe3(2
(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (e3, πe3(2

(1), 0(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

+ + +
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (e5, πe5(2

(1), 0(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (e5, πe5(2
(1), 0(1)))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

(ē2, Πē2(2
(1)0(2), 2(1)0(2))) · (ē4, Πē4(2

(1)0(2), 2(1)0(2))) · (e5, Πe5(2
(1)0(2), 0(1)0(2))) OT̆ (ē2, Πē2(2

(1)0(2), 2(1)0(2))) · (e4, πe4(2
(1)0(2), 2(1)2(2))) · (e5, Πe5(2

(1)2(2), 0(1)2(2)))

OT̆ (ē4, Πē4(2
(1)1(2), 2(1)1(2))) · (e5, Πe5(2

(1)1(2), 0(1)1(2))) (e4, Πe4(2
(1)1(2), 2(1)2(2))) · (e5, Πe5(2

(1)2(2), 0(1)2(2)))

(e3, Πe3(2
(1)2(2), 0(1)0(2))) OT̆ (ē3, Πē3(2

(1)2(2), 2(1)2(2))) · (e5, Πe5(2
(1)2(2), 0(1)2(2)))
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Le blocp

(1)

2(1),1(1) ∗ P (2) = (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ P (2)dans la position




•



 a les éléments suivants :

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) +

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1

(1), 1(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (ē3, πē3(1
(1), 1(1))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

OT̆ (e2, Πe2(2
(1)0(2), 1(1)1(2))) · (ē4, Πē4(1

(1)1(2), 1(1)1(2))) (e2, Πe2(2
(1)0(2), 1(1)1(2))) · (e4, Πe4(1

(1)1(2), 1(1)2(2)))

OT̆ OT̆ OT̆

OT̆ OT̆ OT̆
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Le bloc p
(1)

2(1),2(1) ∗ P (2) =
(
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) + (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ·

(ē5, πē5(2
(1), 2(1)))

)
∗ P (2).

Par la propriété de distributivité de l’opérateur de concurrence sur l’opérateur de choix, on a(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) ·

(ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗P (2) + (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗P (2) dans la position




•



 . Les les éléments de

ce bloc sont les suivants :

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+
(e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0

(2), 0(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0

(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (e4, πe4(1

(2), 2(2)))
+ + +

(ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (ē4, πē4(0
(2), 0(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (e2, πe2(0
(2), 1(2))) · (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0

(2), 0(2))) · (e4, πe4(0
(2), 2(2)))

+
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (ē2, πē2(0
(2), 0(2))) · (e4, πe4(0

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (ē4, πē4(1
(2), 1(2))) (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (e4, πe4(1
(2), 2(2)))

+ + +
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (ē4, πē4(1

(2), 1(2))) (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (e4, πe4(1

(2), 2(2)))

(e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (e3, πe3(2

(2), 0(2))) (e2, πe2(2
(1), 1(1))) · (e3, πe3(1

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ OT̆ (e2, πe2(2

(1), 1(1))) · (e3, πe3(1
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (ē3, πē3(2
(2), 2(2)))

+ + +
(ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ (e3, πe3(2
(2), 0(2))) (ē2, πē2(2

(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2
(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2

(1), 2(1))) ∗ OT̆ (ē2, πē2(2
(1), 2(1))) · (ē3, πē3(2

(1), 2(1))) · (ē5, πē5(2
(1), 2(1))) ∗ (ē3, πē3(2

(2), 2(2)))

Par la propriété d’idempotence (Propriété 7.2.1), les éléments de ce bloc de la matrice sont réduits à :

(ē2, Πē2(2
(1)0(2), 2(1)0(2))) · (ē4, Πē4(2

(1)0(2), 2(1)0(2))) · (ē5, Πē5(2
(1)0(2), 2(1)0(2))) OT̆ (ē2, Πē2(2

(1)0(2), 2(1)0(2))) · (e4, Πe4(2
(1)0(2), 2(1)2(2))) · (ē5, Πē5(2

(1)2(2), 2(1)2(2)))

OT̆ (ē4, Πē4(2
(1)1(2), 2(1)1(2))) · (ē5, Πē5(2

(1)1(2), 2(1)1(2))) (e4, Πe4(2
(1)1(2), 2(1)2(2))) · (ē5, Πē5(2

(1)2(2), 2(1)2(2)))

OT̆ OT̆ (ē3, Πē3(2
(1)2(2), 2(1)2(2))) · (ē5, Πē5(2

(1)2(2), 2(1)2(2)))
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À partir des chaînes de transitions globales du descripteurdiscretP (égal à la matrice de
transition de l’automate global) on peut obtenir la matricetransition de la chaîne de Markov en
évaluant les chaînes de transitions globales selon la définition 6.4.1 (page 109).

Évaluons par exemple la chaîne de transitions globales de ladernière ligne et dernière
colonne (positionP[2(1),2(2)][2(1),2(2)]. Cette chaîne de transitions globales est égale à :

P[2(1),2(2)][2(1),2(2)] = (ē3, Πē3(2
(1)2(2), 2(1)2(2))) · (ē5, Πē5(2

(1)2(2), 2(1)2(2)))

Évaluons chaque tuple de transition globale séparément. Lepremier tuple de transition glob-
ale(ē3, Πē3(2

(1)2(2), 2(1)2(2))) a la probabilité d’occurrence de l’événementē3 égale à1−ρ3. Cet
événement a une probabilité d’occurrence constante (1− ρ3), c’est-à-dire, sa valeur ne dépende
pas de l’état global du modèle. La probabilité de routage globale (produit des probabilités de
routage des tuples de transition locale) de ce tuple de transition globale est aussi constante et
égale à1.

Le deuxième tuple de transition globale(ē5, Πē5(2
(1)2(2), 2(1)2(2))) a la probabilité d’occur-

rence de l’événement̄e5 égale à1 − f , oùf est la fonction :

f = (st A(2) == 2(2)) ∗ ρ5

En évaluant cette fonction pour l’état globale2(1)2(2) (état de départ du tuple de transition
globale), on obtient :

f = ρ5

Alors, la probabilité d’occurrence de ce tuple de transition globale, lorsque sa fonction est
évaluée pour l’état globale2(1)2(2), est égale à1 − ρ5. La probabilité de routage de ce tuple de
transition globale est constante et égale à1.

En évaluant cette chaîne de transitions globales selon la définition 6.4.1, on a l’évaluation
suivante :

Π(P[2(1),2(2)][2(1),2(2)]) = (1 − ρ3(2
(1)2(2)) × Πē3(2

(1)2(2), 2(1)2(2))(2(1)2(2)))×
(1 − f(2(1)2(2)), Πē5(2

(1)2(2), 2(1)2(2))(2(1)2(2)))
= (1 − ρ3)(1 − ρ5)

En évaluant toutes les chaînes de transitions globales du descripteurP du modèle de FIG.
8.2 (page 158), on obtient la matrice de transition suivante:
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P =

















(1 − ρ1)(1 − ρ4) 0 (1 − ρ1)ρ4 ρ1(1 − ρ4) 0 ρ1ρ4 0 0 0
0 (1 − ρ1)(1 − ρ4) (1 − ρ1)ρ4 0 ρ1(1 − ρ4) ρ1ρ4 0 0 0
0 0 (1 − ρ1) 0 0 ρ1 0 0 0
0 0 0 (1 − ρ4) 0 ρ4 0 0 0
0 0 0 0 (1 − ρ4) ρ4 0 0 0

ρ3π1(1 − ρ1) 0 0 ρ3π1ρ1 0 (1 − ρ3) ρ3π2 0 0
0 0 (1 − ρ2)ρ4ρ5 0 ρ2(1 − ρ4) ρ2ρ4 (1 − ρ2)(1 − ρ4) 0 (1 − ρ2)ρ4(1 − ρ5)
0 0 ρ4ρ5 0 0 0 0 (1 − ρ4) ρ4(1 − ρ5)
ρ3 0 (1 − ρ3)ρ5 0 0 0 0 0 (1 − ρ3)(1 − ρ5)

















(8.2)

8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé une représentation compacte pour la matrice de transition
de l’automate global d’un modèle SAN. Cette représentationcompacte, appeléeDescripteur
discret, est une représentation tensorielle qui utilise l’algèbretensorielle complexe définie dans
le chapitre 7.

L’association de l’algèbre tensorielle complexe et des règles de construction des chaînes de
transitions locales (et par conséquence des matrices d’événements) cache à l’utilisateur toute
la complexité d’un modèle à temps discret, ce qui fait de cette association (algèbre tensorielle
complexe et algèbre des événements) un outil puissant pour la construction de modèles SAN
à temps discret. Plus précisément, les règles de construction des chaînes de transitions locales
masquent la complexité de l’occurrence simultanée de plusieurs événements dans un même
automate pendant que le produit tensoriel complexe masque la modélisation de l’occurrence
d’événements concurrentes (l’occurrence d’événements dans différents automates). Les cas de
conflit sont gérés par la priorité et par la définition de l’ensemble d’événements possibles de
chaque état.

Ce chapitre clôt cette deuxième partie de cette thèse. Nous yavons présenté une défini-
tion complète pour le formalisme SAN à temps discret, en décrivant la sémantique, en terme
d’événements aléatoires et d’évolution d’un modèle SAN à temps discret, la définition d’un en-
semble d’opérateurs pour représenter cette sémantique de combinaison d’événements qui nous
a permis de proposer, en combinaison avec l’algèbre tensorielle de matrices, une représentation
compacte d’un modèle SAN.



Troisième partie

Outil de calcul : le logiciel PEPS





Chapitre 9

Structure du logiciel PEPS

Depuis la première version du logiciel PEPS [69], plusieursmodifications ont été apportées.
Étant donné que PEPS est un logiciel académique, son caractère monolithique et l’importance
du code généré qui a augmenté au fur et à mesure que des multiples méthodes ont été implantées
dans le logiciel, sa maintenance et l’implantation de nouvelles théories développées pour le
formalisme SAN sont devenue difficiles.

PEPS2007 adopte une nouvelle structure qui vise faciliter sa maintenance mais surtout le
développement de nouveau modules dans le logiciel. Cette nouvelle version est disponible sur
le site web du projet :

http ://www-id.imag.fr/Logiciels/peps/

Le logiciel a été découpé en plusieurs modules indépendants. Chaque module implante une
méthode ou un ensemble de méthodes. Les modules générés par le découpage du logiciel ont
été classés en3 groupes. Chaque groupe correspond à une phase dans la résolution complète
d’un modèle.

Dans ce chapitre, on présente dans la première section un bref historique de l’évolution du
logiciel PEPS. La section 9.2 présente les phases nécessaires à la résolution complète d’un
modèle. La section 9.3 explique la méthode de découpage choisie pour la création des modules
du PEPS2007. Les sections suivantes sont dédiées à la présentation de chaque phase et des
modules qui la composent. Enfin, la Section 9.7 présente quelques conclusions et perspectives
sur cette nouvelle structure.

9.1 Historique du logicielPEPS

La première version du logiciel a été proposée en 1988 par Plateau, Fourneau et Lee [76].
Avec la version PEPS 2.0, le logiciel connaît de grandes modifications. Notamment, cette ver-
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sion implante l’ensemble les nouveaux algorithmes proposés par Fernandes [35], tels que la
méthode de multiplication vecteur-descripteur, l’agrégation algébrique et les méthodes de pro-
jection pour la solution stationnaire.

Dans cette version, avec la méthode de multiplication vecteur-descripteur, appeléeshuffle,
chaque produit d’un terme tensoriel est multiplié par une partie du vecteur, sans jamais générer
aucune partie de la matrice complète. Après toutes les multiplications tensorielles, on a une
multiplication complète du vecteur-matrice. L’algorithme d’agrégation algébrique consiste à
réaliser des opérations tensorielles entre les automates de façon à grouper plusieurs automates
en un seul. Les méthodes de projection implantées dans cetteversion sont cette d’Arnoldi et de
GMRES [86, 92].

L’interface utilisateur du logiciel était assez rudimentaire. L’absence d’un langage de de-
scription d’un modèle SAN obligeait l’utilisateur à fournir directement les matrices et fonctions
du descripteur markovien. Un deuxième problème présente dans la version PEPS 2.0 était l’ob-
tention des indices de performance, car seulement le vecteur des probabilités de la distribution
stationnaire était fourni en résultat.

9.1.1 PEPS2000

Au cours de l’année2000 une nouvelle version du logiciel a été mise en ligne. PEPS2000
apporte des optimisations sur les algorithmes déjà en place, tel qu’une manipulation optimisée
des dépendances fonctionnelles [35], et il propose aussi unlangage de description d’un modèle
SAN. Ce premier langage de description permet une description hiérarchique du modèle, où un
modèle est composé d’automates, qui sont composés d’états,où chaque état a des transitions
et chaque transition a un ensemble d’événements associé. Avec le langage de description du
modèle, une fonctionnalité importante a été implantée dansPEPS 2000 : les fonctions d’inté-
grations. Les fonctions d’intégrations permettent de définir, par des fonctions, une fonction sur
lesquels le vecteur de probabilités sera sommé. Il s’agit ducalcul de la valeur moyenne de la
fonction sur le vecteur de probabilité stationnaire.

9.1.2 PEPS2003

La version PEPS2003 [7] apporte plusieurs nouveautés, telles que l’utilisation des vecteurs
creux, l’agrégation sémantique, l’évaluation de fonctions just-in-timeet aussi un nouveau lan-
gage de description. L’implantation des structures de vecteurs creux dans PEPS a permis le
calcul uniquement sur l’espace d’états atteignables. Ce format réduit de façon considérable
l’espace de stockage pour les modèles creux. L’agrégation sémantique d’automates identiques
(répliqua) consiste de la représentation par un seul état lenombre d’automates dans le même
état de l’automate original [6].

Une autre fonctionnalité implantée dans PEPS2003 est l’évaluation de fonctionsjust-in-
time. Cette méthode consiste à générer pour chaque fonction déclarée dans le modèle SAN, un
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code C++. Le code C++ d’une fonction est compilé et lié aux méthodes de résolution du PEPS.
Ce code est appelé à chaque fois que la fonction est évaluée. Cette amélioration représente, dans
certains modèles, jusqu’à30% du temps de calcul par rapport à l’ancienne méthode d’évaluation
des fonctions par interprétation.

Le nouveau langage de description implanté dans cette version est plus intuitif et permet
une description plus compacte, car ce nouveau langage commence à implanter quelques fonc-
tionnalités qui permettent la réplicationidentiquedes automates et des états. Cependant les
possibilités de réplications sont très limitées et se restreignent à des modèles assez simples.

9.1.3 PEPS2007

Dans la version de 2007 [13], une nouvelle structure a été adoptée pour le logiciel. PEPS2007
a été découpé en un ensemble de modules indépendants. Chaquemodule implante une phase/étape
de la résolution complète d’un modèle. Cette approche améliore la maintenance et le développe-
ment du logiciel. Avec cette approche, des nouvelles méthodes peuvent être développées et
testées indépendamment de la version stable de PEPS de façonà réduire l’inclusion de bogues
et la cohérence du logiciel. Autre avantage, cette version permet un développement localement
et/ou logiquement distribué.

La section suivante présente les phases et chemins possibles pour la résolution complète
d’un modèle.

9.2 Résolution complète d’un modèleSAN

La résolution complète d’un modèle SAN passe par plusieurs phases et différents chemins
peuvent être employés pour obtenir les indices de performance souhaités. FIG. 9.1 présente les
deux chemins possibles pour résoudre un modèle.

Description et
compilation du
model SAN

Compilation
du descripteur

Generation de la
matrice HBF

Normalisation
du descripteur

Solution de la
matrice HBF

Solution du
descripteur normalisé

FIG. 9.1 – Étapes nécessaires pour la résolution d’un modèle.

La première phase consiste à décrire et compiler le modèle SAN. Cette phase est appelée
analyse syntaxique. La deuxième phase, appeléestructures de donnéesconsiste à manipuler le
descripteur markovien obtenu à partir de la compilation du modèle de façon à l’optimiser. La



dernière phase, appeléeméthodes de résolutionconsiste à solutionner effectivement le modèle,
soit directement sur le descripteur markovien, soit sur la matrice au format HBF (Harwell-
Boeing Format).

Les phases nécessaires à la résolution du modèle sont utilisées comme base pour le dé-
coupage du logiciel. La méthode de découpage est présentée dans la section suivante.

9.3 Méthode de découpage

Différentes versions du descripteur markovien sont utilisées lors de la compilation du mod-
èle SAN jusqu’à la version normalisée utilisée dans la résolution du modèle (multiplication
vecteur-descripteur).

Chaque version du descripteur est composée d’un dictionnaire d’identifiants (fonctions, au-
tomates, états et événements), d’un tableau des fonctions,de la fonction d’atteignabilité, d’un
tableau des fonctions d’intégration et d’un ensemble des matrices.

La première version du descripteur markovien, appeléDescripteur Markovien Plein, est
générée par la compilation fichier.san du modèle SAN dans la phase d’analyse syntaxique. La
deuxième version du descripteur markovien, appeléDescripteur Markovien Creux, est obtenue
par la transformation des matrices pleines du descripteur markovien en matrices creuses (pre-
mière étape de la phase de structures de données). La dernière version du descripteur markovien
est obtenue par la normalisation du descripteur markovien précédent (deuxième étape de la
phase de structures de données). Ce descripteur, appeléDescripteur Markovien Normalisé, est
utilisé pour les méthodes de résolution (phase des méthodesde résolution).

Le découpage du logiciel PEPS suit l’évolution du descripteur markovien. Chaque module
résultant de ce découpage est responsable pour une phase/étape de la transformation du de-
scripteur markovien ou pour la résolution du modèle. De cette façon, on a découpé le logiciel
de manière à garder dans chaque module uniquement les classes nécessaires à une phase/étape.
Il faut remarquer que parfois, différents modules implantent la même phase/étape, c’est le cas,
par exemple, des modules pour l’analyse syntaxique, où chaque module a un langage de de-
scription différents.

La version 2007 du logiciel PEPS est composée de29 classes et chaque classe participe à
un ou plusieurs modules. TAB. 9.3 présente la liste de classes utilisées dans PEPS et aussi leurs
relations de dépendance.

À partir de TAB. 9.3, on peut aisément séparer certaines classes, par exemple, les GRAM-
MAR, AUTOMATON, STATE, EDIC, NDIC et FUNC sont uniquement dépendants entre elles
et sont utilisées uniquement dans les modules de la phase d’analyse syntaxique. Cette indépen-
dance des autres classes du logiciel rend facile la créationdes modules de cette phase.

Cependant, les autres classes du logiciel sont fortement liées et on a pu constater qui un
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Classe Description Utilise la classe ... Est utilisée par la classe ...

Analyse Syntaxique
AUTOMATON automates STATE GRAMMAR

DOM définition des domaines GRAMMAR
EDIC dictionaire d’événements GRAMMAR
FUNC dictionaires de fonctions GRAMMAR

GRAMMAR regles de grammaires AUTOMATON, DOM, NDIC, EDIC, FUNC
NDIC dictionaire d’automates et d’états GRAMMAR
STATE description d’états AUTOMATON

Classes répliquées
aut_list liste d’automates aut_set, aut_st, d_graph aut_set, aut_st, CND, d_graph, jumps, VCT
aut_set ensemble d’automates aut_list, aut_st aut_list, aut_st, d_graph, elem, FTB

func_tree, RSS, san_mat, st_map
aut_st automates ou états aut_set, aut_list, jumps aut_list, aut_set, CND, DCT, d_graph,

DSC, elem, FTB, func_tree, HBF, INF,
jumps, LUD, RSS, san_mat, st_map, VCT

bools vecteur de booleans full_mat, RSS, san_mat, sp_mat, st_map
DCT Dictionnaire aut_st

d_graph graphes de dépendance fonctionnelle aut_list, aut_set, aut_st aut_list
elem éléments des matrices aut_set, aut_st, st_map elem_list, san_mat

elem_list liste d’éléments elem scr_ft
FTB tableau de fonctions func_tree, aut_set, aut_st, st_map scr_ft

full_mat matrice d’éléments constants au format plein bools
func_tree arbre d’évaluation d’une fonction aut_set, aut_st FTB, INF, src_ft

INF tableau des fonctions d’intégration (résultats) aut_st, func_tree
jumps tableau de saut de permutation aut_list, aut_st aut_st, CND, LUD, VCT
RSS espace d’états atteignable aut_set, aut_st, bools, func_tree

san_mat matrice ordinaire d’éléments aut_set, aut_st, elem, st_map, bools CND, DSC, sp_mat, VCT
scr_ft scratch du tableau de fonctions FTB, func_tree, elem_list

sp_mat matrice d’éléments constants au format creux san_mat, st_map, bools LUD
st_map map d’états aut_set, aut_st, bools CND, DSC, elem, FTB, sp_mat, VCT

Classes non-répliquées
CND descripteur normalisé aut_st, jumps, st_map, aut_list, san_mat VCT
DSC descripteur aut_st, san_mat, st_map
HBF matrices creuses au format Harwell-Boeing aut_st VCT
VCT vecteurs de probabilités aut_list, aut_st, jumps, san_mat, st_map, HBF, CND

TAB. 9.1 – Relation des dépendances de classes
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ensemble de19 classes sont nécessaires à tous les modules qui suivent la compilation du fichier
.san . Autrement dit, ces classes sont utilisées dans la représentation du descripteur markovien
plein, du descripteur markovien creux et aussi du descripteur markovien normalisé. Ces classes
sont en gras dans TAB. 9.3.

Les4 dernières classes (CND, DSC, HBF et VCT) sont utilisées uniquement dans la partie
de la résolution complète du modèle.

9.3.1 Réplication du code

Pour l’ensemble de classes utilisées dans plusieurs modules, deux options de découpage se
sont présentées : la création d’un noyau central ou la réplication du code dans chaque module.

La création d’un noyau central, commun à tous les modules, a l’avantage que les corrections
nécessaires à cet ensemble de classes sont réalisées une seule fois. Cependant, cet avantage n’est
pas crucial car cet ensemble de classes a été déjà largement utilisée et on considère que peu de
modifications ou corrections seront nécessaires.

La réplication du code dans chaque module apporte plusieursavantages : toutes les classes
nécessaires au module sont au même endroit, les modifications nécessaires à de futurs modules
n’ont pas d’influence sur les modules déjà existants, autrement dit, chaque module est com-
plètement indépendant.

On a choisi la réplication du code pour le découpage du logiciel car cette méthode est la
méthode qui s’approche le plus de la proposition de découpage du logiciel qu’on propose. De
cette façon, les19 classes mentionnées précédemment, ont été répliquées danschaque module
résultant du découpage, à l’exception des modules d’analyse syntaxique, qui n’utilisent pas ces
classes.

Les sections suivantes présentent les modules de chaque phase de la résolution complète
d’un modèle.

9.4 Analyse syntaxique

La phase d’analyse syntaxique consiste à décrire un modèle SAN selon les règles du langage
de description et de compilation de ce modèle. La compilation du modèle transforme le modèle
SAN dans un ensemble de fichiers qui décrivent le descripteurmarkovien du modèle.

Différents langages de description peuvent être utilisés.La version actuelle du PEPS2007
accepte2 langages de description, chaque langage a été implanté dansun module différent.

LeLangage de descriptionSAN implanté dans le module appelécompile_sanest le langage
standard utilisé dans PEPS2007. Ce langage est décrit dans l’annexe B.



9.5. STRUCTURES DE DONNÉES 179

Un deuxième module (compile_phsan) implante une extension du langage standard pour
inclure la description des événements phase-type dans le modèle. Ce langage a été proposé par
Sbeity et une description détaillée est dans [89].

Les deux modules de cette phase reçoivent un fichier du type.san qui suit les règles
de description et génèrent, après l’analyse syntaxique, unensemble de fichiers décrivant le
descripteur markovien plein, dans le format proposé dans [34].

9.5 Structures de données

Les modules inclus dans la phase “structure de données” manipulent le descripteur markovien
de façon à le transformer pour l’adapter à la phase de “méthodes de résolution”.

On peut classer les modules de cette phase en2 groupes, divisés selon la structure de stock-
age utilisée : tensorielle et HBF.

9.5.1 Structure tensorielle

Deux étapes sont nécessaires pour préparer le descripteur markovien plein obtenu par la
compilation du modèle SAN pour la phase “méthodes de résolution” : compilation du descrip-
teur et normalisation du descripteur.

Compilation du descripteur

Cette étape de traitement de “structure de données” transforme le descripteur markovien
plein stocké en un ensemble des petites matrices au format plein en des matrices stockées au
format HBF. Cette conversion a pour but de réduire le nombre de multiplications inutiles (mul-
tiplication par zéro) au moment de la résolution du modèle, vu que, assez souvent, pour des
petites matrices le format HBF prend plus de place de stockage que le format plein. Notons que
la matrice de transition de la chaîne de Markov équivalente continue à être représentée en forme
tensorielle, et uniquement l’ensemble de matrices du descripteur markovien utilise le format
HBF.

Cependant, les méthodes les plus importantes du module de cette étape sont les méth-
odes d’agrégation (algébrique et sémantique) en charge desgroupement des automates. Le
groupement d’automates par agrégation algébrique est réalisé par l’application des opérations
de somme et de produit tensoriel sur un ensemble matrices du descripteur markovien. Avec
ce type d’agrégation on réduit le nombre d’automates du modèle mais on a des automates plus
grands [34]. La méthode d’agrégation sémantique peut être utilisée uniquement sur un ensemble
d’automates identiques (replicas). Cette méthode permet de représenter avec un seul automate
le nombre d’automates dans chaque état des automates agrégés [6]. Cette méthode réduit de
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façon significative le nombre d’états du modèle, mais elle est applicable à un ensemble réduit
de modèles.

Le module qui réalise l’étape de compilation du descripteurest appelécompile_dsc. Il com-
pile l’ensemble des fichiers générés par le modulecompile_sanpour décrire le descripteur
markovien plein et génère un ensemble de fichiers qui décrivent le descripteur markovien creux.

Normalisation du descripteur

La dernière étape de la phasetraitement de structures de donnéesnormalise le descripteur
markovien creux et réalise le pré-calcul de la diagonale du descripteur.

Le pré-calcul de la diagonale du descripteur consiste à extraire toutes les matrices de normal-
isation des événements synchronisants et les éléments diagonaux des matrices des événements
locaux. Ces éléments sont utilisés pour construire le vecteur diagonal utilisé dans les méthodes
de résolution. Cette technique améliore la performance desméthodes de résolution. Une de-
scription détaillée de la méthode de pré-calcul de la diagonale du descripteur est décrite par
Fernandes [34].

En plus de la normalisation du descripteur et du pré-calcul de la diagonale, les modules de
cette étape font une analyse du modèle à la recherche de possibles optimisations, telles que,
le remplacement de fonctions par des valeurs constantes (lorsque la fonction a la même valeur
sur tous l’espace d’états) et la génération de l’ordre de multiplication des matrices de façon à
minimiser l’évaluation des fonctions.

Cette étape de normalisation et d’optimisation est implantée par deux modules :norm_dsc_ex
et norm_dsc_sp. Ces deux modules implantent les mêmes méthodes et techniques, ils utilisent
l’ensemble de fichiers qui décrivent le descripteur markovien creux pour générer l’ensemble des
fichiers qui décrivent le descripteur markovien normalisé.Cependant le modulenorm_dsc_ex
travaille sur l’espace d’état produit et génère le vecteur diagonal avec cette taille, alors que le
modulenorm_dsc_sptravaille sur l’espace d’états atteignables et le vecteur diagonal généré a
cette taille.

9.5.2 Structure HBF

Un autre chemin possible pour résoudre un modèle est de générer directement la chaîne de
Markov équivalente au modèle SAN. Après le découpage du logiciel, le modulegen_hbfréalise
la construction de la chaîne de Markov équivalente au descripteur markovien plein obtenu après
la compilation du modèle SAN.

La matrice de transition de la chaîne de Markov équivalente au modèle SAN est stocké sous
le format HBF (Harwell-Boeing Format). Optionnellement, ce module peut convertir la matrice
générée pour qu’elle soit compatible avec le logiciel MARCA[92, 93].
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9.6 Méthodes de résolution

Plusieurs méthodes de résolution sont implantées dans PEPS2007, telles que la méthode de
la puissance, Arnoldi et GMRES pour la solution stationnaire et la méthode d’uniformisation
pour les solutions transitoires.

Comme pour la phase de structures de données, on peut grouperles modules de cette phase
selon le type de structure utilisée pour le stockage :tensorielleet HBF (Harwell-Boeing For-
mat).

9.6.1 Structure tensorielle

Les modules de cette phase qui utilisent une structure tensorielle sont basés sur la méthode
deshuffle[35]. La méthode deshufflepermet de réaliser des multiplications vecteur-descripteur
sans jamais avoir à générer la matrice de transition de la chaîne de Markov. Autrement dit, ces
modules travaillent directement sur le descripteur markovien normalisé du modèle.

Les méthodes de résolution qui utilisent cette structure tensorielle sont implantées dans trois
modules :solve_cnd_ex, solve_cnd_spet solve_cnd_pav.

Les modulessolve_cnd_exetsolve_cnd_eximplantent quelques méthodes de résolution sta-
tionnaire classique : puissance, Arnoldi et GMRES et la méthode d’uniformisation pour des so-
lutions transitoires. La différence entre ces deux modulesest le format du vecteur de probabilité
utilisé. Alors que le modulesolve_cnd_exutilisé un vecteur plein, donc de la taille de l’espace
d’état produit du modèle, pour stocker le vecteur de probabilité, le modulesolve_cnd_sputilise
un vecteur creux, où uniquement les probabilités des états atteignables sont stockées. L’utilisa-
tion des vecteur creux pour le stockage du vecteur de probabilités a été proposé par Benoit dans
[9] et apporte plusieurs avantages lorsque l’espace d’états atteignables est beaucoup plus petit
que l’espace d’états produit (la limité est à50%).

Il faut remarquer que lesolve_cnd_exutilise le descripteur normalisé généré par le module
norm_dsc_ex, où le vecteur diagonal a la taille de l’espace d’états produit, alors quesolve_cnd_sp
utilise le descripteur normalisé généré par le modulenorm_dsc_sp, avec un vecteur diagonal
ayant uniquement les états atteignables. De la même façon, le résultat rendu par le module
solve_cnd_exest un vecteur de probabilités au format plein, alors que le modulesolve_cnd_sp
rend un vecteur de probabilités au format creux. Optionnellement, les deux modules peuvent
calculer les indices de performances sur les fonctions résultats définies dans le modèle.

Le troisième module implante plusieurs méthodes pour le calcul de la disponibilité ponctuelle.
Ces méthodes sont décrites en détails dans le Chapitre 3. Ce module rend la valeur de la disponi-
bilité ponctuelle à un instantt spécifié par l’utilisateur.

Notons que ce module a été conçu après le découpage du logiciel et il faut noter le gain
de cette nouvelle structure du logiciel, car dans ce module,certaines méthodes utilisée pour le
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calcul de la disponibilité ponctuelle emploient la multiplication à droite (descripteur-vecteur).
La création d’un module indépendant a permis ce changement,sans toucher aux méthodes et
classes utilisées aussi pour les autres modules.

9.6.2 Structure HBF

Un seul module implante la résolution du modèle en utilisantla matrice de transition stocké
au format HBF. Ce module utilise la matrice de transition générée par le modulegen_hbfet
uniquement la méthode de la puissance est implantée.

De façon similaire au modulessolve_cnd_exet solve_cnd_sp, ce module rend comme ré-
sultat un vecteur de probabilités, mais contrairement au modules précédents, le calcul direct des
indices de performances n’est plus possible, car les informations sur les identifiants d’états ont
été perdu au moment de la génération de la matrice.

9.7 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre la nouvelle version du logiciel PEPS. Cette nouvelle ver-
sion, outre un nouveau langage de description (Annexe B) et des méthodes pour le calcul de la
disponibilité ponctuelle (Chapitre 3), présente une toutenouvelle structure.

Cette structure améliore la maintenance et le développement du logiciel. Avec cette nouvelle
structure, de nouvelles méthodes peuvent être développéeset testées indépendamment de la ver-
sion stable de PEPS. Actuellement, plusieurs modules expérimentaux implantent et testent de
nouvelles méthodes, par exemple, le développement d’une structure basée en diagrammes de
décision multi-valués (MDD -Multi-valued Decision Diagrams) [88] pour la représentation
de l’espace d’états atteignables et la nouvelle méthodesplit pour la multiplication vecteur-
descripteur [22]. De cette façon, on réduit l’inclusion de bogues et on garde la cohérence du
logiciel.

Un autre avantage de cette nouvelle structure est la possibilité d’un développement local
et/ou logiquement distribuée, car l ’implantation de nouvelles méthodes dans une même phase
de la résolution du modèle, seront implantées sur des modules complètement indépendants.

On espère qu’avec cette nouvelle structure, le logiciel PEPS évolue parallèlement et plus
rapidement dans les différents équipes qui travaillent surle formalisme SAN.



Chapitre 10

Expressivité du logiciel

Dans ce chapitre, on présente le nouveau langage de description utilisé pour définir un mod-
èle SAN. Ce nouveau langage de description a été pensé pour combler les difficultés présentes
dans les anciennes versions du logiciel PEPS.

Le nouveau langage de description ne change pas le pouvoir d’expressivité apporté par la
version utilisée dans PEPS2003. D’ailleurs, le nouveau langage a pour base le langage défini
dans cette version là.

Ce nouveau langage a pour but de simplifier la description de modèles avec un grand nombre
de composants répliqués.

10.1 Rappel des concepts développés surPEPS2003

À partir de la version 2003 le langage de description du logiciel PEPS [7, 69] chercher à
définir structures qui rendent plus facile les réplicationsd’automates, d’états, de transitions et
d’événements. Pour facilement créer de modèles avec des structures répliquées, on a adopté le
concept de modèleparamétrable. Autrement dit, il s’agit de définir un semble de paramètres
qui sont utilisés pour définir le nombre de réplications de chaque structure du modèle.

De cette façon, un modèle avec réplications peut être facilement redimensionné en changent
uniquement quelques paramètres. Pour rendre ce concept de modèle paramétrable possible,
la structure du langage de description du PEPS2003 est divisée en5 blocs : “identifiers”,
“events”, “ reachability”, “ network” et “ results”.

Dans le bloc “identifiers” sont déclarés tous les paramètres qui sont utilisés dans ladescrip-
tion du modèle. Chaque paramètre est associé à un identifiant.

L’ensemble d’événements associés aux transitions du modèle sont déclarés dans le bloc
“events”. Un événement peut être répliqué et le nombre de réplications est facilement paramé-
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trable en utilisant les identifiants précédemment déclarés.

Le bloc “reachability” définit les états atteignable du modèle. Cet ensemble d’état est défini
par une fonction.

“network” est le bloc plus important de la description. La structure du modèle est décrite
dans ce bloc. Cette description est structurée de façon hiérarchique, où, le modèle est un réseau
d’automates stochastiques constitué d’un ensemble d’automates ; chaque automate est constitué
d’un ensemble d’états ; chaque état a un ensemble de transitions sortantes ; chaque transition a
un ensemble d’événements associés.

FIG. 10.1 présente graphiquement cette structure hiérarchique.

evt1 ... evtn

to 1(1) ...

evt1 ... evtn

to x(1)

stt 0(1) ...

...

stt x(1)

aut A(1) ...

...

aut A(N)

network Exemple

FIG. 10.1 – Structure hiérarchique de bloc “network”

Comme pour les événements, la réplication d’automates et/ou d’états est facilement paramé-
trable par l’utilisation des identifiants déclarés au bloc “identifiers”.

Le dernier bloc “results” contient les fonctions des indices de performance qu’on veut cal-
culer.

10.2 Problèmes dans le langage de description duPEPS2003

On a vu que des fonctionnalités qui permettent une description compacte des modèles avec
des composants répliqués étaient déjà présentes dans PEPS2003. Cependant, cet ancien lan-
gage permet uniquement une réplication identique des automates, des états et de la déclaration
des événements.

Lorsqu’on a un modèle avec des composants similaires, mais qui interagissent avec des
composants différents, on était obligé de décrire chaque composant séparément, car il était
impossible de modifier une caractéristique quelconque.

Un autre problème rencontré dans l’ancien langage est l’impossibilité de décrire de multi-
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ples transitions sortantes d’une façon compacte. Chaque transition sortante devait être décrite
individuellement. Ce même problème est présent dans l’association de multiples événements à
une transition.

Enfin, l’impossibilité de réplication de fonctions dans le langage du PEPS2003 obligeait
l’utilisateur à décrire individuellement chaque fonction, même si d’une fonction à l’autre, unique-
ment l’indice de l’automate/l’état changeait.

Dans le but de permettre des réplications plus flexibles, où les composants ne sont pas
identiques, dans la section suivante, on propose3 nouvelles fonctions qui nous permettront d’-
exprimer assez facilement plusieurs cas de réplications, là où avant une description individuelle
de chaque composant était nécessaire.

10.3 Proposition : nouvelles fonctions pour la réplication

On va introduire ici un nouveau type de fonction, appelée “fonction de description”. Trois
nouvelles fonctions ont été proposées pour ce nouveau langage. Ces fonctions ont pour but de
modéliser l’automate courant dans une réplication d’automates, l’état courant dans une réplica-
tion d’états et aussi l’état d’arrivée d’une transition dans une réplication d’état.

Automate courant - at La fonction at permet d’obtenir l’indice de l’automate qui est en
train d’être traité. Cette fonction est utile pour différencier chaque automate dans un ensemble
d’automates répliqués. Elle nous permet de définir des ensembles différents de transitions et
d’événements selon l’automate. Cela est pratique pour modéliser un ensemble d’automates avec
le même comportement, mais qui utilisent des événements différents. On utilise cette fonction
pour faciliter la description des modèles où l’indice des événements dépend de l’automate. Par
exemple, le modelage d’un ensemble de station de travail reliées par un réseau en anneau où
chaque station doit synchroniser avec la station suivante.L’indice de la station courante récupéré
par la fonctionat est utilisé pour indexer les événements de synchronisation. Cet exemple est
présenté dans FIG. 10.9 dans la section 10.7.1.

La fonction at n’a pas de paramètre. Cependant, il faut faire attention à son usage, car
la fonction a des comportements différents si elle est utilisée pour obtenir l’automate courant
au sein d’un ensemble d’automates répliqués ou dans un automate non-répliqué. Lorsqu’elle
est utilisée pour obtenir l’indice de l’automate en cours dans un ensemble de réplication, elle
donne comme résultat l’indice de cet automate dans le domaine de réplication. Lorsqu’elle
apparaît dans un automate non-répliqué, l’indice rendu estl’indice interne de l’automate1. Par
exemple, dans un modèle SAN avec8 automates définis de la façon suivante : un automateA
répliqués dans le domaine[1..3] (A[1], A[2] etA[3]), un automateB non-répliqué et un automate

1L’indice interne de l’automate est un indice unique attribué par le logiciel à chaque automate. Cet indice est
attribué de façon séquentiel et le premier automate décrit al’indice interne0, le deuxième l’indice1 et ainsi de
suite.
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C répliqué dans le domaine[6..9] (C[6], C[7], C[8] etC[9]). Les indices donnés par la fonction
at pour ce modèle sont :1, 2, 3, 3, 6, 7, 8 et 9. Pour ce même modèle, si on change l’ordre de
description des automates en décrivent l’automateB en dernier, la fonctionat rend les indices
1, 2, 3, 6, 7, 8, 9 et7.

État courant - sts La fonctionstspermet d’obtenir l’indice de l’état courant dans un automate.
Cette fonction est utile dans un ensemble d’états répliquéset permet de définir l’ensemble de
transitions et d’événements qui sont utilisés par rapport àl’état courant. Cette fonction peut être
utilisée pour définir l’indice d’un événement utilisé selonl’état courant, mais aussi dans une
fonction de condition dans la définition d’une transition etd’un événement.

Cette fonction permet de choisir les transitions et événements selon l’état courant.

État d’arrivée - std La fonctionstdpermet d’obtenir l’indice de l’état d’arrivée d’une transi-
tion. Cette fonction peut être utilisée pour définir l’indice d’un événement ou dans une condition
pour la définition d’une transition ou d’un événement. De façon similaire aux fonctions précé-
dentes, cette fonction est utilisée dans un ensemble d’états répliqués.

Cette fonction permet de choisir les transitions et événements selon l’état d’arrivée.

Des exemples d’utilisation sont présentés dans les sections suivantes.

10.4 Réplication de fonctions et événements

Les fonctions de description peuvent être utilisées pour exprimer une condition pour la
définition d’une transition ou d’un événement, mais surtoutpour calculer les indices des événe-
ments. Cependant, pour qu’on puisse utiliser les indices obtenus par ces fonctions, il faut que
les événements soient aussi répliqués.

La réplication d’événements est présente dans le langage dedescription depuis la ver-
sion PEPS2003. Cependant, dans cette version une seule dimension de réplication (vecteur
A[i]) était permise. Dans PEPS2007 on peut répliquer un événement jusqu’à3 dimensions
(A[i][j][k]). Une réplication en3 dimensions permet d’indicer plus facilement l’automate, l’état
et la transition.

Contrairement au langage de description défini pour PEPS2003, le langage de PEPS2007
nous permet d’utiliser différents taux de déclenchement pour les événements répliqués. Si un
seul taux de déclenchement est défini, ce taux sera utilisé pour tous les événements définis dans
cet ensemble. On peut associer différents taux aux événements répliqués en spécifiant une liste
d’identifiants ou une fonction répliquée. Dans les deux cas,le premier identifiant sera associé
au premier événement répliqué et ainsi de suite. Si le nombred’identifiants spécifié est plus
petit que le nombre d’événement, on revient au début de la liste.
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Un autre avantage proposé dans ce nouveau langage est la réplication de fonctions. La répli-
cation de fonctions nous permet créer un ensemble de fonctions similaires mais qui sont évaluée
sur des automates différents. Chaque fonction peut être répliquée en3 dimensions au maximum.

L’exemple suivant présente des cas où la réplication de fonctions est utile. Dans cet exemple,
on propose un modèle SAN assez simple où chaque automate a2 événements locaux associés.
Un de ces événements locaux a un taux fonctionnel. Ce modèle est décrit dans FIG. 10.2.

e1l1

x

y

. . .

x

y

A(N)

x

y

. . .

A(i)A(1)

li ei lN eN

f [i] = (nb [A(1) .. A(i−1)] x == (i − 1)) ∗ α

Type Event Rate Type Event Rate
loc e1 f1 loc l1 µ
loc ei fi loc li µ
...

...
...

...
...

...
loc eN fN loc lN µ

FIG. 10.2 – réplications d’automate avec des événements avec différents taux

Dans ce modèle, on voit3 cas de réplications : d’automates, d’événements et de fonctions.
On va explorer dans ce modèle la réplication d’événements associée à différents taux de dé-
clenchement et par conséquence, la réplication de fonctions.

Le but de ce modèle est de montrer l’utilisation de la réplication de fonctions. La réplication
de fonctions permet de définir un ensemble des fonctions identiques où les automates qui sont
les arguments de la fonction sont différents.

Ce modèle est décrit par le code ci-dessous. La description d’un seul automate est néces-
saire. L’indice des événements de chaque automate est calculé par la fonctioni . La fonctioni
récupère l’indice de l’automate dans la réplication.

identifiers
N = [1..10]; // domaine de réplication
i = at; // indice de l’automate courant
f[N] = ((nb [[A[1]..A[at]] y) == (at-1)) * lambda;

// f[i] rend lambda si le nombre
// d’automates de A[1] jusqu’à A[i]
// dans l’état y est égal à (i-1)

lambda = 0.1; // taux de déclenchement des
mu = 0.2; // événements

events
loc e[N] (f[N]);
loc l[N] (mu);
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reachability = 1; // tout les états du modèle sont
// atteignables

network aut_rep (continuous)
aut A[N] // automate répliqué 10 fois [1..10]

stt x // état x
to (y) e[i]

stt y // état y
to (x) l[i]

Ce modèle utilise différents taux de déclenchement. Pour associer différents de taux de
déclenchement à un ensemble d’événements répliqués, on peut expliciter une liste d’identi-
fiants de fonctions,i.e.loc e[N] (f[1] f[2] f[3]) , ou on peut définir un domaine
de fonctions répliquées,i.e., loc e[N] (f[N]) . Dans notre code, on définit les taux de
déclenchement de chaque événement répliquée en associant la fonction répliquéf de même
indice.

La réplication d’une fonction est faite par l’association d’un domaine de réplication à l’iden-
tifiant de la fonction. Les indices de ce domaine sont utilisés dans la création de chaque fonction
répliquée. Dans cet exemple, la réplication de la fonctionf[N] , la fonctionat sera remplacée
par les indices deN. Ainsi, on a la fonction répliquéf[2] = ((nb [[A[1]..A[2]] y)
== (2-1)) * lambda ; .

La syntaxe exacte de réplications d’une fonction se trouve dans la section B.1 de l’annexe
B.

La possibilité de réplication des fonctions, des événements et des automates dans le nouveau
langage a permis une description assez compacte du modèle. Pour décrire ce même modèle
dans le langage défini dans PEPS2003, on était obligé de décrire chaque fonction, événement
et automate individuellement.

Les sections suivantes présentent quelques cas de réplications qu’on peut trouver sur des
modèles et la façon de les exprimer dans ce nouveau langage.

10.5 Réplication d’automates et d’états

La réplication d’automates et d’états est déjà présente dans les anciennes versions du PEPS.
Cependant, les automates et les états était répliqués de façon identiques. Autrement dit, un au-
tomate et/ou un état était répliqué avec exactement les mêmes transitions et les mêmes événe-
ments associés. La seule contrainte imposée dans ce nouveaulangage est que tous les automates
répliqués dans une domaine doivent avoir le même nombre d’état, car on considère que les au-
tomates répliqués représentent de composants similaires,donc avoir les mêmes états est une
contrainte raisonnable.
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La réplication d’automates et d’états se fait exactement dela même façon que dans PEPS2003.
Pour répliquer un automate, on doit simplement ajouter un domaine de réplication à la décla-
ration de l’automate. Par exemple, dans l’exemple précèdent, on a répliqué l’automateA en
ajoutant le domaine[N] à la déclaration de l’automate (aut A[N] ).

De façon similaire, on ajoute un domaine de réplication à la déclaration d’un état pour qu’il
soit répliqué. Par exemple, pour répliquer un étatS dans un domaineMoù M = [1..10] , on
déclarestt S[M] .

La possibilité de création de répliques non-identiques d’automates et d’états a des con-
séquences sur la flexibilité de construction de transitionset sur l’association des événements
à ces transitions. On explore donc dans les sections suivantes plusieurs cas de réplications de
transitions et événements.

10.6 Réplication de transitions

Par défaut, les transitions sortantes d’un état, ainsi que événements associés sont répliqués
de façon identique lors de la réplication d’un automate ou d’un état. Dans les cas suivants, on
présente un ensemble de situations possibles lors de la réplication d’un état et d’une transition.

On peut classer les déclarations des transitions sortantesen deux groupes. Les états qui ont
des transitions sortantes simples et ceux qui ont des transitions sortantes répliquées.

10.6.1 Transition simples

On considère une déclaration de transition simple, toute transition sortante vers un seul état
à la fois. On peut avoir deux types de transitions simples. Soit vers un état unique, soit vers un
état répliqué.

Transition vers un état unique

FIG. 10.3 représente un automate où tous les transitions sortantes d’un état répliqué vont
vers le même état, c’est-à-dire, un état fixe. Ce type de transition apparaît dans plusieurs mod-
èles, par exemple, pour modéliser la panne d’une mémoire tampon.

1 5432

FIG. 10.3 – Réplications d’états et transitions vers un état fixe
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Le code ci-dessous décrit cet automate. Les deux dernières lignes représentent la réplication
des états et la transition de chaque état vers un état fixe. Cetétat fixe peut être un état répliqué,
comme dans cet exemple, ou n’importe quel état de l’automate. Dans cet exemple, l’état est
indiqué par la fonctioni , qui a la valeur constante1.

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication
i = 1; // indice constant
mu = 0.5 // taux de déclenchement

// de l’événement e

events
syn e (mu);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[i]) e // transition vers l’état s[1]

Transition vers une réplication d’état

L’exemple suivant représente un automate où les états d’arrivée des transitions sortantes
d’un état répliqué sont calculées par rapport à l’indice de chaque état.
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FIG. 10.4 – réplications d’états et transitions vers une réplication d’état

Dans l’automate présenté dans FIG. 10.4, chaque état répliqué a1 ou 2 transitions sor-
tantes selon sa position dans l’ensemble d’états répliqués. Le premier type de transition se fait
vers l’état précédent. Autrement dit, vers l’état dont l’indice est décrémenté de1 par rapport
à l’indice de l’état courant. Ces transitions sont décritespar la ligneto (- -) e dans le
code ci-dessous. Le deuxième type de transition de ce modèlese fait vers l’état d’indice+2 par
rapport à l’indice de l’état courant, sauf si l’état d’arrivée est en dehors de l’ensemble d’états ré-
pliqués. Dans ce cas, l’état d’arrivée doit être le dernier état de l’ensemble d’états répliqués. Ce
dernier type de transition est décrit par la ligneto (s[i]) e , où l’indice de l’état d’arrivée
est calculé par la fonctioni .

identifiers
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N = [1..5]; // domaine de réplication
i = min((sts + 2), 5); // indice de l’état d’arrivée
mu = 0.5; // taux de déclenchement des
lambda = 1; // événements

events
syn s (mu);
loc l (lambda);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (--) e // transition vers l’état précédent
to (s[i]) e // transition vers l’état courant +2

La description de transition vers un état répliqué était déjà possible dans PEPS2003 par
l’utilisation de primitives de positionnement relatif simples : (- - , ++, ==)2. Cependant, l’u-
tilisation d’une fonction pour calculer l’indice de l’étatd’arrivée d’une transition n’était pas
possible et obligeait à une description différencié de chaque transition.

10.6.2 Transition répliquée

La possibilité de déclaration d’une transition répliquée aété introduit dans PEPS2007.
La déclaration d’un transition répliquée permet de définir un ensemble de transition de façon
compacte. La réplication de transition est un outil utile dans des modèles avec des schémas
des probabilités de routage complexes, comme par exemple, le modèle dePatron de mobilité
aléatoireprésenté dans la Section 4.5.

FIG. 10.5 représente un automate où à partir de chaque état, on peut aller vers l’ensemble
d’états répliqués. Dans cet exemple, à partir de chaque étatrépliqué on va vers tous les états de
l’ensemble de réplication.

1 5432

FIG. 10.5 – Réplications d’états et de transitions vers plusieurs états

2La syntaxe de ces primitives sont décrites dans la Section B.4.3
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La ligne to (s[N]) e , dans le code ci-dessous exprime cette réplication. On remarque
que, au lieu de placer une fonction pour calculer l’indice del’état d’arrivée, à l’instar du modèle
précèdent, on utilise un identifiant de domaineN, précédemment défini.

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication
mu = 0.5; // taux de déclenchement de

// l’événement e

events
syn e (mu);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[N]) e // transition répliquée à tous

// les états

10.6.3 Condition d’inclusion

Une autre fonctionnalité implantée dans le langage de description de PEPS2007 est la pos-
sibilité de définir une condition d’inclusion dans la création d’une transition. Cette condition est
une fonction qui prend en compte l’indice de l’automate, de l’état courant et/ou de l’état d’ar-
rivée et permet d’inclure ou d’exclure une transition au moment de la création des transitions

Sur la base du modèle précédent, FIG. 10.6 représente un modèle similaire où les transition
sont possibles uniquement si l’état d’arrivée a un indice plus grand que l’état courant.
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FIG. 10.6 – Réplications d’états et de transitions vers plusieurs états avec condition

Dans le code ci-dessous, la fonctionbigger modélise cette condition nécessaire pour la
création d’une transition. La fonction compare l’indice del’état courant, obtenu parsts et
l’indice de l’état d’arrivée, obtenu parstd .

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication
bigger = (sts < std); // fonction de condition
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// retourne 1 si l’état de
// départ est plus petit que
// l’état d’arrivée

mu = 0.5; // taux de déclenchement de
// l’événement e

events
syn e (mu);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[N] / bigger) e // transition répliquée à tous

// les états qui remplissent
// la condition (bigger)

On remarque que la condition pour la création d’une transition peut être utilisée pour toutes
les descriptions d’une transition, même si cette transition part d’un état non-répliqué, ou si elle
même n’est pas elle-même répliquée.

10.7 Réplication d’événements

Des cas similaires à ceux présentés pour les transitions sont étudiés pour les événements.
On peut classer la description des événements selon deux types : unique et répliqué.

10.7.1 Événement unique

La déclaration d’un événement unique signifie que un seul événement est associé à une
transition à la fois. L’événement associé peut être un événement simple ou répliqué.

Événement simple

Lorsqu’on déclare un événement simple, cet événement va apparaître sur toutes les transi-
tions répliqués où il a été déclaré. FIG. 10.7 représente un automate avec un ensemble d’états
répliqués où l’événemente apparaît sur toutes les transitions.

La déclaration de l’événemente dans la dernière ligne du code ci-dessous modélise cette
situation. En effet, la réplication de l’événement sur plusieurs transitions se fait par la réplica-
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e e e e

FIG. 10.7 – Réplication d’un événement

tion des états de l’automate, car au moment de la réplicationd’un état, cet état est répliqué à
l’identique, avec les mêmes transitions et événements, sauf si le contraire est spécifié. Concer-
nant le modèle de Markov, il s’agit d’un événement unique quipeut se déclencher dans des états
différents.

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication
mu = 0.5; // taux de déclenchement de

// l’événement e

events
syn e (mu);

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (++) e // transition vers l’état suivant

Événement répliqué

On dit qu’un événement est répliqué lorsqu’on déclare un identifiant d’événement unique,
mais indicé selon sa position. D’un point de vue du modèle de Markov, il s’agit d’événements
différents.

FIG. 10.8 représente un modèle, où, pour un ensemble d’états répliqués, on utilise un événe-
ment différent selon l’état courant.
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e1 e2 e3 e4

FIG. 10.8 – Réplication d’événements

La fonction i , dans le code ci-dessous, calcule l’indice qui est utilisé dans le choix de
l’événement qui sera associé à chaque transition.
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identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication d’états
E = [1..4]; // domaine de réplication d’événements
i = sts; // indice de l’état de départ
mu = 0.5 // taux de déclenchement des

// événements e[E]

events
syn e[E] (mu); // événement répliqué 4 fois [1..4]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (++) e[i] // transition vers l’état suivant

// avec l’événement e d’indice i (e[i])

Dans un deuxième exemple, on montre que ce même principe d’indexation utilisé pour
définir un ensemble d’événements (chacun associé à un état répliqué) peut être utilisé pour
indexer les événements lors de la réplication d’automates.

FIG. 10.9 présente un modèle SAN où chaque automate doit se synchroniser avec l’auto-
mate suivant. Le dernier automate se synchronise avec le premier, de façon à former un anneau.

Le problème rencontré dans ce modèle est l’utilisation d’unensemble d’événements dif-
férents pour chaque automate. Dans les anciennes versions de PEPS, une description différente
de chaque automate était nécessaire.

s1

A(1)

s2

x

y

si+1 si

A(i)

x

y

s1 sN

A(N)

x

y

. . .. . .

FIG. 10.9 – Réplication d’automates avec des événements synchronisants différents

Pour décrire ce modèle de façon compacte, on peut décrire un seul automate et le répliquer.
L’utilisation de deux fonctions,i et next , permet d’associer des événements différents pour
chaque automate. La fonctioni récupère l’indice de l’automate dans une réplication et on
l’utilise pour indexer l’événement associé à la transitiondex ày. De façon similaire, la fonction
next calcule l’indice qui est utilisé pour indexer l’événement associé à la transition dey à x,
aussi basé sur l’indice de l’automate.



196 CHAPITRE 10. EXPRESSIVITÉ DU LOGICIEL

identifiers
N = [1..10]; // domaine de réplication
i = at; // indice de l’automate courant
next = (at mod 10) + 1; // indice du prochain automate dans

// une file circulaire
mu = 0.2; // taux de déclenchement des

// événements s[N]

events
syn s[N] (mu); // événement répliqué 10 fois [1..10]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A[N] // automate répliqué 10 fois [1..10]

stt x
to (y) s[i] // transition de l’état x vers l’état y

// avec l’événement s avec l’indice de
// l’automate courant (i)

stt y
to (x) s[next] // transition de l’état y vers l’état x

// avec l’événement s avec l’indice de
// l’automate suivant dans une file
// circulaire (next)

Comparé à l’ancien langage de description de PEPS2003, où onétait obligé de décrire
chaque automate individuellement, cette version est beaucoup plus compacte et on peut changer
facilement le nombre d’automates.

10.7.2 Ensemble d’événements

Un autre problème rencontré dans les anciens langages étaitl’association d’un ensemble
d’événements répliqués à une transition. FIG. 10.7.2 représente un modèle où un ensemble
d’événements répliqués est associé à une transition dans unensemble d’états répliqués.
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Dans l’ancien langage, chaque événement devait être associé individuellement à la tran-
sition. Dans le nouveau langage, on a la possibilité d’associer un ensemble d’événements ré-
pliqués de façon compacte. La déclaration de l’ensemble d’événements répliquése[E] dans la
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dernière ligne, permet d’associer en une seule fois tous lesévénements répliqués d’un domaine.
De façon similaire à la déclaration des transitions répliquées, il suffit de spécifier le domaine de
réplication lors de la déclaration de l’événement.

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication d’états
E = [1..4]; // domaine de réplication d’événements
mu = 0.5; // taux de déclenchement des

// événements e[E]

events
syn e[E] (mu); // événement réplique 4 fois [1..4]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (++) e[E] // transition vers l’état suivant avec

// tous les événements de e[E]

10.7.3 Condition d’inclusion

De façon identique aux conditions utilisées pour la création des transitions, la définition
d’une condition d’inclusion permet de définir si un événement, ou un ensemble d’événements
sera inclus lors de l’association des événements aux transitions.

Dans l’exemple présenté dans FIG. 10.10, des ensembles différents d’événements sont asso-
ciés à chaque transition selon l’état d’arrivée des transitions. En plus, on veut établir la condition
qui est d’avoir uniquement des transitions sortantes de l’état 1. La fonctionis_1 modélise la
condition pour la création des transitions, alors que les fonctionsf_e et f_l modélisent les
conditions d’inclusion de l’ensemble d’événementse[E] et l[L] , respectivement.

e2

e1 e2

e1

l2

l1

l3

l2

l1

l31 5432

FIG. 10.10 – Réplication d’événements avec condition

identifiers
N = [1..5]; // domaine de réplication d’états
E = [1..2]; // domaine de réplication d’événements
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L = [1..3]; // domaine de réplication d’événements
is_1 = (sts == s[1]); // fonction de condition des transition s

// transition sortante uniquement de
// l’état s[1]

f_e = (std < 4); // fonction de condition des événements e
// état d’arrivée plus petit que 4

f_l = (std >= 4); // fonction de condition des événements l
// état d’arrivée plus grand ou égal à 4

mu = 0.5 // taux de déclenchement des
// événements e[E]

alpha= 1; // taux de déclenchement des
// événements l[L]

events
syn e[E] (mu); // événement réplique 2 fois [1..2]
loc l[L] (alpha); // événement réplique 3 fois [1..3]

reachability = 1;

network aut_rep (continuous)
aut A

stt s[N] // état répliqué 5 fois [1..5]
to (s[N] / is_1) e[E]/f_e l[L]/f_l

// transitions vers tous les états en
// sortant de l’état s[1]
// (condition is_1) avec les événements
// e[E] pour les états d’arrivée s[2]
// et e[3] et avec les événements l[L]
// pour les états s[4] et s[5]

10.8 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté les potentialités de réplication de PEPS2007 et on les a
illustrés par quelques cas de réplications sur des modèles simples. Pour chaque cas on a présenté
le code qui décrit de façon compacte le modèle. Pour la plus grande partie de ces modèles,
cette description compacte est uniquement possible par l’utilisation des fonctionsat, stset std
proposées au début de ce chapitre.

Ces nouvelles fonctions, l’extension des structures du langage telles que la réplication de
fonctions, la déclaration de transitions et d’événements répliqués et la définition des conditions
d’inclusion, ont permis la description de modèles par des réplications qui, avant, n’était pas
faisable pour des grands espaces de réplications. PEPS permet maintenant d’exprimer de tels
grands modèles.



Chapitre 11

Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre nous dressons un bilan de travaux présentésdans cette thèse ainsi que les
perspectives de travaux futurs. Dans la section suivante (Section 11.1), on rappelle les princi-
paux résultats obtenus et les mises en ouvre pour les obtenir. Dans la section 11.2, nous évo-
quons des perspectives de travaux qui donnent suite aux travaux développés ici.

11.1 Conclusion

L’apport scientifique de cette thèse a été focalisé sur le formalisme de Réseaux d’Automate
Stochastiques (SAN-Stochastic Automata Network) et s’articule en deux axes :

– méthodes numériques pour l’analyse transitoire sur SAN à temps continu ;
– proposition d’une représentation tensorielle pour le formalisme SAN à temps discret.

11.1.1 Analyse transitoire surSAN à temps continu

L’efficacité de la représentation tensorielle dans le stockage d’un modèle SAN et de l’al-
gorithmeshufflepour la multiplication vecteur-descripteur ont été largement exploitée pour
l’obtention de la distribution de probabilité stationnaire du modèle. Cependant, les travaux sur
des méthodes pour l’analyse transitoire restent réduits.

Dans cette thèse nous avons exploité des méthodes pour l’analyse transitoire d’un système.
Comme on l’a vu, le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir la distribution transitoire à
l’instant de tempst peut être très grand dépendant des caractéristiques du modèle. Toutefois,
ce nombre peut être réduit par des méthodes de détection du régime stationnaire et le coût de
calcul peut être réduit considérablement.

Nous avons focalisé nos travaux sur l’efficacité de méthodesde détection du régime station-
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naire dans le calcul de disponibilité ponctuelle pour de grands modèles. Pour tester l’efficacité
des méthodes de détection du régime stationnaire nous avonscomparé différentes méthodes
de détection selon deux critères : nombre d’itérations nécessaires à la détection du régime sta-
tionnaire et la précision des résultats obtenus. Ces deux critères nous permettent de définir la
méthode la plus efficace (le plus petit nombre d’itérations)et qui respect effectivement l’erreur
maximum acceptée.

Pour comparer ces différentes méthodes de détection du régime stationnaire, nous avons
d’abord proposé une adaptation de l’algorithmeshufflepour rendre possible la multiplication
d’un descripteur markovien par un vecteur (multiplicationà droite).

Sur les mesures obtenues, on a pu constater que la performance de la méthode deconver-
gence de vecteur avec norme infinie(CAI) est nettement meilleure que la méthode deconver-
gence de vecteur avec normeL1 (CAA) et que la méthode decontrôle de la suite de vecteur
(CSW) pour le critère nombre d’itérations.

Néanmoins, les problèmes de fausse détection du régime stationnaire entraînent des erreurs
importantes sur la valeur de la disponibilité ponctuelle etcompromet les bons résultats obtenus
sur le critère nombre d’itérations. Ces problèmes de faussedétection du régime stationnaire ont
été aussi observés pour la méthode CAA, ce qui rend l’utilisation de ces deux méthodes non
fiable pour de grands modèles.

Sur la base de modèles testés dans cette thèse, on a pu constater que la méthode CSW permet
un calcul fiable et rapide de la disponibilité au régime stationnaire avec un surcoût sur le nombre
d’itérations entre20% et500% par rapport à la méthode CAI.

Un travail complémentaire relatif au calcul de la disponibilité ponctuelle a été l’utilisation
de différentes implantations pour le vecteur constant. Lesexpérimentations réalisées sur les3
implantations proposées :vecteur plein, vecteur creuxet fonctionont montré que l’utilisation
d’un vecteur creux présente un bon compromis entre la vitesse de calcul et l’espace de stock-
age nécessaire, mais on peut aisément envisager l’implantation d’une heuristique qui choisit
automatiquement le meilleur format de représentation selon les caractéristiques du modèle et
de l’espace mémoire disponible pour le calcul.

11.1.2 Descripteur pourSAN à temps discret

L’apport le plus important de cette thèse s’articule autourdu descripteur discret proposé
pour le formalisme SAN à temps discret.

Cet apport se développe en4 parties :

– la construction de chaînes de transition globales et de l’automate global d’un modèle
SAN ;

– la proposition de l’algèbre tensorielle complexe ;
– la définition des matrices d’événements ;
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– la formalisation du descripteur discret.

La première partie de cet apport est la définition formelle derègles de construction de
chaînes de transitions globales et de l’automate global du modèle. Les chaînes de transitions
globales sont des listes ordonnées de tuples de transitionsglobales (chaînons de transitions) qui
ont lieu dans une même unité de temps. La définition formelle de ces chaînes de transitions
globales nous a permit de définir précisément le comportement du système et d’obtenir l’auto-
mate global du modèle. Ces règles de construction de chaînesde transitions globales masquent
à l’utilisateur la complexité de gérer l’occurrence simultanée de plusieurs événements ainsi que
la gestion des conflits.

La deuxième partie de cet apport a été la proposition d’une algèbre tensorielle capable d’-
exprimer les relations de simultanéité, de concurrence et de choix d’événements. Pour ce faire,
on a définit trois opérateurs capables d’exprimer les différentes relations entre les événements :
opérateur de simultanéité, opérateur de choixet opérateur de concurrence.

L’opérateur de simultanéité a été défini afin d’exprimer l’occurrence simultanée des événe-
ments dans un même automate dans une même unité de temps. L’opérateur de concurrence a
été défini afin d’exprimer l’occurrence de plusieurs événements dans des automates différents
aussi dans une même unité de temps. L’opérateur de choix a étédéfini afin d’associer plusieurs
probabilités de chaînes de transitions (occurrence simultanée des événements) à une même tran-
sition.

Ces opérateurs ont été d’abord définis sur un ensemble d’événements, mais son expressivité
n’était pas suffisante pour l’expressivité nécessaire pourle formalisme SAN. L’inclusion d’une
probabilité de routage a permis une extension de l’algèbre sur des tuples de transitions. Cette
extension a permis de représenter les chaînes de transitions d’un modèle SAN par l’algèbre
proposée.

Sur la base des règles définies pour la construction de chaînes de transitions globales, on a
pu définir des chaînes de transitions locales. Ces chaînes ont été utilisées pour la définition de
matrices d’événements qui composent le descripteur discret.

Enfin, le produit tensoriel complexe proposé pour cette algèbre a permis de définir un de-
scripteur discret basé sur le produit tensoriel complexe des matrices d’événements.

L’opérateur de concurrence et le produit tensoriel des matrices d’événements ont été définis
de façon à ce que ce produit génère une chaîne de transitions globales. L’égalité de la matrice
de transition de l’automate global et du descripteur a été montrée dans la section 8.3 du chapitre
8. Ceci constitue le résultat clé de cette partie.

La définition de cette algèbre et d’un descripteur discret sont des travaux innovants qui ont
permis une description très compacte des modèles SAN à tempsdiscret et ouvrent de nom-
breuses perspectives.

Différentes propriétés, telle que la décomposition en facteurs normaux ont été démontrées
pour cette algèbre. Ces propriétés sont présentées par Sales dans [87], ainsi que l’utilisation de
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l’algorithmeshuffledans la multiplication vecteur-descripteur discret.

11.2 Perspectives

On présente tout d’abord les perspectives de travaux autourde méthodes d’analyse transi-
toire. Ensuite, on présente les perspectives pour le formalisme SAN à temps discret. Enfin, on
présente des perspectives de travaux dans des domaines voisins.

11.2.1 Analyse transitoire

Nous avons proposé dans cette thèse l’utilisation de méthodes d’analyse transitoire pour de
grands modèles. Cependant, le développement de méthodes d’analyse transitoire qui explorent
la représentation tensorielle des SAN reste encore limitée.

Il semble possible d’envisager des méthodes de calcul du temps moyen d’absorption ou
du temps moyen de défaillance qui tirent partie de la représentation tensorielle de SAN. À
l’instar des représentations des vecteurs constants proposés dans le chapitre 5 section 5.4, on
peut envisager la représentation des étatsDOWN (i.e., les états où le système ne fournit pas de
service) dans le calcul du temps moyen de défaillance par de vecteurs creux ou de fonctions.

Comme on a vu, ces représentations peuvent apporter des gains considérables en espace
mémoire sans compromettre le temps de calcul.

11.2.2 SAN à temps discret

Du côté du formalisme SAN à temps discret, les perspectives des travaux dans ce domaine
sont assez nombreuses. Dans un premier temps, une comparaison du pouvoir de description du
formalisme SAN à temps discret avec des formalismes analogues permettrait de mieux définir
l’ensemble des systèmes qui pourront être décrits par ce formalisme.

La nouvelle algèbre tensorielle utilisée pour la représentation tensorielle du modèle ouvre
aussi des axes de recherche. Un de ces axes est dans la recherche de nouvelles méthodes de
multiplication vecteur-descripteur adaptées aux caractéristiques de cette algèbre,i.e., l’existence
d’un seul terme tensoriel contrairement au descripteur markovien en temps continu, qui peut
avoir plusieurs termes tensoriels. Il est aussi possible d’envisager des méthodes de simulation
qui en profite non seulement de la structure tensorielle du descripteur mais aussi de la puissance
de description du formalisme : par exemple, de méthodes de simulation prenant en compte les
priorités des événements, ou même des méthodes qui réalisent la simulation directement sur
les chaînes de transitions. Des propositions de simulationbasée sur de méthodes de simulation
parfaite [98] ont déjà été faites pour le formalisme SAN à temps continu [36]. Le même chemin
pourra être exploité pour le formalisme SAN à temps discret.
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11.2.3 Parallélisation des algorithmes

L’idée de paralléliser les algorithmes de multiplication vecteur-descripteur n’est pas récente.
Une première approche parallèle a déjà été proposé dans [4].Cette approche consiste à paral-
léliser chaque terme d’un produit tensoriel dans un noeud d’une grappe de calcul.

Toutefois, pour de très grands modèles, le transfert des vecteurs de probabilités à chaque
noeud et à chaque itération réduit considérablement l’efficacité de la parallélisation.

Avec les machines à multiprocesseurs et multicoeurs actuelles, nous pouvons envisager
d’autres type de parallélisation. On peut par exemple envisager l’utilisation des processeurs
du type Cell [80] ou des processeurs graphiques (GPU) [68], où on peut compter le nombre de
coeurs par de centaines.
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Annexe A

Ensemble de mesures relevées pour les
méthodes de disponibilité ponctuelle

On présente dans cette annexe l’ensemble des mesures relevées sur les expérimentations
réalisées afin de tester l’efficacité des méthodes de détection du régime stationnaire.

Dans l’ensemble de graphes présentés dans cette annexe, on emploie les mêmes notations
que dans le chapitre 3.

✍ Rappelons

UC Nombre d’itérations calculé pour la méthode d’uniformisation classique
par la méthode de troncature de Fox-Glynn (Chapitre 3, Section 3.2.1) ;

CRI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence relative du vecteur (norme infinie
relative) pour la multiplication à gauche ;

CAI Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de
convergence du vecteur selon la convergence absolue du vecteur (norme
infinie) pour la multiplication à droite ;

CAA Méthode de convergence de vecteur (Algorithme 3.9) avecles tests de con-
vergence du vecteur selon la convergence absolue accumuléedu vecteur
(norme L1) pour la multiplication à droite ;

CSW Méthode de contrôle de la suite dewn (Algorithme 3.10).

On remarque que les courbes qui représentent les méthodes UCet CRI ne sont pas incluses
dans l’ensemble des graphes pour des raisons de clarté. Ces deux courbes ne sont pas notre sujet
principal de comparaison. Cependant, les mesures relevéespour ces méthodes sont présentées
sur les tableaux associés à chaque graphe à titre d’information.
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A.1 FAS- Mesures relevées

On utilise le modèle FAS (Chapitre 4, Section 4.1) pour tester l’efficacité des méthodes de
détection du régime stationnaire lorsque la taille du modèle augmente. Pour rendre compte de
l’efficacité des méthodes sur ce modèle,4 configurations ont été testées. Chaque configuration
utilise un nombre différent de serveurs.

La première configuration utilise5 serveurs alors que les autres configurations utilisent10,
15 et 20 serveurs. Les espaces d’états de ces modèles sont, respectivement, égaux à32, 1 024,
32 768 et1 048 576 états.

L’état initial de ces modèles a été défini avec tous les serveurs inactifs, c’est-à-dire, tous les
automates sont dans l’étatI. Cet état initial est défini par la fonctionfasinit ci-dessous :

fasinit = (nb [S(1) .. S(N)] I) == N

On considère qu’un état appartient à l’ensemble d’étatUP si il y a, au moins, un serveur
inactif (étatI). L’ensemble d’étatsUP est défini par la fonctionfasUP :

fasUP = (nb [S(1) .. S(N)] I) > 0

Pour tester ces modèles, on a choisi un taux d’arrivée de clients (λ) égal à0, 5 par minute et
le taux de service (µ) égal à0, 1 par minute. Les valeurs deλ et µ utilisées dans nos tests sont
les mêmes que les valeurs adoptées dans [14].

L’instant de tempst choisi pour ces tests est de1 000 minutes.

La section A.1.1 présente les graphes représentant le nombre d’itérations relevées des mod-
èles testés alors que la section A.1.2 présente les graphes sur la précision des résultats obtenus
pour la disponibilité ponctuelle à l’instant de temps choisi.
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A.1.1 Nombre d’itérations

FIG. A.1 présente les mesures relevées organisées selon différents nombres de serveurs,
alors que FIG. A.2 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.1 – FAS - Nombre d’itérations pour différents nombres de serveurs
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5 serveurs 10 serveurs

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 100

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 1031 1060 1086 1097
CRI 46 66 84 92
CAI 42 60 78 88
CAA 50 68 86 96
CSW 51 69 87 97

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 1562 1599 1630 1645
CRI 120 176 234 262
CAI 84 140 198 226
CAA 152 208 266 294
CSW 130 187 244 273

15 serveurs 20 serveurs

 50

 100

 150

 200

 250

 300

 350

 400

 450

 500

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

 0

 100

 200

 300

 400

 500

 600

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 2089 2131 2167 2184
CRI 136 220 306 348
CAI 58 136 222 264
CAA 220 306 390 434
CSW 126 211 296 339

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 2612 2659 2700 2718
CRI 166 274 384 438
CAI 84 140 198 226
CAA 230 338 448 530
CSW 55 136 244 298

FIG. A.2 – FAS - Nombre d’itérations pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.1.2 Précision des résultats

FIG. A.3 présente les mesures relevées organisées selon différents nombres de serveurs,
alors que FIG. A.4 présente les mêmes mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.3 – FAS - Précision des résultats pour différents nombresde serveurs
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FIG. A.4 – FAS - Précision des résultats pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.2 MSA- Mesures relevées

On a adopté5 configurations différentes pour tester le modèle MSA (Chapitre 4, Section
4.2). Ce modèle a été testé avec16, 32, 64, 128 et 256 processeurs. Pour ces5 configurations,
on a, respectivement, des espaces d’états égaux à34, 66, 130, 258 et514 états.

Dans l’état initial du modèle, touts les processeurs sont disponibles et la mémoire tampon
est en état de marche. La fonctionmsainit définit cet état initial :

msainit = (st P == N) && (st B == A)

L’ensemble d’étatsUP contient tous les états où il y a, au moins, un processeur disponible
et la mémoire tampon est en état de marche. Cet ensemble est défini par la fonctionmsaUP :

msaUP = (st P ! = 0) && (st B == A)

Les valeurs de taux de transitions adoptées dans nos tests sont conformes aux valeurs pro-
posées dans [91]. De cette manière, on a le taux de défaillance λ = 0, 01 par semaine et une
réparation des processeurs deµ = 0, 1666 par heure. Le taux de défaillance individuel de la
mémoire tampon estγ = 0, 22 par semaine et le taux de réparationτ = 0, 1666 par heure. Pour
nos tests, on fixe le nombre de niveaux de la mémoire tampon à1 024. On multiplie le taux de
défaillance individuel de la mémoire tampon par le nombre deniveaux de la mémoire tampon
pour avoir le taux réel de défaillance de la mémoire tampon.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant de tempst égal à1 000 heures.
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A.2.1 Nombre d’itérations

FIG. A.5 présente les mesures relevées organisées selon différents nombres de processeurs,
alors que FIG. A.6 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.5 – MSA - Nombre d’itérations pour différents nombres de processeurs
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A.2.2 Précision des résultats

FIG. A.7 présente les mesures relevées organisées selon différents nombres de processeurs,
alors que FIG. A.8 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.7 – MSA - Précision des résultats pour différents nombresde processeurs
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FIG. A.8 – MSA - Précision des résultats pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.3 CFR- Mesures relevées

Comme on l’a décrit auparavant, le modèle CFR (Chapitre 4, Section 4.3, page 58) modélise
un ensemble de noeuds configurés en anneau. Ce modèle a été testé avec5, 10 et15 noeuds. Le
modèle avec5 noeuds a un espace d’états égal à243 états alors que les modèles avec10 et 15
noeuds ont, respectivement, des espaces d’états égaux à50 949 et14 348 907 états.

Dans l’état initial de ces modèles, tous les noeuds sont actifs, c’est-à-dire, tous les automates
sont dans l’étatA. Cet état est défini par la fonctioncfrinit ci-dessous :

cfrinit = (nb [N (1) .. N (N)] A) == N

On considère qu’un état appartient à l’ensemble d’étatUP s’il y a, au moins un noeud qui
ne soit pas en panne, c’est-à-dire, s’il y a, au moins, un noeud dans l’étatA ou dans l’étatR. La
fonctioncfrUP définit cet ensemble :

cfrUP = (nb [N (1) .. N (N)] P ) ! = N

Dans nos tests, on considère que tous les noeuds sont identiques et qu’ils ont le même taux
de défaillanceλ = 1 par semaine, alors que le taux de réparationµ = 1 par jour et le taux
de reconfigurationτ = 12 par heure. On remarque que les taux de transitions qu’on propose
pour ces modèles sont différents des taux proposés dans [89,90]. On préfère un autre choix de
valeurs car, comme Sbeity l’a mentionné dans [89], le facteur entre les taux adoptés par lui sont
plus petits (103) que ceux qu’on voit dans la réalité (106), donc on choisit les valeurs mentionnée
ci-avant de façon à plus s’approcher à la réalité.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant de tempst égal à1 000 heures.
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A.3.1 Nombre d’itérations

FIG. A.9 présente les mesures relevées pour les différents nombres de noeuds, alors que la
FIG. A.10 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.9 – CFR - Nombre d’itérations pour différents nombres de noeuds
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FIG. A.10 – CFR - Nombre d’itérations pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.3.2 Précision des résultats

FIG. A.11 présente les mesures relevées pour différents nombrede noeuds, alors que la FIG.
A.12 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.11 – CFR - Précision des résultats pour différents nombres de noeuds
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FIG. A.12 – CFR - Précision des résultats pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.4 DDS- Mesures relevées

Le modèle DDS présenté dans le chapitre 4 dans la section 4.4 (page 58) est un simpli-
fication d’un modèle classique proposé par Muntz, Souza e Silva, and Goyal dans [66]. La
configuration testée pour ce modèle est basée sur le même nombre de processeurs, contrôleurs
et disques que dans la version originale, comme cela a été décrit précédemment. Cependant, on
considère dans notre modèle un seul type de panne, au lieu de deux type comme dans la version
originale. L’espace d’états de ce modèle est de3 515 625 états.

L’état initial du modèle est défini par la fonctionddsinit :

ddsinit =(st PA == 0) && (stPB == 0) &&(st C1 == 0) && (st C2 == 0) &&

(nb [D11 .. D23] 0 == 6)

Cette fonction indique l’absence de panne dans le modèle.

L’ensemble des étatsUP est un peu plus difficile à définir. On considère qu’un état appar-
tient à l’ensemble d’étatUP si il y a au moins un processeur en marche, soit il du typeA ou
du typeB. Il y a au moins un contrôleur de chaque type en marche et, il y aau plus un disque
en panne dans chaque pile de disque. La fonctionddsUP ci-dessous définit cet ensemble d’états
UP :

ddsUP =((st PA + st PB) <= 7) && ((st C1 ! = 2) && (st C2 ! = 2)) &&

(((nb [D11 .. D23] 0) + (nb [D11 .. D23] 1)) == 6)

Les taux de transition adoptés dans nos tests sont égaux aux taux adoptés par Carrasco dans
[17]. On rappelle les taux de panne et réparation des composants du modèle dans TAB. A.4.
Tous les taux sont exprimés en heures.

Taux Valeur Taux Valeur Taux Valeur
λa 1/2000 τ11 1/6000 τ22 1/14000
λb 1/2000 τ12 1/8000 τ23 1/16000
γ1 1/2000 τ13 1/10000 µ 1/10
γ2 1/4000 τ21 1/12000

TAB. A.1 – Taux de panne et réparation

L’instant de temps utilisé pour le calcul de la disponibilité ponctuelle est1 500 heures.
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A.4.1 Nombre d’itérations
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FIG. A.13 – DDS - Nombre d’itérations pour différentes erreurs maximum acceptées

A.4.2 Précision des résultats
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A.5 RWP- Mesures relevées

L’inclusion du modèle RWP (Chapitre 4, Section 4.5, page 61)dans nos tests a pour objectif
tester l’efficacité des méthodes de détection du régime stationnaire face à différents ensembles
d’étatsUP . De cette manière, ce modèle est testé avec3 configurations. Il faut remarquer qu’on
change uniquement le vecteur d’étatsUP . La taille du modèle reste toujours la même. C’est-à-
dire,390 625 états.

La fonction qui représente l’ensemble d’étatUP est :

rwpUP =(max ((st LOCX − pc), (pc − st LOCX )) +

max((st LOCY − pc), (pc − st LOCX ))) < dist;

pc représente lepoint centraldu plan cartésien. Par exemple, dans le plan adopté pour nos
tests (25× 25), pc est égal à13, car il est au milieu du plan.dist représente la distance acceptée
à partir depc, en nombre de mouvement, pour que le noeud soit considéré dans l’espace de
couverture. On a choisi5, 8 et 11 comme distances pour nos tests. En utilisant la fonction
rwpUP avecdist = 5 on a un ensemble d’étatsUP égal à25 625 états,70 625 états pour
dist = 8 et138 125 états pourdist = 11. Ce qui représente, respectivement,6.56%, 18.08% et
35.36% de l’espace d’états du modèle.

On considère qui à l’instant de temps initial le noeud est dans la position0, 0 et que sa
destination est aussi0, 0. La fonctionrwpinit définit cet état initial :

rwpinit =(st DESTX == 0) && (st DESTY == 0) &&

(st LOCX == 0) && (stLOCY == 0);

Dans nos tests, on considère une surface totale de1 000 mètres par1 000 mètres divisée en
25 morceaux. Donc chaque morceau a une surface de10×10 mètres. Étant donné que la vitesse
de déplacement du noeud est de2 m/s, le taux de déplacement entre chaque morceau est2/10
par seconde. Le taux de tirage d’une nouvelle destination est calculé à partir du temps de pause
du noeud. On définit un temps de pause de10 secondes. Donc le taux de routage est0, 1 par
seconde.

On calcule la disponibilité ponctuelle pour un instant de tempst égal à250 minutes.
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A.5.1 Nombre d’itérations

FIG. A.15 présente les mesures relevées pour les différents espace de couverture , alors que
la FIG. A.16 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.

Tolérance1e−5 Tolérance1e−7

 300

 400

 500

 600

 700

 800

 11 8 5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Espace de couverture

CAI
CAA
CSW

 700

 800

 900

 1000

 1100

 1200

 11 8 5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Espace de couverture

CAI
CAA
CSW

Espace de couverture 5 8 11

UC 1138 1138 1138
CRI 236 236 236
CAI 346 364 370
CAA 740 772 784
CSW 485 543 550

Espace de couverture 5 8 11

UC 1169 1169 1169
CRI 438 438 438
CAI 506 560 568
CAA 922 958 972
CSW 687 716 747

Tolérance1e−9 Tolérance1e−10

 700

 800

 900

 1000

 1100

 1200

 11 8 5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Espace de couverture

CAI
CAA
CSW

 800

 900

 1000

 1100

 1200

 1300

 11 8 5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Espace de couverture

CAI
CAA
CSW

Espace de couverture 5 8 11

UC 1195 1195 1195
CRI 498 498 498
CAI 706 718 722
CAA 1112 1138 1152
CSW 884 899 904

Espace de couverture 5 8 11

UC 1208 1208 1208
CRI 778 778 778
CAI 784 836 846
CAA 1200 1236 1250
CSW 965 974 1023

FIG. A.15 – RWP - Nombre d’itérations pour différentes aires de couverture



A.5. RWP- MESURES RELEVÉES 233

Espace de couverture de5 Espace de couverture de8

 400

 600

 800

 1000

 1200

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

 400

 600

 800

 1000

 1200

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 1138 1169 1195 1208
CRI 114 246 416 490
CAI 346 506 706 784
CAA 740 922 1112 1200
CSW 485 687 884 965

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 1138 1169 1195 1208
CRI 114 246 416 490
CAI 364 560 718 836
CAA 772 958 1138 1236
CSW 543 716 899 974

Espace de couverture de11

 400

 600

 800

 1000

 1200

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 1138 1169 1195 1208
CRI 114 246 416 490
CAI 370 568 722 846
CAA 784 972 1152 1250
CSW 550 747 904 1023

FIG. A.16 – RWP - Nombre d’itérations pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.5.2 Précision des résultats

FIG. A.17 présente les mesures relevées pour différents espacede couverture, alors que la
FIG. A.18 présente les mesures organisées selon l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.17 – RWP - Précision des résultats pour différentes airesde couverture
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FIG. A.18 – RWP - Précision des résultats pour différentes erreurs maximum acceptées
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A.6 WORKSTATION- Mesures relevées

Le modèle WORKSTATION (Chapitre 4, Section 4.6, page 63) nous a permis de tester
plusieurs configurations avec un seul exemple. D’abord, on atesté le modèle avec4 nombres
de serveurs. Les modèles testés ont32, 256, 512 et 1 024 serveurs par grappe. Dans nos tests,
on a adopté un modèle avec seulement2 grappes de façon à être conforme au modèle original
proposé dans [52]. Toutefois, n’importe quel nombre de grappe peut être utilisé. On remarque
que pour un modèle avec2 grappe symétrique, lorsqu’on double le nombre de serveurs dans une
grappe, la taille de l’espace d’états est multipliée par4. Pour les nombres de serveurs qu’on a
choisi, on a, respectivement, des espaces d’états de17 424, 1 056 784, 4 210 704 et16 810 000
états.

Pour chaque nombre de serveurs, on a testé également5 niveaux de disponibilité. Chaque
niveau de disponibilité définit un ensemble différents d’états UP . On a considéré dans nos
tests les disponibilités suivantes10%, 30%, 50%, 70% et 90% des serveurs. TAB. A.6 présente
le nombre d’étatsUP pour les différents niveaux de disponibilité par rapport aunombre de
serveurs.

Nombre de serveur Espace d’états Niveaux de disponibilité
par grappe 10% 30% 50% 70% 90%
32 serveurs 17 424 11 066 6 568 4 980 420 56
256 serveurs 1 056 784 677 512 404 662 69 388 23 870 2 756
512 serveurs 4 210 704 2 703 386 1 609 096 269 836 95 172 10 712
1024 serveurs 16 810 000 10 800 220 6 429 210 1 063 948 378 840 42 230

TAB. A.2 – Nombre d’étatsUP pour les niveaux de disponibilité

La fonctionWorkstationUP définit l’ensemble d’étatsUP :

WorkstationUP =((st G(1) => niv_disp) &&(st S(1) == A)) ||

((st G(2) => niv_disp) &&(st S(2) == A)) ||

(((st G(1) + st G(2)) => niv_disp) &&

(st S(1) == A) && (st S(2) == A) &&

(st B == A));

On considère un état initial où il n’y a aucune panne dans le système et l’unité de réparation
est en repos. La fonctionWorkstationinit définit cet état :

Workstationinit =(st G(1) = N) &&(st G(2) = N) &&

(st S(1) == A)) &&(st S(2) == A)) &&

(st B == A) &&(st URS == I);
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Les taux de transition adoptés dans nos tests sont égaux aux taux adoptés dans [52]. On
rappelle les taux de panne et de réparation des composants dumodèle dans TAB. A.6. Tous les
taux sont exprimés en heures.

Taux Valeur Taux Valeur Taux Valeur
λ1 1/500 µ1 2 γ 1/5000
λ2 1/500 µ2 2 δ 0.125
ρ1 1/4000 τ1 0.25 α 10
ρ2 1/4000 τ2 0.25

TAB. A.3 – Taux de panne et réparation

L’instant de temps utilisé pour le calcul de la disponibilité ponctuelle est10 000 heures.
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DISPONIBILITÉ PONCTUELLE

A.6.1 WORKSTATION- 10% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.19 présente les mesures relevées pour les différents nombres de serveurs pour un
niveau de disponibilité de10%, alors que la FIG. A.20 présente les mesures organisées selon
l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.19 – WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.20 – WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.21 présente les mesures relevées pour différents nombres de serveurs pour un niveau
de disponibilité de10%, alors que la FIG. A.22 présente les mesures organisées selon l’erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.21 – WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.22 – WORKSTATION (10% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.2 WORKSTATION- 30% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.23 présente les mesures relevées pour les différents nombres de serveurs pour un
niveau de disponibilité de30%, alors que la FIG. A.24 présente les mesures organisées selon
l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.23 – WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs



A.6. WORKSTATION- MESURES RELEVÉES 243

32 serveurs par grappe 256 serveurs par grappe

 200

 300

 400

 500

 600

 700

 800

 900

 1000

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

 1000

 1500

 2000

 2500

 3000

 3500

 4000

 4500

 5000

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 102645 102944 103200 103316
CRI 98 428 802 990
CAI 240 346 508 601
CAA 471 657 842 932
CSW 331 499 685 780

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 111664 111976 112244 112364
CRI 136 438 886 1112
CAI 1413 1688 2643 2862
CAA 2693 2991 3233 4564
CSW 1685 2710 3021 3147

512 serveurs par grappe 1024 serveurs par grappe

 2000

 4000

 6000

 8000

 10000

 12000

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

 0

 20000

 40000

 60000

 80000

 100000

 120000

1e-101e-91e-71e-5

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

Erreur maximum acceptee

CAI
CAA
CSW

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 121968 122294 122573 122700
CRI 408 1088 1872 2278
CAI 2954 4099 4512 8317
CAA 8433 9534 10377 10640
CSW 4169 8175 9418 9914

Tolérance 1e − 5 1e − 7 1e − 9 1e − 10

UC 142569 142921 143223 143360
CRI 374 7470 39796 56042
CAI 4565 17494 24291 29479
CAA 47254 79051 103408 105920
CSW 22657 40158 71810 88048

FIG. A.24 – WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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DISPONIBILITÉ PONCTUELLE

Précision des résultats

FIG. A.25 présente les mesures relevées pour différents nombres de serveurs pour un niveau
de disponibilité de30%, alors que la FIG. A.26 présente les mesures organisées selon l’erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.25 – WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.26 – WORKSTATION (30% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées



246
ANNEXE A. ENSEMBLE DE MESURES RELEVÉES POUR LES MÉTHODES DE

DISPONIBILITÉ PONCTUELLE

A.6.3 WORKSTATION- 50% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.27 présente les mesures relevées pour les différents nombres de serveurs pour un
niveau de disponibilité de50%, alors que la FIG. A.28 présente les mesures organisées selon
l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.27 – WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.28 – WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.29 présente les mesures relevées pour différents nombres de serveurs pour un niveau
de disponibilité de50%, alors que la FIG. A.30 présente les mesures organisées selon l’erreur
maximum acceptée.

Tolérance1e−5 Tolérance1e−7

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 6.99e − 08 7.36e − 11 7.10e − 11 7.36e − 11
CAA 2.29e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CSW 2.47e − 06 2.47e − 06 2.50e − 06 2.50e − 06

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 3.85e − 09 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CAA 7.35e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CSW 2.47e − 08 2.49e − 08 2.49e − 08 2.49e − 08

Tolérance1e−9 Tolérance1e−10

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

 1e-11

 1e-10

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 1.71e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CAA 7.45e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CSW 2.23e − 10 2.23e − 10 2.24e − 10 2.24e − 10

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 6.87e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CAA 7.45e − 11 7.36e − 11 7.33e − 11 7.36e − 11
CSW 2.11e − 11 2.10e − 11 2.11e − 11 2.12e − 11

FIG. A.29 – WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.30 – WORKSTATION (50% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.4 WORKSTATION- 70% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.31 présente les mesures relevées pour les différents nombres de serveurs pour un
niveau de disponibilité de70%, alors que la FIG. A.32 présente les mesures organisées selon
l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.31 – WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.32 – WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.33 présente les mesures relevées pour différents nombres de serveurs pour un niveau
de disponibilité de70%, alors que la FIG. A.34 présente les mesures organisées selon l’erreur
maximum acceptée.

Tolérance1e−5 Tolérance1e−7

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 0.01

 0.1

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 0.0001

 0.001

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 5.74e − 07 6.37e − 11 7.31e − 11 3.12e − 02
CAA 2.48e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 5.34e − 09
CSW 2.48e − 06 2.48e − 06 2.50e − 06 9.97e − 07

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 5.67e − 09 7.33e − 11 7.31e − 11 3.04e − 04
CAA 7.30e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 2.05e − 11
CSW 2.48e − 08 2.48e − 08 2.49e − 08 9.94e − 09

Tolérance1e−9 Tolérance1e−10

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1e-05

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

 1e-12

 1e-11

 1e-10

 1e-09

 1e-08

 1e-07

 1e-06

 1024 512 256 32

E
rr

eu
r

Nombre de serveurs

CAI
CAA
CSW

Erreur acceptee

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 1.64e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 3.03e − 06
CAA 7.40e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 3.30e − 11
CSW 2.24e − 10 2.23e − 10 2.24e − 10 8.94e − 11

Nombre de serveurs 32 256 512 1024

CAI 6.82e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 3.03e − 07
CAA 7.40e − 11 7.33e − 11 7.31e − 11 3.30e − 11
CSW 2.02e − 11 2.00e − 11 2.03e − 11 9.34e − 12

FIG. A.33 – WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.34 – WORKSTATION (70% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.5 WORKSTATION- 90% de serveurs disponibles

Nombre d’itérations

FIG. A.35 présente les mesures relevées pour les différents nombres de serveurs pour un
niveau de disponibilité de90%, alors que la FIG. A.36 présente les mesures organisées selon
l’erreur maximum acceptée.
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FIG. A.35 – WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.36 – WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Nombre d’itérations pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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Précision des résultats

FIG. A.37 présente les mesures relevées pour différents nombres de serveurs pour un niveau
de disponibilité de90%, alors que la FIG. A.38 présente les mesures organisées selon l’erreur
maximum acceptée.
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FIG. A.37 – WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férents nombres de serveurs
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FIG. A.38 – WORKSTATION (90% des serveurs disponibles) - Précision des résultats pour dif-
férentes erreurs maximum acceptées
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A.6.6 WORKSTATION avec32 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.39 présente les mesures relevées pour différents niveaux de disponibilité pour32
serveurs par grappe.
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FIG. A.39 – Différents ensemblesUP pour32 serveurs
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A.6.7 WORKSTATION avec256 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.40 présente les mesures relevées pour différents niveaux de disponibilité pour256
serveurs par grappe.
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FIG. A.40 – Différents ensemblesUP pour256 serveurs
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A.6.8 WORKSTATION avec512 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.41 présente les mesures relevées pour différents niveaux de disponibilité pour512
serveurs par grappe.
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FIG. A.41 – Différents ensemblesUP pour512 serveurs
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A.6.9 WORKSTATION avec1024 serveurs

Nombre d’itérations

FIG. A.42 présente les mesures relevées pour différents niveaux de disponibilité pour1024
serveurs par grappe.

Tolérance1e−5 Tolérance1e−7

 0

 20000

 40000

 60000

 80000

 100000

 120000

 140000

 160000

9070503010

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

% serveurs actifs

CAI
CAA
CSW

 0

 20000

 40000

 60000

 80000

 100000

 120000

 140000

 160000

 180000

 200000

9070503010

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

% serveurs actifs

CAI
CAA
CSW

Serveurs actives 55 65 75 85 95

UC 142569 142569 142569 142569 142569
CRI 374 374 374 374 374
CAI 2422 4565 10461 38222 4442
CAA 3338 47254 12185 148091 6303
CSW 2949 22657 11544 108373 5794

Serveurs actives 55 65 75 85 95

UC 142921 142921 142921 142921 142921
CRI 7470 7470 7470 7470 7470
CAI 2927 17494 11336 70972 5490
CAA 3566 79051 12924 180540 7258
CSW 3227 40158 12298 140829 6749

Tolérance1e−9 Tolérance1e−10

 0

 50000

 100000

 150000

 200000

 250000

9070503010

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

% serveurs actifs

CAI
CAA
CSW

 0

 50000

 100000

 150000

 200000

 250000

9070503010

N
om

br
e 

d’
ite

ra
tio

ns

% serveurs actifs

CAI
CAA
CSW

Serveurs actives 55 65 75 85 95

UC 143223 143223 143223 143223 143223
CRI 39796 39796 39796 39796 39796
CAI 3222 24291 12109 103426 6456
CAA 3769 103408 13651 212499 8233
CSW 3465 71810 13037 173286 7706

Serveurs actives 55 65 75 85 95

UC 143360 143360 143360 143360 143360
CRI 56042 56042 56042 56042 56042
CAI 3348 29479 12481 119658 6932
CAA 3842 105920 13941 214458 8734
CSW 3576 88048 13408 189524 8190

FIG. A.42 – Différents ensemblesUP pour1024 serveurs
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Annexe B

Syntaxe de description d’un modèleSAN
dansPEPS2007

Ce chapitre présente le format textuel pour la description d’un modèle SAN dans PEPS2007.
La description d’un modèle SAN présente une structure divisée en5 blocs :identifiants, événe-
ments, fonction d’atteignabilité, réseauet résultats.

FIG. B.1 présente la structure générale des blocs qui composentle format textuel d’un mod-
èle SAN dans PEPS2007.

Le début de chaque bloc est délimité par des mots-clés engras qui font partie des mots
réservés du langage de description de PEPS2007. Les autres mots réservés du langage sont en
italique. Les mots entre les symboles “<” et “>” sont des informationsqui doivent être fournies
par l’utilisateur et les symboles "{" et "}" indiquent des informations facultatives.

B.1 Bloc des identifiants

Le bloc des identifiants, délimité par le mot-clé “identifiers” contient toutes les déclarations
de paramètres qui seront utilisées dans la description du modèle. Chaque paramètre intervenant
dans la description du modèle doit avoir un identifiant et unevaleur associée. Un identifiant
(fnc_name ou dom_name) peut être n’importe quelle chaîne decaractères alpha-numériques.
La valeur associée à l’identifiant peut être une simple valeur numérique, une fonction ou un
ensemble d’indice (domaine). On va utiliser la notation “fnc_name” lorsqu’on fait référence
à une fonctions et “dom_name” pour référencer un domaine. Les fonctions sont des expres-
sions similaires à des expressions mathématiques communes, avec des opérateurs logiques et
arithmétiques. Les valeurs numériques, fonctions et domaines sont définis selon une syntaxe
ressemblant à celle du langage C. Les arguments de ces expressions peuvent être des nombres
constants (paramètres du modèle), mais aussi des indices d’automates ou des états. Dans ce
dernier cas, les expressions sont des fonctions définies surl’espace d’états du modèle SAN.
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identifiers
< fnc_name > {[fnc_rep]} = < exp >;
< dom_name > =[ < domain >] ;

events
// without réplication
loc < evt_name > (< rate >)
syn< evt_name > (< rate >)
// with réplication
loc < evt_name > {[réplication_domain]} (< rate >)
syn< evt_name > {[réplication_domain]} (< rate >)

{ partial} reachability = < exp >;

network < net_name > (< type >)
aut< aut_name > {[réplication_domain]}

stt < stt_name > {[réplication_domain]} {(reward)}
to( < stt_name > {[réplication_domain]} {/to_cond})

< evt_name > {[réplication_domain]} {(< prob >)} {/evt_cond}
. . .

< evt_name > {[réplication_domain]} {(< prob >)} {/evt_cond}
. . .

stt < stt_name > {[réplication_domain]} {(reward)}
to( < stt_name > {[réplication_domain]} {/to_cond})

< evt_name > {[réplication_domain]} {(< prob >)} {/evt_cond}
. . .

aut< aut_name > {[réplication_domain]}
. . .

results
< res_name > = < exp >;

FIG. B.1 – Structure modulaire du format textuel d’un modèle SAN.

Par exemple, “Le nombre d’automates dans l’étatn0” (qui donne une valeur entière) peut
être exprimé par “nb n0”. Une fonction qui rend la valeur4 si deux automates (A1 et A2)
sont dans des états différents et la valeur0 dans le cas contraire, est exprimée par “(st A1 ! =
st A2) ∗ 4”. Les opérateurs de comparaison rendent la valeur “1” pour un résultat vrai et la
valeur “0” pour un résultat faux. Le format d’une expression est décrit dans la Section B.6.

syntaxe du blocidentifiers

identifiers
< fnc_name > {[fnc_rep]} = < exp >;
. . .
< dom_name > =[ < domain >] ;
. . .

– “fnc_name” est un identifiant de fonction. Un identifiant defonction est une chaîne de
caractères qui commence par une lettre et est suivi d’une suite de lettres ou de chiffres ;
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– “dom_name” est un identifiant d’un ensemble d’indices (domaine). Un identifiant de do-
maine est construit de façon identique à un identifiant de fonction.

– “fnc_rep” est un domaine de réplication. Une fonction peutêtre répliquée à l’aide de
fonction de description (Section B.6.1) pour créer des fonctions du même type ayant
comme argument l’indice des automates ou bien des états. Ceci va induire des évaluation
différentes selon l’automate et l’état de départ de la transition sur laquelle elle figure.

– “exp” peut être un nombre constant ou une expression mathématique. PEPS2007 fournit
un ensemble d’opérateurs logiques et arithmétiques ordinaires, ainsi que des opérateurs
spécifiques pour la description et l’évaluation du modèle. Les expressions mathématiques
sont décrites en détail dans la Section B.6.

– “domain” définit un ensemble d’indices qui peut être un intervalle continu “[1..3]”, une
liste “[1,2,3]” ou une liste d’intervalles “[1..3,5,7..9]”. On peut utiliser des identifiants
pour définir un intervalle, par exemple, “[1..ID1, 5, 7..ID2]”, ou ID1 et ID2 sont des
identifiant de fonctions avec des valeurs constantes. Les valeurs de ID1 et ID2 sont des
paramètres du modèle. Une seule contrainte est imposée, lesindices du domaine doivent
être spécifié dans un ordre croissant de valeurs.

Les domaines sont utilisés dans les réplications d’automates, d’états et d’événements. Par
exemple, un groupe d’automates répliquésA sur le domaine[0..2, 5, 8..10] contient les auto-
matesA[0], A[1], A[2], A[5], A[8], A[9], etA[10].

B.2 Bloc des événements

De la même façon que le bloc des identifiant, le bloc des événements, délimité par “events”
contient l’ensemble des événements qui seront associés auxtransitions du modèle. Chaque
événement déclaré doit préciser :

– son type (local (loc) ou synchronisant (syn)) ;
– son identifiant ;
– son taux de franchissement.

Le bloceventsa la syntaxe suivante :
Syntaxe du blocevents

events
loc < evt_name > {[evt_rep]} (< rate >)
syn< evt_name > {[evt_rep]} (< rate >)
. . .

– “loc” définit le type de l’événement comme un événement local ;
– “syn” définit le type de l’événement comme un événement synchronisant ;
– “evt_name” est l’identifiant de l’événement. Un identifiant d’événement est une chaîne

de caractères qui commence par une lettre et est suivi d’une suite de lettres ou chiffres ;
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– “evt_rep” est le domaine de réplication de l’événement. Leevt_rep doit être un identifiant
de domaine défini dans le blocidentifiers. Un événement peut avoir jusqu’à trois niveaux
de réplication. Chaque niveau est défini par[evt_rep]. Par exemple, un événement ré-
pliqué à2 niveaux a la forme “< evt_name > [evt_rep][evt_rep]” ;

– “rate” définit le taux de franchissement de l’événement. Letaux de franchissement doit
être un identifiant de fonction défini dans le blocidentifiers. Dans le cas de réplication
d’événements, une liste de taux de franchissement peut êtrefournie. Si un seul taux de
franchissement est fourni pour des événements répliqués, tous les événements auront le
même taux.

B.3 Bloc d’atteignabilité

Le mot-cléreachability délimite le bloc d’atteignabilité. Ce bloc définit l’espaced’états
atteignables du modèle SAN. L’espace d’états atteignablesest défini par une fonction évaluée
sur l’espace d’états produit. Cette fonction renvoie une valeur non nulle pour les états deS, et
la valeur0 pour les états dêS − S. On a aussi la possibilité de définir uniquement un sous-
ensemble de l’espace d’états atteignablesS en rajoutant le mot-clé "partial", l’ensemble des
états atteignables est ensuite généré par PEPS.

La syntaxe du blocreachability est :
Syntaxe du blocreachability

{ partial} reachability = < exp >;

B.4 Bloc du réseau

Délimité par le mot-clénetwork, le bloc du réseau est le composant principal de la de-
scription du modèle SAN. La description du modèle dans le bloc network est faite de façon
hiérarchique (FIG. B.4). C’est-à-dire, un réseau d’automates stochastiquesest constitué d’un
ensemble d’automates ; chaque automate est constitué d’un ensemble d’états ; chaque état a un
ensemble de transitions sortantes ; chaque transition a un ensemble d’événements associés.

Le premier niveau de cette structure hiérarchique contientdes informations générales sur
le modèle, tels que le nom du modèle et le type d’échelle de temps du modèle. La syntaxe
employée dans ce bloc est :

Syntaxe du blocnetwork

network < net_name > (< type >)
aut< aut_name > {[aut_rep]}

stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}
to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond})
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evt1 ... evtn

to 1(1) ...

evt1 ... evtn

to x(1)

stt 0(1) ...

...

stt x(1)

aut A(1) ...

...

aut A(N)

network Example

FIG. B.2 – Structure hiérarchique de la partienetwork

< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
. . . // Description des automates

– “net_name” est le nom du modèle. Le nom du modèle doit être une chaîne de caractères
alphanumérique débutant par une lettre ;

– “type” est l’échelle de temps du modèle. L’échelle de tempspeut être “continuous” ou
“discrete”. La première option définit un modèle à échelle de temps continue, alors que
la deuxième définit un modèle à échelle de temps discret.

Les sous-sections suivantes fournissent plus de détails sur chaque niveau de la hiérarchie.

B.4.1 Description des automates

Dans ce niveau, chaque automate est décrit. La description de chaque automate est délimitée
par le mot-clé "aut" suivi du nom de l’automate. Éventuellement, un automate peut être répliqué
pour créer un certain nombre de copies de l’automate. Dans cecas, un domaine de réplication
doit être précisé. L’identifiant d’un automate répliqué est: si i est un indice qui appartient au
domaine de réplication etA le nom de l’automate, alorsA[i] est l’identifiant de l’automate.

Syntaxe de la description des automates (aut)

aut < aut_name > {[aut_rep]}
stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}

to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond})
< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}

. . . // Description des états
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– “aut_name” est le nom de l’automate. Le nom du modèle doit être une chaîne de carac-
tères alpha-numérique débutant par une lettre ;

– “aut_rep” est le domaine de réplication de l’automate. Le aut_rep doit être un identifiant
de domaine déclaré dans le blocidentifiers.

B.4.2 Description des états

Le mot-clé "stt" annonce la définition d’un état local d’un automate. En ajoutant un do-
maine de réplication, on peut créer des copies de cet état. Éventuellement, on peut associer une
récompense à chaque état. La syntaxe de la description des états est :

Syntaxe de la description des états (stt)

stt< stt_name > {[stt_rep]} {(reward)}
to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond})

< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}
. . . // Description des transitions

– “stt_name” est l’identifiant de l’état. Cet identifiant pourra être utilisé dans l’évaluation
des fonctions. PEPS utilise un indice interne pour les étatslocaux de chaque automate.
Le premier état déclaré a l’indice interne0, le deuxième l’indice1 et ainsi de suite ;

– “stt_rep” définit le nombre de réplications de chaque état dans l’automate. stt_rep doit
être un domaine de réplication déclaré dans le blocidentifiers ;

– “reward” est un paramètre optionnel et permet de définir unevaleur de récompense dif-
férente de la valeur de l’indice de l’état interne attribué automatiquement par PEPS (de0
à nombre d’états−1).

B.4.3 Description des transitions

La description d’une transition débute par le mot-clé “to”. L’identifiant de l’état indiqué
entre parenthèse définit l’état d’arrivée. “[x]” peut être utilisé pour pointer vers un état spéci-
fique ou un ensemble d’états répliqués. Dans le cas d’une transition vers des états répliqués,3
situations sont possibles :

– utiliser une valeur constante pour définir un état fixe ;
– utiliser une fonction pour définir un état répliqué, lorsque l’état d’arrivée est défini par

rapport à l’indice de l’état courant de départ ;
– utiliser un domaine pour définir des transitions vers plusieurs états.

Dans un groupe d’états répliqués, l’expression d’autres états du groupe peut être faite par
des références aux positions : état courant (==), précédent (−−) ou suivant (++). Des sauts
plus important, par exemple un saut de deux états peuvent également être définis (+2), mais il
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faut bien noter que toute référence à une position qui pointevers un état non existant ou un état
en dehors du groupe d’états répliqués est ignorée.

Syntaxe de la description des transitions (to)

to( < stt_name > {[stt_rep]} {/to_cond})
< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}

. . . // Description des événements

– “to_cond” définit une condition d’inclusion nécessaire à la réplication d’une transition.
to_cond est un identifiant de fonction déclarée dans le blocidentifiers. Généralement, la
valeur de la fonction de condition dépend de l’indice de l’automate et/ou de l’état courant
de départ et/ou d’arrivée.

Lorsqu’on définit une condition d’inclusion dans une réplication d’un transition, la transition
sera répliqué uniquement sur les états où la fonction est évaluée à une valeur non-nulle.

B.4.4 Description des événements

Enfin, pour chaque transition définie, on associe un événement ou un ensemble d’événe-
ments qui peuvent déclencher la transition. Ils sont exprimés par leur nom et, éventuellement
par une probabilité de routage. Les événements associés à une transition doivent être déclarés
auparavant dans le blocevents. Tout comme pour une transition, un événement peut être ré-
pliqué. Les3 possibilités présentées dans la section ci-dessus sont valables pour la réplication
des événements. Une condition de réplication peut être aussi associée à la réplication.

Syntaxe de la description des événements

< evt_name > {[evt_rep]} {(<prob>)} {/evt_cond}

– “evt_name” est le nom d’un événement déclaré dans le blocevents. On utilise “[x]” après
le nom de l’événement pour spécifier un état répliqué ou un ensemble d’événements. On
rappelle qu’il est possible d’avoir3 niveaux de réplication pour les événements. Pour
identifier un événement répliqué dans2 ou 3 niveaux, on doit ajouter les indices des
résultats “[x][x]” et “[x][x][x]”, respectivement. On peut utiliser une fonction différente
pour chaque niveau de réplication ;

– “prob” est la probabilité de routage de l’événement. Cettevaleur peut être omise si la
probabilité est égale à1.0. “prob” doit être un identifiant déclaré dans le blocidentifiers ;

– “evt_cond” définit une condition d’inclusion nécessaire pour la réplication d’un événe-
ment. evt_cond est un identifiant de fonction déclaré dans lebloc identifiers. Générale-
ment, la valeur de la fonction de condition dépend de l’automate et/ou de l’état courant
de départ et/ou d’arrivée.



B.5 Bloc des résultats

Dans ce dernier bloc, délimité par “results”, définit les fonctions utilisées pour calculer les
indices de performance du modèle. Les résultats calculés par PEPS sont la moyenne de ces
fonctions évaluée pour chaque état global du modèle sur la distribution stationnaire.

Syntaxe du blocresults

results
< res_name > = < exp >;

– “res_name” est l’identifiant d’un résultat ;
– “exp” est une expression mathématique. Les expressions mathématiques sont décrites

dans la Section B.6.

B.6 Fonctions

Cette section présente les possibilités fournies par PEPS2007 pour la construction de fonc-
tions. De façon générale, les fonctions utilisées dans PEPSsont similaire aux expressions math-
ématiques, avec des opérateurs logiques et arithmétiques.Cependant, les arguments de ces fonc-
tions peuvent être nombres constants, mais aussi des identifiants d’états et d’automates.

Le format des opérateurs est résumé dans TAB. B.1.
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Format extern Sémantique du format Exemple
Description des opérateurs

at donne l’indice de l’automate courant at
sts donne l’indice de l’état courant sts
std donne l’indice de l’état d’arrivée std

Opérateurs SAN
st < aut_name > donne l’état courant de l’automate “< aut_name >” st processA

nb < stt_name > donne le nombre total d’automates dans l’état “< stt_name >” nb util
nb [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > pour les automates dans l’intervalle “[< aut_name > .. < aut_name >]”, donne le nombre total nb [processA .. processD) util

d’automates dans l’état “< stt_name >”

rw < aut_name > donne la récompense associée à l’état courant de l’automate“< aut_name >” rw processA

sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >] donne la somme des récompense des états courants des automates dans l’intervalle sum_rw [processA .. processD]
[< aut_name > .. < aut_name >]

sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > donne la somme des récompense des états courants des automates dans l’intervalle sum_rw [processA .. processD] util
“< aut_name > .. < aut_name >”, lesquelles sont dans l’état< stt_name >

prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >] donne le produit des récompense des états courants des automates dans l’intervalle prod_rw [processA .. processD]
“< aut_name > .. < aut_name >”

prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >]< stt_name > donne la somme des récompense des états courants des automates dans l’intervalle product_rw [processA .. processD] util
“< aut_name > .. < aut_name >”, lesquelles sont dans l’état< stt_name >

Opérateurs arithmétiques
< exp1 > + < exp2 > somme de “< exp1 >” et “< exp2 >” 5 + 3

< exp1 >− < exp2 > différence de “< exp2 >” moins “< exp1 >” 5 − 3
< exp1 >∗ < exp2 > produit de “< exp1 >” et “< exp2 >” 5 ∗ 3

< exp1 > / < exp2 > division de “< exp1 >” par “< exp2 >” 5 / 3

< exp1 > div < exp2 > division entière de “< exp1 >” par “< exp2 >” 5 div 3

< exp1 > mod < exp2 > reste de la division entière de “< exp1 >” par “< exp2 >” 5 mod 3
min ( < exp1 >, < exp2 >] donne le minimum des arguments min(5,3)
max ( < exp1 >, < exp2 >] donne le maximum des arguments max(5,3)

Opérateurs relationnels
< exp1 > == < exp2 > if “ < exp1 >” est égal à “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 == 3

< exp1 > ! = < exp2 > if “ < exp1 >” n’est pas égal à “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 ! = 3

< exp1 > < < exp2 > if “ < exp1 >” est plus petit que “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 < 3

< exp1 > <= < exp2 > if “ < exp1 >” est plus petit ou égal à “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 <= 3

< exp1 > > < exp2 > if “ < exp1 >” est plus grand que “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 > 3

< exp1 > >= < exp2 > if “ < exp1 >” est plus grand ou égal à “< exp2 >”, donne vrai (“1”) sinon faux (“0”) 5 >= 3

Opérateurs logiques
! < exp > “not” logique 5 > 3) ! (7 < 8)

< exp1 > || < exp2 > “or” logique (5 > 3) || (7 < 8)

< exp1 > && < exp2 > “and” logique (5 > 3) && (7 < 8)

< exp1 >∧ < exp2 > “XOR” logique (5 > 3) ∧ (7 < 8)

TAB. B.1 – Opérateurs
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Le format interne utilisé dans PEPS est présenté dans la quatrième colonne et il est outil
pour le débogage de PEPS. Les opérateurs arithmétiques sont“+”, “−”, “ ∗”, “ /”, “ div”,
“mod”, “ max” et “min” et ils ne sont pas typés (valeurs entières ou réelles). Les expressions
dans PEPS n’ont pas d’ordre de priorité et elles sont évaluées de gauche à droite. Pour spécifier
un ordre de priorité, il est nécessaire d’utiliser des parenthèses. Par exemple,5+6∗7 est calculé
comme(5 + 6) ∗ 7 dans PEPS.

Les opérateurs relationnels sont : “==”, “ ! =”, “ <”, “ >”, “ <=” et “>=”. Leurs résultats
sont égal à1 (pour vrai) si la relation est vérifiée et0 (pour faux) dans le cas contraire. Les
opérateurs logiques sont : “négation” codé par “!”, “où” par “ ||”, “et” par “&&”, “XOR” par ∧.

Comme on l’a déjà mentionné, les arguments de ces opérateurspeuvent être des valeurs
constantes, mais aussi des fonctions des identifiants du modèle. On peut avoir deux types de
fonctions. Le premier type de fonction est appelé “fonctions de description” et le deuxième
“ fonctions SAN”.

B.6.1 Fonctions de description

Les fonctions de description sont utilisées pour la description du modèle. Ces fonctions
ont été conçues pour faciliter la réplication d’états, de transitions et d’événements. Lorsque
PEPS2007 génère le Descripteur Markovien (l’ensemble de matrices qui décrivent le modèle),
il prend en compte ces fonctions pour créer des répliques et construire le modèle.

PEPS2007 définit3 fonctions de base :

– at : rend l’indice de l’automate courant. Si l’automate est un automate répliqué alors
cette fonction rend l’indice interne de la réplication sinon, elle rend l’indice explicite de
l’automate dans le modèle ;

– sts : rend l’indice de l’état courant dans l’automate courant dumodèle. Comme dans la
fonction précédente, cette fonction rend l’indice internede la réplication pour un état
répliqué et l’indice explicite de l’état pour un état non répliqué ;

– std : cette fonction rend l’état d’arrivée d’une transition. L’indice rendu par cette fonction
suit le patron des fonctions précédentes.

B.6.2 Fonctions SAN

Avec l’idée qu’un modèle SAN a un état qui évolue avec le temps, on utilise le terme “état
courant”. Ces fonctions sont utilisées pour exprimer le comportement d’un modèle SAN tel que
“le taux d’un événement est0 si le modèle est dans l’étatx et égal àr dans le cas contraire, où
pour calculer des indices de performance par une fonction d’intégration telle que “le nombre
d’automates dans l’état0”. Avant de présenter ces fonctions, on décrit comment on gère les
identifiants dans PEPS.
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– une référence à un identifiant d’un automate est traduit dans PEPS pour une référence à
l’indice interne de l’automate. Cet indice interne est calculé selon l’ordre de déclaration
dans le blocnetwork . Le premier automate du réseau a l’indice interne0, le deuxième
1 et ainsi de suite. Les automates répliqués sont indexés en utilisant l’indice interne du
premier automate comme base. Par exemple, un modèle SAN avec3 automates (A, B et
C), définis dans cet ordre, ont les indices interne0, 1 et2, respectivement.

– une référence à un identifiant d’un état est aussi remplacéedans PEPS par une référence
interne. Les identifiants externes correspondent à un indice interne calculé selon l’ordre
de déclaration et le nombre de réplications.

– PEPS a un tableau global (pour tous les automates) qui contient les correspondances
entre un identifiant externe d’un état et l’indice interne decet état. Si différents automates
ont les mêmes identifiant d’états, il faut remarquer que ces états peuvent ne pas avoir les
mêmes indices internes. Cette situation peut entraîner deserreurs si les identifiants de ces
états ne correspondent pas aux mêmes indices internes (les indices internes sont calculés
par automates). L’utilisateur doit faire attention à cetteimplantation lorsqu’il écrit une
fonction basée sur les identifiants externes, tel que “les nombre d’automates dans l’état
n0”.

Ces fonctions sont :

– st < aut_name > : rend l’état courant de l’automate< aut_name >. < aut_name >
est un identifiant externe, et le résultat de cette fonction est l’indice interne de l’état ;

– nb < stt_name > : rend le nombre total d’automates du modèle dans l’état< stt_name >.
< stt_name > est un identifiant externe qui PEPS traduit dans un indice interne ;

– nb [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > : est une extension de la
fonction précédente, mais on compte le nombre d’automates dans l’état< stt_name >
uniquement dans l’intervalle[< aut_name > .. < aut_name >] ;

– rw < aut_name > : rend la récompense associé à l’état courant de l’automate< aut_name >.
< aut_name > est un identifiant externe et le résultat est une récompense,tel qu’un
nombre entier ou réel ;

– sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >] : rend la somme des récompenses associées
aux états courants de l’intervalle d’automates[aut_name > .. < aut_name >] ;

– sum_rw [< aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > :rend la somme des ré-
compenses associées aux états courants des automates dans l’intervalle [< aut_name >
.. < aut_name >) qui sont dans l’état< stt_name > ;

– prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >] et
prod_rw [ < aut_name > .. < aut_name >] < stt_name > : sont similaires aux
fonctions précédentes, mais pour l’opérateur de multiplication.
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