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Introduction générale 
 

La production de matériaux composites se développe d’environ 6% par an en 

France comme dans le monde. Ces matériaux associent matière plastique et renfort 

en fibres, généralement de verre ou de carbone. Bien que leur coût soit plus élevé 

que celui des matériaux traditionnels, ils apportent à leurs utilisateurs des 

avantages importants grâce à leurs propriétés, notamment de légèreté ou de 

résistance. Ces avantages leur ont ouvert des marchés importants dans la 

construction automobile, l’aéronautique, ou encore le bâtiment comme le montre la 

figure 1 [BERR 02].  

 

 
Figure 1 : Evolution du pourcentage d'utilisateurs des matériaux composites  

 

L’objectif des producteurs des matériaux composites est de concurrencer et de 

surpasser les métaux qui, de leur coté, ne cessent d’optimiser leurs propres 

caractéristiques. La diversité des matériaux composites et leur souplesse, qui 

permet de fabriquer ou de composer des caractéristiques à la carte, rendent cet 

objectif légitime. Il  est pourtant loin d’être atteint parce qu’à l’heure actuelle la 

production des matériaux composites ne représente que 2% celle des métaux. 

 

 Pour atteindre ces objectifs, ce secteur doit se développer par l’innovation. 

Cette innovation passe désormais par la maîtrise de l’ensemble du cycle du produit, 

de la conception au recyclage et par une meilleure caractérisation des produits et 

de leurs performances.  
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 La maîtrise du cycle de vie des matériaux composites est un problème à la 

fois technologique et scientifique. En effet, la réalisation et l’utilisation de ces 

matériaux font intervenir les différents domaines de la science tels que la chimie, la 

mécanique, la thermique ou l’électromagnétisme. Le développement industriel et 

scientifique dans ce secteur ne peut alors se faire que par partenariats. 

 

 Dans la fabrication des matériaux composites, l’apport de la chaleur et le 

contrôle de la température ont une importance particulière sur la qualité du 

produit. L’apport de la chaleur par onde électromagnétique est un procédé innovant 

qui offre une rapidité de chauffage et une maîtrise aisée de la température. Si le 

chauffage par onde électromagnétique des matériaux isolants n’est possible qu’en 

haute fréquence, les composites à fibres de carbone peuvent être chauffé par 

induction. Nos travaux s'inscrivent dans la continuité de [TRIC 00a] où nous nous 

intéressons à l’utilisation du chauffage par induction des matériaux composites à 

base de fibres de carbone. 

 

La maîtrise du chauffage par induction de ces matériaux nécessite une 

connaissance parfaite de leurs caractéristiques électromagnétiques et thermiques. 

Or, par nature, ces matériaux ont des caractéristiques dispersés et anisotropes. 

Une telle dispersion rend l’étude théorique de ces matériaux assez complexe. Pour 

surmonter ce problème, on remplace ces matériaux par d’autres avec des 

caractéristiques homogènes mais anisotropes. Cette phase de remplacement 

appelée  homogénéisation a été l’objet de nombreuses études [PESQ 98][TRIC  00a]. 

Le matériau ainsi obtenu est moins complexe que le matériau réel. Il a néanmoins 

des propriétés anisotropes et sa géométrie est tridimensionnelle.  

 

L’analyse et la conception d’un système de chauffage par induction des matériaux 

composites nécessitent une modélisation 3D des phénomènes électromagnétiques et 

thermiques dans le matériau. Cette modélisation fait l’objet de cette thèse dans le 

cadre d’un partenariat industriel.  

 

Cette thèse s’articule autour de cinq chapitres : 

 

- Le premier chapitre présente un aperçu sur les matériaux composites et 

leurs caractéristiques principales. Il met en évidence l’intérêt de l’induction 

dans les différentes étapes de cycle de vie d’un matériau composite. Il 
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présente enfin les verrous scientifiques associés à la modélisation du 

chauffage par induction de ces matériaux. 

 

- Le deuxième chapitre énumère les principales formulations mathématiques 

qui permettent de modéliser des phénomènes physiques dans un procédé de 

chauffage par induction. Il présente les difficultés de modélisation des 

matériaux composites dues à l’anisotropie et aux problèmes d’échelle 

microscopiques et macroscopiques. Il propose des formulations appropriées 

pour surmonter ces difficultés. 

 

- La conductivité électrique des matériaux à chauffer est une donnée 

essentielle dans un système de chauffage par induction. Dans le cas des 

matériaux composites, cette grandeur est mal connue. Le chapitre III 

introduit une technique basée sur le problème inverse et la mesure de 

l’impédance pour remonter à la conductivité électrique. 

 

- Les matériaux composites sont anisotropes et multicouches. De plus, dans 

nos applications, ils ont une épaisseur faible par rapport aux autres 

dimensions. Le chapitre IV présente une nouvelle modélisation éléments 

coques anisotrope et multicouche pour étudier le comportement 

électromagnétique et thermique de ces matériaux. 

 

- Le chapitre V est confidentiel. 
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Chapitre I  
Matériaux composites et induction 
 

I.1  INTRODUCTION  

Le chauffage par induction des matériaux composites a fait l'objet d'études 

récentes dans le cadre des applications aéronautiques [RUDO 00][TRIC 00a]. 

Dans ce chapitre, nous présenterons un bref aperçu sur les matériaux composites 

et leurs caractéristiques principales.  

Nous étudierons ensuite les possibilités de l'utilisation de l'induction 

électromagnétique dans les différentes étapes du cycle de vie de ces matériaux.  

Nous présenterons enfin les verrous scientifiques associés à l'étude et à la 

modélisation du chauffage par induction des matériaux composites.  
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I.2  LES MATERIAUX COMPOSITES  

Les matériaux généralement utilisés dans les différentes structures (mécaniques, 

électriques, …) peuvent être classifiés en quatre catégories : métaux, polymères, 

céramiques et composites. 

Les matériaux composites disposent d'atouts considérables par rapport aux 

matériaux traditionnels. Ils apportent de nombreux avantages fonctionnels  [TRIC 

00a] [KIM 02], tels que :  

− La possibilité d'adapter le matériau aux fonctions de la pièce, 

− Une optimisation possible sur le poids et les contraintes, 

− La définition de pièces multifonctionnelles et donc simplification des 

mécanismes, 

− L’obtention de performances nouvelles telle que : 

 
• allégement sans concession sur d'autres propriétés, 

• tenue mécanique particulière (fatigue…), 

• résistance chimique, tenue électrique, ... 

 

Ainsi, ils permettent d'augmenter la durée de vie de certains équipements grâce à 

leurs propriétés mécaniques et chimiques. Ils contribuent au renforcement de la 

sécurité grâce à une meilleure tenue aux chocs et au feu. Ils offrent une meilleure 

isolation thermique ou phonique et, pour certains d'entre eux, une bonne isolation 

électrique. Ils enrichissent aussi les possibilités de conception en permettant 

d'alléger des structures et de réaliser des formes complexes, aptes à remplir 

plusieurs fonctions.  

 

Dans chacun des secteurs d'application (aéronautique, automobile, ferroviaire, 

construction civile, construction nautique, médical, sports et loisirs, construction 

électrique, équipements industriels,…) ces performances remarquables sont à 

l'origine de plusieurs solutions technologiques innovantes [BERR 02], telles que 

l’allégement des structures d’avions [ILCE 03] qui permet l’amélioration de leurs 

performances tout en conservant d’excellentes propriétés mécaniques, la possibilité 

de réaliser des pièces d’automobiles plus efficaces [BROO 03] et bien d’autres 

applications dans les différents secteurs de l’industrie.  
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Malgré les possibilités d’intervenir sur leurs fonctionnalités, notons tout de même 

les quelques points faibles des matériaux composites tels que le vieillissement 

humide conduisant à une chute des propriétés, les délaminages provoqués par les 

chocs mécaniques et la grande sensibilité aux trous si la structure est assemblée 

par boulonnage ou rivetage. Ils présentent également des contraintes très fortes non 

résolues à ce jour en terme de recyclage. 

I.2.1 Définition d'un matériau composite 

On appelle de façon courante "matériau composite" un arrangement de fibres  

(renforts) qui sont noyées dans une matrice dont la résistance mécanique est 

beaucoup plus faible. La matrice assure la cohésion et l'orientation des fibres, elle 

permet également de transmettre les sollicitations auxquelles sont soumises les 

pièces. Les matériaux ainsi obtenus sont fortement hétérogènes et anisotropes.  

I.2.2 Constituants des matériaux composites 

Les matériaux composites sont constitués principalement : 

 

− d’une matrice à laquelle sont ajoutés, dans certains composites, des charges 

et adjuvants 

− d’un renfort (Figure I. 1), 

 

    

Figure I. 1 Constituants d’un matériau composite 

Renfort Matrice 
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Les propriétés physiques d’un matériau composite dépendent directement de ses 

différents constituants. L’imprécision sur l’orientation et la position des fibres, par 

exemple, lors de la fabrication du composite, augmentera les incertitudes dans 

l'estimation de ses propriétés physiques [TRIC 00a]. 

I.2.2.1 La matrice 

La matrice permet de lier les fibres du renfort entre elles, et de répartir les efforts 

mécaniques (résistance à la compression ou à la flexion). La matrice est facilement 

déformable et assure la protection chimique des fibres. Généralement, c’est un 

polymère ou une résine organique.  

Les matrices les plus employées dans les matériaux composites sont les polymères 

thermodurcissables et les polymères thermoplastiques. 

  

Les matrices thermodurcissables sont des polymères qui, après un traitement 

thermique ou physico-chimique (catalyseur, durcisseur), se transforment en des 

produits essentiellement infusibles et insolubles. Ces polymères ont la particularité 

de ne pouvoir être mis en forme qu’une seule fois.  

Les matrices thermodurcissables (TD) ont toujours contenu des charges de nature 

et de forme variées, à des taux souvent élevés pouvant atteindre 60 % en masse, ce 

qui n’est pas le cas des matrices thermoplastiques (TP). Ces charges sont 

généralement, sous forme d'éléments fragmentaires, en poudres ou liquide. Celles-ci 

permettent de modifier de manière sensible les propriétés mécaniques, électriques, 

magnétiques ou thermiques, d’améliorer l’aspect de surface ou bien, simplement, de 

réduire le prix de revient du matériau résultant. 

 

Les matrices thermoplastiques, en revanche, peuvent être alternativement ramollies 

par chauffage et durcies par refroidissement dans un intervalle de température 

spécifique du polymère étudié. De plus, ces polymères présentent l’aptitude à l’état 

liquide de se mouler facilement par plasticité.  

 

Les matériaux composites à matrice thermoplastique peuvent être donc assemblés 

ou recyclé par fusion. Ce qui n’est pas le cas pour les matériaux composites à 

matrice thermodurcissable qui sont de nature infusible. Dans le cas de la fusion, il 

est indispensable de connaître la température de fusion de la matrice 

thermoplastique. 
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I.2.2.2 Le renfort   

Le renfort constitue l'armature ou le squelette, assurant la tenue mécanique 

(résistance à la traction et rigidité). Il est par définition de nature fibreux ou 

filamentaire. Le diamètre des fibres est d’environ 5 à 15µm.  

Ce sont les renforts qui apportent l'essentiel des propriétés mécaniques d'un 

matériau composite. Ils sont le plus souvent d'origine organique (par exemple 

aramide) ou minérale (carbone, verre, bore, carbure de silicium). 

 

On distingue différentes présentations : 

 

• des éléments linéaires constitués de filaments continus ou non, destinés à des 

opérations textiles ou dans l'état, 

• des éléments surfaciques (tissus, nappes, tresses), 

• des éléments multidirectionnels (tissage multidirectionnel) permettant de 

disposer les fibres suivant les trois directions dans l'espace et non plus dans 

le plan, 

 

Le renfort peut se présenter suivant deux structures distinctes:  

 

 Les structures aléatoires, 

 Les structures orientées. 

 

La structure du renfort est l’élément le plus déterminant du degré d’anisotropie du 

matériau composite.  

 Les structures  aléatoires (Figure I. 2) 

 

Les structures aléatoires sont réalisées à partir de fibres coupées ou broyées. 

Ces fibres sont dispersées de façon aléatoire et maintenues par un liant soluble 

afin d’obtenir un mat à fibres courtes. Ce type de renfort est utilisé lorsqu’on 

recherche une bonne résistance à la compression.  
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Figure I. 2 structure aléatoire 

 Les structures orientées  

Les structures orientées se divisent en deux catégories : 

 

♦ Les structures unidirectionnelles (UD) 

Dans ces structures, les fibres sont orientées dans une même direction 

qui sera la direction principale de contrainte (Figure I. 3). Certaines 

propriétés physiques, telles que les conductivités électrique et 

thermique, d’un pli unidirectionnel sont plus grandes dans un sens que 

dans l’autre. 

 

 

 

Figure I. 3 Structure unidirectionnelle (nappe) 

♦  Les structures tissées  

Elles sont généralement obtenues par tissage (bi ou tri directionnel) ou 

par superposition de nappes unidirectionnelles. Les tissus diffèrent par 

le mode d’entrecroisement des fibres appelé armure. On distingue le 

satin, le serge et le taffetas  [TRIC 00a] [COX 97] [BERR 02], (Figure I. 4). 

Le satin est surtout employé lorsqu’on souhaite obtenir une grande 

résistance mécanique, le taffetas et la serge sont les plus couramment 

utilisés.  
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   c) Toile ou taffetas                     d) Serge                   e) Satin 

Figure I. 4 Mode d’entrecroisement des fibres 

Il est également possible de réaliser des structures de renforts hybrides en tissant 

des fibres de natures différentes ou, en superposant des tissus ou nappes de 

renforts de fibres différentes. 

I.2.3 Architecture du composite 

Les structures des matériaux composites peuvent être classées en trois types : 

 Les monocouches 

 Les stratifiées 

 Les sandwiches 

I.2.3.1 Les monocouches 

Le composite monocouche (couche élémentaire ou strate) correspond à l'unité 

élémentaire d'épaisseur, elle est constituée d'un ou plusieurs plis identiques (tissé, 

UD, mats,…) assemblés sans aucune orientation. Un pli est un semi produit de 

composites (fibres+matrice) présenté sous forme quasi-bidimensionnelle, feuille 

d’épaisseur faible (≈ 0.125 mm). On distingue, le pli UD (Le renfort est à structure 

UD), le pli tissé (Le renfort est à structure orienté) et le pli mat (Le renfort est à 

structure aléatoire).  

 

La superposition de la monocouche dans l'ordre du plan de drapage va constituer le 

stratifié (Figure I. 6). 

I.2.3.2 Les stratifiées 

Le composite stratifié ou multicouches est un ensemble de couches empilées et 

orientées suivant un ordre de drapage défini et rendues solidaires par l'opération de 

polymérisation (Figure I. 5). Le drapage c’est l’orientation des plis par rapport à un 
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référentiel donné. Il définit les propriétés mécaniques, électromagnétiques et 

thermiques globales du matériau composite.  

 

La figure I.6 montre un exemple de plan de drapage d’un stratifié. 

 

 

 

Figure I. 5 Composite stratifié 

 

 

Figure I. 6 Exemple  du plan du drapage d’un composite stratifié 

θ 

Couche 
(Pli individuel) 

Référentiel 
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Les stratifiés peuvent être de trois types : 

 

1) Equilibrés : le stratifié contient autant de couches orientées suivant la 

direction + θ que de couches suivant la direction – θ, 

2) symétriques : les couches du stratifié sont disposées symétriquement par 

rapport à un plan moyen (miroir), 

3)  orthogonaux : le stratifié comporte autant de couches à 0° que de 

couches à 90°. 

 

Lorsque la symétrie miroir est réalisée, elle entraîne la symétrie des contraintes et 

empêche ainsi l'apparition des déformations d'ensembles de la pièce (voilement, 

gauchissement)  [GAY 97]. 

 

L’avantage que présentent les composites stratifiés est de permettre de créer des 

matériaux aux propriétés mécaniques orientées de manière optimale afin de mieux 

répondre aux sollicitations de la structure. 

I.2.3.3 Les sandwichs 

Les sandwichs sont des matériaux possédant deux peaux de grande rigidité et de 

faible épaisseur renfermant un cœur (âme) de forte épaisseur et de faible résistance 

(Figure I. 7). L’ensemble forme une structure d’une grande légèreté. Le matériau 

sandwich possède une bonne résistance à la flexion et est un excellent isolant 

thermique. 

                         

Figure I. 7 Composite sandwich 

 

 

 

 

Peaux 
Coeur 
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I.3 CYCLE DE VIE DES MATERIAUX COMPOSITES 

Le cycle de vie d'un matériau composite est présenté sur la figure I.8.  

 

 

 

Figure I. 8 Cycle de vie d'une pièce en matériau composite 
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Ce cycle comprend trois étapes principales : 

 

• La première étape est la mise en œuvre du matériau qui peut être réalisé, en 

fonction du type de produit final souhaité, par différents procédés tels que le 

moulage, la pultrusion, l’enroulement filamentaire, etc. Il est obtenu alors 

des produits finis ou des semi-produits. 

 

• Ces derniers sont ensuite transformés en produits finis après l’étape de 

formage et/ou d’assemblage.  

 

• Les pièces en composites sont sujettes à l'usure et à la fatigue. Celles-ci 

passent alors soit par les services de maintenance pour réparations, soit par 

la déchetterie pour recyclage. 

I.3.1 Fabrication des semi-produits 

Les procédés de mise en œuvre des matériaux composites sont plus nombreux que 

les techniques de transformation des métaux ; toutefois leur industrialisation est 

encore récente ce qui engendre de nombreuses difficultés quant à la prédictibilité 

des résultats. La mise en oeuvre  des composites peut être réalisée par différents 

procédés. Parmi ces procédés on peut distinguer principalement deux familles :  

 

• Procédés ne nécessitant aucun apport de chaleur, tel que le moulage par 

projection simultanée (Figure I.9). 

 

Figure I. 9 Moulage par projection simultanée  
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• Procédés nécessitant un apport de chaleur,  tel que le moulage par injection 

de préimprégné (Figure I. 10). 

 

 

Figure I. 10 Moulage par injection de préimprégné [GAY 97] 

I.3.2 Formage des pièces en composites 

Le formage des pièces en composites peut être réalisé soit durant la phase 

d'élaboration soit séparément à partir d'un semi-produit. C'est le cas par exemple 

du procédé par estampage décrit sur la figure I. 11. 

 

 

Figure I. 11 Formage par estampage [GAY 97] 

Dans ce procédé, la plaque à former doit être chauffée avant application de 

l'outillage. 

I.3.3 Assemblage  

Une structure idéale est une structure qui n’a aucun joint ou élément assemblé. En 

effet, les joints constituent généralement les sources de faiblesses et 

d’augmentation du poids de la structure  [ROBE 05] [AVIL  04]. En règle générale, les 

structures composites dans les différents secteurs industriels sont complexes et ne 

peuvent être fabriquées en une seule opération. Elles sont réalisées à partir de 

pièces élémentaires de même ou de différentes natures, en utilisant des techniques 

d’assemblage.  
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Les techniques d’assemblage appliquées aux matériaux composites, peuvent être 

classées en trois grandes catégories  [ROBE 05] [MARC 02]:  

 

 Assemblage par maintien mécanique, tel que le boulonnage (Figure I. 12a), 
 Assemblage par collage, (Figure I. 12b), 
 Assemblage par fusion d’interface (Figure I. 12c). 

 
 

   
   a) Lien mécanique (Boulonnage)              b) Collage               c) soudage 

Figure I. 12 Méthodes d’assemblage 

Les deux premières techniques ne nécessitent pas d'apport de chaleur, 

contrairement à l'assemblage par fusion dans laquelle l'apport en chaleur est 

indispensable. 

I.3.4 Maintenance des pièces en composites 

Les défauts les plus fréquemment observés dans les matériaux composites sont le 

délaminage ou la déconsolidation des plis. Il peut y avoir également le vieillissement 

prématuré des matériaux ou encore la rupture ou la fragilisation des renforts après 

un choc mécanique. Dans le dernier cas, la pièce est irréparable et elle doit être 

souvent remplacée. Par contre, dans le cas du délaminage ou de la déconsolidation, 

le matériau peut retrouver son intégrité par une mise en pression et un apport de 

chaleur (uniquement pour les matériaux thermoplastiques). 

I.3.5 Recyclage des matériaux composites 

Les matériaux composites n'étant pas biodégradables, la durée de vie de leurs 

déchets est très importante. Il est donc nécessaire de mettre en place des filières de 

recyclage de ces matériaux. Un cadre législatif dans le secteur automobile est 

actuellement mis en place [BERR 02].  

Le problème de recyclage est le frein principal au développement de la filière 

composite. Il est donc indispensable de trouver des solutions opérationnelles et 

Adhésif 

Adhérents 
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économiquement viables pour  le traitement ou la revalorisation des déchets 

composites.  

 

La figure I.13 illustre les technologies envisagées pour le recyclage des matériaux 

composites, où un apport de chaleur est souvent nécessaire. 

 

  

Figure I. 13 Etapes de recyclage des matériaux composites 

 

I.4 INDUCTION ET LE CYCLE DE VIE DES MATERIAUX COMPOSITES 

Dans la plupart des phases décrites précédemment, un apport de chaleur est 

souvent nécessaire. Celui-ci est actuellement produit par transfert thermique 

depuis la surface extérieure du matériau (les patins chauffants, fluides 

caloporteurs, autoclave, …). Généralement ces procédés présentent des temps de 

cycle élevés car, il faut laisser à la chaleur la possibilité de diffuser dans le volume. 

De plus, le temps de cycle étant uniquement fonction des propriétés physiques et de 

la géométrie du matériau, il n'est pas contrôlable par le procédé de chauffage. Ces 

contraintes se traduisent par des pertes de productivité.  

L'induction présente une technique alternative pour apporter de la chaleur dans le 

matériau composite. On peut ainsi chauffer les moules métalliques en un temps 

plus court, mais on peut surtout chauffer directement le matériau si le renfort est 

conducteur électrique.  
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Les principaux avantages de l'induction sont : 

 

 Chauffage à cœur ou en surface selon la fréquence du générateur, 

 Absence de contact permettant une élaboration au défilé, 

 Chauffage global ou localisé,  

 Forte densité de puissance transmise, 

 Adaptation de la forme de l'inducteur à la charge, 

 

Nous allons à présent développer le procédé de chauffage par induction dans le 

cadre des matériaux composites. 

I.4.1  Le principe  

Le chauffage par induction fait partie des techniques électrothermiques qui 

permettent de chauffer les matériaux conducteurs d’électricité, sans contact direct 

avec la source d’énergie électrique alternative. Celui-ci consiste à plonger le corps à 

chauffer dans un champ électromagnétique variable dans le temps, et à dissiper 

sous forme de chaleur l’énergie injectée dans la charge (Figure I. 14)  [DEVE 00a] . 

 

 

Figure I. 14 Principe du chauffage par induction 

I.4.2 Installation du chauffage par induction  

Une installation de chauffage par induction comprend généralement  [DEVE 00a] 

(Figure I.15): 

 

• En aval, le réseau électrique. 

• En amont : 
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 Un convertisseur statique qui permet de créer les courants électriques aux 

fréquences souhaitées. 

 Un adaptateur d’impédance pour l’ajustement des tensions et des 

fréquences. 

 Un inducteur ou plusieurs qui génèrent le champ  électromagnétique. 

 La charge (matériau conducteur) à chauffer (Figure I.15). 

 

 
 
 

Convertisseur 
 

Adaptateur 
d'impédance R

és
ea

u 

Charge en composite 

Inducteur 

 

Figure I. 15 Schéma général d’une installation de chauffage par induction 

Le convertisseur, le coffret d’adaptation et l’inducteur sont souvent refroidis par un 

passage régulier d’eau.  

I.4.3 Maîtrise du chauffage par induction des matériaux composites 

La maîtrise du procédé de chauffage par induction repose essentiellement sur :   

 

 l'adaptation de la fréquence à la géométrie et au type de chauffage,  

 la forme de l'inducteur, 

 la connaissance précise des propriétés physiques des matériaux à chauffer.  

 

Etant donné la multiplicité des phénomènes mis en jeux dans le procédé et la 

complexité des géométries des matériaux composites, la maîtrise du procédé 

nécessitera l'utilisation d'un outil numérique de simulation.  

I.4.3.1 Fréquence du générateur (f) 

La fréquence caractérise la répartition des courants induits dans la charge. Plus la 

fréquence augmente, plus les courants induits et donc la puissance induite se 

concentrent en surface. Cette notion fondamentale est déterminée par la profondeur 
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de pénétration, appelée aussi ‘‘épaisseur de peau’’ symbolisée par  δ. Elle est 

donnée par la formule suivante : 

µ⋅σ⋅⋅π
=δ

f
1  (I-1) 

Où, f est la fréquence du générateur, σ est la conductivité électrique de la charge et 

µ sa perméabilité magnétique. 

 

La fréquence du générateur et la profondeur de pénétration fournissent des 

paramètres de commande supplémentaires pour adapter le chauffage à la géométrie 

du matériau et à la nature de l'application.  

 

Les figures I.16 et I.17 montrent l’importance de la profondeur de pénétration et 

donc la fréquence du générateur pour obtenir un chauffage homogène dans une 

plaque composite. En effet le chauffage par contact est caractérisé par un flux de 

chaleur imposé à la surface, alors que l'induction permet à la fois un chauffage 

surfacique et volumique. On obtient alors un profil de température plus homogène 

par induction qu'avec un chauffage par contact. 

 

 

 

Figure I. 16 Profil de température dans l'épaisseur de la plaque 
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Figure I. 17 Carte de températures dans l’épaisseur de la plaque (fréquence = 100kHz, 

épaisseur de la plaque = 5mm, temps de chauffe de 50 s). 

I.4.3.2 Géométrie de l'inducteur 

La géométrie ou la forme de l’inducteur dépend essentiellement de la géométrie de 

la pièce à chauffer, du type d'application (traitement superficiel, réchauffage avant 

formage, soudage…) et de la répartition du chauffage souhaité. L’inducteur peut 

facilement épouser la forme de la charge et introduire ainsi une fabrication aisée 

des pièces complexes (Figure I. 18). Cette faculté d'adaptation permet également 

d'effectuer un chauffage localisé ou ponctuel. Ce type de chauffage est 

particulièrement adapté au traitement des délaminages locaux dans les composites 

à fibres conductrices (Figure I. 19). 

Chauffage par induction 

Chauffage par flux surfacique 
(Par contact) 

°C 

°C 
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Figure I. 18 Différentes formes d’inducteur pour le chauffage localisé  [LOZI 69] 

       

Figure I. 19 Distribution des températures pour différentes formes d’inducteurs  [RUDO 00] 

I.4.3.3 Propriétés physiques du matériau à chauffer 

La qualité de la prédiction du comportement d'un système de chauffage par 

induction dépend de la connaissance précise des propriétés physiques du matériau 

à chauffer. 

 

On distingue deux familles de propriétés physiques : 

 Les propriétés électromagnétiques  

Ces propriétés sont la perméabilité magnétique (µ) et la conductivité électrique (σ). 

Ces paramètres ont une influence directe sur le procédé. Dans la plupart des cas, la 

matrice et les renforts sont des matériaux amagnétiques. La perméabilité 

magnétique considérée sera alors celle du vide. 

 
Surface à 

durcir 

  

a) 

Surface à 
durcir 

 Inducteur a) 
en position 



Chapitre I  Matériaux composites et induction 

 28

 Les propriétés thermiques  

Ces propriétés sont la conductivité thermique (λ), la masse volumique et la chaleur 

spécifique. Dans le cas de la fusion, la chaleur latente devra être également 

identifiée. Ces paramètres sont aussi des facteurs déterminants du procédé.  

 

I.5 OUTIL DE SIMULATION 

Le procédé de chauffage par induction est régi par les deux phénomènes physiques 

électromagnétique et la thermique. L'outil de simulation doit alors traiter les 

équations électromagnétiques et de transfert de chaleur ainsi que le couplage entre 

elles.  

I.5.1 Contraintes de simulation  

 

Les difficultés rencontrées dans la simulation des matériaux composites sont liées 

au facteur d'échelle, à l'anisotropie, à la non linéarité des propriétés physiques et 

au caractère tridimensionnel des phénomènes.   

I.5.1.1 Facteur d'échelle 

 

Dans la modélisation des matériaux composites, le facteur d'échelle intervient à la 

fois au niveau microscopique et macroscopique.  

Au niveau microscopique, les matériaux composites sont constitués de renforts 

fibreux dont le diamètre est compris entre 5 et 15 µm (carbone). Dans une section 

de composite égale à 1 mm², une dizaine de milliers de fibres est présente. Dans ce 

cas, la simulation du matériau réel est impossible et une phase préalable 

d'homogénéisation sera alors nécessaire [TRIC 00a].  

Au niveau macroscopique, l’épaisseur des matériaux composites auxquels nous 

nous intéressons est généralement comprise entre 1mm et 1cm. Quant aux autres 

dimensions, elles sont beaucoup plus grandes que l’épaisseur (jusqu'à quelques 

mètres), ce qui augmente les difficultés de la simulation numérique.   
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I.5.1.2 Anisotropie 

 

L'anisotropie provient essentiellement de l’orientation du renfort et dans une 

moindre mesure du changement des propriétés dans le matériau composite. Elle a 

pour conséquence la nécessité de la prise en compte de la nature tensorielle des 

propriétés physiques.  

I.5.1.3 Non linéarités  

 

Les propriétés physiques des matériaux composites dépendent en général de la 

température. Cette dépendance est plus marquée pour les propriétés thermiques.  

Cette non linéarité implique une résolution itérative des équations du système.  

I.5.1.4 Caractère tridimensionnel des phénomènes 

La géométrie complexe des matériaux composites et l'anisotropie des propriétés ne 

peuvent être prises en compte que dans le cadre d'une modélisation 

tridimensionnelle.  

 

I.5.2 Méthode de résolution 

Les équations régissant les phénomènes physiques dans le procédé de chauffage 

par induction sont des équations aux dérivées partielles. La résolution analytique 

de ces équations dans une géométrie complexe telle que celle des matériaux 

composites est impossible. Il faut alors avoir recours aux méthodes de résolution 

numérique. La méthode adoptée dans le cadre de notre travail sera celle des 

éléments finis d'arêtes ou nodaux. 
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I.6 CONCLUSION 

L'utilisation du chauffage par induction dans l'élaboration des matériaux 

composites présente des avantages considérables en terme de performances. La 

maîtrise du procédé nécessite l'utilisation d'un outil de simulation capable 

d'intégrer des phénomènes multi physiques complexes. Il doit prendre en compte le 

facteur d'échelle, l'anisotropie, la non linéarité et la nature tridimensionnelle de 

l'application. La qualité des résultats de simulation est directement liée à la 

connaissance précise des propriétés physiques du matériau composite. Dans les 

prochains chapitres nous introduirons les différents aspects de cet outil et nous 

préciseront notre apport pour faciliter le calcul et pour fiabiliser l’outil de 

simulation. 
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Chapitre II  
Outils et modèles mathématiques 
 

II.1 INTRODUCTION 

Dans le chapitre précèdent, nous avons présenté l'intérêt de l'induction dans 

le cycle de vie des matériaux composites. Cette application est à la fois l'objet de 

phénomènes électromagnétiques et thermiques. 

La maîtrise de ce procédé nécessite une modélisation mathématique de ces 

différents phénomènes que nous allons développer dans ce chapitre. 

 

Le modèle électromagnétique s’obtient à partir des équations de Maxwell associées 

aux lois constitutives des matériaux et des conditions aux limites. Afin de faciliter la 

résolution des équations aux dérivées partielles obtenues, elles sont formulées à 

l’aide de différentes variables d’état.  

La présence de régions minces dans le système est une contrainte supplémentaire 

qui nécessite l’utilisation de techniques particulières.  

Le modèle thermique s'obtient à partir de l'équation de transfert de la chaleur à 

laquelle il faut rajouter les conditions d'échanges avec le milieu extérieur. 

  

Les propriétés physiques dans ces deux modèles sont non linéaires, anisotropes et 

de nature tensorielle. Les modèles électromagnétique et thermique sont dans notre 

cas fortement couplés. 

 

De plus, le problème d'échelle au niveau microscopique impose une phase préalable 

d'homogénéisation. Le matériau sera alors remplacé par un matériau équivalent 

homogène qui possèdera un comportement se rapprochant au mieux du matériau 

réel. Les principales techniques d'homogénéisation adaptées à cette problématique 

seront développées dans ce chapitre.  

 

Enfin, nous présenterons l'architecture du logiciel utilisé pour modéliser le 

chauffage par induction des matériaux composites en précisant notre contribution 

dans le cadre de ce travail. 

 

 

 



Chapitre II  Outils et modèles mathématiques 

 32

II.2 MODELISATION ELECTROMAGNETIQUE 

Les phénomènes électromagnétiques dans le chauffage par induction sont régis par 

les équations de Maxwell. Ces équations sont associées aux lois constitutives des 

matériaux afin de connaître d’une manière complète les grandeurs physiques du 

problème.  

II.2.1 Formulation locale du problème électromagnétique 

La figure II.1 représente le domaine de résolution du problème électromagnétique. 

Le domaine global (Ω) est composé de régions conductrices, non conductrices 

magnétiques ou amagnétiques et de sources de courant. Des conditions aux limites 

seront imposées sur la frontière Γ. 
 

 

Figure II. 1 Domaine d’étude  

Dans ce type de problème, les répartitions spatiale et temporelle du champ 

électrique E et du champ magnétique H sont recherchées dans tout le domaine Ω.  

 

Si le système étudié présente des symétries ou des périodicités géométriques, il est 

possible de réduire l’étude à une partie du domaine. 

II.2.1.1 Equations de Maxwell 

Les phénomènes électromagnétiques variables dans le temps et dans l’espace sont 

régis par les quatre équations générales locales de Maxwell : 

 

Régions 
conductrices 

Régions 
magnétiques 

Sources de champs 
magnétiques 

Ω 

Γ 

Région non conductrice 



Chapitre II  Outils et modèles mathématiques 

 33

t∂
∂

+=
DJH rot  (II- 1) 

t∂
∂

−=
BE rot  (II- 2) 

ρ  div =D  (II- 3) 

0div  =B  (II- 4) 

Avec : 

H : Champ magnétique [A/m] 

E : Champ électrique [V/m] 

B : Induction magnétique [T] 

D : Induction électrique [C/m2]  

J : Densité du courant [A/m2] 

ρ : Densité volumique des charges électriques [C/m3] 

 

Les lois Maxwell-Ampère (II-1) et Maxwell-Faraday (II-2) expriment le couplage entre 

les grandeurs électriques et magnétiques. 

II.2.1.2 Relations constitutives 

Les équations précédentes sont associées aux relations constitutives (lois de 

comportements) des matériaux. Le comportement magnétique est exprimé par la 

relation suivante: 

HB ⋅µ=  (II-5) 

Avec, 

r0µµ=µ  (II-6) 

Où µ0 est la perméabilité du vide et µr est la perméabilité relative du milieu qui peut 

dépendre ou non de H.   

 

En l'absence de déplacement des charges, la forme locale de la loi d’Ohm s’écrit: 

[ ] [ ]
t

σ
∂
∂

ε+⋅=
EEJ  (II-7) 

Où [σ] et [ε] sont respectivement les tenseurs de conductivité et de permittivité 

électriques qui dans le cas des matériaux anisotropes s'écrivent : 
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De l’équation (II-1) et (II-3) on peut déduire que la densité de courant est à flux 

conservatif : 

0
t

div =
∂
∂

+
ρJ  (II-9) 

II.2.1.3 Conditions de passage 

Lors du passage d'un milieu 1 à un milieu 2, les grandeurs de champs subissent 

des discontinuités et, ne sont pas différentiables. Les relations entre les grandeurs 

électromagnétiques à l'interface, dites relations de transmission, s'écrivent alors : 

( ) sρ=⋅− nDD 12  (II-10) 

( ) 0=⋅− nBB 12  (II-11) 

( ) s12 JnHH =×−  (II-12) 

( ) 0nEE 12 =×−  (II-13) 

Avec ρs la densité surfacique de charge, Js la densité surfacique de courant et n le 

vecteur unitaire normal dirigé vers l'extérieur du milieu 1. 

II.2.1.4 Quelques écritures simplifiées des équations 

Dans le cadre de notre travail, quelques simplifications sont possibles sur les lois 

de comportement. Les charges volumiques sont négligées (ρ=0). (II-9) devient alors : 

0J =div  (II-14) 

De plus, si les composantes de champs E, H, B et de courants J ont une 

dépendance sinusoïdale du temps, tel que : 

( ) tierXX ω=  (II- 15) 

la dérivée par rapport au temps sera remplacée par : 

Xi
t
X

ω−=
∂
∂  (II- 16) 
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l'équation (II-7) devient alors :  

[ ] [ ]( ) EJ ⋅εω+σ= j  (II- 17) 

Pour simplifier l'écriture nous intégrons le terme jω[ε] dans le terme [σ]. 

II.2.2 Formulation du problème  

La combinaison entre les équations de maxwell, les relations constitutives et les 

relations de passage permet de formuler le problème électromagnétique suivant 

différentes variables d'états.  

II.2.2.1 Formulation dans les régions conductrices  

Les phénomènes électromagnétiques dans les régions conductrices du domaine 

d’étude sont régis par les équations de la magnétodynamique. Les formulations 

généralement utilisées pour exprimés l’équation finale à résoudre s'appuient sur 

des formulations en potentiel vecteur magnétique A ou champ électrique E et les 

formulations en champ magnétique H ou potentiel vecteur électrique T. 

♦ Formulation en A-V [BIRO  89] 

Dans ce type de formulation, le champ électrique E est exprimé en fonction de 

potentiels. Le potentiel vecteur magnétique est issu de l’hypothèse que l’induction 

est à flux conservatif on a alors : 

 ArotB =  (II- 18) 

L’équation de Maxwell-Faraday (II-2) implique l’existence d’un potentiel scalaire 

électrique V tel que : 

 V
t

gradAE −
∂
∂

−=  (II- 19) 

La densité de courant (II-17) s’écrit alors: 

[ ] 





 +

∂
∂

⋅−=  V
t

σ gradAJ  (II- 20) 

La continuité des potentiels A et V implique la continuité de la composante normale 

de l’induction magnétique et de la composante tangentielle du champ électrique. 

Par contre il faut assurer la continuité de la composante tangentielle du champ 
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magnétique à l’interface de milieux de perméabilités différentes, et la continuité de 

la composante normale de la densité de courant à l’interface de milieux de 

conductivités différentes. Ces deux conditions sont naturellement imposées par la 

formulation éléments finis [BOUI 00]. 

 

En remplaçant le champ magnétique H et la densité de courant J par leurs 

expressions en fonction de A et V, la forme locale du théorème d’Ampère (II-17) 

s’écrit : 

[ ] 0gradA Arotrot =





 +

∂
∂

⋅+







 V

t
σ 

µ
1  (II- 21) 

Pour assurer l'unicité de A, il faut imposer une condition de jauge supplémentaire 

appelée condition de passage. 

Dans le cadre des éléments nodaux, il est souvent fait appel à la jauge de Coulomb 

(div A = 0) ou la jauge de Lorenz (div A = -µσV). 

Dans le cadre des éléments d'arête, la jauge est souvent imposée par annulation du 

terme A.W sur tous les segments appartenant à un arbre qui s'appuie sur le 

maillage. On trouve également des résolutions de système sans jauge, où celle-ci est 

satisfaite par les méthodes d'inversions itératives [REN 96]. 

♦ Formulation en H 

L’équation à résoudre est directement donnée par les équations (II-1), (II-2), (II-5) et 

(II-17) comme suit : 

[ ] ( )( ) 0
t

σ 1 =
∂
∂

µ+− HH rotrot  (II- 22) 

La formulation en H a pour avantage d’avoir une solution unique si les conditions 

aux limites imposées sont adéquates, et donc ne nécessite aucune condition de 

jauge. La continuité de la composante tangentielle du champ H est assurée dans le 

cadre d'une formulation en éléments d’arêtes  [BOSS 83] [YU   95].  

♦ Formulation en T-Φ 

Comme la densité de courant induite est à divergence nulle, un potentiel vecteur 

électrique, noté T, peut être introduit tel que : 

 TrotJ =  (II- 23) 
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L’équation (II-14) implique aussitôt : 

 ΦgradTH −=  (II- 24) 

Où Φ est le potentiel scalaire magnétique. 

  

L’équation à résoudre se déduit en remplaçant H et J par T et Φ dans (II-2) : 

[ ]( ) ( ) 0 Φ
t

µσ 1 =−
∂
∂

+− gradT Trotrot  (II- 25) 

La continuité de T et Φ implique la continuité de la composante normale de J et la 

composante tangentielle de H. Par contre il faut assurer la continuité de la 

composante normale de B à l’interface de milieux de perméabilités différentes, et la 

continuité de la composante tangentielle de E à l’interface de milieux de 

conductivités différentes. 

 

A cette formulation est associée aussi une condition de jauge, de même type que 

celle imposée dans la formulation en A-V, qui permet d’assurer l’unicité de la 

solution T. 

♦ Formulation en E 

La formulation en champ électrique s’obtient en faisant la dérivée de l’équation 

Maxwell-Ampère (II-1) par rapport au temps : 

( ) [ ] 0
t

σ
µ
1

=
∂
∂

+






 EE rotrot  (II-26) 

II.2.2.2 Formulation dans les régions non conductrices  

Dans les régions non conductrices du domaine d’étude (Ω), il ne se développe pas 

de courants induits. Les phénomènes électromagnétiques dans ces régions sont 

régis par les équations de la magnétostatique. Les formulations utilisant le potentiel 

vecteur magnétique et le potentiel scalaire magnétique, sont adoptées dans ce cas. 

♦ Formulation en A 

Dans ce cas le champ électrique n’intervient pas, l’équation à résoudre est  alors : 
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sJ Arotrot =







 

µ
1  (II- 27) 

Où, Js est la densité du courant source. 

♦ Formulation en potentiel scalaire magnétique (H-Φ et H-Φr) 

Dans les régions où il n’y a pas de courants sources, l’équation (II-1) peut s’écrire : 

0H rot =  (II- 28) 

H dérive alors d’un potentiel scalaire (Φ), tel que : 

 Φ- gradH =  (II- 29) 

La formulation H-Φ en potentiel scalaire magnétique s’obtient en remplaçant, H par 

son expression (II-29) dans (II-5) et en remplaçant l’expression de B obtenue dans 

(II-4) : 

( )[ ] 0 Φµdiv =− grad  (II- 30) 

La continuité du potentiel scalaire magnétique (Φ) implique la continuité de la 

composante tangentielle du champ magnétique. Par contre il faut vérifier la 

continuité de la composante normale du vecteur induction magnétique à l’interface 

entre deux régions de perméabilité différentes, par la relation :   

( ) ( ) ngradngrad ⋅−=⋅− 2211  Φµ Φµ  (II- 31) 

Où n  est le vecteur normal à l’interface. 

 

L'inconnue étant un scalaire, cette formulation est plus intéressante que la 

formulation en potentiel vecteur pour les régions non conductrices. Cependant elle 

ne s’applique pas aux régions où des courants sont présents. 

 

Néanmoins, une variante de cette formulation permet de prendre en compte ces 

courants. Celle-ci est usuellement appelée la formulation en potentiel magnétique 

réduit. Son principe se base sur la décomposition du champ magnétique H en deux 

parties, tel que : 

rj HHH +=  (II- 32) 
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Avec : 

Hj : champ source, champ créé par l’inducteur s’il était seul (à vide). 

Hr : champ crée par la réaction des parties magnétiques et conductrices 

lorsqu’elles sont soumises au champ source Hj. 

 

Hj est donné en tout point L, par la formule de Biot et Savart : 

( ) Ω⋅×⋅∫∫∫
π

= Ω d
4
1L

3'
sj

LL

'LLJH  (II- 33) 

Où  L′  est un point situé dans la région de l’inducteur. 

 

La forme locale du théorème d’Ampère (II-1) s’écrit alors : 

( ) srj JHHrot =+  (II- 34) 

Le champ source Hj vérifie le théorème d’Ampère, alors que le champ de réaction Hr 

est à rotationnel nul : 

( ) sj JHrot =  (II- 35) 

( ) 0Hrot r =  (II- 36) 

La relation (II-36) implique que Hr dérive d’un potentiel scalaire magnétique Φr : 

r Φgrad Hr −=  (II- 37) 

L’expression (II-32) du champ magnétique H s’écrit alors: 

r Φgrad HH j −=  (II- 38) 

L’équation à résoudre dans ce cas est : 

( )[ ] 0 Φµdiv r =− gradHj  (II- 39) 

La continuité de Φr implique la continuité de la composante tangentielle de H. En 

revanche, il faut assurer la continuité de la composante normale de l’induction B 

par la relation suivante : 

( ) ( ) ngradHngradH jj ⋅−=⋅− 2r21r1  Φµ Φµ  (II- 40) 

Où n est le vecteur normal à l’interface. 
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La formulation en potentiel scalaire magnétique (total ou réduit) paraît très 

attractive, surtout quand les systèmes à modéliser ne comportent pas de régions 

conductrices multiplement connexes. Le nombre d’inconnues est réduit de manière 

considérable, ce qui permet de réduire le temps de résolution ainsi que le coût de 

simulation. 

La formulation en potentiel scalaire réduit est moins précise dans les régions 

ferromagnétiques où la perméabilité est élevée (µr>100) et dans les régions où le 

champ magnétique est très atténué (écran électromagnétique). La solution est 

d’utiliser le potentiel scalaire total dans ces régions [GUER 94]. 

II.2.2.3 Prise en compte des régions minces conductrices  [ABAK 01] [GUER 

94] [KRAH 93] 

Dans la modélisation 3D, lorsque la dimension d’une région est très faible par 

rapport à ses autres dimensions, celle-ci est appelée ‘‘région mince’’.  

Le maillage des régions minces en trois dimensions conduit, du fait des faibles 

épaisseurs, à un nombre très important d’inconnues. De ce fait, la modélisation des 

problèmes électromagnétiques des matériaux minces devient très difficile et 

demande des temps de résolution prohibitifs. L’utilisation d’éléments spéciaux qui 

permettent la modélisation de régions minces volumiques en les remplaçant par des 

surfaces, est une solution très intéressante. Les phénomènes physiques qui se 

manifestent dans ces régions sont pris en compte dans ce cas de façon simple dans 

la formulation avec les éléments spéciaux. 

Les matériaux auxquels nous nous intéressons dans cette étude sont anisotropes 

d’épaisseur très faible devant les autres dimensions. Il est alors intéressant 

d’utiliser les éléments spéciaux pour les modéliser. Plusieurs types d’éléments 

spéciaux surfaciques sont proposés dans la littérature comme les éléments 

d'impédance de surface, les éléments coques et les éléments coques généralisés. 

Dans tous les cas, la région mince est remplacée par une surface et la variation des 

grandeurs suivant l’épaisseur est supposée connue (exponentielle, constante ou 

hyperbolique). 

 

La plupart des formulations présentées précédemment prennent en compte, sous 

certaines conditions, les régions minces.  

Nous pouvons classer les régions minces, en fonction du rapport entre leurs 

épaisseurs et l’épaisseur de peau, suivant trois cas [GUER 94] : 
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♦ Epaisseur de peau très faible devant l’épaisseur de la plaque (rapport<<1), 

♦ Epaisseur de peau comparable à l’épaisseur de la plaque (rapport≈1), 

♦ Epaisseur de peau très supérieure à l’épaisseur de la plaque (rapport>>1). 

a. Epaisseur de peau très faible devant l’épaisseur de la plaque 

Dans ce cas, les méthodes numériques utilisées sont habituellement associées à la 

condition d'impédance de surface. Cette dernière suppose une variation 

exponentielle des grandeurs suivant l’épaisseur de la région mince.  

Généralement, la condition d'impédance de surface est écrite en potentiel scalaire 

magnétique. L’extérieur de celle-ci est modélisé soit avec la méthode des intégrales 

de frontière  [KRAH 93] soit avec la méthode des éléments finis  [GUER 94]. 

Lorsque la région conductrice est multiplement connexe, il n’est pas possible 

d’utiliser la formulation en potentiel scalaire. Dans ce cas, plusieurs solutions sont 

proposées dans la littérature où on utilise soit le potentiel vecteur magnétique 

 [IGAR 98], soit le potentiel vecteur électrique  [RODG 91].  

b. Epaisseur de peau très supérieure à l’épaisseur de la plaque 

Dans ce cas, les grandeurs suivant l’épaisseur de la région mince sont considérées 

constantes. Plusieurs formulations sont proposées pour prendre en compte la 

région mince. Parmi celles-ci nous citons la formulation en A-V sans saut de 

potentiel [NAKA 90] [GUER 94] et la formulation en A-Φr [BIRO 97] (Φr est utilisée 

d’un côté de la région mince et A de l’autre côté). 

c. Epaisseur de peau de même ordre que l’épaisseur de la plaque  

Une méthode plus générale qui prend en compte les trois cas, est proposée par 

Guérin  [GUER 95]. Elle se base sur des éléments spéciaux appelés « éléments 

coques généralisés ». La variation des grandeurs suivant l’épaisseur de la région 

mince est supposée hyperbolique. Elle est exprimée en potentiel scalaire 

magnétique. Parmi ses limitations, nous citons le problème de prise en compte des 

régions non simplement connexes dû à l’utilisation du potentiel scalaire. 

 

La formulation éléments coques généralisés proposée, comme toute formulation en 

éléments spéciaux, se compose d’une solution numérique obtenue dans tout le 

domaine d’étude y compris sur les surfaces de la région mince et d’une solution 



Chapitre II  Outils et modèles mathématiques 

 42

analytique qui tient compte de la variation des grandeurs suivant l’épaisseur. Cette 

dernière est exprimée en fonction de la solution sur les surfaces limitrophes de la 

région mince. 

II.2.3.4 Choix de la formulation  

En fonction de la dimension et de la complexité du problème à traiter, le choix 

d'une formulation dépend des capacités numériques de résolution, de mise en 

œuvre et de précision. Le tableau suivant présente les avantages et inconvénients 

des différentes formulations (Tableau II. 1). 

 

Tableau II. 1 Comparaison des formulations électromagnétiques 

Formulations Avantages Inconvénients 

A-V 

 
Traitements des régions 
multiplement connexes 

 

4 inconnues 

T-Φ 

 
Adaptée aux régions 
conductrices 
 

- Régions multiplement 
connexes 
- 4 inconnues 

H-Φ Pas de jauge,  
 

- Régions multiplement 
connexes 
 

 
Eléments coques 

généralisés 
 

- 1 inconnue 
- traitement analytique 

des régions minces 
conductrices 

- Régions multiplement 
connexes 

 

 

 

Les matériaux utilisés dans cette étude sont des plaques de composites de grandes 

dimensions et de faibles épaisseurs. Dans le cadre du chauffage par induction, 

notre choix se porte alors naturellement vers une formulation utilisant les éléments 

coques généralisés. Les autres formulations sont mieux adaptées à 

l'homogénéisation des matériaux composites et seront présentées dans la suite de 

ce chapitre. 
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II.2.2.5 Formulation éléments coques généralisés pour une plaque conductrice  

 

Dans tout ce qui suit l’indice r est enlevé du symbole Φr du potentiel scalaire réduit. 

La solution analytique est donnée par l'équation suivante (annexe C): 















 γ−γ⋅+






 γ+γ⋅

γ
= z

2
esinhz

2
esinh

)e(sinh
1)z(  H H
 

H 2s1ss  (II- 40) 

 

Où Hs1 et Hs2 sont les valeurs des champs sur les surfaces extérieures de la plaque,  

ωµσ
=δ

δ
+

=γ
2etj1           

 

Les différentes notations de la formulation éléments coques sont données par la 

figure II.2. 

  Ω1                               µ      

                        
                                        n      n2              e 

                      
   
                          

          
 
                            n1                                     

  Ω2                                           µ 

   φ1 

Ω               µσ

   φ2 

 

Figure II. 2 Notation du problème éléments coques 

La solution sur les surfaces limitrophes de la région mince est donnée par : 







−=

−=

2

1

Φ

Φ

 gradHH
 gradHH

j2

j1  (II- 42) 

La solution numérique est obtenue en partant de la forme intégrale de la 

formulation en potentiel scalaire magnétique réduit (II-39) couplée au besoin 

(présence de régions de perméabilité différentes) avec la formulation en potentiel 

scalaire totale (II-30). 

 

La formulation élément coque généralisée sur le côté 1 de la région mince est 

donnée par (annexe C): 

Coté 2 

Coté 1 

 Γ 
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( ) dΓ w
jω
1

dΓwµdΓΦw
jω
1

dΓΦw
jω
1dΦ wµ

Γ

Γ
1

Γ
2

Γ
1111

11

⋅⋅β−α⋅

+⋅⋅⋅⋅=⋅⋅β⋅

−⋅⋅α⋅+Ω⋅⋅⋅

∫

∫∫

∫∫
Ω

js

1jss

ss

Hgrad                                                  

nHgradgrad              

gradgrad gradgrad

  (II- 43) 

Avec :  ( )etanh γ⋅γ
µ

=α  et  ( )esinh γ⋅γ
µ

=β
 

La formulation élément coque généralisée du côté 2 (région Ω2) est donnée par la 

relation (II-43) après permutation entre les indices 1 et 2. Et en annulant les termes 

dûs au champ source Hj dans l’équation (II-43), nous obtenons la formulation en 

potentiel scalaire magnétique total dans le domaine d’étude. 

 

Les conditions d’application des éléments coques généralisés en potentiel scalaire 

réduit sont : 

 

- épaisseur de la région très faible devant ses autres dimensions, 

- perméabilité de la région égale à celle des régions voisines, 

- non présence de régions multiplement connexe,  

- si effet de peau important, le champ source doit être plutôt tangentiel à la 

surface de la région mince. 

 

La formulation éléments coques généralisés développée dans [GUER 94], prend 

pour hypothèse que les propriétés physiques de la région mince sont de nature 

isotrope. Dans le cadre de notre étude, nous avons étendu cette formulation au cas 

des régions minces anisotropes et dont les propriétés ont une forme tensorielle. 

Cette étude fera l'objet du chapitre IV. 
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II.3 MODELISATION THERMIQUE 

Les formulations électromagnétiques, précédemment citées, permettent de calculer 

la densité de puissance issue des courants induits. Cette puissance dans le cas du 

chauffage par induction est le point de départ de la résolution du problème 

thermique  [TRIC  00a] [QIUG 90]. 

 

Mode de transmission de la chaleur 

Les principaux modes de transmission de la chaleur en général sont la conduction, 

la convection et le rayonnement [MINK 04]. 

La conduction correspond à un transfert de chaleur entre deux points internes d'un 

solide sous l'influence d'un gradient de température. Elle est régie par la relation de 

Fourier suivante:  

[ ] ) (Tλ grad−=ϕ  (II- 44) 

Où T représente la température en Kelvin, ϕ le flux thermique, et [λ] la conductivité 

thermique du matériau qui est sous forme tensorielle dans notre cas: 

[ ]
















λ

λλ

λλ

=λ

zz

yyyx

xyxx

     0       0

0      

0       

 (II- 45) 

La conductivité thermique d’un matériau composite dépend de ses différents 

constituants. 

 

Le comportement thermique du matériau est régi par le bilan calorifique suivant: 

t
TCq)(div p ∂

∂
⋅ρ=+ϕ−   (II- 46) 

Où ρ est la masse volumique, Cp est la capacité calorifique, q est la densité de 

puissance générée  (densité de puissance induite ou puissance thermique). 

Le premier terme de l'équation (II-46) décrit la densité de puissance échangée dans 

le volume, le second la densité de puissance générée dans le volume (source de 

chaleur) et le dernier la variation de la densité d’énergie interne. 

ρ et Cp sont aussi fonction des propriétés des différents composants du matériau 

composite. 
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Les propriétés thermiques du matériau peuvent être mesurées ou calculées avec les 

méthodes d’homogénéisation qui seront développées par la suite. 

 

Les conditions aux limites, sur les frontières du domaine de résolution de l'équation 

(II-46), sont généralement obtenues à partir des trois conditions suivantes : 

 

1. Température imposée (condition de Dirichlet): 

0f TT =  (II- 47) 

2. Densité de flux thermique imposée (condition de Neumann): 

[ ] 0
s

T
ϕ=








∂
∂

λ−
n

 (II- 48) 

Dans le cas d'un corps thermiquement isolé, le flux thermique est nul en tout point 

de sa surface (surface adiabatique), 

[ ] 0T

s
=








∂
∂

λ−
n

 (II- 49) 

3. Echanges thermiques avec le milieu ambiant (conditions de Fourier): 

 

Ils peuvent être de deux natures : 

Echanges par convection : 

[ ] ( )af
s

TThT
−⋅=








∂
∂

λ−
n

 (II- 50) 

Avec h coefficient de convection exprimé en (Wm-2K-1), Ta est la température 

ambiante. 

Echanges par rayonnement : 

( )44
b

s
af

TTT
−⋅εσ=








∂
∂

λ−
n

 (II- 51) 

Où ε est l'émissivité et σb la constante de Stefan-Boltzmann (5,67e-8 Wm-2K-4). 

Dans le cadre de notre travail c'est essentiellement la condition de Fourier qui est 

prise en compte. 
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II.4 HOMOGENEISATION DES MATERIAUX COMPOSITES 

L’étude du comportement d’un matériau composite à l'échelle microscopique, ne 

peut pas être faite avec les méthodes numériques actuelles. Pour contourner cette 

difficulté, il est indispensable de remplacer le matériau par un matériau homogène 

équivalent. Pour cela, deux options sont possibles (Figure II. 3): 

 

- L’approche multi-échelles qui consiste à définir le comportement global à 

l’échelle macroscopique grâce aux informations dont on dispose à une échelle 

microscopique  [MATA 95] [MATA 97] [TRIC 98] [TRIC  00a] [TRIC 00b]. 

 

- L’approche expérimentale qui consiste à définir le comportement du matériau à 

partir de l’expérimentation,  [ALIF 05] [BENS 02] [BAIL  96] [JARN 02] [JARN 01]. 

 

 

Figure II. 3 Méthodes d'homogénéisation des matériaux composites 

Dans la caractérisation physique ou l’identification des paramètres il est important 

de connaître la structure du matériau composite et les propriétés physiques de ses 

constituants. Deux types de structure sont considérés. Les structures aléatoires et 

les structures périodiques (Figure II. 4). Pour le premier type de structure les 

techniques comme la méthode des moyennes, les méthodes statistiques, le 

problème inverse ou encore les méthodes énergétiques sont souvent les plus 

utilisées [HUET 80][FOUL 97]. Si le nombre de fibres par unité de surface est 

important, on peut remplacer un matériau à structure aléatoire par un matériau à 

structure régulière de même taux de remplissage [TRIC 00a]. Pour le second type, 

les techniques généralement associées sont, le développement asymptotique [PESQ 

Méthodes d'homogénéisation 

Méthodes prédictives Méthodes expérimentales 

Méthode 
dynamique 

Développement 
asymptotique 

Problème 
inverse 

Problème 
inverse 
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98] [TRIC 00b], l’homogénéisation dynamique [ELFE 97], ou la méthode du problème 

inverse [TRIC 00a]. 

                                     
           a) structure aléatoire                                  b) structure périodique 

Figure II. 4 Exemple de structure de composite 

II.4.1 Méthodes prédictives d’homogénéisation 

Ces méthodes basées sur l’approche multi-échelles ont été développées notamment 

dans [TRIC 00a]. Elles consistent à remonter aux propriétés physiques équivalentes 

du matériau composite à l’échelle macroscopique à partir des propriétés de ses 

constituants à l’échelle microscopique. Une bonne séparation des échelles est 

nécessaire et indispensable pour que cette approche soit performante. En effet, 

dans une structure périodique multi-échelles (Figure II. 5a) les grandeurs 

électromagnétiques et thermiques ont des variations spatiales lentes dues à la 

structure globale et des variations rapides dues à la structure périodique des 

cellules (Figure II. 5b). 

 

     

Figure II. 5 Résolution cellulaire 

La transformée de Fourier spatiale de cette fonction fait apparaître deux échelles de 

fréquence, une lente et une rapide, relatives respectivement aux dimensions 

globales du système et à l’échelle des cellules élémentaires (Figure II. 5c). La 

Cellule de base 

l L 

Corps hétérogéne   (Ω) 
  b) Solution   c) Transformé de  a) Structure périodique 

x 
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technique d'homogénéisation consiste à ne retenir que la composante lente de la 

grandeur multi-échelles. Deux cas sont alors envisageables : 

 Si la dimension des cellules élémentaires est infiniment petite devant les 

dimensions globales du système, la composante rapide est rejetée à l'infinie 

et son amplitude tend vers zéro. On utilise alors la méthode du 

développement asymptotique (annexe A). 

 La seconde solution est d’utiliser un filtre passe bas afin d’éliminer les 

oscillations rapides et de ne garder que les lentes. C’est la méthode 

d’homogénéisation dynamique où les caractéristiques peuvent être calculées 

sur les cellules dont les tailles sont plus importantes que dans le cas 

précèdent (annexe B). 

II.4.1.1 Méthode du développement asymptotique 

Si L est la dimension caractéristique du système global et l la dimension 

caractéristique de l’hétérogénéité (Figure II. 5a), la condition décrite précédemment 

se traduit par une relation de la forme : 

1
L

〈〈=η
l  (II- 52) 

La méthode du développement asymptotique consiste à écrire l'inconnue dans le 

matériau sous la forme : 

0 1 2 2u u u u ...η = + η + η +  (II- 53) 

Le comportement asymptotique du système est alors défini par (voir Annexe A): 

0

0
u lim uη

η→
=  (II- 54) 

 

Exemple : application à la caractérisation thermique 

Les équations de diffusion thermique transitoire dans le domaine Ω occupé par le 

matériau étudié, s’écrivent : 

t
uCq)(div p ∂

∂
⋅ρ=+ϕ−  avec  [ ] ) (uλ grad−=ϕ  (II- 55) 

Où ϕ est le flux thermique, u la température au point x à l’instant t, ρ la masse 

volumique du matériau, Cp sa chaleur spécifique, q la source de chaleur éventuelle 
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et [λ] le tenseur défini positive de conductivité thermique. Les propriétés physiques 

sont périodiques sur les cellules. 

Si on introduit uη, défini par l'équation (II-53) dans l'équation (II-54) et si on égalise 

les termes suivant les puissances de η, on obtient un ensemble d'équations 

permettant de calculer u0, u1... . La démarche des calculs est détaillée dans 

l'annexe A. La valeur homogénéisée de la conductivité thermique est obtenue par : 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ] dy
vol

1
Y y

cellule
H ⋅χλ−λ=λ ∫ grad  (II- 56) 

Où χ est calculée à partir de l'équation suivante : 

[ ]( ) [ ]( )λ=χ yy div λdiv ygrad  (II- 57) 

La figure II.6 illustre une application de la méthode de développement asymptotique 

pour le chauffage d'un matériau composite avec des tailles de motif différentes. 

Comme prévu, la méthode donne des résultats plus précis pour les cellules plus 

petites.  

 

               

              

Figure II. 6 Comparaison u réel, u homogénéisé avec 25 et 289 cellules 
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La méthode du développement asymptotique est facile à mettre en œuvre, mais son 

champ d’application est limité aux matériaux à structures périodiques ayant la 

taille des cellules très faible. Elle est tout à fait adaptée au cas des matériaux 

composites. 

II.4.1.2 Méthode d’homogénéisation dynamique 

La méthode dynamique, largement développée dans [BOSS 96][ELFE 97][MATA 95] 

[MATA 97], est une méthode cellulaire basée sur le filtrage spatial des champs. Elle 

permet de ramener la solution globale du problème à une solution au niveau d’une 

cellule élémentaire.  

Elle consiste à décomposer les champs en une somme de trois termes, le terme 

global, le terme local et le terme résiduel. L’équation ci-dessous présente cette 

décomposition : 







++=

++=

rc

rc

HHHh
EEEe

~

~
 (II- 58) 

Où e et h sont respectivement les valeurs réelles des champs électrique et 

magnétique sur les cellules, E~  et H~  sont les champs lentement variables, Ec et Hc 

leurs composantes locales (ou cellulaires) de valeur moyenne nulle, Er et Hr sont les 

champs résiduels (souvent négligés).  

En supposant une variation linéaire de E~  et H~ dans la cellule élémentaire, on peut 

développer ces champs autour de leurs valeurs moyennes E et H. 

 

En posant ec=E+Ec et hc=H+Hc et en remplaçant les expressions des champs dans 

les équations de Maxwell, on arrive au problème cellulaire suivant (voir annexe B): 

[ ] [ ]










×ωµ−ω=+ωµ

×ωσ−−=+σ−

xJBe roth

xBJh rote

cc

cc

i
2
1ii

i
2
1

 (II- 59) 

Le champ électrique et sa moyenne E seront alors donnés par : 

[ ] [ ] xBJh rote cc ×ω+σ+σ= −− i
2
111  (II- 60) 

( ) [ ] ( ) [ ]( )dydy
Yvol

1
Y Y

11∫ ∫ −− σ+σ= JhrotE c  (II- 61) 
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la valeur moyenne du champ électrique et la conductivité électrique équivalente 

sont calculés alors : 

( )
[ ]








σ=

= ∫
EJ

eE c

eq

YYvol
1

 (II- 62) 

 
Exemple : applications à la caractérisation électromagnétique 
 

La figure II.7 représente une cellule ayant une géométrie 3D correspondant à une 

fibre de carbone élémentaire (diamètre 7µm) entourée d’une matrice 

thermoplastique ayant une conductivité électrique très faible.  

 
Figure II. 7 Cellule 3D 

La résolution de l’équation (II-58), à l’aide d’intégrants 3D, nous conduit au champ 

magnétique dans la cellule. A partir de celui-ci, on remonte à la moyenne du champ 

électrique dans la cellule puis à la conductivité électrique équivalente. 

 

La Figure II. 8 montre l’évolution en fonction de la fréquence des conductivités 

électriques suivant les trois axes. Il est à remarquer que la  conductivité est très 

faible dans le sens (xy) par rapport au sens (z). 

x 
z 

y 
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Figure II. 8 Variation de la conductivité électrique en fonction de la fréquence 

La méthode d’homogénéisation dynamique est très efficace pour les cas où le 

nombre de cellules des structures périodiques est limité.  

II.4.1.3 Méthode du problème inverse 

La méthode du problème inverse consiste à résoudre le problème électromagnétique 

ou thermique dans une cellule élémentaire. Soit Sr le vecteur des grandeurs 

calculées dans une cellule réelle et Sh le vecteur des grandeurs calculées dans la 

cellule homogénéisée. On calcule alors les propriétés physiques homogénéisées par 

minimisation de la fonction objectif : 

( )( ) ( )∑ −=
2hr SS

2
1pJmin  (II- 63) 

La grandeur S peut être une grandeur globale telle que la puissance, l'impédance 

ou bien le champ ou la température moyenne dans la cellule. Elle peut être 

également un vecteur comme le champ ou la température locale dans un maillage 

associé à la cellule élémentaire.  

 

La figure II.9 compare les champs homogénéisés et réels pour une structure 

stratifiée soumise à un champ H (x=0) = 5000 A/m et H(x=ep)= 10000 A/m. 

 

σ z
 

σ x
  e

t 
σ y
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Figure II. 9 Comparaison des champs magnétiques réels avec les champs homogénéisés. 

II.4.1.4 Comparaison des méthodes d’homogénéisation prédictives 

Pour illustrer les points forts et les points faibles des méthodes d’homogénéisation, 

nous proposons de dresser le tableau II. 2. 

 

Tableau II. 2 Comparaison des méthodes d’homogénéisation prédictives 

Méthode Points forts Points faibles 

Développement 
asymptotique 

(statique) 

 Facilité de mise en 
œuvre. 

 Indépendance de la 
fréquence. 
 Taille réduite pour les 
cellules. 

Dynamique 
 Prise en compte du 

caractère fréquentiel. 
 Taille des cellules 

plus importantes. 

 Mauvaise restitution de la 
puissance homogénéisée 
pour les grandes fréquences. 

Problème 
inverse 

 Toutes les tailles des 
cellules. 

 Critère d’équivalence 
au choix. 

 Méthode itérative 

 

 

Dans l'ensemble des techniques d'homogénéisation, la formulation 

électromagnétique retenue est celle en H. Cette équation a été résolue à l'aide des 

éléments finis d'arêtes. 

Les méthodes d’homogénéisation prédictives ont un objectif final commun qui est 

l’obtention d’un caractère moyen à partir des propriétés à une échelle de dimension 

inférieure. Ces méthodes nécessitent une connaissance précise de la structure du 

matériau (orientation, position des fibres, …) et des propriétés physiques de ses 

H
   

   
   

  
   

   
  A

/m
 

x                       m 
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constituants (fibres, résine…). De plus, pour certaines géométries comme les 

structures aléatoires, les résultats peuvent être relativement erronés  [TRIC  00a]. 

De ce fait, ces méthodes devraient être complétées par une phase expérimentale.  

 

Notre démarche dans ce travail est d'obtenir les propriétés physiques des matériaux 

par les techniques d'homogénéisation. Ces valeurs pourront servir ensuite de point 

de départ pour les algorithmes d’homogénéisations expérimentales. 

II.4.2 Méthode d'homogénéisation expérimentale 

Il est souvent très difficile d'obtenir une mesure directe des grandeurs équivalentes 

recherchées telles que la résistivité électrique ou la conductivité thermique. Ces 

valeurs sont alors calculées à partir de grandeurs mesurables comme l'impédance 

ou la distribution de température. Le passage d'une grandeur à l'autre se fait 

souvent par les méthodes du problème inverse (Figure II. 10). 

 

 

 
Paramètres d’entrées 

p 

 
Sorties (observables) 

Sc 

Modèle : ƒ

Problème Direct

 
Paramètres identifiées 

p =ƒ-1(Sm) ou p =ƒ-1(Sr) 

Entrées (mesurées ou 
calculées) 

Sm ou Sr 

 Modèle : ƒ-1 

Problème Inverse

 

Figure II. 10 Problème direct et problème inverse 

Un problème inverse est une situation dans laquelle on tente de déterminer les 

causes d'un phénomène à partir des observations expérimentales de ses effets. Sa 

résolution passe généralement par une étape de modélisation du phénomène, dite 

problème direct, qui décrit comment les paramètres du modèle physique se 

traduisent en grandeurs observables expérimentalement.  
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Les problèmes inverses, contrairement aux problèmes directs, doivent intégrer des 

données expérimentales. Il est nécessaire dans ce cas d’avoir une idée du degré de 

confiance que l’on accorde aux mesures expérimentales et de connaître la façon 

dont une erreur de mesure affecte les valeurs des paramètres recherchés. 

 

Les problèmes inverses sont très fréquemment exprimés sous forme d’un problème 

d’optimisation au sens des moindres carrés, résolu sur la base du principe de 

régression  [FAVE 02]. 

Pour relier le problème d’identification de paramètres à un problème de moindres 

carrés, deux approches différentes sont proposées  [FADA 95] [BECK 98]: 

 

► L’approche de type déterministe : où le problème inverse est exprimé sous une 

forme relaxée, et l’on cherche juste à minimiser une distance entre les données 

issues d’un modèle et les mesures expérimentales.  

► L’approche de type statistique : où le problème inverse est vu comme la 

recherche du jeu de paramètres qui maximise la probabilité de réaliser la 

mesure expérimentale. 

A- Approche de type déterministe  

Les problèmes d’identification de paramètres sont généralement exprimés sous la 

forme d’un problème d’optimisation au sens des moindres carrés  [FAVE 02] [BECK 

98] [FADA 95], afin de ne pas avoir à considérer l’inverse de l’opérateur ƒ         

(Figure II.10): 

Trouver popt ∈ LNpar tel que 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )









−−=−=

=

∑∑

∈

mTmm

Lp

opt

SpfSpfSpfpU

pUpU
Npar

)()()(

min

2
 (II- 64) 

Avec,  

 popt : paramètre recherché optimal, 

 LNpar : ensemble auquel appartient p, 

p : paramètre recherché, 

 U : fonction coût,  

NB : 
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 Par opposition au problème inverse, le calcul de ƒ(p) est appelé problème 

direct et peut être par exemple issu de la résolution d’un système d’équations 

algébriques, d’un système d’équations différentielles ordinaires ou bien d’un 

système d’équations aux dérivées partielles. 

 Si l’opérateur ƒ est inversible, la résolution du problème inverse correspond 

au calcul de l’inverse de ƒ (Figure II. 10). 

B- Approche de type statistique 

La présence d’un bruit de mesure aléatoire peut être une des raisons de la non 

appartenance de Sm à l’image de f. Soit ei l’erreur de mesure définie par : 

( ) ]N [1, i                              mes∈−= m
iii Spfe  (II- 65) 

i et la taille du vecteur p peuvent être soit le nombre de paramètres mesurées, soit 

le nombre de mesure dans le temps ou dans l’espace. 

Les erreurs de mesure sont généralement supposées indépendantes entre elles dans 

le temps et dans l’espace et sont distribuées suivant une loi normale (Gaussienne) 

avec une moyenne égale à zéro et une covariance Vm. La meilleure estimation des 

valeurs de l’inconnu p, est celle qui maximise la fonction de densité de probabilité 

des mesures  [FADA 95], donnée par l’expression suivante: 

( )
( ) ( )







 ⋅⋅⋅−⋅

⋅π
= − eVe

2
1exp

Vdet2

1eP 1
m

T

m
Nmes

 (II- 66) 

La densité de probabilité de la variable aléatoire Sm sachant p s’écrit donc : 

( )
( ) ( )

( ) ( )





 −−−⋅= − m

m
Tm

m
N

m SfVSf
V

pSP
mes

(p)(p)
2
1exp

det2

1 1

π
 (II- 67) 

Il est possible d’estimer p en utilisant l’estimateur du maximum de vraisemblance. 

Déterminer ce dernier pour p noté (pvrais) revient à chercher p telle que P(Sm|p) soit 

maximale pour les valeurs observées de Sm  [FADA 95]. En d’autres termes, on 

cherche à trouver le jeu de paramètres tel que l’observation Sm soit la plus probable. 

Généralement, plutôt que de maximiser P(Sm|p) on minimise la fonction ln((Sm|p)) 

par rapport à p: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )




 −⋅⋅−++π−= − m1

m
Tm

mmes
m SpVSpVdet2N

2
1pSP lnlnln ff  (II- 68) 
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En supposant que les erreurs de mesure e sont indépendantes de p, les deux 

premiers termes de (II-68) sont constants, la recherche du maximum de 

vraisemblance peut s’écrire alors, 

Trouver pvrais ∈ LNpar tel que : 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )







−⋅⋅−=−=

=

−

∈

m1
m

Tm2m

Lp

vrais

S)p(VS)p(SppU

pUminpU
Npar

fff
 (II- 69) 

 

Finalement, si les variables aléatoires ei sont indépendantes, la matrice Vm est 

diagonale et le problème (II-69) a la forme du problème (II-64). Ainsi, il sera possible 

d’étudier les propriétés statistiques des paramètres p dans ce cas particulier une 

fois le problème d’optimisation résolu. Cette approche permet de donner une 

expression objective de la matrice de pondération du problème d’optimisation. 

NB :  Dans certains cas, le bruit de mesure peut être modélisé par d’autres 

densités de probabilité. Le problème de minimisation associé à la recherche du 

maximum de vraisemblance ne sera alors pas un problème de moindres carrés 

[TARA 87]. 
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II.5 LOGICIEL DE SIMULATION 

Le logiciel de simulation développé dans le cadre des activités de recherches du 

laboratoire est présenté sur la Figure II. 11. Au cours de notre travail nous avons 

enrichi ce logiciel d'un module permettant la prise en compte des éléments coques 

pour les matériaux isotropes et anisotropes. Le module ajouté prend aussi en 

compte l’aspect multicouche des composites. Nous avons ensuite utilisé ce logiciel 

pour l'homogénéisation et la conception d'un système de chauffage par induction 

des matériaux composites dans le cadre d'un projet industriel. 

 

 

 

Figure II. 11  Logiciel de simulation 
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II.6 CONCLUSION 

Nous avons présenté les différentes formulations du problème électromagnétique. 

Nous avons retenu la formulation en champ magnétique H pour l'homogénéisation 

des matériaux composites et la formulation utilisant les éléments coques 

généralisés pour le chauffage par induction des matériaux composites.  

 

La formulation éléments coques généralisés développée dans [GUER 94], prend 

pour hypothèse que les propriétés physiques de la région mince sont de nature 

isotrope. Dans le cadre de notre étude, nous avons étendu cette formulation au cas 

des régions minces anisotropes et dont les propriétés ont une forme tensorielle. 

Cette étude fera l'objet du chapitre IV. 

 

Nous avons présenté les méthodes d'homogénéisation des matériaux composites. 

Les techniques d'homogénéisation prédictives sont intéressantes et donnent des 

résultats cohérents. Cependant, elles nécessitent la connaissance précise des 

structures de composites et les propriétés de leurs constituants. Cela rend ces 

modèles très sensibles aux imprécisions de fabrication. Nous avons alors présenté 

une technique expérimentale basée sur la méthode du problème inverse.  

La mise en place d'une technique d'homogénéisation expérimentale fera l'objet du 

chapitre suivant. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre III Estimation de la conductivité électrique 

 61

Chapitre III  
Caractérisation expérimentales des matériaux 
composites : Estimation de la conductivité électrique 
 

III.1 INTRODUCTION  

 

Dans le chapitre précèdent, nous avons présenté les outils mathématiques pour la 

modélisation du chauffage par induction des matériaux composites. La qualité des 

résultats de simulation est directement liée à la connaissance précise des propriétés 

physiques du matériau. Ces propriétés sont calculées d'abord par des méthodes 

d'homogénéisation prédictives puis, en cas de besoin, elles sont raffinées par des 

méthodes expérimentales. 

 

Dans ce chapitre, nous nous intéressons particulièrement à l’identification de la 

conductivité électrique des matériaux composites anisotropes en utilisant des 

méthodes expérimentales. Nous introduirons différentes techniques de mesure puis 

nous exposerons la méthode adoptée. Nous finirons enfin par une validation 

expérimentale de la méthode. 

 

L'identification des propriétés thermiques, données importantes pour la maîtrise du 

procédé mais qui ne sont pas de notre domaine de compétences, ne sera pas 

abordée. Dans le cadre du projet industriel dans lequel s’inscrit cette thèse, les 

propriétés thermiques sont mesurées par un autre partenaire du projet. 
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III.2 CONDUCTIVITE ELECTRIQUE DES MATERIAUX COMPOSITES 

III.2.1 Influence des constituants 

La conductivité électrique équivalente d’un matériau composite dépend directement 

de la conductivité de ses différents constituants. Quand le matériau composite est 

renforcé en fibres de carbone, la conductivité dépend de la nature des fibres 

utilisées, du taux de remplissage en fibres et de la géométrie du renfort. 

Le Tableau III. 1 donne quelques ordres de grandeur de la conductivité électrique 

pour différentes fibres de carbone.  

 

Tableau III. 1 Conductivité électrique des fibres de carbone 

Fibre de carbone Précurseur Type Conductivité électrique (Ω . m)-1 

Torayca      T300 
Torayca      M 40 
Thormel    P 55-S 
Thormel    P 75-S 
Thormel  P 100-S 

PAN 
PAN 
Brai 
Brai 
Brai 

HR 
HM 
HM 
HM 
THM 

5,56 × 104 

1,25 × 105 

1,43 × 105 

2,00 × 105 

4,00 × 105 
 

Globalement la conductivité électrique des fibres de carbone est de 102 à 103 fois 

inférieure à celle des métaux et dépend de son procédé d'élaboration. 

III.2.2 Influence de la géométrie 

Le taux de remplissage du renfort est généralement inférieur à 70 %, la conductivité 

électrique équivalente du matériau composite ne peut alors être supérieure au deux 

tiers de la conductivité de la fibre de carbone constituant ce matériau (dans le cas 

d'une matrice isolante). De plus, l’architecture du renfort peut faire diminuer de 

moitié la conductivité électrique équivalente. 

La figure III.1 présente un exemple d’architecture du renfort et d’orientation des plis 

d’un matériau composite. 

X

Y 

0 Y 
X 

Z 

 

Figure III. 1 Repérage des composantes du tenseur de  propriétés 

z 
y 

x o 
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La conductivité électrique des matériaux composites est généralement anisotrope, 

son expression mathématique s'écrit sous forme tensorielle. Elle est donnée par 

l’expression suivante: 

















=σ

zzzyzx
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σ   σ     σ

σ   σ    σ

σ   σ    σ

][  (III- 1) 

Dans le cadre des matériaux composites la méthode de mesure de la conductivité 

électrique doit répondre aux exigences suivantes :  

 

- permettre la mesure de la conductivité électrique dans les différentes 

directions (composante du tenseur),  

- donner des erreurs de mesure très faibles.  

 

Généralement, dans les matériaux composites stratifiés sont interposés des films 

isolants entre les plis, la conductivité électrique est alors très faible dans le sens de 

l’épaisseur z. Par conséquent, il ne reste plus qu'à déterminer les composantes 

selon le plan xy et le tenseur s'écrit alors : 
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 (III- 2) 

III.2.3 Méthodes de mesure de la conductivité électrique 

 

Dans le cas des matériaux conventionnels, plusieurs méthodes sont utilisées pour 

la mesure de la conductivité électrique  [DYOS 92]. Ces méthodes peuvent être 

classées selon qu’il y ait ou non un contact physique entre le système de mesure et 

le matériau. 

Dans les méthodes avec contact, on trouve les méthodes volt-ampéremétriques. 

Celles sans contact sont basées sur le phénomène des courants induits. Par 

exemple, la mesure de la variation de l’impédance d’une bobine inductrice, sans et 

avec présence de l’échantillon, permet de remonter à la conductivité électrique du 

matériau.  
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III.2.3.1 Méthodes volt-ampèremétriques 

La conductivité du matériau peut être obtenue par la mesure de la résistance et des 

dimensions géométriques d’un échantillon de ce matériau. Pour cela, deux 

méthodes sont utilisées, la mesure à deux points et la mesure à quatre points 

(Figure III. 2).   

 

Dans la méthode à deux points, la mesure se fait seulement avec deux contacts. 

L’échantillon, qui est caractérisé par sa résistance électrique et ses dimensions 

géométriques, est soumis à une tension électrique. L’ensemble constitue une boucle 

fermée où circule un courant mesuré par l’ampèremètre (Figure III. 2).  

 

 
       a) mesure à deux points        b) mesure à quatre points 

Figure III. 2 Mesure volt-ampéremétrique 

La conductivité électrique est donnée en [Ω-1⋅m-1] ou en [S/m] par l’équation 

suivante : 

sV
I
⋅
⋅

=σ
L  (III- 3) 

Avec, s=e×l la section de passage du courant. 

 

En pratique, plusieurs sources d’erreurs sont à considérer au cours de la mesure 

de conductivité par la méthode à deux points. La première est la résistance non 

négligeable des contacts, qui provient à la fois de la résistance du matériau utilisé 

pour la réalisation des contacts, et de la non uniformité des contacts dans la 

section de passage du courant. L'évaluation de la résistance de contact est une 
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opération très délicate. La deuxième source d’erreurs provient des résistances 

internes des appareils de mesure. Toutes ces erreurs viennent s’additionner à la 

résistance mesurée, et la conductivité obtenue sera sous évaluée. La mesure des 

dimensions géométriques de l’échantillon constitue aussi une source non 

négligeable d'erreur. 

 

Pour diminuer l’influence de ces sources d’erreurs, il faut: 

 

- Prendre une longueur (L) plus grande et une section (s) plus faible pour avoir 

une résistance importante, et réduire ainsi les incertitudes de mesure, 

- Utiliser des contacts réalisés avec des matériaux très bon conducteurs,   

- Exercer une pression suffisante pour maintenir les contacts sur la surface. 

 

La méthode à quatre points est une solution qui permet de réduire encore plus ces 

sources d’erreurs  [WEBS 99]. Cette méthode nécessite quatre contacts, deux pour 

l’alimentation de l’échantillon et la mesure du courant, et deux pour la mesure de la 

tension (Figure III. 2).  

 

La conductivité est obtenue par la même formule que (III-3), mais en remplaçant la 

longueur (L) de l’échantillon par la distance (L’) entre les deux contacts de mesure 

de la tension : 

sV
I
⋅
⋅

=σ
'L  (III- 4) 

 

 

Application aux matériaux composites 

 
Appliquer les méthodes volt-ampéremétriques au cas des matériaux composites 

stratifiés, est encore plus complexe. En effet, ces matériaux  sont sous forme d’un 

empilage de plusieurs couches fines orientées dans le plan oxy suivant un ordre 

défini (Figure III. 1). Chaque couche est constituée d’un renfort en fibres de carbone 

noyées dans une matrice résineuse. Deux problèmes principaux sont alors 

rencontrés lors de l’application des méthodes volt-ampéremétriques : 
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 La difficulté de mise sous tension de toutes les fibres de carbone, 

 

Certes l’ampèremètre mesure un courant, mais il n'est pas certain que ce dernier 

parcoure l’ensemble des fibres se trouvant entre les deux contacts électriques. Dans 

ce cas, l’application directe de la formule (III-3) ou (III-4) ne donnera pas de 

résultats précis. 

 

 La difficulté de prendre en compte l’orientation des plis (couches), 

 

Dans ce cas la zone effective de passage du courant diminue fortement comme le 

montre la Figure III. 3. 

 

Figure III. 3 Passage du courant dans un pli du composite stratifié 

Pour contourner cette difficulté, il faut mesurer la conductivité électrique d’un pli de 

composite non imprégné  [DELA 05]. A travers cette solution, le pourcentage des 

fibres qui sont mises sous tension est amélioré.  

Avec cette solution et en connaissant le drapage du stratifié, il est possible de 

modéliser le matériau composite par le modèle éléments coques multicouches que 

nous présenterons dans le chapitre IV. 

III.2.3.2 Méthode des courants induits 

La mesure de la conductivité électrique avec la méthode des courants induits  

repose sur le même principe que la méthode du contrôle non destructif par 

courants de Foucault. Celle-ci est basée sur l'induction de courants dans des 

matériaux conducteurs dûs au champ inducteur d’une bobine inductrice appelée 

capteur. La réponse (impédance) de ce dernier, dépend des différentes 

caractéristiques dont la conductivité électrique du matériau contrôlé. 

 

I 
I 
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Figure III. 4 Circuit équivalent du système capteur charge  [LEBI 03] 

Le schéma électrique équivalent de l’ensemble capteur et matériau contrôlé est 

généralement confondu à un transformateur qui débite sur une charge Z2 (Figure 

III. 4).  

L’impédance mesurée associée à un modèle de calcul permet de remonter à la 

conductivité électrique.  

 

L’intérêt principal de cette méthode est l’absence de contact entre la source et le 

matériau. Son principe basé sur les courants induits nous place dans le même 

environnement que celui du chauffage par induction, ce qui fait un autre point fort 

de cette méthode par rapport à notre application. 

III.2.3.3 Autres méthodes  

 

Dans  [BENS 02], nous avons proposé une méthode de caractérisation expérimentale 

basée sur la méthode du problème inverse pour la détermination de la conductivité 

électrique et de la conductivité thermique. La Figure III. 5 décrit les principales 

étapes de cette méthode.  

 

La mesure des températures associée à un modèle numérique 2D de chauffage par 

induction permet de remonter à la conductivité électrique du composite. Mais, les 

sources d’erreurs multiples (imprécisions dans les mesures thermiques et dans le 

positionnement des thermocouples) et le temps de mise en œuvre rendent cette 

méthode difficilement exploitable. Par conséquent celle-ci a été abandonnée. 
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Figure III. 5 Identification de la conductivité électrique par mesure de températures 

 

Nous avons concentré nos efforts sur une méthode basée sur les courants induits 

où on a exploité la corrélation entre impédance et conductivité électrique. 

 

III.3 IDENTIFICATION DE LA CONDUCTIVITE A PARTIR DE L’IMPEDANCE 

III.3.1 Présentation de la méthode 

 

Cette méthode consiste à bobiner autour d’une plaque conductrice (matériau à 

identifier) des fils de cuivre. L’ensemble forme alors une bobine à noyau ayant 

comme circuit électrique équivalent une résistance R et une inductance L en série 

(Figure III. 6). La connaissance des valeurs de R et L nous permet de remonter à la 

conductivité électrique de la plaque.  
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Figure III. 6 Système de mesure de la conductivité électrique et circuit équivalent 

 

 
 

Figure III. 7 Représentation géométrique du système de mesure 

 

Pour remonter à la conductivité électrique, la méthode du problème inverse sera 

utilisée.  

 

III.3.2 Problème inverse 

La figure III. 8 décrit l'algorithme d'identification de la conductivité électrique par la 

méthode du problème inverse. 

A partir d'une valeur initiale de la conductivité et de la connaissance du modèle 

direct, on calcule l'impédance de l'ensemble plaque/bobine. Cette valeur est ensuite 

comparée à l'impédance mesurée par une méthode appropriée. Si l'erreur entre ces 

deux valeurs est supérieure à une certaine tolérance, la valeur de la conductivité 

est alors modifiée jusqu'à la convergence de l'algorithme. Pour améliorer la vitesse 

de convergence on choisira de préférence comme valeur initiale de la conductivité, 

celle issue de la phase d'homogénéisation prédictive.  
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Début 

Inductance et résistance 
mesurées 

Paramètres physiques et 
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Fonction de coût 
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Figure III. 8 Algorithme d’identification de σ par le problème inverse 

La fonction coût U est construite sur la base des moindres carrés. Selon la 

géométrie et la nature du matériau on peut choisir un critère s'appuyant sur : 

 

a. La résistance  
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Dans le dernier cas, une pondération de l'inductance et de la résistance est 

envisageable. 

III.3.3 Résolution du problème direct : calcul de l’impédance 

Pour le calcul de l’impédance du système nous avons utilisé deux méthodes: 

 

- Une méthode analytique dans laquelle la plaque est considérée comme 

infiniment grande.   

- Une méthode numérique en éléments finis 2D qui impose une longueur du 

système infinie dans le sens du bobinage. 

III.3.3.1 Méthode analytique  

  

Entrefer

- a 
+a 

Z

O X 

Y 

Y

 

Figure III. 9 Plaque semi infinie soumise à un champ tangentiel 

Le système bobine/plaque de la Figure III. 6 peut être représenté sous la forme 

d’une plaque fixe infinie suivant x et y et d'épaisseur 2a suivant z (Figure III. 9). Le 

courant ne circule que suivant y, la plaque sera alors soumise à un champ 

magnétique tangentiel H1x suivant x qui est donné par : 

I
d
NH

x
1x ⋅=  (III- 8) 

Avec I  : Courant circulant dans la bobine. 

N : Nombre de spires.  

 dx : Largeur qu’occupe les N spires. 

 

La solution du problème est déduite à partir du système l’équation (C-25) de 

l’annexe D par :      

H1x 

dx 

z 

x 
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La puissance apparente P dans la plaque est calculée à partir du théorème de 

Poynting  [TRIC  00a] [DEVE 02] décrit par : 

( ) nHE * ⋅×⋅= SP  (III- 10) 

H* : est le conjugué de H 

n : vecteur normal à la surface S. 

S : section active ou surface de la plaque occupée par les N spires, elle est 

donnée par S = 2dy× dx 

E : champ électrique, donné par l’expression suivante: 
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Après introduction de (III-9) et de (III-11) dans (III-10), la puissance s’écrit : 

( ) 
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En posant : 

( ) jGFa
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tanhj1
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La puissance totale dans le système est donnée par : 
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Où RiI2  représente les pertes par effet Joule dans les fils de cuivre de la bobine. 

Cette puissance peut aussi s’écrire : 
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22
t IjLRIP ω+=  (III- 15) 

Par identification, de (III-15) et (III-14)  on conclut que la résistance du système est : 

i
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=  (III- 16) 

Et l’inductance est, 
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La figure III.10 illustre la résistance et l’inductance du système calculées avec la 

méthode analytique en fonction de la conductivité à la fréquence de 200kHz. 

 

   
Figure III. 10 Inductance et résistance en fonction de la conductivité 

Ces courbes montrent clairement la sensibilité de l'impédance pour une faible 

variation de la conductivité électrique de la plaque. 

 

Si l’entrefer n’est pas nul, la puissance réactive du système est augmentée par : 

VHP 2
x10entrefer ⋅⋅µ⋅ω=  (III- 18) 

 

Où V est le volume de l’entrefer. 

 



Chapitre III Estimation de la conductivité électrique 

 74

III.3.3.2 Méthode numérique 2D 

Afin d'obtenir des valeurs plus précises de l'impédance, nous avons résolu le 

problème par une méthode numérique. 

Dans cette méthode, le problème électromagnétique est résolu par une formulation 

2D en potentiel vecteur magnétique A. La Figure III. 11 montre le domaine de 

résolution du problème électromagnétique. 

 

Le couplage avec les équations de circuits permet de prendre en compte la 

distribution non uniforme de la densité de courant dans l’inducteur. L’impédance 

est calculée alors par application de la loi d’ohm.  

Pour ne simuler que le quart de la géométrie, il faut que le nombre de spires soit 

pair. La Figure III. 11 illustre la représentation du problème à résoudre. 
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Figure III. 11 Présentation du problème 2D 

L'équation à résoudre est : 

0J Agraddiv =+







 

µ
1  (III- 19) 

( ) Vjyy gradAJ +ωσ−=  (III- 20) 

Après discrétisation du domaine d’étude et la subdivision de chaque conducteur en 

Ne éléments (triangle), l’équation (III-20) peut être écrite dans chaque élément de la 

région de l’inducteur sous forme d’une équation circuit [LOMB 93] :  
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  Ik : Courant dans l’élément k, 

 Sk : Section de l’élément k, 

 Jk : Densité de courant dans l’élément k, 

 Ak : Potentiel vecteur électrique dans l’élément k, 

 Vk : Potentiel scalaire électrique dans l’élément k, 

 

La différence de potentiel dans un conducteur (allée ou retour de la spire) de 

longueur dy, peut s’écrire : 

kyk VgraddU  ⋅−=  (III- 22) 

Et donc, l’équation (III-21) devient : 

∫ωσ+=
kS

kkkyykkkk dSAjRJSRU  (III- 23) 

Le nombre total d'inconnue est Np pour le potentiel vecteur A et Nc×Ne  pour les 

intensités dans les éléments de l'inducteur. La formulation en éléments finis fournit 

Np équations. Pour les Nc×Ne équations manquantes nous procédons de la manière 

suivante : 

 

 Le courant d'une spire à l'autre est conservé, 
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  (III- 24) 

ceci permet d'avoir (Nc-1) équations. 

 

 Les Ne éléments de chaque spire sont soumis à la même différence de 

potentiel, ce qui permet d'avoir Nc(Ne-1) équations supplémentaires. 

 

 L'équation manquante s'obtient du fait que la somme des tensions aux 

bornes de chaque spire est la tension d'alimentation de la bobine.  

 

La résolution de l’équation (III-19) combinée avec les équations de circuits permet 

alors d’avoir le potentiel vecteur magnétique A dans tout le domaine et la densité de 

courant dans l’inducteur. L’impédance de la bobine se calcule alors par simple 
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division de la tension imposée sur le courant totale calculé à partir de la densité de 

courant. 

La figure III. 12 présente un résultat de simulation et de calcul d'impédance en 

fonction de la conductivité pour un nombre de spires de 4, un diamètre des 

conducteurs de 0.5 mm, dy=171mm, dx =3mm et une fréquence de 160kHz. 

 
 

 
Figure III. 12 Inductance et résistance en fonction de la conductivité de la plaque 

La qualité de l'identification dépend largement de la sensibilité de l'impédance aux 

variations de la conductivité électrique. Cette dépendance doit être quantifiée par 

une étude de sensibilité. 

III.3.4 Analyse de sensibilité  

Soit g une fonction dépendante de la conductivité électrique ‘‘σ’’. La sensibilité Θ de 

g par rapport à σ est souvent définie par : 

Ligne de champs et distribution de la densité de courant pour σ=2.2×106 

A
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 ( ) ( ) ( )
δσ

σgδσσgg −+
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Nous proposons de rendre cette sensibilité adimensionnelle en utilisant la formule 

suivante : 

( ) ( ) ( )
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mmm
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σ
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⋅
δσ⋅

δσ−σ−δσ+σ
=

σ
σ∂

∂

=σΘ  (III- 26) 

La sensibilité définie ci-dessus donne le taux de variation de g en fonction du taux 

de variation de σ. Elle dépend de tous les paramètres d'entrée influant sur la 

fonction g. 

 

Dans un premier temps, nous fixerons toutes les valeurs des paramètres d’entrée 

du système à l’exception de la fréquence. Nous chercherons alors à étudier 

l’influence de cette dernière sur la sensibilité.  

L'analyse de sensibilité sera effectuée avec les paramètres géométriques suivant 

définissant la Géométrie I (Tableau III. 2). 

 

Tableau III. 2 Tableau des paramètres d’entrée du système 

Plaque Bobine 
Epaisseur 

[mm] 
Longueur 

[mm]  
Largeur 

[mm] 
Diamètre 

du fil [mm]  
Nombre 
spires 

dx 

[mm] 
3 200 100 0.25 100 80 

 

 

   

Figure III. 13 Inductance et résistance en fonction de la conductivité et de la fréquence 
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A l’aide du modèle analytique, nous obtenons les réponses du système en fonction 

de la conductivité électrique pour différentes valeurs de la fréquence (Figure III. 13).  

 

Comme le montre les courbes présentées dans la Figure III. 13, la résistance et 

l’inductance du système dépendent considérablement de la fréquence. En effet, 

quand la fréquence augmente, l’inductance diminue et la résistance augmente. Cet 

effet est plus accentué quand on se rapproche des conductivités élevées. 

 

Dans le cas de la Géométrie I et pour les fréquences faibles (<50kHz), nous 

constatons que la résistance et l’inductance ne varient pratiquement pas en 

fonction de σ. A ces fréquences, l’effet de peau est peu prononcé et la plaque 

conductrice n’a aucun effet sur l'impédance de la bobine.  

La Figure III. 14 montre la sensibilité de l’inductance et de la résistance pour 

différentes fréquences. L’évolution des courbes montre que pour cette géométrie : 

 

- la sensibilité de la self augmente avec la fréquence et la conductivité, 

- la sensibilité de la résistance présente souvent un extremum en fonction de 

la conductivité. Cet extremum s'obtient à des fréquences élevées pour les 

faibles conductivités, 

- Pour les fortes fréquences et les faibles conductivités la mesure de la 

résistance est avantageuse, 

- Pour les fortes fréquences et les fortes conductivités la mesure de la self 

donne une sensibilité plus importante. 
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Figure III. 14 Sensibilité en fonction de la fréquence 



Chapitre III Estimation de la conductivité électrique 

 79

III.3.5 Problème inverse et prise en compte de la sensibilité 

L'étude de la sensibilité montre que si les mesures s'effectuent à une fréquence non 

optimale, la qualité de la conductivité électrique identifiée pourrait être médiocre. Il 

est alors nécessaire d'effectuer les mesures à une fréquence où la sensibilité est 

maximale. Ceci passe par une recherche itérative de la fréquence optimale. La 

figure III.15 montre l'algorithme du problème inverse modifié pour effectuer les 

mesures dans les conditions optimales de sensibilité. 

 

 

Figure III. 15 Algorithme d’identification de σ à partir des mesures d’impédance 

Par rapport à l'algorithme initial de la Figure III. 8 une boucle supplémentaire a été 

introduite pour imposer une contrainte supplémentaire sur la sensibilité.  
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III.3.6 Mesure de l’impédance 

Au début de nos investigations, nous avons mis en œuvre trois techniques 

classiques de mesure d'impédance : 

 

- Les méthodes de résonances série et parallèle, 

- La méthode du pont de Maxwell, 

- La méthode d’oscillations libres, 

 

Ensuite, avec l'arrivée d'un analyseur d'impédance ‘AGILENT 4294A’ au laboratoire, 

nous avons pu résoudre, dans un deuxième temps, un certain nombre de 

problèmes liés aux méthodes classiques. 

III.3.6.1 Méthodes classiques 

La mesure de l’impédance du système étudié à l’aide de ces méthodes, nécessite un 

montage expérimental indépendant. Dans chaque montage, sont incorporés un 

condensateur et généralement des résistances. Les figures III.16 à III.18 montrent 

les différents montages réalisés ainsi que les calculs nécessaires à l'identification de  

l'impédance de la bobine.  

Ces méthodes nécessitent l'ajout d'un condensateur dont la valeur est calculée pour 

obtenir une sensibilité maximale. 
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a) Résonance série                                 b) Résonance parallèle 

Figure III. 16 Méthode de résonance 

On mesure la fréquence de résonance et la résistance à cette fréquence. Les deux 

paramètres mesurés nous permettent ensuite de remonter aux valeurs de L et R. 
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Figure III. 17 Méthode du pont de Maxwell 

 
Figure III. 18 Méthode d’oscillations libres 

Les méthodes classiques ont pour avantage d'avoir un faible coût. Par contre, les 

erreurs de mesure sur les composants utilisés et les grandeurs mesurées diminuent 

considérablement la précision sur l'impédance et par conséquent l'estimation de la 

valeur de la conductivité. Un autre inconvénient est que l'imposition de la 

sensibilité maximale nécessite un changement manuel de condensateur à chaque 

itération. 

III.3.6.2 Mesure de l’impédance avec ‘‘AGILENT 4294A’’ 

L’analyseur d’impédance ‘AGILENT 4294A’ est un appareil assez précis qui nous 

permet de balayer une large gamme de fréquences allant de 40Hz à 110MHz.  

La gamme de fréquence et la précision de l'appareil répondent à nos attentes par 

rapport à la mesure de l'impédance du système étudié. 

Le temps d'identification avec cet appareil est divisé par 20 en comparaison avec les 

montages classiques. 

La figure III. 19 montre un exemple de mesure de l’inductance et de la résistance du 

système bobine/plaque, pour un balayage en fréquence allant de 1kHz à 1MHz. 
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Figure III. 19  Exemple de mesure avec l'impédancemetre 

III.3.7 Optimisation du système de mesure 

Jusqu'à présent nous avons supposé un modèle RL pour le système étudié. Celui-ci 

reste valable pour des fréquences ne dépassant pas quelques centaines de kHz. En  

augmentant la fréquence, on ne peut plus négliger les capacités parasites. Le 

modèle RL n'est plus valable dans ce cas. Les figures III.20 et III.21, issues des 

mesures sur les configurations données par le tableau III.3, montrent ce 

phénomène au travers de la présence d'une fréquence de résonance caractéristique 

des circuits RLC.  

  

    

Figure III. 20 Impédance de la bobine pour une charge en Zirconium (Bobinage en largeur) 
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Figure III. 21 Impédance de la bobine pour une charge en composite 

Tableau III. 3 Exemple Configurations de mesure d'impédance  

Plaque Bobine 
charge Epaisseur 

[mm] 
Longueur 

[mm]  
Largeur 

[mm] 
Diamètre 

[mm]  
Nombre 
spires 

dx 
[mm] 

Zirconium 2.03 170 100 0.25 236 72 
Composite 2.60 200 99 0.25 224 75 

 

 

Les capacités parasites proviennent des condensateurs créés entre les spires de la 

bobine mais également ceux créés entre la bobine et la plaque.  

Le calcul de ces capacités est très compliqué et nécessite une formulation combinée 

électromagnétique et électrostatique. De plus, dans le cas des matériaux 

composites, il faut tenir compte des capacités internes entre les différentes couches 

du composite.  

Une solution pour limiter ce problème est de réduire la capacité en optimisant la 

géométrie de la bobine. Cette optimisation a pour objectif le rejet de la fréquence de 

résonance très au-delà de la fréquence maximale de travail. 

 

Choix des paramètres géométriques 

 

Nous avons effectué une série de simulations en faisant varier les dimensions de 

l'inducteur et de la plaque, le nombre de spires et la valeur de l'entrefer. Les 

résultats de ces simulations montrent que : 

- la sensibilité de la résistance augmente avec une augmentation de l'épaisseur 

de la plaque. Celle-ci n'est pas influencée par la variation de l'entrefer. 

Pa
rt

ie
 r

ée
lle

   
  

   
   

 [O
h

m
] 

Pa
rt

ie
 I

m
ag

in
ai

re
  

   
   

   
[O

h
m

] 

Fréquence   [Hz] Fréquence   [Hz] 



Chapitre III Estimation de la conductivité électrique 

 84

- La sensibilité de l'inductance augmente avec l'augmentation de l'épaisseur de 

la plaque, de la longueur de l'inducteur et avec la diminution de l'entrefer. 

- La diminution du nombre de spires, pour une dimension donnée de la 

plaque, diminue fortement les capacités parasites et améliore la qualité de 

mesure. 

 

La figure III.22 montre la mesure d’impédance de la bobine en charge avec un 

nombre de spires de 236 et 20. Les résultats de calcul montrent que pour 20 spires 

la fréquence de résonance est supérieure à 2MHz.  

 

   

Figure III. 22 Comparaison des modèles RL et RLC aux mesures (Bobinage en longueur) 

III.4 EXPERIMENTATION ET RESULTATS 

La méthode développée précédemment a été appliquée pour mesurer la conductivité 

électrique d'un ensemble de matériaux composites utilisés dans l'industrie 

aéronautique. 

Pour valider le modèle nous avons également testé la technique développée sur une 

plaque de zirconium pur pour laquelle la conductivité électrique est parfaitement 

connue.  

III.4.1 Géométrie retenue 

Après optimisation et étude de sensibilité, les géométries retenues pour l'inducteur 

et la plaque dans le cas du zirconium sont données par le Tableau III. 4. 
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Tableau III. 4 Géométrie retenue 

Plaque Bobine 
Longueur 

[mm]  
Largeur 

[mm] 
Diamètre 

[mm]  
Nombre 
de spires 

dx 

[mm] 
200 100 0.25 20 80 

 

III.4.2 Validation  

La conductivité du zirconium est de 2.2×106 Ω-1.m-1. Nous avons appliqué la 

méthodologie du problème inverse pour retrouver la conductivité. La Figure III. 23 

montre la convergence de l'algorithme. La valeur initiale de la conductivité 

électrique était égale à σ0=1×104. Après un nombre voisin de 40 itérations la valeur 

de conductivité converge vers une valeur de σ=2.1×106, ce qui représente une erreur 

de 5% par rapport à la valeur réelle. 

 

 

Figure III. 23 Convergence de l'algorithme  

 

La Figure III. 24 montre la résolution du problème direct avec la valeur de 

conductivité réelle dans deux cas: 

- le modèle alimentation en tension (modèle 1), 

- le modèle alimentation en courant (modèle 2), 
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Figure III. 24 Comparaison de l’impédance mesurée et calculée avec les modèles numériques 

On s'aperçoit que la prise en compte de la répartition des courants dans l'inducteur 

améliore sensiblement le calcul de l'inductance et dans une moindre mesure celui 

de la résistance. 

 

Dans le cas du zirconium et pour la géométrie retenue (Tableau III. 4), le modèle 

est valable pour les fréquences inférieures à 500kHz. Dans cette plage de 

fréquences l’écart relatif, entre les calculs et les mesures, est raisonnable mais 

celui-ci devient important dés qu’on sort de cette plage. Ceci est dû au fait que 

l’effet des capacités parasites n'est pas pris en compte dans le modèle. 

III.4.3 Résultats pour les matériaux composites 

Cette méthode a été appliquée dans le cas des matériaux composites fournis par la 

société Airbus. Pour des raisons de confidentialité les résultats obtenus seront 

donnés et exploités au chapitre V. En l'absence de données comparatives, la qualité 

des résultats obtenus sera jugée indirectement par la capacité du logiciel à décrire 

le comportement réel de l'installation.  
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III.5 CONCLUSION 

Nous avons présenté les méthodes d’identification de la conductivité électrique des 

matériaux composites. Les méthodes sans contact, basées sur les courants induits, 

semblent les mieux adaptées. Un dispositif fonctionnant sur le même principe que 

ces méthodes a été mis en place. Celui-ci est associé à un modèle de calcul  et à 

une méthode de mesure expérimentale de l’impédance. L’identification de la 

conductivité électrique se fait par une méthode itérative basée sur les techniques du 

problème inverse. Dans chaque itération la conductivité est modifiée et l’impédance 

calculée est comparée à celle mesurée. Le processus itératif s’arrête lorsque les 

calculs sont confondus aux mesures. L'algorithme a été conçu de telle sorte que la  

valeur de la conductivité soit évaluée dans les conditions où la sensibilité est 

maximale. 

La méthode est validée sur un matériau homogène et isotrope de conductivité 

électrique connue.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 



Chapitre IV Modèles électromagnétiques et thermiques développés  

 89

Chapitre IV  
Modèles électromagnétique et thermiques 
développés 
 

IV.1  INTRODUCTION  

Les matériaux composites sont généralement anisotropes et multicouches. Les 

modèles électromagnétique et thermique doivent prendre en compte ces aspects. 

D'autre part, dans nos applications, les plaques de composite sont d'épaisseurs très 

faibles par rapport aux autres dimensions. Par conséquent, dans le problème 

électromagnétique, seront présentes des régions minces pour lesquelles une 

formulation en éléments coques est préférable.  

 

Dans ce chapitre nous introduirons un modèle éléments coques anisotrope 

multicouche pour la résolution de l'équation électromagnétique. 

Le problème thermique sera résolu par un modèle éléments finis 3D dans la plaque. 
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IV.2  MODELE ELECTROMAGNETIQUE DES PLAQUES ANISOTROPES 

IV.2.1  Elément coque anisotrope monocouche  [BENS 05a] 

Considérons une plaque de composite monocouche d’épaisseur e et de dimensions 

infinies suivant x et y. Ses deux faces sont respectivement soumises à deux champs 

uniformes sinusoïdaux tangentiels, (Figure IV. 1). 
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Figure IV. 1 Plaque conductrice anisotrope soumise à deux champs tangentiels 

La conductivité électrique suivant l’épaisseur de la plaque de composite 

monocouche peut être considérée nulle. Le tenseur de conductivité électrique s'écrit 

alors: 

















=σ

0      0       0

0   σ    σ

0   σ    σ

][ yyyx

xyxx

 (IV- 1) 

 

Le problème de la figure IV.1 peut être représenté par le système d’équation 

différentielle ci-dessous (Annexe D):  
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La formulation éléments coques généralisés anisotrope que nous avons développé 

est une combinaison de deux types de solutions [BENS 05a][BENS 06]: 
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1. Une solution analytique : qui permet de prendre en compte la variation des 

grandeurs suivant l’épaisseur de la plaque, en connaissant les solutions sur 

les surfaces de la plaque (annexe D). 

2. Une solution numérique : qui permet d’avoir les solutions aux surfaces de 

l’élément coque. 

IV.2.1.1 Solutions analytiques 

La solution du problème est donnée par : 
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  (IV- 3) 

Où K1, K2, P1 et P2 sont des paramètres fonction des composantes du tenseur de 

conductivité, de la perméabilité magnétique et de la fréquence du champ 

magnétique. Le détail de ce calcul se trouve en annexe D. 

 

L'expression de la densité de courant induit se déduit de l'équation de Maxwell-

Ampère suivante : 
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Les composantes en x et y de la densité de courant sont variables suivant 

l’épaisseur de la plaque, tel que: 
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La composante suivant z de la densité de courant est nulle. 
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En dérivant la solution analytique par rapport à z, nous obtenons la densité de 

courant en fonction de la profondeur z donnée par : 
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De la forme locale de la loi d’Ohm on déduit que:  

JE ⋅σ= −1][  (IV- 7) 
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Avec :       
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En remplaçant l’expression des composantes de la densité de courant (IV-6) dans 

(IV-8) nous obtenons l’expression des composantes en x et y du champ électrique E 

dans la plaque anisotrope: 
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Le champ électrique E n’est variable que suivant z.     

 

Densité de puissance induite 

 
La densité de puissance induite dans le matériau composite monocouche est : 

tEJP ⋅=  (IV- 11) 

En remplaçant (IV-9) dans (IV-11) on obtient la relation qui permet de calculer la 

densité de puissance induite dans la plaque de composite monocouche : 
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Dans le cas particulier où xyσ = yxσ =0, les équations sont simplifiées et deviennent : 
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La densité du courant induit dans ce cas s’écrit : 
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Les composantes en x et y (IV-9) du champ électrique E s’écrivent dans ce cas : 
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En remplaçant l’expression de la densité de courant (IV-14) dans (IV-15), nous 

obtenons : 
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Densité de puissance induite 

 

La densité de puissance induite dans le matériau composite monocouche dans ce 

cas, se déduit de (IV-12) : 
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IV.2.1.2 Solution numérique 

La solution numérique est donnée par le potentiel scalaire magnétique réduit dans 

tout le domaine d’étude suivant:  
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Figure IV. 2 Représentation du problème 

 Γ 



Chapitre IV Modèles électromagnétiques et thermiques développés  

 95

         z        
                                                                      

  ⊗ H1y                          H1x      
                                                e/2    

                       y                               x 
                                   -e/2                                 
                       ⊗ H2y                        H2x 

 

Figure IV. 3 Notation Elément coque 

 

Impédance de surface d’une plaque anisotrope monocouche 
 

Les équations (IV-4) et (IV-5) permettent d’écrire : 





































−

−
⋅



















×=




































−

−
×








−










−
=









dz
dH
dz

dH

 

det
σ
det
σ

   

det
σ
det
σ

dz
dH
dz

dH

 .

det
σ 

det
σ

   

det
σ

det
σ

E
E

y

x

yy

yx

xy

xx

y

x

xx

xy

yx

yy

y

x
11 nn  (IV- 18) 

La dérivée par rapport à z de (IV-3) et en remplaçant les expressions obtenues dans 

(IV-18), on obtient : 
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Comme pour le champ magnétique H, les composantes du champ électrique E aux 

surfaces limitrophes de la plaque de composite sont données par : 
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En remplaçant (IV-20) dans (IV-19) nous obtenons la relation « impédance de 

surface anisotrope monocouche » qui lie les composantes tangentielles des champs 

électriques et magnétiques : 
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Les relations (IV-21et (IV-22) peuvent s’écrire ensemble, comme suit : 
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Les coefficients tensoriels [α] et [β] sont donnée en Annexe D. 

 

Formulation de l’élément coque anisotrope monocouche 

 

Pour obtenir la formulation élément coque anisotrope, il faut d’abord réécrire la 

formulation intégrale en potentiel scalaire magnétique réduit dans la région 

Ω1 définit par : 

( ) dΓ µwdw
j
1d Φwµ

Γ
1111

1

∫∫∫ ⋅⋅=Γ⋅×
ω

−Ω⋅⋅
ΓΩ

1j11 nH   gradnEgrad grad  (IV- 25) 

En remplaçant E1 par son expression (IV-21) dans (IV-25) et en utilisant la propriété 

[n x (n x Hs)= (n . Hs)n - (n . n)Hs], nous obtenons : 
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Les composantes du champ magnétique tangentiel, de part et d’autre des surfaces 

de la plaque de composite, en fonction du champ source et du potentiel scalaire 

réduit, s’écrivent : 
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En remplaçant (IV-27) et (IV-28) dans le terme R de (IV-26), on obtient : 
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La formulation élément coque anisotrope monocouche dans la région Ω1 s’écrit 

alors:  
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Cette formulation dans la région voisine Ω2 s’obtient par permutation des indices 1 

et 2 de (VI-30). 

 

En annulant le terme dû au champ source Hj, nous obtenons la formulation 

élément coque anisotrope monocouche en potentiel scalaire totale.  

 

Dans le cas particulier où xyσ = yxσ =0,  [α] et [β] deviennent alors : 
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La formulation monocouche est une étape préliminaire indispensable pour étudier 

le problème électromagnétique dans un matériau composite réel constitué d'un 

nombre important de couches orientées différemment les unes par rapport aux 

autres. 

Le développement d'un modèle éléments coques multicouches est alors nécessaire. 

 

IV.2.2  Elément coque anisotrope multicouche  [BENS 06] 

Considérons une plaque de composite multicouche anisotrope à p couches (p>1). 

Les couches sont orientées les unes par rapport aux autres d’un angle θ défini par 

rapport au référentiel oxy. Les fibres dans une couche, sont orientées d’un angle  ϕ 

dans le repère ouv (Figure IV. 4). 
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Figure IV. 4 Matériau composite multicouche 

 

Les composantes du tenseur de conductivité [σk] de la couche d’indice k dans le 

référentiel oxy sont données, en fonction des conductivités σu et σv définies dans le 

repère ouv, par la relation suivante : 
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La démarche pour obtenir la relation (IV-33) est donnée en annexe E. 

IV.2.2.1 Impédance de surface anisotrope du composite multicouche 

Le problème multicouche consiste à décomposer le problème en p problèmes 

monocouche où la continuité de la composante tangentielle des champs magnétique 

et électrique est assurée d'une couche à l'autre. 

 

La relation (IV-23) d'impédance de surface anisotrope monocouche pour la couche 

d’indice k du matériau composite s'écrit dans ce cas : 
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Il sera obtenu p relations d’impédance de surface anisotrope monocouche pour les 

p couches du composite. 
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La relation (IV-34) pour les trois premières couches s’écrit : 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )





⋅−⋅×=

⋅−⋅×=

(1)s(2)s12

(1)s(2)s11

HHnE
HHnE

11

11

βα

αβ
 (IV- 35) 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )





⋅−⋅×=

⋅−⋅×=

(2)s(3)s13

(2)s(3)s12

HHnE
HHnE

22

22

βα

αβ
 (IV- 36) 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )





⋅−⋅×=

⋅−⋅×=

(3)s(4)s14

(3)s(4)s13

HHnE
HHnE

33

33

βα

αβ
 (IV- 37) 

 

La relation (IV-24) pour la dernière couche (d’indice p) s’écrit : 
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Au passage entre deux couches de conductivités différentes, les composantes 

tangentielles des champs électriques et magnétiques sont conservées.  

 

En éliminant les champs électrique et magnétique d'indice 2 à p de ces équations 

on obtient alors une relation de la forme suivante (annexe F) : 
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La figure IV.5 présente l’algorithme qui donne la démarche pour un composite de p 

couches. 

 

IV.3.2.2 Formulation élément coque anisotrope multicouche 

La formulation élément coque anisotrope du composite multicouche a la même 

écriture que celle du composite monocouche (IV-30), sauf que les coefficients α et β  

sur la région Ω1 sont remplacés par [α1p] et [β1p] et sur la région Ω2 par [αp1] et [βp1], 

tel que :  
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La permutation entre les indices p et 1 permet d’avoir les coefficients [αp1] et [βp1]. 

La solution numérique permet de calculer le champ magnétique sur les surfaces 

supérieure et inférieure de la plaque de composite multicouche à p couches, à l’aide 

de la relation champ magnétique total : 
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IV.3.2.3 Densité de puissance induite dans le composite multicouche 

Une fois le problème résolu, la valeur des champs tangentiels sur les surfaces 

supérieure et inférieure du composite est connue. Chaque couche possédant une 

densité de puissance différente. La résolution fine du problème thermique nécessite 

la connaissance précise de ces densités. 

De plus, l’angle d’orientation des couches dans le matériau composite étant 

différent d’une couche à une autre, le tenseur de conductivité est alors différent. 

L’application de la formule (IV-12) pour le calcul de la densité de puissance induite 

dans le composite multicouche, nécessite le calcul de la densité de courant dans 

chaque couche.   

La densité de courant induit dans les couches de composite est donnée par les 

relations (IV-6) et (IV-14). Celle-ci nécessite le calcul des champs magnétiques 

tangentiels sur les surfaces supérieure et inférieure de chaque couche. 

 

Ceci se fait par un algorithme inverse calculant pas à pas les champs dans les 

différentes couches en utilisant la relation (IV-34). La figure IV.6 présente cet 

algorithme. 
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Figure IV. 5 Algorithme direct 
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IV.3 VALIDATION DES MODELES ISOTROPE ET ANISOTROPE  

Nous avons validé notre modèle dans le cas isotrope en comparant notre modèle 

avec les résultats fournis par [GUER 94]. 

 

Le modèle anisotrope quant à lui, a été confronté aux résultats expérimentaux 

obtenus sur un matériau composite anisotrope. 

IV.3.1 Validation du modèle isotrope 

Nous avons repris le même cas de validation des éléments coques isotropes 

généralisés décrit dans  [GUER 94]. Il s’agit d'une plaque conductrice homogène et 

isotrope d’épaisseur égale à 1mm, de largeur de 10 cm, de longueur infinie, de 

conductivité électrique égale à 5.6×107 (Ω⋅m)-1 et de perméabilité relative égale à 1. 

La plaque est plongée dans un champ magnétique tangentiel uniforme sinusoïdal. 

Et la fréquence est prise égale à 100kHz. Le tableau IV.1 présente les différents 

résultats obtenus. 

 

Tableau IV. 1 Puissance par unité de longueur (par rapport à oy), plaque conductrice 
isotrope soumise à un champ longitudinal suivant oy (demi plaque simulée) 

 Eléments coques 
[GUER 94] 

2D éléments finis  
[GUER 94] Notre modèle 

Puissance active 
[Watt] 4,28 4,26 4,29 

Puissance réactive 
[VAR] 4,16 4,13 4,18 

 

 

Ces résultats valident notre modèle pour le cas où les propriétés physiques sont 

isotropes. 

IV.3.2 Validation du modèle anisotrope 

Dans l’installation de chauffage par induction, nous disposons d’un inducteur droit 

mono-spire branché à un générateur à induction (Figure IV.7).  

 

Le courant et la fréquence fournis par le générateur sont mesurés par un 

oscilloscope numérique lié à une sonde de tension dans le coffret d’adaptation. Elle 

permet de mesurer le courant dans l’inducteur. La mesure de température se fait à 
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l’aide de thermocouples reliés à une centrale d’acquisition permettant ainsi d’avoir 

les mesures de températures en temps réel.  

 

Nous disposons aussi d’un ensemble de plaques anisotropes spécialement conçues 

pour valider les modèles éléments coques anisotropes. Celles-ci sont issues de 

plaques de circuits imprimés sur lesquelles nous avons réalisé des pistes de cuivre 

de largeur différentes (Figure IV. 8).  

 

La conductivité électrique et les propriétés thermiques des plaques en circuit 

imprimé (structure périodique) sont obtenues en utilisant les méthodes 

d’homogénéisation  [TRIC  00a]. 

 

 

 

Figure IV. 7 Installation de chauffage par induction 
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Figure IV. 8  Pistes de cuivre gravé sur circuit imprimé 
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IV.3.2.1 Eléments coques anisotropes monocouche 

Les données caractéristiques des plaques de circuit imprimé sont données par le 

Tableau IV. 2.  La conductivité électrique de la résine époxy est nulle. 

 

Tableau IV. 2 Données caractéristiques des plaques en circuit imprimé 

Constituants Propriétés physiques Monocouche 1 Monocouche 2 

σxx  
[Ω-1.µm-1] 11,6 23,2 

σyy 

[Ω-1.µm-1] 23,2 11,6 

λxx 

[W/m.°C 76 152 

λyy 

[W/m.°C] 152 76 

λzz 

[W/m.°C] 304 304 

Grille en piste de 

cuivre 

ρCp 

[J.m-3.°C-1] 
2744×103 2744×103 

λ 
[W/m.°C] 

0,3 1703×103 
Résine époxy 

ρCp 

[J.m-3.°C-1] 
0,3 1703×103 

 

 

Dans tous les cas que nous allons étudier, le courant dans l’inducteur est orienté 

suivant l’axe oy.  

 

Nous avons considéré deux cas de figure (Tableau IV.2) : dans le premier cas 

(monocouche 1), le courant dans l’inducteur circule dans le sens de conductivité 

élevée. Dans le second cas (monocouche 2), le courant inducteur est suivant la 

direction de faible conductivité. 

 

Nous avons mesuré les températures pour un certain nombre de points sur les 

monocouches 1 et 2 illustré sur la figure IV.9 

 

Les figures IV.10 et IV.11 montrent l’évolution de la température calculée et 

mesurée des points b et c.  
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Figure IV. 9 Points de mesures  

     

Figure IV. 10 Evolution de la température des points c et b dans le monocouche 1  

     

Figure IV. 11 Evolution de la température des points c et b dans le monocouche 2  

 

La figure IV.12 montre la distribution des températures calculées et mesurées pour 

les cinq points au bout une minute de chauffage.  

Inducteur 

        b calculé 
 b mesuré 

        c calculé 
         c mesuré 

        b calculé 
b mesuré 

        c calculé 
c mesuré 
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Figure IV. 12 Températures aux points a, b, c, d et e après 1 minute de chauffage 

 

Ces résultats sont donnés pour une fréquence de 190 kHz, un entrefer de 6 mm et 

une mesure de courant de 120A pour le cas du monocouche 1 et 110A pour le cas 

du monocouche 2. Les thermocouples sont placés sur la résine. 

 

Les figures ci-dessus montrent bien la concordance entre les mesures et les 

simulations. L’écart maximum entre les mesures et simulations est de 5%.  

IV.3.2.2 Eléments coques anisotropes multicouches 

 

Pour valider le modèle anisotrope multicouche, nous disposons d’une plaque en 

circuits imprimés ayant des pistes en cuivre sur ses deux faces. Les pistes de 

cuivres sur les deux faces sont conçues de façon à obtenir un composite à deux 

couches orientées à 0°/90° (Figure IV.13). Deux cas sont alors considérés. Le cas 1 

où la face A (σyy>σxx) du multicouche est exposée au champ inducteur. Et le cas 2 

où la face B (σyy<σxx) du multicouche est exposée au champ inducteur.  
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           Calcul 
           Mesure 
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Face B 

Face A 

 

Figure IV. 13 Composite à deux couches orientées à 0°/90° 

     

Figure IV. 14 Montée en température, plaques anisotropes multicouches 

La fréquence est de 187kHz, le courant est de 118A et l’entrefer reste inchangé.  

 

Comme pour le modèle monocouche, les résultats obtenus avec le modèle 

multicouche suivent bien les résultats expérimentaux (Figure IV.14).  

 

Si la conductivité élevée est dans le sens des courants induits sous l’inducteur 

alors, la puissance injectée dans la plaque est moins importante. En effet, dans ce 

cas les courants induits rencontrent moins de résistance est produisent ainsi moins 

de puissance (à cette fréquence). 

Cette constatation a une importance particulière dans le chauffage par induction 

des matériaux composites où l’orientation des fibres devient un élément 

prépondérant sur la distribution du champ de température. 
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IV.3.3 Influence de l’anisotropie sur le comportement électromagnétique et 
          thermique des matériaux composites 

Le logiciel développé et validé dans le paragraphe précédant nous permet d’étudier 

le comportement des matériaux anisotropes dans un système de chauffage par 

induction. Pour mettre en évidence ce comportement, nous utilisons un inducteur à 

symétrie de révolution qui, en absence de charge, crée un champ à symétrie axiale. 
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Figure IV. 15 Inducteur rond 

Pour cela, prenons l’exemple d’un inducteur rond ayant un rayon interne de 3mm, 

un rayon externe de 9mm et une hauteur de 7mm (Figure IV. 15). Celui-ci est 

appliqué au cas de la monocouche 1. Le changement de l’angle d’orientation θ de la 

plaque anisotrope fait changer la conductivité en x et y du matériau (Figure IV. 15). 

Les valeurs de celles-ci sont données par l’expression (IV-33), tel que ϕ=π/2, σu=11,6 

MS/m et σv=23,2 MS/m. 

 

    

Figure IV. 16 Distribution de la puissance induite dans les trois cas est de 2.3 Watt 
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La figure IV.16, issue des simulations, montrent clairement l’effet de l’anisotropie 

sur la distribution de puissance active induite dans la plaque. Celle-ci est plus 

importante dans le sens où la conductivité est moins élevée. Par contre la puissance 

totale induite dans la plaque reste pratiquement inchangée. 

 

 

IV.6 CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle tridimensionnel dédié au 

chauffage par induction des matériaux composites. Le modèle tient compte de 

l’anisotropie et de l’orientation des couches entre elles. 

Nous avons validé les modèles développés sur une installation de chauffage par 

induction.  

Ce modèle permet une analyse plus approfondie du comportement des matériaux 

anisotropes soumis à des champs électromagnétiques. A première vue, l’anisotropie 

présente un handicap pour le chauffage par induction. Mais on peut éventuellement 

l’utiliser de façon positive pour imposer un champ de température prédéfini.  

 

Ce modèle peut être également utilisé pour le CND par courant de Foucault des 

matériaux anisotropes [DOIR xx]. 
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Conclusion générale 
 

 

 

Pour pouvoir se développer, l’industrie des matériaux composites a besoin 

d’innovations scientifiques et technologiques. Dans ce cadre, nous avons démontré 

que l’induction  peut apporter de nouvelles solutions de développement. Nous avons 

également démontré le besoin d’un outil d’homogénéisation et de simulation pour 

modéliser et concevoir le système. 

 

Le logiciel de simulation dédié au calcul des propriétés homogénéisées des 

matériaux composites a été utilisé pour obtenir un matériau équivalent. La qualité 

des propriétés obtenues par ces méthodes dépend de la connaissance exacte de la 

géométrie et des propriétés des différents composants du matériau.   

 

La conductivité électrique du matériau est une donnée essentielle pour le chauffage 

par induction. Pour calculer cette conductivité, nous avons développé une 

méthodologie basée sur la mesure de l’impédance d’une bobine entourant le 

matériau. En utilisant la valeur homogénéisée comme point de départ, nous avons 

utilisé les techniques du problème inverse pour remonter à la conductivité 

électrique du matériau composite. L’algorithme a été conçu de telle sorte que la 

valeur de la conductivité soit évaluée dans les conditions où la sensibilité est 

maximale. Ce modèle a été validé sur un matériau connu. 

 

Pour prendre en compte le problème d’anisotropie et le facteur d’échelle au niveau 

macroscopique, nous avons développé un modèle tridimensionnel anisotrope 

d’éléments coques que nous avons intégré dans le logiciel de calcul. Ce modèle a été 

étendu à un matériau composite multicouche. Le champ de température est 

influencé de façon importante par l’anisotropie. Le logiciel prend en compte cette 

influence qui peut être mise à profit pour améliorer le champ de température. Nous 

avons validé ce modèle dans le cas de chauffage par induction d’un matériau 

monocouche et multicouche. 

 

Le modèle a été appliqué dans le cadre d’un projet industriel et les résultats sont 

encourageants. 
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Les perspectives de ce travail sont nombreuses : 

 

 

 Les modèles développés doivent être améliorés et généralisés pour prendre en 

compte les différentes géométries et caractéristiques des composites, 

 

 Il faut ensuite étendre les études théoriques et expérimentales sur l’ensemble 

du cycle de vie des matériaux composites, 

 

 Il faut conjuguer nos efforts avec les laboratoires de matériaux afin d’intégrer 

nos modèles dans une modélisation multi physique des matériaux 

composites, 

 

 Il faut enfin introduire dans l’outil de simulation des modèles de contrôle non 

destructif pour constituer un ensemble capable de simuler toutes les étapes 

d’un cycle de production. 
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ANNEXE A. HOMOGENEISATION ASYMPTOTIQUE DES EQUATIONS DE 
CONDUCTION 
 
Les équations de la thermique transitoire dans le domaine Ω, s'écrivent sous la 

forme: 

 
uC div f
t

∂
ρ + =

∂
Φ avec (u)Φ grad= −λ  (A-1) 

Où Φ est le flux thermique, u(x,t) la température au point x et au temps t, ρ la 

masse volumique du matériau, C sa chaleur spécifique, f la source de chaleur 

éventuelle, et λ la matrice définie positive de conductivité éventuellement non 

isotrope.  

 

Soit Y la cellule caractéristique de base. Le paramètre ε est un nombre petit 

représentant le rapport d'échelle entre Y et Ω.  

 

Si uε est solution de l'équation thermique (A-1), alors: 

 
uC div f
t

εΦ
ε∂

ρ + =
∂

avec (u )εΦ grad η= −λ  (A-2) 

où ε est un terme petit représentatif du rapport d'échelle. uη est développé suivant 

les puissances croissantes de ε: 

 0 1 2 2u u u u ...η = + η + η +  (A-3) 

Les variables x et y n'étant pas indépendantes, la dérivée d'une fonction g(x,y) 

s'écrit alors: 

 

 
i i i

dg g 1 g
dx x y

∂ ∂
= +

∂ η ∂
 (A-4) 

On en déduit donc le développement asymptotique du gradient de uε: 

 
0 1 2 2 0 1 2 2

0 0 1 1 2 2 2
x y x y x y

(u ) (u u u ...) (u ) ( u ) ( u ) ...
1(u ) (u ) (u ) (u ) (u ) (u ) ...

grad grad grad grad grad

grad grad grad grad grad grad

η = + η + η + = + η + η +

= + + η + + η + η +
η

 (A-5) 

 

d'où on obtient finalement : 
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0 0 1

y x y

1 2 2 2
x y x

1(u ) (u ) (u ) (u ) ...

( (u ) (u )) (u ) ...

grad grad grad grad

grad grad grad

η = + + +
η

η + + η +
 (A-6) 

 

de la même façon le flux thermique (u )εΦ grad ε= −λ  peut être développé suivant les 

puissances de η : 

 21 ...η 0 1 2 3Φ Φ Φ Φ Φ= + + η + η +
η

 (A-7) 

 

d'où par identification, on obtient: 

 

 

0
y

0 1
x y

1 2
x y

(u )
( (u ) (u ))
( (u ) (u ))

0

1

2

Φ grad
Φ grad grad
Φ grad grad

 = −λ
 = −λ +
 = −λ +

 (A-8) 

 

L'application de l'opérateur définit en (A-2) pour le calcul de la divergence donne: 

 

                  

0 0
y y x y2

0 1
y x y y

0 1
x x x y

1 2
y x y y

1 1div( (u )) div ( (u )) div ( (u ))

1 1div ( (u )) div ( (u ))

div ( (u )) div ( (u ))

div ( (u )) div ( (u )) ...

grad grad grad

grad grad

grad grad

grad grad

ηλ = λ + λ
η η

+ λ + λ
η η

+ λ + λ

+ λ + λ +

 (A-9) 

 

Pour la dérivée temporelle il n'y a pas de difficultés particulières: 

 

 
0 1 2

2u u u u ...
t t t t

η∂ ∂ ∂ ∂
= + η + η +

∂ ∂ ∂ ∂
 (A-10) 

 

En reportant dans l'équation (A-1) et en identifiant suivant les puissances de ε, on 

obtient: 
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0
y y

0 0 1
x y y x y y

0
0 1

x x x y

1 2
y x y y

P1: div ( (u )) 0
P2 : div ( (u )) div ( (u )) div ( (u )) 0

uP3: C div ( (u )) div ( (u )) ...
t

div ( (u )) div ( (u )) f 0

grad
grad grad grad

grad grad

grad grad

λ =
λ + λ + λ =

∂
ρ − λ − λ −

∂
λ − λ − =

 

 

la propriété P1 et le comportement périodique de u par rapport à y imposent u0 

indépendant de y d'où u0(x,y)=u0(x). Dans ces conditions, le premier terme de P2 

s'annule et il reste donc: 

 

 1 0
y y y xdiv ( (u (x, y))) div ( (u (x)))grad gradλ = − λ  (A-11) 

La séparation des variables de ce dernier membre donne: 

 

 1 0
xu (x, y) (u (x))χ(y).grad= −  (A-12) 

où χ est un vecteur ligne solution des équations suivantes : 

 

 y y 1 y

y y 2 y

div ( ( (y))) div ( )
div ( ( (y))) div ( )

1

2

grad λ
grad λ

λ χ =
 λ χ =

 (A-13) 

En reportant dans l'expression de Φη , on obtient : 

 

 0
y x( ( )) (u )

0

1

Φ 0
Φ grad grad

=
= − λ − λ χ

 (A-14) 

 

En prenant la moyenne de Φ1 sur la cellule élémentaire Y on a: 

 

 ( ) 0
y x

Y

1 ( (Y))dY (u )
vol(Y)

1Φ grad grad
 

< >= − λ − λ χ 
 

∫  (A-15) 

 

En posant : 

 yet Q ( )1Σ Φ grad=< > =< λ > − < λ χ >  (A-16) 

On obtient finalement : 

 0
xQ (u )Σ grad= −  (A-17) 
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En prenant l'intégrale sur la cellule Y de l'expression P3, les deux derniers termes 

disparaissent à cause du caractère périodique des ui en fonction des variables y. Il 

reste alors: 

 

                  ( )
0

0 1
x x y

Y Y

uCdY div (u ) (u ) dY vol(Y)f 0
t

grad grad
   ∂

ρ − λ + λ − =   ∂   
∫ ∫  (A-18) 

 

D'où en divisant par le volume de la cellule élémentaire, on obtient l'équation 

d'évolution de la température pour le matériau homogénéisé: 

 

 
0

x
u (x)C div f 0

t
Σ∂

< ρ > + − =
∂

 (A-19) 
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ANNEXE B. HOMOGENEISATION DYNAMIQUE  DES EQUATIONS DE 
MAXWELL 
 

 

Considérons le problème suivant : Etant donné une structure périodique Ω avec la 

cellule Y pour période de base, trouver les champs e et h, solutions des équations 

de Maxwell : 

i
i

− ω + =


ω + =

s

s

d rot(h) j
b rot(e) k

 (B-1) 

avec les relations constitutives définies par : 

 
= ε

 = µ

d e
b h

 (B-2) 

Soient , etD, B, E H% % % %  obtenus par filtrage spatial de d, b, e et h, représentant les 

parties lentement variables. Par linéarité du filtrage, ces champs filtrés sont alors 

solutions du système suivant : 

i
i B

− ω + =


ω + =

s

s

D rot(H) J
rot(E) k

% % %

% % %
  (B-3) 

Les champs e et h peuvent se mettre sous la forme approximative : 





C R

C R

e = E + E + E
h = H + H + H

%

%
  (B-4) 

où EC et HC sont Y-périodiques de moyennes nulles, et ER, HR sont des résidus qui 

seront négligés par la suite. 

 

De nouveau, considérons la situation sur une cellule élémentaire C telle que jS = kS 

= 0, et supposons C centrée en 0. De leur côté, et au niveau de la cellule de base, 

les champs à grande échelle D, B, E, et H% % % %  peuvent s’écrire sous la forme : 
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2
E

2
H

2
D

2
B

A O(x )
A O(x )
A O(x )
A O(x )

 = + +
 = + +


= + +
 = + +

E(x) E x
H(x) H x
D(x) D x
B(x) B x

%

%

%

%

  (B-5) 

où AE, AH, AD, et AB sont des opérateurs linéaires constants, et les termes O(x2) sont 

des termes d’ordre supérieur en x, qui seront négligés dans la suite. On a donc : 

E

H

A x
A x

= + +
 = + +

C

C

e E E
h H H

  (B-6) 

Maintenant, il reste à expliciter les opérateurs AE, AH, AD, et AB. Reportons les 

expressions e et h données par le système B-6) dans le système B-4), on obtient : 

D H

B E

i i A (A )
i i A (A )

− ω − ω + =
 ω + ω + =

D x rot x 0
B x rot x 0

  (B-7) 

En égalisant les termes du même ordre par rapport à x, on trouve :   

D B

H

E

A A
(A ) i
(A ) i

= =
 = − ω
 = ω

x x 0
rot x D
rot x B

  (B-8) 

Les matrices AD et AB du système B-8) sont identiquement nulles, et les matrices AH 

et AE sont données par : 

z y Z y

H z x E z z

y x y x

0 D D 0 B B
1 1A i D 0 D , A i B 0 B
2 2

D D 0 B B 0

   − −
   = − ω − = ω −   
   − −   

  (B-9) 

où l’on a posé D=(Dx, Dy, Dz) et B=(Bx, By, Bz). 

D B
1

H 2
1

E 2

A A 0
A i
A i

= ≡
 = − ω ∧
 = ω ∧

x D x
x B x

  (B-10) 

Ainsi, les champs à grande échelle auront pour expressions au niveau de la cellule 

de base : 
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1
2
1
2

i
i

 =
 =


= + ω ∧
 = − ω ∧

D D
B B
E E B x
H H D x

%

%

%

%

 (B-11) 
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ANNEXE C : FORMULATION ELEMENTS COQUES GENERALISEE POUR UNE  
     PLAQUE ISOTROPE [GUER 95] 
 

 
Considérons une plaque conductrice isotrope d’épaisseur e et de dimensions 

infinies suivant Ox et Oy. Ses deux faces sont respectivement soumises à deux 

champs uniformes sinusoïdaux tangentiels, H1 et H2 (Figure C.1). 

 
Figure C. 1 Représentation du problème 

La formulation éléments coques généralisés proposée par Guérin [GUER 95], se 

compose d’une solution numérique obtenue dans tout le domaine et d’une solution 

analytique qui tient compte de la variation des grandeurs suivant l’épaisseur. Cette 

dernière est exprimée en fonction de la solution sur les surfaces de la région mince. 

 

1- Solution analytique 

La formulation en H dans la plaque s’écrit : 

( )( ) HHrotrot ωσµ−= i  (C- 1) 

Où ω est la pulsation du champ magnétique et σ la conductivité électrique de la 

plaque. 

La composante du champ électromagnétique est nulle suivant l’épaisseur de la 

plaque (Oz). D’où l’équation à résoudre : 

0)z(jω
z

)z(
2

2

=µσ−
∂

∂
s

s HH  (C- 2) 

La solution de cette équation est donnée par : 















 γ−γ⋅+






 γ+γ⋅

γ
= z

2
esinhz

2
esinh

)e(sinh
1)z(  H H
 

H 2s1ss  (C- 3) 

x 

z 

y e 

H1 

H2 
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Avec :   Hs1 et Hs2 sont les valeurs des champs sur les surfaces extérieures de la 

plaque,  
ωµσ

=δ
δ
+

=γ
2etj1            

 

2- Solution numérique 

 

  Ω1                               µ      

                        
                                        n      n2              e 

                      
   
                          

          
 
                            n1                                     

  Ω2                                           µ 

   φ1 

Ω               µσ

   φ2 

 
Figure II. 11 Notation du problème éléments coques 

Les champs magnétiques sur les surfaces limitrophes de la région mince sont 

donnés par les relations suivantes : 







−=

−=

2

1

Φ

Φ

 gradHH
 gradHH

j2

j1  (C- 4) 

La solution numérique est obtenue, en partant de la forme intégrale de la 

formulation en potentiel scalaire magnétique réduit (II-39) couplée au besoin 

(présence de régions de perméabilité différentes) avec la formulation en potentiel 

scalaire totale (II-30). 

 

La forme intégrale de la formulation en potentiel scalaire magnétique réduit, est 

obtenue après application de la méthode de Galerkine tel que: 

0dw x
x

=Ω⋅∫Ω
B  (C- 5) 

Avec Ωx est le domaine exprimé en potentiel scalaire magnétique réduit, et w est 

une fonction de pondération. 

 

La forme intégrale de la formulation en potentiel scalaire réduit dans la région Ω1 

s’écrit: 

Coté 2 

Coté 1 

 Γ 

µ1 

µ2 
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11
Γ

111 d wµdΓwdΦ wµ
11

Ω⋅⋅⋅=⋅⋅⋅+Ω⋅⋅⋅ ∫∫∫
ΩΩ

j1 HgradnB gradgrad (C- 6) 

 

Pour obtenir la formulation intégrale en potentiel scalaire total il suffit d’annuler le 

terme B (Hj=0).  

 

Le terme A permet de coupler la formulation en Φr et un autre type de formulation 

(exemple, potentiel scalaire total) de la région voisine et permet aussi de prendre en 

compte la région mince conductrice. Le champ source Hj du terme B peut être 

calculé soit dans tout le volume ou juste sur la surface frontière de l’élément coque. 

En appliquant le théorème de Green sur B, l’équation (C-6) devient : 

dΓ µwdΓwdΦwµ
Γ

1
Γ

111

1

∫∫∫ ⋅⋅=⋅⋅⋅+Ω⋅⋅⋅
Ω

1j1 nHnB grad grad  (C- 7) 

Sachant que la relation Maxwell-Faraday (II-2) permet d’écrire : 

E rotB
jω
1

−=  (C- 8) 

Le terme A peut alors s’écrire après application de la transformation [rot (a⋅U)=a⋅rot 

U + (grad a)×U], et du théorème de Stokes : 

( ) Γ⋅×
ω

−=⋅⋅⋅ ∫∫
Γ

dw
j
1dΓw

CΓ
1    gradnEnB 11  (C- 9) 

En remplaçant (C-9) dans (C-7), la formulation intégrale en potentiel scalaire réduit 

dans la région Ω1 peut alors s’écrire : 

( ) dΓ µwdw
j
1dΦ wµ

Γ
1111

1

∫∫∫ ⋅⋅=Γ⋅×
ω

−Ω⋅⋅
ΓΩ

1j11 nH   gradnE gradgrad  (C- 10) 

La densité de courant est donnée par : 

( ) ( ) ( )
z
znzz 1 ∂

∂
×−==

HJ H rot  (II- 71) 

A B 
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Après dérivation du champ magnétique de l’équation (C-3) par rapport à z et 

application de la forme locale de la loi d’Ohm (II-15), nous obtenons l’expression du 

champ électrique dans la région mince : 















 γ−γ⋅−






 γ+γ⋅×

γ⋅σ
γ−

= z
2
e coshz

2
e cosh

)e( sinh
)z( 211 HHnE  (II- 72) 

Pour obtenir la relation entre les champs électriques et magnétiques tangentiels 

(relation d’impédance de surface), il suffit de remplacer z par sa valeur sur les 

surfaces limitrophes de la région mince (e/2 et –e/2). Sur le coté 1 de la région 

mince (Ω), la relation impédance de surface s’écrit donc ; 









γ

⋅−
γ

⋅×
σ

γ−
=

)e(sinh
1

)etanh(
1

 
HHnE 2111   (C- 11) 

En remplaçant H1 et H2 par leurs expressions données par l’équation (C-4) dans (C-

11), nous obtenons la formulation élément coque généralisée sur le coté 1 de la 

régions mince : 

( ) dΓ w
jω
1

dΓwµdΓΦw
jω
1

dΓΦw
jω
1dΦ wµ

Γ

Γ
1

Γ
2

Γ
1111

11

⋅⋅β−α⋅

+⋅⋅⋅⋅=⋅⋅β⋅

−⋅⋅α⋅+Ω⋅⋅⋅

∫

∫∫

∫∫
Ω

js

1jss

ss

Hgrad                                                  

nHgradgrad              

gradgrad gradgrad

  (C- 12) 

Avec  ( )etanh γ⋅γ
µ

=α  et  ( )esinh γ⋅γ
µ

=β  

 

La formulation élément coque généralisée du côté 2 (région Ω2) est donnée par la 

relation (C-12) après permutation entre les indices 1 et 2. En annulant les termes 

due au champ source Hj dans l’équation (C-12) et sa duale, nous obtenons la 

formulation en potentiel scalaire magnétique total dans le domaine d’étude. 
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ANNEXE D. PROBLEME D’UNE PLAQUE CONDUCTRICE ANISOTROPE  
        SOUMISE A DES CHAMPS ELECTROMAGNETIQUES  
         TANGENTIELS 
 
Considérons une plaque conductrice anisotrope d’épaisseur e et de dimensions 

infinies suivant Ox et Oy. Ses deux faces sont respectivement soumises à deux 

champs uniformes sinusoïdaux tangentiels de composantes ( x2x1 HH , ) suivant Ox et 

( y2y1 HH , ) suivant Oy, (Figure D.1). 

 

O 

z y 

x 

xH 2  
yH 2  

e 
yH1  

x1H  

 
Figure D. 1 Représentation du problème 

3- Formulation du problème 

La formulation en H dans la plaque s’écrit : 

( )( ) HHrotrot ωµ−=σ − i][ 1  (D -1) 

Où ω la pulsation du champ magnétique et [σ]-1 l’inverse du tenseur de 

conductivité électrique qui s’écrit : 












σσ−

σ−σ
=σ −

xxyx

xyyy1

     

     

det
1][  (D -2) 

Avec,  yxxyxxyydet σσ−σσ=  

 

La composante du champ électromagnétique est nulle suivant l’épaisseur de la 

plaque (Oz). Le rotationnel du champ magnétique peut s’écrire alors : 



















+

−
=

dz
dH
dz

dH

x

y

H rot  (D -3) 
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En remplaçant (D -3) et (D -2) dans (D -1), on obtient : 

[ ]( ) 







ωµ−=





















σ−σ−

σ−σ−
⋅=σ −

y

x

2
x

2

xy2
y

2

yy

2
x

2

xx2
y

2

yx
1

H
H

j

dz
Hd

dz

Hd
dz

Hd
dz

Hd

det
1H rotrot  (D -4) 

D’où : 









ωµ=





















⋅










σσ

σσ

y

x

2
y

2

2
x

2

yyxy

yxxx

H
H

j

dz

Hd
dz

Hd

   

   

det
1  (D -5) 

Et donc: 









⋅











σσ−

σ−σ
⋅ωµ=





















y

x

xyxy

yxyy

2
y

2

2
x

2

H
H

        

        
j

dz

Hd
dz

Hd

 (D -6) 

Ceci peut aussi s’écrire sous la forme du système d’équations différentielles 

suivant : 











ωµσ−=ωµσ−

ωµσ−=ωµσ−

xxyyxx2
y

2

yyxxyy2
x

2

HjHj
dz

Hd

HjHj
dz

Hd

 (D -7) 

4- Solution du problème 
 

De la première équation du système d’équations (D -7) on obtient: 









µσ−

∂
∂

µσ
−

= )z(Hjω
z

)z(H
jω

1)z(H xyy2
x

2

xy
y  (D -8) 

En remplaçant (D -8) dans la deuxième équation de (D -7) on obtient : 

( ) ( ) ( ) 0)z(H
z

)z(H
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(D-9) est une équation différentielle de quatrième ordre linéaire et homogène. Sa 

solution générale est de la forme suivante : 

zr
4
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2
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1x

4321 eCeCeCeC)z(H +++=  (D -10) 

Avec,  

C1, C2, C3 et C4 : Coefficients déterminés à partir des conditions aux limites sur le 

champ électromagnétique.  

Et, r1, r2, r3 et r4: sont les racines de l’équation caractéristique de (D -9), tel que:  

( ) ( ) ( ) 0rjωr 2
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On posant q = r2 dans (D -11), on obtient une équation second ordre avec q comme 

inconnue qui a pour solution : 
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Donc les racines de l’équation caractéristiques (D -11) sont : 
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On pose,  
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 (D -14) 

En remplaçant les équations (D -13) combinées avec (D -14) dans (D -10), on 

obtient : 
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(D -15) dans (D -8) on aura : 
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Les conditions aux limites sont les suivantes : 



















=





−

=







=





−

=







1yy

1yy

2xx

1xx

H
2
eH

H
2
eH

H
2
eH

H
2
eH

 (D -19) 

 On remplaçant les équations (D -19) dans les équations (D -15) et (D -16) on 

obtient : 
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Le système (D-20) est un système linéaire de quatre équations avec quatre 

inconnues qui a pour solutions : 
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En remplaçant C1, C2, C3 et C4 par leurs expressions dans (D-15) et (D-16) on 

obtient la solution finale du problème: 
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Les coefficients K1, K2, P1, P2 sont donnés respectivement par (D-13), (D-14), (D-17) 

et (D-18). 

Dans le cas particulier où xyσ  = yxσ  =  0 le système d’équations (D-7) s’écrit sous 

forme de deux équations différentielles indépendantes : 
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 (D -24) 

Leurs solutions sont : 
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Avec :                    
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Densité de courant  
 

L’équation de Maxwell-Ampère permet d’écrire : 
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Les composantes en x et y de la densité de courant sont variables suivant 

l’épaisseur de la plaque, tel que: 
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Les équations (D-28) et (D-29) permettent d’écrire : 
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La dérivée par rapport à z de (D-22) et en remplaçant les expressions obtenues dans 

(D-30), on obtient : 
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Comme pour le champ magnétique H, les composantes du champ électrique E aux 

surfaces limitrophes de la plaque de composite sont données par : 
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En remplaçant (D-32) dans (D-31) nous obtenons la relation « impédance de surface 

anisotrope monocouche » qui lie les composantes tangentielles des champs 

électriques et magnétiques : 
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Avec : 



ANNEXES 

 134

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )



























σ+σ−σ+σ

⋅−
=α









σ+σ−σ+σ

⋅−
=α









σ+σ−σ+σ

⋅−
=α









σ+σ−σ+σ

⋅−
=α

xy1yy
1

1
xy2yy

2

2

12
yy

xy2yy
2

21
xy1yy

1

12

12
yx

xx1yx
1

1
xx2yx

2

2

12
xy

xx2yx
2

21
xx1yx

1

12

12
xx

K
eP tanh

P
K

eP tanh
P

detKK
1

K
eP tanh

PK
K

eP tanh
PK

detKK
1

K
eP tanh

P
K

eP tanh
P

detKK
1

K
eP tanh

PK
K

eP tanh
PK

detKK
1

  (D-35) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )



























σ+σ−σ+σ

⋅−
=β









σ+σ−σ+σ

⋅−
=β









σ+σ−σ+σ

⋅−
=β









σ+σ−σ+σ

⋅−
=β

xy1yy
1

1
xy2yy

2

2

12
yy

xy2yy
2

21
xy1yy

1

12

12
yx

xx1yx
1

1
xx2yx

2

2

12
xy

xx2yx
2

21
xx1yx

1

12

12
xx

K
eP sinh

P
K

eP sinh
P

detKK
1

K
eP sinh
PK

K
eP sinh
PK

detKK
1

K
eP sinh

P
K

eP sinh
P

detKK
1

K
eP sinh
PK

K
eP sinh
PK

detKK
1

  (D-36) 

 

Les relations (D-33) et (D-34) peuvent s’écrire ensemble, comme suit : 
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Avec,   [ ] 
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ANNEXE E.  ECRITURE GENERALE DES TENSEURS DE PROPRIETES SUR LE 
      REPERE ORTHOGONAL OXY, A PARTIR DES PROPRIETES 
       SUIVANT UN REPERE QUELCONQUE OUV 
 
 

Le repère oxy est orthogonal, et ouv est un repère quelconque. Les axes de tous les 

repères sont perpendiculaires à l’axe oz. L’axe ‘ou’ fait un angle θ  avec ox (0° ≤ θ ≤ 

90°). Et l’angle entre les axes du repère ouv est égal à ϕ  (0° < ϕ  ≤ 90°), (Figure E.1). 

                           
Figure E. 1 Géométrie étudiée 

 

σu et σv  sont les conductivités électrique du matériau composite dans les directions 

successives u, v des fibres.  

Le tenseur de conductivité dans le repère oxy s’écrit : 
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La matrice de rotation qui permet le passage du repère ouv au repère oxy s’écrit : 
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D’où, la matrice de rotation qui permet de passer du repère oxy au repère ouv qui 

s’écrit : 
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La forme locale de la loi d’Ohm dans le repère ouv s’écrit : 
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La relation (E.3), nous permet d’écrire la densité de courant de façon suivante : 
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En remplaçant (E -5) dans (E -4), on obtient : 
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Aussi, le champ électrique s’écrit avec la transformation (E -3) : 
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En remplaçant la relation (E -7) dans (E -6), on obtient la matrice de transformation 

des propriétés du repère ouv quelconque vers un repère oxy: 
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D’où, 
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ANNEXE F. FORMULATION MULTICOUCHES 
 

Considérons une plaque de composite multicouche anisotrope à p couches (p>1). 

Les couches sont orientées les unes par rapport aux autres d’un angle θ défini par 

rapport au référentiel oxy. Les fibres dans les couches, sont orientées d’un angle  ϕ 

dans le repère ouv (Figure F.1). 

X 

U 

V 

θ ϕ 

Direction des fibres  

P Plis  

O 

Y Z 

 
Figure F. 1 Matériau composite multicouche 

La relation suivante donne les composantes du tenseur de conductivité [σk] de la 

couche d’indice k : 
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Les démarches pour obtenir la relation (F-35) sont données en annexe E. 

 

Le problème multicouche consiste à décomposer le problème en p problèmes 

monocouche ou la continuité de la composante tangentielle des champs magnétique 

et électrique est assurée d'une couche à l'autre. 

 

L'impédance de surface anisotrope pour la couche d’indice k est donnée par : 
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Où [αk] et [βk] sont des coefficients tensoriels qui dépendent de la fréquence, la 

perméabilité magnétique et de la conductivité électrique du matériau. 
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Il sera obtenu p+1 relations d’impédance de surface anisotrope monocouche pour 

les p couches du composite. 

 

La relation (F-2) pour les trois premières couches s’écrit : 
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La relation (F-2) pour la dernière couche s’écrit : 
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Au passage entre deux couches de conductivités différentes, les composantes 

tangentielles des champs électriques et magnétiques sont conservées.  

 

En éliminant les champs électrique et magnétique d'indice 2 à p de ces équations 

on obtient une relation de la forme suivante : 
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On cherche à écrire la relation impédance de surface anisotrope multicouche de la 

plaque de composite stratifiée, à partir des relations impédances de surfaces 

anisotropes monocouches des différentes couches du composite. 

 

On procède par élimination des champs électrique et magnétique tangentiels aux 

interfaces des différentes couches (d’indice 2 à p) : 

 

De la deuxième équation de (F-3) et la première équation de (F-4), le champ 

magnétique tangentiel à l’interface de la première et deuxième couche s’écrit : 
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[ ] [ ] [ ] [ ] (2)s(3)s(1)s(2)s HHHH ⋅−⋅=⋅−⋅ 2211 αββα  (F- 8) 

D’où : 
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Si on remplace H(2)s par son expression (F-9) dans la première équation de (F-3) et 

la deuxième équation de (F-4), on obtient la relation impédance de surface 

anisotrope multicouche pour les deux premiers couches : 
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Avec :                    
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La deuxième équation de (F-10) et la première équation de (F-5) on peut écrire le 

champ à l’interface de la deuxième et troisième couche par : 
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Si on remplace H(3)s par son expression (F-11) dans la première équation du système 

(F-10) et la deuxième équation du système (F-6), on obtient la relation impédance 

de surface anisotrope de l’ensemble des trois premiers couches : 
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Avec :    
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Par déduction, le champ magnétique à l’interface des couches k et k-1 s’écrit : 
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On peut déduire aussi, que la relation impédance de surface anisotrope 

multicouche des k premières couches s’écrit : 
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Le champ magnétique tangentiel à l’interface des p-1 couches assemblés et du 

dernier couche p s’écrit : 
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Les coefficients [α(p-1)1], [β(p-1)1], sont calculés avec la relation (F-95), en remplaçant k 

par (p-1). 

 

La relation impédance de surface globale est donc : 
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Résumé de la thèse 
 
 

 
Les matériaux composites sont de plus en plus utilisés dans l’industrie. Au cours des 
différentes phases de transformation de ces matériaux, un apport de chaleur est souvent 
nécessaire. Si le renfort est en fibres de carbone, le chauffage par induction peut être 
avantageux par rapport à d’autres modes de chauffage. Le but de cette thèse est de modéliser 
en 3D le chauffage par induction de ces matériaux qui sont multi-échelles, hétérogènes et 
anisotropes. Ces matériaux sont remplacés par des matériaux homogènes équivalents à l’aide 
de méthodes d’homogénéisation prédictives ou expérimentales. Dans ce cadre, nous avons 
proposé une méthode expérimentale basée sur la mesure de l’impédance pour déterminer la 
conductivité électrique. D’autre part, ces matériaux se présentent sous forme de plaque 
d’épaisseur très faible comparée aux autres dimensions. Deux modèles ont étés mis en place, 
un modèle éléments coques anisotropes monocouche et un modèle multicouche dédiés aux 
composites stratifiés à structures orientées. Une confrontation entre les résultats de 
simulations et les mesures expérimentales a permis de valider les modèles développés. Ces 
modèles ont été appliqués dans le cadre d’une collaboration industriel. 
 
 
Mots clefs : Matériaux composites, chauffage par induction, anisotropie, courants induits, 
problème inverse, identification de paramètres, élément finis, éléments coques. 
 
 
 
 
 
Composite materials cover a lot of manufacturing industries. In each step of their life cycle the 
transformation of the material needs some source of heat. If the reinforcement is carbon fibre, 
the heat source can be induction heating. The aim of this thesis is to model in 3D, the 
induction heating of these materials which are multiscale, heterogeneous and anisotropic. 
These materials are replaced by homogeneous equivalent materials using homogenisation or 
experimental methods. In this work, to identify the electric conductivity an experimental 
method based on the impedance measurement is used. The composite materials are usually in 
the form of plates with very small thickness compared to the other dimensions. Two models 
have been developed, a monolayer anisotropic shell elements and a multi-layer model 
dedicated to the laminated composites with oriented structures. The comparison between the 
simulation and experimental results gives a good concordance. These models are applied to 
develop an industrial application. 
 
 
Key words: Composite materials, induction heating, anisotropy, eddy currents, inverse 
problem, parameter identification, finite elements, shell elements. 
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