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7RésuméCette thèse est onsarée à deux types de problèmes. Le premier et prin-ipal aspet de e travail onerne l'analyse semi-lassique de la plus petitevaleur propre λ1(B,A) de la réalisation de Neumann de l'opérateur de Shrö-dinger magnétique (i∇+BA)2 dans le as où le hamp magnétique β = ∇×An'est pas uniforme. Plus préisément, en dimension 2, nous établissons un dé-veloppement asymptotique à deux termes de λ1(B,A) lorsque B tend versl'in�ni et démontrons simultanément des résultats de loalisation pour lespremières fontions propres orrespondantes ; pour e qui est du problème endimension 3, nous étudions d'une part des estimations uniformes pour unefamille de hamps magnétiques d'intensité onstante (en vue de l'appliationà une famille spéiale apparaissant à l'oasion de la théorie des ristaux li-quides) et d'autre part nous nous plaçons dans des hypothèses génériques surle hamp magnétique et prouvons une majoration qui laisse onjeturer l'ex-pression des deuxième et troisième termes du développement asymptotique.Le deuxième aspet de ette thèse est l'étude de la transition de phase enthéorie des ristaux liquides. Nous mettons en évidene une température ri-tique pour la fontionnelle de Landau-de Gennes qui permet de déterminer,lorsque ertains oe�ients de la fontionnelle appelés onstantes d'élasti-ité explosent, la phase dans laquelle se trouve le ristal liquide (nématiqueou smetique). Par ailleurs, nous sommes amenés à introduire une nouvellefontionnelle (en imposant une ondition de Dirihlet non homogène) en vued'obtenir des informations plus quantitatives.Mots lés : Opérateur de Shrödinger magnétique ave hamp non uni-forme, théorie spetrale, analyse semi-lassique, estimations d'Agmon, fon-tionnelle de Landau-de Gennes, transition de phase des ristaux liquides
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Die Mathematik ist von den frühesten Zeiten her, wo-hin die Geshihte der menshlihen Vernunft reiht,in dem bewundernswürdigen Volke der Griehen densiheren Weg einer Wissenshaft gegangen.I. Kant, Kritik der reinen Vernunft
Die Wissenshaft denkt niht.M. Heidegger, Was heisst denken ?
Le monde sur lequel opère le mathématiien est unmonde qui meurt et renaît à haque instant.H. Bergson, L'Évolution Créatrie
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Chapitre 1IntrodutionLe présent travail se laisse déomposer en deux parties relativement in-dépendantes quant aux méthodes qui sont utilisées et aux problèmes qui ysont abordés. Cependant, nous pouvons brièvement expliquer le lien qui unitles problématiques qui nous intéressent ii. Le problème initial qui a attirénotre attention est la transition de phase des ristaux liquides et l'étude dela fontionnelle qui permet son étude, appelée fontionnelle de Landau-deGennes et qui onstitue l'analogue de la fontionnelle de Ginzburg-Landauintroduite en théorie de la supraondutivité (f. [FH09℄). Cette transitionentre les phases nématique et smetique d'un ristal liquide, qui a déjà faitl'objet de travaux (f. [BCLP02℄), se produit autour d'une température ri-tique que les artiles [Pan03, Pan06, HP08b, HP08a℄ ont introduite et étudiée.Il se trouve que ette température est la plus petite valeur propre d'un opéra-teur de Shrödinger ave hamp magnétique (d'intensité B onstante). Il estalors naturel de lui appliquer les méthodes semi-lassiques (voir les travaux[HM01, HM02, HM04, FH06a, FH09℄) pour en onnaître un développementasymptotique quand B → +∞ et pour omprendre ertains e�ets de loali-sation des fontions propres assoiées. Le problème des ristaux liquides estposé naturellement en dimension 3 et nous sommes don amenés à analyserun problème de Shrödinger en dimension 3. Cela est assez déliat, d'autantqu'une grande partie des résultats onnus traitent le as du hamp uniformeet que, dans le as des ristaux liquides, le hamp n'est pas uniforme (seul sonmodule l'est). Cela nous a alors amenés à nous interroger sur le problème endimension 2 (puis 3) dans l'espoir de omprendre les nouveaux phénomènesque la non-uniformité du hamp pouvait introduire. L'ensemble de es pro-blèmes a donné lieu aux quatre artiles [Ray09d, Ray09, Ray09a, Ray09b℄.Nous allons ommener par préiser le adre du problème de Shrödinger endimension 2 (puis 3) et les problèmes semi-lassiques qui nous ont oupéset ensuite nous aborderons les questions relatives aux ristaux liquides.15



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.1 Cadre de travail pour le problème semi-lassiqueDans ette setion, nous introduisons d'abord les objets qui vont attirernotre attention. Ensuite, nous rappellerons les questions, les résultats onnuset nous énonerons les résultats auxquels nous avons abouti en dimension 2d'une part et en dimension 3 d'autre part.A�n de poser le problème qui nous intéresse, nous avons besoin de quelquesnotations.Soit d ∈ {2, 3}. SoitΩ un ouvert borné de Rd à bord régulier etA ∈ C∞(Ω,Rd) ;on note A = (Ai)1≤i≤d. A est appelé potentiel veteur et nous onsidérons lehamp magnétique qu'il génère dé�ni par :
β = ∇×A = ∂1A2 − ∂2A1 si d = 2,

β = ∇×A = (∂2A3 − ∂3A2, ∂3A1 − ∂1A3, ∂1A2 − ∂2A1) si d = 3.Pour B > 0 et u ∈ H1(Ω), on introduit la forme quadratique :
qNBA,Ω(u) =

∫

Ω

|(i∇ +BA)u|2dxet nous onsidérons l'opérateur autoadjoint qui lui est assoié par le théorèmede Friedrihs, i.e la réalisation de Neumann de (i∇+BA)2 sur Ω, notée PBA,Ω,qui admet omme domaine :
{u ∈ L2(Ω,C) : u ∈ H2(Ω,C) et (i∇ + BA)u · ν = 0 sur ∂Ω}.Comme le domaine de qNBA,Ω est H1(Ω,C) et que et espae de Sobolev s'in-jete de façon ompate dans L2(Ω,C), le spetre de l'opérateur assoié estune suite roissante de valeurs propres qui tend vers +∞. Nous noterons

λ1(B,A) la plus petite valeur propre de et opérateur. Par le prinipe dumini-max, nous avons :
λ1(B,A) = inf

u∈H1(Ω)

qNBA,Ω(u)

‖u‖2
.Notre prinipal entre d'intérêt sera d'obtenir un développement asympto-tique de λ1(B,A) lorsque B → +∞. Quitte à poser B = h−1 et à onsidérerle régime h → 0, nous voyons qu'il s'agit d'un problème semi-lassique. Au-trement dit, nous sommes amenés à étudier le spetre et le omportementdes fontions propres de

(ih∇ +A)2 = −h2∆ + 2ihA · ∇ + ihdiv(A) + ‖A‖2,



1.1. CADRE DE TRAVAIL POUR LE PROBLÈME SEMI-CLASSIQUE17quand h→ 0.Rappelons brièvement quelques idées générales d'analyse semi-lassique dansle as où A = 0, en présene d'un potentiel életrique V et sur l'axe réel.Cela donnera en e�et un aperçu des prinipes que nous utiliserons.Quelques idées semi-lassiquesOn onsidère la réalisation autoadjointe sur R de :
−h2 d

2

dx2
+ V (x),pour V une fontion régulière admettant un unique minimum non-dégénéréen 0 tel que V (0) = 0 et tendant vers l'in�ni quand |x| → +∞. On e�etuele hangement d'éhelle :

x = h1/2y,et on est ramené à étudier quand h→ 0 :
h

(
− d2

dy2
+ h−1V (h1/2y)

)
.On développe alors formellement près de 0 :

h−1V (h1/2y) =
V ′′(0)

2
y2 +

+∞∑

j=3

αjh
j/2−1yj.Ainsi, on peut se ontenter d'examiner l'opérateur :

Hh = h

(
− d2

dy2
+
V ′′(0)

2
y2

)
+

+∞∑

j=3

αjh
j/2yj.La partie prinipale, lorsque h → 0, est l'osillateur harmonique. Si nousnous intéressons au bas du spetre, nous sommes amenés, en développantformellement la première valeur propre et une fontion propre assoiée, à :

λh1 = h
+∞∑

j=0

λjh
j/2et

ψh =
+∞∑

j=0

ψjh
j/2.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONIl est aisé de voir que λ0 doit être la plus petite valeur propre de l'osilla-teur harmonique (qui vaut √V ′′(0)
2

) et ψ0 une fontion propre assoiée (i.e.une gaussienne). Nous ne nous étendons pas davantage sur e sujet ; nous yreviendrons dans la suite.Nous pouvons en�n remarquer que les résultats que nous énonerons nedépendent pas du potentiel veteur A, mais du hamp magnétique β ; ela estdû à une invariane de jauge. Introduisons en e�et le gradient magnétique :
i∇BA = i∇ +BAet observons que :

e−iBφi∇BA,ΩeiBφ = i∇BA+B∇φ,Ω,d'où l'on tire :
e−iBφPBA,ΩeiBφ = PBA+B∇φ,Ω,e qui implique que PBA,Ω et PBA+B∇φ sont unitairement équivalents (ils ontdon en partiulier même spetre).Nous distinguons à présent suivant la dimension.1.2 Analyse semi-lassique d'opérateurs de Shrö-dinger ave hamp magnétique en 2DAvant d'introduire les questions et résultats prinipaux de notre travailonernant la dimension 2, nous ommençons par examiner un problème plussimple.1.2.1 PréliminairesPour omprendre les phénomènes qui vont apparaître dans la suite, nousonsidérons le problème ave hamp magnétique onstant dans R2

+. Ce pro-blème apparaîtra en e�et de façon naturelle lorsque, sous ertaines hypo-thèses, on sera ramené à un problème d'estimation d'énergie près du bord ;e dernier sera alors approhé par le demi-plan R2
+ = {(s, t) ∈ R2 : t > 0} etle hamp sera approhé par le hamp onstant.



1.2. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 2D 19Problème dans R2
+Le hamp magnétique est ii supposé onstant égal à 1. Un potentielveteur assoié est A = (−t, 0)et nous onsidérons la réalisation de Neumann sur R

2
+ de :

H = (Ds − t)2 +D2
t ,où Ds = i∂s et Dt = i∂t.En e�etuant une transformée de Fourier par rapport à s, on déompose Hsous forme d'intégrale direte (on se réfère à [RS78℄ pour plus de détails sure sujet) :

H =

∫ ⊕
H(ξ)dξ,où H(ξ) est la réalisation de Neumann de = D2

t + (t + ξ)2 sur R+. On saitque le bas du spetre de H est donné par (f. [RS78℄) :
inf σ(H) = inf

ξ∈R

inf σ(H(ξ)).Cela nous amène don à examiner ette famille d'opérateurs dans le para-graphe suivant (les résultats énonés sont démontrés dans [DH93, HM01℄).Osillateur harmonique sur un demi-axePour ξ ∈ R, nous onsidérons la réalisation de Neumann hN,ξ sur L2(R+)assoiée à
− d2

dt2
+ (t+ ξ)2, D(hN,ξ) = {u ∈ B2(R+) : u′(0) = 0}. (1.2.1)On sait que et opérateur est à résolvante ompate puisque le domaine dela forme quadratique assoiée, notée qN,ξ, est B1(R+) qui s'injete de façonompate dans L2(R+). On note µ(ξ) sa plus petite valeur propre ; l'étatpropre assoié, stritement positif et L2-normalisé est noté uξ = u(·, ξ) et laméthode des di�érenes quotients permet de montrer qu'il est dans la lassede Shwartz S(R+) (f. [Bré97℄). La fontion ξ 7→ µ(ξ) admet un uniqueminimum non-dégénéré en ξ = ξ0 et on pose :

Θ0 = µ(ξ0), (1.2.2)
C1 =

u2
ξ0

(0)

3
. (1.2.3)



20 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn peut montrer que Θ0 = ξ2
0 . Pour k ∈ N∗, on introduit Mk :

Mk =

∫

t>0

(t+ ξ0)
k|uξ0(t)|2dt.Rappelons en�n les identités établies dans [BS98, p. 1283-1284℄ :

M0 = 1, M1 = 0, M2 =
Θ0

2
, M3 =

C1

2
et

µ′′(ξ0)

2
= 3C1

√
Θ0.(1.2.4)Résolvante régulariséeNous noterons R0 l'appliation dé�nie de L2(R+) dans L2(R+) de la façonsuivante.Pour tout f ∈< uξ0 >

⊥, R0f est l'unique solution v ∈ < uξ0 >
⊥ ∩D(hN,ξ0)de

(hN,ξ0 − Θ0)v = fet pour tout f ∈< uξ0 >, R0f = 0.Nous avons la proposition suivante (f. [FH09℄) :Proposition 1.2.1 R0 envoie S(R+) dans S(R+).Historique et résultatsOn supposera toujours que β > 0 sur Ω. Nous introduisons :
b = inf

Ω
β and b′ = inf

∂Ω
β. (1.2.5)On ommene par iter un résultat founissant le premier terme de l'asymp-totique dans le as d'un hamp magnétique général, mais qui va pourtantnous fournir d'importants renseignements (voir [LP99a, FH09℄) :Théorème 1.2.2 On dispose de l'estimation asymptotique suivante, quand

B → +∞ :
λ1(B,A) = min(Θ0b

′, b)B + o(B).Heuristique du Théorème 1.2.2Faisons quelques ommentaires sur le sens des termes qui apparaissentdans le préédent théorème. La ontribution énergétique liée à l'intérieur de
Ω est bB et orrespond asymptotiquement au bas du spetre de la réalisa-tion de Dirihlet de (i∇ +BA)2 sur Ω (nous y reviendrons en (1.4.32)). Laontribution énergétique du bord est Θ0b

′B et s'obtient en approhant Ω par



1.2. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 2D 21le demi-plan près de ∂Ω et on est ramené au problème sur R2
+ ave hampuniforme. Nous supposerons toujours que :

Θ0b
′ < b, (1.2.6)e qui fait du problème un problème de bord. Dans le as d'un hamp magné-tique uniforme, nous pouvons noter que ette hypothèse est automatiquementvéri�ée.Énonçons un résultat dans le as où β est onstant, dans le as du disque(f. [BPT98℄) et qui nous montre le genre de résultat qui va nous ouper :Théorème 1.2.3 On suppose que β = 1 et que Ω = D(0, R). Alors, quand

B → +∞, on a :
λ1(B,A) = Θ0B − C1R

−1
√
B +O(1),En revenant au as d'un ouvert général, l'idée est alors d'approher le bordpar le erle osulateur et d'approher le hamp magnétique par le hamponstant. Cela nous mène au théorème suivant :Théorème 1.2.4 Supposant que β = 1, nous avons le développement asymp-totique suivant, quand B → +∞ :

λ1(B,A) = Θ0B − C1κmax
√
B +O(B1/3),où

κmax = max{k(s), s ∈ ∂Ω}et k(s) désigne la ourbure du bord au point d'absisse urviligne s. De plus,l'état fondamental déroît exponentiellement loin des points du bord où laourbure est maximale.Remarque 1.2.5.Ce résultat a été d'abord annoné suite à une analyse formelle dans [BS98℄et ensuite rigoureusement prouvé dans le as du disque (voir [BPT98℄). Men-tionnons aussi que dans [LP99a℄, un développement au premier ordre a aussiété prouvé. Pour des développements à des ordres plus élevés, on peut en-�n mentionner les travaux [dPFS00, HM01, FH06a, FH09℄. Notre but estl'obtention d'un résultat analogue lorsque le hamp magnétique n'est plusonstant.
�



22 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.2.2 Développement à deux termes pour le hamp ma-gnétique variableCommençons par énoner une estimation grossière de la plus petite valeurpropre :Théorème 1.2.6 Sous l'hypothèse (1.2.6) et en supposant de plus que β|∂Ωadmet un unique minimum qui est non dégénéré, nous avons, quand B →
+∞ :

λ1(B,A) = Θ0b
′B +O(B1/2).Remarque 1.2.7.Le premier terme a déjà été obtenu par de nombreux auteurs (f. [LP99a,HM01℄), mais ave un reste moins bon. Notre hypothèse de non-dégénéresenepermet de trouver le reste optimal en O(B1/2) (plus préisément, l'amélio-ration a lieu dans la minoration). Cet ordre de grandeur du reste est ruialdans l'établissement d'estimées d'Agmon tangentielles.

�Énonçons un résultat de loalisation tangentielle des premières fontionspropres pour voir plus préisément de quoi il s'agit.Proposition 1.2.8 (Estimées tangentielles d'Agmon pour uB) Soit uBune fontion propre assoiée à la plus petite valeur propre de PBA,Ω. Alors ilexiste C > 0 et B0 > 0 tels que pour tout B ≥ B0, on a :
∫

exp(α1χ(t(x))d(s(x))B1/2){|uB|2 +B−1|(i∇ +BA)uB|2}dx ≤ C‖uB‖2,où χ est une fontion tronature régulière dans un voisinage du bord, t(x) = d(x, ∂Ω),
s(x) est l'absisse urviligne sur le bord et où d est la distane d'Agmon auminimum de β dé�nie dans la Setion 3.2.Remarque 1.2.9.Cette estimation améliore la loalisation trouvée dans [HM01℄ en e qu'ellespéi�e le omportement de uB près du minimum de β. Dans le hapitre 3,nous obtiendrons également des estimées d'Agmon pour DsuB. Toutes esloalisations seront apitales dans l'obtention du deuxième terme du Théo-rème 1.2.6.

�Nous pouvons en�n énoner notre théorème prinipal qui donne l'expressiondu deuxième terme :



1.2. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 2D 23Théorème 1.2.10 Supposant que β|∂Ω admet un unique minimum non dé-généré en x0, nous avons, quand B → +∞ :
λ1(B,A) = Θ0b

′B + Θ1/2b
′1/2B1/2 +O(B2/5),où

Θ1/2 = Θ1/2(x0) = −κ(x0)C1+

(
C1

2
− Θ0ξ0

)
1

b′
∂β

∂t
(x0)+Θ

3/4
0

(
3C1

2b′
∂2β

∂s2
(x0)

)1/2

.Il est aisé de généraliser e résultat au as où β|∂Ω admet un ensemble �ni Mde minima non dégénérés ; nous disposons en e�et du même développementasymptotique en remplaçant Θ1/2 par min
x∈M

Θ1/2(x). En fait, sans hypothèsesur la non-dégénéresene des minima, nous royons que la onlusion duThéorème 1.2.10 reste vraie en remplaçant Θ1/2 par min
x∈M

Θ1/2(x). De plus,le reste optimal est ertainement O(B1/4) omme ela est suggéré par lesaluls que nous e�etuerons pour obtenir la majoration. Ces mêmes alulsnous invitent également à onjeturer le développement suivant de la n-ièmevaleur propre :
λn(B,A) = Θ0b

′B + Θn
1/2B

1/2 +O(B1/4).où :
Θn

1/2 = −κ(x0)C1+

(
C1

2
− Θ0ξ0

)
1

b′
∂β

∂t
(x0)+(2n−1)Θ

3/4
0

(
3C1

2b′
∂2β

∂s2
(x0)

)1/2

.Par ailleurs, e théorème met en lumière le fait que, dans le as du hampmagnétique variable, la loalisation n'est plus dirigée uniquement par la our-bure ; il faut désormais prendre en ompte les variations du hamp magné-tique qui sont du même ordre que l'e�et géométrique. En fait, e développe-ment à deux termes pourrait ertainement être généralisé à n'importe quelordre sous les hypothèses préédentes (uniité et non-dégénéresene du mi-nimum de β|∂Ω) en utilisant une approhe de Grushin (f. [FH06a℄). Nouspouvons aussi noter que le as où le hamp magnétique s'annule de façonnon dégénérée dans Ω a été traité dans [KP02℄. De plus, le as où il s'an-nule de façon non dégénérée sur le bord demeure un problème ouvert etpourrait être un problème intéressant. D'autre part, les Théorèmes 1.2.6 et1.2.10 sont sensibles à l'hypothèse de régularité du bord. Lorsque le domainepossède des oins (voir [Bon05, Theorem 1.2℄) et ave un hamp magné-tique variable, l'état fondamental n'est plus néessairement loalisé près despoints du bord où le hamp magnétique est minimum. En�n, le omporte-ment asymptotique dans les Théorèmes 1.2.6 et 1.2.10 dépend fortement de



24 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONla ondition de Neumann qu'on a mise au bord, omme on peut le voir dans[Ka06, Ka07a, Ka07b℄. En partiulier, dans ertains as, la loalisationn'est plus déterminée par les points où β est minimal.Champ magnétique onstant sur le bordDans [Ara07, Ara06℄, le as du hamp magnétique onstant sur le bord esttraité. Néanmoins, e as a été étudié sous une hypothèse de non-dégénéresenetrès restritive ; dans es travaux, l'hypothèse est en e�et que la ourbure dubord κ est maximale en x = x0 et que la dérivée normale ∂β
∂t

admet préi-sément un unique minimum en x = x0 ; de plus, le minimum de ∂β

∂t
− b′κest supposé non dégénéré. Dans notre travail, nous améliorons e résultaten nous plaçant sous des hypothèses génériques ; en partiulier, nous seronsamenés à remarquer que la quantité à maximiser est la ourbure magnétiquedé�nie par :

κ̃(x) = C1κ(x) +

(
Θ0ξ0 −

C1

2

)
1

b′
∂β

∂t
(x).Plus préisément, notre résultat est le suivant :Théorème 1.2.11 (Majoration : hamp magnétique onstant sur ∂Ω)Lorsque le hamp magnétique est onstant sur le bord, nous avons la majo-ration, lorsque B tend vers +∞ :

λ1(B,A) ≤ Θ0b
′B−max

x∈∂Ω

{
C1κ(x) −

(
C1

2
− Θ0ξ0

)
1

b′
∂β

∂t
(x)

}
b′1/2B1/2+O(B1/3),où κ(x) désigne la ourbure du bord au point x.Remarque 1.2.12.1. La minoration orrespondante pourrait ertainement être obtenue aveles tehniques de [FH09℄.2. En supposant l'existene d'un unique maximum non dégénéré de laourbure magnétique κ̃, on pourrait sûrement donner un développe-ment asymptotique à tout ordre de λ1(B,A) ainsi que des propriétésde loalisation omme pour le as du hamp onstant (voir [FH06a℄).

�



1.3. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 3D 251.3 Analyse semi-lassique d'opérateurs de Shrö-dinger ave hamp magnétique en 3DA�n de mieux omprendre les problèmes qui apparaissent en dimension 3,examinons le as du hamp uniforme dans
R

3
+ = {(r, s, t) ∈ R

3 : t > 0}.La raison pour laquelle nous onsidérons e as est la même que elle dontnous avons parlé au préalable en dimension 2.1.3.1 Problème dans R
3
+Dans e paragraphe, nous introduisons quelques notations essentielles etnous rappelons quelques résultats élémentaires.L'angle entre le hamp magnétique β et le plan t = 0 est noté θ et ainsi,quitte à e�etuer une rotation, on peut requérir (en prenant un hamp denorme 1) :

β = (0, cos θ, sin θ).Un potentiel veteur assoié estA = (Vθ(s, t), 0, 0),où
Vθ(s, t) = t cos θ − s sin θ (1.3.7)et on onsidère la réalisation de Neumann sur R3

+ de
H(θ) = (Dr + t cos θ − s sin θ)2 +D2

s +D2
t .On dé�nit :

σ(θ) = inf σ(H(θ)). (1.3.8)Après une transformation de Fourier dans la variable r, on peut déomposer
H(θ) sous forme d'intégrale direte (f.[RS78℄) :

H(θ) =

∫ L

H(θ, τ) dτ,où :
H(θ, τ) = (τ + t cos θ − s sin θ)2 +D2

s +D2
t . (1.3.9)On pose

H(θ) = H(θ, 0).



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn dé�nit :
σ(θ, τ) = inf σ(H(θ, τ)) (1.3.10)et 'est alors un résultat lassique que
σ(θ) = inf

τ
σ(θ, τ).Le lemme suivant, dû à Lu-Pan et dont une preuve se trouve dans [FH09℄(voir aussi les référenes qui s'y trouvent) réunit des propriétés élémentairesde la fontion σ :Lemme 1.3.1 Nous disposons des propriétés suivantes :1. inf σ(H(θ)) = σ(θ) pour θ ∈ ]0, π

2

[,2. σ est analytique sur ]0, π
2

[,3. σ est stritement roissante sur [0, π
2

],4. 0 < σ(0) < 1 et σ (π
2

)
= 1.5. Pour θ ∈ ]0, π

2

[, on a :
inf σess(H(θ)) = 1 . (1.3.11)6. σ(θ) est une valeur propre simple de H(θ) assoiée à une fontionpropre stritement positive et normalisée notée uθ (voir aussi [RS78℄).En partiulier, l'énergie minimale est atteinte quand le hamp magnétiqueest tangent. Par un hangement d'éhelle, le bas du spetre obtenu quand lehamp est de module ‖β‖ et formant un angle θ ave le bord est donné par :

‖β‖σ(θ). Pour x ∈ ∂Ω, nous posons don :
β̂(x) = σ(θ(x))‖β(x)‖, (1.3.12)où θ(x) est dé�ni par :

‖β(x)‖ sin θ(x) = β · ν(x)ave ν(x) la normale entrante en x. Énonçons un résultat donnant le premierterme de l'asymptotique dans le as général qui met en jeu ette quantité (f.[LP99a, FH09℄) :Théorème 1.3.2 Nous disposons du développement asymptotique suivant,quand B → +∞ :
λ1(B,A) = min(inf

Ω
‖β(x)‖, inf

∂Ω
β̂(x))B +O(B3/4)



1.3. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 3D 27Le as du hamp onstantQuand le hamp est onstant de module 1, on déduit du Lemme 1.3.1 etdu Théorème 1.3.2 que, quand B → +∞ :
λ1(B,A) = Θ0B +O(B3/4).Introduisons

Σ := {x ∈ ∂Ω : β(x) · ν(x) = 0}et supposons que Σ soit une sous-variété régulière de ∂Ω. Une orientationétant hoisie, on peut dé�nir le veteur unitaire tangent à Σ, noté T et onpeut dé�nir :
kn(x) = Kx(T (x) ∧ ν(x),β),où K désigne la deuxième forme fondamentale sur ∂Ω. On peut alors énonerle théorème (f. [HM04℄) :Théorème 1.3.3 On a le développement à deux termes suivant quand B →

+∞ :
λ1(B,A) = Θ0B + γ̂0B

2/3 +O(B2/3−η),pour un ertain η > 0 et où γ̂0 est dé�ni par :
γ̂0 = inf

x∈Σ
γ̃0(x),

γ̃0(x) = 2−2/3ν̂0δ
1/3
0 |kn(x)|2/3 (1 − δ0 + δ0|T (x) · β|)1/3 ,où

δ0 =

√
µ′′(ξ0)

2et
ν̂0 = inf

ρ
inf σ(− d2

dr2
+ (r2 + ρ)2).1.3.2 Des estimations uniformes quand le hamp n'estpas onstant, mais seulement de module onstantNous nous intéressons dans e paragraphe à des estimations de λ1(B,A)lorsque β n'est pas uniforme mais véri�e tout de même ‖β‖ = 1. On introduitla lasse des potentiels assoiés aux hamps magnétiques de module 1 :

A = {A ∈ C3(Ω) : |β| = 1 où β = ∇×A}. (1.3.13)Nos théorèmes prinipaux sont les suivants :



28 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONThéorème 1.3.4 (Minoration uniforme) Pour tout ǫ ∈]0,
1

2
[, il existe

C = C(Ω, ǫ) > 0 et B0 > 0, tels que, pour tout B ≥ B0 et pour tout A ∈ A,
λ1(B,A) ≥ Θ0B − C

(
B1−2ǫ + (1 + |∇β|∞)B1/2+2ǫ

)
.Théorème 1.3.5 (Majoration uniforme) Pour tout δ ∈]0, 1/2[, il existe

C = C(Ω, δ) > 0 et B0 = B0(Ω; δ) > 0, tels que pour tout B ≥ B0 et toutA ∈ A :
λ1(B,A) ≤ Θ0B+C(B2δ+|β|2C1B2−4δ+|β|C1B1−δ+|β|C2B3/2−3δ+|β|2C2B2−6δ),où |β|2C1 = |β|∞ + |∇β|2∞ et |β|2C2 = |β|2C1 + |∇2β|2∞.Remarque 1.3.6.Dans es théorèmes, ǫ et δ n'ont pas de valeur �xée ; ette valeur sera �xéedans les appliations à des familles de potentiels veteurs dont les semi-normes de β peuvent devenir très grandes. Si le hamp magnétique est �xéet qu'on ne s'intéresse plus à l'uniformité, on peut prendre ǫ = 1

8
et δ = 1

3pour avoir les estimations optimales (par rapport à la méthode) qui mènentà un reste en O(B3/4) pour la minoration et en O(B2/3) pour la majoration.
�Nous pouvons présenter une appliation à une famille spéiale de potentielsveteurs qui apparaît, omme nous le verrons dans la Partie III, dans lathéorie des ristaux liquides. Commençons par dé�nir C(τ) pour τ > 0 :

C(τ) = {n ∈ L2(Ω, S2) : ∇× n + τn = 0}. (1.3.14)On observe tout de suite que ‖∇ × n‖ = τ et nous renvoyons à l'AppendieC où et ensemble est dérit.Nous dé�nissons
µ∗(q, τ) = infn∈C(τ)

λ1(q,n). (1.3.15)Dans e ontexte, X-B. Pan a donné des estimations (f. [Pan06℄) lorsque :
qτ → +∞ et τ → 0.Par ailleurs, Hel�er et Pan donnent quelques extensions dans [HP08b℄ in-luant le as :
qτ → +∞ et τ borné.Notre prinipal théorème onernant µ∗(q, τ) (qui permettra de faire tendre

τ vers l'in�ni) est le suivant :



1.3. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 3D 29Théorème 1.3.7 Soit c0 > 0 et 0 ≤ x < 1
2
. Il existe C > 0 et q0 > 0dépendant seulement de Ω, c0 et x tels que, si (q, τ) véri�e qτ ≥ q0 et

τ ≤ c0(qτ)
x, (1.3.16)alors :

Θ0 −
C

(qτ)1/4−x/2 ≤ µ∗(q, τ)

qτ
≤ Θ0 +

C

(qτ)1/3−2x/3
. (1.3.17)Remarque 1.3.8.Ce résultat a été obtenu ave x = 0 dans [HP08b℄ et des estimations plusgrossières sont présentes dans [BCLP02℄ lorsque τ

q
→ 0.

�1.3.3 Une majoration dans un as génériqueNous nous intéressons maintenant au as où la diretion et l'intensité duhamp magnétique peuvent varier.Hypothèses prinipalesÉnonçons nos hypothèses sur le hamp magnétique. Notre majoration nesera intéressante que lorsque la propriété suivante est satisfaite (f. Théorème(1.3.2)) :
inf
∂Ω

β̂ < inf
Ω

‖β‖. (1.3.18)Cette ondition est aussi appelée ondition de supraondutivité de surfae(f. [LP00b, FH09℄). Elle implique une loalisation des états fondamentauxsur le bord quand h → 0 et ainsi, près du bord, on va s'intéresser à unas générique omme nous l'avons fait en dimension 2 (voir [Ray09℄) ; noussupposerons don d'abord que :
β̂ admet un minimum en x0 (1.3.19)et qu'en e point, le hamp n'est ni tangent ni orthogonal au bord, i.e. :

0 < θ(x0) = θ1 <
π

2
. (1.3.20)Nous souhaitons omprendre le omportement semi-lassique des valeurspropres dans le bas du spetre de PBA. À ette �n, on onstruit un opé-rateur dont le spetre est prohe de elui de PBA. Suite à ela, nous sommes



30 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONamenés à une onstrution de quasimode assoiée à et opérateur et parallè-lement, nous déduisons, en un ertain sens, une asymptotique à trois termes(en puissanes de B−1/2) pour le bas du spetre. En vue de dé�nir les dif-férents termes de l'asymptotique, haun orrespondant à une étape dansla onstrution du quasimode, nous avons besoin d'introduire quelques inva-riants. On dé�nit d'abord la base orthonormée direte (
−→
l0 ,

−→τ0 ,−→ν0) attahéeau point x0 :1. −→ν0 est la normale entrante en x02. −→τ0 =
β(x0) − (β(x0) · −→ν0)

−→ν0

‖β(x0) − (β(x0) · −→ν0)
−→ν0‖3. −→

l0 = −→τ0 ×−→ν0 .Nous pouvons alors présenter nos résultats.Deuxième oe�ient de l'asymptotiqueNotre premier invariant dépend de la deuxième forme fondamentale en x0notée K :
K11 = K(

−→
l0 ,

−→
l0 ),

K22 = K(−→τ0 ,−→τ0 ),

K12 = K(
−→
l0 ,

−→τ0 ).Rappelons que ette forme est dé�nie pour −→u ,−→v ∈ Tx∂Ω par :
K(−→u ,−→v ) =< Dx

−→ν (−→u ),−→v > .Il dépend aussi de ertaines dérivées de β en x0 :
β = ∇ <

β

‖β(x0)‖
,−→τ0 > ·−→τ0

δ̃ = ∇ <
β

‖β(x0)‖
,
−→
l0 > ·−→l0 ,

η = ∇ <
β

‖β(x0)‖
,−→τ0 > ·−→ν0 −K11 cos(θ),ave θ = θ1. En x0, on dé�nit alors la quantité Cβ,K(x0) par :

2β < Vθ(st−
T

2
s2)uθ, uθ > +η < t2Vθuθ, uθ > +

2δ̃

sin θ

∫

t>0

t|Dsuθ|2+ < HKuθ, uθ >,(1.3.21)



1.3. ANALYSE SEMI-CLASSIQUE : 3D 31où Vθ est dé�ni en (1.3.7) et
T = T (θ) = −C(θ)

S(θ)
, (1.3.22)ave

C = C(θ) = cos θσ(θ) − sin θσ′(θ) , S = S(θ) = sin θσ(θ) + cos θσ′(θ)(1.3.23)et
HK = (K11 +K22)∂t + 2tK11V

2
θ + 2tK22D

2
s + 2tK12(VθDs +DsVθ). (1.3.24)Remarque 1.3.9.1. On peut noter que S(θ) > 0. En e�et, on sait (voir [FH09℄) que σ′(θ) ≥

0, σ(θ) > 0 et on a supposé que θ 6= 0.2. Une intégration par parties fournit
< t(VθDs +DsVθ)uθ, uθ >= 0et ainsi Cβ,K(x0) est réel.3. Nous verrons que la onstrution de Cβ,K(x0) utilise seulement que x0est un point ritique de β̂.

�Nous pouvons alors énoner une première majoration :Théorème 1.3.10 Sous les hypothèses (1.3.19) et (1.3.20), il existe D > 0et B0 > 0 tels que, pour B ≥ B0 :
λ1(B,A) ≤ β̂(x0)B + Cβ,K(x0)B

1/2 +D.où Cβ,K(x0) est dè�ni en (1.3.21).Nous supposons maintenant (et ela est enore générique) que :
β̂ admet un minimum non-dégénéré en x0. (1.3.25)



32 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONTroisième oe�ient de l'asymptotiqueOn désigne par Sβ la hessienne de β̂ en x0, 'est à dire :
Sβ(r, s) =

1

2
∂2
r β̂(x0)r

2 +
1

2
∂2
rsβ̂(x0)(sr + rs) +

1

2
∂2
s β̂(x0)s

2On peut désormais introduire un opérateur apital pour la ompréhensiondu troisième terme :
S̃β = Sβ(Dτ ,

τ

sin θ
). (1.3.26)Par l'hypothèse de non-dégénéresene (1.3.25), et opérateur est un osilla-teur harmonique.Notre résultat prinipal s'énone alors (f. [Ray09b℄ pour plus de détails etune version du théorème un peu plus forte) :Théorème 1.3.11 Sous les hypothèses (1.3.25) et (1.3.20), il existe d ∈ R,

D1 > 0 et B1 > 0 tels que, pour B ≥ B1 :
λ1(B,A) ≤ β̂(x0)B + Cβ,K(x0)B

1/2 + λ1(S̃β) + d+D1B
−1/2.où λ1(S̃β) est la plus petite valeur propre de S̃β.Dans la setion suivante, nous présentons les tehniques qui nous permettrontde démontrer nos théorèmes d'analyse semi-lassique.1.4 Méthodes de démonstrationDans ette sous-setion, nous nous proposons d'exposer les tehniquesd'analyse semi-lassique que nous utiliserons onstamment. Elles se divisenten deux types : les tehniques pour la minoration et les tehniques pourla majoration. Remarquons d'abord que la majoration sera toujours plusfaile que la minoration ; en e�et, pour majorer la plus petite valeur propre,il su�t de hoisir onvenablement une fontion, de l'injeter dans la formequadratique (ou dans l'opérateur) et de faire le alul (qui est favorisé par laforme expliite de la fontion test). Pour la minoration, le problème est plusdéliat, ar nous ne onnaissons pas a priori le omportement des premièresfontions propres (propriétés de déroissane par exemple).Avant de donner les tehniques fondamentales, nous donnons d'abord unhoix de jauge loale tel que le potentiel veteur A ne dépende que de β etqui nous permettra de ontr�ler l'uniformité dans nos estimations.



1.4. MÉTHODES DE DÉMONSTRATION 33Approximations du hamp magnétique dans une boule ou une demi-bouleLes lemmes suivants vont permettre de déterminer un hoix anonique de A.Les résultats qui suivent sont aussi bien valables pour d = 2 que d = 3. Soit
D une boule ou une demi-boule de entre 0 et de rayon r > 0.Lemme 1.4.1 Soit F ∈ C2(D,Rd).On suppose l'existene de C > 0 et n ∈ N∗ tel que :

|∇ × F| ≤ C|x|n,pour x ∈ D. Alors, il existe u ∈ C3(D) et α > 0 tels que :
|F(x) −∇u(x)| ≤ αC|x|n+1,pour tout x ∈ D.Preuve.La preuve est analogue à elle du théorème de Poinaré.Dé�nissons pour x ∈ D :
u(x) =

∫ 1

0

F(tx) · x dt.Véri�ons que u onvient. Comme F ∈ C2(D,Rd), on peut prolonger F en unefontion C2 sur Rd et ainsi en alulant, on trouve, pour x ∈ D :
∂iu(x) = Fi(x) +

d∑

j=1,j 6=i

∫ 1

0

(∂iFj − ∂jFi) (tx)txjdt.

�En onséquene, on déduit immédiatement le lemme suivant :Lemme 1.4.2 Il existe C > 0 tel que, pour tout A ∈ C2(D), il existe
φ ∈ C3(B) véri�ant :

|A(x) −Alin(x) −∇φ(x)| ≤ C|∇β|∞|x|2,pour x ∈ D et où Alin est dé�ni par :Alin(x) =
1

2
β(0) ∧ x.



34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION1.4.1 Majoration : onstrution de quasimodesNous expliquons ii suintement, dans le as de l'équation de Shrödin-ger ave hamp magnétique, le prinipe des onstrutions de quasimodes.Rappelons que nous nous intéressons à la réalisation de Neumann sur Ω del'opérateur :
H =

d∑

j=1

(Dj +BAj(x))
2,quand B tend vers l'in�ni. Quitte à mettre B en fateur et à poser h = B−1,nous pouvons regarder l'opérateur :

Hh =
d∑

j=1

(hDj + Aj(x))
2.Nous allons onstruire un quasimode loalisé près d'un point du bord x0.On prend des oordonnées près du bord (y1, · · · , yd) où yd = d(x, ∂Ω) et où

(y1, · · · , yd−1) sont des oordonnées sur ∂Ω de sorte que les oordonnées de
x0 sont (0, 0, 0). On érit le potentiel veteur dans e nouveau système deoordonnées (il sera noté Ã), ainsi que l'opérateur. On hoisira toujours unejauge dans laquelle Ã(0, 0, 0) = 0. (1.4.27)On e�etue ensuite un hangement d'éhelle :

y1 = hδ1 ỹ1, y2 = hδ2 ỹ2, · · · , yd = h1/2ỹd,pour des rationnels
0 < δi ≤

1

2
(1.4.28)qu'il faut déterminer. L'éhelle de la oordonnée normale yd sera toujours

h1/2 (nous y reviendrons en Setion 1.4.3). Nous notons alors Hh l'opérateurainsi obtenu.On e�etue un développement de Taylor des fontions qui apparaissent et onpeut formellement développer Hh sous ette forme :
Hh = h

+∞∑

j=0

Hjh
δj ,pour un ertain rationnel δ > 0 dépendant des δi qu'il faut déterminer. Laprésene du h en fateur est due à (1.4.28) et à (1.4.27).



1.4. MÉTHODES DE DÉMONSTRATION 35L'idée est alors de herher un développement de la première valeur propresous la forme :
λh1 = h

+∞∑

j=0

λjh
δjet d'une fontion propre assoiée :

ψh =

+∞∑

j=0

ψjh
δj .On érit

Hhψh = λh1ψ
h,on développe formellement et on identi�e les oe�ients pour arriver à unsystème triangulaire de la forme :

H0ψ0 = λ0ψ0,

H0ψ1 +H1ψ0 = λ0ψ1 + λ1ψ0,

H0ψ2 +H1ψ1 +H2ψ0 = λ0ψ2 + λ1ψ2 + λ2ψ0,∑

k+l=n

Hkψl =
∑

k+l=n

λkψl

· · ·Remarquons ii qu'en général,H0 n'opérera que dans ertaines variables (yjk).Comme on herhe une estimation de la plus petite valeur propre, on veutprendre λ0 aussi petit que possible et on hoisit don le bas du spetre de
H0 et on doit prendre pour ψ0 un produit tensoriel entre une fontion propre
u0 de H0 omme opérateur en les (yjk) et une fontion en les oordonnésrestantes φ0 (et qu'il faudra déterminer). La deuxième équation s'érit alors :

(H0 − λ0)ψ1 = λ1ψ0 −H1ψ0.Pour résoudre, il faut que le seond membre soit dans l'orthogonal du noyaude H0 − λ0, e qui permet de trouver λ1, puis ψ1 et le proédé ontinue, dumoins si l'éhelle hδ est la bonne. Arrivé à l'étape n, on a onstruit
ψnh =

n∑

j=0

ψjh
jδet une approximation formelle de la première valeur propre :

λnh = h
n∑

j=0

λjh
jδ.



36 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn tronque ψnh à l'aide d'une fontion tronature régulière χ, puis on revientdans les oordonnées initiales et on injete χψnh dans l'opérateur Hh pourobtenir (en utilisant des propriétés de déroissane des ψj) :
< (Hh − λnh)ψ

n
h , ψ

n
h >= O(hδ(n+1)),e qui fournit une majoration. Une autre possibilité serait d'érire :

(Hh − λnh)ψ
n
h = O(hδ(n+1))et d'appliquer le théorème spetral :Théorème 1.4.3 Si H désigne un opérateur auto-adjoint de domaineD(H),on a :

d(λ, σ(H))‖ψ‖ ≤ ‖(H − λ)ψ‖, ∀λ ∈ C, ∀ψ ∈ D(H).On onlurait alors qu'il existe une valeur propre de Hh prohe de λnh. Notonsqu'en utilisant l'étape 0 du proédé dérit i-dessus, on obtient la majorationdans le Théorème 1.2.2 et elle du Théorème 1.3.2.Nous expliquons maintenant quelques tehniques fondamentales dont noususerons pour trouver des minorations.1.4.2 Vers la minoration : les partitions de l'unitéNous dé�nissons d'abord la partition que nous utiliserons en général.Partition de l'unité et IMSDe façon générale, on utilise une tehnique de loalisation permettant larédution à des modèles plus simples. On introduit à ette �n la partition del'unité suivante (f. [HM04℄) :
∑

j

|χrj |2 = 1 sur Ω ; (1.4.29)
∑

j

|∇χrj |2 ≤ Cr−2 sur Ω. (1.4.30)Chaque χrj est une fontion de tronature régulière supportée dans Dj ∩Ω où
Dj est une boule de entre xj et de rayon r. On peut supposer que les boulesqui renontrent le bord ont leur entre sur le bord. Notons que C = C(Ω) > 0est indépendant de r. À ette partition est assoiée la formule suivante, dite�formule d'IMS�, qui est basée sur une simple intégration par parties (f.[CFKS86℄) :



1.4. MÉTHODES DE DÉMONSTRATION 37Lemme 1.4.4
qBA(u) =

∑

j

qBA(χrju) −
∑

j

‖|∇χrj |u‖2, ∀u ∈ H1(Ω). (1.4.31)Donnons un exemple d'appliation de ette tehnique de loalisation qui noussera utile dans la suite.Preuve de la minoration dans le Théorème 1.2.2On remarque que :
[i∂1 + A1, i∂2 + A2] = i∇×A = iβet on note que, pour φ ∈ C∞

0 (Ω), on a :
∫

Ω

[i∂1 + A1, i∂2 + A2]φφdx = i

∫

Ω

β|φ|2.En intégrant par parties et ave l'inégalité de Cauhy-Shwarz, il vient (voiraussi [AHS78℄) :
∫

Ω

Bβ|φ|2dx ≤ qBA(φ), ∀φ ∈ C∞
0 (Ω). (1.4.32)Une autre preuve de ette inégalité peut être obtenue de la façon suivante(voir [SS03℄ et aussi [Mon95, Appendix, Theorem 5℄) ; on onsidère l'opéra-teur :

DBA = D1 +BA1 + i(D2 +BA2)et on remarque par un alul élémentaire que :
∫

Ω

|DBAφ|2dx = qBA(φ) −
∫

Ω

Bβ|φ|2dx ≥ 0.Soit maintenant j tel que Dj ne renontre pas le bord, on déduit de e quipréède :
qBA(χrju) ≥

∫

Ω

Bβ|χrju|2dx ≥ bB

∫

Ω

|χrju|2dx.Soit alors j tel que Dj renontre le bord. On ommene par hoisir des oor-données (s, t) près du bord. Sans entrer dans les détails (qui seront donnésdans la Setion 2.2.1), on onsidère une paramétrisation γ du bord par l'abs-isse urviligne s et on pose t(x) = d(x, ∂Ω) de sorte que
Φ : (s, t) 7→ γ(s) + tν(γ(s))



38 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONest un C∞-di�éomorphisme et il véri�e D0,0Φ = Id. On note ave des tildesles fontions dans les nouvelles oordonnées. Après hangement de variable,en approhant par la métrique plate, on a :
qBA(χrju) ≥ (1 − Cr)

∫

t>0

|(i∇ +BÃ)ũ|2dsdt.Nous omettons maintenant les tildes pour alléger les notations. Quitte àhanger de jauge (loalement) et en nous souvenant du Lemme 1.4.2 nouspouvons érire, via l'inégalité de Cauhy-Shwarz, pour tout λ > 0 :
qBA(χrju) ≥ (1 − λ)qBAlin(χrju) −

B2

λ

∫

t>0

‖(A−Alin)χrju‖2dx.Le premier terme orrespond à la forme quadratique dans R2
+ ave hamponstant et don en ontr�lant le seond ave le Lemme 1.4.2 on trouve :

qBA(χrju) ≥ (1 − λ)Θ0b
′B‖χrju‖2 − C

B2r4

λ
‖χrju‖2.On prend λ = r2B1/2. Ensuite, en faisant r = B−3/8, on trouve :

qBA(χrju) ≥ (Θ0b
′B − CB3/4)‖χrju‖2.Cela su�t à la preuve de la minoration dans le Théorème 1.2.2 en hoisissant

u = uB, sommant les estimations de l'intérieur et du bord et en onstatantque le reste dans (1.4.31) est d'ordre B3/4.Néanmoins, il est aussi intéressant de hoisir r = R0B
−1/2 et on obtient pourtout u dans H1(Ω) :

qBA(χrju) ≥ (Θ0b
′B − CR2

0B
1/2)‖χrju‖2. (1.4.33)Remarque 1.4.5.On peut noter que tout e paragraphe se transpose en dimension 3 (mi-noration dans le Théorème 1.3.2) ; à ei près que (1.4.32) n'est plus vraieque quand le hamp magnétique est uniforme et que dans le as général, ilfaut approher par le hamp uniforme aussi à l'intérieur. Cela a pour e�etl'apparition d'un reste supplémentaire sans grande gravité.

�1.4.3 Vers la minoration : les estimations d'AgmonComme nous l'avons annoné préédemment, un point déliat pour ladétermination d'une minoration est que nous ne possédons pas d'informationstrès préises (a priori) sur le omportement des premières fontions propres.Ces informations, apitales pour ontr�ler les restes des approximations quenous ferons, sont fournies par les estimées d'Agmon (f. [Agm82, HM01,FH09, FH06a℄).



1.4. MÉTHODES DE DÉMONSTRATION 39Autour des estimations d'Agmon (heuristique)Nous donnons ii quelques idées illustrant le type de raisonnement que nousallons faire dans la suite. Revenons à la réalisation autoadjointe sur R de :
Hh = −h2 d

2

dx2
+ V (x),pour V une fontion régulière admettant un unique minimum non-dégénéréen 0 tel que V (0) = 0 et tendant vers l'in�ni quand |x| → +∞. On onsidèreune fontion propre L2-normalisée uh assoiée à la plus petite valeur proprede Hh notée λh1 et on herhe à onnaître ses propriétés de déroissane quand

h→ 0. Rappelons que
λh1 =

√
V ′′(0)

2
h+ o(h).Il est aisé d'obtenir le ommutateur suivant pour f su�samment régulière :

[Hh, f ] = −2h2f ′ d

dx
− h2f ′′.Or, on a :

[Hh, f ]uh = Hh(fuh) − λh1fuh.On prend f = eΦ ave Φ à hoisir. On multiplie par fuh et on intègre parparties pour trouver que :
∫

R

h2|(fuh)′|2 + (V − h2Φ′2 − λh1)|fuh|2dx = 0et don : ∫

R

(V − h2Φ′2 − λh1)|fuh|2dx ≤ 0.On voudrait obtenir un ontr�le de la norme L2 de fuh. Si on s'intéresse àla déroissane �loin� de 0, on �xe ǫ0 > 0 et il existe un δ > 0 tel que V ≥ δpour |x| ≥ ǫ0. On pose alors Φ = h−1/2Φ̃ et on examine :
V − hΦ̃′2 − λh1 .Dès lors, en prenant pour Φ̃ = |x|, on a, pour h assez petit :

V − hΦ̃′2 − λh1 ≥ δ/2.Ainsi, uh a une déroissane exponentielle dans la région |x| ≥ ǫ0. Ce qui nousintéressera plus partiulièrement est le omportement �près� du minimum. On�xe C0 > 0 assez grand et ǫ0 assez petit et on se plae dans la région
C0h

1/2 ≤ |x| ≤ ǫ0.



40 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONCette fois-i, on pose : Φ = h−1Φ̃ et on regarde :
V − Φ̃′2 − λh1 .On hoisit alors, pour un α petit :
Φ̃(x) = αd(x),où

d(x) =

∫ |x|

0

√
V (s)ds.Cette quantité est appelée distane d'Agmon et nous fournit une minorationoptimale. On a alors :

V − Φ̃′2 − λh1 ≥ (1 − α2)V − λh1 .En�n, omme le minimum de V est non-dégénéré, on obtient la minoration,pour un C1 > 0 onvenable :
V − Φ̃′2 − λh1 ≥ (1 − α2)V − λh1 ≥ C1h.De là, on tire que uh se omporte omme e−ǫx2/h près du minimum. En par-tiulier, on a des estimations de la forme ∫

R
xk|uh|2 ≤ Chk/2 omme dansle as de l'osillateur harmonique. L'intérêt de ette méthode est que nousn'avons pas besoin d'une forme expliite pour uh, qu'elle ne repose pas surla théorie des équations di�érentielles et qu'elle passe à plusieurs variables.Revenons à présent au problème qui nous oupe. Nous observons d'abordque, pour Φ une fontion lipshitzienne réelle et si u est dans le domaine de

PBA,Ω, alors nous avons, par intégration par parties :
ℜ〈(i∇+BA)2u, exp(2B1/2Φ)u〉 = qBA(exp(B1/2Φ)u)−B‖|∇Φ| exp(B1/2Φ)u‖2.Prenant u = uB une fontion propre assoiée à λ1(B,A) , nous déduisons :
λ1(B,A)‖ exp(B1/2Φ)uB‖2 = qBA(exp(B1/2Φ)uB)−B‖|∇Φ| exp(B1/2Φ)uB‖2.(1.4.34)Énonçons maintenant la proposition qui nous donne un ontr�le des premièresfontions propres dans la variable normale t (et e, aussi bien en dimension 2que 3, mais nous ne ferons la démonstration que dans le as de la dimension2, le as de la dimension 3 ne présentant pas de di�ultés supplémentaires) :



1.4. MÉTHODES DE DÉMONSTRATION 41Proposition 1.4.6 (Estimées normales d'Agmon) Soit uB une fontionpropre assoiée à λ1(B,A). Il existe α > 0 et C > 0 tels que pour tout B > 0 :
∫
eαB

1/2t(x){|uB|2 +B−1|(i∇ +BA)uB|2}dx ≤ C‖uB‖2,où t(x) = d(x, ∂Ω). De plus, on a le ontr�le des moments d'ordre n dans lavariable normale t :
∫
t(x)n{|uB|2 +B−1|(i∇ +BA)uB|2}dx ≤ CnB

−n
2 ‖uB‖2.Pour mettre en lumière la tehnique sous-jaente, nous donnons i-dessousune preuve de ette proposition. Cette dernière donnera les ingrédients es-sentiels que nous utiliserons lorsque nous établirons les estimées tangentielles(1.2.8).Preuve.Donnons d'abord l'idée heuristique de la preuve ; la majoration dans le Théo-rème 1.2.2 indique que l'énergie est plus petite que Θ0b

′B quand B est grand,or, nous nous souvenons que la ontribution de l'intérieur de Ω est plus grandeque bB par (1.4.32). Ainsi, ave l'hypothèse 1.2.6, on devine que les premièresfontions propres vont se onentrer près du bord pour B grand.Rendons rigoureuses es onsidérations. Rappelons d'abord (1.4.34) et éri-vons ave (1.4.31) que :
qBA(exp(B1/2Φ)uB) =

∑

j

qBA(χrj exp(B1/2Φ)uB)−
∑

j

‖∇χrj exp(B1/2Φ)uB‖2.Ainsi, ave (1.4.33) et (1.4.32), nous pouvons minorer omme suit :
qBA(exp(B1/2Φ)uB) ≥

∑

j bord

(Θ0b
′B − CR2

0B
1/2)‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2

+ bB
∑

j int

‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2 − CR−2
0 B

∑

j

‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2.On se souvient alors de la majoration dans le Théorème 1.2.2 :
λ1(B,A) ≤ Θ0b

′B + o(B).De là, on tire l'inégalité (en utilisant (1.4.34)) :
∑

j int

(bB − Θ0b
′B − CR−2

0 B − B|∇Φ|2 + o(B))‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2

≤
∑

j bord

(B|∇Φ|2 + o(B) +R2
0B

1/2)‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2.



42 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn divise par B et on est menés à prendre
Φ = αt(x) = αd(x, ∂Ω).On déduit :

∑

j int

(b− Θ0b
′ − CR−2

0 − α2 + o(1))‖χrj exp(B1/2Φ)uB‖2

≤ C(R0)
∑

j bord

(α2 + o(1))‖χrjuB‖2.On hoisit 0 < α < b − Θ0b
′ et R0 assez grand de sorte que pour B assezgrand :

∫
e2αB

1/2t(x)|uB|2dx ≤ C(R0, α)

∫

t(x)≤R0B−1/2

|uB|2dx.Il ne reste plus qu'à réutiliser (1.4.34) pour obtenir :
qBA(exp(B1/2Φ)uB) ≤ CB‖uB‖2et la preuve est terminée.

�Nous passons maintenant à la présentation d'une autre problématique qui afait l'objet de travaux dans ette thèse.1.5 Analyse asymptotique de la fontionnellede Landau-de GennesSoit Ω un ouvert borné de R3 à bord régulier qui représente le lieu oupépar un ristal liquide. Les moléules onstitutives du ristal sont assimilées àdes bâtonnets (f. [dG95℄) et peuvent se disposer de diverses façons ommel'illustre la Figure 1.5.34.Dans notre as, nous verrons omment distinguer, en fontion des diversparamètres, la phase nématique de la phase smetique holestérique.La struture du ristal dépend d'une fontion à valeurs omplexes ψ, appeléeparamètre d'ordre (qui orrespond à la répartition des entres de masse desmoléules) et d'un hamp de veteurs unitaires noté n repésentant la diretionloale des moléules. Plus préisément, la partie réelle de ψ représente ladensité notée ρ (f. [dG95, p.32, hapitre 1℄) :
ρ = ρ0 + ρ1 cos(qn · x).
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Fig. 1.5.34 � Di�érentes strutures des ristaux liquidesLorsque ψ est nul, ela signi�e que les moléules sont peu organisées, lesentres de masses étant uniformément répartis ; la phase du ristal liquideest alors dite nématique. Dans le as ontraire, la phase est dite smetique etle ristal liquide admet une struture en forme de ouhes (qui est aratériséepar le paramètre q, f. Figure 1.5.34).Ainsi, une paire (ψ,n) dérit la on�guration qu'adopte le ristal liquide.L' énergie assoiée à une telle on�guration s'érit, selon P-G. de Gennes(f.[dG95℄) :
F0
DG(ψ,n) =

∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx− κ2

∫

Ω

|ψ|2dx+
κ2

2

∫

Ω

|ψ|4dx

+K1

∫

Ω

(∇ · n)2dx+K2

∫

Ω

|n · ∇ × n+ τ |2dx+K3

∫

Ω

|n× (∇× n)|2dx

+ (K2 +K4)

∫

Ω

Tr((∇n)2 − (∇ · n)2)dx.Analogie ave la fontionnelle de Ginzburg-LandauOn peut noter immédiatement une forte analogie1 entre la fontionnelle deLandau-de Gennes et la fontionnelle de Ginzburg-Landau (qui apparaît enthéorie de la supraondutivité et dont on dira un mot dans l'Annexe Bdans le as de la dimension 2) qui s'érit en e�et, pour ψ ∈ H1(Ω,C) etÃ ∈ H1(Ω,R3) :
G(ψ, Ã) =

∫

Ω

∣∣∣
(
∇− iκÃ)ψ∣∣∣2+ κ2

2
(|ψ|2−1)2dx+κ2

∫

Ω

|∇×Ã−σ∇×A|2dx.Interprétation physique des paramètres (f. [dG95℄)
κ2 peut être interprété omme la température2, τ est appelé hiralité (prove-1On renvoie au travail de P-G de Gennes [dG93℄ où ette analogie est étudiée.2En fait, κ

2 est l'opposé de la température.



44 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONnant du défaut de symétrie des moléules ; dans e as, le ristal liquide estdit holestérique) et 2π
q
orrespond à la distane entre les ouhes de la phaseorganisée du ristal liquide. Les Ki sont appelés oe�ients d'élastiité etorrespondent aux déformations élastiques du ristal. K1 orrespond à unedéformation en éventail (splay), K2 à une déformation de torsion (twist) et

K3 à une déformation de ourbure (bend) ; la �gure suivante en donne uneillustration.
Fig. 1.5.34 � Déformations élastiques (a) splay (b) twist () bend

Le terme en K2 +K4Le terme en K2 + K4 orrespond quant à lui à une �énergie de bord� ; elaest lair par le petit alul qui suit (on peut aussi regarder [Gri80℄).On sait que :
Tr((∇n)2) = |∇n|2 − |∇× n|2où, par dé�nition :

|∇n|2 = |∇n1|2 + |∇n2|2 + |∇n3|2.On note : aij = ∂jni.Développant tous les termes, il vient :
|∇n|2 − |∇× n|2 − (∇ · n)2 =

∑

i,j

a2
ij −

∑

i<j

(aij − aji)
2 − (

3∑

i=1

aii)
2 (1.5.35)

=
∑

i<j

(aijaji − aiiajj).Examinons le terme général de la somme :
∂jni∂inj − ∂ini∂jnj = ∂j(ni∂inj) − ∂i(ni∂jnj).



1.5. FONCTIONNELLE DE LANDAU-DE GENNES 45La formule de Green montre alors que 'est un terme de bord i.e qui nedépend que d'une intégrale de n sur ∂Ω :
∫

Ω

∂jfdx =

∫

∂Ω

fνextj dσ,où νextj est la jème omposante de la normale extérieure.Pour plus de détails sur les onsidérations physiques et une expliation dela forme de l'énergie, nous renvoyons à [dG95, p.100, hapitre 3℄. Rappelonsque nous nous intéresserons partiulièrement au phénomène de transition dephase des ristaux liquides (nématique-smetique). C'est un fait physiquelassique des transitions de phase que les oe�ients d'élastiité explosent àla transition et 'est don le régime que nous envisagerons.Nous allons à présent présenter les diverses questions qui ont attiré notreattention.1.5.1 Motivations et adre de travailOn suppose d'abord, omme ela a été fait dans [Pan03, HP08b℄, que :
K2 = K3 et K2 +K4 = 0.Remarquons que la première hypothèse n'est guère restritive puisque nousferons tendre K2 = K3 vers l'in�ni ; la seonde pose plus de problèmes, ar,omme nous l'avons vu préédemment, elle nous prive d'un ontr�le sur lebord et nous verrons plus loin que les e�ets de bord sont importants.On introduit

V(Ω) = H1(Ω,C) × V (Ω, S2),où
V (Ω, S2) = {n ∈ L2(Ω, S2) : ∇× n ∈ L2, ∇ · n ∈ L2}.Les éléments de V(Ω) seront appelés phases. Une phase (ψ,n) véri�ant ψ = 0est appelée une phase nématique et une phase telle que ψ 6= 0 est appeléeune phase smetique.Pour tous réels positifs K1, K2, q, τ, κ et pour tout (ψ,n) ∈ V(Ω), on pose(f. [dG95, BCLP02, Pan03℄) :

F(ψ,n) =

∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx− κ2

∫

Ω

|ψ|2dx+
κ2

2

∫

Ω

|ψ|4dx (1.5.36)
+K1

∫

Ω

(∇ · n)2dx+K2

∫

Ω

|∇ × n+ τn|2dx.



46 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONL'énergie E(K1, K2, q, τ, κ) de la fontionnelle F est dé�nie par :
E(K1, K2, q, τ, κ) = inf

(ψ,n)∈V(Ω)
F(ψ,n). (1.5.37)En vue d'obtenir des propriétés de la fontionnelle F , Hel�er et Pan ontétudié (f. [HP08b℄) la fontionnelle réduite

G = F|W (Ω) ave W (Ω) = H1(Ω,C) × C(τ).Nous renvoyons à l'Annexe E où nous établissons des estimations pour G.Nous noterons Nτ l'ensemble suivant :
Nτ = {(0,n),n ∈ C(τ)}. (1.5.38)Nous pouvons d'ores et déjà remarquer que l'ensemble des minimiseurs né-matiques F est ontenu dans Nτ . Posant

g(q, τ, κ) = inf
(ψ,n)∈W (Ω)

G(ψ,n), (1.5.39)on obtient le lemme évident suivant :Lemme 1.5.1
E(K1, K2, q, τ, κ) ≤ g(q, τ, κ)(≤ 0).Hel�er et Pan ont prouvé qu'asymptotiquement l'inégalité inverse est vraie(f. [HP08b℄) :
lim

K1,K2→+∞
E(K1, K2, q, τ, κ) = g(q, τ, κ). (1.5.40)Deux types de questions apparaissent alors naturellement. Premièrement,on peut se demander quelle est la dépendane en (q, τ, κ) de g(q, τ, κ). Uneréponse partielle est donnée par la proposition (importante) suivante dont lapreuve peut être trouvée dans [HP08b℄ :Proposition 1.5.2

µ∗(q, τ) ≥ κ2 ⇔ ((ψ,n) minimiseur de G ⇒ ψ = 0) ⇔ g(q, τ, κ) = 0,où µ∗(q, τ) a été dé�ni en (1.3.15).Il apparaîtra que la transition de phase orrespond au régime de para-mètres tels que κ2 = µ∗(q, τ) et µ∗(q, τ) est appelé pour ette raison tem-pérature ritique. Cela mène dès lors à la question de la dépendane en
(q, τ) de g(q, τ, κ) près de la transition de phase (f. Annexe E) ainsi qu'à



1.5. FONCTIONNELLE DE LANDAU-DE GENNES 47la question du omportement en (q, τ) de µ∗(q, τ) (f. Théorème 1.3.7 ; voiraussi la Proposition 4.3.1). Deuxièmement, les auteurs préités n'obtiennentpas un ontr�le de la vitesse de onvergene dans (1.5.40) ; de plus, en regardde (1.5.2), il est tentant de penser que les minimiseurs de F sont nématiquesquand κ2 ≤ µ∗(q, τ) et quand K1 et K2 sont assez grands. Au moins, nousdisposons du lemme suivant (voir le Lemme 1.5.1 et la Proposition 1.5.2) :Lemme 1.5.3 Pour tous K1, K2, q, τ, κ > 0, si κ2 > µ∗(q, τ), alors tous lesminimiseurs de F sont smetiques.Il se trouve que le problème de la nématiité est relié à la onvergene desminimiseurs de F . Il a en e�et été prouvé dans un sens faible (voir [BCLP02,HP08a℄) que, lorsque K1 et K2 tendent vers l'in�ni, les minimiseurs (ψ,n)de F tendent vers (ψ∞,n∞) ave n∞ ∈ C(τ) et le point ruial qui nousintéresse est le ontr�le de ette onvergene.1.5.2 Idées et résultats prinipauxAbandonnant provisoirement l'idée d'un ontr�le expliite, nous disposonsenore d'un résultat. Énonçons d'abord un théorème présent dans [BCLP02,Theorem 2℄ qui établit que les minimiseurs sont nématiques pour K2 grandet sous ertaines onditions portant sur (q, τ, κ) :Théorème 1.5.4 Il existe λ > 0 et c > 0 dépendant seulement de Ω tels quepour tout q > 0, il existe K(q,Ω) > 0 tel que si K2 ≥ K(q,Ω) et q > λτ etsi (ψ,n) est un minimiseur de F , alors :
κ2 ≤ cmin(qτ, (qτ)2)implique ψ = 0.Énonçons également un autre théorème de [BCLP02℄ (f. Theorem 3) quidonne une ondition su�sante de smetiité :Théorème 1.5.5 Il existe β > 0, dépendant de Ω et une onstante K(q,Ω)telles que si K2 ≥ K(q,Ω) et q ≥ τ alors :
κ2 ≥ βmin(qτ, (qτ)2)implique ψ 6= 0.Le théorème suivant onstitue une amélioration des préédents, en spéi�antque sous la température ritique (voir le Lemme 1.5.3) les minimiseurssont nématiques pour K2 grand :



48 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONThéorème 1.5.6 Pour tous κ > 0, τ > 0, K0
1 > 0, il existe Π(κ, τ,K0

1 ) > 0tel que, pour tout q > 0, K1 ≥ K0
1 , K2 ≥ Π(κ, τ,K0

1), si µ∗(q, τ) > κ2, alorsl'ensemble des minimiseurs de F est Nτ .Notons que e résultat est seulement qualitatif. C'est pourquoi, nous sommesamenés à érire les équations d'Euler-Lagrange satisfaites par les minimiseursde F en espérant un ontr�le elliptique (expliite) des solutions. Nous verronsqu'en fait, un tel ontr�le n'est pas assuré du fait d'un multipliateur deLagrange peu régulier. Fae à e problème dans [Pan03, Setion 5℄ et [Pan08℄,Pan a étudié, dans le as où τ = 0, une fontionnelle ave une ondition deDirihlet non-homogène sur le hamp de veteurs direteurs. Rappelons que,dans e travail, τ est stritement positif ; de plus, nous supposerons que lehamp de veteurs direteurs est un élément de C∂Ω(τ) sur le bord, où
C∂Ω(τ) = {n ∈ C∞(∂Ω) : ∃ñ ∈ C(τ) : n = ñ|∂Ω},néanmoins et élément ne sera pas �xé.Il y a prinipalement deux raisons de proéder ainsi. La première est d'ordretehnique et apparaît lorsqu'on essaie d'obtenir un ontr�le expliite de laonvergene des minimiseurs quand K1 et K2 tendent vers l'in�ni. La seondeest plus "physique" ; en e�et, nous avons préédemment rappelé que le hampdireteur tend vers un ertain élément de C(τ). Par onséquent, imposer etteondition au bord, 'est suivre le même type d'idées que elui qui mène à lafontionnelle réduite G. Il nous faut à présent introduire quelques notations.On note

Vτ (Ω) = H1(Ω,C) × V τ (Ω, S2),où
V τ (Ω, S2) = {n ∈ V τ (Ω,R3) : |n(x)| = 1 p.p},et

V τ (Ω,R3) = {A ∈ L2(Ω,R3) : ∇×A ∈ L2, ∇ ·A ∈ L2 etA|∂Ω ∈ C∂Ω(τ)}.Notre objet d'étude sera alors la fontionnelle FDir = F|Vτ(Ω) dont l'énergieest :
EDir(K1, K2, q, τ, κ) = inf

(ψ,n)∈Vτ (Ω)
FDir(ψ,n).On peut maintenant énoner deux théorèmes importants. Le premier onsisteen une estimation d'énergie.Théorème 1.5.7 Pour tous réels stritement positifs q, τ, κ tels que τ 2 /∈

σ(−∆D), il existe c1(q, τ, κ) > 0 et c2(q, τ, κ) > 0 t.q pour tous K1, K2, nousavons :
g(q, τ, κ) − c1(q, τ, κ)√

K
− c2(q, τ, κ)

K
≤ EDir(K1, K2, q, τ, κ) ≤ g(q, τ, κ),



1.5. FONCTIONNELLE DE LANDAU-DE GENNES 49où
K = min(K1, K2).Un hoix de c1(q, τ, κ) et c2(q, τ, κ) sera expliité dans (8.2.7).Nous introduisons la quantité :

g̃(q, τ, κ) =
κ2|Ω|

2
+ g(q, τ, κ). (1.5.41)Le seond théorème établit une ondition su�sante pour n'avoir que desminimiseurs nématiques sous la température ritique.Théorème 1.5.8 Il existe C(Ω) > 0, tel que, pour tous réels stritementpositifs q, τ, κ satisfaisant κ2 < µ∗(q, τ), τ 2 /∈ σ(−∆D), il existe c3(q, τ, κ) > 0tel que pour tous K1, K2 > 0, si

√
K ≥ C(Ω)

c3(q, τ, κ)√
µ∗(q, τ) − κ

,alors l'ensemble des minimiseurs de FDir est Nτ . De plus, on peut hoisirpour c3 :
c3(q, τ, κ) = q(1 + κ)g̃(q, τ, κ)1/2

(
1 +

τ 2

µ1
τ

)1/2

. (1.5.42)Alors que le Théorème 1.5.6 ne donnait auune sorte d'information sur l'ex-plosion des onstantes d'élastiité à la transition de phase, e théorème nousfournit une minoration expliite de K1 et K2. Et nous observons en e�et quele membre de droite explose lorsque κ2 devient prohe de µ∗(q, τ) (le LemmeE.1 et (7.1.8) montrent que g(q, τ, κ) tend vers 0 qund κ2 tend vers µ∗(q, τ)),e qui est en aord ave les observations physiques (voir [dG95℄) ; notonsque e phénomène n'apparaît pas dans [BCLP02℄.



50 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONPerspetivesLes prolongements possibles de e travail sont d'ordre semi-lassique d'unepart et relatifs aux ristaux liquides d'autre part.Le prinipal problème qu'il serait intéressant d'aborder serait l'obtention dela minoration dans le Théorème 1.3.11. Pour e faire, il nous faudrait déter-miner des propriétés de loalisations des premières fontions propres ; ainsi,dans notre as, nous savons déjà que es fontions sont loalisées près dubord dans un voisinage de taille B−1/2. Le omportement tangentiel quantà lui n'est pas enore onnu. La onstrution de quasimode réalisée suggèreque les premières fontions propres sont loalisées près du point où β̂ estminimal dans un voisinage d'ordre B−1/2. Si ette éhelle est la bonne, elarisque de poser de déliats problèmes pour le ontr�le du reste dans la par-tition de l'unité (il serait d'ordre B, 'est à dire l'ordre du premier termedu développement de λ1(B,A)) utilisée dans l'obtention d'une minoration.Quoi qu'il en soit, es éhelles de onentration sont intimement liées à l'ordredu deuxième terme du développement asymptotique et une première étapeserait don de montrer une minoration de la forme :
λ1(B,A) ≥ β̂(x0)B − CB1/2.Heuristiquement, nous nous attendrions alors à trouver (grossièrement) pardes inégalités à la Agmon : B(r2 + s2) de l'ordre de B1/2 et don r et s del'ordre de B−1/4.Ensuite, la monotonie de B 7→ λ1(B,A) pour B grand pourrait être un pro-blème important en vue d'obtenir l'asymptotique du troisième hamp ritiquede Ginzburg-Landau dans notre as générique (omme nous l'avons fait endimension 2). Ce type de problématique a d'ailleurs fait réemment l'objetd'un travail (f. [FP09℄) dans le as du hamp magnétique onstant dans laboule en dimension 3. La onnaissane de nombreux termes de l'asympto-tique était néessaire pour prouver la monotonie ; dans notre as, le nombrede termes devrait être moindre, mais les tehniques pour obtenir la minora-tion pourraient sans doute porter quelques fruits...L'autre problème s'organise dans le ontexte de la théorie des ristaux li-quides. Pour simpli�er, nous avons éliminé le terme de bord dans la fon-tionnelle de Landau-de Gennes alors qu'il joue un r�le apital. Dans e aset lorsque les onstantes d'élastiité tendent vers l'in�ni, le problème de laonvergene (en termes quantitatifs) du hamp de veteur n vers un élémentde C(τ) demeure ouvert ainsi que elui de l'estimation de l'explosion desonstantes d'élastiité près de la température ritique µ∗(q, τ). Les proprié-tés de ette dernière sont d'ailleurs relativement peu onnues : quelle est sarégularité en q et τ ? Même asymptotiquement, lorsque qτ tend vers l'in�ni,



1.5. FONCTIONNELLE DE LANDAU-DE GENNES 51l'asymptotique à deux termes n'est pas enore établie, même si des résultatsexistent déjà (f. [HP08b℄).



52 CHAPITRE 1. INTRODUCTION



Première partieAnalyse semi-lassiqued'opérateurs de Shrödinger avehamp magnétique non uniforme :2D

53





Chapitre 2Majoration de la première valeurpropre en dimension 2A�n d'obtenir la majoration des Théorèmes 1.2.10 et 1.2.11, nous suivonsle programme annoné dans le Chapitre 1. Nous sommes amenés, après unhangement de oordonnées près du bord et après avoir e�etué un dévelop-pement de Taylor, à un opérateur modèle. C'est le bas du spetre de elui-iqu'on va d'abord entreprendre de majorer ; ensuite nous verrons préisément(en introduisant un système de oordonnées loales (s, t) près du bord et enontr�lant les restes des diverses approximations) omment nous ramener àe problème.2.1 Majorations : onstrutions formellesEn vue d'obtenir une majoration, on va d'abord onstruire formellementdes quasimodes. On introduit à ette �n un opérateur modèle.2.1.1 Un opérateur modèleNous �xons k0, k1 et α ≥ 0. Dans la suite, k0 représentera la ourbure aupoint où le hamp magnétique est minimal sur le bord, k1 ombinera our-bure et dérivée normale du hamp magnétique en e même point et en�n, αsera la dérivée tangentielle seonde.On supposera, pour lari�er l'exposition que k0 ≥ 0, mais ela n'est absolu-ment pas restritif. Nous souhaitons étudier la forme quadratique sur l'espae55



56 CHAPITRE 2. MAJORATION EN 2Dde Hilbert L2((1 − k0t)dtds) dé�nie, pour u ∈ C∞
0 (Bk0) par :

qk0,k1,α,B(u) =

∫

s∈R

0<t≤ 1
2k0

(1−tk0)|∂tu|2+(1−tk0)
−1|(−i∂s+Bt(1−

k1

2
t+αs2))u|dtds,(2.1.1)où Bk0 = R ×

[
0, 1

2k0

[ (et par onvention B0 = R × R+). Cette forme qua-dratique apparaîtra de façon naturelle après avoir e�etué le hangement deoordonnées qui sera introduit en Setion 2.2.1.L'opérateur auto-adjoint assoié est :
Hk0,k1,α,B = −(1−k0t)

−1∂t(1−k0t)∂t+(1− tk0)
2(−i∂s+Bt(1− k1

2
t+αs2))2,ave ondition de Neumann sur t = 0 et ondition de Dirihlet sur t = 1

2k0(si k0 6= 0). On ommene par hanger d'éhelle :
t = B−1/2τ,

s = B−1/4σ,et nous sommes réduits à l'opérateur sur L2((1 − tk0B
−1/2)dtds) suivant :

−
(

1 − k0t

B1/2

)−1

∂t

(
1 − k0t

B1/2

)
∂t+

(
1 − tk0

B1/2

)−2(
t− k1

2B1/2
t2 + α

s2t

B1/2
− i

∂s
B1/4

)2

.(2.1.2)On réalise le hangement de jauge u 7→ eiξ0B
1/4σu a�n de faire apparaître

H(ξ0) omme terme d'ordre B0 dans l'opérateur (2.1.2). Ainsi, l'opérateurdé�ni en (2.1.2) devient :
−
(

1 − k0t

B1/2

)−1

∂t

(
1 − k0t

B1/2

)
∂t+

(
1 − tk0

B1/2

)−2(
t+ ξ0 −

k1

2B1/2
t2 + α

s2t

B1/2
− i

∂s
B1/4

)2

.(2.1.3)2.1.2 Caluls formels pour le as dégénéréCe as orrespond à la dégénéresene du minimum de la restrition de βau bord. Rappelons que la valeur de e minimum est notée b′ et remarquonsque, en vue d'alléger les notations, nous prendrons b′ = 1 au ours de ehapitre.On e�etue une transformée de Fourier dans la variable s. Ainsi, nous sommes



2.1. MAJORATIONS : CONSTRUCTIONS FORMELLES 57réduits à étudier la famille d'opérateurs ave ondition de Neumann sur t = 0sur L2((1 − k0t
B1/2 )dt) :

Hk0,k1,ξ = −(1 − k0t

B1/2
)−1∂t(1 − k0t

B1/2
)∂t + (1 − k0t

B1/2
)−2(t+ ξ − k1

2B1/2
t2)2.On développe formellement et opérateur en puissanes de B−1/2.Terme en B0 :

H0 = −∂2
t + (t+ ξ)2.Terme en B−1/2 :

H1 = k0∂t − k1(t+ ξ)t2 + 2k0t(t+ ξ)2. (2.1.4)On reherhe un quasimode sous la forme :
ψ =

+∞∑

j=0

B−j/2ujet un développement de la première valeur propre sous la forme :
λ1(B) =

+∞∑

j=0

λjB
−j/2.Rappelons ii que, omme nous herhons la majoration la plus �ne de lapremière valeur propre, nous allons herher les λj les plus petits possibles.Par suite, on doit résoudre

H0u0 = λ0u0et, omme on herhe un λ0 minimal, on �xe ξ = ξ0, on déduit λ0 = Θ0 eton prend u0 = uξ0. Ensuite, l'équation suivante à résoudre est :
H0u1 +H1u0 = Θ0u1 + λ1u0.Ainsi, on doit étudier :
(H0 − Θ0)u1 = (λ1 −H1)u0.Pour qu'il y ait des solutions, le seond membre doit être orthogonal à

u0, don, en utilisant les formules (1.2.4) (f. l'expression de H1 donnée en(2.1.4)), on obtient :
λ1 +

k0 + k1

2
C1 − Θ0ξ0(k1 − k0) = 0,



58 CHAPITRE 2. MAJORATION EN 2Det on hoisit :
u1 = R0(λ1 −H1)u0où R0 est la résolvante régularisée de H0 − Θ0 (voir la Proposition 1.2.1 etles lignes qui la préèdent).On pose :

Θk0,k1
1/2 = −k0 + k1

2
C1 + Θ0ξ0(k1 − k0).

ψ semble don être un bon andidat pour être un quasimode après tronature.2.1.3 Caluls formels pour le as non-dégénéréOn onsidère l'opérateur H (f.(2.1.3)) :
−(1− k0t

B1/2
)−1∂t(1−

k0t

B1/2
)∂t+(1− k0t

B1/2
)−2(t+ξ0−

k1

2B1/2
t2+

α

B1/2
s2t−i ∂s

B1/4
)2.Formellement, on érit :

H =

+∞∑

j=0

B−j/4Hj.Cherhons un quasimode sous la forme :
U =

+∞∑

j=0

B−j/4Uj . (2.1.5)et un développement de Taylor de la première valeur propre :
λ1(B) =

+∞∑

j=0

Θj/4B
−j/4.Ii, nous avons :

H0 = −∂2
t + (t+ ξ0)

2,

H1 = −2i∂s(t+ ξ0),

H2 = k0∂t − ∂2
s + 2(t+ ξ0)(αs

2t− k1

2
t2) + 2k0t(t+ ξ0)

2.Cela mène à résoudre :
H0U0 = λ0U0.On herhe U0 sous la forme déouplée U0 = u0(t)ψ0(s) et, omme on herhe

λN1 minimal, on est ontraint de prendre λ0 = Θ0 et u0 > 0 la fontion propre



2.1. MAJORATIONS : CONSTRUCTIONS FORMELLES 59normalisée assoiée.Nous résolvons ensuite :
H1U0 +H0U1 = Θ0U1 + λ1U0.On peut don prendre Θ1/4 = 0 en érivant U1 = u1(t)ψ1(s) ave ψ1 = ∂sψ0et on trouve :
(H0 − Θ0)u1 = 2i(t+ ξ0)u0.Comme M1 = 0 (f. (1.2.4)), ette dernière équation admet une unique solu-tion u1 telle que ∫

t>0
u0u1dt = 0.Finalement, on onsidère :

H0U2 +H1U1 +H2U0 = Θ0U2 + Θ1/2U0.Ainsi, on obtient :
(H0−Θ0)U2 = −H1U1 −H2U0 +Θ1/2U0 = 2i(t+ ξ0)u1∂sψ1 −H2U0 +Θ1/2U0.En multipliant par u0 et en intégrant par rapport à t, et en appliquant lesformules (1.2.4) on est amené à résoudre :

−(1 − 4I2)∂
2
sψ0 + αΘ0s

2ψ0 =

(
Θ1/2 +

k0 + k1

2
C1 − (k1 − k0)Θ0ξ0

)
ψ0.où

I2 =

∫

t>0

(t+ ξ0)R0((t+ ξ0)u0)u0dt.Cette dernière intégrale peut être réérite en posant v = R0((t+ξ0)u0) ; nousavons :
(H0 − Θ0)v = (t+ ξ0)u0.Par un alul, on a :

−1

2

∂u

∂ξ
(·, ξ0) = v.Utilisant les identités de [BS98℄ (voir aussi [FH09℄), nous déduisons :

1 − 4I2 =
µ′′(ξ0)

2
= 3C1

√
Θ0 > 0.Après hangement d'éhelle, nous posons :

ψ0(s) = e
−Θ

1/4
0

√
αs2

2
√

3C1et :
Θ1/2 = Θk0,k1,α

1/2 = −k0 + k1

2
C1 + (k1 − k0)Θ0ξ0 +

√
3C1Θ

3/4
0

√
α. (2.1.6)



60 CHAPITRE 2. MAJORATION EN 2D2.2 QuasimodesOn ommene par introduire un système de oordonnées près du bord.2.2.1 Coordonnées (s, t)On hoisit d'abord une paramétrisation du bord :
γ : R/(|∂Ω|Z) → ∂Ω.Soit ν(s) la normale rentrante au point γ(s). On hoisit l'orientation de laparamétrisation γ, de sorte que :
det(γ′(s), ν(s)) = 1.La ourbure k(s) au point γ(s) est donnée dans ette paramétristaion par :
γ′′(s) = k(s)ν(s).L'appliation Φ dé�nie par :

Φ : R/(|∂Ω|Z)×]0, t0[→ Ω

(s, t) 7→ γ(s) + tν(s),est lairement un di�éomorphisme, quand t0 est assez petit, ave ommeimage
Φ(R/(|∂Ω|Z)×]0, t0[) = {x ∈ Ω|d(x, ∂Ω) < t0} = Ωt0 .Nous posons :

Ã1(s, t) = (1 − tk(s))A(Φ(s, t)) · γ′(s), Ã2(s, t) = A(Φ(s, t)) · ν(s),

β̃(s, t) = β(Φ(s, t)),et nous avons :
∂sÃ2 − ∂tÃ1 = (1 − tk(s))β̃(s, t).Loalement, on peut hoisir une jauge telle que

Ã1(s, t) =

∫ t

0

(1 − t′k(s))β̃(s, t′)dt′, Ã2 = 0. (2.2.7)La forme quadratique s'érit :
qBA(v) =

∫

0<t<t0

(1−tk(s))|(i∂t+BÃ2)ṽ|2 +(1−tk(s))−1|(i∂s+BÃ1)ṽ|2dsdt,où le tilde désigne la fontion dans les nouvelles oordonnées.



2.2. QUASIMODES 612.2.2 Quasimode pour le as dégénéréNous prouvons ii le Théorème 1.2.11. Nous érivons le développementde Taylor à l'ordre 2 de Ã1 (f. (2.2.7)) :
Ã1 = A1 +R,où
A1 = t(1 − t

k1

2
)ave

k1 = k0 −
∂β

∂t
(0, 0). (2.2.8)Notons ψ = u0+B−1/2u1 et remarquons que ψ est dans la lasse de Shwartz.Comme quasimode, nous sommes amenés (par la onstrution formelle quenous avons réalisée) à hoisir :

uB(s, t) = χ(t)ψ(B1/2t)e−s
2B1/2−2ρ

eiξ0B
1/2s,ave χ une fontion de tronature régulière supportée dans [0, 1

2k0

] et ρ ∈]0, 1
4
[que l'on hoisira plus tard a�n d'optimiser l'erreur.Remarque 2.2.1.Le fateur eiξ0B1/2s vient du hangement de jauge e�etuée dans la Setion2.1.1 et la gaussienne e−s2B1/2−2ρ permet une loalisation près de s = 0 ; laonstrution formelle que nous avons e�etuée dans e as ne permet en e�etpas de déterminer le omportement par rapport à la variable tangentielle.

�Nous avons alors :
qBA(uB) ≤

∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BÃ1)uB|2dsdt

+C

∫

0<t<t0

∆k(s)t{|∂tuB|2 + |(−i∂s +BÃ1)uB|2}dsdt,où ∆k(s) = k(s) − k(0). Ce premier reste est estimé par le lemme suivant.Lemme 2.2.2 Nous avons le ontr�le : :
∣∣∣∣
∫

0<t<t0

∆k(s)t{|∂tuB|2 + |(−i∂s +BÃ1)uB|2}dsdt
∣∣∣∣ ≤ CB1/4+ρ‖uB‖2.



62 CHAPITRE 2. MAJORATION EN 2DPreuve.Remarquons pour ommener qu'il existe C > 0 tel que :
|Ã1(s, t)| ≤ Ct.Démontrons maintenant la première majoration, la deuxième pouvant êtretraitée de la même manière. On a :

∂tuB = χ′(t)ψ(B1/2t)e−s
2B1/2−2ρ

eiξ0B
1/2s+B1/2χ(t)ψ′(B1/2t)e−s

2B1/2−2ρ

eiξ0B
1/2s.Par suite, nous obtenons :

|∂tuB|2 ≤ 2|χ′(t)ψ(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

+ 2B|χ(t)ψ′(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

.Ensuite, nous trouvons :
∫

0<t<t0

t∆k(s)|∂tuB|2dtds ≤ C

∫

0<t<t0

ts|χ′(t)|2|ψ(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

dtds

+ CB

∫

0<t<t0

ts|χ(t)|2|ψ′(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

dtds.Comme ψ est dans la lasse de Shwartz, on déduit :
∫

0<t<t0

ts|χ′(t)|2|ψ(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

dtds = O(B−∞)‖uB‖2.Puis, après hangement d'éhelle, pour un ertain C > 0 independant de B,on a :
B

∫

0<t<t0

ts|χ(t)|2|ψ′(B1/2t)|2e−2s2B1/2−2ρ

dtds ≤ CBB−1/2B−1/4+ρ‖uB‖2

= CB1/4+ρ‖uB‖2.

�Nous approhons alors le potentiel Ã1 par A1 et on érit :
∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BÃ1)uB|2dsdt

=

∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BA1)uB|2dsdt

+ℜ
{∫

0<t<t0

(1 − tk0)
−1(B2|RuB|2 + 2B(−i∂s +BA1)uBRuB)dsdt

}
.Ce nouveau reste est estimé par le lemme i-dessous.



2.2. QUASIMODES 63Lemme 2.2.3 Nous disposons du ontr�le suivant :
∣∣∣∣ℜ
{∫

0<t<t0

(1 − tk0)
−1(B2|RuB|2 + 2B(−i∂s +BA1)uBRuB)dsdt

}∣∣∣∣ ≤ CB1/4+ρ‖uB‖2.Preuve.Il su�t de remarquer que
|R(s, t)| ≤ C(t3 + s4t+ st2)et d'e�etuer un hangement d'éhelle en s et en t (et d'utiliser la déroissaneexponentielle de ψ et de la gaussienne).

�Les restes étant ainsi ontr�lés, il nous reste à examiner le terme prinipal.Rappelons que :
qk0,k1,0,B(uB) =< Hk0,k1,α,BuB, uB >L2((1−tk0)dsdt) .Calulant les ommutateurs de Hk0,k1,α,B ave la fontion tronature et lagaussienne, nous déduisons le lemme suivant :Lemme 2.2.4 On a :

< Hk0,k1,α,BuB, uB >L2((1−tk0)dsdt) =< Hk0,k1,ξ0ψ(B1/2t), ψ(B1/2t) >L2((1−tk0)dt)

+O(B1/2−2ρ)‖uB‖2.Preuve.Mentionnons juste les points ruiaux de l'estimation. On estime
∫

|∂2
se

−s2B1/2−2ρ |e−s2B1/2−2ρ |χ(t)|2|ψ(B1/2t)|2dtdspar O(B1/2−2ρ)‖uB‖2 et du terme ∫ (Bt+B1/2ξ0)∂s(χ(t)ψ(B1/2t)e−s
2B1/2−2ρ

)par O(B−∞)‖uB‖2 grâe au fait que M1 = 0 (f. (1.2.4)) et que ψ est dansla lasse de Shwartz.
�En�n, par notre onstrution formelle, il est lair (les restes qui apparaissentsont toujours traités de la même façon) que :

< Hk0,k1,ξ0ψ(B1/2t), ψ(B1/2t) >L2((1−tk0)dt)≤ (Θ0B+Θk0,k1
1/2 B1/2+CB1/2−2ρ)‖uB‖2.



64 CHAPITRE 2. MAJORATION EN 2DOn en tire :
qk0,k1,0,B(uB) ≤ (Θ0B + Θk0,k1

1/2 B1/2 + CB1/2−2ρ)‖uB‖2.On optimise les restes en prenant ρ = 1
12

:
qBA(uB) ≤ (Θ0B + Θk0,k1

1/2 B1/2 + CB1/3)‖uB‖2.Ainsi, il ne reste plus qu'à remplaer k1 par son expression et la majorationdu Théorème 1.2.11 est démontrée.Remarque 2.2.5.Il suit des identités (1.2.4) que :
C1

2
− Θ0ξ0 = M3 − ξ3

0 > 0,où M3 =

∫

t>0

(t+ ξ0)
3u2

0dt. Cette remarque permet de omprendre ommentla majoration du Théorème 1.2.11 améliore elle de Aramaki (f. [Ara07℄).
�2.2.3 Quasimode pour le as non-dégénéréOn érit le développement de Taylor :

Ã1 = A1 +R,où
A1 = t(1 − t

k1

2
+ αs2)ave α dé�ni en (3.1.5) et k1 dé�ni en (2.2.8). On pose :

uB(s, t) = χ(t)U(B1/4s, B1/2t)eiξ0B
1/2s,où U est obtenu en onservant seulement les trois premiers termes de (2.1.5).Nous avons (approximation par la ourbure onstante) :

qBA(uB) ≤
∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BÃ1)uB|2dsdt

+C

∫

0<t<t0

∆k(s)t{|∂tuB|2 + |(−i∂s +BÃ1)uB|2}dsdt.



2.2. QUASIMODES 65De plus, on a (approximation du potentiel) :
∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BÃ1)uB|2dsdt

=

∫

0<t<t0

(1 − tk0)|∂tuB|2 + (1 − tk0)
−1|(−i∂s +BA1)uB|2dsdt

+ℜ
{∫

0<t<t0

(1 − tk0)
−1(B2|RuB|2 + 2B(−i∂s + BA1)uBRuB)dsdt

}
.Comme U est dans la lasse de Shwartz, nous déduisons (le reste vientd'une part du ommutateur de la tronature et de l'opérateur et d'autrepart de l'erreur due à la tronature dans le développement de l'opérateur enpuissanes de B) :

qk0,k1,α,B(uB) ≤ (Θ0B + Θk0,k1,α
1/2 B1/2 + C)‖uB‖2.En outre, nous avons :

|R| = |Ã1 −A1| ≤ C(s3t+ st2 + t3).Ainsi, nous obtenons :
∣∣∣∣ℜ
{∫

0<t<t0

(1 − tk0)
−1(B2|RuB|2 + 2B(−i∂s +BA1)uBRuB)dsdt

}∣∣∣∣ ≤ CB1/4‖uB‖2.Finalement, on trouve :
qBA(uB) ≤ (Θ0B + Θk0,k1,α

1/2 B1/2 + CB1/4)‖uB‖2.En partiulier, nous avons prouvé la majoration dans le Théorème 1.2.6.
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Chapitre 3Minoration de la première valeurpropre en dimension 2Ce hapitre vise la minoration du Théorème 1.2.10. Dans un premiertemps, sous notre hypothèse générique (1.2.6), nous améliorons le reste duThéorème 1.2.2 en prouvant simultanément des estimations d'Agmon les pre-mières fontions propres. Dans un deuxième temps, nous nous ramenons à unopérateur modèle (dont le spetre est prohe de elui de PBA) en ontr�lantles restes de nos approximations par les estimations d'Agmon. En�n, noustransformons l'opérateur modèle par des hangements de jauge, de variableset de fontions pour nous ramener à un opérateur dont le spetre est onnu.3.1 Minoration grossièrePour obtenir la minoration dans le Théorème 1.2.6, on utilise la teh-nique de loalisation rappelée en (1.4.29) et (1.4.31) ainsi que les estimationsnormales d'Agmon (f. Proposition 1.4.6).3.1.1 Partition de l'unitéPour haque 0 < ρ < 1
2
, B > 0, ǫ > 0 et C0 > 0, on onsidère une partitionde l'unité omme en (1.4.29) et on la modi�e omme suit. Essentiellement,le rayon de toutes les boules est r = B−ρ sauf pour les boules suivantes :1. Dj = Djmin

dont le entre est le minimum de β sur le bord (on supposeque la partition a été modi�ée pour qu'un tel disque existe) admet
C0r = C0B

−ρ omme rayon,2. les disques qui renontrent le bord admettent ǫr = ǫB−ρ omme rayon.67



68 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2DLes fontions de tronature de ette partition seront notées χBj et on remarqueque le C de (1.4.29) dépend de Ω, ǫ, C0,β. On hoisira en�n ρ, ǫ et C0 dansla suite pour rendre l'erreur aussi petite que possible.Notons qu'on utilisera la formule de loalisation (1.4.31).3.1.2 Estimations pour la minorationÉtude à l'intérieur de ΩSoit j tel que Dj ne renontre pas le bord. Il est onnu que (f. (1.4.32)) :
qBA(χBj u) ≥ B

∫

Ω

β(x)|χBj u|2dx ≥ bB

∫

Ω

|χBj u|2dx.En regard de (1.2.6), es termes ne joueront auun r�le dans le alul dudéveloppement asymptotique.Étude au bordLes notations qui suivent sont elles de la Setion 2.2.1.Approximation par un hamp magnétique onstant sur un domaineà ourbure onstanteNous pouvons supposer que le entre du disque Dj admet pour oordonnées
(sj, 0) et que les oordonnées du minimum sont (0, 0). On pose :

kj = k(sj), β̃(sj , 0) = β̃j et ∆kj(s) = k(s) − kj .On a :
(1 − tk(s))β̃(s, t) = (1 − tkj)β̃j − t∆kj(s)β̃(s, t) + (1 − tkj)(β̃(s, t) − β̃j).(3.1.1)On érit (voir (2.2.7)) :

Ã1(s, t) = A1,j(s, t) +Rj(s, t), (3.1.2)ave
A1,j(s, t) = (t− kj

t2

2
)β̃j. (3.1.3)Remarquons que, dans la suite, nous aurons à estimer le reste Rj suivant que

sj est plus ou moins prohe de 0.



3.1. MINORATION GROSSIÈRE 69Contr�le des restesAinsi, nous voilà onduits à omparer qBA ave la forme quadratique asso-iée au problème de Neumann sur un domaine à ourbure onstante (voir leThéorème 1.2.3 et [BPT98, FH09, FH06a, HM01℄). Pour tout λ > 0, noustrouvons (par le biais de l'inégalité de Cauhy-Shwarz) :
qBA(vj) ≥ (1 − λ)

∫
(1 − tkj)|∂tṽj |2 + (1 − tkj)

−1|(i∂s +BA1,j)ṽj|2dsdt

−C
∫

∆kj(s)t(|∂tṽj |2 + |(i∂s +BÃ1)ṽj|2)dsdt

−B
2

λ

∫
|Rj(s, t)ṽj |2dsdt,où ṽj = χBj uB ave uB une fontion propre assoiée à λ1(BA).Nous appliquons alors le résultat du hamp magnétique onstant sur un do-maine de ourbure onstante pour obtenir l'existene de C > 0 tel que pourtout j tel que Dj ∩ ∂Ω 6= ∅ :

∫
(1−tkj)|∂tṽj |2+(1−tkj)−1|(i∂s+BA1,j)ṽj |2dsdt ≥ (Θ0β̃jB−C1kjB

1/2−C)‖ṽj‖2.(3.1.4)On hoisit ρ = 1
4
(voir Figure 3.1.4) et on remarque que |∆jk(s)| = O(B−1/4)(uniformément en j). Ainsi, ave les estimations normales d'Agmon (f. Pro-

ǫB−1/4

∂Ω

Ω

ǫ0

ǫ0

C0B
−1/4

xjmin
= (0, 0)

xj = (sj, 0)

Fig. 3.1.4 � Partition de l'unité près du bord



70 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2Dposition 1.4.6), il existe C > 0 tel que pour tout j :
∣∣∣∣
∫

∆kj(s)t(|∂tṽj|2 + |(i∂s +BÃ1)ṽj|2)dsdt
∣∣∣∣ ≤ CB

1
4‖ṽj‖2.Nous posons :

α =
1

2

∂2β

∂s2
(0, 0) (3.1.5)et nous rappelons que b′ = β̃(0, 0).Sous l'hypothèse de non-dégénéresene du minimum, on peut hoisir ǫ0 > 0su�samment petit pour que :

α

2
s2 ≤ β̃(s, 0) − β̃(0, 0) ≤ 3

2
αs2 (3.1.6)pour tout |s| ≤ ǫ0.Pour estimer le reste, on distingue suivant trois régions :

• j = jmin,
• |sj| ≥ ǫ0,
• C0B

−1/4 ≤ |sj| ≤ ǫ0.Cas 1 : j = jminComme
∂β̃

∂s
(0, 0) = 0,nous avons, ave (3.1.1) et (3.1.2) :

|Rjmin
(s, t)| ≤ C(t2 + s2t).Par onséquent, utilisant la Proposition 1.4.6, nous obtenons :

∫
|Rjmin

(s, t)ṽjmin
|2dsdt ≤ CB−2‖ṽjmin

‖2.Prenant λ = B−1/2, nous déduisons :
qBA(vjmin

) ≥ (Θ0b
′B − CB1/2)‖ṽjmin

‖2.



3.1. MINORATION GROSSIÈRE 71Cas 2 : |sj| ≥ ǫ0Nous trouvons :
|Rj(s, t)| ≤ C((s− sj)t+ t2).Ainsi, on a :

∫
|Rj(s, t)ṽj |2dsdt ≤ C(B−3/2ǫ2 +B−2)‖ṽj‖2.De plus, il existe b′′ > b′ tel que, pour tout |sj| ≥ ǫ0, nous avons : β̃j ≥ b′′.On prend λ = B−1/2 et on déduit, par (3.1.4) et pour B assez grand, quepour tout j satisfaisant |sj| ≥ ǫ0 :

qBA(vj) ≥ Θ0b
′B‖ṽj‖2.Cas 3 : C0B

−1/4 ≤ |sj| ≤ ǫ0On se sert de l'inégalité suivante :
sup

|s−sj |≤ǫB−1/4

∣∣∣∣∣
∂β̃

∂s
(0, s)

∣∣∣∣∣

2

≤ C sup
|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′|pour déduire de (3.1.2) et (3.1.1) que :
∫

|Rj(s, t)ṽj |2dsdt ≤ C(B−3/2ǫ2 sup
|s−sj |≤ǫB−1/4

|β̃ − b′| +B−2)‖ṽj‖2.En onséquene, on peut érire, ave λ = B−1/2 :
qBA(vj) ≥ (Θ0b

′B +B(Θ0(β̃(sj) − b′) − Cǫ2 sup
|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′|))‖ṽj‖2.Par non-dégénéresene, nous avons, pour C0 ≥ 2ǫ :
sup

|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′| ≤ 27 inf
|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′|. (3.1.7)En e�et, nous avons, pour tout C0 ≥ 2ǫ :
inf

|s−sj|≤ǫB−1/4
|β̃ − b′| ≥ α

2
inf

|s−sj |≤ǫB−1/4
s2 ≥ α

2
(sj − ǫB−1/4)2et

sup
|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′| ≤ 3α

2
sup

|s−sj|≤ǫB−1/4

s2 ≤ 3α

2
(sj + ǫB−1/4)2.



72 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2DAinsi, nous obtenons, pour C0 ≥ 2ǫ :
sup|s−sj|≤ǫB−1/4 |β̃ − b′|
inf |s−sj |≤ǫB−1/4 |β̃ − b′|

≤ 3

(
sj + ǫB−1/4

sj − ǫB−1/4

)2

= 3

(
1 +

2ǫB−1/4

sj − ǫB−1/4

)2

≤ 27.On en déduit, pour C0 ≥ 2ǫ :
qBA(vj) ≥ (Θ0b

′B +B(Θ0 − 27Cǫ2) inf
|s−sj|≤ǫB−1/4

|β̃ − b′|)‖ṽj‖2.On utilisera plus tard qu'il existe c > 0 tel que pour tout C0 ≥ 2ǫ :
qBA(vj) ≥

(
Θ0b

′B + cB(β̃(sj) − b′)
)
‖ṽj‖2. (3.1.8)En e�et, on a, pour tout C0 ≥ 2ǫ :

inf
|s−sj |≤ǫB−1/4

|β̃ − b′| ≥ 1

27
(β̃(sj) − b′).Nous trouvons, pour ǫ > 0 assez petit :

qBA(vj) ≥ (Θ0b
′B + CB1/2)‖ṽj‖2.Nous en onluons que :

∑

j brd

qBA(vj) ≥ (Θ0b
′B − CB1/2)

∑

j brd

‖vj‖2.Rassemblant ette estimation et l'estimation à l'intérieur de Ω, nous avonsla minoration du Théorème 1.2.6.3.2 Minoration ra�néeCette setion est onsarée à l'obtention du deuxième terme annoné auThéorème 1.2.10. Nous ommençons par montrer des propriétés de loalisa-tion des premières fontions propres sur le bord.3.2.1 Estimations tangentielles d'AgmonEstimées tangentielles d'Agmon pour uBNous utilisons maintenant la minoration trouvée en (3.1.8) ; plus préisé-ment, pour tout ǫ > 0, il existe c > 0 et C > 0 tels que, pour tout C0 > 0



3.2. MINORATION RAFFINÉE 73su�samment grand, il existe C ′ > 0 t.q pour tout u dans le domaine de formede qBA :
qBA(u) ≥ (bB − CB1/2)

∑

j int

‖χju‖2

+
∑

j brd,j 6=jmin

(Θ0b
′B + c(β̃(sj) − b′)B − CB1/2)‖χju‖2

+(Θ0b
′B − C ′B1/2)‖χjmin

u‖2.Notons que les termes en B1/2 proviennent du reste dans la partition del'unité ; nous avons en e�et :
∑

j

‖∇χBj uB‖2 ≤ CB1/2‖uB‖2et nous déoupons ensuite ette majoration sous la forme :
CB1/2‖uB‖2 = CB1/2

∑

j brd

j 6=jmin

‖χBj uB‖+CB1/2‖χjmin
uB‖2+CB1/2

∑

j int

‖χBj uB‖2.Nous hoisissons u = exp(B1/2Φ)uB ; nous rappelons que, par le Théorème 1.2.6,nous avons la majoration suivante :
λ1(B,A) ≤ Θ0b

′B + CB1/2.On érit ensuite :
‖|∇Φ exp(B1/2Φ)|uB‖2 =

∑

j

‖χBj |∇Φ exp(B1/2Φ)|uB‖2.Injetant es estimations dans (1.4.34), on trouve l'inégalité suivante en di-visant par B (après avoir éliminer les termes intérieurs en remarquant que
Θ0b

′B < bB) :
∫

(C ′B−1/2 + |∇Φ|2)|χjmin
exp(B1/2Φ)uB|2 ≥

∑

j brd

j 6=jmin

∫
(c(β̃(sj) − b′) − CB−1/2 − |∇Φ|2)|χj exp(B1/2Φ)uB|2dsdt.On hoisit

Φ = α1d(s),



74 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2Doù d est la distane d'Agmon assoiée à la métrique (β̃(s, 0) − b′)ds2 i.e :
d(s) =

∫ |s|

0

(β̃(σ, 0) − b′)1/2dσ.On peut remarquer, assez grossièrement, que d(s) ≈ γs2 (pour un ertain
γ > 0).Sur Djmin

, on remarque que :
|∇Φ|2 ≤ CB−1/2.Alors, pour j 6= jmin, on onsidère la quantité :

c(β̃(sj) − b′) − CB−1/2 − α2
1(β̃(s) − b′).Pour ǫ > 0 et α1 assez petits, il existe c′ > 0 tel que pour j tel que |sj| ≥ ǫ0et B assez grand, nous avons :

c(β̃(sj) − b′) − CB−1/2 − α2
1(β̃(s) − b′) ≥ c′.Pour C0 ≥ 2ǫ, il existe c′′ > 0 tel que pour j 6= jmin et |sj| ≤ ǫ0 et B assezgrand, nous avons :

c(β̃(sj) − b′) − CB−1/2 − α2
1(β̃(s) − b′) ≥ c′′B−1/2.En e�et, par non-dégénéresene, nous avons (3.1.7). Ainsi, nous obtenons

C > 0 et B0 > 0 tels que pour tout B ≥ B0 :
∑

j brd

∫
|χj exp(B1/2Φ)uB|2 ≤ C

∫

|s|≤C0B−1/4

| exp(B1/2Φ)uB|2.Nous en déduisons la Proposition 1.2.8 et avons le orollaire suivant :Corollaire 3.2.1 Pour tout n ∈ N, il existe C > 0 tel que pour tout B assezgrand :
∫

Ω

s2n{|uB|2 +B−1|(i∇ +BA)uB|2}dx ≤ CB−n/2
∫

Ω

|uB|2dx.On va observer dans le paragraphe suivant qu'en utilisant ette premièreinformation de loalisation et en reprenant la même tehnique que prédé-demment, nous allons tirer une information sur la déroissane de DsuB.



3.2. MINORATION RAFFINÉE 75Estimées d'Agmon tangentielles pour DsuBDans ette sous-setion, nous allons ommener par donner une estima-tion de
qBA(χjmin

eB
1/2ΦuB).L'objet du lemme suivant est de donner une majoration de ette quantité :Lemme 3.2.2 Il existe α1 > 0, C > 0 et B0 > 0 tel que si Φ = α1d(s) et si

B ≥ B0, alors :
qBA(χjmin

eB
1/2ΦuB) − Θ0b

′B

∫ ∣∣∣χjmin
eB

1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx ≤ CB1/2

∫
|χjmin

uB|2dx.Preuve.On onsidère une partition de l'unité omme en (1.4.29). Nous avons toujoursla formule (1.4.31) et :
qBA(u) ≥

∑

j

qBA(χBj u) − CB1/2‖u‖2.On utilise (1.4.34). On a
λ1(B,A) ≤ Θ0b

′B + CB1/2.Ainsi, nous obtenons, ave les inégalités de la setion préédente :
qBA (χjmin

eB
1/2ΦuB

)
+
∑

j 6=jmin

(Θ0b
′B + c(β(sj) − b′)B)

∫ ∣∣∣χjeB
1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx

+bB
∑

j int

∫ ∣∣∣χjeB
1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx

≤ (Θ0b
′B + CB1/2)

∫ ∣∣∣eB1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx+B

∫ ∣∣∣∇ΦeB
1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx+ CB1/2‖uB‖2,où Φ = α1d(s).On dispose du ontr�le :
B

∫

Ω

∣∣∣χjmin
∇ΦeB

1/2ΦuB

∣∣∣
2

≤ CB1/2

∫

Ω

∣∣∣χjmin
eB

1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx ≤ CB1/2

∫

Ω

|χjmin
uB|2dx,et on déduit le lemme.
�Nous passons maintenant à la minoration énonée dans le lemme suivant.



76 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2DLemme 3.2.3 Il existe α1 > 0, C > 0 et B0 > 0 tel que si Φ = α1d(s) et
B ≥ B0, alors :

qBA(χjmin
eB

1/2ΦuB) − Θ0b
′B

∫

Ω

∣∣∣χjmin
eB

1/2ΦuB

∣∣∣
2

dx

≥ B1/2µ
′′(ξ0)

2

∫

Ω

|Ds(χjmin
eB

1/2ΦuB)|2dx− CB1/2

∫

Ω

|χjmin
uB|2dx.Preuve.On introduit :

qapp(v) =

∫

t>0,s∈R

(1 − k0t)|∂tv|2+ (3.2.9)
(1 − k0t)

−1|(Bt+Bαs2t+B1/2ξ0 −Ds − B
k1

2
t2)v|2dtds.Si on érit :

Ã1(s, t) =

∫
(1 − t′k(s))β̃(s, t′)dt′,on a :

(1 − tk(s))β̃(s, t) = (1 − tk1) + αs2 +O(t2 + |s|t+ |s|3),et don :
Ã1(s, t) = t− k1

2
t2 + αs2t+O(t3 + |s|t2 + |s|3t). (3.2.10)Ensuite, par l'inégalité de Cauhy-Shwarz, nous avons pour tout λ > 0 :

qBA(v) ≥ (1 − λ)qapp(v) −
B2

λ
‖Rv‖2.Par exemple, nous pouvons estimer ∫ (st2)2|v|2. Par les estimations tangen-tielles (f. Proposition 1.2.8) et normales d'Agmon et posant :

v = χjmin
eB

1/2ΦuB,nous avons :
B2

∫
s2t4|v|2dsdt ≤ CB2B−1/2B−2‖v‖2.De la même façon, on ontr�le les autres restes et, en hoisissant λ onvena-blement, nous obtenons :

qBA(v) ≥ qapp(v) − CB1/4

∫
|v|2. (3.2.11)



3.2. MINORATION RAFFINÉE 77À l'aide à nouveau de l'inégalité de Cauhy-Shwarz et des estimées d'Agmon,nous trouvons :
qapp(v) ≥ (1 − B−1/2)q2

app(v) − CB1/2

∫
|v|2dx,où

q2
app(v) =

∫

t>0,s∈R

(1 − k0t)|∂tv|2 + (1 − k0t)
−1|(Bt+B1/2ξ0 −Ds)v|2dx.Réalisant une transformée de Fourier partielle dans la variable s et posant

w = v̂, nous avons :
q2
app(v) =

∫

t>0,σ∈R

(1 − k0t)|∂tw|2 + (1 − k0t)
−1|(Bt+B1/2ξ0 − σ)w|2dtdσ.Ainsi, nous obtenons ave la Proposition A.4 :

q2
app(v) ≥ Θ0b

′B

∫
|v|2dx+B1/2µ

′′(ξ0)

2

∫
|Dsv|2dx− CB1/2

∫
|v|2dx.Réunissant toutes les inégalités, le lemme est prouvé.

�En onséquene des Lemmes 3.2.2 et 3.2.3, nous avons la majoration :
∫ ∣∣∣Ds(χjmin

eB
1/2ΦuB)

∣∣∣
2

dx ≤ C

∫
|uB|2dx.Nous en déduisons la proposition suivante (ar le ommutateur de Ds et χjminest de l'ordre de B1/4) :Proposition 3.2.4 (Estimées tangentielles d'Agmon pour DsuB) Aveles notations préédentes, il existe C > 0, α1 > 0 et B0 > 0 tels que pour tout

B ≥ B0 :
∫

Ω

∣∣∣eα1B1/2χ(t(x))d(s(x))DsuB

∣∣∣
2

dx ≤ CB1/2

∫

Ω

|uB|2dx,où χ est une fontion tronature supportée dans [−t0, t0].Corollaire 3.2.5 Pour tout n ∈ N, il existe C > 0 et B0 > 0 tel que pourtout B ≥ B0, nous avons :∫

Ω

χ(t)s2n|DsuB|2dx ≤ CB1/2−n/2
∫

Ω

|uB|2dx.Remarque 3.2.6.Les estimées normales et tangentielles d'Agmon disent grossièrement que |uB|a le même omportement que e−αs2B1/2
u0(B

1/2t).
�



78 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2D3.2.2 Minoration ra�néeDans ette setion, nous prouvons la minoration du Théorème 1.2.10. Ononsidère une partition de l'unité omme en (1.4.29) ave ρ =
1

4
− η pour

η > 0. On a :
qBA(u) ≥

∑

j

qBA(χBj u) − CB1/2−2η‖u‖2.Contr�le loin du minimumRappelons quelques estimations que nous avons déjà obtenues. Pour j telque Dj ne renontre pas le bord, nous avons :
qBA(χju) ≥ bB

∫
|χju|2dx.Pour j tel que Dj renontre le bord et j 6= jmin, nous pouvons remarquerque, pour B assez grand :

qBA(χju) ≥ Θ0b
′B

∫
|χju|2dx.Rédution à un modèle près du minimumPar les inégalités que nous venons de rappeler, nous obtenons :

qBA(uB) ≥ Θ0b
′B

∑

j 6=jmin

‖χjuB‖2 + qBA(χjmin
uB) − CB1/2−2η‖uB‖2.Grâe aux estimées normales et tangentielles d'Agmon, nous avons prouvédans (3.2.11), ave (3.2.9), (3.2.10) et l'inégalité de Cauhy-Shwarz que :

qBA(χjmin
uB) ≥ qapp(χjmin

uB) − CB1/4‖uB‖2.Pour faire disparaître le terme αs2t, on fait un hangement de variables :
t = λ(s)τ,où λ(s) = (1 + αs2)−1/2 ; on a :

∂sv =
∂τ

∂s
∂τ ṽ + ∂sṽ, ∂tv =

∂τ

∂t
∂τ ṽ, (3.2.12)



3.2. MINORATION RAFFINÉE 79où ṽ désigne la fontion v dans les variables (τ, s) et nous sommes ramenésà la forme :
q̃app(v) =

∫ {(
1 − k0τλ(s)

)
|∂τv|2

+
(
1 − k0τλ(s)

)−1|(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 − λ(s)Ds −B
k1τ

2

2
λ(s)3

+ ατsλ(s)3Dτ )v|2
}
λ(s)−1dτds,où nous avons omis le tilde pour alléger les notations. Remarquant que s2 =

O(B2ρ−1/2), sur le support de v = χjmin
uB, nous faisons les approximationssuivantes dans L2 :

−λ(s)Dsv = −Dsv +O
(
s2
)
Dsv,

τ 2λ(s)3v = τ 2v +O
(
s2τ 2

)
v,

sλ(s)3τDτv = sτDτv +O(s3τ)Dτv.On trouve d'abord :
q̃app(v) ≥

∫ {
(1 − τk0)|∂τv|2

+ (1 − τk0)
−1
∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 − λ(s)Ds −B

k1τ
2

2
λ(s)3 + αsλ(s)3τDτ

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds

− C

∫
∆λ(s)τ

{
|∂τv|2 +

∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 − λ(s)Ds − B
k1τ

2

2
λ(s)3

+ αsλ(s)3τDτ

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds,où

∆λ(s) = λ(s) − λ(0).Examinons le seond terme :
∫

∆λ(s)τ
{
|∂τv|2 +

∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 − λ(s)Ds − B
k1τ

2

2
λ(s)3

+ αsλ(s)3τDτ

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds.Revenons dans les variables (t, s), e terme devient :

∫
∆λ(s)

λ(s)
t
{
|∂tv|2 + |(B(1 + αs2)t+ ξ0B

1/2 −Ds − B
k1t

2

2
)v|2
}
dtds.Alors, les estimées d'Agmon donne un ontr�le de e terme en O(1). Ensuite,par l'inégalité de Cauhy-Shwarz, les estimées d'Agmon (pour uB et DsuB



80 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2Daprès être revenu dans ls variables (s, t)) et utilisant la même analyse quedans (3.2.11), nous avons :
∫ {

(1 − τk0)|∂τv|2 + (1 − τk0)
−1
∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 − λ(s)Ds − B

k1τ
2

2
λ(s)3

+ αsλ(s)3τDτ

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds

≥
∫ {

(1 − τk0)|∂τv|2 + (1 − τk0)
−1
∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 −Ds − B

k1τ
2

2

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds

− CB1/4‖v‖2.On a �nalement ave v = χjmin
uB :

qBA(uB) ≥ Θ0b
′B

∑

j 6=jmin

‖χjuB‖2 (3.2.13)
+

∫ {
(1 − τk0)|∂τv|2 + (1 − τk0)

−1
∣∣(Bτ + ξ0λ(s)B1/2 −Ds − B

k1τ
2

2

)
v
∣∣2}λ(s)−1dτds

− CB1/4‖uB‖2 − CB1/2−2η‖uB‖2.De plus, grâe à la déroissane exponentielle de uB loin du bord (estiméesnormales d'Agmon), on peut remplaer χjmin
par une fontion de tronaturerégulière telle que

suppχjmin
⊂ {0 < t ≤ B−1/2+η et |s| ≤ B−1/4+η},autrement dit nous supposons, pour des raisons tehniques, que χjmin

estsupportée dans des retangles plut�t que dans des boules.3.2.3 Minoration pour le modèleAinsi, nous sommes réduits, après hangement d'éhelle τ =
τ̂

B1/2
, s =

ŝ

B1/4
,à l'étude de :

qmod(u) =

∫

τ̂>0,ŝ∈R

{
(1 − k0τ̂

B1/2
)|∂τ̂u|2

+ (1 − k0τ̂

B1/2
)−1|(τ̂ + ξ0λ(B−1/4ŝ) − Dŝ

B1/4
− k1

2B1/2
τ̂ 2)u|2

}
(1 +

αŝ2

B1/2
)1/2dτ̂dŝ.Rédution à la mesure eulidiennePour faire disparaître le poids (1 + αŝ2

B1/2 )1/2, on réalise le hangement defontion dé�ni par :
v =

(
1 +

αŝ2

B1/2

)1/4

u = fB(ŝ)u,



3.2. MINORATION RAFFINÉE 81on a :
qmod(u) =

∫

τ̂>0,ŝ∈R

{
(1 − k0τ̂

B1/2
)|∂τ̂v|2

+ (1 − k0τ̂

B1/2
)−1|(τ̂ + ξ0λ(B−1/4ŝ) − Dŝ

B1/4
− f ′

B(ŝ)

B1/4fB(ŝ)
− k1

2B1/2
τ̂ 2)v|2

}
dτ̂dŝ.Terme en ŝOn désire faire une transformée de Fourier dans la variable ŝ pour être réduità un problème sur le demi-axe, mais le terme ξ0λ(B−1/4ŝ) nous ennuie ; 'estpourquoi on va le faire disparaître dans un hangement de jauge. On érit :

λ(B−1/4ŝ) = 1 + rB(ŝ) et on fait le hangement de jauge : v 7→ ṽ = ve−iφ(ŝ),où
φ(ŝ) =

∫ ŝ

0

[
ξ0rB(σ) − 1

B1/4

f ′
B(σ)

fB(σ)

]
dσpour être réduit à :

q̃mod(ṽ) =

∫

τ̂>0,ŝ∈R

{
(1 − k0τ̂

B1/2
)|∂τ̂ ṽ|2

+ (1 − k0τ̂

B1/2
)−1|(τ̂ + ξ0 −

Dŝ

B1/4
− k1

2B1/2
τ̂ 2)ṽ|2

}
dτ̂dŝ,où u = (χjmin

uB)(B1/2τ̂ , B1/4ŝ). On peut désormais faire une transformée deFourier en la variable ŝ qui nous ramène à un problème en une dimensiondans la variable normale :
qn(w) =

∫

τ̂>0

[
(1 − k0τ̂

B1/2
)|∂τ̂w|2 + (1 − k0τ̂

B1/2
)−1|(τ̂ + ξ0 −

σ

B1/4
− k1

2B1/2
τ̂ 2)w|2

]
dτ̂ ,ave w = v̂.On peut alors utiliser les résultats de l'Annexe A (où on remplae la fontion

l par t, e qui ne pose pas de problème par déroissane exponentielle de wen la variable τ̂ du fait des estimées normales d'Agmon). Il existe don C > 0tel que pour tout B assez grand :
qn(w) ≥

(
Θ0 + (Θk0,k1

1/2 +
µ′′(ξ0)

2
σ2)B−1/2 − CB−3/4+3η

)∫

τ̂>0

|w|2
(

1 − τ̂ k0

B1/2

)
dτ̂ .(3.2.14)Remarque 3.2.7.Dans [HM04, FH09℄, le fait que le hamp magnétique soit onstant permettaitde se réduire au as k0 = k1 = 1, et don on avait Θk0,k1

1/2 = −C1.
�



82 CHAPITRE 3. MINORATION EN 2DRetour dans les variables initialesPar la formule de Parseval, on trouve :
qmod(u) = q̃mod(ṽ) ≥

(Θ0 + Θk0,k1
1/2 B−1/2)

∫

ŝ∈R
τ̂>0

|v|2
(

1 − τ̂k0

B1/2

)
dτ̂dŝ

+B−1/2µ
′′(ξ0)

2

∫

ŝ∈R
τ̂>0

|Dŝṽ|2
(

1 − τ̂k0

B1/2

)
dτ̂dŝ− CB−3/4+3η‖u‖2.On a :

|Dŝṽ|2 = |(Dŝ − φ′(ŝ))v|2.Comme |φ′(ŝ)| ≤ Cŝ2B−1/2 ≤ CB−1/2+2η sur le support de v, on déduit :
|Dŝṽ|2 ≥ (1 −B−1/4+η)|Dŝv|2 −B−1/4+η|v|2.De plus, nous avons :

Dŝv =
αŝ

2B1/2
fB(s)−3u+ fB(ŝ)Dŝu.On déduit :

|Dŝṽ|2 ≥ |Dŝu|2 − CB−1/4+η(|u|2 + |Dŝu|2) − B−1/4+η|Dŝv|2.Après hangement d'éhelle,
dτ̂dŝ =

(
1 +

αŝ2

B1/2

)1/2

dt̂dŝ,

|v|2 =

(
1 +

αŝ2

B1/2

)1/2

|u|2,où t̂ = B−1/2t, et ave les estimées tangentielles d'Agmon, nous trouvons :
‖Dŝv‖2 ≤ C‖u‖2, ‖Dŝu‖2 ≤ C‖u‖2,et

qmod(u) ≥ Θ0‖u‖2 + Θk0,k1B
−1/2‖u‖2

+

(∫ {
αΘ0|ŝǔ|2 +

µ′′(ξ0)

2
|Dŝǔ|2dŝ

}(
1 − t̂k0

B1/2

)
dt̂

)
B−1/2

−CB−3/4+3η, (3.2.15)



3.2. MINORATION RAFFINÉE 83où ǔ(t̂, ŝ) = u(τ̂ , ŝ) et, enore grâe aux estimées d'Agmon, on a remplaé
Dŝu par Dŝǔ et τ̂ par t̂ en remarquant que : Dŝu = Dŝǔ + ∂t̂

∂ŝ
Dt̂ǔ et

λ(ŝB−1/4)τ̂ = t̂. Nous reonnaissons la forme quadratique de l'osillateurharmonique et nous avons :
∫ {

αΘ0|ŝǔ|2 +
µ′′(ξ0)

2
|Dŝǔ|2

}
dŝ ≥

√
µ′′(ξ0)αΘ0

2

∫
|ǔ|2dŝ.on prend η = 1

20
et le minoration dans le Théorème 1.2.10 suit de (3.2.15),(3.2.13) et (1.2.4) après avoir remarqué, par les estimées d'Agmon, que :
∫

Ω

|χjmin
uB|2dx = (1 +O(e−cB

η

))

∫

Ω

|uB|2dx.
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Chapitre 4Estimations uniformes pour lapremière valeur propre,appliationsLe but de e hapitre est motivé par l'étude de µ∗(q, τ) (f. Théorème1.3.17) et la loalisation des fontions propres assoiées. En fait, omme nousl'avons annoné dans l'introdution (f. Théorèmes 1.3.5 et 1.3.4), nous allonsmontrer des majorations et minorations de λ1(B,A) en préisant ommentles restes sont ontr�lés en fontion des variations du hamp magnétique(qui sera de module onstant) ; ela permet notamment d'aéder au régime
τ → +∞ pour µ∗(q, τ) ou enore de onsidérer le as des �grands� ouverts.4.1 MajorationDans ette setion, on prouve le Théorème 1.3.5. On se réfère à [HM04℄et nous allons insister sur les points ruiaux où l'uniformité joue un r�le.Dans le as du hamp onstant sur R3

+, nous savons (voir les onséquenes duLemme 1.3.1) que le bas du spetre est minimal lorsque le hamp magnétiqueest tangent au bord. Ainsi, on va onstruire un quasimode loalisé près d'unpoint où le hamp est tangent. Plus préisément, on va tronquer uξ0 et nousen servir omme fontion test.On �xe x0 ∈ ∂Ω tel que : β(x0) · ν = 0. Un tel x0 existe ; en e�et, enremarquant que div(β) = 0, la formule de Stokes donne :
∫

∂Ω

β · νdσ =

∫

Ω

div(β)dx = 0.87



88 CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMESOn hoisit δ ∈]0, 1/2[ et on suppose que u véri�e
supp(u) ⊂ B(x0, αr),ave r = 1

qδ .On suppose que le support de u est su�samment petit de sorte qu'aprèsle hangement de oordonnées donné dans la Setion D.1, on peut utiliserles mêmes arguments que dans le Lemme 1.4.2 et prendre une jauge danslaquelle A satisfait :
|A(y) −A0(y)| ≤ C|β|C2|y|3,oùA0 = Alin+R, ave R = (R1, R2, R3) et où Rj est un polyn�me homogèned'ordre 2 et où ∇2β désigne la matrie hessienne de β.On trouve :

‖∇qAu‖2 ≤ (1 + Cr)(qqA0(u) + C(|β|2C2r6q2‖u‖2 + qr3|β|C2‖u‖qA0(u)1/2)).On pose :
u(y) = q1/4+δe−iξ0y2q

1/2

uξ0(q
1/2y3)χ(4qδy3)χ(4qδ(y2

1 + y2
2)

1/2).On doit omparer : ‖∇qA0u‖2 et ‖∇qAlinu‖2. On obtient :
‖∇qA0u‖2 ≤ ‖∇qAlinu‖2 + Cq2r4(1 + |∇β|2∞)‖u‖2

+2ℜ
{∫

|y|≤αr,y3>0

(i∇ + qAlin)u · (qA0 − qAlin)udy

}
.On doit estimer le double produit (f. [HM04, setion 6, p. 120℄ ; ela utilisele fait que M1 = 0 où M1 est dé�ni en (1.2.4)) :

∣∣∣∣ℜ
{∫

|y|≤αr,y3>0

(i∇ + qAlin)u · (qA0 − qAlin)udy

}∣∣∣∣ ≤ C(1 + |∇β|∞)q1−δ.En outre, par déroissane exponentielle de uξ0, on a :
‖∇qAlinu‖2 ≤ Θ0q + Cq2δ.4.2 MinorationDans ette setion, nous prouvons le Théorème 1.3.4 et nous rappelonsque dans e qui suit : ‖∇ × A‖ = 1. Pour tout r > 0, on onsidère unepartition de l'unité omme en (1.4.29) et on garde en mémoire la formuled'IMS (1.4.31).On distingue omme d'habitude deux types de boules : les boules à l'intérieurde Ω et elles qui renontrent le bord.



4.2. MINORATION 89À l'intérieur de ΩSoit j tel que Bj ne renontre pas le bord.Rappelons (1.4.32) : pour tout ψ ∈ C∞
0 (Ω), on a :

∫

Ω

|(i∇ + qAlin)ψ|2dx ≥ q

∫

Ω

|ψ|2dx. (4.2.1)On applique d'abord le Lemme 1.4.2, pour obtenir hangement de jauge
v 7→ e−iφv qui nous donne de l'uniformité dans l'estimation du reste del'approximation du hamp magnétique par le hamp onstant. Puis, avel'inégalité lassique :

|a+ b|2 ≥ (1 − λ2)|a|2 − 1

λ2
|b|2,pour tout λ > 0, nous obtenons :

∫

Ω

|(i∇ + q(A−∇φ))(χjue
−iφ)|2dx ≥

(
(1 − λ2)

∫

Ω

|(i∇ + qAlin)(χjue
−iφ)|2dx

−C2q2 |∇β|2∞
λ2

r4
)∫

Ω

|χju|2dx,oùAlin est dé�ni dans le Lemme 1.4.2. Ainsi, on trouve, ave (1.4.32) appliquéà ψ = χjue
−iφ :

∫

Ω

|(i∇ + qA)χju|2dx ≥
(

(1 − λ2)q − C2q2 |∇β|2∞
λ2

r4

)∫

Ω

|χju|2dx. (4.2.2)Près du bordOn se réfère à [HM02, HM04℄, mais nous aurons ii à ontr�ler soigneuse-ment l'uniformité par rapport aux paramètres. Nous utiliserons le résultat duhamp onstant sur R3
+. On utilise le système de oordonnées loales donnéen Annexe D. Soit j tel que Bj ∩ ∂Ω 6= ∅. On peut supposer que xj ∈ ∂Ωet xj = 0 sans perte de généralité. Après le hangement de variables donnépar le di�éomorphisme Φ (f. Annexe D, Setion D.1), nous avons (formuleD.3) :

∫

Ω

|(i∇ + qA)χju|2dx =

∫

y3>0

|(i∇y + qÃ)χ̃ju|2(DΦ)−1((DΦ)−1)t| det(DΦ)|dy.Il existe C > 0 (uniforme en j) tel que :
∫

y3>0

|(i∇y+qÃ)χ̃ju|2(DΦ)−1((DΦ)−1)t | det(DΦ)|dy ≥ (1−Cr)
∫

y3>0

|(i∇y+qÃ)χ̃ju|2dy.



90 CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMESOn utilise enore l'approximation du hamp magnétique onstant (pour desdemi-boules) sur le support de χ̃j .Plus préisément, il existe α > 0 tel que pour tout j :
supp(χ̃j) ⊂ B(xj , αr).Ainsi, on hange notre partition de l'unité en remplaçant les boules qui ren-ontrent le bord par Φ(B(xj , αr)). Il existe C > 0 tel que pour tout j, ilexiste Ãlin (dé�ni au Lemme 1.4.2) satisfaisant :

∫

y3>0

|(i∇y + qÃ)χ̃ju|2dy ≥ (1 − λ2)

∫

y3>0

|(i∇y + qÃlin
)χ̃ju|2dy

−C
2q2

λ2
|∇β̃|2∞r4

∫

Ω

|χ̃ju|2dy.On est réduit au as du hamp onstant (d'intensité q) sur R3
+ = {y3 > 0}et on obtient :∫

y3>0

|(i∇y + qÃ)χ̃ju|2dy ≥ Θ0q

∫

y3>0

|χ̃ju|2dy.Nous trouvons don :
∫

y3>0

|(i∇y+qÃ)χ̃ju|2dy ≥
(

(1 − λ2)qΘ0 −
C2q2

λ2
(1 + |∇β|2∞)r4

)∫

y3>0

|χ̃ju|2dy.Fin de la preuveOn prend, pour 0 < ǫ <
1

2
, r = 1

q1/2−ǫ . On divise par q et on hoisit λ tel que :
λ2 =

q

λ2
(1 + |∇β|2∞)r4,ou enore :

λ2 = q1/2r2(1 + ‖∇β‖2
∞)1/2.Ensuite, les estimations préédentes mènent à l'existene de C > 0 et q0 > 0,dépendant seulement de Ω, tels que q ≥ q0 :

‖∇qAu‖2

q
≥
(

Θ0 − C

(
r + λ2 +

1

qr2

))∫

Ω

|u|2dx.Finalement, on trouve :
λ1(q,A)

q
≥ Θ0 − C

(
1

q1/2−2ǫ
+

1

q2ǫ
+

|∇β|∞
q1/2−2ǫ

)et le Théorème 1.3.4 est démontré.En reprenant la preuve du Théorème 1.3.4 (f. (4.2.2)), nous avons prouvé laproposition suivante :



4.3. APPLICATION À µ∗(Q, τ) 91Proposition 4.2.1 Pour A ∈ A (f. (1.3.13)), on note µ0(q,A) la pluspetite valeur propre de la réalisation de Dirihlet de (i∇ + qA)2.Alors, pour tout ǫ ∈]0, 1/2[, il existe C = C(Ω, ǫ) > 0 et q0 = q0(Ω, ǫ) t.q. si
q ≥ q0 et A ∈ A :

µ0(q,A)

q
≥ 1 − C

(
1

q2ǫ
+

|∇β|∞
q1/2−2ǫ

)
.Cette proposition possède le orollaire suivant (pour le hoix de ǫ = 1

8
− x

4
) :Corollaire 4.2.2 Soit c0 > 0. Pour tout x ∈ [0, 1/2[, il existe C = C(Ω, x, c0) > 0,tel que, pour tout n ∈ C(τ) et (q, τ) tels que τ ≤ c0(qτ)

x :
µ0(qτ,

n
τ
)

qτ
≥ 1 − C

(
1

qτ

)1/4−x/2
.4.3 Appliation à µ∗(q, τ )Nous allons maintenant déduire de e qui préède une information asymp-totique sur µ∗(q, τ).Preuve du Théorème 1.3.7Remarquons que

λ1(qτ,
QnτQt

τ
) = λ1(q, QnτQt).De plus, il existe C > 0 tel que pour tout τ > 0 et n ∈ C(τ), si A =

n
τ
, alors :

|β|∞ = 1,

|∇β|∞ ≤ Cτ,

|∇2β|∞ ≤ Cτ 2.Pour la minoration, on applique le Théorème 1.3.4 à la sous-famille C(τ) de
A et, utilisant (1.3.16), on obtient :

µ∗(q, τ)

qτ
≥ Θ0 − C

(
1

(qτ)1/2−2ǫ
+

1

(qτ)2ǫ
+ c0

(qτ)x

(qτ)1/2−2ǫ

)
.On hoisit ǫ tel que 1

2
− 2ǫ− x = 2ǫ, i.e : 2ǫ = 1

4
− x

2
.Pour la majoration, on applique le Théorème 1.3.5 ave A =

nτ
τ
. Alors, onobtient :

µ∗(q, τ) ≤ Θ0qτ+C
(
(qτ)2δ + (qτ)2−4δ+2x + (qτ)1−δ+x + (qτ)3/2−3δ+2x + (qτ)2−6δ+4x

)
.



92 CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMESOn hoisit δ tel que :
2δ = 1 − δ + x.Ainsi, on prend δ = 1+x

3
et la majoration s'ensuit.Remarque sur µ∗(q, τ)Le but de e paragraphe est de donner une information plus globale sur leomportement de µ∗(q, τ) par rapport à qτ omme ela est suggéré par deGennes (voir [dG95℄). Nous allons prouver le ontr�le lipshitzien suivant :Proposition 4.3.1 Il existe C(Ω) > 0 tel que, pour tous réels stritementpositifs (τ, τ̃) et q ≥ 0, on a :

|
√
µ∗(q, τ) −

√
µ∗(q, τ̃)| ≤ C(Ω)|qτ − qτ̃ |On ommene par prouver un lemme général :Lemme 4.3.2 Pour tout A0, A1 ∈ C∞(Ω), we have :

|
√
λ1(1, A0) −

√
λ1(1, A1)| ≤ ‖A0 −A1‖∞. (4.3.3)Preuve.Soit ψ0 une fontion propre L2-normalisée assoiée à λ1(1, A0) ; par le prinipedu mini-max, nous avons :

λ1(1, A1) ≤
∫

Ω

|(i∇ + A1)ψ0|2dx.Ensuite, on obtient :
∫

Ω

|(i∇ + A1)ψ0|2dx =

∫

Ω

|(i∇ + A0)ψ0|2dx

+ 2ℜ
(∫

Ω

(i∇ + A0)ψ0 · (A1 − A0)ψ0dx

)
+

∫

Ω

|A0 − A1|2|ψ0|2dx

≤ λ1(1, A0) + 2‖A0 − A1‖∞
√
λ1(1, A0) + ‖A0 − A1‖2

∞.Ainsi, on a :
λ1(1, A1) ≤ λ1(1, A0)+2‖A0−A1‖∞

√
λ1(1, A0)+‖A0−A1‖2

∞ = (
√
λ1(1, A0)+‖A0−A1‖∞)2.On trouve alors :

√
λ1(1, A1) ≤

√
λ1(1, A0) + ‖A0 − A1‖∞.Permutant les r�les de A0 et A1, nous inférons (4.3.3).



4.4. ESTIMÉES D'AGMON 93
�Nous dé�nissons la fontion µ sur SO3 × R+ × R∗

+ par :
µ(Q, q, τ) = λ1(q,nQτ ), (4.3.4)où nQτ est dé�ni dans l'Annexe C.Proposition 4.3.3 µ est ontinue sur SO3 ×R+ ×R∗

+ et µ∗ est ontinu sur
R+ × R∗

+.Preuve.
(Q, q, τ) 7→ qnQτ est lairement ontinue et don, ave le Lemme 4.3.2, ondéduit que µ est ontinue. Ave (1.3.15) et (4.3.4), µ∗(q, τ) peut s'exprimerainsi :

µ∗(q, τ) = inf
Q∈SO3

µ(Q, q, τ),et par ompaité de SO3, on en onlut que µ∗ est ontinue.
�On peut alors prouver la Proposition 4.3.1.Le Lemme 4.3.2 fournit pour tout τ > 0, τ̃ > 0, q ≥ 0 et Q ∈ SO3 :

∣∣∣
√
µ(Q, q, τ) −

√
µ(Q, q, τ̃)

∣∣∣ ≤ q‖nQτ − nQτ̃ ‖∞.On utilise la formule de Taylor pour trouver :
∣∣∣
√
µ(Q, q, τ) −

√
µ(Q, q, τ̃)

∣∣∣ ≤ C(Ω)q|τ − τ̃ |.Par onséquent, on peut érire :
√
µ∗(q, τ) ≤

√
µ(Q, q, τ) ≤

√
µ(Q, q, τ̃) + C(Ω)q|τ − τ̃ |.En prenant l'in�mum sur Q du seond membre, on déduit :

√
µ∗(q, τ) ≤

√
µ∗(q, τ̃) + C(Ω)q|τ − τ̃ |.En éhangeant les r�les de τ et τ̃ , la Proposition 4.3.1 est prouvée.4.4 Estimées d'AgmonNous obtenons dans ette setion des estimations d'Agmon.



94 CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMES4.4.1 Une estimée uniformeOn introduit quelques notations (voir [Agm82, Alm08, FH09℄). Pour γ >
0 assez petit, prenons ηγ une fontion de tronature régulière :

ηγ =

{
1 si d(y) = d(y, ∂Ω) ≥ γ
0 si y /∈ Ω

,ave
|∇ηγ| ≤

C

γ
.On pose : Ωγ = {y ∈ Ω : d(y, ∂Ω) ≥ γ}. Pour α > 0, on pose

ξ(y) = ηγe
αd(y).Nous disposons de la propriété de loalisation suivante :Proposition 4.4.1 Pour tout Ω, il existe C > 0 et γ0 > 0 tels que pour tout

q > 0, 0 < ǫ ≤ 1 et α véri�ant :
0 < α <

(
1

1 + ǫ

)1/2

(µ0 − µ)1/2,ave
µ = λ1(q,A) et µ0 = µ0(q,A),si 0 < γ ≤ γ0, si u est une fontion propre normalisée assoiée à µ :

‖ηγeαd(y)|u|‖H1(Ω) ≤
C√
ǫγ

(
µ0 + 1

µ0 − µ− (1 + ǫ)α2

)1/2

eαγ .Preuve.Nous allons prouver ette proposition en utilisant une tehnique �à la Agmon�.On onsidère l'équation véri�ée par u :
(i∇ + qA)2u = µu.On multiplie par ξ2u et on intègre par parties pour obtenir :

|(i∇ + qA)(ξu)|22 = µ|ξu|22 + |(∇ξ)u|22.On a, pour tout ǫ > 0 :
|(∇ξ)u|2 ≤ (1 +

1

ǫ
)

∫

Ω\Ωγ

|∇η|2e2αd(y)|u|2dx+ (1 + ǫ)α2

∫

Ω

|ξu|2dx.



4.4. ESTIMÉES D'AGMON 95On utilise ‖u‖2 = 1 pour trouver :
(µ0 − µ− (1 + ǫ)α2)‖ξu‖2 ≤ C

γ
(1 +

1

ǫ
)e2αγ .De plus, l'inégalité diamagnétique donne :

|∇|ξu||2 ≤ |(i∇ + qA)(ξu)|2.Il s'ensuit que :
||ξ|u|||2H1(Ω) ≤

C

γ
(1 +

1

ǫ
)e2αγ

µ0 + 1

µ0 − µ− (1 + ǫ)α2
.

�4.4.2 Loalisation près du bord quand τ → + ∞En onséquene de la Proposition 4.4.1, nous avons le théorème suivant :Théorème 4.4.2 Pour tout x ∈ [0, 1/2[, il existe δ0 > 0, C > 0, c > 0 telsque si (q, τ) véri�e qτ ≥ δ0 et τ ≤ c0(qτ)
x, alors pour tout n ∈ C(τ) et u unefontion propre L2-normalisée de Pqn,Ω, nous avons :

‖η c√
qτ
e((1−Θ0)1/2√qτ−r(qτ))d(·,∂Ω)|u|‖H1(Ω) ≤ C,où r(qτ) = (qτ)3/8+x/4.Preuve.On applique la Proposition 4.4.1 ave α = (1 − Θ0)

1/2(
√
qτ − λ), ǫ =

(qτ)−1/4+x/2, γ = 1√
qτ
, λ = (qτ)1/4+x1/2, with x < x1 < 1

2
et en prenantune gaussienne (tronquée), on note que :

µ0(qτ,
n
τ

) ≤ Cqτ.On prend x1 = 1
2
(1

2
+x) et on applique l'estimation (1.3.17) du Théorème 1.3.7(a�n que la ondition sur α de la Proposition 4.4.1 soit satisfaite).

�



96 CHAPITRE 4. ESTIMATIONS UNIFORMES4.5 Appliation : le as des grands ouvertsSoit R > 0 et x0 ∈ Ω. On note ΩR = {x0 + R(x − x0), x ∈ Ω}. Lebut de ette partie est d'étudier la plus petite valeur propre de PqA,ΩR
notée

µΩR
(q,A), où A ∈ A (f.(1.3.13)), lorsque q → +∞ et R → +∞. Dans sontravail [Alm08℄, Almog étudie le régime q �xé et R→ +∞ (voir le Théorème1.1 de [Alm08℄) et fait ensuite tendre q vers l'in�ni (voir Setion 3 de [Alm08℄).Nous allons établir un théorème qui traite un autre régime : q → +∞ et Rà roissane polyn�miale en q. Remarquons d'abord l'invariane d'éhellesuivante :Lemme 4.5.1 Pour tout R > 0, on a :

µΩR
(q,A) =

1

R2
µΩ

(
qR2,

A(R·)
R

)
.Asymptotique de µΩR

(q,A)La proposition suivante indique que si R ne roît pas plus vite qu'un poly-n�me en q, nous avons une estimation asymptotique dont le premier termeest Θ0q :Théorème 4.5.2 Soit c0 > 0 et y ≥ 0. Il existe C > 0, q0 > 0 et R0 > 0dépendant seulement de Ω, c0 et y tels que, si (q, R) satisfait q ≥ q0, R ≥ R0et R ≤ c0q
y, alors, pour A ∈ A :

Θ0 −
C

(qR2)
1

4(1+2y)

≤ µΩR
(q,A)

q
≤ Θ0 −

C

(qR2)
1

3(1+2y)

.Preuve.On utilise le Lemme 4.5.1. On pose x =
y

1 + 2y
et on remarque que R ≤

c(y)(qR2)x ave c(y) = c
1

1+2y

0 et A(R·)
R

∈ A. Par les Théorèmes 1.3.4 et 1.3.5,nous avons la onlusion souhaitée en utilisant les mêmes arguments que pourle Théorème 1.3.7.
�Loalisation des états fondamentaux près du bordDans le as des grands ouverts, nous établissons un théorème analogue auThéorème 4.4.2 :Théorème 4.5.3 Pour tout y ≥ 0, il existe δ0 > 0, δ1 > 0, C > 0, c > 0tels que si (q, R) véri�e q ≥ δ0, R ≥ δ1, R ≤ c0q

y et A ∈ A et u une fontionpropre L2-normalisée assoiée à µΩR
(q,A), alors on a,

‖η c√
q
e(1−Θ0)1/2(

√
q−r(q,R))d(·,∂ΩR)|u|‖H1(ΩR) ≤ C,



4.5. APPLICATION : LE CAS DES GRANDS OUVERTS 97où r(q, R) = q1/2− 1
8(1+2y)R− 1

4(1+2y) .Preuve.Après hangement d'éhelle, la preuve est la même que elle du Théorème 4.4.2.
�
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Chapitre 5Étude de la famille d'opérateurs
H(θ)Ce hapitre est onsaré à une famille d'opérateurs qui jouera un r�leentral pour étudier le problème ave hamp variable en dimension 3. Cettefamille jouera le même r�le en dimension 3 que elui que la famille hN,ξjouait en dimension 2. La setion suivante est don onsarée à la familled'opérateurs H(θ) où H(θ) est la réalisation de Neumann sur R

2
+ de

D2
s +D2

t + (cos θt− sin θs)2.5.1 Déroissane exponentielleCommençons par remarquer que, par (1.3.11) et en utilisant le théo-rème de Persson (f. [Agm82, FH09℄), lorsque 0 < θ < π
2
et pour tout

0 < α <
√

1 − σ(θ), nous avons :
eα

√
s2+t2uθ ∈ H1(R2

+),où nous rappelons que uθ désigne la fontion propre normalisée et positivede H(θ) assoiée à la plus petite valeur propre σ(θ).Dans la suite, nous notons :
L2
exp(R

2
+) = {f ∈ L2(R2

+) : ∃α > 0, eα(t+<s>)f ∈ L2(R2
+)}et

H1
exp(R

2
+) = {f ∈ L2(R2

+) : ∃α > 0, eα(t+<s>)f ∈ H1(R2
+)},où < s >= (s2 + 1)1/2.Ainsi, nous avons :

uθ ∈ H1
exp(R

2
+). (5.1.1)99



100 CHAPITRE 5. ÉTUDE DE LA FAMILLE D'OPÉRATEURS H(θ)Nous nous intéressons à présent aux propriétés de déroissane des solutionsd'équation de la forme :
h(θ)v = f,où :

h(θ) = H(θ) − σ(θ). (5.1.2)Il se trouve en e�et que de telles équations apparaîtront dans la onstrutiondes quasimodes du hapitre suivant.Proposition 5.1.1 Soit f ∈ L2
exp(R

2
+) telle que < f , uθ >= 0. Alors, si vdésigne une solution de :

h(θ)v = f, (5.1.3)on a :
v ∈ H1

exp(R
2
+).Preuve.On ommene par prouver le ontr�le en la variable s. Introduisons unefontion de tronature régulière χ satisfaisant

χ(s) = 1 si |s| ≤ 1 et χ(s) = 0 si |s| ≥ 2.Pour n ∈ N∗, on onsidère l'opérateur de multipliation (borné et inversible)par e−ǫχn(s)<s> où χn(s) = χ(n−1s). Véri�ons qu'il préserve D(H(θ)).Pour ψ ∈ D(H(θ)), nous avons :
H(θ)(e−ǫχn(s)<s>ψ) = e−ǫχn(s)<s>H(θ)ψ−ǫχ′

n(s) < s > Dsψ−ǫχn(s)
s

< s >
Dsψ.Comme Dsψ ∈ L2(R2

+), nous déduisons que H(θ)(e−ǫχn(s)<s>ψ) ∈ L2(R2
+).Par ailleurs, e−ǫχn(s)<s>ψ satisfait la ondition de Neumann et ainsi :

e−ǫχn(s)<s>ψ ∈ D(H(θ)).Nous utilisons à présent une méthode de Grushin et introduisons H(θ) quiest dé�ni sur D(H(θ)) × C par :
H(θ) =

[
h(θ) uθ

< · , uθ > 0

]
,où h(θ) est dé�ni en (5.1.2). Il est lair que et opérateur est inversible. (5.1.3)est équivalent à :

H(θ)

[
v
0

]
=

[
f
0

]
,



5.1. DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE 101si l'on prend pour v l'unique solution orthogonale à uθ (toutes les autressolutions satisferont les propriétés de déroissane exponentielle ar uθ lessatisfait). Posant ṽ = eǫχn(s)<s>v et f̃ = eǫχn(s)<s>f , on peut réérire :
H(θ)ǫ,n

[
ṽ
0

]
=

[
f̃
0

]
,où

H(θ)ǫ,n =

[
eǫχn(s)<s> 0

0 1

]
H(θ)

[
e−ǫχn(s)<s> 0

0 1

]
.On peut noter que D(H(θ)ǫ,n) = D(H(θ)). Un simple alul fournit :

H(θ)ǫ,n =

[
eǫχn(s)<s>h(θ)e−ǫχn(s)<s> eǫχn(s)<s>uθ
< · , e−ǫχn(s)<s>uθ > 0

]
.On peut alors érire, ave la déroissane exponentielle de uθ, que :

H(θ)ǫ,n = H(θ) + ǫFn,où Fn est borné relativement à H(θ) uniformément par rapport à n. Laonlusion est alors lassique ; pour ǫ assez petit H(θ)ǫ,n est inversible et ilexiste C(ǫ) > 0 tel que pour tout n ∈ N∗ :
‖(H(θ)ǫ,n)−1‖ ≤ C(ǫ).Cela onduit à l'inégalité :

‖ṽ‖L2(R2
+) ≤ C(ǫ)‖f̃‖L2(R2

+).On en déduit :
‖eǫχn(s)<s>v‖L2(R2

+) ≤ C(ǫ)‖eǫχn(s)<s>f‖L2(R2
+).Le théorème de onvergene dominée montre que le membre de droite onvergequand n → +∞ vers ‖eǫ<s>f‖L2(R2

+). De là, on tire que eǫχn(s)<s>v onvergefaiblement (après extration d'une sous-suite) dans L2(R2
+) vers une er-taine fontion h. La onvergene au sens des distributions et de nouveau lethéorème de onvergene dominée prouve que : eǫ<s>v = h ∈ L2(R2

+). Paronséquent, la déroissane en s est prouvée.Nous expliquons à présent la déroissane en t. On proède de la même ma-nière, mais on doit se souier de la ondition de Neumann. Pour n ∈ N∗, ononsidère une fomtion tronature régulière ηn telle que :
ηn(t) =





0 if 0 ≤ t ≤ 1
2

1 if 1 ≤ t ≤ n
0 if t ≥ 2n

.



102 CHAPITRE 5. ÉTUDE DE LA FAMILLE D'OPÉRATEURS H(θ)On remarque que l'opérateur de multipliation (borné et inversible) par
eǫηn(t)t préserve D(H(θ)) ; alors, on peut utiliser la même analyse que préé-demment en se servant ette fois de la déroissane de uθ en t et la propositionest prouvée après avoir remarqué (par intégration par parties) que :

qθ(e
α/2(t+<s>)v) < +∞,où qθ est la forme quadratique assoiée à H(θ).

�Notons
H∞
exp = {f ∈ L2(R2

+) : ∀(l, k) ∈ N
4 Dl

sD
k
t f ∈ L2

exp(R
2
+)}.Il est lair que H∞

exp ⊂ S(R+ × R). La Proposition 5.1.1 possède le orollairesuivant :Corollaire 5.1.2 La fontion uθ appartient à H∞
exp.Preuve.On rappelle d'abord que uθ ∈ H1

exp(R
2
+). Ensuite, on dérive par rapport à s :

h(θ)∂suθ = 2 sin θVθuθ ∈ L2
exp(R

2
+).La Proposition 5.1.1 fournit Dsuθ ∈ H1

exp(R
2
+). une réurrene donne alorsque, pour tout m ∈ N :

Dm
s uθ ∈ H1

exp(R
2
+).Puis, on revient à l'équation :

D2
tuθ = (−D2

s − V 2
θ + σ(θ))uθ ∈ L2

exp(R
2
+)et, dérivant par rapport à s, on trouve :

D2
tD

m
s uθ ∈ L2

exp(R
2
+).On dérive par rapport à t et on obtient :

D3
tD

m
s uθ ∈ L2

exp(R
2
+).Finalement, une réurrene donne, pour tous entiers l, k :

Dl
sD

k
t uθ ∈ L2

exp(R
2
+).

�



5.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE Uθ 103On peut maintenant énoner un autre orollaire important :Corollaire 5.1.3 Soit g ∈ H∞
exp et f ∈ D(H(θ)) telles que :

h(θ)f = g.Alors, f ∈ H∞
exp.Preuve.La preuve est essentiellement la même que elle du Corollaire 5.1.2.

�5.2 Quelques propriétés de uθNous établissons dans ette setion quelques propriétés de uθ liées à lavariable s.5.2.1 Une formule de momentLa dé�nition de uθ fournit :
H(θ)uθ = σ(θ)uθ .En dérivant par rapport à s, on obtient la formule :

h(θ)∂suθ = 2 sin θ Vθ uθ. (5.2.4)Ainsi, en prenant le produit salaire par uθ, on en déduit le lemme :Lemme 5.2.1Pour tout θ ∈]0, π
2
[, on a :
∫

t>0

(t cos θ − s sin θ)|uθ(s, t)|2dsdt = 0 .On dérive par rapport à s pour trouver :
h(θ)∂2

suθ = 2 sin θ(2Vθ∂suθ − sin θuθ) = 2 sin θ(∂sVθ + Vθ∂s)uθ. (5.2.5)Si on dérive deux fois de plus, on trouve :
h(θ)∂4

suθ = 12 sin2 θ∂2
suθ + 8 sin θVθ∂

3
suθ.On en déduit (en multipliant par uθ et en intégrant par parties ; on utiliseque h(θ)uθ = 0) :Lemme 5.2.2 On a :∫

t>0

Vθ ∂
3
s uθ uθ dsdt =

3

2
sin θ

∫

t>0

∂2
suθ uθ dsdt.



104 CHAPITRE 5. ÉTUDE DE LA FAMILLE D'OPÉRATEURS H(θ)5.2.2 D'autres formulesNous renontrerons l'équation suivante, d'inonnue g :
h(θ)g = −t∂suθ. (5.2.6)Nous posons :

Ls = −∂2
s + sin2 θ s2. (5.2.7)Un petit alul permet d'établir la formule de ommutateur suivante :

LsH(θ) = H(θ)Ls + 4 cos θ sin θt∂s.On en tire :
h(θ)(Lsuθ) = −4 cos θ sin θt∂suθet ainsi, on peut dé�nir une solution de (5.2.6) par :

f0 = (2 sin(2θ))−1(sin2 θs2uθ − ∂2
suθ). (5.2.8)Finalement, on a :

Lsh(θ)f0 = h(θ)(Lsf0) + 4 cos θ sin θt∂sf0.Prenant le produit salaire, il s'ensuit que :
< Lsh(θ)f0, uθ >=< 4 cos θ sin θt∂sf0, uθ > .Or, on a :

< Lsh(θ)f0, uθ >= − < Ls(t∂suθ), uθ >= − sin2 θ

∫

t>0

ts2∂suθuθdsdt

= sin2 θ

∫

t>0

tsu2
θdsdt.On en déduit don le lemme :Lemme 5.2.3 On dispose de l'identité :

< 4 cos θt∂sf0, uθ >= sin θ

∫

t>0

tsu2
θdsdt.En�n, nous aurons besoin d'un dernier lemme (on dérive deux fois l'équationsatisfaite par f0) :Lemme 5.2.4 On a, d'une part :

h(θ)∂sf0 = −t∂2
suθ + 2 sin θVθf0,

< −t∂2
suθ + 2 sin θVθf0, uθ >= 0et d'autre part :

h(θ)∂2
sf0 = −t∂3

suθ + 2 sin θ(− sin θf0 + 2Vθ∂sf0),

< −t∂3
suθ + 2 sin θ(− sin θf0 + 2Vθ∂sf0), uθ >= 0.



5.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE Uθ 1055.2.3 Propriétés de H(θ, ρ)L'ingrédient prinipal de l'analyse qui suit est la formule de Feynman-Hellmann. On introduit un paramètre d'éhelle ρ en dé�nissant :
H(θ, ρ) =

1

ρ
(D2

s +D2
t ) + ρV 2

θet on onsidère :
H(θ, ρ)uθ,ρ = σ(θ)uθ,ρ, (5.2.9)où

uθ,ρ(s, t) = uθ(ρ
−1/2s, ρ−1/2t).On peut noter que H(θ, 1) = H(θ).Feynman-Hellmann par rapport à ρOn dérive par rapport à ρ :

(H(θ, ρ) − σ(θ))∂ρu = −∂ρHu,et
∂ρH = −ρ−2(D2

s +D2
t ) + V 2

θ .On utilise (5.2.9) pour trouver :
(H(θ, ρ) − σ)∂ρu =

σuθ,ρ
ρ

− 2V 2
θ uθ,ρ. (5.2.10)Multipliant ette dernière équation par uθ,ρ et intégrant, on retrouve le théo-rème du viriel (qui énone que l'énergie inétique de uθ est égale à son énergiepotentielle, voir [Wei67℄) :

∫

t>0

(
|Dsuθ|2 + |Dtuθ|2

)
dsdt =

∫

t>0

|Vθuθ|2dsdt =
σ(θ)

2
. (5.2.11)Remarque 5.2.5.En e�etuant un hangement d'éhelle uniquement par rapport à s, on trouvel'identité : ∫

t>0

|Dsuθ|2dsdt = − sin θ

∫

t>0

sVθu
2
θdsdt. (5.2.12)

�



106 CHAPITRE 5. ÉTUDE DE LA FAMILLE D'OPÉRATEURS H(θ)Feynman-Hellmann par rapport à θOn prend la dérivée de (5.2.9) par rapport à θ :
(H(θ, ρ) − σ(θ))∂θu = σ′(θ)u− ∂θHu,et

∂θH = 2ρVθ∂θVθ.On hoisit ρ = 1 et on trouve :
(H − σ)∂θu|θ = σ′(θ)uθ − 2Vθ∂θVθuθ. (5.2.13)Multipliant par uθ, on déduit :

2

∫

t>0

Vθ
∂Vθ
∂θ

|uθ|2dsdt = σ′(θ) , (5.2.14)e qui s'érit aussi :
σ′(θ) := −2

∫

t>0

(cos θ t− sin θ s)(sin θ t+ cos θ s)|uθ(s, t)|2dsdt . (5.2.15)Remarque 5.2.6.Combinant (5.2.14) et (5.2.11), il vient :
∫

t>0

tVθu
2
θdsdt =

C(θ)

2
et ∫

t>0

sVθu
2
θdsdt = −S(θ)

2
. (5.2.16)

�ConséquenesUne première identitéIntroduisons la quantité :
I1(θ) =

∫

t>0

(t− sT (θ))Vθ|uθ|2dsdt , (5.2.17)où T (θ) est dé�nie en (1.3.22).Lemme 5.2.7 On a : I1(θ) = 0.Preuve.On multiplie (5.2.10) par σ′ et (5.2.13) par σ
ρ
pour obtenir :

(H(θ, ρ) − σ(θ))wθ,ρ = −2σ′V 2
θ uθ,ρ + 2σVθ∂θVθuθ,ρ, (5.2.18)



5.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE Uθ 107où
wθ,ρ = σ′∂ρuθ,ρ −

1

ρ
σ∂θuθ,ρ. (5.2.19)On prend ρ = 1 et on multiplie par uθ, on intègre et le Lemme 5.2.7 estprouvé.

�Dans la suite, on notera :
w0 = σ′∂ρuθ,1 − σ∂θuθ,1. (5.2.20)Une deuxième identitéOn applique l'opérateur :
j(θ, ρ) = σ′∂ρ −

σ

ρ
∂θ (5.2.21)à (5.2.18), on prend ρ = 1 et on obtient :

j(θ, ρ)(H(θ, ρ))wθ,ρ + (H(θ, ρ) − σ)j(θ, ρ)wθ,ρ

= (−2σ′V 2
θ + 2σVθ∂θVθ)wθ,ρ + j(θ, ρ)(−2σ′V 2

θ + 2σVθ∂θVθ)uθ,ρ.Alors, d'une part, on obtient :
j(θ, ρ)(H(θ, ρ)) = −σ′(D2

s +D2
t ) + σ′V 2

θ − 2σVθ∂θVθ, (5.2.22)et d'autre part :
j(θ, ρ)(−2σ′V 2

θ + 2σVθ∂θVθ) = −σ∂θ(−2σ′V 2
θ + 2σVθ∂θVθ)

= 2σ′′σV 2
θ + 2σσ′Vθ∂θVθ − 2σ2(∂θVθ)

2 − 2σ2Vθ∂
2
θVθ.E�etuant le produit salaire par uθ, et utilisant (5.2.14) et (5.2.11), on déduitle lemme :Lemme 5.2.8 On a, pour tout θ ∈]0, π

2
[ :

∫

t>0

(2σ′V 2
θ − 2σVθ∂θVθ)w0uθdsdt+

∫

t>0

(σ∂θVθ − σ′Vθ)
2u2

θdsdt =
σ2σ′′ + σ3

2
.



108 CHAPITRE 5. ÉTUDE DE LA FAMILLE D'OPÉRATEURS H(θ)Une troisième identitéSi on dérive deux fois, il vient :
h(θ)∂sw0 = 2 sin θVθw0 − 2Vθuθ + 2(Cs+ St) sin θuθ − 2(Cs+ St)Vθ∂suθpuis :

h(θ)∂2
sw0 = 4 sin θVθ∂sw0 − 2 sin2 θw0 − 2(Cs+ St)Vθ∂

2
suθ

+ 4C sin θuθ − 4CVθ∂suθ + 4 sin θ(Cs + St)∂suθet on en déduit le lemme :Lemme 5.2.9 On a :
2 sin θ < Vθw0, uθ > +2 sin θ < (Cs+ St)uθ, uθ > −2 < (Cs+ St)Vθ∂suθ, uθ >= 0et :

< 4 sin θVθ∂sw0 − 2 sin2 θw0 − 2(Cs+ St)Vθ∂
2
suθ, uθ >

= − sin θ < (2C + 4(Cs+ St)∂s)uθ, uθ >= 0.Relation entre f0 et w0Si on e�etue un hangement d'éhelle dans l'équation (E.1) satisfaite par
f0, on trouve :

(H(θ, ρ) − σ(θ))f0,ρ = −t∂suθ,ρ.On applique alors l'opérateur j, on prend ρ = 1 et on utilise l'identité (5.2.22)pour obtenir :
h(θ)j(f0,ρ) + σ′t∂suθ + (2σ′V 2

θ − 2σVθ∂θVθ)f0 = −t∂sw0.Faisant le produit salaire ave uθ, on a :
∫

t>0

(2σ′V 2
θ − 2σVθ∂θVθ)f0uθdsdt+

∫

t>0

t∂sw0uθdsdt = 0.De plus, en remarquant que :
0 = j

(∫

t>0

t∂su
2
θ,ρdsdt

)
= 2

∫

t>0

tuθ,ρwθ,ρdsdt,on déduit le lemme :



5.2. QUELQUES PROPRIÉTÉS DE Uθ 109Lemme 5.2.10 On a :
∫

t>0

(2σ′V 2
θ − 2σVθ∂θVθ)f0uθdsdt = 0et ∫

t>0

t∂sw0uθdsdt = 0Remarque 5.2.11.Il suit du Corollaire 5.1.3 que toutes les solutions des équations de la forme
h(θ)f = g que nous avons renontrées appartiennent à H∞

exp.

�
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Chapitre 6Majoration en dimension 3 dansun as génériqueCe hapitre est onsaré à la preuve du Théorème 1.3.11. Elle s'e�etueraen deux temps ; d'abord nous onstruisons un problème modèle et ensuitenous fabriquons un quasimode qu'on injete dans la forme quadratique.6.1 Un modèle sur R
3
+Dans ette setion, nous utilisons les oordonnées loales introduites enSetion D.2 pour onstruire un opérateur modèle près de x0. Dans la suite,nous posons :

h = B−1et divisons l'opérateur par B2.6.1.1 Le modèleOn approhe d'abord la métrique et ensuite le hamp magnétique pourfabriquer un opérateur modèle.Approximation de la métriqueAve (D.3) et (D.4), nous sommes réduits à onsidérer la forme quadratique :
qh,appA (u) =

∫

t>0

|(ih∇ + Ã)u|2g0app
mappdrdsdt,où

g0
app = I3 + 2tK0 −G0

1(r, s) +R(r, s, t),111



112 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3
mapp = 1 − tKM

0 + Tr(
G0

1

2
) +R(r, s, t)et où nous rappelons la onvention (f. Remarque D.2) que R désigne despolyn�mes homogènes de degré 2 et de degré partiel au plus 1 par rapport à

r et s. On rappelle aussi que G0
1 est un polyn�me homogène de degré 2 en ret s et que KM

0 est la ourbure moyenne en x0.Cette forme satisfait :
qhA(u) = qh,appA (u) +O

(∫

t>0

(|r|3 + |s|3 + |t|3)|(ih∇ + Ã)u|2drdsdt
)
.(6.1.1)L'opérateur assoié sur L2((] − r0, r0[×] − s0, s0[×[0, t0[), mappdrdsdt), aveondition de Dirihlet sur t = t0, |r| = r0, |s| = s0 (pour t0, r0, s0 stritementpositifs et su�samment petits) et ondition de Neumann sur t = 0, est :

h2(mapp)
−1DtmappDt

+ (1 + 2tK11 −G11 − R11)(hDr + Ãr)
2 + (1 + 2tK22 −G22 − R22)(hDs + Ãs)

2

+ (2K12t−G12 − R12)(hDr + Ãr)(hDs + Ãs)

+ (2K12t−G12 − R12)(hDs + Ãs)(hDr + Ãr)

+ h2R̃1(r, s, t)Dr + h2R̃2(r, s, t)Ds.Négligeant les termes d'ordre 3, on obtient le lemme :Lemme 6.1.1 La forme quadratique notée qh,MODA assoiée à l'opérateur dé-�ni sur L2((]− r0, r0[×] − s0, s0[×[0, t0[), mappdrdsdt), ave ondition de Di-rihlet sur t = t0, |r| = r0, |s| = s0 par :
HMOD = h2nappDtmappDt (6.1.2)
+ (1 + 2tK11 −G11 − R11)(hDr + Ãr)

2 + (1 + 2tK22 −G22 − R22)(hDs + Ãs)
2

+ (2K12t−G12 − R12)(hDr + Ãr)(hDs + Ãs)

+ (2K12t−G12 − R12)(hDs + Ãs)(hDr + Ãr)

+ h2R̃1(r, s, t)Dr + h2R̃2(r, s, t)Ds.ave
napp = 1 + tKM

0 − Tr(
G0

1

2
) +R,satisfait :

qhA(u) = qh,MODA (u) +O

(∫

t>0

(|r|3 + |s|3 + |t|3)|(ih∇ + Ã)u|2drdsdt
)
.



6.1. UN MODÈLE SUR R
3
+ 113Relations entre β et β̃Ce petit paragraphe est non néessaire pour omprendre l'approximationsuivante de l'opérateur, mais il introduit en partiulier quelques notationsliées à ette approximation.Le nouveau hamp magnétique ii mis en jeu est

β̃ = ∇× Ã.Nous allons tronquer l'approximation de Taylor de β̃ à l'ordre 2 a�n d'obtenirune nouvelle approximation de l'opérateur et de sa forme quadratique. Ainsi,omme à la �n nous voulons exprimer toutes nos onstantes en fontion desdérivées de β, il nous faut établir les relations unissant les développementsde Taylor à l'ordre 2 de β et β̃. La formule de Taylor appliquée à β en x0donne (à l'ordre 1) :
β = β0 + r∂rβ(x0) + s∂sβ(x0) + t∂tβ(x0)

= β(1) +O(r2 + s2 + t2),et ave (D.2) nous sommes onduits à :
β̃ = β0 + t(−KM

0 β0 +K0β0 + ∂tβ(x0)) + r∂rβ(x0) + s∂sβ(x0) +O(r2 + s2 + t2).

= β̃(1) +O(r2 + s2 + t2).On peut remarquer que, sur t = 0, on a β̃(1) = β(1).Érivons alors :
βr

(1) = −δ0r − ǫ0s− ξ0t, (6.1.3)
βs

(1) = cos θ1 + α0r + β0s+ η0t,

βt
(1) = sin θ1 + γ0s + ζ0r + µ0t, (6.1.4)et
β̃r

(1)
= −δr − ǫs− ξt, (6.1.5)

β̃s
(1)

= cos θ1 + αr + βs+ ηt,

β̃t
(1)

= sin θ1 + γs+ ζr + µt. (6.1.6)Nous avons les relations :
δ0 = δ, ǫ0 = ǫ, α0 = α, β0 = β, γ0 = γ, ζ0 = ζ, (6.1.7)
ξ = ξ0 −K12 cos θ, η = η0 −K11 cos θ, µ = µ0 −KM

0 sin θ. (6.1.8)



114 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3On érit désormais la formule de Taylor à l'ordre 2 pour β et β̃, mais seule-ment sur t = 0 ; en e�et, ela sera su�sant dans la suite. Ainsi, l'approxima-tion à l'ordre 2 de β et β̃ sur t = 0 peut s'érire :
βr

(2) = −δr − ǫs− C0rs− F0s
2 −D0r

2, (6.1.9)
βs

(2) = cos θ1 + αr + βs+ C0rs+ F0s
2 +D0r

2,

βt
(2) = sin θ1 + γs+ ζr − 2B0rs− 3H0s

2 − E0r
2. (6.1.10)et

β̃r
(2)

= −δr − ǫs− Crs− Fs2 −Dr2,

β̃s
(2)

= cos θ1 + αr + βs+ Crs+ Fs2 +Dr2,

β̃t
(2)

= sin θ1 + γs+ ζr − 2Brs− 3Hs2 − Er2.Par ailleurs, on a (f. D.2), sur t = 0 :
β̃ =

(
1 + Tr(

G1

2
)

)(
I3 −

G0
1

2

)
βet ela fournit des relations entre les lettres apitales de β̃ et β. En identi�antles termes en s2, on trouve (f. Remarque D.2) :

F = F0 +
1

2
cos θGs2

12, (6.1.11)
F = F0 +

1

2
cos θGs2

11,

H = H0 −
1

6
sin θ(Gs2

11 +Gs2

22).Ensuite, pour le terme en r2, on a :
D = D0 +

1

2
cos θGr2

12, (6.1.12)
D = D0 +

1

2
cos θGr2

11,

E = E0 −
1

2
sin θ(Gr2

11 +Gr2

22).
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+ 115et pour le terme en rs :

C = C0 +
1

2
cos θGrs

12, (6.1.13)
C = C0 +

1

2
cos θGrs

11,

B = B0 −
1

4
sin θ(Grs

11 +Grs
22).Approximation de Taylor du hamp magnétiqueNous allons à présent e�etuer l'approximation de l'opérateur obtenue aprèstronature du DL de β̃. On hoisit alors une jauge telle que :

Ãt = 0et telle que l'approximation de Taylor de Ã à l'ordre 3 notée Ã(3) soit de laforme :
Ãr

(3)
= Vθ + Pr,2 + Pr,3

Ãs
(3)

= Ps,2 + Ps,3

Ãt
(3)

= 0,où
Pr,2 = (αt− ζs)r + βst− γ

2
s2 +

η

2
t2

Pr,3 = (At2 +Bs2 + Cst)r + (Dt+ Es)r2 + (Fts2 +Gt2s +Hs3 + It3)(6.1.14)
Ps,2 = δrt+ ǫst+

ξ

2
t2

Ps,3 = At2r + Cstr +Dtr2 + Fts2 +Gt2s+ It3.En remplaçant Ã par Ã(3), nous obtenons le lemme suivant (qui dé�nit l'opé-rateur modèle pour lequel nous onstruirons plus loin un quasimode) :Lemme 6.1.2 On dé�nit l'opérateur HM sur L2(mappdrdsdt) par :
HM = h2nappDtmappDt (6.1.15)
+ (1 + 2tK11 −G11 − R11)(hDr + Ãr

(3)
)2 + (1 + 2tK22 −G22 − R22)(hDs + Ãs

(3)
)2

+ (2K12t−G12 − R12)(hDr + Ãr
(3)

)(hDs + Ãs
(3)

)

+ (2K12t−G12 − R12)(hDs + Ãs
(3)

)(hDr + Ãr
(3)

)

+ h2R̃1(r, s, t)Dr + h2R̃2(r, s, t)Ds,



116 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3et la forme quadratique assoiée qMBA satisfait :
qhA(u) = qh,MA (u) + 2ℜ

{∫

t>0

(Ãr − Ã(3)
r )u(hDr + Ãr)udrdsdt

} (6.1.16)
+ 2ℜ

{∫

t>0

(Ãs − Ã(3)
s )u(hDs + Ãs)udrdsdt

}

+O

(∫

t>0

|Ãr − Ã(3)
r |2|u|2drdsdt+

∫

t>0

|Ãs − Ã(3)
s |2|u|2drdsdt

)

+O

(∫

t>0

(|r|3 + |s|3 + |t|3)|(ih∇ + Ã)u|2drdsdt
)

+ hO

(
∑

k

∫

t>0

|(r4 + s4 + t4)Dku||u|drdsdt
)
.6.1.2 Minimum non-dégénéré de β̂Dans ette sous-setion, nous exprimons la ondition de minimum non-dégénéré de β̂. Premièrement, nous érivons que x0 est un point ritique de

β̂ et deuxièmement nous donnons l'expression de la hessienne de β̂. De plus,nous supposons que ‖β(x0)‖ = 1.Point ritique de β̂Par dé�nition de θ, nous avons :
‖β‖ sin θ = βt. (6.1.17)Calulons les dérivées de θ. Nous avons d'abord :

∂rβt =
∂rβ · β
‖β‖ sin θ + ‖β‖ cos θ ∂rθ

∂sβt =
∂sβ · β
‖β‖ sin θ + ‖β‖ cos θ ∂sθEn r = s = t = 0, nous trouvons, ave les notations (6.1.3), (6.1.5) et (6.1.7) :

ζ = (α cos θ1 + ζ sin θ1) sin θ1 + cos θ1∂rθ

γ = (β cos θ1 + γ sin θ1) sin θ1 + cos θ1∂sθ
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+ 117et don :
∂rθ = ζ cos θ1 − α sin θ1

∂sθ = γ cos θ1 − β sin θ1.Ensuite, on dérive β̂ par rapport à r et s :
∂rβ̂ =

∂rβ · β
‖β‖ σ(θ) + ‖β‖σ′(θ)∂rθ

∂sβ̂ =
∂sβ · β
‖β‖ σ(θ) + ‖β‖σ′(θ)∂sθEn r = s = t = 0, nous avons : ∂rβ̂ = 0 et ∂sβ̂ = 0. Cela mène à :

(α cos θ1 + ζ sin θ1)σ(θ1) + σ′(θ1)∂rθ = 0

(β cos θ1 + γ sin θ1)σ(θ1) + σ′(θ1)∂sθ = 0Ainsi, nous trouvons :
C(θ1)α+ S(θ1)ζ = 0,

C(θ1)β + S(θ1)γ = 0,où C et S sont dé�nis en (1.3.23). On peut résumer e qui préède par lelemme suivant :Lemme 6.1.3 Nous avons les relations entre les dérivées de β (ave lesnotations (6.1.3), (6.1.5) et (6.1.7)) au mininum :
ζ = Tα et γ = Tβ , (6.1.18)où T est dé�ni en (1.3.22).Hessienne de β̂Un alul ombiné aux relations (6.1.18) donne, pour les dérivées pre-mières en x0 :

∂r‖β‖ = (α cos θ + ζ sin θ) = α
σ′

S
,

∂s‖β‖ = (β cos θ + γ sin θ) = β
σ′

S
,



118 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3et pour les dérivées seondes en x0 (f. les nottations (6.1.9)) :
∂2
r‖β‖ = δ2 +

σ2

S2
α2 + 2D0 cos θ − 2E0 sin θ,

∂2
s‖β‖ = ǫ2 +

σ2

S2
β2 + 2F0 cos θ − 6H0 sin θ

∂2
rs‖β‖ = δǫ+ αβ

σ2

S2
+ C0 cos θ − 2B0 sin θ.Ainsi, on obtient le développement de Taylor :

‖β‖ = 1 + α
σ′

S
r + β

σ′

S
s+

r2

2
(δ2 +

σ2

S2
α2 + 2D0 cos θ − 2E0 sin θ)

+
s2

2
(ǫ2 +

σ2

S2
β2 + 2F0 cos θ − 6H0 sin θ) + rs(δǫ+

σ2

S2
αβ + C0 cos θ − 2B0 sin θ).On veut maintenant le développement limité de θ. On a :

sin θ = sin θ1 + (cos θ1∂rθ + sin θ1∂sθ) + r2

(
cos θ1

2
∂2
rθ −

sin θ1
2

(∂rθ)
2

)

+ s2

(
cos θ1

2
∂2
sθ −

sin θ1
2

(∂sθ)
2

)
+ rs (cos θ1∂rsθ − sin θ1∂rθ∂sθ) .Après des aluls utilisant (6.1.17), nous trouvons :

∂2
rθ

2
= α2σσ

′

S2
−D0 sin θ − E0 cos θ − sin θ

2 cos θ
δ2,

∂2
sθ

2
= β2σσ

′

S2
− F0 sin θ − 3H0 cos θ − sin θ

2 cos θ
ǫ2,

∂2
rsθ = −2αβ

σσ′

S2
− C0 sin θ − 2B0 cos θ − sin θ

cos θ
ǫδ.Finalement, les expressions des dérivées seondes de β̂ sont réunies dans lelemme suivant :Lemme 6.1.4 Ave les notations (6.1.9), nous avons :

1

2
∂2
r β̂ =

σ3 + σ2σ′′

2S(θ)2
α2 +

C(θ)

2 cos θ
δ2 +D0C(θ) − E0S(θ) (6.1.19)

1

2
∂2
s β̂ =

σ3 + σ2σ′′

2S(θ)2
β2 +

C(θ)

2 cos θ
ǫ2 + F0C(θ) − 3H0S(θ) (6.1.20)

∂2
rsβ̂ =

σ3 + σ2σ′′

2S(θ)2
αβ +

C(θ)

2 cos θ
δǫ+ C0C(θ) − 2B0S(θ) (6.1.21)



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 1196.2 Constrution d'un quasimodeDans ette setion, nous onstruisons un quasimode et prouvons le Théo-rème 1.3.11.6.2.1 Changement d'éhelleOn e�etue le hangement d'éhelle suivant :
t = h1/2t̃, s = h1/2s̃, r = h1/2r̃. (6.2.22)On omet le tilde, on divise par h et, au lieu de HM, on onsidère :

Hh,new = nhappDtm
h
appDt + fh11(Dr + A

h

r )
2 + fh22(Ds + A

h

s )
2 (6.2.23)

+ fh12(Dr + A
h

r )(Ds + A
h

s ) + fh12(Ds + A
h

s )(Dr + A
h

r ),où
A
h

r = Vθ1 + h1/2Pr,2 + hPr,3,

A
h

s = h1/2Ps,2 + hPs,3,où les Pi,j sont donnés en (6.1.14) et ave
nhapp = 1 + h1/2tKM

0 − hTr(
G0

1

2
) + hR, mh

app = 1 − h1/2tKM
0 + hTr(

G0
1

2
) + hR

fh11 = 1 + 2h1/2tK11 − hG11 − hR11, fh12 = 2h1/2K12t− hG12 − hR12

fh22 = 1 + 2h1/2tK22 − hG22 − hR22 .6.2.2 QuasimodeOn ommene par faire une transformation de Fourier en r, notée F eton réalise ensuite la translation Uθ :
s = s̃+

τ

sin θet on trouve l'opérateur Hh,new qui est unitairement équivalent à Hh,new :
Hh,new = U−1

θ F−1Hh,newFUθ.Ainsi, pour obtenir Hh,new, il su�t juste de remplaer (en omettant le tilde)dans Hh,new :
s par s+

τ

sin θ
et r par Dτ −

1

sin θ
Ds.



120 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3On développe formellement Hh,new en puissane de h et on érit :
Hh,new =

+∞∑

j=0

hj/2Hjave
H0 = D2

s +D2
t + V 2

θ (= H(θ))

H1 = (2Vθ(αt− ζs) + 2δtDs) Dτ − 2ζ

sin θ
Vθ τDτ

+ (
2

sin θ
(βt− γs)Vθ +

ζ

sin2 θ
(VθDs +DsVθ) +

2ǫ

sin θ
tDs) τ − γ

sin2 θ
Vθ τ

2 + H̃1,où H̃1 est dé�ni par :
H̃1 = − 1

sin θ
(αt− ζs)(DsVθ + VθDs) + 2Vθ(βst−

γ

2
s2) + ηVθt

2

− 2δt

sin θ
D2
s + ǫt(sDs +Dss) + ξt2Ds +HKet où HK est dé�ni en (1.3.24). L'expression de H2 sera expliitée dans lasuite.Remarque 6.2.1.Dans l'expression de H1 nous avons enadré les opérateurs opérant en τ ;nous onsidérerons en e�et et opérateur omme opérateur en τ à oe�ientsopérateurs en s et t. Après un produit salaire en (s, t), nous serons en e�etramenés à un opérateur en τ à oe�ients onstants. Insistons en�n sur lefait que la dépendane en τ du quasimode fournit par notre onstrution serale problème le plus important de e hapitre.

�On herhe un quasimode sous la forme :
uh =

+∞∑

j=0

hj/2ujassoié à une valeur propre :
λ1
h =

+∞∑

j=0

λjh
j/2Nous sommes alors amenés au système :

h0 :H0u0 = λ0u0,

h1/2 :H1u0 +H0u1 = λ1u0 + λ0u1,

h :H2u0 +H1u1 +H0u2 = λ2u0 + λ1u1 + λ0u2.



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 121Coe�ient de h0

H0 (en tant qu'opérateur en les variables (s, t)) a été étudié dans le ha-pitre préédent. Pour λ0 on prend la plus petite valeur propre de H0 (quiétait aussi noté H(θ)) et on hoisit
u0(τ, s, t) = φ0(τ)uθ(s, t) , (6.2.24)ave φ0 (de norme 1) à déterminer.Coe�ient de h 1

2Nous espérons maintenant déterminer la fontion φ0 en passant à l'équa-tion orrespondant à l'éhelle h1/2. Nous allons voir que nous n'allons pas yarriver à ette étape. On doit aluler :
< H1u0, uθ > .Cette quantité a la struture suivante :

ADτφ0 + BτDτφ0 + Cτφ0 + Dτ 2φ0 + Eφ0,où :
A =< (2Vθ(αt− ζs) + 2δtDs)uθ, uθ >,

B = − <
2ζ

sin θ
Vθuθ, uθ >,

C =< (2(βt− γs)Vθ +
ζ

sin2 θ
(VθDs +DsVθ) +

2ǫ

sin θ
tDs)uθ, uθ >,

D =< − γ

sin2 θ
Vθuθ, uθ >,

E =< H̃1uθ, uθ > .Nous allons prouver le lemme suivant :Lemme 6.2.2 On a :
A = B = C = D = 0et

E = 2 < Vθ(βst−
γ

2
)uθ, uθ > +η < t2Vθuθ, uθ > − 2δ

sin θ

∫

t>0

t|Dsuθ|2

+ < HKuθ, uθ > .



122 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3Preuve.Examinons A. On rappelle (5.2.8). De plus, par le Lemme 5.2.7 et (6.1.18),on trouve :
< 2Vθ(αt− ζs)uθ, uθ >= 0.Ainsi, on a prouvé que A = 0.Considérons B et D. Par le Lemme 5.2.1, on a : B = D = 0.Finalement, prouvons que C vaut aussi 0.À nouveau ave (6.1.18) et le Lemme 5.2.7, on trouve :
< (2(βt− γs)Vθuθ, uθ >= 0.Comme préedemment, on a :
<

2ǫ

sin θ
tDsuθ, uθ >= 0.Rappelons (5.2.5). Nous déduisons que λ1 = E. Simpli�ons son expression.On observe d'abord que :

< t2Dsuθ, uθ >= 0.Alors, on obtient :
< (αt− ζs)(DsVθ + VθDs)uθ, uθ >= 0.En e�et, une intégration par parties fournit :

< (αt− ζs)∂s(Vθuθ), uθ >= − < (αt− ζs)∂suθ, Vθuθ >,où on a utilisé le Lemme 5.2.1. Par ailleurs, de la même façon, on trouve :
< (Dss+ sDs)uθ, uθ >= 0.Par suite, on a (f. (1.3.21)) :

E = λ1 = 2 < Vθ(βst−
γ

2
)uθ, uθ > +η < t2Vθuθ, uθ > − 2δ

sin θ

∫

t>0

t|Dsuθ|2

+ < HKuθ, uθ > .

�Ainsi, pour u1, on peut prendre une solution de l'équation :
(H0 − σ(θ))u1 = λ1u0 −H1u0.On peut érire l'expression de u1 (le lemme préédent prouve qu'une tellefontion existe et les résultats du hapitre préédent permettent de donnerson expression expliite) :



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 123Lemme 6.2.3 L'équation orrespondant au oe�ient de h1/2 et ave ommefontion u0 la fontion dé�nie en (6.2.24) admet omme solution :
u1 = (

α

S
w0 + 2iδf0) Dτφ0 +

ζ

sin2 θ
∂suθ τDτφ0

+ (
β

S sin θ
w0 − i

ζ

2 sin3 θ
∂2
suθ + 2i

ǫ

sin θ
f0) τφ0 +

γ

2 sin3 θ
∂suθ τ

2φ0 + ũ1,où ũ1 est dé�ni par :
(H − σ)ũ1 = (λ1 − H̃1)uθ. (6.2.25)Avant d'analyser le oe�ient de h, énonçons un lemme onernant ũ1 :Lemme 6.2.4 Nous avons l'identité suivante :

2 sin θ

∫

t>0

Vθũ1uθdsdt =

∫

t>0

∂s(H̃1uθ)uθdsdt.Preuve.On dérive (6.2.25) par rapport à s, puis on multiplie par uθ et on intègre.
�À ette étape, nous n'avons pas enore utilisé la ondition de non-dégénéresene ;elle-i apparaît dans le paragraphe suivant.Coe�ient de hNous nous intéressons maintenant à λ2 et u2 et nous sommes amenés à exa-miner la ondition de ompatibilité :

< H1u1 +H2u0, uθ >= λ2φ0.Nous n'avons pas enore donné l'expression expliite de H2, mais il est aiséde onstater que l'équation préédente peut être mise sous la forme :
(A1τ

2D2
τ + A2τ

4 + A3τ
3Dτ + A4τD

3
τ + A5τD

2
τ + A6τ

2Dτ + A7τ
3 + A8D

3
τ(6.2.26)

+ A9D
2
τ + A10τDτ + A11τ

2 + A12Dτ + A13τ + A14)φ0 = λ2φ0.De plus, les oe�ients de K et G1 (voir Setion D.2) interviennent juste apriori dans les oe�ients Ai pour i ∈ {9, · · · , 14} (pour des raisons d'éhelleet de degré). Préisons ela dans le prohain paragraphe.



124 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3�Rédution� au as de la métrique plateNous prouvons que les oe�ients de τ 2, D2
τ et τDτ ne dépendent pas de G1et K et que l'on peut faire, en un sens, exatement omme si la métriqueétait plate. Avant de débuter l'analyse, rappelons que les relations (6.1.7)existent de sorte que la ourbure joue un r�le dans ξ et η.Intéressons nous d'abord à la dépendane des oe�ients en K. On peutd'abord observer que elui de D2

τ n'a pas de telle dépendane.Ensuite, nous onsidérons elui de τ 2. Rassemblant les termes faisant inter-venir K dans < H1u1, uθ >, on onstate qu'ils n'apparaissent que dans leoe�ient suivant (on utilise le Lemme 6.2.4) :
γ

2 sin3 θ

∫

t>0

H̃1∂suθuθdsdt−
γ

2 sin3 θ

∫

t>0

∂s(H̃1uθ)uθdsdt.Ainsi, on doit aluler le ommutateur H̃1∂s − ∂sH̃1 modulo les termes sansourbure ; on obtient :
γ

2 sin3 θ
(K11t

2 sin θ cos θ − 4K11t sin θVθ − 4K12t sin θDs).Par onséquent, le oe�ient est :
<

γ

2 sin2 θ
(K11t

2 cos θ − 4K11tVθ)uθ, uθ > .Ensuite, on onsidère le oe�ient de τ 2 faisant intervenir la ourbure dans
H2 :

γK11 cos θt2

2 sin2 θ
− 2γK11tVθ

sin2 θ
.En onlusion, le oe�ient de τ 2 ne dépend pas de K.On analyse maintenant le oe�ient de τDτ . Modulo les termes sans our-bure, on observe que seul un terme dans H1 doit jouer un r�le dans τDτ etexaminant l'expression du oe�ient orrespondant, on se trouve réduit auxmêmes aluls que pour τ 2.Considérons à présent la dépendane des oe�ients en G1 (voir la Re-marque D.2). Premièrement, regardons le terme en τ 2 et herhons les termesontenant G1 :

−Gs2

11

∫
V 2
θ u

2
θdsdt−Gs2

22

∫

t>0

|Dsuθ|2dsdtet :
1

sin2 θ

(
6H

∫

t>0

sVθu
2
θdsdt+ 2F

∫

t>0

tVθu
2
θdsdt

)
. (6.2.27)



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 125A priori, dans (6.2.27), il devrait y avoir le terme en F , mais son oe�ient estessentiellement : < tDsuθ, uθ >= 0. Rappelant les relations (6.1.11), (6.2.27)fournit la ontribution :
− 1

sin2 θ
(Gs2

11 +Gs2

22) sin θ

∫
sVθu

2
θdsdt+

1

sin2 θ
cos θGs2

11

∫
tVθu

2
θdsdt.Alors, nous rappelons la Remarque 5.2.12 et les oe�ients de Gs2

11 et Gs2

22s'annulent. Ensuite, on regarde les termes dans D2
τ et τDτ et on observe queles termes Gr2

11 et Gr2

22 d'une part et Grs
11 et Grs

22 d'autre part s'annulent pour lamême raison que pour Gr2

11 et Gr2

22 après avoir utilisé les expressions (6.1.12)et (6.1.13).Par ailleurs, les termes en R (voir Remarque D.2) jouant à l'éhelle h et aveun degré inférieur à 1 par rapport à r et s fournissent, après la transformationde Fourier et la translation, des oe�ients de Dτ et τ et, omme nous leverrons, es termes ne sont pas importants pour prouver le Théorème 1.3.11.À présent, nous pouvons donner une expression expliite de H2 (modulo destermes qui ne hangent pas les oe�ients de D2
τ , τDτ et τ 2, mais seulementeux de τ , Dτ et la onstante) :

H2 = Pr,2

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)2

+ Ps,2

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)2

+ Pr,3

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)
Vθ + VθPr,3

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)

+ Ps,3

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)
Vθ + VθPs,3

(
Dτ −

1

sin θ
Ds, s+

τ

sin θ
, t

)

où les Pi,j sont donnés en (6.1.14) (et dans lesquels on peut mettre un indie
0 à tous les oe�ients).Revenons à l'équation (6.2.26). Une grande partie des oe�ients est nulleomme l'énone le lemme qui suit :Lemme 6.2.5 Nous avons les annulations suivantes :

Ai = 0 ∀i ∈ {1, · · · , 8}. (6.2.28)Preuve.



126 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3Coe�ient de D3
τ , τD3

τ ,De tels termes n'apparaissent pas.Coe�ient de τ 4On peut observer que le oe�ient de τ 4 dans H2 est :
γ2

4 sin4 θ
,par ailleurs, le oe�ient de τ 4 dans < H1u1, uθ > est :

− γ2

2 sin5 θ
< Vθ∂suθ, uθ > .Or, en faisant le produit salaire de (5.2.5) par uθ, on obtient

< Vθ∂suθ, uθ >=
sin θ

2
.Coe�ient de τ 2D2

τLe oe�ient de τ 2D2
τ dans H2 est :

ζ2

sin2 θet dans < H1u1, uθ > :
− 2ζ2

sin3 θ
< Vθ∂suθ, uθ > .Coe�ient de τ 3Le oe�ient de τ 3 dans H1u1 est :

βγ

S sin4 θ
< (St+ Cs)∂suθ, Vθuθ > +

γζ

S sin5 θ
< (DsVθ + VθDs)∂suθ, uθ >

+ i
ǫγ

sin4 θ
< t∂2

suθ, uθ > − γβ

S sin3 θ
< Vθw0, uθ > +

γζ

2 sin5 θ
< Vθ∂

2
suθ, uθ >

− γǫ

sin3 θ
< Vθf0, uθ > .Dans H2, le oe�ient s'érit :
− γβ

S sin θ
< (St+ Cs)uθ, uθ > +

2H

sin3 θ
< Vθuθ, uθ > .



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 127Par le Lemme 5.2.4, nous trouvons alors que le terme en ǫγ disparaît.Considérons le terme en γζ . On dérive (5.2.5) par rapport à s et on fait leproduit salaire par uθ pour trouver :
< Vθ∂

2
suθ, uθ >= 0 et < (DsVθ, VθDs)∂suθ, uθ >= 0.On traite le terme en βγ par le Lemme 5.2.9 et l'annulation souhaitée endéoule.Coe�ient de τ 3DτDe < H1u1, uθ > on tire le oe�ient :

− γζ

sin4 θ
< Vθ∂suθ, uθ >et de < H2uθ, uθ > :
ζγ

2 sin θ
.On onlut alors omme pour le oe�ient de τ 2D2

τ .Coe�ients de τD2
τ et τ 2DτCes oe�ients sont laissés au leteur. Leur nullité provient en e�et, ommepour les préédents de (5.2.5), des Lemmes 5.2.4 et 5.2.9.

�On est alors réduit à une équation de la forme :
(A9D

2
τ + A10τDτ + A11τ

2 + A12Dτ + A13τ + A14)φ0 = λ2φ0.Érivant ensuite formellement que Dτ = r et τ = s, on espérerait obtenirla forme quadratique de la hessienne. C'est à peu de hoses près e qui seproduit :Lemme 6.2.6 On a :
A9 =

1

2
∂2
r β̂(x0),

A10 =
1

sin θ
∂rsβ̂(x0),

A11 =
1

2 sin2 θ
∂2
s β̂(x0).Preuve.Dans e qui suit, nous allons utiliser les nombreuses relations satisfaites parla fontion uθ et ses dérivées.



128 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3Coe�ient de D2
τLes termes en D2

τ provenant de < H1u1, uθ > sont :
α2

S2
< 2Vθ(Cs+ St)w0, uθ > −4δ2 < t∂sf0, uθ >

+
2iδα

S
< 2Vθ(Cs+ St)f0, uθ > +

2iαδ

S
< t∂sw0, uθ >Par le Lemme 5.2.10, les termes imaginaires disparaissent. Par ailleurs, lestermes en D2

τ dans < H2u0, uθ > sont :
α2

S2
< (Cs+ St)2uθ, uθ > +δ2 < t2uθ, uθ >

+ 2D0 < tVθuθ, uθ > +2E0 < sVθuθ, uθ > .On observe, ave le Lemme 5.2.3 et (5.2.16), que le oe�ient de δ2 est
− sin θ

cos θ

∫
tsu2

θdsdt+

∫
t2u2

θdsdt =
1

cos θ

∫
tVθu

2
θdsdt =

C(θ)

2 cos θ
.Ensuite, ave le Lemme 5.2.8 et à nouveau (5.2.16) (pour les oe�ients de

D0 et E0), nous avons prouvé (voir (6.1.19)) que le oe�ient de D2
τ est :

1

2
∂2
r β̂(x0).Coe�ient de τ 2De < H1u1, uθ > et ave le Lemme 6.2.4, nous obtenons le oe�ient de τ 2 :

<

(
2

sin θ
(βt− γs)Vθ +

ζ

sin2 θ
(VθDs +DsVθ) +

2ǫ

sin θ
tDs

)

(
β

S sin θ
w0 − i

ζ

2 sin3 θ
∂2
suθ + 2i

ǫ

sin θ
f0

)
, uθ > +

γ

2 sin3 θ
< [H̃1, ∂s]uθ, uθ > .De < H2u0, uθ >, nous trouvons le oe�ient :

1

sin2 θ
< (βt− γs)2uθ, uθ > − γ

sin2 θ
< (βst− γ

2
s2 +

η

2
t2)uθ, uθ >

+
ζ2

sin4 θ
< D2

suθ, uθ > +
ζ

sin3 θ
< (Ds(βt− γs) + (βt− γs)Ds)uθ, uθ >

+ 2
F0

sin2 θ
< tVθuθ, uθ > +6

H0

sin2 θ
< sVθuθ, uθ > +2F 0 < tDsuθ, uθ >

+
ǫ2

sin2 θ
< t2uθ, uθ > +

γ

sin θ
< (αt− ζs)Dsuθ, uθ > .



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 129On observe que 2F 0 < tDsuθ, uθ >= 0. On rassemble ensuite ertains termes.On a d'abord, ave les mêmes formules que dans le paragraphe préédent :
< 2(βt−γs)Vθ

β

S sin θ
w0, uθ > +

1

sin2 θ
< (βt−γs)2uθ, uθ >= 2

σ3 + σ2σ′

sin2 θS(θ)2
β2.Les autres termes en β2 (ou βγ) sont :

− γ

sin2 θ
< (βst− γ

2
s2)uθ, uθ > +

γ

2 sin3 θ
< [2Vθ(βst−

γ

2
s2), ∂s]uθ, uθ > .(6.2.29)Or, on a :

[2Vθ(βst−
γ

2
s2), ∂s] = 2 sin θ(βst− γ

2
s2) − 2(βt− γs),don, ave (5.2.7), il vient :

< [2Vθ(βst−
γ

2
s2), ∂s]uθ, uθ >=< 2 sin θ(βst− γ

2
s2)uθ, uθ > .Ainsi, (6.2.29) est nul.Rassemblons les termes en γη :

− γη

2 sin2 θ
< t2uθ, uθ > +

γη

2 sin3 θ
< t2[Vθ, ∂s]uθ, uθ >= 0. (6.2.30)Les termes en ǫ2 sont (voir le paragraphe préédent pour δ2) :

ǫ2

sin2 θ
< t2uθ, uθ > − 4ǫ2

sin2 θ
t∂sf0, uθ >=

C(θ)

2 sin2 θ cos θ
ǫ2.Considérons les termes en ζ2 :

ζ2

sin4 θ
< D2

suθ, uθ > +
ζ2

2 sin5 θ
< (Vθ∂s + ∂sVθ)∂

2
suθ, uθ > . (6.2.31)Après une intégration par parties, nous sommes réduits à appliquer le Lemme5.2.2 et nous trouvons que (6.2.31) est nul. Ainsi, nous avons :

2
F0

sin2 θ
< tVθuθ, uθ > +3

H0

sin2 θ
< sVθuθ, uθ >=

1

sin2 θ
(F0C(θ) − 3H0S(θ)) .Prouvons maintenant que tous les autres termes sont nuls.On remarque d'abord que (voir le paragraphe préédent) :

<
4iǫ

sin2 θ
(βt− γs)Vθf0, uθ > + <

2iǫβ

S sin2 θ
t∂sw0, uθ >= 0.



130 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3Ensuite, on a, par le Lemme 5.2.4 :
< − 2ζǫ

sin3 θ
(Vθ∂s + ∂sVθ)f0, uθ > + <

ζǫ

sin4 θ
t∂3
suθ, uθ >= 0.Érivons les termes restants (pour le dernier, voir le Lemme 6.2.4 ) :

− <
iζ

sin4 θ
(βt− γs)Vθ∂

2
suθ, uθ > + <

iβζ

S sin3 θ
(Vθ∂s + ∂sVθ)w0, uθ >

+
ζ

sin3 θ
< (Ds(βt− γs) + (βt− γs)Ds)uθ, uθ >

+
γ

sin3 θ
< (αt− ζs)Dsuθ, uθ > +

iγ

2 sin4 θ
< [∂s, (αt− ζs)(∂sVθ + Vθ∂s)]uθ, uθ > .Après deux intégrations par parties, il est aisé de voir que :

ζ

sin3 θ
< (Ds(βt− γs) + (βt− γs)Ds)uθ, uθ >= 0.Par ailleurs, en utilisant le Lemme 5.2.9, on obtient :

− <
iζ

sin4 θ
(βt− γs)Vθ∂

2
suθ, uθ > + <

iβζ

S sin3 θ
(Vθ∂s + ∂sVθ)w0, uθ >

= −i ζβ

2S sin3 θ
< (2C + 4(Cs+ St)∂s)uθ, uθ >= 0.On a :
γ

sin3 θ
< (αt− ζs)Dsuθ, uθ >=

iζγ

2 sin3 θ
.Il vient :

< [∂s, (αt− ζs)(∂sVθ + Vθ∂s)]uθ, uθ >=< (αt− ζs)[∂s, (∂sVθ + Vθ∂s)]uθ, uθ >

= −2 sin θ < (αt− ζs)∂suθ, uθ >= −ζ sin θ.En onlusion, nous avons prouvé que le oe�ient de τ 2 est :
1

2 sin2 θ
∂2
s β̂(x0).Coe�ient de τDτDe < H1u1, uθ > nous obtenons le oe�ient de τDτ suivant :

< (2Vθ(αt− ζs) + 2δtDs)(
β

S sin θ
w0 − i

ζ

2 sin3 θ
∂2
suθ + 2i

ǫ

sin θ
f0), uθ >

+ < (
2

sin θ
(βt− γs)Vθ +

ζ

sin2 θ
(VθDs +DsVθ) +

2ǫ

sin θ
tDs)(

α

S
w0 + 2iδf0), uθ >

+
ζ

sin2 θ
< [H̃1, ∂s]uθ, uθ >



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 131De < H2u0, uθ >, on trouve le oe�ient :
− 2ζ

sin θ
< (βst− γ

2
s2 +

η

2
)uθ, uθ > +

2

sin2 θ
< (αt− ζs)Dsuθ, uθ >

2

sin θ
< (αt− ζs)(βt− γs)uθ, uθ > +

2ǫδ

sin θ
< t2uθ, uθ >

+
1

sin θ
(4B0

∫

t>0

sVθu
2
θdstdt+ 2C0

∫

t>0

tVθu
2
θdsdt).Il est inutile de refaire tous les aluls ; en e�et, es derniers sont exatementsles mêmes que eux qu'on a renontrés préédemment. Il su�t juste de rap-peler les relations (6.1.18) et de remarquer que tout est divisé par sin θ et ontrouve omme oe�ient :

1

sin θ
∂rsβ̂(x0).

�En onlusion, φ0 satisfait l'équation :
Sβ(Dτ ,

τ

sin θ
)φ0 + A12Dτφ0 + A13τφ0 + A14φ0 = λ2φ0,A priori A12, A13 et A14 sont des nombres omplexes. Pour (c1, c2, d) ∈ C2×R,on pose :

Sβ,c1,c2,d = Sβ(Dτ + c1, τ + c2) + d. (6.2.32)Alors, Sβ,c1,c2,d est simplement un osillateur harmonique déalé. Après unetranslation (omplexe) pour éliminer les termes linéaires, l'équation peut semettre sous la forme :
Sβ,c1,c2,dφ̃0 = λ2φ̃0,pour ertains nombres omplexes c1, c2 et d. On hoisit alors :
λ2 = λ1(S̃β) + det la fontion propre normalisée assoiée pour φ̃0. À ette étape, on ne saitpas enore si d est réel. On sait juste que λ2 − d est réel.6.2.3 MajorationLes aluls de la setion préédente nous onduisent à hoisir ommequasimode :

ψ = χ(r, s, t)vh(h−1/2r, h−1/2s, h−1/2t),où χ est une fontion tronature régulière dans un voisinage de x0 et où :
vh = FUθuh



132 CHAPITRE 6. MAJORATION EN DIMENSION 3ave
uh = u0 + h1/2u1 + hu2.Il se trouve que seuls les deux premiers termes sont su�sants pour prouver leThéorème 1.3.10 (ils ont été obtenus uniquement sous l'hypothèse (1.3.19)).Nous n'expliitons pas la preuve de e théorème qui est essentiellement lamême que elle du Théorème 1.3.11 (voir i-après). Le alul de la majorationpeut alors s'e�etuer en deux étapes ; on ontr�le d'abord les restes (dus àl'approximation de la métrique) menant à l'opérateur modèle (6.1.2), puis,on estime les restes de Taylor onduisant au modèle (6.1.15). L'argumentprinipal que nous utiliserons est la déroissane exponentielle des ui (due àla Remarque 5.2.3) et φ0. Ainsi, on a d'abord une première approximation :Lemme 6.2.7 On a :

< ((ih∇ +A)2 − (λ0h+ λ1h
3/2 + λ2h

2))ψ, ψ >

=< HMOD − (λ0h+ λ1h
3/2 + λ2h

2)ψ, ψ >L2(mappdrdsdt) +O(h5/2).Preuve.Pour le prouver, onsidérons les restes les plus mauvais dans (6.1.1) :
∫

t>0

|r|3|(ih∇ + Ã)ψ|2drdsdt.Par exemple, on a :
∫

t>0

|r|3|(hDr+Ãr)ψ|2drdsdt ≤ C

∫

t>0

|r|3(s2+t2)|ψ|2drdsdt+h2

∫

t>0

|r|3|Drψ|2drdsdt.Le premier terme s'estime en O(h5/2) après hangement d'éhelle et le seondpeut être traité de la façons suivante :
h2

∫

t>0

|r|3|Drψ|2drdsdt ≤ 2h2

∫

t>0

|r|3|Drχ|2|ψ|2drdsdt+2h2h1/2

∫

t>0

|r|3|χ|2|Dru
h|2drdsdt.Le premier terme est O(h∞) ar uh déroît exponentiellement en la variable

r et le seond est O(h5/2).Tous les autres termes sont ontr�lés de la même manière.
�Nous avons ensuite une deuxième approximation : :Lemme 6.2.8 On a :

< HMOD − (λ0h+ λ1h
3/2 + λ2h

2))ψ, ψ >

=< HM − (λ0h+ λ1h
3/2 + λ2h

2))ψ, ψ >L2(mappdrdsdt) +O(h5/2).



6.2. CONSTRUCTION D'UN QUASIMODE 133Preuve.On doit estimer les termes suivants (f. (6.1.16)) :
∫

t>0

(Ãr − Ã(3)
r )ψ(hDr + Ãr)ψdrdsdt,

∫

t>0

(Ãs − Ã(3)
s )ψ(hDs + Ãs)ψdrdsdt.Examinons le premier.L'un des pires termes qu'il nous faut ontr�ler est sous la forme :

∫

t>0

r4|ψ(hDr + Ãr)ψ|drdsdt.Modulo O(h5/2), il se trouve que nous avons juste à estimer :
∫

t>0

r4|ψ(hDr + Vθ1)ψ|drdsdt.Or, d'une part on obtient :
∣∣∣∣
∫

t>0

hr4|ψDrψ|drdsdt
∣∣∣∣ ≤ Chh4/2h−1/2 = Ch5/2.et d'autre part :

∣∣∣∣
∫

t>0

r4|ψVθ1ψ|drdsdt
∣∣∣∣ ≤ Ch4/2h1/2 = Ch5/2.On étudie ensuite le seond terme.Il su�t de onsidérer : ∫

t>0

|r4ψ(hDs + r2)ψ|drdsdt.et on a : ∣∣∣∣
∫

t>0

r4|ψ(hDs + r2)ψ|drdsdt
∣∣∣∣ ≤ C(h4/2hh−1/2 + h6/2).Les autres termes de (6.1.16) sont ontr�lés en O(h5/2) par le même proédé.

�Alors, par onstrution de uh et en ontr�lant les restes dans le dévelop-pement de Hh,new par la déroissane exponentielle, il s'ensuit :
< HM − (λ0h+ λ1h

3/2 + λ2h
2))ψ, ψ >L2(mappdrdsdt)= O(h5/2)et, don, en vertu des Lemmes 6.2.7 et 6.2.8 et omme l'autoadjontion de

(ih∇ + A)2 implique que λ2 est réel (et don d aussi), nous avons �ni lapreuve du Théorème 1.3.11.
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Chapitre 7Étude asymptotique de FCe hapitre est onsaré à la preuve du Théorème 1.5.6. Avant de nous at-teler à ette preuve, nous nous intéresserons aux équations d'Euler-Lagrangesatisfaites par les minimiseurs pour savoir si l'on peut en tirer diretementdes informations. Nous onstaterons que e problème n'est pas évident dufait de l'apparition d'un multipliateur de Lagrange sur lequel on possèdetrès peu d'informations. Heureusement, nous pourrons tout de même mettreen oeuvre une tehnique utilisée dans [BCLP02℄ et montrer que µ∗(q, τ) estbien ritique pour la fontionnelle F .7.1 Existene des minimiseurs de FDans ette setion, nous portons notre attention sur la démonstration dela proposition suivante :Proposition 7.1.1 F possède des minimiseurs.Commenons d'abord par énoner un théorème ([GR86, p. 56, orollaire 3.7℄)qui aratérise H1 à l'aide de la divergene et du rotationnel :Théorème 7.1.2 Soit Ω un ouvert borné de bord C1,1.Alors
H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω);∇ · u ∈ L2(Ω),∇× u ∈ L2(Ω),u · ν ∈ H1/2(∂Ω)}et

|u|H1(Ω) ≤ C(|u|2 + |∇ · u|2 + |∇ × u|2 + |u · ν|H1/2(∂Ω)).Passons à un lemme dont on va déduire l'existene des minimiseurs.137



138 CHAPITRE 7. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FLemme 7.1.3 Posant
V (Ω, S2) = {n ∈ L2(Ω, S2) : ∇× n ∈ L2, ∇ · n ∈ L2},on a : V (Ω, S2) ⊂ H1

loc(Ω) et V (Ω, S2) est faiblement ompat dans H1
loc(Ω).Preuve.La première a�rmation est évidente par le Théorème 7.1.2. Prouvons main-tenant la seonde. Soit (nj) une suite faiblement onvergente dans H1
loc(Ω).Nous notons n∞ sa limite dans H1

loc. Sur haque Ω̃ ⋐ Ω, (nj) onverge forte-ment dans L2 vers n∞ et don (nj) onverge pontuellement vers n∞ quitteà extraire une sous-suite. On en déduit que ‖n∞‖ = 1 presque partout.
�Nous pouvons observer que :

F(ψ,n) =

∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx− κ2

2
|Ω| + κ2

2

∫

Ω

(|ψ|2 − 1)2dx (7.1.1)
+K1

∫

Ω

(∇ · n)2dx+K2

∫

Ω

|∇ × n+ τn|2dx.En posant
g̃(q, τ, κ) = g(q, τ, κ) +

κ2|Ω|
2

,et en appliquant le Lemme 1.5.1, on obtient pour toute suite minimisante
(ψj,nj) de F les majorations suivantes :

∫

Ω

|∇ × nj + τnj|2dx ≤ g̃(q, τ, κ)

K2
, (7.1.2)

∫

Ω

(∇ · nj)2dx ≤ g̃(q, τ, κ)

K1
, (7.1.3)

∫

Ω

(|ψj|2 − 1)2dx ≤ 2g̃(q, τ, κ)

κ2
, (7.1.4)

∫

Ω

|(i∇ + qnj)ψj|2dx ≤ g̃(q, τ, κ). (7.1.5)Ces remarques nous permettent désormais de prouver l'existene des mini-miseurs. Soit (ψj ,nj) une suite minimisante pour F . Des inégalités (7.1.2) et(7.1.3), on déduit que (nj) est bornée dans H1
loc(Ω) et par onséquent, quitteà extraire une sous-suite, on peut supposer que (nj) onverge faiblement dans

H1
loc(Ω) vers un ertain élément n∞ ∈ V (Ω, S2). En outre (ψj) est borné dans

H1(Ω) et on peut don onsidérer que (ψj) onverge faiblement dans H1(Ω)



7.2. ÉQUATIONS D'EULER-LAGRANGE 139vers ψ∞.Nous disposons seulement d'une onvergene de (nj) dans H1
loc(Ω), ainsi,pour ǫ > 0, nous posons :

Ωǫ = {x ∈ Ω : d(x, ∂Ω) > ǫ},et alors (nj) onverge faiblement dans H1(Ωǫ). Nous érivons alors :
F(ψj,nj) ≥ ∫

Ωǫ

|(i∇ + qnj)ψj|2dx− κ2

2
|Ω| + κ2

2

∫

Ωǫ

(|ψj|2 − 1)2dx (7.1.6)
+K1

∫

Ωǫ

(∇ · nj)2dx+K2

∫

Ωǫ

|∇ × nj + τnj |2dx.Nous remarquons aussit�t que ψjnj onverge faiblement dans L2(Ω) vers
ψ∞n∞. En e�et, nous avons d'abord :

ψjnj − ψ∞n∞ = ψ∞(nj − n∞) + (ψj − ψ∞)nj .Puis, nous notons que le premier terme onverge faiblement vers 0 et que leseond onverge fortement vers 0 (nj est borné par 1). Il s'ensuit que :
lim inf
j→+∞

F(ψj,nj) ≥ ∫
Ωǫ

|(i∇ + qn∞)ψ∞|2dx− κ2

2
|Ω| + κ2

2

∫

Ωǫ

(|ψ∞|2 − 1)2dx(7.1.7)
+K1

∫

Ωǫ

(∇ · n∞)2dx+K2

∫

Ωǫ

|∇ × n∞ + τn∞|2dx.Ainsi, il ne nous reste plus qu'à faire tendre ǫ vers 0 et l'existene des mini-miseurs en déoule.Nous sommes à présent amenés à nous interroger sur les équations d'Euler-Lagrange que es minimiseurs satisfont. De plus, rappelons que, si (ψ,n) estun minimiseur de F (voir [DGP92℄ et [FH09, Setion 11.3℄) :
‖ψ‖∞ ≤ 1. (7.1.8)7.2 Équations d'Euler-LagrangeLe but de ette setion est de mettre en évidene qu'on ne peut pas apriori déduire des équations d'Euler-Lagrange un ontr�le expliite des mi-nimiseurs même sous l'hypothèse simpli�atrie K1 = K2. Plus préisément,nous nous intéressons à l'équation obtenue après di�érentiation par rapportà n satisfaite par haque minimiseur (ψ,n) de F (f. [Pan03℄) :

〈T,u〉 = 0 pour toutu ∈ H1
0 (Ω,R3) t.q u · n = 0, (7.2.9)
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T = −K1∇(∇ · n) +K2(∇× · + τ ·)2n− 2qℑ(ψ∇ψ).On utilise l'identité suivante :

∇× (∇× n) = −∆n + ∇(∇ · n)et on trouve :
T = (K2 −K1)∇(∇ · n) +K2(−∆n + 2τ∇× n+ τ 2n) − 2qℑ(ψ∇ψ).Comme n ∈ H1(Ω), nous obtenons immédiatement que ∆n ∈ H−1(Ω) et

∇(∇ · n) ∈ H−1(Ω). De plus, omme n ∈ H1(Ω, S2) et ‖ψ‖∞ ≤ 1, nousremarquons que T ∈ H−1(Ω) et ainsi, nous sommes en mesure de dé�nir lesproduits de distributions T · n et T × n omme suit.Pour tout ψ ∈ C∞
0 (Ω,R3) et φ ∈ C∞

0 (Ω), nous posons :
〈T × n, ψ〉 = 〈T,n× ψ〉,

〈T · n, φ〉 = 〈T, φn〉.En outre, es deux distributions peut être étendues en des formes ontinuessur H1
0 (Ω).Lemme 7.2.1 Au sens des distributions, nous avons

−∆n · n = |∇n|2.Preuve.Soit ψ ∈ C∞
0 (Ω). On a :

〈−∆n · n, ψ〉 =
3∑

i=1

〈−∆ni, ψni〉.Ensuite, on obtient :
3∑

i=1

〈−∆ni, ψni〉 = 〈
3∑

i=1

ni∇ni,∇ψ〉 + 〈
3∑

i=1

|∇ni|2, ψ〉.Après di�érentiation de |n|2 = 1, nous observons que le premier terme estnul et la onlusion s'ensuit.
�Lemme 7.2.2 Soit S un élément de H−1(Ω). Si S · n = 0 et S × n = 0,alors S = 0.



7.3. NÉMATICITÉ DES MINIMISEURS 141Preuve.Pour tout ψ ∈ C∞
0 (Ω,R3), nous avons l'identité suivante (formule du doubleproduit extérieur) provenant du fait que |n|2 = 1 :

ψ = n× (ψ × n) + (ψ · n)n.Nous notons que ψ × n ∈ H1(Ω) et ψ · n ∈ H1(Ω). Ainsi, nous trouvons :
〈S, ψ〉 = 0.

�Proposition 7.2.3 Si K1 = K2, alors T · n ∈ L1(Ω) et T = (T · n)n.Preuve.La première a�rmation vient du Lemme 7.2, et de la propriété que ∇× n ∈
L2(Ω) et |∇n|2 ∈ L1(Ω). Prouvons la seonde.On peut désormais dé�nir : T̃ = (T · n)n. On pose S = T − T̃ . Alors, Ssatisfait les hypothèses du Lemme 7.2.2 ar, il su�t de prendre u = n × ψpour tout ψ ∈ C∞

0 (Ω,R3) dans (7.2.9) et don S = 0.

�On en déduit le orollaire suivant :Corollaire 7.2.4 Lorsque K1 = K2, il existe une fontion λ ∈ L1(Ω) telleque l'équation (7.2.9) est équivalente à :
−∆n + 2τ∇× n− 2qℑ(ψ∇ψ) = λn, in Ω. (7.2.10)En partiulier, ∆n ∈ L1(Ω).En onséquene, ela ne semble pas su�re pour établir un ontr�le ellip-tique des minimiseurs. En fait, on peut prouver que les minimiseurs sont C∞presque partout dans Ω (voir [HKL86℄).7.3 Nématiité des minimiseursLe régime qui nous intéresse est κ2 ≤ µ∗(q, τ) et 'est la preuve du Théo-rème 1.5.6 qui nous oupera dans ette setion.



142 CHAPITRE 7. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FCas où κ = 0Dérivons brièvement e qui arrive dans le as extrême où κ = 0. La fon-tionnelle devient :
F(ψ,n) =

∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx+K1

∫

Ω

(∇ · n)2dx+K2

∫

Ω

|∇ × n+ τn|2dx.Clairement, les phases (0,n), ave n ∈ C(τ) sont des minimiseurs de F aveune énergie nulle. Qui plus est, si (ψ,n) est un minimiseur de F , ela impliqueque :
∇ · n = 0 et ∇× n+ τn = 0et don n ∈ C(τ). En outre, nous avons
∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx = 0e qui fournit, par l'inégalité diamagnétique : ∫
Ω
|∇|ψ||2dx = 0 ; de là ontire que |ψ| est onstante (égale à c). Si c 6= 0, on érit ψ = ceiφ, on trouve

qn = ∇φ et alors ∇ × n = 0 = −τn e qui onstitue une ontradition.Rassemblant toutes es remarques, nous déduisons :Proposition 7.3.1 Lorsque κ = 0, l'ensemble des minimiseurs de F est Nτ(f. (1.5.38)).Preuve du Théorème 1.5.6Ce qui suit s'inspire de [BCLP02℄. Nous montrons dans e paragraphe que,si K1 et K2 sont assez "grands", alors, les minimiseurs sont des phases né-matiques.La proposition suivante onerne le omportement du hamp de veteursdireteurs des minimiseurs quand K2 est grand.Proposition 7.3.2 Pour tout ǫ > 0 et pour tous κ 6= 0, τ > 0 et K0
1 > 0,il existe Π(κ, τ,K0

1) > 0 tel que pour tous K1 ≥ K0
1 , K2 ≥ Π, q > 0, et pourtout (ψ,n) minimiseur de F , il existe ñ ∈ C(τ) tel que :

‖n− ñ‖L4(Ω) ≤ ǫ.Preuve.La preuve suit de (7.1.2), (7.1.3) et de [HP08a, Lemma 3.4℄.
�Nous nous servirons aussi du lemme suivant :



7.3. NÉMATICITÉ DES MINIMISEURS 143Lemme 7.3.3 Pour tout minimiseur (ψ,n) de F (ou FDir), nous avons :
∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx ≤ κ2

∫

Ω

|ψ|2dx.Preuve.Si ψ = 0, 'est trivial. Si ψ 6= 0 et si l'inégalité inverse était vraie, nousdéduirions que 0 ≥ F(ψ,n) > 0 et e serait une ontradition.
�Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théorème 1.5.6. Soit (ψ,n)un minimiseur de F . Nous érivons, pour un ertain ñ qui sera hoisi ulté-rieurement :

‖(i∇ + qn)ψ‖2
L2(Ω) ≥ ‖(i∇ + qñ)ψ‖2

L2(Ω)

− 2q‖(i∇ + qñ)ψ‖L2(Ω)‖(n− ñ)ψ‖L2(Ω) + q2‖(n− ñ)ψ‖2
L2(Ω).De plus, nous avons :

‖(n− ñ)ψ‖L2(Ω) ≤ ‖n− ñ‖L4(Ω)‖ψ‖L4(Ω).Nous en déduisons, ave le Lemme 7.3.3, que :
κ2‖ψ‖2

L2(Ω) ≥ µ∗(q, τ)‖ψ‖2
L2(Ω)

− 2qκ‖ψ‖L2(Ω)‖ψ‖L4(Ω)‖n− ñ‖L4(Ω) − q2‖n− ñ‖2
L4(Ω)‖ψ‖2

L4(Ω).Par l'injetion de Sobolev, nous avons d'abord :
‖|ψ|‖L4(Ω) ≤ C(Ω)‖|ψ|‖H1(Ω).Ensuite, l'inégalité diamagnétique fournit :

‖∇|ψ|‖L2(Ω) ≤ ‖(i∇ + qn)ψ‖L2(Ω) ≤ κ‖ψ‖L2(Ω).Par onséquent, nous trouvons :
‖ψ‖L4(Ω) ≤ C(Ω)(1 + κ)‖ψ‖L2(Ω).Par l'absurde, supposons que ψ 6= 0 ; nous en déduisons que :

κ2−µ∗(q, τ)+2C(Ω)qκ(1+κ)‖n−ñ‖L4(Ω)+C(Ω)2q2(1+κ)2‖n−ñ‖2
L4(Ω) ≥ 0.Nous portons alors notre attention sur le trin�me du seond degré qui appa-raît et nous obtenons que, pour un ertain C(Ω) > 0, si

‖n−ñ‖L4(Ω) ≤ C(Ω)
−qκ(1 + κ) +

√
q2κ2(1 + κ)2 + q2(1 + κ)2(µ∗(q, τ) − κ2)

q2(1 + κ)2



144 CHAPITRE 7. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE Falors une ontradition s'ensuit.Ainsi, hoisissant ǫ > 0 tel que :
ǫ < C(Ω)

−qκ(1 + κ) +
√
q2κ2(1 + κ)2 + q2(1 + κ)2(µ∗(q, τ) − κ2)

q2(1 + κ)2
,et omme ñ le hamp fourni par la Proposition 7.3.2, nous avons prouvé leThéorème 1.5.6.



Chapitre 8Étude asymptotique de FDir

L'objet de e hapitre est de prouver l'estimation d'énergie du Théo-rème 1.5.7 et d'établir le Théorème 1.5.8. Comme nous l'avons annoné dansl'introdution et l'avons observé dans le hapitre préédent, il n'est pas raison-nable, a priori, d'espérer utiliser les équations d'Euler-Lagrange pour obtenirdiretement une information sur la onvergene des minimiseurs. Nous allonspallier à ela à l'aide de onsidérations spetrales en introduisant l'opérateur
Tτ .8.1 Préliminaires à l'étude de FDir8.1.1 Trae des éléments de V (Ω, S2)Dans ette setion, nous rappelons omment on peut dé�nir la trae d'unélément de L2 dont la divergene et le rotationnel sont aussi dans L2 (f.[GR86℄). Ainsi, FDir sera orretement dé�nie. Nous ommençons par unlemme de densité (qu'on peut prouver par tronature et régularisation) :Lemme 8.1.1 Nous posons :

V = {n ∈ L2(Ω,R3) : ∇ · n ∈ L2(Ω,R2),∇× n ∈ L2(Ω,R3)},et pour n ∈ V , nous dé�nissons la norme :
‖n‖2

V = ‖n‖2
2 + ‖∇ · n‖2

2 + ‖∇ × n‖2
2.Alors, (V, ‖ · ‖) est un espae de Hilbert dont C∞(Ω,R3) onstitue un sous-espae dense.La proposition suivante permet de dé�nir la trae d'un élément de V :145



146 CHAPITRE 8. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FDIRProposition 8.1.2 Considérons n ∈ V. Alors, la trae de n sur ∂Ω estonvenablement dé�nie omme élément de H−1/2(∂Ω,R3).Preuve.La preuve est standard (f. [GR86℄) mais nous la rappelons pour plus depréision. Nous supposons d'abord que n ∈ C∞(Ω). Rappelons quelques for-mules ; pour tous φ ∈ C∞(Ω) et u ∈ C∞(Ω,R3) :
〈n,∇φ〉 = −〈∇ · n,∇φ〉 − 〈n · ν, φ|∂Ω〉, (8.1.1)
〈∇ × n,u〉 = 〈n,∇× u〉 − 〈n× ν,u|∂Ω〉, (8.1.2)Alors, (8.1.1) et (8.1.2) entraînent que les appliations :
φ 7→ 〈n · ν, φ|∂Ω〉 et u 7→ 〈n× ν,u|∂Ω〉peuvent être prolongées en des formes linéaires ontinues respetivement sur

H1(Ω,C) et H1(Ω,R3). Ensuite, omme le bord ∂Ω est régulier, il existe uneappliation ontinue de H1/2(∂Ω) (respetivement H1/2(∂Ω,R3)) vers H1(Ω)(respetivement H1(Ω,R3)) noté T tel que pour tout f ∈ H1/2(∂Ω), F = Tfsatisfait F|∂Ω = f .Il suit du préédent lemme que, quand n ∈ V , nous pouvons dé�nir :n · ν ∈ H−1/2(∂Ω) et n× ν ∈ H−1/2(∂Ω,R3).Dans le as où n est régulier, par la formule du double produit extérieur,nous avons sur ∂Ω : n = ν × (n× ν) + (n · ν)ν.Ainsi, par densité, la trae de n sur ∂Ω se trouve bien dé�nie omme élémentde H−1/2(∂Ω,R3) quand n ∈ V :n|∂Ω = ν × (n× ν) + (n · ν)ν.
�8.1.2 Existene des minimiseurs de FDirEn utilisant [GR86, Lemma 3.6℄, nous déduisons que :

Vτ (Ω) ⊂ H1(Ω,C) ×H1(Ω, S2).Énonçons maintenant un lemme onernant l'ensemble de minimisation :Lemme 8.1.3 Le sous-espae Vτ (Ω) est faiblement ompat dansH1(Ω,C)×
H1(Ω, S2).



8.1. PRÉLIMINAIRES À L'ÉTUDE DE FDIR 147Preuve.Il est su�sant de prouver que V τ (Ω, S2) est faiblement ompat dansH1(Ω, S2).Soit (nj) une suite faiblement onvergente dans V τ (Ω, S2) ; nous notons n∞sa limite. Par injetion ompate, nous onluons qu'il existe une sous-suitetelle que nj onverge fortement vers n∞ dans L2(Ω) et don nj onvergepontuellement vers n∞ quitte à extraire une sous-suite. Ainsi, nous avons
|n∞| = 1. Remarquons que la trae de n∞ sur ∂Ω est bien dé�nie ommeélément de H−1/2(∂Ω). De plus, nous pouvons érire : nj|∂Ω = nQj

τ |∂Ω pour unertain Qj ∈ SO(3). Quitte à extraire enore une sous-suite, nous pouvonsrequérir que Qj tende vers Q∞ ∈ SO(3). Par onséquent, nous obtenons laonvergene uniforme de nj|∂Ω vers nQ∞
τ |∂Ω.

�Nous sommes désormais en mesure de prouver l'existene des minimiseurs.Nous observons d'abord que (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4), (7.1.5) et (7.1.8) sonttoujours valables et don, toute suite minimisante (ψj ,nj) est bornée dans
H1(Ω,C) × H1(Ω, S2). Ave le lemme préédent et après extration d'unesous-suite, on peut supposer que (ψj ,nj) onverge vers (ψ∞,n∞) ∈ Vτ (Ω) etla onlusion est standard.Remarque 8.1.4.Nous pouvons remarquer que W (Ω) ⊂ Vτ (Ω) et ainsi le Lemme 1.5.1 et lesinégalités (7.1.2), (7.1.3), (7.1.4) et (7.1.5) demeurent pour FDir.

�8.1.3 Un peu de théorie spetraleNous introduisons et étudions dans ette setion un opérateur important :
Tτ .Injetivité de TτNous notons σ(−∆D) le spetre du laplaien de Dirihlet −∆D sur Ω et noussupposons que :

τ 2 /∈ σ(−∆D). (8.1.3)Nous dé�nissons alors la forme quadratique sur H1
0 (Ω,R3) suivante :

Qτ (u) = ‖∇ · u‖2
L2(Ω) + ‖∇ × u+ τu‖2

L2(Ω).L'opérateur assoié, de domaine H2(Ω,R2) ∩H1
0 (Ω,R3), est noté Tτ et peuts'érire ainsi :

Tτ = −∆ + 2τ∇× +τ 2, (8.1.4)



148 CHAPITRE 8. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FDIRSa plus petite valeur propre est notée µ1
τ et par le prinipe du mini-max, nousavons :

Qτ (u) ≥ µ1
τ‖u‖2

L2 ∀u ∈ H1
0 (Ω,R3) (8.1.5)Comme Tτ est elliptique d'ordre 2, la proposition suivante est véri�ée :Proposition 8.1.5 Si Tτu ∈ L2(Ω,R3) et u ∈ H1

0 (Ω,R3), alors u ∈ H2(Ω,R3).De là, il vient :
‖Tτu‖L2 ≥ µ1

τ‖u‖L2 ∀u ∈ H1
0 (Ω,R3) t.q Tτu ∈ L2(Ω,R3).Lemme 8.1.6 Si (8.1.3) est satisfaite, alors µ1

τ > 0 et Tτ est injetive.Preuve.Si µ1
τ = 0, alors, nous en déduisons immédiatement que la fontion propreorrespondante u satisfait :

∇ · u = 0 et ∇× u+ τu = 0. (8.1.6)Prenant le rotationnel de la seonde équation dans (8.1.6) et utilisant lapremière, nous tirons :
−∆u− τ 2u = 0.Ave l'hypothèse (8.1.3), on obtiendrait u = 0 et ela serait ontraditoire.

�On peut à présent reformuler (8.1.5) en énonçant la proposition :Proposition 8.1.7 (Contr�le de ‖u‖L2(Ω))Pour tout u ∈ H1
0 (Ω,R3), nous avons :

‖u‖2
L2(Ω) ≤

1

µ1
τ

(
‖∇ · u‖2

L2(Ω) + ‖∇ × u+ τu‖2
L2(Ω)

)
.En fait, on dispose aussi d'un ontr�le en norme H1(Ω) :Proposition 8.1.8 (Contr�le de ‖u‖H1(Ω))Il existe C(Ω) > 0 tel que :

‖u‖2
H1(Ω) ≤ C(Ω)

(
1 +

τ 2

µ1
τ

)(
‖∇ · u‖2

L2(Ω) + ‖∇ × u+ τu‖2
L2(Ω)

)
.



8.1. PRÉLIMINAIRES À L'ÉTUDE DE FDIR 149Preuve.En onséquene de la formule du double rotationnel −∆+∇(∇·) = ∇×∇×,nous avons :
‖∇u‖2

L2(Ω) = ‖∇ · u‖2
L2(Ω) + ‖∇ × u‖2

L2(Ω).De plus, on obtient :
‖∇u‖2

L2(Ω) = ‖∇ × u+ τu‖2
L2(Ω) − 2τ〈∇ × u, u〉 − τ 2‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇ · u‖2
L2(Ω).

≤ Qτ (u) + 2τ‖∇ × u‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) − τ 2‖u‖2
L2(Ω)

≤ Qτ (u) + 2τ‖∇u‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) − τ 2‖u‖2
L2(Ω)Ainsi, pour tout γ > 0, nous pouvons érire :

‖∇u‖2
L2(Ω) ≤ Qτ (u) + τ

(
γ‖∇u‖2

L2(Ω) +
1

γ
‖u‖2

L2(Ω)

)
− τ 2‖u‖2

L2(Ω).Pour τ > 0, nous posons γ = 1
2τ

et en déduisons :
1

2
‖∇u‖2

L2(Ω) ≤ Qτ (u) +
τ 2

µ1
τ

Qτ (u).

�Minoration de µ1
τOn souhaite maintenant établir une minoration de µ1

τ . À ette �n, onsidérons
u1
τ une fontion propre L2-normalisée de Tτ assoiée à µ1

τ . Nous obtenons :
‖∇ · u1

τ‖2
L2 + ‖∇ × u1

τ + τu1
τ‖2

L2 = µ1
τ .Par suite, on a :

‖∇ × u1
τ + τu1

τ‖L2 ≤
√
µ1
τ .Un alul faile nous fournit :

−∆ − τ 2 = (∇× +τ)2 −∇(∇·) − 2τ(∇× +τ) = Tτ − 2τ(∇× +τ).Par onséquent, nous obtenons :
(−∆ − τ 2)u1

τ = µτu
1
τ − 2τ(∇× u1

τ + τu1
τ ).Nous appliquons le théorème spetral pour érire :

d(τ 2, σ(−∆D)) ≤ ‖(−∆ − τ 2)u1
τ‖L2.Il s'ensuit que :

µ1
τ + 2τ

√
µ1
τ − d(τ 2, σ(−∆D)) ≥ 0.Ainsi, nous avons prouvé la proposition suivante :



150 CHAPITRE 8. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FDIRProposition 8.1.9 On a :
µ1
τ ≥ −τ +

√
τ 2 + d(τ 2, σ(−∆D)).La proposition qui suit nous informe du omportement de µ1

τ quand τ tendvers 0.Proposition 8.1.10 Notant λD1 la plus petite valeur propre du laplaien deDirihlet, nous avons :
lim
τ→0

µ1
τ = λD1 .Preuve.On onsidère ψ0 une fontion propre L2-normalisée assoiée à λD1 .

Qτ (ψ0) = ‖∇ψ0‖2
L2(Ω) + 2τ

∫

Ω

ψ0 · ∇ × ψ0dx+ τ 2 ≤ λD1 + 2τ
√
λD1 + τ 2.Par suite, on déduit :

µ1
τ ≤ λD1 + 2τ

√
λD1 + τ 2.En outre, nous avons observé dans les lignes qui préèdent que :

µ1
τ ≥ −2τ

√
µ1
τ + d(τ 2, σ(−∆D)).Mais, pour τ < λD1 , nous onstatons que : d(τ 2, σ(−∆D)) = λD1 − τ 2 et don,le résultat annoné est prouvé.

�8.2 Régime K1, K2 → ∞ pour FDir8.2.1 Estimation d'énergie : preuve du Théorème 1.5.7Soit (ψ,n) un minimiseur de FDir. Par dé�nition du domaine de la fon-tionnelle FDir, il existe nQτ tel que n|∂Ω = nQτ |∂Ω. Ensuite, nous obtenons àl'aide de la Proposition 8.1.7 :
‖n−nQτ ‖2

L2(Ω) ≤
1

µ1
τ

(
‖∇ · (n− nQτ )‖2

L2(Ω) + ‖∇ × (n− nQτ ) + τ(n− nQτ )‖2
L2(Ω)

)
.Nous en déduisons :

‖n− nQτ ‖2
L2(Ω) ≤

1

µ1
τ

(
‖∇ · n‖2

L2(Ω) + ‖∇ × n + τn‖2
L2(Ω)

)
.



8.2. RÉGIME K1, K2 → ∞ POUR FDIR 151Par (7.1.2) et (7.1.3), nous avons :
‖n− nQτ ‖2

L2(Ω) ≤
1

µ1
τ

(
g̃(q, τ, κ)

K1

+
g̃(q, τ, κ)

K2

)
≤ 2g̃(q, τ, κ)

min(K1, K2)µ1
τ

.De plus, on peut érire :
FDir(ψ,n) ≥ F(ψ,nQτ )−2q‖(i∇+qnQτ )ψ‖L2(Ω)‖(n−nQτ )ψ‖L2(Ω)+q

2‖(n−nQτ )ψ‖2
L2(Ω).Par l'inégalité triangulaire, on a trivialement :

‖(i∇ + qnQτ )ψ‖L2(Ω) ≤ ‖(i∇ + qn)ψ‖L2(Ω) + q‖n− nQτ ‖L2(Ω).En outre, nous rappelons que ‖ψ‖∞ ≤ 1 et nous appliquons le Lemme 7.3.3pour onlure que :
FDir(ψ,n) ≥ g(q, τ, κ) − 2qκ|Ω|1/2‖n− nQτ ‖L2(Ω) − q2‖n− nQτ ‖2

L2(Ω)et le Théorème 1.5.7 est démontré, ave
c1(q, τ, κ) = qκ

(
2g̃(q, τ, κ)

Kµ1
τ

)1/2 et c2(q, τ, κ) =
2|Ω|q2g̃(q, τ, κ)

Kµ1
τ

. (8.2.7)Conjugant e résultat ave [HP08b, Theorem 7.5℄ et la Proposition 8.1.10,nous déduisons l'estimation suivante lorsque τ tend vers 0 :Proposition 8.2.1 Pour tout q0, κ0 > 0 et c0 > 0, il existe C(q0, κ0, c0) > 0et τ0 > 0, si (K1, K2, q, τ, κ) satisfait 0 ≤ q ≤ q0, 0 ≤ κ ≤ κ0, 0 ≤ τ ≤ τ0 et
K1, K2 ≥ c0, alors

∣∣∣∣EDir(K1, K2, q, τ, κ) +
κ2|Ω|

2

∣∣∣∣ ≤ C(q0, κ0, c0)τ.8.2.2 Nématiité/Smetiité des minimiseursDans ette setion nous établissons la preuve du Théorème 1.5.8.Smetiité pour κ2 > µ∗(q, τ)En onséquene du Lemme 1.5.1, nous onstatons que, sans ondition sur K1ou K2, nous avons :
EDir(K1, K2, q, τ, κ) < 0.Il s'ensuit que, dans e as, les minimiseurs (ψ,n) sont des phases smetiques.C'est le régime inverse qui va désormais ouper notre attention.



152 CHAPITRE 8. ÉTUDE ASYMPTOTIQUE DE FDIRNématiité pour κ2 < µ∗(q, τ) : preuve de Théorème 1.5.8Soit (ψ,n) un minimiseur de FDir. Grâe à l'inégalité de Cauhy-Shwarz,nous obtenons :
∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx ≥ ‖(i∇ + qnQτ )ψ‖2
L2(Ω)

− 2q‖(i∇ + qnQτ )ψ‖L2(Ω)‖(n− nQτ )ψ‖L2(Ω) + q2‖(n− nQτ )ψ‖2
L2(Ω).Ave le Lemme 7.3.3, nous observons que :

‖(i∇ + qnQτ )ψ‖L2(Ω) ≤ ‖(i∇ + qn)ψ‖L2(Ω) + q‖(n− nQτ )ψ‖L2(Ω)

≤ κ‖ψ‖L2(Ω) + q‖(n− nQτ )ψ‖L2(Ω).Par suite, l'analyse est exatement la même qu'en Setion 7.3 et, si ψ 6= 0,ela onduit à :
κ2−µ∗(q, τ)+2C(Ω)qκ(1+κ)‖n−nQτ ‖H1(Ω)+C(Ω)2q2(1+κ)2‖n−nQτ ‖2

H1(Ω) ≥ 0.Mais, nous pouvons érire à l'aide de la Proposition 8.1.8 :
‖n− nQτ ‖2

H1(Ω) ≤ C(Ω)

(
1 +

τ 2

µ1
τ

)(
‖∇ · n‖2

L2(Ω) + ‖∇ × n+ τn‖2
L2(Ω)

)
.

≤ C(Ω)

(
1 +

τ 2

µ1
τ

)(
2g̃(q, τ, κ)

K

)
,où K = min(K1, K2). Considérant le trin�me du seond degré qui apparaît,nous trouvons que, pour un ertain C(Ω) > 0, si

1√
K

≤ C(Ω)

√
µ∗(q, τ) − κ

q(1 + κ)g̃(q, τ, κ)1/2
(
1 + τ2

µ1
τ

)1/2
,alors une ontradition déoule et le Théorème 1.5.8 est prouvé.Cas où κ2 = µ∗(q, τ)Le lemme suivant est une onséquene des équations d'Euler-Lagrange :Lemme 8.2.2 Pour tout (ψ,n) minimiseur de FDir, nous avons :

∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx = κ2

(∫

Ω

|ψ|2dx−
∫

Ω

|ψ|4dx
)
.



8.2. RÉGIME K1, K2 → ∞ POUR FDIR 153Ainsi, nous trouvons :
κ2(‖ψ‖2

L2 − ‖ψ‖4
L4) ≥ ‖(i∇ + qnQτ )ψ‖2

L2(Ω)

− 2q‖(i∇ + qnQτ )ψ‖L2(Ω)‖(n− nQτ )ψ‖L2(Ω) + q2‖(n− nQτ )ψ‖2
L2(Ω).Par l'inégalité de Cauhy-Shwarz, nous obtenons :

−κ2‖ψ‖4
L4 + 2qκ‖ψ‖L2‖ψ‖L4‖n− nQτ ‖H1(Ω) + q2‖n− nQτ ‖2

H1(Ω)‖ψ‖2
L4 ≥ 0.Remarquant que ‖ψ‖L2(Ω) ≤ |Ω|1/2‖ψ‖L4(Ω) et supposant que ψ 6= 0, noustirons :

‖ψ‖2
L4 ≤

2qκ|Ω|1/2 + q2‖n− nQτ ‖H1(Ω)

κ2
‖n− nQτ ‖H1(Ω).Par onséquent, la proposition suivante est prouvée :Proposition 8.2.3 Il existe C(Ω) > 0 tel que pour tout (q, τ, κ) satisfai-sant κ2 = µ∗(q, τ) et (8.1.3), il existe c4(q, τ, κ) > 0 t.q on a pour haqueminimiseur (ψ,n) de FDir :

‖ψ‖L4(Ω) ≤ C(Ω)
c4(q, τ, κ)

K1/4
,où

c4(q, τ, κ) =
q1/2g̃(q, τ, κ)1/4

κ1/2

(
1 +

τ 2

µ1
τ

)1/4

.
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Annexe AÉtude du bas du spetre de lafamille h(σ,B)On va appliquer le même genre d'analyse que dans [FH09, Chapter 6,Prop 6.2.1℄ ou dans [HM01, Setion 11℄ a�n d'étudier un opérateur modèleimportant.On �xe η ∈]0, 1
100

[ et on introduit une fontion tronature régulière qui véri-�e :
χ(t) = 1, pour |t| ≤ 1, 0 ≤ χ ≤ 1, et suppχ ⊂ [−2, 2].On dé�nit

l = l(t) := tχ(2B−ηt).On observe que :
l = t, si t ≤ Bη

2
,

l = 0, si t ≥ Bηet que
0 ≤ l ≤ Bη.On onsidère alors, pour σ ∈ R, k0 ≥ 0, k1 ∈ R et B assez grand la formequadratique suivante, de domaine B1(R+) :

qη,σ,B(φ) =

∫ +∞

0

(1 − k0
l

B1/2
)−1

(
(t+ ξ0) + σB−1/4 − k1

t2

2B1/2

)2

|φ(t)|2dt

+

∫ +∞

0

(1 − k0
l√
B

)|φ′(t)|2dt. 155



156 ANNEXE A. ÉTUDE DE H(σ,B)L'opérateur assoié sur l'espae L2((1− k0t
B1/2 )dt) est la réalisation de Neu-mann de :

h(σ,B) = −(1− k0l

B1/2
)−1 d

dt
(1− k0l

B1/2
)
d

dt
+(1− k0l

B1/2
)−2(t+ξ0+

σ

B1/4
−k1

l2

2B1/2
)2.(A.1)On note λj(η, σ, B) la suite roissante de ses valeurs propres.Proposition A.4 Soit η ∈]0, 1

100
[. Il existe des onstantes C, c0,M,B0 > 0telles que, si B ≥ B0, alors :1. Si |σ| ≥MBη, alors :

λ1(η, σ, B) ≥ Θ0 + c0 min(1, σ2B−1/2). (A.2)2. Si |σ| ≤ MBη, alors λ1(η, σ, B) est la seule valeur propre stritementinférieure à 1 et elle satisfait :
|λ1(η, σ, B) − (Θ0 + λ2B

−1/2)| ≤ CB−3/4+3η, (A.3)où
λ2 = Θk0,k1

1/2 +
µ′′(ξ0)

2
σ2. (A.4)Preuve.On va omparer la forme quadratique qη,σ,B à qN,ξ (voir la dé�nition del'osillateur harmonique en (1.2.1)) et en tirer des onlusions sur le spetredes opérateurs assoiés. On remarque en premier lieu que :

qη,σ,B(φ) ≥ (1−Bη−1/2)

∫ +∞

0

(
(t+ ξ0) + σB−1/4 − k1

t2

2B1/2

)2

|φ(t)|2+|φ′(t)|2dt.On en déduit pour tout ǫ > 0 :
qη,σ,B(φ) ≥ (1 −Bη−1/2)(1 − ǫ)q(N,ξ0+σB−1/4)(φ) − C

B−1+4η

ǫ

∫ +∞

0

|φ(t)|2dt.On optimise l'erreur en hoisissant ǫ = B−1/2+2η :
qη,σ,B(φ) ≥ (1 − CB2η−1/2)q(N,ξ0+σB−1/4)(φ) − CB2η−1/2

∫ +∞

0

|φ(t)|2dt.On en déduit pour tout j :
λj(η, σ, B) ≥ (1 − CB2η−1/2)µj(ξ0 + σB−1/4) − CB2η−1/2 (A.5)



157En traduisant que le minimum de µ1 est non dégénéré, on voit qu'il existe
c0 > 0 tel que :

µ(ξ) ≥ Θ0 + c0 min(1, |ξ − ξ0|2).On déduit :
λ1(η, σ, B) ≥ (1 − CB2η−1/2)(Θ0 + c0 min(1, σ2B−1/2)) − CB2η−1/2.De là, on déduit que pour M assez grand et quand σ ≥ MBη, l'inégalité(A.2) est véri�ée.On prouve à présent (A.3). On suppose désormais que |σ| ≤MBη. Commen-çons déjà par un petit lemme :Lemme A.5 Si µ2(ξ) désigne la deuxième valeur propre de hN,ξ dé�ni en(1.2.1), alors :

µ2(ξ) ≥ 1, ∀ξ ∈ R. (A.6)Preuve.Soit u2 une fontion propre assoiée à µ2(ξ) et orthogonale à uξ qui eststritement positive. u2 admet au moins un zéro x2(ξ) dans R+. Ainsi, enrestreignant u2 à ]x2(ξ),+∞[, on obtient une fontion propre de la réalisationde Dirihlet de − d2

dt2
+(t+ξ)2 sur ]x2(ξ),+∞[ et don µ2(ξ) est plus grand quela plus petite valeur propre de et opérateur, qui par monotonie du problèmede Dirihlet, est plus grande que la plus petite valeur propre de l'osillateurharmonique sur R qui vaut 1.

�On prend j ≥ 2 dans (A.5) et on applique le Lemme A.5 :
λj(η, σ, B) ≥ 1 − CB2η−1/2.On va maintenant montrer qu'il existe une valeur propre qui tend vers Θ0(qui est stritement inférieur à 1) et e sera don λ1(η, σ, B). On érit for-mellement :

h(σ,B) = h0 +B−1/4h1 +B−1/2h2 +O(B−3/4+3η),où
h0 = − d2

dt2
+ (t+ ξ0)

2,

h1 = −2(t+ ξ0)σ,

h2 = k0t
d

dt
− k1t

2(t+ ξ0) + 2k0t(t+ ξ0)
2 + σ2.



158 ANNEXE A. ÉTUDE DE H(σ,B)On herhe un développement d'une première fontion propre sous la forme :
ψ = ψ0 +B−1/4ψ1 +B−1/2ψ2et de la première valeur propre :
λ = λ0 +B−1/4λ1 +B−1/2λ2.Notons que nous avons remplaé dans le développement formel de l'opérateur

l par t ; ela sera liite puisque l 6= t lorsque t ≥ Bη

2
et que dans e domaineles fontions ψj seront exponentiellement petites quand B tend vers l'in�ni.On est alors amené à résoudre le système :

h0u0 = λ0u0, (A.7)
(h0 − λ0)u1 = −h1u0, (A.8)
(h0 − λ0)u2 = −h1u1 − h2u0. (A.9)La onsidération de (A.7) mène à hoisir u0 = uξ0 et λ0 = Θ0. On e�etueensuite le produit salaire de (A.8) par u0 et alors, ommeM1 = 0 (f. 1.2.4),(A.8) admet des solutions si et seulement si λ1 = 0. On prend don λ1 = 0 eton appelle u1 l'unique solution de (A.8) telle que 〈u1, u0〉 = 0. Une onditionnéessaire et su�sante pour que (A.9) admette des solutions est enore quele seond membre soit orthogonal à u0, e qui mène, ave les formules (1.2.4)à hoisir omme λ2 elui qui a été annoné en (A.4) et à prendre pour u2l'unique solution de (A.9) telle que : 〈u2, u0〉 = 0. Nous pouvons remarquerque tous les ψj sont dans S(R+).Un simple alul utilisant la déroissane exponentielle des ψj nous donne :

‖(h(σ,B) − (λ0 + λ2B
−1/2))ψ‖

L2(R+,(1− k0l

B1/2
)dt)

= O(B−3/4+3η).De plus, il est lair que
‖ψ‖

L2(R+,(1− k0l

B1/2
)dt)

= 1 +O(B−1/4).C'est ainsi que le Théorème 1.4.3 fournit :
d(λ0 + λ2B

−1/2, σ(h(σ,B))) = O(B−3/4+3η).Il y a don une valeur propre stritement inférieure à 1 et son développementasymptotique est
λ0 + λ2B

−1/2 +O(B−3/4+3η).

�



Annexe BEstimation du troisième hampritique en théorie de lasupraondutivité (dimension 2)Dans ette Annexe, on donne une estimation du troisième hamp ritiquede la fontionnelle de Ginzburg-Landau dans le as où le hamp magnétiqueappliqué, noté β, admet un unique minimum non dégénéré sur le bord de Ω.Le as du hamp onstant a déjà été étudié en détails (voir [FH06b, LP99a,LP99b, LP00a℄).B.1 Dé�nition de la fontionnelleLa fontionnelle de Ginzburg-Landau est dé�nie par :
G(ψ,A) =

∫

Ω

{
|(i∇+σκA)ψ|2−κ2|ψ|2+κ2

2
|ψ|4

}
dx+(κσ)2

∫

Ω

|∇×A−β|2dx,pour ψ ∈ H1(Ω,C) and A ∈ H1
div(Ω,R

3) où
H1
div(Ω,R

3) = {A ∈ H1(Ω,R3) : div(A) = 0 inΩ,A · ν = 0 sur ∂Ω}.On suppose de plus que :
β = ∇× F.Rappelons maintenant les dé�nitions des hamps ritiques (dont le premiera été introduit dans [LP99b℄) :

HC3(κ) = inf{σ > 0 : (0,F) est l'unique minimiseur de Gκ,σ},

HC3(κ) = inf{σ > 0 : (0,F) est l'unique minimiseur de Gκ,σ′ pour tout σ′ > σ},159



160 ANNEXE B. TROISIÈME CHAMP CRITIQUE
HC3

(κ) = inf{σ > 0 : (0,F) est un minimiseur deGκ,σ}et
H
loc

C3
(κ) = sup{σ > 0 | λ1(κσ,F) < κ2}.On a :
HC3

(κ) ≤ HC3(κ) ≤ HC3(κ)et
H
loc

C3
(κ) ≤ HC3(κ).On peut prouver le résultat suivant (f. [FH09℄) :Théorème B.1.1 Soit Ω un ouvert borné simplement onnexe à bord régu-lier et supposons que le hamp magnétique appliqué β satisfasse :

0 < Θ0b
′ < b.Alors, il existe κ0 > 0 tel que pour tout κ ≥ κ0 :

HC3(κ) = H
loc

C3
(κ).De plus, si B 7→ λ1(B,F) est stritement roissante pour B grand, alorstous les hamps ritiques oïnident pour κ grand et sont déterminés ommel'unique solution H de

λ1(κH,F) = κ2.B.2 Estimée de HC3
(κ) pour κ grandNous montrons maintenant que B 7→ λ1(B,F) est stritement roissantepour B grand (f. [FH09, Theorem 9.5.1℄) :Théorème B.2.1 Soit Ω un ouvert borné simplement onnexe à bord régu-lier et supposons que le hamp appliqué β possède un unique minimum nondégénéré sur ∂Ω et que :

0 < Θ0b
′ < b.Alors

λ′1,+(B) = lim
ǫ→0+

λ1(B + ǫ) − λ1(B)

ǫet
λ′1,−(B) = lim

ǫ→0+

λ1(B) − λ1(B − ǫ)

ǫ



B.2. ESTIMÉE DE HC3(κ) POUR κ GRAND 161existent pour B > 0 et
lim

B→+∞
λ′1,+(B) = lim

B→+∞
λ′1,−(B) = Θ0.En partiulier, il existe B0 ≥ 0 tel que B 7→ λ1(B,F) est stritement mono-tone pour B ≥ B0.Pour prouver e théorème nous aurons besoin du lemme suivant qui donneune jauge adéquate (la preuve peut être trouvée dans [FH09, Lemma 9.5.5℄ ;elle utilise juste la simple onnexité de Ω(ǫ) et les oordonnées introduites enSetion 2.2.1) :Lemme B.2.2 Soit 0 < ǫ ≤ min(t0/2, |∂Ω|/2). On dé�nit :

Ω(ǫ) = {x = Φ(s, t) : 0 < t ≤ ǫ, |s| ≥ ǫ}.Il existe φ ∈ C∞(Ω) telle que Â = F+ ∇φ satisfait pour tout x ∈ Ω(ǫ) :
|Â(x)| ≤ Ct(x).Nous pouvons maintenant prouver le théorème.Preuve.L'existene de λ′1,+(B) est une suite de la théorie des perturbations analy-tiques.On onsidère l'opérateur PBÂ,Ω et pour un état fondamental ψ+

1 (·, B) de etopérateur, on a :
λ′1,+(B) =< Âψ+

1 (·, B), i∇BÂψ+
1 (·, B) > + < i∇BÂψ+

1 (·, B), Âψ+
1 (·, B) > .Pour le voir, il su�t de dériver (f. [Kat66℄) :

PBÂ,Ωψ
+
1 (·, B) = λ1(B)ψ+

1 (·, B)par rapport à B, de multiplier par ψ+
1 (·, B) et d'intégrer.Pour tout ν > 0, on a :

λ′1,+(B) =
q(B+ν)Â(ψ+

1 (·, B)) − qBÂ(ψ+
1 (·, B))

ν
− ν

∫

Ω

|Â(x)|2|ψ+
1 (·, B)|2dx

≥λ1(B + ν) − λ1(B)

ν
− ν

∫

Ω

|Â(x)|2|ψ+
1 (·, B)|2dx.Or, on a, par le Lemme B.2.2 :

∫

Ω

|Â(x)|2|ψ+
1 (·, B)|2dx ≤ C

∫

Ω

t(x)2|ψ+
1 (·, B)|2dx+‖Â‖2

∞

∫

Ω(ǫ)

|ψ+
1 (·, B)|2dx.



162 ANNEXE B. TROISIÈME CHAMP CRITIQUELes estimations normales et tangentielles d'Agmon nous fournissent :
∫

Ω

|Â(x)|2|ψ+
1 (·, B)|2dx ≤ CB−1.Pour η > 0, on prend ν = ηB et on en onlut que, grâe à l'asymptotique àdeux termes du Théorème 1.2.10 :

lim inf
B→+∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0 − ηC.Cela est valable pour tout η > 0, don :
lim inf
B→+∞

λ′1,+(B) ≥ Θ0.De même, on trouve que :
lim sup
B→+∞

λ′1,−(B) ≤ Θ0.On onlut en remarquant que la théorie des perturbations de Kato (f.[Kat66℄) fournit :
λ′1,+(B) ≤ λ′1,−(B).

�En ombinant les Théorèmes B.1.1 et B.2.1, nous déduisons le théorème :Théorème B.2.3 Soit Ω un ouvert borné simplement onnexe à bord régu-lier et supposons que le hamp appliqué β possède un unique minimum nondégénéré sur ∂Ω et que :
0 < Θ0b

′ < b.Alors, on a :
HC3(κ) =

κ

b′Θ0

− b′1/2
Θ1/2

Θ
3/2
0

+O(κ−7/20).



Annexe CDesription de C(τ )Dans ette annexe, nous souhaitons donner une nouvelle preuve (qui faitsuite à des disussions ave François Alouges) de la proposition suivante (f.[BCLP02, Lemma 3℄) :Proposition C.1 En notant SO(3) le groupe des rotations de R3 et en dé-�nissant, pour τ > 0 :nτ (x1, x2, x3) = t(cos(τx3), sin(τx3), 0),nous avons :
C(τ) = {nQτ , Q ∈ SO(3)},où nQτ = Qnτ (tQ·).L'équation qui nous intéresse est la suivante :

∇× n + τn = 0 ave n ∈ L2(Ω, S2). (C.1)Rang de la jaobienneEn prenant la divergene, on trouve d'abord :
div(n) = 0.En d'autres termes, la trae de la matrie jaobienne est 0 ; rappelons à epropos que ette matrie jaobienne de n en x est notée ∇xn et que sonterme général est ∂jni.Ensuite, en prenant le rotationnel, on obtient :

∆n + τ 2n = 0.163



164 ANNEXE C. DESCRIPTION DE C(τ)Par elliptiité, nous onluons que n est analytique.Prouvons que le rang de ∇xn est 1 pour tout x ∈ Ω.Nous pouvons supposer que x = 0 après translation. De plus, quitte à rem-plaer n par Qn(Q−1 · ) pour Q ∈ SO3, nous pouvons supposer :n(0) = e1et
∂2n2(0) = 0.Calulons la matrie jaobienne en 0. Comme |n|2 = 1, nous trouvons :

(∇0n)n(0) = 0et ave (C.1), nous déduisons :
t(∇0n(0))n(0) = 0.Ainsi, on a :

∇0n =




0 0 0
0 α β
0 γ −α


On a α = 0 et, par l'équation (C.1), on tire : β − γ = τ.Remarquons que pour toute fontion régulière f à valeurs réelles, on a :

∆(f 2) = 2|∇f |2 + 2∆ff. (C.2)Appliquant ette identité aux omposantes de n, nous déduisons :
|∇n|22 = τ 2et nous obtenons β2 + γ2 = τ 2. Ainsi, ave β − γ = τ , nous avons β = 0 ou

γ = 0. Par onséquent, le lemme suivant est démontré :Lemme C.2 Toute solution n ∈ H1(Ω, S2) de (C.1) (ave τ 6= 0) est analy-tique et véri�e rg(∇xn) = 1 pour tout x ∈ Ω.Solution �loale�Le théorème du rang onstant implique qu'il existe φ et ψ deux C1-di�éomorphismesdans un voisinage de (0, 0, 0) tels que :n(ψ(X1, X2, X3)) = φ(0, 0, X3).



165Aussi, après di�érentiation, on peut érire loalement pour p et q deux fon-tions C∞ :
∇n = τp⊗ q,ave |p| = 1.Comme n est dans ker(∇n), nous trouvons n · p = n · q = 0. Puisque

div(n) = τp · q = 0et
τ 2 = |∇n|2 = τ 2|q|2,nous trouvons que (p, q, n) est une base orthonormale.Nous rappelons que :

div(∇n) = ∆n = −τ 2net nous avons pour tout j :
div(pjq) = pjdiv(q) + ∇pjq. (C.3)Ainsi, en multipliant par pj , en sommant et en se souvenant que n · p = 0 et

|p|2 = 1, nous trouvons
div(q) = 0.On observe alors que ∇× (pjq) = 0 pour tout j et que :

∇× (pjq) = ∇pj × q + pj∇× q. (C.4)On multiplie par pj et on somme pour trouver :
∇× q = 0.On en onlut que ∆q = 0. En prenant le produit salaire ave q et en notantque |q| = 1, nous déduisons que |∇q|2 = 0 et don que q est onstant.Fin de la preuveNous sommes réduits à herher une solution loale de

∇× n + τn = 0ave n orthogonal à une diretion �xe ; il est faile de voir que de tellessolutions se mettent sous la forme :n = QnτQ−1,



166 ANNEXE C. DESCRIPTION DE C(τ)où Q désigne une rotation. En e�et, on peut supposer que ette diretionorthogonale est e3. Ensuite, on peut érire n = (n1, n2, 0). L'équation (C.1)devient : 



−∂3n2 + τn1 = 0
∂3n1 + τn2 = 0
∂1n2 − ∂2n1 = 0

.On déduit que :
∂2

3ni + τ 2ni = 0,pour i ∈ {1, 2} et on trouve que n = nτ . Puis, par analytiité, nous obtenons :n = QnτQ−1.Cas où τ = 0Dans e petit paragraphe, on désire juste montrer que les propriétés deséléments de C(0) sont très di�érentes de elles de eux de C(τ) ave τ > 0.On souhaite étudier l'équation : ∇×n = 0 ave n ∈ H1(Ω, S2). Si on regardele as où τ > 0, ela suggère une famille de solutions onstantes : {Qe3, Q ∈
SO3} = S2. Nous prouvons ii que et ensenble ne ontient pas toutes lessolutions.Pour a /∈ Ω, on pose na(x) =

x− a

|x− a| . Il est lair que na ∈ C∞(Ω, S2). Enutilisant la formule :
∇× αu = ∇α× u + α∇× u,on trouve :

∇× na = − x− a

|x− a|3 × (x− a) +
1

|x− a|∇ × (x− a) = 0.Par onséquent, na est un élément de C(0).



Annexe DCoordonnées loales
D.1 Un hoix général de oordonnéesTransformation du hamp magnétiqueSupposons que 0 ∈ ∂Ω. Dans un voisinage V de 0, on prend des oor-données (y1, y2) sur ∂Ω (via une arte C3 notée φ). On note ν(φ−1(y1, y2)) lanormale rentrante au point φ−1(y1, y2) et on dé�nit un système de oordon-nées loales dans V :

Φ(y1, y2, y3) = φ−1(y1, y2) + y3ν(φ
−1(y1, y2)). (D.1)Plus préisément, pour un point x ∈ V , φ−1(y1, y2) est la projetion de x sur

∂Ω ∩ V et y3 = t = d(x, ∂Ω).En hoisissant φ onvenablement, on peut supposer :
Φ(0) = 0 et D0Φ = Id.On veut déterminer le nouveau potentiel veteur dans es oordonnées, ainsique le nouveau hamp magnétique. Pour élairer la question, raisonnons entermes de 1-forme. Introduisons la 1-forme ω :

ω = A1dx1 + A2dx2 + A3dx3.Dans les nouvelles oordonnées x = Φ−1(y), nous avons, ave les notationspréédentes :
ω = Ã1dy1 + Ã2dy2 + Ã3dy3.On exprime alors dxi en fontion des (dyj), pour trouver que :Ã = DyΦ

−1(A(Φ−1(y))).167



168 ANNEXE D. COORDONNÉES LOCALESEnsuite, on veut trouver le �nouveau� hamp magnétique et on érit :
dω = (∇×A)1dx2 ∧ dx3 + (∇×A)2dx1 ∧ dx3 + (∇×A)3dx1 ∧ dx2.On exprime de nouveau dxi en fontion des (dyj) et la formule de la omatriefournit le lemme :Lemme D.1.1 Ave le di�éomorphisme Φ introduit en (D.1), nous avons

β̃ = det(DΦ)−1((DΦ))tβ, (D.2)où
β̃ = ∇y × Ã,et ave Ã = DyΦ

−1(A(Φ−1(y))).Ériture de la métrique dans les nouvelles oordonnées et formequadratiqueLa métrique eulidienne s'érit
g0 = dx2

1 + dx2
2 + dx2

3.Elle s'érit dans les oordonnées (y1, y2, y3) :
g0 =

∑

i,j

gijdyi ⊗ dyj,où gij est le terme général de la matrie DΦ−1t(DΦ−1). Nous notons gij leterme général de la matrie inverse de (gij).On peut maintenant expliquer omment s'e�etue le hangement de oor-données pour la forme quadratique :
qBA(u) =

∫

Ω

|(i∇ +BA)u|2dx.Lemme D.1.2 En onsidérant le di�éomorphisme Φ introduit en (D.1) eten supposant que le support de u est su�samment onentré près de x0, ona :
qBA(u) =

∫

Ω

|(i∇ +BA)u|2dx =

∫

t>0

|(i∇y +BÃ)ũ|2DΦt(DΦ)| detDΦ−1|dy,(D.3)ave
|(i∇y +BÃ)ũ|2DΦt(DΦ) =

∑

i,j

gij(i∇yi
+BÃi)ũ(i∇yj

+BÃj)ũ,où gij est le terme général de la matrie DΦtDΦ et où ũ désigne la fontion
u dans les nouvelles oordonnées.



D.2. COORDONNÉES (R, S, T ) 169D.2 Coordonnées (r, s, t)On introduit dans ette sous-setion les oordonnées normales près de x0.
(~τ0, ~l0) est une base orthonormée du plan tangent en x0 ; on note (r, s) les o-ordonnées orrespondantes. Il est alors lassique, par le biais de l'appliationexponentielle près de x0, que (r, s) dé�nissent une paramétrisatiuon loaledu bord (f. [Laf96℄). Il existe don un ouvert S de R

2 et un di�éomorphisme
φ tels que :

φ : Wx0 → S, φ(x) = (r, s).De plus, si G désigne la première forme fondamentale de ∂Ω, nous avons :
G = I3 +G1(r, s) +O(r3 + s3),où G1 est une forme quadratique en r et s.Posant t(x) = d(x, ∂Ω), on dé�nit un système de oordonnées près du bord :

(y1, y2, y3) = (r, s, t). La métrique g0 peut s'érire :
g0 = dt⊗ dt+G− 2tK + t2L,où K,L sont respetivement les deuxième et troisième formes fondamentalessur ∂Ω.Développement limité de la métriqueNous posons :

K0 =

(
K11 K12

K12 K22

)On érit :
K = K0 +K1(r, s) +O(r2 + s2),où K1 est linéaire en r et s.De façon générale, pour une matrie 2 × 2 U , nous noterons U0 la matrie :

U0 =




U11 U12 0
U12 U22 0
0 0 0


 .Ainsi, on peut érire :Lemme D.2.1 Il existe R un polyn�me homogène de degré 2 et degré partiel

1 par rapport à r et s tel que si on pose :
gapp = I3 − 2tK0 +G0

1(r, s) +R(r, s, t),alors :
g0 = gapp +O(r3 + s3 + t3).



170 ANNEXE D. COORDONNÉES LOCALESPreuve.Il su�t d'érire :
g0 = I3 − 2tK0 +G0

1(r, s) − 2tK0
1 + t2L0 +O(r3 + s3)

= I3 − 2tK0 +G0
1(r, s) +R(r, s, t) +O(r3 + s3 + t3)

= gapp +O(r3 + s3 + t3)

�Remarque D.2.2.Dans tout notre travail, on prend pour onvention de toujours noter R lespolyn�mes homogènes de degré 2 et de degré partiel au plus 1 en r et s.
�On déduit :

DΦ−1 = I3 − tK0 +
G0

1

2
+R(r, s, t) +O(r3 + s3 + t3)et

DΦ = I3 + tK0 − G0
1

2
+R(r, s, t) +O(r3 + s3 + t3).On en tire les deux lemmes suivants :Lemme D.2.3 On a :

|g|1/2 = mapp +O(r3 + s3 + t3),ave
mapp = 1 − tKM

0 + Tr(
G0

1

2
) +R(r, s, t),où KM

0 = K11 +K22.Lemme D.2.4 La métrique duale satisfait :
g0 = I3 +2tK0−G0

1(r, s)+R(r, s, t)+O(r3 +s3 + t3) = g0
app+O(r3 +s3 + t3).(D.4)Remarque D.2.5.On notera par ommodité Gr2

ij (resp. Gs2

ij , Grs
ij ) le oe�ient de r2 dans leoe�ient d'indie (i, j) de G1 (resp. le oe�ient de s2, le oe�ient de rs).

�



Annexe EEstimations de l'énergie de lafontionnelle réduite GDans ette Annexe, nous nous intéressons à une estimation pour l'énergiede la fontionnelle réduite près de la transition de phase κ2 = µ∗(q, τ) et dansle domaine smetique. Nous envisagerons le régime asymptotique qτ → +∞.Insistons sur le fait que nous ne supposerons pas que τ reste dans un intervalleborné ]0, τ0[. Le lemme suivant nous sera utile :Lemme E.1 Soit (ψ,n) un minimiseur de G, alors :
g(q, τ, κ) = −κ

2

2

∫

Ω

|ψ|4dx, (E.1)et : ∫

Ω

|ψ|4 ≤
(

1 − λ1(q,n)

κ2

)∫

Ω

|ψ|2dx. (E.2)Nous pouvons observer que si κ2 < µ∗(q, τ), le membre de droite de (E.2) estnul et don les minimiseurs sont tous nuls.Preuve.La preuve se trouve dans [HP08b℄, mais nous la rappelons. En dérivant Gpar rapport à ψ on trouve les équations :
(i∇ + qn)2 = κ2(1 − |ψ|2)ψ dans Ω

(i∇ + qn)ψ · n = 0 sur ∂Ω.On multiplie la première par ψ et on intègre par parties en utilisant ladeuxième équation pour trouver (E.1). Pour trouver (E.2), on revient à ladé�nition de g en onsidérant (E.1) et on érit juste que :
∫

Ω

|(i∇ + qn)ψ|2dx ≥ λ1(q,n)

∫

Ω

|ψ|2dx.171
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�La proposition suivante fournit une estimation de ‖ψ‖4 et démontre unedéroissane exponentielle de ψ loin du bord quand τ n'est pas néessairementborné.Proposition E.2 Pour x ∈ [0, 1
2
[, c0 > 0 et b ∈]Θ0, 1[, il existe σ0 > 0 et

C > 0 tels que pour tout (q, τ, κ) t.q qτ ≥ σ0, τ ≤ c0(qτ)
x et κ2

b
≤ µ∗(q, τ) < κ2,on a pour tout minimiseur (ψ,n) de G :

∫

Ω

{
eα

√
qτt(x)|ψ|2 +

1

qτ
|(i∇ + qn)ψ|2

}
dx ≤ C√

qτet ∫

Ω

|ψ|4dx ≤ C√
qτ
. (E.3)En outre, sous les mêmes hypothèses, on dispose des inégalités suivantes :

−C (κ2 − µ∗(q, τ))2

κ2
√
qτ

≤ g(q, τ, κ) ≤ 0. (E.4)Ainsi, on peut remarquer que la distane entre la température κ2 et la tem-pérature ritique µ∗(q, τ) ontr�le l'énergie à la transition de phase. Cettedistane réapparaîtra dans les hapitres suivants.Preuve.Ave les estimées uniformes de µ0(qτ,
n
τ
) ave n ∈ C(τ) obtenues préédem-ment (f. [Ray09d℄) et en mettant en oeuvre les estimées d'Agmon non li-néaires (f. [Agm82, HM04℄), nous pouvons érire :

∫

Ω

{
eα

√
qτt(x)|ψ|2 +

1

qτ
|(i∇ + qn)ψ|2

}
dx ≤ C

∫

Ω

|ψ|2dx. (E.5)Rappelons en la preuve pour voir préisément la dépendane en τ . Nousutilisons l'identité :
‖ (i∇ + qn) eα

√
qτtψ‖2

2 − α2qτ‖|∇t|eα
√
qτtψ‖2

2 = κ2‖eα
√
qτtψ‖2

2 − κ2‖eα
√
qτt|ψ|2‖2

2

≤ κ2‖eα
√
qτtψ‖2

2.Nous posons u = eα
√
qτtψ et introduisons pour un r > 0 donné une partitionde l'unité (assoiée à un reouvrement par des boules de entres xj et derayon r) tout omme dans [HM02℄ :

∑

j

χ2
j = 1

∑

j

|∇χj |2 ≤
C

r2
.



173Ensuite, la formule d'IMS donne (voir (1.4.31) et aussi [CFKS86℄) :
‖∇qnu‖2

2 ≥
∑

j

‖∇qnχju‖2
2 −

C

r2
‖u‖2

2.Nous déduisons :
∑

jint

(
‖∇qnχju‖2

2 − (κ2 + α2qτ +
C

r2
)‖χju‖2

2

)
≤ (κ2 + α2qτ +

C

r2
)
∑

jbrd

‖χju‖2
2.Nous utilisons le Corollaire 4.2.2 (f. Corollaire 5.4 de [Ray09d℄) pour obtenir :

‖∇qnχju‖2
2 ≥ (qτ − C(qτ)3/4+x/2)‖χju‖2

2.Le point ruial qui permet de relaxer la ondition "τ borné" (qui a déjà ététraitée dans [HP08b℄) est que, sous la ondition x < 1
2
, nous avons 3

4
+ x

2
< 1.Ainsi, nous trouvons, en posant r =

ǫ0√
qτ

, ave ǫ0 et α assez petits :
∑

jint

‖χju‖2
2 ≤ C(b, α, ǫ0)

∑

jbrd

‖χju‖2
2.La �n de la preuve de (E.5) est standard et est don laissée au leteur ;préisons ependant qu'elle utilise (7.1.8). En�n, ave le Lemme E.1 nousdéduisons :

∫

Ω

|ψ|4dx ≤
∫

Ω

|ψ|2dx ≤ C

∫

t≤2ǫ0(qτ)−1/2

|ψ|2dx ≤ C

(qτ)1/4

(∫

Ω

|ψ|4dx
)1/2et le ontr�le de ψ dans L4 s'ensuit.Finalement, nous remarquons que :

1 − λ1(q,n)

κ2
≤ 1 − µ∗(q, τ)

κ2
.et nous avons néessairement κ2 > λ1(q,n) ; sinon, les minimiseurs seraienttriviaux (f. Lemme E.1). En utilisant (E.2), nous pouvons érire :

∫

Ω

|ψ|4dx ≤
(

1 − µ∗(q, τ)

κ2

)∫

Ω

|ψ2|dx

≤ C

(
1 − µ∗(q, τ)

κ2

)∫

t≤2ǫ0(qτ)−1/2

|ψ|2dx

≤ C̃

(
1 − µ∗(q, τ)

κ2

)
1

(qτ)1/4

(∫

Ω

|ψ|4dx
)1/2

.



174 ANNEXE E. ESTIMATIONS POUR GCela améliore (E.3) :
∫

Ω

|ψ|4dx ≤ C̃2

(
1 − µ∗(q, τ)

κ2

)2
1

(qτ)1/2et en nous servant de (E.1), nous obtenons en�n (E.4).
�
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