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1. LANGAGES �A PARALL�ELISME DE DONN�EES 9IntroductionDe nombreux e�orts ont �et�e mis en �uvre dans les trois derni�eres d�ecennies pour d�evelopper desmachines parall�eles de plus en plus puissantes. De nombreux mod�eles d'ex�ecution ont �et�e propos�espour ces machines. La terminologie de Flynn ([32]) propose de classer ceux-ci, qu'ils concernent lecalcul s�equentiel ou parall�ele, en quatre cat�egories, selon que les 
ots de Donn�ees et d'Instructions(contrôle) sont Simples ou Multiples. En ce qui concerne les machines parall�eles, cette classi�cationdistingue deux types d'architectures : SIMD (machines massivement parall�eles de type MasPar) etMIMD (machines multiprocesseurs, r�eseaux de stations, etc.).L'histoire du d�eveloppement des machines et langages s�equentiels montre que, �a partir du mo-d�ele d'ex�ecution quasi universel de Von Neumann, de nombreux mod�eles de programmation ont�et�e propos�es. Ceux-ci ont �evolu�e des langages (( bas niveau )) (du type Fortran) vers des langagesdavantage structur�es et abstraits (de Pascal aux langages de programmation logique, fonctionnelsou �a objets). L'�evolution du parall�elisme atteint ce point depuis peu : les premi�eres machines �etaientquasiment toutes (( livr�ees )) avec un mod�ele de programmation di��erent, qui �etait en fait un langagetr�es proche de l'architecture. Le besoin de concevoir des applications portables n�ecessite pourtantla pr�esence de mod�eles de programmation plus universels. Deux mod�eles de programmation, direc-tement inspir�es des mod�eles d'ex�ecution MIMD et SIMD, sont apparus. D'un côt�e, l'abstraction dumod�ele MIMD a donn�e naissance au mod�ele de programmation du parall�elisme de contrôle, illustr�epar les CSP de Hoare [41], puis des langages comme Occam, ou des biblioth�eques de communi-cation comme PVM ou MPI. De l'autre côt�e, le mod�ele SIMD a donn�e naissance au mod�ele deprogrammation du parall�elisme de donn�ees.Ces mod�eles se sont peu �a peu d�etach�es du mod�ele d'ex�ecution sous-jacent. Un langage �a pa-rall�elisme de donn�ees permettra par exemple de programmer �a la fois un r�eseau de stations ou unematrice de processeurs. La distinction s'op�ere plutôt maintenant au niveau du type d'applicationset de la granularit�e du parall�elisme : un langage �a parall�elisme de donn�ees sera plutôt destin�e �aprogrammer des applications r�eguli�eres, �a grain �n de parall�elisme (typiquement du calcul scien-ti�que), alors que le parall�elisme de contrôle sera bien adapt�e �a des applications �a gros grain deparall�elisme. En ce qui concerne le parall�elisme massif, le mod�ele du parall�elisme de contrôle parâ�tdi�cile �a mettre en �uvre, tant au niveau de la conception que du d�ebogage ou de la validation.Il devient en e�et rapidement tr�es compliqu�e de g�erer des milliers de processus. En revanche, lemod�ele du parall�elisme de donn�ees, de par sa relative simplicit�e, semble actuellement prometteur.Cette th�ese se penche sur le probl�eme de la validation de langages pour le parall�elisme massif. Nousnous sommes donc naturellement tourn�e vers ce dernier mod�ele.1 Langages �a parall�elisme de donn�eesLe mod�ele de programmation �a parall�elisme de donn�ees a donn�e naissance �a une classe delangages de même nom, encore appel�es langages data-parall�eles . Certains langages sont uniquement



10 TABLE DES MATI�ERES�a parall�elisme de donn�ees explicite. Dans ces langages, le probl�eme de l'expression du parall�elismedoit être g�er�e par le programmeur/utilisateur. C'est le cas de plusieurs langages d�eriv�es de C,comme C� [67] ou HyperC [57]. Un programme est une s�equence d'instructions parall�eles, qui sontsoit des op�erations point-�a-point entre objets parall�eles, soit des op�erations de r�earrangement. Parexemple, en C�, si A, B et C sont des variables d�e�nies sur le domaine [1::N ], l'instruction suivanteA = B + Ca�ecte �a toutes les composantes de A les sommes respectives des composantes de B et de C.Avant d'e�ectuer cette instruction, l'utilisateur a dû sp�eci�er explicitement les domaines spatiauxde ses variables. L'instruction suivanteA = [.+1]Aquant �a elle permet d'e�ectuer un d�ecalage vers la gauche des composantes de A. Cette instruc-tion est quali��ee d'explicite dans le sens o�u l'utilisateur sp�eci�e lui-même la fonction de communi-cation.Par ailleurs, si l'on comprend la notion de parall�elisme de donn�ees au sens large, la classe deslangages qu'elle repr�esente est tr�es vaste, puisqu'elle peut aller jusqu'�a contenir tous les langageso�u le parall�elisme est implicite. Consid�erons par exemple le programme Fortran suivantDO 10 I=1,NA[I]=B[I]+C[I]10 CONTINUECe programme peut être ex�ecut�e en parall�ele avec une seule instruction s'ex�ecutant �a la fois surtous les �el�ements des tableaux concern�es, même si a priori les variables sont d�e�nies sur des tableauxsans notion de domaine spatial. Son (( comportement )) sera alors identique �a celui du programme C�pr�ec�edent. Extraire le parall�elisme d'un tel programme est le but de la parall�elisation automatique :les compilateurs-parall�eliseurs traduisent un programme s�equentiel en un ex�ecutable pour machinesparall�eles. Il s'agit de trouver le placement des calculs dans le temps (ordonnancement) et l'espace(allocation). De vastes travaux ont �et�e men�es dans ce domaine de la parall�elisation, que ce soitpour les langages imp�eratifs (voir par exemple [24] ou [28]), ou pour d'autres types de langagescomme par exemple les langages �a 
ot de donn�ees synchrones (voir par exemple [34]). Ce probl�emeest r�esolu pour certaines classes r�eduites de programmes (par exemple les nids de boucles parfaitsdes programmes de type Fortran), mais reste di�cile dans des cas plus g�en�eraux.De nombreuses versions de Fortran ont �et�e d�evelopp�ees (CM Fortran, Fortran D, Vienna For-tran, etc.), proposant plus ou moins de parall�elisme. Un pas vers une uni�cation a �et�e franchiavec l'�elaboration de la norme High Performance Fortran (HPF, [44]). Avec ce dernier langage,l'utilisateur peut lui-même sp�eci�er des instructions de contrôle explicitement parall�eles, avec parexemple la structure de contrôle FORALL, et �egalement le placement des donn�ees, avec les directivesde compilation ALIGN et DISTRIBUTE. Les langages �a parall�elisme de donn�ees constituent donc unvaste ensemble, des plus (( explicites )) aux plus (( implicites )), avec de nombreuses gradations entreces deux extrêmes.2 Deux approches pour la validation formelleLe mod�ele de programmation �a parall�elisme de contrôle a b�en�e�ci�e d'un e�ort important versle d�eveloppement de m�ethodes de validation formelle. La complexit�e des applications envisag�ees



3. PARALL�ELISME EXPLICITE ET LANGAGE IMP�ERATIF 11rend en e�et indispensable une telle validation. Malgr�e leur relative simplicit�e, les langages data-parall�eles ont �et�e peu �etudi�es de ce point de vue. Dans cette th�ese, nous essaierons de montrer que lavalidation de langages data-parall�eles est du même niveau de (( complexit�e )) que celle des langagess�equentiels scalaires. Si nous laissons de côt�e les m�ethodes de model-checking qui s'appliquent auxsyst�emes d'�etats �nis, nous pouvons distinguer entre deux grandes classes de m�ethodes de validationformelle.� L'approche transformationnelle, que nous appelerons �egalement approche interne. Cette ap-proche proc�ede par r�e�ecritures successives des programmes, selon des r�egles garantissant unecertaine �equivalence. Programmes et sp�eci�cations sont donc �ecrits dans le même langage. Lacorrection du programme �nal est garantie par la correction des r�egles de r�e�ecriture et parcelle de la sp�eci�cation initiale.� L'approche assertionnelle, que nous appelerons �egalement approche externe. Cette approcheutilise un langage d'assertion di��erent du langage de programmation. Une m�ethode de vali-dation consiste �a �etablir un lien entre programmes et sp�eci�cations.Dans le cas des langages imp�eratifs scalaires, la balance penche clairement en faveur de la secondeapproche, avec notamment la logique de Hoare [40]. Les langages fonctionnels s'av�erent en revancheparticuli�erement favorables �a la premi�ere. Des mod�eles comme Unity [18] tirent quant �a eux partides deux m�ethodes.Dans le cadre de cette th�ese, nous allons exclusivement nous int�eresser �a l'approche externe, enl'appliquant �a deux langages. Le premier est un langage imp�eratif, le second un langage fonctionnel.3 Parall�elisme explicite et langage imp�eratifLe premier langage auquel nous nous sommes int�eress�e est un langage imp�eratif, o�u le paral-l�elisme de donn�ees est explicite. Ce langage, nomm�e L, est un langage (( jouet )), con�cu commeun noyau commun �a plusieurs langages existants comme C� ou MPL. Les m�ethodes externes devalidation formelle de langages de ce type ont d�ej�a fait l'objet de quelques travaux. Nous les passonsbri�evement en revue 1.Le langage Val de Clint et NarayanaUne des premi�eres tentatives de construction d'un syst�eme de preuve pour un langage data-parall�ele fut celle de Narayana et Clint en 1983 [20, 21]. Ceux-ci utilisent le langage Val, inspir�ed'Actus. Actus [58] a �et�e d�e�ni par Perrott, dans le but de cr�eer un langage parall�ele de hautniveau utilisable �a la fois pour des tableaux de processeurs ou pour des processeurs vectoriels. Sasyntaxe est semblable �a celle de Pascal. Les grands principes qui ont dirig�e la d�e�nition de celangage sont les suivants.� La pr�esence du parall�elisme dans la syntaxe : l'utilisateur exprime lui-même le parall�elismede son probl�eme .� La possibilit�e de faire varier le contexte, c'est-�a-dire l'ensemble des indices pour lesquels unevariable est active.1. Outre les r�ef�erences donn�ees dans le texte, une description assez compl�ete de ces approches peut être trouv�eedans la th�ese de Utard : S�emantique des langages �a parall�elisme de donn�ees. Applications �a la validation et �a lacompilation, 1995 ([68]).



12 TABLE DES MATI�ERES� Le contrôle du parall�elisme non seulement par les donn�ees, suivant le mod�ele data-parall�ele,mais aussi de fa�con explicite.Clint et Narayana ont repris dans Val les principales caract�eristiques d'Actus. Les objets debase de ce langage sont d'une part les tableaux, c'est-�a-dire les variables parall�eles, et les s�equencesd'acc�es, qui sont des ensembles ordonn�es monotones et �nis d'entiers. La s�equence d'acc�es associ�ee�a une variable permet de d�eterminer quels indices de cette variable vont être utilis�es, et corresponddonc au contexte d'activit�e de celle-ci. Il est possible de d�e�nir des s�equences d'acc�es arbitraires, oud'utiliser des op�erateurs de s�election ou de d�ecalage sur les s�equences. Le contexte peut parfois êtred�etermin�e de fa�con dynamique, par exemple dans une boucle ou une structure de conditionnement.Il existe donc un symbole sp�ecial, #, qui d�esigne le contexte courant (d�etermin�e par la structureenglobante) associ�e �a la variable consid�er�ee. Par exemple, si x est une variable d�e�nie sur le domaine[1:5], et y une variable d�e�nie sur le domaine [6:10], l'expression bool�eenne x[1:5] >y[6:10]compare deux-�a-deux les valeurs xi et yi+5. Le programme suivantif ( x[1:5] > y[6:10] ) then for x,y do x[#] := y[#];mettra �a jour, pour tous les indices i pour lesquels l'expression bool�eenne est vraie, la valeurde xi avec la valeur de yi+5 (et non yi) : le signe # repr�esente une valeur dynamique du contexte,mais qui reste locale �a chaque variable.Clint et Narayana ont d�evelopp�e pour ce langage un syst�eme de preuve dont il ont prouv�ela compl�etude [20]. Dans ce syst�eme, le contexte est directement manipul�e par les assertions : las�equence d'acc�es associ�ee �a la variable x est not�ee x:as. La possibilit�e de manipuler de fa�consdiverses les s�equences d'acc�es dans le langage, ainsi que le fait d'associer �a chaque variable uncontexte sp�eci�que, donnent des r�egles de preuve assez complexes que nous ne d�etaillerons pas ici.L'approche de StewartPlus r�ecemment, Stewart [65, 71, 66] a introduit en 1988 un langage qu'il a voulu ind�ependantde toute consid�eration d'impl�ementation. Son but a �et�e d'isoler un ensemble de primitives n�eces-saires pour la construction de programmes data-parall�eles, et, surtout, de donner une s�emantiqued�enotationnelle claire et pr�ecise pour ces primitives plutôt que de favoriser une impl�ementationpratique ou e�cace.Le langage utilis�e par Stewart s�epare les structures de contrôle parall�ele de la manipulation decontexte. Les constructions de ce langage sont les (( instructions SIMD g�en�eralis�ees )). Celles-ci sontcompos�ees de deux �el�ements :� une instruction I ,� un sous-ensemble S de l'ensemble des indices des processeurs.L'instruction SIMD g�en�eralis�ee correspond simplement �a l'application de l'instruction I sur le sous-ensemble S. Ce sous-ensemble peut être aussi complexe que l'on veut : on le construit �a partir desegments d'entiers, par union, intersection, ou restriction par une condition bool�eenne. L'a�ecta-tion peut se faire avec ou sans communication, ce dernier cas n'�etant qu'un cas particulier, nomm�e(( a�ectation SIMD localis�ee )). La communication s'e�ectue par l'interm�ediaire de fonctions deconnexion, qui sont des fonctions de l'ensemble des indices dans lui-même, construites par l'utili-sateur et exprim�ees �a l'aide de �-termes. En plus de ces fonctions de communication explicites, lesfonctions ANYIN et ALLIN permettent d'exprimer des OU et ET globaux sur un ensemble d'indices.



4. PARALL�ELISME IMPLICITE ET LANGAGE �EQUATIONNEL 13Le syst�eme de preuve utilis�e par Stewart repose sur un m�ecanisme de substitution g�en�eralis�ee(quali�ed substitution) : intuitivement, hE(i); a; Si o�u E est une expression d�ependant de l'indicei et contenant �eventuellement une fonction de communication, a une variable parall�ele et S unensemble d'indices, repr�esente l'ensemble des substitutions simultan�ees de a(j) par E(j) pour toutj 2 S. Ainsi, l'axiome de l'a�ectation s'�ecrirafphE(i); a; Sig 8i 2 S: a(i) := E(i) fpg:La di�cult�e ici r�eside dans la possibilit�e de traiter des expressions du typea(a(i))o�u a est un tableau, ce qui donne des r�egles de substitution assez compliqu�ees. Le langage propos�epar Stewart poss�ede l'avantage sur Val de pr�esenter une s�emantique axiomatique beaucoup plussimple. N�eanmoins, la construction du langage rend di�cile la s�eparation de la communication etde l'a�ectation (( locale )), et n�ecessite par ailleurs de sp�eci�er le contexte �a chaque instruction.L'approche de Gabarr�o et Galvald�aGabarr�o et Galvald�a [33] ont �egalement propos�e en 1994 un langage data-parall�ele et une s�eman-tique axiomatique associ�ee. La principale construction parall�ele de ce langage est la constructionfor all k do in parallel S(k) endqui signi�e que les S(k) doivent être ex�ecut�es en parall�ele pour tout k. Cette construction se g�en�e-ralise en for all k : E(k) do in parallel S(k) end, qui signi�e que seuls les S(k) tels que l'expressionbool�eenne E(k) est vraie seront ex�ecut�es. Le langage poss�ede �egalement une structure conditionnelleif E(k) then S(k) end, les structures telles que s�equencement, boucles, proc�edures, etc. h�erit�ees deslangages scalaires, et une instruction d'a�ectation x[F1(k)] := F2(k). Si F1(k) 6= k, il y a alorscommunication implicite. Plus sp�eci�quement, on trouve aussi une structure (( inconditionnelle )),unconditionally S end, qui permet l'ex�ecution de S sur tous les processeurs, quel que soit le contextecourant, ainsi que les fonctions count et enumerate qui renvoient respectivement le nombre desprocesseurs actifs et une �enum�eration de ceux-ci.L'originalit�e de Gabarr�o et Galvald�a par rapport aux approches pr�ec�edentes r�eside dans leursyst�eme de preuve. En e�et, leur langage d'assertion dissocie les habituels pr�edicats portant sur lesvariables du programme de l'expression de l'ensemble des processeurs actifs. Ceci permet de traiterde fa�con totalement s�epar�ee les manipulations de contexte. Ainsi, la sp�eci�cation d'un programmeS sera de la forme fA;Pg S fB;Qg;ce qui signi�e que si S d�ebute dans le contexte o�u les processeurs de l'ensemble A sont actifs, etdans un �etat qui valide le pr�edicat P , alors, si S termine, il termine dans un �etat qui valide lepr�edicat Q, avec l'ensemble de processeurs B actifs (en g�en�eral A = B).4 Parall�elisme implicite et langage �equationnelLa seconde partie de cette th�ese traitera du langageAlpha. Ce langage est un langage �equation-nel con�cu initialement pour d�ecrire des circuits systoliques �a partir du formalisme des �equationsr�ecurrentes a�nes. Dans ce langage, l'expression du parall�elisme est plutôt implicite : les objets



14 TABLE DES MATI�ERESmanipul�es sont des poly�edres multidimensionnels, mais il n'y a pas de notion de contrôle qui expli-citerait le parall�elisme.Le domaine de la v�eri�cation formelle de circuits est tr�es riche. Nous ne ferons pas ici unedescription exhaustive des travaux le concernant. La plupart du temps, il s'agit de coupler ladescription d'un circuit dans un certain langage avec une m�ethode de validation op�erant sur celangage. Cette approche de bas niveau s'appuie en g�en�eral sur un prouveur de th�eor�emes. Citons parexemple les travaux de Purushothaman et Subrahmanyam avec le prouveur de Boyer et Moore [59]ou de Gordon avec le syst�eme HOL [35].Nous nous int�eressons ici plutôt au probl�eme de la v�eri�cation de la sp�eci�cation elle-même.Plusieurs approches permettent de passer d'une sp�eci�cation haut-niveau �a une description decircuit. Le formalisme Ruby [42] en est un exemple. Le langage Alpha en est un autre. Destransformations par r�e�ecritures sont au c�ur du syst�emeAlpha tel qu'il est actuellement implant�e.Celles-ci permettent d'utiliser le même langage le long de toute une châ�ne de transformations, �a lafois pour d�ecrire des sp�eci�cations haut-niveau et des implantations bas-niveau. De par sa nature,proche des langages fonctionnels, ce langage est donc particuli�erement adapt�e �a des m�ethodes devalidation de type interne. Cependant, il apparâ�t que des m�ethodes de validation de type externecompl�eteraient utilement le syst�eme existant. En e�et, le syst�eme actuel repose sur l'hypoth�ese quela sp�eci�cation haut-niveau initiale est correcte. Dans le cas o�u ces sp�eci�cations repr�esentent desapplications importantes, cette hypoth�ese devient de plus en plus di�cile �a assurer. Les motivationspour une approche de type externe sont plus longuement expos�ees dans l'introduction de la secondepartie.5 ContributionsNous donnons ici le contexte et les principales contributions de cette th�ese.� Le langage L a �et�e d�e�ni par Luc Boug�e en 1990 [2]. L'�etude de sa s�emantique op�erationnellea �et�e faite par Luc Boug�e et Jean-Luc Levaire en 1992 [12].� Un premier syst�eme de preuve pour L a �et�e donn�e par Luc Boug�e et Gil Utard en 1994, encollaboration avec Yann Le Guyadec et Bernard Virot [11]. Ces mêmes auteurs ont travaill�esur le calcul des plus faibles pr�econditions [10].� �A partir de ces travaux, j'ai �etabli les premiers r�esultats de compl�etude du chapitre 4, et lam�ethodologie de preuve par annotations du chapitre 5, sous la direction de Luc Boug�e.� Gil Utard a dans sa th�ese [68] amorc�e le travail sur le second langage d'assertion, par unemodi�cation du calcul des plus faibles pr�econditions et de la preuve de compl�etude. Nousavons ensemble prolong�e ce travail pour d�e�nir un nouveau langage et le syst�eme de preuvecomplet associ�e.� En r�esum�e, le travail e�ectu�e sur le langage L compl�ete et r�ealise une synth�ese des travauxpr�ec�edents, notamment ceux de Boug�e et Utard. Dans un premier temps, il s'agissait d'utiliserles travaux ant�erieurs, qui s'�etaient arrêt�es aux propri�et�es du calcul des plus faibles pr�econ-ditions, pour mieux comprendre le (( comportement )) du syst�eme de preuve vis-�a-vis de lapropri�et�e de compl�etude. Ensuite, j'ai propos�e une approche plus (( pratique )) de ce syst�eme,sous la forme des preuves par annotations, et montr�e le bien-fond�e de cette approche. Fina-lement, �a partir d'une modi�cation du calcul des plus faibles pr�econditions pr�esent�ee dans lath�ese de Utard, nous avons ensemble propos�e une nouvelle approche. Cette derni�ere uni�e les
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19
chapitre1Le langage L 1Dans le mod�ele de programmation data-parall�ele, les objets de base sont des tableaux �a acc�esparall�ele. La notion de tableau est ici prise au sens large et d�esigne un objet multidimentionnel,quelle que soit la fa�con dont sont d�ecrites ses bornes. Des actions de deux types peuvent êtreappliqu�ees �a ces objets : soit des op�erations agissant en parall�ele sur chaque composante de l'objetconsid�er�e, soit des actions de communication, ou r�earrangements.Le langage L a �et�e con�cu par Boug�e [2] comme noyau commun �a plusieurs langages data-parall�eles existants. Le but �etait de construire un langage �a la fois su�samment simple pour pouvoiren �etudier la s�emantique de fa�con compl�ete et pr�ecise, et su�samment expressif pour pouvoir d�ecrirele comportement de langages data-parall�eles r�eels comme C�, MPL ou HyperC. La question del'expressivit�e du langage L a �et�e trait�ee par Levaire dans sa th�ese [50]. Il y d�e�nit une s�emantiqueop�erationnelle qui lui permet de comparer formellement L avec certains des langages dont il estinspir�e, et �egalement de valider certains sch�emas de compilation. Des travaux ult�erieurs ont permisde d�e�nir une s�emantique axiomatique [10]. Notre travail sur L s'inscrit directement dans ce cadre.Ce chapitre est une description rapide du langage L tel que nous l'utiliserons dans la suite. Nousen donnons tout d'abord une description informelle, puis une s�emantique d�enotationnelle.1.1 Description informelleDans le langage L, les objets de base sont des tableaux parall�eles, que nous appelons vecteurs .Lors de l'ex�ecution d'une action, seule une partie des indices du vecteur consid�er�e est concern�eepar cette action. Les indices auxquels l'action est appliqu�ee sont dits actifs. �A un instant donn�e,l'ensemble des indices actifs est appel�e contexte d'activit�e. On peut le d�e�nir comme un vecteur debool�eens o�u true d�enote l'activit�e et false l'inactivit�e.Les langages data-parall�eles usuels qui ont servi de base �a la d�e�nition de L sont de natured�eterministe, même si l'ordre d'ex�ecution des instructions parall�eles peut lui être non-d�eterministe etd�ependre de l'implantation choisie. Les seuls cas de non d�eterminisme pouvant se produire viennentde communications de type send (par exemple en C�) ou de certains probl�emes de passage deparam�etres sur des indices inactifs. Mais ces cas ne correspondent pas vraiment �a la (( philosophie ))des langages �etudi�es et sont ici consid�er�es davantage comme des e�ets de bord. Le langage L nes'attarde pas �a ce niveau de d�etail et, dans un souci de g�en�eralit�e et de simplicit�e, il ne permet de1. La mati�ere de ce chapitre est tir�ee de Control structures for data-parallel SIMD languages: semantics andimplementation (L. Boug�e et J.-L. Levaire, [12]) et Formal validation of data-parallel programs: a two-componentassertional proof system for a simple language (L. Boug�e, D. Cachera, Y. Le Guyadec, G. Utard et B. Virot, [5]).



20 CHAPITRE 1. LE LANGAGE Ld�ecrire que des programmes d�eterministes. Dans le même souci de simplicit�e, nous ne consid�eronspas la partie scalaire de ces langages, principalement inspir�ee du langage C. On pourra consid�ererque les variables scalaires sont dupliqu�ees de fa�con �a avoir la même valeur recopi�ee sur tout unvecteur. En�n, nous ne consid�erons que des valeurs enti�eres ou bool�eennes.Nous consid�erons que tous les objets de L sont de même dimension et sont d�e�nis sur le mêmedomaine. Il n'y a qu'un seul type g�eom�etrique d'objet. Cette conception est semblable �a celle dulangage MPL, o�u la g�eom�etrie commune �a toutes les variables de type plural est celle de l'archi-tecture sous-jacente. Des g�eom�etries variables, commes celles d�ecrites par les shape en C� ou lescollection en HyperC, pourraient être envisag�ees ais�ement, mais au prix de notations plus com-plexes. Nous supposons donc ici que nous avons un unique domaine d'indices D, sur lequel desop�erations g�eom�etriques telles que d�ecalages, rotations, etc. peuvent être d�e�nies. Par exemple, enMPL D serait un domaine carr�e [0::1023]� [0::1023], et les op�erations g�eom�etriques seraient destranslations toro��dales dans la direction des axes. Nous ne pr�ecisons pas syst�ematiquement la stru-ture du domaine D, ni les op�erations g�eom�etriques. Les exemples que nous traiterons utiliseront desdomaines mono- ou bidimensionnels. Le seul point important est que nous supposons qu'il existedeux fonctions de conversion :� x = itos(u) fait correspondre une valeur scalaire x �a un indice u (index to scalar) ;� u = stoi(x) fait correspondre un indice u �a une valeur scalaire x (scalar to index).La fonction itos est semblable �a la fonction pcoord de C�, ou �a la fonction iproc de MPL. Ces deuxfonctions doivent respecter une seule condition : la composition (stoi � itos) doit être l'identit�e surles indices (8u 2 D : u = stoi(itos(u))). Si le domaine D est [0::N � 1] par exemple, la fonction itossera l'injection canonique dans les entiers, et stoi sera la fonction moduloN .Par convention, les variables ou expressions vectorielles seront not�ees avec une lettre majuscule(X; Y;E; : : :), et les indices avec une lettre minuscule (u; v; : : :). La composante d'une variable X �al'indice u est not�ee X ju.Expressions Une expression vectorielle E est d�e�nie r�ecursivement de la fa�con suivante. Elle peutêtre :� une variable vectorielle X ;� une constante vectorielle enti�ere ou bool�eenne. Par exemple, 1 d�enote le vecteur dont toutes lescomposantes valent l'entier 1, True et False d�enotent les vecteurs dont toutes les composantessont respectivement true ou false. Nous introduisons une constante sp�eciale, This, qui d�enotele vecteur tel que pour tout u, Thisju = itos(u). Cette constante est l'�equivalent du iproc deMPL ou du ((:)) de C� ;� l'application d'un op�erateur scalaire �a des arguments vectoriels. Cette application se faitcomposante par composante. Par exemple X + Y d�enote le vecteur dont la composante �a unindice u vaut X ju + Y ju. On remarquera que X = Y d�e�nit un vecteur de bool�eens et nonun unique bool�een qui d�enoterait l'�egalit�e globale des deux expressions ;� une expression conditionnelle qui correspond �a la g�en�eralisation de l'expression conditionnelledu langage C. (C?E : F ) d�enote un vecteur dont la composante �a l'indice u est la composantede E �a l'indice u si la composante de C �a l'indice u est vraie, et la composante de F �a l'indiceu sinon ;



1.1. DESCRIPTION INFORMELLE 21� une expression index�ee EjA. Une telle expression correspond �a une op�eration de communi-cation de type get (ou fetch) : l'expression A est �evalu�ee, puis l'expression E ; le r�esultat estensuite r�earrang�e de telle fa�con que la valeur de l'expression index�ee �a un indice u donn�e soitcelle de l'expression E �a l'indice stoi(Aju) :(EjA)ju = Ejstoi(Aju). EnMPL, une telle op�erationest not�ee router[A].E, en HyperC, elle est not�ee [A]E.Par exemple, l'expression suivante pourra être utilis�ee dans un programme calculant une convolutionsur une fenêtre de largeur 3 (2 �X +X jThis+1 +X jThis�1)=4Cette expression utilise en fait un abus de notation : l'expression correcte serait X jstoi(This+1). Ilest �egalement possible de consid�erer qu'une op�eration (( + )) a �et�e d�e�nie sur les indices. Le (( + ))de This + 1 n'est alors pas de la même nature que celui de X + : : :On remarquera par ailleurs que l'�evaluation des expressions ne produit pas d'e�et de bord.Instructions Le jeu d'instructions de L est le suivant.� A�ectation : X : = EL'expression E est �evalu�ee en chacun des indices actifs. La valeur obtenue est a�ect�ee �a cha-cune des composantes actives de la variable X . L'exemple suivant consiste en une a�ectationpar une expression n'induisant pas de communication. Le tableau au-dessus de l'instructionrepr�esente les valeurs de X avant ex�ecution, celui en-dessous apr�es ex�ecution. Les indicesinactifs sont repr�esent�es en gris�e.
1 -141 -1

1 -10 -23

X := X + 1Dans le cas d'une expression induisant une communication, c'est-�a-dire si E contient unesous-expression indic�ee, il peut y avoir �eventuellement �evaluation d'une partie de l'expressionsur un indice qui �etait inactif, comme l'illustre l'exemple suivant 2.
1 -10 -23

X := X| This - 1 + 1 

1 -12-1 0� Composition s�equentielle : S ; TL'ex�ecution de T commence quand toutes les actions de S sont termin�ees. Le contexte d'ex�e-cution de T est le même que celui de S.� Conditionnement : where B do S endLe contexte d'activit�e est manipul�e de fa�con explicite dans L. C'est le m�ecanisme de condition-nement qui permet cette manipulation. L'ensemble des indices actifs o�u l'expression vectorielle2. Dans cet exemple, nous consid�erons que la fonction d'indexage est cyclique : l'�el�ement imm�ediatement �a gauchede l'�el�ement d'indice 0 est celui d'indice 4.



22 CHAPITRE 1. LE LANGAGE Lbool�eenne B est �evalu�ee �a faux est rendu inactif pendant toute l'ex�ecution de S, alors queles indices qui �etaient d�ej�a inactifs restent inactifs. En sortie de cette instruction, le contexteest restaur�e �a sa valeur initiale. Dans l'exemple suivant, X est incr�ement�e seulement l�a o�u il�etait d�ej�a positif et o�u l'indice �etait actif.
1 -10 -23

0 -231 -1

0 -241 -1

4 -21 -10

where X > 0 do

end

X := X + 1� It�eration : loop B do S endLes actions de S sont r�ep�et�ees dans le contexte courant jusqu'�a ce que tous les indices actifs�evaluent l'expression bool�eenne B �a faux. On remarquera que le contexte n'est pas modi��epar cette structure de contrôle, contrairement �a ce qui se passe avec le while parall�ele deMPLou le whilesomewhere de C�. La forme que nous donnons, plus g�en�erale, permet de simulerces constructions par un where imbriqu�e dans une boucle. Dans l'exemple suivant, la colonnede droite donne le d�etail des it�erations.
1 -10 -23

1 -12 5 0

1 -11 -14

X := X + 1

X := X + 1

1 -10 -23

1 -12 5 0

end

X := X + 1

loop X < 0 doLe langage L est tr�es simple, mais su�samment expressif pour �ecrire la plupart des algorithmesdata-parall�eles existants. Nous donnons ici deux exemples simples. Le premier exemple est celui ducalcul d'une somme pr�e�xe, suivant une m�ethode logarithmique classique [39]. Le domaine utilis�eest D = [1::N ]. Initialement, la composante �a l'indice u poss�ede une valeur V ju, et nous calculonsS tel que 8u : Sju = Pk=uk=1 V jk. Le programme en L est donn�e en �gure 1.1. La colonne de droiteest une trace d'ex�ecution montrant les valeurs successives prises par S durant le calcul, dans le casparticulier o�u V vaut 1 partout. Les 
�eches d�enotent les communications.Le second exemple est un programme qui calcule la distance des points d'une image au fond,dans une image binaire. Le texte du programme et une trace d'ex�ecution sont donn�es en �gure 1.2.Les points de l'image ont pour valeur 1 et les points du fond 0. Dans un but de simplicit�e, nous noussommes restreints �a une dimension, mais le programme pourrait être �etendu �a deux dimensions sansdi�cult�e. Pour chaque pixel de l'image, le programme calcule le nombre de pixels qui le s�epare duplus proche pixel de fond. �A chaque it�eration, la valeur pr�ec�edente de X est stock�ee temporairement



1.2. S�EMANTIQUE D�ENOTATIONNELLE 23S : = V ; I : = 1;loop I < N dowhere This > I doS : = S + SjThis�Iend;I : = 2 � Iend 1 1 1 1 1 1 1 1
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1 1 1 10 00 1 0 2 2 2 23Fig. 1.2 { Calcul de distance au fond1.2 S�emantique d�enotationnelleNous donnons maintenant une s�emantique d�enotationnelle pour le langage L, telle que d�ecritedans [5]. Cette s�emantique nous permet de d�ecrire formellement le comportement des structures decontrôle expliqu�e dans la section pr�ec�edente. Cette description formelle nous servira de base pourtoute la suite. Toutes les propri�et�es que nous montrerons reposeront sur le comportement d�ecritpar cette s�emantique.La s�emantique d�enotationnelle d�ecrit la fonction calcul�ee par un programme L, c'est-�a-direl'�etat des variables en sortie en fonction de l'�etat en entr�ee. Plus formellement, nous donnons lesd�e�nitions suivantes.� Un environnement � est une application de l'ensemble des variables vers l'ensemble des valeursvectorielles. L'ensemble des environnements sera not�e Env . Les environnements sont �etendusaux expressions de mani�ere usuelle : �(E) d�enote la valeur (vectorielle) obtenue en �evaluantl'expression E dans l'environnement � . Nous ne donnons pas une description exhaustive dela s�emantique des expressions, mais seulement les r�egles les plus int�eressantes :{ �(This)ju = itos(u){ �(E + F )ju = �(E)ju + �(F )ju{ �(C?E : F )ju = � �(E)ju si �(C)ju = true�(F )ju sinon



24 CHAPITRE 1. LE LANGAGE L{ �(EjA)ju = �(E)jstoi(�(A)ju)Nous introduisons une notation de mise �a jour des environnements :�[X  V ]o�u X est une variable vectorielle et V un vecteur de valeurs, est l'environnement � dans lequella valeur de X est remplac�ee par V : pour toute variable Y , �[X  V ](Y ) = �(Y ) si Y 6� X ,et �[X  V ](Y ) = V si Y � X .� Un contexte c est un vecteur bool�een. Il sp�eci�e l'activit�e �a chaque indice. Pour des raisonsde lisibilit�e, nous utiliserons parfois le pr�edicat actifc : actifc(u) � cju = true .� Un �etat s est une paire (�; c) constitu�ee d'un environnement et d'un contexte. L'ensembledes �etats est muni d'une structure inductive partiellement ordonn�ee (cpo). Une telle structurepr�esente en particulier la propri�et�e suivante : toute châ�ne (non vide) croissante d'�el�ementsadmet une borne sup�erieure. C'est cette propri�et�e qui permet de justi�er la bonne d�e�nitionde la s�emantique d�enotationnelle dans le cas des boucles. Dans notre cas pr�ecis, la structurede cpo est obtenue classiquement par adjonction d'un �el�ement sp�ecial, ?, qui d�enote la non-terminaison, et par d�e�nition d'un ordre plat : ? � s pour tout s et deux �etats s et s0 sontincomparables s'ils sont di��erents. Le cpo des �etats est not�e Etats.La s�emantique [[S]] d'un programme S est une fonction stricte de Etats dans Etats : elle v�eri-�e [[S]](?) = ?. Cette fonction est �etendue aux ensembles d'�etats de fa�con usuelle. Nous donnonsci-dessous l'ensemble des r�egles concernant les commandes de L. Nous ne justi�erons pas ici formel-lement la bonne d�e�nition de ces r�egles, les arguments de monotonie et de continuit�e des fonctionsd�e�nies par celles-ci �etant identiques au cas imp�eratif scalaire usuel [70].A�ectation. �A chaque indice actif, la composante de la variable parall�ele est mise �a jour avec lavaleur correspondante de l'expression[[X : = E]](�; c) = (�0; c);avec �0 = �[X  V ] o�u V ju = �(E)ju si actifc(u), et V ju = �(X)ju sinon. Le contexted'activit�e est pr�eserv�e.S�equencement. La composition s�equentielle est simplement la composition des fonctions[[S ; T ]](�; c) = [[T ]]([[S]](�; c)):It�eration. Le calcul de la boucle se fait de fa�con classique. Il se termine lorsque l'expressionbool�eenne B s'�evalue �a faux pour tous les indices actifs. Nous en donnons la d�e�nition formellesuivante, qui reprend mot pour mot la m�ethode classique (voir par exemple [70]). Soit �k(�; c)l'�etat �nal de l'instruction loop B do S end apr�es avoir �evalu�e au plus k fois le test de la bouclepour k � 1, et �0(�; c) = ?. On a�k+1(�; c) = � �k([[S]](�; c)) si 9u : (actifc(u) ^ �(B)ju)(�; c) sinonIl est facile de montrer que si �k(�; c) 6= ?, alors �k+1(�; c) = �k(�; c). On peut alors d�e�nir[[loop B do S end]](�; c) =Gk �k(�; c)



1.2. S�EMANTIQUE D�ENOTATIONNELLE 25o�u Fk d�enote la borne sup�erieure pour l'ordre plat sur les �etats. La s�emantique de la boucleest alors bien d�e�nie et v�eri�e la relation suivante[[loop B do S end]](�; c) = 8<: [[loop B do S end]]([[S]](�; c))si 9u : (activec(u) ^ �(B)ju)(�; c) sinonSi l'�evaluation diverge, on a [[loop B do S end]](�; c) = ?:Conditionnement. La fonction calcul�ee par une structure de conditionnement est la même que cellecalcul�ee par le corps du where, mais avec masquage du contexte par l'expression bool�eenne[[where B do S end]](�; c) = (�0; c)si [[S]](�; c ^ �(B)) = (�0; c0), et [[where B do S end]](�; c) = ?si [[S]](�; c ^ �(B)) = ?. On remarquera que, dans le cas de convergence, la valeur de c0,contexte en sortie de S, est ignor�ee. Le m�ecanisme de conditionnement est un m�ecanisme depile, qui restaure l'ancien contexte (c) en sortie du where, apr�es avoir (( d�epil�e )) le contexteint�erieur au where.Remarques� Dans cette version du langage, le contexte est conserv�e par toute ex�ecution qui termine : si[[S]](�; c) = (�0; c0), alors c = c0. Ce n'est plus vrai lorsque le langage est �etendu avec desstructures de contrôle d'�echappement parall�ele de type break telles que d�e�nies par Boug�e etLevaire [12].� On remarquera en�n que toutes les constructions du langage L sont d�eterministes.
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chapitre2Un syst�eme de preuve par assertions endeux parties 1Notre but est de prouver la correction de programmes L en utilisant une m�ethode la plus prochepossible de celles propos�ees usuellement pour les langages imp�eratifs scalaires. Dans une m�ethodedu type (( logique de Hoare )), une sp�eci�cation de programme est une formule fPg S fQg, o�u S estle programme et P et Q sont deux assertions sur les variables de S. Une telle formule signi�e : siP est vraie dans un �etat initial et si S est ex�ecut�e �a partir de cet �etat initial, alors si S atteint un�etat �nal, Q sera vrai dans cet �etat �nal. Nous ne nous pr�eoccupons ici que de correction partielle,c'est-�a-dire que nous ne cherchons pas �a montrer que l'�etat �nal est e�ectivement atteint.�Etablir la correction d'une sp�eci�cation se fait en d�erivant la formule dans un syst�eme de preuveconstitu�e d'axiomes pour les instructions simples et de r�egles pour les structures de contrôle. Lapreuve se d�erive par induction sur la syntaxe du programme. Cependant, comprendre une preuveformelle ainsi �etablie est di�cile. Au lieu de parcourir un arbre de preuve, il est plus simple depro�ter du fait que les preuves sont dirig�ees par la syntaxe pour les inclure dans le texte duprogramme. C'est la m�ethode propos�ee par Floyd [31] pour les langages imp�eratifs scalaires (Algolen l'occurrence), dont la logique de Hoare est une abstraction. La preuve consiste en une insertiondes assertions, appel�ees alors annotations dans le texte du programme. Lorsque le contrôle atteintun point o�u est ins�er�ee une annotation, l'assertion correspondante doit être vraie dans l'�etat courant.En ce qui concerne L, nous cherchons donc un cadre logique adapt�e, c'est-�a-dire� un langage d'assertion appropri�e pour le cas data-parall�ele ;� la possibilit�e de r�ealiser des preuves par assertions ;� un ensemble de r�egles su�samment riche pour �etablir les sp�eci�cations voulues.Nous montrons dans les chapitres 2 �a 5 comment le syst�eme de preuve propos�e initialement parBoug�e et al. [11] r�epond �a ces crit�eres.2.1 Langage d'assertionDe même que pour les langages scalaires classiques, le langage d'assertion doit nous permettred'exprimer les propri�et�es voulues sur les variables du programme. Il doit donc au moins (( contenir ))1. La mati�ere de ce chapitre est tir�ee de Formal validation of data-parallel programs: introducing the assertionalapproach (L. Boug�e, D. Cachera, Y. Le Guyadec, G. Utard et B. Virot, [4]).



28 CHAPITRE 2. UN SYST�EME DE PREUVE PAR ASSERTIONS EN DEUX PARTIESles expressions arithm�etiques et bool�eennes de L. Mais ce n'est pas su�sant. En e�et, un principetr�es important qui pr�evaut lors de la d�e�nition d'une s�emantique est celui de compositionnalit�e :la s�emantique d'un ensemble doit être fonction de la s�emantique de ses parties. Dans le cas de lalogique de Hoare, cela se traduit par le fait que l'on peut remplacer un programme par un autreprogramme acceptant la même sp�eci�cation, c'est-�a-dire les mêmes pr�e- et postconditions. Si l'onprend le cas d'une composition s�equentielle par exemple, on peut prouverfPg S;T fQgen trouvant une assertion R telle que l'on puisse prouverfPg S fRg et fRg T fQg:Si T 0 est un programme tel que fRg T 0 fQgalors on aura �egalement fPg S;T 0 fQg:Voyons ce qui se passe dans le cas data-parall�ele. Consid�erons par exemple le programme S suivantX : = X jThis+1;X : = X jThis�1Dans le cas o�u le contexte initial est actif sur tout les indices, l'ex�ecution donne
0 4 6 71 2 3 5

1 2 3 4 5 6 7 0

0 4 6 71 2 3 5

X := X| This - 1

X := X| This + 1Si P est un pr�edicat quelconque portant sur la variable X , on devrait pouvoir prouver fPg SfPg. On consid�ere donc que S est �equivalent au programme X : = X . Consid�erons maintenantune ex�ecution �a partir d'un contexte o�u seuls les indices pairs sont actifs. On obtient
0 4 6 71 2 3 5

0 1 2 3 54 6 7

1 1 3 5 5 7 73

7 3 5 71 1 3 5

7 3 5 71 1 3 5

X := X| This + 1

X := X| This - 1

where ( This % 2 = 0 ) do

endIl n'est alors plus question de remplacer S par X : = X . Ceci montre que le langage d'assertiondoit tenir compte du contexte si l'on veut pouvoir disposer d'une s�emantique compositionnelle.



2.1. LANGAGE D'ASSERTION 29:::where B1 do:::where B2 do:::end:::where B3 do:::end:::end:::
f:::; trueg:::where B1 dof:::; B1g:::where B2 dof:::; B1 ^ B2g:::end:::where B3 dof:::; B1 ^ B3g:::endf:::; B1g:::endf:::; trueg:::Fig. 2.1 { Sch�ema de preuve par annotationsIl existe plusieurs fa�cons de prendre en compte le contexte dans les assertions. L'une d'elles,introduite par Narayana et Clint [20], consiste �a r�eserver une variable sp�eciale (not�ee ]), qui d�enotetoujours le contexte courant. Cette m�ethode a �et�e d�evelopp�ee par Le Guyadec et Virot pour le lan-gage L [47]. Nous d�eveloppons ici une autre approche, historiquement ant�erieure en ce qui concerneL. Cette approche traduit de fa�con imm�ediate le m�ecanisme de masquage du where dans le langaged'assertion. En e�et, le contexte y est repr�esent�e par une expression vectorielle bool�eenne. C'est ene�et la solution la plus naturelle, puisque le m�ecanisme de masquage de contexte introduit par lastructure de conditionnement utilise une expression vectorielle bool�eenne. �A un instant donn�e (ensupposant que la valeur des variables n'ait pas chang�e entre temps), le contexte correspond �a laconjonction des �evaluations des expressions bool�eennes de toutes les structures de conditionnementenglobantes, ces �evaluations se faisant au moment de rentrer dans le corps du where. L'expres-sion bool�eenne de contexte de l'assertion sera donc la conjonction des expressions bool�eennes desstructures de conditionnement englobantes.Cette approche a l'avantage de la simplicit�e. Nous remarquerons dans ce chapitre qu'une autrede ses qualit�es est d'être utilisable pour d�e�nir une m�ethode de preuve par annotations. Consid�eronspar exemple la �gure 2.1, qui montre un sch�ema de programme L et une esquisse de preuve parannotations.L'assertion f:::; trueg signi�e que tous les indices sont actifs au d�ebut de l'ex�ecution. L'assertionf:::; B1 ^ B2g signi�e que les indices actifs sont les u tels que B1ju ^ B2ju est vrai. Nous verronsplus loin dans quelles conditions une preuve par annotations de ce type est valide.Dans un premier temps, nous travaillerons donc avec le langage des assertions en deux partiesintroduit par Boug�e et al. dans [11], et avec le syst�eme de preuve reposant sur ce langage. Nousdonnons la d�e�nition suivante.



30 CHAPITRE 2. UN SYST�EME DE PREUVE PAR ASSERTIONS EN DEUX PARTIESD�e�nition 1 (assertion) Une assertion fP;Cg est une paire compos�ee d'un pr�edicat P sur les va-riables de programme et d'une expression bool�eenne de contexte C.Pr�edicats Il nous reste �a expliciter le langage utilis�e pour exprimer les pr�edicats.� Une expression d'indice est une variable d'indice (u; v; etc:), une constante (0; 1; etc: parexemple si l'on consid�ere un domaine monodimensionnel index�e par les entiers), une com-binaison d'expressions d'indice par un op�erateur g�eom�etrique (u + 1 par exemple pour und�ecalage sur un domaine monodimensionnel), ou la fonction stoi appliqu�ee �a une expressionscalaire.� Une expression scalaire est une constante scalaire (0; true; false; etc:), une variable scalaire(x; y; etc:), la combinaison d'expressions scalaires avec un op�erateur scalaire, une expressionvectorielle du langage de programmation indic�ee par une expression d'indice Eju, ou la fonc-tion itos appliqu�ee �a une expression d'indice.� Une formule est une expression scalaire de type bool�een, une combinaison de formules pardes op�erateurs logiques, ou une formule quanti��ee sur une variable scalaire ou une variabled'indice (dans ce dernier cas, la quanti�cation se fait implicitement sur le domaine spatial).� Un pr�edicat est une formule close pour les variables scalaires et d'indice.Voici quelques exemples de pr�edicats.8u : X ju = 0 Toutes les composantes de X ont pour valeur 08u : 8v : X ju = X jv Toutes les composantes de X sont �egales8u : X ju = Y ju X et Y ont la même valeur�a chaque indice8u : impair(u)) (X ju+1 = X ju) �A tous les indices impairs,la composante de droiteest la même que lacomposante locale9i : 8u : X ju = i X est un vecteur constantOn remarquera qu'il n'y a pas de quanti�cation sur les variables vectorielles. On remarquera �egale-ment que X = Y n'est pas un pr�edicat. C'est un vecteur bool�een qui contient �a chaque composantel'�egalit�e des composantes correspondantes de X et Y . Le pr�edicat d'�egalit�e globale des vecteurs Xet Y est 8u : X ju = Y ju, et sera parfois not�e X � Y dans la suite.Satis�abilit�e Un pr�edicat est une formule close par rapport aux variables scalaires et d'indice. Ilest donc possible de d�e�nir sa valeur de v�erit�e dans un environnement. Nous ne d�etaillerons pasici les r�egles d'�evaluation d'un pr�edicat dans un environnement, qui sont tout �a fait standard etintuitivement claires. Remarquons seulement que les variables scalaires sont enti�eres ou bool�eennes,et que les variables d'indice parcourent le domaine D. On note � j= P le fait que le pr�edicat P estvrai dans l'environnement �. Si le pr�edicat P est vrai dans tout environnement, nous �ecrivons j= P ,ou même P si le contexte est clair. Nous pouvons maintenant d�e�nir la notion de validit�e d'uneassertion dans un �etat.D�e�nition 2 (Satis�abilit�e) Soit (�; c) un �etat, et fP;Cg une assertion. On dit que l'�etat (�; c)satisfait l'assertion fP;Cg, ce que l'on note (�; c) j= fP;Cg, si � j= P et �(C) = c. On dira�egalement que l'assertion fP;Cg est valide dans l'�etat (�; c).



2.1. LANGAGE D'ASSERTION 31Par convention, ? satisfait toute assertion.L'ensemble des �etats satisfaisant une assertion fP;Cg est not�e [[fP;Cg]].Implication Une notion fondamentale et indispensable pour pouvoir manipuler des assertions dansun syst�eme de preuve est celle d'implication des assertions. Il nous faut red�e�nir cette notion pourprendre en compte la partie contexte.D�e�nition 3 (Implication) Soit fP;Cg et fQ;Dg deux assertions. On dit que fP;Cg impliquefQ;Dg, que l'on note fP;Cg ) fQ;Dgsi et seulement si j= P ) Q et j= (P ) (8u : Cju = Dju))Cette d�e�nition respecte l'interpr�etation ensembliste usuelle de l'implication exprim�ee par la pro-pri�et�e suivante.Proposition 1 Soit fP;Cg et fQ;Dg deux assertions. On afP;Cg ) fQ;Dgsi et seulement si [[fP;Cg]] � [[fQ;Dg]] :Nous donnons la preuve de cette propri�et�e simple a�n de bien illustrer le m�ecanisme de l'implicationet la fa�con dont sont trait�ees les assertions.Preuve. Supposons fP;Cg ) fQ;Dg. Soit un �etat (�; c) dans [[fP;Cg]]. On a par d�e�nition � j= Pet �(C) = c. Par d�e�nition de l'implication, on a alors � j= Q et � j= (8u : Cju = Dju). Donc�(D) = �(C) = c. On en conclut que (�; c) j= fQ;Dg, donc que (�; c) 2 [[fQ;Dg]].R�eciproquement, supposons [[fP;Cg]] � [[fQ;Dg]]. Soit un environnement � tel que � j= P .Posons c = �(C). On a alors (�; c) j= fP;Cg. Par hypoth�ese, on a (�; c) j= fQ;Dg. Doncpar d�e�nition de la satis�abilit�e, � j= Q et �(D) = c. On a donc �(D) = �(C), donc� j= (8u : Cju = Dju). On en conclut que fP;Cg ) fQ;Dg.Substitution Nous introduisons �nalement un m�ecanisme de substitution des variables vectoriellesdans les pr�edicats. Par d�e�nition de notre langage d'assertion, les variables vectorielles sont touteslibres. La substitution de la variable vectorielle X par l'expression vectorielle E dans le pr�edicat Pest not�ee P [E=X ]. Elle se d�e�nit par induction sur la structure du pr�edicat P . Nous ne donnonspas ici la d�e�nition formelle, l'intuition en �etant su�samment claire. Une telle d�e�nition peutêtre trouv�ee dans l'ouvrage de Apt et Olderog ([1]). La notion de substitution peut être �etenduedes pr�edicats �a toute expression contenant des variables vectorielles. Voici quelques exemples desubstitution pour illustrer notre propos.P E P [E=X ]8u : X ju = 1 X + 1 8u : X ju + 1 = 1� 8u : X ju = 08u : X ju = 1 (This = 0?X + 1: Y ) 8u : (Thisju = 0?X ju + 1: Y ju) = 1� X j0 = 0 ^ 8u 6= 0 : Y ju = 1



32 CHAPITRE 2. UN SYST�EME DE PREUVE PAR ASSERTIONS EN DEUX PARTIESLe fait important est que le lemme de substitution habituel s'�etend �a nos pr�edicats data-parall�eles [1]. Ce lemme permet de relier le m�ecanisme syntaxique de substitution �a sa traductions�emantique.Lemme 1 (Substitution) Soit P un pr�edicat, X une variable vectorielle, et E une expression vec-torielle. � j= P [E=X ] ssi �[X  �(E)] j= PPreuve. La preuve se fait simplement par induction sur la structure des pr�edicats. Nous n'endonnons pas les d�etails techniques. Remarquons seulement que la di��erence par rapport �a [1]tient dans le fait que nous consid�erons des substitutions de vecteurs X dans leur ensemble,alors que l'approche de Apt et Olderog permet de substituer des composantes de vecteursX [i]. Par exemple, il est possible de substituer la composante X [X [i]] par une expression.Il faut alors consid�erer di��erents cas, suivant que X [i] = i ou non. C'est d'ailleurs aussi leprobl�eme de l'approche de Stewart et Wray. La notion de substitution que nous proposonsici, qui est une notion globale et ne permet pas d'utiliser des variables vectorielles dans lesexpressions d'indice, est plus simple.2.2 Syst�eme de preuveValidit�e Nous avons maintenant un langage d'assertion �a notre disposition. Il nous est donc pos-sible de d�e�nir des sp�eci�cations de la forme fP;Cg S fQ;Dg. Nous devons pr�eciser la notion decorrection (ou validit�e) d'une sp�eci�cation. Cette notion de correction repose sur la s�emantiqued�enotationnelle d�e�nie pr�ec�edemment.D�e�nition 4 (Validit�e) Soit S un programme L, fP;Cg et fQ;Dg deux assertions. On dit que lasp�eci�cation fP;Cg S fQ;Dg est valide, ce que l'on note j= fP;Cg S fQ;Dg, si pour tout �etat(�; c), (�; c) j= fP;Cg ) [[S]](�; c) j= fQ;DgLa notion de validit�e pr�esent�ee ici concerne uniquement la correction partielle. Nous ne prenonspas en compte les probl�emes de terminaison. En d'autres mots : si le programme termine, alorsl'�etat �nal v�eri�e la postcondition 2. La notion de correction totale est plus complexe, puisqu'ilfaut �egalement prouver la terminaison. En logique de Hoare classique, ce probl�eme est trait�e parl'introduction de la notion de variant. Une m�ethode similaire devrait être employ�ee dans notre casdata-parall�ele. Ce probl�eme de la terminaison est orthogonal �a celui de la preuve de correction etd�epasse le cadre de ce travail.Syst�eme de preuve Notre but est de trouver un ensemble d'axiomes et de r�egles qui nous permettede prouver la validit�e d'une sp�eci�cation donn�ee. Nous utilisons ici dans un premier temps le syst�emede preuve pr�esent�e par Boug�e et al. dans [11]. Revenons un instant au cas des langages imp�eratifsscalaires, et consid�erons une a�ectation x : = e. L'axiome permettant de prouver une sp�eci�cationfaisant intervenir cette a�ectation est fP [e=x]g x : = e fPg2. Rappelons que l'�etat ? satisfait toute assertion, ce qui justi�e l'ad�equation de la d�e�nition.



2.2. SYST�EME DE PREUVE 33Cet axiome fonctionne (( en arri�ere )) : pour que l'assertion P soit vraie apr�es ex�ecution de l'af-fectation, il faut que P dans laquelle on a substitu�e les occurrences libres de la variable x parl'expression e soit vraie avant l'ex�ecution. La correction de cet axiome est directement li�ee aulemme de substitution 1. Une g�en�eralisation directe de cet axiome au langage L seraitfP [(C?E : X)=X ]; Cg X : = E fP;CgCet axiome exprime le fait que l'a�ectation locale X ju : = Eju est e�ectu�ee uniquement pour lesindices u actifs, c'est-�a-dire ceux pour lesquels C est vrai. Dans ce cas, la valeur pr�ec�edente deX ju est Eju. Dans le cas d'un indice u inactif, la valeur de X n'est pas modi��ee. Ceci correspondexactement �a l'expression conditionnelle (C?E : X).Malheureusement, cette g�en�eralisation n'est pas correcte dans tous les cas. Par exemple, lasp�eci�cation ftrue ; Y = 2g X : = 1 ftrue ; Y = 2gest valide. Cependant, celle-ci ftrue ; X = 2g X : = 1 ftrue ; X = 2gne l'est pas. En e�et, apr�es l'a�ectation de X , le contexte qui �etait initialement d�ecrit par le pr�edicatX = 2 ne peut plus être d�ecrit par ce même pr�edicat, puisque la valeur de X a �et�e modi��ee.Une autre solution pour g�en�eraliser l'axiome d'a�ectation au cas data-parall�ele pourrait être desubstituer �egalement X dans l'expression de contexte. Choisissons tout d'abord de substituer Xglobalement, avec la r�egle suivantefP [(C?E : X)=X ]; C[E=X]gX : = E fP;Cg:Cette solution n'est pas non plus satisfaisante. Prenons l'exemple suivant d�ecrit par Utard dans sath�ese ([68]). Soit l'instruction d'a�ectationX : = X + 1et la postcondition ftrue ; X = 1gL'application du principe de substitution donnerait comme pr�econditionftrue ; X = 0gCette pr�econdition n'est pas correcte. Consid�erons en e�et un �etat (�; c) tel que(�; c) j= ftrue ; X = 0gavec �(X)j0 = 1, donc cj0 = false. Apr�es ex�ecution de l'a�ectation, on a toujours �(X)j0 = 1, cequi correspond �a l'expression de contexte de la postcondition exprim�ee �a l'indice 0. En revanche ona toujours cj0 = false puisque le contexte n'est pas modi��e. La pr�econdition et la postcondition nesont pas en ad�equation.Tentons d'explorer une troisi�eme voie, plus complexe. Il s'agit maintenant de substituer X parE dans l'expression de contexte, mais seulement pour les indices actifs. Ceci nous oblige �a e�ectuer



34 CHAPITRE 2. UN SYST�EME DE PREUVE PAR ASSERTIONS EN DEUX PARTIESla substitution de fa�con r�ecursive. Supposons que l'on soit capable de trouver un vecteur C0 v�eri�antla relation C0 = C[(C 0?E : X)=X ]L'axiome pourrait alors s'�ecrirefP [(C 0?E : X)=X ]; C 0g X : = E fP;Cg :Le probl�eme vient de ce que C0 doit être d�e�ni de fa�con r�ecursive. On peut essayer de partir d'uncontexte o�u tous les indices sont actifs et it�erer l'applicationY 7! C[(Y ?E : X)=X ]Cette m�ethode nous ram�ene �a la pr�econditionftrue ; X = 0gqui d'apr�es la tentative pr�ec�edente n'est pas correcte. Si en revanche on part d'un contexte o�u tousles indices sont inactifs, on obtient apr�es deux substitutions la pr�econditionftrue; ((X = 1?X + 1 = 1 : x = 1)?X + 1 : X) = 1gqui malgr�e sa complexit�e est une pr�econdition correcte. Malheureusement ce r�esultat n'est pas g�e-n�eralisable. Il nous faudrait en e�et trouver un cpo sur l'ensemble des vecteurs bool�eens qui aitFalse comme plus petit �el�ement, et telle que l'application �a it�erer soit continue sur ce cpo. Cecisemble impossible. Quoi qu'il en soit, même si une restriction sur les expressions nous permettait deg�en�eraliser cette m�ethode, elle serait totalement inapplicable, puisque la complexit�e de la substitu-tion d�epasserait de beaucoup celle de la structure des expressions, et d�ependrait même des valeursdes variables libres.Pour g�en�eraliser l'axiome d'a�ectation au cas data-parall�ele, nous devons donc op�erer certainesrestrictions. Nous allons consid�erer uniquement le cas o�u les variables apparaissant dans l'expressionde contexte ne sont pas modi��ees par le programme. Suivant les notations de Apt et Olderog ([1]),nous donnons les d�e�nitions suivantes.D�e�nition 5 Soit un programme S. L'ensemble de toutes les variables apparaissant dans S est not�eVar(S). Le comportement de S ne d�epend que de ces variables.L'ensemble des variables apparaissant en partie gauche d'une a�ectation est not�e Change(S).Seules ces variables peuvent être modi��ees par l'ex�ecution de S.Soit E une expression. L'ensemble des variables (libres) de E est not�e Var(E). La valeur de Ene d�epend que de ces variables.Le syst�eme de preuve que nous donnons ici fait donc l'hypoth�ese que les expressions de contextene sont pas modi��ees par le programme : Change(S) \ Var(C) = ;. Avec cette hypoth�ese, nouspouvons donner la r�egle de l'a�ectation.R�egle 1 (A�ectation : X : = E) L'axiome usuel est �etendu pour prendre en compte le contexte.La restriction syntaxique sur X garantit le fait que le contexte n'est pas modi��e.X =2 Var(C)fP [(C?E : X)=X ]; Cg X : = E fP;Cg



2.2. SYST�EME DE PREUVE 35Par exemple, consid�erons le programmeX : = 1 et la postcondition f8u : (Y ju = X ju); Y = 2g :les vecteurs X et Y ont toutes leurs composantes �egales, et les indices actifs sont ceux pour lesquelsla composante de Y vaut 2. L'application de la r�egle donne la sp�eci�cation suivantef8u : (Y ju = ((Y ju = 2)?1 : X ju); Y = 2gX : = 1f8u : (Y ju = X ju); Y = 2gCelle-ci peut se r�eduire enf8u : (Y ju = 2) Y ju = 1) ^ (Y ju 6= 2) Y ju = X ju); Y = 2gX : = 1f8u : (Y ju = X ju); Y = 2gc'est-�a-dire f8u : (Y ju 6= 2) ^ (Y ju = X ju); Y = 2gX : = 1f8u : (Y ju = X ju); Y = 2gLes autres r�egles suivent naturellement :R�egle 2 (S�equencement: S;T ) C'est une g�en�eralisation imm�ediate du cas usuelfP;Cg S fR;Cg; fR;Cg T fQ;CgfP;Cg S;T fQ;CgR�egle 3 (It�eration: loop B do S end) Comme dans le cas scalaire, la r�egle utilise un invariant. Lepr�edicat choisi doit ici être invariant �a la fois par rapport aux valeurs des variables et par rapportau contexte. fI ^ 9u : (Cju ^Bju); Cg S fI; CgfI; Cg loop B do S end fI ^ 8u : (Cju ) :Bju); CgR�egle 4 (Conditionnement: where B do S end) Conform�ement �a la s�emantique d�enotationnelle d�e-�nie dans le chapitre pr�ec�edent, le contexte �a l'int�erieur de la structure de conditionnement est laconjonction du contexte englobant et de l'expression vectorielle bool�eenne de conditionnement.fP; (C ^B)g S fQ;Dg; Change(S) \Var(C) = ;fP;Cg where B do S end fQ;CgOn remarquera que l'expression de contexte en sortie D est ignor�ee, de même que l'on ignorait lecontexte de sortie dans la s�emantique d�enotationnelle. De plus, il n'est pas n�ecessaire de supposerque Change(S) \ Var(B) = ;. Par exemple, si l'on consid�ere la sp�eci�cation valide suivantef8u : X ju � 0; X � 1g X : = X + 1 f8u : X ju � 0; X � 2gla correction de cette r�egle de conditionnement nous fournit la validit�e def8u : X ju � 0;Truegwhere X � 1 do X : = X + 1 endf8u : X ju � 0;TruegLa r�egle suivante, appel�ee r�egle de cons�equence ou d'a�aiblissement, nous permet d'a�aiblir lapostcondition et de renforcer la pr�econdition.



36 CHAPITRE 2. UN SYST�EME DE PREUVE PAR ASSERTIONS EN DEUX PARTIESR�egle 5 (Cons�equence) Conform�ement �a la d�e�nition 3, nous avonsfP;Cg ) fP1; C1g; fP1; C1g S fQ1; D1g; fQ1; D1g ) fQ;DgfP;Cg S fQ;DgRappelons que fP;Cg ) fP1; C1g est un raccourci pour j= fP;Cg ) fP1; C1g. En d'autres termes,toutes les implications valides sont promues au rang d'axiomes, comme en logique de Hoare clas-sique [1].Notation (Prouvabilit�e). Si une sp�eci�cation fP;Cg S fQ;Dg est d�erivable dans le syst�eme depreuve constitu�e des r�egles 1 �a 5, on le note` fP;Cg S fQ;DgCorrection La premi�ere propri�et�e �a v�eri�er pour ce syst�eme de preuve est sa correction. On nedoit pouvoir prouver que des sp�eci�cations valides. Nous avons en e�et la proposition suivante.Proposition 2 (Correction) Le syst�eme de preuve ` est correct : si` fP;Cg S fQ;Dgalors j= fP;Cg S fQ;Dg:La preuve de cette proposition se fait par induction sur la d�erivation de la preuve. La v�eri�cationse fait sur les axiomes, puis sur les r�egles de d�erivation. Nous n'en donnons pas les d�etails, purementtechniques. Le lecteur int�eress�e pourra trouver une preuve de même type (pour un langage scalaire)dans l'ouvrage de Apt et Olderog ([1]).2.3 BilanNous avons donn�e dans ce chapitre un premier syst�eme de preuve pour le langage L. Avantd'aller plus loin, nous allons montrer sur un exemple comment il peut être utilis�e pour d�eriver lapreuve d'une sp�eci�cation. L'exemple trait�e permettra de plus de mettre en lumi�ere une insu�sancede ce syst�eme. Nous verrons dans les chapitres suivants comment pallier �a ce type d'insu�sances.
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chapitre3Un exemple de preuveNous reprenons ici l'exemple du calcul de la distance des points d'une image au fond. Nousrappelons tout d'abord (�gure 3.1) le programme ainsi que la trace d'ex�ecution qui �etait donn�ee enexemple.S X 0 : = 0;loop (X 0 6= X) doT where (X 0 6= X) doU X 0 : = X ;X : = min(X jThis�1; X jThis+1) + 1;endend 0 1 0 0 0
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1 1 1 10 00 1 0 2 2 2 23Fig. 3.1 { Calcul de distance au fondAu d�ebut, l'image binaire est stock�ee dans X et tous les indices sont actifs. �A chaque it�eration,chaque point de l'image qui n'a pas encore calcul�e sa distance �nale (c'est-�a-dire dont la valeur deX n'est pas stabilis�ee) met �a jour la valeur de sa (( distance provisoire )) en calculant le minimumde celles de ses deux voisins. Apr�es terminaison, chaque composante X ju contient la distance aufond. Cette distance est d�enot�ee par Dju.Notons S le programme dans son entier, T le sous-programme de S correspondant au corps dela boucle, et U le sous-programme de T correspondant au corps du where. Notons B l'expressionvectorielle bool�eenne X 0 6= X . Nous voulons donc prouver la sp�eci�cationftrue ;Trueg S f8u : X ju = Dju;Trueg:Le programme S est compos�e principalement d'une boucle et d'un where imbriqu�e dans cette boucle.L'arbre de preuve que nous devons construire sera donc sch�ematiquement de la forme suivante.fI ^ 9u : Bju; Bg U fI; : : :gfI ^ 9u : Bju;Trueg where B do U end fI;TruegfI;Trueg loop B do where B do U end end fI ^ 8u : :Bju;TruegCet arbre repose sur l'utilisation des r�egles de l'it�eration et du conditionnement. Le pr�edicat Id�enote l'invariant de boucle, qui est au c�ur de la preuve.



38 CHAPITRE 3. UN EXEMPLE DE PREUVE�A cot�e de cet (( arbre principal )), nous devons �egalement montrer que l'invariant est bienconforme �a la sp�eci�cation. Ceci est exprim�e par les deux propri�et�es suivantes.` ftrue;Trueg X 0 : = 0 fI;TruegfI ^ 8u : :Bju;Trueg ) f8u : X ju = Dju;TruegLa premi�ere propri�et�e sert �a �etablir la pr�econdition, en tenant compte de l'initialisation de X 0, laseconde la postcondition, en utilisant la r�egle de cons�equence.
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Fig. 3.2 { �Evolution de X. �A l'it�eration k, les composants X ju tels que la distance au fond estsup�erieure ou �egale �a k sont actifs. Les autres composants sont inactifs, et leur valeur est �egale �ala distance. Ce fait est aussi vrai pour leurs voisins.Nous devons donc trouver un invariant I . Observons pour cela la �gure 3.2. Nous devons expri-mer le fait que les composants X ju tels que X ju = Y ju ont d�ej�a calcul�e leur distance. De plus, cefait est �egalement vrai pour les voisins de ce composant. Ceci se traduit par l'implicationX ju = X 0ju ) 8<: X ju = DjuX ju�1 = Dju�1X ju+1 = Dju+1Sinon, les composants X ju tels que X ju 6= X 0ju ont tous la même valeur, k, qui est le nombrecourant d'it�erations. De plus, leurs voisins qui ont d�ej�a calcul�e leur distance (c'est-�a-dire tels queX ju�1 = X 0ju�1) sont �egaux �a k � 1. Ceci se traduit par l'implicationX ju 6= X 0ju ) 8<: X ju = k ^ k � DjuX ju�1 = X 0ju�1 ) X ju�1 = k � 1X ju+1 = X 0ju+1 ) X ju+1 = k � 1R�esumons-nous : l'invariant est de la formeI � f9k : 8u : J(k; u);Truegavec J(k; u) �8>>>>>>>><>>>>>>>>: Xju = X 0ju ) 8<: Xju = DjuXju�1 = Dju�1Xju+1 = Dju+1Xju 6= X 0ju ) 8<: Xju = k ^ k � DjuXju�1 = X 0ju�1 ) Xju�1 = k � 1Xju+1 = X 0ju+1 ) Xju+1 = k � 1



39Les preuves visant �a �etablir les pr�e- et postconditions (les deux propri�et�es ci-dessus) sont quasiimm�ediates et ne seront pas d�etaill�ees ici. Nous nous attacherons davantage �a montrer que I estbien un invariant. Pour cela, il nous faut entrer dans le corps du where et prouverfI ^ 9u : X 0ju 6= X ju; X 0 6= Xg U fI; C 0go�u C0 est une expression de contexte quelconque. Un probl�eme va alors se poser. En e�et, lesvariables apparaissant dans l'expression de conditionnement sont modi��ees par le programme. Ilne nous est dans ce cas pas possible de prouver directement la propri�et�e voulue sur U , du faitdes restrictions apport�ees �a la r�egle d'a�ectation. Nous allons ici introduire de fa�con tout �a faitinformelle une m�ethode permettant de prouver quand même la sp�eci�cation voulue. La descriptionpr�ecise de cette m�ethode ainsi que sa justi�cation seront donn�ees au chapitre suivant, consacr�e �ala preuve de compl�etude.Nous consid�erons pour cela une (( nouvelle )) variable, qui va servir �a stocker temporairement lecontexte �a l'int�erieur du corps du where. Appelons cette variable Tmp. Cette variable est nouvelledans le sens o�u elle n'apparâ�t ni dans le programme ni dans les pr�edicats introduits jusqu'ici. Aulieu d'utiliser l'assertion fI; Bg, nous allons utiliser fI;Tmpg. Supposons que nous ayons r�eussi �aprouver ` fP;Tmpg U fI;Tmpg;o�u P est un pr�edicat que nous expliciterons ensuite. Nous pouvons ensuite utiliser la r�egle decons�equence. En e�et, nous avonsfP ^ Tmp = (X 0 6= X); X 0 6= Xg ) fP;Tmpgqui nous donne ` fP ^ Tmp = (X 0 6= X); X 0 6= Xg S fI;TmpgNous appliquons alors la r�egle du where, qui donne` fP ^ Tmp = (X 0 6= X);Trueg where X 0 6= X do S end fI;TruegMaintenant que nous sommes (( sortis )) de la structure de conditionnement, il faut nous d�ebar-rasser de la variable temporaire qui n'apparâ�t ni dans l'invariant ni dans le programme. Il nousfaut pour cela faire appel �a une r�egle suppl�ementaire que nous allons ajouter �a notre syst�eme depreuve, qui est la r�egle d'�elimination des variables cach�ees . En e�et, une telle variable ne peut avoird'in
uence sur la sp�eci�cation initiale. Nous ne faisons ici qu'introduire cette r�egle, sa justi�cationainsi que la notion pr�ecise de variable cach�ee �etant donn�ees dans le chapitre suivant.R�egle 6 (�Elimination des variables cach�ees)fP;Cg S fQ;Dg; Tmp 62 Var(S) [ Var(Q) [Var(D)fP [E=Tmp]; C[E=Tmp]g S fQ;Dg ;o�u E est une expression vectorielle quelconque.L'application de cette r�egle avec E � (X 0 6= X) nous donne alors` fP [(X 0 6= X)=Tmp];Trueg where X 0 6= X do S end fI;Trueg



40 CHAPITRE 3. UN EXEMPLE DE PREUVEIl nous faut maintenant expliciter P et prouver queI ^ 9u : X ju 6= X 0ju ) P [(X 0 6= X)=Tmp]Ceci permet d'appliquer la r�egle de cons�equence et la r�egle de l'it�eration, et concluera la preuve.Le pr�edicat P est obtenu en appliquant deux fois la r�egle de l'a�ectation �a la postconditionfI;Tmpg : une premi�ere fois pour l'a�ectation X : = min(X jThis�1; X jThis+1), et une seconde foispour l'a�ectation X 0 : = X . Ces applications consistent en deux substitutions conditionn�ees parle contexte courant Tmp. D�enotons par minv le minimum de X jv�1 et X jv+1. Apr�es simpli�cationsuivant les deux valeurs possibles de Tmp, le pr�edicat P obtenu est
P � 9k : 8u :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
:Tmpju )8>>>><>>>>:Xju = Dju:Tmpju�1 ) Xju�1 = Dju�1Tmpju�1 ) minu�1+1 = Dju�1:Tmpju+1 ) Xju+1 = Dju+1Tmpju+1 ) minu+1+1 = Dju+1Tmpju )8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

minu+1 = Xju )8>>>><>>>>:minu+1 = Dju:Tmpju�1 ) Xju�1 = Dju�1Tmpju�1 ) minu�1+1 = Dju�1:Tmpju+1 ) Xju+1 = Dju+1Tmpju+1 ) minu+1+1 = Dju+1minu+1 6= Xju )8>>>><>>>>:minu+1 = k ^ k � Dju:Tmpju�1 ) Xju�1 = k � 1Tmpju�1 ) minu�1+1 = Xju�1) minu�1+1 = k � 1:Tmpju+1 ) Xju+1 = k � 1Tmpju+1 ) minu+1+1 = Xju+1 ) minu+1+1 = k � 1Nous ne d�etaillerons pas ici davantage le calcul de ces deux substitutions.Il reste �nalement �a prouver queI ^ 9u : X ju 6= X 0ju ) P [(X 0 6= X)=Tmp]Preuve. Fixons une valeur de k qui convienne pour I . Nous allons montrer que P [(X 0 6= X)=Tmp]est vrai avec k + 1 pour valeur de k. Remarquons tout d'abord que la distance v�eri�e pard�e�nition la propri�et�e suivante : 8u : Dju = min(Dju�1; Dju+1)+1. Le pr�edicat P dans lequelon substitue X 0 6= X �a Tmp est �equivalent �a
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P � 9k : 8u :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
Xju = X 0ju )(i)8>>>><>>>>: Xju = DjuXju�1 = X0ju�1 ) Xju�1 = Dju�1Xju�1 6= X0ju�1 ) minu�1+1 = Dju�1Xju+1 = X 0ju+1 ) Xju+1 = Dju+1Xju+1 6= X 0ju+1 ) minu+1+1 = Dju+1Xju 6= X 0ju )8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

minu+1 = Xju )(ii)8>>>><>>>>: minu+1 = DjuXju�1 = X0ju�1 ) Xju�1 = Dju�1Xju�1 6= X0ju�1 ) minu�1+1 = Dju�1Xju+1 = X0ju+1 ) Xju+1 = Dju+1Xju+1 6= X0ju+1 ) minu+1+1 = Dju+1minu+1 6= Xju )(iii)8>>>><>>>>:minu+1 = k ^ k � DjuXju�1 = X0ju�1 ) Xju�1 = k � 1Xju�1 6= X0ju�1 ) minu�1+1 = Xju�1 ) minu�1+1 = k � 1Xju+1 = X0ju+1 ) Xju+1 = k � 1Xju+1 6= X0ju+1 ) minu+1+1 = Xju+1 ) minu+1+1 = k � 1La preuve se fait en d�etaillant les di��erents cas possibles.(i) Nous avons X ju = X 0ju. Par hypoth�ese de validit�e de I , X ju = Dju, X ju�1 = Dju�1,et X ju+1 = Dju+1. Examinons X ju�1. Si X ju�1 = X 0ju alors X ju�1 = Dju�1, sinonX ju�1 = k, X ju = k � 1 et X ju�2 � k � 1. Donc Dju�1 = min(X ju�2; X ju) + 1 = k. Lapreuve est identique pour X ju+1.(ii) Nous avons X ju 6= X 0ju et min(X ju�1; X ju+1) = k � 1. Par hypoth�ese de validit�e de I ,X ju = k. Nous avons alors deux cas �a consid�erer. Dans le premier cas, X ju�1 = k� 1 etX ju+1 � k�1. Le second cas est sym�etrique donc nous ne traitons que le premier. CommeX ju�1 6= k, nous d�eduisons de l'absurde que X ju�1 = X 0ju�1. Donc X ju�1 = Dju�1 etX ju = Dju = min(X ju�1; X ju+1)+1. Examinons maintenant X ju+1. Si X ju+1 = X 0ju+1,alors X ju+1 = k� 1 = Dju+1, sinon X ju+1 = k et il faut �a nouveau consid�erer deux cas.Soit X ju+2 = X 0ju+2. Alors X ju+2 = k � 1 = Dju+2 et X ju+1 = k = Dju+1. Doncmin(X ju; X ju+2) + 1 = k = Dju+1.Soit X ju+2 6= X 0ju+2. Alors nous avons X ju+2 = k � Dju+2 et min(X ju; X ju+2) =k. Comme X ju = Dju = k, nous avons min(Dju; Dju+2) = k. Donc Dju+1 =min(Dju; Dju+1) + 1 = min(X ju; X ju+1) + 1.(iii) Nous avonsX ju 6= X 0ju. Par hypoth�ese de validit�e de I ,X ju = k etmin(X ju�1; X ju+1) 6=k � 1. Nous d�eduisons par l'absurde que X ju�1 6= X 0ju�1 et X ju+1 6= X 0ju+1, c'est-�a-dire que X ju�1 = k et X ju+1 = k. Donc min(X ju�1; X ju+1) + 1 = k + 1. Commemin(Dju�1; Dju+1) � k, nous d�eduisons que Dju � k + 1.Examinons X ju�1. Si min(X ju�2; X ju) + 1 = X ju�1, alors min(X ju�2; X ju) + 1 = k. Lapreuve est identique pour X ju+1.



42 CHAPITRE 3. UN EXEMPLE DE PREUVEBilanNous avons vu que le syst�eme de preuve que nous avons d�e�ni au chapitre 2 permet d'�etablirla preuve formelle d'une sp�eci�cation. Les restrictions que nous avions dû apporter nous ont oblig�ed'introduire une variable auxiliaire pour stocker temporairement le contexte. Il a ensuite falluintroduire une nouvelle r�egle pour �eliminer cette variable auxiliaire.D'autre part, la m�ethode utilis�ee, qui consiste �a construire un arbre de preuve, n'est pas satis-faisante. Les preuves obtenues s'av�erent rapidement illisibles. Comme dans le cas s�equentiel, nouscherchons �a d�e�nir une m�ethode de preuve par annotations . Une telle m�ethode nous permet d'in-tercaler les assertions dans le texte du programme. Elle a d�ej�a �et�e utilis�ee informellement pour lapreuve de programmes L, par Boug�e et al. dans [11], ou par Utard dans sa th�ese ([68]). Nous allonsici en donner une d�e�nition pr�ecise, g�en�erale et justi��ee.Auparavant, il nous faut traiter un autre probl�eme : celui de la compl�etude de notre syst�emede preuve. Plus pr�ecis�ement, il s'agit de montrer que toute sp�eci�cation valide est d�erivable dansle syst�eme de preuve. Ce sera l'occasion de d�e�nir plus pr�ecis�ement la m�ethode d'introduction etd'�elimination de variables auxiliaires. Ce point apparemment th�eorique est essentiel, non seulementparce qu'il doit prouver que le syst�eme de preuve est su�samment riche, mais aussi parce qu'ilnous fournira les clefs pour d�e�nir la m�ethode de preuves par annotations.



43
chapitre4Une premi�ere tentative pour �etablir lacompl�etude 1Nous disposons pour l'instant d'un syst�eme de preuve qui nous permet de d�eriver formellementdes sp�eci�cations. Nous savons que ce syst�eme est correct, c'est-�a-dire que les sp�eci�cations d�eriv�eessont toutes valides. Nous abordons maintenant le probl�eme inverse : celui de la compl�etude. End'autres mots, pouvons nous d�eriver toute sp�eci�cation valide?Cette question a bien sûr un int�erêt th�eorique. Il est int�eressant de savoir si le syst�eme quenous voulons utiliser nous permettra de traiter tous les cas, même si �a premi�ere vue, sur quelquesexemples, il semble (( fonctionner )). Et ceci d'autant plus que nous avons �et�e oblig�e d'apporterdes restrictions aux r�egles de preuve garantissant que les variables des expressions de contextene sont pas modi��ees. Mais ce n'est pas son seul int�erêt. Nous allons voir qu'essayer de prouverla compl�etude est l'occasion d'acqu�erir une compr�ehension �ne du fonctionnement du syst�eme depreuve. Dans ce cas pr�ecis, elle nous fera prendre conscience des lacunes de cette premi�ere approche,que nous essaierons de corriger de plusieurs fa�cons. En�n, et ce n'est pas le moindre int�erêt, cette�etude nous donnera une piste pour la recherche d'une m�ethode de preuves par annotations.M�ethode Partons d'une sp�eci�cation validej= fP;Cg S fQ;DgNous voulons d�eriver formellement cette sp�eci�cation, donc obtenir` fP;Cg S fQ;DgUne m�ethode usuelle consiste �a trouver une (( entit�e )) (nous ne connaissons pas encore sa nature),que pour l'instant nous notons i? , telle que l'on soit toujours capable de prouver` f i? g S fQ;Dget telle que l'on ait fP;Cg ) i?a�n que l'on puisse appliquer la r�egle de cons�equence. On remarquera que le fait de privil�egier lapostcondition plutôt que la pr�econdition vient de ce que l'axiome d'a�ectation se lit (( en arri�ere )).1. La mati�ere de ce chapitre est tir�ee de On the completeness of a proof system for a simple data-parallel language(L. Boug�e et D. Cachera, [7]).



44 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDEUn candidat parfait pour cette (( entit�e )) est la plus faible pr�econdition, c'est-�a-dire le plusgrand ensemble d'�etats tel que, partant de l'un de ces �etats, l'�etat �nal obtenu (s'il existe) validela postcondition. Cette notion est d�e�nie plus pr�ecis�ement dans la suite. Ce qu'il est important desavoir pour l'instant, c'est que cet ensemble d'�etats v�eri�e (( naturellement )), �a partir du momento�u la sp�eci�cation est valide, l'implication fP;Cg ) i? , sous la forme[[fP;Cg]] � i?Nous disposons donc d'un ensemble d'�etats qui pourrait convenir. Cependant, il nous reste �a r�e-soudre deux probl�emes :� i? doit être utilisable dans notre syst�eme de preuve. Il faut donc que cet ensemble d'�etatssoit exprimable par une assertion. C'est le probl�eme de la d�e�nissabilit�e des plus faiblespr�econditions.� Il nous faudra ensuite prouver que f i? g S fQ;Dgest d�erivable dans le syst�eme de preuve.Nous traitons ces deux probl�emes dans ce chapitre, en commen�cant par celui de la d�e�nissabilit�e.4.1 Plus faibles pr�econditions et d�e�nissabilit�eD�e�nitions La plus faible pr�econdition d'un programme S par rapport �a un ensemble d'�etats E ,not�ee 2 wlp(S; E), est l'ensemble de tous les �etats s tels que, si S est ex�ecut�e �a partir de s et si Stermine, alors l'�etat �nal r�esultant est dans E . La plus faible pr�econdition stricte d'un programmeS par rapport �a un ensemble d'�etats E , not�ee wp(S; E), est l'ensemble de tous les �etats s di��erentsde ? tels que, si S est ex�ecut�e �a partir de s, alors S termine et l'�etat �nal r�esultant est dans E . Envoici les d�e�nitions formelles.D�e�nition 6 (Plus faibles pr�econditions) Soit E un ensemble d'�etats, S un programme L. La plusfaible pr�econdition de S par rapport �a E est d�e�nie parwlp(S; E) = fs j [[S]](s) 2 E [ f?gget la plus faible pr�econdition stricte parwp(S; E) = wlp(S; E)\ fs j s 6= ? ) [[S]](s) 6= ?gNous allons appliquer cette notion de plus faible pr�econdition �a des ensembles d'�etats particuliers,puisqu'il s'agit d'ensembles d'�etats d�e�nis par des postconditions. Pour all�eger les notations, on�ecrira souvent wp(S; fQ;Dg)au lieu de wp(S; [[fQ;Dg]])2. La notation vient de weakest liberal precondition.



4.1. PLUS FAIBLES PR�ECONDITIONS ET D�EFINISSABILIT�E 45La premi�ere propri�et�e importante est que, par d�e�nition, les plus faibles pr�econditions v�eri�entle lemme de cons�equence usuel : la pr�econdition d'une sp�eci�cation valide est incluse dans la plusfaible pr�econdition associ�ee �a cette sp�eci�cation.Lemme 2 (Lemme de cons�equence)j= fP;Cg S fQ;Dg ssi [[fP;Cg]] � wlp(S; fQ;Dg):Nous ne donnons pas ici la preuve de ce lemme, qui est imm�ediate [5].Restrictions La propri�et�e de d�e�nissabilit�e dit que la plus faible pr�econdition relative �a un en-semble d'�etats �naux d�ecrit par une assertion peut elle aussi être d�ecrite par une assertion. Dansnotre cas, le probl�eme de d�e�nissabilit�e peut être formalis�e par la d�e�nition suivante.D�e�nition 7 (D�e�nissabilit�e) Le langage des assertions en deux parties a la propri�et�e de d�e�nis-sabilit�e si pour tout programme S et toute assertion fQ;Dg, il existe une assertion fP;Cg telleque wlp(S; [[fQ;Dg]]) = [[fP;Cg]]On acceptera l'abus de notation suivant : wlp(S; fQ;Dg) = fP;Cg.Cette propri�et�e est v�eri��ee dans le cadre de la logique de Hoare classique. Dans ce cadre, laseule di�cult�e provient du traitement des boucles. Le langage d'assertion doit être su�sammentexpressif pour coder dans un pr�edicat le fait qu'une boucle e�ectue un certain nombre d'it�erations,comme le montrent par exemple Apt et Olderog ([1]). Qu'en est-il dans le cas de notre langaged'assertion? Deux probl�emes vont cohabiter : celui des boucles, semblable au cas de la logique deHoare classique, et celui, sp�eci�que �a notre cas, du traitement de l'a�ectation data-parall�ele, etplus pr�ecis�ement de la partie contexte. Nous allons voir que malheureusement on ne peut obtenirla propri�et�e de d�e�nissabilit�e. En e�et, la forme que nous avons donn�ee aux assertions limite leurpouvoir expressif. Le fait de d�ecrire le contexte par une expression ind�ependante du pr�edicat rendcelui-ci fonctionnellement d�ependant de l'environnement, c'est-�a-dire des valeurs des variables. Pourun environnement donn�e, il ne peut y avoir qu'un contexte.Fait (Expressivit�e r�eduite des assertions) Soit fP;Cg une assertion. Pour tout environnement �,il existe au plus un contexte c tel que (�; c) j= fP;Cg : pr�ecis�ement, c = �(C).En cons�equence de ce fait, les plus faibles pr�econditions d'un programme L ne pourront pastoujours être d�e�nies par une assertion. Consid�erons par exemple le programme suivantS � loop True do X : = X end;et associons-lui la postcondition ftrue ;Trueg. Cette postcondition est satisfaite soit si S termineavec un contexte actif partout, soit si S diverge. La premi�ere possibilit�e est exclue, d'apr�es las�emantique de la boucle. La seconde se produit d�es qu'il existe au moins un indice actif : le contextec doit v�eri�er 9u : Cju = true . On a doncwlp(S; ftrue;Trueg) = f(�; c) j 9u : cju = trueg [ f?gPour le même environnement �, deux contextes di��erents (au moins) peuvent produire une diver-gence. L'ensemble d'�etats d�e�ni par la plus faible pr�econdition ne peut donc pas être d�ecrit par uneassertion.



46 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDEEn revanche, si l'on consid�ere la plus faible pr�econdition stricte, il faut exclure la divergence,et l'on a wp(S; ftrue;Trueg) = f?gCette fois-ci, l'ensemble d'�etats peut être d�ecrit par une assertion : [[ffalse;Falseg]] convient.Nous pourrions penser que la propri�et�e de d�e�nissabilit�e est valable pour les plus faibles pr�e-conditions strictes. Ce n'est malheureusement pas le cas. Consid�erons le programmeS � X : = X + 1et la pr�econdition wp(S; fQ;Dg), avecQ � (8u : X ju = 1)_ (8u : X ju = 2) et D � (X = 2)Soit � un environnement tel que 8u : �(X)ju = 1. Soit �0 l'environnement obtenu �a partir de �apr�es ex�ecution de S. Si tous les indices sont actifs, alors l'a�ectation a lieu partout, et �0 v�eri�e8u : �0(X)ju = 2. Donc D s'�evalue en True dans �0 et l'�etat �nal satisfait fQ;Dg. Si tous les indicessont inactifs, rien ne change par rapport �a l'environnement initial : 8u : �0(X)ju = 1. Cette fois, Ds'�evalue en False dans �0, et l'�etat �nal satisfait encore fQ;Dg. On a donc(�;True) 2 wp(S; fQ;Dg) and (�;False) 2 wp(S; fQ;Dg)S'il existait une assertion fP;Cg pour d�ecrire wp(S; fQ;Dg), alors on aurait �a la fois �(C) = Trueet �(C) = False, ce qui est impossible.Une premi�ere m�ethode pour traiter ces probl�emes de d�e�nissabilit�e consiste �a restreindre lesprogrammes et les sp�eci�cations que nous consid�erons. Nous commen�cons par traiter des cas simples,puis nous tenterons de g�en�eraliser les r�esultats obtenus. Nous nous limitons tout d'abord au cassimple de la logique de Hoare : celui des programmes sans boucles. Ceci nous permet de nousconcentrer sur la sp�eci�cit�e du probl�eme data-parall�ele. Nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 8 (Programmes lin�eaires) Un programme S est dit lin�eaire s'il n'est compos�e que d'af-fectations, de s�equencements et de conditionnements. Les programmes lin�eaires sont donc les pro-grammes sans boucles.Un programme lin�eaire ne peut naturellement pas diverger. Dans ce cas, les plus faibles pr�e-conditions et les plus faibles pr�econditions strictes sont identiques. Nous ne ferons donc pas ladistinction. Les exemples que nous venons de traiter ci-dessus montrent que, hormis le probl�emedes boucles, les di�cult�es proviennent des interactions entre variables en partie gauche des a�ec-tations et variables pr�esentes dans la partie contexte des assertions. Nous introduisons donc larestriction suivante.D�e�nition 9 (Sp�eci�cation simple) Un couple (S; fQ;Dg) est dit simple si l'on aVar(D) \ Change(S) = ;Une formule de sp�eci�cation fP;Cg S fQ;Dg est dite simple si le couple (S; fQ;Dg) correspondantest simple.Nous allons voir maintenant qu'il est possible d'�etablir des r�esultats partiels de d�e�nissabilit�e,qui nous permettront de prouver la compl�etude et de justi�er la d�e�nition des r�egles de preuve.



4.1. PLUS FAIBLES PR�ECONDITIONS ET D�EFINISSABILIT�E 47Constructions de base Nous commen�cons avec les cas simples de l'a�ectation et de la compositions�equentielle.Proposition 3 (A�ectation) Si X 62 Var(D), alorswp(X : = E; fQ;Dg) = fQ[(D?E : X)=X ]; DgProposition 4 (Composition s�equentielle)wp(S;T; fQ;Dg) = wp(S;wp(T; fQ;Dg))La preuve de ces deux propositions est imm�ediate, d'apr�es la d�e�nition des plus faibles pr�econ-ditions et la s�emantique des constructions.Dans le cas du conditionnement, nous pouvons �egalement donner un r�esultat simple �a conditionde supposer que le corps du conditionnement ne modi�e pas les expressions de contexte.Proposition 5 Supposons que (S; fQ;D ^ Bg) est simple. Siwp(S; fQ;D^ Bg) = fP;Cgalors wp(where B do S end; fQ;Dg) = fP;DgLa preuve de cette proposition utilise un lemme technique : si la plus faible pr�econdition stricted'un programme et d'une postcondition peut être d�e�nie par une assertion, et si l'expression decontexte de la postcondition n'est pas modi�able par le programme, alors cette même expressionpeut être utilis�ee pour d�ecrire le contexte dans l'assertion d�e�nissant la plus faible pr�econdition.Formellement, ceci se traduit enLemme 3 (Extension) Supposons que (S; fQ;Dg) est simple. Siwp(S; fQ;Dg) = fP;Cgalors wp(S; fQ;Dg) = fP;DgCe lemme est intuitivement clair. Il ne faut cependant pas oublier de remarquer qu'il n'estvalable que dans le cas o�u le programme ne diverge pas �a partir de la pr�econdition fP;Cg. Prenonsl'exemple du programme S � loop X = 0 do Y : = Y endNous avons j= f9u : X ju = 0; X = 0g S f8u : X ju 6= 0; X 6= 0gmais 6j= f9u : X ju = 0; X 6= 0g S f8u : X ju 6= 0; X 6= 0g:Nous donnons maintenant la preuve de la proposition 5, certes technique, mais assez caract�e-ristique.Preuve. Soit (�; c) 2 wp(where B do S end; fQ;Dg). Par d�e�nition,[[where B do S end]](�; c) = (�0; c) 2 [[fQ;Dg]];



48 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDEavec �0 tel que (�0; c^�(B)) = [[S]](�; c^�(B)). Comme (Var(D)[Var(B))\Change(S) = ;,nous avons �0(D) = �(D) = c et �0(B) = �(B):Donc, c ^ �(B) = �0(D ^ B), et (�0; c ^ �(B)) 2 [[fQ;D ^ Bg]]. Par hypoth�ese, nous avons(�; c^ �(B)) 2 [[fP;Cg]], et � j= P . Donc nous avons bien (�; c) 2 [[fP;Dg]].R�eciproquement, soit (�; c) 2 [[fP;Dg]]. Remarquons d'abord que, par le lemme 3,wp(S; fQ;D^ Bg) = fP;Cg = fP;D ^ Bg:Donc [[S]](�; c ^ �(B)) = (�0; c0) 2 [[fQ;D ^Bg]], et �0 j= Q. D'o�u [[where B do S end]](�; c) =(�0; c). Comme Var(D)\Change(S) = ;, on a �0(D) = �(D) = c, et (�0; c) 2 [[fQ;Dg]].Arriv�es �a ce point, nous disposons de quelques r�esultats partiels de d�e�nissabilit�e. Ces r�esultatsne sont bien sûr pas su�sants pour prouver la compl�etude, mais ils nous �eclairent sur la fa�condont (( fonctionne )) le langage. Nous allons maintenant voir comment il est possible de lever lesrestrictions que nous avons impos�ees pour simpli�er notre premi�ere approche.Introduction de variables auxiliaires Nous avons travaill�e pour l'instant sur des structures deconditionnement where B do S end telles que Var(B) \Change(S) = ;. Levons cette restrictionet supposons Var(B) \ Change(S) 6= ;. Supposons de plus qu'il existe une (( nouvelle )) variableTmp qui n'apparaisse dans aucun programme ou expression utilis�es jusqu'ici. Transformons alorsle programme where B do S end enTmp : = B; where Tmp do S endSupposons qu'il existe une assertion fP;Cg telle que wp(S; fQ;D^Tmpg) = fP;Cg. Les r�esultatspr�ec�edents nous permettent d'�ecrirewp(Tmp : = B; where Tmp do S end; fQ;Dg)= fP [(D?B : Tmp)=Tmp]; DgLa (( nouvelle )) variable Tmp joue ici le rôle d'une variable temporaire servant �a stocker la valeur del'expression de contexte. Nous appelons une telle variable une variable auxiliaire. Il est n�ecessairede pouvoir �eliminer de telles variables lorsqu'elles ne sont plus n�ecessaires, c'est-�a-dire �a l'ext�erieurde la structure de conditionnement. Or nous remarquons sur le calcul que nous venons d'e�ectuerque la variable Tmp est toujours pr�esente dans la pr�econdition. Ceci vient du fait que l'a�ectationde Tmp n'a lieu que pour les indices actifs. Pour les indices inactifs, l'(( ancienne )) valeur de Tmpest conserv�ee, alors qu'elle ne fait pas r�eellement sens. En fait, il est possible d'obtenir un meilleurr�esultat en encapsulant l'utilisation de la variable auxiliaire directement dans le calcul de la plusfaible pr�econdition 3. Ceci est exprim�e par la proposition suivante.Proposition 6 Soit (S; fQ;Dg) un couple simple, et soit Tmp une variable telle que Tmp 62 Var(Q)[Var(S) [Var(D). Si wp(S; fQ;D ^ Tmpg) = fP;Cgalors wp(where B do S end; fQ;Dg) = fP [B=Tmp]; Cg3. Nous verrons plus loin (5.2) qu'une autre m�ethode consiste �a am�eliorer ce m�ecanisme de transformation syn-taxique des programmes.



4.2. COMPL�ETUDE PARTIELLE 49Preuve. A�n de ne pas trop nous perdre dans des d�etails techniques, nous donnons la preuvecompl�ete en annexe. Signalons seulement ici que la preuve utilise le fait que D n'est pasmodi�able car (S; fQ;Dg) est simple, et que la valeur de Tmp n'est pas modi��ee car Tmpn'est pas une variable du programme.D�e�nissabilit�e pour les programmes lin�eaires Nous pouvons d�esormais combiner ces premiersr�esultats pour �enoncer le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 1 (D�e�nissabilit�e restreinte) Soit S un programme lin�eaire, et fQ;Dg une assertiontelle que (S; fQ;Dg) est simple. Il existe un pr�edicat P tel quewp(S; fQ;Dg) = fP;Dg:Preuve. La preuve se fait simplement par induction sur la structure du programme, et combineles r�esultats des propositions pr�ec�edentes. Les cas de l'a�ectation et du s�equencement sontimm�ediats. Le cas du s�equencement est trait�e de la fa�con suivante : si S � where B doT end, on choisit une nouvelle 4 variable Tmp telle que Tmp 62 Var(Q)[Var(S)[Var(D). Parhypoth�ese d'induction, il existe une assertion fP;Cg telle que wp(T; fQ;D^Tmpg) = fP;Cg.La proposition 6 nous permet d'a�rmer que wp(S; fQ;Dg) = fP [B=Tmp]; Dg:Ce th�eor�eme restreint est dans le cadre que nous avons choisi pour l'instant, le meilleur r�esultatque nous puissions esp�erer. L'exemple en page 46 montre en e�et que le r�esultat n'est pas vrai si lecouple (S; fQ;Dg) n'est pas simple.4.2 Compl�etude partielleNous allons utiliser les propri�et�es de d�e�nissabilit�e partielle pour �etablir un premier r�esultat decompl�etude. Ce r�esultat n'est pas satisfaisant en ce qui concerne la th�eorie, puisqu'il ne pourra êtreappliqu�e aux programmes contenant des boucles. Il est en revanche int�eressant du point de vue dela pratique, puisqu'il nous permettra de d�e�nir une m�ethodologie de preuve. Nous avons vu dansla section pr�ec�edente comment traiter (partiellement) le probl�eme de la d�e�nissabilit�e. L'ensembled'�etats que nous avions not�e i? au d�ebut de ce chapitre peut donc dans certains cas être d�e�ni parune assertion. Reste �a traiter l'autre partie du probl�eme : montrer que la formule f i? g S fQ;Dgest prouvable. La preuve de la compl�etude est construite de fa�con incr�ementale, en partant de cassimples, et en levant progressivement les restrictions. L'int�erêt de cette d�emarche r�eside dans le faitqu'elle va nous permettre de suivre le même cheminement que lors du traitement du probl�eme de lad�e�nissabilit�e, puis d'aller plus loin, puisque nous prouverons la compl�etude pour les sp�eci�cationsnon simples.Un premier r�esultat Les restrictions que nous avons dû imposer en ce qui concerne les r�esultatsde d�e�nissabilit�e nous sugg�erent de traiter d'abord les programmes lin�eaires , et les sp�eci�cationssimples . La propri�et�e de d�e�nissabilit�e concernant les structures de conditionnement et faisantintervenir des variables auxiliaires n'est pas directement applicable ici. En e�et, la r�egle de preuveque nous avons �enonc�ee pour les structures de conditionnement ne fait pas intervenir de variableauxiliaire. Nous introduisons donc une restriction syntaxique suppl�ementaire sur les programmes.4. Remarquons qu'il est toujours possible de trouver une telle variable, car les expressions du programme et lespr�edicats du langage d'assertion n'en utilisent qu'un nombre �ni.



50 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDENous verrons ensuite comment traiter le probl�eme des variables auxiliaires. La condition que nousimposons sur la forme des programmes est explicit�ee par la d�e�nition suivante.D�e�nition 10 (Programme r�egulier) Un programme S de L est dit r�egulier si pour tout sous-programme de S de la forme where B do T end, on a Var(B) \ Change(T ) = ;.Le r�esultat de d�e�nissabilit�e de la section pr�ec�edente peut alors s'exprimer de la fa�con suivante :dans le cas de programmes r�eguliers et lin�eaires, et de sp�eci�cations simples, la d�e�nissabilit�e est�etablie.Ce r�esultat nous permet d'�enoncer le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 2 (Compl�etude, cas simple, lin�eaire, r�egulier) Soit fP;Cg S fQ;Dg une sp�eci�cationsimple, o�u S est un programme lin�eaire et r�egulier. Sij= fP;Cg S fQ;Dgalors ` fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. La preuve est classique et suit le sch�ema de preuve donn�e par Apt et Olderog ([1]). Nous endonnons ici l'id�ee, une preuve plus compl�ete �etant fournie en annexe. Nous utilisons le calculdes plus faibles pr�econditions. Pour tout programme S lin�eaire et r�egulier, et pour tout couplesimple (S; fQ;Dg), il existe d'apr�es le th�eor�eme de d�e�nissabilit�e une assertion fP 0; C 0g telleque [[fP 0; C 0g]] = wp(S; [[fQ;Dg]]). Il faut alors montrer par induction sur la structure de Sque ` fwp(S; fQ;Dg)g S ffQ;Dgg. La preuve est ensuite achev�ee par l'application de la r�eglede cons�equence et du lemme de cons�equence.Introduction d'une nouvelle r�egle Dans le cas des programmes non r�eguliers, nous avons vu dansla section pr�ec�edente que nous ne pouvions pas directement trouver une assertion pour exprimer lapr�econdition la plus faible. Nous avons vu �egalement qu'il est possible de s'inspirer d'un m�ecanismede transformation syntaxique pour introduire des nouvelles variables qui serviront �a stocker la valeurde l'expression de contexte. De la même fa�con que nous avons encapsul�e ces variables dans le calculdes plus faibles pr�econditions, nous allons les introduire dans le syst�eme de preuve. �A la notionsyntaxique de variable auxiliaire, nous faisons correspondre la notion s�emantique de variable cach�ee.Une variable cach�ee est une variable manipul�ee dans le syst�eme de preuve, mais qui n'apparâ�t pasdans le programme ou sa sp�eci�cation. De la même fa�con que Gries et Owicki ont introduit une r�egled'�elimination des variables auxiliaires pour la preuve de programmes �a parall�elisme disjoint [55],nous avons besoin ici d'une r�egle d'�elimination des variables cach�ees . Nous avions introduit cetter�egle a�n de pouvoir traiter l'exemple du chapitre pr�ec�edent. Nous la rappelons ici.R�egle 6 (Rappel : �elimination des variables cach�ees)fP;Cg S fQ;Dg; Tmp 62 Var(S) [ Var(Q) [Var(D)fP [E=Tmp]; C[E=Tmp]g S fQ;Dg ;o�u E est une expression vectorielle quelconque.On notera `� fP;Cg S fQ;Dg le fait qu'une formule de sp�eci�cation est d�erivable dans lesyst�eme de preuve �etendu avec cette nouvelle r�egle.



4.2. COMPL�ETUDE PARTIELLE 51Il nous faut v�eri�er que l'introduction de cette nouvelle r�egle conserve la correction du syst�emede preuve. Nous avons en e�et le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 3 (Correction de `�) Le syst�eme de preuve `� est correct : si`� fP;Cg S fQ;Dgalors j= fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. Il su�t de prouver la correction de la nouvelle r�egle d'�elimination. C'est simplement latraduction en termes techniques du fait que si Tmp n'apparâ�t ni dans le programme ni dansla postcondition, alors il peut être initialis�e avec n'importe quelle valeur. Nous ne donnonspas les d�etails de la preuve.G�en�eralisation du r�esultat Nous allons utiliser la r�egle d'�elimination pour g�en�eraliser notre pre-mier r�esultat de compl�etude. Commen�cons par traiter les programmes non r�eguliers.Th�eor�eme 4 (Compl�etude, cas simple, lin�eaire) Soit fP;Cg S fQ;Dg une sp�eci�cation simple,o�u S est un programme lin�eaire. Si j= fP;Cg S fQ;Dgalors `� fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. La preuve est semblable �a celle du th�eor�eme 2 pour les programmes r�eguliers, et se construitpar induction sur la structure de S. Le seul nouveau cas que nous devons consid�erer est celuio�u S � where B do T end, avec Var(B) \ Change(T ) 6= ;. Choisissons une (( nouvelle ))variable Tmp telle que Tmp 62 Var(Q) [ Var(S) [ Var(D). Une telle variable existe carles expressions du programme et celles du langage d'assertion sont des termes �nis. Par leth�eor�eme 1, nous savons qu'il existe une assertionfP;Cg = wp(T; fQ;D^ Tmpg)Nous avons Var(D ^ Tmp) \ Change(S) = ; d'apr�es le choix de Tmp. Donc, par le lemmed'extension, wp(T; fQ;D^ Tmpg) = fP;D ^ Tmpg. Par hypoth�ese d'induction, nous avons`� fP;D ^ Tmpg T fQ;D ^ TmpgNous avons �egalement fP ^B = Tmp; D^Bg ) fP;D^Tmpg. Nous pouvons donc appliquerla r�egle de cons�equence, qui donne`� fP ^B = Tmp; D ^ Bg T fQ;D ^ TmpgNous appliquons alors la r�egle du where pour obtenir`� fP ^B = Tmp; Dg where B do T fQ;DgGrâce �a la r�egle de cons�equence, ceci se r�e�ecrit en`� fP [B=Tmp ] ^ B = Tmp; Dg where B do T fQ;Dg



52 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDEFinalement, l'application de la r�egle d'�elimination avec E � B donne`� fP [B=Tmp]; Dg where B do T fQ;DgD'apr�es la proposition 6, wp(S; fQ;Dg) = fP [B=Tmp]; Dg. Donc`� wp(S; fQ;Dg) S fQ;Dg:Comme pour le premier th�eor�eme de compl�etude, nous concluons la preuve en appliquant lelemme 2 et la r�egle de cons�equence.Nous avons trait�e le probl�eme des programmes non r�eguliers grâce �a l'introduction de la r�egled'�elimination. Nous allons voir que cette r�egle nous permet �egalement de lever la restriction quenous avons impos�ee aux sp�eci�cations. Nous sommes en e�et en mesure de prouver le th�eor�emesuivant.Th�eor�eme 5 (Compl�etude, programmes lin�eaires) Soit S un programme lin�eaire. Sij= fP;Cg S fQ;Dgalors `� fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. Supposons j= fP;Cg S fQ;Dg. Comme les expressions du langage d'assertion et duprogramme sont des termes �nis, il existe une (( nouvelle )) variable cach�ee Tmp telle queTmp =2 Var(S) [Var(Q) [Var(D). Montrons quej= fP ^ Tmp = C;Cg S fQ^ Tmp = D;TmpgSoit (�; c) dans [[fP ^ Tmp = C;Cg]]. Nous avons en particulier (�; c) j= fP;Cg. D'apr�es notrehypoth�ese, nous avons donc [[S]](�; c) = (�0; c) j= fQ;Dg.De plus, nous avons �(Tmp) = �(C) = c. Comme Tmp =2 Var(S), nous avons �0(Tmp) =�(Tmp) = c, et (�0; c) j= fQ;Dg donne �0(D) = c. Nous en concluons que (�0; c) j= fQ ^Tmp = D;Tmpg.Comme Tmp =2 Var(S), nous sommes dans le cas d'une sp�eci�cation simple. Nous pouvonsdonc appliquer le th�eor�eme 4 de compl�etude, qui donne`� fP ^ Tmp = C;Cg S fQ ^ Tmp = D;TmpgComme fQ ^ Tmp = D;Tmpg ) fQ;Dg, nous pouvons appliquer la r�egle de cons�equence.Nous obtenons `� fP ^ Tmp = C;Cg S fQ;DgEn appliquant alors la r�egle d'�elimination avec E � C, nous obtenons`� fP ^ C = C;Cg S fQ;DgFinalement, comme fP;Cg ) fP ^C = C;Cg, nous en d�eduisons par ue nouvelle applicationde la r�egle de cons�equence que `� fP;Cg S fQ;Dg



4.3. BILAN 534.3 BilanNous avons expos�e une premi�ere approche visant �a prouver la compl�etude de notre syst�emede preuve. Cette approche utilise un calcul classique de plus faibles pr�econditions. Les propri�et�esde d�e�nissabilit�e partielle de ce calcul nous ont permis d'�etablir la compl�etude dans le cas desprogrammes sans boucles, �a condition d'ajouter une r�egle d'�elimination des variables cach�ees.Il n'est malheureusement pas possible d'�etendre ce r�esultat aux programmes avec boucles : nousavons vu au d�ebut de ce chapitre que dans le cas o�u le programme diverge il n'est pas possibled'exprimer les plus faibles pr�econditions (lib�erales) par une assertion. Ceci vient du fait que lecontexte d�epend fonctionnellement de l'environnement, c'est-�a-dire des valeurs des variables. Nousverrons au chapitre 6 comment la d�e�nition d'un langage d'assertion l�eg�erement di��erent permetde pallier �a ces insu�sances th�eoriques.Cependant, cette premi�ere �etude permet de d�egager une id�ee de m�ethodologie de preuve. Ene�et, la r�egle de substitution des variables cach�ees sugg�ere d'utiliser des variables auxiliaires pourm�emoriser le contexte. Nous d�eveloppons cette id�ee dans le chapitre suivant, o�u est d�e�nie unem�ethode de preuve par annotations.



54 CHAPITRE 4. UNE PREMI�ERE TENTATIVE POUR �ETABLIR LA COMPL�ETUDE



55
chapitre5Preuves par annotations 1Nous avons jusqu'�a maintenant travaill�e directement avec les r�egles d'inf�erence du syst�emede preuve. L'exemple que nous avons trait�e au chapitre 3 montre que ce type de d�erivation estparticuli�erement ardu �a suivre. Pour appliquer de fa�con pratique les r�esultats que nous avonsobtenus, il nous reste �a d�e�nir une m�ethode de preuve plus lisible.L'id�ee consiste �a utiliser le fait que les r�egles de preuve suivent la structure syntaxique du pro-gramme. La preuve peut donc être donn�ee en intercalant les assertions dans le texte du programmeaux endroits appropri�es. Ce type de preuve est plus simple �a produire et �a analyser que la construc-tion d'un arbre d�eriv�e des r�egles d'inf�erences, qui n�ecessite un d�ecoupage de la preuve en petites�etapes.Cette m�ethode est largement utilis�ee pour les langages scalaires. Introduite par Floyd pourun langage de type Algol [31] sous le nom de preuve par annotations 2, elle a �et�e �etendue parGries et Owicki [55] �a un langage �a parall�elisme de contrôle et �a m�emoire partag�ee, puis parApt et Olderog [1] pour les programmes �a parall�elisme de contrôle et �a m�emoire distribu�ee. Nousmontrons ici que cette approche peut être adapt�ee au cas data-parall�ele. Nous allons donc d�e�nirdes annotations data-parall�eles et montrer la validit�e d'ue m�ethode de preuve par annotations.Le principal avantage de cette m�ethode est de fournir des preuves aussi (( simples )) que pour lesprogrammes s�equentiels scalaires.Nous pr�esentons d'abord une m�ethode de preuve par annotations inspir�ee de l'�etude du lan-gage que nous avons men�ee au chapitre pr�ec�edent. Nous pr�esentons ensuite une approche voisine,reposant sur un m�ecanisme de transformation syntaxique des programmes.Les r�esultats que nous avons expos�es au chapitre pr�ec�edent ne s'appliquent qu'aux programmessans boucles. Nous exposerons d'abord la m�ethode d'annotations pour les programmes lin�eaires.Une extension au cas plus g�en�eral des programmes avec boucles est trait�ee �a la �n de ce chapitre.5.1 Une m�ethode de preuve en deux phasesRevenons un instant aux r�esultats du chapitre pr�ec�edent. Le calcul des plus faibles pr�econditionsmontre que, sous certaines conditions, il est possible de d�eduire la pr�econdition de la postcondition.Ceci sugg�ere une m�ethode de preuve (( en arri�ere )), c'est-�a-dire en partant de la postconditionde la sp�eci�cation et en g�en�erant des assertions tout en remontant dans le texte du programme.1. La mati�ere de ce chapitre est tir�ee de Proving Data-Parallel Programs Correct: The Proof Outlines Approach(L. Boug�e et D. Cachera, [8]).2. Proof Outline dans sa d�enomination originale.



56 CHAPITRE 5. PREUVES PAR ANNOTATIONSL'�etude pr�ec�edente montre aussi qu'il est parfois n�ecessaire d'introduire des variables auxiliairespour stocker les valeurs des expressions bool�eennes de contexte. Ceci nous sugg�ere une m�ethodede preuve en deux phases : d'abord un �etiquetage syntaxique du programme pour traiter la partiecontexte des assertions, puis une preuve (( en arri�ere )) semblable �a la preuve d'un programmes�equentiel scalaire.Premi�ere phase : �etiquetage syntaxique Cette premi�ere �etape consiste �a �etiqueter chaque sous-programme avec un entier qui correspond au nombre de structures de conditionnement englobantes.En un point du programme, le label d�enote donc la profondeur d'imbrication du conditionnement.Cet �etiquetage suit la syntaxe du programme : le label est initialis�e �a 0 pour le programme complet,et est incr�ement�e de 1 �a chaque fois que l'on entre dans une nouvelle structure de conditionnement,lors d'un parcours en profondeur de l'arbre syntaxique du programme. Consid�erons par exemple leprogramme suivant where X > 0 doX : = X + 1;where X > 2 doX : = X + 1;endendNous voulons obtenir l'�etiquetage suivant(0) where X > 0 do(1)X : = X + 1;(1) where X > 2 do(2)X : = X + 1endendPour m�emoriser les expressions de contexte, nous allons distinguer un ensemble particulier devariables qui n'apparaissent pas dans les programmes. Ce sont les variables auxiliaires, qui ont �et�eintroduites informellement dans le chapitre pr�ec�edent, et dont nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 11 (Variables auxiliaires) Les variables fTmpi j i 2 Ng sont telles que pour tout pro-gramme S et pour tout entier i, Tmpi 62 Var(S). Cet ensemble est l'ensemble des variables auxi-liaires.La structure de conditionnement peut être vue comme un m�ecanisme de pile. Entrer dans unconditionnement correspond �a empiler une valeur sur la pile de contexte, alors que sortir du condi-tionnement consiste �a d�epiler. L'�etiquette que nous avons donn�ee �a un sous-programme corresponddonc �a la hauteur de la pile de contexte. Chaque variable auxiliaire est utilis�ee pour stocker unecellule de la pile de contexte : la variable Tmpi stocke la valeur initiale de l'expression de contexte�a la profondeur i. Grâce �a ce stockage, les variables apparaissant dans les expressions peuvent êtremodi��ees. Nous pouvons donc lever les restrictions sur les expressions de contexte des structuresde conditionnement.En un certain point du programme, le contexte courant correspond �a la conjonction de toutesles valeurs pr�esentes dans la pile, donc �a la valeur courante de Vik=0 Tmpi. Pour traduire ce faitde fa�con visuelle dans la preuve, nous ajoutons des annotations de la forme [Tmpi � B] �a chaque



5.1. UNE M�ETHODE DE PREUVE EN DEUX PHASES 57where. L'exemple pr�ec�edent devient alors(0) where X > 0 do [Tmp1 � X > 0](1)X : = X + 1;(1) where X > 2 do [Tmp2 � X > 2](2)X : = X + 1endendDans un souci de compl�etude, nous donnons maintenant une d�e�nition formelle de l'�etiquetagedes programmes. Cet �etiquetage est d�e�ni par induction sur la structure du programme, et exprim�epar les r�egles ci-dessous. '( X := E ; i) = (i) X := E'( S ; T ; i) = '(S; i) ; '(T; i)'( where B do S end ; i) = (i) where B do [Tmpi+1 � B]'(S; i+ 1)endPour un programme S, l'�etiquetage de S est obtenu en prenant '(S; 0).Deuxi�eme phase : annotations Une preuve par annotations est un moyen visuel et pratique depr�esenter une preuve, avec des assertions intercal�ees dans le texte du programme. La structure dela preuve suit donc celle du programme. Comme nous utilisons des programmes �etiquet�es et desvariables auxiliaires pour m�emoriser le contexte, nous connaissons en tout point du programme uneexpression qui d�enote le contexte courant. Nous pouvons donc �eliminer les expressions de contextedes assertions et proc�eder exactement comme dans le cas scalaire, avec des substitutions (( enarri�ere )). Deux petites di��erences sont �a consid�erer par rapport au cas scalaire : d'une part, lessubstitutions op�er�ees pour traiter les a�ectations sont conditionn�ees par une conjonction de Tmpkcorrespondant au contexte, et d'autre part le m�ecanisme de conditionnement introduit un autretype de substitution qui n'a pas lieu d'être dans le cas scalaire.Nous donnons en �gure 5.1 les r�egles d'insertion des annotations. La contigu��t�e de deux asser-tions traduit l'emploi de la r�egle de cons�equence. Si S est un sous-programme �etiquet�e, nous notonsS� une annotation de S obtenue en ins�erant des assertions dans S, et par Lab(S) l'�etiquette associ�ee�a S. Remarquons que, comme l'�etiquetage commence �a 0 pour le programme dans son ensemble, lecontexte initial dans lequel le programme est ex�ecut�e est d�enot�e par Tmp0.Expliquons intuitivement la n�ecessit�e d'imposer des restrictions de la forme 8j > i;Tmpj =2Var(Q). Dans la r�egle de conditionnement, nous substituons Tmpi+1 par B. Nous avons doncbesoin, pour respecter les conditions de la r�egle de substitution du syst�eme de preuve, d'impo-ser la restriction Tmpi+1 =2 Var(Q). Mais, comme la postcondition (Q) est la même pour S etpour where B do S end, il faut que cette condition soit satisfaite pour toutes les profondeurs deconditionnement sup�erieures �a Lab(S).



58 CHAPITRE 5. PREUVES PAR ANNOTATIONS
8j > i;Tmpj =2 Var(Q)fQ[Vik=0 Tmpk?E: X=X ]g (i) X : = E fQgfPg S� fRg fRg T � fQg8j > Lab(S);Tmpj =2 Var(R) [ Var(Q)fPg S�; fRg T � fQgP ) P 0 fP 0g S� fQ0g Q0 ) Q8j > Lab(S);Tmpj =2 Var(Q) [Var(Q0)fPgfP 0g S� fQ0gfQgfPg S� fQgLab(S) = i+ 18j > i;Tmpj 62 Var(Q)fP [B=Tmpi+1]g (i) where B do [Tmpi+1 � B]fPgS�fQgend fQgfPg S� fQgfPg S�� fQgo�u S�� est obtenu �a partir de S� par suppression d'une assertion quelconque.Fig. 5.1 { R�egles d'annotations



5.1. UNE M�ETHODE DE PREUVE EN DEUX PHASES 59Exemple Revenons �a l'exemple du d�ebut de ce chapitre. Nous voulons prouver la sp�eci�cationsuivante. f8u : X ju = 2;Truegwhere X > 0 doX : = X + 1;where X > 2 doX : = X + 1endendf8uX ju = 4;TruegLa preuve est simplement faite en �etablissant l'annotation suivante.f8u : (Tmp0 ^X > 0 ^ (Tmp0 ^X > 0?X + 1 : X) > 2?(Tmp0 ^X > 0?X + 1 : X) + 1 : (Tmp0 ^X > 0?X + 1 : X))ju = 4g(0) where X>0 do [Tmp1 � X > 0]f8u : (Tmp0 ^ Tmp1 ^ (Tmp0 ^ Tmp1?X + 1 : X) > 2?(Tmp0 ^ Tmp1?X + 1 : X) + 1 : (Tmp0 ^ Tmp1?X + 1 : X))ju = 4g(1) X:=X+1 ;f8u : (Tmp0 ^ Tmp1 ^X > 2?X + 1 : X)ju = 4g(1) where X>2 do [Tmp2 � X > 2]f8u : (Tmp0 ^ Tmp1 ^ Tmp2?X + 1 : X)ju = 4g(2) X:=X+1f8u : X ju = 4gendf8u : X ju = 4gendf8u : X ju = 4gSi nous notons P la premi�ere assertion de cette preuve par annotations, nous devons seulementprouver que 8u : X ju = 2 ^ Tmp0 = True ) P:En d'autres mots, nous prouvons que8u : X ju = 2) P [True=Tmp0]L'assertion fP [True=Tmp0]g est �equivalente �af(X > 0 ^ (X > 0?X + 1: X) > 2?(X > 0?X + 1: X) + 1: (X > 0?X + 1: X))ju = 4g



60 CHAPITRE 5. PREUVES PAR ANNOTATIONSConsid�erons un indice u tel que X ju = 2. Alors l'expression bool�eenne (X > 0)ju vaut true .Comme X + 1ju > 2, ((X > 0?X + 1 : X) > 2)ju vaut �egalement true .L'expression conditionnelle(X > 0 ^ (X > 0?X + 1 : X) > 2?(X > 0?X + 1 : X) + 1 : (X > 0?X + 1 : X))juse simpli�e alors en (X > 0?X + 1 : X) + 1ju, qui �a son tour se simpli�e en X + 1 + 1ju.L'assertion fP [True=Tmp0]g se simpli�e donc en X + 1 + 1ju = 4, qui est vraie.Validit�e de la m�ethode La m�ethode de preuve par annotations n'est valide que dans la mesureo�u nous montrons qu'elle respecte la s�emantique d�enotationnelle. Nous allons en fait montrer qued'une certaine fa�con elle est �equivalente �a une d�erivation dans le syst�eme de preuve initial (`�).Cette �equivalence nous garantira que toute preuve par annotations d�e�nit une sp�eci�cation valide,et que r�eciproquement, pour toute formule prouvable dans le syst�eme `� il existe une preuve parannotations. Nous prouvons donc la propri�et�e d'�equivalence suivante.Th�eor�eme 6 Soit fPg (0) S fQg une formule o�u S est un programme lin�eaire et telle que pourtout j > 0;Tmpj 62 Var(Q). On afPg S� fQg est une annotation pour Sm`� fP;Tmp0g S fQ;Tmp0gNous prouvons en fait la propri�et�e suivante, plus g�en�erale.Proposition 7 Soit S un sous-programme �etiquet�e par i, et P et Q deux assertions telles que 8j >0;Tmpj 62 Var(Q). Alors fPg S� fQgest une annotation pour S si et seulement si`� fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0TmpigLa preuve du sens direct est simple : elle consiste en une induction sur la construction des annota-tions. La r�eciproque est plus di�cile et repose sur le calcul des plus faibles pr�econditions. Les deuxpreuves sont donn�ees en annexe A.5.2 Un m�ecanisme de transformation syntaxiqueLa m�ethode de preuve par annotations que nous avons pr�esent�ee utilise les variables auxiliairesde fa�con implicite. Nous ajoutons en e�et �a l'entr�ee de chaque where une annotation du type[Tmpi � B] qui indique �a quelle expression de conditionnement la variable auxiliaire r�ef�ere. Dansun souci de lisibilit�e, il peut être souhaitable que ces variables auxiliaires apparaissent directementdans le texte du programme. Nous proposons ici un m�ecanisme de transformation syntaxique desprogrammes, �equivalent �a l'approche pr�ec�edente.A�n d'obtenir un r�esultat simple d'�equivalence, nous introduisons un nouveau type d'a�ecta-tion : l'a�ectation inconditionnelle. Cette a�ectation se comporte de la même fa�con que l'a�ectation



5.2. UN M�ECANISME DE TRANSFORMATION SYNTAXIQUE 61data-parall�ele (( classique )), sauf en ce qui concerne le contexte : �a chaque indice, qu'il soit actif ounon, la composante de la variable est mise �a jour avec la valeur de l'expression.[[X � E]](�; c) = (�0; c); avec �0 = �[X  E].Une telle instruction correspond par exemple �a un everywherefX:=Eg en HyperC, ou �a un all X:=Een MPL. Avant d'entrer dans une structure de conditionnement, nous conservons la valeur del'expression de contexte dans la variable Tmpi correspondant �a la profondeur de conditionnement.Plus formellement, la transformation syntaxique est d�e�nie par la fonction  suivante. (X : = E; i) = X : = E (S;T; i) =  (S; i); (T; i) (where B do S end; i) = 8<: Tmpi � B;where Tmpi do  (S; i+ 1) endCette transformation v�eri�e le fait suivant.Fait Soit S un programme et i un entier. Alors  (S; i) est un programme r�egulier.Rappelons qu'un programme r�egulier est un programme o�u les expressions de conditionnementne peuvent pas être modi��ees par le corps du conditionnement (cf. d�e�nition 10). Le transform�esyntaxique de S sur lequel nous allons travailler est obtenu en prenant  (S; 0). Nous le noterons S.Nous dirons que S est une r�egularisation ou un r�egularis�e de S.Notre but est de montrer que les deux approches, l'une qui encapsule la substitution des variablesauxiliaires dans la r�egle du where, et l'autre qui explicite cette substitution dans la syntaxe, sont�equivalentes.La premi�ere propri�et�e que nous devons v�eri�er est l'�equivalence s�emantique d'un programmeavec son transform�e syntaxique. Consid�erons fP;Cg et fQ;Dg deux assertions telles que pour toutevariable auxiliaire Tmpi, nous ayons Tmpi =2 Var(P ) [ Var(C) [ Var(Q) [ Var(D). Nous avonsalors j= fP;Cg S fQ;Dg () j= fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. Il faut en fait prouver un r�esultat plus g�en�eral :pour tout i � 0; j= fP;Cg S fQ;Dg () j= fP;Cg '(S; i) fQ;Dg:La preuve se fait simplement par induction sur la structure de S, et utilise le fait que lesvariables auxiliaires ne sont pas modi��ees par les instructions. Nous n'en donnerons pas lesd�etails ici.Nous pouvons maintenant d�e�nir des r�egles pour annoter les programmes r�egularis�es S (cf.�gure 5.2). Les r�egles de l'a�ectation sont inchang�ees. Celle du conditionnement est simpli��ee parla suppression de la substitution, celle-ci �etant trait�ee par une nouvelle r�egle pour l'a�ectationinconditionnelle. A�n de simpli�er les notations, dans ces r�egles les programmes sont tous dessous-programmes d'un programme r�egularis�e (i.e. r�esultat d'une transformation syntaxique), et laprofondeur est implicitement i. En particulier, les programmes sont r�eguliers, toutes les expressions



62 CHAPITRE 5. PREUVES PAR ANNOTATIONSfQ[B=Tmpi]; C ^Vi�1k=0 Tmpkg Tmpi � B fQ;C ^Vi�1k=0 Tmpkg8j � i;Tmpj =2 Var(Q)fQ[C ^Vi�1k=0 Tmpk?E: X=X ]; C ^Vi�1k=0 Tmpkg X : = E fQ;C ^Vi�1k=0 TmpkgfP;C ^Vi�1k=0 Tmpkg S� fR;C ^Vi�1k=0 TmpkgfR;C ^Vi�1k=0 Tmpkg T � fQ;C ^Vi�1k=0 Tmpkg8j � i;Tmpj =2 Var(R) [Var(Q)fP;C ^Vi�1k=0 Tmpkg S�; fR;C ^Vi�1k=0 Tmpkg T � fQ;C ^Vi�1k=0 TmpkgfP;C ^Vi�1k=0 Tmpkg ) fP 0; C ^Vi�1k=0 TmpkgfP 0; C ^Vi�1k=0 Tmpkg S� fQ0; C ^Vi�1k=0 TmpkgfQ0; C ^Vi�1k=0 Tmpkg ) fQ;C ^Vi�1k=0 Tmpkg8j � i;Tmpj =2 Var(Q) [ Var(Q0)fP;C ^Vi�1k=0 TmpkgfP 0; C ^Vi�1k=0 TmpkgS�fQ0; C ^Vi�1k=0 TmpkgfQ;C ^Vi�1k=0 TmpkgfP;C ^Vi�1k=0 Tmpkg S� fQ;C ^Vi�1k=0 Tmpkg8j � i;Tmpj 62 Var(Q)fP;C ^Vik=0 Tmpkg where B dofP;C ^Vi�1k=0 TmpkgS�fQ;C ^Vi�1k=0 Tmpkgend fQ;C ^Vik=0 TmpkgfP;C ^ i�1̂k=0Tmpkg S� fQ;C ^ i�1̂k=0TmpkgfP;C ^ i�1̂k=0Tmpkg S�� fQ;C ^ i�1̂k=0Tmpkgo�u S�� est obtenu �a partir de S� par suppression d'une assertion quelconque.Fig. 5.2 { R�egles d'annotations



5.3. PROGRAMMES AVEC BOUCLES 63de conditionnement qui apparaissent sont des variables auxiliaires, et le contexte �a la profondeur iest d�enot�e par C ^ Vi�1k=0 Tmpi�1, o�u C est le contexte initial dans lequel le programme total estex�ecut�e. Les r�egles s'appliquent �a des sp�eci�cations simples, i.e. Var(C) \ Change(S) = ;.Nous pouvons alors �enoncer l'�equivalence suivante.Th�eor�eme 7 Soit S un programme lin�eaire, et fP;Cg S fQ;Dg une sp�eci�cation simple telle que8i;Tmpi 62 Var(Q) [Var(D). AlorsfP;Dg (S)� fQ;Dg est une preuve par annotations de Sm`� fP;Dg S fQ;DgPreuve. La preuve est identique �a celle concernant la premi�ere m�ethode de preuve par annota-tions. Dans le sens direct, il faut seulement s'assurer par un argument sur la profondeur deconditionnement que la r�egle d'a�ectation inconditionnelle n'(( �ecrase )) jamais une variableauxiliaire utile. La r�eciproque fait appel au calcul des plus faibles pr�econditions, et utilise lefait que si Tmpi 62 Var(D), alorswp(Tmpi � B; fQ;Dg) = fQ[B=Tmpi]; Dg:5.3 Programmes avec bouclesNous nous sommes restreints dans notre �etude aux programmes lin�eaires, c'est-�a-dire sansboucles. En e�et, le traitement des boucles requiert la mise en �uvre d'une machinerie complexe.La preuve d'une boucle repose sur l'existence d'un invariant. Dans le cas des langages scalaires, ilest possible de prouver l'existence de cet invariant pour toute boucle �a l'int�erieur d'une sp�eci�cationvalide. Cette preuve repose sur la construction par un codage appropri�e de la plus faible pr�econ-dition d'une boucle. Malheureusement, le calcul des plus faibles pr�econditions dont nous disposonspour le langage des assertions en deux parties ne le permet pas.Cependant, il est possible de d�e�nir une m�ethode de preuves par annotations pour les boucles.Il nous su�t d'ajouter les deux r�egles suivantes. La premi�ere concerne le m�ecanisme d'�etiquetage 3,et la seconde l'insertion d'annotations.'(loop B do S end; i) = (i) loop B do '(S; i) end3. Rappelons que l'it�eration ne modi�e pas le contexte.



64 CHAPITRE 5. PREUVES PAR ANNOTATIONSfI ^ 9u : ((Vik=0 Tmpi)ju ^Bju)g S� fIgLab(S) = i8j > i;Tmpj 62 Var(I)fIg (i) loop B do fI ^ 9u : ((Vik=0 Tmpi)ju ^Bju)gS�fIgend fI ^ 8u : ((Vik=0 Tmpi)ju ) :Bju)gNous pouvons alors �etablir la propri�et�e suivante.Proposition 8 Soit fPg (0)S fQg une formule o�u S est un programme �eventuellement non lin�eaire,et telle que 8j;Tmpj 62 Var(Q). AlorsfPg S� fQg est une annotation pour S+`� fP;Tmp0g S fQ;Tmp0gNous ne montrerons pas ici la r�eciproque. Celle-ci repose en e�et sur le calcul des plus faiblespr�econditions, que nous n'avons pas d�evelopp�e pour les boucles dans ce cadre. Celui-ci sera trait�edans le cadre du chapitre 6Preuve. Comme pour les programmes lin�eaires, la preuve se fait par induction sur la longueur de lad�erivation de la preuve par annotations. Nous n'avons donc qu'�a v�eri�er le cas o�u la derni�erer�egle appliqu�ee �etait celle de la boucle, les autres cas ayant d�ej�a �et�e trait�es. Nous prouvonsen fait le cas plus g�en�eral o�u le programme S est �etiquet�e par i. Si la derni�ere r�egle appliqu�ee�etait celle de la boucle, nous avons par hypoth�ese d'induction` fI ^ 9u : (( îk=0Tmpi)ju ^Bju); îk=0Tmpig S fI; îk=0TmpigLa r�egle de la boucle du syst�eme de preuve s'applique et donne directement le r�esultatvoulu.5.4 DiscussionNous avons donc d�e�ni une notion de preuves par annotations pour le langage L. Grâce �a las�eparation en deux parties des assertions, la m�ethode de validation propos�ee fonctionne en deuxtemps. La premi�ere phase consiste en un �etiquetage dans le sens direct, la seconde g�en�ere lesannotations en partant de la postcondition �nale.La premi�ere phase se r�esume �a une simple r�e�ecriture, et doit uniquement tenir compte de lanum�erotation des variables temporaires. La seconde phase est similaire aux m�ethodes de preuvespar annotations pour les langages scalaires de type Pascal. La seule di��erence provient d'un m�eca-nisme de substitution l�eg�erement plus complexe. Cette similarit�e con�rme le fait que la validation



5.4. DISCUSSION 65des programmes data-parall�eles est du même niveau de (( complexit�e )) que celle des programmesscalaires. Ceci di��ere fortement du cas des langages �a parall�elisme de contrôle du type CSP. Leslangages data-parall�eles apparaissent donc comme un mod�ele de programmation (( raisonnable )).Cette m�ethodologie de preuve par annotations pourrait être facilement automatis�ee et int�egr�eedans un outil d'aide �a la conception et �a la validation. La di�cult�e principale r�eside dans la com-plexit�e du m�ecanisme de substitution qui g�en�ere des assertions peu lisibles. Ces assertions devraientêtre simpli��ees au fur et �a mesure pour être compr�ehensibles par un utilisateur. L'intervention del'utilisateur est en e�et indispensable pour fournir les invariants de boucle. D'autres optimisationspourraient être mises en �uvre, par exemple lorsque les expressions de contexte ne sont pas modi-��ees par les instructions. Il ne serait pas n�ecessaire dans ce cas d'introduire de variable auxiliaire,ce qui procurerait un gain de lisibilit�e. Nous ne nous sommes pas attach�es �a fournir un tel outil depreuve semi-automatique. Le langage L est en e�et un langage d'�etude et un prototype utilisantcelui-ci serait de peu d'int�erêt au niveau pratique. En revanche, cette �etude, ainsi que d'autrestravaux sur des extensions de L e�ectu�es par Boug�e et Levaire ou Le Guyadec et Virot [12, 46],montre qu'il serait possible de mettre en �uvre de tels outils pour des langages existants dont Lest inspir�e.Le langage d'assertion utilis�e ici est la base d'une m�ethode simple de validation. Cependant, ilsou�re d'insu�sances du point de vue th�eorique. Nous allons voir dans le chapitre suivant commentun autre langage d'assertion permet de pallier �a ces insu�sances.
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chapitre6Un autre langage d'assertion 1Les assertions en deux parties pr�esentent l'avantage d'une lecture simple et intuitive. Si l'on in-troduit des restrictions appropri�ees, il est possible de les utiliser �a un niveau pratique, �etant donn�eque nous sommes capables de garantir la validit�e d'une preuve par annotations. Cependant, nousavons vu dans le chapitre 4 que le langage des assertions en deux parties n'�etait pas su�sammentexpressif pour �etablir la compl�etude d'un syst�eme de preuve. Ces assertions s'av�erent donc insuf-�santes du point de vue th�eorique. Nous allons revenir ici sur le probl�eme de la d�e�nissabilit�e desplus faibles pr�econditions exprim�ees dans ce langage. Ceci nous am�enera �a d�e�nir un autre langaged'assertion, dont l'intuition est moins imm�ediate, mais qui est plus expressif.6.1 Retour sur la d�e�nissabilit�eNous avons vu au d�ebut du chapitre 4 que le langage d'assertion utilis�e jusqu'ici n'a pas lapropri�et�e de d�e�nissabilit�e, c'est-�a-dire que nous ne sommes pas capables d'exprimer les plus faiblespr�econditions d'une paire quelconque (programme , assertion) sous forme d'une assertion. Nousavons vu plus pr�ecis�ement que ce probl�eme venait du fait que le contexte ne pouvait prendrequ'une valeur dans un environnement donn�e. Nous rappelons ce fait essentiel :Fait (Expressivit�e r�eduite des assertions) Soit fP;Cg une assertion. Pour tout environnement �,il existe au plus un contexte c tel que (�; c) j= fP;Cg : pr�ecis�ement, c = �(C).Nous avons montr�e que certains cas pouvaient n�eanmoins être trait�es. L'introduction de variablesauxiliaires permet en e�et de s'a�ranchir des probl�emes induits par les interactions entre les va-riables des assertions ou des expressions de conditionnement, et celles modi��ees par les programmes.Reste un cas non r�esolu, celui des boucles. Nous avons en e�et donn�e un exemple o�u la divergence�etait un obstacle �a la d�e�nissabilit�e.Nous pourrions adopter la (( tactique )) suivante : les probl�emes viennent des plus faibles pr�econ-ditions des boucles ; or nous savons que pour les langages scalaires, l'expression de ces pr�econditionsse fait par un codage complexe. Ce codage est utile pour prouver la compl�etude, mais n'est jamaismis en �uvre en pratique. L'utilisation r�eelle d'un syst�eme de preuve n�ecessite l'intervention del'utilisateur, qui fournit lui même l'invariant de boucle sous forme d'une assertion. En �etant op-timiste, nous pourrions penser que dans le cas pr�esent, il est possible de donner un tel invariant.Cet invariant ne serait pas obligatoirement le plus faible, mais serait exprimable par une assertion.1. La mati�ere de ce chapitre est tir�ee de Proving data-parallel programs: a unifying approach (D. Cachera et G.Utard, [16]).



68 CHAPITRE 6. UN AUTRE LANGAGE D'ASSERTIONIl permettrait d'�enoncer rapidement un r�esultat de compl�etude faible, du type : (( s'il existe uninvariant exprimable sous forme d'assertion pour toute boucle, alors il est possible de prouver lasp�eci�cation voulue. ))Pourtant, même cette simpli�cation, qui repose sur une hypoth�ese forte, n'est pas possible. Ene�et, l'exemple suivant nous montre que la divergence d'une boucle peut être (( cach�ee )) par unm�ecanisme de conditionnement. Consid�erons le programme S suivant, sur un domaine monodimen-sionnel D = [1::M ]. X : = False;where This = 1 doN : = 1;X : = True;loop X jN doN : = N + 1endendIntuitivement, la valeur de X ju est initialis�ee �a false pour chaque indice actif . Ensuite, les valeursde X j1, X j2, etc. sont lues successivement jusqu'�a ce que la valeur false soit trouv�ee. Rappelonsque nous supposons que la fonction stoi est d�e�nie partout, donc que ces communications ont unsens (consid�erons par exemple une indexation cyclique comme en MPL).Posons P � (8u 6= 1 : X ju = true) et C � (This = 1)Nous avons alors le fait suivant.Fait Le programme S diverge �a partir de (�; c) ssi (�; c) 2 [[fP;Cg]].Preuve. S diverge si et seulement si l'indice 1 est actif en entr�ee de la boucle et qu'aucun X ju n'estfaux. Du fait de l'initialisation X : = False, X ju est faux si et seulement si l'indice u estactif initialement. Les indices u 6= 1 doivent donc être inactifs initialement pour qu'il y aitdivergence. Le contexte initial doit donc être d�ecrit par This = 1. De plus, chaque X ju doitêtre vrai initialement, sauf pour u = 1. R�eciproquement, ces conditions sont su�santes.Une premi�ere obervation est que la valeur de C ne d�epend pas de l'environnement. Nous avonsalorsFait wlp(S,ftrue ,Cg)=ftrue,Cg.Preuve. Soit (�; c) 2 [[ftrue ; Cg]]. Si S diverge �a partir de cet �etat, il appartient par d�e�nition �ala plus faible pr�econdition. Si S converge, alors il y a conservation du contexte et l'�etat �nalvalide bien la postcondition.R�eciproquement, soit s un �etat tel que [[S]](s) 2 [[ftrue ; Cg]]. Si S diverge �a partir de cet �etat,alors d'apr�es le fait pr�ec�edent s 2 [[fP;Cg]] � [[ftrue ; Cg]]. S'il converge, alors le contexte esttoujours d�ecrit par C, puisque C ne d�epend pas de l'environnement.Nous sommes donc capable d'exprimer la plus faible pr�econdition de S et de ftrue ; Cg par uneassertion. En revanche, cela est impossible pour where C do S end, comme le montre le fait suivant.Fait wlp(where C do S end,ftrue,Trueg) n'est pas exprimable par une assertion.



6.2. UN NOUVEAU LANGAGE 69Preuve. Fixons un environnement � j= P . Alors �a la fois(�;True) et (�; �(C)) appartiennent �awlp(where C do S end; ftrue;Trueg). Comme �(C) 6= True, cet ensemble ne peut être d�ecritpar une assertion.De cet exemple, nous pouvons conclure qu'il est indispensable de d�e�nir un langage d'assertionplus (( riche )), o�u le contexte ne d�epende pas fonctionnellement de l'environnement.6.2 Un nouveau langageDans [10], Boug�e et al. �etablissent le r�esultat suivant.Th�eor�eme 8 Soit fQ;Dg une assertion, et S un programme lin�eaire. Soit Aux une nouvelle variablen'apparaissant pas dans Var(Q) [Var(D) [Var(S). Il existe un pr�edicat P (Aux ) tel quewp(S; fQ;Dg) = f(�; c) j �[Aux  c] j= P (Aux)gCe r�esultat sugg�ere une nouvelle voie pour la d�e�nition du langage d'assertion. Nous avons en e�etjusqu'�a maintenant explor�e deux voies : l'une consiste �a introduire des variables auxiliaires dans lesr�egles de preuve ; l'autre introduit ces variables directement dans le programme, par transformationsyntaxique. Ce que nous proposons ici, c'est d'introduire l'�equivalent de ces variables auxiliairesdirectement dans les assertions.6.2.1 AssertionsUne assertion est une paire hW;Ai o�u W est un pr�edicat sur les variables de programme, et Aest une variable parall�ele qui s'�evalue en le contexte courant. La structure des pr�edicats est la mêmeque pour les assertions en deux parties pr�ec�edentes. La variable A peut naturellement apparâ�tredans le pr�edicat.La d�e�nition de la satis�abilit�e d'une assertion est modi��ee comme suit.D�e�nition 12 (Satis�abilit�e) L'�etat (�; c) satisfait l'assertion hW;Ai si et seulement si�[A c] j= WDe même que pr�ec�edemment, un m�ecanisme de substitution est introduit, qui v�eri�e les pro-pri�et�es usuelles.6.2.2 A-conversionDans la d�e�nition de la satis�abilit�e, la variable A nous permet de d�ecrire des propri�et�es ducontexte dans le pr�edicat W . La valeur initiale de A n'a aucune importance, puisqu'elle est �ecras�eedans la substitution �[A  c]. Cette variable joue en quelque sorte le rôle d'une variable muette.Nous introduisons un m�ecanisme de A-conversion qui nous permet de renommer cette variable. Cem�ecanisme est semblable �a l'�-conversion du lambda-calcul.Proposition 9 (A-conversion) Soit W un pr�edicat et A0 tel que A0 62 Var(W ). Nous avons[[hW;Ai]] = ��hW [A0=A]; A0i��



70 CHAPITRE 6. UN AUTRE LANGAGE D'ASSERTIONPreuve. Soit (�; c) 2 [[hW;Ai]]. Par d�e�nition, �[A  c] j= W . Comme A0 62 Var(W ), �[A  c][A0  c] j= W . Notons �[A0  c] par �0 Nous avons donc �0[A  �0(A0)] j= W . Parle lemme de substitution, nous concluons que �[A0  c] j= W [A0=A], c'est-�a-dire (�; c) 2[[hW [A0=A]; A0i]].R�eciproquement, soit (�; c) 2 [[hW [A0=A]; A0i]]. Nous avons �[A0  c] j= W [A0=A]. Par lelemme de substitution, nous avons �0[A  �0(A0)] j= W , donc �[A  c][A0  c] j= W .Comme A0 62 Var(W ), nous concluons que �[A c] j= W .6.2.3 ImplicationLa d�e�nition de l'implication est modi��ee, a�n de tenir compte de la A-conversion.D�e�nition 13 (Implication des assertions) Soit hW;Ai et hW 0; A0i deux assertions. On a l'impli-cation hW;Ai ) hW 0; A0i dans les deux cas suivants� A est la même variable que A0 et W ) W 0 dans le sens o�u 8� : � j= W ) � j= W 0 ;� A est distinct de A0 et W [A00=A]) W 0[A00=A0], avec A00 62 Var(W ) [Var(W 0).Remarquons que le second cas correspond �a une A-conversion simultan�ee des deux assertions etque A00 est une nouvelle variable n'apparaissant ni dans W ni dans W 0. Il est toujours possiblede trouver une telle variable, car toutes les expressions de notre langage sont des termes �nis.Remarquons aussi que si A n'apparâ�t pas dans W 0 (respectivement A0 dans W ), choisir A00 = A(respectivement A00 = A0) est correct et ne n�ecessite qu'une substitution.La d�e�nition de l'implication respecte naturellement la propri�et�ehW;Ai ) hW 0; A0i , [[hW;Ai]] � ��hW 0; A0i��La validit�e d'une sp�eci�cation est d�e�nie de la même fa�con que pour le langage d'assertionpr�ec�edent.Nous pouvons alors donner un nouveau syst�eme de preuve adapt�e �a ce type d'assertion. Grâce �ala A-conversion, nous pouvons supposer que la variable de contexte A n'est jamais dans Var(S). Lesyst�eme de preuve est donn�e en �gure 6.1. Il est bien entendu correct : toute sp�eci�cation prouvableest valide.6.3 Compl�etudeNous allons maintenant être capable de prouver la compl�etude de notre syst�eme de preuve. Ene�et, le langage d'assertion introduit dans ce chapitre a la propri�et�e de d�e�nissabilit�e. Nous redon-nons tout d'abord la d�e�nition des plus faibles pr�econditions et l'�enonc�e du lemme de cons�equence.D�e�nition 14 (Plus faibles pr�econditions) Soit S un programme et E un sous-ensemble de Etats.wlp(S; E) = f(�; c) j [[S]](�; c) 2 EgLemme 4 (Cons�equence) j= hV;A0i S hW;Ai ssi [[hV;A0i]] � wlp(S; hW;Ai):Nous avons alors la propri�et�e de d�e�nissabilit�e suivante.Proposition 10 (D�e�nissabilit�e) Soit S un programme, et hW;Ai une assertion. Il existe une as-sertion hV;A0i telle que ��hV;A0i�� = wlp(S; [[hW;Ai]]):



6.3. COMPL�ETUDE 71hW [A?E: X=X ]; Ai X :=E hW;Ai (A�ectation)hW;Ai S hV;Ai hV;Ai T hU;AihW;Ai S ; T hU;Ai (S�equencement)hW;A0i S hV;A0i; A0 62 Var(V )hW [A ^B=A0]; Ai where B do S hV;Ai (Conditionnement)hI ^ 9u : (Aju ) Bju); Ai S hI; AihI; Ai while B do S hI ^ 8u : (Aju ) :Bju); Ai (It�eration)hW 0; A0i ) hW;Ai hW;Ai S hV;Ai hV;Ai ) hV 0; A00ihW 0; A0i S hV 0; A0i (Cons�equence)Fig. 6.1 { Syst�eme de preuveLa preuve de cette proposition repose sur les lemmes suivants, dont nous donnons les preuvesen annexe A. Le fait que la variable de contexte de la pr�econdition (A0) est di��erente de cellede la postcondition (A) vient d'�eventuelles A-conversions n�ecessaires si la variable de contexteest modi��ee par une a�ectation. Les lemmes concernant l'a�ectation et le conditionnement sonttr�es simples. Celui concernant l'it�eration est plus complexe. Il faut en e�et d�ecrire un codage des�etats par les entiers, a�n de pouvoir manipuler ceux-ci dans des formules arithm�etiques du langaged'assertion. Nous donnons en annexe une id�ee de la preuve et une justi�cation de ses arguments,sans entrer dans les d�etails du codage.Lemme 5 (A�ectation) Soit X une variable, E une expression vectorielle, hW;Ai une assertion.Il existe une assertion hV;A0i telle quewlp(X :=E; hW;Ai) = ��hV;A0i�� :Lemme 6 (Conditionnement) Soit S un programme, B une expression vectorielle bool�eenne, hW;Aiune assertion telle que C 62 Var(B) [ Change(S), et A0 une variable telle que A0 62 Var(W ). S'ilexiste un pr�edicat W 0 tel que wlp(S; hW;A0i) = ��hW 0; A0i��;alors wlp(where B do S; hW;Ai) = ��hW 0[C ^B=A0]; Ai�� :Lemme 7 (It�eration) Soit T un programme et hW;Ai une assertion. Il existe une assertion hV;A0itelle que ��hV;A0i�� = wlp(loop B do T; [[hW;Ai]]):Nous ne d�etaillerons pas la preuve de la proposition 10. Celle-ci se fait classiquement, parinduction sur la structure du programme. Il faut simplement choisir des variables de contexteappropri�ees, et proc�eder �a des A-conversions lorsque cela s'av�ere n�ecessaire du fait des a�ectations.



72 CHAPITRE 6. UN AUTRE LANGAGE D'ASSERTIONUn dernier lemme technique est n�ecessaire pour prouver la compl�etude. Ce lemme exprimele fait que si une variable n'apparâ�t ni dans le programme ni dans la postcondition, alors il esttoujours possible d'exprimer la plus faible pr�econdition par une assertion ne contenant pas non pluscette variable.Lemme 8 (Propagation) Soit S un programme et hW;Ai une assertion. Si X est une variabletelle que X 62 Var(S) [ Var(W ) [ fAg, alors il existe une assertion hV;A0i telle que [[hV;A0i]] =wlp(S; [[hW;Ai]]) et X 62 Var(V ) [ fA0g.La preuve de ce lemme suit exactement celle de la d�e�nissabilit�e, et consiste uniquement en unchoix judicieux des variables de contexte.Nous pouvons �nalement �enoncer le r�esultat de compl�etude. Il s'agit bien entendu de compl�etuderelative, au sens de Cook [22] 2. Le r�esultat �enonc�e ici est plus complet que celui obtenu avec lelangage des assertions en deux parties des chapitres pr�ec�edents, car il inclut les programmes avecboucles.Th�eor�eme 9 (Compl�etude) Soit S un programme, et hV;A0i et hW;Ai deux assertions. Sij= hV;A0i S hW;Ai;alors ` hV;A0i S hW;Ai:Nous ne donnons pas ici la preuve de ce th�eor�eme, exactement identique �a celles des th�eor�emesde compl�etude du chapitre 4. Les preuves d�etaill�ees des r�esultats �enonc�es dans ce chapitre peuventêtre trouv�ees dans [16].6.4 BilanNous avons pr�esent�e dans ce chapitre un autre langage d'assertion qui r�esout de fa�con beaucoupplus �el�egante que les autres approches le probl�eme de la d�e�nissabilit�e des plus faibles pr�econditions,et par l�a même celui de la compl�etude. Ceci se fait au d�etriment d'aspects plus pratiques, comme lapossibilit�e d'e�ectuer des preuves par annotations en deux phases s�eparant clairement le traitementdu contexte de celui des instructions. Ce point est discut�e plus pr�ecis�ement dans le chapitre suivant,qui conclut la premi�ere partie de cette th�ese.
2. Un (( v�eritable )) r�esultat de compl�etude exigerait un langage d'assertion lui-même complet, c'est-�a-dire donttoutes les formules vraies soient axiomatiquement prouvables. La compl�etude au sens de Cook admet au rangd'axiomes toutes ces formules vraies.
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chapitre7ConclusionNous avons pr�esent�e dans les premiers chapitres de cette th�ese une m�ethode de validationformelle pour un langage data-parall�ele imp�eratif. Le langage choisi, quoique simple, est assezrepr�esentatif de nombreux langages data-parall�eles (( r�eels )). Comme pour les langages imp�eratifsclassiques, la m�ethode choisie consiste �a tirer parti de la structure syntaxique du programme, pourins�erer dans le texte de celui-ci des assertions qui doivent être v�eri��ees lorsque le contrôle atteintle point consid�er�e. C'est justement la nature data-parall�ele du langage, c'est-�a-dire en l'occurrencel'unicit�e du 
ot de contrôle, qui permet de d�evelopper une telle approche.Nous avons pass�e en revue au cours de cette th�ese plusieurs approches voisines de ce probl�eme.Ces approches di��erent dans la fa�con dont sont trait�es les probl�emes li�es au contexte d'activit�e. Onremarquera que, quelle que soit la strat�egie adopt�ee, celle-ci fait appel �a des variables auxiliaires et�a des substitutions.� La premi�ere voie dans laquelle nous nous sommes engag�es propose de placer ces substitu-tions au niveau des r�egles de preuve. Cette approche, qui prolonge les travaux ant�erieurs deBoug�e et al., privil�egie la simplicit�e. Les assertions en deux parties sont en e�et claires etcorrespondent �a l'intuition, puisqu'elles suivent de pr�es la syntaxe. De plus, la s�eparation dupr�edicat portant sur les variables du programme et de la partie contexte nous a permis ded�e�nir une m�ethodologie simple de preuve par annotations, se rapprochant du cas imp�eratifscalaire. Même si des preuves par annotations �etaient d�ej�a pr�esentes dans certains travauxant�erieurs, elles l'�etaient en l'absence de tout cadre formel justi�ant le bien-fond�e de leurutilisation. Nous avons ici justi��e et pr�ecis�e une m�ethodologie concr�ete. Cette premi�ere voiesou�re cependant d'insu�sances th�eoriques dues au manque d'expressivit�e du langage d'as-sertion en ce qui concerne le contexte. N�eanmoins, nous pouvons supposer que cette approchereste utilisable dans des cas r�eels. En e�et, le point d�elicat �a traiter dans une preuve par an-notations d'un programme �ecrit dans un langage scalaire est de fournir des invariants correctspour les boucles. Ceci n�ecessite l'intervention de l'utilisateur, et nous n'y �echapperons pasdans le cas data-parall�ele.� Parall�element �a cette premi�ere approche, nous avons mis en �evidence une seconde m�ethodequi consiste �a op�erer des transformations sur le texte du programme. Le probl�eme des sub-stitutions est donc ici g�er�e au niveau de la syntaxe, de fa�con imm�ediatement visible par l'uti-lisateur. Cette seconde m�ethode permet de fa�con imm�ediate de d�e�nir un cadre de preuvespar annotations identique �a celui de la premi�ere approche.� Une autre voie a consist�e en une modi�cation du langage d'assertion. Dans ce dernier cas,le probl�eme de la substitution est transf�er�e au niveau des assertions, par le m�ecanisme des



74 CHAPITRE 7. CONCLUSIONA-conversions. L'id�ee �etait en germe dans la th�ese de Utard au niveau du calcul des plusfaibles pr�econditions. Nous l'avons d�evelopp�ee au cours d'un travail commun, d�e�nissant lem�ecanisme de conversion, le syst�eme de preuve et �etablissant la preuve de compl�etude. Cettederni�ere voie r�esout les probl�emes th�eoriques rencontr�es pr�ec�edemment. En revanche, elle nepermet plus de s�eparer en deux phases le traitement du contexte et celui des pr�edicats. Ilserait possible de d�e�nir des preuves par annotations reposant sur ce second langage. Nous nel'avons pas fait ici, la d�emarche �etant en presque tous points identique �a celle utilis�ee pour lepremier langage. Une telle m�ethodologie fournirait �eventuellement des preuves en une seulephase, mais moins claires au niveau de la lecture des annotations.Ces approches pr�esentent toutes un bilan nuanc�e. Certaines privil�egient l'intuition, d'autresl'�el�egance au niveau de la th�eorie. Un compromis est �a trouver entre aspects pratiques et compl�etudede la m�ethode lors d'une �eventuelle mise en �uvre. D'autre part, la n�ecessit�e de proc�eder �a dessubstitutions pour traiter le probl�eme du contexte d'activit�e est probablement �a rapprocher desm�ethodes de preuve utilis�ees pour certains langages �a parall�elisme de contrôle, o�u l'introduction devariables auxiliaires est n�ecessaire pour disposer d'informations sur le 
ot de contrôle (cf. Apt etOlderog, [1]). Ceci semble être le prix �a payer pour passer du cas scalaire au cas data-parall�ele.Lien avec d'autres travauxLes travaux visant �a �equiper le langage L d'un syst�eme de preuve ont d�ebut�e avec le langage desassertions en deux parties expos�e au chapitre 2. Devant les insu�sances de ce langage d'assertion,plusieurs approches ont �et�e propos�ees. Nous en avons expos�e deux, l'une consistant �a garder lemême langage d'assertion et �a introduire des variables auxiliaires, l'autre consistant �a d�e�nir unautre langage d'assertion.Le Guyadec et Virot [47] ont propos�e une approche l�eg�erement di��erente pour traiter ce pro-bl�eme. Ils d�e�nissent un langage o�u les assertions sont en une partie, et modi�ent l�eg�erement las�emantique op�erationnelle du langage. Dans cette approche, une assertion est simplement un pr�e-dicat, o�u le contexte est d�enot�e par une variable r�eserv�ee not�ee ]. Cette variable ne peut apparâ�tredans les programmes. En ce qui concerne la s�emantique op�erationnelle, la partie contexte des �etatsest supprim�ee. Un �etat consiste seulement en un environnement, et le contexte est d�enot�e par lavaleur de ] dans cet environnement. Tout environnement dont le support contient la variable ]peut donc d�e�nir un �etat. Notons [[S]]GV la s�emantique d'un programme dans cette approche. Nousallons mettre en �evidence le lien qui existe entre la m�ethode de Le Guyadec et Virot et celle fourniepar les assertions hW;Ai.Tout d'abord, examinons le côt�e op�erationnel. Sans vouloir en faire ici la preuve formelle, nouspouvons a�rmer le point suivant :[[S]]GV (�) = �0 ) [[S]](�; c) = (�0; c) avec c = �(])et [[S]](�; c) = (�0; c) ) [[S]]GV (�[] c]) = �0[] c]Les comportements des programmes sont donc identiques.Examinons ensuite le langage d'assertion. Le langage d�e�ni par Le Guyadec et Virot leur apermis de d�e�nir un calcul des plus faibles pr�econditions ayant la propri�et�e de d�e�nissabilit�e. Enfait, il existe une relation tr�es simple entre les deux types d'assertions : �a toute assertion hW;Aitelle que ] 62 Var(W ), on peut faire correspondre une assertion hW []=A]iGV . Ce langage est donc



75une restriction de la forme g�en�erale hW;Ai. La di��erence principale vient du fait qu'il introduit unaspect op�erationnel (la variable ], qui repr�esente le contexte de fa�con (( câbl�ee ))) dans le langagelogique.Les deux derni�eres approches que nous avons pr�esent�ees sugg�erent de revenir un instant surl'origine profonde du manque d'expressivit�e du langage des assertions en deux parties initial. Ene�et, l'argument avanc�e �etait que pour un environnement donn�e, il ne peut y avoir qu'un seulcontexte. L'approche de Le Guyadec et Virot donne des r�esultats alors que dans un environnement� il ne peut toujours y avoir qu'un contexte : �(]). En fait, le langage d'assertion doit permettred'exprimer su�samment d'information sur le contexte.Dans l'exemple du programme S � X : = X + 1 et de la postcondition f(8u : X ju = 1)_ (8u :X ju = 2); (X = 2)g donn�e en page 46 nous devons être en mesure d'exprimer une disjonction surle contexte. Dans l'exemple du programmeloop True do X : = X endassoci�e �a la postcondition ftrue ;Trueg, nous devons être en mesure d'exprimer une propri�et�e denature op�erationnelle (il existe un processeur actif) dans la logique. Le Guyadec et Virot y par-viennent en introduisant le contexte, �x�e dans une variable r�eserv�ee, dans les environnements. Notreapproche englobe cette derni�ere et �evite cet arti�ce.Critiques et perspectivesLe travail portant sur le langage L ne peut pr�etendre �a une vision g�en�erale du probl�eme de lavalidation des langages �a parall�elisme de donn�ees. Tout d'abord, par la nature même du langage�etudi�e, le mod�ele pr�esent�e est purement imp�eratif. le langage L ne permet d'exprimer que lesconstructions de base du mod�ele data-parall�ele, et constitue donc en quelque sorte un (( assembleurabstrait data-parall�ele )), de bas niveau mais d�egag�e de toute consid�eration d'architecture ou demachine-cible. Il serait int�eressant d'�etendre le travail �a des mod�eles de plus haut-niveau, et pasn�ecessairement imp�eratifs. Nous abordons dans la seconde partie de cette th�ese un langage de naturedavantage fonctionnelle. L'ensemble constitue n�eanmoins un vaste sujet d'�etude.Même si l'on se cantonne au mod�ele imp�eratif, le langage L sou�re d'une autre limitation : ilne traite que des aspects li�es au contrôle, sans se soucier des probl�emes li�es aux donn�ees. Cettelimitation ne contredit pas le but initial de notre �etude, qui �etait de montrer la similitude entre unlangage imp�eratif scalaire et un langage imp�eratif data-parall�ele. Il serait n�eanmoins int�eressant depouvoir traiter les probl�emes li�es aux donn�ees, que ceux-ci soient des probl�emes de placement | etdonc de coût des communications | ou des probl�emes d'�echelle. Ici encore, un vaste sujet d�etudes'ouvre devant nous.Finalement se pose la question de l'int�egration des m�ethodes de validation propos�ees dans unoutil automatique d'assistance �a la preuve. Des premiers essais ont �et�e e�ectu�es par Levaire [50],puis Mounier et Utard [53] au d�ebut des travaux sur L. Ces essais utilisaient l'atelier s�emantiqueCentaur. Ils font apparâ�tre qu'une semi-automatisation serait possible, mais �egalement que lesassertions g�en�er�ees sont tr�es complexes du fait des substitutions conditionn�ees par le contexte.Un v�eritable outil devrait donc comporter des strat�egies sp�eci�ques pour simpli�er au fur et �amesure ces substitutions. Un avantage certain du mod�ele data-parall�ele par rapport au mod�ele �aparall�elisme reste n�eanmoins l'absence d'explosion combinatoire de la complexit�e des preuves enfonction de la taille du probl�eme �a traiter.
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Deuxi�eme partieLe langage Alpha





79
chapitre1IntroductionDans la premi�ere partie de cette th�ese, nous avons �etudi�e un langage data-parall�ele de naturestrictement imp�erative. Nous allons maintenant nous int�eresser �a un langage d'un autre type. Lelangage lui-même est pr�esent�e dans le chapitre suivant, nous n'en mentionnons ici que les caract�e-ristiques g�en�erales a�n d'exposer notre but. Le langage Alpha est d�evelopp�e �a l'IRISA (Rennes)au sein du projet API (Architectures Parall�eles Int�egr�ees). Ce projet s'int�eresse aux architecturessp�ecialis�ees VLSI, et en particulier aux architectures parall�eles, fr�equemment utilis�ees en traite-ment du signal, de l'image, etc. Les applications possibles sont par exemple la comparaison des�equences biologiques, la compression d'image, ou le codage et le cryptage de donn�ees. Dans cetteoptique, le langage Alpha a �et�e con�cu pour la sp�eci�cation et la synth�ese de circuits systoliques,qui repr�esentent une classe particuli�ere d'architecture parall�ele r�eguli�ere.Le langage Alpha est fond�e sur le formalisme des �equations r�ecurrentes a�nes . Sa nature�equationnelle le classe donc parmi les langages de type fonctionnel. Il peut être vu �egalement commeun langage de type (( 
ot de donn�ees )) (data
ow). C'est aussi un langage data-parall�ele, qui n'op�ereplus sur des vecteurs ou des tableaux, mais sur des domaines poly�edriques. Nous verrons �egalementqu'une caract�eristique importante de ce langage est d'être �a assignation unique, c'est-�a-dire que lesvariables ne peuvent être a�ect�ees qu'une seule fois.Nous avons mentionn�e dans l'introduction de cette th�ese que l'approche interne �etait bien d�e-velopp�ee en Alpha. En e�et, le syst�eme Alpha lui-même, tel qu'il est actuellement d�evelopp�e,repose une châ�ne de transformations, qui sont en fait des r�e�ecritures. L'environnement implant�e,con�cu comme une sur-couche du syst�eme Mathematica, permet d'op�erer des transformations etdes ra�nements tels que l'ajout de variables interm�ediaires, la s�erialisation des communications,l'ordonnancement et le changement de base en espace-temps, etc. [30, 61]. Cette châ�ne de trans-formations permettra �a terme de passer d'une sp�eci�cation �equationnelle de haut niveau �a unedescription de circuit. Toutes ces transformations | d�es lors que leur correction a �et�e prouv�ee |pr�eservent la s�emantique des programmes. Il est donc possible de prouver l'�equivalence de pro-grammes Alpha directement dans le syst�eme Alpha, par exemple par transformations successivesaboutissant �a une forme commune.Cependant, malgr�e la richesse de ces transformations internes, de nombreux besoins ne sontpas couverts au niveau de la validation. L'�etude de la litt�erature ainsi que des discussions avec lesmembres de l'�equipe d�eveloppant Alpha ont fait apparâ�tre plusieurs types de probl�emes.� Au niveau des sp�eci�cations : même si l'on prouve que toutes les transformations implant�eesenMathematica sont correctes, ceci ne permet d'�etablir que l'�equivalence de la sp�eci�cationinitiale avec la forme �nale. Lorsque les sp�eci�cations deviennent quelque peu complexes, il



80 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONdevient n�ecessaire de v�eri�er que celles-ci respectent certaines propri�et�es. Ceci devient cruciallors de la conception modulaire de syst�emes.� Les propri�et�es que l'on peut souhaiter prouver ne concernent pas n�ecessairement toute las�emantique du programme. Nous appelons ce type de propri�et�es des propri�et�es partielles .Dans ce cas, il semble inadapt�e de raisonner par �equivalence.� Il apparâ�t que le langage Alpha lui-même est trop faible pour exprimer les propri�et�es d�esi-r�ees. Ceci est dû notamment �a la forme trop restreinte des domaines poly�edriques, ainsi qu'�al'impossibilit�e d'exprimer des propri�et�es inductives.Nous allons ici illustrer ces di��erents points sur des exemples, et montrer que, alors que lelangage Alpha par nature favorise une approche de type interne, une approche externe s'av�ere�egalement n�ecessaire. Nous ne donnons pas auparavant une description compl�ete du langage, celle-ci peut se trouver au chapitre suivant. Signalons seulement qu'un programme est constitu�e d'unsyst�eme, comprenant des variables d'entr�ee d�eclar�ees apr�es le nom du syst�eme, des variables desortie d�eclar�ees apr�es le mot clef return, des variables locales d�eclar�ees apr�es le mot clef var, etun ensemble d'�equations compris entre les mots-cl�es let et tel. Toutes les variables sont d�ecla-r�ees statiquement sur des domaines poly�edriques. Les exemples donn�es ici sont tr�es simples et nen�ecessitent pas une v�eritable connaissance du langage.1.1 Propri�et�es d'�equivalenceCes propri�et�es sont des propri�et�es d'�equivalence de programmes e�ectuant le même calcul |au sens fonctionnel | mais di��erant par la syntaxe ou par l'(( algorithme )) de calcul.Une premi�ere cat�egorie parmi ces propri�et�es d'�equivalence est celle des propri�et�es purement struc-turelles. Consid�erons par exemple le programme suivant, calculant une convolution sur une fenêtrede largeur 4. system convolution (a : fj | 1<=j<=4g of integer;x : fi | i>=1g of integer)returns (y: fi | i>=4g of integer);var Y : fi,j | 0<=j<=4; i>=4g of integer;let Y[i,j] = casef| j=0 g : 0[];f| 1<=j<=4g: Y[i,j-1] + a[j] * x[i-j+1];esac;y[i] = Y[i,4];tel;



1.1. PROPRI�ET�ES D'�EQUIVALENCE 81Nous aimerions prouver que ce programme est �equivalent �a un autre, o�u la variable Y [i; j] a �et�ecalcul�ee de fa�con di��erente. Par exemple, si l'on (( d�eroule )) le calcul sur les premi�eres valeurs de j :Y[i,j] = casef| j=0 g: 0[];f| j=1 g: a[1] * x[i];f| 2<=j<=4g: a[j-1] + Y[i,j-1]+ a[j] * x[i-j+1] - a[j-1];esac;Bien entendu, une �equivalence de ce type peut être prouv�ee grâce �a des r�egles de r�e�ecrituresu�samment puissantes. Remarquons cependant que de telles r�egles feraient intervenir des connais-sances de nature s�emantique, telles que a + b + c � a = b + c, qui ne sont pas toujours triviales(qu'en est-il par exemple dans le cas d'un d�epassement de capacit�e?).Un autre exemple, l�eg�erement plus subtil, consiste �a introduire une variable suppl�ementaire. Cetype de transformation est utilis�e par exemple pour la s�erialisation (pipeline) des communicationsa�n d'obtenir un circuit systolique. Si l'on se restreint au cas le plus simple, cela peut par exempledonner, en introduisant la variable aux dans notre programme de convolution :system convolution (a : fj | 1<=j<=4g of integer;x : fi | i>=1g of integer)returns (y: fi | i>=4g of integer);var Y : fi,j | 0<=j<=4; i>=4g of integer;aux : fi | i>=4g of integer;let Y[i,j] = casef| j=0 g : 0[];f| 1<=j<=4g: Y[i,j-1] + a[j] * x[i-j+1];esac;aux[i] = Y[i,4];y[i] = aux[i];tel;L�a encore, un syst�eme de r�e�ecriture est capable de transformer les deux derni�eres �equations eny[i] = Y[i,4];aux[i] = y[i];Cependant, même si l'on est capable de d�etecter le fait que la variable aux est (( inutile )), a-t-on toujours le droit d'�eliminer l'�equation contenant cette variable? Et si cette �equation �etait parexemple aux[i] = y[i]/a; avec a �eventuellement nul? Ces exemples montrent en tout cas que lesr�egles de r�e�ecriture doivent être mani�ees avec la plus grande prudence.Une seconde cat�egorie parmi les propri�et�es d'�equivalence est celle concernant les programmese�ectuant les mêmes calculs, mais par des algorithmes di��erents. Cette fois, il n'est pas toujours



82 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONpossible de raisonner par r�e�ecriture. C'est le cas notamment lorsque l'un des calculs se fait de fa�conr�ecursive. Consid�erons par exemple le programme suivant.system propagation: (a : f|g of integer)returns (X: ft | t >= 0g of integer);let X[t] = casef| t=0g: a[];f| t>0g: X[t-1];esac;tel;Ce programme exprime simplement une propagation de la constante a. Ce genre de propagationest largement utilis�e dans les circuits systoliques. Naturellement, nous aimerions prouver que pourtout i,X [i] = a. Comme nous ne connaissons pas a priori la valeur de i, nous ne pourrons y parvenirpar r�e�ecriture. Un autre exemple tr�es proche consiste �a remplacer dans le programme pr�ec�edentX[t-1] par X[t-1]+1, et a par 0[]. Nous avons alors d�e�ni un compteur 1. Jusqu'�a maintenant,la preuve que ce genre de d�e�nition satisfait la propri�et�e voulue de propagation de constante oud'implantation d'un compteur se faisait par induction (( �a la main )), en l'absence de cadre formelpour la justi�er (voir par exemple l'article de Dezan et Quinton [26]).Un autre exemple, l�eg�erement plus complexe, de propri�et�e n�ecessitant une preuve par induc-tion est donn�e par Rajopadhye dans [62]. L'auteur de cet article cherche notamment �a calculer unordonnancement pour un certain programme. Pour cela, il remplace (informellement !) toutes les�equations du programme, de la forme app[i,j,k] = app[i,k,k] * app[i,j,k-1] par des �equa-tions de la forme free[i,j,k] = 1[] + (free[i,k,k] max free[i,j,k-1]). Cette transforma-tion doit permettre de trouver un ordonnancement au plus tôt. Le programme ainsi transform�edonnesystem Free: (f N | N>=2 g parameter)returns (free: f i,j,k | 0<=k<=N; 0<i,j<=N g of integer);let free[i,j,k] = casef| k=0g: 0[];f| k>0; i=j=kg: 1[] + free[i,j,k-1];f| k>0; j=k; i>kg | f| k>0; j=k; i<kg :1[] + (free[i,j,k-1] max free[k,j,k]);f| k>0; i=k; j>kg | f| k>0; i=k; j<kg :1[] + (free[i,k,k] max free[i,j,k-1]);f| k>0; i>k>jg | f| k>0; j>k>ig | f| k>0; j,i>kg | f| k>0; i,j<kg:1[] + (free[i,j,k-1] max free[i,k,k] max free[k,j,k]);esac;tel;1. C'est d'ailleurs toujours de cette fa�con que de tels compteurs sont d�e�nis en Alpha, puisqu'il est impossibled'utiliser une variable d'indice dans une expression de d�e�nition : X[t]=t n'est pas une �equation l�egale en Alpha.



1.2. PROPRI�ET�ES PARTIELLES 83Une dose su�sante d'intuition permet de constater qu'il existe une formulation beaucoup plussimple, et non r�ecursive, du même calcul :system Closed : (f N | N>=2 g parameter)returns (closed: f i,j,k | 0<=k<=N; 0<i,j<=N g of integer);var idxk: f x |g of integer;let idxk[x] = casef|x<0g: idxk[x+1] - 1[];f|x=0g: 0[];f|x>0g: idxk[x-1] + 1[];esac;closed[i,j,k] = casef| k=0g : 0[];f| k>0; i=j=kg: 3[]*idxk[k] - 2[];f| k>0; j=k; i>kg | f| k>0; j=k; i<kg| f| k>0; i=k; j>kg | f| k>0; i=k; j<kg: 3[]*idxk[k] - 1[];f| k>0; i>k>jg | f| k>0; j>k>ig| f| k>0; j,i>kg | f| k>0; i,j<kg: 3[]*idxk[k];esac;tel;On remarquera qu'il est n�ecessaire d'introduire un champ de donn�ees auxiliaire idxk qui sert decompteur pour exprimer idxk = k. Ici encore, une preuve (( �a la main )) a �et�e n�ecessaire pour montrerl'�equivalence des deux formulations. La d�e�nition d'un cadre formel permettrait de g�en�eraliser cetype de r�esultat, impossible �a obtenir par r�e�ecriture.1.2 Propri�et�es partiellesUn autre inconv�enient de l'approche interne est l'impossibilit�e d'abstraire les propri�et�es quinous int�eressent. Le raisonnement par �equivalence nous oblige �a consid�erer syst�ematiquement toutela s�emantique du programme, même si nous ne sommes int�eress�e que par une propri�et�e partielle.Reprenons l'exemple de la convolution. Il est possible de prouver �a la main que ce programme simplecalcule e�ectivement une convolution. Mais nous pouvons avoir envie de savoir uniquement que,sous certaines hypoth�eses sur les entr�ees, il n'y aura pas de d�epassement de capacit�e des variablespendant le calcul. Dans ce cas, le calcul exact de toutes les variables est inutile, et coûteux entemps. Supposons sur cet exemple que les coe�cients de la convolution sont born�es par M et queles valeurs d'entr�ee sont born�ees par K (ces deux hypoth�eses tiennent lieu de pr�econdition). Jeveux alors simplement montrer que les valeurs de sortie sont born�ees par 4KM (postcondition). Lapreuve de cette propri�et�e ne devrait alors pas n�ecessiter le passage par un calcul des valeurs exactesdes sorties. Il nous faut donc d�e�nir une m�ethode de preuve permettant d'exprimer des propri�et�esplus (( abstraites )).1.3 Propri�et�es non exprimables en AlphaLa derni�ere cat�egorie | et la plus int�eressante | des propri�et�es qui apparaissent n�ecessairesest celle concernant des propri�et�es que l'on ne peut exprimer en Alpha. Nous avons vu dans les



84 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONsections pr�ec�edentes des expressions qui n'existent pas en Alpha, comme dans le cas du compteurX[t]=t. De telles restrictions sont davantage dues au but initial poursuivi par la d�e�nition dulangage | d�ecrire des circuits systoliques | qu'�a sa nature même. Il existe d'autres probl�emes, quiseraient di�ciles �a r�esoudre sans alt�erer profond�ement le langage, au risque de perdre l'avantagede l'automatisation pour nombre de transformations. Prenons un exemple.
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system hardware_share: ({N|N>=0} parameter;X1,X2: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;C:{t|t>=0} of boolean)returns (X: {t|t>=0;t<=N+1} of integer);varXprim: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;letX[t] = Xprim[t]*2[];Xprim[t] = if C[t] thencase {|0<=t<=N}: X1[t];{|t=N+1}: 0[];esac elsecase {|1<=t<=N+1}: X2[t-1];{|t=0}: 0[];esac;tel;Fig. 1.1 { Un exemple de circuit (multiplexeur)Le programme en �gure 1.1 d�ecrit un circuit compos�e d'un op�erateur � (une multiplication par2 sur cet exemple de programme), et d'un multiplexeur. Suivant la valeur du contrôle bool�een C, lemultiplexeur transmet soit la premi�ere entr�ee soit la seconde sur la sortie. La deuxi�eme entr�ee passeen outre par un registre qui permet de la retarder d'un cycle d'horloge. Supposons maintenant quele contrôle soit sp�eci��e de la fa�con suivante :C[t] = case {|t=0}: true;{|t>0}: not C[t-1];esac;Intuitivement, il est clair que pour les valeurs paires de t, C[t] = true , donc X [t] = X1[t], et pour lesvaleurs impaires C[t] = false, donc X [t] = X2[t � 1]. Cependant, même cette propri�et�e tr�es simplene peut être prouv�ee uniquement au moyen de r�e�ecritures :� elle ne peut même pas être exprim�ee : {|u>=0}:X[2u]=X1[2u] n'est pas une expression l�egaleen Alpha, car l'ensemble des entiers pairs n'est pas un domaine poly�edrique ;� la preuve de cette propri�et�e fait intervenir une induction sur un domaine non born�e, ce quel'on ne peut appr�ehender par des r�e�ecritures.Ces exemples divers montrent qu'il existe de nombreuses propri�et�es que l'on souhaiterait prouversur des programmes Alpha, principalement au niveau des sp�eci�cations, et que les propri�et�es lesplus int�eressantes ne peuvent être �etablies si l'on se cantonne �a une approche interne. Nous allonsdonc d�e�nir un cadre externe pour la validation de programmes Alpha, s'appuyant sur un langageplus (( riche )).Remarquons �nalement que, plus le programme Alpha a une taille importante, plus le besoind'(( abstraire )) des propri�et�es �a partir de ce programme se fait sentir. Ceci est d'autant plus vrai dans



1.3. PROPRI�ET�ES NON EXPRIMABLES EN ALPHA 85le cas de programmes structur�es par l'introduction de modules, tels qu'introduits par de Dinechindans sa th�ese [30]. Avec de tels programmes, il ne parâ�t pas (( raisonnable )) de tenir compte detous les calculs e�ectu�es par tous les sous-programmes. Abstraire des propri�et�es modulaires est unenjeu crucial, que nous abordons dans le dernier chapitre de cette seconde partie.PlanLe contenu de cette seconde partie est le suivant : nous donnons tout d'abord une rapide descrip-tion du langage Alpha dans le chapitre 2. Nous d�e�nissons ensuite une s�emantique op�erationnelle(chapitre 3) qui sert de base �a l'�etablissement d'un cadre logique de sp�eci�cation et de preuve (cha-pitre 4). Le chapitre 5 donne une m�ethodologie de preuve s'inscrivant dans ce cadre, et le chapitre 6donne une premi�ere piste pour envisager des preuves modulaires.



86 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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chapitre2Le langage AlphaDans ce chapitre, nous donnons tout d'abord une rapide description du langageAlpha tel qu'il a�et�e d�e�ni dans [52]. Une description assez compl�ete peut être trouv�ee dans [69]. Cette description dulangage en donne une vision de type macroscopique (selon la terminologie introduite par Boug�e [3]),o�u les objets de base (variables et expressions) sont des poly�edres. Nous donnons ensuite unevision de type microscopique du langage, o�u les variables sont d�estructur�ees en leurs composantes�el�ementaires. Cette vision nous sera utile pour la d�e�nition de la s�emantique op�erationnelle.Le langage Alpha a �et�e d�e�ni par Mauras [52]. Il est fond�e sur le formalisme des �equationsr�ecurrentes de Winograd [43], et plus pr�ecis�ement sur le mod�ele des �equations r�ecurrentes a�nes .Les programmes Alpha op�erent sur des donn�ees d�e�nies sur des domaines poly�edriques, avec desrelations de d�ependance a�nes. Domaines et d�ependances sont d�e�nis statiquement.Contrairement �a certains langages voisins de type Lustre [17],Alpha ne connâ�t pas a priori denotion de temps. Un programmeAlpha ne fait que d�ecrire un ensemble de calculs. Les d�ependancesentre ces calculs imposent des restrictions sur l'ordre dans lequel ceux-ci sont ex�ecut�es,mais sans quecet ordre soit total ou explicite. Dans la plupart des cas, il peut y avoir plusieurs ordres d'ex�ecutiondonnant le même r�esultat. Il est parfois possible d'interpr�eter une dimension des domaines comme�etant le temps, mais ce n'est qu'une interpr�etation parmi d'autres. Ces aspects seront discut�es pluspr�ecis�ement dans le chapitre suivant.Le langage Alpha est dit �a assignation unique : chaque point du domaine d'une variable po-ly�edrique ne peut avoir qu'une valeur (( utile )) ; cette valeur ne sera pas �ecras�ee par un calculult�erieur.Nous pr�esentons maintenant les objets et structures du langage. Dans la suite, Z, Q, R et Bd�enoteront respectivement les ensembles des entiers relatifs, des rationnels, des r�eels et des bool�eens.2.1 Pr�esentation de Alpha : une vision macroscopique2.1.1 VariablesUne variable en Alpha est un ensemble multidimensionnel d�enombrable de valeurs, qui sonttoutes de même type (entier, r�eel ou bool�een). Plus formellement, une variable Alpha peut êtrevue comme une fonction partielle de Zn!Z,Zn! R ou Zn! B , o�u n est un entier positif. Cettefonction poss�ede un domaine de d�e�nition donn�e statiquement par la d�eclaration de la variable, etque nous appellerons simplement domaine de la variable. Ce domaine est d�e�ni comme l'union depoly�edres convexes de dimension n. Plus formellement, nous donnons les d�e�nitions suivantes.D�e�nition 15 (Poly�edre) Un poly�edre P de dimension n est un sous-ensemble de Qn born�e par un



88 CHAPITRE 2. LE LANGAGE ALPHAnombre �ni d'hyperplans 1.D�e�nition 16 (Domaine) Un domaine poly�edrique D de dimension n est d�e�ni commeD =Zn \ Po�u P est une union de poly�edres de dimension n.La d�e�nition d'une variable peut donc être formalis�ee de la fa�con suivante.D�e�nition 17 (Variable) Une variable X est une application d'un domaine dans un ensemble d'uncertain type. X : D 7! To�u T =Zou R ou B .Remarque : les variables scalaires sont d�e�nies sur le domaine trivial Z0.Par exemple, la d�eclaration suivanteX : fi,j | 0 <= i <= j <= 2gest celle d'une variable ayant un domaine triangulaire de la forme suivantej�!i # X0;0 X0;1 X0;2X1;1 X1;2X2;2Les indices i et j donn�es ici sont bien entendu muets.Des domaines plus complexes peuvent être d�e�nis grâce aux op�erateurs j, & et &� repr�esentantrespectivement l'union, l'intersection et la di��erence. Le point important est que l'ensemble desunions de poly�edres convexes est stable par toutes ces op�erations. Les domaines peuvent naturelle-ment être non born�es. Par exemple, fi,j,k | k=i+jgrepr�esente un plan dans un espace �a trois dimensions.2.1.2 ExpressionsLes expressions Alpha sont construites �a partir des variables et des constantes, combin�ees parles op�erateurs d�ecrits ci-dessous. Les expressions poss�edent donc, comme les variables, un type etun domaine, inf�er�es statiquement �a partir de ceux de leurs constituants.Les op�erateurs utilis�es pour construire les expressions sont de trois types : les op�erateurs im-mobiles d�ecrivent des op�erations point-�a-point, les op�erateurs spatiaux manipulent les domaines etpermettent d'exprimer des communications, et l'op�erateur de r�eduction introduit ult�erieurementpar Le Verge [48] combine ces deux types d'op�erations.1. Rappelons qu'une �equation a�ne d�e�nit un hyperplan.



2.1. PR�ESENTATION DE ALPHA : UNE VISION MACROSCOPIQUE 892.1.3 Op�erateurs immobilesCe sont la plupart des op�erations arithm�etiques et relations logiques scalaires usuelles, �etenduscomposante par composante aux domaines poly�edriques. Ce type d'extension est tout �a fait sem-blable �a celui d�ej�a pr�esent�e pour le langage L au d�ebut de ce manuscrit. Par exemple, si l'on a lesd�eclarations suivantes pour les variables X et Y :X: fi,j | 0 <= i <= j <= 2gY: fi,j | 0 <= i <= 2, 0 <= j <= 2gla somme X + Y sera l'ensemble des valeursX0;0 + Y0;0 X0;1 + Y0;1 X0;2 + Y0;2X1;1 + Y1;1 X1;2 + Y1;2X2;2 + Y2;2Le domaine d'une expression d�e�nie par un op�erateur immobile est l'intersection des domaines deses sous-expressions 2. Sur l'exemple de la somme X + Y , le domaine de la somme est le domainede X , qui est l'intersection des deux domaines.2.1.4 Op�erateurs spatiauxLes op�erateurs spatiaux sont de trois types.� L'op�erateur de restriction, not�e (( : )), restreint une expression �a un sous-domaine. Si l'expres-sion E est d�e�nie sur le domaine D, alors D0 : E est d�e�nie sur D \ D0 et poss�ede les mêmesvaleurs que E sur cette intersection. La syntaxe permettant de d�ecrire D0 est la même quecelle utilis�ee pour les d�eclarations de variables.� L'op�erateur d'union (case) permet de rassembler des sous-expressions ayant des domainesdisjoints. Les sous-expressions forment un ensemble feig1�i�n dont les domaines respectifssont les fDig1�i�n, tels que Tni=1Di = ;, et l'expression case e1; : : : ; en esac est d�e�nie surl'union Sni=1Di et vaut ei en un point z 2 Di. Dans la plupart des cas, les expressions eiutilisent l'op�erateur de restriction a�n d'assurer la disjonction des domaines.� L'op�erateur de d�ependance, not�e (( . )), permet d'exprimer une communication. Il admet commearguments une expression e et une fonction a�ne f sur les indices. La valeur de l'expression e:fau point z est la valeur de l'expression e au point f(z). Si D est le domaine de e, le domaine dee:f est donc f�1(D). La syntaxe des fonctions a�nes est du type (i,j -> 2i-1,i+j), les variablesi et j �etant muettes. Cette fonction pourrait être d�enot�ee plus classiquement par �(i; j):(2i�1; i + j). La dimension de l'ensemble d'arriv�ee de la fonction n'est pas obligatoirement lamême que celle de l'ensemble de d�epart. Par exemple, (i -> i,i+1) est �egalement une fonctionde d�ependance valide.2.1.5 Op�erateur de r�eductionCet op�erateur, introduit par Le Verge dans sa th�ese [48], permet d'associer un op�erateur point-�a-point associatif et commutatif �a une op�eration de communication de type gather (de plusieurssources vers un même but). Consid�erons une expression e de domaine D = Sni=1 Pi, un op�erateur2. Cette intersection est vide si les domaines ne sont pas de même dimension.



90 CHAPITRE 2. LE LANGAGE ALPHAcommutatif et associatif � poss�edant un �el�ement neutre, et une fonction a�ne f de D dans Zp.L'expression reduce (�; f; e) est d�e�nie sur l'union des enveloppes convexes 3 des f(Pi) et a pour va-leur, en un point z de ce domaine,Lfz02Djf(z0)=zg e(z0). En g�en�eral, la fonction f est une projection.Par exemple, le calcul de la somme NXj=1 aijbjs'exprimera en Alpha reduce(+,(i,j->i),a*b.(i,j->j))Ici, f est une projection sur i.Aux indices z tels que l'ensemble fz0 2 D j f(z0) = zg est vide, l'expression a pour valeurl'�el�ement neutre de l'op�erateur �.2.1.6 ProgrammesUn programme Alpha est appel�e syst�eme. Il comprend un en-tête comprenant des d�eclarationset un ensemble d'�equations d�elimit�e par les mots-clefs let et tel.L'en-tête permet de distinguer trois classes de variables : les variables d'entr�ee, les variablesde sortie (plac�ees apr�es le mot-clef returns), et les variables locales (plac�ees apr�es le mot-clef var).L'en-tête permet donc de d�e�nir les noms et les domaines de ces variables. L'en-tête d�e�nit aussides param�etres de taille utilis�es dans les d�eclarations de domaines.Une �equation associe une variable et une expression. Il s'agit d'une �equation de d�e�nition etnon d'une a�ectation. On la note X = EComme exemple de programme, nous donnons deux versions d'un syst�eme d�ecrivant un �ltre deconvolution (�gures 2.1 et 2.2). Les variables a et x sont des variables d'entr�ee, y est une variablede sortie, et Y une variable locale. Le syst�eme est param�etr�e par N .2.1.7 Notation tableauL'�ecriture et surtout la lecture des expressions contenant des fonctions de communication n'estpas toujours ais�ee. Wilde [69] a donc introduit une notation plus intuitive, dite notation tableau.Ainsi, au lieu d'�ecrire Y = A * X.(i,j ->i+j)on �ecrira Y[i,j] = A[i,j] * X[i+j]Le passage de la notation initiale �a la notation tableau | et r�eciproquement | est uniquement unemanipulation syntaxique. L'exemple du programme de convolution en notation tableau est donn�een �gure 2.3.Dans le cas de composition de fonctions de d�ependance (d�ependances imbriqu�ees), d'op�erateursde restriction imbriqu�es ou d'op�erateurs de r�eduction, cette notation n'est pas utilisable et il fautrevenir �a la notation initiale.3. Remarquons qu'en g�en�eral, f(Pi) n'est pas un domaine poly�edrique. Par exemple, l'image de tout domaine nonvide et non r�eduit �a un point par (i ->2*i) n'est pas convexe.



2.1. PR�ESENTATION DE ALPHA : UNE VISION MACROSCOPIQUE 91system convolution( N : f N | N>=0 g parameter;a : f j | 1<=j<=N g of integer;x : f i | i>=1 g of integer )returns ( y : f i | i>=N g of integer);var Y : f i,j | 0<=j<=N; i>=N g of integer;let Y = reduce(+,(i,j->i),x.(i,j->i-j+1)*a.(i,j->j));y = Y.(i->i,N);telFig. 2.1 { Programme Alpha d�ecrivant un �ltre de convolution et utilisant une r�eduction.
system convolution( N : f N | N>=0 g parameter;a : f j | 1<=j<=N g of integer;x : f i | i>=1 g of integer )returns ( y : f i | i>=N g of integer);var Y : f i,j | 0<=j<=N; i>=N g of integer;let Y = casef i,j| j=0 g : 0.(i,j->);f i,j| 1<=j<=N g : Y.(i,j->i,j-1) + a.(i,j->j)*x.(i,j->i-j+1);esac;y = Y.(i->i,N);tel Fig. 2.2 { Programme Alpha d�ecrivant un �ltre de convolution.



92 CHAPITRE 2. LE LANGAGE ALPHAsystem convolution( N : f N | N>=0 g parameter;a: f j | 1<=j<=N g of integer;x: f i | i>=1 g of integer )returns ( y : f i | i>=N g of integer);var Y: f i,j | 0<=j<=N; i>=N g of integer;let Y[i,j] = casef | j=0 g : 0[];f | 1<=j<=N g : Y[i,j-1] + a[j]*x[i-j+1];esac;y[i] = Y[i,N];telFig. 2.3 { Le programme de convolution en notation tableau.2.2 Une vision microscopiqueNous avons donn�e jusqu'�a maintenant une vision du langage Alpha qui consid�ere les poly�edrescomme les entit�es de base, et qui op�ere par manipulations globales sur ces poly�edres. Nous allonscompl�eter cette vision de type macroscopique par une autre vision, qui se place cette fois au niveaudes instances de variables poly�edriques . C'est cette vision, dite de type microscopique, qui nousservira pour la d�e�nition d'une s�emantique op�erationnelle.2.2.1 D�estructuration des variablesDans la d�e�nition du langage Alpha, les variables sont des ensembles de composantes d�e�niessur un domaine poly�edrique. Nous utiliserons la terminologie suivante.On appelle variable une (( variable )) poly�edrique Alpha prise dans le sensclassique du terme.On appelle composante un point (une instance) d'un champ de donn�ees.Par exemple, le texte suivantvar Y : f i,j | 0<=j<=N; i>=N g of integer;d�e�nit une variable Y et un ensemble de composantes Y [i; j].�A partir de ce point, nous n'allons plus raisonner directement sur des poly�edres, mais sur desensembles de composantes, qui sont donc (( d�estructur�es )).2.2.2 Ensembles d'entr�ee et de sortieNous distinguons deux ensembles particuliers de composantes :� les composantes de sortie, qui correspondent aux instances des variables d�eclar�ees en sortied'un syst�eme ;



2.2. UNE VISION MICROSCOPIQUE 93� les composantes d'entr�ee, qui correspondent d'une part aux instances des variables d�eclar�eesen entr�ee d'un syst�eme, et d'autre part aux composantes dont l'expression de d�e�nition est(( syntaxiquement )) constante, c'est-�a-dire ne fait pas intervenir de composante. Ces deuxtypes de composantes vont en e�et pr�esenter le même comportement.Les autres composantes seront dites locales . L'ensemble des composantes locales est donc un sous-ensemble de celui des instances de variables d�eclar�ees comme locales par la section var.On remarquera que ces ensembles de composantes peuvent être calcul�es par une simple analysesyntaxique d'un programme Alpha.2.2.3 �Equations et programmesUne �equation associe une expression de d�e�nition �a une composante. Elle est not�eex = e(y1; : : : ; yn) ou x = e(~y)Ces �equations peuvent être directement d�eriv�ees du texte du programme Alpha.Un programme est alors simplement vu comme la donn�ee de� un ensemble de composantes d'entr�ee In ;� un ensemble de composantes de sortie Out ;� un ensemble d'�equations x = e(~y), d'au plus une �equation pour chaque composante x.2.2.4 Graphe de d�ependancesLe graphe de d�ependance d'un programme Alpha permet d'abstraire celui-ci en �eliminantles calculs pour ne garder que les directions des mouvements de donn�ees entre composantes. Lesn�uds du graphe sont les composantes, et il y a un arc entre deux composantes si l'une d�ependdirectement de l'autre : on dit qu'une composante x d�epend directement d'une composante y s'ilexiste une �equation de d�e�nition x = e(: : : ; y; : : :).Il existe pour les syst�emes d'�equations r�ecurrentes uniformes ou a�nes d'autres notions degraphes de d�ependance tirant pro�t de la r�egularit�e de celles-ci, mais elles ne nous seront pas utilesici. Une notation classique pour traduire le fait qu'une composante x d�epend d'une composante yconsiste �a �ecrire 4 x �! y:Nous utiliserons une autre notation, pr�ef�erant conserver la 
�eche pour d'autres usages. Nous nousint�eresserons en e�et aux graphes de d�ependance sans cycles, et plutôt �a l'ordre partiel induit dansce cas par le graphe de d�ependance. Nous noterons alors � la fermeture r�e
exive et transitive dela relation de d�ependance directe : x � ys'il existe un chemin (�eventuellement de longueur nulle) de y �a x dans le graphe de d�ependance,c'est-�a-dire s'il existe une suite (x0; : : : ; xn) telle que x0 = x, xn = y, et pour tout i, 1 � i � n, xi =e(: : : ; xi�1; : : :) est l'�equation de d�e�nition de xi. Un tel chemin est appel�e chemin de d�ependance.4. Attention au sens de la 
�eche !



94 CHAPITRE 2. LE LANGAGE ALPHA2.2.5 Programmes bien form�esNous avons donn�e une d�e�nition tr�es g�en�erale de la notion de programme, qui dit que tout en-semble d'�equations de d�e�nition contenant au plus une �equation par composante est un programme.Nos aurons besoin d'une notion plus restreinte, qui correspond en fait aux programmes (( utiles ))et (( ex�ecutables )) 5 :Un programme bien form�e est un programme respectant les deux conditions suivantes :� il y a une et une seule �equation de d�e�nition pour chaque composante qui n'estpas une composante d'entr�ee ;� le graphe de d�ependance est sans cycle 6.Dans la suite, nous ne consid�ererons que des programmes bien form�es.

5. Cette notion sera pr�ecis�ee au chapitre suivant.6. Contrairement au point pr�ec�edent, celui-ci n'est malheureusement pas d�ecidable par analyse syntaxique.
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chapitre3Deux s�emantiques op�erationnellesComme nous l'avons vu dans le chapitre pr�ec�edent, la d�e�nition d'un programme Alpha nesp�eci�e pas l'ordre d'�evaluation des expressions. Un même programme peut avoir plusieurs cheminsd'�evaluation, dont la r�eunion forme un graphe d'ex�ecution (voir par exemple le rapport de DEA deN�edelka, [54]). Par ailleurs, même si parfois plusieurs instances d'une même variable peuvent être�evalu�ees en parall�ele, les �evaluations ne se font pas de fa�con monolithique pour ces variables. Chaquetransition dans le graphe d'ex�ecution correspond �a l'�evaluation d'un seul point d'une variable, c'est-�a-dire �a une composante dans notre vision microcopique. C'est ici en e�et que cette vision s'av�ereutile : plutôt que de raisonner sur des variables structur�ees, nous allons travailler avec des transitionsau sein d'ensembles homog�enes de composantes.Le m�emoire de DEA de N�edelka [54] donne une premi�ere id�ee de ce que serait une s�emantiqueop�erationnelle pour Alpha. Il propose en particulier deux approches, qui di��erent selon la fa�condont le graphe d'ex�ecution est g�en�er�e. La premi�ere, de type (( 
ot de donn�ees )), consiste �a �evaluerune expression d�es que les composantes libres sont d�e�nies. La seconde, (( �a la demande )), n'�evalueque des expressions utiles au calcul d'une composante de sortie. Apr�es avoir pr�ecis�e les notationsque nous emploierons, nous reprenons ici ces deux approches et �etablissons leur �equivalence.3.1 NotationsValeur ind�e�nie Pour tout ce qui concerne la s�emantique op�erationnelle, nos ne tenons pas comptedu type des composantes. Nous consid�erons en revanche un �el�ement particulier de l'ensemble desvaleurs, que nous notons ?, et qui d�enote la non-d�e�nition. L'ensemble des valeurs sera donc V [?,o�u V repr�esente l'ensemble des valeurs d�e�nies.�Etats Un �etat (ou environnement) � est une application de l'ensemble des composantes dansl'ensemble des valeurs. Le support de � est l'ensemble des composantes ayant une valeur d�e�niedans �. On le note supp(�) : supp(�) = fx j �(x) 6= ?gLes �etats sont g�en�eralis�es aux expressions de fa�con usuelle. Nous ne d�etaillons pas ici la fonction decalcul des expressions, tout �a fait classique.�Etats initiaux et �naux Pour d�e�nir une s�emantique op�erationnelle, nous allons raisonner �a partirde transitions : une transition part d'un �etat � et donne un �etat �0 apr�es �evaluation d'une com-posante. Il nous faut alors distinguer deux notions particuli�eres d'�etats : les �etats initiaux et les



96 CHAPITRE 3. DEUX S�EMANTIQUES OP�ERATIONNELLES�etats �naux. La notion d'�etat initial n'est pas tr�es di�cile �a pr�eciser : on dit qu'un �etat est initialsi toutes les composantes d'entr�ee | et seulement celles-ci | ont une valeur d�e�nie dans cet �etat.Rappelons que l'ensemble des composantes d'entr�ee comprend les composantes dont l'expressionde d�e�nition est constante. Si l'on se place du point de vue (( description de circuit )), cela revient�a consid�erer que ces composantes sont des registres que l'on charge avec une valeur constante �al'initialisation du circuit. Nous notons Init l'ensemble des �etats initiaux :� 2 Init , supp(�) = InLa notion d'�etat �nal est plus di�cile �a mettre en �uvre. En e�et, il serait naturel de dire qu'un�etat �nal est atteint lorsque toutes les composantes sont d�e�nies. Or l'ensemble des composantespeut être in�ni. De plus, seules les composantes de sortie nous int�eressent, et de par la nature 
otde donn�ees du langage, il se peut que toutes les composantes de sortie soient valu�ees alors qu'ilreste des transitions possibles. Un �etat �nal est donc d�e�ni par rapport �a un sous-ensemble �ni descomposantes de sortie : consid�erons V un sous-ensemble �ni de Out . Alors � est un �etat �nal parrapport �a V si et seulement si toutes les composantes de V sont valu�ees dans �.3.2 L'approche (( 
ot de donn�ees ))Dans cette approche, nous consid�erons un programme comme un (( producteur )) de valeurs desortie : l'�evaluation part des composantes d'entr�ee, qui ont une valeur d�e�nie dans l'�etat initial, etcalcule les valeurs des autres composantes d�es que les expressions de d�e�nition de celles-ci peuventl'être. La �gure 3.1) illustre ce m�ecanisme : les disques noirs repr�esentent les composantes ayantune valeur, et les cercles celles qui sont encore ind�e�nies. Les 
�eches repr�esentent (en partie) lesd�ependances entre composantes. La seule chose que nous ayons besoin de savoir est le fait que les
In Out

Fig. 3.1 { L'approche (( 
ot de donn�ees ))composantes libres d'une expression de d�e�nition sont toutes d�e�nies. Le calcul ne s'appliqueraque si la composante consid�er�ee n'est pas d�ej�a d�e�nie. Plus formellement, nous donnons la r�eglesuivante, o�u x = e(y1; : : : ; yn) est l'expression de d�e�nition de x.R�egle 7 (Flot de donn�ees) (8i 2 f1::ng : �(yi) 6= ?) ^ �(x) = ?� x�! �[x �(e(y1; : : : ; yn))]



3.3. L'APPROCHE (( �A LA DEMANDE )) 97Une suite d'�etats (�i)i2f0;::;ng telle que 8i 2 f1; ::; ng; �i�1 xi�! �i est appel�ee une suite de transitions.La r�egle donn�ee ici est non-d�eterministe : �a chaque �etape, on choisit parmi une des composantes(( possibles )) celle qui sera valu�ee, sans autre restriction que celles impos�ees par le graphe ded�ependances.3.3 L'approche (( �a la demande ))L'approche pr�ec�edente permet de valuer toutes les composantes, d�es lors que leur expression ded�e�nition est �evaluable. Cette approche permet donc de calculer des composantes qui ne seront pasn�ecessaires, dans le sens o�u elles ne sont pas utiles au calcul des sorties. Par exemple, si l'on a leprogramme suivant system S ( a : f |g of integer )returns (X : ft | t>= 0g of integer;var X' : ft | t>= 0g of integer;let X[t] = X'[t];X'[t] = casef | t=0 g: a[];f | t >0 g : X'[t-1];esac;tel;Dans ce programme, les composantes de sortie sont les X [t] et les composantes locales les X 0[t]. Lar�egle d'�evaluation de type 
ot de donn�ees peut conduire �a �evaluer successivement les composanteslocales, sans jamais �evaluer les composantes de sortie. Si de plus nous rempla�cons l'�equation ded�e�nition de X par X[t] = X'[0]et si nous consid�erons la même suite d'�evaluations, nous aurons une suite in�nie d'�evaluations quisont (( super
ues )), dans le sens o�u elles ne sont utiles �a aucun calcul de composante de sortie.Nous introduisons donc une seconde approche, qui permet de restreindre les �evaluations �a cellesqui sont (( n�ecessaires )), dans le sens que nous pr�ecisons ci-dessous. Nous avons vu lors de la d�e�nitiondes �etats �naux que ceux-ci �etaient li�es �a un sous-ensemble �ni de composantes de sortie. De lamême fa�con, nous allons nous int�eresser �a des ensembles de composantes n�ecessaires au calcul d'unsous-ensemble de composantes de sortie. Nous donnons ici la d�e�nition formelle d'un tel ensemble.D�e�nition 18 (N�ecessaire) Soit V un sous-ensemble de Out. Les composantes n�ecessaires �a V sontles composantes apparaissant sur un chemin de d�ependance entre In et V .N�ecessaire(V ) = fx j 9z 2 In; 9t 2 V; z � x � tgNotons que dans cette d�e�nition V n'est pas obligatoirement �ni. Nous mentionnerons cetterestriction chaque fois qu'il y aura lieu. Par convention, l'ensemble N�ecessaire(Out) sera simplementnot�e N�ecessaire.



98 CHAPITRE 3. DEUX S�EMANTIQUES OP�ERATIONNELLES
In Out

VFig. 3.2 { L'approche (( �a la demande ))La nouvelle r�egle de transition di��ere alors de la pr�ec�edente par le fait qu'elle v�eri�e que lacomposante �a valuer est n�ecessaire(cf. �gure 3.2). Les transitions sont donc �etiquet�ees par le sous-ensemble V consid�er�e.R�egle 8 (�A la demande)(8i 2 f1::ng : �(yi) 6= ?) ^ �(x) = ? ^ x 2 N�ecessaire(V )� x=)V �[x �(e(y1; : : : ; yn))]Dans le cas o�u V = Out, nous �ecrirons simplement � x=) �0.Sur l'exemple que nous avons donn�e ci-dessus, et si l'on utilise maintenant la seconde r�egle,avec comme sous-ensemble V l'ensemble f1::Ng, les composantes X 0[t] ne seront plus �evalu�ees pourt > N .3.4 �Equivalence entre les deux approchesL'approche de type (( �a la demande )) est une restriction de l'approche 
ot de donn�ees, qui est laplus g�en�erale dans le sens o�u elle donne le graphe de toutes les ex�ecutions possibles. Nous aimerionsmontrer que la restriction que nous avons op�er�ee pour la deuxi�eme approche n'est pas trop forte,et donc que les deux approches sont en un certain sens �equivalentes. Elles ne peuvent pas l'êtredans un sens strict, puisque nous savons d�ej�a que toutes les ex�ecutions g�en�er�ees par la premi�erene peuvent l'être par la seconde. Ce qui nous int�eresse ici, ce sont les valeurs des composantes desortie. L'�equivalence est donc d�e�nie par rapport �a un ensemble de composantes de sortie. Nousdonnons d'abord une d�e�nition d'�equivalence modulo un ensemble de composantes quelconque.D�e�nition 19 (�Equivalence modulo un ensemble de composantes) Soit V un ensemble de com-posantes, et �,�0 deux �etats. On dit que � et �0 sont �equivalents modulo V , � �V �0 si et seulementsi V � supp(�) V � supp(�0) 8x 2 V; �(x) = �0(x):



3.4. �EQUIVALENCE ENTRE LES DEUX APPROCHES 99Nous voulons maintenant montrer que les �etats �naux obtenus par une suite de transitions uti-lisant la seconde r�egle sont �equivalents �a ceux obtenus grâce �a la premi�ere r�egle. Plus formellement,nous allons montrer le th�eor�eme suivant, dont la r�eciproque est trivialement vraie.Th�eor�eme 10 (�Equivalence) Soit V un sous-ensemble �ni de Out, et �0 un �etat initial. S'il existeune suite de transitions �0 x0�! �1 x1�! : : : xn�1�! �navec V � supp(�n) (c'est-�a-dire que �n est un �etat �nal par rapport �a V ), alors il existe une suite�0 x00=)V �01 x01=)V : : : x0m�1=)V �0mo�u les x0i sont des �el�ements distincts de fx0; : : : ; xng et avec �n �V �0m.Nous allons tout d'abord montrer qu'il est possible de r�earranger une suite de transitions 
otde donn�ees, a�n d'�evaluer dans un premier temps toutes les composantes n�ecessaires, puis dans unsecond temps les composantes non n�ecessaires.�0 �nUn tel r�earrangement n'est pas juste une permutation des �etats qui composent la suite detransitions. Comme l'ordre d'�evaluation des composantes n'est pas le même, les �etats ne sont pas(( enrichis )) par les nouveaux calculs de la même fa�con. Seuls les �etats �naux des deux suites serontles mêmes, apr�es �evaluation de toutes les composantes. Pour montrer que l'�etat �nal obtenu apr�es�evaluation des composantes n�ecessaires est �equivalent �a l'�etat �nal de la suite de transitions initiale,il nous faut prouver que l'incr�ement est le même, c'est-�a-dire que l'�evaluation de l'expression ded�e�nition d'une composante donnera la même valeur dans les deux suites de transitions. Nousmontrons donc tout d'abord le lemme suivant, qui exprime le fait que la valeur d'une composantene change pas �a partir du moment o�u celle-ci a �et�e calcul�ee (et est donc devenue di��erente de ?). Laclef ici provient du fait que le langage est �a assignation unique. Un r�esultat similaire a �et�e �enonc�eet discut�e informellement par N�edelka [54]. Nous en donnons ici une formulation et une preuvepr�ecises.Lemme 9 (Conservation de la valeur) Soit S un programme, �0 ! �1 ! : : : ! �k une suite detransitions pour ce programme, x une composante de S. Si �0(x) 6= ?, alors pour tout 0 � j � k,nous avons �j(x) = �0(x).Preuve. Nous montrons par r�ecurrence sur j dans f0; ::; kg que nous avons �j(x) = �0(x).Ceci est trivialement vrai pour j = 0.Supposons que cette propri�et�e ait �et�e �etablie pour j, avec j < k. Par hypoth�ese de r�ecurrence,nous avons �j(x) = �0(x), donc �j(x) 6= ?. La transition �j ! �j+1 correspond donc �a



100 CHAPITRE 3. DEUX S�EMANTIQUES OP�ERATIONNELLESl'�evaluation d'une composante xj , avec xj 6= x : �j+1 = �j [xj  �j(e(~yj))]. Comme l'�evalua-tion des expressions Alpha ne produit pas d'e�ets de bord, nous avons �j+1(x) = �0(x). Lapropri�et�e est donc �etablie pour j + 1.Nous pouvons maintenant prouver la proposition suivante, qui est la formalisation de la propri�et�ede r�earrangement.Proposition 11 (R�earrangement) Soit V un sous-ensemble �ni de Out, et �0 un �etat initial. S'ilexiste une suite de transitions �0 x0�! �1 x1�! : : : xn�1�! �navec V � supp(�n), alors il existe une suite de transitions�0 = �00 x00=)V �01 x01=)V : : : x0k�1=)V �0k x0k�! �0k+1 x0k+1�! : : : x0n�1�! �0n = �ntelle que 8>>><>>>: (x00; : : : ; x0n�1) est une permutation de (x0; : : : ; xn�1)8j 2 fk; ::; n� 1g; x0j 62 N�ecessaire(V )�0k �V �nNous donnons ici la preuve de cette proposition, technique mais assez caract�eristique de lam�ethode �a appliquer.Preuve. La preuve est faite par r�ecurrence sur la longueur n de la suite de transitions. Le r�esultatest trivial pour une suite de longueur 1. Supposons que nous l'ayons �etabli pour toute suitede longueur n� 1, et consid�erons une suite �0 x0�! �1 x1�! : : : xn�1�! �n v�eri�ant les hypoth�eses.Nous distinguons entre deux cas, suivant le statut de xn�1.� Si xn�1 62 N�ecessaire(V ). Nous appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence �a �0 x0�! �1 x1�!: : : xn�2�! �n�1. Nous obtenons alors une suite�0 = �00 x00=)V �01 x01=)V : : : x0k�1=)V �0k x0k�! �0k+1 x0k+1�! : : : x0n�2�! �0n�1 = �n�1o�u (x00; : : : ; x0n�2) est une permutation de (x0; : : : ; xn�2) et �0k �V �n�1. Comme xn�1 62N�ecessaire(V ) et V � N�ecessaire(V ), nous avons xn�1 62 V , donc �0k �V �n. En ajoutantla transition �n�1 xn�1�! �n �a la suite de transitions pr�ec�edente, nous obtenons la suited�esir�ee.� Si xn�1 2 N�ecessaire(V ). Nous appliquons d'abord l'hypoth�ese de r�ecurrence �a �0 x0�!�1 x1�! : : : xn�2�! �n�1. Nous obtenons alors la suite�0 = �00 x00=)V �01 x01=)V : : : x0k�1=)V �0k x0k�! �0k+1 x0k+1�! : : : x0n�2�! �0n�1 = �n�1o�u (x00; : : : ; x0n�2) est une permutation de (x0; : : : ; xn�2) et �0k �V �n�1. Nous avons alorsdeux cas �a consid�erer.{ Si k = n � 1. En prenant �00 x00=)V �01 x01=)V : : : x0n�2=)V �0n�1 xn�1=)V �n, nous avons la suited�esir�ee.



3.5. CONS�EQUENCES : D�ETERMINISME 101{ Si k < n � 1. Nous avons xn�2 62 N�ecessaire(V ). Montrons que nous n'avons pasxn�2 � xn�1. Dans la suite de transitions initiale, xn�2 a �et�e valu�ee dans unes�equence partant d'un �etat initial. Nous savons donc que xn�2 n'est pas dans In.De plus, l'ensemble fy j y � xn�2g est �ni, sinon xn�2 n'aurait pas �et�e valu�e.Consid�erons un �el�ement minimal pour � dans cet ensemble non-vide. Nous a�rmonsque cet �el�ement est une composante de In. Dans le cas contraire, cette composanted�ependrait d'une autre composante, puisque le programme est bien form�e, et elle nepourrait pas être minimale. Nous disposons donc d'une composante x dans In telleque x � xn�2. Si nous avions xn�2 � xn�1, nous aurions x � xn�2 � xn�1. Commexn�1 2 N�ecessaire(V ), nous aurions aussi xn�2 2 N�ecessaire(V ). C'est impossible,et nous concluons que xn�2 � xn�1.Nous pouvons maintenant (( permuter )) xn�1 et xn�2. Nous savons que, dans �0n�1,l'�equation de d�e�nition de xn�1 est �evaluable, et que �0n�1(xn�1) = ?. Commexn�2 � xn�1, ceci est �egalement valable dans �0n�2. Nous pouvons donc construirela suite de transitions suivante :�00 x00=)V �01 x01=)V : : : x0k�1=)V �0k x0k�! �0k+1 x0k+1�! : : :�0n�2 x0n�1=)V �00n�1 x0n�2�! �00n:De plus, le lemme 9 nous garantit que�00n = �n:Nous sommes ramen�es au premier cas, o�u nous avions xn�1 62 N�ecessaire(V ). Nouspouvons appliquer une fois de plus l'hypoth�ese de r�ecurrence a�n d'obtenir le r�esultatvoulu.Ceci termine la preuve de la proposition 11.Le th�eor�eme 10 est une cons�equence directe de la proposition que nous venons de montrer.3.5 Cons�equences : d�eterminismeLes propri�et�es que nous venons de montrer permettent d'�etablir imm�ediatement les propositionssuivantes. Nous avons d'abord (apr�es deux r�esultats pr�eliminaires) une propri�et�e de con
uence de las�emantique op�erationnelle : il est toujours possible de compl�eter deux suites de transitions partantd'un même �etat initial pour arriver �a un même �etat �nal. La cons�equence directe de cette propri�et�ede con
uence est la propri�et�e de d�eterminisme : si deux suites de transitions partent d'un même�etat initial et aboutissent �a des �etats �naux de même support, alors ces �etats �naux sont identiques.Proposition 12 Soit �0 �!� � une suite de transitions, et soit x une composante de Out. Si�(x) 6= ?, alors 8y 2 N�ecessaire(fxg) : �(y) 6= ?.Proposition 13 Soit V un sous-ensemble �ni de Out. Soit �0 un �etat initial et �0 =)V � � une suitede transitions telle que supp(�) = V . Alors il n'existe pas de transition � =)V .Proposition 14 (Con
uence) Soit V un sous-ensemble �ni de Out. Si �0 =)V � �1 et �0 =)V � �2,alors il existe un �etat �0 tel que �1 =)V � �0 et �2 =)V � �0.



102 CHAPITRE 3. DEUX S�EMANTIQUES OP�ERATIONNELLESProposition 15 (D�eterminisme) Soit V un sous-ensemble �ni de Out. Si�0 =)V � �1�0 =)V � �2supp(�1) = supp(�2) = V;alors �1 = �2Les r�esultats mentionn�es dans ce chapitre sur la s�emantique op�erationnelle mettent en lumi�erele fait suivant : le non-d�eterminisme sur l'ordre d'�evaluation des composantes n'implique pas unnon-d�eterminisme (( fonctionnel )), c'est-�a-dire au niveau des valeurs �nales des variables. Cettecons�equence directe de la propri�et�e d'assignation unique nous a permis d'une part de montrerqu'il est possible de r�eordonner les transitions. Elle est d'autre part indispensable pour prouverla correction de tout sch�ema d'implantation d'un traducteur du langage Alpha vers un langagesimulant une ex�ecution (C par exemple).Il nous faut ici remarquer que dans le cas g�en�eral le calcul de l'ensemble N�ecessaire est unprobl�eme ind�ecidable. Cet ensemble est utile pour prouver l'�equivalence d'une impl�ementation parordonnancement (qui est du type (( 
ot de donn�ees ))) et d'une impl�ementation �a la demande. Il nepeut en revanche être utilis�e dans un but pratique.Nous avons utilis�e ici, pour mod�eliser les calculs e�ectu�es par un programme Alpha, uneapproche de type op�erationnel. Ceci �etait rendu n�ecessaire par le fait que nous voulons pour d�e�nirensuite notre cadre logique raisonner sur des �etats �naux atteignables en un temps �ni . Mauras danssa th�ese [52] utilise une approche d�enotationnelle, en d�e�nissant une s�emantique par point �xe. Nousn'avons pas montr�e les liens entre ces deux approches. Il serait par exemple possible de montrer quetoute composante valu�ee par la s�emantique d�enotationnelle de Mauras peut �egalement être valu�eepar une suite de transitions de la s�emantique op�erationnelle 
ot de donn�ees, et r�eciproquement.Nous ne traiterons pas ici ce point de fa�con formelle.



103
chapitre4Un cadre logiqueNous disposons avec la s�emantique op�erationnelle d'une description de l'ex�ecution d'un pro-gramme Alpha. Celle-ci nous permet de sp�eci�er la fa�con dont un programme transforme un �etatinitial en un �etat �nal. Notre but est de prouver des propri�et�es sur ces �etats, donc d'adopter unevision plus abstraite que celle fournie par la s�emantique op�erationnelle. Nous avons choisi une ap-proche externe, s'appuyant sur un langage de sp�eci�cation des propri�et�es di��erent du langage deprogrammation lui-même. La d�emarche, dans ses grandes lignes, s'apparente donc fortement �a cellesuivie pour le langage L :� d�e�nir un langage d'assertion, qui nous permettra d'exprimer les propri�et�es �a prouver ;� d�e�nir une notion de sp�eci�cation, ainsi qu'une notion de validit�e des sp�eci�cations ;� d�e�nir une notion de prouvabilit�e d'une sp�eci�cation, et prouver son ad�equation avec la notionde validit�e.La notion de validit�e reposera sur la description du comportement des programmes, c'est-�a-diresur la s�emantique op�erationnelle. Nous verrons que la notion de prouvabilit�e est ici beaucoup plussimple que dans le cas d'un langage imp�eratif, grâce notamment �a la nature (( assignation unique ))du langage.4.1 Langage d'assertionComme nous l'avons vu dans le chapitre 1, nous souhaitons disposer d'un langage permettantd'exprimer des propri�et�es fonctionnelles , c'est-�a-dire ne d�ependant pas de l'ordre d'�evaluation descomposantes. Le langage que nous d�e�nissons ici nous permet donc simplement d'exprimer despropri�et�es sur les valeurs des composantes.Comme dans le cas de la logique de Hoare, le langage de d�epart est la logique du premier ordre,que nous adaptons aux caract�eristiques du langage de programmation. Deux points particuliers sont�a prendre en compte : l'existence de variables index�ees sur des poly�edres, et l'assignation uniquedes composantes, qui sont de ce fait ind�e�nies au (( d�ebut )) d'un calcul. Le langage que nous allonsutiliser doit donc permettre de traiter la valeur ind�e�nie. Une solution consisterait �a (( �etendre ))les pr�edicats usuels de la logique du premier ordre, et en particulier le pr�edicat d'�egalit�e qui doitrenvoyer true pour la formule ? = ?. Cette solution, que nous avons adopt�ee dans [9], est peusatisfaisante : comment par exemple �etendre le pr�edicat �? Nous allons ici rester dans la logique dupremier ordre en ce qui concerne les expressions arithm�etiques, et introduire un nouveau pr�edicat



104 CHAPITRE 4. UN CADRE LOGIQUEpour prendre en charge les sp�eci�cit�es que nous devons traiter. Nous introduisons donc le pr�edicatsuivant. �(X;~{; �)o�u X est une variable Alpha, ~{ un n-uplet d'expressions d'indice s'�evaluant en un vecteur d'indiceappartenant au domaine de cette variable, et � une variable de la logique du premier ordre, signi�eintuitivement (( X [~{] est d�e�nie et a la valeur de � )).Outre ce pr�edicat, le langage d'assertion comprend� des expressions d'indice ; une expression d'indice est une constante enti�ere, une variable d'in-dice, ou la combinaison d'expressions d'indice par les op�erateurs arithm�etiques usuels ;� des variables logiques (arithm�etiques ou bool�eennes) ;� des expressions arithm�etiques ; une expression arithm�etique est une valeur constante, une va-riable logique arithm�etique, ou la combinaison d'expressions arithm�etiques par les op�erateursarithm�etiques usuels ;� des expressions bool�eennes; une expression bool�eenne est une constante bool�eenne, une va-riable logique bool�eenne, ou la combinaison d'expressions arithm�etiques par les op�erateurs derelation usuels (=,<,etc.).Une formule du langage d'assertion est la combinaison d'expressions bool�eennes par les connec-teurs bool�eens usuels (^,_,6=,)), le pr�edicat � appliqu�e �a une variable Alpha, un n-uplet d'ex-pressions d'indice de même dimension que la variable et une variable logique, ou une formulequanti��ee. La quanti�cation, universelle ou existentielle, s'applique soit aux variables d'indice, soitaux variables logiques. Par exemple,8t � 0 : 8p � 0 : 9� : �(X; (t; p); �)^ � > 0signi�e que X est positif sur le domaine N�N ;8t � 0 : 9� : 9� : �(X; 2 � t; �) ^ � = true ^�(X; 2 � t + 1; �) ^ � = falsesigni�e que X [t] vaut true pour les valeurs paires de t, et false pour les valeurs impaires.Nous ne manipulerons que des formules closes . Nous supposons donc que toutes les formulessont implicitement quanti��ees, existentiellement pour les variables logiques et universellement pourles variables d'indice.Interpr�etation des formules Le langage d'assertion introduit des variables logiques, qui ne sontpas pr�esentes dans le �etats de la s�emantique op�erationnelle. Nous devons donc �etendre la notiond'�etat : � = (�; �)est un couple compos�e d'un �etat � (au sens de la s�emantique op�erationnelle), et d'une application� de l'ensemble des variables logiques dans celui des valeurs d�e�nies . L'interpr�etation des formulesse fait de la fa�con suivante� si F est une formule close, � j= F s'il existe un � tel que (�; �) j= F ;� pour le pr�edicat � : � = (�; �) j= �(X;~{; �) si �(X [~{]) = �(�) ; on remarquera que, puisque �est une application dans l'ensemble des valeurs d�e�nies, ceci implique que X est d�e�ni en ~{ ;



4.2. SP�ECIFICATIONS ET VALIDIT�E 105� pour une formule ne contenant pas le pr�edicat � : � j= F ssi � j= F au sens usuel de la logiquedu premier ordre.Nous avons donc (( encapsul�e )) les deux sp�eci�cit�es de Alpha (variables poly�edriques et pr�esencede la valeur ind�e�nie) dans le pr�edicat �.Notations et abus Le pr�edicat � tel qu'il est d�e�ni peut s'av�erer (( lourd )) �a l'utilisation. Nousintroduisons donc les notations suivantes.� lorsque nous voulons exprimer le fait qu'une composante est d�e�nie et vaut une valeurconstante a, nous �ecrirons �(X;~{; a)au lieu de 9� : �(X;~{; �) ^ � = a� de même, pour exprimer uniquement le fait qu'une composante est d�e�nie, nous �ecrirons�(X;~{) ou �(X [~{])au lieu de 9� : �(X;~{; �)� nous aurons souvent besoin d'exprimer (( si X [~{] est d�e�nie, alors sa valeur est celle de l'ex-pression f(Y1[~{1]; : : : ; Yn[~{n]) )). Ceci implique en particulier que tous les Yi[~{i] sont d�e�nies.Nous �ecrirons donc X [~{] �= f(Y1[~{1]; : : : ; Yn[~{n])pour abr�eger la formule suivante9� : �(X;~{; �)) 9�1; : : : ; �n : �(Y1; ~{1; �1) ^ : : : ^�(Yn; ~{n; �n) ^ � = f(�1; : : : ; �n)Remarquons que �= n'est pas un pr�edicat mais juste une notation.4.2 Sp�eci�cations et validit�eNous voulons d�e�nir pour Alpha une s�emantique par assertions inspir�ee de la logique de Hoare.Nous avons donc besoin d'une notion de formule de sp�eci�cation, de type fPg S fQg. Rappelonsqu'une telle formule signi�e que, si l'assertion P est vraie dans un �etat initial, l'ex�ecution deS donne un �etat satisfaisant l'assertion Q. Nous disposons du langage d'assertion d�e�ni dans lasection pr�ec�edente pour exprimer les pr�econditions P et les postconditions Q. Nous pouvons doncdonner la d�e�nition suivanteD�e�nition 20 (Formule de sp�eci�cation) Une formule de sp�eci�cation est un triplet, not�efPg S fQgo�u S est un programme Alpha, et P et Q deux formules du langage d'assertion telles que P necontient que des variables d'entr�ee.



106 CHAPITRE 4. UN CADRE LOGIQUENous nous limitons cette fois encore �a la correction partielle, c'est-�a-dire : (( si l'ex�ecution donneun �etat �nal, alors cet �etat �nal satisfait la postcondition )). Alors que dans le cas d'un langageimp�eratif le probl�eme de la terminaison est trait�e par l'introduction de variants dans la preuve desboucles, dans le cas du langage Alpha ce probl�eme est davantage un probl�eme d'ordonnancement.Savoir si un �etat �nal sera atteint est ind�ecidable ; une condition su�sante est l'existence d'unordonnancement, qui calcule l'instant d'�evaluation de chaque composante. Ces probl�emes d'ordon-nancement constituent un vaste sujet d'�etude qui ne rentre pas dans le cadre de cette th�ese.La s�emantique op�erationnelle du chapitre pr�ec�edent nous fournit la notion d'ex�ecution, ainsique les notions d'�etat initial et d'�etat �nal. Rappelons qu'un �etat initial est un �etat dont le support(ensemble des composantes d�e�nies) est exactement l'ensemble des composantes d'entr�ee, et qu'un�etat �nal est d�e�ni par rapport �a un sous-ensemble �ni des composantes de sortie. La notion devalidit�e va elle aussi faire appel �a cette restriction �a un sous-ensemble �ni. La d�e�nition de celle-ciest la traduction de la d�e�nition classique de la validit�e des triplets de Hoare dans notre formalisme.D�e�nition 21 (Validit�e sur un sous-ensemble �ni) Soit fPg S fQg une formule de sp�eci�cation,et V un sous-ensemble �ni de Out. On dit que cette sp�eci�cation est valide par rapport �a V , ce quiest not�e j=V fPg S fQgsi pour tout �etat � 2 Init tel que � j= P et pour toute suite de transitions � �!� �0 telle queV � supp(�0), nous avons �0 j= Q:L'ensemble des composantes de sortie �etant potentiellement in�ni, nous ne pouvons g�en�eraliserdirectement cette d�e�nition pour Out . Nous pouvons n�eanmoins d�e�nir une notion de validit�eglobale, en (( approchant )) Out par l'ensemble de ses sous-ensembles �nis.D�e�nition 22 (Validit�e globale) Soit fPg S fQg une formule de sp�eci�cation. On dit que cettesp�eci�cation est valide, ce qui est not�e j= fPg S fQg;si pour tout sous-ensemble �ni V de Out nous avonsj=V fPg S fQg:Nous avons donn�e une d�e�nition de la validit�e qui s'appuie sur la s�emantique op�erationnelle detype (( 
ot de donn�ees )). Qu'en est-il de la s�emantique op�erationnelle (( �a la demande ))? Avec cettes�emantique, il faut pouvoir (( oublier )) les transitions concernant des composantes non n�ecessairesau calcul des sorties. Il faut donc que la postcondition ne d�epende pas de ces transitions. Unecondition su�sante consiste �a imposer la restriction suivante : si deux �etats sont �equivalents sur lesous-ensemble V consid�er�e, alors ils valident en même temps la postcondition. Plus g�en�eralement,nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 23 (Stabilit�e) Soit Q un pr�edicat, et V un ensemble de composantes. On dit que Q eststable sur V si 8�; �0 : (� �V �0 ) (� j= Q ssi �0 j= Q)):La sp�eci�cation fPg S fQg sera dite stable si la postcondition Q est stable.



4.3. INVARIANTS ET PROUVABILIT�E 107Il est alors possible de relier les deux notions de validit�e respectives aux deux s�emantiquesop�erationnelles par la proposition suivante.Proposition 16 (Validit�e (( �a la demande ))) Si Q est un pr�edicat stable sur un sous-ensemble �niV de Out et � 2 Init� j= P� =)V � �0supp(�0) \ Out = V 9>>>=>>>; ) (�0 j= Q);alors j=V fPg S fQg:Preuve. La preuve est une cons�equence directe de la proposition 11 du chapitre 3 et de la d�e�nitiond'un pr�edicat stable. Intuitivement : la proposition de r�earrangement permet de (( repousser ))�a la �n du calcul les transitions qui ne sont pas n�ecessaires au calcul de V . Si Q est stable, savalidit�e dans un �etat �nal ne d�epend donc pas de ces transitions.4.3 Invariants et prouvabilit�eNous avons d�e�ni une notion de validit�e sur la base de la s�emantique op�erationnelle. Il nousfaut maintenant donner une notion de prouvabilit�e des sp�eci�cations. Cette fois, contrairement aucas des langages imp�eratifs, la preuve ne peut se construire grâce �a des r�egles suivant la syntaxedu langage. En e�et, le contrôle n'est pas localisable en un point pr�ecis du texte du programme.La nature it�erative de la r�egle de transition op�erationnelle sugg�ere plutôt d'utiliser des invariants .Intuitivement, un invariant est un pr�edicat qui, s'il est vrai dans un �etat initial, reste vrai le long detoute suite de transitions partant de cet �etat initial. La notion de validit�e d'une sp�eci�cation a �et�einitialement d�e�nie avec la s�emantique 
ot de donn�ees, car nous voulions lui donner la d�e�nition laplus large possible. La proposition 16 montre que de toute fa�con une d�e�nition �equivalente (moduloune hypoth�ese sur les postconditions) est possible pour la seconde s�emantique op�erationnelle. En cequi concerne la notion de prouvabilit�e, nous ne ferons intervenir que la s�emantique �a la demande.Nous voudrons en e�et au chapitre suivant montrer que notre notion de prouvabilit�e est (( compl�ete )),c'est-�a-dire que (( toute )) sp�eci�cation valide est prouvable. Les d�etails techniques de la preuven�ecessiteront de reconstruire des suites de transitions �a partir d'ensembles �nis de composantes.C'est pourquoi nous nous restreignons d�es la d�e�nition de la prouvabilit�e �a des sous-ensembles devariables, donc �a la s�emantique �a la demande.D�e�nition 24 (Invariant) Une formule I est un invariant pour le programme S, la pr�econdition Pet le sous-ensemble V � Out ssipour tout � tel que 9 �0 2 Init avec �0 j= P et �0 =)V � �; nous avons � j= I;o�u =)V d�enote une transition �a la demande relative au programme S et au sous-ensemble V .Nous pouvons alors donner la d�e�nition de la prouvabilit�e.D�e�nition 25 (Prouvabilit�e) La sp�eci�cation fPg S fQg est dite prouvable par rapport au sous-ensemble �ni V de Out, ce qui est not�e `V fPg S fQg;



108 CHAPITRE 4. UN CADRE LOGIQUEs'il existe un invariant I par rapport �a S, P et V tel quepour tout � tel que supp(�) � V; (� j= I)) (� j= Q):Plus g�en�eralement, une sp�eci�cation fPg S fQg est dite prouvable, ce qui est not�e` fPg S fQg;si elle est prouvable pour tout sous-ensemble �ni V de Out.Par exemple, true est un invariant trivial pour toute sp�eci�cation, mais il ne peut être utilis�epour une preuve dans le cas g�en�eral, car il ne sera pas possible de prouver que true ) Q pourtout Q. Revenons �a l'exemple du �ltre de convolution du chapitre 1. Rappelons tout d'abord leprogramme. system convolution (a : fj | 1<=j<=4g of integer;x : fi | i>=1g of integer)returns (y: fi | i>=4g of integer);var Y : fi,j | 0<=j<=4; i>=4g of integer;let Y[i,j] = casef| j=0 g : 0[];f| 1<=j<=4g: Y[i,j-1] + a[j] * x[i-j+1];esac;y[i] = Y[i,4];tel;Dans cet exemple, nous avonsIn = fa[j] j 1 � j � 4g [ fx[i] j 1 � ig [ fY [i; 0] j 4 � igOut = fy[i] j 4 � igD�enotons par j:j la fonction valeur absolue. Une sp�eci�cation pourrait êtreP � 8j : (1 � j � 4)) 9� : �(a; j; �)^ j�j �M^ 8i : (1 � i)) 9� : �(x; i; �)^ j�j � KQ � 8i : (4 � i)) 9� : �(Y; i; �)^ j�j � 4KMFixons une valeur i0 pour l'indice i. Avec V = fy[i0]g, nous avons trivialementj=V fPg S fQg:Il existe de nombreux invariants. Par exemple, l'un d'eux est9� : �(y; i0; �)) j�j � 4KM;



4.4. CORRECTION 109mais il n'est pas tr�es int�eressant, puisque la seule composante qu'il contient n'est d�e�nie que dansun �etat �nal. Il ne sera pas utilisable dans une preuve faisant intervenir d'autres composantes. Unautre, plus int�eressant, est 18i � 1 : �(x[i])^ 8j 2 f1 : : :4g : �(a[j])^ 8j 2 f1 : : :4g : (Y [i0; j] �= Y [i0; j � 1] + a[j] � x[i0 � j + 1])^ y[i0] �= Y [i0; 4]Nous verrons dans le chapitre suivant que cet invariant est en quelque sorte l'invariant le plusfort. Nous l'appelerons alors invariant canonique. Auparavant, nous allons �etablir la correction denotre notion de prouvabilit�e.4.4 CorrectionLes notions de validit�e et de prouvabilit�e des sp�eci�cations ont �et�e �etablies toutes deux sur labase de la s�emantique op�erationnelle. La correction de la notion de prouvabilit�e n'est donc pasdi�cile �a �etablir. Le seul point d�elicat est le fait que la validit�e est d�e�nie avec la s�emantique 
otde donn�ees alors que la notion d'invariant repose sur la s�emantique �a la demande. Il faut donc faireintervenir la stabilit�e. Nous avons imm�ediatement le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 11 (Correction) Soit V un sous-ensemble �ni de Out, et fPg S fQg une sp�eci�cationstable sur V . Si `V fPg S fQgalors j=V fPg S fQg:Preuve. D'apr�es la d�e�nition de la prouvabilit�e, il existe une formule I telle que1. pour tout � tel que 9�0 2 Init : �0 j= p ^ �0 =)V � �; on a � j= I ;2. pour tout � tel que V � supp(�), (� j= I)) (� j= Q).Prenons une suite de transitions � =)V � �0 telle que � 2 Init, � j= P et supp(�0) \ Out = V .Nous avons alors V � supp(�0), et �0 j= I . De plus, par (2) nous avons �0 j= I ) Q. Nousavons donc prouv�e que �0 j= Q:Comme Q est stable sur V , la proposition 16 donnej=V fPg S fQg:1. La d�e�nition de l'abr�eviation (( �= )) est donn�ee page 105.
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chapitre5Une m�ethodologie de preuveNous avons dans le chapitre pr�ec�edent donn�e une d�e�nition g�en�erale de la notion de prouvabilit�e.Celle-ci repose sur l'existence d'un invariant pour la sp�eci�cation que l'on veut prouver. Nousn'avons en revanche pas encore donn�e d'indications sur les m�ethodes �eventuelles pour trouver uninvariant potentiel, ni pour prouver qu'une formule est bien un invariant. Ceci constitue le but dece chapitre.Une premi�ere m�ethode consisterait �a montrer (( �a la main )) qu'une formule est un invariant,en v�eri�ant qu'elle reste vraie pour toute transition du programme. Plus pr�ecis�ement, il faudraitmontrer qu'elle reste vraie pour toute transition �a partir d'un �etat accessible du programme. Cettem�ethode supprime tout l'int�erêt du langage logique dont nous disposons, puisqu'elle nous oblige �araisonner une fois de plus (( �a la main )) sur les transitions.Remarquons par ailleurs le fait suivant : soit I un invariant pour une sp�eci�cation (et un sous-ensemble de composantes) donn�ee. Soit I 0 une autre formule du langage d'assertion, telle que l'onait j= I ) I 0Il est alors imm�ediat de constater que I 0 est �egalement un invariant.Nous allons en fait montrer qu'il existe des classes particuli�eres d'invariants, qui seront �a labase de notre m�ethodologie. La premi�ere classe est celle de ce que nous appelons les invariantscanoniques . Ceux-ci consistent en une traduction du comportement op�erationnel du programmedans le langage d'assertion. La seconde classe est celle des invariants univoques , qui permettent ded�ecrire les sorties d'un programme en fonction des entr�ees : il s'agit donc de la traduction de las�emantique d�enotationnelle dans le langage d'assertion.5.1 Invariants canoniquesUn invariant canonique est simplement une traduction dans le langage logique du texte d'unprogramme. Il contient donc toute la s�emantique de ce programme, c'est-�a-dire �a la fois les calculse�ectu�es par celui-ci et l'ordre d'�evaluation de ces calculs. De même que la s�emantique op�eration-nelle, il mod�elise donc tous les ordonnancements possibles d'un programme. L'invariant canoniqueexprime simplement le fait que� toute composante d'entr�ee A[~{] est d�e�nie : 8~{ 2 DA : �(A[~{]) ;� si une composanteX [~{] qui n'est pas une composante d'entr�ee est d�e�nie, alors les composantesdont elle d�epend sont d�e�nies, et la valeur de la composante est �egale �a la valeur de sonexpression de d�e�nition : 8~{ 2 DpX : X [~{] �= '(Y [f(~{)]; Z[g(~{)]).



112 CHAPITRE 5. UNE M�ETHODOLOGIE DE PREUVEAu lieu de raisonner sur le texte du programme et de proc�eder par r�e�ecritures, l'invariantcanonique va nous permettre de passer dans le (( monde )) de la logique et de raisonner par inf�erenceset implications. Plus formellement, nous en donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 26 (Invariant canonique) Soit S un programme Alpha. L' invariant canonique de S,not�e IC(S), est la conjonction des formules8~{ 2 DA : �(A[~{])pour toute variable d'entr�ee A, et des formules8~{ 2 DpX : X [~{] �= '(Y [f(~{)]; Z[g(~{)])pour toute variable X qui n'est pas une variable d'entr�ee.L'invariant canonique pour la pr�econdition P de S est la conjonctionIC(S) ^ PPar exemple, si nous reprenons le programme exprimant une propagation de constante donn�eau chapitre 1, son invariant canonique sera�(a)^ X [0] �= a^ 8t > 0 : X [t] �= X [t� 1]Nous n'avons pas encore montr�e que l'invariant canonique �etait e�ectivement un invariant. Cecisera fait dans la section 5.3 o�u nous avons rassembl�e les r�esultats th�eoriques. L'invariant canoniquene pr�esente pas un grand int�erêt en soi, puisqu'il n'est qu'une r�e�ecriture du programme. Son butest de servir de point de d�epart pour �etablir la preuve d'autres invariants. D'autre part, il va nousservir pour �etablir un r�esultat simple de (( compl�etude )) de notre notion de prouvabilit�e. Maisauparavant, il nous faut d�e�nir une autre classe d'invariants.5.2 Invariants univoquesL'invariant canonique d'un programme est naturellement tr�es simple �a produire, mais il peut êtretrop complexe par rapport �a la propri�et�e que nous voulons prouver. Par exemple, nous pouvonsêtre int�eress�e uniquement par la valeur �nale des composantes de sortie, sans nous pr�eoccuperde l'ordre dans lequel celles-ci sont �evalu�ees. Dans ce cas, l'invariant canonique contiendra tropd'(( information )). Nous allons donc d�e�nir une notion plus (( faible )) que celle d'invariant canonique :celle d'invariant univoque. Plus g�en�eralement, une assertion sera dite univoque si elle contientsu�samment d'information pour d�ecrire les valeurs des composantes de sortie d'un programme.Bien entendu, cette notion est d�e�nie par rapport �a un sous-ensemble �ni des composantes desortie. Nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 27 (Assertion univoque) Soit P une assertion, et V un ensemble des composantes desortie d'un programme. On dit que P est univoque par rapport �a V si pour toute paire d'�etats � et



5.3. COMPL�ETUDE RESTREINTE 113�0, on a � j= P�0 j= PV � supp(�)V � supp(�0)� �In �0 9>>>>>=>>>>>; ) � �V �0Si l'on consid�ere un programme, un invariant univoque de ce programme par rapport �a uncertain sous-ensemble de ses composantes de sortie est donc une assertion qui permet de d�ecrire lesvaleurs des composantes de sortie apr�es ex�ecution dudit programme. Toujours avec l'exemple de lapropagation de constante, un invariant univoque pour l'ensemble total des composantes de sortieet pour la pr�econdition true serait �(a)^ 8t � 0 : (X [t] �= a)Naturellement, un invariant canonique est univoque. Nous en donnons la preuve dans la sectionsuivante. Avant de passer �a l'utilisation pour des preuves concr�etes de ces notions d'invariantscanoniques et univoques, nous allons montrer que notre notion de prouvabilit�e est compl�ete pourune certaine classe de programmes.5.3 Compl�etude restreinteNous avons montr�e dans le chapitre pr�ec�edent que notre notion de prouvabilit�e �etait correcte.Nous allons maintenant montrer la r�eciproque, c'est-�a-dire que celle-ci est compl�ete : pour toutesp�eci�cation valide, il existe un invariant qui permet de prouver cette sp�eci�cation. Nous allonsnaturellement utiliser l'invariant canonique, qui est �a la fois le plus simple �a exhiber et celui quicontient le plus d'information que l'on puisse tirer d'un programme. Malheureusement, nous nepourrons obtenir ce r�esultat pour tous les programmes. En e�et, le seul point d�elicat consiste �amontrer que l'invariant canonique implique la postcondition voulue. Pour cela, il va nous falloirconstruire explicitement une suite �nie de transitions (voir les d�etails de la preuve ci-dessous). Ilfaut donc nous restreindre �a un sous-ensemble de programmes Alpha tels qu'une construction decette suite soit toujours possible.Nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 28 (Fini clos �a gauche) Soit G le graphe de d�ependances d'un programme Alpha. Ondit que G est �ni clos �a gauche si pour tout sous-ensemble �ni V des composantes de G il existe unsous-ensemble �ni W des composantes de G qui contient V et qui est clos �a gauche pour la relationde d�ependance : 8x 2 W : 8y 2 G : ((y � x)) (y 2 W ))Par extension, un programme est �ni clos (�a gauche) si son graphe de d�ependances est �ni clos �agauche.Il est ais�e de remarquer que, comme nous avons de plus suppos�e que le graphe de d�ependances�etait sans cycle (tous les programmes consid�er�es sont bien form�es), cette d�e�nition correspondexactement �a celle d'un programme ordonnan�cable. La condition impos�ee revient en e�et �a direque toutes les composantes (en particulier les composantes de sortie) doivent être calculables en



114 CHAPITRE 5. UNE M�ETHODOLOGIE DE PREUVEun temps �ni. Nous conserverons n�eanmoins cette terminologie de (( �ni clos )), qui aide �a mieuxcomprendre intuitivement le sens des conditions que nous imposerons sur certains programmes.Nous ne pourrons prouver la compl�etude que pour les programmes v�eri�ant cette condition declôture. Cependant, cette restriction n'est pas trop forte, puisque la classe des programmes �nisclos contient tous les programmes (( utiles )).Nous aurons besoin pour notre preuve d'utiliser le fait qu'un invariant canonique est univoque.Nous montrons donc au pr�ealable la proposition suivante.Proposition 17 Soit S un programme Alpha �ni clos. Pour tout sous-ensemble �ni V de Out,l'invariant canonique de S est univoque par rapport �a V .Preuve. Soit IC l'invariant canonique de S (pour la pr�econdition true), et supposons qu'il existeun sous-ensemble �ni V tel que IC ne soit pas univoque par rapport �a V . Il existe donc deux�etats � et �0 tels que � j= IC�0 j= ICV � supp(�)V � supp(�0)� �In �0 et � 6�V �0Remarquons tout d'abord que si � j= IC et V � supp(�), alors 8x 2 N�ecessaire(V ), nous avons�(x) 6= ? et �(x) = �(e(~y)). Il existe donc une composante x dans V telle que �(x) 6= �0(x),�(x) 6= ? et �0(x) 6= ?. Comme S est �ni clos, tous les chemins menant �a x dans le graphede d�ependances sont de longueur �nie. Pour toute composante z 62 In telle que �(z) 6= �0(z),il existe une composante y � z telle que �(y) 6= �0(y). Nous en d�eduisons qu'il existe unecomposante y dans In, point de d�epart d'un chemin menant �a x, telle que �(y) 6= �0(y), cequi est impossible.Nous pouvons maintenant montrer le lien entre invariant canonique et validit�e d'une sp�eci�ca-tion.Th�eor�eme 12 (Compl�etude restreinte) Soit S un programme Alpha �ni clos, fPg S fQg unesp�eci�cation pour ce programme, et V un sous-ensemble �ni de Out. Sij=V fPg S fQg;alors `V fPg S fQg:Preuve. Supposons que j=V fPg S fQg, et soit I l'invariant canonique de S pour P : I = IC(S)^P .Nous devons prouver1. pour tout � tel que 9�0 2 Init ; �0 j= P et �0 =)V � �; � j= I ;2. pour tout � tel que V = supp(�) \ Out : si � j= I , alors � j= Q.Le premier point est prouv�e par r�ecurrence sur la longueur n de la suite de transitions �0 =)V n�. Si n = 0, nous avons � = �0. Comme �0 j= P et � est ind�e�ni sur les composantes qui nesont pas des composantes d'entr�ee, nous avons � j= I . Supposons maintenant que le r�esultata �et�e �etabli pour n� 1 et consid�erons une suite �0 =)V n �. Il existe une composante x et un



5.4. PREUVE DE PROPRI�ET�ES PARTIELLES 115�etat �0 tels que �0 =)V n�1 �0 x=)V �. Par hypoth�ese de r�ecurrence, nous savons que �0 j= I . Laderni�ere transition est valide, donc �0(x) = ? et �(x) = �0(e(~y)). La composante x correspond�a une certaine variable X et un certain indice ~{. Dans � nous avons �(X [~{]) = true . Comme�(x) = �0(e(~y)), nous avons � j= X [~{] = e(~Y [~f(~{)]). Dans �0 nous avons �(~Y [~f(~{)]) = true ,donc ceci reste vrai dans �. De plus, �(X [~{]) est devenu vrai dans � : nous concluons que� j= �(X [~{])) �(~Y [~f(~{)]):Finalement, comme P ne contient que des composantes d'entr�ee, il n'est pas modi��e par latransition.Prouvons maintenant le second point. Consid�erons un �etat � tel que V = supp(�) \ Outet � j= I . Soit �1 la restriction de � �a In, qui est d�enot�ee par �1 = � jIn : nous avonssupp(�1) = In et �1 �In �. Comme � j= I , nous savons que �1 j= P . Soit maintenant �01 telque V � supp(�01) et �1 =)V � �01:Un tel �01 existe car S est �ni clos. De plus, �01 satisfait l'invariant canonique. Comme cetinvariant est univoque d'apr�es la proposition 17, nous concluons que �01 jV= �0 jV . Finalement,comme la sp�eci�cation fPg S fQg est valide, �01 j= Q, donc�0 j= Q:5.4 Preuve de propri�et�es partiellesMême si les invariants canoniques contiennent trop d'information, ils vont nous être utiles pourprouver des propri�et�es partielles, c'est-�a-dire des propri�et�es ne requ�erant pas une connaissance com-pl�ete des valeurs des composantes. Nous allons en e�et utiliser le fait, mentionn�e dans l'introductionde ce chapitre, que si I est un invariant et si j= I ) I 0, alors I 0 est �egalement un invariant. Dans unetelle implication, c'est justement l'invariant canonique qui va nous servir de point de d�epart. Il su�tdonc de prouver que la formule que nous voulons �etablir est impliqu�ee par l'invariant canonique duprogramme consid�er�e.Revenons �a l'exemple de la convolution du chapitre 1. Dans cet exemple, nous avonsIn = fa[j] j 1 � j � 4g [ fx[i] j 1 � ig [ fY [i; 0] j 4 � igOut = fy[i] j 4 � igFixons une valeur i0 � 4 pour i, et d�enotons par j:j la fonction valeur absolue. Une sp�eci�cationpourrait êtreP � 8j 2 f1 : : :4g ) 9� : �(a; j; �)^ j�j �M ^ 9� : �(x; i0+ j � 1; �)^ j�j � KQ � 9� : �(Y; i0; �) ^ j�j � 4KMEn prenant V = fy[i0]g, il est facile de constater que fPg S fQg est valide par rapport �a V .



116 CHAPITRE 5. UNE M�ETHODOLOGIE DE PREUVEL'invariant canonique IC de ce programme pour cette sp�eci�cation est8i � 4 : �(x[i]) ^ 8j 2 f1 : : :4g : �(a[j])^ 8i � 4 : 8j 2 f1 : : :4g : (Y [i; j] �= Y [i; j � 1] + a[j] � x[i� j + 1])^ 8i � 4 : y[i] �= Y [i; 4]Soit maintenant I la formule suivante8j 2 f1 : : :4g : 9
 : �(Y; (i0; j); 
)) (j
j � jKM)^ y[i0] �= Y [i0; 4]Il est facile de montrer, par induction sur j, que IC ) I . Donc I est un invariant acceptable.De plus, il implique la postcondition voulue.Sur cet exemple simple, la preuve aurait naturellement pu être faite (( �a la main )). Cependant, leraisonnement �a partir d'invariants permet d'une part de respecter un cadre logique qui garantit lavalidit�e du r�esultat et fournit une m�ethodologie applicable �a des exemples non triviaux, et d'autrepart d'envisager une automatisation (au moins partielle) de telles preuves 1.5.5 Preuve d'�equivalencesNous avons vu que, de fa�con g�en�erale, l'invariant canonique peut servir de point de d�epartpour la preuve de toute propri�et�e, même partielle. Nous allons voir maintenant que les invariantsunivoques sont particuli�erement adapt�es �a la preuve d'�equivalence de programmes. Nous dirons quedeux programmes ont �equivalents s'ils fournissent les mêmes valeurs de sortie �a partir des mêmesvaleurs d'entr�ee. Plus pr�ecis�ement, nous donnons la d�e�nition suivante.D�e�nition 29 (Programmes �equivalents) Soit P une assertion sur des composantes d'entr�ee, etV un sous-ensemble �ni des composantes de sortie. On dit que deux programmes sont �equivalents�a partir de P par rapport �a V s'ils ont les mêmes ensembles de composantes d'entr�ee et de sortie,et si, partant du même �etat initial satisfaisant P , ils arrivent dans des �etats �naux (par rapport �aV ) qui sont �equivalents modulo V .Si P est l'assertion true, on dit simplement que les programmes sont �equivalents par rapport �aV . Intuitivement, la notion d'invariant univoque signi�e qu'un tel invariant contient su�sammentd'information pour d�ecrire les r�esultats du programme. Deux programmes respectant le mêmeinvariant univoque seront donc �equivalents. Ceci est exprim�e par la proposition suivante.Proposition 18 Soit S et S 0 deux programmes ayant les mêmes ensembles de composantes d'entr�eeet de sortie In et Out, soit P une assertion sur les composantes d'entr�ee, et soit V un sous-ensemble�ni de Out. Si S et S 0 admettent un invariant univoque commun par rapport �a P et V , alors S etS0 sont �equivalents �a partir de P par rapport �a V .La preuve de cette proposition est imm�ediate, d'apr�es la d�e�nition d'un invariant univoque.Comme dans le cas des propri�et�es partielles, v�eri�er que deux programmes sont �equivalents se fera1. Ce point sera discut�e plus pr�ecis�ement �a la �n de ce chapitre.



5.5. PREUVE D'�EQUIVALENCES 117par raisonnement sur les invariants. Il su�t de leur trouver un invariant univoque commun. Ornous savons que les invariants canoniques sont univoques. On pourra donc� soit prouver que l'invariant canonique d'un programme implique l'invariant canonique del'autre programme,� soit prouver que les deux invariants canoniques impliquent un même invariant univoque, plus(( simple )),ou utiliser toute combinaison de ces strat�egies avec des invariants univoques interm�ediaires.Prenons par exemple le probl�eme du calcul de la fonction de temps expos�e au chapitre 1.Rappelons les programmes concern�es. Le syst�eme qui calcule l'ordonnancement au plus tôt est lesuivantsystem Free: (N: f N | N>=2 g parameter)returns (free: f i,j,k | 0<=k<=N; 0<i,j<=N g of integer);var idxk : f x |g of integer;let idxk[x] = casef|x<0g: idxk[x+1] - 1[];f|x=0g: 0[];f|x>0g: idxk[x-1] + 1[];esac;free[i,j,k] = casef| k=0g: 0[];f| k>0; i=j=kg: 1[] + free[i,j,k-1];f| k>0; j=k; i>kg | f| k>0; j=k; i<kg :1[] + (free[i,j,k-1] max free[k,j,k]);f| k>0; i=k; j>kg | f| k>0; i=k; j<kg :1[] + (free[i,k,k] max free[i,j,k-1]);f| k>0; i>k>jg | f| k>0; j>k>ig | f| k>0; j,i>kg | f| k>0; i,j<kg:1[] + (free[i,j,k-1] max free[i,k,k] max free[k,j,k]);esac;tel;Nous voulons prouver l'�equivalence avec le syst�eme suivant, qui donne le même r�esultat sur lessorties, mais avec un calcul direct (non r�ecursif). Nous avons renomm�e les variables du syst�eme a�n



118 CHAPITRE 5. UNE M�ETHODOLOGIE DE PREUVEd'avoir les mêmes noms pour les variables de sortie.system Closed : (N:f N | N>=2 g parameter)returns (free : f i,j,k | 0<=k<=N; 0<i,j<=N g of integer);var idxk: f x |g of integer;let idxk[x] = casef|x<0g: idxk[x+1] - 1[];f|x=0g: 0[];f|x>0g: idxk[x-1] + 1[];esac;free[i,j,k] = casef| k=0g : 0[];f| k>0; i=j=kg: 3[]*idxk[k] - 2[];f| k>0; j=k; i>kg | f| k>0; j=k; i<kg| f| k>0; i=k; j>kg | f| k>0; i=k; j<kg: 3[]*idxk[k] - 1[];f| k>0; i>k>jg | f| k>0; j>k>ig| f| k>0; j,i>kg | f| k>0; i,j<kg: 3[]*idxk[k];esac;tel;Consid�erons la formule suivante :I � 8k : 0 � k � N ) idxk [k] �= k^ 8i : 8j : 8k : k = 0) free[i; j; k] �= 0^ (k > 0 ^ i = j = k)) free[i; j; k] �= 3 � k � 2^ ((k > 0 ^ j = k ^ i > k) _ (k > 0 ^ j = k ^ i < k)_(k > 0 ^ j < k ^ i = k) _ (k > 0 ^ j > k ^ i = k))) free[i; j; k] �= 3 � k � 1^ ((k > 0 ^ i > k > j) _ (k > 0 ^ j > k > i)_(k > 0 ^ j > k ^ i > k) _ (k > 0 ^ j < k ^ i < k))) free[i; j; k] �= 3 � kIl est facile de montrer que cette formule est un invariant pour le second programme. Il su�tde raisonner par implication �a partir de son invariant canonique. Le premier terme se montre parune r�ecurrence sur k, le reste par une simple r�e�ecriture de idxk. De plus, cet invariant est univoque,puisqu'il d�ecrit totalement les valeurs des composantes de sortie | qui sont de plus ind�ependantesde toute entr�ee.Il nous faut maintenant prouver que I est un invariant pour le premier programme. Nous allonsdonc montrer que l'invariant canonique du premier programme implique I . Ce point est plus d�elicat.Il nous faut en e�et construire une nouvelle preuve par r�ecurrence. Dans la preuve de idxk [k] = k,l'(( id�ee )) de proc�eder par r�ecurrence sur k est imm�ediate. Dans ce nouveau cas, nous avons le choixentre une preuve (( �a la main )), c'est-�a-dire qui examine une �a une toutes les transitions possibles, ouune preuve par r�ecurrence un peu plus structur�ee, qui les examine par (( paquets )). Nous avons alorsbesoin de connâ�tre l'instant de calcul de chaque composante, c'est-�a-dire un ordonnancement duprogramme. La tâche ici n'est pas trop complexe, puisque justement le second programme calculeune fonction de temps potentielle. Il nous su�t d'adopter cette fonction et de nous en servir pour



5.6. EXEMPLE 119notre r�ecurrence. Posons donc'(i; j; k) = 8>>>>>><>>>>>>: 0 si k = 03k � 2 si k > 0 ^ i = j = k3k � 1 si (k > 0 ^ j = k ^ i > k) _ (k > 0 ^ j = k ^ i < k)_(k > 0 ^ j < k ^ i = k) _ (k > 0 ^ j > k ^ i = k)3k si (k > 0 ^ i > k > j) _ (k > 0 ^ j > k > i)_(k > 0 ^ j > k ^ i > k) _ (k > 0 ^ j < k ^ i < k)Nous n'avons pas besoin ici de prouver que ' est une fonction de temps optimale, nous avonsjuste besoin de v�eri�er que cette fonction respecte les d�ependances du premier programme. Cettev�eri�cation est purement m�ecanique. La preuve de l'implication entre l'invariant canonique et I nepose maintenant plus de probl�eme : nous pouvons l'�etablir par r�ecurrence sur '(i; j; k).Cet exemple d'�equivalence de programmes met en �evidence plusieurs points essentiels :� Nous disposons d'un cadre formel qui permet d'�etablir des propri�et�es | en l'occurrence des�equivalences de programmes | de fa�con fond�ee. La m�ethode de preuve consiste �a raisonnerpar implication entre des invariants. Lorsque ces implications font intervenir des preuves parr�ecurrence, celles-ci doivent tenir compte des d�ependances du programme. La m�ethode depreuve par invariant est donc �etroitement li�ee �a des aspects plus (( traditionnels )) du langageAlpha, tels que les probl�emes d'ordonnancement. Ce point sera discut�e �a la �n de ce chapitre.� L'exemple que nous avons pris ici est un peu particulier. En e�et, le second programme n'enest pas v�eritablement un. C'est plutôt un moyen, dans l'article initial ([62]), d'exprimer la pro-pri�et�e que nous avons ici cod�ee par I . Cet exemple nous montre donc �a la fois comment traiterle probl�eme d'�equivalence de programmes faisant intervenir des calculs par r�ecurrence, ou plusg�en�eralement comment prouver qu'une formule est un invariant univoque d'un programme.5.6 ExempleNous allons reprendre l'exemple du circuit avec multiplexeur donn�e au chapitre 1. Le circuitinitial et le programmeAlpha correspondant sont donn�es en �gure 5.1. L'entr�ee C du multiplexeurd�etermine laquelle des deux entr�ees X1 ou X2 sera dirig�ee sur la sortie. Ces deux entr�ees sont pr�ea-lablement trait�ees par le même op�erateur � (une multiplication par 2 dans le texte du programme).Nous donnons ensuite une autre (( version )) de ce circuit, o�u l'op�erateur � n'est plus dupliqu�emais partag�e, en le pla�cant apr�es le multiplexeur. Ce nouveau circuit et le programme correspondantsont donn�es en �gure 5.2. Une telle transformation est appel�ee retiming .Dans un premier temps, nous allons montrer que ces deux circuits sont �equivalents. Nous consi-d�erons donc les invariants canoniques des deux programmes par rapport au sous-ensemble de com-posantes V = fX [i] j 0 � i � N + 1g et �a la pr�econdition true, que nous notons respectivement I1
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system hardware_share1:(N: {N|N>=0} parameterX1,X2: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;C:{t|t>=0} of boolean)returns (X: {t|t>=0;t<=N+1} of integer);varX1prim: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;X2prim: {t| t>=1;t<=N+1} of integer;letX[t] = if C[t] thencase {|0<=t<=N}: X1prim[t];{|t=N+1}: 0[];esac elsecase {|1<=t<=N+1}: X2prim[t];{|t=0}: 0[];esac;X1prim[t] = X1[t] * 2[];X2prim[t] = X2[t-1] * 2[];tel;Fig. 5.1 { Un exemple de circuit (multiplexeur)
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system hardware_share2:(N: {N|N>=0} parameterX1,X2: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;C:{t|t>=0} of boolean)returns (X: {t|t>=0;t<=N+1} of integer);varXprim: {t| t>=0;t<=N+1} of integer;letX[t] = Xprim[t]*2[];Xprim[t] = if C[t] thencase {|0<=t<=N}: X1[t];{|t=N+1}: 0[];esac elsecase {|1<=t<=N+1}: X2[t-1];{|t=0}: 0[];esac;tel;Fig. 5.2 { Le circuit apr�es retiming



5.6. EXEMPLE 121et I2. Nous avons I1 � 8t 2 f0; ::; N + 1g : �(X1[t])^�(X2[t])^ 8t � 0 : �(C[t])^ 8t 2 f0; ::; N + 1g : X 01[t] �= 2 �X1[t]^ 8t 2 f1; ::; N + 1g : X 02[t] �= 2 �X2[t� 1]^ 8t 2 f1; ::; Ng : X [t] �= (C[t]?X 01[t] : X 02[t])^ X [0] �= (C[0]?X 01[0] : 0)^ X [N + 1] �= (C[N + 1]?0 : X 02[N + 1])et I2 � 8t 2 f0; ::; N + 1g : �(X1[t])^�(X2[t])^ 8t � 0 : �(C[t])^ 8t 2 f0; ::; N + 1g : X [t] �= 2 �X 0[t]^ 8t 2 f1; ::; Ng : X 0[t] �= (C[t]?X1[t] : X2[t� 1])^ X 0[0] �= (C[0]?X1[0] : 0)^ X 0[N + 1] �= (C[N + 1]?0 : X2[N ])Soit maintenant I la formule suivante.I � 8t 2 f1; ::; Ng : X [t] �= (C[t]?2 �X1[t] : 2 �X2[t� 1])^ X [0] �= (C[0]?2 �X1[0] : 0)^ X [N + 1] �= (C[N + 1]?0 : 2 �X2[N ])Il est imm�ediat de montrer, par une analyse de cas sur t, queI1 ) I et I2 ) I:Donc I est un invariant pour les deux programmes. De plus, I d�e�nit pr�ecis�ement les valeursdes sorties en fonction des valeurs des entr�ees, donc il est univoque. Nous pouvons en conclure queles deux programmes sont �equivalents.Maintenant, sp�eci�ons le contrôle C de la fa�con suivante.C[t] = casef| t = 0 g: true;f| t >0 g : not C[t-1];esac;Nous pouvons montrer, par r�ecurrence sur t, que ceci revient �a prendre la pr�econditionP � 8t � 0 : �(C; 2 � t; true) ^�(C; 2 � t+ 1; false)



122 CHAPITRE 5. UNE M�ETHODOLOGIE DE PREUVEAvec cette pr�econdition, l'invariant canonique du premier programme devientI1 � 8t � 0 : �(C; 2 � t; true) ^�(C; 2 � t+ 1; false)^ 8t 2 f0; ::; N + 1g : �(X1[t]) ^�(X2[t])^ 8t 2 f0; ::; N + 1g : X 01[t] �= 2 �X1[t]^ 8t 2 f1; ::; N + 1g : X 02[t] �= 2 �X2[t� 1]^ 8t 2 f1; ::; Ng : X [t] �= (C[t]?X 01[t] : X 02[t])^ X [0] �= (C[0]?X 01[0] : 0)^ X [N + 1] �= (C[N + 1]?0 : X 02[N + 1])Comme pr�ec�edemment, nous avons I1 ) Io�u I est modi��e de la même fa�con :I � 8t � 0 : �(C; 2 � t; true) ^�(C; 2 � t+ 1; false)^ X [0] �= (C[0]?2 �X1[0] : 0)^ X [N + 1] �= (C[N + 1]?0 : 2 �X2[N ])^ 8t 2 f1; ::; Ng : X [t] �= (C[t]?2 �X1[t] : 2 �X2[t� 1])Il est �nalement facile de montrer que I ) I 0, avecI 0 � 8t 2 f0; ::; bN=2cg : X [2 � t] �= 2 �X1[2 � t]^X [2 � t + 1] �= 2 �X2[2 � t]5.7 Discussion�A partir du cadre logique que nous avons propos�e dans le chapitre pr�ec�edent, nous avons donn�eici une premi�ere m�ethodologie de preuve pour les programmes Alpha. Nous avons ainsi mis en�evidence di��erents types d'invariants. Les invariants canoniques sont une traduction dans notrecadre du programme dans son entier. Les invariants univoques permettent quant �a eux de d�ecrireles valeurs des sorties. La m�ethodologie propos�ee consiste �a proc�eder par implications entre desinvariants, en partant de l'invariant canonique et en l'a�aiblissant, si n�ecessaire en plusieurs �etapes.Le cadre logique et la m�ethodologie propos�es garantissent la validit�e des preuves e�ectu�ees.Nous avons pass�e en revue di��erents types de propri�et�es �a prouver. La m�ethodologie que nouspr�esentons permet de prouver des propri�et�es partielles, des propri�et�es d'�equivalence de programmes,et des propri�et�es non exprimables en Alpha. Un exemple particuli�erement int�eressant est celui depropri�et�es faisant intervenir des preuves par induction. Un tel r�esultat ne peut être obtenu si l'onreste dans le syst�eme Alpha en proc�edant par r�e�ecritures.Se pose maintenant le probl�eme de l'implantation de cette m�ethodologie. Le but du langageAlpha tel qu'il est actuellement d�evelopp�e est de pouvoir passer de la fa�con la plus automatiquepossible d'une sp�eci�cation haut-niveau �a une description de circuit. L'implantation du cadre depreuve doit se rapprocher le plus possible du syst�eme Alpha. D'une part pour que les propri�et�esprouv�ees soient (( utiles )) au syst�eme, et d'autre part parce que la preuve elle-même doit tirer



5.7. DISCUSSION 123parti des fonctionnalit�es du syst�eme Alpha. Nous avons vu par exemple que certaines propri�et�esn�ecessitaient des preuves par r�ecurrence. Il faut dans ce cas être capable de pr�eciser sur quel (( ordre ))se fait la r�ecurrence. Bien souvent, cette indication nous est donn�ee par un ordonnancement duprogramme. Plus g�en�eralement, l'approche propos�ee ici est (( tout logique )) : le programme esttraduit en formules, et l'on raisonne ensuite uniquement au niveau de la logique, sans pouvoirutiliser la structure du langage Alpha. Une approche plus compl�ete serait, de la même fa�con quedans les langages imp�eratifs les formules logiques sont ins�er�ees dans le texte du programme sousforme d'annotations, d'enrichir la syntaxe avec de la logique. Ceci permettrait de tirer parti �a lafois de la structure syntaxique du programme, et de la richesse suppl�ementaire du langage logique.La similitude entre l'invariant canonique et les �equations du programme (il su�t de changer le '='�equationnel en '�=' (( d�e�nitionnel )) semble indiquer qu'une telle voie est possible.
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125
chapitre6Vers la modularit�eLe langage Alpha tel qu'il a �et�e d�e�ni initialement par Mauras [52] ne peut être utilis�e pourconstruire des applications de taille importante. Outre les op�erateurs de r�eduction introduits parLe Verge [48], un premier ajout important au langage a �et�e fait par Saouter ([63]) et de Dinechin([30]), qui ont introduit des param�etres respectivement dans la d�e�nition des syst�emes d'�equationsr�ecurrentes et dans le langage Alpha lui-même. Le langage que nous avons utilis�e jusqu'ici tenaitcompte de cet ajout au langage initial. Nous n'insistons pas ici sur cette param�etrisation : les pro-bl�emes induits par leur introduction concernent davantage l'ordonnancement et l'impl�ementationdu syst�eme Alpha que le cadre logique qui nous concerne.La param�etrisation des syst�emes permet une certaine r�eutilisabilit�e de ceux-ci, mais ce n'estpas su�sant. Pour permettre la conception de circuits de taille respectable, une structuration dulangage a �et�e introduite par de Dinechin [30]. Celle-ci permet de concevoir les sp�eci�cations de fa�conhi�erarchique, en d�ecoupant le probl�eme en modules. Ceci rend les programmes Alpha beaucoupplus lisibles, puisqu'ils respectent ainsi un d�ecoupage (( naturel )) des fonctions d�ecrites, et permeten outre de limiter la dimension des variables trait�ees.Dans ce chapitre, nous allons pr�esenter rapidement cette structuration telle qu'elle a �et�e d�e�niepar de Dinechin, puis nous essaierons de donner une premi�ere piste pour �elargir notre cadre logiqueen int�egrant cette extension.6.1 Modules et extension de dimensionLe but de la structuration est de pouvoir construire des sous-syst�emes qui seront utilis�es comme(( briques )) pour d�e�nir des syst�emes plus complexes. Un sous-syst�eme ou module sera donc unsyst�eme Alpha, avec des arguments d'entr�ee et de sortie qui permettent de l'interfacer avec lesyst�eme englobant. La structuration doit permettre de (( d�el�eguer )) le calcul �a une sous-unit�edu programme, comme le ferait un appel de proc�edure, mais elle doit �egalement permettre de(( dupliquer )) les appels �a ces sous-unit�es. Consid�erons par exemple une application devant e�ectuerdes produits de matrices. Il devrait être possible d'�ecrire une fois pour toutes un syst�eme calculantun produit de matrices. Ce syst�eme sera param�etr�e par les dimensions des matrices, et pourra alorsêtre appel�e par notre application. Consid�erons maintenant que notre application d�ecrit par exempleun traitement de signal, et qu'elle doit e�ectuer une certaine quantit�e de produits de matrices �achaque unit�e de temps. Comme il n'est pas possible d'�ecrire une boucle en Alpha, ce probl�emeva être trait�e par l'ajout d'une extension de dimension, qui va permettre de r�ep�eter, spatialementou temporellement selon l'interpr�etation choisie, l'appel au sous-syst�eme. Prenons un exemple. Lesyst�eme d�ecrit en �gure 6.1, tir�e de la th�ese de de Dinechin [30], calcule une addition de deux



126 CHAPITRE 6. VERS LA MODULARIT�Enombres binaires de taille W . Il utilise pour cela une cellule FullAdder classique, d�ecrite par unsous syst�eme prenant en entr�ee trois bool�eens et en retournant deux.system Plus: f W | W >1 g ( A, B : f b | 0<=b<W g of boolean )returns ( S : f b | 0<=b<W g of boolean );var Cin, Cout, X : f b | 0<=b<W g of boolean;let use f b | 0<=b<W g FullAdder (A,B,Cin) returns (X,Cout);Cin[b] = casef| b=0 g: 0[];f| b>0 g: Cout[b-1];esac;S[b] = casef| b<W g: X[b];f| b=W g: Cout[W-1];esac;tel;
FA

A[0] B[0]

FA FA FA

A[1] B[1] A[2] B[2] A[3] B[3]

S[0] S[1] S[2] S[3] S[4]Fig. 6.1 { Syst�eme calculant une addition de nombres binaires de taille WLe syst�eme d�ecrit en �gure 6.2 calcule une multiplication par l'algorithme classique, en utilisantle syst�eme d'addition pr�ec�edent. Les entr�ees et sorties sont donc des vecteurs de bool�eens.Dans ces deux syst�emes, la duplication des sous-syst�emes se fait par l'indication d'un domaineAlpha plac�e juste apr�es le mot-clef use. Le syst�eme Plus fait appel �a W cellules FullAdder, et lesyst�eme Times �a W � 1 additionneurs. Dans les deux cas, il n'est pas pr�ecis�e si cette duplicationest spatiale (une recopie physique du circuit) ou temporelle (une boucle qui utilise plusieurs fois laressource). C'est uniquement l'interpr�etation �nale des indices qui d�ecide de ce point.Nous ne d�etaillerons pas ici les probl�emes de calcul des domaines et de renommage des variablesdus aux extensions de dimension. Ceux-ci sont trait�es dans la th�ese de de Dinechin [30]. Signalonsseulement que le domaine de l'argument r�eel (celui de l'appel du use) est le produit (dans cetordre) du domaine de l'argument formel (celui de la d�eclaration du sous-syst�eme) par le domainede l'extension de dimension. Les indices de l'extension sont donc ajout�es �a droite par rapport auxindices (( internes )) au module. Par exemple, dans le syst�eme Times, les variables d'entr�ee dusyst�eme Plus sont bidimensionelles, car l'appel �a ce syst�eme se fait pour W � 1 valeurs de m (cequi correspond �a la seconde dimension desdites variables).



6.2. SUBSTITUTION 127system Times: f W | W>2 g ( A, B : f b | 0<=b<W g of boolean )returns ( X : f b | 0<=b<W g of boolean );var P : f b,m | 0<=b<W; 0<=m<W g of boolean;Si : f b,m | 0<=b<W; 0<m<W g of boolean;So : f b,m | 0<=b<=W; 0<m<W g of boolean;let P[b,m] = A[b] and B[m];use f m | 0<m<W g Plus[W] (Si,P) returns (So);Si[b,m] = casef| m=1 g: P[b,m-1];f| m>1 g: So[b+1,m-1];esac;X[b] = So[b+1,W-1];tel;Fig. 6.2 { Syst�eme calculant une multiplication de nombres binaires de taille W6.2 SubstitutionLa s�emantique initiale donn�ee pour les modules est une s�emantique par substitution : un syst�emeavec modules est �equivalent �a ce syst�eme dans lequel les modules ont �et�e remplac�es par les �equationsles composant, apr�es renommage et extension de dimension des variables du module. Nous nedonnons pas ici les d�etails techniques de ces renommages et extensions (il faut par exemple �etendreles fonctions a�nes de d�ependance des �equations). Nous supposerons donc pour la suite que ceux-ciont d�ej�a �et�e e�ectu�es. Un module pour nous est donc un sous-syst�eme dont les variables et les�equations ont �et�e �etendues par le domaine de l'extension, et dont les variables d'entr�ee et de sortieont �et�e renomm�ees pour correspondre aux noms des arguments r�eels. Plusieurs use appelant lemême sous-syst�eme avec des extensions de dimension et des arguments di��erents donneront doncdes modules di��erents.Cette s�emantique par substitution pose des probl�emes au niveau de la modularit�e. En e�et,l'appel �a un module ne peut être vu comme un appel de proc�edure : il n'est pas n�ecessaire d'attendreque toutes les entr�ees soient d�e�nies pour commencer les calculs internes au module. Reprenonsl'exemple de la multiplication : il n'est pas n�ecessaire d'attendre que tous les bits du r�esultat de lapremi�ere addition soient calcul�es pour commencer l'addition suivante. Dans certains cas, ce seramême impossible, si le domaine d'un argument d'entr�ee a une composante in�nie par exemple.Nous allons voir dans la section suivante comment g�erer cet aspect. Auparavant, nous introduisonsles notations suivantes.Notations et premi�eres hypoth�eses Dans toute la suite, nous consid�ererons un syst�eme S, faisantappel �a un seul module S0 (cf. �gure 6.3). Nous noterons� S le programme S dans lequel on a substitu�e l'appel au module par le module lui-même, apr�esrenommage et extension ; S est d�e�ni �a renommage pr�es des variables locales au module ;� In(S);Out(S);Loc(S);Var(S) les ensembles respectifs de composantes d'entr�ee, de sortie,



128 CHAPITRE 6. VERS LA MODULARIT�Elocales de S, et l'union de ces ensembles ;� de même pour In(S 0); : : : et In(S); : : :, que nous noterons �egalement In 0; : : : et In; : : : ; on aIn(S) = In(S);Out(S) = Out(S) et Var(S) = Var(S) [ Loc(S 0).Le graphe de d�ependance de S contient d'une part les d�ependances de S, d'autre part les d�epen-dances directes y ! xpour tout couple (x; y) de In0�Out 0 tel qu'il existe un chemin de x �a y dans le graphe de d�epen-dances de S0. Nous supposerons qu'il n'y a pas de d�ependances entre des composantes de Out 0.Nous supposerons de plus que les ensembles de sortie de S et de son module sont disjointsOut \Out 0 = ;
S

In OutIn’ Out’

S’Fig. 6.3 { Un syst�eme avec un module6.3 S�emantique op�erationnelleNous allons tenter dans cette section de donner une s�emantique op�erationnelle aux programmesAlpha modulaires. Cette s�emantique doit être elle-même modulaire, c'est-�a-dire compositionnelle :nous devons pouvoir exprimer la s�emantique d'un syst�eme en fonction des s�emantiques de sesconstituants. Il faut donc (( voir )) de la même fa�con un syst�eme et un sous-syst�eme lui appartenant.Par sa nature même, la s�emantique par substitution n'est pas modulaire. De plus, le probl�eme desdomaines d'entr�ee �eventuellement in�nis interdit de g�en�eraliser directement la s�emantique op�era-tionnelle donn�ee pour les programmes sans modules. En e�et, cette s�emantique consid�erait quedans un �etat initial, toutes les composantes d'entr�ee sont valu�ees. Si ce nombre est in�ni, comment�a partir d'un �etat initial du syst�eme pourrait-on arriver en un nombre �ni de transitions �a un �etatinitial du module?Un autre probl�eme se pose, qui est celui des �eventuelles d�ependances de la sortie d'un modulevers son entr�ee. Consid�erons par exemple le morceau de syst�eme en �gure 6.4.Une solution consisterait �a supposer que les d�ependances de la sortie vers l'entr�ee doivent toutesavoir une composante non nulle dans l'extension de dimension. Ceci permettrait de (( d�estructurer ))les modules de la même fa�con que nous avons d�estructur�e les variables, en consid�erant qu'il y a unmodule pour chaque point de l'extension de dimension. Outre le fait, somme toute peu gênant, quececi conduirait �eventuellement �a g�erer un nombre in�ni de modules, cette solution ne r�esout pas leprobl�eme des modules ayant des domaines d'entr�ee (formels, c'est-�a-dire d�es leur d�e�nition) in�nis.De la même fa�con que nous l'avons fait pour la s�emantique op�erationnelle �a la demande dansle chapitre 3, nous allons donc devoir d�ecouper nos modules | et nos syst�emes, qui doivent être
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A C

D
celluse f t | t >= 0 g cell (A,B) returns (C,D);B[t]= casef | t=0 g : 0;f | t>0 g : D[t-1];esac;Fig. 6.4 { Un module reboucl�etrait�es de la même fa�con pour assurer un minimum de compositionnalit�e | en (( tranches )) decomposantes. Ces ensembles de composantes devront être clos pour la relation de d�ependance, etla s�emantique op�erationnelle que nous d�e�nirons sera (( param�etr�ee )) par ceux-ci.Nous proposons donc la modi�cation suivante de la s�emantique op�erationnelle.Notations Dans la suite, nous consid�erons que V est un sous-ensemble de Out , et nous noteronsW = N�ecessaire(V ). L'ensemble W est donc clos �a gauche pour la relation de d�ependance de S (ausens du chapitre 5).Nous noterons � un �etat de S, � un �etat de S 0 et � un �etat de S.Nous allons d�e�nir des transitions not�ees =)V S qui d�erivent d'une l�eg�ere modi�cation des tran-sitions �a la demande que nous avions d�e�nies pour le sous-ensemble des composantes de sortie.La di��erence avec la d�e�nition pr�ec�edente tient dans la d�e�nition des �etats initiaux : un �etatinitial est maintenant d�e�ni par rapport �a W , comme l'ensemble des �etats valuant toutes les com-posantes de W \ In, et aucune de Wn InInitS(W ) = f� j 8x 2 W \ In : �(x) 6= ? ^ 8x 2 Wn In : �(x) = ?gLa d�e�nition d'un �etat �nal reste la même, avec juste une harmonisation des notations : un �etat�nal pour W est un �etat �nal pour V = W \Out au sens donn�e au chapitre 3.FinS(W ) = f� j V � supp(�)gTransitions (( grands-pas )) Nous devons maintenant d�e�nir des transitions pour S, en fonction destransitions pour S 0. De plus, la s�emantique obtenue devra être dans un certain sens �equivalente �a las�emantique du syst�eme substitu�e S. Nous distinguons donc entre des transitions (( petits-pas )), quisont les transitions classiques, �a la demande, du syst�eme substitu�e, et des transitions (( grands-pas )),qui vont regrouper une s�erie de transitions du module n�ecessaires �a l'�evaluation d'une composantede sortie de celui-ci. Le sch�ema en �gure 6.5 expose cette l'id�ee : une s�erie de transitions du moduleest remplac�ee par une seule transition de S.Une transition de S est donc d�e�nie de la fa�con suivante� x=)V S �0
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grand pas

petits pas

S’

S’

SFig. 6.5 { Transitions (( grands-pas ))� si x 62 Out 0, �) �0 est une transition �a la demande classique ;� si x 2 Out 0 tel que �(x) = ?, on d�e�nit V 0 = V \ Out 0, W 0 = N�ecessaire(V 0), et s'il existe�0 2 InitS0(W 0) avec �0 �W 0\In0 �tel que �0 =)V 0 �S0 �et �(x) 6= ?alors la transition �) �0 est d�e�nie avec�0 = �[x �(x)]Les �etats de S sont donc enrichis avec les valeurs des composantes, soit par calcul direct, soitpar une suite de calculs dans le module. Ces derni�eres transitions sont internes au module, dansle sens o�u elles sont ensuite (( oubli�ees )) : si une autre composante de Out 0 n�ecessite le calcul desmêmes composantes locales au module, celui-ci devra être e�ectu�e �a nouveau. Si nous consid�eronsd'autre part le syst�eme substitu�e, ce recalcul n'a pas lieu : les composantes locales de S sont descomposantes �a part enti�ere de S. Vu du syst�eme appelant, le module se comporte comme une (( bô�tenoire )), ce qui est indispensable au caract�ere compositionnel de la s�emantique 1 Nous devons doncmaintenant montrer que cette s�emantique grands-pas respecte bien le principe de substitution.Consid�erons un syst�eme S, un ensemble V de ses composantes de sortie, etW = N�ecessaire(V ).Nous supposons que S a un module S0, et que S est le syst�eme substitu�e correspondant. Nous1. Nous n'�elaborerons pas ici une preuve compl�ete de compositionnalit�e, qui n�ecessiterait une g�en�eralisation �a dessyst�emes comprenant des modules imbriqu�es.



6.4. VERS DES PREUVES MODULAIRES 131posons 2 V = VNous montrons alors la proposition suivanteProposition 19 (�Equivalence des grands pas avec la substitution) Si � et � sont des �etats ini-tiaux respectivement de S et de S �equivalents sur W \ In, et si� =)V �S �0 avec V � supp(�0)alors � =)V �S �0 avec V � supp(�0)et �0 �W �0et r�eciproquement.Preuve. La preuve de cette proposition est assez complexe, puisqu'il faut (( reconstituer )) et r�ear-ranger des suites de transitions en s'assurant de leur correction. Nous donnons l'essentiel decette preuve en annexe.6.4 Vers des preuves modulairesLa m�ethodologie de preuve que nous avons propos�ee au chapitre pr�ec�edent reposait en grandepartie sur la notion d'invariant canonique, qui permet de traduire toute la s�emantique d'un sys-t�eme dans un langage logique externe. Nous ne pouvons malheureusement pas �etendre directementcette approche aux programmes modulaires, pour la simple raison que nous n'avons pas acc�es del'ext�erieur aux composantes locales au module. Il n'est pas possible de d�ecrire les calculs internesau module | qui, dans la s�emantique op�erationnelle, sont masqu�es par les (( grands pas )) | etnous devons donc nous contenter d'un invariant plus faible.Une solution possible est de reprendre la notion d'assertion univoque. En e�et, celle-ci ne tientcompte que des valeurs de sortie, et non de la fa�con dont celles-ci sont calcul�ees. Nous redonnonsici la d�e�nition d'un invariant univoque, et montrons un premier r�esultat de modularit�e de cettenotion.D�e�nition 30 (Invariant univoque) Soit S un programme Alpha, V un sous-ensemble de ses com-posantes de sortie, W = N�ecessaireS(V ). Une formule I sur les variables de S est un invariantunivoque de S par rapport �a V si� 8�0 2 InitS(W ); 8�0 =)W �S �; on a � j= I� I est univoque par rapport �a V au sens de la d�e�nition du chapitre 5.Cette d�e�nition suppose implicitement que la pr�econdition est true . Il est possible de la g�en�eraliser�a une pr�econdition P quelconque en restreignant les �etats initiaux �0 �a ceux validant P .Consid�erons maintenant un syst�eme S avec son module S, tels qu'ils soient tous deux �nisclos �a gauche, au sens du chapitre pr�ec�edent. Consid�erons les ensembles V et W habituels, avec lacondition que V soit �ni. Posons V 0 = W \ Out 0W 0 = N�ecessaireS0(V 0)2. Rappelons que nous avons suppos�e les ensembles Out et Out 0 disjoints.



132 CHAPITRE 6. VERS LA MODULARIT�ELes ensembles W , V 0 et W 0 sont donc �egalement �nis. Supposons maintenant que nous avons uninvariant I 0 univoque de S0 par rapport �a V 0, qui ne met en jeu que des variables d'entr�ee ou desortie de S 0. Soit de plus IC l'invariant canonique relatif aux �equations de S (qui ne fait donc pasintervenir le module). Alors la conjonction IC ^ I 0 permet de d�ecrire le syst�eme S :Proposition 20 (Modularit�e de l'invariant univoque) La conjonction IC ^ I 0 de l'invariant cano-nique de S et d'un invariant univoque de son module est un invariant univoque de S par rapport �aV .Preuve. Nous donnons l'essentiel de la preuve, semblable �a celle de la proposition 17 du chapitrepr�ec�edent. La preuve se fait par contrapos�ee : supposons que la conjonction des deux invariantsn'est pas univoque. Alors il existe deux �etats � et �0 tels que� j= I 0 ^ IC�0 j= I 0 ^ ICV � supp(�)V � supp(�0)� �In �0 et � 6�V �0Il existe donc une composante x de V telle que �(x) 6= ?, �0(x) 6= ? et �(x) 6= �0(x).Consid�erons le cas plus g�en�eral o�u x 2 W . Deux cas apparaissent :� si x est d�e�ni par une �equation, comme � et �0 valident IC , l'argument est le même quepour la preuve de la proposition 17 : il existe y � x tel que �(y) 6= �0(y).� si x est une composante de sortie du module. Consid�erons des �etats � et �0 de S 0 co��n-cidant avec � et �0 sur In0 [Out 0. Alors � et �0 valident tous deux I 0. De plus V 0 estinclus dans le support de � et �0. Par d�e�nition de l'invariant univoque appliqu�ee au sous-syst�eme, on en d�eduit qu'il existe une composante y de W 0 \ In 0 telle que �(y) 6= �0(y),donc �(y) 6= �0(y).La suite de la preuve (argument de r�ecurrence sur le chemin de d�ependances �ni) est identique�a celle de la proposition 17. Il reste ensuite �a montrer que IC ^ I 0 est bien un invariant. Cecise fait de la même fa�con que pour montrer que l'invariant canonique est un invariant.6.5 DiscussionNous avons esquiss�e dans ce chapitre un traitement possible des programmesAlpha structur�es.La principale di�cult�e vient du fait qu'il faut d�e�nir une s�emantique qui soit elle-même modulaire,voire compositionnelle. Le probl�eme ici est que l'utilisation d'un module ne peut être vue comme unappel de proc�edure. On ne peut donc (( attendre )) que toutes les composantes d'entr�ee soient valu�eesavant d'e�ectuer les calculs internes au module. Une solution aurait �et�e de restreindre un peu lespossibilit�es de la structuration, en supposant que les domaines in�nis ne peuvent apparâ�tre qu'auplus haut-niveau. Dans ce cas, il aurait �et�e possible de supposer toutes les entr�ees d'un modulevalu�ees, même si cela ne correspond pas au comportement op�erationnel du syst�eme substitu�e.L'�equivalence fonctionnelle qu'il est ensuite possible de prouver | et qui aurait �et�e beaucoupplus simple �a �etablir que celle donn�ee ici | aurait garanti la validit�e des preuves, puisque celles-ci concernent des propri�et�es fonctionnelles. Nous ne savons pas exactement �a quel point cetterestriction peut s'av�erer contraignante. Nous avons donc expos�e ici une solution plus g�en�erale mais



6.5. DISCUSSION 133aussi plus complexe, qui consiste �a param�etrer la s�emantique op�erationnelle par des ensembles decomposantes.En ce qui concerne les preuves par invariants, la notion d'invariant univoque semble être la plusutile, puisque c'est cet invariant qui est le plus (( fort )) si l'on ne tient pas compte des composanteslocales aux modules. Contrairement au cas de l'invariant canonique, nous n'avons pas de m�ethode(( automatique )) pour trouver un invariant univoque d'un syst�eme. Dans le cas d'un syst�eme nefaisant pas de calcul inductif, celui-ci peut être d�eduit d'un nombre �ni de substitutions. Dans le cascontraire, le probl�eme est bien plus di�cile, puisqu'il faut faire appel �a l'intuition pour obtenir laversion non inductive du calcul. L'exemple de calcul de la fonction de temps du chapitre pr�ec�edentest l�a pour nous en persuader. L'(( automatisation )) totale d'une preuve modulaire ne semble doncpas possible, mais� la notion même de preuve modulaire laisse �a penser que les sp�eci�cations des modules sontdonn�ees par l'utilisateur, qui sait donc quelles informations sont n�ecessaires pour �etablir lespropri�et�es voulues ;� ces (( informations n�ecessaires )) ne sont pas obligatoirement aussi riches que celles donn�eespar un invariant univoque, et donc plus simples �a g�en�erer. Des propri�et�es plus simples doiventêtre exprim�ees par des invariants plus simples.
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chapitre7ConclusionNous avons propos�e dans cette seconde partie un cadre logique pour la validation de programmesAlpha. Celui-ci est inspir�e d'une m�ethode (( �a la Hoare )), qui consiste �a �ecrire des sp�eci�cations o�ule programme est �equip�e d'une pr�econdition et d'une postcondition. Cette m�ethode repose sur lad�e�nition d'une s�emantique op�erationnelle, qui permet de raisonner sur des �etats initiaux et �naux,et sur les transitions entre ces �etats. L'approche propos�ee est une approche (( tout logique )), qui(( oublie )) la structure syntaxique des programmes Alpha.La m�ethodologie de preuve utilise une notion d'invariant. Deux types d'invariants particuliersse d�egagent : les invariants canoniques, qui correspondent �a une description op�erationnelle du pro-gramme, et les invariants univoques, qui correspondent plutôt �a une description d�enotationnelle. Lespreuves se font au niveau logique, principalement en prouvant des implications entre les invariants.Nous avons dans le dernier chapitre propos�e une piste pour le traitement des programmesstructur�es par l'ajout de modules. Ce dernier point est plus di�cile �a traiter, �a cause de la pr�esencesimultan�ee d'un nombre potentiellement in�ni de composantes et d'un m�ecanisme d'�evaluation detype (( paresseux )) des entr�ees des modules.L'approche op�erationnelle que nous avons choisie, outre le fait qu'elle fournissait une mod�elisa-tion utilis�ee ensuite dans le cadre de preuve, correspondait �a un besoin de comprendre comment ilest possible d'(( ex�ecuter )) un programme Alpha. Nous n'avons pas formellement �etabli le lien avecla s�emantique par point �xe de Mauras. Ce point aurait sans doute pu être trait�e plus en d�etail. Ilserait par ailleurs probablement possible, plutôt que de conserver une approche (( tout logique )),d'adopter une vision mixte, plus orient�ee dans le sens de Floyd que dans celui de Hoare. Une tellevision tirerait parti �a la fois de la richesse suppl�ementaire apport�ee par la logique, et des nombreuxr�esultats sur le mod�ele poly�edrique qui servent de base au syst�eme Alpha.Ce dernier point nous am�ene tout naturellement �a envisager la suite du travail. Outre un ap-profondissement de la r�e
exion sur les preuves modulaires, celle-ci consiste principalement en uneint�egration d'un outil automatique de preuve dans l'environnement Alpha. Cet outil doit per-mettre une interaction entre l'environnement Alpha proprement dit, qui manipule les programmesau niveau syntaxique, et un autre outil (du type prouveur de th�eor�emes) qui traiterait les aspectslogiques. L'originalit�e de la d�emarche propos�ee tient dans le fait qu'elle permet alors de cr�eer unlien fort entre Alpha et les nombreux travaux e�ectu�es dans le domaine de la preuve formelle(( directe )) de circuits.
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137ConclusionCette th�ese s'inscrit dans le cadre des recherches sur les langages �a parall�elisme de donn�ees. Lapremi�ere partie, qui concerne le langage L, prolonge et e�ectue une synth�ese des travaux commenc�esavec la d�e�nition du langage au d�ebut de cette d�ecennie. Elle montre qu'il est possible de tirer partide la relative simplicit�e du mod�ele de programmation data-parall�ele pour �etablir un cadre formel �ala fois pr�ecis et utilisable d'un point de vue pratique. La position du langage L, �a l'(( intersection )) deplusieurs langages imp�eratifs existants, permet, �a condition de compl�eter un peu les fonctionnalit�esdu langage, d'�etendre les r�esultats obtenus �a ces di��erents langages (( r�eels )). Le parall�elisme dedonn�ees parâ�t donc de ce point de vue un mod�ele (( solide )) pour la programmation massivementparall�ele. Le langage Alpha est �a la fois moins g�en�eral et plus tourn�e vers des applications directes.Vu initialement comme un moyen de d�eriver automatiquement des circuits appartenant �a unecertaine classe, il est apparu ensuite comme un moyen plus g�en�eral de sp�eci�er des calculs data-parall�eles. Dans chacune de ces deux directions, un besoin de validation s'est fait sentir, notammentavec l'accroissement de la taille des applications envisag�ees. Le travail d�ecrit ici, s'appuyant sur lefait qu'Alpha est un langage permettant de d�ecrire des circuits, doit permettre �a terme de faire lelien entre preuve de programmes et preuves de circuits, deux domaines qui ont tendance �a s'ignorer.Reprenons bri�evement les grandes lignes du travail pr�esent�e dans cette th�ese.� En ce qui concerne le langage L, nous avons poursuivi les travaux de Boug�e & al. sur unpremier syst�eme de preuve et le calcul des plus faibles pr�econditions associ�e au premier langaged'assertion. Le but �etait de d�e�nir une m�ethode de preuve �a la fois solide du point de vueth�eorique, et qui se rapprochait le plus possible d'une m�ethode scalaire classique. Au niveauth�eorique, nous avons montr�e que, malgr�e certains probl�emes d'expressivit�e, le langage desassertions en deux parties poss�edait des propri�et�es de compl�etude su�santes pour envisagerune utilisation pratique. Ces r�esultats de compl�etude partielle, ant�erieurs �a ceux de Utardqui ont n�ecessit�e une modi�cation du calcul des plus faibles pr�econditions, nous ont en e�etpermis de d�e�nir une m�ethode de preuve par annotations. Cette m�ethode est identique �acelle que l'on utilise habituellement pour les langages imp�eratifs scalaires, si ce n'est qu'ellerequiert une premi�ere phase d'�etiquetage syntaxique. C'est probablement la contribution laplus int�eressante au niveau de ce langage des assertions en deux parties : montrer qu'il este�ectivement utilisable de fa�con simple. Cette m�ethode serait de plus ais�ement automatisable,par la g�en�eration de conditions de v�eri�cation �a la Gordon. Un premier prototype, incompletcar sans preuve en deux phases, avait d'ailleurs �et�e d�evelopp�e par Mounier et Utard ([53]).� Le langage en deux parties sou�rait cependant de probl�emes au niveau th�eorique. Ceux-cisont apparus dans la premi�ere preuve de compl�etude que nous avons donn�ee, qui est rest�eelimit�ee aux programmes sans boucles. La modi�cation du calcul des plus faibles pr�econditionsd�e�nie par Utard sugg�erait de recourir �a une autre approche. C'est l'id�ee du second langaged'assertion que nous avons d�e�ni ensemble. Plus (( �el�egant )), celui-ci est en revanche moins



138 CHAPITRE 7. CONCLUSIONpratique au niveau de la preuve par annotations. Une troisi�eme voie, qui place les substitu-tions au niveau d'une transformation syntaxique, semble montrer que ces substitutions sontin�evitables, et qu'elles sont le prix �a payer pour pouvoir manipuler un contexte d'activit�e dansles preuves.� La seconde partie, traitant du langage Alpha, a n�ecessit�e un travail de d�efrichement plus im-portant. Le besoin d'un cadre externe, pour exprimer les propri�et�es voulues tout en conservantau langage son e�cacit�e, �ecartait l'utilisation de m�ethodes de validation li�ees aux langagesfonctionnels. Il nous a paru int�eressant en revanche d'adapter l'id�ee de la logique de Hoare�a ce cas pr�ecis. Il nous a fallu proc�eder �a des travaux pr�eliminaires, a�n de disposer d'unebase de travail : c'est le but de la d�e�nition d'une s�emantique op�erationnelle, qui formalise lecomportement des programmes. Nous avons ensuite montr�e qu'il �etait possible de passer du(( monde )) Alpha au (( monde )) de la logique, et ainsi �etablir de fa�con formelle des propri�et�esfonctionnelles de syst�emes Alpha. Nous avons �nalement esquiss�e une r�eponse au probl�emede la structuration des preuves. L'ensemble de ces r�esultats fournit un cadre original pour lavalidation de programmes Alpha.Le travail sur le langage L a atteint un niveau de maturit�e que l'on peut juger satisfaisant,dans le sens o�u le travail qui reste �a faire consiste �a l'appliquer �a des (( langages-cibles )) r�eels. Desextensions aux structures d'�echappement ont d�ej�a �et�e propos�ees, qui permettent de (( simuler ))des caract�eristiques plus complexes. Un autre compl�ement en ce sens est apport�e dans cette th�esepar l'introduction de l'instruction d'a�ectation inconditionnelle. L'int�erêt du travail e�ectu�e ici estdonc d'avoir pos�e des bases solides pour l'implantation d'un outil de validation qui concernerait unlangage (( r�eel )). Un point cependant resterait �a traiter : celui de l'extension �a des instructions (oudirectives) de placement des donn�ees.Le travail sur Alpha n�ecessite un approfondissement plus imm�ediat. Les perspectives �a courtterme sont de deux types. Il faut d'une part a�ner et prolonger les r�esultats a�n de consid�ererplusieurs extensions :� Am�eliorer et prolonger les travaux sur la modularit�e. Qu'attend-on concr�etement d'une preuvemodulaire? Qu'est-il raisonnable d'esp�erer?� Envisager la preuve de propri�et�es non fonctionnelles, par exemple des propri�et�es de sûret�e oude vivacit�e, ou au (( bas niveau )) des propri�et�es portant sur le contrôle des circuits.D'autre part, il reste �a int�egrer un outil de preuve dans l'outil Alpha. Cet outil s'appuie-rait naturellement sur le cadre logique propos�e, mais probablement davantage sur une approchesemi-logique qui permettrait de tirer parti �a la fois de la logique externe et des transformationssyntaxiques. Cette int�egration permet d'ouvrir de nouvelles perspectives pour le langage Alpha,dans le sens o�u elle fait le lien entre celui-ci et le vaste domaine de la preuve de circuits. Une pre-mi�ere tentative d'implantation est en cours avec le syst�eme PVS [56, 19], utilis�e �a de nombreusesreprises pour prouver des circuits. Cette d�emarche doit permettre �a terme de pro�ter des apportsdes deux (( communaut�es )) : disposer d'un langage de sp�eci�cation de haut niveau qui permet d'au-tomatiser le travail de traduction vers le circuit d'une part, la logique d'autre part, et prouver queles implantations r�ealis�ees sont e�ectivement correctes.
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147
annexeACompl�ements sur LNous donnons ici les preuves de quelques r�esultats concernant les syst�emes de preuve pour lelangage L.1.1 Compl�etudeNous commen�cons avec des r�esultats de compl�etude du premier syst�eme de preuve pour L, don-n�es au chapitre 4. Tout d'abord, nous prouvons la proposition concernant le conditionnement d'unprogramme non r�egulier. Rappelons les notations : nous avons un programme S, et une assertionfQ;Dg qui tient lieu de postcondition. Nous voulons montrer que, si nous pouvons exprimer laplus faible pr�econdition de S avec une certaine postcondition d�eriv�ee de fQ;Dg, alors la plus faiblepr�econdition de S pour fQ;Dg sera elle aussi exprimable par une assertion. Ceci est exprim�e parla proposition suivante.Proposition 4 Soit (S; fQ;Dg) une paire simple, et soit Tmp une variable telle que Tmp 62 Var(Q)[Var(S) [Var(D). Si wp(S; fQ;D ^ Tmpg) = fP;Cgalors wp(where B do S end; fQ;Dg) = fP [B=Tmp]; CgPreuve. Supposons que wp(S; fQ;D^ Tmpg) = fP;Cg.Soit (�; c) dans wp(where B do S; fQ;Dg). D'apr�es la s�emantique du conditionnement,[[where B do S]](�; c) = (�0; c) 2 [[fQ;Dg]];avec �0 tel que (�0; c ^ �(B)) = [[S]](�; c ^ �(B)).Nous avons �0 j= Q et �0(D) = c, et Var(D) \ Change(S) = ; implique �0(D) = �(D) = c.Posons �1 = �[Tmp  �(B)] et �01 = �0[Tmp  �(B)]. Par d�e�nition, �1(Tmp) = �(Tmp) =�(B), et comme Tmp =2 Var(S), �1(D) = �(D) = c = �0(D) = �01(D). De plus, Tmp =2Var(Q). Donc �01 j= Q.Comme Tmp =2 Var(S), nous avons [[S]](�1; c ^ �(B)) = (�01; c ^ �(B)) = (�01; �01(D ^ Tmp)).Mais (�01; �01(D^Tmp)) j= fQ;D^Tmpg. Donc (�1; c^�(B)) j= fP;Cg. En particulier, nousavons �1 j= P . Par le lemme de substitution, � j= P [B=Tmp ], et(�; c) j= fP [B=Tmp]; Dg:



148 ANNEXE A. COMPL�EMENTS SUR LR�eciproquement, soit (�; c) dans [[fP [B=Tmp]; Dg]]. Posons �1 = �[Tmp  �(B)]. Par lelemme de substitution, �1 j= P . De plus, comme Tmp 62 Var(D), �1(D) = �(D) = c, donc(�1; c ^ �1(Tmp)) j= fP;D ^ Tmpg.Par hypoth�ese et par le lemme d'extension, wp(S; fQ;D ^ Tmpg) = fP;D ^ Tmpg. Soit[[S]](�1; c ^ �1(Tmp) = (�01; c ^ �1(Tmp)).Nous avons (�01; c ^ �1(Tmp)) j= fQ;D ^ Tmpg, et en particulier �01 j= Q.Soit maintenant �0 = �01[Tmp  �(Tmp)]. Comme Tmp =2 V ar(S); [[S]](�; c ^ �(B)) =(�0; c ^ �(B)). Mais �01 j= Q and Tmp =2 V ar(Q), donc �0 j= Q.Finalement, Tmp =2 Var(D), donc �0(D) = c. Nous avons donc[[where B do S]](�; c) = (�0; c) 2 [[fQ;Dg]] :Nous donnons maintenant la preuve du th�eor�eme de compl�etude pour les sp�eci�cations simples,dans le cas lin�eaire et r�egulier.Th�eor�eme 2 (Compl�etude, cas simple, lin�eaire, r�egulier) Soit fP;Cg S fQ;Dg une sp�eci�cationsimple, o�u S est un programme lin�eaire et r�egulier. Sij= fP;Cg S fQ;Dgalors ` fP;Cg S fQ;Dg:Preuve. La preuve de ce th�eor�eme suit le sch�ema donn�e dans [1]. Elle utilise le calcul des plus faiblespr�econditions. Pour tout programme lin�eaire et r�egulier S, et pour toute sp�eci�cation simplef: : :g S fQ;Dg, il existe une assertion fP 0; C 0g telle que [[fP 0; C 0g]] = wp(S; fQ;Dg). Enutilisant la r�egle de cons�equence, il su�t donc de montrer que ` fwp(S; fQ;Dg)g S fQ;Dg.La preuve se fait par induction sur la structure de S, en utilisant les propri�et�es de d�e�nissa-bilit�e du th�eor�eme 1.Les cas de l'a�ectation et de s�equencement sont imm�ediats. Consid�erons le cas du conditionne-ment, avec S � where B do T . Comme S est r�egulier par hypoth�ese, nous avons Change(T )\Var(B) = ;. Comme la sp�eci�cation est simple, nous avons Change(S)\Var(D) = ;. CommeChange(T ) = Change(S), nous avons aussi Change(T )\Var(D) = ;. La propri�et�e de d�e�nis-sabilit�e donne alors une assertion fP;Cg telle que fP;Cg = wp(T; fQ;D^Bg). Par le lemmed'extension, nous obtenons wp(T; fQ;D^ Bg) = fP;D ^Bg.Le programme T est r�egulier et lin�eaire, puisque S l'est. La sp�eci�cation fP;D^Bg T fQ;D^Bg est simple, donc l'hypoth�ese d'induction donne` fP;D ^Bg T fQ;D ^BgComme (Var(B)[Var(D))\Change(T ) = ;, la r�egle du where du syst�eme de preuve s'appliqueet nous obtenons ` fP;Dg where B do T fQ;DgDe plus, la propri�et�e de d�e�nissabilit�e donne wp(where B do T; fQ;Dg) = fP;Dg. D'o�u ler�esultat d�esir�e : ` fwp(where B do T; fQ;Dg)g where B do T fQ;Dg.



1.2. PREUVES PAR ANNOTATIONS 149Consid�erons maintenant une sp�eci�cation simple avec j= fP;Cg S fQ;Dg, o�u S est li-n�eaire et r�egulier. Par la propri�et�e de d�e�nissabilit�e, il existe une assertion fP 0; C 0g telleque fP 0; C 0g = wp(S; fQ;Dg). D'apr�es le r�esultat pr�ec�edent, nous savons que ` fP 0; C 0g SfQ;Dg. Par le lemme de cons�equence 2, nous obtenons fP;Cg ) fP 0; C 0g. Nous pouvonsdonc appliquer la r�egle de cons�equence du syst�eme de preuve. Ceci donne ` fP;Cg S fQ;Dgcomme attendu.1.2 Preuves par annotationsNous donnons maintenant la preuve de l'�equivalence entre preuves par annotations et preuvesdans le syst�eme `�, �enonc�ee au chapitre 5. La proposition �a prouver est la suivante :Proposition 7 Soit S un sous-programme �etiquet�e par i, et P et Q deux assertions telles que 8j >0;Tmpj 62 Var(Q). Alors fPg S� fQgest une annotation pour S si et seulement si`� fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0TmpigNous donnons d'abord la preuve du sens direct : s'il existe une preuve par annotations, alors lasp�eci�cation est d�erivable dans `�.Preuve. Soit S un sous-programme �etiquet�e par i, et fPg S� fQg une preuve par annotationspour S. La preuve se fait par induction sur la longueur de la construction de la preuve parannotations. Nous avons cinq cas �a consid�erer, correspondant respectivement �a chaque r�eglede d�erivation de la preuve par annotations.� Si la derni�ere r�egle appliqu�ee �etait8j > i;Tmpj =2 Var(Q)fQ[ îk=0Tmpk?E : X=X ]g (i) X := E fQg ;alors, comme X 62 fTmpi j i 2 Ng, nous avons `� fP;Vik=0 Tmpig S fQ;Vik=0 Tmpig.� Si la derni�ere r�egle appliqu�ee �etaitP ) P 0 fP 0g S� fQ0g Q0 ) Q 8j > Lab(S);Tmpj =2 Var(Q) [Var(Q0)fPgfP 0g S� fQ0gfQg ;alors par hypoth�ese d'induction nous avons`� fP 0;Tmp0 ^ : : :^ Tmpig S fQ0; îk=0Tmpig;donc la r�egle de cons�equence de `� s'applique et donne le r�esultat d�esir�e.



150 ANNEXE A. COMPL�EMENTS SUR L� Si la derni�ere r�egle appliqu�ee �etait la r�egle de composition s�equentielle, alors il existe S1 etS2 tels que S = S1;S2, et une assertionR telle que nous ayons les preuves par annotationsfPg S�1 fRg et fRg S�2 fQg. De plus, nous savons que S1 et S2 sont �etiquet�es par lemême entier i. Par la r�egle de composition s�equentielle dans les preuves par annotations,nous avons 8j > i;Tmpj =2 Var R. Par hypoth�ese d'induction, nous avons donc`� fP; îk=0Tmpig S�1 fR; îk=0Tmpiget `� fR; îk=0Tmpig S�2 fQ; îk=0Tmpig:La r�egle de s�equencement de `� s'applique donc et donne`� fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:� Si la derni�ere r�egle appliqu�ee �etaitfP 0g T � fQg Lab(T ) = i+ 1 8j > i;Tmpj 62 Var(Q)fP 0[B=Tmpi+1]g (i) where B do [Tmpi+1 � B]T �end fQgavec P = P 0[B=Tmpi+1]. Nous avons 8j > i + 1;Tmpj 62 Var(Q), donc par hypoth�esed'induction `� fP 0; îk=0Tmpi ^ Tmpi+1g T fQ; îk=0Tmpi ^ Tmpi+1gComme fP 0 ^ Tmpi+1 = B;Vik=0 Tmpi ^Bg ) fP 0;Vik=0 Tmpi ^ Tmpi+1g, la r�egle decons�equence donne`� fP 0 ^ Tmpi+1 = B; îk=0Tmpi ^Bg T fQ; îk=0Tmpi ^ Tmpi+1g:La r�egle du where s'applique alors et donne`� fP 0 ^ Tmpi+1 = B; îk=0Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:Finalement, en utilisant la r�egle de substitution avec B=Tmpi+1, nous avons`� fP;Tmp0 ^ : : :^ Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:� Le dernier cas (�elimination d'assertions dans la preuve par annotations) est imm�ediat.



1.2. PREUVES PAR ANNOTATIONS 151Ceci termine la premi�ere partie de la preuve.Nous voulons maintenant prouver la r�eciproque. Nous allons utiliser le calcul des plus faiblespr�econditions, et aurons besoin des r�esultats pr�eliminaires suivants.Lemme A.1 Soit Z une variable, S un programme, Q une assertion et D une expression bool�eennetelle que Var(D) \ Change(S) = ;. SiZ =2 Var(S) [Var(Q) [Var(D);alors il existe une assertion fP;Cg telle quewp(S; fQ;Dg) = fP;Cg;et Z =2 Var(P ) [ Var(C):Preuve. Ce lemme est juste une extension de la propri�et�e de d�e�nissabilit�e. Sa preuve est imm�e-diate : il su�t de v�eri�er la propri�et�e sur Z lors de l'induction.Proposition A.1 Soit Q une assertion telle que Tmpi+1 =2 Var(Q). Siwp(S; fQ; i+1̂k=0Tmpi+1g) = fP; i+1̂k=0Tmpi+1g;alors wp(where B do S end; fQ; îk=0Tmpig) = fP [B=Tmpi+1]; îk=0Tmpig:Preuve. Soit (�; c) 2 wp(where B do S end; fQ;Vik=0 Tmpig).Soit (�0; c) = [[where B do S end]](�; c). Nous avons [[S]](�; c ^ �(B)) = (�0; c ^ �(B)), et(�0; c) j= fQ;Vik=0 Tmpig par la d�e�nition de wp . Soit �1 = �[Tmpi+1  �(B)], et �01 =�1[Tmpi+1  �(B)]. Comme Tmpi+1 est une variable auxiliaire, nous avons Tmpi+1 62Var(S), et [[S]](�1; c ^ �(B)) = (�01; c ^ �(B));et, comme Tmpi+1 62 Var(Q), (�01; c) j= fQ; îk=0Tmpig:De plus, �01(Tmpi+1) = �(B), donc(�01; c ^ �(B)) j= fQ; i+1̂k=0Tmpi+1g:



152 ANNEXE A. COMPL�EMENTS SUR LNous pouvons d�eduire que (�1; c ^ �(B)) j= fP;Vi+1k=0 Tmpi+1g. Donc� j= P [B=Tmpi+1]:Comme Tmpi est une variable auxiliaire, nous avons 8i;Tmpi 62 Var(S), donc�0( îk=0Tmpi) = c ) �( îk=0Tmpi) = c:R�eciproquement, soit (�; c) 2 hhfP [B=Tmpi+1];Vik=0 Tmpigii, et �1 = �[Tmpi+1  �(B)].Nous avons [[where B do S end]](�; c) = (�0; c);avec [[S]](�; c ^ �(B)) = (�0; c ^ �(B)).Avec �01 = �1[Tmpi+1  �(B)], nous avons aussi[[where B do S end]](�1; c) = (�01; c);o�u [[S]](�1; c ^ �(B)) = (�01; c ^ �(B)).Comme (�; c) 2 hhfP [B=Tmpi+1];Vik=0 Tmpigii, �1 j= P , et comme Tmpi+1 62 Var(B), nousavons �1(Vi+1k=0 Tmpi+1) = c ^ �(B). Par hypoth�ese, nous avons donc(�01; c ^ �(B)) j= fQ; i+1̂k=0Tmpi+1g:Comme Tmpi+1 62 Var(Q), nous concluons que�0 j= QDe plus, 8i;Tmpi 62 Var(S), donc�0( îk=0Tmpi) = �( îk=0Tmpi) = c:Ceci conclut la preuve de la proposition A.1.Nous pouvons maintenant prouver la r�eciproque de la proposition d'�equivalence.Preuve. Supposons que `� fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:Nous voulons trouver une preuve par annotations de la formefPg S� fQg:



1.2. PREUVES PAR ANNOTATIONS 153Nous construisons celle-ci par induction sur la structure de S.� Si S � X := E : par la correction du syst�eme de preuve, nous avonsj= fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:Par la d�e�nition de wp, nous avonsfP; îk=0Tmpig ) wp(S; fQ; îk=0Tmpig)o�u wp(S; fQ;Vik=0 Tmpig) = fQ[Vik=0 Tmpi?E : X=X ];Vik=0 Tmpig. AlorsfPgfQ[Vik=0 Tmpi?E : X=X ]gSfQgest une preuve par annotations pour S.� Si S � S1 ; S2. Soit fP2; îk=0Tmpig = wp(S2; fQ; îk=0Tmpig)et fP1; îk=0Tmpig = wp(S1; fP2; îk=0Tmpig):Comme 8j > i;Tmpj =2 Var(S) [ Var(Q), le lemme A.1 garantit que 8j > i;Tmpj =2Var(P2). Les pr�emices de la r�egle de composition s�equentielle sont donc satisfaits. Par lacorrection de `�, nous avons j= fP;Vik=0 Tmpig S fQ;Vik=0 Tmpig, donc par la d�e�nitionde wp , P ) P1:Alors fPgfP1g S1fP2g S2fQgest une preuve par annotations pour S.� Consid�erons maintenant le cas o�u S � where B do T end. Le calcul des plus faiblespr�econditions nous permet de construire une preuve`� fP 0; i+1̂k=0Tmpi+1g T fQ; i+1̂k=0Tmpi+1g;



154 ANNEXE A. COMPL�EMENTS SUR Lo�u fP 0; i+1̂k=0Tmpi+1g = wp(T; fQ; i+1̂k=0Tmpi+1g):Par hypoth�ese d'induction, fP 0g T �fQgest une preuve par annotations pour T .Or la proposition A.1 donnewp(S; fQ; îk=0Tmpig) = fP 0[B=Tmpi+1]; îk=0Tmpig:Donc, par la correction du syst�eme de preuve, nous avonsj= fP; îk=0Tmpig S fQ; îk=0Tmpig:Nous concluons que P ) P 0[B=Tmpi+1] et quefPgfP 0[B=Tmpi+1]gwhere B do [Tmpi+1 � B]fP 0gT �fQgendfQgest une preuve par annotations pour S.Ceci conclut la preuve de la proposition d'�equivalence.1.3 Second langage d'assertionsNous donnons �nalement les preuves des lemmes de d�e�nissabiit�e relatifs au second langaged'assertions. Nous avons les lemmes suivants.Lemme 5 (A�ectation) Soit X une variable, E une expression vectorielle, hW;Ai une assertion.Il existe une assertion hV;A0i telle quewlp(X :=E; hW;Ai) = ��hV;A0i�� :Preuve. Dans le cas o�u X = A, prenons une nouvelle variable A0 distincte de X , et d�e�nissonshW 0; A0i comme la A-conversion de hW;Ai. Sinon, prenons W 0 = W et A0 = A. Prenonsmaintenant V = W 0[(A0?E: X)=X ]. Comme les assertions hW;Ai et hW 0; A0i sont �equiva-lentes, wlp(X :=E; hW;Ai) = wlp(X :=E; hW 0; A0i).



1.3. SECOND LANGAGE D'ASSERTIONS 155Soit maintenant s dans wlp(X :=E; hW 0; A0i). Si s = ?, alors s 2 [[hV;A0i]] : Sinon, s =(�; c) pour un certain environnement � et un certain contexte c. Soit (�0; c) = [[S]](�; c). Pard�e�nition de s nous avons �0[A0  c] j= W 0. Or �0 est �[X  c?�(E): �(X)]. Nous avons donc�[A0  c][X  �[A0  c](A0?E: X)] j= W 0. Par le lemme de substitution, nous concluonsque �[A0  c] j= V:R�eciproquement, soit s dans [[hV;A0i]]. Si s = ?, alors s 2 wlp(X :=E; hW 0; A0i). Sinon,s = (�; c) pour un certain environnement � et un certain contexte c. Soit (�0; c) = [[S]](�; c) :�0 est �[X  c?�(E): �(X)]. Nous avons �0[A0  c] = �[X  c?�(E): �(X)][A0  c] =�[A0 c][X  �[A0  c](A0?E:X)]. Par la r�egle de substitution, nous avons donc�0[A0  c] j= W 0:Lemme 6 (Conditionnement) Soit S un programme, B une expression vectorielle bool�eenne, hW;Aiune assertion telle que C 62 Var(B) [ Change(S), et A0 une variable telle que A0 62 Var(W ). S'ilexiste un pr�edicat W 0 tel que wlp(S; hW;A0i) = ��hW 0; A0i��;alors wlp(where B do S; hW;Ai) = ��hW 0[C ^B=A0]; Ai�� :Preuve. Comme dans le lemme pr�ec�edent, le cas des �etats ind�e�nis (?) est trivial.Prouvons tout d'abord que wlp(where B do S; fW;Ag) � [[fW 0[A ^ B=A0]; Ag]] : Soit (�; c) 2wlp(where B do S; fW;Ag): Nous avons [[where B do S]](�; c) = (�0; c), o�u (�0; c ^ �(B)) =[[S]](�; c ^ �(B)). Par d�e�nition, (�0; c) j= fW;Ag. D�enotons �0[A  c] par �0c, et �[A  c]par �c. Nous avons �0c j= W . Comme A0 62 Var(W ), nous avons aussi �0c[A0  c ^ �(B)] j=W , qui peut être r�e�ecrit en (�0c; c ^ �(B)) j= fW;A0g. Nous avons A 62 Change(S), donc[[S]](�c; c ^ �(B)) = (�0c; c ^ �(B)), et donc (�c; c ^ �(B)) j= fW 0; A0g. Nous r�e�ecrivons cecien �c[A0  c ^ �(B)] j= W 0. Comme A 62 Var(B), nous avons �c[A0  �c(A ^ B)] j= W 0, et�nalement �c j= W 0[A ^ B=A0] par le lemme de substitution.Nous concluons que (�; c) j= fW 0[A ^ B=A0]; Ag.L'autre inclusion est prouv�ee exactement de la même fa�con.Lemme 7 (It�eration) Soit T un programme et hW;Ai une assertion. Il existe une assertion hV;A0itelle que ��hV;A0i�� = wlp(loop B do T; [[hW;Ai]]):Preuve. La preuve commence avec une description m�eta-math�ematique de wlp. Un pr�edicat dansle langage d'assertions est construit par un codage �a la G�odel. Une preuve compl�ete seraittr�es longue, nous ne donnons donc ici que le point de d�epart et les arguments principaux.Soit S un programme L, S � loop B do T : Nous commen�cons par montrer qu'un �etat (�; c)est dans la plus faible pr�econdition de la boucle wlp(loop B do T; fW;Ag) si et seulement si�c = �[A0  c] (A0 62 Var(S)) satisfait la propri�et�e suivante :8k : 8�0; �1; : : : ; �k : 8>><>>: Si �c = �0et 8i 2 [0; k[: � �i j= 9u : Bju ^ A0ju[[T ]]((�i; �i(A0))) = (�i+1; �i+1(A0))alors �k j= (W ^A = A0) _ (9u : Bju ^A0ju)



156 ANNEXE A. COMPL�EMENTS SUR LD�enotons par V cette propri�et�e. Celle-ci correspond �a la description d�enotationnelle de l'it�e-ration. Comme chaque environnement �i peut être d�enot�e par un entier si (il y a un nombre�ni de vecteurs �nis), la seconde �etape montre que [[T ]]((�i; �i(A0))) = (�i+1; �i+1(A0)) est�equivalent �a (�i; c) 2 (wlp(T; f �X = si+1; Ag) ^ :wlp(T; ffalse; Ag))o�u �X d�enote toutes les variables qui sont d�e�nies dans l'environnement et ��f �X = si+1; Ag�� =f�i+1g. Par hypoth�ese d'induction, cette plus faible pr�econdition peut être exprim�ee par uneassertion. Il est donc possible de d�e�nir un pr�edicat V 0 tel que V est �equivalent �a 8k :8s0; s1; : : : ; sk : V 0.La derni�ere �etape de la preuve consiste �a coder la suite d'entiers s0; s1; : : : ; sk par un pr�edicatde G�odel. Cette propri�et�e W est alors d�enot�ee par 8k : 8s : V 00, qui est notre pr�edicat �nalV .Le lecteur int�eress�e pourra trouver davantage de d�etails sur ce type de preuve dans [25], ouune introduction dans [70].
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annexeBCompl�ements sur AlphaNous donnons ici la preuve de la proposition 19 du chapitre 6. Rappelons tout d'abord lesnotations. Nous avons un syst�eme S appelant un module S0. On note� S le programme S dans lequel on a substitu�e l'appel au module par le module lui-même, apr�esrenommage et extension ; S est d�e�ni �a renommage pr�es des variables locales au module ;� In(S);Out(S);Loc(S);Var(S) les ensembles respectifs de variables d'entr�ee, de sortie, localesde S, et l'union de ces ensembles ;� de même pour In(S 0); : : : et In(S); : : :, que nous noterons �egalement In 0; : : : et In; : : : ; on aIn(S) = In(S);Out(S) = Out(S) et Var(S) = Var(S) [ Loc(S 0).Nous consid�erons que V est un sous-ensemble de Out , et nous notons W = N�ecessaire(V ). Nousnoterons � un �etat de S, � un �etat de S 0 et � un �etat de S.Les transitions du syst�eme S par rapport �a V sont not�ees =)V S .On pose V = Vet W = W [N�ecessaireS0(V 0)Nous voulons montrer la proposition suivanteProposition 19 (�Equivalence des grands pas avec la substitution) Si � et � sont des �etats ini-tiaux respectivement de S et de S �equivalents sur W \ In, et si� =)V �S �0 avec V � supp(�0)alors � =)V �S �0 avec V � supp(�0)et �0 �W �0et r�eciproquement.La preuve de cette proposition fait appel �a deux lemmes pr�eliminaires concernant l'ensembleW .Lemme B.1 On a� W \Var(S) � W



158 ANNEXE B. COMPL�EMENTS SUR ALPHA� W est clos �a gauche pour SLemme B.2 Les variables de Wn(Loc(S0) [ Out 0) ne d�ependent directement que de variables deWnLoc(S 0).Les preuves de ces lemmes d�ecoulent imm�ediatement des d�e�nitions.Nous donnons maintenant l'essentiel de la preuve de la proposition.Preuve. Nous commen�cons par le sens direct. L'id�ee est de construire �a partir de la suite des �etats� une autre suite d'�etats T qui constitue une suite de transitions de S. Consid�erons donc les�etats �i successifs, avec �0 = � et �n = �0. Posons �0 = �, et supposons que nous avons d�ej�aexamin�e les transitions �0 )S �1 )S : : :)S �i�1 )S �i et construit la suite �0;�1; : : :�j �apartir de ces �etats. Examinons maintenant la transition �i ) �i+1. Deux cas se pr�esentent :� c'est une transition (( classique )) qui correspond �a l'�evaluation d'une variable x deVar(S)nVar(S 0) ; on pose alors�j+1 = �j [x �i+1(x)]� c'est une transition d�e�nie par une s�equence �0 =)V 0 �S0 �m de S0 ; on pose alors j0 = j,et pour tout k 2 f1; ::; mg, si �k�1 =)V 0 S0 �k correspond �a l'�evaluation d'une variable xktelle que �jk�1(xk) = ?, on posejk = jk�1 + 1 et �jk = �jk�1 [xk  �k(xk)]sinon (si xk est d�ej�a d�e�nie dans �jk�1) on posejk = jk�1Intuitivement, �j est successivement enrichi par les calculs des transitions internes aumodule correspondant �a des variables non encore d�e�nies dans �j .On a alors construit �j ; : : : ;�j+l ; on examine la transition �i+1 ) �i+2 de la même fa�con.Notons '(i) l'indice j de �j lorsque l'on a examin�e les �etats jusqu'�a �i. ' est une fonctionstrictement croissante de i.Il nous faut maintenant prouver que les �j peuvent d�e�nir une suite de transitions de S.Remarquons tout d'abord le fait suivant, qui exprime que les �etats � et T co��ncident sur lesvariables de S : �i �W �'(i)Ceci se prouve par r�ecurrence sur i. Le cas i = 0 est trivial. Traitons le cas o�u ce fait est d�ej�a�etabli pour i.� Si la transition est (( petits-pas )), le r�esultat est imm�ediat.� Si la transition est induite par une suite �0 =)V 0 �S0 �m, on a�i �W �'(i)�i+1 = �i[x �m(x)]�'(i+1)(x) = �m(x)



159Les transitions �'(i) ! �'(i)+1 ! : : : ! �'(i+1) valuent des variables de S 0. Comme iln'y a pas de d�ependance entre variables de Out 0, les variables deW concern�ees sont doncdes variables de In0. Celles-ci sont d�ej�a toutes valu�ees dans �i. Le lemme de conservations'applique, qui a�rme que leurs valeurs ne sont pas modi��ees.On a donc bien �i+1 �W �'(i+1);ce qui conclut cette preuve par r�ecurrence.Nous pouvons maintenant attaquer le corps de la preuve : montrer que les �j forment unesuite de transitions de S. Par construction, les conditions de d�e�nition des variables sont bienv�eri��ees. Consid�erons une transition �j xk=) �j+1 et montrons que �j+1(xk) = �j(ex(~y)), o�ux = ex(~y) est l'expression de d�e�nition de xk .� si c'est une transition (( classique )), le r�esultat est imm�ediat grâce au lemme B.2 ;� si c'est une transition induite par �0 =)V 0 �S0 �m, on a �j+1(xk) = �k+1(xk) = �k(ex(~y)).Montrons que �j(y) = �k(y) pour tout y de ~y. Il nous donc faut retrouver le (( moment ))o�u y a �et�e valu�ee.Soit i0 = maxfi j '(i) � jg. On a �'(i0) �W �i0donc en particulier �'(i0) �W\In0 �0:Deux cas se pr�esentent alors{ si y a �et�e valu�ee au cours de la suite �'(i0) : : :�j , par exemple entre �p et �p+1 avec'(i0) � p < j. Ceci correspond �a une transition �q ) �q+1 avec 0 � q < k. On aalors �j(y) = �p+1(y) = �q+1(y) = �k(y)par conservation de la valeur entre p+ 1 et j d'une part, q + 1 et k d'autre part.{ si y a �et�e valu�ee avant �'(i0) ; �a nouveau, deux cas se pr�esentent{ soit y 2 In 0 ; on a alors�j(y) = �'(i0)(y) par conservation de la valeur�'(i0)(y) = �0 par �equivalence sur In 0 \W�k(y) = �0(y) par conservation de la valeurdonc on a bien �j(y) = �k(y) ;{ soit y 62 In 0. Il nous faut retrouver d'o�u provient sa valeur. y a �et�e valu�e dansune suite �'(i00) : : :�p0+1 avec i00 = maxfi j '(i) � p + 1g. On a �evidemmenti00 < i0. Cette suite est d�e�nie par �00 : : :�0m0 et �0p+1(y) = �0q0+1(y). On a�00 �W\In0 �'(i00)�0 �W\In0 �'(i0)



160 ANNEXE B. COMPL�EMENTS SUR ALPHAdonc par conservation de la valeur�00 �W\In0 �0qui signi�e que les �etats initiaux sont les mêmes �a chaque appel du module. Ona en�n �0q0+1(y) = �k(y) par d�eterminisme�0p+1(y) = �j(y) par conservation de la valeur�j(y) = �k(y) par transitivit�eCeci termine la preuve du sens direct de la proposition. Nous esquissons maintenant la preuvede la r�eciproque. La preuve se fait de fa�con similaire, mais avec une construction inverse. Onexamine les transitions �i ) �i+1 et on construit une suite �j :� si �i ) �i+1 �evalue une variable x de W n(Loc0[Out 0), on construit �j+1 �a partir de �jen l'enrichissant avec la valeur de x ;� si �i ) �i+1 �evalue une variable x de Loc0, on n'en tient pas compte ;� si �i ) �i+1 �evalue une variable x de Out 0, on montre que l'on est capable de construireun (( grand pas )). En e�et, les variables de In0 et de Loc0 n�ecessaires au calcul de x sontvalu�ees. La preuve que la valeur ainsi obtenue pour x est la même que dans �i+1 estsemblable �a celle de l'�equivalence des deux s�emantiques op�erationnelles au chapitre 3.Ceci termine la preuve de la proposition.





R�esum�e : Dans cette th�ese, nous nous sommes int�eress�e �a la validation formelle deslangages �a parall�elisme de donn�ees. L'id�ee est de tirer parti de la relative simplicit�e dece mod�ele de programmation pour d�evelopper des m�ethodes semblables �a celles d�ej�a�eprouv�ees dans le cadre des langages scalaires classiques. La premi�ere partie du tra-vail e�ectu�e concerne un langage data-parall�ele simple, de type imp�eratif. Nous avonsmontr�e qu'il �etait possible de d�e�nir un syst�eme de preuve complet pour ce langage,inpir�e de la logique de Hoare. L'�etude th�eorique nous a permis en outre de d�e�nir unem�ethodologie pratique de preuve par annotations, semblable �a celle utilis�ee pour leslangages scalaires. Nous nous sommes ensuite tourn�e vers le langage d'�equations r�e-currentes Alpha. Il s'av�erait n�ecessaire de d�e�nir pour ce langage un cadre formel devalidation, plus riche que le syst�eme de transformations existant ne permettant que despreuves par �equivalence. Nous avons d�e�ni un mod�ele d'ex�ecution par l'interm�ediaired'une s�emantique op�erationnelle, et une m�ethodologie de preuve. Celle-ci utilise desinvariants qui sont ra�n�es �a partir d'une traduction du programme dans un langagelogique jusqu'�a l'obtention de la propri�et�e voulue.Mots-cl�es : Programmation parall�ele, sp�eci�cation et validation de programmes, s�eman-tique des langages de programmation, langages data-parall�eles, �equations r�ecurrentes,m�ethode de preuve, logique de Hoare, plus faibles pr�econditions, invariants.Abstract: In this thesis, we address the problem of formal validation for data parallellanguages. The idea is to exploit the relative simplicity of this programming model todevelop some methods, resembling those already in use for classical scalar languages.The �rst part of this work deals with a simple data parallel imperative language. Wehave shown that it was possible to de�ne for this language a complete proof system,inspired from Hoare logic. This theoretical study has also be the key to de�ne a prac-tical methodology of proof by annotations, similar to the methodology used for scalarlanguages. We then worked on the Alpha language, that is a language of recurrenceequations. It appeared that it was necessary to de�ne a formal validation frameworkfor this language, since the existing rewriting system allows only proofs of equivalencebetween programs. We have de�ned an execution model by means of an operationalsemantics, and a proof methodology. This methodology is based on invariants, that arere�ned from a translation of the program into a logical language to the �nal desiredproperty.Keywords: Parallel Programming, Specifying and Verifying and Reasoning about Pro-grams, Semantics of Programming Langages, Data-Parallel Languages, Recurrence Equa-tions, Proof Methods, Hoare Logic, Weakest Preconditions, Invariants.


