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Les images actuelles de l’entre-deux-guerres
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Les images actuelles de l’entre-deux-guerres

• Une image d’ensemble fondée sur des témoignages, des récits et des souvenirs 
de certains acteurs de l’époque, la plupart liés au groupe Bourbaki.

WEIL André, 1991, Souvenirs d’apprentissage. Basel, Boston, Berlin : Birkhäuser.
SCHWARTZ Laurent, 1997, Un mathématicien aux prises avec le siècle. Paris : Éditions Odile Jacob.
DUGAC Pierre, 1995, Jean Dieudonné Mathématicien complet. Éditions Jacques Gabay.
JACKSON A., 1999, «Interview with Henri Cartan». Notices of the American Mathematical Society, 46 (7) 
782-788.
GUEDJ Denis, 1985 «Nicholas Bourbaki, collective mathematician :  An interview with Claude Chevalley». 
Mathematical Intelligencer, 7 (2) 18-22.  
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• Un travail pionnier de Liliane Beaulieu sur le groupe Bourbaki pour réexaminer 
cette image.

BEAULIEU Liliane, 1990, Bourbaki, Une histoire du groupe de mathématiciens français et de ses travaux 
(1934-1944).  Thèse de doctorat, Université de Montréal, Institut d'histoire et de sociopolitique des 
sciences.

• D’autres études, locales, sur les institutions, les mathématiques appliquées.

SIEGMUND-SCHULTZE, 2001, Rockfeller and the Internationalization of Mathematics between the two World 
Wars. Basel : Birckhaüser.
MOUNIER-KUHN Pierre, 1996, «Un programme technologique national : la Mécanique des fluides» in A. 
Grelon et M. Grossetti (dir.), Programme Villes et Institutions scientifiques. Rapport final, CNRS PIR Villes.
BRU Bernard sur les probabilités (ex. BRU Bernard, 2003, «Souvenirs de Bologne». Journal de la Société 
française de statistique, 144 (1-2) 135-226).
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Les témoignages comme source : 
un problème historiographique

• Image d’ensemble procédant de la constitution d’une «mémoire collective» à 
partir des mémoires individuelles des membres d’un groupe.

• Interaction entre deux types de mémoires.

• Interaction entre passés et présents. 

- Reconstruction a posteriori des événements passés des membres de 
ce groupe et des souvenirs propres au groupe.

- Contextes de mise en mémoire particuliers influant sur la mémoire 
retranscrite.

BEAULIEU Liliane, 1998, «Jeux d'esprit et jeux de mémoire chez N. Bourbaki» in Abir-Am Pnina (dir.), La 
mise en mémoire de la science. Pour une ethnographie historique des rites commémoratifs. Éditions des archives 
contemporaines, 75-123.
HALBWACHS Maurice, 1994, Les cadres sociaux de la mémoire.  Albin Michel, postface de Gérard NAMER. 1ère 
édition en 1925.
HALBWACHS Maurice et NAMER Gérard (dir.), 1997, La mémoire collective.  Albin Michel, 1ère édition aux 
Presses universitaires de France en 1950.
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Choix d’un nouveau corpus
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Choix d’un nouveau corpus

• Corpus indépendant de souvenirs écrits et des témoignages directs ou 
rapportés des acteurs de l’époque.
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• Corpus indépendant de souvenirs écrits et des témoignages directs ou 
rapportés des acteurs de l’époque.

• Corpus homogène sans morcellements ni sélection a priori de domaines 
mathématiques.
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Choix d’un nouveau corpus

• Corpus indépendant de souvenirs écrits et des témoignages directs ou 
rapportés des acteurs de l’époque.

• Corpus homogène sans morcellements ni sélection a priori de domaines 
mathématiques.

• Corpus permettant d’articuler anciennes et nouvelles générations de 
mathématiciens de l’entre-deux-guerres.
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L’objet thèse

• Une publication mathématique

• Un auteur

• Un jury 

• Un rapport de thèse et un 
rapport de soutenance

Page de garde de la thèse d’Henri Cartan, 19285
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Une publication mathématique (I)

• Une publication mathématique presque toujours imprimée chez un éditeur, 
parfois republiée intégralement dans des périodiques ou partiellement sous 
forme de notes aux CRAS.
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Une publication mathématique (I)

• Une publication mathématique presque toujours imprimée chez un éditeur, 
parfois republiée intégralement dans des périodiques ou partiellement sous 
forme de notes aux CRAS.

FERRAND Jacqueline, 1942, «Etude de la 
représentation conforme au voisinage de la 

frontière», Annales  scientifiques de l’École 
normale supérieure 59 (3) 43-106
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• Une publication mathématique presque toujours imprimée chez un éditeur, 
parfois republiée intégralement dans des périodiques ou partiellement sous 
forme de notes aux CRAS.

FERRAND Jacqueline, 1942, «Etude de la 
représentation conforme au voisinage de la 

frontière», Annales  scientifiques de l’École 
normale supérieure 59 (3) 43-106

FERRAND Jacqueline, 1941, «Sur la 
représentation conforme au 

voisinage d’un point frontière», 
Comptes rendus de l’Académie des 

sciences 212 977-980
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Une publication mathématique (II)

• un classement dans un domaine 
ou un sous-domaine des sciences 
mathématiques

• des notions de mathématiques

• des réseaux de textes

Jahrbuch über die Fortschritte 
der Mathematik (54). 1928

Index bibliographique de la thèse d’Henri Cartan
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Un auteur
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Un auteur

• Informations biographiques
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Un auteur

• Informations biographiques

Procès verbal du 
doctorat de 

Georges Bratu
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Un auteur

• Informations biographiques

Dédicace de la thèse 
d’Henri Cartan

• Dédicaces diverses

Dédicace de la thèse de 
Chi-Tai Chuang Dédicace de la thèse de 

Gaston Julia 

Procès verbal du 
doctorat de 

Georges Bratu
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Un jury et des rapports
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Un jury et des rapports

• Un jury
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Un jury et des rapports

• Un jury

Rapport sur la thèse d’Henri Milloux (2 premières pages)

• Un rapport
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Rapport sur la thèse d’Henri Milloux (2 dernières pages)
et rapport sur la soutenance
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Constitution d’une base de données
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Constitution d’une base de données
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Premier niveau d’analyse : 
l’analyse quantitative du corpus des doctorats (I)
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Premier niveau d’analyse : 
l’analyse quantitative du corpus des doctorats (I)

• 242 thèses d’Etat soutenues entre 1914 et 1945, 203 à Paris, 39 dans les autres 
facultés de province
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Effets des guerres et croissance forte dans l’entre-deux-guerres pour rattraper 
le rythme de croissance d’avant-guerre.
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• L’ensemble des doctorats est 
classé dans 6 domaines des 
sciences mathématiques :

- arithmétique et algèbre

- analyse

- géométrie

- mathématiques 
appliquées (mécanique, 
physique mathématique, 
astronomie et géodésie)

- calcul des probabilités

- théorie des ensembles

Premier niveau d’analyse : 
l’analyse quantitative du corpus des doctorats (II)
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Premier niveau d’analyse : l’analyse quantitative des 
sujets des doctorats (II)
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Premier niveau d’analyse : l’analyse quantitative des 
sujets des doctorats (II)

Comment évoluent les équilibres 
entre domaines des sciences 

mathématiques ?
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• L’analyse et les 
mathématiques appliquées 
se partagent la majorité des 
sujets de thèses ;

• Croissance des mathématiques 
appliquées au détriment de 
l’analyse ;

• Part constante de 
l’arithmétique et de l’algèbre 
ainsi que de la géométrie ;

• Émergence dans les années 
1930 de la théorie des 
ensembles et du calcul des 
probabilités.
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Premier niveau d’analyse : l’analyse quantitative des 
doctorants (III)
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Premier niveau d’analyse : l’analyse quantitative des 
doctorants (III)

• 5 femmes dont 2 étudiantes à l’E.N.S. et 2 astronomes.
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doctorants (III)
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• Différentes nationalités parmi les étudiants étrangers : roumaine, russe, 
chinoise, iranienne, polonaise, suisse, américaine...
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Premier niveau d’analyse : l’analyse quantitative des 
doctorants (III)

• 5 femmes dont 2 étudiantes à l’E.N.S. et 2 astronomes.

• Différentes nationalités parmi les étudiants étrangers : roumaine, russe, 
chinoise, iranienne, polonaise, suisse, américaine...

NormaliensNormaliens EtrangersEtrangers PolytechniciensPolytechniciens IngénieursIngénieurs Total

Total

Paris

Province

Analyse

Arithmétique et 
algèbre

Géométrie

Mathématiques 
appliquées

Théorie des 
ensembles

Calcul des 
probabilités

74 31 % 60 25 % 12 5 % 10 4 % 242

70 34 % 47 23 % 10 5 % 8 4 % 203

4 10 % 13 33 % 2 5 % 2 5 % 39

28 35 % 29 36 % 2 2 % 2 2 % 80

7 44 % 1 1 % 2 13 % 1 1 % 16

16 33 % 10 21 % 0 0 % 1 2 % 49

13 16 % 17 22 % 8 11 % 6 8 % 79

2 25 % 2 25 % 0 0 % 0 0 % 8

6 75 % 1 13 % 0 0 % 0 0 % 8
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• Sujets choisis par les normaliens essentiellement dans des domaines de 
mathématiques pures et en calcul des probabilités.
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• Sujets choisis par les étudiants étrangers essentiellement dans le domaine de 
l’analyse.
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Les thèses soutenues en province
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Les thèses soutenues en province

• Strasbourg : une image attendue et déjà étudiée dans un contexte d’après-
première guerre mondiale. 

BEAULIEU Liliane, op.cit. 

Crawford E. et Olff-Nathan Josiane (dir.), 2005, La science sous influence : l’université de Strasbourg, enjeux des 
conflits franco-allemands, 1872-1945, Strasbourg : La Nuée Bleue.
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• Poitiers : 

- Premiers doctorats de sciences mathématiques soutenus dans les années 
1930. 

- Volonté de décentraliser les mathématiques françaises ?

- Des sujets de mathématiques pures dont plusieurs sont liés aux 
recherches de Georges Bouligand, professeur de l’université.
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Photo datant probablement de 1935

• animateur de la vie mathématique 
de Poitiers (1921-1938)

• Introduction à la géométrie 
infinitésimale directe, 1931.

• Références à ses travaux dans des 
thèses à Poitiers, mais aussi à 
Toulouse et à Paris. (Exemple de 
Rabaté à Toulouse).

Georges Bouligand 
à Poitiers

20

jeudi 11 juin 2009



Des facultés de province, 
centres de mathématiques appliquées
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Des facultés de province, 
centres de mathématiques appliquées

• Lyon : 

- Faculté de province où le plus de doctorats sont soutenus pendant 
l’entre-deux-guerres et ceci de façon constante pendant l’entre-
deux-guerres. 

- Essentiellement des doctorats de mathématiques appliquées. La 
majeure partie porte sur des sujets d’astronomie et est réalisée en 
collaboration avec l’Observatoire de Lyon.

21
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• Montpellier : 

- Des thèses de géométrie appliquées (1938-1945),

- Et sur les recherches d’Emile Turrière.
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Deuxième et troisième niveaux d’analyse - I

• Appliqués aux thèses soutenues à Paris.

• Étude des doctorats classés dans les domaines de l’arithmétique et l’algèbre, 
la géométrie, la théorie des fonctions et des probabilités.

• Étude de différentes parties de l’objet thèse.

Deuxième niveau Troisième niveau

rapports rapports

introduction de la 
thèse

le mémoire lui-
même

22
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Deuxième et troisième niveaux d’analyse - II

• Quels sont les sujets abordés, les problèmes étudiés, les résultats obtenus ?

• Quels sont les objets et les notions mathématiques utilisés ?

• A quels travaux de mathématiciens, à quelles théories font-ils référence ? 
Quelles sont les publications à l’origine de leur recherche ? Sur lesquelles 
fondent-ils leurs travaux ?

• ...

• Quelles sont les fonctions des membres des jurys ? Intellectuelles ? 
Institutionnelles ?

• Quelles influences exercent-ils sur les doctorats ? 

23
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Quelques résultats de l’analyse
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Quelques résultats de l’analyse

• Dans le domaine de l’arithmétique et de l’algèbre (2e niveau) : confirmation de 
résultats obtenus sur la même période et déjà mis en évidence par des 
analyses de corpus différents. 

GOLDSTEIN Catherine, 2009, «La théorie des nombres en France dans l’entre-deux-guerres : de quelques 
effets de la première guerre mondiale» in Revue d’histoire des mathématiques, Hors série «Regards sur les 
mathématiques en France entre deux guerres».
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analyses de corpus différents. 

GOLDSTEIN Catherine, 2009, «La théorie des nombres en France dans l’entre-deux-guerres : de quelques 
effets de la première guerre mondiale» in Revue d’histoire des mathématiques, Hors série «Regards sur les 
mathématiques en France entre deux guerres».

24

• Des sujets laissés dans l’ombre par l’historiographie : théorie des courbes et 
des surfaces de Darboux et de Guichard, l’étude des formes...
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• Des sujets laissés dans l’ombre par l’historiographie : théorie des courbes et 
des surfaces de Darboux et de Guichard, l’étude des formes...

• Rôle frappant de certains mathématiciens :

- En géométrie (2e niveau) : 

Importance d’Élie Cartan par son poids institutionnel et son influence 
intellectuelle. Ses travaux sur le repère mobile et les invariants de Pfaff et 
sur les espaces généralisés sont repris à différentes périodes dans 
plusieurs thèses.

- En calcul des probabilités (2e et 3e niveau) : 

Importance de Georges Darmois pour les thèses de statistiques et pour 
les thèses liées aux applications des probabilités à d’autres domaines 
scientifiques comme la génétique et l’électricité.
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La théorie des fonctions
(2e et 3e niveaux)

• Plusieurs sujets repris et travaillés au cours de l’entre-deux-guerres à 
l’intérieur des trois domaines distingués par le Jahrbuch des «Fonctions 
particulières», de la «théorie des fonctions de la variable réelle», de la «théorie 
des fonctions de la variable complexe».

• Exemples :

- les thèses sur les séries trigonométriques,

- les thèses qui ont pour source les théorèmes de Picard,

- les thèses sur la théorie des fonctions univalentes ou multivalentes,

- les thèses sur les surfaces de Riemann,

- ...

• Références à des travaux internationaux :

- Pas uniquement allemands (références allemandes, anglaises et 
finlandaises),

- Références tout au long de la période,

- Évolution de ces références au cours de l’entre-deux-guerres.

25

jeudi 11 juin 2009



Un exemple : les thèses dans la suite 
des théorèmes de Picard 

• Cinq thèses regroupées autour de l’étude de propriétés générales de 
fonctions entières, holomorphes ou méromorphes (propriétés de 
croissance, propriétés vérifiées par l’ordre des fonctions, étude de la 
distribution des valeurs prises par les fonctions) :

- Georges Valiron, Sur les fonctions entières d’ordre nul et d’ordre fini et en 
particulier les fonctions à correspondance régulière, 1914.

- Henri Milloux, Le théorème de M. Picard. Suite de fonctions holomorphes. 
Fonctions méromorphes et fonctions entières, 1924.

- Henri Cartan, Sur les systèmes de fonctions holomorphes à variétés linéaires 
lacunaires et leurs applications, 1928.

- André Rauch, Extensions de théorèmes relatifs aux directions de Borel de 
fonctions méromorphes, 1933.

- King-Lai Hiong, Sur les fonctions entières et les fonctions méromorphes 
d’ordre infini, 1934

26
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Théorèmes de Picard de 1879

27

PICARD Émile, 1879, «Sur les fonctions entières», 
Comptes rendus de l’Académie des sciences (89) 662-665.

PICARD Émile, 1879, «Sur les fonctions analytiques 
uniformes dans le voisinage d’un point singulier essentiel», 

Comptes rendus de l’Académie des sciences (89) 745-747.
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• Introduction de nouvelles fonctions dans la recherche de propriétés de 
croissance des fonctions entières à la fin du XIXe siècle.

- le module maximum d’une fonction

- le module minimum d’une fonction

• Etude comparée de ces deux fonctions.

• Relations avec l’allure des coefficients asymptotiques des coefficients de 
Taylor du développement de la fonction entière, avec l’allure des modules 
des zéros de la fonction. 

• Estimations de 

• Introduction de la notion d’ordre réel par Borel.

Travaux qui ont suivi les théorèmes de Picard
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prises par ces fonctions. Ces questions sont décrites dans les introductions des rapports et de façon
indépendante dans l’historiographie du domaine (notamment celle de Dieter Gaier) comme des suites
logiques des théorèmes de Picard sur le comportement des fonctions méromorphe au voisinage d’une
singularité essentielle et sur les valeurs prises par les fonctions entières ou holomorphes.

Il y a en fait plusieurs théorèmes de Picard énoncés par ce dernier en 1879 et 1880 :
– nombre de valeurs exceptionnelles d’une fonction entière (2 théorèmes) (cf. p. 253-254) ;
– méromorphe ou analytique au voisinage d’une singularité essentielle.
Dans la première de ses notes aux Comptes rendus de l’Académie des sciences de 1879, « Sur une

propriété des fonctions entières », ?, Emile Picard écrit ainsi

Théorème 1 : Il ne peut y avoir plus d’une valeur que ne soit susceptible de prendre pour une valeur
finie de la variable une fonction entière.

Une fonction entière G(z) qui ne devient jamais égale ni à a, ni à b, est nécessairement une
constante.

Picard prolonge dans un premier temps son théorème dans une deuxième note, « Sur les fonctions
entières », ?, où il démontre que

Théorème 2 : Pour une fonction entière, il ne peut y avoir plus d’une valeur finie a pour laquelle
l’équation G(z) = a n’admet qu’un nombre limité de racines à moins que G(z) ne soit un polynôme.

Il étend enfin ce résultat aux fonctions analytiques dans une troisième note « Sur les fonctions
analytiques uniformes dans le voisinage d’un point singulier uniforme », ? où il montre que

Théorème 3 : Pour une fonction analytique uniforme f(x), au voisinage d’un point singulier essentiel
A, si a est une constante quelconque, il y a toujours une infinité de points pour lesquels f(x) prend
rigoureusement la valeur a, une exception pouvant se produire seulement pour deux valeurs de a.

Le théorème énoncé par Emile Picard s’applique donc aux fonctions méromorphes au voisinage
d’un point singulier essentiel qui n’est pas un pôle. On rappelle ici que le terme de fonction analytique
au point z désigne une fonction dont le rapport ∆f

∆z à une limite unique pour chaque point où la
fonction f est définie, cf.?, p.8.

Les doctorants ne reprennent pas directement l’étude de ces théorèmes mais inscrivent leurs
recherches dans la continuité des recherches initiées par ce dernier notamment sur les questions de
répartition des valeurs prises par les fonctions, sur les croissances des fonctions.

Ses théorèmes ont donné lieu à des recherches sur les fonctions entières et à l’introduction de
nouvelles fonctions. Une partie de ces recherches prend sa source dans la recherche d’une démonstration
de ces théorèmes utilisant des moyens de l’analyse complexe.

La recherche de démonstrations directes des théorèmes de Picard conduit parallèlement à l’étude
générale des fonctions entières dont on cherche notamment à estimer la croissance. Hadamard introduit
ainsi en 1893 1, le module maximum d’une fonction

M(r, f) = sup|z|=r |f(z)|

1. D’après Walter Hayman, cf. ?, p.369.
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pour définir l’ordre d’une fonction

λ = lim supr→∞
log log M(r,f)

log r

le module minimum de la fonction

µ(r, f) = inf |z|=r |f(z)|.

L’étude de ce module minimum et l’étude comparée de µ(r, f) et de M(r, f) est l’occasion de nombreux
travaux au début du XXème siècle dont ceux de Wiman, de Littlewood et Valiron sur le comportement
de log µ(r,f)

log M(r,f) lorsque r tend vers l’infini.
Etude de la croissance du module maximum, relation avec l’allure des coefficients de Taylor du

développement de la fonction entière, avec les modules des zéros de la fonction.
Définition de l’ordre par Borel

6.1.1 thèse de Valiron

C’est exactement dans ce contexte que s’inscrit la thèse de Valiron soutenue en 1914. Il s’agit de
faire des recherches. Seul doctorat en théorie des fonctions à avoir été soutenu avant le début de la
guerre et entièrement rédigé avant la guerre.

Valiron a cherché dans son doctorat à établir de la façon la plus précise possible des résultats sur
la correspondance entre les trois fonctions fondamentales qui interviennent pour les fonctions entières :
module maximum de la fonction, terme de module maximum de la série de Taylor correspondant au
développement de la fonction entière, module du nième zéro. Le seul à travailler sur ces trois fonctions.
Il regarde plus particulièrement les fonctions entières d’ordre nul et les fonctions entières d’ordre fini.
Donne des estrimations de la croissance du module de ces fonctions et notamment celle de la fonction
log |f(z)|.

Théorème central démontré par Valiron, généralisant le théorème de Wiman, sur le comportement
de log f(z).

Pour toute fonction d’ordre fini ρ, il existe une infinité de cercles de rayon Rs ( lim
s=∞

Rs =∞), tels que
sur chacun d’eux on a l’inégalité

log |f(z)| > hµ1(Rs), |z| = Rs, h > 0

sur des arcs dont la longueur totale est au moins 2π
h , h étant le plus petit entier supérieur à 2ρ.

Avec µ1(r) =
∫ r
0

n(x)
x dx, où n(x) est le nombre de zéros de la fonction f(z) de module inférieur

àx.

6.1.2 Les autres thèses

Ce théorème est cité avec ceux de Landau (1904) et de Schottky (1906) sur les propriétés d’une
fonction holomorphe dans le cercle unité et différente de 0 et de 1 et qui permettent de redémontrer
le théorème de Picard.
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La recherche de démonstrations directes des théorèmes de Picard
conduit ainsi à l’étude générale des fonctions entières dont on cherche
notamment à estimer la croissance. Hadamard introduit ainsi en 1893 1,
le module maximum d’une fonction

M(r, f) = sup|z|=r |f(z)|

Définition de l’ordre
d’une fonction entière
par Hadamard (1893)

λ = lim supr→∞
log log M(r,f)

log r

le module minimum de la fonction

µ(r, f) = inf |z|=r |f(z)|.

L’étude de ce module minimum et l’étude comparée de µ(r, f) et de
M(r, f) est l’occasion de nombreux travaux au début du XXème siècle
dont ceux de Wiman, de Littlewood et Valiron sur le comportement de
log µ(r,f)
log M(r,f) lorsque r tend vers l’infini.

Etude de la croissance du module maximum, relation avec l’allure des
coefficients de Taylor du développement de la fonction entière, avec les
modules des zéros de la fonction.

1. D’après Walter Hayman, cf. ?, p.369.
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Définition de l’ordre réel
d’une fonction entière

par Borel (1897)
« L’ordre est un nombre réel ρ tel que si

an est le module de la nième racine
la série

∑ 1
aρ+ε

n
est convergente

et la série
∑ 1

aρ−ε
n

est divergente,
quelque petit que soit ε. »

Cette définition est distincte de la définition de l’ordre donnée pré-
cédemment par Hadamard et que Borel désigne sous le terme d’ordre
apparent 2.

6.1.1 thèse de Valiron

C’est exactement dans ce contexte que s’inscrit la thèse de Valiron
soutenue en 1914. Il s’agit de faire des recherches. Seul doctorat en théorie
des fonctions à avoir été soutenu avant le début de la guerre et entière-
ment rédigé avant la guerre.

Valiron a cherché dans son doctorat à établir de la façon la plus
précise possible des résultats sur la correspondance entre les trois fonc-
tions fondamentales qui interviennent pour les fonctions entières : module
maximum de la fonction, terme de module maximum de la série de Tay-
lor correspondant au développement de la fonction entière, module du
nième zéro. Le seul à travailler sur ces trois fonctions. Il regarde plus par-
ticulièrement les fonctions entières d’ordre nul et les fonctions entières

2. Dans ?, Borel montre cependant que les deux ordres coïncident quand l’ordre apparent n’est
pas un entier.
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Thèse de Georges Valiron en 1914

• Reprend les résultats et théorèmes d’Hadamard, Borel, Lindelöf, 
Boutroux, Denjoy, Wiman, Littlewood,...

• Relations entre le module maximum de la fonction sur un cercle           
le terme de module maximum de la série de Taylor                    et le 
module du ne zéro pour les fonctions entières d’ordre nul et d’ordre fini. 

• Estimations de la croissance du module de ces fonctions.

17 juin 2009 3

prises par ces fonctions. Ces questions sont décrites dans les introductions des rapports et de façon
indépendante dans l’historiographie du domaine (notamment celle de Dieter Gaier) comme des suites
logiques des théorèmes de Picard sur le comportement des fonctions méromorphe au voisinage d’une
singularité essentielle et sur les valeurs prises par les fonctions entières ou holomorphes.

Il y a en fait plusieurs théorèmes de Picard énoncés par ce dernier en 1879 et 1880 :
– nombre de valeurs exceptionnelles d’une fonction entière (2 théorèmes) (cf. p. 253-254) ;
– méromorphe ou analytique au voisinage d’une singularité essentielle.
Dans la première de ses notes aux Comptes rendus de l’Académie des sciences de 1879, « Sur une

propriété des fonctions entières », ?, Emile Picard écrit ainsi

Théorème 1 : Il ne peut y avoir plus d’une valeur que ne soit susceptible de prendre pour une valeur
finie de la variable une fonction entière.

Une fonction entière G(z) qui ne devient jamais égale ni à a, ni à b, est nécessairement une
constante.

Picard prolonge dans un premier temps son théorème dans une deuxième note, « Sur les fonctions
entières », ?, où il démontre que

Théorème 2 : Pour une fonction entière, il ne peut y avoir plus d’une valeur finie a pour laquelle
l’équation G(z) = a n’admet qu’un nombre limité de racines à moins que G(z) ne soit un polynôme.

Il étend enfin ce résultat aux fonctions analytiques dans une troisième note « Sur les fonctions
analytiques uniformes dans le voisinage d’un point singulier uniforme », ? où il montre que

Théorème 3 : Pour une fonction analytique uniforme f(x), au voisinage d’un point singulier essentiel
A, si a est une constante quelconque, il y a toujours une infinité de points pour lesquels f(x) prend
rigoureusement la valeur a, une exception pouvant se produire seulement pour deux valeurs de a.

Le théorème énoncé par Emile Picard s’applique donc aux fonctions méromorphes au voisinage
d’un point singulier essentiel qui n’est pas un pôle. On rappelle ici que le terme de fonction analytique
au point z désigne une fonction dont le rapport ∆f

∆z à une limite unique pour chaque point où la
fonction f est définie, cf.?, p.8.

Les doctorants ne reprennent pas directement l’étude de ces théorèmes mais inscrivent leurs
recherches dans la continuité des recherches initiées par ce dernier notamment sur les questions de
répartition des valeurs prises par les fonctions, sur les croissances des fonctions.

Ses théorèmes ont donné lieu à des recherches sur les fonctions entières et à l’introduction de
nouvelles fonctions. Une partie de ces recherches prend sa source dans la recherche d’une démonstration
de ces théorèmes utilisant des moyens de l’analyse complexe.

La recherche de démonstrations directes des théorèmes de Picard conduit parallèlement à l’étude
générale des fonctions entières dont on cherche notamment à estimer la croissance. Hadamard introduit
ainsi en 1893 1, le module maximum d’une fonction

M(r, f) = sup|z|=r |f(z)|

1. D’après Walter Hayman, cf. ?, p.369.

17 juin 2009 13

Définition de l’ordre réel
d’une fonction entière

par Borel (1897)
« L’ordre est un nombre réel ρ tel que si

an est le module de la nième racine
la série

∑ 1
aρ+ε

n
est convergente

et la série
∑ 1

aρ−ε
n

est divergente,
quelque petit que soit ε. »

Cette définition est distincte de la définition de l’ordre donnée pré-
cédemment par Hadamard et que Borel désigne sous le terme d’ordre
apparent 2.

6.1.1 thèse de Valiron

C’est exactement dans ce contexte que s’inscrit la thèse de Valiron
soutenue en 1914. Il s’agit de faire des recherches. Seul doctorat en théorie
des fonctions à avoir été soutenu avant le début de la guerre et entière-
ment rédigé avant la guerre.

Valiron a cherché dans son doctorat à établir de la façon la plus
précise possible des résultats sur la correspondance entre les trois fonc-
tions fondamentales qui interviennent pour les fonctions entières : mo-
dule maximum de la fonction sur un cercle de rayon r, terme de module
maximum de la série de Taylor correspondant au développement de la
fonction entière

max
n∈N

(|cn|rn)

2. Dans ?, Borel montre cependant que les deux ordres coïncident quand l’ordre apparent n’est
pas un entier.
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Exemple de résultat obtenu par Georges Valiron

30
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« Pour toute fonction d’ordre fini ρ, il existe une infinité de cercles de
rayon Rs ( lim

s=∞
Rs =∞), tels que sur chacun d’eux on a l’inégalité

log |f(z)| > hµ1(Rs), |z| = Rs, h > 0

sur des arcs dont la longueur totale est au moins 2π
h , h étant le plus petit

entier supérieur à 2ρ.

où ici µ1(r) =
∫ r

0
n(x)

x dx et n(x) désigne le nombre de zéros de la fonction
f(z) de module inférieur à x. »
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Thèse de Milloux en 1924

• Références à d’autres théorèmes qu’il reprend :

- une inégalité de Carleman,

- un théorème déduit des théorèmes de Landau (1904) et de Schottky (1906), eux-
mêmes des généralisations du théorème de Picard.

• Comparaison avec des théories qu’il ne reprend pas : 

- la théorie des familles normales de fonctions de Montel et l’utilisation qu’en font 
Montel et Julia,

- des recherches récentes de Bierberbach (1919) sur les valeurs exceptionnelles des 
fonctions entières d’ordre fini dans certains angles.

• Etude des valeurs exceptionnelles des fonctions méromorphes pourvues 
d’une valeur asymptotique et de la distribution de cercles de remplissage. Il 
montre ainsi que pour les fonctions méromorphes et pour les fonctions 
entières qui possèdent une valeur asymptotique finie ou infini :17 juin 2009 15

« Il existe une infinité de cercles du plan complexe, appelés cercles de
remplissage, qui s’éloignent indéfiniment le long d’un chemin de déter-
mination de la valeur asymptotique de la fonction, tels que les valeurs
Z = f(z) que prend la fonction dans ces cercles remplissent des anneaux
limités par deux cercles dont les rayons tendent respectivement vers zéro
et vers l’infini. »

ou par trois cercles : deux dont le rayon tend vers zéro, inclus dans
un troisième dont le rayon tend vers l’infini.

A partir de la démonstration de l’existence de ces cercles, Milloux
obtient des résultats sur le nombre de valeurs exceptionnelles prises par
la fonction dans certains angles et obtient des propriétés vérifiées par la
fonction f(z) comme la position des racines de l’équation f(z)− a = 0,
pour certaines valeurs de a, la croissance de la fonction dans certains
angles particuliers (cf. Bieberbach repris depuis par Valiron).

6.1.3 Thèse de Rauch

Rauch, Milloux comme Valiron prennent comme définition de l’ordre
ρ d’une fonction méromorphe la définition introduite par Ralf Nevanlinna
ρ = limr→∞

log T (r,f)
log(r) , où T (r, f) est la fonction caractéristique de f .

La nouveauté importante de la théorie de Nevanlinna consiste à intro-
duire une nouvelle fonction T (r, f), appelée fonction caractéristique qui
caractérise la croissance pour les fonctions méromorphes dans un disque
ou au voisinage de l’infini. Elle se définit à partir de deux termes m(r, f)

et N(r, f) :

T (r, f) = m(r, f) + N(r, f)
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Thèse de Rauch en 1933

• Rauch part de l’étude des cercles de remplissage de Milloux, retravaillée 
depuis 1924 conjointement par Milloux et Valiron et reprend leurs 
méthodes.

• Entre les 1924 et 1933, à partir de 1925-1926, introduction de la nouvelle 
théorie de Nevanlinna sur les fonctions méromorphes.

• Rauch en reprend les notions et les résultats principaux, notamment ceux 
sur la fonction caractéristique, fonction caractérisant la croissance des 
fonctions méromorphes dans un disque ou au voisinage de l’infini.

• Généralisation des résultats obtenus par Valiron (1928-1929) et 
caractérisation du nombre et de la distribution de zéros de fonctions       
f(z)-П(z) où f est une fonction méromorphe d’ordre donné ρ et П une 
fonction méromorphe d’ordre inférieur à ρ.
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Thèse de Hiong, 1934

• Approfondissement et généralisation des résultats sur la croissance du 
module des fonctions, sur la densité de distribution de leurs valeurs, des 
arguments de leurs zéros, obtenus précédemment par Borel, Blumenthal, 
Denjoy, Valiron et Nevanlinna.

• Récapitulatif de la théorie générale des fonctions entières et méromorphes 
d’ordre infini en utilisant les nouveaux outils mathématiques introduits 
depuis le début du XXe siècle et notamment la théorie de Nevanlinna.

• Introduction d’une nouvelle notion d’ordre pour les fonctions méromorphes 
d’ordre fini et infini, définie à partir de la théorie de Nevanlinna.17 juin 2009 17

Si f(z) est une fonction méromorphe d’ordre infini et T (r) la fonc-
tion caractéristique de Nevanlinna de la fonction f(z), on appelle ordre
de f(z) toute fonction ρ(r) non-décroissante telle que la fonction rρ(r)

soit à croissance normale et telle que si petit que soit le nombre δ, on
ait, à partir d’une certaine valeur r0(δ) de r,

T (r) < rρ(r)(1+δ)

et pour une suite de valeurs rn de r tendant vers l’infini,

T (r) > rρ(r)(1−δ).

Il l’étend également au cas des fonctions entières d’ordre fini.

Hiong fait de nombreuses citations à des travaux mathématiques. La
plus grande influence est celle de Valiron.

Il peut apparaître comme l’exemple d’un étudiant étranger, qui est
ensuite reparti pour la <chine, qui a fait de fréquents séjours en France
depuis 1914-1912 et qui soutient finalement une thèse en théorie des
fonctions complexes.

6.1.5 Thèse d’Henri Cartan

Henri Cartan situe son mémoire de doctorat dans la continuité des
théorèmes de Picard, Schottky ou Landau. Pourtant, son sujet de re-
cherche se distingue parmi les cinq mémoires que j’ai considérés dans
cette sous-partie. Henri Cartan cherche à généraliser aux fonctions ho-
lomorphes dans le cercle-unité, sans zéros dans ce domaine, le théorème
de Borel 5 démontrant l’impossibilité d’une identité 6 de la forme :

5. Cf. ?.
6. appelée par Henri Cartan dans son mémoire identité de Borel, cf. ?, p.3.
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Thèse de Cartan en 1928

• Une thèse en décalage des quatre autres par son sujet.

• Généralisation aux fonctions holomorphes dans le cercle unité, sans zéros 
dans ce domaine du théorème de Borel suivant : 

• Intégration dès 1928 de la théorie de Nevanlinna.

• Utilisation de la démarche générale d’André Bloch (1926), 
connaissance de la théorie des familles normales de Paul Montel 
qu’il cherche à compléter (critère de famille complexe normale).

17 juin 2009 18

Soit p ≥ 3. Si p fonctions entières sans zéros vérifient l’identité

X1 + X2 + . . . + Xp ≡ 0

« ou bien les rapports mutuels des fonctions sont des constantes, —
ou bien les fonctions se partagent en plusieurs groupes, la somme des
fonctions d’un même groupe est identiquement nulle, et leurs rapports
mutuels sont des constantes. »

Autrement dit, il est impossible qu’une telle identité soit vérifiée par
p fonctions entières sans zéros et indépendantes.

Pas les mêmes types de questions étudiées. Se distingue également par
le jugement particulièrement positif prononcé à son égard. Utilise et ap-
profondit certains points particuliers de la théorie des familles normales
de Paul Montel.

Travaille principalement sur la généralisation à d’autres fonctions que
les fonctions entières sans zéros du théorème de Borel. Se pose sous la
forme d’une généralisation à plusieurs fonctions du théorème de Schottky
(majoration de la fonction f sur le disque D(0, r) avec r < 1 par une
fonction ne dépendant que de r et de f(0), pour une fonction f holo-
morphe différente de 0 et de 1 dans le disque unité) sur les fonctions
holomorphes dans le cercle unité qui ne prennent pas certaines valeurs.

Reprend la démarche générale adoptée par André Bloch dans cette
tentative de génération, tout en prenant un point de vue plus général
influencé par la théorie des familles normales de Paul Montel (donne un
critère de famille complexe normale).

34

jeudi 11 juin 2009



La théorie des fonctions (conclusions)

• Aucune autre thèse sur de tels sujets après 1934.

• Les thèses en théorie des fonctions des années 1930 sont fondées sur une 
approche géométrique du domaine. 

- Thèses sur la représentation conforme des fonctions, sur les 
fonctions univalentes et multivalentes et sur les surfaces de Riemann.

- Influence notamment des théories d’Ahlfors.

- Les théorèmes comme ceux des Picard sont redémontrés comme 
applications de nouveaux théorèmes. Ex. dans la thèse de Jacques 
Dufresnoy en 1941.
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Retour sur les images reçues
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Retour sur les images reçues

• Contre l’idée du désert : périodisation de l’entre-deux-guerres transversales 
à l’ensemble des domaines étudiés. Les années 1920 ne ne sont pas les 
années 1930, les recherches y sont différentes mais elles existent cependant.
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• Contre l’idée d’autarcie : les références sont diverses, françaises et étrangères 
(pas seulement allemandes). Elles sont intégrées rapidement aux recherches 
des doctorants.
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• Contre l’idée d’une génération sans maîtres : réévalution des influences 
respectives des différents mathématiciens et de l’importance des différents 
domaines.

• Contre l’idée d’autarcie : les références sont diverses, françaises et étrangères 
(pas seulement allemandes). Elles sont intégrées rapidement aux recherches 
des doctorants.
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• Contre l’idée d’une génération sans maîtres : réévalution des influences 
respectives des différents mathématiciens et de l’importance des différents 
domaines.

• Contre l’idée d’autarcie : les références sont diverses, françaises et étrangères 
(pas seulement allemandes). Elles sont intégrées rapidement aux recherches 
des doctorants.

• Perspectives : 

‣ Développement des sujets par les doctorants en aval de leur thèse pour 
saisir leur contribution aux domaines concernés.

‣ Etude comparative avec d’autres corpus similaires à l’étranger : en Allemagne 
et en Italie.
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