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In mathematics you don’t understand things. You just gel used to them.
En mathématiques, on ne comprend pas les choses. On s’y habitue.
— Johann von Neumann

Mathematics is not a deductive science, that’s a cliche. When you try to prove a
theorem, you don’t just list the hypotheses, and then start to reason. What you do is
trial and error, experimentation, quesswork.

Les mathématiques ne sont pas une science déductive, c’est un cliché. Quand on essaye
de démontrer un théoréeme, on ne se contente pas de lister les hypothéses, et ensuite
commencer & raisonner. Ce que l'on fait, c’est essayer et se tromper, expérimenter et
hasarder.

— Paul Richard Halmos

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : Redet man zu thnen, so tibersetzen sie es
in thre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.

Les mathématiciens sont comme les francais : quoi que vous leur disiez ils le traduisent
dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de totalement différent.
Johann Wolfgang von Goethe
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Introduction

Ma thése porte sur I'étude des structures projectives proprement convexe. Ce sujet flirte

avec 'étude des sous-groupes discrets et Zariski-denses des groupes de Lie et la géométrie "a
la Klein". Détaillons un peu ces points.
Sous-groupes discrets et Zariski-denses des groupes de Lie. — Un des thémes de cette

these est la construction de sous-groupes discrets et Zariski-denses dans les groupes de Lie. Il
existe essentiellement deux techniques pour construire des groupes discrets dans un groupe de
Lie : arithmétique et la géomeétrie. Les groupes arithmétiques, comme leur nom le laisse penser,
sont essentiellement les groupes obtenus en prenant les points entiers d’un groupe algébrique.
Borel a réussi a montrer le théoréme suivant grace a des constructions arithmétiques et a ce
jour, méme si la preuve de ce théoréme a été simplifiée, elle repose toujours sur les groupes
arithmétiques.

Théoréme (Borel). — Tout groupe de Lie réductif admet au moins un réseau uniforme et un
réseau non-uniforme.

Les réseaux des groupes de Lie semi-simple sont les plus gros sous-groupes discrets dans le
sens ou la dimension virtuelle cohomologique d'un sous-groupe discret I' d’un groupe de Lie
réductif G est majorée par la dimension virtuelle cohomologique de tout réseau uniforme de G,
avec égalité si et seulement si I" est un réseau uniforme de G. Les constructions arithmétiques ne
nous intéresseront pas dans cette thése mais il est essentiel de savoir qu’elles sont indispensables
pour construire des sous-groupes discrets.

Les méthodes géométriques pour construire un sous-groupe discret et Zariski-dense d’un
groupe de Lie sont trés variées, la plus simple est peut-étre la construction des groupes de
Schottky. Nous ne donnerons pas de définition précise des groupes de Schottky, on peut simple-
ment retenir que ce sont des groupes libres, discrets et souvent Zariski-dense qui sont obtenus
en jouant au ping-pong. Et, ce sont les plus petits sous-groupes discrets Zariski-denses au sens
ol tout sous-groupe Zariski-dense d'un groupe de Lie semi-simple contient un sous-groupe de
Schottky Zariski-dense.

Nous allons nous intéresser a des sous-groupes discrets et Zariski-denses de SL,(R) et plus
particuliérement dans cette thése nous nous concentrerons sur SL3(R) et SLy(R).

Le groupe SL,, 1 (R) agit transitivement sur I’espace projectif réel P". Tout ouvert proprement
convexe €2 de I'espace projectif réel P" posséde une distance naturelle : la distance de Hilbert.
Cette distance est préservée par le groupe Aut(€2) des transformations projectives qui préservent
Pouvert €. On obtient ainsi une famille d’espaces métriques trés intéressante. L’exemple le plus
important de tels ouverts est I'espace hyperbolique réel. Le sous-groupe SO,, 1 (R) préserve 'in-
térieur H" de 'hypersurface d’équation {23 + ... + 22 — x7_; = 0}. L’ouvert H" est le modeéle
projectif de 'espace hyperbolique réel de dimension n.

Les groupes sont au centre de notre intéret. Nous allons donc nous concentrer sur les ouverts
proprement convexes qui possédent "beaucoup de symétries". L’expression "beaucoup de sy-
métries" n’a bien entendu aucun sens mathématique intrinséque, nous lui donnerons deux sens
différents. Tout d’abord, le cas "cocompact" : on dira qu’un ouvert proprement convexe ) est
divisible lorsqu’il existe un groupe discret I' de transformations projectives qui préservent (2
et tel que le quotient 2/ est compact. Enfin, le cas "covolume fini" : tout ouvert proprement



convexe posséde une mesure naturelle préservée par le groupe Aut(£2). On se restreindra a la
dimension 2 pour s’intéresser aux surfaces obtenues comme quotient d’un ouvert proprement
convexe ) par un sous-groupe discret I' de Aut(2) et qui sont de volume fini pour la mesure
héritée de ).

Le cas "cocompact" a déja été beaucoup étudié, alors qu’a ma connaissance le cas "covolume
fini" n’avait jamais été étudié avant.

Une premiére motivation pour I’étude des convexes divisibles peut étre le théoréme suivant
d’Yves Benoist |Beno8] :

Théoréme (Benoist). — Soit {2 un convexe divisible irréductible divisé par le groupe T', si Q
n’est pas homogéne alors I' est Zariski-dense dans SL, 11 (R) et le groupe Aut(2) est discret.

Ainsi, les convexes divisibles permettent de construire des exemples de sous-groupes dis-
crets Zariski-denses dans SL,1(R) qui ne sont ni des réseaux de SL,;1(R), ni des groupes de
Schottky.

On pourra trouver une définition des convexes divisibles irréductibles dans I'introduction du
chapitre 2. Il faut simplement retenir que tout convexe divisible est un produit de convexes
divisibles irréductibles et qu’un convexe divisé par un groupe I' est irréductible si et seulement
si le groupe I est irréductible. On trouvera aussi une définition de convexe homogeéne.

Les convexes divisibles sont des objets naturels. — Une seconde motivation réside dans
leur aspect naturel que l'on peut formuler de la facon suivante. Soit I' un groupe discret, on
définit :
p est fidéle
8, = p € Hom(I',SL,,11(R)) | Im(p) est discréte
" Im(p) divise un ouvert €,

proprement convexe

Kozsul a montré que (,(I") est ouvert dans Hom(I', SL,;;(R)) ([Kos|). Benoist a montré
(|Beno6]) que [, (I') est fermé dans Hom(I', SLy,11(R)) si le centre virtuel de I' est trivial, (
la dimension 2 a été faite par Choi et Goldman dans [ChGo] et le cas ou I' est un réseau
cocompact de SO31(R) a été fait par Kim Inkang dans [Kiml]).

Théoréme (Benoist). — Soit I' un groupe discret dont le centre virtuel est trivial, alors
I'espace (,(I") est une réunion de composantes connexes de Hom(I', SL, 11 (R)).

Les convexes divisibles en tant qu’objet géométrique. — La construction d’action de
groupe discret sur des espaces métriques est au cceur de la géométrie depuis le programme
d’Erlangen de Félix Klein. Les exemples classiques de telles actions sont donnés par 1’action
d’un sous-groupe fini du groupe orthogonal SO, sur la sphére euclidienne S™, ou par ’action
d’un sous-groupe discret du groupe des déplacements de ’espace euclidien E", ou enfin par
I'action d’un réseau du groupe SO,, ; sur 'espace hyperbolique H".

Les groupes discrets qui agissent fidélement et proprement sur 1’espace euclidien ou la sphére
euclidienne sont virtuellement abéliens. Par conséquent, ce sont donc des groupes élémentaires
du point de vue de la théorie géométrique des groupes. Les groupes proches d’un réseau de
SO,,1 sont donc beaucoup plus intéressants.



Une troisiéme motivation est le théoréme suivant d"Yves Benoist (|[Beno9|) qui montre que les
convexes divisibles strictement convexes sont des objets géométriques treés proches des espaces
hyperboliques.

Théoréme (Benoist). — Soit 2 un ouvert proprement convexe divisé par un groupe I', I'ou-
vert () est strictement convexe si et seulement si I' est Gromov-hyperbolique.

Terminons par une quatriéme motivation. Le théoréme suivant di a Yves Benoist en dimen-
sion 4 (|[Benol]) et Misha Kapovich en dimension n > 4 ([Kapo|) montre que les convexes
divisibles permettent d’étudier une famille de groupes qui contient strictement les réseaux co-
compacts de SO,, ;.

Théoréeme (Kapovich). — Pour tout n > 4, il existe un convexe divisible strictement convexe
de dimension n qui n’est pas quasi-isométrique a ’espace hyperbolique réel de dimension n.

Signalons que tout convexe divisible strictement convexe de dimension 2 (resp. 3) est quasi-
isométrique a 'espace hyperbolique réel de dimension 2 (resp. 3). En dimension 2, ce fait est
évident alors qu’en dimension 3, il I'est beaucoup moins. C’est une conséquence des travaux de
Perelman et d’Yves Benoist (|Beno2|).

Les convexes divisibles : résumé des épisodes précédents. — Un des points difficiles
de la théorie des convexes divisibles est la construction de convexe divisible non homogeéne.

Les convexes divisibles se divisent en quatre familles obtenues en distinguant le fait d’étre
homogéne ou non, et le fait d’étre strictement convexe ou non.

Les convezxes divisibles strictement convexe et homogéne. — Vinberg a montré que tout convexe
divisible strictement convexe et homogéne est projectivement équivalent a ’espace hyperbolique
réel. Par conséquent, il existe un et un seul convexe divisible strictement convexe et homogéne
en toute dimension n > 2.

Les convezes divisibles strictement conveze et non homogene. — L’union des travaux de Kozsul
(|Kos|) et de Johnson et Millson (|[JoMIil|) permet de montrer qu'il existe des convexes divisibles
strictement convexes et non homogénes en toute dimension n > 2.

Les convezes divisibles irréductibles non strictement convexe et non homogene. — 1l est clas-
sique que tout convexe divisible irréductible de dimension 2 est strictement convexe. Par contre
la généralisation de ce résultat en dimension supérieur est fausse (|Beno2|). En effet, Yves
Benoist a construit des exemples de convexes divisibles irréductibles non strictement convexes
et non homogeénes en dimension 3, 4, 5 et 6 (|Benol|). Cette famille de convexe divisible reste
la plus difficile & construire en effet on ne sait pas s’il existe des convexes divisibles irréductibles
non strictement convexes et non homogénes en dimension supérieure ou égale a 7.

Les convezes divisibles irréductibles non strictement convexe et homogéne. — Vinberg a com-
plétement classifié cette famille. On pourra trouver dans l'introduction du chapitre deux une
liste décrivant cette famille. Retenons simplement que ces objets n’existent pas en toute dimen-
sion et que ce sont les espaces symétriques associés aux groupes SL, (R), SL,(C), SL,(H) (pour
n > 3) et au groupe de Lie exceptionnel Eg(—26)-

Problématique de ma thése : espace des modules de structures projectives propre-
ment convexes. — La problématique principale de ma thése est la construction de structures
projectives proprement convexes et plus précisement 1’étude des espaces des modules associées
a celles-ci. Elle comporte deux directions différentes. La premiére en dimension 3, ou j’ai étudié



les constructions de convexes divisibles a l'aide des groupes de Coxeter. La seconde en dimen-
sion 2 est une premiére étude du cas ou 'on remplace I’hypothése de compacité du quotient
Q/r par une hypothése de finitude du volume. Détaillons un peu ces deux sujets.

Les convezes divisibles et les groupes de Cozeter. — Vinberg a trouvé une méthode géomé-
trique pour construire des convexes divisibles a 'aide des groupes de Coxeter. Cette méthode
est elle-méme inspirée par les travaux de Poincaré pour construire des réseaux du groupe des
isométries de ’espace hyperbolique réel. Un cas particulier de la méthode de Poincaré consiste
a se donner un polyédre P de H" dont les angles entre deux (n — 1)-faces adjacentes est un
sous-multiple de 7. Le groupe engendré par les réflexions qui fixent les faces de P est alors un
groupe de Coxeter, il agit proprement sur H" et P est un domaine fondamental.

Vinberg a généralisé cette méthode au cadre projectif de la facon suivante. On se donne un
polyédre proprement convexe P de P" et des réflexions qui fixent les faces de P. Cette fois-ci,
on a des degrés de liberté pour choisir ces réflexions. Dans ce cas I’hypothése "les angles diédres
de P sont des sous-multiples de 7" devient "le produit de deux réflexions par rapport a des
faces adjacentes est conjugué a une rotation d’ordre fini". Dans ce cas, le groupe I' engendré
par ces réflexions est un groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un ouvert convexe €2 de
P" qui contient 'intérieur de P et PN () est un domaine fondamental pour I'action de I' sur §2.

Cette construction motive I'introduction de la notion de polyédre projectif miroir. Il s’agit
de la donnée d’un polyédre projectif P et de réflexions par rapport aux faces de P. On a alors
une notion naturelle d’angle diédre (on donnera les définitions précises a la section 1.2). Dans
le premier chapitre de cette thése, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné le graphe
d’un polyédre G dont les arétes sont étiquetées par des réels 6 €]0, 7]. On cherche a comprendre
I’espace des modules Xg des polyédres projectifs miroirs qui ont la combinatoire fixée par G, et
dont les angles diédres sont les angles fixés par les étiquettes de G.

Pour pouvoir décrire la topologie de Xg, nous aurons besoin de faire une hypothése sur
la combinatoire du graphe de polyédre G. Nous allons définir une sous-classe de graphes de
polyédres : les écimaédres. De fagon imagée, il s’agit des polyédres obtenus a partir du tétraedre
et par une suite finie de coupes "prés d’un sommet" (voir définition 1.3.1). On montrera le
théoréme suivant :

Théoréme (1.3.15). — Soit G un écimaédre étiqueté, 'espace Xg est vide ou difféomorphe
a la réunion de n copies d’un certain R? ou les entiers n et d s’expriment a l'aide de la
combinatoire de G et de ses étiquettes.

On donnera une critére précis et simple pour savoir si Xg est vide ou non. On donnera aussi
un systéme de coordonnées explicite de I'espace Xg.

Rappellons que notre objectif est de construire des convexes divisibles. Il est donc essentiel
de savoir qu’il existe une infinité d’écimaeédres étiquetés permettant grace a la méthode de
Vinberg de construire des convexes divisibles. On montrera aussi le théoréme suivant qui sera
un corollaire évident du théoréme précédent.

Théoréme (Corollaire 1.3.18). — Soient P un écimaédre hyperbolique de H? compact dont
tous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres



du polyédre P, alors, ’espace des modules des polyédres projectifs miroirs qui réalisent G est
difféomorphe a R* =3, ot e, est le nombre d’arétes de P dont I’angle diédres est différent de 5

Les surfaces projectives proprement convexes de volume fini. — Tout ouvert proprement convexe
) de P" est naturellement muni d’une distance, la distance de Hilbert, qui vient d’une métrique
Finslérienne. Par conséquent, 'ouvert €2 porte une mesure naturelle qui est absolument conti-
nue par rapport a la mesure de Lebesgue. Tous ces objets sont préservés par le groupe Aut(€2).
Il est donc naturel de s’intéresser a I’étude des ouverts proprement convexes {2 pour lesquels il
existe un sous-groupe discret I de Aut(£2) tel que le quotient €2/ est de volume fini. Ces objets
n’ont jamais été étudié, nous les étudierons en dimension 2.

Les surfaces projectives proprement convexes compactes ont été beaucoup étudiées notam-
ment par Goldman et Choi. Mon travail a consisté a généraliser un certain nombre de résultats
connus dans le cas compact au cas de volume fini. Ce travail est fortement inspiré par la géo-
métrie hyperbolique et les travaux de Goldman.

Un premier résultat est le théoréme suivant qui fait apparaitre la dichotomie entre le cas
homogéne et le cas non homogéne.

Théoréme (2.7.16). — Soient I' un sous-groupe discret de SL3(R) et un ouvert proprement
convexe (2 tel que u(2/r) < oo, on suppose que ) n’est pas un triangle. Alors, on a l'alternative
exclusive suivante :

— L’adhérence de Zariski T'Z de T est conjuguée au groupe SO21(R) et  est un ellispsoide
et Aut(Q) =T'Z.

— Le groupe I' est Zariski dense dans SL3(R) et Aut(£2) est un sous-groupe discret de Q. En
particulier, I" est d’indice fini dans Aut(€2).

Le théoréme suivant est une généralisation d’un résultat bien connu en géométrie hyperbo-
lique, les démonstrations sont toujours tres proche. L’idée de la démonstration de ce théoréme
dans le cadre hyperbolique est que l'aire de tout triangle idéal est égale 7. Ceci est faux, pour
les triangles idéaux des ouverts proprement convexes de P2, mais leurs aires restent minorées
par une constante.

Théoréme (2.6.18). — Toute surface sans bord admettant une structure projective propre-
ment convexe de volume fini est de type fini.

Le théoréme suivant est aussi une généralisation d’un théoréme classique de géométrie hy-
perbolique. Ce théoréme est le coeur du chapitre 2 de cette thése. Il montre en particulier que
le fait d’étre de volume fini ne dépend que de ’holonomie des lacets élémentaires.

Théoréme (2.6.27). — Soit S une surface sans bord et de type fini, une structure projective
proprement, convexe sur S est de volume fini si et seulement si 'holonomie des lacets élémen-
taires (Définition 3.3.1) de S est parabolique.

Comme nous travaillons a I'intérieur de la géométrie projective, nous disposons d’une notion
de dualité. Il est important de noter que cette notion se comporte bien avec la notion de surface
projective proprement convexe de volume fini.

Théoréme (2.7.7). — Soient 2 un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret
qui préserve Q, l'action de I' sur Q est de covolume fini si et seulement si I'action de ‘I" sur
Pouvert dual Q* est de covolume fini.



On sait que tout convexe divisible de dimension 2 qui n’est pas un triangle est strictement
convexe et son bord est C'. Ceci est encore vrai dans le cadre "covolume fini".

Théoréme (Théorémes 2.7.4 et 2.7.8). — Soient {2 un ouvert proprement convexe et I' un
sous-groupe discret qui préserve €2, on suppose que ’action de I" sur € est de covolume fini et
que Q n’est pas un triangle. Alors,  est strictement convexe et le bord 9Q de € est C!.

La notion d’ensemble limite est essentielle pour comprendre les sous-groupes discrets linéaires.
Cette notion apparait ici naturellement pour caractériser les actions de covolume fini.

Théoréme (2.7.10). — Soient €2 un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret
de SL3(R) qui préserve €2, on suppose que I' n’est pas virtuellement abélien. Alors, 'action de
I' sur Q est de covolume fini si et seulement si I" est de type fini et 'ensemble limite Ar de I’
verifie Ar = 0.

On peut aussi s’intéresser a ’espace des modules des structures projectives de volume fini
sur les surfaces. On verra que 'on peut aussi définir une notion de volume fini sur les surfaces
a bords. On peut alors montrer le résultat suivant qui a été démontré par Goldman dans le cas
des surfaces compactes sans bord. On notera X, ), la surface de genre g et a p pointes.

Théoréme (3.3.4). — Supposons que la surface ¥, soit de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative alors l'espace des modules des structures projectives proprement convexe de
volume fini sur la surface 3, , est homéomorphe & une boule de dimension 16g — 16 + 6p.

On obtiendra un systéme de coordonnées a la "Fenchel-Nielsen" sur l’espace des modules.
On traitera aussi le cas d'une surface a bord, mais dans ce cas ’espace des modules n’est pas
une variété mais un espace topologique stratifiée. On donnera une définition précise de cette
notion au chapitre 3, pour le moment, on peut se contenter de retenir qu’il s’agit d'une réunion
de variétés qui se recollent agréablement.

Pour finir, nous montrerons que les structures projectives proprement convexes de volume
fini sont des objets trés naturelles.

Théoréme (3.4.7). — On se donne une surface sans bord S de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative. L’espace des modules des structures projectives proprement convexe de volume
fini sur la surface S s’identifie & 'une des composantes connexes de I’espace des représentations
irréductibles du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont I’holonomie des lacets élémentaires
est parabolique, a conjugaison preés.



CHAPITRE 1

ESPACES DES MODULES DE CERTAINS
POLYEDRES PROJECTIFS MIROIRS

1.1. Introduction

Un ouvert convexe ) de 'espace projectif réel P"(R) est dit divisible lorsqu’il existe un
sous-groupe discret I' du groupe des transformations projectives PGL,,1(R) qui préserve ) et
agit proprement et cocompactement sur €2. On dit aussi que I' divise ). Vinberg a trouvé une
méthode géométrique pour construire des convexes divisibles a ’aide des groupes de Coxeter.
Cette méthode a été initiée par Poincaré pour construire des réseaux du groupe des isométries
de I’espace hyperbolique réel.

Dans la méthode de Poincaré, on commence par se donner un polyédre P de I'espace hy-
perbolique réel H" et une famille d’isométries qui identifie 2 & 2 les (n — 1)-faces de P. Si
ces isométries vérifient des relations de compatibilité, qui disent que ’on pave bien autour de
chaque (n—2)-face, alors le groupe engendré par ces isométries agit proprement sur H" et P est
un domaine fondamental pour cette action. En particulier, si P est un polyédre de H™ dont les
angles entre les (n — 1)-faces adjacentes sont des sous-multiples de 7, alors le groupe engendré
par les réflexions qui fixent les faces de P est un groupe de Coxeter; il agit proprement sur H"
et P est un domaine fondamental.

Vinberg a généralisé cette méthode au cadre projectif de la facon suivante. On se donne un
polyédre compact P de P"(R) et des réflexions qui fixent les faces de P. Cette fois-ci, on a
des degrés de liberté pour choisir ces réflexions. L’hypothése "les angles diédres de P sont des
sous-multiples de 7" devient "le produit de deux réflexions par rapport a des faces adjacentes
est conjugué a une rotation d’ordre fini". Alors, le groupe I' engendré par ces réflexions est un
groupe de Coxeter, qui agit proprement sur un certain ouvert convexe {2 de P"(R) qui contient
P et PNQ est un domaine fondamental pour 'action de I' sur €.

Cette construction motive l'introduction de la notion de polyédre projectif miroir. Il s’agit
de la donnée d’un polyédre projectif P et de réflexions par rapport aux faces de P. On a alors
une notion naturelle d’angle diédre (on donnera les définitions précises a la partie 1.2). Dans
ce texte, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné le graphe d’un polyédre G dont les
arétes sont étiquetées par des réels ¢ €]0, 7], on cherche & comprendre 'espace des modules Xg
des polyédres projectifs miroirs qui ont la combinatoire de G, et dont les angles diédres sont les
angles fixés par les étiquettes de G.

Choi s’est intéressé a ce probléme dans [Choi2|, sous un angle un peu différent : il fixe un
polyédre projectif P dont il étiquette les arétes par des réels 6 €]0, 7], et il cherche a comprendre
I’espace des réflexions par rapport aux faces de P qui font de P un polyédre projectif miroir



dont les angles diédres sont les étiquettes des arétes de P. Choi montre sous une hypothése
dite "d’ordonnabilité" que cet espace des modules est une variété lisse dont il sait calculer la
dimension. Il faut noter que ’hypothése d’ordonnabilité de Choi porte non seulement sur la
combinatoire du polyeédre P mais aussi sur les étiquettes des arétes de P.

Pour pouvoir décrire la topologie de Xg, nous aurons besoin de faire une hypothése sur
la combinatoire du graphe de polyédre G. Nous allons définir une sous-classe de graphes de
polyédres : les écimaedres. De fagon imagée, il s’agit des polyédres obtenus a partir du tétraédre
et par une suite finie de coupes "prés d’un sommet" (voir définition 1.3.1). On montrera le
théoréme suivant :

Théoréme (1.3.15). — Soit G un écimaédre étiqueté, 'espace Xg est vide ou difféomorphe
a la réunion de n copies d’un certain R? ou les entiers n et d s’expriment a l'aide de la
combinatoire de G et de ses étiquettes.

On donnera une critére précis et simple pour savoir si Xg est vide ou non. On donnera aussi
un systéme de coordonnées explicite sur l'espace X¢g (Théoréme 1.3.64).

Rappellons que notre objectif est de construire des convexes divisibles. Il est donc essentiel
de savoir qu’il existe une infinité d’écimaédres étiquetés permettant grace a la méthode de
Vinberg de construire des convexes divisibles. On montrera aussi le théoréme suivant qui sera
un corollaire évident du théoréeme 1.3.15.

Théoréme (Corollaire 1.3.18). — Soient P un écimaédre hyperbolique de H? compact dont
tous les angles diédres sont aigus ou droits, et G le graphe de P étiqueté par les angles diédres
du polyédre P, alors, 'espace des modules X¢g des polyédres projectifs miroirs qui réalisent G

est diffecomorphe a R =3, oul e, est le nombre d’arétes de P dont 'angle diédre est différent de
™

5

Terminons cette introduction en donnant le plan de cet article. La premiére partie est consti-
tuée de rappel et de définition. On rappelle les définitions de polyédre projectif et de groupe de
Coxeter. Ensuite, on définit la notion de polyédre projectif miroir qui est ’objet central de cet
article. Pour motiver cette définition, nous rappelons le théoréme de Vinberg. Pour calculer les
entiers n et d du théoréme 1.3.15, nous introduirons la notion de 3-circuits de G, il s’agit des tri-
plets (r, s,t) de faces fermées de G mutuellement adjacentes. Le théoréme d’Andreev, qui est un
analogue hyperbolique de notre théoréme et dont nous rappellerons un énoncé, nous poussent
a définir les notions de 3-circuits prismatiques(i.e r s Nt = &), non prismatiques , mais aussi
les 3-circuits sphériques, affines et hyperboliques selon la somme des angles diédres 0,4, 05~ €t
Oi 5 et enfin de 3-circuit avec angle droit ou sans angle droit selon que 'un des angles 6,n;,
05t ou b4, est droit ou non. Toutes ces notions sont cruciales dans I'étude de la topologie de Xg.

Dans la seconde partie, on commence par présenter la notion d’écimaédre qui sera la seule
hypothése du théoréme 1.3.15. On montre que les écimaeédres peuvent étre obtenus en recollant
des blocs fondamentaur le long de faces triangulaires. Un bloc fondamental étant un tétraédre
tronqué en un ou plusieurs sommets distincts. Ensuite, on consacre un paragraphe a la présen-
tation du théoréme 1.3.15.

Les paragraphes a partir du paragraphe 1.3.3 jusqu’au paragraphe 1.3.11 constitue la dé-
monstration du théoréme 1.3.15. On commencera par montrer les points les plus simples du



théoréme. Au paragraphe 1.3.5, on montre que l’espace des modules du triangle est homéo-
morphe & R (ou & un point §'il y a un angle droit), pour cela on introduit l'invariant R d’un
triangle miroir. Cet invariant sera la clé de voite de la paramétrisation de ’espace Xg.

Dans le paragraphe 1.3.6, on construit pour tout 3-circuit prismatique (r, s, ¢) un plan cano-
nique coupant P a l'intérieur des arétes communes a r, s,t. Ce plan nous permet de découper
géométriquement le polyédre P, en blocs fondamentaux que nous comprendrons par la suite.

Lorsque le 3-circuit est prismatique, sans angle droit et, affine ou sphérique, I'invariant R ne
peut pas a appartenir & un intervalle compact. C’est cette obstruction qui est la cause de la
non connexité de ’espace Xg. Dans les paragraphes 1.3.7, 1.3.8 et 1.3.9, on cherche a ramener
I’étude des composantes connexes de Xg a un probléme de combinatoire sur des foréts.

Enfin, dans la partie 1.3.10, nous calculons I’espace des modules pour le tétraeédre et pour les
blocs fondamentaux. Et, dans la partie 1.3.11 nous décrivons la maniére de recoller deux blocs
fondamentaux.

On termine la deuxiéme partie en explicitant au paragraphe 1.3.12 un systéme de coordon-
nées sur l'espace des modules des polyédres projectifs miroirs.

Enfin, la troisiéme partie décrit des exemples concrets d’espace des modules de polyédres
projectifs miroirs.

Je tiens a remercier Yves Benoist pour m’avoir guidé pendant ce travail, mais aussi pour
m’avoir fait découvrir les convexes divisibles. Je remercie aussi Mickaél Crampon pour ses
conseils de rédaction.

1.2. Notion de polyédre projectif miroir

Commencons par donner des définitions précises et par rappeler le théoréme de Vinberg. Nous
en profiterons pour rappeler le théoréme d’Andreev dont le théoréme 1.3.15 est un analogue
naturel.

1.2.1. Les convexes de P" (V). — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n+1 >
3. Notons P*(V) = {demi-droites vectorielles de V'} = (V —{0})/g+ la sphére projective; c’est
une variété projective difféomorphe a la n-sphére euclidienne usuelle. Le groupe des transfor-
mations projectives de P* (V) est SL=(V) = {u € GL(V) tel que det(u) = +1} ~ GL(V) /g -

Définition 1.2.1. — Une partie Q de P (V) est dite conveze (resp. proprement convere)
s'il existe une carte affine dans laquelle € est un convexe (resp. convexe borné). Elle est dite
strictement conveze si le bord 92 = Q\Q ne contient pas de segments non triviaux. On dit
qu'un ouvert convexe est divisible s’il existe un sous-groupe discret I' de SLi(V) qui préserve
(), agit proprement sur et tel que le quotient €2/ soit compact. On dit aussi que I' divise €.

Pour en savoir plus sur la théorie des convexes divisibles, on pourra consulter la série d’articles
de Benoist : [Beno9, Beno8, Beno6, Beno2|, pour une étude compléte de la dimension 2 on
pourra consulter l'article de Goldman : [Gold1|.

Donnons tout de suite des exemples de convexes divisibles :



— La sphére projective est un convexe divisible.

— N’importe quel espace affine de dimension n inclus dans P*(R"™!) est divisé par le groupe
Z"; R™ est donc un exemple de convexe divisible non proprement convexe.

— On peut construire un autre convexe divisé par Z" de la facon suivante. La base canonique
de R™*! définit naturellement un pavage de PT(R"*1) en n—simplexes au nombre de 2",
Si on note €2 lintérieur de I'un deux, alors la composante neutre du stabilisateur de €2
dans SL,1(R) est le groupe D des matrices diagonales a diagonale strictement positive
de déterminant 1. Le groupe D agit proprement et simplement transitivement sur €2, et
I'image I' de toute représentation fidéle et discréte de Z™ dans D est un réseau cocompact
de D. Ainsi, I' divise 2 qui est donc un convexe divisible proprement convexe mais non
strictement convexe.

— Terminons cette liste d’exemples par la construction d’un convexe divisible strictement
convexe. Soient ¢ une forme quadratique sur V' de signature (n,1), et © I'une des 2 com-
posantes connexes de 'ouvert {[v] € PT(V)|q(v) < 0}. Il s’agit du modeéle projectif de
I’espace hyperbolique réel H™ : il est donc divisé par tous les réseaux cocompacts de
Isom(H"), le groupe des isométries de H".

Nous allons construire dans ce texte des convexes divisibles €2, divisés par des groupes de
Coxeter W, selon une méthode initiée par Vinberg.

1.2.2. Les polyédres projectifs. — On notera p : V'\ {0} — P*(V) la projection naturelle.

Définition 1.2.2. — Un polyedre projectif est un fermé proprement convexe P d’intérieur
non vide de PT(V) tel qu’il existe un nombre fini de formes linéaires ay, ..., ay sur V tel que

P =p({z € VA {0} | ai(2) <0, i = 1...f}).

Pour tout polyédre projectif P de PT(V), on définit une relation d’équivalence ~p sur P de
la fagon suivante :

x ~py < lesegment [x,y] se prolonge strictement des deux cotés dans P

Les adhérences des classes d’équivalences de ~p s’appellent les faces de P. Il est clair que toute
face est incluse dans un unique sous-espace projectif maximal. On appelle dimension (resp.
codimension) d’une face la dimension (resp. codimension) de 'unique sous-espace maximal la
contenant.

1.2.3. Groupes de Coxeter. — Les groupes de Coxeter seront au coeur de nos motivations;
nous allons donc rappeler quelques définitions.

Définition 1.2.3. — Un systéeme de Cozeter est la donnée d’un ensemble fini S et d’une
matrice symétrique M = (Mg )stes telle que les coefficients diagonaux vérifient M, = 1 et les
coefficients non diagonaux vérifient My € {2,3,...,00}. Le cardinal de S s’appelle le rang du
systéme de Coxeter (S, M). A un systéme de Coxeter, on associe un groupe de Cozeter W. 11
s’agit d'un groupe défini par générateurs et relations. Les générateurs sont les éléments de S et
on impose les relations (st)Mst =1 pour s,t € S tels que M # .

Avec toute partie S’ de S, on peut former le groupe de Coxeter Wy associé au systéme de
Coxeter (S, M'), ou M’ est la restriction de M a S’. Un corollaire du théoréme de Vinberg
montre que le morphisme naturel Wy — Wy est injectif. Ainsi, W peut étre identifié avec le



sous-groupe de Wy engendré par la partie S’. On utilisera donc la notation Ws pour désigner
ces deux groupes.

1.2.4. Polyédre projectif miroir. — Dans le cadre projectif, si on se donne un polyédre
projectif, on peut choisir pour chaque face une réflexion qui la préserve. Nous allons nous
servir de cette liberté pour construire de nombreux convexes divisibles associés a un groupe de
Coxeter.

1.2.4.1. Le théoreme de Vinberg. — Le but de ce paragraphe est de rappeller ’énoncé du
théoréme de Vinberg dont on peut trouver une démonstration dans [Vin3| et dans [Beno7|.

Soit P un polyédre projectif; on note S ’ensemble des faces de codimension 1 de P, et on
suppose que P =p({x € V \ {0} ] as(z) <0, s € S}). En particulier, pour toute face s € S et
pour tout élément z € s, on a ag(x) = 0. On se donne pour chaque face s de codimension 1,
une réflexion projective o, = Id — a; ® vs avec vg € Vet ag(vs) = 2 qui fixe la face s, et on
note I' le groupe engendré par les réflexions og pour s € S, et agy = —as(vy).

Une étude locale autour des faces de codimension 2 montre que des conditions nécessaires
pour que les v(P) pavent une partie de P (V) (c’est a dire que les (P) soient d’intérieur
disjoints) sont les suivantes :

Vs, t € S, tels que codim(sNt) =2, on a :
1) ag =0 et (asg =0 < aps = 0)
2)a) agans =4 ou b) aga, =4cos® ()

avec mg = 2 entier

Le théoréme de Vinberg affirme que ces conditions sont en fait suffisantes.
Nous allons relacher légérement la condition (2) en la condition (2’) qui autorise les angles a
prendre toutes les valeurs dans 0, 7].

2)a) aga, =4 ou b)) agan = 4cos?(0y)
avec 0y €0, 7]

Définition 1.2.4. — Un polyédre projectif miroir est la donnée d’un polyédre projectif P et,
pour chaque face s de codimension 1 de P, d’une réflexion o, = I'd — oy ® v, qui fixe s, avec les
conventions suivantes : P = p({x € V\{0} | as(x) <0, s € S}), as(vs) = 2 et les conditions (1)
et (2’b) sont vérifiees. On dit que l’angle diédre entre deux faces s et ¢ telles que codim(sNt) = 2
est Oy €0, 5] si agay = 4 cos?(0y).

Remarque 1.2.5. — Il est important de noter que 'on exclut le cas 2’)a) de la définition de
polyédre projectif miroir. En effet, la seule définition d’angle diédre acceptable pour le cas 2')a)
serait un angle nul, et ce cas ne nous intéresse pas.

Notations 1. — Soit P un polyédre miroir, on désignera par la lettre S ’ensemble de ses faces
de codimension 1. On s’est donné pour chaque s € S une réflexion o, = Id — a; ® v, telle que
as(vs) =2 et P=p{z € V\{0}]| as(z) <0, s € S}). Cette convention de signe détermine
un unique couple (o], [vs]) € PT(V*) x PT(V'). On appellera le point [v] la polaire de la face
s. On fera bien attention au fait que le couple (ag,vs) n’est pas unique. En effet, si (as,vs)
convient alors pour tout A € R* le couple (A~ ' ey, Av,) convient aussi. Enfin, si s, ¢ € S alors on
notera fig la quantité ag(v;)ay(vs) qui est bien définie. Par définition, si s et ¢ sont deux faces
de P telles que codim(s Nt) = 2 alors 1y = 4cos*(0s); dans ce cas on notera mg = 7. Ces
notations et conventions seront utilisées tout au long de ce texte.



Définition 1.2.6. — Soit P un polyédre projectif miroir dont les angles diédres sont des sous-
multiples de 7. Le systéme de Cozeter associé a P est le systéme de Coxeter (S, M), o S est
I’ensemble des faces de codimension 1 de P et pour tout s,t € S, on a My = my si les faces s
et ¢ vérifient codim(s Nt) = 2 et Mg = oo sinon. On note Wy le groupe de Coxeter associé au
systéme (S, M).

Théoréme 1.2.7 (Vinberg). — Soit P un polyédre projectif miroir dont les angles diédres
sont des sous-multiples de w. Soient (S, M) le systéme de Cozeter associé a P, Ws le groupe
de Cozeter associé et I' le groupe engendré par les (0g)ses. Alors,

a) Les polyeédres vy(P)yer pavent un conveze 2 de P*(V).

b) Le morphisme o : Wg — I' défini par o(s) = os est un isomorphisme.

¢) Le groupe T' est un sous-groupe discret de SL*(V/).

d) Le groupe I agit proprement sur Q, Uintérieur de €.

e) L’ensemble Q0 est ouvert si et seulement si pour toute face v de P, Ws, est fini, ot

Sy ={s e S|vCs}.

Remarque 1.2.8. — Lorsque le graphe de Coxeter de Wy est connexe, que Wy est infini et
que les vs engendrent V', alors € est proprement convexe (Cela est démontré dans [Beno7]).

Remarque 1.2.9. — Le point e) du théoréme de Vinberg et la classification des groupes de
Coxeter finis (|Bou|) montrent que si © est ouvert et le polyédre P de dimension 3, alors
pour tout sommet v de P le groupe Wy, est de type (2,2,n) avec n > 2, ou (2,3,3), (2,3,4)
ou encore (2,3,5). En particulier, tout sommet de P doit étre de valence 3 pour obtenir un
convexe divisible (2.

1.2.4.2. Combinatoire d’un polyédre de PT(R*). — On se restreint désormais a la dimension 3
et on appellera une face de codimension 1 (resp. 2, resp. 3) une face (resp. une aréte, resp. un
sommet). Certaines propriétés combinatoires des polyédres seront essentielles, nous allons donc
donner quelques définitions.

A tout polyédre P, on associe un graphe Gp planaire et 3-connexe (i.e Gp a plus de quatre
sommets et Gp privé de 2 sommets quelconques non adjacents est encore connexe) dont les
sommets sont les sommets de P et les arétes les arétes de P.

Définition 1.2.10. — Soient P un polyédre et G un graphe, on dira que P réalise G lorsque
G et Gp sont des graphes planaires isomorphes.

Remarque 1.2.11. — En fait, on peut montrer qu’un graphe est réalisé par un polyédre si et
seulement s'il est planaire et 3-connexe (Théoréme de Steinitz, voir le livre [JG]).

Ce qui nous intéresse, c’est de réaliser des polyédres avec des angles diédres prescrits; on en
vient donc a la définition suivante :

Définition 1.2.12. — Un graphe étiqueté est la donnée d’un graphe de valence 3, planaire et
3-connexe G et pour chaque aréte e de G d'un réel 0, €]0, 5.

Remarque 1.2.13. — Un graphe étiqueté G est en particulier un graphe planaire et 3-connexe,
la notion de face de G est donc bien définie.

Notations 2. — Soit G un graphe étiqueté, si e est une aréte de G, on désignera par 6, I’angle
associé. De plus, on désignera par y. le réel 4 cos®(6,), et si 0, = Z-, ol m est un entier supérieur
ou égale a 2; on dira que l'aréte est d’ordre m. De plus, si s et ¢ désignent deux faces de G qui
partagent une aréte alors cette aréte sera notée st, et 6, désigne alors I’angle qu’elle porte.



Lorsque 'on étudie ’espace des modules d’un objet mathématique, il est souvent utile d’in-
troduire un marquage.

Définition 1.2.14. — Un graphe étiqueté (resp polyédre miroir) est dit marqué lorsqu’une
numérotation de ses faces a été choisie.

Définition 1.2.15. — Soient G un graphe étiqueté marqué, et P un polyédre miroir marqué ;
on dit que P réalise G lorsque le polyédre sous-jacent a P réalise le graphe sous-jacent a G via
une identification qui respecte leur marquage et que les angles diédres du polyédre projectif
miroir P correspondent aux étiquettes de G.

Remarque 1.2.16. — Pour alléger la rédaction, on supposera implicitement tout au long de
ce texte que tous les graphes étiquetés et tous les polyédres projectifs miroirs sont marqués.

La notion suivante va permettre de décrire des propriétés combinatoires des polyéedres qui
seront essentielles pour la suite.

Définition 1.2.17. — Soit G un graphe planaire et 3-connexe, un k-circuit orienté (resp k-
circuit) I de G est une suite (fi, e1, fo, €2, ..., fx, €x) définie & permutation circulaire prés (resp
a permutation circulaire prés et a sens de parcours prés) tel que :

les f; sont des faces distinctes de G,
les e; sont des arétes de G,
Vi=1.k, i 0 fix1 = e, ou frp1 = f1.
De plus, si toutes les extrémités des arétes de I' sont distinctes, alors on dit que I' est
prismatique.

Remarque 1.2.18. — On remarquera que les 3 arétes d’un 3-circuit non prismatique ont un
sommet en commun puisque G est de valence 3.

Définition 1.2.19. — Soient G un graphe étiqueté et I' un k-circuit de G, on note (6;);=1.
les angles des arétes de I'; posons X = Z 0;.
i=1..k
sans angle droit  si les 0; sont tous différents de § pour i = 1...k,
avec angle droit  si I'un au moins des 6; est égal & 7 pour ¢ = 1.k,

On dira que I" est sphérique lorsque ¥ > (k — 2)m,
affine lorsque ¥ = (k — 2)m,
hyperbolique lorsque ¥ < (k — 2)7.

1.2.4.3. Le théoreme d’Andreev. — L’étude des polyédres hyperboliques et des polyédres pro-
jectifs miroirs fait apparaitre une famille de graphes étiquetés qui nécessite un traitement a part.
Il s’agit des graphes étiquetés de la figure 1 que nous appellerons les prismes exceptionnels et
nous les noterons G, 3.

Théoréme 1.2.20 (Andreev). — Soit G un graphe étiqueté qui n’est pas le graphe d’un té-
traedre. Alors, il existe un polyédre compact hyperbolique P qui réalise G si et seulement si les
quatre conditions suivantes sont vérifiées :

— Tout 3-circuit non prismatique de G est sphérique.

— Tout 3-circuit prismatique de G est hyperbolique.

— Tout 4-circuit prismatique de G est hyperbolique.

— G n’est pas un prisme exceptionnel.

De plus, ce polyédre est unique @ isométrie pres.



FIGURE 1. Prisme exceptionnel, avec «, 3,7 €]0, 5]

On peut trouver une démonstration du théoréme d’Andreev dans [And] ou [RHD]. On va
s’intéresser a présent a un analogue projectif de ce résultat.

1.2.4.4. FEspaces des modules d’un polyédre projectif miroir. — Soit G un graphe étiqueté mar-
qué; on introduit l’espace suivant :

Yg = {P polyédre projectif miroir marqué tel que P réalise G}.

Le groupe SLjf (R) agit naturellement sur Yg. On souhaite comprendre ’espace quotient Xg =
Yg/SLff(]R) que l'on appelle espace des modules des polyédres projectifs miroirs marqués qui
réalisent G.

1.3. Résultat

Dans ce texte, nous nous intéressons exclusivement a une classe trés particuliére de polyédres,
que nous allons définir et étudier dans toute la partie 1.3.1; nous appellerons ces polyédres les
écimaedres.

1.3.1. Les écimaédres combinatoires. — Soient un graphe planaire 3-connexe G de va-
lence 3 et un sommet v de G ; on définit un nouveau graphe G’ planaire 3-connexe de valence 3
oll le sommet v a été remplacé par un triangle dont les sommets appartiennent aux arétes issues
de v, comme sur la figure 2. Cette opération sera appelée I’écimage du graphe G au sommet v.

PR PR
W <= N <<
\ — \ —

N -~ AN ~

N - AN -

— -

N — N —
— —
FiGURE 2. Ecimage

Définition 1.3.1. — Un graphe G est un écimaédre combinatoire lorsqu’on peut l'obtenir a

partir du graphe du tétraédre combinatoire (i.e le graphe complet a 4 sommets) et d’un nombre
fini d’écimages. Un polyédre P est un écimaedre si son graphe Gp est un écimaédre combinatoire.



FiGURE 3. Graphes de 7 et 7;

v

F1GURE 4. Graphes de 75 et 73

F1GURE 5. Graphe de 74

Définition 1.3.2. — Soient Gy (resp. G2) un polyédre combinatoire qui posséde une face tri-
angulaire 77 (resp. 73) et une identification ¢ de 7; et 75. Le polyédre combinatoire G obtenu
en recollant les polyédres combinatoires Gy et Go le long des faces triangulaires T, et Ty via
Uidentification ¢ est le polyédre obtenu en retirant les arétes et les sommets de 77 (resp. 73) a
Gy (resp. Go) et en identifiant les 3 arétes qui n’ont plus qu'un sommet de G, avec les 3 arétes
qui n’ont plus qu'un sommet de Gy via ¢.

Nous allons décomposons les écimaéedres combinatoires en blocs fondamentaux. 11 s’agit des
écimaédres (7;);—o, 4. L’écimaédre 7; est obtenu en écimant le tétraédre combinatoire 7 en 4
sommets distincts. Leurs graphes sont représentés par les figures 3, 4 et 5.



Proposition 1.3.3. — Tout écimaédre combinatoire est obtenu en recollant un nombre fini de
blocs fondamentauz le long de faces triangulaires. Et, inversement tout polyédre combinatoire
qui est obtenu comme recollement de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires est un
écimaedre combinatoire.

Démonstration. — La démonstration se fait en deux parties et a chaque fois par récurrence.

Commencons par montrer que tout écimaédre combinatoire G est obtenu en recollant un
nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, par récurrence sur le nombre
d’écimage subit par G.

L’initialisation de notre récurrence est évidente. A présent, si G a subi n écimages alors il est
obtenu en écimant un sommet v d’un écimaédre H qui est par hypothése de récurrence obtenu
en recollant des blocs fondamentaux (B;);c; en nombre fini. Le sommet v appartient donc a
un bloc fondamental B;,. Distinguons deux cas, ou bien le sommet v de B;, est un sommet du
tétraédre sous-jacent a B;, ou bien il est sur face provenant de I’écimage.

Si le sommet v est un sommet du tétraédre sous-jacent a B;, alors ’écimaédre obtenu en
écimant B;, au sommet v est encore un bloc fondamental, par conséquent G est obtenue en
recollant un nombre fini de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires.

Si le sommet v est sur une face de B;, venant de ’écimage alors v est sur une face tri-
angulaire s de B;,. Dans ce cas, G est obtenu en recollant 'une des deux faces triangulaires
du bloc fondamental 75 avec la face s de H. Ainsi, G est obtenu en recollant un nombre fini
de blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Ce qui conclut la premiére partie de la
démonstration.

Montrons a présent que tout polyédre combinatoire qui est obtenu comme recollement de
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires est un écimaedre, par récurrence sur le nombre
de blocs fondamentaux du recollement.

L’initialisation de notre récurrence est encore évidente. A présent, si le polyédre combina-
toire G est obtenu en recollant n blocs fondamentaux le long de faces triangulaires, alors par
hypothése de récurrence G est obtenu en recollant un écimaédre H et un bloc fondamental le
long d’une face triangulaire s. Par conséquent, le polyédre G est obtenu en écimant la face s en
1,2 ou 3 sommets. C’est donc un écimaeédre. O

Nous avons d’abord besoin de quelques définitions purement combinatoire.

Définition 1.3.4. — Soient G un graphe planaire et 3-connexe et [ un 3-circuit orienté de G.
La coupe droite (resp. gauche) de G le long de T est le graphe G (resp. G¥) obtenu en retirant
tous les sommets et les arétes de G a gauche (resp. droite) de I' et en ajoutant un triangle dont
les sommets sont les extrémités des arétes de I' qui sont a gauche (resp. droite) de I'. (Voir
figure 6.)

Définition 1.3.5. — Soit G un écimaédre, on dit qu'un 3-circuit prismatique est combinatoi-
rement essentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’'une face triangulaire.

Remarque 1.3.6. — Maintenant, que I’on sait que tout écimaeédre est obtenu en recollant des
blocs fondamentaux le long de faces triangulaires. Il est facile de voir que tout 3-circuit non
prismatique de G est inclus dans un et un seul des blocs fondamentaux qui décomposent G.
Tout 3-circuit prismatique non combinatoirement essentiel de G est inclus dans un ou deux
blocs fondamentaux qui décomposent G, et s’il est inclus dans 2 alors I'un d’eux est un prisme
triangulaire. Enfin, tout 3-circuit prismatique combinatoirement essentiel de G est inclus dans
exactement deux blocs fondamentaux. Pour conséquent, I’ensemble des 3-circuits de G peut étre
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FiGURE 6. Coupe d’un graphe étiqueté

réalisé comme un ensemble de courbe simple, continue, tranverse aux arétes de G et disjointes.
Nous allons découper G le long de ces courbes.

On a des définitions analogues pour les graphes étiquetés.

Définition 1.3.7. — Soient G un graphe étiqueté et I' un 3-circuit orienté de G ; on définit la
coupe droite (resp. gauche) de G le long de I', comme le graphe étiqueté G¢ (resp. G2) dont le
graphe sous-jacent est la coupe droite (resp. gauche) du graphe sous-jacent a G, et on étiquette
les nouvelles arétes de G2 (resp. Gf) par des 2 et les anciennes gardent leurs étiquettes. (Voir
figure 6.)

Remarque 1.3.8. — Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité sur le 3-circuit I, on allégera les notations
G& et G en notant G¢ = G4 et G = GY.

Définition 1.3.9. — Soit G un écimaeédre étiqueté, on dit qu’un 3-circuit prismatique est
essentiel lorsqu’il ne fait pas le tour d’une face triangulaire dont toutes les arétes sont d’ordre
2.

Définition 1.3.10. — Un bloc fondamental étiqueté est un graphe étiqueté et dont le graphe
sous-jacent est un bloc fondamental combinatoire, et les faces triangulaires issues de I’écimage
ne possédent que des arétes d’ordre 2.

Remarque 1.3.11. — 1l faut bien faire attention aux blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires. En effet, ces derniers possédent deux faces triangulaires mais une seule de ces
deux faces provient de ’écimage. Par conséquent, les blocs fondamentaux qui sont des prismes
triangulaires ne possédent a priori qu’'une seule face triangulaire qui porte uniquement des
arétes d’ordre 2.

Tout cela va nous permettre d’associer a tout écimaédre G, un arbre Ag qui "mémorise" les
écimages effectués. Cet arbre permet de coder une partie de la combinatoire de G.

Nous allons découper G le long de ces 3-circuits prismatiques. Pour cela, on se donne une
famille (I';);e; de 3-circuits orientés de G o chaque 3-circuit est représenté exactement une et



FIGURE 7. L’arbre Az, et I'arbre Ag

s ——

FIGURE 8. L’arbre A7, et I'arbre A,

une seule fois. La remarque 1.3.6 montre que si I’on découpe G le long d’un 3-circuit prismatique
I';, de G alors les 3-circuits (I'; )z, sont des 3-circuits de g{f ou bien de G{. On découpe G le long
de tous les 3-circuits (I';);es qui sont prismatiques. Les écimaédres obtenus par ce découpage ne
posséde aucun 3-circuit prismatique essentiel. Par conséquent, la proposition 1.3.3 nous montre
que ce sont des blocs fondamentaux étiquetés.

Définition 1.3.12. — Soit G un écimaédre combinatoire, on se donne une famille (I';) ;e de
3-circuits orientés de G ou chaque 3-circuit est représenté exactement une et une seule fois.
L’arbre associé a G sera noté Ag et il est défini de la fagon suivante : les sommets de Ag
sont les blocs fondamentaux (B;);=1. 11 résultant du découpage de G le long des 3-circuits
prismatiques de la famille (I';) jc; et les sommets de G. Deux sommets de Ag qui sont des blocs
fondamentaux B; et B; de Ag sont reliés par une aréte lorsque B; et B, partagent un 3-circuit
de (I'j)jes. Et, un sommet v de G est relié & un bloc fondamental lorsque v appartient a ce
bloc.

On représentera les arétes extrémales de Ag en pointillés, car elles sont en bijection avec
les sommets de G, alors que les arétes non extrémales sont en bijection avec les 3-circuits
prismatiques de G. De plus, les arétes extrémales du sous-arbre en trait plein sont en bijection
avec les 3-circuits prismatiques non combinatoirement essentiels.

On a représenté les arbres Az, pour ¢ = 1,...,4 a l'aide des figures 7, 8 et 9.



FIGURE 9. L’arbre A7,

Remarque 1.3.13. — 1l faut bien prendre garde au fait que 'application G — Ag n’est pas
injective. En revanche, on vérifie facilement que 'image de cette application est ’ensemble des
arbres dont les sommets non extrémaux sont de valence 4.

Nous allons montrer que 'on peut construire tous les écimaédres miroirs dont le graphe
sous-jacent n’est pas celui d’un tétraédre en recollant "des blocs fondamentaux miroirs".

1.3.2. Enoncé du résultat. — Pour énoncer notre résultat, nous avons besoin d’introduire
plusieurs quantités associées a G. Nous allons calculer la dimension attendue de Xg de facon
heuristique.
Rappelons que lorsque deux faces adjacentes s et ¢ partagent une aréte s Nt qui porte
I'étiquette g alors (définition 1.2.4 et notations 1) :
— On a —ag(v) = 0.
— Si 'aréte s Nt est d’ordre 2 alors les deux équations suivantes doivent étre vérifiés :
as(vy) = ay(vg) = 0.
— Silaréte sNt n’est pas d’ordre 2 alors une seule équation doit étre vérifice : ag(ve)ou(vs) =
Mst-
On peut voir Xg de la fagon suivante : soient S ’ensemble des faces de G et f le cardinal de

S.

1. Nombres d’inconnues : ([, [vs])ses € (PT((R*)*) x P+ (R*))® est une variété de dimension
6f.

2. Nombres d’équations : on a e + ey équations, ol e est le nombre d’arétes de G et ey le
nombre d’arétes d’ordre 2.

3. Modulo SL(R) qui agit librement et proprement sur Y et dim(SLi(R)) = 15.

Donc la dimension attendue de Xg est d(G) = 6f — e — ey — 15. Or, G est de valence 3,
il possede donc %e sommets. La relation d’Euler montre que f = %, il vient donc d(G) =
(e —ey) —3 =€, —3,0u ey =e— ey est le nombre d’arétes de G d’ordre différent de 2.

Définition 1.3.14. — Soit G un écimaeédre étiqueté, on définit les quantités suivantes :

— d(g) = €4 — 3.
— n(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, sans angle droit G.
— m(G) est le nombre de 3-circuits affines ou sphériques, prismatiques, avec angle droit G.



Théoréme 1.3.15. — Soit G un écimaeédre étiqueté marqué. Alors,

1) Sim(G)=0etd(G) =0 alors Xg est difféomorphe a k(G) copies de RU9) | o1 k(G) est
et G n’est pas un prisme un entier pair ou égal a 1, qui vérifie 1 < k(G) < 29,
exceptionnel

2) Sim(G) =0 etd(G) <0 alors on a deux cas :
a) Le graphe sous-jacent a G est un tétraedre combinatoire
et Xg est un singleton.
b) G = Ga,p,z pour un certain couple (o, 3)
avec a + 3 < § et Xg = 2.

3) Sim(G) >0 et Xg #2 alors m(G) =1 et G =Gy x_on et Xg est un singleton.

4) SiG = Gapn~ est un prisme alors a) si o+ G +v <m alors Xg = .

exceptionnel avec b) si o+ B+~ =m alors Xg est un singleton.
0<a,B,7<3 c) siao+ B+~ >m alors Card(Xg) = 2.
Remarque 1.3.16. — 1l faut bien remarquer que les points 1, 2, 3, et 4 sont disjoints. La

seule difficulté est de voir que le cas 4) est disjoint des trois autres. Mais dans le cas 4, on a
m(G) =0, d(G) =0 et G est un prisme exceptionnel.

Corollaire 1.3.17. — Soit G un écimaedre étiqueté marqué alors Xg est une variété qui pos-
sede un nombre fini de composante conneze, toutes les composantes conneres de Xg sont ho-
méomorphes a des boules et elles ont toutes la méme dimension.

Enfin, l'espace Xg est vide si et seulement si on est dans l'un des cas suivants :

1. Xg est un prisme exceptionnel dont ['unique 3-circuit prismatique est hyperbolique.
2. m(G) = 1 et G n'est pas un prisme exceptionnel dont 'unique 3-circuil prismatique est
affine avec angle droit.

Démonstration. — En effet, si m(G) = 0 alors les cas 1), 2) et 4) du théoréme 1.3.15 montre
que X¢g = @ si et seulement si G un prisme exceptionnel dont I'unique 3-circuit prismatique est
hyperbolique. Et, si m(G) > 1 alors c’est le cas 3) du théoréme 1.3.15 qui conclut. O

Corollaire 1.3.18. — Si G est un écimaédre étiqueté qui vérifie les conditions du théoréme
d’Andreev alors Xg est difféomorphe o RU9).

Démonstration. — 1l est clair que m(G) = n(G) = 0 et que G n’est pas un prisme exceptionnel,
il reste donc a vérifier que d(G) > 0, pour appliquer le point 1). Il faut noter que G n’est
pas un tétraédre puisqu’il vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev. Le plus simple est de
distinguer deux cas : G est un prisme ou bien G n’est ni un tétraédre, ni un prisme.

Dans le premier cas, il est facile de voir que tout prisme non exceptionnel qui vérifie que
m(G) = 0 posséde au moins 3 arétes qui ne sont pas d’ordre 2. Par suite, d(G) > 0.

Si G est un écimaédre qui n’est ni un tétraédre, ni un prisme alors G posséde au moins deux
3-circuits prismatiques. Comme G vérifie les hypothéses du théoréme d’Andreev, tout 3-circuit
prismatique de G est hyperbolique et posséde donc au plus une seule aréte d’ordre 2. L’écimaédre
étiqueté G posséde donc au moins 4 arétes d’ordre différent de 2. Par suite, d(G) > 0. O

Remarque 1.3.19. — L’hypothése d’ordonnabilité de Choi est plus faible dans le cas ou le
graphe G est trivalent que notre hypothése selon laquelle G est un écimaédre. Nous avons



supposé que les graphes étiquetés étaient des graphes de valence 3, et dans ce cas, on peut
montrer que, si G est un graphe étiqueté ordonnable, alors le graphe sous-jacent a G est un
écimaédre combinatoire. Mais il existe des graphes planaires et 3-connexes de valence supérieure
a 3 qui sont ordonnables (s’ils sont étiquetés correctement). Il faut noter que pour construire un
convexe divisible via la méthode de Vinberg, une condition nécessaire (voir la remarque 1.2.9)
est que le polyedre de départ soit de valence 3.

Remarque 1.3.20. — Pour calculer k(G) nous allons retirer certaines arétes de 'arbre Ag et
nous obtiendrons une forét que ’on notera Fg. Puis on introduira la notion d’orientation par-
tielle et d’orientation partielle admissible de la forét Fg (voir partie 1.3.7). Enfin on démontrera
que x(G) est le nombre d’orientations partielles admissibles de la forét Fg (voir le théoréme
1.3.64).

Remarque 1.3.21. — Nous énoncerons a la fin de ce texte le théoréme 1.3.64 qui précise la
partie 1) du théoréme 1.3.15 en donnant une paramétrisation explicite de Xg.

Nous allons commencer par les points 2) et 3) qui sont beaucoup plus faciles & montrer. Puis
nous attaquerons a la démonstration des points 1) et 4).

1.3.3. Démonstration des points 2 et 3. —

Lemme 1.3.22. — Soit P un polyédre miroir, sotent s et t deux faces distinctes quelconques
de P ; alors —as(v) = 0 et —ag(vy) = 0 si et seulement si s et t partagent une aréte d’ordre 2.

Démonstration. — Si s et t sont adjacentes alors les conditions 1)-2’b) (définition 1.2.4 et
notations 1) montre que dans ce cas le lemme est clair. A présent, soient s et t deux faces non
adjacentes de P, et rq, ..., 7y les faces de P adjacentes & t. Comme P est un polyédre proprement
convexe, son dual dans PT(R*) est aussi un polyédre proprement convexe dont les sommets sont
les faces de P. Par conséquent, le segment qui relie [—a;] a [—ay] traverse 'enveloppe convexe
des ([—ay,])i=1.. x dans PT(R?). Par conséquent, —ay peut s’écrire comme une combinaison
linéaire & coefficients strictement positifs des (—av.,)i=1._x et de ay. Les inégalités —a,, (v:) = 0
pour ¢ = 1...k et I’égalité ay(v;) = 2 entrainent U'inégalité —a(ve) > 0. O

Remarque 1.3.23. — Rappelons que pour tout polyédre projectif miroir P, pour toute face
s de P, la polaire [vs] de s n’appartient pas a P puisque —ag(vs) < 0. Le lemme 1.3.22 montre
que tout segment projectif issue de [v4] et rencontrant P, rencontre la face s.

Le lemme suivant démontre le point 3) et un résultat sur les 3-circuits affines ou sphériques,
prismatiques qui sera utile & plusieurs reprises.

Lemme 1.3.24. — Soit G un graphe étiqueté tel que Xg # @, alors tout 3-circuit I' affine ou
sphérique, prismatique de G posséde au plus un angle droit. Et s’il en posséde un alors G est le
[ et Xg est un singleton.

prisme exceptionnel ga,%_a% pour un certain « €0, 5
Démonstration. — Soient P un polyédre miroir qui réalise G et I' un 3-circuit orienté prisma-
tique avec angle droit, affine ou sphérique.

Commencons par numéroter de 1 a 3 les faces qui forment I" de telle sorte que ’aréte adjacente
aux faces 1 et 2 soit d’ordre 2. Le 3-circuit I' est prismatique donc il existe une face a gauche de I"
et une a droite de [' qu’on numérote 4 et 5. On peut supposer que l'on a la configuration suivante
dans une base (e;);-1. 4 de R* : a; = —e} pour i = 1...4. On souhaite avoir une forme simple
pour la forme linéaire a5, nous allons montrer que ’on peut supposer que a; = —ej —e5 —ej+ej.
Le stabilisateur des ([o;])i=1..4 est le groupe des matrices diagonales & diagonales strictement
positives dans la base (e;);=1..4 de R*. La forme linéaire a5 se décompose dans la base duale



de la base (e;)j=1..4. Il suffit de vérifier que les signes des coefficients de cette décomposition
sont les bons. Le polyédre dual de P est un polyédre convexe dont les sommets sont les faces
de P, par conséquent le segment dans PT(R*) reliant [—ay] & [—as] traverse le triangle dont les
sommets sont les points [—a1], [—az] et [—ag]. Par conséquent, ay est une combinaison linéaire
a coefficient positif de —ay, —an, —as et ay. On peut donc supposer que as = —ej —el —ej +ej.
Soient v;; les coordonnées de (v;);=1..5. On a :

U1 —2 0 V13 U4
() = 0 —2 V23 U2g
U3 U31 V32 —2 V34

On rappelle que si les faces i et j sont adjacentes alors v;;v;; = p;; = 4 cos?(6;;) (Définition
1.2.4 et notations 1). Le lemme 1.3.22 affirme que v;; > 0 pour i # j et que les inégalités
suivantes doivent étre vérifiées :

—Oé5(’01) 2 0 c’est-a-dire V13 2 2+ V14,
—Oé5(’02) 2 0 c’est-a-dire V23 2 2+ Va4,

—Oé5(’03) = 0 c’est-a-dire Zle + 572: = 2+ V34.

Donc vz > 2 et vo3 > 2 et ainsi, ju13 4 93 > 4 et donc 013 + 03 < 5. Or, 0134053 > 5 (car I’
est affine ou sphérique) donc 013-+03 = 7, et pg+p93 = 4. Il vient finalement que vi3 = va3
et donc v = 52 et vgy = 22, puis vy = vy = v34 = 0, et enfin as(v1) = as(v2) = as(vs) =
Les faces 4 et 5 sont donc adjacentes aux faces 1, 2 et 3, d’aprés le lemme 1.3.22.

Ainsi, le polyedre miroir ) obtenu a l'aide des faces 1,2,3,4,5 de P réalise un G, z o,z pour
a = arccos(\/%ﬁ) €]0, 5[ et le polyedre @ est clairement unique puisque les coordonnées des
vecteurs (v;);—1.5 ont été calculées explicitement.

Cela montre aussi que si Xg est non vide alors tout 3-circuit prismatique affine ou sphérique
avec angle droit est affine. Par conséquent, le polyédre ) est le polyédre P lui-méme. En effet,
si P possédait d’autres faces, alors comme P est un écimaédre, P posséderait un 3-circuit

prismatique sphérique avec angle droit. O
Maintenant que le point 3) est acquis, on peut montrer le point 2).

Démonstration du point 2. — On a par hypothése m(G) = 0 (i.e. tout 3-circuit prismatique
avec angle droit de G est hyperbolique). Par conséquent, aucun 3-circuit prismatique de G ne
posseéde deux angles droits. Mais on a aussi supposé que d(G) < 0, par conséquent e; < 3.
Donc, I’écimaédre étiqueté G contient au plus un 3-circuit prismatique.

Les seuls écimaédres qui possédent au plus un 3-circuit prismatique sont le tétraedre combi-
natoire et le prisme triangulaire combinatoire.

Commencons par le cas ou le graphe sous-jacent & G est un prisme triangulaire combinatoire.
On a supposé que d(G) < 0 donc G posséde au moins 7 arétes d’ordre 2, et comme G n’a pas de
3-circuit affine ou sphérique, prismatique, avec angle droit (m(G) = 0), G posséde exactement
7 arétes d’ordre 2, et G = G, 5= pour un certain couple (o, 3) €]0, Z[? tels que o+ 3 < 5. On
reprend le calcul de la démonstration du lemme 1.3.24.

On rappelle que dans la démonstration du lemme 1.3.24, on a en particulier calculé I'espace
des modules d’un prisme exceptionnel dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et
affine ou sphérique. A présent, on doit calculer I’espace des modules d’un prisme exceptionnel
dont I'unique 3-circuit prismatique est a angle droit et hyperbolique.

On reprend les mémes notations pour les faces et on suppose toujours que c’est 'aréte parta-
gée par les faces 1 et 2 qui est d’ordre 2. On obtient les coordonnées suivantes pour les formes



linéaires (o )i—1.. 5 et les vecteurs (v;)i=1. 5.

— L
o =—e,1=1,..,4
_ * * * *
U1 —2 0 V13 0
(%) = 0 —2 V23 0
U3 v3 vz —2 0

Le lemme 1.3.22 affirme que v;; > 0 pour 7 # j et que les inégalités suivantes doivent étre
vérifiées :

—as(v1) 20 clest-a-dire vy3 > 2,
—as(v2) 20 clest-a-dire w93 > 2,

_ Yoat_A_di M1z | p2s
as(vs) = 0 cest-a-dire vl e > 2

Donc v13 > 2 et v93 > 2 et donc ’;Tls + ’;TZ;’ < 2, puisque fi13, ftog < 4, ce qui contredit la
troisiemé inégalité. Il vient que Xg = .

Il reste le cas ou le graphe sous-jacent & G est un tétraédre combinatoire. La démonstration
de ce point sera faite au paragraphe 1.3.10.1, proposition 1.3.53, ou I'on calcule I'espace des
modules d’un tétraédre étiqueté marqué quelconque. O

Remarque 1.3.25. — On remarquera que le lemme 1.3.24 et le second point du théoréme
montre le quatriéme point du théoréme dans le cas, o I'un des angles «, 5 ou v est droit.

1.3.4. Plan de la démonstration des points 1) et 4). — A partir de maintenant tous
les graphes étiquetés que I'on considére n’ont aucun 3-circuit affine ou sphérique, prismatique,
avec angle droit, autrement dit ils vérifient m(G) = 0.

La démonstration se déroule en 6 étapes :

1. Comme les 3-circuits vont jouer un role essentiel dans la compréhension des polyédres mi-
roirs, nous allons commencer par nous intéresser aux triangles miroirs. Dans la partie 1.3.5
on introduit l'invariant R qui parameétre 1’espace des modules d’un triangle combinatoire
étiqueteé.

2. L’idée pour comprendre l'espace Xg est de découper les polyédres miroirs qui réalisent G
le long de leurs 3-circuits prismatiques essentiels. On obtient ainsi des polyédres miroirs
qui réalisent des blocs fondamentaux. Les démonstrations des lemmes nécessaires a la
construction des blocs fondamentaux et des plans pour découper P font ’objet de la
partie 1.3.6.

3. Une bonne méthode pour comprendre les composantes connexes de Xg est de parler
d’orientation partielle admissible de la forét Fg qui est une sous-forét de l’arbre Ag. Nous
donnerons les définitions de tout cela dans la partie 1.3.7.

4. Pour que la bijection entre les composantes connexes de Xg et les orientations partielles
admissibles de Fg soit la plus simple possible, il faut introduire un outil technique : les
systémes puits-source de 3-circuits de G. Cela sera fait dans la partie 1.3.8.

5. 1l faut ensuite comprendre Xg pour les blocs fondamentaux et les prismes exceptionnels
sans angle droit, ce qui est fait dans la partie 1.3.10.

6. Enfin, une fois que 'on a découpé P en blocs fondamentaux, il faut comprendre comment
on peut les recoller, c’est la partie 1.3.11.



1.3.5. Les triangles miroirs. —

Définition 1.3.26. — On appellera triangle combinatoire le graphe complet a 3 sommets. Un
triangle étiqueté est la donnée d’un triangle combinatoire 7 et pour chaque sommet s de 7 d’un
réel § €]0, 7]. Un triangle combinatoire est dit marqué lorsque I'on a numéroté ses arétes de 1 a
3. On a une définition analogue a celle des paragraphes précédents de triangle avec angle droit,
sans angle droit, affine, sphérique, hyperbolique, projectif, miroir, marqué et aussi d’espace des
modules de triangles miroirs marqués.

Remarque 1.3.27. — Le marquage de 7 fournit une orientation naturelle de 7.
Proposition 1.3.28. — Soient T un triangle étiqueté marqué, et X ['espace des modules
associé.

— St T ne posséde aucun sommet d’ordre 2 alors X1 est diffécomorphe a R. De plus, si [’on
numérote les arétes du triangle projectif miroir T via le marquage de T , alors ’application :

T (et

est un difféomorphisme de X7 sur R.
— 81 T posséde un sommet d’ordre 2 alors X1 est un singleton.

Démonstration. — On ne démontre que le cas ou tous les sommets sont d’ordre différent de 2,
lautre cas se démontre par un calcul analogue. Numérotons les faces du triangle étiqueté 7 de 1
a 3, et notons (e;);—1..3 la base canonique de R?. On peut supposer que a; = —e;. Le stabilisateur
de aq, as, a3 dans SL?(R) est ’ensemble des matrices diagonales, on peut donc supposer que
dans la base (e;)i—1..3, le vecteur vy = (=2, \/Ji12, \/f113). Le stabilisateur de oy, as, a3 et vy est
réduit a l'identité.

On note encore pour tout 7,7 = 1, ..., 3, v;; = —;(v;), on rappelle que les équations suivantes
doivent étre vérifiées pour tout 7, j =1, ..., 3 : v;;v;; = p;; (Définition 1.2.4 et notations 1)

On obtient donc pour un certain r € R7 :

(w)z Vi —2  \/fisx
s Vi R 22

Cela montre que I'application T+ log <Zigg§gg§gzzggzgxg> = —2log(z) est un difféeomorphisme

de X7 sur R. O

Soit 7 un triangle étiqueté marqué, les quantités suivantes vont se révéler cruciales dans la

suite. On note o = 12 + fog + H31, P = /fizftasfizr. Lorsque 7 est sphérique (et sans angle
4—o+((4-0)?—p?)?

droit, i.e p > 0) on définit aussi la quantité rr = 2log < ) > (. Il n’est pas clair

que la quantité r7 est bien définie mais nous le montrerons dans la démonstration du lemme
1.3.29.

Lemme 1.3.29. — Soient un triangle étiqueté marqué T avec au plus un angle droit et un
triangle miroir marqué T qui réalise T. On note B une base de R® dont ’orientation est opposée
a celle de la base antedual du triplet (aq, as, as).



1)Si T est  hyperbolique alors detg(vy,ve,v3) > 0
affine sans angle droit et Ry # 0
sphérique sans angle droit et |Rp| > rr

2) Si T est affine avec angle droit alors detp(vy, va,v3) = 0.
affine sans angle droit et Rp =0
sphérique sans angle droit et |Ry| = rr

3) Si T est sphérique sans angle droit et |Ry| < rz alors detg(vy,va,v3) < 0.
sphérique avec angle droit

Remarque 1.3.30. — On rappelle que les couples (o, v;);=1..._3 sont bien définis & une constante
multiplicative strictement positive prés (notations 1). Par conséquent, la valeur de la quantité
detg(v1,v2,v3) n'a pas de sens, mais son signe et sa nullité ont un sens.

*

Démonstration. — Notons (e;);—1.. 3 la base canonique de R?. On peut supposer que o; = —e}.
La base canonique de R? posséde bien une orientation opposée a celle de la base antedual du
triplet (o, as, ag). Commengons par le cas ou I' est avec angle droit. On suppose que c’est
I'angle entre I'aréte 1 et 'aréte 2 qui est égale a 7. On obtient facilement que :

v -2 0 o
Vg = 0 =2 \/u23
U3 Vsl ez —2
Par conséquent, D = det(vy, vz, v3) = 2(i23 + p113 — 4) = 8(cos?(ba3) + cos*(f31) — 1). Par
conséquent, D > 0 si fg + 031 < 7, nul si Oz + 031 = 5 et D < 0 si Oy + 031 > 7.
On suppose a présent 7 sans angle droit et on pose D = det(vy, vq,v3). Le lemme 1.3.28

montre que
v —2 V2 Vs
_Lir
U2 = \ H12 —2 H23€ 2
R
U3 Vi \Jlizse -2

Rp Ry

Rr —Rp
OnaD =pe2 +pe 2 +2(c—4). On pose P(x) = pr?—2(4—0c)x+p;ainsiD = e~ 2 Ple3 ).
Si A est le discriminant de P, on a A = 4(0 — 4 — p)(0 — 4 + p). Commengons par remarquer
que comme p > 0, si les racines de P sont réelles alors elles sont toutes les deux du signe de
4 — 0. Ensuite, un peu de trigonométrie montre que

4—g— p= —16 cos <912+923+931> coS <912—923+931> coS <912+923—931> cos <—912+923+931>
2 2 2 2 :

On remarque que comme les angles 0;; sont aigus le produit des 3 derniers membres est
strictement positif.
On distingue donc 3 cas :

1. Si 7 est sphérique, alors 4 — o — p > 0, par suite A > 0 et 4 — o > 0. Les racines ur, u}l
de P sont donc réelles, strictement positives et inverses 'une de "autre. On peut supposer
que ur > 1 et en remarquant que r7 = 2log(uz), on obtient donc que la quantité r7 est
bien définie, strictement positive. La quantité D est strictement positive si et seulement
si |Ry| > r7 et elle est nulle si et seulement si Ry = rr.

2. Si T est affine, alors 4 — o — p = 0; par suite A = 0 et 4 — o > 0, et ainsi 1 est racine
double. La quantité D est strictement positive si et seulement si Ry # 0, et nulle sinon.



3. Si 7T est hyperbolique, alors 4 —o —p < 0. Alors soit 4 — o +p < 0 et les racines de P sont
strictement négatives ou 4 — o + p > 0 et les racines de P sont complexes. La quantité D
est toujours strictement positive.

0

Notations 3. — Soient G un écimaédre étiqueté marqué, P un polyédre miroir qui réalise Xg
et I' un 3-circuit orienté de G. Alors I' définit un triangle étiqueté marqué 7 dont les sommets
sont les arétes traversées par I', les arétes de 7 sont les faces traversées par I', les étiquettes
portées par les sommets sont les étiquettes portées par les arétes de I', et on marque les arétes
a 'aide de l'orientation de I'.

Lorsque I est sans angle droit, on notera Rp(P) le réel Ry introduit dans I’énoncé du lemme
1.3.28; si 7 est sphérique, on notera 7 le réel r7 introduit avant le lemme 1.3.29 et si 7 est
affine, on pose rr = 0. Cette convention nous permettra de ne pas distinguer le cas affine du
cas sphérique.

On utilisera une autre convention, si un 3-circuit I" est avec angle droit alors on pose Rp(P) =
0. Cette convention nous permettra de distinguer le cas sans angle droit du cas avec angle droit
uniquement lorsque c’est nécessaire.

Enfin, plus généralement, si (f1, ..., fx) est une suite de faces de P, on peut définir la quantité

suivante :
ap (g, )og, (V) -+ - ap (v
R(f1,...,fk)(P) _ 10g< f1( fz) fz( f3) fk( f1) )
af (Ufk)af2 (Uf1> Ay, (,Ufk71>
Ainsi, lorsque I' est un 3-circuit orienté, il définit naturellement une suite de faces et 1'on

retrouve la définition précédente.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on allégera les notations en notant Ry, . r)(P) = R, 1)
et RF(P) = RF.

1.3.6. Les lemmes de coupe. — On cherche tout d’abord a construire les blocs fondamen-
taux miroirs en coupant un tétraédre miroir le long de ses 3-circuits. C’est 'objet des lemmes
1.3.34, 1.3.35 et 1.3.39, des deux prochains paragraphes. Ensuite, on se donne un polyédre mi-
roir P et on souhaite découper P le long de ses 3-circuits prismatiques essentielles pour obtenir
des blocs fondamentaux. Nous allons avoir besoin des définitions suivantes :

Définition 1.3.31. — Soient P un polyédre miroir et I' un 3-circuit de P qui traverse les
faces r,s,t de P. On désignera par Il le sous-espace projectif engendré par les points polaires
[0], [vs], [ve]. On dira que Il coupe P le long de I" lorsque Il est un plan et Uintersection de
[T avec les arétes de P est incluse dans les arétes ouvertes le long desquelles se rencontrent les
faces r, s, t.

Remarque 1.3.32. — Soient un polyédre miroir P de Xg et I' un 3-circuit non essentiel de
P. On numérote de 1 a 3 les faces traversées par [', et on numérote 4 la face triangulaire dont
I' fait le tour. Nous allons montrer que si IIr est un plan alors la réflexion o4 est entiérement
déterminée par les réflexions oy, 09, 3.

En effet, comme I" n’est pas essentiel, les arétes de la face 4 sont toutes d’ordre 2 (en particulier
04 commute avec 0y, 0y et 03), par conséquent les points vy, ve et vs vérifient ay(v1) = ay(vs) =
ay(vsz) = 0 (définition 1.2.4 et notations 1). Ainsi, le plan projectif définissant la face 4 est le
plan projectif IIr qui est engendré par les points polaires [v1], [vg] et [vs]. Et, la polaire [vy] de
la face 4 vérifient les équations oy (vy) = as(vy) = as(vs) = 0, ¢’est donc U'intersection des plans
projectifs définit par les faces 1,2 et 3 (cette intersection est réduite a un point car P est un
polyédre convexe).



Nous allons montrer que, pour tout polyédre miroir P de Xg et tout 3-circuit prismatique
essentiel I', I est un plan et que ce dernier coupe P le long de I'. On peut donc définir la coupe
droite P¢ (vesp. gauche P?) de P le long de I' comme le polyédre miroir obtenu en retirant les
faces et les réflexions par rapport aux faces a gauche (resp. droite) de I' et en ajoutant 'unique
(remarque 1.3.32) réflexion par rapport au plan IIr qui commute avec les réflexions associées
aux faces traversées par I'.

Remarque 1.3.33. — Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur le 3-circuit I', on allégera les nota-
tions P? et PY en notant P = P? et P? = P9.

1.3.6.1. Lemme d’écimage. —

Lemme 1.3.34. — Soient P un polyédre miroir et I' un 3-circuit orienté de P. Le sous-espace
IIr est un plan projectif sauf si les conditions 1)2)3) ou 1)2)3) ou 1)2)3)" sont réunies.

1) Le polyédre P est un tétraédre ou un prisme.

2)  Les arétes des faces qui ne sont pas traversées par I' sont d’ordre 2.

3) Le 3-circuit I' est affine sans angle droit et Rr = 0.

3)  Le 3-circuit I' est sphérique sans angle droit et |Rp| = rr.

3)"  Le 3-circuit I' est affine avec angle droit.

Démonstration. — Soient sq, So, 53 les faces de P traversées par I'. Soit s4 une face quelconque
de P différente de sy, sq, s3. On peut supposer que les faces (s;);—1._4 sont définies par les formes
linéaires (—e})i=1... 4, OU (€;)i=1.. 4 est une base de R*, car P est un polyédre convexe. IIr n’est
pas un plan projectif si et seulement si la matrice M = (—;(v;));=1..4,i=1..3 est de rang 2, donc
si et seulement si tous les mineurs de taille 3 extraits de la matrice M sont nuls. On a :

—2 vy U3
Vg —2 Uz
Uiz Va3 —2

V14 V24 U3g

ot, les v;; désignent les coordonnées de (v;);=1.. 3 dans la base (e;),=1. 4.

Le mineur obtenu en rayant la derniére ligne donne le déterminant du lemme 1.3.29. Donc,
si [I n’est pas un plan, alors I'une des conditions 3), 3)" ou 3)” est réalisée.

Calculons a présent le mineur Dy obtenu en rayant la lére ligne :

Dy = v19(v23034 + 2024) + v13(2034 + V32024) + V14(4 — f123).

Le lemme 1.3.22 montre que v;; > 0 pour ¢ # j; de plus p93 < 4 et donc vy = 0 quand D; = 0.

De la méme facon, le calcul des mineurs obtenus en rayant la 2éme ou la 3éme ligne montre
que v9y = v34 = 0. Le lemme 1.3.22 montre donc que la face s4 est adjacente & sq, o et s3 . Les
conditions 1) et 2) sont alors réalisées car il y a au plus 2 faces adjacentes simultanément a s,
S et s3. ]

Lemme 1.3.35. — Soient P un polyédre mirowr et I' un 3-circuit qui entoure un sommet v.
On suppose que P n’est pas un tétraedre dont la face opposée a v ne posséde que des arétes
d’ordre 2. On suppose aussi que Iy est un plan projectif et que I' posséde au plus un angle
droit. On note Py le polyédre projectif sous-jacent a P.



1)SiT est  hyperbolique alors Iy coupe Py le long de T'.
affine sans angle droit et Rp # 0
sphérique sans angle droit et |Rp| > 1

2) Si T est affine avec angle droit alors Il N Py = {v}.
affine sans angle droit et Rr = 0
sphérique sans angle droit et |Rp| = rp

3) Si I est sphérique sans angle droit et |Rp| < rp alors IIr N Py = @.
sphérique avec angle droit

Remarque 1.3.36. — Pour alléger, I’énoncé du lemme 1.3.35 nous apportons une précision
au cas 3) sous la forme d’une remarque. On numeérote les faces de I" de 1 & 3. On note e; la i-éme
aréte fermée traversée par I' et C' le convexe polyedral obtenu a partir de Py en oubliant les faces
traversées par I'. On note M; le point d’intersection du plan Il avec la droite L; engendrée par
e; qui est inclus dans C, pour ¢ = 1,...,3. Il n’est pas évident que les points (M;);—; . 3 sont
bien définis mais nous montrerons que c’est le cas. Enfin, on note D; 'intersection C'N L;. Nous
allons montrer que dans le cas 3), les points M; sont dans U'intérieur de D; \ e;.

Remarque 1.3.37 — Avant de démontrer ce lemme, on pourra remarquer que ces conditions
correspondent aux conditions du lemme 1.3.29.

Démonstration. — Soient (s;);=1,.._3 les faces de P traversées par I et soit s4 une face quelconque
de P. Soit IIr le sous-espace engendré par les points polaires [v1], [v2] et [v3]. On a supposé que
IIr est un plan projectif.

Comme on travaille dans le revétement a deux feuillets de P(R*) Pintersections de trois plans
en positions génériques est la réunion de deux points opposés. On définit les six points Mli, .MQjE
et M3", de la fagon suivante : {M;", M} = IrN{ay = 0}N{as = 0}, {M;", My } = TIrN{as =
0} N {a; =0}, {M, My} =N {a; =0} N{ay = 0}.

Commencons par vérifier que les points M5, M3 et Mj sont bien définis. On ne traite que
les points MljE Il s’agit de montrer que I’ensemble des solutions des équations suivantes est un
espace vectoriel de dimension 1.

as(xvy + yvg + zv3) =0
az(xvy + yvg + zv3) =0
Le calcul explicite de ce systéeme donne :

zag(vy) + 2y + zas(vz) =0
rvaz(vy) + yas(vy) + 2z =0

Ce systéme est de rang 2 puisque 4 — o (v3)as(ve) = 4 — oz > 0. Les points Mli, M2jE et M3jE
sont donc bien définis.

On peut supposer que les (s;);=1,.. 4 sont définies par o, = —e; pour ¢ = 1...4 dans une base
(€;)i=1..4 de R, Ainsi, le plan projectif ITr est défini par une équation de la forme {az; + bzy +
cxs + dxy = 0}, ou a,b,c,d € R. 1l faut prendre garde au fait que les quantités a, b, c,d sont
bien définis a une constante non nul pres.

On peut donc supposer que dans la base (ej,...,eq) on a: Mt = [—=d : 0: 0 : a], M) =
0:—=d:0:0, Mjf =[0:0:—d:clet M] =[d:0:0:—a], Mj =[0:d:0:—b] et
M; =10:0:d: —c|. Introduisons la quantité :



—2 vy U3
D=|vy =2 vy |,
U1z Vo3 —2
ou les v;; désignent les coordonnées de (v;);—1. 3 dans la base (e;);=1.4. La quantité D est le
déterminant du lemme 1.3.29.
Le plan IIp d’équation ax; + bxy 4 cxs + dxy = 0 est le plan engendré par les vecteurs vy, vo
et vg. Par conséquent, il existe un A # 0 tel que pour tout x,y, z,t € Ron a :

—2 vy V31

—2
iz Va2 = MNax + by + cz + dt)

IS IS

V13 Uz —2
Uiy Ugq Usg T

Nous allons distinguer les cas D > 0, D =0et D < 0.

Commencons par supposer que D > 0. D’aprés le lemme 1.3.29, cette hypothése revient a
se placer dans le cas 1), on a alors D = Ad # 0. Pour fixer les idées, on suppose a présent que
d=—1.

Les formules de Cramer permettent de calculer a. On a aD = v14(4— pio3) +v24 (2012 +v13032) +
V34 (V12023 + 2013).

Par hypothése I' posséde au plus un angle droit donc au plus une seule des quantités
V12, U13, U9z est nulle. De plus, on a supposé que P n’était pas un tétraédre ou la face op-
posée & v ne possédait que des arétes d’ordre 2. Par conséquent, I'une des arétes de la face 4
n’est pas d’ordre 2. Il vient donc que v14 ou voy ou w34 est strictement positif. Il est donc clair
a présent que aD > 0. De la méme facon, on obtient que b et ¢ sont strictement positif. En
résumé o, (M;") < 0 et ay(M; ) < 0 pour i = 1,...,3 . Ainsi, on obtient que le point M;" est
a l'intérieur de 'aréte adjacente aux faces i + 1 et i + 2 (les indices sont calculés modulo 3)
du tétraédre formé par les faces 1,2,3 et 4. Mais la face s est une face quelconque de P. Par
conséquent, le point M;" est a 'intérieur de laréte adjacente aux faces i +1 et i +2 (les indices
sont calculés modulo 3) du polyédre Fy. Ce qui entraine que Ilr coupe P, le long de T'.

A présent, si D < 0 alors le lemme 1.3.29 montre que I'on est dans le cas 3). On suppose
encore que d = —1. On a encore I'égalité aD = v14(4— pia3) +v24(2012+013032) +034 (V12093 + 2013).
Cette fois-ci on obtient que ay(M; ) < 0 pour i =1,...,3 et o;(M,; ) > 0 pour i = 1, ..., 3. Ainsi,
le point M, n’appartient pas a 'aréte adjacente aux faces i+ 1 et i+ 2 (les indices sont calculés
modulo 3) du tétraédre formé par les faces 1,2,3 et 4 mais le point M, vérifie ay(M,; ) < 0.
Mais la face s, est une face quelconque de P. Par conséquent, le point M, n’appartient pas
a laréte adjacente aux faces i + 1 et i + 2 (les indices sont calculés modulo 3) du polyedre Py
mais il appartient au convexe C' = p({z € R*|a,(z) < 0, s # 1,2,3}). Ce qui entraine que
I[Ir N Py = @ et la remarque 1.3.36.

Enfin, si D = 0 alors le lemme 1.3.29 montre que I'on est dans le cas 2), mais dans ce cas,
on a d = 0, et par suite les ensembles {M.", M. } (pour i = 1, ..., 3) sont confondus et égaux a
{zv}. Ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 1.3.38. — Il est important de noter que cette étude est exhaustive
1.5.6.2. Lemme de non-chevauchement. —

Lemme 1.3.39. — Soient P un polyédre miroir, u,v deuxr sommets de P reliés par une aréte
e. Soit 'y (resp. I'y) un 3-circuit qui entoure u (resp. v). On suppose que I, (resp. Ilr,)
coupe P le long de I, (resp. I',). Si Py désigne le polyédre projectif sous-jacent a P, alors
PoﬂHpuﬂHpU = .



Démonstration. — On peut supposer que l'aréte e est adjacente aux faces 1 et 2, et que u
(resp. v) est le sommet partagé par les faces 1, 2 et 3 (resp. 4). On peut supposer que la face
i du polyédre P est donné par la forme linéaire o; = —e, pour i = 1,...,4, ou (e;);=1.4 est
une base de R*. Soit D = I, N I, la droite projective de PT(R?*) qui contient v; et vy. On
peut la paramétrer par [z : y] € PT(R?) — [zv; + yvs] € PT(R?). On notera v;; la quantité
v;; = —a(v;), et on rappelle que si ¢ # j alors v;; > 0 (lemme 1.3.22).

Supposons que Py NIy, N1l # @ ; alors il existe un couple (z,y) € R?\ {0,0} tels que :

zU13 + Yvaz = 0
zU14 + Yo = 0
= —2x+ YU 2 0
—ao([zvr +ywo]) = vz —2y =0
Nous allons montrer que ceci est absurde. Pour cela commencons par montrer que x ou y est
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positif ou nul.

Supposons que z et y sont strictement négatifs. Alors vi3 = v93 = vy = vy = 0, ce qui
entraine que 6013 = o3 = 014 = 0y = 7, donc I, et T', sont sphériques avec angle droit. Le
lemme 1.3.35 montre qu’alors, les intersections de Ilp, et Il avec P sont vide, ce qui est
contraire a notre hypothése. Donc x ou y est positif ou nul.

Montrons a présent que x et y sont positifs ou nuls en distinguant les cas 015 # § et 012 = 7.

Si 012 # 7, alors les deux derniéres inégalités montrent que x et y sont positifs ou nuls
puisqu’alors vis et v9; sont strictement positifs.

Si 015 = 5, alors vy = v9; = 0 et par suite, x et y sont négatifs ou nuls. Il vient que x ou y
est nul. Supposons que x = 0. Alors y est strictement négatif et par conséquent vy3 = voy = 0.
Par suite, 03 = 0y = 7, donc I', et I', sont sphériques avec angle droit. Le lemme 1.3.35
montre qu’alors, les intersections de Ilp, et IIp, avec P sont vide, ce qui est contraire a notre
hypothése. Il en est de méme si on suppose que y = 0, donc x et y sont positifs ou nuls.

Dans tous les cas, il vient que x ou y est strictement positif, et donc les deux derniéres
inégalités montrent que x, y, vi2 et v9; sont strictement positifs, et enfin que viovy = 10 = 4,
ce qui contredit le fait que 6,5 > 0. O

1.3.6.3. Lemme de coupe le long d’un 3-circuit prismatique essentiel. —

Lemme 1.3.40. — Soient P un polyédre miroiwr et I' un 3-circuit prismatique essentiel. Alors
IIr coupe P le long de I'.

Démonstration. — Comme P posséde un 3-circuit essentiel, P n’est ni un tétraedre, ni un
prisme et par conséquent, le lemme 1.3.34 permet d’affirmer que Il est un plan. On suppose
que les faces traversées par I' sont numérotées de 1 & 3. On se donne une face adjacente a ['une
des faces 1, 2 ou 3, et on la numérote 4.

On note e; I'aréte adjacente aux faces ¢ + 1 et ¢ + 2. On note D; 'intersection entre la droite
engendrée par e; et 'espace affine p({x € R*|ay(x) < 0}). On note M; le point d’intersection
du plan IIr avec D; (les indices sont calculés modulo 3). Le lemme 1.3.35 est exhaustif, ainsi
en utilisant la remarque 1.3.36, on distingue trois cas :

— Le point M; appartient a l'intérieur de e;, pour i =1, ..., 3.

— Les points M; sont égaux et égales a l'intersection des arétes (e;);—1,. 3.

— Les points M; appartiennent a 'intérieur de D; \ e;, pour i = 1, ..., 3.

Comme I' est prismatique essentiel et on peut choisir la face 4 & gauche comme & droite du
3-circuit I'. Par conséquent, seul le premier cas peut étre réalisé, IIr coupe P le long de I'. [

1.3.7. La forét F; et son orientation. —



1.8.7.1. Classification des arétes de Ag. — Nous somme & présent en mesure de définir ’en-
semble Ilg des valeurs possibles a priori pour la quantité Rp.

1. I est affine ou sphérique avec angle droit prismatique alors Ilg =g
[est h boli le droit 1

5 est hyperbo 1que, . avec angle ro¥ que CO{lque ' alors 19 == {0}
" est affine ou sphérique avec angle droit non prismatique

I' est hyperbolique sans angle droit quelconque alors 19— R
" | T est affine ou sphérique sans angle droit non prismatique r
4. T est affine ou sphérique sans angle droit prismatique alors If :=R — [—rp, )]
Remarque 1.3.41. — On rappelle que lorsque le 3-circuit I' est affine sans angle droit on

utilise la convention rr = 0 (voir notations 3).
Ces notations sont justifiées par les propositions suivantes :

Proposition 1.3.42. — Soient G un écimaéedre étiqueté et P un polyédre miroir qui réalise G.
Soit v un sommet de G, on note I' le 3-circuit orienté qui entoure le sommet v et tel que la
coupe gauche Gi- ne contient pas le sommet v. Alors, IIp coupe P le long de I' si et seulement

. g
si Rp(P) € If".

Démonstration. — Cette proposition est essentiellement une simple relecture du lemme 1.3.35.

g
Pour appliquer le lemme 1.3.35 il suffit de vérifier que Il est un plan dés que Rp(P) € Ilgf_
Seul deux cas pose probléme d’aprés le lemme 1.3.34.

g
1. Si G est un tétraedre alors le lemme 1.3.34 montre que I est un plan dés que Rp(P) € Ilgf_
g
2. Si G est un prisme exceptionnel alors pour tout sommet v de P, on a Igr =g.
O

Proposition 1.3.48. — Soient G un écimaédre étiqueté qui vérifie m(G) = 0 et qui n’est pas
un prisme exceptionnel, P un polyédre miroir qui réalise G et I un 3-circuit orienté de G alors

RF(P) c ]Fg

Démonstration. — Il faut distinguer les 4 cas de la définition de Ilg. Le cas 1) ne peut pas
apparaitre puisque on a supposé m(G) = 0. Si I" est du type 2 de la classification alors on a
la convention Rr(P) = 0 (notations 3). Si I' est de type 3 alors il n’y a rien a montrer. Enfin,
si I' est de type 4, dans ce cas un des deux polyédres combinatoires étiquetés G2 ou G n’est
pas un tétraédre car I' est prismatique. Supposons que gg n’est pas un tétraédre et notons Q
le polyédre combinatoire étiqueté obtenu en collant un tétraédre sur la face triangulaire de G}
dont I fait le tour (autrement dit que Q est le polyédre combinatoire obtenu & partir de Gf. en
oubliant la face dont I' fait le tour dans Gi%). On note @ le polyédre obtenu a partir de P par
le méme procédé.

Si le 3-circuit I' de G est essentiel alors le lemme 1.3.40 montre que IIp coupe P le long de
I'. En particulier, IIr coupe @ le long de T'.

Si le 3-circuit I' de G n’est pas essentiel alors pour montrer que I} coupe @ le long de I". 11
suffit de montrer que Il est un plan. Le lemme 1.3.34 conclut car I' est prismatique et G n’est
pas un prisme exceptionnel.

Ainsi, le lemme 1.3.35 appliqué & Q montre que Rp(P) € IZ. O



Si G est un écimaédre étiqueté, alors les arétes de Ag sont par définition en bijection avec les
3-circuits de G. On a donc une définition naturelle d’aréte affine, sphérique, hyperbolique, sans
angle droit, avec angle droit, prismatique et enfin, non prismatique.

Remarque 1.3.44. — On rappelle que 'on suppose toujours, depuis le paragraphe 2.3.8, que
tout écimaédre étiqueté vérifie m(G) = 0; il n’y a donc pas d’aréte du type 1 de la classification
que l'on vient de donner dans Ag.

Définition 1.3.45. — Soit G un écimaédre étiqueté. La forét associée a G est la forét ob-
tenue en supprimant les arétes avec angle droit de 'arbre Ag (i.e. les arétes de type 2 de la
classification). Les arétes (resp. les 3-circuits de G) de Fg se séparent en deux familles via la
classification énoncée plus haut :

— les arétes (resp. les 3-circuits) hyperboliques sans angle droit quelconques et les arétes
(resp. les 3-circuits) affines ou sphériques sans angle droit non-prismatiques;

— les arétes (resp. les 3-circuits) affines ou sphériques sans angle droit prismatiques que nous
désignerons dorénavant par le terme spéciales (resp. spéciauz).

1.3.7.2. Orientation de la forét Fg. —

Définition 1.3.46. — Soit F une forét orientée. On dira qu’'un sommet s de F est un puits
(resp. une source) lorsque toutes les arétes incidentes a s possédent le méme but (resp. la méme
source).

Définition 1.3.47. — Soient G un écimagédre étiqueté, et Fg la forét associée.

— Une orientation globale admissible de Fg est une orientation de Fg qui ne contient aucun
sommet de valence 4 qui soit un puits ou une source.

— Une orientation partielle de Fg est une orientation de toutes les arétes spéciales de Fg.

— Une orientation partielle admissible de Fg est une orientation partielle de Fg telle qu’il
existe une orientation globale admissible de Fg qui la prolonge.

Nous allons voir que si G est un écimaédre étiqueté alors les composantes connexes de Xg
sont en bijection avec les orientations partielles admissibles de la forét Fg. Cette bijection est
construite a l'aide du signe des quantités Rp(P), ou ' est un 3-circuit orienté spécial de G et P
un polyédre projectif miroir qui réalise G. Pour uniformiser la construction de cette bijection,
il faut choisir correctement un systéme de 3-circuits orientés. Nous appellerons ces systémes les
systémes puits-source de 3-circuits et nous allons les définir dés a présent.

1.3.8. Systéme puits-source de Ag. —

1.8.8.1. Orientation d’une aréte de Ag induite par 'orientation d’un 3-circuit de G. — Chaque
aréte e de Ag définit une tripartition des arétes de G : {e} et les deux composantes connexes
de Ag —{e}. Le choix d’une orientation de I'aréte e permet de distinguer les deux composantes
connexes de Ag — {e}. On a celle donnée par le but de l'aréte orientée e et celle donnée par sa
source.

De méme, chaque 3-circuit I' de G définit une tripartition des 3-circuits de G. Le choix d’une
orientation du 3-circuit I' permet de les distinguer. On a le 3-circuit I', les 3-circuits de G a
droite de I' et les 3-circuits de G a gauche de I'.

Il est évident que la bijection entre les 3-circuits de G et les arétes de Ag respecte cette
tripartition. On a donc une définition naturelle d’orientation d’une aréte de Ag induite par
Porientation d’un 3-circuit de G.



Définition 1.3.48. — Soient G un graphe étiqueté, I' un 3-circuit orienté de G et e 'aréte
correspondante de 'arbre Ag. On dira que e est orienté dans le sens (resp. sens contraire) de
I" lorsque l'orientation de e est telle que la composante connexe de Ag — {e} donnée par le but
(resp. la source) de l'aréte orientée e correspond aux 3-circuits de G & droite de I'.

1.8.8.2. Systeme puits-source de Ag. —

Définition 1.3.49. — Soit G un écimaédre étiqueté, un systéme puits-source de 3-circuits de
G est le choix d’une orientation de chaque 3-circuit de G, de telle sorte que si toutes les arétes
de larbre Ag sont orientées dans le sens des 3-circuits orientés choisis, alors tous les sommets
de Ag sont des puits ou des sources.

Remarque 1.3.50. — Puisque le graphe Ag est un arbre, il est clair que tout écimaédre
étiqueté G posséde exactement deux systémes puits-sources inverses I’'un de 'autre.

1.3.9. Orientation partielle et globale de F; induite par P € Xy via un systéme
puits-source. —

1.3.9.1. Orientation partielle induite. —

Définition 1.3.51. — Soient G un écimaédre étiqueté et P un polyédre miroir qui réalise
G. On suppose que 'on s’est donné un systéme puits-source de 3-circuits de G. L’orientation
partielle de Fg induite par P est 'orientation obtenue en orientant toute aréte spéciale e de Fg
dans le sens de I' (I'unique 3-circuit orienté correspondant a e via notre systéme puits-source),
lorsque Rp(P) > 0 et dans le sens contraire lorsque Rp(P) < 0.

Remarque 1.3.52. — 1l n’y a pas d’ambiguité dans la définition précédente. En effet, si I est
un 3-circuit spécial de G, alors Rp(P) # 0.

1.3.9.2. Orientation globale induite. — Soit G un écimaédre étiqueté. On se donne un systéme
puits-source de 3-circuits orientés de G. Supposons a présent que pour tout 3-circuit sans angle
droit I' de G, on ait Rr(P) # 0. Alors on peut définir de fagon analogue une orientation globale
de Fg induite par P via notre systéme puits-source.

1.8.9.3. Obstruction. — 1l faut bien faire attention au fait que toutes les orientations globales
ou partielles de Fg ne peuvent pas étre induites par des polyédres miroirs.

En effet, si on note, pour chaque sommet s de Fg de valence 4, (I'7);—1 4 les quatre 3-circuits
orientés via notre systéme puits-source, qui correspondent aux arétes de JFg incidentes a s,
et si P est un polyédre miroir qui réalise G, alors la définition méme des (Rps(P))i=1..4 (voir
notations 3) montrent qu’ils vérifient la relation suivante :

RF? + Rp; + Rrg + RFZ = 0. (>|<)

Par conséquent, aucune orientation induite partielle ou globale ne peut posséder de sommet de
valence 4 qui soit un puits ou une source, ce qui explique la définition d’orientation partielle ou
globale admissible.

Nous allons montrer que les composantes connexes de Xg sont en bijection avec les orienta-
tions partielles admissibles de Fg.

1.3.10. Le tétraédre miroir et les blocs fondamentaux. —



1.3.10.1. Le tétraedre miroir. — La proposition suivante donne une paramétrisation de I’espace
Xg lorsque G est un tétraédre combinatoire étiqueté. Cette proposition conclut la démonstration
du point 2)a) du théoréme 1.3.15 et est le point de départ pour 1’étude des blocs fondamentaux.

Proposition 1.3.53. — Soit G un tétracdre combinatoire étiqueté marqué. Alors Xg est dif-
féomorphe & RY9) si d(G) > 0 et est un singleton sinon.

— Cas 1 : i toutes les arétes de G sont d’ordre différent de 2, on choisit un systéme puits-
source de 3-circuits de G, {I'1, 9, '3, I's}. L’application P € Xg — (Rr,, Rr,, Rr,, Rr,) €
{(r1,r9,73,74) € R tels que 7y + 1o + 13+ 14 = 0} est un difféomorphisme.

— Cas 2 : Si une seule aréte de G est d’ordre 2, alors G posséde exactement deuz 3-circuits
orientés (a orientation prés) sans angle droit 'y et T's. L’application P € Xg — (Rr,, Rr,) €
R? est un difféomorphisme.

— Cas & : Si exactement 2 arétes de G sont d’ordre 2, et si elles sont sur la méme face,
alors G posseéde exactement un 3-circuit orienté (& orientation pres) I' sans angle droit.
L’application P € Xg — Rr € R est un difféeomorphisme.

— Cas 4 : Si exactement 2 arétes de G sont d’ordre 2, et si elles ne sont pas sur la méme
face, alors il existe un unique 4-circuit sans angle droit I' de G (a4 orientation pres). L’ap-
plication P € Xg — Rr € R est un difféomorphisme.

— Cas 5 : S0 au moins 3 arétes de G sont d’ordre 2, alors Xg est un singleton.

Démonstration. — On ne démontre la proposition que lorsque G ne posséde pas d’aréte d’ordre
2, les autres cas se démontrent de facon analogue. Soit P un tétraeédre qui réalise Xg. On procéede
comme pour le triangle étiqueté (proposition 1.3.28). On note (e;);—1. 4 la base canonique de R*.

On peut supposer que «; = —e} pour i = 1...4 et v; = (=2, \/f112, /1113, \/1114)- Le stabilisateur
de aq, ..., ay, vy est réduit a 'identité. On rappelle que les notations mises en place au paragraphe

notations 1 fournissent les équation suivantes sur wvq, v3, vy :

a;(v;) =2 pouri=1,....4
a;(vj)aj(v;) = py; pouri,j=1,...,4eti#j
Ainsi, on obtient les coordonnées des vecteurs vy, v3 et vy.

v 12 H13 2

VH14
—2 V2 21y
2= H23® v —902 v \/ZE
@ H342 —2
avec x,y,z > 0. On a alors : Rp, = —2In(zyz), Rr, = 2In(2), Rr, = 2In(y) et Rr, = 21In(z).
Ce qui montre le résultat. O

1.3.10.2. Les blocs fondamentauz. —

Proposition 1.3.54. — Soit G un bloc fondamental étiqueté qui n’est pas un prisme excep-
tionnel et tel que m(G) = 0. On se donne un systéme puits-source de 3-circuits de G et on note
(T';)i=1..4 les quatre 3-circuits de G de notre systéme puits-source qui viennent du tétraédre T
sous-jacent 6 G.



L’application ¢ : P € Xg — Q € X7, ou Q est le tétraedre miroir sous-jacent a P, est un
diffeomorphisme sur son image {Q € X7 |Vi=1,....,4 , Rr,(Q) € Ilgl} En particulier, Xg est
difféomorphe o k(G) copies de R™9) ou 1(G) est le nombre d’orientations partielles admissibles
de fg.

Démonstration. — Soit P un polyédre miroir de Xg. Comme G n’est pas un prisme exception-
nel, le lemme 1.3.34 montre que pour tout 3-circuit prismatique I' de G, Il est un plan.

Commencons par montrer que 'application ¢ : P € Xg — @ € X7 le tétraeédre sous-jacent
est injective. On appellera faces tronquées les faces de P qui ne sont pas des faces de (). Les faces
tronquées sont des faces triangulaires ou toutes les arétes sont d’ordre 2. La remarque 1.3.32
nous montre que la réflexion par rapport a une face tronquée s est entiérement déterminée par
les réflexions par rapport aux faces adjacentes & s.

Montrons ensuite que 'image de ¢ est incluse dans {Q € X7 |Vi=1,...,4, Rr,(Q) € Ilgl}
C’est exactement le contenu de la proposition 1.3.43.

Ensuite, il faut montrer que I'image de ¢ est exactement {Q € X7 |Vi=1,....4, Rr,(Q) €
119} Donnons-nous un tétraédre ) € X7 qui vérifie que Vi = 1,...,4 , Rp,(Q) € Ilgi, alors la
proposition 1.3.42 nous montre si I'; est prismatique et Rr,(Q) € [191- alors le plan Iy, coupe Q
le long de I';. Enfin, le lemme 1.3.39 nous montre que les nouvelles faces crées par ces écimages
ne se chevauchent pas, par conséquent il existe un polyédre miroir P € Xg tel que ¢(P) = Q.

Enfin, il ne nous reste plus qu’a montrer que l'inverse de ¢ est continue. Mais, il s’agit
simplement de voir que la réflexion par rapport a une face tronquée s dépend continuement des
réflexions par rapport aux faces adjacentes a s. Et, cela est clair a la vue de la remarque 1.3.32.

Comme m(G) = 0 tous les ensembles ]Igi sont non vides (remarque 1.3.44) et ainsi la propo-
sition 1.3.53 montre que E est une réunion d’ouverts convexes disjoints, naturellement indexée
par les orientations partielles admissibles de Fg. O

Pour illustrer cette proposition on donne un tableau dont les entrées en colonnes indiquent
le nombre de 3-circuit affine ou sphérique, sans angle droit et prismatique de G. Les entrées en
lignes indiquent de quel écimaédre G il s’agit (on rappelle que 7; est le tétraédre écimé en i
sommets distincts). Les sorties sont les nombres k(G) correspondant.

Ty T ' I, T; 1,
o0j1 1 1 1 1
1 2 2 2 2
2 4 4 A4
3 8 8
4 14
1.3.10.3. Les prismes exceptionnels. — Nous avons déja traiter le cas des prismes exceptionnels

avec angles droits a ’aide du lemme 1.3.24 et du second point du théoréme 1.3.15.

Proposition 1.3.55. — Soit G un prisme exceptionnel sans angle droit. On note I' ["unique
3-circuit prismatique de G.

— Si T est sphérique, alors Card(Xg) = 2.

— Si I est affine, alors Xg est un singleton.

— 8i I' est hyperbolique, alors Xg = @.

Démonstration. — On numérote les faces de 'unique 3-circuit prismatique I' de G de 1 a 3, et
on numérote les deux autres faces 4 et 5. Les mémes arguments que ceux de la démonstration
de la proposition 1.3.24 montre que 1’on peut supposer que 1’on a la configuration suivante dans



*

une base (e;)i=1.4 de R* : oy = —ef pour i = 1...4 et a5 = —e} — e — €3 + e}. Enfin, pour
simplifier la discussion, on suppose que 31 = [i12.
On obtient ainsi que Xg est homéomorphe a :

V12, V23, v31 > 0
Vg + B2 =2

V1o, Uag, U31) € R? tels que : 31
( 12, V23, 31) q Vs + 5115 —9
vy + £2 =2

V23
Alinsi, si on pose x = v15 et que 'on substitue les quantité vs; et vy3 dans la derniére ligne
du systéme précédent, alors on obtient que Xg est en bijection avec les racines de f(z) =
3= + 55 — 2 qui appartiennent a l'intervalle |52, 2.

— —4 4— - - ;A . A
On pose o = —tztus—mo=d o, — m20-is1) Oy egp ainsi ramené a 'étude du polynome
A—pio3 4d—pi23
Q =2 —20m+psur]“§2, [ OnposealorsY =z —0,0=0>—p,u=42—cetv=2—0.

On est ainsi ramené a I'étude du polynome R = Y? — § sur Ju, v].
Le discriminant 0 de R est égal a

(4 — a1 — piaz2 — flog — \/Ia1fiazfies) (4 — pia1 — fliz — piog + /a1 fi12fi23)
(4 — pio3)? .
Comme dans la preuve du lemme 1.3.29, on a :

4 — pzy — pig — fog —/ H31 1223 =

—16 cos <912+923+931> CoS <912—€23+931) coS <912+€23—931) COS <—912+€23+931>
2 2 2 2 :

On remarque que, comme les angles sont aigus, le produit des 3 derniers membres est strictement

5=

positif.
On rappelle que par définition p;; = 4 cos*(6;;), o1 0 < 6;; < Z car on a supposé que m(G) = 0
(i.e. T" sans angle droit). Nous allons montrer les inégalités suivantes (qui formeront le systéme

(51)) :

_ 4—pa3tpsi—pi2
_ >0

v ]
—p23
Wl— = (tapesloma) o g
4(4A:M23)
vP—§ = 7”32( ~#2) >0
—H23
J751

QM < \/m

Ces quatres inégalités viennent de I’hypotheése 110 < 31 et des inégalités 0 < pug9, pios, 131 < 4.
Le signe de la quantité D =4 — uz1 — p1a — fio3 — /H31fl12/123 est cruciale dans cette preuve.
Pour conclure, il faut distinguer 2 cas :

1) I" est sphérique (i.e. D > 0) ou affine (i.e. D = 0). On calcule

o = 0
Cu = 4—pz1 —pr2— o3+ H12E23 >0
o d—piz3 -

Ces deux inégalités sont évidentes puisque qu’on a supposé que D > 0.

Done si I est sphérique, alors u < —v6 < v/0 < v donc R posséde 2 racines sur Uintervalle
|u,v], et si I" est affine, alors R posséde une racine double sur l'intervalle |u, v].

2) Si I" est hyperbolique (i.e. D < 0), alors il faut de nouveau distinguer 2 cas, posons
D =4 — pigy — fr1o — fios + /Hatfiiafios -

a) Si D > 0 alors 6 < 0 et les racines de R sont complexes.

b) Si D < 0 alors —u(4—p93) < D < 0, puisque la quatriéme inégalité du systéme S entraine
inégalité suivante : 4 — psy — fi12 — oz + 22 < D <0.

On a V6 < u < v : les racines de R sont réelles mais a I'extérieur de Ju, v]. O



1.3.10.4. Blocs fondamentaux a structure projective fizée. — Dans ce paragraphe, on cherche
a comprendre ’espace des modules d’un bloc fondamental G dont la structure projective d’un
triangle est fixée.

Notations 4. — Soit G un bloc fondamental étiqueté marqué, on suppose que 1’on s’est donné
un systéme puits-source de 3-circuits de G. Soit I' un 3-circuit prismatique orienté de G. On se
donne r € I{ et on pose X = {P € Xg|Rp =r}.

On dira qu’une orientation de Fg est compatible avec r lorsque r appartient a la composante
connexe de If donnée par l'orientation de JFg.

Corollaire 1.3.56. — Soit G un bloc fondamental étiqueté qui n’est pas un prisme exceptionnel
et tel que m(G) = 0, muni d’un systéme puits-source. Soit I' un 3-circuit prismatique de G
orienté via le systeme puits-source, et r € Ilg.

Alors, Xi est difféomorphe a x(G,I',r) copies de RU9=1 o4, k(G,T,7) est le nombre d’orien-
tations partielles admissibles de Fg compatibles avec r.

Démonstration. — L’idée de la démonstration est que les propositions 1.3.53 et 1.3.54 nous
fournissent une paramétrisation de I'espace Xy uniquement a 'aide des quantités (Rr,)i=1,..4
ou les (I';);=1,..4 sont les 3-circuits du tétraédre étiqueté 7 sous-jacent a G de notre systéme
puits-source.

On peut remarquer que comme m(G) = 0 et que G n’est pas un prisme exceptionnel, le
tétraédre étiqueté 7 posséde au plus 3 arétes d’ordre 2. On obtient facilement le résultat, en
distinguant les cas 7 ne posséde aucune aréte d’ordre 2, une seule aréte d’ordre 2, deux arétes
opposées d’ordre 2, deux arétes non opposées d’ordre 2 ou exactement 3 arétes d’ordre 2. [

Remarque 1.3.57. — 1l est facile de voir que comme G est un bloc fondamental, x(G,T",r) =
2191 o1 1(G,T) est le nombre de 3-circuit affine ou sphérique, sans angle droit et prismatique
de G différent de I'. En particulier, x(G,I", ) ne dépend pas de r, on le notera donc (G, T").

1.3.11. Lemme de recollement. — On cherche a présent a comprendre comment coller 2
polyédres miroir le long d'une face triangulaire dont les arétes sont d’ordre 2.

Notations 5. — Comme il y a plusieurs polyédres en jeu dans le lemme qui suit, on notera
Rr(P) la quantité que I’on notait habituellement Rp associée & un 3-circuit orienté I de P.

Lemme 1.3.58. — Soit G un graphe étiqueté tel que m(G) = 0 et d(G) = 0. On suppose que
G posséde un 3-circuit orienté prismatique essentiel T'. On note G2 et G2 les coupes droite et
gauche de G par rapport a I

On suppose que G est un bloc fondamental étiqueté.

Soient s une face traversée par I, | une face de G a gauche de I, et enfin d une face de G a
droite de I'. On suppose que sil (resp. d) et s sont adjacentes alors ’aréte commune n’est pas
d’ordre 2. On suppose aussi qu’aucune des faces | et d ne fait partie de I

Alors Uapplication ¢ - P € Xg — (P{, Rysq) € ng X R est une fibration dont les fibres

¢~1(Q.r) s'identifient 4 Eq, = {R € Xg4| Rr(R) = Rr(Q)} = XRF(Q .

Remarque 1.3.59. — On rappelle que 'on peut définir la quantité R, pour n’importe
qu’elle triplet de faces ordonnées (notations 3). Il est essentiel de remarquer que les faces [, s, d
ne forment pas un 3-circuit.

Remarque 1.3.60. — Pour mesurer le parameétre de recollement on a besoin de trois faces
l,s,d. Pour que la quantité R g soit non nul, on impose la condition si [ (resp. d) et s
sont adjacentes alors ’aréte commune n’est pas d’ordre 2. Et, pour mesurer effectivement le



recollement, on impose qu’aucune des faces [ et d ne fait partie de I'. Comme m(I") = 0 et que
I n’est pas un prisme exceptionnel, on peut toujours trouver un tel triplet.

Remarque 1.3.61. — L’ensemble Eg , est diffécomorphe a x(G¢, ') copies de Rd(gg)_l, d’aprés
le corollaire 1.3.56. On verra qu’il ne dépend pas de r.

Démonstration. — On remarque pour commencer que G ne peut étre un prisme exceptionnel
car I' est essentiel. Soit F' le sous-fibré du fibré Xgy x R x Xga de base Xgs x R dont la fibre
au-dessus du point (PY,7) est Uespace {P? € Xga|Rp(P?) = Rp(P%)} (le corollaire 1.3.56
montre que les fibres sont difféeomorphes deux a deux). Le lemme 1.3.40 fournit une application
naturelle ¢ : P € Xg +— (P9, Ry s4), P?) € F C Xgo x R X Xga et on a bien Rp(P9) = Rp(P?),
donc v est bien définie. On note 7 la projection 7 : F' — Xgs X R donnée par l'oubli de la
troisiéme coordonnée, on a ¢ = m o 1. Nous allons montrer que 9 est un difféomorphisme, ce
qui montrera la proposition.

On peut construire ’application réciproque de ¥ comme suit.

Soit (@, r,R) € F, nous allons construire un polyédre P tel que ¢(P) = (Q,r, R). On
commence par choisir une normalisation pour les faces de ) et R. On peut numéroter les faces
traversées par I' de 1 a 3. Si on note (e;);—;. 4 une base de R%, alors on peut supposer que les
faces traversées par I' sont définies par les formes linéaires —e} pour ¢ = 1...3, que la face s est
aussi la face 1, et que le plan Il est défini par la forme linéaire —ej. Les mémes arguments que
ceux de la démonstration de la proposition 1.3.24 montre qu’on peut aussi supposer que la face
[ est définie par —e] — e5 — e5 — e}, que la face d est définie par —Aje] — Aaed — Azel + A\sej,
avec \; > 0 pourt=1,....4.

Les réflexions par rapport aux faces 1 (resp. 2 resp. 3) des polyédres miroirs @ et R sont les
mémes, car Rr(Q)) = Rr(R). On appellera face 4 de @) et R, la face définit par le plan IIr.

On peut alors construire le polyédre miroir P dont les faces et les réflexions sont les faces et
les réflexions de ) ou R moins la face de @) entourée par I et la face de R entourée par I'. Mais
on peut en construire d’autres. En effet, pour tout A > 0, considérons ’élément g, de SL4(R)
dont la matrice dans la base (eq, e, e3,€4) est :

A

g\ = A\
)\—3

L’hyperplan propre de o; est le noyau de o; = —e, pour ¢ = 1, ..., 3. Et, le vecteur propre
v; de o; appartient au noyau de la forme linéaire —ej, pour ¢« = 1, ..., 3. L’élément g, commute
donc avec les réflexions o1, 09, 03. De plus, toute élément g € SL4(R) qui commute avec o1, 0,
o3 et qui fixe la face 4 de Q) et R est un g, avec A > 0.

On peut construire un polyédre miroir P* € X dont les réflexions a gauche de I' sont les
réflexions de @ et les réflexions a droite de I' sont les conjuguées des réflexions de R par g,.
Comme g, commute avec o1, 09,03, cette définition n’est pas ambigué. Et il est clair que les
polyédres P sont convexes. De plus, si on a un polyédre P’ qui vérifie Py = Q et P/ = R, alors
il existe un unique A > 0 tel que P’ et P* soient équivalents. Nous allons relier les quantités r
et A

Résumons les coordonnées des différentes quantités, on met le symbole A en exposant pour
signaler que ces quantités sont attachées au polyédre P* (p.ex : v} et o). Pour faciliter les
calculs on note wu; (resp. w;) la projection de v; sur I'hyperplan engendré par ey, es, €3 (resp. la
droite engendré par e4). Et, on note ug (resp. wy) la projection de vy sur 'hyperplan engendré
par e, es, e3 (resp. la droite engendré par ey).



Oél)\: (041+042+043)+Oé4 Ul)\: U + wy
Oé;‘ = Olg U;‘ = Vg
Oé()i\ = >\_1()\10(1 + )\2042 + )\30&3) — >\3)\4Oé4 Uc)l\ = >\ud + )\_3wd

Il ne reste plus qu’a montrer qu’il existe un unique réel A > 0 tel que R q)(Py) =7, et cela
résulte du calcul suivant :

exp(Rl,&d(PA)) _ a@)ad(vag(w) _ oat A

o (oDa(@)ad(w) et Atd

( a(vy) = au(vs) <0
a(vy) = Aag(va) <0
) O‘%(%A) = A \ar + daan + Azas) (w) — NP Agau(w;)
ar(v)) = Mag + ag + as) (ug) + X 3ay(wy)
ay(v)) = A lag(vs) <0
| a2(0)) = as(vr) <0

Avant de définir K, a,b, c,d, justifions ces calculs. Pour les égalités, il s’agit simplement de
calculer, en ce rappelant que ay(vs) = 0 car la face 4 est la face définissant le plan IIp. On a
aussi par définition ay(u;) = ay(ug) = 0 et ay(w;) = a;(wg) = 0, pour ¢ = 1,...,3. Pour les
inégalités, elles résultent simplement du lemme 1.3.22. A présent, on pose :

(K — @vs)as(va) >0
og(vs)as (vr)

a = —()\1041 + )\2042 + Agag)(ul) >0

b = )\40(4(’&01) >0

c = —(oq+ g+ as)(ug) >0

| d = —au(wy) > 0.

Il faut vérifier que les quantités K, a,b, c,d sont strictement positives. Pour K, c¢’est une
conséquence des inégalité précédentes. Ensuite, il faut remarquer que oy défini la face 4 du
polyédre P4, alors que c’est —ay qui défini la face 4 du polyédre PY. Par conséquent, ay(wg) =
ay(vg) < 0 et ayg(w;) = ay(v;) > 0. Il nous reste & montrer que a et ¢ sont strictement positifs.
Mais, le lemme 1.3.22 montre que a;(u;) = a;(v;) < 0 et a;(ug) = a;(vq) < 0 pour i =1,...,3.

Par conséquent, comme la fonction A > 0 +— K C‘f:\’\ffd est continue, strictement croissante et
tend vers 0 en 0, et vers +00 en +o00. Il existe un unique réel A > 0 tel que R(z,s,d)(P,\) =r. De
plus, il est clair A dépend continument de 7.

On définit ainsi ¢ : (Q,r,R) € F — Py € Xg, ou Py est 'unique polyédre projectif miroir
tel que P¢ = @, P} = R et R;,4(P\) = r. La fonction ¢ est continue et il est clair que les
applications ( et ¢ sont inverses 'une de I'autre. Ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1.3.62. — Ce lemme montre que Xg est une variété et qu’elle est de dimension
d(G). 11 s’agit d’une récurrence sur le nombre de 3-circuits prismatiques essentiels de G. Le cas
initial est trivial, et sinon on choisit un 3-circuit orienté prismatique essentiel I" tel que G est
un bloc fondamental. Le lemme 1.3.58 et ’hypothése de récurrence montrent que Xg est une
variété de dimension d(G) + (d(G&) — 1) + 1 = d(G).

1.3.12. Explicitation du difféomorphisme. — On peut construire explicitement le difféo-
morphisme entre Xg et les copies de R49) . Pour cela, introduisons les notations suivantes :

1. On commence par se donner un systéme puits-source S de 3-circuits de G.



2. On note V l’ensemble des sommets de valence 4 de la forét Fg. Si s € V, alors on note
(I'#)i=1...4 une suite des quatre 3-circuits de S qui correspondent aux arétes incidentes de
s.

3. On note C}5 la partie de S formée des 3-circuits sans angle droit de G, et on pose

VI e Cs, ap € IY
E={ 2cR" |et
Vs € ‘/, Zi:l...4 Trs = 0
Cet espace E est une réunion d’ouverts convexes disjoints indexée naturellement par les
orientations partielles de Fg. On note &£ la partie de E qui correspond aux orientations
partielles admissibles de Fg.
4. On note Cf la partie de S formée des 3-circuits prismatiques essentiels de G. Pour tout
éléement ' de C4, on choisit une face sy de ', une face s& a droite de T', et enfin une face sf.
a gauche de I'. On suppose que si s (resp. s&) et s sont adjacentes alors I'aréte commune
n’est pas d’ordre 2, et qu’aucune des faces s?. et s& ne fait partie de I
5. On note C, ’ensemble des sommets de Ag dont le bloc fondamental correspondant vient
d’un tétraédre 1" qui posséde exactement 2 arétes d’ordre 2 qui ne sont pas sur la méme
face de T'. A tout élément s € Cy est associé un unique 4-circuit orienté (a orientation
prés) noté Ag.
6. On note Mg l'espace €& x R% x R,

Remarque 1.3.63. — Soit G est un écimaeédre étiqueté. Si s est un sommet de Ag, et si on
note B, le bloc fondamental associé & s alors on a une projection naturelle p, : Mg — Mp_. 1l
est clair que cette application est surjective.

On a un énoncé plus précis que le théoréme 1.3.15.

Théoreme 1.3.64. — Soit G un écimaédre étiqueté qui n’est pas un prisme exceptionnel et tel
que m(G) =0 et d(G) = 0, avec les notations introduites ci-dessus. L’application
bg: Xg — E X RC4 X R

r

j (<Rr>recg . (Ra)wecr . <R<sg,sr,sd)>rec§)

est un difféomorphisme sur Mg. En particulier, les composantes connezres de Xg sont en bijec-
tion avec les orientations partielles admissibles de Fg, et, Xg s’identifie a une réunion d’ouverts
convezes d’un espace vectoriel de dimension d(G).

Démonstration. — Ce théoréme a déja été démontré lorsque G est un bloc fondamental ou un
tétraedre : il s’agit des propositions 1.3.53 et 1.3.54. Nous allons procéder par étapes.

Commencons par montrer que ¢g est injective. Pour cela, il suffit de procéder par récurrence
sur le nombre de 3-circuits prismatiques essentiels de G. Si G ne posséde pas de tel 3-circuit,
alors G est un bloc fondamental ou un tétraédre et le théoréme est démontré dans ce cas. Si
G posséde un 3-circuit prismatique essentiel alors G posséde un 3-circuit orienté prismatique
essentiel I" tel que G¢ soit un bloc fondamental. Le lemme de collage (lemme 1.3.58), ’hypothése
de récurrence et la proposition 1.3.54 montrent que tout polyedre P € Xg est entiérement
déterminé par ¢g(P). Donc ¢g est injective.

Montrons a présent que 'image de ¢g contient Mg. Soit m € Mg. Pour tout sommet s de
Ag, on note By le bloc fondamental étiqueté de G correspondant au sommet s. Le lemme 1.3.58
montre qu’il existe un P € Xg tel que ¢g(P) = m si et seulement si pour tout sommet s de
Ag il existe un bloc fondamental B, € X, tel que ¢p,(Bs) = ps(y), ou ps désigne la projection



naturelle p; : Mg — Mp,. La proposition 1.3.54 et le fait que tout orientation partielle
admissible de Fg induit une orientation partielle admissible de Fp, montrent 1’existence de tel
blocs fondamentaux. La surjectivité de ps permet de conclure que Mg est inclus dans 'image
de ¢g.

Il faut montrer a présent que 'image de ¢g est incluse dans Mg. Soit P € Xg, montrons
que P définit naturellement une orientation partielle admissible. Si pour tout 3-circuit sans
angle droit de I', on a Rp(P) # 0, alors on a vu au paragraphe 1.3.9, qu’un tel polyédre définit
une orientation globale admissible de Fg et donc une unique orientation partielle admissible
de Fg. Sil'un des 3-circuits sans angle droit de I vérifie Rp(P) = 0 alors nous allons modifier
légérement la structure de notre polyedre P. Le lemme 1.3.58 montre que Xg est une variété et
on a vu que ¢g est injective donc 'image de ¢g est ouverte par le théoréme de I'image ouverte.
On peut donc supposer que pour tout 3-circuit sans angle droit de I', on a Rp(P) # 0.

Il faut a présent montrer la continuité de ’application réciproque. On a déja vu que avec
la proposition 1.3.53 et la proposition 1.3.54 que les réflexions par rapport aux faces des blocs
fondamentaux dépendaient continuement des quantités Rr pour I' € Cs. Il ne reste plus qu’a
vérifier que les réflexions dépendent continuement du paramétre de recollement. On a vu durant
la démonstration du lemme 1.3.58 que les réflexions dépendait continuement de ce parameétre.
Ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 1.3.65. — 1l est a présent clair que x(G) est un entier pair ou égal a 1, qui vérifie
1 < k(G) < 2™9). En effet, si on posséde une orientation partielle admissible alors I'orientation
obtenue en renversant toutes les fléches est aussi admissible.

1.4. Exemples

On donne ici quelques exemples de calcul du nombre de composantes connexes de Xg. Les
figures sont décomposées en trois parties : le graphe combinatoire associé & G et I’arbre associé,
que l'on a représenté deux fois.

Pour rendre les figures lisibles, nos exemples vérifient tous les hypothéses suivantes : les arétes
extrémales sont sphériques avec angle droit et les arétes non extrémales sont sans angle droit.

Enfin, on a inscrit sur les arétes la nature géométrique de ’aréte, en utilisant les abréviations
suivantes : a = affine et h = hyperbolique.

On désignera par k; (resp. ko) le nombre de composantes connexes de 1'espace des modules
associé a n’importe quel graphe étiqueté qui vient du graphe étiqueté dessiné et dont les 3-
circuits vérifient les hypothéses données par les étiquettes des arétes de ’arbre dessiné a gauche
(resp. droite).

Rappelons qu’avec les notations que ’on vient de mettre en place, se donner une orientation
partielle c’est orienté les arétes marqués a. Se donner une orientation partielle admissible c¢’est
se donner une orientation partielle, tel qu’il existe une orientation des arétes marqués h tel que
I’arbre ainsi orienté ne posséde aucun puits et aucune source.

1) L’arbre A; ne posséde aucune aréte marqué h par conséquent, il n’y aucune aréte a orienter
d’ou k1 = 1.

2) L’arbre A posséde 4 arétes marqués a par conséquent, il y a 2* = 16 orientations partielles.
Si on oriente toutes ces arétes vers l'intérieur (resp. 'extérieur) alors on obtient un puits (resp.
une source). Il est facile de voir que ce sont les seules orientations partielles non admissibles.
On a donc k3 = 16 — 2 = 14.



FIGURE 10. k1 =1 et ko =14

FIGURE 11. k1 =2° =32 et ko = 14 - 22 = 56



1) L’arbre A; posséde 5 arétes marqués a par conséquent, il y a 2° = 32 orientations partielles.
Il est facile de voir que toutes ces orientations partielles sont admissibles. On a donc x; = 2° =
32.

2) L’arbre A posséde 6 arétes marqués a par conséquent, il y a 26 = 64 orientations partielles.
Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle admissible de A,
c’est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4 arétes marqués a
qui ont une sommet en commun, puis se donner n’importe quelle orientation pour les 2 arétes
restantes. On a donc Ky = 14 - 22 = 56.



FIGURE 12. k; = 14 -7* = 33614 et kg = 212 — 2 = 4094

1) L’arbre A; posséde 16 arétes marqués a par conséquent, il y a 2'® = 65536 orientations
partielles. Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. Se donner une orientation partielle ad-
missible de A;, c’est se donner une orientation partielle admissible du sous-arbre formé des 4
arétes marqués a qui ont une sommet en commun, au centre de A;, puis se donner 'une des 7
orientations partielles admissibles pour chacun des 4 groupes de 3 arétes restantes. On a donc
Ky =14 -7 = 33614.

2) L’arbre Ay posséde 12 arétes marqués a par conséquent, il y a 2'2 = 4096 orientations
partielles. Mais, elles ne sont pas toutes admissibles. En effet, si 'on oriente toutes les arétes
marqués a vers U'intérieur (resp. l’extérieur), alors on doit orienté toutes les arétes marqués h
vers lextérieur (resp. l'intérieur). Il est facile de voir que ce sont les deux seules orientations
partielles non admissibles.



CHAPITRE 2

SURFACE PROJECTIVE CONVEXE DE VOLUME
FINI

2.1. Introduction

2.1.1. Exemples de convexes divisibles. — Soit C une partie de l'espace projectif réel
P", on dira que C est conveze lorsque l'intersection de C avec toute droite de P™ est connexe.
Une partie convexe C est dite proprement convezre lorsqu’il existe un ouvert affine contenant
’'adhérence C de C. Elle est dite strictement conveze lorsque tout segment inclus dans le bord
dC de C est trivial.

Le but de ce texte est d’étudier les ouverts proprement convexes () de P" qui possédent
"beaucoup de symétries". Un cas qui a été beaucoup étudié est celui ou "beaucoup de symé-
trie" signifie qu’il existe un sous-groupe discret I' de SL,,1(R) qui préserve Q et tel que le
quotient 2/ est compact. De tels ouverts s’appellent des convezes divisibles et on dit alors que
I divise Q. Nous allons dans ce texte remplacer ’hypothése de compacité du quotient Q/r par
une hypothése de "finitude de volume", et nous restreindre a la dimension 2. Mais commencons
par donner des exemples du cas compact.

L’exemple le plus simple de convexe divisible est le simplexe. Toute base B de R"*! définit
un pavage de P" en 2" simplexes. La composante neutre du stabilisateur de chaque simplexe
ouvert est le groupe D des matrices diagonales dans la base B a coefficients positifs. D est un
groupe de Lie abélien isomorphe a R™ qui agit simplement transitivement sur chaque simplexe
ouvert S. Tout réseau de D divise donc S. On vient donc de construire un convexe divisible
non strictement convexe. On remarque que dans cet exemple tout groupe qui divise S agit de
facon réductible sur R"!, et S est réductible au sens suivant.

Un ouvert proprement convexe €2 est réductible si I'une des deux composantes connexes C de
7 1) (7 est la projection naturelle 7 : R"™ — {0} — P") est réductible. Ce qui signifie qu’il
existe une décomposition R"*! = E, @ E, non triviale et des cones convexes C; de E; et C,
de E, tel que C = C; + Cy. Sinon, on dit qu’ils sont irréductibles. Vey a montré dans [Vey]
que tout convexe divisible se décompose en un produit de convexes divisibles irréductibles. On
s’interesse donc avant tout aux convexes divisibles irréductibles.

Parmi les convexes divisibles il y a une famille qui se distingue des autres, celles des convexes
divisibles homogeénes c¢’est-a-dire ceux pour lesquels le groupe Aut(€2) des transformations de
SLni1(R) qui préserve ) agit transitivement. Les travaux de Koecher, Vinberg et Borel ont
permis de classifier les convexes divisibles homogénes. Voici la liste des convexes divisibles ir-
réductibles homogenes :



Les espaces hyperboliques H" = 7({z € R"™! |2} + 23 + ... + 22 — 22, > 0 et 2,41 > 0})
forment la liste compléte (avec n > 1) des convexes divisibles strictement convexes et homo-
génes. Le groupe d’automorphisme de H" est bien entendu SO, ;(R). On remarquera qu’en
toute dimension n > 1, il existe un unique convexe divisible strictement convexe et homogéne.

Il existe quatre familles de convexes divisibles irréductibles non strictement convexes et ho-
mogenes. En voici la liste avec n > 2 :

— II,(R) = 7( { Les matrices réelles (n+ 1) x (n+ 1) symétriques définies positives) }, il est
de dimension m = w et son groupe d’automorphisme est SL,1(R).

— I1,(C) = 7( { Les matrices complexes (n 4 1) x (n 4 1) symétriques définies positives }),
il est de dimension m = n? — 1 et son groupe d’automorphisme est SL,,,1(C).

— II,(H) = 7( { Les matrices quarternioniques (n+1) X (n+1) symétriques définies positives
1), il est de dimension m = (2n+1)(n — 1) et son groupe d’automorphisme est SL,, (H).

— 1I3(0) un convexe "exceptionnel" de dimension 26 et tel que Lie(Aut(Il3(Q))) = eg(—26)-

Par conséquent, contrairement au cas strictement convexe, il n’existe pas de convexe divisible
irréductible non strictement convexe et homogene en toute dimension.

Expliquons succinctement I'histoire de cette classification. A la fin des années 50, Koecher et
Vinberg ont classifié les ouverts proprement convexes symétriques de P™ (|[Vin|). Dans les an-
nées 60, Borel a montré dans [Bor| que tout groupe réductif contient un réseau cocompact. On
peut déduire de cela que tout ouvert €2 proprement convexe et symétrique est divisible, puisque
si Q0 est symétrique alors le groupe Aut(£2) est un groupe réductif qui agit transitivement et
proprement sur €). Le dernier pas vers la classification des convexes divisibles homogénes a été
fait par Vinberg ([Vin2]) qui a classifié les ouverts proprement convexes homogénes. Il résulte
de cette classification que tout ouvert proprement convexe homogeéne est symétrique si et seule-
ment si le groupe Aut(2) est unimodulaire. Par conséquent, tout ouvert proprement convexe
homogéne est divisible si et seulement si il est symétrique.

Kac et Vinberg ont construit les premiers exemples de convexe divisible strictement convexe
et non homogene dans [KaV| a l'aide de groupe de Coxeter. Johnson et Millson ont construit
en toute dimension n > 2 des convexes divisibles irréductibles, strictement convexes et non
homogenes (|[JoMil|) en déformant des réseaux cocompacts de SO, 1(R). Kapovich et Benoist
ont construit (Benoist pour n = 4 dans [Benol| et Kapovich pour n > 4 dans [Kapo|) des
convexes divisibles strictement convexes, non homogénes et non quasi-isométriques a 1’espace
hyperbolique H" en toute dimension n > 4.

2.1.2. Description des principaux résultats. — Revenons au but de ce texte. Tout ouvert
proprement convexe est naturellement muni d’une métrique Finslérienne (distance de Hilbert)
et de la mesure associée (mesure de Buseman). Le but de ce texte est d’étudier les ouverts pro-
prement convexe de P? pour lesquels il existe un sous-groupe discret I' de SL3(R) qui préserve
Q et tel que le quotient ©/r muni de la mesure p héritée de la mesure de Buseman soit de
volume fini.

Nous allons démontrer les théorémes suivants :

Théoréme 2.1.1. — (Corollaire 2.4.5) Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve
un ouvert proprement convexe Q0 de P2. Si un(Q/r) < oo et Q n’est pas un triangle alors l'adhé-
rence de Zariski de I' est :



— SL3(R) ou
— Un conjugué de SO91(R).

Théoréeme 2.1.2. — (Théoréeme 2.6.18) Toute surface admettant une structure projective pro-
prement convezxe de volume fini est de type fini.

Théoréeme 2.1.3. — (Corollaire 2.6.28) Soit S une surface sans bord et de type fini, une
structure projective proprement convexe sur S est de volume fini si et seulement si [’holonomie
des lacets élémentaires (Définition 3.3.1) de S est parabolique.

On obtiendra ensuite les résultats suivants :

Théoréme 2.1.4. — (Théoreme 2.7.7) Soient Q0 un ouvert proprement conveze et I' un sous-
groupe discret qui préserve S, action de I" sur ) est de covolume fini si et seulement si [’action
de 'T" sur l'ouvert dual O* est de covolume fini.

Théoréeme 2.1.5. — (Corollaire 2.7.4 et théoreme 2.7.8) Soient Q2 un ouvert proprement convexe
et I' un sous-groupe discret qui préserve €, on suppose que 'action de I' sur Q) est de covolume
fini et que Q n’est pas un triangle. Alors, Q) est strictement conveze et le bord O de Q) est C*.

Théoréme 2.1.6. — (Théoréme 2.7.10) Soient Q@ un ouvert proprement conveze et I' un sous-
groupe discret de SLg(R) qui préserve 2, on suppose que I' n’est pas virtuellement abélien. Alors,
Uaction de T sur Q est de covolume fini si et seulement si I' est de type fini et [’ensemble limite

Ar de T' vérifie Ar = 09).

Cette étude permet d’obtenir sur I'espace des structures projectives marquées proprement
convexes de volume fini sur la surface de genre g avec p pointes un systéme de coordonnées
a la Fenchel-Nielsen qui montre que cet espace est homéomorphe a R'69-16+6r Ce gsystéme de
coordonnées généralise celui employé par Goldman dans le cas compact (|Gold1]). Cette étude
sera soumise trés prochainement.

Voici le plan de ce texte. La premiére partie est une introduction a la géométrie de Hilbert.
Les démonstration de certains théorémes peuvent étre trouvés dans [CVV1, CVV2, Beno3|.
On donne quand méme les démonstrations de certains théorémes pour faciliter la lecture de ce
texte. Cette partie a pour but de définir la mesure de Buseman et de donner des exemples de
parties de volume fini et infini pour celle-ci.

Dans la seconde partie, on étudie la dynamique d’un élément de SL3(R) qui préserve un
ouvert proprement convexe. Cette partie constitue une étude élémentaire mais essentiel pour
nos résultats.

Dans la troisieme partie on montre le théoréme 2.1.1. Le point clé étant de montrer 1'irré-
ductibilité du groupe I'.

Le but de la quatriéme partie est de donner une courte démonstration d’un théoréme de Lee
(|[JL]). Ce théoréme assure l'existence d’un domaine fondamental convexe et localement fini
pour 'action d’un groupe discret sur un ouvert proprement convexe. Ce résultat est le point
de départ de I’étude des surfaces projectives proprement convexes de volume fini. On introduit
aussi la notion de secteur qui permettra d’étudier les surfaces projectives proprement convexes
a I'infini.



L’objet de la cinquiéme partie est de montrer les théorémes 2.1.2 et 2.1.3. Pour cela, on utilise
abondamment les parties 2 et 4. On commencera par définir précisement les notions de surface
projective, surface projective proprement convexe et surface projective proprement convexe de
volume fini. Ensuite, on montrera le théoréme 2.1.2, en utilisant une minoration uniforme de
laire de tout triangle idéal. Enfin, on montre le théoréme 2.1.3, les outils essentiels sont le
théoreme de Lee, la notion de secteur et les estimations de volume de la partie 2.2.

La sixiéme partie a pour but de montrer les théoréemes 2.1.4, 2.1.5, 2.1.6. Pour montrer la
stricte convexité on utilise la méme idée que dans le cas compact mais on a besoin de raffi-
nement. Ensuite, on définit la notion de surface duale, le théoréme 2.1.5 suit. Cette dualité
permettra de montrer que €2 est & bord C'. Enfin, on montrera le théoréme 2.1.6.

Je remercie Yves Benoist pour ses nombreux conseils et nos nombreuses discussions sur
ce sujet. Je remercie aussi Constantin Vernicos pour ces réponses toujours trés rapides a mes
questions. Enfin, je remercie aussi Benjamin Favetto et Mathieu Cossutta, I'un pour ces conseils
de rédaction et ’autre pour quelques discussions autour de ce sujet.

2.2. Géométrie de Hilbert

Cette partie constitue une introduction a la géométrie de Hilbert. Un exposé plus complet
peut étre trouvé dans les articles [CVV1, CVV2, Beno3|.

2.2.1. La métrique d’un ouvert proprement convexe. — Soit () un ouvert proprement
convexe de P", Hilbert a introduit sur de tels ouverts une distance, la distance de Hilbert,
définie de la facon suivante :

Soient x # y € €, on note p, ¢ les points d’intersection de la droite (zy) et du bord 9 de Q
tels que x est entre p et y, et y est entre x et g (voir figure 1). On pose :

Ficure 1. La distance de Hilbert

do(w,y) =Mn(lp: vy q) = n () et do(e,2) = 0
— [p: 2 :y:q] désigne le birapport des points p, x,y, q.
— |l - || est une norme euclidienne quelconque sur un ouvert affine A qui contient ’adhérence

Q de Q.

Remarque 1. — Il est clair que dg ne dépend ni du choix de A, ni du choix de la norme
euclidienne sur A.

Fait 1. — Soit Q) un ouvert proprement conveze de P",



— dq est une distance sur €.

— (Q,dq) est un espace métrique complet.

— La topologie induite par dg coincide avec celle induite par P™.

— Le groupe Aut(Q)) des transformations projectives de SLyi1(R) qui préservent Q est un
sous-groupe fermé de SLy1(R) qui agit par isométrie sur (€2, dg). 1l agit donc proprement
sur §2.

On peut trouver une démonstration de cet énoncé dans |Beno3|.

2.2.2. La structure finslérienne d’un ouvert proprement convexe. — Soit {2 un ouvert
proprement convexe de P”, la métrique de Hilbert dq est induite par une structure finslérienne
sur 'ouvert §2. On identifie le fibré tangent 7€) de 2 a 2 x A.

Soient x € Q et v € A, on note p™ (resp. p~) le point d’intersection de la demi-droite définie
par = et v (resp —v) avec O0S).

On pose : [l = (g + ey I

llz—p~ |l

FIGURE 2. La métrique de Hilbert

Fait 2. — Soient Q un ouvert proprement convere de P et A un ouvert affine qui contient Q,
— la distance induite par la métrique finslérienne || - ||. est la distance dg,.
— Autrement dit on a les formules suivantes :
o o]l = Lli—oda(z,z 4+ tv), ot v € A, t €R assez petit.
o do(z,y) = inf fol |0’ (t)||lo(dt, ot l'inf est pris sur les chemins o de classe C' tel que
o)==z eto(l)=y.

Remarque 2. — La quantité ||v||, est donc indépendante du choix de A et de || - || .

2.2.3. Mesure sur un ouvert proprement convexe (dite mesure de Busemann). —
Nous allons construire une mesure borélienne g sur €2, de la méme fagon que l'on construit
une mesure borélienne sur une variété riemanienne.

Soit €2 un ouvert proprement convexe de P, on note :

- B(1) = {v € TLO||Jo]l. < 1}

— Vol est la mesure de Lebesgue sur A normalisée pour avoir Vol({v € A|[jv| < 1}) = 1.

On peut a présent définir la mesure ug. Pour tout borélien A C 2 C A, on pose :

B dVol(x)
)= | )

La mesure pig est indépendante du choix de A et de || - ||, car ¢’est la mesure de Haussdorff de
(Q,dq) (Exemple 5.5.13 [BBI]). (Pour une introduction aux mesures de Haussdorff, on pourra
regarder [BBI|). La mesure uq est donc Aut(2)-invariante.



2.2.4. Un résultat de comparaison. — Dans la proposition suivante, il y a deux ouverts en
jeu, on ajoute donc aux notations introduites précédemment le symbole de 'ouvert auxquelles

elles correspondent (ex : ||v]|, pg, BE(1), etc...).

Proposition 2.2.1. — Soient )y et )y deux ouverts proprement convezes de P™ tels que €2y C
Qs, alors :

— Les métriques finslériennes de 0y et Qy vérifient - [|v||$2 < [[v||$* pour tout x € Q et tout
v e T, = T,Q,, Uégalité ayant lieu si et seulement si pS, = pg, et po, = pg, -

—Vr,y € Qq, on a do,(z,y) < do,(x,y).

— Vo € Qy, on a B$(1) C B2(1) avec égalité si et seulement si Qy = (y.

— Pour tout borélien A de 1, on a ug,(A) < g, (A).

2.2.5. Quelques résultats en géométrie de Hilbert plane. —

2.2.5.1. Un résultat sur les ouverts proprement convezes de P2. — On souhaite montrer la
proposition suivante :

Proposition 2.2.2. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P? et s un point du bord
00 de Q, alors, pour tout voisinage V de s dans Q, on a pua(V N Q) = .

Soient 2 un ouvert proprement convexe de P? et un point x € 2, on notera D}(¢) le disque
de centre x € et rayon € > 0 : D$}(e) = {y € Q| dq(z,y) < e}. L’idée est de construire une
infinité de disques disjoints de rayon constant inclus dans V' N ). La démonstration se passe en
deux étapes. On commence par montrer (lemme 2.2.4) que le volume des disques de rayon ¢ est
uniformément minoré. Ensuite, on construit une suite de disques disjoints inclus dans V' N €.

Nous allons avoir besoin du théoréme suivant da a Benzécri ([Ben|). On munit 'ensemble £ =
{(Q, )| Q est un ouvert proprement convexe de : P? et x € Q} de la topologie de Haussdorff.

Théoréme 2.2.3 (Benzécri). — L’action de SL3(R) sur l'ensemble £ = {(Q2,x)|Q est un
ouvert proprement convexze de P? et x € Q} est propre et cocompacte.

On obtient la proposition suivante :

Lemme 2.2.4. — Le volume minimum d’un disque de rayon € d’un ouvert proprement convexe
de P? est strictement positif. Autrement dit :
inf jio(DS(e)) > 0
Jint _pn(D2(E)
Démonstration. — La fonction qui a (Q,z) € & associe uq(DS(e)) est continue et SLz(R)-

invariante. Par conséquent, le théoréme 2.2.3 montre que I'infimum de cette fonction est atteint
sur £. C’est ce qu’il fallait montrer. O

A présent, nous allons chercher & évaluer la taille euclidienne des disques de €.

Lemme 2.2.5. — Soient Q un ouvert proprement conveve de P? et un point s € 09, on
choisit une carte affine A contenant Q. On se donne Dy une droite de P? passant par s tel que
QN D =g. On considére un point x € Q. On note Dy la droite paralléle o Dy (dans la carte
A) passant par x. On note Dy, une droite paralléle (dans la carte A) a Dy qui ne rencontre
pas Q. Enfin, on note D, la droite paralléle (dans la carte A) a Dy et tel que le birapport du
quadruplet de droites (Do, D1, D., Ds) est égale a e = exp(1l). Pour terminer, on note B la
composante connexe de ) — D, qui contient . Alors, D}(1) est inclus dans B.



FiGure 3. Démonstration du lemme 2.2.5

Démonstration. — La figure 3 peut aider a suivre cette démonstration.

Pour montrer ce lemme, il faut utiliser la proposition 2.2.1. On choisit pour €2, n’importe
quel rectangle contenant €2, délimité par les droites Dy et D, et tel que les cotés donnés par
Dy et Dy, sont des cotés opposés de . La proposition 2.2.1 montre que DS}(1) C D%2(1). Par
conséquent, il suffit de montrer que D:??(l) est inclus entre les droites D, et Dy. Mais (2, est
un rectangle, par conséquent, comme la distance de Hilbert est défini en terme de birapport, il
est clair que D$2(1) est inclus dans un rectangle dont les cotés sont paralléles a ceux de € et
inclus entre les droites D, et Dj. O

On peut a présent montrer la proposition 2.2.2 lorsque s posséde un voisinage V' dans P? tel
que V N OS2 ne contient aucun segment non trivial.

Lemme 2.2.6. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P? et un point s du bord 0 qui
posséde un voisinage V dans P? tel que V N O ne contient aucun segment non trivial ; alors,
pour tout voisinage V de s dans Q, on a ug(V N Q) = .

Démonstration. — Nous allons construire une infinité de disque de rayon 1 dans V' N €. On se
donne un point x de VN et on considére le segment [z, [ inclus dans €. Ce segment fournit
une géodésique A de longueur infini que 'on parameétre par la longeur d’arc pour la métrique
de Hilbert. Par conséquent, si on note a,, = \(3n) alors les disques D,, = D¢ (1) sont disjoints.
Il reste a comprendre pourquoi ils sont inclus dans V' N2 pour n assez grand.

On se donne D, une droite de P? passant par s tel que QN D = @&. On note D,, la droite
paralléle & Dy passant par A(3n — 1) et on note B, la composante connexe de Q2 — D,, qui
contient x,. Si V est un voisinage de s dans P? tel que V N OS2 ne contient aucun segment non
trivial alors B,, est inclus dans V' pour n assez grand.

De plus, le lemme 2.2.5 montre que les disques de centre z,, et de rayon 1 sont inclus dans
B,, pour n assez grand. L’ensemble V N {2 contient donc une infinité de disques disjoints et leur
volume est uniformément minoré par le lemme 2.2.4. L’ensemble V' N 2 est donc de volume
infini. O

Il faut & présent traiter le cas contraire : s'il existe un voisinage de s dans P? qui contient un
segment du bord de Q alors il existe un point s € V N 0N tel que s’ appartient a 'intérieur
d’un segment de €. Il reste donc & montrer le lemme suivant pour terminer la démonstration
de la proposition 2.2.2.

Lemme 2.2.7. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P? et un point s du bord 02, on
suppose que s est sur l'intérieur d’un segment S du bord de ) ; alors, pour tout voisinage V de
s dans 0, on a ua(V N Q) = cc.



Démonstration. — La figure 4 peut aider a suivre la démonstration.

AT .
\ | ] .

FIGURE 4. Démonstration du lemme 2.2.7

Dans ce cas, on ne peut pas (en général) trouver une infinité de disques de rayon 1, mais nous
allons construire une infinité de disque disjoints de rayon € dans V' N2, avec € assez petit. On se
donne un point  de VN Q et on considére le segment [z, s[ inclus dans 2. Ce segment fournit
une géodésique A de longueur infini que 'on parameétre par la longeur d’arc pour la métrique
de Hilbert. On défini la suite z,, = A(3n). Sie < 1 alors les disques D,, = DS (£) sont disjoints.

Il reste a comprendre pourquoi ils sont inclus dans V' N §2 pour n assez grand, si € est assez
petit. Le lemme 2.2.5 montre que ces disques tendent, lorsque n tend vers l'infini, vers un sous-
segment S’ de S. Comme S’ peut ne pas étre trivial il faut prendre ¢ assez petit pour que les
disques D,, soient dans V' N Q) pour n assez grand. On va utiliser la méme idée que pour le
lemme 2.2.5 mais cette fois-ci, au lieu de pousser les D,, vers le bord de 2. Nous allons controler
leur taille dans le sens "paralléle" au segment S du bord de €.

Pour cela, on note D la droite passant par x et s. On se donne une carte affine A contenant
Q. On considére D,, D., D__ et D, quatre droites paralléles (dans la carte affine A) & D et tel
que :

— Les droites D, et D, ne se rencontrent pas 2.
— Le birapport de (Dy, D, D., D,) est égale a e°
— Le birapport de (Dy, D_., D, D, ) est égale & e™*.

Il faut aussi une droite B passant pas s et n’intersectant pas €2, ainsi qu’une droite H paralléle
a B et n’intersectant pas €2. L’ouvert ) est donc inclus dans le quadrilatére €2y délimité par les
droites H, D,, B, D,. Comme la distance de Hilbert est défini en terme de birraport, il vient
que tout disque ng (¢) de €y de centre y €|z, s[ et de rayon ¢ est inclus dans le quadrilatére
délimité par les droites H, D., B, D_..

Il est essentiel de remarquer que lorsque € tend vers 0, les droites D. et D_. converge vers
D.

Pour conclure, notons H,, une droite paralléle & H et passant par A(3n — 1). La proposition
2.2.1 et le lemme 2.2.5 montre que les disques D,, de €2 de centre x,, et de rayon e sont inclus
dans le quadrilatére délimité par les droites H,, D., B, D_.. Par conséquent, si ’on choisit ¢
assez petit alors les disques D,, sont inclus dans V' N (), pour n assez grand.

Leur volume est uniformément minoré par le lemme 2.2.4. L’ensemble V N Q est donc de
volume infini. O



2.2.5.2. Un résultat sur les pics. — Soient () un ouvert proprement convexe de P? et un point
p € 09, Pensemble des droites de P? concourantes en p et tel que D N§) = & est un segment
fermé E, de (P?)*. On a la dichotomie suivante :

— L’ensemble E, est un singleton dans ce cas 9Q est C! en p, et P'unique droite de E, est la
tangente au bord 02 de € en p.

— Sinon, 92 n’est pas C! en p, et les points extrémaux du segment E,, sont les demi-tangentes
a 02 en p.

Définition 2.2.8. — Soient 0 < a < 1,  un ouvert proprement convexe de P? et p un point
C! du bord 092 de , on dit que p est CH lorsqu’il existe K > 0 et V un voisinage de p dans
0 tel que Yy € V, dg(y, T,Q2) < Kdg(x,y)*, ou dg est une distance euclidienne sur un ouvert
affine contenant €.

Définition 2.2.9. — Soit Q un ouvert proprement convexe de P2, un pic P est un triangle
ouvert de 2 qui posséde un et un seul sommet sur le bord 92 de €2, on appelle ce sommet [e
sommet a 'infint de P.

Théoreme 2.2.10 (CVV). — Soit Q un ouvert proprement conveze de P2.

— Tout pic de Q dont le sommet a Uinfini est un point non C* du bord O de §) est de volume
infin.

— Tout pic de 2 dont le sommet & U'infini est un point CH* avec o > 0 du bord 092 de ) est
de volume fini.

Remarque 3. — Nous n’utiliserons pas le second point. Mais il illustre bien I'importance de
la régularité dans 'estimation du volume des pics, qui sera essentielle dans ce texte. On pourra
trouver une démonstration dans [CVV1] du premier et du second point. Nous donnons une
démonstration du premier point pour la commodité du lecteur.

Nous allons utiliser la proposition 2.2.1 et le lemme suivant.

Lemme 2.2.11. — Soit Qy l'ouvert proprement conveze de R? défini par Qy = {(z,y) | v,y >
0}, tout pic dont le sommet a Uinfini est Uorigine (0,0) est de volume infini pour g, .

Démonstration. — L’homothétie v de rapport % et de centre l'origine préserve ()y. Soit P un
pic de €2y dont le sommet & 'infini est I'origine. On note D la droite engendré par le coté opposé
a lorigine de P, et A le quadrilatére fermé délimité par les cotés de P contenant l'origine, la
droite D et la droite yD. Ainsi, P = |J 7A. Par conséquent, comme  préserve la mesure piq,

neN
et que fig,(A) > 0. Il vient que pg,(P) = oo. O
Démonstration du premier point du théoréeme 2.2.10. — 1l reste simplement a remarquer que

si p est un point non C' de 99 alors Q est inclus dans un triangle dont I'un des sommets est
p. Comme louvert {(z,y)|z,y > 0} est un triangle, la proposition 2.2.1 et le lemme précédent
montre que tout pic de {2 dont le sommet a l'infini est le point P est de volume infini. O

2.2.5.3. Minoration de [’aire des triangles idéaur. —

Définition 2.2.12. — Soit € un ouvert proprement convexe de P2, un triangle idéal de €) est
un triangle ouvert dont les sommets appartiennent au bord de €.

Théoréeme 2.2.13 (CVV). — Il existe une constante strictement positive Cp2 tel que pour
tout ouvert Q proprement conveze de P? et tout triangle idéal A de Q on ait pug(A) = Cpz > 0.



Démonstration. — On note (p;)i=1..3 les sommets de A. On considére (D;);=;. 3 trois droites
de P? tel que D; N Q = @ et p; € D;. Les droites (D;);—1. 3 définissent quatre triangles ouverts
de P2. Un seul d’entre eux contient I’ouvert €2, on le note T. La proposition 2.2.1 montre que
po(A) = pr(A). Le lemme 2.2.14 qui suit conclut la démonstration. O

Lemme 2.2.14. — Soit T un triangle de P2, il existe une constante strictement positive Cpz
telle que pour tout triangle idéal A de T on ait pr(A) = Cpe.

Démonstration. — La figure 5 peut aider a suivre la démonstration.

FiGure 5. Démonstration du lemme 2.2.14

On peut supposer que T= {[z : y : 2] € P?|z,y, z sont de méme signe}. Le groupe D des
matrices diagonales a diagonale strictement positive préserve T. Commencons par remarquer
que la proposition 2.2.2 montre que tout triangle idéal qui posséde deux sommets sur le méme
coté de T est de volume infini. De méme, tout triangle idéal qui posséde un sommet en commun
avec les sommets de T est aussi de volume infini d’aprés le théoréme 2.2.10. On peut donc
supposer que les sommets de A sont sur chacun des trois cotés ouverts de T.

Le groupe D agit transitivement sur chaque coté ouvert de T. Mieux, le stabilisateur d’un
point de l'intérieur d’un coté ouvert de T agit encore transitivement sur chacun des deux autres
cotés ouverts. On peut donc supposer que les sommets s, Sy et s3 du triangle idéal A ont pour
coordonnées s; = [1:1:0], s =[0:1:1] et enfin s3=1[z:0:1], ot 2 > 0. On note A, ce
triangle.

Comme pr(A,) dépend de fagon continue de z, il suffit de montrer que le volume de A,
admet une limite infinie lorsque = tend vers 0, pour conclure notre démonstration. Le point s3
tend vers le point s = [0 : 0 : 1] lorsque z tend vers 0. On note A’ le triangle inclus dans A
et de sommet s, s1, 52, et Al le triangle intersection A/, = A, N A’. La famille des triangles A/,
croit lorsque = décroit vers 0 et elle converge vers le triangle A’. Le théoréme 2.2.2 montre que
le volume de A’ est infini et le lemme de Fatou montre que le volume de A/, tend vers l'infini
lorsque x tend vers 0. Mais les A/ sont inclus dans A,. La conclusion est donc claire. 0

Remarque 4. — On peut montrer que ’aire minimale pour un triangle idéal du triangle T
est atteinte pour le triangle A, avec z = 1, et son aire est (avec les normalisations que 'on a

choisi) 77, voir [CVV1].

2.3. Dynamique

Dans cette partie nous allons étudier les différentes dynamiques possibles pour un élément ~
de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement convexe.



Remarque 5. — On munit 'ensemble des fermés de P? de la topologie de Haussdorff héritée
de la topologie de P2, Ainsi, toutes les convergences de suites de fermés utilisées dans le reste
du texte sont au sens de la topologie de Haussdorff.

2.3.1. Le cas de P! et PSLy(R). — On rappelle sans démonstration la proposition suivante :

Proposition 2.3.1. — Soit v € PSLy(R), I’élément ~y fait partie de ['une des quatre familles
suivantes :

— La famille des éléments dits hyperboliques qui sont conjugués a une matrice de la forme
suivante :

A0 . B
(O M) ou Ap=1etA>pu>0

— La famille des éléments dits paraboliques qui sont conjugués a la matrice :

11
01
— La famille des éléments dits elliptiques qui sont conjugués a une matrice de la forme
suivante :

(0 0 o cg <

— La famille composée uniquement de l’identité.

Définition 2.3.2. — Soient v € SL3(R) et D une droite de P? stable par ~y, on dira que [’action
de v sur D est de type hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique) lorsque  restreint a
cette droite est un élément hyperbolique (resp. parabolique, resp. elliptique).

2.3.2. Classification. — La proposition suivante est démontrée dans [Choi|. On reproduit
ici une démonstration pour la commodité du lecteur.

Proposition 2.3.3. — Soit 2 un ouvert proprement convexe et un élément v € Aut(Q), v fait
partie de l'une des six familles suivantes :

— La famille des éléments dits hyperboliques qui sont conjugués a une matrice de la forme

suivante :
A0 0
0 A 0 ot, AT > A0 > A7 >0
A\ =1
0 0 A et ATAUA .
— La famille des éléments dits planaires qui sont conjugués a une matrice de la forme
suivante :
@ 00 o, o, 3> 0, a?8 =1
0 a0 et o, B # 1
0 0 g ’ '

— La famille des éléments dits quast — hyperboliques qui sont conjugués a une matrice de

la forme suivante :

ou, a, 3> 0, o’ =1

et a, B # 1.

o O R
e R
D o o



— La famille des eléments dits paraboliques qui sont conjugués a la matrice suivante :

1 0
0 1
0 1

K O = =

— La famille des eléments dits elliptiques qui sont conjugués a une matrice de la forme

suvante :

1 0 0
0 cos(f) —sin(0) Ou, 0 < 6 < 27.
0 sin(f) cos(d)

— La famille composée uniquemenent de L’identité :

Démonstration. — Soit v € SL3(R) on notera Sp(7) le spectre de 7, pour montrer ce lemme il
suffit de montrer 3 points :

— SiSp(y) C Ret Sp(y) £ {1, —1} alors on a Sp(vy) C R¥.
— Si Sp() € {1, —1} alors  est diagonalisable ou parabolique.
— Si Sp() ¢ R alors 'unique valeur propre réelle de 7 est 1.

Commencons par montrer le premier point. On considére une valeur propre A de v de valeur
absolue maximale, comme Sp(y) ¢ {1, —1} on a |A| > 1. On note E' la réunion des points et
droites stables de v. L’ensemble P? — E est un ouvert dense, par conséquent il existe un point
r € (P2 — E)NQ. Si A <0, le segment [y?"(z),y*" ! (x)] converge vers une droite de P?, ce qui
est absurde car ) est proprement convexe, donc A > 0. En appliquant ce raisonnement & v~
on obtient que les valeurs propres de valeur absolu maximale et minimale sont positives et par
conséquent, comme v € SL3(R), on a Sp(y) C R%.

Montrons a présent le deuxiéme point. Il s’agit de montrer que v ne peut pas étre conjugué

& l'une des 2 matrices suivantes :

oll, u = 1 ou u = —1. Supposons qu’il existe un tel v € Aut(f2). Quitte a travailler avec 72 on
peut supposer que u = 1. Alors, il existe une unique droite D composée de points fixes pour ~.
Et, v posséde un unique point fixe v € D tel que 'action de 7 sur toute droite D’ passant par
v est parabolique si D' # D. L’élément ~ ne préserve donc aucun convexe proprement convexe
de P2,

Enfin, montrons le dernier point. Si le spectre de v n’est pas réel alors v est conjugué a une
matrice de la forme suivante :

r—2 0 0
0 rcos(f) —rsin(0) o, 0 <0 <2met #m.
0 rsin(d) rcos(0)

L’élément v posséde un unique point fixe v et P? — {v} est une réunion d’ellipses disjointes
permutées par . Par conséquent v préserve un convexe proprement convexe si et seulement
si les ellipses sont globalement préservées par v, c’est a dire si et seulement si I'unique valeur
propre réelle de v est 1. O

2.3.3. Résultat élémentaire sur la dynamique. — Les résultats suivants ont déja été
présenté dans [Gold1| ou [Choil.



2.3.8.1. Dynamique hyperbolique. — Soit v un élément hyperbolique de SL3(R), 1’élément ~y
est conjugué a la matrice

+
)\0 )(\)0 8 Ou, A" > A0 > A" >0
0 0 A et ATAON™ = 1.

On note :

— p le point propre de P? associé a la valeur propre A*.

— pY le point propre de P? associé¢ a la valeur propre A°.

— p, le point propre de P? associé a la valeur propre A~.

— D7~ la droite stable de P? associée aux valeurs propres A, \~.
— D la droite stable de P? associée aux valeurs propres A, A°.
— D% la droite stable de P? associée aux valeurs propres A, A°.

Remarque 6. — Tout au long de ce texte, I'indice v pour désigner un espace stable de v sera
omis si le contexte est clair.

Proposition 2.3.4. — Sotent ) un ouvert proprement convexe et un élément hyperbolique
v € Aut(Q), alors, on a p*t, p~ € 00 et p° ¢ Q.

Démonstration. — Tout d’abord il est clair que p*, p°, p~ & Q puisque Aut(f2) agit proprement
sur €. Ensuite pour tout z € 2, lim ~"z = p* et lim ~"x = p~ donc p™, p~ € IN. O
n——oo

n—-+o0o

On peut a présent définir 'axe d’un élément hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
convexe.

Définition 2.3.5. — Soient ) un ouvert proprement convexe et un élément hyperbolique
v € Aut(Q), l'aze de v que U'on notera Axe(7) est le segment ouvert de la droite (p~p™) qui est
inclus dans Q et dont les extrémités sont p~ et p*.

Définition 2.3.6. — Soient ) un ouvert proprement convexe de P? et un élément hyperbo-
lique v de Aut(Q2). On suppose que p® € 9. Alors, on note [p*, p°] (resp. [p~,p"]) le segment
ouvert de la droite (p™p°) (resp.(p~p%)) inclus dans Q. On les appelle les azes secondaires de .

Définition 2.3.7. — Soit ¢ : S — P? une courbe simple continue, on dit que c est une courbe
convere lorsque la composante connexe orientable de P? — ¢(S!) est un ouvert proprement
convexe.

La figure 6 illustre la dynamique d’un élément hyperbolique.

Proposition 2.3.8. — Soient ) un ouvert proprement convexe et un élément hyperbolique
v € Aut(Q).
— Sip® ¢ Q et Aze(y) C Q alors
o 00 est Ct en p™ et enp .
o ! = T,+0Q2 N T, 052.
— Sip® ¢ Q et Aze(y) C O alors
o 0N n'est pas C' en pt et en p~.
o Les demi-tangentes a 02 en p™ sont (pTp~) et (pTp°).
o Les demi-tangentes a 02 en p~ sont (pTp~) et (p~p°).
— Si p° € Q et Aze(y) C Q alors
o [p*,p" et [p~,p°] C OQ.
e 0O est C! enp™, p~ et p’ =T+ 00 N T,-09.



FIGURE 6. Dynamique d’'un élément hyperbolique

— Sip® € Q et Aze(y) C 09Q alors
o [p*.p% et [p~,p°] C 092
o O est un triangle dont les sommets sont p™, p°, p~.

Démonstration. — Les points pT, p° et p~ définissent un pavage de P? en quatre triangles
fermés. Soient T} et T5 les deux triangles de cette partition tels que 77 NTy = Axe(y), et 1 € fl
et 19 € fg, la courbe obtenue en concaténant la courbe (7'z1)icr et la courbe (7 %z3).er et
en ajoutant les points limites p* et p~ définit une courbe C convexe analytique en dehors des

points p* et p~. C est CH*" en pt et C1* en p~, ot at = % >0eta = (am)L.
On tire facilement de tout ceci les conclusions de la proposition. O
2.3.8.2. Dynamique planaire. — Soit 7y un élément planaire de SL3(R), I’élément +y est conjugué

a la matrice

o, o, 3> 0, a’B =1
et a, 0 # 1.

o o Q
[ RN e

0
0
g
On note :

— p,, le point propre de P? associé a la valeur propre 3.
— D, la droite stable de P? associée a la valeur propre a.

La dynamique des éléments planaires étant extrément simple, on obtient facilement la pro-
postion suivante.

Proposition 2.3.9. — Soit 2 un ouvert proprement convexe et un élément planaire v €
Aut(QY), alors, Q@ est un triangle dont l'un des sommets est p, et le coté de 2 opposé a p,
est inclus dans la droite D.,.

2.8.3.3. Dynamique quasi-hyperbolique. — Soit v un élément quasi-hyperbolique de SL3(R),

I’élément ~y est conjugué a la matrice

Oon, a, >0,a?8=1
et a, 0 # 1.

o O Q0

1 0
a 0
0 g

On note :



— p} le point propre de P? associé a la valeur propre (3.
— p2 le point propre de P? associé a la valeur propre .
— D, la droite stable de P? associée a la valeur propre a.

On peut définir 'axe d’un élément quasi-hyperbolique qui agit sur un ouvert proprement
convexe de la méme facon que pour un élément hyperbolique. La méme démonstration que
dans le cas hyperbolique donne la proposition suivante :

Proposition 2.3.10. — Soient ) un ouvert proprement conveze et un élément quasi-hyperbolique
v € Aut(Q), alors, on a p', p* € 9.

Définition 2.3.11. — Soient {2 un ouvert proprement convexe et un élément quasi-hyperbolique
v € Aut(Q), laze de vy que I'on notera Axe(7) est le segment ouvert de la droite (p'p?) qui est

inclus dans Q et dont les extrémités sont p' et p?.

La figure 7 illustre la dynamique d’un élément quasi-hyperbolique

FIGURE 7. Dynamique d’un élément quasi-hyperbolique

Proposition 2.3.12. — Soient ) un ouvert proprement conveze et un élément quasi-hyperbolique
v € Aut(QQ). Alors,

— Aze(y) C 09.
— 0O n'est pas C' en p* et les demi-tangentes a OQ en p* sont (p'p?) et D.
— 00 est C en p' et T,000 = (p'p?).

Démonstration. — On procéde comme pour I’étude de la dynamique d’'un élément hyperbo-
lique. La droite (p'p?) et la droite D définissent un pavage en deux parties de P2. L’action
de v sur D est parabolique et I'action de v sur (p'p?) est hyperbolique. Les points p' et p?
définissent deux segments S; et Sy de la droite (p'p?) dont les extrémités sont p' et p®. Soit
r € P2 — (DU (p'p?)), la courbe (7'x);cr a pour limite les points p' et p* lorsque ¢ tend vers
+00. Si on ajoute le segment S; ou bien Sy & cette courbe on obtient une courbe C convexe et
analytique en dehors des points p' et p?. La courbe C n’est pas C! en p? et admet comme demi-
tangentes en p?, les droites D et (p'p?). La courbe C est C* en p! et sa tangente est la droite
(p'p?). Tl faut aussi remarquer que siy € P — (DU (p'p?)) est dans I'autre composante connexe
de P? — (D U (p'p?)), alors la courbe obtenue par le méme procédé, mais en ajoutant 'autre
segment est une courbe convexe analytique en dehors des points p* et p?. On tire facilement de
ceci les conclusions de la proposition. O



2.3.8.4. Dynamique parabolique. — Soit v un élément parabolique de SL3(R), I’élément ~y est
conjugué a la matrice

o O =
O ==
— = O

On note :

— p, 'unique point fixe de v sur P2.
— D, T'unique droite fixe de v sur P2

La figure 8 illustre la dynamique d’un élément parabolique.

&

FiGURE 8. Dynamique d'un élément parabolique

Proposition 2.3.13. — Soient 2 un ouvert proprement convexe et un €élément parabolique
v € Aut(S2) alors

— p € 0.

— 00 est C en p.

- T,00 = D.

— p nappartient pas a un segment non trivial du bord de €.
Démonstration. — On procéde comme pour I’étude des éléments hyperbolique et quasi-hyperbolique.
Soit x ¢ D, la courbe C obtenue en ajoutant le point p a la courbe (v'x);cr définit une courbe
convexe analytique (la courbe C est en fait une ellipse). O
2.3.83.5. Dynamique elliptigue. — On ne se soucie pas des éléments elliptiques car le lemme de

Selberg permet de s’en débarrasser a peu de frais. On rappelle ici un énoncé de celui-ci.

Lemme 2.3.14 (Selberg). — Tout sous-groupe de type fini de GL,,(C) est virtuellement sans
torsion, c’est a dire possede un sous-groupe d’indice fini sans torsion.

2.3.4. Calcul du centralisateur d’un élément de I" dans Aut(Q2). —

Lemme 2.3.15. — Soient 7,0 des éléments de SL3(R) qui vérifient que :

— les éléments v, sont hyperboliques tels que {pfyr,p;,pg} = {pf.ps5, 03}
— Qu bien, les €léments y,d sont paraboliques tels que p, = ps et D, = Ds.
— Qu bien, les €léments v et § sont quasi-hyperboliques tels que p,ly =p; et p,2y = p3.



Si le groupe < v, 6 > est discret et préserve un ouvert proprement convexe qui n’est pas un
triangle alors le groupe < 7, d > est cyclique infini.

Démonstration. — Dans les trois cas, un calcul simple montre que le commutateur ydy=16~*

de v et  est la matrice identité ou une matrice conjuguée a la matrice suivante :
1 10
010
001
La proposition 2.3.3 montre que le dernier cas est impossible donc v et 6 commutent. Pour

conclure, on peut considérer la composante connexe de l'adhérence de Zariski A du groupe
< 7, 0 > qui est un groupe de Lie abélien. On a donc deux possibilités :

— A est isomorphe a R2.
e Si les éléments v, 0 sont hyperboliques alors A est conjugué au groupe suivant :

a 0 0
0 8 0 ||a,B,y>0etafy=1
0 0 ~v
e Siles éléments 7, § sont quasi-hyperboliques alors A est conjugué au groupe suivant :
a B 0
0 a 0 ||la,y>0,8€Reta’y=1
0 0 ~
e Si les éléments 7, ) sont paraboliques alors A est conjugué au groupe suivant :
1 a p
01 a ||la,BeER
0 0 1

— A est isomorphe a R

Dans le second cas, comme le groupe < =, 0 > est un sous-groupe discret de A, donc le groupe
< 7, 6 > est cyclique. Pour conclure, il suffit donc de montrer que le premier cas est absurde.
Pour cela, il suffit de remarquer que A agit simplement transitivement sur :

— Chacune des quatre composantes connexes de P? — (D~ U DF°U DJ7) si vy est hyper-
bolique.

— Chacune des deux composantes connexes de P* — (D, U(plp?)) si 7y est quasi-hyperbolique.

— P? — D, si v est parabolique.
On note X l'une de ces composantes connexes. Comme le groupe I' =< v, § > est Zariski-
dense dans A, c’est un réseau cocompact de A, car A est un groupe de Lie abélien. L’enveloppe
convexe de toute orbite d’un point de X est alors égale a X. Par conséquent, si v et J sont
hyperboliques alors tout ouvert proprement convexe préservé par [' est un triangle, ce qui est
absurde. Et sinon I ne peut pas préserver d’ouvert proprement convexe, ce qui est absurde. [

Définition 2.3.16. — Soient 2 un ouvert proprement convexe de P? et v,6 € Aut(Q2), on
dira que 7y et ¢ ont les mémes caractéristiques géométriques s’ils font partie d’un méme groupe
a un paramétre de SL3(R). Ceci entraine qu’ils ont les mémes points fixes et droites fixes.

Proposition 2.3.17. — Soit ) un ouvert proprement convere qui n’est pas un triangle, le
centralisateur d’un élément hyperbolique (resp. quasi-hyperbolique, resp. parabolique, resp. el-
liptique d’ordre différent de 2) v dans Aut(Q)) est le sous-groupe des éléments hyperboliques
(resp. quasi-hyperboliques, resp. paraboliques, resp. elliptiques) de Aut(S) qui ont les mémes
caractéristiques géométriques que 7.



Démonstration. — Soit v € Aut(£2), rappellons que, comme 2 n’est pas un triangle, Aut(2)
ne contient pas d’élément planaire. Raisonnons au cas par cas.

— Si 7 est hyperbolique alors le centralisateur de v dans SL3(R) est I’ensemble des matrices
diagonalisables dans la méme base que v, et le lemme 2.3.15 permet de conclure.

— Si v est elliptique alors comme v n’est pas d’ordre 2, le centralisateur de v dans I' est
I’ensemble des éléments elliptiques de I' qui ont les mémes espaces stables. Or, I’ensemble
des éléments elliptiques de SL3(R) qui préserve un plan P et une droite D avec D ¢ P
est un groupe de Lie de dimension 1. C’est ce qu’il fallait démontrer.

— Si 7 est quasi-hyperbolique alors un simple calcul montre que le centralisateur de vy dans
Aut(Q) est I'ensemble des éléments quasi-hyperboliques ¢ qui vérifient pl = pj et p2 = p3.
Le lemme 2.3.15 conclut la démonstration.

— Si 7y est parabolique alors un simple calcul montre que le centralisateur de v dans Aut(2)
est 'ensemble des éléments paraboliques qui vérifient p, = ps et D, = D;s. Par conséquent
le lemme 2.3.15 conclut la démonstration une nouvelle fois.

O

2.4. Irréductibilité et adhérence de Zariski

2.4.1. Irréductibilité. — On reproduit pour la commodité du lecteur la démonstration de
la proposition suivante di & Goldman dans |Gold1].

Proposition 2.4.1 (Goldman). — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un
ouvert proprement conveze Q de P?, si I' n’est pas virtuellement abélien alors I' est irréductible.

Démonstration. — Supposons que I' n’est pas irréductible, nous allons montrer que I' est vir-
tuellement abélien. Alors le groupe I' fixe un point ou une droite de P2. Par dualité, on peut
supposer que I' fixe un point p € P2. Il faut distinguer 2 cas.

— Si p € Q alors, comme I agit proprement sur €2, ' est fini.

— Sip ¢ Q alors I ne contient aucun élément elliptique, par conséquent I est sans torsion.
A présent, le faisceau F des droites concourantes en p est préservé par I'. La projection
de F sur la surface S = Q/r est un feuilletage de dimension 1 sans point singulier. La
surface S est donc un cylindre ou un tore. Le groupe I' est donc abélien.

O

Lemme 2.4.2. — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
conveze 2 de P2. Si T est virtuellement abélien et u(Q2/r) < oo alors Q0 est un triangle, T
contient une copie de Z* d’indice fini et /1 est compact.

Démonstration. — On peut supposer que [ est abélien. L’espace €2/r est de volume fini par
conséquent [' contient un élément d’ordre infini. Pour faciliter la discussion, il est commode de
distinguer le cas ou €2 est un triangle, du cas ou {2 n’est pas un triangle.

Dans le premier cas, le groupe Aut(€2) est un groupe de Lie abélien isomorphe a R? qui agit
simplement transitivement sur . Par conséquent, ((€2/r) < oo si et seulement si I' est un
réseau de Aut(€). Il est clair que ceci entraine que /1 est compact et que I' contient une copie
de Z? d’indice fini.



Enfin il faut montrer que le second cas est absurde. On peut utiliser la proposition 2.3.17.
Celle-ci montre que le centralisateur dans Aut(Q2) d’un élément hyperbolique (resp. parabo-
lique, resp. quasi-hyperbolique) est un élément hyperbolique (resp. parabolique, resp. quasi-
hyperbolique) qui posséde les mémes caractéristiques géométriques. Il est donc clair que I' est
isomorphe a Z.

A présent, nous allons construire un domaine fondamental convexe F pour I'action de I' sur
Q. Pour cela, on considére un générateur v de I' et on note un point fixe de v : p € 9. On
considére une droite D passant par p et tel que QN D # @. On définit F comme ’adhérence

d’une composante connexe de Q — [J~+"D. L’ensemble F est un domaine fondamental pour
nez
Paction de I' sur € et il contient un voisinage d’un point du bord de €. Il est donc clair que F'

est de volume infini par le théoréme 2.2.2. O

Corollaire 2.4.3. — Soit I un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-
ment conveze Q de P2. Si u(Q2/r) < oo et Q nest pas un triangle alors T est irréductible.

2.4.2. Adhérence de Zariski. —

Proposition 2.4.4. — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R), si I' est infini et irréductible
alors l'adhérence de Zariski de ' est :

— SL3(R) ou

— Un conjugué de SO91(R).

Démonstration. — Tout sous-groupe Zariski-fermé et irréductible de SL3(R) est :

— SL3(R) ou

— un conjugué de SO3(R) ou

— un conjugué de SOy (R).
Par conséquent, comme I’adhérence de Zariski de I" est un sous-groupe de SL3(R) Zariski-fermé,
irréductible et non borné. On obtient le résultat voulu. O

Corollaire 2.4.5. — Soit I un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-
ment convere ) de P?, si u(/r) < oo et Q n'est pas un triangle alors l'adhérence de Zariski
de I' est :

— SL3(R) ou
— un conjugué de SOz 1(R).

2.5. Existence d’un domaine fondamental convexe

L’existence d’un domaine fondamental convexe et localement fini pour 'action d’un sous-
groupe discret de SLyyq(R) sur un ouvert proprement convexe de P™ est di a Jaejeong Lee
(|[JL]). Nous donnons ici une courte démonstration de ce résultat.

2.5.1. Fonction caractéristique d’un céne convexe. — Pour montrer ce résultat, nous
aurons besoin de nous placer dans un cadre vectoriel. Rappelons donc quelques définitions.

Définition 2.5.1. — Un cone de R"*! est une partie invariante par les homothéties linéaires
de rapport positifs. Un cone convexe est dit proprement conveze s’il ne contient pas de droite
affine.

Soit C un cone ouvert proprement convexe, on note C* = {f € (R**1)*|Vv € C—{0}, f(v) >
0} le cone dual de C. C’est un cone ouvert, proprement convexe de (R"™)*. Les points 1 & 5 du
lemme suivant sont tirés d’un article de Vinberg [Vin].



Lemme 2.5.2. — Soit C un cone proprement convere de R™, on considére ['application sui-

vante appelée fonction caractéristique de C.

S G o e =

vc: C — R
M — fC* 6_f(M)df
La fonction o est bien définie.
La fonction ¢ est analytique.
La fonction ¢c est une submersion.
Le hessien de pc est défini positif.

li M) = .
MHJ\l/[IQGQCSOC( ) oo

VM € C, Vv € C, /\lirf wc(M + Mv) = 0.

Démonstration. —

1.

Soit M € C fixé, on note 2y = {f € C*| f(M) = 1}, E I'espace vectoriel engendré par
Qs et Volg la mesure de Lebesgue canonique du sous-espace £ de (R™*1)*. La propre
convexité de C entraine que €2, est une partie compacte de E, le calcul suivant conclut.

/*e—f(M)df -/ </R

e‘Ad)\> dVoly = Vol () < +o0.
.

C’est clair.

. Le calcul de dp¢ est immédiat et donne :

dpc: C — (RH1y*
M — fc*fe_f(M)df

Donc ¢¢ est une submersion.

. Le calcul de d?p¢ est lui aussi immédiat et donne :

d*oc: C — Sym(R™"! x R"™! R)
M = (u,0) = [ f(u)f(v)e 7O df
ot Sym(R™ 1 x R" 1 R) désigne I'espace des formes bilinéaires symétriques sur R***, Donc
le hessien de ¢ est défini positif.

. Soit My, € OC, il existe f € IC* tel que f(Ms) = 0. On considére un compact d’intérieur

non vide K inclus dans C* et on définit le sous-ensemble L = K + {A\f} >0 C C*. Enfin,
on note ¢ = sup{ f(Mx)}. Le calcul suivant permet de conclure.
fex

wo(M) > pc(My) > / e FMoo) g > / e df = 400
L L

La premiére inégalité est une conséquence du lemme de Fatou, les autres sont triviales.

im
M — Moo €dC

. Soient M € Cetv e C, pc(M + \v) = fc* e MW= af  Tintégrant est dominé par

M — e 7MM) qui est intégrable et il tend vers 0 lorsque A — +oo. Le théoréme de
convergence dominée entraine que /\lim wc(M + v) = 0.
— 400

O

Définition 2.5.3. — Soit ¥ une hypersurface de R™*!, on dit que ¥ est localement conveze
(resp. localement strictement conveze) lorsque tout point de ¥ posséde un voisinage dans ¥ qui

est une partie du bord d’un convexe (resp. d’un convexe strictement convexe) de R™ .

Remarque 7. — Soit ¥ une hypersurface de R"™! — {0} localement strictement convexe, pour
tout point p de X, et tout ouvert V de R"™! suffisament petit contenant p, V — ¥ posséde

deux composantes connexes. La stricte convexité permet de définir la composante intérieure et



la composante extérieure. En particulier, pour tout point p de X, on peut donner un sens a la
H
phrase "le vecteur Op pointe vers l’extérieur (resp. U'intérieur) de X".

Définition 2.5.4. — Soit ¥ une hypersurface localement strictement convexe de R"* — {0},
H
on dit que X est radiale si pour point p de X le vecteur Op pointe vers I'intérieur de 3.

Remarque 8. — Toute hypersurface de R™™ — {0} localement strictement convexe, radiale
et propre est le bord d’un ouvert strictement convexe de R™ — {0}.

Définition 2.5.5. — Soient X une hypersurface localement strictement convexe, radiale et
propre de R"™ — {0} et C un cone ouvert convexe de R™™ on dit que ¥ est asymptote au
cone C lorsque :

— Le cone C contient .
— Toute demi-droite affine ouverte issue d’un point du bord dC de C et incluse dans C
intersecte 3.

Remarque 9. — On peut remarquer que la derniére condition est équivalente au fait que
I’hyperplan affine tangent a 3 en un point x converge vers un hyperplan vectoriel tangent a 9C
le bord de C, lorsque la droite engendrée par x converge dans P” vers une droite incluse dans

aC.
Soit 7 : R™** — {0} — P" la projection naturelle, le lemme 2.5.2 donne le corollaire suivant.

Corollaire 2.5.6. — Soit C un cone ouvert proprement convexe de R pour tout m > 0,
Uhypersurface goal(m) est une hypersurface fermée de R, strictement convewe, radiale, propre
et asymptote au cone C. De plus, toute application linéaire de déterminant 1 qui préserve C,
préserve pc et donc aussi les hypersurfaces (gpél(m))mem.

2.5.2. Existence d’un domaine fondamental convexe. —

Définition 2.5.7. — Soient X un espace topologique et I' un groupe qui agit sur X par
homéomorphisme, on dit qu'une partie fermée D C X est un domaine fondamental pour [’action
de I' sur X lorsque :

- UyD=X.

FYEF o o
—-Vy#1,vDND=a.
De plus, un domaine fondamental D pour 'action de I' sur X est dit localement fini lorsque :
— VK compact de X, {y € I'|7yDN K # @} est fini.

Nous allons construire un domaine fondamental convexe et localement fini pour l'action de
I sur €. Pour cela on introduit les objets suivants. On note C l'une des deux composantes
connexes de 771(€2). On pose ¢ = pc la fonction caractéristique de C. Le groupe I' agit sur C
en préservant les lignes de niveau de . On note ¥ = ¢~1(1), c’est une hypersurface préservée

par I'.
Enfin, on définit ¢)x pour X € ¥ la forme linéaire sur R"*! qui donne I’équation de I’hyperplan
vectoriel tangent & ¥ en X et qui vérifie ¥y (X) = 1. Autrement dit, on a x = d;}ffx).

Définition 2.5.8. — On reprend les notations introduites. Soit Xy € X dont le stabilisa-
teur dans I' est trivial, le domaine de Dirichlet-Lee pour 'action de T sur ¥ basé en X est,
I’ensemble :

DXO = {X € 2|v7 # 17 ¢X0(X> < QZJXO(VX)}



Si on note zy = m(Xy), on a une définition naturelle du domaine de Dirichlet-Lee pour l’action
de T' sur Q basé en xg, il s’agit de ’ensemble A, = m(Dx,).

Théoréme 2.5.9 (Lee). — Soient I' un sous-groupe discret de SLy11(R) qui préserve un ou-
vert proprement convexe ) de P et un point xy dont le stabilisateur dans I' est trivial. Le
domaine de Dirichlet-Lee pour action de T sur Q basé en o est un domaine fondamental
conveze et localement fini pour Uaction de I' sur €.

Pour montrer le théoréme de Lee, nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 2.5.10. — Pour tout X, X € 3, lim ¢x,(7X) = +00.
~y—00

Démonstration. — Le lemme 2.5.2 montre que ’hypersurface localement strictement convexe,
radiale et propre X est asymptote au cone proprement convexe C. Par conséquent, I'intersection
du cone C avec tout demi-espace de la forme {¢x, < ¢}, ou ¢ € R est une partie bornée de
R™+1. Mais, il est clair que le point X tend vers I'infini lorsque 7 tend vers l'infini. Ceci conclut
la démonstration du lemme. O

Pour le second lemme, il faut introduire plusieurs objets. Soit X € >, on note Tx I’hyperplan
affine tangent a ¥ en X, il est donné par I’équation ¢yx = 1. Si X € ¥ et v € I'; alors on note
p la forme linéaire ¢)x —1x o y. Et on note Hy 'hyperplan vectoriel p} = 0, et si z = 7(X),
on note M) son image dans P?.

Nous aurons aussi besoin d’une définition.

Définition 2.5.11. — Soient C un ouvert convexe de R"*! et X € 0C, un hyperplan d’appui
a Cen X est un hyperplan affine de R"! contenant le point X mais ne rencontrant pas C.

Soient €2 un ouvert convexe de P" et x € 02, un hyperplan d’appui a € en x est un hyperplan
projectif de P" contenant le point x mais ne rencontrant pas 2.

Lemme 2.5.12. — Soient (7,)peny € TV tel que limy, = oo et xg € Q, on suppose que la
p—oo

suite y,To converge vers un point To, € 0Q. Alors, la suite des hyperplans Mt converge vers
un hyperplan d’appui My, a Q en To.

Démonstration. — La figure 9 peut aider a suivre la démonstration.

FiGure 9. Démonstration du lemme 2.5.12

On note Xy le point de X tel que w(Xy) = zo. Tout d’abord, ’hypersurface ¥ est asymptote

au cone convexe C par conséquent les hyperplans affines T,

vectoriel 7' de R™*! qui est un hyperplan d’appui & C contenant la droite 2. On veut montrer

x, convergent vers un hyperplan

que la suite d’hyperplan vectoriel 7= 1(MJF) = H;’(’; converge aussi vers 7.



Commencons par remarquer que 7' (Mg) = Hy! =Vect(Tx,NT,, x,). En effet, l'intersection
Tx, NT,,x, est incluse dans H;’(’; et les hyperplans affines T'x, et T, x, ne sont pas paralléles
donc dim(Tx, N T}, x,) =n — 1.

Ainsi, la suite (HY )pen a donc la méme limite que la suite (T’ x,)pen et puisque 'hyperplan
affine (7', x, )pen converge vers ’hyperplan vectoriel 7', on a donc démontré que la suite (H;g;)peN
converge vers un hyperplan d’appui au cone convexe C. Ce qui conclut la démonstration. [

On obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.5.13. — Pour tout vy € Q, la famille des hyperplans {M] } er est localement
finie dans €.

Démonstration du théoréeme 2.5.9. — L’ensemble A, est clairement une partie convexe de (2

puisqu’elle est obtenue comme intersection de demi-espaces de ). Pour montrer que c’est un

domaine fondamental il suffit de montrer que l’inlﬁ{leO (vX)} est atteint pour tout X € X. Ceci
ye

est une conséquence directe du lemme 2.5.10. La partie A, est donc un domaine fondamental
convexe, il est localement fini car la famille des hyperplans M est localement finie dans (2
(corollaire 2.5.13). O

Proposition 2.5.14. — Soient un espace localement compact X et un groupe discret I' qui
agit par homéomorphisme sur X . Supposons qu’il existe un domaine fondamental D localement
fini pour Uaction de I sur X. L’application naturelle p: D — X/r est propre.

Démonstration. — On va montrer que 'image réciproque de tout suite convergente est une
suite incluse dans un compact de X. Soient une suite de points (s,)nen € (X/r)Y telle que
lims, = s € X/r et une suite t,, € D telle que p(t,) = s, il existe des éléments ~, € T" tels

n—~0o0

que la suite (7,t,)nen converge vers un point t € D qui vérifie p(t) = s. Par conséquent si on
considére K un voisinage compact de t alors pour n assez grand on a v, DN K # @. L’ensemble
D est un domaine fondamental localement fini, il n’y a donc qu’un nombre fini de v € T' qui
vérifient yD N K # &. Par conséquent, la suite (7, )nen est finie et la suite (¢,,),en est incluse
dans un compact de X. O

2.5.3. Locale finitude a ’infini en dimension 2. —

Remarque 10. — Dans cette partie on se place en dimension 2. De plus, a partir de mainte-
nant si A est une partie de 2 on désignera par A son adhérence dans P? et AN son adhérence
dans €2. De cette facon, on évitera toute ambiguité.

Définition 2.5.15. — Soient Q un ouvert proprement convexe de P? et un élément v de
Aut(2), un secteur de vy est 'adhérence dans §2 de 'enveloppe convexe dans €2 de 'orbite d’une
partie compacte non vide de €2 sous 'action de 7.

La forme des secteurs est trés variable suivant la dynamique de 1’élément . On étudie dans
la proposition suivante de fagon exhaustive la forme de ces derniers. La démonstration de cette
proposition est une simple conséquence de I’étude de la dynamique des éléments de Aut(€2)
faite dans la partie 2.3.

La figure 10 illustre la proposition suivante.

Proposition 2.5.16. — Soient Q un ouvert proprement conveze de P? et I' un sous-groupe
discret de SL3(R) qui préserve 2 et un élément vy de T'.

— Si vy est hyperbolique et Aze(y) C Q alors tout secteur de «y est un fermé F de §2, y-stable,
conveze et tel que F D Axe(y).



Secteur d'un élément hyperbolique
dont I'axe est &
I'intérieur de

4— Secteur d'un
élément parabolique

Secteur d'un élément quasi-hyperbolique
ou hyperbolique avec axe inclus
dans le bord de @

FiGure 10. Forme des secteurs

— Si vy est hyperbolique, Aze(y) C OQ et p° & 00 alors tout secteur de v est un fermé F de
Q, y-stable, conveze tel que F N O = Aze(y).

— Si 7 est quasi-hyperbolique alors tout secteur de vy est un fermé F de 2, y-stable, conveze
et tel que F N OQ = Ame(r).

— Si v est parabolique alors tout secteur de v est un fermé F de €1, y-stable, convexe et tel
que F NOQ = {p,}.

— Si v est elliptique alors tout secteur de vy est un fermé de 2, v-stable et convere.

La proposition suivante décrit la propriété essentielle des secteurs.

Proposition 2.5.17. — Soient Q) un ouvert proprement convere de P? et un élément v de
Aut(Q), si F C F' sont deux secteurs de vy alors < v > agit cocompactement sur F — F' N L.

Démonstration. — Une étude exhaustive en distinguant les cas :

— ’élément ~y est hyperbolique avec Axe(y) C ,

— ’élément ~y est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec Axe(y) C 09,
— I'élément v est parabolique,

— I'élément v est elliptique,

rend cette proposition claire. O

Proposition 2.5.18. — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert pro-
prement convexze ) de P2, on se donne un domaine Dirichlet-Lee D pour laction de T sur €.
Soient v € I' et F un secteur de vy, alors le domaine D ne rencontre qu’un nombre fini d’tmages

(5‘F)6EF'
Nous allons avoir besoin d’un lemme préliminaire.

Lemme 2.5.19. — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
convere Q de P2, on se donne un domaine de Dirichlet-Lee D pour laction de I' sur Q. On
suppose que D n’est pas une partie compacte de €. Soit v € T', il existe un secteur Fqy de v tel
qu’aucune image (0D)ser n'est incluse dans Fy.

Démonstration. — Commencons par remarquer que ce lemme est évident si I'intersection D N
0f) posséde au moins deux composantes connexes. Dans ce cas, il est clair qu’aucun secteur de
~ contient un domaine fondamental convexe.

Ensuite, si un secteur F contient un domaine fondamental non compact alors v n’est ni
elliptique, ni hyperbolique avec Axe(~y) C €.

On suppose a présent que D N I posséde une seule composante connexe. Supposons aussi
qu’il existe un secteur F de v qui contient le domaine fondamental D. Nous allons montrer
qu’il existe un secteur Fy de 7 inclus dans F qui ne contient aucune image de D. Il faut traiter



les cas v parabolique, v quasi-hyperbolique, ou v hyperbolique avec Axe(y) C 9. On ne fait
que le cas v parabolique. Les autres cas sont analogues.

Si un domaine fondamental convexe D est inclus dans la différence F — F; de deux secteurs
d’un élément ~ alors la convexité de D entraine que D est compact. Donc si un secteur F de
v contient un domaine fondamental D alors tout secteur Fy de v inclus dans F rencontre le
domaine fondamental D. Comme l'intersection de I’adhérence des secteurs de v est le point fixe
p-, de I’élément parabolique 7, on a D N 9N = {p, }.

Raisonnons par I’absurde. S’il n’existe pas de secteur Fy qui ne contient aucune image de D,

alors il existe une suite (F,),en de secteur de vy décroissante tel que Pintersection () F, = @
neN
et une suite de domaine fondamental (D,,),en avec D,, C F,, et D,, ¢ F,11. Les domaines D,

(qui sont tous différents) vérifient tous que D,, N OS2 est le point fixe de 7. On peut supposer
quitte a appliquer une puissance de v que le domaine D, est "entre" le domaine D,, et le
domaine vD,,. Par conséquent, la famille des droites donnés par les cotés des domaines (D,,)nen
n’est pas localement fini, ce qui contredit le lemme 2.5.13. O

Démonstration de la proposition 2.5.18. — La proposition 2.5.14 montre que si le quotient 2/
est compact alors tout domaine fondamental localement fini est compact. Par conséquent, la
conclusion de la proposition 2.5.18 est une simple conséquence du fait que D est un domaine
localement fini lorsque /1 est compact. On suppose donc que le quotient €2/ n’est pas com-
pact.

Il existe alors d’aprés le lemme 2.5.19 un secteur Fy C F qui ne contient aucun domaine
fondamental. Le groupe < v > agit cocompactement sur V = (F — Fy) N Q. On note E un
domaine fondamental compact pour cette action.

Si un élément 6 € I est tel que 6 1D N F # @ alors il vérifie 61D NV # &, car sinon on
aurait 0-'D C Fy et ceci contredit notre hypothése sur 7.

Il existe n € Z tel que v*6 DN E # @. Or, D est un domaine fondamental localement fini
donc l'ensemble {§ € T'|§7'D N E # &} est fini. Notons {4y, ..., §,} ces éléments.

On vient donc de montrer que si un élément 6 € I' est tel que D N 6F # & alors il existe
1=1..ret n € Z tel que § = §;7™. Or, le secteur F est y-invariant par conséquent D rencontre
un nombre fini d’image (6.F)ser. O

On rappelle la définition d’élément primitif.

Définition 2.5.20. — Soient I' un groupe et v € I'; on dit que 7 est primitif lorsque l'exis-
tence d'un élément 6 € I' et d'un entier n € N tel que v = 0" entraine 6 = v et n = 1 ou
d=~v"letn=—1.

Les lemmes suivants seront cruciaux dans la partie suivante pour montrer le lemme 2.6.11.

Lemme 2.5.21. — Soit T un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement
convere Q de P2, pour tout élément primitif v de I' et pour tout secteur F de vy, il existe un
nombre fini d’éléments hy,...,hn de T tel que {6 €T |0 FNF £ @} C{del|In,peZ,Ti=
1,..., N, § =~"hiyP}.

Démonstration. — On se donne un domaine de Dirichlet-Lee D pour action de I' sur Q (théo-
réme 2.5.9) qui rencontre F. La proposition 2.5.18 montre que D rencontre un nombre fini
d’image de F. On peut les écrire g1 F, ..., g,F,0ou g; € ' pour = 1...r et g1 = Id.

Comme v est primitif, on a F C U ~"g;'D. Par conséquent, si 6F N F # & alors
neZ,i=1..r
il existe ng € Z et un iy = 1...r tel que ¢;;7y"°0F N D # &, par conséquent il existe ny € Z



et i1 = 1...r tel que g;,7"°0 = g;,7"". Autrement dit, 6 = fy_"ogi_olgilfym, c’est ce qu’il fallait
montrer. U

Lemme 2.5.22. — Soient I' un sous-groupe discret de SL3(R) qui préserve un ouvert propre-
ment conveze Q de P?, un élément v € I et F un secteur de vy, pour tout élément 6 de T’ on a
l’alternative suivante :

— 0F NF est compact ou bien

- 0F =F.
Démonstration. — Une étude exhaustive en distinguant les différentes dynamiques de I’élément
~v rend ce lemme clair. O

2.6. Surface projective convexe d’aire finie

Tout au long de ce texte, une surface est une variété connexe orientable de dimension 2,
avec éventuellement des bords. Si S est une surface on notera son bord dS. On note E un
demi-espace affine fermé de P2.

2.6.1. Structure projective. —

Définition 2.6.1. — Soit S une surface, une structure projective réelle a bord géodésique est
la donnée d’un atlas maximal ¢y : Y — E sur S tel que les fonctions de transitions ¢, o gpgl
sont des éléments de SL3(R), pour tous ouverts U et V de l'atlas de S tel que U NV # .

Remarque 11. — Par définition d'un structure projective réelle & bord géodésique sur une
surface S, on a pour tout ouvert I de l'atlas tel que U N IS # I et pour toute composante
connexe B de U N IS, ¢y(B) est inclus dans une droite de P2

Définition 2.6.2. — Un isomorphisme entre deux surfaces munies de structures projectives

a bords géodésiques est un difféomorphisme qui, lu dans les cartes, est donné par des éléments
de SL3(R).

Définition 2.6.3. — Soit S une surface, une structure projective a bord géodésique marquée
sur S est la donnée d’un difféomorphisme ¢ : S — 5" ou S’ est une surface projective a bord
géodésique.

Deux structures projectives a bord géodésiques marquées sur S, ¢1 : S — Sy et o : S — Sy
sont dites isotopiques lorsqu’il existe un isomorphisme h : S; — S, tel que p, ' ohop; : S — S
est un diffécomorphisme isotope a 'identité. On note P(S) [’ensemble des structures projectives
a bord géodésique marquées sur S modulo isotopie.

A tout élément de P(S), on peut associer deux objets :

— Un difféomorphisme local dev : S — P2 appelée développante, ou S est le revétement
universel de S.
— Une représentation hol : m(S) — SL3(R) appelée holonomie.
De plus, la développante est m;(S)-équivariante, c’est a dire que Vo € S, Vy € m(S) on a
dev(y z) = hol(y)dev(x). Enfin, le couple (dev, hol) est unique au sens ou si (dev’, hol’) est une
autre telle paire alors il existe un g € SL3(R) tel que dev’ = g o dev et hol’ = g o hol o g7 L.
On pourra consulter I'article [Gold1]| pour avoir plus de détails sur le couple développante

et holonomie.

Remarque 12. — A partir de maintenant toutes les structures projectives seront implicite-
ment supposées marquées et a bord géodésiques.



2.6.2. Structure projective proprement convexe. —

Définition 2.6.4. — Soit S une surface, une structure projective est dite conveze (resp. pro-
prement convexe) sur S lorsque la développante est un difféomorphisme sur une partie convexe
(resp. proprement conveze) de P?. On note 3(S) 'ensemble des structures projectives propre-
ment convexes sur S modulo isotopie.

2.6.3. Structure projective proprement convexe d’aire finie. — Soit S une surface
projective proprement convexe, l'application développante permet d’identifier le revétement
universel S de S & une partie C proprement convexe de P2. On notera 7 : C — S le revétement
universel de S. On a construit au paragraphe 3.3 sur l'intérieur 2 = C de C une distance dq
et une mesure /1o qui sont invariantes sous l'action du groupe fondamental 7T1(So) de S sur Q.

Par conséquent, il existe une unique distance dg et une unique mesure pg sur S l'intérieur de
S telles que :

— Pour tout z,y € S, dg(z,y) = nfgdg(ffj, on &={(7,9) € P |n(Z) =z et 7(y) =y}
S

i
(@,9)
— VA borélien de €, si 7 :  — S restreinte & A est injective alors us(m(A)) = pg(A).

Définition 2.6.5. — Soit S une surface, on dit qu’une structure projective proprement convexe
sur S est de volume fini lorsque pour tout fermé F' de I'intérieur S de S, on a pus(F) < oo. On
note (¢(S) I'ensemble des structures projectives marquées proprement convexes de volume fini
sur S modulo isotopie.

2.6.4. La théorie des bouts d’un espace topologique. — On rappelle quelques défini-
tions de la théorie des bouts d’un espace topologique.

Définition 2.6.6. — Soit X un espace topologique localement compact, une base de voisi-
nages d’un bout de X est une suite décroissante d’ouverts connexes de X qui sort de tout
compact. Deux bases de voisinages d’'un bout de X, (U;);en et (V;)ien sont dites équivalentes si
pour tout n,m € N, il existe N, M € N tel que Uy C V,, et Vjy C U,,. Les classes d’équivalence
de base de voisinages de bout de X forment un ensemble appelé [’espace des bouts de X et dont
les éléments sont les bouts de X.

Remarque 13. — Cet ensemble posseéde une topologie naturelle. On la construit de la facon
suivante. Pour tout compact K de X on définit Ux ’ensemble des bouts de X qui sont ultime-
ment inclus dans X — K. Les composantes connexes des Uy forment une base de la topologie
de I'espace des bouts de X.

2.6.5. Les lacets d’holonomie parabolique ou quasi-hyperbolique sont élémentaires.
— Le lemme suivant est immeédiat.

Lemme 2.6.7. — Soit S une surface projective proprement convexe dont le groupe fonda-
mental n’est pas virtuellement abélien alors aucun lacet tracé sur S ne possede une holonomie
planaire.

Démonstration. — La dynamique des éléments planaires montre que si I’holonomie d’un élé-
ment de 71 (5) est planaire alors € est un triangle (proposition 2.3.9). Par conséquent, le groupe
Aut(Q) est isomorphe a R? et donc abélien. Il vient que 7 (S) est virtuellement abélien, ce qui
contredit I’hypotheése sur la topologie de S. O



Définition 2.6.8. — Soit S une surface, on dit qu'un lacet tracé sur S, ¢ : St — S est simple
s’il est injectif. On dit qu’un lacet simple ¢ tracé sur S est élémentaire si S — ¢ posséde deux
composantes connexes et 'une d’elles est un cylindre. Lorsque S n’est pas un cylindre, on
appellera I'adhérence de la composante homéomorphe a un cylindre la composante élémentaire
associée @ c.

Remarque 14. — Soient S une surface et ¢ un lacet élémentaire tracé sur S alors on a l’al-
ternative suivante :

— La composante élémentaire associée a ¢ est un cylindre avec un bord. On dira alors que ¢
fait le tour d’un bout.

— La composante élémentaire associée a ¢ est un cylindre avec deux bords. Dans ce cas c est
librement homotope a une composante connexe du bord de S.

Les propositions suivantes sont trés classiques en géométrie hyperbolique. On ne montre que
la premiére.

Proposition 2.6.9. — Soit S une surface, on munit S d’une strucure projective proprement
convexe. On note m: C — S le revétement universel de S donné par la développante de S, ou C
est une partie proprement convexe de P2. L’intérieur de C sera noté Q. Alors, tout lacet simple
tracé sur S dont I’holonomie est hyperbolique avec Aze(y) C ) est librement homotope & une
géodésique simple.

Démonstration. — On note I' 'image du groupe fondamental de S dans SL3(R). On choisit
v € I qui représente Hol(c) et on note ¢ le relevé correspondant de c. Il est clair que 1'on a les

convergences suivantes tlim c(t) = pt et tlim c(t) = p;. Le chemin ¢ est donc homotope via
——+00 ——00

une homotopie vy-équivariante a une et une seule géodésique de € : Axe(). La projection de
cette homotopie sur la surface S donne le résultat souhaité. O

La méme démonstration que dans le cas hyperbolique donne la proposition suivante :

Proposition 2.6.10. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
convexe. On note w: C — S le revétement universel de S donné par la développante de S, ot
C est une partie proprement conveze de P?. L’intérieur de C sera noté ). Soient ci et ¢y sont
deuz lacets simples tracés sur S dont ’holonomie est hyperbolique avec Aze(y) C €, on note A\
(resp. \a) Uunique géodésique homotope a ci (resp. co). Si ¢y est simple alors Ay est simple. Si
les lacets c1 et co ne s’intersectent pas alors les géodésiques N1 et Ay ne s’intersectent pas.

Lemme 2.6.11. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
conveze. Soit ¢ un lacet simple tracé sur S, il existe un secteur F de Hol(c) tel que ['appli-
cation naturelle de f/<Hol(C)> — S est une injection.

Démonstration. — On pose v = Hol(c). Le lemme 2.5.21 montre qu’il existe des éléments g,
pour j = 1...N tel que si 6F N F # @ alors il existe n € Z et jo = 1...N tel que 0F = y"g,,F.

De plus, le lemme 2.5.22 montre que si ¢;F NF # @& (j = 1...N) alors cette intersection est
ou bien F ou une partie compacte de €2. Il faut a présent distinguer les deux cas suivants :

— Si 7 est hyperbolique avec Axe(y) C 02 ou quasi-hyperbolique ou parabolique alors
comme les g; sont en nombre fini, on peut trouver un secteur Fy inclus dans F tel que
9;Fo N Fo # @ si et seulement si g;Fy = Fo.

— Si 7 est hyperbolique avec Axe(y) C 2 alors on peut supposer d’aprés le lemme 2.6.9 que
c est la géodésique simple donné par ’axe de 7. Le secteur F est un voisinage de 1'axe de
~. De plus, comme c est une géodésique simple le lemme 2.6.10 montre que les relevés de



c ne s’intersectent pas. Par conséquent, comme les g; sont en nombre fini, on peut trouver
un secteur Fy inclus dans F tel que g;Fo N Fy # & si et seulement si g; Fy = Fo.

Dans tous les cas, on obtient que pour tout 6 € I', 0 FgNFy # @ si et seulement sid €< v >. [

Proposition 2.6.12. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
convezxe. Soit ¢ un lacet simple tracé sur S, on note m : C — S le revétement universel de S
donné par la développante de S. On note S 'intérieur de S.

— St l’holonomie de c est parabolique alors c fait le tour d’un bout B et l'image de tout secteur
de Hol(c) dans S contient un voisinage du bout B.

— St Uholonomie de ¢ est quasi-hyperbolique alors ¢ est élémentaire et 'image de tout secteur
de Hol(c) dans S contient un voisinage du bout correspondant dans la surface S,

— Si l’holonomie de c est hyperbolique et Aze(Hol(c)) C OC alors c est élémentaire et ['image
de tout secteur de Hol(c) dans S contient un voisinage du bout correspondant dans la
surface S.

— Si Uholonomie de ¢ est hyperbolique, Aze(Hol(c)) C C et p(}iol(c) € dC alors ¢ est élémen-
taire et 'image dans S de la réunion de n’importe quel secteur de Hol(c) et de 'unique
triangle inclus dans C défini par les points fizes de Hol(c) contient un voisinage du bout
correspondant dans la surface S,

En particulier, si ¢ n’est pas élémentaire alors I’holonomie de c est hyperbolique, Aze(Hol(c)) C
C et Py ¢ OC.

Démonstration. — On note 2 Uintérieur de C. On considére v = Hol(c) et on note F un secteur
de 7 tel que application naturelle de /..~ — S est une injection. L'existence d'un tel secteur
est assuré par le lemme 2.6.11.

Commencons par le cas v est parabolique. Construisons un domaine fondamental pour I’ac-
tion de v sur F. On considére une droite L passant par p,. L’adhérence D" dans €2 de n’importe

quelle composante connexe de F — [ J 7" L est un domaine fondamental pour Iaction de v sur
nez

F. Le domaine fondamental D’ est I'intersection d’un triangle fermé de P? et de F. De plus
son adhérence dans P? contient le point p,. L'image de F /.~ dans S est donc un cylindre qui
contient un voisinage d’un bout B de la surface S et le lacet ¢ fait le tour du bout B.
Ensuite, on peut traiter en méme temps les cas, ou y est quasi-hyperbolique, ou hyperbolique
avec Axe(y) C dC. On procéde de la méme fagon. Construisons un domaine fondamental pour
Paction de v sur F. On note p* le point attractif de v et p~ le point répulsif de 7. L’axe de
est le segment d’extrémité p* et p~ inclus dans 992. On considére une droite L qui intersecte
Axe(7) sur son intérieur. L’action de 7 sur 0f2 vérifie que pour tout 2 € 9 différent de p*, p~,
le point ya appartient & la composante connexe V' de 9Q — {p™, p~} qui contient x. Et, le point
v appartient & la composante connexe de V' — {z} qui contient p* dans son adhérence. Par
conséquent, les droites L et vL ne s’intersectent pas dans €. Il vient donc que 'adhérence D’

dans € de n’importe quelle composante connexe de F — |J "L est un domaine fondamental
nez
pour l'action de 7 sur F. Le domaine fondamental D’ contient un sous-segment non trivial de

Axe(7y). L'image de /..~ dans S est donc un cylindre qui contient un voisinage d’un bout B
de la surface S et le lacet ¢ est fait le tour de ce bout.

Enfin, il faut traiter le cas ou 7 est hyperbolique avec Axe(y) C C et pg € 0C. La difficulté
de ce cas vient du fait que cette fois-ci les secteurs de v "ne vont pas jusqu’a linfini". On
considére la partie F de Q obtenue en ajoutant a F le triangle ouvert inclus dans () défini par
les points pj, Py pg. Pour appliquer le méme raisonnement que précédemment il faut montrer

que Papplication naturelle de F /<> vers S est injective. Comme F est un voisinage de Axe(7)



et que pour tout élément 0 € I' si 0F NF # & alors § €< v >. Il est clair que F vérifie aussi
que pour tout élément 0 € I' si 6F NF # & alors § €< v >. Il reste a construire un domaine
fondamental pour l'action de ~ sur F. Pour cela on considére une droite L passant par pg.

L’adhérence D’ dans 2 de n’importe quelle composante connexe de F— J 7™ L est un domaine
nez
fondamental pour 'action de v sur F. Le point pg est adhérent au domaine fondamental D’.

L’image de F/.,~ dans S est donc un cylindre qui contient un voisinage d’un bout B de la
surface S et le lacet ¢ fait le tour de ce bout. O

2.6.6. Le groupe fondamental d’une surface de volume fini est de type fini. —

2.6.6.1. Un peu de topologie des surfaces. — On note P la surface a bord obtenue en retirant
3 disques ouverts disjoints & la sphére euclidienne S?.

Définition 2.6.13. — Soit S une surface, un pantalon de S est une sous-surface a bord de S
homéomorphe a P. Un pantalon non élémentaire de S est un pantalon de S dont le bord défini
3 lacets non élémentaires.

Richards a classifié les surfaces en construisant des invariants a 1’aide de I'espace des bouts
de celles-ci (|[Rich]|). Il résulte de cette classification la proposition suivante.

Proposition 2.6.14. — Soit S une surface, on a 'alternative suivante :

— L’espace des bouts de S est infini.

— L’espace des bouts de S est fini mais S contient une infinité de pantalons non élémentaires
deux a deux disjoints.

— La surface S est de type fini.

Définition 2.6.15. — Soit S une surface projective proprement convexe, un pantalon de S a
bord géodésique est un pantalon P de S tel que le bord de P est défini par trois géodésiques
non élémentaires de S.

Les propositions 2.6.9, 2.6.10 et la proposition 2.6.12 donne la proposition suivante :

Proposition 2.6.16. — Soit S une surface projective proprement conveze, tout pantalon non
élémentaire de S est homotope a un unique pantalon & bord géodésique. Si Py et Py sont deux
pantalons non élémentaires de S disjoints alors les uniques pantalons homotopes a Py et P
sont ausst disjoints.

2.6.6.2. Minoration de [’aire d’un pantalon projectif proprement convexe. — Pour montrer que
’aire de tout pantalon a bord géodésique est minorée par une constante universelle, nous allons
chercher des triangles idéaux, pour cela on utilise des "chemins en spirales".

Proposition 2.6.17. — 1| existe une constante universelle Kp2 > 0 telle que pour toute sur-
face S projective proprement conveze et tout pantalon non élémentaire P a bord géodésique
inclus dans S, on ait : ps(P) = Kp2 > 0.

Démonstration. — Nous allons montrer que tout pantalon est la réunion de deux triangles
idéaux. Pour cela on utilise une construction de Goldman (|Gold1|). On part de la figure 11.

Commencons par donner une définition précise de la figure 11 d’un point de vue topologique
via la géométrie hyperbolique. On munit la surface S d’une structure hyperbolique. On note
NI et MY les géodésiques données par le bord de P, et orienté comme sur la figure 11. Le
chemins /; est I'unique géodésique qui s’accumule sur les géodésiques )\]EH et Xﬂz (Les indices
sont calculés modulo 3).



%

FIGURE 11. Démonstration de la proposition 2.6.17

Nous allons montrer que dans le cas projectif la situation est analogue. On note C la partie
proprement convexe donné par la développante de S et m : C — S le revétement universel
associé. On note \i, Ay et A3 les géodésiques données par le bord de P, et orienté comme sur
la figure 11.

Les chemins [y, I3 et [3 se relévent en des chemins simples ll, l2 et lg tracé sur le revétement
universel P de P. Chacun des chemins l vérifient que P— l posséde deux composantes connexes.
Ces chemins et leurs images par le groupe fondamental I' de P définissent une triangulation de
P (triangulation de Faray). Deux triangles fermés adjacents de cette triangulation définissent
un domaine fondamental pour 'action de I" sur P.

Nous allons montrer que chacun de ces chemins peuvent étre supposés géodésiques. On note
71 (resp. yo resp. 73) les représentants de I’holonomie des lacets Ay (resp. Ay resp. A3) donnés
par le choix du point I base xg sur P. Ils vérifient la relation 39y, = 1.

On note \; (resp. )\2, resp. )\3) un relevé de Aj, (resp. Ag resp. A3). On peut supposer que
>\1, >\2 et )\3 bordent la méme composante connexe U de 7~(P). La partie U de C est convexe
puisque c’est l'intersection de l'intérieur €2 de C et d’une infinité de demi-espaces définis par
les relevés de A1, A2 et A3 qui bordent U. Ainsi, le convexe U est le revétement universel du
pantalon P.

Comme P est un pantalon non élémentaire, la proposition 2.6.12 montre que 71, ¥2 et 73 sont
hyperboliques et leurs axes principaux sont inclus dans 2. Notre choix d’orientation fait que les
points p-, pl., P, i,y Poys Doy € OS2 sont sur J€2 dans cet ordre. Les axes de 71, 72 et 73 sont
inclus dans le bord de U. Tout relevé du chemin I3 converge en +oo vers le point p_. et en —oo
vers le point p_ . On peut donc supposer que le chemin l; est le segment ouvert d’extrémité p2,
et p7, qui est inclus dans U. De la méme fagon, on peut supposer que l: est le segment ouvert
d’extrémité p2, et p.. inclus dans L{~et l; le segment ouvert d’extrémité p_, et p-. inclus dans
U. La triangulation topologique de P peut donc étre réalisée dans U par des géodésiques.

On note T le triangle idéal fermé dans 2 de sommets p- ,p>,p-, et T = yT. Ces deux
triangles sont inclus dans U car U est convexe. Le groupe fondamental de P est le groupe I



engendré par 71, V2 et v3. Par conséquent, T'UT” est un domaine fondamental pour I'action de
[V sur I'intérieur de . La proposition 2.2.13 conclut notre démonstration. 0

On obtient donc la proposition suivante :

Théoréme 2.6.18. — Tout surface S projective proprement convexe de volume fini est de type
fini (i.e le groupe fondamental m1(S) de S est de type fini).

Démonstration. — L’application développante permet d’identifier S au quotient d’une partie
proprement, convexe C par un sous-groupe discret I' de SL3(R). Commengons par faire le cas
ot S est une surface sans bord. Le théoréme 2.5.9 montre que I’action de I' sur 'ouvert 2 = C
admet un domaine fondamental D convexe et localement fini. Si DNOQ admet un nombre infini
de composante connexe, D contient une infinité de triangles idéaux disjoints. La proposition
2.2.13 montre que l'aire de chacun de ces triangles est minorée par une constante strictement
positive. La surface S est donc de volume infini. Par conséquent, D N 0$2 admet un nombre fini
de composantes connexes et la surface S posséde donc un nombre fini de bouts. La proposition
2.6.14 montre qu’il suffit donc de montrer que la surface S ne peut contenir une infinité de
pantalons non élémentaires disjoints. Les propositions 2.6.16 et 2.6.17 montre que S contient
un nombre fini de pantalons non élémentaires.

Supposons a présent que S est une surface a bord. Le théoréme 2.5.9 montre que 'action de I'
sur 'intérieur €2 de C admet un domaine fondamental convexe et localement fini. Commencons
par montrer que D N 0§ posséde un nombre fini de composante connexe. Sinon, comme dans
le cas sans bord, le domaine D contient une infinité de triangles idéaux disjoints. Le probléme
dans le cas avec bord est que la projection de ces triangles n’est pas un fermé inclus dans
Pintérieur de S. Mais, on peut retirer un petit voisinage de chaque sommet et ainsi on peut
construire une infinité d’hexagones disjoints inclus dans D et de volume supérieure a Cpz /2 et
ces hexagones se projettent sur un fermé de S. Par conséquent, D N 0 admet un nombre fini
de composantes connexes et la surface S posséde donc un nombre fini de bouts. Son genre est
fini pour les mémes raisons que dans le cas sans bord. O

2.6.6.3. Le domaine fondamental est un polyédre fini. —

Définition 2.6.19. — Soit 2 un ouvert proprement convexe de P2, un polyédre (resp. polyédre
fini)de Q est un fermé d’intérieur non vide défini comme l'intersection d’une famille (resp. famille
fini) de demi-espaces de €.

Proposition 2.6.20. — Soient Q un ouvert proprement conveze de P? et I' un sous-groupe
discret sans torsion de SLz(R) qui préserve , on suppose que ['action de I sur Q est de
covolume fini. Alors, tout domaine fondamental de Dirichlet-Lee est un polyédre fini.

Démonstration. — Le théoréme 2.6.18 montre que la surface Q/r est une surface de type fini,
en particulier elle posséde un nombre fini de bout. Soit D un domaine fondamental de Dirichlet-
Lee, on sait que D est un polyédre. La démonstration se fait en trois étapes.

Tout d’abord le nombre de composantes connexes de D N J€ est fini. Sinon on pourrait
construire une infinité de triangles idéaux disjoints deux a deux inclus dans D. Et, la proposition
2.2.13 montre qu’alors D est de volume infini.

De plus, la proposition 2.2.2 montre si I'une des composantes connexes de D N 9§ n’est pas
réduite a un point. Alors D est de volume infini.

Comme D est un domaine fondamental localement fini. Il ne reste plus qu’a montrer que
pour tout point z,, € D N IS, il existe un voisinage V de z tel que V ne rencontre qu’un
nombre fini de faces de D.



Soit ws € D N O, et 2o un point de D, la projection du segment ]zg, 7| sur la surface
/1 est une demi-géodésique A non bornée et simple. On note X le segment |zg, To| paramétré
par la longueur d’arc pour la distance de Hilbert. La proposition 2.5.14 montre qu’il existe une
suite ¢, tendant vers I'infini et un bout B de S tel que la suite (A(,))nen est ultimement incluse
dans le bout B. Nous allons montrer qu’en fait A est ultimement inclus dans le bout B. Au
bout B de Q/r est associé un lacet élémentaire ¢, bien défini & homotopie prés et a orientation
prés. On choisit un élément v qui représente ’holonomie de c.

On note F un secteur de v tel que 'application naturelle de F /..~ vers S est injective
(lemme 2.6.11). La proposition 2.6.12 montre que F /..~ contient un voisinage du bout B, sauf
si v est hyperbolique et pg € 2. Dans ce cas, on note F D'union de F et de I'unique triangle
inclus dans () défini par les points pj,p;,pg. On peut donc toujours supposer qu’il existe un
fermé convexe F tel que application naturelle de ]?/<7> vers S est injective (lemme 2.6.11)
et que son image contient un voisinage du bout B de S.

I1 existe donc un entier Ny € N tel que pour tout n > Ny, il existe un élément §,, € I tel que
8, A(t,) € F. Le domaine D ne rencontre quun nombre fini d’images de F, quitte a extraire et
a conjuguer 7y, on peut donc supposer que la suite )\( ) est ultimement incluse dans F. Or, h\
est une demi-géodésique incluse dans D et F est convexe donc F contient ultimement .

Le domaine D rencontre un nombre fini d’image du fermé F. 1l existe donc un voisinage de
Too qui ne rencontre qu’un nombre fini de cotés de D. C’est ce qu’il fallait montrer. O

2.6.7. Holonomie des lacets élémentaires et volume des composantes élémentaires
associées. —

2.6.7.1. Estimation du volume des pics. —

Proposition 2.6.21. — Soient Q un ouvert proprement conveze de P? et P un pic de €, on
suppose que le sommet a Uinfini de P est fixé par un élément v non trivial de Aut(SY). Alors,

— Si 7y est parabolique alors po(P) < oo.
— Si 7y est quasi-hyperbolique alors po(P) = 0o
— Si 7y est hyperbolique et Aze(y) C 0 alors pg(P) = oc.

Nous allons montrer cette proposition a l'aide de plusieurs lemmes.

Lemme 2.6.22. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P? et P un pic de Q, on suppose
que le sommet p de P qui appartient au bord 0 de Q est sur une ellipse € dont 'intérieur (i.e
la composante connexe orientable de P* — &) est dans ). Alors, po(P) < oc.

Démonstration. — On note F l'intérieur de £. Il est clair que 'on peut supposer que P C FE.
La proposition 2.2.1 montre que puq(P) < pr(P). Comme toute ellipse est projectivement
équivalente au disque hyperbolique, on est donc ramené a montrer que tout pic du disque
hyperbolique est de volume fini, mais ceci est clair. O

Lemme 2.6.23. — Soit v € SL3(R) un élément parabolique, [’élément v préserve un faisceau
d’ellipses tangentes a la droite D, au point p..

Démonstration. — On peut supposer que 1’élément ~ est donné par la matrice :

1 10
011
0 01

Si on utilise les coordonnées x,y, z alors I’élément « préserve les polynomes z et y? — z(y + 2x).
Par conséquent, I’élément v préserve le faisceaux d’ellipses d’équation {\z + u(y? — z(y+2z)) =



0} uer. Ces ellipses ont pour point commun le point p, = [1 : 0 : 0] et leurs tangentes en p,
est la droite D, d’équation z = 0. 0

Démonstration. — de la proposition 2.6.21 dans le cas parabolique. La premiére chose a remar-
quer est que la proposition 2.3.13 montre que 9 est C* en p. On note D la tangente & 99 en
p. Le lemme 2.6.23 montre que I’élément ~ préserve un faisceau d’ellipses (&;);c; tangentes a la
droite D au point p. L'unique point commun des ellipses (&;);c; est le point p, leurs tangentes
en ce point est la droite . Nous allons montrer que I'intérieur de I'une de ces ellipses est inclus
dans €2, ce qui conclura la démonstration grace au lemme 2.6.22.

On se place dans une carte affine A qui contient €, on munit cette carte d’un produit
scalaire qui fait du faisceau d’ellipses tangentes (&;);c; un faisceau de cercles tangents. On note
A la droite perpendiculaire a la droite D pour le produit scalaire choisi. La droite A est donc
perpendiculaire a chacun des cercles (&;);c;. On notera I'image de A par v, A" = yA.

Soit # € AN, on note T, la tangente en x & 'unique cercle & passant par z. A présent, les
droites A, A’ et T, définissent 4 triangles fermés de P2, on note 7, celui qui est borné dans la
carte affine A. Il est clair que le triangle 7, est inclus dans €2 si z est suffisament proche de p
et dans €2. On se donne donc un tel point x, on va montrer que l'intérieur de I'unique cercle &;
passant par x est inclus dans 2.

Pour cela, il suffit de remarquer que la famille des (7'2)o<i<1 est incluse dans 7, et donc dans
Q. L’ouvert € est y-invariant par conséquent I'orbite (7'2)icr est incluse dans €, et cette orbite
est I'unique cercle &; passant par x privé du point p. O

Démonstration. — de la proposition 2.6.21 dans le cas hyperbolique et le cas quasi-hyperbolique
avec p = p,%. Ce cas la est beaucoup plus facile. En effet, si v est hyperbolique et Axe(v) C 0f2
la proposition 2.3.8 montre que les points pfyr et p, ne sont pas des points C' de 09. Et, si
v est quasi-hyperbolique alors la proposition 2.3.12 montre que 9§ n’est pas C! en p?y. Par
conséquent pq(P) = oo par le théoréme 2.2.10. O

Il reste le cas ou 7 est quasi-hyperbolique et p = p,ly. Pour cela, on a besoin de connaitre
lallure de l'orbite d’un point 2 € P? sous l'action d’un élément quasi-hyperbolique. Soit un
élément v quasi-hyperbolique, on peut supposer que v est donné par la matrice suivante :

a o 0
0 a O
0 0 g

Ou, o, 3 > 0 et a?3 = 1. Nous allons donner les équations des orbites d’un point de P? sous
I’action du groupe a un paramétre engendré par . Pour cela, on se place dans la carte affine :
A={[z:y: 2] €P?|z#0}. L’action de v dans cette carte est donné par :

« « «
(X.Y) = (GX + 5V, 5Y)

Si Yy # 0, un calcul simple montre que ’équation de l'orbite du point (X, Yy) € A est :

X _v. v In(y7)
X() YE) X() ln(%)

Si Yy = 0, ’équation de I'orbite du point (Xo,Yy) € A est la droite :
Y =0

Nous allons avoir besoin du lemme ci-dessous pour estimer 1’aire d’un pic dont le sommet a
I'infini est le p}Y d’un élément quasi-hyperbolique.



Lemme 2.6.24. — On considére Uouvert Qy de R? définit par Qo = {(x,y) € R* |z >0, y >
xln(z)}. Tout pic de Qy dont le sommet a Uinfini est le point (0,0) est de volume infini pour
la mesure de Busemann associée a ['ouvert €.

Démonstration. — L’ouvert (g est un ouvert convexe qui ne contient pas de droite affine, c’est
donc un ouvert proprement convexe de P2. Soit (z,y) € €y, commencons par évaluer le volume
de la boule B&)y)(l). On identifie I'espace tangent a Qo en (z,y) a Pespace vectoriel R2,

La premiére chose a remarquer est que {y est inclus dans l'ouvert proprement convexe () =
{(z,y) € R*|z > 0}. Par conséquent, B(%(fy)(l) est incluse dans la bande {(u,v) € R?| —z <
u <z}

De plus, un calcul simple montre que le vecteur v = (0,y — f(x)) appartient au bord de la

Q
boule B’ (1).
Enfin, la boule B(%Oy)(l) est symétrique par rapport a l'origine. Par conséquent, les tangentes

a OB

() (1) en u et —u sont paralléles. Il vient que le volume de B(%Oy)(l) vérifie :

Vol(B( (1)) < 4a(y — f(x))
Le volume d’un pic P = {(z,y) e R?|0 <z < €, ar <y < br} avec 0 < a < bet e > 0 est
donné par :

poo(P) = [y [ mdydl’ I Jur Tl
> fy ki (e )de = oo

tend vers 1 lorsque z tend vers 0. Les fonctions z — 4=In (2:}?}8)

b—In(x)
a—In(z)
sont équivalentes et positives au voisinage de 0. Par conséquent, 'intégrale

La quantité

__b-a
4z In(z)

= <Z ﬁ(?)) est infini car lintégrale [

et v —

m est infini. ]

A présent, nous allons utiliser la proposition 2.2.1 et le lemme 2.6.24 pour montrer la propo-
sition 2.6.21 dans le cas quasi-hyperbolique.

Démonstration. — de la proposition 2.6.21 dans le cas quasi-hyperbolique avec p = p,ly. On
rappelle que I’élément v posseéde deux droites stables. Ces deux droites définissent une partition
de P? en deux demi-espaces fermés. On a vu au lemme 2.3.12 que Q était inclus dans I'un de
ces deux demi-espaces ouverts, on note A celui qui le contient. Nous allons montrer qu’il existe
un point x € A tel que 'orbite de = sous I'action du groupe a un parameétre H engendré par
n’intersecte pas €.

Commencons par voir pourquoi Iexistence d’un tel point permet de conclure. Soit x € A tel
que 'orbite O de x sous 'action H n’intersecte pas 2. L’union de 'orbite O et de ’adhérence de
I’axe de v forment une courbe convexe qui définit un ouvert proprement convexe projectivement
équivalent a ’ouvert proprement convexe )y du lemme 2.6.24. La proposition 2.2.1 et le lemme
2.6.24 montrent que tout pic de v dont le sommet & 'infini est stabilisé par un élément quasi-
hyperbolique est de volume infini.

Montrons a présent qu'un tel point z existe. Il suffit de trouver un point x € A tel que
Iensemble (7'2)o<i<1 est inclus dans A — €. Pour cela on considére une droite quelconque D
passant par p}/ et son image D’ par . On se donne un point x € D N A, et on considére le
segment S inclus dans A et définit par les points = et p}/. La région R ={y € A|3t, 0 <t <
1,3z € S, tel que y = ~%(z)} est une partie convexe dont le bord est formé de trois courbes.
Une incluse dans D, une autre dans D’ et la derniére est la courbe (y'z)o<i<1. On note 7, le
triangle fermé de A défini par les points p}/, x,~vx. Il est clair que 'on peut trouver un x € A



tel que le coté de 7, opposé a p}Y est inclus dans A — ). Par conséquent, si on se donne un tel
x alors la courbe (v'x)o<i<1 est incluse dans A — Q. O

2.6.7.2. L’holonomie des bouts des surfaces projectives proprement convexes de volume fini est
parabolique. —

Définition 2.6.25. — Soient C une partie proprement convexe et {2 = Co, on appelle bord réel
de C la partie C N 052, on le note 9,52.

Proposition 2.6.26. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
convezxe. Soit ¢ un lacet élémentaire tracé sur S, on note w:C — S le revétement universel de
S donné par la développante de S.

— St ¢ fait le tour d’un bout et [’holonomie de c est hyperbolique ou quasi-hyperbolique alors
le volume de la composante élémentaire associée a ¢ est infini.
— St ¢ fait le tour d’un bout et [’holonomie de c est parabolique alors le volume de la compo-
sante élémentaire associée a ¢ est fini.
— Si ¢ est librement homotope a une composante connezxe du bord de S alors [’holonomie de
c est:
e ou quasi-hyperbolique avec Aze(Hol(c)) C 0,C
e ou hyperbolique avec Aze(Hol(c)) C 0,C
e ou hyperbolique avec pg € JC et l'un des azxes secondaires de v est inclus dans 0,C.

Démonstration. — On note v = Hol(c). On sait par le théoréme 2.5.9 qu’il existe un domaine
fondamental D convexe et localement fini pour l'action du groupe fondamental I' de S sur
Pintérieur €2 de C. La proposition 2.6.12 montre qu'’il existe un fermé ~-invariant et convexe F
de €2 tel I'application naturelle de f/<,y> vers S est injective et son image est une composante
élémentaire associée a un lacet homotope a c. Le lemme 2.5.18 montre que D rencontre un
nombre fini d’image de F. On les note §;F avec & € I' et §; = Id. Le volume de f/<7> est
égale au volume de ( |J 67'D)NF.

i=1...r
Il reste donc & estimer le volume des 6; " DN pour i = 1...7. Il est clair qu’il suffit de calculer
le volume de D N F. Traitons les 3 cas séparement :

— Si ¢ fait le tour d’un bout et ’holonomie de ¢ est hyperbolique ou quasi-hyperbolique alors
on a deux cas a distinguer.

e Les deux faces du polygone D incluse dans F ont une extrémité commune p appar-
tenant a Q. Dans ce cas, le point p est fixé par v et la proposition 2.6.21 montre que
la composante élémentaire associée a ¢ est de volume infini.

e Les deux faces du polygone D incluse dans F nont pas d’extrémité commune ap-
partenant a 2. Dans ce cas, c’est le théoréme 2.2.2 qui montre que la composante
élémentaire associée a c¢ est de volume infini.

— Si ¢ fait le tour d’'un bout et I'holonomie de ¢ est parabolique alors les deux faces du
polygone D incluse dans F s’intersectent en p~ le point fixe de . Dans ce cas la proposition
2.6.21 montre que la composante élémentaire associée a ¢ est de volume fini.

— Si ¢ est librement homotope a une composante connexe L du bord de S alors on a vu
que 'holonomie de ¢ ne peut-étre parabolique (proposition 2.6.12). La surface S est une
surface projective a bord géodésique par conséquent tout relevé de L est un segment T’

inclus dans le bord de C et préservé par . Si 7 est quasi-hyperbolique alors il n’y a rien a
montrer car Axe(7y) est 'unique segment préservé par 7 inclus dans 9C. On suppose donc
que 7 est hyperbolique. Il vient que si p?, n’appartient pas a 0€2 alors T" est nécessairement
l'axe principal de 7, car dans ce cas Axe(7y) est 'unique segment préservé par v inclus



dans OC. Et, si pg appartient a 0€) alors les axes secondaires de v sont les seuls segments
préservés par v et inclus dans OC. Ils ne peuvent pas étre tous les deux inclus dans 0C
cas sinon le quotient ne sera pas une surface. Par conséquent, 1" est I’'un des deux axes
secondaires de 7.

O
On peut a présent montrer le résultat principal de cet article.

Théoréeme 2.6.27. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
convexe. Alors, cette structure est de volume fini si et seulement si la surface S est de type fini
et [’holonomie de tous les lacets qui font le tour d’un bout est parabolique.

Démonstration. — Supposons que que l'on s’est donné une structure projective proprement
convexe sur S de volume fini. Alors, la surface S est de type fini d’apreés le théoréme 2.6.18, et
I’holonomie de chaque bout est parabolique d’aprés la proposition 2.6.26.

Supposons a présent que S est de type fini et que I’holonomie de tous les bouts de S est
paraboliques. La proposition 2.6.26 montre que la surface S est de volume fini. O

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 2.6.28. — Soit S une surface sans bord, on munit S d’une structure projective
proprement convexe. Alors, cette structure est de volume fini si et seulement si la surface S est
de type fini et ’holonomie de tous les lacets élémentaires est parabolique.

Proposition 2.6.29. — Soient Q un ouvert proprement conveze de P? et I' un sous-groupe
discret sans torsion de SL3(R) qui préserve Q, si T' contient un élément quasi-hyperbolique
alors laction de I' sur §2 est de covolume infini.

Démonstration. — Supposons que le groupe I' contienne un élément v quasi-hyperbolique. La
proposition 2.6.12 montre que le lacet correspondant a v sur la surface Q/r est élémentaire.
Par conséquent, la proposition 2.6.26 montre que €2/ est de volume infini. O

2.7. Applications

2.7.1. Stricte convexité. — Le but de cette partie est d’étudier la stricte-convexité de
Iouvert €2. Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 2.7.1. — Soient C une partie proprement convexe et un sous-groupe sans torsion dis-
cret I' de SL3(R) qui préserve C et tel que le quotient S = C/r est une surface o bord géodésique.
Soient xo un point de lintérieur  de C et un point ro, de 0S2. On note X le segment [Tg, Too|
paramétré par la longueur d’arc (pour la distance de Hilbert) et X la demi-géodésique obtenue
en projetant X sur S. Sila demi- géodésique \ est ultimement incluse dans un bout B de S alors
il existe v € I' représentant ’holonomie du bout B tel que :

— s1. v n’est pas hyperbolique avec pg € 00 alors \ est ultimement inclus dans tout secteur
de 7.

— s1 v est hyperbolique avec pg € 99 alors X est ultimement inclus dans la réunion de tout
secteur de 7y et de l'unique triangle T, inclus dans C définit par les points pj,p;,pg.

Démonstration. — On considére un lacet simple ¢ qui fait le tour du bout B de S et I’élément
v = Hol(c). On note F un secteur de 7. La propositions 2.6.12 montre que si 7 n’est pas
hyperbolique avec p?, € 0Q alors F /..~ est un voisinage du bout B. Elle montre aussi que si v
est hyperbolique avec pg € 0N alors pour obtenir un voisinage du bout B. On peut prendre la
projection de la réunion de F et du triangle 7, définit par les points pj,p;,pg.



Comme F ou FUT, est convexe et que la demi-géodésique A converge vers le bout B de S.
Quitte a conjuguer v on peut supposer que A est inclus dans F. 0

On obtient le corollaire suivant :

Corollaire 2.7.2. — Soient Q un ouvert proprement convexe et un sous-groupe discret I' qui
préserve ). On suppose que 'action de T sur € est de covolume fini. On se donne un domaine
fondamental D convexe et localement fini. Soient xo un point de ) et xoo un point de 02. On
note S la surface Q/r, X le segment [xg, Too| paramétré par la longueur d’arc et X la demi-
géodésique obtenue en projetant X sur S. Sila demi-géodésique X\ est ultimement incluse dans
un bout B de S alors il existe § € T' et un T > 0 tel que pour tout t > T, \(t) € 0D. En
particulier, xo, est le point fire d’un élément parabolique de I' qui représente [’holonomie du
bout B.

Démonstration. — Le corollaire 2.6.28 montre que I’holonomie de tous les lacets élémentaires de
S est parabolique. L’intersection de I’adhérence de tous les secteurs d’un élément parabolique
ne contient qu’un seul point du bord de Q : le point fixe de cet élément parabolique. Par
conséquent, le point x, est le point fixe d’un élément parabolique de I'. Il vient que le segment
[0, Zoo| est ultimement inclus dans un domaine fondamental. O

On peut a présent montrer le théoréme suivant :

Théoréeme 2.7.3. — Soient C une partie proprement convexe et I' un sous-groupe discret sans
torsion de SL3(R) qui préserve C. On suppose que le quotient C/v est un surface projective a
bord géodésique et que C n’est pas un triangle. Alors, tout segment mazimal non trivial de OC
est préservé par un élément non parabolique de T' qui correspond a un lacet élémentaire de C/r.

L’ingrédient crucial de cette preuve est le théoréme 2.2.3 di a Benzécri que l'on a déja utilisé
dans la partie 2.2.

Démonstration du théoréme 2.7.3. — Le théoréme 2.6.18 montre que I' est de type fini. On
note  intérieur de C. On obtient ainsi S = 2/r une surface projective convexe sans bord et
de type fini. Supposons qu’il existe un segment s non trivial et maximal inclus dans le bord 0C
de C. Soit (e;);—1..3 une base de R®. On peut supposer que les extrémités de s sont les points
] et [es] et que [e;] & Q. On considére les éléments :

260 0
a=1 0 2t o
0 0 27

Alinsi, tliin g:£2 est un triangle T dont les sommets sont eq, e; et es.
— 100

Soit g € Q2N T, on considére la famille Xt = (g[lzvo)t>o qui est dans Q NT si t est assez
grand. Il est essentiel de remarquer que la famille (Xt)t>0 est un segment ouvert dont I'une des
extrémités est xy et l'autre est dans s. Soit D un domaine fondamental convexe et localement
fini pour I'action de I' sur € contenant le point xy. On note \; la projection de Xt sur S.
La surface S est homéomorphe a la surface compacte X, de genre g a laquelle on a retiré p
points z;, ¢ = 1...p. On considére des disques ouverts B; de centre x; et suffisament petit pour
étre disjoints deux & deux. On note K’ le complémentaire de ces disques et K le compact
correspondant dans S. On a lalternative :

1. Ou la demi-géodésique A est ultimement incluse dans un bout B de S.
2. Ou alors, il existe une suite de réels (t,),en tendant vers l'infini et tel que A(t,) € K.



1. Commencons par traiter le second cas. Dans ce cas, il existe une famille 7, € I" tel que
Ven It L2y appartienne a une partie compacte de D. Quitte a extraire on peut supposer
que la suite (v,9; 1950)@0 converge vers un point o, € D. On a donc les convergences
suivantes :

Tim (@, 7,9, %) = (2, 20c) €t lm gp, 9 1 (2, 70,9, 2) = (T, 7)

Le théoréme 2.2.3 montre que la suite (gtn%_nl)t@o est bornée, ce qui montre que 2 est
un triangle, ce qui est absurde.

2. Il reste donc a traiter le premier cas. Il peut étre utile de remarquer que si on fait I’hypo-
thése plus forte que 'action de I" sur €2 est de covolume fini alors le corollaire 2.7.2 montre
que la limite de Xt en oo qui est un point du segment s devrait étre fixée par un élément
parabolique, ce qui est absurde. Mais revenons, au cas général, on note v un représentant
de I'holonomie du bout B. La proposition 2.6.26 montre qu’il faut distinguer quatre cas :

— L’élément vy est parabolique.

— L’¢lément v est quasi-hyperbolique.

— L’élément v est hyperbolique avec p) ¢ 9Q et Axe(y) C Q.

— L’élément ~ est hyperbolique avec pg € 0N et 'un des axes secondaires de v est
inclus dans 0f).

Dans les trois premier cas, le lemme 2.7.1 montre qu’il existe un secteur F de ~ tel que
la géodésique X est ultimement inclus dans F. Le deuxiéme et troisiéme cas se traite de
la méme fagon. On commence par le cas ou v est parabolique.

— Si v est parabolique alors tout secteur de v ne posséde qu'un point adhérence sur
le bord de €2, a savoir le point fixe de 7. Par conséquent, x., est fixée par 7. Or, le
lemme 2.3.13 montre que le point fixe d’un élément parabolique ne peut-étre sur un
segment non trivial du bord de 2. Ce cas ne peut donc pas se produire.

— Si 7 est quasi-hyperbolique ou hyperbolique avec pg ¢ 0f) alors 'adhérence de tout
secteur de ~ contient ’axe de . Par conséquent, le segment s est l'axe de . C’est
ce que 'on voulait montrer.

— Si v est hyperbolique avec pg € 0N alors d’aprés le lemme 2.7.1, la géodésique A
est ultimement inclus dans la réunion F de F et de I'unique triangle inclus dans C
définit par les points pj,p;,pg. Par conséquent, Le segment s est I’'un des deux axes
secondaires de 7.

O

Corollaire 2.7.4. — Soient Q) un ouvert proprement convexe et un sous-groupe discret sans
torsion I' qui préserve ). On suppose que ['action de I' sur Q) est de covolume fini et que €2
n’est pas un triangle. Alors, €1 est strictement convexe.

Démonstration. — Tout segment maximal et non trivial du bord de €2 est stabilisé par un
élément non parabolique v € T' (théoréme 2.7.3) qui correspond & un lacet élémentaire tracé
sur 2/p. Mais le théoréme 2.6.28 montre que I’holonomie de tout lacet élémentaire de 2/ est
parabolique. L’ouvert €2 est donc strictement convexe. O

2.7.2. Dualité. — Soit S une surface sans bord. Nous allons définir une opération de dualité
sur espace G(S) et nous allons voir que cette opération préserve le sous-espace 37(95).

Définition 2.7.5. — Soit Q un ouvert proprement convexe de P2. On note Q* 'ouvert convexe
de (P?)* : Q* = {Rf € (P?)*|VRv € Q, f(v) # 0}. C’est un ouvert proprement convexe. On
Iappelle le dual de €.



Pour faire passer cette notion de dualité au niveau des surfaces nous allons avoir besoin d’une
application Aut(2)-équivariante g : 2 — Q*. On rappelle ici une construction di & Vinberg
d’une telle application.

Soit C un des deux cones ouverts proprement convexe de R3 dont I'image dans P? est €.
On va de nouveau utiliser la fonction caractéristique de C. On note C* = {f € R* |Vv €
C—{0}, f(v) > 0} le cone dual de C. Son image dans (P?)* est *. Pour tout v € C, on définit
v* € C* par la formule suivante :

o ot
Jon e TOdf
Le point v* est le centre de gravité du convexe {f € C*| f(v) = 3}. On définit donc z* = Og(x)
comme la droite engendré par 'image v* de n’importe quel générateur v € C de la droite x € €.

v

Remarque 15. — 1l est vrai que Q" = () via 'identification naturel entre un espace vectoriel
et son bidual. Par contre, application g« o 0g # Id en général. On pourra consulter [Beno4|
pour un contre-exemple.

On obtient ainsi la définition suivante :

Définition 2.7.6. — Soient S une surface sans bord et un point base zq € S. Notons m
le groupe fondamental de S basé en zyp. On munit S d’une structure projective proprement
convexe via une développante d : S — P2 et une holonomie p : m — SL3(R). La surface
duale de S, noté S* est la surface projective proprement convexe définit par la développante
d* =g od: S — (P?)* et 'holonomie p* est la représentation duale de la représentation p.
En particulier, la surface projective proprement convexe S* s’identifie au quotient 2*/r:. On
notera s I’homéomorphisme induit par fg entre S et S*.

Théoréme 2.7.7. — Soit S une surface sans bord. On munit S d’une structure projective
convexe. Alors, S est de volume fini si et seulement si S* est de volume fini.

Démonstration. — Le théoréme 2.6.28 montre qu'une surface projective proprement convexe
est de volume fini si et seulement si I’holonomie de chaque bout est parabolique. Soit v un lacet
qui fait le tour d’un bout de S. Le lacet Og(7) fait le tour d’un bout de S*. L’holonomie p(7)
de 7 est parabolique si et seulement si I’holonomie p*(v) =t v~ de 05(7) est parabolique. Le
fait d’étre de volume fini est donc stable par dualité. O

Le fait suivant est trées classique.

Fait 3. — Soit Q un ouvert proprement conveze de P? alors le bord 02 de Q est C! si et
seulement si Q0 est strictement conveze.

Théoréme 2.7.8. — Soient Q) un ouvert proprement conveze de P? et un sous-groupe discret
sans torsion I’ non virtuellement abélien de SL3(R) qui préserve Q. On suppose que laction de
I sur Q est de covolume fini. Alors, ) est a bord C*.

Démonstration. — L’action de I' sur €2 est de covolume fini. La proposition 2.7.7 montre que
I’action dual du groupe I' sur I'ouvert dual 2* de €2 est de covolume fini. Par conséquent, le
corollaire 2.7.4 affirme que 'ouvert €2* est strictement convexe. Le fait 3 permet de conclure
que le bord 0N de Q est C*. O



2.7.3. Caractérisation de la finitude du volume en termes d’ensemble limite. —

Définition 2.7.9. — Lorsque I est sous-groupe discret irréductible de SL3(R), on peut définir
Ar Uensemble limite de T, c’est le plus petit fermé invariant non vide de P2.

Remarque 16. — Le corollaire 2.4.3 montre que ’ensemble limite Ar est bien défini dés que
I n’est pas virtuellement abélien. De plus, '’ensemble limite est ’adhérence de ’ensemble des
points fixes attractifs des éléments hyperboliques de I' (|[Beno5]). Il est clair que Ar C 05.

Théoréme 2.7.10. — Soient Q) un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret non
virtuellement abélien de SL3(R) qui préserve Q. Alors, laction de I' sur Q est de covolume fini
si et seulement si I' est de type fini et Ap = OL2.

Démonstration. — Remarquons que €2 n’est pas un triangle puisque I' n’est pas virtuellement
abélien. Commengons par supposer que Ar # 99 et montrons que u(€2/r) = oo. L'intérieur
K de l'enveloppe convexe de Ar est invariante par I' et 2 — K est non vide puisque €2 est
strictement convexe (corollaire 2.7.4). Par conséquent, les composantes connexes de {2 — K sont
permutées par I' et leur stabilisateur est soit trivial, soit engendré par un élément hyperbolique.
Dans tous les cas, la proposition 2.2.2 montre que u(€2/r) = oo.

Supposons a présent que p(€2/r) = oo et I' est de type fini. On peut supposer que I' est
sans torsion puisque I' est de type fini. Le corollaire 2.6.28 montre que 1’holonomie de 'un
des bouts de la surface sans bord et de type fini /1 est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.
Par conséquent, si on considére ¢ un lacet autour de 1'un de ces bouts. La réunion E des
relevés de la composante élémentaire associée a ¢ est un fermé de €2 préservé par I'. La partie

(0Q — E¥*)F? est un fermé T-invariant. Il est différent de 9 car Hol(c) n’est pas parabolique.
Donc Ar # 09. O

Remarque 17 — L’hypothése I' type fini est essentielle comme le montre la construction
classique suivante. Soient {2 un ouvert proprement convexe et I' un sous-groupe discret non
virtuellement abélien et sans torsion de SL3(R) qui préserve €2 tel que 'action de I" sur €2 est de
covolume fini. La proposition 2.6.18 montre que ' est ou un groupe libre non abélien de type
fini ou isomorphe au groupe fondamental d’une surface compacte de genre supérieur ou égale
a 2. Par conséquent, le groupe dérivé [I',I'] de I' est un sous-groupe d’indice infini de I". Son
action sur € n’est donc pas de covolume fini. Mais, 'ensemble limite Ajr ) est I'-invariant car
[, I'] est distingué dans I', par conséquent A = Ap. Ceci ne contredit pas notre théoréme
puisqu’il est bien connu que [[',I'] n’est pas de type fini.

Proposition 2.7.11. — Soit I' un sous-groupe discret non virtuellement abélien, sans torsion
et de type fini de SL3(R) qui préserve un ouvert proprement conveze de Q). On considére ’en-
veloppe conveze C dans Q — Ar de Ar Uensemble limite de I'. La surface C/r est de volume

fini.

Démonstration. — Par définition, l'intérieur & de C est le plus petit ouvert convexe de IP?
préservé par I'. La partie C est le convexe obtenu en ajoutant a i les axes des éléments hyper-
bolique et quasi-hyperbolique de I' qui représente un lacet qui fait le tour d’un bout de Q/r
d’holonomie hyperbolique ou quasi-hyperbolique. Par conséquent, tous les bouts de la surface
C/r ont une holonomie parabolique et ’holonomie des composantes connexes du bord de C/r
est hyperbolique ou quasi-hyperbolique. La proposition 2.6.26 montre que la surface C/r est de
volume fini. O



2.7.4. Unicité de I'ouvert () lorsque le volume est fini. —

Proposition 2.7.12. — Soit I' un sous-groupe discret de SL3(R), on suppose qu’il existe un
ouvert proprement conveze S tel que (/1) < oo et que Q n’est pas un triangle. Alors, ) est
l'unique ouvert conveze de P? sur lequel I agit proprement.

Démonstration. — Soit F' = {x € P2| 3y € I tel que yx = x}, commengons par montrer que
F =P2—Q. On sait d’aprés [Benob| que pour tout couple de points (z+,27) € Apx Ar, il existe
une suite d’éléments hyperboliques 7, € I' tel que Ji_)rgop% =zatet nll_)n()lop;n = x~. La proposition
2.3.8 montre que le point pgn est 'intersection des tangentes a 0f) en pjn et p_, . Le théoreme
2.7.10 montre que Ar = 9. Par conséquent, comme le bord 9Q de Q est C' (proposition 2.7.8),
Pensemble {p |y € T' hyperbolique} est dense dans P* — Q. Par conséquent, si ' est un ouvert
sur lequel I' agit proprement alors €' C €. Il reste a remarquer que I’enveloppe convexe de toute
orbite d’un point de € est  lui-méme. L’adhérence de toute orbite d’un point quelconque de
Q contient I’ensemble limite Ar, or Ap = 9. Ainsi, le seul ouvert convexe I'-invariant de P?
est (0. O

Cette proposition montre que ’holonomie d’une structure projective proprement convexe
de volume fini sur une surface sans bord caractérise cette structure. On obtient facilement le
corollaire suivant :

Corollaire 2.7.13. — Soient S une surface de type fini sans bord, et p une représentation
du groupe fondamental de S, il existe au plus une structure projective proprement convexe de
volume fini sur la surface S dont I’holonomie est p.

Remarque 18. — Ce théoréme est faux pour les surfaces a bord. En effet, considérons une
surface & bord S de type fini et donnons nous une structure projective proprement convexe de
volume fini sur S. On note C la partie proprement convexe de P? donné par la développante
de cette structure et € 'intérieur de C. Considérons un lacet ¢ homotope a une composante
connexe L du bord, on a trois cas a distinguer (proposition 2.6.12) :

— L’élément Hol(c) est quasi-hyperbolique,

— L’élément Hol(c) est hyperbolique et Axe(Hol(c)) C OC,

— L’élément Hol(c) est hyperbolique et Axe(Hol(c)) C .

Tout relevé du bord L est un segment inclus dans dC préservé par un conjugué de Hol(c).
Par conséquent, dans les deux premiers cas, le bord L de S est la projection de ’axe principal
de Hol(c) sur la surface S. Et, dans le troisiéme cas, le bord L est la projection de 'un des deux
axes secondaires de Hol(c).

Par conséquent, étant donné une structure projective proprement convexes de volume fini
sur une surface a bord S. Notons n; le nombre de composantes connexes du bord de S dont
I’holonomie est hyperbolique, le paragraphe précédent montre que 1’on peut construire au moins
3™ structures projectives proprement convexes de volume fini sur la surface S qui ont la méme
holonomie que S. Et, le théoréme 2.6.26 montre qu’il n’y en a pas d’autres.

Pour résoudre ce probléme dans le but d’étudier ’espace des modules des structures pro-
jectives proprement convexe de volume fini sur les surfaces a bord, on introduit la notion de
surface a bord géodésique principal.

Définition 2.7.14. — Une structure projective proprement convexe sur une surface a bord
S est dite a bord géodésique principal lorsqu’elle est & bord géodésique et toute composante
connexe L du bord de S qui a une holonomie hyperbolique est la projection de ’axe principal
de cette holonomie.



La proposition suivante est a présent évidente.

Proposition 2.7.15. — Soient S une surface de type fini, et p une représentation du groupe
fondamental de S, il existe au plus une structure projective proprement conveze de volume fini
a bord géodésique principal sur la surface S dont [’holonomie est p.

2.7.5. Discrétude du groupe Aut(2). —

Théoréme 2.7.16. — Soient ' un sous-groupe discret de SL3(R) et Q un ouvert proprement
conveze tel que (1(€2/r) < 0o, on suppose que  n’est pas un triangle. Alors, on a [’alternative
exclusive suivante :

— L’adhérence de Zariski TZ de T est conjuguée au groupe SO21(R) et 2 est un ellipsoide et
Aut(Q) =TZ,

— Le groupe I est Zariski dense dans SL3(R) et Aut(€2) est un sous-groupe discret de ). En
particulier, I' est d’indice fini dans Aut(€2).

Démonstration. — Supposons que 'adhérence de Zariski de I" est conjuguée au groupe SO (R)
par conséquent, le groupe I' préserve une ellipse. La proposition 2.7.12 montre que 2 est cet
ellipsoide.

Si 'adhérence de Zariski de I' n’est conjuguée pas au groupe SO, (R) alors le corollaire 2.4.5
montre que I" est Zariski dense. Le lemme 2.7.17 montre que Aut(f2) est un sous-groupe discret

ou dense de SL3(R). Or, il préserve € il ne peut donc pas étre dense. O
Lemme 2.7.17. — Soit H un sous-groupe Zariski dense de SL3(R), on a Ualternative sui-
vante :

— Le groupe H est discret, ou bien
— Le groupe H est dense.

Démonstration. — Ce lemme est vrai plus généralement pour les sous-groupes Zariski dense
d’un groupe algébrique quasi-simple. La composante neutre de G de I’adhérence (pour la topo-
logie usuelle) de H est un sous-groupe fermé, connexe de SL3(R) qui est normalisé par H, et
donc par SL3(R) puisque H est Zariski dense. Par conséquent, comme SL3(R) est simple. On
obtient que :

— G = {1}, ou bien

U
Ce théoréme entraine le corollaire suivant.
Corollaire 2.7.18. — Soit Q) un ouvert proprement conveze de P?, on suppose qu’il existe I';y

et [y tel que u(Q/r,) < oo et u(Q/r,) < co. On suppose de plus que /1, est compact et que
Q/r, nest pas compact. Alors, ) est un ellipsoide.

Démonstration. — Tout d’abord, il est clair que 2 n’est pas un triangle puisque €/p, n’est
pas compact. Ensuite, si 2 n’est pas un ellipsoide alors le théoréme 2.7.16 montre que I'; et
Iy sont des sous-groupes d’indice fini de Aut(€2) par conséquent I'y N 'y est un sous-groupe
d’indice fini de T'; et T's. Il est vient que Q/p,~r, devrait étre compact et non compact, ce qui
est absurde. O






CHAPITRE 3

ESPACES DES MODULES DES SURFACES
CONVEXES DE VOLUME FINI

3.1. Introduction

3.1.1. Présentation des résultats. — Soit C une partie de 'espace projectif réel P", on
dira que C est convexe lorsque I'intersection de C avec toute droite de P™ est connexe. Une partie
convexe C est dite proprement conveze lorsqu’il existe un ouvert affine contenant 1’adhérence
C de C. Elle est dite strictement convere lorsque tout segment inclus dans le bord dC de C est
trivial.

Une structure projective proprement convexe sur une variété sans bord M est un homéomor-
phisme entre M et le quotient d’un ouvert proprement convexe ) de P™ par un sous-groupe
discret de SL,;1(R) qui préserve €. De tels structures sur les variétés compactes ont été étu-
diées ces derniéres années par Benoist, Choi, Goldman, Labourie et Loftin [Benol, Beno2,
Beno5, Beno6, Gold1l, ChGo, Lab, Loft1|.

L’ensemble des structures projectives proprement convexes de volume fini a isotopie prés sur
une surface & bord S posséde une topologie naturelle (on fera une hypothése technique sur la
géométrie du bord pour simplifer notre étude). Nous allons étudier 'espace des modules des
structures projectives proprement convexes a bord géodésique principal et de volume fini sur
S, on notera cet espace (¢(S). Goldman a montré que si S est une surface sans bord, compact
et de genre g > 2 alors l'espace (¢(S) est homéomorphe & une boule de dimension 16g — 16.
On notera X, , la surface de genre g et a p pointes. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme (3.3.4). — Supposons que la surface ¥, , soit de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative alors ’espace des modules des structures projectives proprement convexes de
volume fini sur la surface 3, , est homéomorphe a une boule de dimension 16g — 16 + 6p.

Si S est une surface a bord avec un bord non trivial alors 'espace [57(S) n’est pas une variété
mais une variété a bord topologique dont nous décomposerons le bord en strates. Le systéme
de coordonnées introduit sur l'espace (G7(S) est une généralisation du systéme de coordonnées
utilisé par Goldman pour étudier cet espace dans le cas compact. Le systéme de coordonnées
de Goldman étant lui-méme une généralisation du systéme de coordonnées utilisé par Fenchel
et Nielsen pour étudier 'espace des modules des structures hyperboliques sur une surface.

Dans le chapitre 2, on a donné des caractérisations du fait qu’une structure projective pro-
prement convexe est de volume fini. On a notamment montré qu’une structure projective pro-
prement convexe a bord géodésique sur une surface a bord de type fini S est de volume fini si
et seulement si I’holonomie des lacets élémentaires non homotopes a une composante connexe



du bord de S est parabolique.

Ainsi, le chapitre 2 permet de faire le lien entre I'espace 3¢(%, ) et un espace de représenta-
tions du groupe fondamental de X, , étudié par Fock et Goncharov. En effet, I’holonomie fournit
une application de 'espace B(3,,) vers I'espace des représentations du groupe fondamental
de X, , suivant :

p est fidéle, )
Im(p) est discréte,

p € Hom(m(X,,), SL3(R)) | Im(p) préserve un ouvert propre-
ment convexe (2,

Bpara(m(Zgp)) = 3 le quotient Qpp/p est homéo-
morphe a X, ,

I’holonomie des lacets élémen-

taires de m(X,,) est parabolique.

\ J

On verra que le groupe SL3(R) agit librement et proprement sur Bp,,,(71(2,,)), on note
Bpara(m1(X,,)) Pespace quotient. On a montré dans le chapitre 2, que l'application naturelle
donnée par ’holonomie de l'espace Gf(X,,) vers l'espace Bpara(m1(X,,)) est injective, ¢’est donc
un homéomorphisme. Foch et Goncharov ont montré dans [FoGo| que Uespace Bpara(m1(X,,))
est homéomorphe & R16971676P Le fait que 3;(3,,) est homéomorphe a R'916+P p’egt donc
pas nouveau. Mais nous donnons ici un nouveau systéme de coordonnées "a la Fenchel-Nielsen"
et nous gérons aussi le cas d’une surface a bord.

Nous allons aussi montrer que les structures projectives proprement convexes de volume fini
sont des objets naturels. Pour cela, nous montrerons le théoréme suivant :

Théoréme (3.4.7). — On se donne une surface sans bord S de caractéristique d’Euler stricte-
ment négative. L’espace des modules des structures projectives proprement convexe de volume
fini sur la surface S s’identifie & 'une des composantes connexes de I’espace des représentations
irréductibles du groupe fondamental de S dans SL3(R) dont I’holonomie des lacets élémentaires
est parabolique, a conjugaison preés.

Terminons cette introduction en donnant le plan de ce texte. La partie 3.2 est un rappel des
définitions de surfaces projectives, projectives proprement convexes, marquées, a bord géodé-
sique, & bord géodésique principal. On définit ensuite la topologie de I'espace 5;(.S). On termine
cette partie en donnant des conséquences faciles de la classification des automorphismes des
ouverts proprement convexes (paragraphe 3.2.2).

Dans la seconde partie, on démontre les théorémes 3.3.4 et 3.3.5. La démonstration se dé-
roule en deux parties. On commence dans la partie 3.3.1 par étudier le recollement d’une surface
projective proprement convexe le long d’un lacet. Ce résultat a été montré par Goldman, mais
nous reproduisons une preuve pour la commodité du lecteur. Enfin, nous calculons ’espaces des
modules des pantalons dont les classes de conjugaison de ’holonomie des bords est fixée. L’idée
de départ est di & Goldman, il s’agit de découper un pantalon a l'aide de deux triangles "en
spirales". Cette idée permet de construire une bijection entre les pantalons projectifs propre-
ment convexes et un objet combinatoire. La démonstration de Goldman de ce point nécessite de
nouveau argument pour passer au cas non compact. Enfin, on termine cette partie en calculant,
I’espace des modules de 1'objet combinatoire. Cette partie est une généralisation facile de la



preuve de Goldman.

Dans la troisiéme partie, on démontre le théoréme 3.4.7. La démonstration de ce théoréme
se fait en deux parties. Il faut montrer la fermeture et U'ouverture de l'espace 5;(S) dans les-
pace des représentations du groupe fondamental de S qui sont irréductibles et dont I’holonomie
d’un lacet élémentaire est parabolique. La démonstration de la fermeture est trés proche du
travail de Choi et Goldman qui montre dans [ChGol, la fermeture de (3;(S) dans l'espace des
représentations du groupe fondamental de .S, lorsque S est une surface compacte de genre supé-
rieure ou égale a 2. Pour conclure comme le théoréme 3.3.4 montre que 3¢(S) est homéomorphe
a une boule, nous utiliserons le théoréeme d’invariance du domaine de Brouwer pour montrer
I’ouverture.

3.2. Préliminaires

3.2.1. Définition des surfaces projectives proprement convexes. — Tout au long de
ce texte une surface sera une variété connexe orientable de dimension 2 a bord. On note E un
demi-espace affine fermé de P2.

Une structure projective réelle sur une surface S est la donnée d’un atlas maximal o, : U — E
sur S tel que les fonctions de transitions gpuogp]jl sont des éléments de SL3(R), pour tous ouverts
U etV de latlas de S tel que U NV # 2.

Un isomorphisme entre deux surfaces munies de structures projectives est un homéomor-
phisme qui, lu dans les cartes, est donné par des éléments de SL3(R).

La donnée d’une structure projective sur une surface S est équivalente a la donnée :

1. d'un homéomorphisme local dev : S — P2 appelée développante, ot S est le revétement
universel de 5,

2. d’une représentation hol : m(S) — SL3(R) appelée holonomie tel que la développante
est m(S)-équivariante ( i.e pour tout z € S, et pour tout y € m(S) on a dev(yz) =

hol(y)dev(x)).
De plus, deux structures projectives données par les couples (dev, hol) et (dev’,hol") sont
isomorphes si et seulement si il existe un élément g € SL3(R) tel que dev’ = g o dev et

hol' = g o hol o g7 1.

Lorsqu’on s’intéresse a I’ensemble des structures sur une surface a équivalence prés, il faut
faire attention & introduire la bonne relation d’équivalence sur ’ensemble des structures en
question. A premiére vue, on pourrait penser que la bonne relation d’équivalence est tout
simplement 'existence d’'un isomorphisme. Mais, si on introduit cette relation, alors 1’espace
quotient n’est en général pas une variété. C’est pourquoi on introduit la notion de surface
marquée et la notion d’isotopie.

Définition 3.2.1. — Soit S une surface, une structure projective marquée sur S est la donnée
d’un homéomorphisme ¢ : S — 5" ou S’ est une surface projective. On note P'(S) I’ensemble
des structures projectives marquées sur S.

Deux structures projectives marquées sur S, ¢ : S — Sy et w9 : S — S5 sont dites isotopiques
lorsqu’il existe un isomorphisme A : S; — S tel que o, 'ohop; : S — S est un homéomorphisme
isotope a l'identité. On note P(S) l'ensemble des structures projectives marquées sur S modulo
1sotopie.



On peut a présent définir une topologie sur I'ensemble des structures projectives marquées
sur la surface S. On introduit I'espace :

dev : S — P? est un homéomorphisme local
D'(S) =14 (dev,hol) | hol : m(S) — SL3(R)
dev est m1(S) — équivariante

Les espaces S, P2, m(S) et SL3(R) sont des espaces topologiques localement compacts. On
munit I’ensemble des applications continues entre deux espaces localement compacts de la to-
pologie compact-ouvert. Ainsi, 'espace D’(S) est munie d’une topologie. Le groupe Homeog(.S)
des homéomorphismes isotopes a l'identité agit naturellement sur D’(.S). Le groupe SL3(R) agit
aussi naturellement sur D’(.S). Ces deux actions commutent. L’espace quotient est 1'espace P(.5)
des structures projectives marquées sur S a isotopie prés. On le munit de la topologie quotient.

On ne s’intéresse qu’a un certain type de structure projective : les structures projectives
proprement convexes.

Définition 3.2.2. — Soit S une surface, une structure projective est dite proprement conveze
sur S lorsque la développante est un homéomorphisme sur une partie C proprement convexe
de P2. On note 3(S) ensemble des structures projectives proprement convexes sur S modulo
isotopie.

Comme on souhaite comprendre le cas des surfaces a bord, il faut faire une hypothése sur la
géométrie du bord. Une structure projective sur S est dite a bord géodésique lorsque pour tout
ouvert U de l'atlas tel que U N IS # & et pour toute composante connexe B de U N IS, vy (B)
est inclus dans une droite de P2. Ainsi, tout relevé d’une composante connexe B du bord de S
est un segment s ouvert de P? préservé par un élément v € SL3(R), qui est I'holonomie d'un
lacet librement homotope & la composante connexe B du bord de S. On dira que le bord B
est a bord géodésique principal lorsque v est un élément hyperbolique ou quasi-hyperbolique de
SL3(R) et I'une des extrémités de s est un point attractif de v et Uautre un point répulsif.

Soit S une surface projective proprement convexe, "application développante permet d’iden-
tifier le revétement universel S de S a une partie C proprement convexe de P2. On notera
m:C — S le revétement universel de S. L’intérieur €2 de C est naturellement muni d’une me-
sure jio invariante sous l'action du groupe fondamental 71(S) de S. Par conséquent, il existe

une unique mesure g sur l'intérieur S de S telle que pour tout borélien A4 de Q,si 7: Q — S
restreinte a A est injective alors pug(m(A)) = pua(A).

Définition 3.2.3. — Soit S une surface, on dit qu’'une structure projective proprement convexe

sur S est de volume fini lorsque pour tout fermé F' de 'intérieur S de S, on a pug(F) < oo.
On note §7(S) espace des modules des structures projectives marquées proprement convexes
a bord géodésique principal de volume fini sur S.

3.2.2. Conséquence facile de la classification des automorphismes des ouverts pro-
prement convexe. — Les propositions suivantes sont des conséquences évidentes des propo-
sitions de la deuxiéme partie du chapitre 2.

Proposition 3.2.4. — Soient 2 un ouvert proprement convezxe et v € Aut(Q) d’ordre infini,
alors, la trace de vy est supérieure ou égale a 3 avec égalité si et seulement si vy est parabolique
ou [’élément identité.



On introduit les sous-ensembles de R? suivants :

R {AT)eR0<A<1, Z <T<A+A7?)
Rornonct = {NT)ERPO< A<, T=A+7"2}
Rom o = {(A,T)€R2|0<>\<1,T:%}
Rp {(1,2)}
R - 9{UERQHnonC'l UmQHCl
On pourra remarquer que R est un ouvert de R? homéomorphe a R? dont le bord est la
réunion des 2 sous-variétés Rom nonct €t Rom o1 homéomorphes a R et du point Rp.

Enfin, 'espace M est une variété a bord homéomorphe a [0, 1] x R.

Définition 3.2.5. — Soit v € SL3(R) dont le spectre est réel et strictement positif, on note
A1 < A2 < A3 les valeurs propres de 7. On notera A\() = A; la plus petite valeur propre de v et
T(v7) = A2 + A3 la somme des deux autres.

La proposition suivante est alors une simple conséquence de la classification des automor-
phismes des ouverts proprement convexes.

Proposition 3.2.6. — Soient Q) un ouvert proprement convexe de P? et v € Aut(Q), on sup-
pose que vy posseéde un point fize p € 0S). On suppose de plus que si vy est quasi-hyperbolique ou
hyperbolique alors p est un point fize répulsif. Alors le spectre de v est réel, strictement positif
et on a :

— L’élément «y est hyperbolique si et seulement si (A(7y),7(7)) € R

— L’élément ~ est quasi-hyperbolique et p n’est pas un point C' de O si et seulement si
(A(fy)v T(f}/)) € 9%QHnonC'l

— L’élément y est quasi-hyperbolique et p est un point C* de Q) si et seulement si (A\(7),7(7)) €
mQch

— L’élément ~y est parabolique si et seulement si (A\(7y),7(y)) € Rp

3.3. Paramétrisation de I’espace des modules

Dans cette partie, nous allons expliquer la méthode que nous allons suivre pour montrer le
théoréme 3.1.1, ainsi que sa version dans le cadre des surfaces a bord. On termine en donnant
les théoremes de paramétrisation de ’espace des modules des structures projectives proprement
convexes de volume fini sur une surface sans bord et & bord. Nous allons a présent rappeler
quelques définitions élémentaires de topologie des surfaces.

Définition 3.3.1. — Soit S une surface, on dit qu’un lacet tracé sur S, ¢ : S! — S est simple
s’il est injectif. On dit qu’'un lacet simple ¢ tracé sur S est élémentaire si S — ¢ posséde deux
composantes connexes et 'une d’elles est un cylindre. Lorsque S n’est pas un cylindre, on
appellera I'adhérence de la composante homéomorphe a un cylindre la composante élémentaire
associée @ c.

Remarque 19. — Soient S une surface et ¢ un lacet élémentaire tracé sur S, alors on a l’al-
ternative suivante :

— La composante élémentaire associée a ¢ est un cylindre sans bord. On dira alors que ¢ fait
le tour d’un bout.

— La composante élémentaire associée a c est un cylindre avec un bord. Dans ce cas c est
librement homotope a une composante connexe du bord de S.



Tout au long de ce texte, on notera X,;, la surface obtenue en retirant 0 disques ouverts
disjoints et p points distincts a la surface de genre g (on suppose bien sir aussi que les points
n’appartiennent pas a l'adhérence des disques que I'on retirent).

Le théoréme suivant est le point de départ de notre étude. Il caractérise le fait qu’une structure
projective est de volume fini en terme d’holonomie.

Théoréme (2.6.27). — Une structure projective proprement convexe a bord géodésique prin-
cipal sur la surface X, est de volume fini si et seulement si I'holonomie des lacets qui font le
tour d’un bout est parabolique et I’holonomie des lacets élémentaires homotopes a une compo-
sante connexe du bord est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.

On rappelle la proposition suivante qui a été démontré dans le second chapitre.

Théoréme (Proposition 2.6.12). — Soit S une surface, on munit S d’une structure projec-
tive convexe et on note €2 'intérieur de la partie proprement convexe donné par la développante
de la structure projective de S. L’holonomie de tout lacet non élémentaire est un élément hy-
perbolique qui vérifie que p ¢ 9.

On rappelle briéevement la définition d'une décomposition en pantalon.

Définition 3.3.2. — Soit S une surface, une famille de lacets (¢;);c; de S est une décompo-
sition en pantalon de S lorsque les (¢;);er sont des lacets simples, deux a deux disjoints et les
composantes connexes de S privée de la réunion des (¢;);c; sont des pantalons ouverts.

Pour paramétrer ’espace des modules des structures projectives de volume fini sur une sur-
face S, nous allons utiliser une décomposition en pantalon de la surface a I'aide d’un ensemble
fini de lacets (¢;);er. Dans le cas d’une surface de Riemann, on voit apparaitre deux types de
paramétres : la classe de conjugaison de ’holonomie des lacets (¢;);c; et un paramétre de twist
le long de chacun des (¢;);c;. Dans le cas projective convexe, les choses se compliquent un peu.
Tout d’abord la classe de conjugaison de I’holonomie des lacets (¢;);c; et le paramétre de twist
le long de chacun des (¢;);e; ne sont plus mesurés a I’aide d’'un nombre réel mais a 1’aide d’un
¢léement de R2. Et aussi, alors qu’il existe un et un seul pantalon hyperbolique dont les bords
sont de longueur fixée, ’espace des modules des pantalons projectifs proprement convexes dont
les classes de conjugaison de I’holonomie des bords est fixée est homéomorphe a R2.

Lorsque qu’on découpe une surface a bord S en pantalon, on obtient trois types d’holonomie
pour les lacets élémentaires des pantalons :

— Les lacets qui viennent d’un lacet non élémentaire dans S, 'holonomie de ces lacets est
hyperbolique.

— Les lacets qui font le tour d’un bout de S, I’holonomie de ces lacets est parabolique.

— Les lacets homotopes a une composante connexe du bord de S, I'holonomie de ces lacets
est hyperbolique ou quasi-hyperbolique.

Définition 3.3.3. — Un pantalon avec mémoire est une surface X, avec b+ p = 3, ainsi
que la donnée pour chacun des bords d’une orientation et de I'un des mots suivants : {coupure,
bord}. On note P/, i, le pantalon avec mémoire qui posséde 7 bords marqués "coupure", j bords
marqués "bord" et k£ pointes. On a une définition naturelle de ﬁf(P{fM) : il s’agit de 'espace
des modules des structures projectives convexes marquées de volume fini sur la surface g1«

telle que ’holonomie des bords marqués "coupure" est hyperbolique.

Soient X4, une surface de caractéristique d’Euler strictement négative et une famille de
lacets (¢;)ier de S qui définit une décomposition en pantalon de S, on note (P;);c; 'ensemble



des pantalons obtenus. On se donne une famille (by)r=1,.» de lacets élémentaires homotopes a
une composante connexe du bord de S telle que toutes les composantes connexes du bord sont
représentées une et une seule fois. On notera P} le pantalon avec mémoire associé¢ a P; de la
fagon suivante :

— Les bords de P; qui viennent d’un lacet non élémentaire de S sont marqués "coupures".
— Les bords de P; qui viennent d’un lacet élémentaire de S sont marqués "bords".

L’orientation des bords de P; est 'orientation donnée par les lacets (¢;)icr et (bg)r=1,. p-
On peut a présent énoncer notre paramétrisation de ’espace des modules. Commencons par
énoncer le théoréme dans le cas sans bord.

Théoréme 3.3.4. — Soient X, une surface sans bord de caractéristique d’Euler strictement
négative et une famille de lacets (¢;)icr de S qui définit une décomposition en pantalon de S,
on note (Pj);es Uensemble des pantalons avec mémoire obtenus. Alors,

Les lacets (¢;)ier ne sont pas élémentaires.
| =39g—3+pet|J| =—x(Egpp) =29 —2+p.
L’holonomie des c; pour i € I est hyperbolique.

L’application naturelle B;(Xy0,) — [18¢(P;) est une fibration qui admet une action
jeJ
simplement transitive préservant les fibres du groupe (R?)!.

5. On note (c})r=1..1; la sous-famille de (c;)icr des l; lacets élémentaires du pantalon P;

homotopes a une composante connexe du bord du pantalon P;. L’application :

Bi(P;) — Rh
P = (A(Hol(c})), T(Hol(c})))r=1...;

B o o~

est une fibration dont les fibres sont homéomorphes a R2.
6. En particulier, 3;(Xg0,) est homéomorphe ¢ R'09-16+6p,

On donne a présent I’énoncé dans le cas a bord.

Théoréme 3.3.5. — Soient ¥, , une surface a bord de caractéristique d’Euler strictement
négative et une famille de lacets (¢;)ier de S qui définit une décomposition en pantalon de S,
on note (bg)k=1...p» une famille de lacets élémentaires homotopes a une composante conneze du
bord de S telle que toutes les composantes connexes du bord sont représentées une et une seule
fois. On note (Pj)jeJ I’ensemble des pantalons avec mémoire obtenus. Alors,

1. Les lacets (¢;)ier ne sont pas élémentaires.

2. I|=39g—3+p+bet|J|=—xgpp) =29 —2+p+b.
3. L’holonomie des c; pour i € I est hyperbolique.
4

. L’application naturelle Br(Xgp,) — g}ﬁf(P]*) est une fibration qui admet une action
j
simplement transitive préservant les fibres du groupe (R*)!.

5. On note (c;»)rzlmlj la sous-famille de (¢;)ier des l; lacets élémentaires du pantalon P; qui
sont homotopes a une composante connexe du bord du pantalon P; marqué "coupure”. On
note (b5)s=1..m; la sous-famille de (b)k=1,..» des m; lacets élémentaires du pantalon P;
qui sont homotopes a une composante connexe du bord du pantalon P; marqué "bord”.

L’application :

Br(Pr) — R x R
P (MHol(ch), T(Hol(¢5))) ooy X A(HOl(B), T(Hol(b)))s=1..m,

est une fibration dont les fibres sont homéomorphes a R?.



6. En particulier, 5(2gp,) est une variété topologique a bord de dimension 16g —16+6p+8b
homéomorphe a R9~16+6p+70 5 10 1]°,

La démonstration de ce théoréme va nécessiter plusieurs lemmes. Mais commencons plutot
par donner les étapes de la démonstration. Les deux premiers points sont des résultats classiques
de topologie des surfaces. Le troisiéme point est une conséquence du premier point et de la
proposition 3.3. Le quatriéme point est un résultat de Goldman (|Gold1]|) dont nous donnons
une démonstration au paragraphe 3.3.1 pour la commodité du lecteur. Le cinquiéme point est
le point le plus technique, I'idée vient de Goldman ([Gold1|) mais cette fois-ci, nous aurons
besoin d'un réel travail pour pouvoir utiliser ces idées, on verra cela au paragraphe 3.3.2. Le
sixieme et dernier point est une simple conséquence des points 4. et 5. et du calcul suivant.

— L’holonomie des (¢;);e; donne |I] éléments de R, soit 2(3g — 3 + p) paramétres.

— Dans le cas avec bord, les bords fournissent b éléments de R.

— Les pantalons (F;);c; donnent deux parameétres chacun, soit 2(2g — 2 + p) paramétres.

— Le recollement de deux pantalons le long d’un ¢; fournit deux paramétres, soit 2(3g —3+p)

parameétres.

— Bilan : Pespace des modules est homéomorphe a R! x R x (R2)7 x (R2)! qui est une

variété topologique a bord de dimension 2(3g —3+p)+20+2(29g—2+p)+2(39—3+p) =
16g — 16 + 8b + 6p.

Remarque 20. — Décrivons un peu la structure de §7(3,;,). L'intérieur de 5¢(3,p,) est
homéomorphe a R169-16+8+6p ] g’anit des structures pour lesquels I’holonomie des lacets ho-
motopes & une composante connexe du bord est hyperbolique.

Plus généralement, on peut décomposer 57(X,,,) en une réunion de variétés lisses (strates)
toutes homéomorphes a des boules. Et, si d < b 'espace 3¢(X,,,,) posséde 24 x Of strates de co-
dimension d. En effet, la réunion des strates de codimension d est I’ensemble des structures dont
I’holonomie de d lacets homotopes a une composante connexe du bord est quasi-hyperbolique.
Choisir une strate de dimension d, c’est donc choisir d lacets parmi les lacets (by)r=1,. » €t
ensuite pour chacun d’eux choisir si le point fixe répulsif de I’holonomie est C! ou non. Il n’y a
pas de strate de codimension d, si d > b. Enfin, on peut remarquer que ’adhérence des strates
de codimension d est I’ensemble des strates de codimension d’' > d.

3.3.1. Démonstration du quatriéme point du théoréme 3.3.5. — Le but de ce para-
graphe est de montrer le quatriéme point du théoréme 3.3.5. Commencons par rappeler quelques
propositions classiques de géométrie hyperbolique qui sont encore vrai dans pour les surfaces
projectives proprement convexes.

Proposition 3.3.6. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
convexe. Alors, tout lacet simple non élémentaire tracé sur S est librement homotope a une
géodésique simple.

Proposition 3.3.7. — Soit S une surface, on munit S d’une structure projective proprement
conveze. Soient ¢, et co deux lacets simples et non élémentaires tracés sur S, on note Ay (resp.
o) Uunique géodésique librement homotope a ¢y (resp. c3). Si ¢y est simple alors Ay est simple.
Si les lacets ¢y et co ne s’intersectent pas, alors les géodésiques \1 et Ay ne s’intersectent pas.

Les démonstrations sont identiques a celle du monde hyperbolique. On peut les trouver dans

[Gold1]| ou dans le chapitre 2.

On considére une surface S et ¢ un lacet simple et non élémentaire tracé sur S. On note S|c
la surface topologique obtenue en retirant ¢ a4 S et en ajoutant deux bords correspondants a



c. Cela est possible car S est orientable. On note (37(S5|c*) 'espace des modules des structures
projectives de volume fini sur la surface S|c tel que les holonomies des deux bords correspon-
dants a ¢ sont hyperboliques et conjuguées.

Il y a une application naturelle de ¢ : 3¢(S) — B¢(S|c*). Expliquons sa construction de
facon succinte. On considére une surface projective proprement convexe S € (f(5), elle est
donnée par un homéomorphisme de S vers le quotient d’une partie proprement convexe C de
P? par un sous-groupe discret I' de SL3(R) qui préserve C. Le lacet c est librement homotope a
une géodésique de S, on peut donc supposer que tout relevé de ¢ a C est un segment ouvert de
C dont les extrémités sont sur le bord de C. On choisit un relevé A de ¢, comme le lacet ¢ est
simple, les images de A par I' ne s’intersectent pas.

Pour construire ¢, il faut distinguer deux cas : la surface S|c est connexe ou bien la sur-
face S|c posséde deux composantes connexes. Dans le premier cas, on note C"c une composante

connexe de C— | J yA. On note I['c le stabilisateur dans I" de C On note C. le convexe obtenu en
yel’
ajoutant a C|’C les relevés de ¢ qui bordent C"c. Le couple (Cj., I'|c) fournit la structure voulue sur

S|e, celle-ci est clairement proprement convexe et elle est de volume fini d’aprés le théoréme 3.3.

Dans le second cas, on note C’1 et C’2 les composantes connexes de C — |J A qui bordent
vel

A. On note T'j, (resp. I'?) le stabilisateur dans I' de C/} (resp. C[2). On note Cj, (resp. C7) le
convexe obtenu en ajoutant a C’1 (resp. C’z) les releves de ¢ qui bordent C’1 (resp C’2) Les
couples (C\,T'}.) et (C%,T7) fourmssent la structure voulue sur S|c, celle-ci est clairement pro-

prement convexe et elle est de volume fini d’aprés le théoréme 3.3.

On peut a présent énoncer la proposition 3.3.8 dont le point 4. est une conséquence évidente.

Proposition 3.3.8. — Soient S une surface et c un lacet simple et non élémentaire de S, [’ap-
plication naturelle de @|. : Br(S) — B¢(S|c*) est une fibration qui admet une action simplement
transitive du groupe R? sur ces fibres.

Dans le paragraphe 3.3.1.1 nous allons construire cette action et dans le paragraphe 3.3.1.2
nous montrerons que cette action est simplement transitive.

3.8.1.1. Construction de ’action de R?>. — On reprend les notations du paragraphe précédent.
On sait que 'holonomie v de ¢ est hyperbolique avec pg ¢ C. On peut supposer que I’élément
~ est donné par une matrice diagonale a diagonale strictement positive et que les entrées de la
diagonale de v sont ordonnées par ordre croissant.

Soient (u,v) € R? on définit les deux matrices suivantes :

e 0 0 e’ 0 0
T = 0O 1 0 U’ = 0 e 0
0 0 e 0 0 e

La composante neutre du centralisateur de v dans SL3(R) est le groupe D isomomorphe a
R? donné par D = {T"U"|(u,v) € R?}. Nous allons définir une action de D sur §;(S) qui
préserve la fibration ¢, : 5¢(S) — B;(S|c).

On se donne deux réels u et v et on va construire une nouvelle structure projective propre-
ment convexe sur .S. On note devy la développante de S et py son holonomie. Il faut distinguer



deux cas : la surface S|c est connexe ou bien la surface S|c posséde deux composantes connexes.

On commence par le second cas car il est plus facile a visualiser. On note C! et C, les deux
1 2

composantes connexes de C — |J v\ qui bordent A\. On note I'; (resp. I'9) le stabilisateur dans
yel’
[ de C; (resp. C}). Le groupe I' est le produit amalgamé du groupe I'y et 'y le long du groupe

engendré par 7. La nouvelle holonomie p,,, est définie de la facon suivante :

— Si § € I'y alors on pose py () = po(6).

— Si § € I'y alors on pose py(6) = TU"po(6)U T,

— Cette définition n’est pas ambigué car T"U" commute avec 7.

La nouvelle développante est I'unique homéomorphisme p,, ,-équivariant qui prolonge I’appli-
cation dev,,, : C; UC, — P? suivante :

— Si z € C] alors on pose dev, ,(x) = devy(x).

— Si z € C} alors on pose dev, () = T"U"devy(x).

— L’existence et I'unicité du prolongement de dev,, a C = S est évidente.

Dans le premier cas, on note C' une composante connexe de C — |J yA. On note I" le stabili-
el
sateur dans I de C'. Enfin, on note o un élément de I" qui correspond & un chemin simple tracé

sur S|c reliant les deux bords de S|c correspondant & c. Nous allons modifier la développante
devg de S ainsi que son holonomie pg. Le groupe I' est ’'HNN-extension de I relativement a «.
La nouvelle holonomie p,, ,, est définie de la fagon suivante :

— Si § € I' alors on pose p,.,(9) = po(9).

~ On pose puu(a) = T"U”po(a).

— Cette définition ne dépend pas du choix de I’élément o car T“U" commute avec le groupe

engendré par 7.

La nouvelle développante est I'unique homéomorphisme p,, ,-équivariant qui prolonge I’appli-

cation devy | = devp|cr.

On a ainsi défini pour tout lacet simple non élémentaire ¢ tracé sur la surface projective
proprement convexe S € (3¢(S) une action du centralisateur D de Hol(c) sur S.

Comme D est isomorphe & R?, nous venons de construire pour tout lacet simple non élémen-
taire ¢ tracé sur la surface topologique S une action de R? sur 3;(S) qui préserve la fibration
@le + B(S) — B¢(S|c*). Ainsi, pour tout couple (u,v) € R?, tout lacet simple tracé sur S et
pour tout surface projective proprement convexe S € (¢(S), on notera S®Y) 1a surface pro-
jective proprement convexe de volume fini obtenue par l'action de (u,v) sur S que 'on vient
de définir. Cette action de R? sur 5;(S) est libre. En effet, il est clair que p,., # po pour tout
couple (u,v) € R? (Il suffit de distinguer les cas S|c connexe et S|c non connexe).

3.3.1.2. L’action de R? est simplement transitive. — Nous allons montrer le lemme suivant
qui conclut la démonstration de la proposition 3.3.8.

Lemme 3.3.9. — Soient S une surface, ¢ un lacet simple non élémentaire de S et S et T deux
surfaces projectives proprement convezes de 3¢(S) telles que ¢|c(S) = ¢(T), alors il existe un
unique couple (u,v) € R? tel que T = S,

Démonstration. — Comme l'action de R? sur 3;(S) est libre, il n’y a que I'existence a montrer.
On ne fait que le cas ou S|c posséde deux composantes connexes, ’autre cas est analogue. On
note C& et C% (resp. Cx et C%) les parties proprement convexes associées aux deux composantes



connexes de S (resp. 7') données par la développante de sa structure projective. On suppose
bien str que C& et Cx (resp. C% et C%) correspondent a la méme composante connexe de S|c.

L’hypothése ¢.(S) = ¢.(T) entraine que les parties proprement convexes Cg et C3 (resp. C3
et C2) sont projectivement équivalentes.

On peut supposer que ’holonomie v de ¢ pour ces 4 structures projectives est donnée par une
matrice diagonale a diagonale strictement positive, et que les entrées de la diagonale de 7 sont
rangées par ordre croissant. Les points pj, Py pg sont donc les mémes pour ces 4 structures, ils
définissent un pavage de P? par 4 triangles fermés. Deux de ces triangles bordent I’axe de v, on
les note A; et Asy. La dynamique des éléments hyperboliques montre que, quitte & renuméroter,
on peut supposer que Cs et C: (resp. C3 et C%) sont inclus dans A; (resp. Ay).

Les parties proprement convexes Ci et CI sont projectivement équivalentes. On peut donc
supposer que C& = CX. De méme, les parties proprement convexes Cz et CZ sont projectivement
équivalentes. Par conséquent, il existe une transformation projective f qui identifie CZ sur CZ.
On peut supposer que celle-ci préserve ’axe de . Par conséquent, elle doit aussi préserver le
point p) puisque c’est l'intersection des demi-tangentes (différentes de I'axe de v) a C3 et C7
aux points pf; et p,. Par conséquent, la transformation projective f fixe les points pj , Dy et
pg, c’est donc un élément du centralisateur de . De fait, ’élément f appartient au groupe D,
et la structure 7 sur la surface topologique S est obtenue par 'action de f sur S. C’est ce qu’il
fallait montrer. 0

3.3.2. Démonstration du cinquiéme point du théoréme 3.3.5. —

3.3.2.1. Les pantalons et [’objet combinatoire. — Pour éviter les confusions sur 'objet désigné
par le mot triangle, on utilisera la convention suivante : un triangle fermé est un fermé d’une
carte affine qui est l'intersection de trois demi-plans fermés en position générique. Un triangle
ouvert est l'intérieur (qui est toujours non vide) d’un triangle fermé. Un triangle épointé est un
triangle fermé sans ses sommets. Un triangle topologique est I'image d’un triangle épointé par
un homéomorphisme.

L’idée de Goldman est la suivante : nous allons associer a tout pantalon projectif proprement
convexe P un objet combinatoire, & savoir quatre triangles dont la réunion est un hexagone,
muni de trois applications projectives qui identifient certains triangles entre eux (Voir figure 1).
Le groupe I' engendré par ces trois applications est isomorphe au groupe libre a 2 générateurs. La
réunion des quatre triangles épointés et de leurs images sous I' forment un ouvert {2 proprement
convexe. Le quotient Q/r est le pantalon P.

FIGURE 1. L'hexagone



La démonstration se fait en trois parties. On commence par construire a partir d’un panta-
lon projectif proprement convexe 1’'objet combinatoire (paragraphe 3.3.2.2). Ensuite, on montre
que, si l'on part de ’objet combinatoire, alors on obtient bien un pantalon projectif proprement
convexe (paragraphe 3.3.2.3). Enfin, on calcule 'espace des modules de cet objet combinatoire
(paragraphe 3.3.2.5).

On souhaite comprendre ’espace des modules des pantalons projectifs proprement convexes
dont les classes de conjugaison des holonomies des lacets élémentaires sont fixées. On introduit

donc Pespace suivant, on se donne 41, 09,93 € SL3(R) et on pose :

( (To, Th, Ts, T3, 71,72, 73) tel que :

1.7y, Ty, Ty, Ts sont des triangles épointés et le triangle T
intersecte 17,75, T3 le long de ses 3 arétes

2. U T; est un hexagone

i=0,...,3
/ p— ’ ’ M ~ ~ 7
Q61762763 - convexe qui posseéde exactement 6 cotés
3. 7372 =1

4.9 (To) =T, 72(Ts) = Th, y3(Th) = T

[ 5. L’élément ~; est conjugué a d; dans SL3(R), pouri=1,...,3. |

L’action naturelle de SL3(IR) sur Qf 5 5 est libre et propre : on s’intéresse a I'espace quotient
Qs .62.85 = Ly,52,0/SLa(®)

Soient 01, da, 93 des éléments de SL3(R) qui sont hyperboliques, quasi-hyperboliques ou pa-
raboliques. Soit P la surface Y30, on numérote les composantes connexes du bord de P de
1 & 3. On choisit aussi une orientation de chacun des bords. On note Fj, 5,5, le pantalon a
bord obtenue a partir de P en retirant le bord 7 lorsque I’élément d; est parabolique. On notera
Bf(Ps, s5,.6,) I'espace des modules des structures projectives proprement convexes sur le pantalon
Ps, 5,5, tel que 'holonomie du lacet élémentaire orienté numeéroté i est conjuguée a J;, pour
i1=1,...,3.

Les deux prochains paragraphes sont consacrés a la démonstration de cette proposition.

Proposition 3.3.10. — Soient 61,05, 03 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ou
paraboliques de SL3(R), l'espace B (DPs, 5,6,) €st homéomorphe a Qs, s,.5,-

3.3.2.2. Construction de l’objet combinatoire. — Soit P € B¢(Ps, s,.65), nous allons découper
I'intérieur de P a 'aide de deux triangles idéaux épointés. Pour cela on utilise les dessins de la
figure 2. La figure 3 résume la construction de l'objet combinatoire.

La forme des chemins [y, 5,3 dépend de I’holonomie du bout. Nous allons montrer que 1’on
peut supposer que ces chemins sont des géodésiques simples et qu’elles ne s’intersectent pas.

Commencons par analyser ces dessins d’un point de vue topologique, on note S lintérieur
de FPj, 5,.6,. Les chemins [y, [y et [3 se relévent en des chemins sunples ll, 12 et l3 tracés sur le
revétement universel S de S. Chacun des chemins l vérifie que S — l posseéde deux compo-
santes connexes. Ces chemins et leurs images par le groupe fondamental I de S définissent une



FiGURE 3. Revétement universel d’un pantalon projectif proprement convexe



triangulation de S. Deux triangles topologiques adjacents définissent un domaine fondamental
pour 'action de I' sur S.

Nous allons montrer que chacun de ces chemins peut étre supposé géodésique. Pour simplifier
la discussion, on ne fait que le cas ol d; est parabolique et d9, d3 hyperbolique. Les autres cas se
traitent de facon analogue. On note C le revétement universel de P donné par la développante
de P. L’ensemble C est un convexe proprement convexe de P2. On note 7; (resp. 7o resp. 7v3)
les représentants de I’holonomie des lacets A; (resp. Ay resp. A3) donnés par le choix du point
base zy sur P comme sur le dessin 4. Ils vérifient la relation 37,7, = 1.

FiGURE 4

Les axes de s et 3 sont inclus dans le bord de C. L'un des relevés l; du chemin /3 converge
en —oo vers le point p,, et en +00 vers le point p7,. On peut donc supposer que le chemin ZE
est le segment ouvert d’extrémité p,, et p_, qui est inclus dans C. De la méme fagon, on peut
supposer que l: est le segment ouvert d’extrémités p>, et p__ inclus dans C et l; le segment
ouvert d’extrémités p . et p,, inclus dans C. La triangulation topologique de S peut donc étre
réalisée dans €2 I'intérieur de C par des géodésiques qui ne s’intersectent pas. On note 7 'unique
triangle épointé inclus dans C défini par les points p,,,p-, p-,. Les composantes connexes de
Q) privé des images des segments l: , l;, l; sous l'action du groupe fondamental [' de P sont des
triangles ouverts. On note T} le triangle épointé qui borde E, pourt=1,..,3.

L’action de I' sur {2 admet pour domaine fondamental la réunion de 7§ et de n’importe quel
T; pour i = 1, ..., 3. Les identifications sont données par les éléments v, v2 et 3.

La réunion des triangles épointés Ty, 17,75, T3 est un hexagone convexe car les triangles
Ty, Ty, T, T ont leurs sommets sur le bord de 'ouvert proprement convexe €. Cet hexagone
posséde six cotés car, s’il possédait deux cotés consécutifs sur la méme droite, alors la réunion
de ces deux cotés serait incluse dans le bord de C; or elle est incluse dans son intérieur puisqu’il
s’agit de relevés des chemins [y, ls, [3.

On vient donc de construire une application de 5¢(Fs, s5,.5,) vers Qs, s,.55- Le paragraphe sui-
vant a pour but de construire 'application réciproque.

La seule difficulté est de montrer que si 'on se donne un point de Qs, s, 5,, alors I'ensemble
obtenu en prenant la réunion des images des triangles épointés Ty, 17,715, T3 sous l'action du
groupe engendré par les éléments 71, 72,73 est un ouvert proprement convexe ().

3.3.2.3. Un lemme de convexité. — L’objet de ce paragraphe est de montrer la proposition
suivante :



Proposition 8.3.11. — Soient §1,07,03 € SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyper-
boliques ou paraboliques, et (To, T1, Ty, T3, 71,%2,73) € Qs,.6,.55, 0N note I' le groupe engendré
par vi,%v2,7vs et Q la réunion des triangles Ty, vT1,v15,v13 pour v € T'. L’ensemble 2 est
un ouvert proprement convexe, le groupe I' est isomorphe au groupe libre a deuxr générateurs
et le quotient /r est un pantalon projectif proprement convexe dont I’holonomie des lacets
élémentaires est conjuguée a 05,05, 05 .

Remarque 21. — C’est cette partie de la démonstration du théoréme 3.3.5 qui différe radi-
calement de la démonstration de Goldman pour le cas compact. Nous allons montrer cette
proposition "a la main", alors que dans le cas compact, Goldman réussit a utiliser un résultat
de Kozsul pour montrer cette proposition.

Pour montrer cette proposition nous allons introduire un espace abstrait X obtenu de la
fagon suivante : on considére X la réunion disjointe des triangles vTy, v11,v15, v15 pour v € I'.

On introduit une relation d’équivalence ~ sur X. Commencons par la définir sur les réunions
disjointes Tj, o I1 v, T;4 1, pour @ = 1,...,3 (les indices étant calculés modulo 3). Soient z,y €
Tivo L v;T; 11, on a x ~ y lorsque :

(r €Tipg ety € vTiy1 et y =)

Soient x,y € Xonaz~ y lorsqu’il existe un v € I' tel que yx ~ ~yy. On note p 'application

naturelle p : X — P2, elle permet de définir la notion de segment dans X.

Définition 3.3.12. — Un segment dans X est une application continue s : [0,1] — X telle
que po s : [0,1] — P? est une application injective dont l'image est un segment de longueur
strictement inférieure & 7, pour la métrique euclidienne canonique de P2,

Les sous-ensembles de X de la forme Ty, vT,v15, v1T5 pour v € I" seront appelés les cellules
de X. Leurs intérieurs seront appelés les cellules ouvertes de X.

Définition 3.3.13. — Une partie C' de X est dite conveze lorsque pour tout x,y € C, il existe
un segment d’extrémités x et y inclus dans C.

Nous allons montrer le lemme suivant :
Lemme 3.3.14. — L’ensemble X est conveze.

La démonstration de ce lemme est le coeur de la démonstration de la proposition 3.3.11. On
lui consacrera donc le paragraphe suivant. Mais commencons par montrer pourquoi ce lemme
permet de conclure. Le lemme suivant est évident.

Lemme 3.3.15. — La restriction de p a la réunion de deux cellules adjacentes est un homéo-
morphisme sur son image.

Lemme 3.3.16. — La restriction de p a toute partie convexe C de X est injective et l'image
p(C) est un convere de P?.

Démonstration. — Soient x,y € C, il existe un segment dans X d’extrémités x et y; par
conséquent I'image p(C) est un convexe de P2. Si les points x et y vérifient p(z) = p(y), alors
x = y puisque par définition un segment est une application injective. ]

Démonstration de la proposition 3.3.11. — Les lemmes 3.3.14 et 3.3.16 montrent que ’appli-
cation p est injective. De plus, c¢’est un homéomorphisme local d’aprés le lemme 3.3.15. Par
conséquent, c’est un homéomorphisme sur son image 2. L’ensemble €2 est donc un ouvert
convexe.



Le groupe I' préserve 'ouvert ). Un domaine fondamental pour cette action est la réunion
de deux cellules adjacentes. Et les identifications faites par I' montrent que le quotient est un
pantalon. Par conséquent, le groupe I' est un groupe libre a 2 générateurs. Et ['holonomie des
lacets élémentaires est conjuguées a 07, 05, 03 .

Il reste & montrer que 'ouvert €2 est proprement convexe. Si ouvert €2 n’était pas proprement
convexe alors le groupe I' préserverait un point ou une droite de P2. Nous allons montrer que les
droites et les points fixes de 7, ne sont pas préservés par v, et 3. Pour simplifier la discussion
on ne fait que le cas ou les ~; sont hyperboliques. Les autres cas sont des "dégénérescences" de
ce cas. Les droites des cotés de T, définissent un pavage en 4 triangles fermés de P2. Le point
pfyri pour ¢ = 1, ..., 3 ne peut pas appartenir au triangle fermé dont I'intersection avec le triangle
fermeé Tj est le point p-, et le coté opposé au point p_, car sinon p_. € (). Par conséquent, les
points (p7)i=1,...3 sont dans les intérieurs des triangles de ce pavage. De plus, il est facile de
voir que si ¢ # 7, alors pf{i et pj{'j ne sont pas dans le méme triangle. On note T, le triangle
ouvert avec pjl_ €T, pouri=1,..,3. Le point p?n est sur la droite tangente au bord 902 de Q
au point p_., par conséquent le point p?n appartient aussi au triangle 7’,. Ainsi, il n’y a aucun
point et aucune droite de P? qui sont fixés par les trois éléments 1, v2, Vs. O

3.3.2.4. Démonstration du lemme 3.3.14. — Les composantes connexes du bord des cellules de
X seront appelées les murs de X. Soient Cy, Cy deux cellules de X, on note C¢, ¢, = {(z,9) €
C1 x Cy| il existe un segment dans X d’extrémités = et y}. Nous allons montrer que Ce, ¢, est
ouvert et fermé dans C; x Cs. Le point difficile étant la fermeture.

Lemme 3.3.17. — C¢,.c, est ouvert dans Cy x Cy.

Démonstration. — Soit (x,y) € Ce, ¢y, il existe un segment s reliant = a y. Comme I'image d’un
segment est compact elle est incluse dans un nombre fini de cellules de X. On note (z);—;. y les
points d’intersections du segment [z, y] avec les murs de X numeérotés via la paramétrisation de
[z,y]. On pose 2" N+l

Vi de 2° (pour i = 1,..., N + 1) dans X tels que 'enveloppe convexe dans chaque cellule des
i+1)

=xzetx = y. Comme chaque cellule est convexe, il existe des voisinages

couples (Vi, Vyit1) contienne un voisinage convexe du segment [z°, inclus dans la cellule
contenant [z’, z™!]. Comme la réunion de deux cellules adjacentes est convexe, la réunion de
ces voisinages contient un voisinage convexe de [z, y]. O

On souhaite a présent montrer le lemme suivant,.
Lemme 3.3.18. — Cc¢, ¢, est fermé dans Cy x Cs.

Les lemmes 3.3.16 et 3.3.15 montrent que p est un homéomorphisme local. On peut donc
munir X de la métrique riemanienne induite par la métrique riemanienne canonique de P?. Le
complété de X pour cette distance sera noté X.

Lemme 8.3.19. — Soit (Sy)nen une suite de segments d’extrémités z, € Cy et y, € Cy, le
segment s, traverse N, murs M7, ..., My, de X ( ordonnés par la paramétrisation de s,). On
note (xi)izl,,,Nn les points d’intersection de s, avec les murs de X ( ordonnés via la paramé-
trisation de s,). Si la suite (x,)nen converge dans X et la suite (xl),en diverge dans X et
converge dans X wvers x’_, alors, si n est assez grand, la suite N, est constante égale a N, les
suites M7, ..., M} sont constantes et il existe un vy € I' et une cellule C" adjacente a Cy tels que
s, € Uy(CLUCl) et y, tend vers x!.
neN
Démonstration. — Quitte a extraire on peut supposer que les suites M{" et M sont constantes
car les cellules de X ont un nombre fini de cotés. On note C” la cellule adjacente a C et telle



que C; NC" = M7 et C” la cellule adjacente a C' et telle que C' N C” = MJ. 1l existe un
élément v € I tel que vC; = C”.

Comme 7 est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique, ’ensemble K = | J ™ (C U
neN
(") est un convexe de X (voir la figure 5).

FIGURE 5. Le cas parabolique et le cas hyperbolique ou quasi-hyperbolique

On note M?%~1 = =1 Mt et M?* = =1 M?, pour i > 1. Il est clair que si n est assez grand
alors ', € M, pour i > 1 et 2%, € M" converge vers z. . Donc la cellule Cy est de la forme
~"Cy ou 4y"C’ pour un n € N. La suite N,, est donc constante égale a un certain N et les suites
My, ..., M% sont constantes et y, tend vers x’ O

o
On peut a présent montrer le lemme 3.3.18.

Démonstration du lemme 3.3.18. — Soit (2, yn) € Ce, .0, Une suite qui converge dans C; x Cy
vers le couple (z,y). Il existe un segment s, dans X reliant x, a y,. On note (z¢);—1_n, les
points d’intersection de s,, avec les murs de X ( numérotés via la paramétrisation de s, ). Nous
allons montrer par 'absurde que les suites (z¢),cn convergent dans X.

On a deux cas a distinguer :

— Toutes les suites (2% ),en divergent. En particulier, la suite (z}),cn diverge dans X, quitte
A extraire, on peut supposer qu’elle converge dans X ; et la suite (z,),en converge dans
X.

— Tl existe un 79 = 2,..., N tel que la suite (%), cy diverge dans X mais sous-converge dans

X et la suite (z7°71),en converge dans X.

Dans le premier cas, le lemme 3.3.19 montre que la suite (y,)nen diverge, ce qui est absurde.
Dans le second cas, le lemme 3.3.19 appliqué aux segments [z?0~! y,. ] montre que la suite (¥, )nen
diverge. Ce qui est absurde. Donc, les suites (z!,),en convergent. Par conséquent, les points z et
y sont reliés par une réunion finie de segments qui vérifie de plus que sa restriction a la réunion
de deux cellules adjacentes est un segment. Ce chemin est donc un segment. O

On peut a présent montrer le lemme 3.3.14

Démonstration du lemme 3.5.14. — Les lemmes 3.3.17 et 3.3.18 montrent que si Ce, ¢, # @
alors Ce,.c, = C1 x Cy. On peut définir le graphe A dont les sommets sont les cellules de X
et deux sommets de A sont reliés si les cellules correspondantes bordent un méme mur. Une
simple récurrence sur la distance dans le graphe A a une cellule de départ Cy montre que, pour



tout n, la réunion des cellules & distance inférieure ou égale a n de Cy est une partie convexe.
On pourra remarquer que le graphe A est 'arbre infini de valence 3. 0

3.3.2.5. L’espace Qs, 5,5, €5t homéomorphe a R2. —

Proposition 3.3.20. — Soient 61,05, 03 trois éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques ou
paraboliques de SL3(R), Uespace Qs, 5,5, est homéomorphe a R

La démonstration de cette proposition est 1'objet des deux prochains paragraphes. Cette
démonstration est une légeére généralisation de celle de Goldman ([Gold1]) qui ne traite pas les
cas ol les 9; sont paraboliques ou quasi-hyperboliques.

3.3.2.5.1. Paramétrisation de [’hezagone. — On commence par introduire I'espace suivant :
( (T(], Tl, Tg,Tg) tel que . )

1.7y, Ty, T, T3 sont des triangles épointés et le triangle Tj
H = intersecte 17,75, T3 le long de ces 3 arétes

2. U T, est un hexagone
i=0,...,3

| convexe a exactement 6 coOtés )

Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur ', on note H le quotient H'/gr,®). Nous
allons montrer le lemme suivant.

Lemme 3.3.21. — L’espace H est homéomorphe ¢ R*.

Démonstration. — Les notations sont les mémes que celles de la figure 1. Commencons par
nommer les sommets du triangle Ty. On notera p; intersection de Tp, T et Ty, p, 'intersection
de T, Ty et T} et ps Vintersection de Tp, T} et Tp. On peut supposer que leurs coordonnées sont
données par :

pr = [1:0:0]
pe = [0:1:0]
Ps = [001]

On notera ¢; le sommet de T} qui n’intersecte pas Ty, ¢» le sommet de T qui n’intersecte pas
Ty et g3 le sommet de T qui n'intersecte pas 7.

g1 = [—1 . bl . Cl]
G2 = [CLQ c—1: Cg]
q3 = [a3 . bg : —1]

Ou, les quantités by, c1, as, c2, as, b sont strictement positives. Le stabilisateur de pq, po, p3
dans SL3(R) est le groupe D des matrices diagonales a diagonale strictement positive. On
considére 1’élément g donné par la matrice suivante :

g:

S O >
ox® O
R O O

Ou, les quantités A, p, v sont strictement positives. L’action de g sur H' fixe les points
(pi)i=1....3. Son action sur les points (g;);—1_3 s’écrit de la fagon suivante :



FIGURE 6
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L bg = ng

On notera p; le birapport des 4 droites concourantes en p; définies par les triangles T¢, 17, Ts, T5.
On a:

p1 = b
P2 = a3
ps = azby
L’hexagone |J 7T; est convexe qui posséde exactement six cotés si et seulement si pour tout

i=0,...,3
1=1,...,3, p; > 1. On définit en plus les quantités suivantes qui sont D-invariantes :

o1 = &2[)301

09 = a3b102
Elles vérifient : 0109 = p1pops. C'est ce qu’il fallait montrer. On a méme le lemme plus précis
suivant. ]
Lemme 3.3.22. — Il existe des applications continues py, pa2, p3, 01,02 de 'espace 'H vers R

telles que Uapplication (p1, pa, p3, 01, 02) : H — I est un homéomorphisme, ou.Z = {(p1, p2, p3, 01,
02) € R®| p1, pa, p3 > 1, 01,00 > 0, 0109 = p1paps}

3.3.2.5.2. Paramétrisation des éléments ;. — Nous allons avoir besoin du lemme suivant.

Lemme 8.8.28. — Soient T et T deux triangles ouverts disjoints de P? qui ont un sommet p
en commun et un élément v de SL3(R) qui fize p, tel que T = T'. Si le spectre de v est réel
positif alors v est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique.

Démonstration. — 1l suffit de montrer que 7 ne peut pas étre conjugué a I’'une des deux matrices
suivantes :

a 0 0 1 10
A= 0 a 0 B={010
0 0 a2 0 01



Ficure 7. Toutes les situations possibles si v est conjugué a A ou B

ou a > 1.

Il est facile de voir que I'image de tout triangle ouvert 7" par un élément conjugué a 'une de
ces deux matrices qui fixe un sommet de 7" est un triangle 7" tel que l'intersection T'NT" est
non vide. O

On peut a présent montrer la proposition suivante :

Proposition 3.3.24. — Il existe des applications continues p1, pa, p3, 01, O, K1, 41, V1, K2, [42, Vo,
K3, s, V3 de lespace Qg s, 5, vers R telles que Uapplication (py, pa, p3, 01, 02, K1, f1, V1, Ka, fi2, Va,
K3, 3, V3) : Ds,.00.85 — € est un homéomorphisme, ot

4 14 - )
(,0171027P370'170'27517M17V17527M27V27KJ37M37V3) eR tel que .

p1,p2,p3 > 1, 01,00 >0
K1, b1, V1, K2, fa, Va, K3, i3, V3 > 0

£ L.oy0y = p1paps3
2. K1 = KallaVo = K3z = 1
3. K1z = Kalzjly = KaViply = 1

4. ki = MN9;), pouri=1,...,3.

(5. — i+ vi(pi — 1) =7(8), pouri=1,..,3. )

Démonstration. — On se donne (Ty, Ty, T, T3) € H et on cherche v; (resp. v, resp. v3) conju-
guée a 01 (resp. dy resp. 03) telle que 1 (Ty) = T3, Yo(T3) = T1, v3(Th) = T» et tel que y379y; = 1.
Nous allons avoir besoin de travailler dans R? plutot que dans P2. On notera e; un relevé de p;
et f; un relevé de ¢;, pour i = 1, ..., 3. On peut supposer que l'on a :

€1 = (17070) fl = (_17b1761)
€ = (07170) f? = (a27_1702)
€3 (07071) f3 = (a?nb?n_l)



11 existe donc des réels ky, i1, V1, Ko, o, Vo, K3, i3, V3 > 0 tels que :

Yi(e1) = kier Yae2) = kaoey Y3(e3) = kses
n(f2) = es Y2(f3) = paes (f1) = pser
T(es) = vifs Yler) = wfi (e2) = vaf

On peut donc écrire les matrices de 71, y2, 73 dans la base (eq, e, e3) :

K1 UViCaG3 + Ki1Go V143 %) 0 —Ula03
Moo= 0 wvicgbs — 1 vibs Yo = vob1 K2 1azby + Kabs
0 —Ul1C2 —11 VoCy 0 VaasCy — M2

vsbiag — i3 v3ay 0
V3 = —13b; —v3 0
I/3b1€2 + KR3C1 V3Cy K3

On peut calculer le déterminant de v, ¥, y3, on trouve :

det(y1) = kipuivy, det(y2) = rapate, det(ys) = Kapzvs
De plus, il est clair que le produit 3797y, vérifie :

737271(61) = (H1V2,M3) €1, 737271(f2) = (52V3M1) f2, 737271(63) = (H3V1,u2) €3

Il vient que le produit y3y2y; vérifie v3voy; = 1 si et seulement si k1vopu3 = Kozt = K3l iy =
1.

Il reste & comprendre la condition "+; est conjuguée a 9;" pour ¢ = 1,...,3. Nous allons
montrer que ’élément v; est conjugué a §; pour i = 1,...,3 si et seulement si kK; = A(J;) et
—; +vi(p; — 1) = 7(4;) pour i =1, ..., 3.

Supposons que k; = \(0;) et —u; + v;(p; — 1) = 7(0;) pour ¢ = 1, ..., 3. Alors un calcul facile
montre que le spectre de ~; est réel positif. Par conséquent, le lemme 3.3.23 montre que 7;
est hyperbolique ou quasi-hyperbolique ou parabolique. La proposition 3.3.11 montre que les
éléments 71, 72 et 3 préservent un ouvert proprement convexe. La proposition 3.2.6 montre
que l’élément ~; est conjugué a 1’élément §; pour ¢ = 1,...,3 puisque A(v;) = k; = A(0;) et
T(v) = —pi +vi(pi — 1) = 7(;).

Supposons & présent que ; est conjuguée a §; pour i = 1, ..., 3 alors clairement A(7;) = k; =
A6;) et 7(vi) = —pi +vi(pi — 1) = 7(5;) pour i = 1,..., 3. O

Démonstration de la proposition 3.3.20. — La proposition 3.3.24 montre qu’il ne reste plus
qu’a montrer que £ est homéomorphe a R%. On pose \; = A\(§;) et 7; = 7(;), pour i=1,...,3. On
commence par résoudre les équations (2.), (3.), (4.), elles forment un systéme de 6 équations
qui se rameéne facilement a un systéme d’équations linéaire de rang 5, on obtient :

— _ A _ A -1
R1 = )\1 M1 = AliQS vV = Aliss

_ _ A1

= ,\2,\1 Ky = Ag H2 =1/ 3,555
A2 _ A1 —1

\/ )\3>\1 Vs = >\3>\28 - )\3

Avec un paramétre s qui vérifie s > 0. On peut a présent résoudre les équations (5.), on
obtient pour 7 =1...3 :

i+ Tty aas Aidise Ao
e R I B Y Ay PR LYY
Gi Qi1 -1 Ai+1 Ait1

AiNit2



Pour finir, il faut résoudre (1.), on obtient :

alztpget@:%

Avec un paramétre t qui vérifie £ > 0. O

La proposition 3.3.10 montre que [f(Ps, 5,5,) est homéomorphe a Qy, 5,5, 00 a donc le
corollaire suivant :

Corollaire 3.3.25. — Soient 61, 2,03 € SL3(R) des éléments hyperboliques, quasi-hyperboliques
ou paraboliques alors Uespace B;(Ps, 5,5,) est homéomorphe a R

Ceci conclut la démonstration du cinquiéme point du théoréme 3.3.5 et par conséquent sa
démonstration aussi.

3.4. Composantes connexes d’espace de représentations
3.4.1. Préliminaires. —

3.4.1.1. Le cas compact. — Le but de cette partie est de montrer que les structures projectives
proprement convexes sont en fait des objets trés naturels. Précisons notre pensée en donnant le
théoréme suivant qui montre que les structures projectives proprement convexes sur les surfaces
compacts sont des objets naturels.

Théoréme 3.4.1 (Koszul-Choi-Goldman). — L’espace des modules des structures projec-
tives proprement convexes sur une surface compacte S est une composante conneze de [’espace
des représentations, 4 conjugaison pres, du groupe fondamental de S dans SL3(R).

L’ouverture de I’espace des modules des structures projectives proprement convexes sur une
surface compacte a été démontrée par Koszul dans [Kos|. Choi et Goldman ont montré dans
[ChGo| que cet espace est fermé. Goldman a montré dans [Gold1| que cet espace est connexe.

3.4.1.2. Espaces de représentations. — Nous allons montrer un résultat analogue dans le cas
non compact. Comme le groupe fondamental d’une surface de type fini non compacte est un
groupe libre, on ne peut pas espérer avoir ce genre de résultat en prenant l'ensemble des
représentations en entier.

FIGURE 8

Pour avoir une présentation du groupe fondamental de la surface 3, ,, on se donne un point
base xo de ¥,, et on peut choisir 2g + p lacets (a;)i=1.. g, (bi)i=1..4 €t (¢;)j=1., comme sur la
figure 8, de cet fagon les lacets (a;)i=1. 4 et (b;)i=1. 4, font le tour des anses de 3, ,, alors que les



lacets (¢;)j=1., font le tour des pointes de ¥, ,, ainsi, le groupe fondamental m(3,,) de £,
admet alors la présentation :

m(Bgp) =< A1, ..., Gg, by, ..., by, €1, .0y ¢p | [ar, b1] -+ - [ag, byler -+, =1>
Dans la suite du texte on suppose que p est un entier supérieur ou égal a 1. Le groupe fon-
damental m(3,,) de X,, est alors un groupe libre & 2g + p — 1 générateurs. Les lacets élé-
mentaires (& orientation prés) de X, , sont donnés par les éléments (¢;)j=1,. , de m(3,,), on
gardera cette notation tout au long du texte.
Le lemme suivant qui est trés classique sera utile.

Lemme 38.4.2. — Soit P = {~ € SL3(R) | v est parabolique}, I’ensemble P des éléments para-
boliques de SL3(R) est une sous-variété de SL3(R) de dimension 6.

Démonstration. — Commengons par remarquer que P = {y € SL3(R)|(y —1)> = 0 et (y —
1)2 # 0}. L’ensemble P est donc un ouvert de Zariski du fermé de Zariski {y € SL3(R)| (v —
1)3 = 0}. Par conséquent P est une variété algébrique. Le groupe SL3(R) agit par conjugaison
sur P et cette action est transitive. Il vient que P est une variété algébrique lisse. Le stabilisateur
Stab de la matrice :

110
g=1 011 ]eP
001
est le groupe :
1 a b
Stab = 01 a a,beR
0 0 1
L’ensemble P est donc une sous-variété de SL3(R) de dimension 8-2—6. O

On considére les quatre espaces suivants :
H = SLg(R)**
Hp = SLs(R)* x Pr

(Ay,..., Ay, By, ..., By, C4,...,C,) € H|Le  groupe  engendré  par
Hm = (A1, ..., Ay, By, ..., By, Cy,..., C})

est irréductible

(Ay,..., Ay, By, ..., By, C4,...,C,) € Hp | Le  groupe  engendré  par

HE = (Ay,..., Ay, By, ..., By, C1,..., Cp)
est irréductible

Ces espaces sont des sous-variétés. Pour le premier, ce fait est évident. Pour le second, le

iwrr

lemme 3.4.2 rend ce fait évident. L’espace H"" (resp. Hi") est un ouvert de H (resp. Hp) par
conséquent c’est une variété.

On défini sur H Papplication différentiable R : H — SL3(R) donné par :

R:(ai,..., ag, by, ..., by, c1,..., ¢p) = [a1, by - - - [ag, byler - - - ¢

L’image réciproque de {1} par R dans H s’identifie naturellement avec I’espace des représen-
tations du groupe fondamental de 3, ,, dans SL3(R). L’identification est obtenue par I’évaluation
d’une représentation p : m(X,,) — SL3(R) sur les éléments aq, ..., a4, b1, ..., by, c1, ..., Cp.



On dira qu’une représentation de X, , dans SL3(R) conserve les paraboliques lorsque 'image
des lacets (c;);=1., est parabolique.

Bien entendu, I'image réciproque de {1} par R dans Hp (resp. H"" resp. H5") s’identifie
naturellement avec l'espace des représentations qui conservent les paraboliques (resp. irréduc-
tibles resp. irréductibles et qui conservent les paraboliques) du groupe fondamental de X, .

On notera H omiﬁr = R‘;}m{l} I’ensemble des représentations irréductibles du groupe fonda-
P

mental de X, , dans SL3(IR) qui conservent les paraboliques.

Goldman a montré le lemme suivant grace au calcul de Fox dans [Gold3].

Lemme 3.4.3. — L’application R : Hp — SL3(R) donné par :

R:(ay,..., ag, by, ..., by, c1, ..., ¢p) = [a, by - - - [ag, byler - - - ¢

est une application différentiable dont le rang au point (aq, ..., a4, by, ..., by, c1,..., ¢p) est égale
a la codimension du centralisateur du groupe engendré par a, ..., a4, b1, ..., by, c1, ..., ¢, dans

SLy(R).

Corollaire 8.4.4. — L’espace Hom'5" est une variété de dimension 16g + 6p — 8.

Démonstration. — Le lemme 3.4.2 montre l'espace Hp est une variété de dimension 8 x2g+6 X p.
Le sous-ensemble H}I’" de Hp est un ouvert et donc une sous-variété de Hp de méme dimension.
Le lemme 3.4.3 montre que le sous-ensemble Hom’" = R‘;}m{l} est une sous-variété de Hp"
P

de dimension 8 X 294+ 6 X p —8 = 169 + 6p — 8. O
On peut trouver une démonstration de Goldman de la proposition suivante dans [Gold1].
Proposition 3.4.5. — Le groupe SL3(R) agit proprement et librement sur ’espace H'™.
Le corollaire suivant est a présent clair.

Corollaire 3.4.6. — Le quotient RY" = Hom'S" /s1,w) est une variété de dimension 16g —
16 + 6p.

On s’intéresse a 'espace suivant :

p est fidéle et discrete,

p:m(3g,) — SLs(R) | p préserve un ouvert proprement convexe €2,
Vj=1,..,p, p(c;) est parabolique,
Qp/ p(m1(,,)) €St homéomorphe a la surface X .

L’holonomie d’une structure projective proprement convexe fournit une application de
Br(Bgp) = Bop = By ,/sLsm)- Cette application est un homéomorphisme. En effet, il est clair
qu’elle est continue et le corollaire 2.7.13 montre qu’elle est injective. La surjectivité n’est
pas complétement évidente. En effet, l'identification ¢ : X,, — Q,/,(x (z,,) fournit une
représentation p’ de m(%,,) vers SL3(R) qui préserve 'ouvert ,. Mais, I"automorphisme
ptop : m(E,,) — m(X,,) n'a aucune raison d’étre intérieur. Le théoréme de Nielsen
montre que quitte & composer ¢ a la source par un homéomorphisme on peut supposer que
ptop:im(E,,) — m(X,,) est intérieur.



De plus, la proposition 2.4.1 du chapitre deux montre que §,, C R%". Le théoréme sui-
vant montre que les structures projectives proprement convexe de volume fini sont des objets
naturels.

Théoreme 3.4.7. — L’ensemble [3,, est une composante conneze de R%".

La démonstration de ce théoréme se déroule en deux parties. On commence par montrer que
Byp est un fermé de R%". Ensuite, comme la topologie de f3,, est connue nous utiliserons le
théoréme d’invariance du domaine pour montrer que j,, est un ouvert de R}

3.4.2. Fermeture de /6;71,. — Nous consacrons cette partie a la démonstration de la ferme-
ture. Cet exposé est inspiré de l'article [ChGo| qui traite le cas compact. Leur démonstration
contient beaucoup d’idées mais ne gére pas le cas non compact.

Proposition 3.4.8. — L’espace (3, est un fermé de Hom(mi(X,,), SL3(R)).

3.4.2.1. Lemmes préliminaires. — On aura besoin du lemme suivant di & Goldman et Millson
|GoMi| :

Lemme 3.4.9 (Goldman-Millson). — Soient I' un groupe de type fini n’admettant pas de
sous-groupe distingué nilpotent infini et G un groupe de Lie, alors [’ensemble des morphismes
fidéles et discrets de I vers G est fermé dans l’ensemble des morphismes de I' vers G.

On rappelle le lemme suivant que I'on a énoncé au début de ce texte.

Lemme 38.4.10. — Soit Q un ouvert proprement convexe et v € Aut(Q) d’ordre infini alors
Tr(v) = 3.
Lemme 3.4.11. — Soit p une représentation fidéle et discréte d’un groupe libre non abélien '

dans SL3(R), si p n'est pas irréductible alors il existe un v € I tel que Tr(~y) < 1.

Démonstration. — Supposons que la représentation p n’est pas irréductible alors il existe une
droite D ou un plan II préservé par p. On note G le stabilisateur dans SL3(R) de cette droite
ou de ce plan. Le groupe G est de I'une des deux formes suivantes :

¥ k% * 0 0
0 * =* ou % ok %
0 * = ¥k ok

Dans les deux cas, on a un morphisme ¢ : G — SLy(R) tel que pour tout v € [G,G]
on a Tr(y) = 14 Tr(e(7y)). Le sous-groupe p([I',T']) de SL3(R) est un sous-groupe libre et
discret d’un conjugué du groupe spécial affine de R? ou (R?)*. Par conséquent, la représentation
pop: ' — SLy(R) restreinte a [[', '] est fidele et discréte. Le groupe ¢ o p([I',I']) est donc
un sous-groupe libre non abélien et discret de SLy(R). Le lemme 3.4.12 qui suit conclut la
démonstration. O

Ce lemme est démontré dans [ChGol|.

Lemme 8.4.12. — Tout groupe libre non abélien et discret de SLy(R) posseéde des éléments
dont la trace est strictement négative.

Le lemme suivant est aussi démontré dans [ChGo].



Lemme 38.4.13. — Soient (X,d) un espace métrique compact et une suite (V,)nen d’homéo-
morphismes uniformément lipschitziens de X, on suppose que pour tout n € N, [’élément ~,
préserve un fermé F,. On suppose que les fermés F,, convergent vers un fermé F de X pour la
topologie de Hausdorff. Enfin, on suppose que la suite (7,)nen converge uniformément vers un
homéomorphisme v de X. Alors, v préserve F.

Démonstration. — Soit y € F', il faut montrer que yy € F. On se donne un réel € > 0.
La suite (7,)nen converge uniformément vers «y, par conséquent il existe N; € N tel que :

Vn > Ni, Vo € X, d(ynz, ya) < %

Les homéomorphismes (v, )nen sont uniformément lipschitziens, par conséquent, il existe un
C > 0 tel que :

Vn €N, Vo, y € X, d(v,x, vay) < Cd(z,y)

La suite F;, converge pour la topologie de Hausdorff vers le fermé F' par conséquent, il existe
une suite y, € F), telle que y,, converge vers y. Il existe donc Ny € N tel que :

€
Y No, d(y,, —
On a donc :

d(vy, wyn) < Ay, wy) + Ay, Yayn)
< s+C0Cp=c¢
Dés que n est supérieur a Ny et No. La suite (7,yn)nen de points de F,, converge donc vers vy.
Le point vy est donc dans F'. O

3.4.2.2. Preuve de la fermeture. —

Lemme 3.4.14. — L’ensemble des représentations discretes, fidéles, irréductibles et qui pré-
servent un ouvert proprement convexe d’un groupe libre I' non abélien dans SLz(R) est fermé
dans lespace des représentations de I' dans SL3(R).

Démonstration. — Soit une suite p, de représentations de I' qui converge vers une représenta-
tion po, de I'. Le lemme 3.4.9 montre que po, est fidele et discréte.

Commencons par montrer que la représentation p., est irréductible. Le lemme 3.4.10 montre
que pour tout v € I' et tout n € N on a Tr(p,(v)) = 3. Par conséquent, comme la trace est
une fonction continue, on a pour tout v € I', Tr(ps(7y)) = 3. Le lemme 3.4.11 montre que la
représentation p., est irréductible.

Montrons a présent que p., préserve un ouvert proprement convexe {2.,. Pour tout n, la
représentation p, préserve un ouvert {2, proprement convexe de P?. On considére la 2-sphére
euclidienne S? et on note 7 : S?> — P? le revétement universel canonique de P2. L’ouvert
771(Q,,) posséde deux composantes connexes. On note 2/, 1'une d’elles.

On munit S? de la topologie de Hausdorff via sa métrique euclidienne canonique, I’ensemble
des compacts de S? forment un espace compact. Et, ’ensemble des fermés convexes de S? est un
fermé de cet espace. On peut donc supposer, quitte a extraire, que la suite des fermés convexes
Tm converge vers un fermé convexe C,, de S%

Pour tout élément v € I', la suite des p,(7) est uniformémént lipschitzienne puisque cette
suite est convergente dans SL3(R). Le lemme 3.4.13 montre que C,, est p-invariant. On a
quatre possibilités pour le convexe fermé C, :

— Le convexe C, est proprement convexe et d’intérieur non vide,



— Le convexe C, est un segment,
— Le convexe C, est un point,
— Le convexe C,, n’est pas proprement convexe.

On va montrer que seul le premier cas est possible. Pour cela remarquons que dans les
trois autres cas il existe une droite D de R3 ou un plan I de R® qui est invariant sous ps. Par
conséquent dans ces trois cas, la représentation p,, n’est pas irréductible. Ce qui est absurde. [

Pour montrer la proposition 3.4.8. Il ne nous reste plus qu’a montrer que le quotient S, =
Qoo/poo(m(gg’p)) est homéomorphe a ¥ ,. C’est le point ou la démonstration difféere du cas
compact, en effet dans le cas compact le groupe fondamental caractérise la topologie de la
surface.

Démonstration de la proposition 3.4.8. — Soit une suite p, € 3 , de représentations qui converge
vers une représentation p.,. Le lemme 3.4.14 montre que p, est fidéle, discréte, irréductible et
préserve un ouvert proprement convexe {2,

Pour cela, on se donne une trlangulamon idéale 7 de la surface topologlque S = Egp Le
relévement de 7 fournit une triangulation T de la surface topologique S. On note dev, : S — €,
la développante associée a p,.

Comme la développante dev,, est un homéomorphisme sur un ouvert proprement convexe et
I’holonomie de tous les bouts de la surface S, = O/, (x(s,,)) est parabolique, I'image par
dev,, de tout relevé du bord d’un triangle topologique de T converge en +00 (resp.—o0) vers
un point de 02, qui est fixé par un élément parabolique de I',,. Ainsi, si A est un coté d’un
des triangles de la triangulation 7, on notera A, =|dev, (\)(—00), dev, (X)(+00)[. De plus, les
images par dev, de deux relevés quelconques A, A qui bordent le méme triangle de T ont
la méme limite en +00 ou bien —oo. On a donc construit, pour tout n € N, grace a T une
trlangulamon idéale et géodesique ’T de l'ouvert ,, préservé par p,(I"). Si T désigne un triangle
de T alors on notera T le triangle correspondant dans la triangulation ﬁ de 'ouvert €2,,. Nous
allons montrer que la suite de triangulation (ﬁ)neN sous-converge vers une triangulation idéale
et géodésique de (), préservée par p(I).

La suite des ouverts proprement convexes {2, converge vers l’ouvert proprement convexe {2,
Pour tout triangle topologique 7; de 7', on fixe un relevé de T;. Soit ig = 1, . ., N, on se donne A
un des 3 cotés du triangle 7T;, C S. Nous allons montrer que, quitte a extraire, la suite (\,)nen
converge vers un segment non trivial de (2. Il est évident, que quitte a extraire, la suite des
segments fermés (\,),en converge vers un segment de Cl.. Mais il n’est pas clair que ce segment
n’est pas réduit a un point. Nous allons montrer que cette possibilité est absurde.

Supposons qu’il existe un segment X tel que la suite de segment ), converge vers un point
Poo d de 09 Qultte a extraire, on peut alors supposer que I’'une des deux composantes connexes
Smmt de la surface S — \ vérifie que, pour tout triangle T de la triangulation ’T si T est inclus
dans Smmt alors T converge vers le point pe.

Pour tout ¢ = 1,..., N, 'orbite sous I' du triangle topologique i C S intersecte 'ouvert
5/’;0/@-,5. Par conséquent, pour tout triangle topologique T de 7 la suite (ﬁ)neN converge vers un
point de 0€),.. On considére le triangle topologique T qui bordent \ et qui n’est pas contenu
dans 5/’,:0/” La suite (ﬁ)neN converge vers un point, et ce point est p,, puisque le segment \,
converge vers le point ps.

Pour montrer que ce raisonnement entraine que, pour tout triangle topologique T de notre
triangulation T la suite (Tn)neN converge vers le point p.,, on peut introduire le graphe dual G
de la triangulation 7 sur S. En faisant une récurrence sur la distance de graphe d’un triangle
topologique T de la triangulation T a f’, on obtient facilement le résultat.



Par conséquent, comme la représentation p., est la limite des représentations p,,, on a que ps
fixe le point pso, ce qui est absurde puisque cette représentation est irréductible. On vient donc
de montrer que pour tout = 1, ..., NV, et pour tout coté A du triangle ﬁ C g:Lla géodésique A, de
Q,, converge vers une géodésique de €),. Par conséquent, la triangulation (7,,),cn sous-converge
vers une triangulation de €., préservée par p..(I'). La surface Sy, est donc homéomorphe a la
surface X, . O

3.4.3. Conclusion. — On est a présent en mesure de montrer le théoréme 3.4.7. Pour cela,
on rappelle le théoréme de 'invariance du domaine du & Brouwer.

Théoréme 3.4.15 (Brouwer, invariance du domaine). — Soient M, N deux variétés de
méme dimension et v : M — N une injection continue. Si M est connezxe et l'image de i est
fermée alors i est un homéomorphisme de M wvers une composante connexe de N.

Démonstration du théoreme 3.4.7. — L’application naturelle de 3, , vers R};" est une injection
continue. La proposition 3.4.8 montre que son image est fermée par conséquent le théoréme

3.4.15 conclut la démonstration. O



BIBLIOGRAPHIE

[And] E.M. Andreev. On convex polyhedra in Lobacevskii spaces. Math. USSR Sbornik, (1970)
10 : p 413-440.

|[Bear| Alan F. Beardon. The Geometry of Discrete Groups. Springer-Verlag, 1983.

[Benol| Yves Benoist. Convezes hyperpoliques et quasiisométries. Geometriae Dedicata 122
(2006) p.109-134.

|[Beno2| Yves Benoist. Convezes divisibles IV. Invent. Math. 164 (2006) p.249-278.

[Beno3| Yves Benoist. Sous-groupes discrets des groupes de Lie. 1997 European Summer School
in Group Theory, Luminy July 7-18.

[Beno4| Yves Benoist. Convezes hyperboliques et fonctions quasisymétriques. Publ. Math. THES
97 (2003) p.181-237

[Benob| Yves Benoist. Automorphismes des cones convezes. Invent. Math. 141 (2000) p.149-193.

|[Beno6| Yves Benoist. Convexes Divisibles III. Annales Scientifiques de I'ENS 38 (2005) p.
793-832.

[Beno7] Yves Benoist. Five lectures in semisimple Lie groups, Lecture one. Ecole d’été a Gre-
noble 2004.

[Beno8| Yves Benoist. Convezes Divisibles I, Duke Math. Journ. 120 (2003) p97-120.

[Beno9| Yves Benoist. Convezes Divisibles I, in Algebraic groups and arithmetic, Tata Inst.
Fund. Res. Stud. Math. 17 (2004) p.339-374.

[Ben| Jean-Paul Benzécri. Sur les variétés localement affines et localement projectives. Bulletin
de la Société Mathématique de France, 88 (1960), p.229-332.

[Bor| Armand Borel. Compact Clifford-Klein forms of symmetric spaces. Topology 2 (1963)
p.111-122.

[BBI| Dimitri Burago, Yuri Burago et Sergei Ivanov. A course in metric geometry. Gte S in M,
33, AMS (2001).

[Bou| Nicolas Bourbaki. Groupes et algébres de Lie, Chapitres 4, 5 et 6.

|Choi| Suhyoung Choi. Convezr decompositions of real projective surfaces. I : Admissible de-
compositions. J. Differential Geom. 40 (1994), 239-283.

[Choi2| Suhyoung Choi. The deformation spaces of projective structures on 3-dimensional Coxe-
ter Orbifolds, Geometriae Dedicata 119 (Vol 1) (2006) p 69-90.



[ChGo| Suhyoung Choi, William Goldman. Convez real projective structures on closed surfaces
are closed. Proc. Am. Math. Soc. 118 (1993) p.657-661.

[CVV1] Bruno Colbois, Constantin Vernicos et Patrick Verovic. L’aire des triangles idéauz en
géométrie de Hilbert. L’enseignement mathématique, 50 203-237 (2004).

|CVV2| Bruno Colbois, Constantin Vernicos et Patrick Verovic. Area of ideal triangles and
Gromov Hyperbolicity in Hilbert Geometry. lllinois Journal of Math., A paraitre.

|[FoGo| V.V. Fock, A.B. Goncharov. Moduli spaces of convex projective structures on surfaces.
To appear in Advances in Math.

|Gold1] William Goldman. Convez real projective structures on compact surfaces. J. Differential
Geom. 31 (1990), 791-845.

|Gold2] William Goldman. Projective geometry on manifolds. Lecture notes given at the Uni-
versity of Maryland in the Spring semester of 1988.

[Gold3] William Goldman. The symplectic nature of fundamental groups of surfaces. Advances
in Mathematics 54, 200-225 (1984).

[GoMi| William Goldman, John Millson. Local rigidity of discrete groups acting on complex
hyperbolic space. Invent. Math. 88 (1987), 495-520.

[Kim| Inkang Kim. Rigidity and deformation spaces of strictly convex real projective structures
on compact manifolds, Journal. Diff. Geo. 58 (2001) p.189-218.

[JL] Jaejeong Lee. Convex fundamental domains for properly convex real projective structures.
preprint.

[JoMil| D. Johnson et John Millson. Deformation spaces associated to compact hyperbolic ma-
nifolds. Discrete groups in Geometry and Analysis, Progr. Math 67, Birkhaiiser, Boston,
1984, 48-106.

[JG| Jirgen Richter-Gebert. Realization spaces of polytopes Number 1643 in Lecture notes in
mathematics. 1996.

|[KaV] Victor Kac et Ernest Borisovich Vinberg. Quasi-homogeneous cones. Math. Notes 1
(1967) p.231-235.

|Kos| J.L.Koszul. Déformation des connezions localement plates. Ann. Inst. Fourier 18 (1968)
p.103-114.

|Kapo| Misha Kapovich. Convex projective structures on Gromouv-Thurston manifolds. Geome-
try and Topology, Vol. 11 (2007) p. 1777-1830.

|[Lab| Frangois Labourie. Flat Projective Structures on Surfaces and Cubic Holomorphic Diffe-
rentials. Pure and Applied Mathematics Quaterly 3, 1057-1099 (2007).

[Loftl] John Loftin. Affine Spheres and Convex RPn-Manifolds. Amer. J. Math. 123, 255-274
(2001).

[Loft2] John Loftin. The Compactification of the Moduli Space of Convexr RP2 Surfaces 1. J.
Differential Geom. Volume 68, Number 2 (2004), 223-276.

[Rich| I. Richards. On the Classification of noncompact surfaces. Trans. Amer. Math. Soc. 106
(1963) 259-269.

[RHD| Roland K. W. Roeder John H. Hubbard and William D. Dunbar. Andreev’s theorem on
hyperbolic polyhedra. Les Annales de U'Institut Fourier, 57(3) :825-882, 2007.



[Vey| Jacques Vey. Sur les automorphismes affines des ouverts convezes saillants. Anna Scuola
Normale Superiore di Pisa, 24 (1970), p. 641-665.

[Vin] Ernest Borisovich Vinberg. The theory of conver homogeneous cones. Trans. Amer. Math.
Soc. 12 (1963) p. 340-403.

[Vin2] Ernest Borisovich Vinberg. The structure group of automorphisms of a homogeneous
conveze cone. Trans. Amer. Math. Soc. , 13 (1965) pp. 63-93.

[Vin3] Ernest Borisovich Vinberg. Discrete linear groups generated by reflections. Math, USSR,
Izvestija 5 (1971) p 1083-1119.



