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Résumé

Dans cette these, on étudie liens étroits qui existent entre les valeurs zéta multiples (MZV) et
la géométrie des espaces de modules de courbes en genre 0. En particulier, on y montre comment
les deux produits de mélanges (shuffle et stuffle) des MZV refletent le comportement de certaines
applications d’oubli entre espaces de modules courbes. Un des objectifs de mon travail a été de
comprendre comment ces produits de mélanges existent dans le cadre des motifs de Tate mixtes
attachés aux espaces de modules de courbes.

On rappellera, dans un premier temps, les définitions et les propriétés des deux produits de
mélange. Ensuite, on fera le lien avec la géométrie des espaces de modules de courbes Mg ;3.
Puis, apres quelques rappels sur les motifs encadrés, on montrera comment effectuer le passage aux
motifs de Tate mixtes pour le produit shuffle dans le cadre des MZV motiviques de Goncharov et
Manin sur Mg 43 [GMO4].

Enfin, le dernier chapitre est consacré au stuffle motivique. Apres avoir adapté un théoreme
de Y. Hu [HuO3] sur les successions d’éclatements a la situation des motifs de Tate mixtes, on
construira une famille de variétés, X,,. A partir de 13, on définira une nouvelles versions des MZV
motiviques (/™M (k, s). Pour parvenir a cette construction, on étudiera, entre autres, l'intersec-
tion d’hypersurfaces particulieres dans A" et la structure de Hodge mixte de certains groupes de
cohomologie relative.

On obtient alors une forme de relation stuffle pour les motifs de Tate mixtes encadrés ¢/™M(k, id )
dont on déduit les relations de stuffle pour les MZV motiviques de Goncharov et Manin.

Mots-clefs

valeurs zéta multiples - MZV - double mélange - shuffle - stuffle - espaces de modules de courbes
- motifs - motifs de Tate mixtes - Structures de Hodge mixtes - éclatements - suites d’éclatements




Mixed Tate motives and blow-ups sequences :
application to the multiple zeta values

Abstract

In this thesis, I study the close links between multiple zeta values (MZVs) and the geometry of
moduli spaces of curves in genus zero. It is shown how the properties of forgetful maps between
moduli spaces of curves lead to the double shuffle relations for MZVs (shuffle and stuffle). The main
result of this work shows that these double shuffle relations hold for the motivic MZVs attached to
the moduli space of curves defined by Goncharov and Manin in [GMO04].

First, we recall basic definitions and properties of MZVs. Then, we show how those properties
are linked to the geometry of the moduli spaces of curves My ,43. The next step, after a review
of framed mixed motives, is to obtain shuflle relations for the framed mixed motives defined by
Goncharov and Manin, which are attached to both MZVs and moduli spaces of curves.

The last chapter is devoted to the problem of the motivic stuffle. There, we adapt a theorem
from Y. Hu [Hu03] about successive blow-ups to the situation of mixed Tate motives and then
build a family of varieties X,,. After some considerations on intersections of specific hypersurfaces
in A" and on the mixed Hodge structure of some relative cohomology groups, this family makes it
possible to construct a new version of motivic MZVs, ¢/™M(k, s).

Using the geometry of the X, and these new motivic MZVs, it is easy to deduce motivic stuffle
relations for the ¢f 7""M(k, s), which lead, by comparison with the moduli spaces of curves, to the
motivic stuffle relations for the motivic MZVs defined by Goncharov and Manin.

Keywords

multiplezeta values - MZV - double shuffle - stuffle - moduli space of curves - mixed Tate motives
- blow-up - blow-ups sequences - mixted Hodge structures
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Valeurs zéta multiples

Les valeurs zéta multiples (MZV) sont des nombres réels généralisant les valeurs de la fonction
¢ de Riemann aux entiers supérieurs ou égaux a 2. Elles sont définies pour tout p-uplet d’entiers
strictement positifs k = (k1,...,kp) avec ki > 2 par

(i, k)= >

k1 kp*
ni>..>np>0 M1 =+ Np

L’une des multiples questions concernant ces nombres est de savoir si ce sont des nombres irration-
nels, voir transcendants. Euler a, par exemple, prouvé que les nombres ((2n) sont des multiples
rationnels de 72" et des travaux relativement récents de messieurs Apéry et Rivoal montrent que
certaines valeurs de la forme ((2n + 1) sont irrationnelles. Si I'on conjecture que toutes les valeurs
zéta multiples sont des nombres transcendants, il ne semble pas exister de piste permettant de
pouvoir répondre par ’affirmative prochainement. Plus que I’étude individuelle de chacun de ces
nombres, ’étude de la structure globale de I’ensemble des valeurs zéta multiples permet d’énoncer
des conjectures impliquant en particulier la conjecture de la transcendance.

Notons Z ’espace vectoriel sur Q engendré par 1 et la famille de nombres réels formée par les
valeurs zéta multiples. Si I'on multiplie deux valeurs zéta multiples on obtient une combinaison
linéaire d’autres valeurs zéta multiples mais celle-ci n’est pas unique. Elle dépend du choix d’un
produit particulier entre valeurs zéta multiples.

Un des deux produits usuels est le stuffle ou produit de mélange contractant et la décomposition
du produit ((k)((1) en somme de valeurs zéta multiples s’obtient par la multiplication des deux
séries correspondantes (Cf. section

ckcm = > <o) (1.1)

cest(k,])

L’autre produit usuel est le shuffle ou produit de mélange, il a été mis en évidence par M. Kont-
sevitch en utilisant une représentation a l'aide d’intégrales des valeurs zéta multiples (Cf. section

2.2)
M= > (o). (1.2)
oesh(k,1)

C’est aussi une conséquence de la représentation des valeurs zéta multiples en termes d’inté-
grales itérées (Cf. [CheT73]), plus particulierement de la formule pour la composition des chemins
([Che73|[prop. 1.5.1]).
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Le produit shuffle fait de Z une algebre.
Définition 1.1.1. La longueur d’un p-uplet d’entiers (ki,. .., kp) est p et son poids est k1+- - - +kp.

Les deux différents produits, shuffle et stuffle, respectent le poids et s’ils donnent deux ex-
pressions différentes, ces deux expressions sont égales au nombre réel produit des deux valeurs
zéta multiples. On appelle cette famille de relations entre valeurs zéta multiples les relations de
double mélange. En effet, il est bien connu que deux combinaisons linéaires de valeurs zéta mul-
tiples peuvent donner le méme nombre réel, par exemple Euler a prouvé que ((3) = ((2,1).

1.2 Régularisations

Gréace aux travaux de messieurs Ecalle et Zagier ainsi qu’aux apports d’autres mathématiciens,
entre autres messieurs Boutet de Monvel, Thara, Kancko (Cf. [IKZ06] ou [Rac02]), il est possible
d’étendre la définition des valeurs zéta multiples pour des uplets (kq, ..., k,) avec k; = 1. On parle
de valeurs zéta multiples régularisées par opposition aux valeurs zéta multiples convergentes pour
lesquelles nécessairement on a k1 > 2. Il n’est cependant pas possible de donner une définition
de valeurs zéta multiples régularisées qui satisfasse les relations et sans les conditions
k1,11 > 2 mais on peut définir deux régularisations différentes (. (k) (satisfaisant sans la
restriction k1,101 > 2) et (i (k) (satisfaisant sans la restriction k1,1 > 2).

Hoffman, dans [Hof00], motivé par ces valeurs régularisées, donne une nouvelle famille de rela-
tions ne faisant intervenir que des valeurs zéta multiples convergentes :

0=¢ ZJ—ZO’,

oesh((1),1) cest((1),)

ou ((—) est considéré comme linéaire par rapport aux sommes. Une des principales conjectures
concernant les valeurs zéta multiples est la suivante.

Conjecture 1.2.1. Toutes les relations algébriques entre valeurs zéta multiples convergentes sont
engendrées par celles de double mélange et les relations d’Hoffman.

Cette conjecture peut se traduire comme une conjecture sur la structure de ’algebre Z qui
serait engendrée par des symboles formels Z(ki,...k,) (ki = 2) modulo les seules relations de
double mélange et Hoffman.

L’étude de structures formelles associées aux valeurs zéta multiples est une approche générale
afin de mieux comprendre la structure de Z. Plus précisément, soit X, X7 et Y7, Y5, ... des indé-
terminées non-commutatives. On note Yz, . x,) le monome Yy, --- Yy, . Pour toute Q-algebre A, on

plonge l'algébre de séries formelles A((Y3,Ya...)) dans A((Xo, X1)) en envoyant Y; sur X' X, et
on note Iy la projection de A((Xp, X1)) sur A((Xp, X1))X; annulant les mots se terminant par
Xo. L’algebre A((Y1,...)) est munie d'un coproduit ¢, défini sur les générateurs par

7j—1
AY)=Y;@1+) YieY i+11Y.
=1

De méme, I’algebre A((Xo, X1)) est munie d’un coproduit Ay, défini a partir des formules

A (Xo) = A (X0)®1+1®A]_H (X()) et A (X1>:A]_H (X1)®1—|-1®AH_[ (Xl)
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A chaque uplet k& = 0,...,0,1,...,0,...,0,1) commencant par 0 et finissant par 1, on associe
la valeur zéta multiple (k1, ..., k,) ou k; — 1 est le nombre de zéro entre le (i — 1)-éme et le i-éme 1
de k. La régularisation shuffle, évoquée ci-dessus, permet d’associer une valeur zéta multiple (y; (k)
a chaque k = (g, ...,21) avec g; € {0,1}. On définit alors les séries

D, =) Gk)Yi et Py =) (w (k)X - X
k 2

La premiére somme s’étendant sur tous les uplets d’entiers k = (k1, ..., kp) avec k; > 1 et la seconde
sur tous les uplets de la forme k = (g5, ...,1) (g; € {0,1}), p et n étant arbitrairement grands.

On trouve dans la these de Racinet [Rac02], une traduction des relations et (étendues
aux valeurs régularisées (. (k) et (i (k)) sous la forme suivante

De plus, il formalise la relation, découverte indépendamment par Ecalle et Zagier, entre les deux
régularisations par la formule suivante

®, = exp (i(—l)"C(nn)Yl") Iy (P ).
n=2

De fagon générale, pour une série & de A((Xo, X1)) on note < @y |XJ ' X7 > le coefficient de
XSL_IX 1 dans ®;;; et on associe a ®y; la série ¢, définie par

> < O [XJIX >
(I)*:exp<Z(—1)n ”1’73 L2y ) Hy (@ ).

n=2
Racinet étudie les relations formelles de double mélange. Le résultat principal de sa these assure

que l'ensemble des séries &y = > opapXe, --- Xe, de A((Xo, X1)) sans termes en X, X1, XoXi,
satisfaisant

forme un groupe pour la multiplication donnant le crochet de Poisson (ou crochet d’Thara) dans
I’algebre de Lie associée.

Ce résultat permet de munir d’une structure de coalgebre de Lie ’espace vectoriel N FZ engen-
dré formellement sur Q par les symboles Zy; (k) pour tous les uplets de la forme k = (e,,..., 1)
(e; €4{0,1}) (p et n étant arbitrairement grands), modulo les relations suivantes :

= X pesh(f) Zm () = 0 (la définition précise de sh(k,1) est donnée en section ,

— Zm (0) = Zi (1) = Zi (0,1) =0, B

— pour tout uplet d’entiers k = (ki1,...,k,) on associe un uplet k = (gy,...,€1) de 0 et de 1

comme précédemment. Si k contient au moins un 0 alors on pose Z.(k) = Zy (k), sinon

n fois n—1 fois
Zi(1,...,1) = Zw (0,...,0,1).
n

On impose alors la relation 3, cq 1) Z«(0) = 0 (la définition précise de st(k,1) est donnée
en section .
De plus, Goncharov, dans [Gon05|, donne de fagon explicite le cocrochet qui est donc dual au
crochet de Poisson, qui fait, d’aprés Racinet, du dual de N FZ une algebre de Lie.
Introduisons maintenant une autre conjecture concernant la structure de Z qui donne une des-
cription conjecturale de Z plus explicite que la précédente. On note Z,, ’espace vectoriel engendré
par les valeurs zéta multiples de poids n.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Conjecture 1.2.2 (Conjecture de la dimension). L’algébre Z est une algebre de Hopf graduée
Z2=0, 2.

Modulo les constantes et les produits, cette algébre donne une coalgébre de Lie N'Z dont la
structure du dual N'ZV est simple, & savoir

NZY ~ Qlea] ® L(es, es, e, .. .)

ou le facteur de droite est ’algebre de Lie libre engendrée par un générateur en chaque rang impair
supérieur ou égal a 3, es commutant avec les eg; 1.
En particulier, en notant (dj)ren la suite d’entiers vérifiant la relation de récurrence suivante

do=1, d1 =0, da=1, et dy=dr o+ dks3,
on déduit de la structure conjecturale de N'Z que pour tout entier k,
dim(2) = dy.

On conjecture de plus que les algebres de Lie N'Z et N FZ sont isomorphes, on aurait donc
conjecturalement les isomorphismes suivants

NFZY ~ NZV ~Qles] @ L(es, e5,e7,...).

1.3 Motifs de Tate mixtes

La théorie des motifs de Tate mixtes a permis de montrer que les dj sont une borne supérieure
pour dim(Zy). Plus précisément, dans [DGO5| est définie la catégorie M7 M(Z) des motifs de Tate
mixtes non ramifiés au-dessus de Z et Goncharov dans [Gon0I] conjecture que toutes les périodes
des motifs de Tate mixtes non ramifiés sur Z sont des combinaisons rationnelles des valeurs zéta
multiples. Il est démontré dans [Gon01] que la catégorie M7 M(Z) est une catégorie tannakienne de
groupe fondamental G, XUpn 7 r1(z), O Uni7 Aq(z) €St un groupe unipotent d’algebre de Lie associée
isomorphe & ’algebre de Lie L(T_3,T_5, .. .) libre avec un générateur en chaque degré impair < —3,
facteur de droite de I’algébre de Lie de la conjecture précédente ; on notera U(L(T-3,T—5,...)) son
algebre enveloppante.

Afin d’étudier plus spécifiquement les périodes, Goncharov réintroduit dans [Gon02] 1’algebre
de Hopf MTM/'"(Z) des motifs de Tate mixtes encadrés (déja présents dans [BGSVI0]) non
ramifiés sur Z. En effet, pour une catégorie tannakienne de Tate mixte M, de groupe fondamental
Gy, xU avec U unipotent, Goncharov, dans [Gon01] et [Gon05l, Cf. appendice], construit I’algebre de
Hopf M7 des objets encadrés dont les éléments sont des classes d’équivalence de triplets [M,v, f]
(v € Hom(Q(—n), Gro, M) et f € Hom(Q(0), Grg MV)). Il y démontre aussi que cette algébre de
Hopf est isomorphe au dual gradué de ’algébre enveloppante de 1'algeébre de Lie associée a U. Dans
le cas de la catégorie MT M(Z), I’algebre de Hopf MT M/7(Z) est ainsi isomorphe au dual gradué
de U(L<T_3, T_5, .. ))

A partir d’une version motivique du groupe fondamental unipotent de P!\ {0,1, 00} construite
dans [DGO5, [Gon01], Goncharov obtient une sous-algebre de Hopf MT/\/lf&OA(Z) de MTMI™(2)
qui se surjecte sur ’algebre des valeurs zéta multiples. De la, on peut voir les espaces de valeurs
zéta multiples Z,, comme des sous-quotients des parties graduées de Q[T?] @ U(L(T_3,T_5,...))".
Goncharov obtient directement de ces arguments le théoréme suivant, théoréme obtenu de fagon
indépendante par T. Terasoma dans [Ter02] en utilisant des suites d’éclatements et des structures
motiviques proches des motifs de Tate mixtes encadrés.
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Théoréme 1.3.1 ([GonOI]). Pour tout k, on a dim(Zy) < dg, les nombres dj, étant ceuz de la

conjecture

Dans son étude des valeurs zéta multiples motiviques, Goncharov parvient dans [Gon02] a
établir qu’elles vérifient des relations de double mélange motivique relevant les relations usuelles.
Dans un premier temps il traite des polylogarithmes multiples qui semblent sur P!\ {0,1, 00} plus
faciles a aborder que les valeurs zéta multiples. En effet, la représention intégrale de ces dernieres
présente des singularités qui deviennent problématiques lors des constructions géométriques, alors
que d’un point de vue analytique cette difficulté est trés simplement contournée. Afin d’obtenir les
relations de double mélange pour les valeurs zéta multiples, Goncharov est obligé d’avoir recours
a des techniques sophistiquées comme des points bases tangentiels motiviques [DGO05] ou bien le
théoréme de spécialisation [Gon02] obtenant a la fin le résultat comme conséquence de résultats
sur les variations de structures de Hodge mixtes. Ce recours au théoreme de spécialisation et aux
variations de structures de Hodge mixtes lui permet de plus d’obtenir des relations de double
mélange motiviques correspondant aux relations de double mélange étendues aux valeurs zéta
multiples régularisées.

D’autre part, Furusho, dans ses travaux récents [Fur08], montre que la relation de pentagone
introduite par Drinfeld dans [Dri92], implique les relations de double mélange. Plus précisément,
en notant UB5 la A-algebre engendrée par les symboles X;; avec les relations X;; = 0, X;; = X,
>-; Xij = 0 pour tout j et [X;;, Xiy] dés que {4, j}N{k, I} = 0, Furusho montre qu’une série formelle
Dy, élément de A((Xo, X)) satisfaisant A(Py; ) = Py @ Py et

Ouyp (X12, X23)Prur (X34, Xu5)Pru (X1, X12)Prnr (X3, X34)Pryr (Xu5, X51) =1 X;; € UBs

satisfait aussi la relation
A*(q)*) - (I)* & (I)*,

la série @, s’obtenant & partir de ®;;; comme précédemment.

Sachant que les valeurs zéta multiples satisfont une relation de pentagone motivique, une autre
approche aux relations de double mélange motiviques serait de mettre ensemble plusieurs résultats
de la littérature qui permettraient d’adapter le résultat récent de Furusho a la situation motivique.
Un tel argument, toutefois, ne mettrait pas en lumiére le réle joué par la géométrie des espaces
de modules de courbes en genre zero dans la théorie des valeurs zéta multiples motiviques, un des
buts principaux de cette these.

1.4 Meélange contractant et éclatements; le cas des mots conver-
geants

Dans une approche complétement nouvelle messieurs Goncharov et Manin, dans [GM04], donnent
une définition des valeurs zéta multiples motiviques, éléments de MT M7" (Z), ne faisant appel qu’a
des constructions géométriques simples, basées sur l’espace des modules de courbes de genre 0 &
n + 3 points marqués, Mo 3. A travers ce point de vue, Pespace des modules apparait comme
le lieu géométrique naturel pour situer ’étude des valeurs zéta multiples. A un p-uplet d’entiers k
avec k1 > 2 et ki +--- 4+ k, = n, ils associent une forme différentielle sur Mg 43, wy, satisfaisant
en particulier

(k)= [pn Wi,

ou ®,, désigne la cellule standard sur Mg ,,43. Ils obtiennent alors le théoreme suivant.
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Théoréme ([GM04][Théoreme 4.1 et équation (14)]). Soit k un p-uplet d’entiers avec k1 > 2, Ag
le diviseur des singularités de la forme différentielle wy et B, la cloture de Zariski du bord de ®,,.
1l existe un motif de Tate mixte encadré

[ (Monrs \ i Bi%): [ (9]

dont la période vaut (k) ; la notation YX désignant de facon générale l'intersection Y \ (Y N X).

Ils montrent en fait un résultat beaucoup plus fort en donnant un « contrdle » des extensions
qui apparaissent dans le motif de Tate mixte

H"(Monrs \ Ax; B2x).

Cependant, les auteurs ne montrent pas que les valeurs zéta multiples motiviques ainsi définies
vérifient les relations de double mélange, se référant plutét aux travaux antérieurs de Goncharov
(IGon02]), remarquant au détour d’une phrase que la construction sur My, 43 est équivalente aux
précédentes, ce qui n’est pas forcément évident.

Une des idées qui ont dirigé ce travail est donc d’obtenir les relations de double mélange pour
les valeurs zéta multiples sur Mg ;43 de [GM04] par une méthode qui soit la plus directe possible et
qui découle le plus possible de la géométrie des espaces de modules de courbes. En effet, la relation
de shuffle (Cf. proposition est une conséquence immédiate du comportement d’applications
d’oubli, Mo nimys — Monts X Momas.

La relation de stuffle s’avere cependant plus délicate. Des méthodes, bien connues, de P. Cartier
ainsi que de A. B. Goncharov, permettent de donner une représentation par des intégrales sur
des cubes réels du produit stuffle et donc d’aborder ces relations d’un point de vue géométrique.
Bien qu’il soit possible de relever ces techniques aux espaces de modules de courbes en utilisant
un choix judicieux d’applications d’oubli comme I’a remarqué F. Brown dans [Bro06], il n’est pas
possible d’en conclure, comme pour le produit shuffle, une version motivique du produit stuffle.
En effet, il s’agit sur R” comme sur ’espace des modules de décomposer un produit de fonctions
en une somme de fonctions (décomposition de Cartier, Cf. proposition et certains termes de
cette décomposition ont des singularités qui intersectent le bord du domaine d’intégration, dans R"
comme sur I’espace de modules de courbes.

Tant que l'on s’en tient a intégrer, ces singularités peuvent étre facilement traitées ou en invo-
quant la théorie de I'intégration des fonctions positives ou en effectuant certaines permutations des
variables a différentes étapes de la décomposition qui permettent de ne pas avoir & s’en préoccuper.
Cela n’est plus possible dans le cadre des valeurs zéta multiples motiviques sur Mg 3, les permu-
tations des variables par exemple n’étant alors plus licites car ne donnant pas de morphisme global
sur l'espace des modules de courbes. On est contraint de résoudre ces singularités au préalable en
utilisant des successions d’éclatements.

L’exemple de ((2), bien que simple, illustre le lien entre suppression des singularités et éclate-
ments, 1'éventuel probleme en (0,0) lorsque 'on écrit ((2) sous la forme [y, .4, % étant
résolu ou bien par un passage en coordonnées polaires, ce qui revient géométriquement a remplacer
ce point par I'’ensemble des directions normales a ce point, ou bien par le changement de variables
x1 = tg, xowy = t1, qui correspond bien a éclater le point origine dans le plan. Dans le cas de {(n),
la résolution des singularités le long des sous-variétés (0,...,0,¢;,...,t,) correspond a la succession
d’éclatements suivant : l'origine, la droite t; = --- =t,_1 =0, leplan t; = --- = t,,_9 = 0, et
ainsi de suite. On percoit ici un exemple de la philosophie générale qui consiste, pour résoudre
une (des) singularité(s), a éclater les strates du lieu singulier par ordre croissant de dimension. Ce
type de successions d’éclatements & la « MacPherson-Procesi » a été introduit dans [FM94] puis
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dans [DCP95] et généralisé par messieurs MacPherson et Procesi aux stratifications coniques dans
IMP9S].

Dans ce travail nous adaptons tout d’abord un théoréme de Hu ([Hu03]) au contexte des motifs
de Tate mixtes. Il s’agit d’obtenir, a I'aide de ces successions d’éclatements, une variété de Tate et
un diviseur & croisements normaux donnant une stratification par des sous-variétés de Tate a partir
d’une variété stratifiée. En appliquant ce résultat a une famille particuliére de diviseurs dans A",
nous construisons une famille de variétés X,, n > 2 au moyen desquelles est définie une version
alternative des valeurs zéta multiples motiviques. Nous montrons ensuite I’équivalence entre cette
version et celle de Goncharov et Manin et de 1a, nous déduisons les relations de double mélange en
utilisant la géométrie propre des espaces X,, comme énoncé dans la proposition suivante.

Proposition. 1. La proposition donne une égalité de motifs de Tate mixtes encadrés,
relation de shuffle pour les valeurs zéta multiples motiviques

[H" (Mogrs \ Aic Bi* ) s loads (@] - [H™ (Mognrs \ Ai B!) s wn]s (]| =

[H"+m (Mo,n+m+3 \ Ag; B;?ﬁ;m) i wols [¢>n+mﬂ :
oesh([1,n],[n+1,n+m])

2. La proposition donne une égalité de motifs de Tate mixtes encadrés, relation de shuffle
pour les valeurs zéta multiples motiviques

[Hn (m \ Ax; B;?“) 5 [wils [‘I’nﬂ : [Hm (MO,m+3 \ Ap; B’r{r‘zl) ; [wil; [‘I’m]] =

Z [Hn+m (Mo,n+m+3 \Aa§ B;?-T-m) ; [wa]? [(I)nerﬂ .
oest(k,])

Afin de prouver ces deux égalités entre motifs de Tate mixtes encadrés, c’est-a-dire cette équiva-
lence entre motifs de Tate mixtes encadrés au sens de Goncharov, nous proceéderons de la maniére
suivante. Dans le second chapitre de ce travail, on rappellera les définitions des deux produits de
mélange ainsi que leurs propriétés ; le cas de la représentation intégrale du produit stuffle, représen-
tation cubique des valeurs zéta multiples, sera particulierement détaillé afin d’expliciter ’ensemble
des calculs liés a la décomposition de Cartier. Dans le troiseme chapitre, on verra comment relever
ces manipulations d’intégrales sur les espaces de modules de courbes My ,43. Dans le chapitre
suivant, trés court, suite a quelques rappels sur les motifs encadrés, on montrera comment effec-
tuer le passage aux motifs de Tate mixtes pour le produit shuffle dans le cadre des valeurs zéta
multiples motiviques de Goncharov et Manin sur Mg ,,43.

Enfin, le dernier chapitre est consacré au stuffle motivique. Apres avoir adapté un théoréme
général de Y. Hu [Hu03] sur les successions d’éclatements a la situation des motifs de Tate mixtes,
on construira la famille d’exemples explicites, X,, pour n > 2 entier. Si cet exemple a retenu notre
attention, c’est qu’il permet de définir de nouvelles versions des valeurs zéta multiples motiviques
¢t 7""M(k, s). Pour cela il nous faut d’abord définir pour chaque p-uplet d’entiers (avec k1 > 2 et
ki + -+ ky, = n) et chaque permutation de [1,n] une forme différentielle & péles logarithmiques
sur X, satisfaisant

C@z&ﬁ

out C,, désigne la préimage de 10, 1[™ dans X,.
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Théoréme (Théoremel5.4.1)). Soitk = (k1,...,kp) un uplet d’entiers avec k1 > 2 et ki+...+k, =
n et s une permutation de [1,n]. On note Aj le diviseur des singularités de la forme différentielle
wy. et By la cloture de Zariski du bord de C',. On a alors un motif de Tate mixte

~

H" (X, \ Af; Bo*),
la période du motif de Tate mizte n-encadré
(I M(k,5) = [H (X0 \ AR Bo®); [wil, G

est égale a C(ki, ..., ky).

Effectuer la décomposition de Cartier sur les espaces X, est alors relativement aisé grace a
la facon dont ces espaces sont construits. En effet, 'expression de cette décomposition utilise sur
I’espace de modules de courbes des coordonnées locales qui proviennent d’une premiére suite d’écla-
tements de (P')". Localement, c’est-a-dire en utilisant ces coordonnées, on perd la symétrie des
espaces de modules de courbes; la construction des espaces X,, permet, en un sens, de rétablir
une symétrie par rapport aux coordonnées locales de la situation précédente. On obtient alors une
forme de relation stuffle pour les motifs de Tate mixtes encadrés (/™M (k,id) (Cf. équation (5.13))

CfT.M(‘Fvih e ip|F/7j1a o ]q) = Z Cfr‘M(O', ld)
oest(k,])

On donne ensuite une proposition montrant que ces valeurs zéta multiples motiviques sont
équivalentes a celle définies par Goncharov et Manin.

Proposition (Proposition [5.4.5).

Soit a = (aq,...,ap) un b-uplet d’entiers avec a; > 2 et a; + ---+ ap = n. On a une égalité de
motifs de Tate mixtes encadrés

M (a,id) = [H (Monrs \ Ao; Bil*) s [wal, (0]

ot on note Ay pour OMo i3 \ B.

On obtient dans le méme mouvement un résultat analogue pour un motif de Tate mixte encadré
du type

{H”*m (m\ Ay, Bfim> s lwk Awil, [q)nerﬂ

et son avatar défini a partir de ’espace X, 41m.

Comme les motifs de Tate mixtes encadrés (/™M (k, id ), analogues des valeurs zéta multiples mo-
tiviques définies sur My 13, vérifient une forme de produit de stuffle (équation ), on obtient
en utilisant la proposition précédente le produit stuffle motivique pour les valeurs zéta multiples de
Goncharov et Manin.



Chapitre 2

Représentation intégrale des relations
de double mélange

2.1 Les relations de stuffle par les séries

Dorénavant, et sauf mention explicite du contraire, tous les uplets d’entiers considérés sont des
uplets d’entiers strictement positifs.

Le produit de mélange contractant ou stuffle d'un p-uplet d’entiers k = (ki,...,kp) et d'un
g-uplet d’entiers 1 = (ly,...,l;) est défini de maniére récursive par la formule

Ksl=(k* (1, ... lg-1)) - lg+ ((k1, ... kp_1) %1) - k,
(ks 1) % (I ge1)) - (Rp 4+ 1g) (2.1)

et kx () = () *k = k. Ici + est une somme formelle, A - a est la concaténation de 'entier a a la fin
de l'uplet A et - est linéaire en A.

Soit k et 1 deux uplets d’entiers. On écrira st(k,1) pour désigner I’ensemble des termes de la
somme formelle k % 1 dont tous les coefficients seraient égaux a 1, un tel élément sera représenté
par o € st(k,1) et peut étre identifié avec une unique application surjective f : [1,p + ¢] — [1,A]
tel que

f)<...<f(p) et flp+1)<...<flp+q).

Le uplet o est alors égal au uplet (cy,...,cp), les entiers ¢; étant définis par la formule

ks +1i—p si f71(i) = {s,t} avecs<t,
ci =1 kg si f71(i) = {s}  avec s <p,
li—p si f71i4)={t} avect>p.

Exemple 2.1.1. On a par exemple
(n) * (m) = (n,m) + (m,n) + (n+m),
() * (v,w) = (u,v,w) + (v,u,w) + (v,w,u) + (v + v, w) + (v,u + w).
Pour calculer la valeur du produit de deux valeurs zéta multiples ((k) et (1), on découpe le
domaine de sommation du produit ¢(k)((1)
{0<n <...<np}x{0<m <...<mygy}

en tous les domaines qui préservent I'ordre strict des n; ainsi que celui des m; et en tous les domaines
de bord ot I'un des n; est égal a I'un des m;. On obtient alors la proposition classique suivante qui
donne les relations de stuffle (2.2)), relations quadratiques entre valeurs zéta multiples.
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Proposition 2.1.2. Soit k = (ki,...,kp) et 1 = (l1,...,l;) deux uplets d’entiers avec ki,l; > 2.
On a alors

<<k><(l>=( > M)( > hl,q)z > o) (@)

ni>..>np>0"M1 =" Np m1>..>mg>0 Ty« * Mg oest(k,l)

2.2 La relation de shuffle par les intégrales

On associe au uplet d’entiers k = (k1, ..., kp), de poids n = ki + - - - + kp, le n-uplet

k=(0,...,0,1,...,0,...,0,1) = (gn,...,€1) (2.3)
—— ——
k1—1 fois kp—1 fois

et la forme différentielle introduite par Kontsevich

dt dt
LI N N
t1 —e1 tn—En

wk = wg = (=1)P (2.4)

En posant A, = {0 < t; < ... < t, < 1}, le calcul direct de l'intégrale donne, pour k tel que

kl = 27
¢(k) :/A o

Le produit de mélange ou shuffle d'un n-uplet (ey, ..., e,) = e;-€ et d'un m-uplet (f1,..., fm) =
f1- f est défini de manieére récursive par la formule

(e1,--ven) W (f1,- .o fn) = €1~ (€M (fi- f)) + fi- ((ex &) 1 f) (2.5)

et e 11T () = () 11l e = e. Ici, comme précédemment, + est une somme formelle, b - B est la concaté-
nation de I’élément b au début du uplet B et - est linéaire en B.

Soit k et 1 deux uplets d’entiers comme ci-dessus. On écrira sh(k, ) pour désigner I'ensemble des
termes de la somme formelle k 111 1 dont tous les coefficients seraient égaux a 1. Un tel élément sera
représenté par o € sh(k,[) et peut étre identifié avec une unique permutation & de {1,...,n + m}
telle que 6(1) < ... < a(n)et 5(n+1) < ... < &(n+m). La permutation & sera simplement notée
o lorsque le contexte ne prétera pas a confusion. On notera avec un indice o tout objet dépendant
naturellement d’un terme d’un produit shuffle o € sh(k, ).

Exemple 2.2.1. On a par exemple
XY m1 AB=XYAB+ XAYB+ XABY + AXYB + AXBY + ABXY.

La proposition classique suivante donne les relations de stuffle (2.2)), relations quadratiques
entre valeurs zéta multiples.

Proposition 2.2.2. Soitk = (k1,...,kp) et1=(l1,...,l;) avec k1, l1 > 2. On a

/An wk/Am‘*fl: Z ; /An+m Wer- (2.6)

ocsh(k,l
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Démonstration. Soit n = ki + ... + k, et m = l1 + ... +1;. On calcule alors

/ / (/ dtq dtn> (/ dtni1 dtn+m>
Ap Am Ap 1— t1 iy Am 1-— tn—l—l tn+m

Aty dty dtpi1 dinem

Al—1t tn 1 — tn-i—l tn-‘,—m

L’ensemble A = {0 < t; < ... <tp, <1} x {0 < tp41 < ... < tyym < 1} peut étre, & une union
finie A¢ de sous-ensembles de codimension 1 prés, découpé en une union de simplexes

A= H A, HAC avec A, = {0 < to(1) <to2) < - <lo(ntm) < 1},
oesh([1,n],[n+1,n+m])

ou [a, b] représente la suite ordonnée des entiers de a a b.
L’intégrale sur A est la somme des intégrales sur chaque simplexe A,. D’autre part 'intégrale
sur I'un de ces simplexes est, en renumérotant les variables, égale a I’'un des termes de la somme

Z / W - ]

77 A’ﬂ m
oesh(k,l) "~

2.3 Intégrales et relations de stuffle

On explique ici des idées, déja présentes chez Goncharov [Gon02] et dans la theése de Francis
Brown [Bro06], qui permettent d’exprimer les relations de stuffle (2.2)) en termes d’intégrales.

2.3.0.1 Un exemple simple

Pour ((2) = fAz % ld_t;/l, le changement de variables to = x1 et t; = x129 donne

dr; x1dzo dzy1dxs
o= [ Gmomen _ [ dndn
012 71 1 — 2122 0,12 1 —x122

Ce changement de variables, qui en dimension 2 correspond a ’éclatement de 'origine (0,0) dans
le plan, correspond en dimension n a une succession d’éclatements et s’écrit

tn =T, tn,1 = T1x2, ..., tl = T1...Tp. (27)

On écrira d™x pour dxq - - - dx, ou n est le nombre de variables que I’on intégre. En utilisant le
changement de variable (2.7)) pour n =4 on trouve

d*z r1xod*x
o= T ceo-
) 0,14 1 — x1207324 (22 0,14 (1 —z122)(1 — v1222374)

et
d*z.

e = [ o 1

[0,1]% (1 — :Elxg) (1 — :1:3.564)

Pour toutes variables a et 8 on a 1’égalité suivante

1 B o J6] 1
0-o(-5) (-o-—ap)  (0-H1_fa)  1-ap (2:8)

qui sera la clé des calculs de cette section.
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En posant o« = x129 et = x3xy, la formule (2.8]) donne apres intégration du membre de gauche

@c@) = |

_l’_
[0,1]4 ((1 —x1m2)(1 — x1xox3wy) (1 — w3my)(1 — 232421 22)

1
)
1-— L1X2X3T4

Tr1X9 Tr3x4

On retrouve ainsi la relation de stuffle
€(2)¢(2) = €(2,2) +((2,2) +¢(4).

2.3.0.2 Cas général

Nous allons ici montrer comment la décomposition de Cartier permet d’exprimer toutes
les relations de stuffle a I’aide d’intégrales comme dans I’exemple ci-dessus.

Soit k = (k1,...,kp) et 1 = (I1,...,l;) deux uplets d’entiers avec ki, {; > 2. Comme précédem-
ment, si un objet dépend naturellement d’un terme o € st(k,1), il sera noté avec o en indice.

Définition 2.3.1. Soit k = (ki, ..., k) comme précédemment et n = ki+- - -+k,. On note Tk, ks
ou plus simplement fy, la fonction de n variables définie sur [0, 1]™ par

1 Ty Ty

S, an) = fryk, (@150, 20) T

L1 Thy+ky o T T tkp
V=21 @k photks 1= 1 Thoy o,

Proposition 2.3.2 (Représentation cubique des MZV). Pour tout p-uplet d’entiers (ki, ..., k,) de
poids n, avec k1 = 2, on a

Clhrs o hy) = /[0 o T (1 )" (2.9)

Démonstration. Soit wy la forme différentielle associée au p-uplet (k1,...,kp) avec n = kyj+---+kp,
telle que ((k1,...,kp) = [o Wk
En appliquant le changement de variables (2.7) a wy, on observe que pour chaque terme

1
L1 Tn—itl

. . N . o dt;_
de la forme %, le facteur tl fait apparaitre un terme qui se simplifie avec ==L =
£ 1

@y ip1dTa_ ) -
T =ik 18n—i+2 - (Cela démontre la proposition. O

Afin de déduire les relations de stuffle du calcul d’intégrales et des fonctions Tk, ky, ON aUTa
besoin des notations suivantes.

Notation 2.3.3. Soit k un uplet d’entiers (kq,...,kp) et n = k1 +---+kp. On se donne n variables

Ty ees Ty
1 — f’ogr tout uplet a = (ay,...,a,), on écrira [[a pour le produit
[Ta=a;1---a,.
— Le uplet (z1,...,z,) est noté x. On pose de plus
x(k,1) = (x1,...,2k,)
ainsi que

X(kv Z) = ($k1+"'+ki71+17 s 7‘rk1+"'+ki)7

de telle sorte que x est la concaténation des uplets x(k, 1) - - - x(k, p).
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— Afin d’alléger les calculs, on utilise x(k, < i) pour désigner le uplet (x1,...,%g 4. 4k;) =
x(k,1)---x(k,q). Si k = (ko, kp) est la concaténation du uplet ko et de l'entier k,, xo =
x(k, < p—1) sera le uplet

(.’L‘l, ce ,Ik1+...+kp71).
— Soit 1 un g-uplet avec 1 + ---1; = m et o € st(k,1). On introduira alors m variables sup-

plémentaires x}, ...z, qui donneront lieu aux notations correspondantes x'(1, 7), x'(1,< j),
/

X0 -
Pour o dans st(k,1), on note aussi y, le n + m uplet en les variables x1,...,zp, 2},..., 2,
dans lequel chaque groupe de variables
X(ka Z) = (xk1+---+k¢71+17 s 7mk1+"'+ki)
(resp. x'(1,7) = (x21+,,,+lj_1+1, el $21+-'~+l]-))
est a la position de k; (resp. [;) dans o. Les termes de o de la forme k; 4 ; donnent lieu a un
sous-uplet
(xk1+"‘+ki71+17 s Tyt tkys $21+~~+lj—1+17 R 7x;1+'~~+lj) = (X(k7 i)v X/(lvj))'

— En suivant ces conventions, les produits 1 -« Zp,, Thy4oqhy 141 Thydooothis L1 Thoy ooty
sont notés respectivement [[x(k, 1), [Tx(k, ), [Tx(k, < 7). De méme, en vertu des notations
x(k,<p—1) =xget x(k,< p) = x, les produits [[ x(k, < p — 1) et [[x(k, < p) sont désignés
par [[xo et [[x.

On remarque enfin que pour tout o dans st(k,1), on a

[Tyo =TIxI1x"
Remarque 2.3.4. Soit (k1,..., k) = (ko, kp) un uplet d’entiers. On a
Hx(k,gp—l) [1xo0
= <p-— = .
Fiet sy () = i, ey (X S p = 1)) 7= T[x(k.<p) fio (%0) 7 Ix

Proposition 2.3.5 (Décomposition de Cartier). Soitk = (ki,...,kp) etl= (l1,...,l;) deuz uplets
d’entiers de poids n et m avec k1, 1 = 2. On a

Jry,h, (X, 1), 00 x(k, p)) - Sy, (x'(L1),...,x'(1,q)) = Z fo(Ys). (2.10)

cest(k,])

Démonstration. On procede par récurrence sur la longueur des uplets, la définition récursive du
produit stuffle étant donnée en ([2.1)).

Sip=gq=1.

On a par hypothese k = (n) et 1 = (m). Comme
B 1 1 B 1 1
T1-[Ix(k,<1) 1-J[¥(1,<1) 1-[[x 1-][x"’

fu(x(k, 1)) fm(x'(1, 1))

la formule appliquée & o = [[x et 8 = [[x’ donne
Ix .\ 1%’
(I -TI=)(1-IIx]Ix) (1 -IIx)Q-IIx'I]x)
1

fu(x(k, 1)) fm(x'(1,1)) =
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On en déduit le résultat pour p = g = 1.
Pas de la récurrence.
Soit (ki,...,kp) = (ko,kp) et (l1,...,lqg) = (lo,ly) deux uplets tels qu'énoncés. D’apres la
remarque [2.3.4] on a 1’égalité suivante
[1xo0

Tia by (%0, (1, p)) fro 1, (30", X (1, 0)) = fio (x0) 77 o (Xo’)lr—hliIOX"

En appliquant la formule (2.8) avec o = [[x et 5 = [[x/, on obtient que le membre de droite de
I’égalité précédente vaut

I[1x
(I =TIx)(1 = II=]Ix")

+ JES + = >
(I-TIxNA-TIx'IIx) (A -IIx[Ix)/

En développant puis en utilisant la remarque [2.3.4] on trouve

Jio (%0) f1 (%0") - (TT%0 - [Tx'0) <

Jico ey (%0, X(K, ) fig,1,(%0", X'(1,¢)) =

(a3 i0)) - £ o+ (o0t 6) - T
# Gl - D T (2412

On en déduit que le produit des fonctions fy, .k, et fi, .., satisfait une relation de récurrence
identique & la formule définissant le produit stuffle. On utilise donc, dans I'équation (2.12),
I'’hypothese de récurrence puis une derniere fois la remarque [2.3.4] ce qui conclut la preuve de la
proposition. ]

En intégrant 1’équation (2.10) de la proposition précédente sur le cube de dimension n + m,
puis en permutant les variables dans chaque terme du membre de droite, on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.3.6 (Représentation intégrale du stuffle). Soitk = (k1,...,kp) etl=(l1,...,l;) deux
uplets d’entiers de poids n et m avec ki, l1 = 2. On a les égalités suivantes

_ mn m_. n+m .,
=[S gare=[ Y fatre= S (o)

’ oest(k,l) oest(k,l)

Démonstration. 11 suffit de vérifier que les intégrales convergent. Comme toutes les intégrales consi-
dérées sont des intégrales de fonctions positives sur le domaine d’intégration, toutes les opérations
(manipulations d’expressions, changements de variables) sont licites et la convergence de chaque
terme a chaque étape est assurée, en particulier, par la convergence de la représentation en intégrales
itérées des valeurs zéta multiples.

O]



Chapitre 3

Espaces de modules de courbes;
double mélange et application d’oubli

3.1 Espaces de modules de courbes de genre 0 a n points marqués

On rappelle ici la définition et les principales propriétés des espaces de modules de courbes de
genre 0 & n points marqués.

Définition 3.1.1 (contexte analytique). Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

L’espace de modules de courbes de genre 0 avec n points marqués, My ,, est I’ensemble des
classes d’isomorphismes des surfaces de Riemann de genre 0 (c’est-a-dire des sphéres de Riemann)
munies de n points distincts ordonnés, on parle de points marqués; les isomorphismes (structure
analytique) envoyant points marqués sur points marqués en respectant ’ordre.

On se donne maintenant n un entier naturel. Comme il n’y a essentiellement qu’une surface de
Riemann de genre 0, la sphere de Riemann, et que le groupe de ses automorphismes est PSLy(C),
on voit que 'espace My 3 est isomorphe a

Monts = {(zo, c vy Zngo) CPHC)™MS tel que z; # Zj} / PSLs(C).

On notera un point de Mo 43 par [z, ..., 2,,0] ou, l'action de PSLy étant tri-transitive, par un
représentant bien choisi de sa classe d’équivalence, (0, z1, ..., 2z,,1,00). On obtient ainsi l'isomor-
phisme

Mogra = (PHO\{0,1,001) "\ | U {ti =1t}

1<i<j<n

Cet isomorphisme n’est pas canonique, il dépend du choix d’un systeme de représentants, ou de
fagon équivalente du choix d’un birapport, dans notre cas on a

! ! / /
2 TR0 An+l T PFny2
; .

ti:z—z’ 21— 2
7 n+2 “n+1 0

Si I'espace de modules My 43 n’est pas compact, il existe une compactification Mg ;43 dé-
finie par Deligne et Mumford qui est encore un espace de modules, c’est-a-dire telle que le bord
Mo+t \ Mo nt3 soit encore un espace classifiant. Plus précisément, un point de dMg 43 est une
classe d’isomorphismes de surfaces de Riemann stables a n points marqués, c’est-a-dire une classe
d’isomorphismes d’arbres de P*(C), les points de contacts étant des points doubles géométriques et
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les n points marqués étant répartis sur les différentes spheres de Riemann de telle sorte que chacune
supporte au moins 3 points spéciaux (points de contacts ou points marqués).

Dans un contexte géométrique, 'espace de modules Mg 43 étant défini comme le schéma
représentant le foncteur qui a un schéma S associe les classes d’isomorphismes de courbe stable a
n + 3 points marqués au-dessus de S on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.1.2 ([DM69]). L’espace de modules, Mg n+43, est un schéma intégre défini sur Z dont
le bord Mo p43 \ Monts est un diviseur a croisements normaud.

Si Pensemble de points complexes Mg ,43(C) est connexe, il n’en est pas de méme des points
réels, Mg n+3(R). En effet ceux-ci correspondent, d’un point de vue analytique, a des classes d’iso-
morphismes de la sphere de Riemann, les points marqués étant répartis le long de ’axe réel, un
équateur de la sphere. Ces points sont répartis dans un certain ordre le long du cercle P'(R) et
I'on ne peut continuement déplacer les points pour passer d’un ordre a un autre sans que deux se
rencontrent, c’est-a-dire sans passer dans le bord de Mg ,,+3(R).

Proposition 3.1.3 ([GMO04]). Les composantes connexes de Mg n+3(R) sont en bijection avec les
ordres non orientés cycliques des indices, la correspondances étant donnée par ’ordre réel des points
marqués sur l’axe réel.

Définition 3.1.4. On appellera cellule une composante connexe de My ,+3(R) et cellule standard,
la cellule contenant les points (0, z1, ..., 25, 1,00) vérifiant 0 < z; < ... < z, < 1 < 0.

Soit .S un ensemble fini, on note My g, I'espace des modules M ||, les points marqués étant
vus comme indexés par les éléments de S. Soit T un sous-ensemble de S tel que |T| > 3, on a un
morphisme naturel

Mos — Mot

qui consiste a oublier les points marqués de S qui ne sont pas dans 7T'. Ce morphisme s’étend a
la compactification de Deligne-Mumford Mgy s — My r; on parle d’application d’oubli dans les
deux cas.

Si Ty et Ty sont deux sous-ensembles de S tels que |71 N Tz| = 3, on obtient un morphisme

MO,S — /\/l(),T1 X M07T2.

Ce morphisme peut étre décrit comme une succession d’éclatements le long de certaines sous variétés

de M07T1 X M07T2.

3.2 Produit de mélange et espace de modules

Soit k et 1 deux uplets comme dans le chapitre précédent, n =k +---+k,et m =11 +---+1,
leurs poids respectifs. Avec les identifications précédentes, pour un entier naturel j, on identifiera

un point de I'espace de modules My j;3 avec un uplet (0, z1,...,2;,1,00). On note ®; la cellule
standard de Mg j13(R), celle qui est envoyée sur Aj, le simplexe standard, par I'application :
B; : Mo j+3 — (P')7, qui envoie (0, 21, ..., 2j, 1,00) sur (z1,...,2;).

Goncharov et Manin, dans Particle [GMO04], relevent la représentation des valeurs zéta mul-
tiples comme intégrale sur un simplexe, a I’espace de modules Mg ;13

(ki k) :A B (i)
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Cette représentation a le mérite d’étre plus manipulable en termes algébriques. En effet contrai-
rement & l'intégrale sur A, qui réclame un minimum d’attention concernant les problemes de
convergence, l'intégrale sur My, 3 est celle d'une forme différentielle continue sur son domaine
d’intégration d’adhérence compacte ainsi que sur le bord de celui-ci. Cette représentation permet
de voir ((ki, ..., kp) comme une période d’'un motif de Tate mixte dont les différentes réalisations
sont des groupes de cohomologie relative sur Mg, 3. D’autre part, comme F. Brown I’a signalé
dans sa these [Bro06], cette présentation permet de voir les deux différents produits de mélange
comme deux cas particuliers de produits induits sur les valeurs zéta multiples par différents produits
d’application d’oubli. L’objet de cette section et de la suivante est de présenter ce parallélisme afin
de mettre en lumiére les problemes qui se posent pour obtenir une version motivique du mélange
contractant.

Proposition 3.2.1. Soit 8 lapplication définie par

g
Mo ptm+3 — Mo nts X Mom+3
(0,21, -y Zngm, L,oo) — (0,21,...,2n,1,00) X (0, Zp41, - -+, Zntm, 1, 00).
Alors, t; étant la coordonnée sur Mg pim+3 telle que t;(0, 21, ..., Znym, 1,00) = 2;, on a
dt dt dt dt
B (wk Awy) = 1 /\.../\J/\Lﬂ/\.../\ﬂ_
11—t tn 1- tn+1 tn-‘,—m

De plus, pour tout o € sh([1,n], [n+1,n+m]) on note ®F_,,, la cellule ouverte de Mo y4m+3(R)

dans laquelle les points marqués sont dans le méme ordre que celui de leurs indices dans o. On a
ainsi

ﬁ_l(Cbn X (I)m) = H CDZ-i-m'
oesh([1,n],[n+1,n+m])

Démonstration. La premiere partie découle des définitions du pull-back et des coordonnées.

Pour montrer que 3~4(®, x ®,,) = [[®¢ +m on utilise le fait qu'une cellule de Mg ,4m+3(R)
est définie par un ordre cyclique sur les points marqués. Soit X = (0, 21, ..., Zp4+m, 1, 00) un point
de Mo ntm+3(R) tel que 5(X) € ®,, x ®y,. Les valeurs des z; doivent alors satisfaire

0<z1<...<zp<1(<00) et 0<zpt1 <...<2Zptm <1(<00). (3.1)

Il n’y a cependant aucune condition entre, disons, z1 et zp41.
Donc, les points de Mg ,+m+3(R) qui sont dans 871(®,, x ®,,,) sont tels que les points marqués

z; vérifient 1} ; c’est a dire qu'’ils sont dans H (A U

oesh([1,n],[n+1,n+m])
Comme ®,, X ®,,,\ (B(871(®y, X D,,))) est de codimension 1, on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. La relation de shuffle ((k)C(1) = X seenk,1) C(0) est une conséquence du chan-
gement de variable suivant

/ wk/\wlz/ B*(wk/\wl).
(I’nx(bm /871(¢’n><q)m)

Démonstration. D’apres la proposition précédente, le membre de droite de 1’égalité ci-dessus est

égal a
3 / 1dt1 o
cesh([Ln], [+ Lnpm]) * Poam 1 71 tnim
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Il s’agit ensuite, pour chacun des termes de la somme, de permuter les variables puis de les renu-
méroter de fagon a obtenir une intégrale sur ®,,,,. Ce calcul est identique a celui qui a été fait
pour l'intégrale sur R"™™ de la proposition m

dt dtntm dty (1) By (nim)y
o A A o (resp. i, A A m) n’a pas de
(resp. ®p4m), toutes les intégrales sont convergentes. O

Concernant la convergence, comme

o
n+m

pole le long du bord de ®

3.3 Stuflle et espace de modules

Dans la section on a introduit la représentation en intégrale cubique (sur un cube) des
valeurs zéta multiples, par un changement de variables a partir de la représentation simpliciale, de
fagon a exprimer le produit stuffle & I'aide d’intégrales. On utilise ici un changement de variables
identique pour introduire un autre systeme de coordonnées locales sur un ouvert de Mg ,43; on
parlera, en suivant [Bro06], de coordonnées cubiques. Ces coordonnées u; sont définies par u; = t, et
Ui = ty—jt1/tr—it2 pour 2 < i < 7 ou les t; sont les coordonnées usuelles (simpliciales) sur Mg 3.
Cet autre systéme est le plus adapté pour exprimer le produit stuffle en terme d’application d’oubli.

Proposition 3.3.1. On rappelle que pour un entier v, [z, ..., z.,,] désigne la classe d’équivalence
dans Mo,43 de la sphére de Riemann ayant pour points marqués z, ..., 2. o.
Soit § Dapplication définie par

5
Mo ntmt+3 ——— Mon+3 X Mo ma3

(0,21, -+ Zntms 1,00) — (0, Zma1y - -+ s Zmtns 1,00) X [0, 21, -« s Zmy Zmg1, 0]
En écrivant expression de wy et de wy dans les coordonnées cubiques, on trouve
wk = fi(ut, ..., up)d"u et wy = filtnst, ..., Uptm)d™u

ou fx et fi ont la méme expression que les fonctions homonymes définies dans la section[2.3. On
a alors, dans ce systéme de coordonnées, 'expression de 0*(wx Awy) :

5 (wk Awl) = Froyoodey (W - ) fir oty (Ungds - - o s Upgem ) AT,

de plus
SH D, X Bpy) = Py

Démonstration. On commence par montrer la seconde partie de la proposition.
Soit X = (0,21, .-, Zntm, 1,00) tel que 6(X) € ®,, x ®,,. Les valeurs z; doivent alors vérifier

0<21<...<zm<zZmt+1 (K00) et 0<zmi1 <...<zZpgm <1 (< 00). (3.2)
Ces deux conditions montrent que nécessairement
0<21 <o <2 < Zmy1 < ... <1< o0,

On en déduit que X € ®,1,, et d’autre part ®,,,, s’envoie dans &, x @,,.
Afin de prouver le premier point, il suffit de remarquer que § s’exprime dans les coordonnées
cubiques de la facon suivante

(Uly ooy Upam) > (UL, -y Un) X (Unt1s -y Ungm)-



3.3. STUFFLE ET ESPACE DE MODULES 27

En effet, étant donné 'expression des coordonnées u; en fonction des coordonnées simpliciales t;,
on a le résultat pour le facteur gauche du produit. En ce qui concerne le facteur de droite, on
commence par ’écrire a 'aide du systéme de représentants standard sur Mg 43, on trouve alors

0,21, Zm, Zm+1,0] = (0, 21/ 2Zm+1ys -+ - s Zm/Zm+1, 1,00) = (0,81, ..., tm, 1,00)

dans les coordonnées simpliciales. Ce point s’écrit dans les coordonnées cubiques sur Mg ;43

(tm,tm_l/tm, e ,tl/tg) = (zm/zm+1, e ,2’1/22) = (un_H, e ,un+m).
0

La discussion précédente ainsi que la section [2.3] nous aménent, en suivant la méme procédure
que pour le mélange shuffle, a la proposition suivante.

Proposition 3.3.2. Le produit stuffle peut étre vu comme une conséquence de la décomposition de

Cartier (2.10)) et du changement de variable suivant

/ wk/\wlz/ 5*(wk/\w1).
(bnx(bm 5_1(‘13n><¢'m)

Remarque 3.3.3. 1l faut cependant remarquer que la décomposition de Cartier « ne vit pas » dans les
espaces de modules de courbes My 43, en ce sens que dans le processus de décomposition certaines
formes différentielles apparaissent qui ne sont pas holomorphes sur I'espace de modules ouvert.
Par exemple, en appliquant la décomposition a fa 1 (u1, u2, u3) f2,1(u4, us, us), on voit apparaitre un

terme
U U UgUsdu dusdusdusdusdug

(1 — uuguqus) (1l — ujuguzugusug)

qui n’est pas holomorphe sur My g (le diviseur donné par I’équation 1 — ujususus = 0 dans m
a une intersection non vide avec Myg). Malgré cela, c’est une forme bien définie et convergente
sur la cellule standard ou elle est intégrée. Renuméroter les variables en échangeant ugz et us (ce
qui stabilise la cellule standard donnée par 0 < u; < 1) donne ’égalité avec ((4,2). Cet exemple
est représentatif de la situation générale : tant que I'on travaille uniquement avec des intégrales,
seul compte ce qui se passe sur la cellule standard ou tout est bien défini, la convergence étant
assurée par le fait que les fonctions y sont positives. Cependant, il faudra prendre ces problemes en
considération dans le contexte des motifs encadrés.






Chapitre 4

Shuffle motivique pour les mots
« convergents »

4.1 Catégorie de motifs et motifs de Tate mixtes

Les deux sections suivantes sont dédiées a des rappels, brefs, des outils motiviques qui seront
utilisés pour exhiber une version nouvelle de la nature motivique des relations de double mélange.
On se place dans une catégorie de motifs, D Mg, version contravariante de la catégorie triangulée
DMy, de Voevodsky [Voe00]. On note Smg la catégorie des variétés lisses sur Q et on note h le

foncteur
SmQ — DMQ

qui & une variété lisse X associe son motif h(X).

Proposition 4.1.1 (Formule de I’éclatement). Soit X une variété lisse, Z C X une sous-variété
lisse purement de codimension d. On note Bly X [’éclatement de X le long de Z. Voevodsky montre
dans [Voe0O] qu’on a alors I’égalité suivante dans DMg

d—1
h@bX):MXKEh@X%N&@ (4.1)

Goncharov dans [Gon99][chapitre 5] et Levine dans |[Lev93| construisent de facon indépendante
la catégorie des motifs de Tate mixtes M7 M(Q). Cette construction est aussi rappelée dans
IDGO5].

Définition 4.1.2. Soit A et B deux objets de DMg. On dit qu'un objet £ de DMg est une
extension de B par A, s’il existe un triangle distingué

A— E— B — A[l].

On note DMT g la sous catégorie triangulée pleine de D Mg formée des extensions itérées
d’objets de la formes Q(7)[7].

Définition 4.1.3 (t-structure). Soit 7 une catégorie triangulée. Une ¢-structure sur 7 est la donnée
de deux sous-catégories pleines TS0 et 729 telles que tout objet de 7 isomorphe & un objet de 70
(resp. T2) soit dans 7S (resp. 72°) et satisfaisant les propriétés suivantes :

— pour tout A dans 7<% et B dans 72° on a Hom7(A[1], B) = 0,

~ T c TSP et 720 Cc 7201,
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— pour tout objet E de 7 il existe un triangle distingué A — E — B[—1] — A[l] avec A dans
7<% et B dans T2°.

L’inclusion de 7S (resp. 72°) dans 7 admet un adjoint & droite 7<o (resp. un adjoint & gauche
7';0) .
La sous-catégorie pleine A = TS9N T2Y est appelée coeur de la t-structure et on dispose de
foncteur TH? : T — A défini par
A — T>07<0(A[i]).

Proposition 4.1.4 ([Gon99] ou [Lev93]). La catégorie DMT g admet une t-structure dont le coeur
MT M(Q) est une catégorie abélienne stable par produit tensoriel et passage au dual. La catégorie
MTM(Q) a pour objets les extensions itérées des Q(r).

Pour chaque objet A de MTM(Q), on dispose de plus d’une filtration par le poids W finie
croissante et indexée par les entiers pairs telle que les parties graduées

Gr¥y, A = W_g, A/W_5,41)A

soient isomorphes d une somme finie de Q(n). On note wy(—) le foncteur dans la catégorie des
Q-espaces vectoriels gradués qui a M dans MT M(Q) associe Hom pgraq(q) (Q(n); G, (M), et
w = OpWy,.

La catégorie MT M(Q) est tannakienne neutre et le foncteur w est un foncteur fibre.

Remarque 4.1.5. Pour construire un objet de M7 M(Q) il est donc suffisant d’avoir un objet de
DMy qui soit obtenu & partir d’extensions itérées d’objets de la forme Q(r)[:] puis en utilisant la
t-structure de DM7T g d’obtenir un objet de M7 M(Q).

Nous donnons maintenant quelques exemples de réalisation de la catégorie M7 M(Q) dans des
théories cohomologiques usuelles.

Définition 4.1.6. Soit A une catégorie tannakienne sur Q d’élément neutre 1 et munie de twists
de Tate 1(r). En notant D (A) la catégorie dérivée a gauche, on appelle foncteur de réalisation,
un foncteur triangulé R

R :DMg — DT (A)

commutant au produit tensoriel, envoyant Q(r) sur 1(r).

M. Levine dans [Lev98] et A. Huber dans [Hub04, [Hub00] ont construit les différentes réalisations
dans les théories cohomologiques usuelles (Betti, De Rham, [-adique). Sous certaines hypotheses, il
est suffisant d’avoir un foncteur & valuer dans la catégorie des complexes bornés a gauche d’objets
de A

Ca:Smg — CT(A)

qui s’étend ensuite en une réalisation. Lorsque R(X), pour X dans D Mg est dans la sous catégorie
des complexes bornés, on peut composer R avec le foncteur @ H* et ainsi obtenir un élément de A.
Exemple 4.1.7 (Réalisations). On note God(F) la résolution de Godement d’un faisceau F.

Réalisation de De Rham Le foncteur qui a une variété lisse X associe I'(X, God (€% /Q)) s’étend
en un foncteur
Rpr : DMg — Dt (Vectg).

Réalisation de Betti Le foncteur qui & une variété lisse X associe le complexe C*(X(C)) des
cochaines singuliéres attachées a X (C) s’étend en un foncteur

Rp : DMg — DT (Vectg).
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Réalisation de Hodge En suivant [Del71], on peut associer a une variété lisse X un complexe
Q0 <Y> des formes différentielles sur X, une compactification lisse projective de X, et a
poles logarithmiques le long du diviseur lisse & croisements normaux ¥ = X \ X. Le foncteur
associant & X le complexe I'(X, God (25 <Y>)) est & valeurs dans la catégorie des complexes
de structures de Hodge mixtes sur Q la filtration de Hodge sur Q% <Y > étant la filtration
« béte » et la filtration par le poids étant donnée par « I'ordre des podles » ([Del71], [Voi02])

I
FPQY<Y>=Q7P<y>  WQi<YV>= A\Qk<v> )\ Q}‘/Q

Ce foncteur s’étend en un foncteur
Rua : DMg — DT (M HSp).

On sera par la suite amené a composer ces foncteurs de réalisation avec 'un des H' de la
catégorie dérivée, on notera cette composition H' R, ou e sera remplacé par DR, B ou Hd.

4.2 Motifs de Tate mixtes encadrés et situations géométriques

Goncharov a développé dans [Gon99], [Gon05| et [Gon0l] une structure additionnelle sur les
motifs de Tate mixtes, introduite dans [BGSV90], afin de sélectionner une période particuliére d’un
motif de Tate mixte. On décrira aussi dans cette section certaines situations géométriques donnant
lieu a des motifs de Tate mixtes encadrés, en particulier, on donnera la définition de valeurs zéta
multiples motiviques donnée par Goncharov et Manin dans [GMO04].

Définition 4.2.1. Un motif de Tate mixte n-encadré, (M;v; f), est la donnée d’un motif de Tate
mixte M et de deux morphismes non nuls, les cadres

v:Q(—n) — GryV M f:Q(O)%(Gr?M)v:GrKVMV.

Sur I'ensemble des motifs de Tate mixtes n-encadrés, on considere la relation d’équivalence
la plus grossiere pour laquelle (M, v, f) ~ (M’',v', f') §’il y a une application linéaire M — M’
respectant les cadres. Soit A, I'ensemble des classes d’équivalences et A, la somme directe des
A,,. On note [M;v; f] la classe d’équivalence du motif de Tate mixte encadré (M;v; f). Si [M, v, f]
désigne la classe d’équivalence de (M, v, f) dans A,, on parlera néanmoins de motifs de Tate mixtes
encadrés dans les deux cas.

Théoréme 4.2.2 ([Gon05]). On a sur Ae une structure naturelle d’algébre de Hopf graduée com-
mutative sur Q ot le produit de [M;v; f], motif de Tate mixte n-encadré, par [M';v'; f'], motif de
Tate mizte m-encadré est le motif n + m-encadré [M @ M';vo @05 f - f'] .

L’algébre Ao est canoniquement isomorphe au dual de ’algébre de Hopf des endomorphismes
du foncteur fibre de la catégorie tannakienne des motifs de Tate mixtes.

Ici, le morphisme v peut étre vu comme une certaine forme différentielle et le morphisme f
comme son pendant homologique, c’est-a-dire un simplexe réel.
On énonce, maintenant, deux lemmes techniques qui seront utilisés dans la section et le chapitre
suivant.
On rappelle que addition de deux motifs de Tate mixtes encadrés [M;v; f] et [M';0'; f'] est
définie par
[M;0; f]+ M50 f] = [M & M (0,0); f + f].
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Lemme 4.2.3. Soit M un motif de Tate mizte encadré. On se donne v, vy, vy trois morphismes
non nuls Q(—n) — Gr¥ M et f, fi, fo trois autres morphismes non nuls Q(0) — Grf/ MY. On a
d’une part

(M0 f1+ fo] = [M;v; fo] + [M;v; fo]

et d’autre part
[M 01+ va; f] = [Ms 15 f] + [M;v2; f].

Démonstration. Cela est une conséquence directe des définitions [Gon05]. Pour la premiére partie,
il est immédiat de vérifier que l'application diagonale ¢ : M — M @® M est compatible avec les
cadres. Pour la seconde égalité, 'application de M & M dans M qui envoie (m1, mg) sur mj + mo
donne I'application sur les espaces vectoriels sous-jacents et respecte les cadres. ]

Lemme 4.2.4. Soit M et M’ deux motifs de Tate mixtes tels que M admette des cadres v :
Q(—n) — Gr¥' M et f: Q(0) — Gry MV.

Supposons qu’il existe v’ : Q(—n) — Gry M’ non nul et ¢ : M' — M compatible avec v et v'.
Alors, f induit un morphisme f': Q(0) — Gy M'V et si f' est non nul alors ¢ donne une égalité
de motifs de Tate miztes encadrés [M;v; f] = [M;v'; f'].

On rappelle un résultat, utilisé dans [GMO04] et décrit de fagon explicite dans |[Gon02], qui
permet de construire des motifs de Tate mixtes a partir de situations géométriques naturelles. Pour
cela nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 4.2.5 ([Gon02]). Une variété de Tate est une variété quasi-projective lisse M telle
que le motif de M est une somme directe de copies des motifs de Tate Q(m) (pour différents m)
éventuellement décalés.

Soit D un diviseur sur M. Le diviseur D induit une stratification sur M donnée par ’ensemble
des composantes irréductibles des intersections possibles entre composantes irréductibles de D ; on
parlera alors d’une strate de D pour désigner un tel élément.

On dit qu’un diviseur D sur M fournit une stratification de Tate sur M si toutes les strates de
D, y compris M, sont des variétés de Tate.

Définition 4.2.6 ((Co)homologie relative). Soit A une variété lisse et B un diviseur de A. L’inclu-
sion f : B — A induit une fleche de restriction sur les complexes de De Rham ffyg : Q% Q Q5 /Q
(respectivement, ff sur les complexes des cochaines singulieres et ffj, sur les complexes des formes
a poles logarithmiques). Le iéme groupe de cohomologie de A relativement a B, HiDR(A; B,Q) est
défini comme le ¢eme groupe de cohomologie du complexe Cone(ffjR ), cone de ffjr (respectivement
comme jeme groupe de cohomologie de Cone(f3;), ou de Cone(ffiy) )-

Les groupes H:(A; B,Q) (en remplacant e par DR, B ou Hd) s’insérent en particulier dans la
suite exacte longue suivante :

- — HY(B,Q) — HL(A; B,Q) — HL(4,Q) — HL(B,Q) — - -

Dans le cadre de I’homologie singuliere, linclusion f : B — A induit sur les complexes
des chaines singulieres une injection fp. : C+(B) — C4(A) et les groupes d’homologie relative
Hg(A; B,Q) sont les groupes d’homologie du complexe --- — C;i(A)/Ci(B) — - --.

Soit M une variété lisse et X et Y deux diviseurs & croisements normaux sur M. On note YX
le diviseur Y\ (Y NX), qui est a croisements normaux sur M\ X. Dans [Gon02], Goncharov donne
la proposition suivante.
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Proposition 4.2.7 ([Gon02|[proposition 3.6]). Soit M une variété quasi-projective lisse de dimen-
ston n définie sur Q et X UY un diviseur a croisements normauz sur M donnant une stratification
de Tate de M. Si les diviseurs X et 'Y ne partagent aucune composante irréductible, alors il existe
un motif de Tate mizte m(M, X,Y) tel que ses différentes réalisations (Betti, De Rham, Hodge)
sotent données par les groupes de cohomologie relative correspondants, c’est-a-dire :

H? Rpr(m(M, X,Y)) = Hhg(M\ X;Y¥,Q),

HY Rp(m(M, X,Y)) = HR(M\ X;Y¥,Q),
HORHd(m(MaXaY)) = In:Id(M\XaYXvQ)

Les foncteurs Rpr (resp. Rp et Rua) €tant a valeurs dans les catégories dérivées DT (Vectq)
(resp. Dt (Vectg) et DT (M HSq)), il est nécessaire de composer le foncteur de réalisation avec le
HO de la catégorie dérivée de fagon a obtenir un espace vectoriel (une strucure de Hodge mixte) ; la
composition avec un H* pour i # 0 étant par ailleurs égale d l'espace vectoriel {0} (la structure de
Hodge mizte {0} ).

On notera dorénavant le motif m(M, X,Y) par

H*(M\ X;Y¥)
et ses différentes réalisations composées avec le H® par
na M\ X;Y¥), HR(M\ X; YY) naM\ XYY
DR ) ’ B ’ ’ Hd ) :

De plus, en suivant [GMO04][page 11] et les travaux de Goncharov dans [Gon02][chapitres 2 et
3], on peut énoncer la proposition complémentaire qui permet de faire le lien avec les motifs
de Tate mixtes encadrés.

Afin de prouver cette derniere, on utilisera le résultat suivant sur les structures de Hodge mixtes
des groupes de cohomologie relative Hy (M \ X, YX), Hiyy(M\ X) et Hj4(M,Y). Ce résultat sera
ensuite pourvé en utilisant des résultats de Deligne [Del74] sur le controle des poids dans 'annexe

(Al

Proposition 4.2.8. Soit M une variété quasi-projective lisse de dimensionn (n > 2) et X et Y
deux diviseurs a croisements normauzx. On suppose que les composantes irréductibles de X et de
Y sont lisses, que ces deux diviseurs n’ont pas de composante irréductible commune et que l’union
X UY est encore un diviseur d croisements normaux.

On a alors les isomorphismes suivants

Gryy (Higg (M \ X, YY) = Gry, (Higg (M \ X)) (4.2)
et
Gry (Hfg (M \ X, YY) = Gry (Hfg (M, Y)) (4.3)

ot Hyjq désigne, dans cette proposition, la cohomologie de De Rham a coefficients rationnels munie
de sa structure de Hodge.

La proposition suivante permet d’obtenir un encadrement sur H*(M \ X,Y ) & partir de la
donnée d’une forme différentielle logarithmique a poles le long de X et d’un simplexe a bord dans
Y.
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Proposition 4.2.9. Soit M une variété quasi-projective lisse de dimension n (n > 2) définie sur
Q et X UY un diviseur a croisements normaux sur M donnant une stratification de Tate de M
tel que les diviseurs X et'Y ne partagent aucune composante irréductible.

Soit [wx] une classe non nulle de Gry,(Hpp (M \ X)) ainsi que [®y] une classe non nulle de
GrgV(HBm(M; Y)) (ici les filtrations sont, aprés tensorisation par C, induites par la filtration par
le poids des structures de Hodge correspondantes). Alors, [wx] et @y induisent deux morphismes
non nuls :

Vwy]  Q(—n) — Gri (H"(M\ X, Y X)) (4.4)
fiwy) : Q(0) — Grg/ (H" (M \ X; Y)Y

Par abus de notation, on écrira [wx] d la place de vy, et [Py] a la place de fig, 1. On obtient
ainsi un motif de Tate mizte encadré :

[ (M X5 YY) [wx]; [@v]]

Démonstration. La réalisation de Hodge étant pleinement fideéle dans le cas de la catégorie des
motifs de Tate mixtes ([DGO5, prop. 2.14], [And04, thm. 25.6.1.1], il est suffisant d’obtenir les
morphismes (4.4]) et (4.5) dans la réalisation de Hodge. En utilisant la proposition on trouve

Gry, (Hijg(M\ X, Y)) = Gy, (Hizg (M \ X))
Gy (Hijg(M\ X, Y7)) = Grf (Hfjg(M, ).

De la, pour obtenir les morphismes (4.4) et (4.5)), il est suffisant de construire

UHdwy] * Q(=1) — Gryy, (Higg (M \ X))
frajay) : Q0) — Grff (Hzg(M,Y))" = Gryl’ (Hjza(M, Y)") = Grf (Hpn(M, Y)).

La classe [wx] donne un élément [wy]pq de Gry (HE (M \ X)), et le morphisme VHd,[wy] €St celui
envoyant 1 sur [wx|pq. D’autre part la classe [Py ], élément de Grgv (Hg »,(M;Y)), donne un élément
[®y]aq de Gry (HE4(M,Y)Y), et le morphisme fHa,[@,) envoie 1 sur [®y]xq. O

En appliquant les deux propositions précédentes aux espaces de modules de courbes M ;3,
on retrouve un énoncé de Goncharov et Manin dans [GMO04].

Corollaire 4.2.10. Soit X etY deuz diviseurs a croisements normaux dans OMo p43 (n > 2). On
suppose qu’ils ne partagent aucune composante irréductible. Alors n’importe quel choix d’éléments
non nuls

[wx] € Gryy (Hpr (Monrs \ X));  [@y] € Grg/ (Hpu(Mogss; V)

définit un motif de Tate mizrte encadré donné par
" (Mors \ X3 YY); fwxs [@v]]

Démonstration. Le bord de I'espace des modules My ;13 est un diviseur a croisements normaux
et toute intersection possible de ses composantes irréductibles de codimension 1 donne une variété
isomorphe & un produit de la forme Hi?:l Mo n;+3. En utilisant la proposition pour obtenir
un motif de Tate mixte, il suffit donc de montrer que pour tout n > 3, My ,, est une variété de Tate.
D’apres les travaux de Keel dans [Kee92], pour n > 5, My 11 s’obtient & partir de Mg 4 x Mo, par
des éclatements successifs By — Bji_1 le long de sous-variétés disjointes isomorphes a des produits
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[T'_, Mo.n, avec n; < n. Les espaces de modules My, étant lisses et projectifs d’apres [Knu83|, on
peut appliquer la formule de ’éclatement a chaque étape et par récurrence, il est suffisant de
montrer que My 4 est une variété de Tate. Comme M 3 est un point et que M 4 est isomorphe &
P!, on en déduit que pour tout n > 3, Mo, est une variété de Tate. O

Le lemme suivant montre qu’on a une certaine flexibilité dans le choix de X et Y pour un
motif de Tate mixte encadré de la forme {H”(M \ X;YX): jwx]; [@y]}. Les égalités entre motifs
de Tate mixtes encadrés sont, dans chaque cas, données par les applications entre motifs de Tate
mixtes induites par les inclusions des variétés les unes dans les autres, ces applications induites
étant compatibles avec les cadres.

Lemme 4.2.11. Avec les notations et sous les hypothéses des propositions et[4.2.8, soit X'
un diviseur a croisements normaux de M contenant X qui ne partage toujours pas de composantes
irréductibles avec Y tel que X' UY munisse M d’une stratification de Tate. Alors

[ (M X3 Y); [wx s [@y]] = [HMMOA X5V ); fwxds [@y] -

Supposons maintenant que Y' soit un diviseur a croisements normauz contenant Y ne parta-
geant aucune composante irréductible avec X' de telle sorte que X' UY munisse M d’une stratifi-
cation de Tate. On a alors

[ MO\ X5 Y X); fox s [@y]] = [HMMOA X5 YY) [wx i (@]

Proposition 4.2.12. Soit k un p-uplet d’entiers avec k1 > 2, Ay le diviseur des singularités de la
forme différentielle wy et By, la cloture de Zariski du bord de ®,, (cf. section . Les diviseurs Ay
et B, ne partagent aucune composante irréductible, la forme wy induit une classe [wyx| non nulle
de Gr¥ (R (Monrs \ Ax)) et @, induit une classe [®,) non nulle de Gry (Hp (Mo ni3; Bn))-

Démonstration. Le corollaire 3.2 de [GM04] assure que Ay n’intersecte pas le bord de ®,, on en
déduit en particulier que Ay et B, n’ont aucune composante irréductible en commun.
La forme wy, étant sur un certain ouvert de Mg 43 \ Ak de la forme

n
de;
fler, ... en) —'l
i=1 C

avec [ holomorphe et ¢; des coordonnées locales sur My 43 valant 0 sur Ak, induit bien une classe
[wi] non nulle dans GrY, (HP g (Monts \ Ak))-
Enfin, ®,, donne, par définition de B,,, une classe [®,] non nulle de Grgv (Hg n(Monts; Br)). O

Goncharov et Manin, [GM04] [équation (14)], donnent donc la définition suivante de valeur zéta
multiple motivique, définition licite en vertu des propositions [4.2.10] et [4.2.12]

Définition 4.2.13. Soit k un p-uplet d’entiers avec k1 > 2, Ay le diviseur des singularités de la
forme différentielle wy et B, la cléture de Zariski du bord de ®,,. La valeur zéta multiple motivique
associée au uplet k est définie dans [GMO04] par

[H"(M\ A; Bp*); lwn; [(I)n” :
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4.3 Le produit shuffle est motivique

L’application 3 définie a la proposition [3.2.1]sera I’élément principal pour vérifier que les valeurs
zéta multiples motiviques satisfont au produit shuffle. Cette application s’étend a la compactifica-
tion de Deligne-Mumford des espaces des modules de courbes.

Y P B
Mo ntmsz ——— Monz X Mo mys.

Soit wy et w; comme dans la section [3.2] et Ay et A; leurs diviseurs des singularités respectifs.
On note B, et B, les clotures de Zariski du bord de ®,, et de ®,,, respectivement. Pour tout o €
sh([1,n], [n+1,n+m]), w, est la forme différentielle correspondant a la valeur zéta multiple associée
a o et A, est son diviseur des singularités. La cloture de Zariski du bord de ®,,1,, est notée B,1m,
et B, celle de ®7 . Les relations de shuffle entre valeurs zéta multiples motiviques sont données
dans la proposition suivante.

Proposition 4.3.1. On a l’égalité entre motifs de Tate mixtes encadrés
(B (Mogra \ i Bt ) s s (@] - [B7 (Mogrs \ Ay Bitt) s ] (@] =

™ (Momrmts \ Ao Biyn ) i [wol; [@nsm]]
cesh([1,n],[n+1,n+m])

Démonstration. Pour prouver cette égalité, il suffit d’exhiber une application (ou plutét une chaine
d’applications) entre les espaces vectoriels sous-jacents compatibles avec les cadres.

On note A’ le bord de (Mg n+3\ Ak) X (Mom+3\ A1) ; c’est le diviseur des singularités de wx Awy
sur Mo n43 X Mo m+3.

Soit Ag = f~H(A’), By la cloture de Zariski du bord de &y = ~1(®,, x ®,,) et By, m celle de
®,, X ®,,. L’application 8 donne un morphisme

(Mommrs \ Ao B*) — (Moges \ Ax) x (Momrs \ A 5(Bo)* )

((Mo,n+3 \ Ak) X (Mom+s \ A); B;?,/m) :

On introduit I'inclusion de droite o car By n’est pas envoyé sur B,, ,, via 8. L’inclusion « induit
un morphisme sur les motifs de Tate mixtes

H ((Mo,n+3 \ Ax) X (Mo mys \ A1); ﬁ(Bo)A/> =,

P - . (4.6)
H™ ™ (Monrs \ Ak) X (Momys \ Ar)i Byl ) -

Le cadre du membre de droite de est donné par [®,, X ®,,] et [wk A wi]. En appliquant le
lemme a , [®,, X ®,] induit une application P de Q(0) dans la partie graduée de degré
—2(n + m) du membre de gauche de (4.6)). Plus précisément, o étant une immersion ouverte, on a
[®] = [®,, X ®,y]. On en déduit que [®,, x D,,] et [wi Aw)] donnent un cadre au membre de gauche
de compatible avec le morphisme o*.

L’application § induit un morphisme entre motifs de Tate mixtes

H ((MO,n+3 \ Ax) X (Mo my3 \ A1); ﬁ(Bo)A/> Z, H™ ™ (Momrs \ Ao; By©). (4.7)
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Dans le membre de droite de (4.7)) le cadre est donné par [wp] ol wy est 5*(wk A wy) et [Pg] =
[B71(®,, x ®,,)] qui est compatible avec 3*.
La formule de Kiinneth donne un morphisme

(Mo n+3 \ Ax; B ) ® H™ (Mo m+3 \ Ap; B 1) -

H ((Mo,n+3 \ Ak) X (Mom+3 \ A1); Bﬁ‘,lm) :

D’aprés le théoréme [1.2.2] ce morphisme respecte les cadres de telle sorte que les motifs de Tate
mixtes encadrés sont égaux. D’apres (4.6)),

[ (Mora \ Ai) X (Mognsa \ 41); Bilh,) s [wie @ wils [@n X @]
est égal a
[ (Mors \ As) X (Monrs \ A B(Bo)™ ) s [wie @ wnl; [@n x @],
et en utilisant , ce dernier est égal a

{Hn+m(M0,n+m+3 \ Ag; B§©); [wol; [q’o]} :

Il reste & montrer

[Hn+m(M0,n+m+3 \ Ao; B3); [wol; [‘1’0]] =
>[I (Monmes \ Aos Bl [ [Bam] - (4:8)

Dans le membre de gauche de (4.8), By étant inclus dans By, = |, By, on peut, grace au lemme
remplacer By par Bgp.
Comme [®o] =, [®7.,,], le lemme montre que le membre de gauche de est égal a

n+ml»

> [H T (Mormrs \ Ao B [wol; (974, -

g
En utilisant le fait que B, C Bgp, le lemme [I:22.11] montre que ce motif de Tate mixte encadré
s’identifie a

S [ Vo \ Ag; B2 el (84,

[

Comme le diviseur des singularités A de wy est inclus dans Ap, en appliquant le lemme £.2.11] on
peut remplacer Ag par A. Enfin, une permutation des points marqués (c’est un morphisme bien dé-
fini) donne I’égalité de chacun des termes de la somme [H”+m (Montmas \ Ao; B20); [wol; [® +m]}
avec

[ (Mogermes \ Ass BT Woli [l
On obtient ainsi la formule désirée
[E" (Mogra \ i B ) s fonds (9] - [H™ (Mognra \ Ai Bipt) s [wa]; [ @] ] =

Z [Hner (MO,n+m+3 \ A Bfim) ; [wol; [(I)n—&-mn :
oesh((1,...,n),(n+1,...,n+m))






Chapitre 5

Le cas du produit stuffle

Le but de ce chapitre est de traduire les calculs effectués dans la section dans un cadre
motivique. Afin d’y parvenir, on définira, pour tout n supérieur a 2, une variété X,, — A" construite
a partir d’une succession d’éclatements de A". Apres avoir défini une nouvelle, bien qu’équivalente,
valeur zéta motivique pour chaque uplet d’entiers (ki,...,kp) (avec ki +---kp = n, k1 > 2), on
montrera, en utilisant une application naturelle de X,,,, dans un ouvert de Mg y4m+3, que le
produit stuffle est bien défini dans un contexte motivique.

5.1 Préliminaires sur les éclatements

Lemme 5.1.1 (Eclatement d'un drapeau; [Uly02].). Soit V! ¢ Vi € ---V§ € Wy un drapeau de
sous-variétés lisses d’une variété algébrique lisse Wy. Pour k = 1,...,7, on définit inductivement
Wi comme [’éclatement de Wi_q le long de kafl, PULS ka comme le diviseur exceptionnel dans Wy,
et V,f, k < i, la transformée propre de V,j_1 dans Wi.

La préimage de V§ dans la variété W, est alors un diviseur a croisements normauz. V,}U- - -UV,".

Si .7 est un drapeau de sous-variétés Vi d’une variété algébrique lisse Wy comme dans le lemme
précédent, on notera Blgz Wy la variété W, obtenue par la construction donnée dans le lemme.

Théoréme 5.1.2 ([Hu03]). Soit Xo un ouvert d’une variété algébrique lisse X. On suppose que
X\ Xo peut étre décomposé comme une union finie Uy D; de variétés irréductibles fermées telles
que :

1. pour tout i dans I, la variété D; est lisse;

2. pour tout i,j € I, D; et D; se rencontrent proprement, c’est-a-dire que l'intersection sché-
matique est lisse et l'intersection des espaces tangents Tx (D;) N Tx(D;) est l'espace tangent
de Uintersection Tx (D; N Dy) ;

3. pour tout i,j € I, lintersection D; N D; est ou bien vide ou bien égale a une union disjointe
de Dj.

L’ensemble D = {D;}icr est un ensemble partiellement ordonné par linclusion. Soit k le rang de D,
c’est-a-dire la longueur mazximale d’une chaine ordonnée dans D (Dy C ... D, ayant une longueur
égale ar—1).

1l existe alors une suite d’éclatements

BI'DX—>B1D<I<;71X_> —>B1D<0X—>X
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ot Blpco X — X est l’éclatement de X le long des D; de rang 0 (les éléments minimauzx de D), et,
de facon récursive, Blp<, X — Blpg,—1 X est léclatement de Blpg,—1 X le long des transformées
propres des Dj de rang r ; la variété Blp X vérifiant

1. Blp X est lisse;

2. Blp X \ Xo = U;er Di est un diviseur a croisements normauz ;

3. Pour tout entier k, l'intersection l/): N---ND;, est non vide si et seulement si, a la numérota-
tion pres, on a la chaine suivante, dans l'ensemble partiellement ordonné D, D;, C --- C D, .
En conséquence, D; et ]_A); ont une intersection non vide si et seulement si d; et D; sont com-
parables dans D.

Le fait que les éclatements sont des constructions locales permet de déduire immédiatement le
corollaire suivant.

Corollaire 5.1.3 (Eclatement d’une suite de drapeaux). Soit X et D comme dans le théoréme
précédent. Soit F1, ..., F des drapeauz de sous-variétés appartenant a D tels que

1. F,..., % est une partition de D,

2. Si D est dans l'un des .%;, alors pour tout D' € D, vérifiant D' < D, il existe un j < i tel
que D' € .Z;.

En notant ﬁ; le drapeau des transformées propres des éléments de ﬁ;_l dans

Blyit (- (Bls X)),

on obtient
Blp X = B].y:—l (- (Blg, X))

Afin d’alléger les notations, on notera une telle suite d’éclatements
Blg,...n X

Comme il s’agit d’appliquer ces résultats afin d’obtenir des motifs de Tate mixtes, il est né-
cessaire de contrdler la nature des motifs apparaissant au terme de la construction du théoréme
; ce qui est assuré par la proposition dont I’énoncé reprend les notations de 'article [Hu03],
en particulier celles introduites dans les preuves des théoremes 1.4, 1.7 et lors du corollaire 1.6 de
[HuO3].

Proposition 5.1.4. Soit X et D = UD; satisfaisant aux hypothéses du théoréme[5.1.9. On suppose
de plus que X ainsi que tous les D; sont des variétés de Tate. Soit E™T' l'ensemble des diviseurs
exceptionnels de Blp<r X — X et D"t lensemble des transformées propres dans Blp<. X des
éléments de D de rang r + 1.

Alors toutes les intersections possibles de strates de D™ UE™ ! sont des variétés de Tate ainsi
que Blp<r X.

Démonstration. En suivant la démonstration du théoréme 1.7 de [Hu03], on procede par récurrence
sur r.
Sir =0, alors Blp<o X — X est I’éclatement le long de sous-variétés disjointes D; de rang 0.
Tous les diviseurs exceptionnels dans ! sont de la forme P(NxD;) (avec D; de rang 0) et
comme les D; sont de Tate, il en est de méme pour les diviseurs exceptionnels.



5.1. PRELIMINAIRES SUR LES ECLATEMENTS 41

On rappelle que, en notant h(X) le motif dans DM d’une variété X, la formule de ’éclatement

(Cf. proposition [4.1.1)

d—1
h(Blz X) = h(X)@h(Z)(—i)[—Qi] (5.1)

permet d’affirmer que I’éclatement d’une variété de Tate X le long d’une sous-variété de Tate Z de
codimension d est de Tate. On en déduit que Blp<o X est de Tate.

Soit D} un élément de D! ; c’est la transformée propre d'un élément D; de D de rang supérieur
ou égal & 1. D’apres le théoréme 1.4 dans [Hu03], on a D} = Blp,cp;irang(p;)=0 Dj d’ott 'on déduit
que D} est une variété de Tate.

Il s’agit maintenant de montrer que toutes les intersections possibles d’éléments de D' UE! sont
de Tate. Les centres des éclatements étant disjoints, les éléments de €' ne s’intersectent pas.

Soit D} et Djl- deux éléments de D, transformées propres de D; et Dj dans D. Si D; N D; =0
alors il en est de méme de leurs transformées et il n’y a rien a prouver, sinon D; N D; = UD;. Si
le rang maximal des D; est 0, alors le lemme 2.1 de [Hu03] assure que les transformées propres
sont d’intersection vide. Si ce rang est au moins 1, comme D; et D; se rencontrent proprement,
I'intersection des transformées est la transformée propre de l'intersection, c¢’est-a-dire

1 1
Di n Dj = BIDLCDiﬁDj;Tang(DZ):(] D;nN Dj.

D’ou 'on conclut que l'intersection est une variété de Tate. De plus, on déduit du théoreme 1.4
([HuO3]) que Di1 N Djl- = UDZI. Il suffit donc, pour conclure cette étape de la récurrence, d’étudier
uniquement les intersections de la forme E!' N D} avec E! dans ! et D} dans D!, transformée
propre de D; dans D. Une telle intersection est non vide uniquement si E' vient d’un élément
D; C D; de rang 0 dans D. Dans ce cas, l'intersection E' N D} est P(Np,D;) et c’est une variété
de Tate.

Supposons ’énoncé vrai pour Blp<.—1 X, £ et D". Par le corollaire 1.6 de [Hu03], I’écla-
tement Blp<r X — Blp<r—1 X est

BIDQO (Blfpgrfl X) e BngTfl X.

Les centres des éclatements sont les éléments de D" de rang 0 dans D". Comme ce sont des
variétés de Tate par hypothése, de méme que Blp<,-1 X, on en déduit que Blp<- X ainsi que
les nouveaux diviseurs exceptionnels sont des variétés de Tate. Les autres diviseurs exceptionnels,
éléments de ™! sont les transformées propres d’éléments de £ et sont de la forme

r+1 __ T
Ei - BlEiTﬂDlT;rang(Dl):r Ez

avec Fj dans " et D] dans D" provenant de D; dans D. Comme, par hypothese de récurrence, Ej
et Ef N D] sont de Tate, E; *1 est aussi une variété de Tate. Le méme argument prouve que tous
les éléments de D" ! sont aussi de Tate.

Comme précédemment, I'intersection de deux éléments de D"+ est ou vide ou la transformée
propre de deux éléments de D", cette transformée étant aussi une variété de Tate. De plus, si
cette intersection DZH N D;-"H de deux éléments de D"t n’est pas vide, elle peut s’écrire comme
une union d’éléments D;H dans D!, Afin de montrer que toutes les intersections d’éléments
de "1 U D! sont de Tate, il suffit de le faire pour I'intersection d'un D} ™! avec I'intersection
E7T - Bt les BN étant des éléments de £7L.
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Si deux des E/ ™ sont des diviseurs exceptionnels de Blpr  (Blp<r X) — Blp<,—1 X alors leur
intersection est vide car les éléments correspondants D et D;"\ont une intersection vide (ils ont été
séparés a une étape précédente).

Au plus I'un des E] *1 est donc diviseur exceptionnel provenant du dernier éclatement et 1’on
peut supposer que les éléments DZ’»"H, EIH, e ,E,Zﬂ sont des transformées propres des éléments
Dj,E7,...,E;_;.

— Supposons que E,Z'H soit la transformée propre d'un diviseur exceptionnel Ej dans £". La

sous-variété Y = Dj N E7 N --- K} est de Tate par hypothese et sa transformée propre est

BlD;ﬁY;nmg(Dj):'r Y

qui est une variété de Tate (D7 NY est ou vide ou de Tate et Y est de Tate). D’autre part, la

transformée propre de Y est l'intersection Df“ N EIH N---N Eg“ qui est en conséquence
une variété de Tate.

— Supposons que E} soit un diviseur exceptionnel provenant de ’éclatement de Blp<-—1 X le
long de D;. Soit Y I'intersection D] N ETN---E;_;. Alors D; NY est ou vide ou une variété

de Tate. Dans le premier cas, l'intersection D:H N EIH N---N E;;H est vide. Dans le second,
on a

D' nEt N n BTN =P(NyY N Dj)

qui est une variété de Tate.

5.2 La variété X3 et I’exemple de ((3)

Pour i dans [1,3] on note z1, 22 et x3 les coordonnées standard sur A3. On définit les diviseurs
Ar, BY, B}, Bs, A3, Di, DY et D3 de la fagon suivante :
— Pour tout sous-ensemble non vide I de [1, 3], As est le diviseur défini par 1’équation

1-JJzi=0.

i€l

On obtient ainsi les sept diviseurs irréductibles suivants :

=

{z1 =1}, {ax2=1}, {zs=1},
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{1290 =1}, A{xiz3 =1}, {zows =1}, {x12073=1}.
— On pose aussi
As ={x1290 = 1} U{z123 = 1} U {m2m3 = 1} U {z120023 = 1}.
— D} est 'union des sept diviseurs ci-dessus
DY ={x; = 1}U{zy = 1} U{z3 = 1}U{z120 = 1} U{1203 = 1} U {2023 = 1} U{z 12023 = 1}.

— On définit B? comme le diviseur d’équation x; = 0 pour i = 1,2,3, ce sont respectivement la
cloture de Zariski des faces gauche, avant et inférieure du cube. On note DY 1'union

DgZ{x1=O}U{QZ2=O}U{QZ3=O}.

— Bg est la cloture de Zariski du cube, c’est a dire I'union
B3:{(171:O}U{(EQZO}U{(E3:0}U{(E1:1}U{(172:1}U{:173:1}.

— D, est P'union DY DL = A, U B,.

Le diviseur D3 n’étant pas a croisements normaux, on cherche une bonne suite d’éclatements
de facon a avoir un diviseur a croisements normaux D3 au-dessus de Ds. 11 s’agit par la, de séparer
les diviseurs donnés par les équations z; = 1, qui sont les faces du cube, des diviseurs 1 — [];c; x;
avec |I| > 2 qui correspondent aux singularités des fonctions — 1 1 L

x1x2’ l—x1T223 et (1—z1z2)(1—z12223)
ainsi que de celles qui s’en déduisent par permutations des variables.

Remarque 5.2.1. Soit I un sous-ensemble non vide de [1, 3] et z = (x1, z2,x3) un point de A;. On
note d7 la fonction caractéristique de I. Le vecteur normal a A; au point x est égal a

—51(1) dxy + 01(2) dxs + 01(3)
I X9 T3

A
n I =
|z

dzs. (5.2)

En conséquence, si I et J sont deux sous-ensembles non vides distincts de [1, 3], intersection de
A et de A est transverse.
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Lemme 5.2.2. Soit I1,..., I} des sous-ensembles de [1,3] et X lintersection A, N---NAf, CA™.
La variété X est alors isomorphe a l'une des variétés suivantes :

A% GE, A'xGn, Al Gn, (1,1,1), {(z,z,2),2* =1}~ {z?=1}.

Démonstration. Les diviseurs donnés par une équation de la forme x; = 1 sont isomorphes & AZ,
ceux donnés par une équation de la forme z;z; = 1 avec ¢ # j sont isomorphes a Al x G,, et le
I , . 52 . . . N 2
diviseur défini par I’équation x1zex3 = 1 est isomorphe a G;,,.
Supposons dans un premier temps que k = 2.

1. Si ) = {i} et Iy = {j} avec i # j alors X est irréductible et

X~ {zj=2,=1} = A"

[\

. SiIy ={i} et Iy = {i,j} avec i # j alors X est irréductible et

X~{zj=z,=1} =A"

w

. Si L ={i} et Iy = {j,k} ou Iy = {i, j, k} avec i # j, k alors X est irréductible et
X~{z;=1letz; =1/x1} =Gy,
4. Si I = {j,k} et Is = {i,j,k} avec i # j, k alors X est irréductible et

Xo{o;=1et x5 =1/2} = Gyp,.

t

. Sily ={i,j} et Io ={j,k} avec i # j # k alors X est irréductible et
X~ {z; =ap et xj =1/2;} = Gpp,.

Supposons maintenant que k = 3. La discussion précédente permet de décrire Ay, N Ay,. Dans les
cas 1. et 2., en intersectant par Ay, ou l'on ne change pas l'intersection (si I3 C {i,5}), ou bien

X ={xy =29 =23 =1}.

Dans les cas 3. et 4., en intersectant par Az, ou I'on ne change pas l'intersection (si I3 C {3, j} ou
Is € {1,2,3} ), ou bien
X ={xy =29 =23 =1}.

Dans le cas 5. l'intersection vaut (1,1,1) sauf si I3 = {i, k} et dans ce cas
X ={x;=ap, 1 =27 et v; = 2;} = {(1,1,1),(~1,—1,-1)}
ce qui acheve la preuve. O

Lemme 5.2.3. Soit D3 ’ensemble partiellement ordonné (pour linclusion) dont les éléments sont
toutes les composantes irréductibles des intersections possibles des diviseurs Aj. L’ensemble D%

satisfait les conditions (1), (2) et (3) du théoréme[5.1.3
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Démonstration. La condition d’intersection (3) est une conséquence immédiate de la définition de
Di. D’apres le lemme une intersection de la forme X = Ay, N---N Ay, est isomorphe a I'une
des variétés suivantes :

A%, G2, A'xG,, A G,, (1,1,1), {(z,z2),2°=1}.

On en déduit que X est lisse et les composantes irréductibles de X étant étant disjointes, elles sont
aussi lisses.

Enfin la preuve du lemme ainsi que la remarque montrent que deux variétés Sy et Sa,
éléments de D), se rencontrent proprement. Il suffit en effet de vérifier au cas par cas que l'espace
normal de l'intersection est engendré par les espaces normaux a S et So, c’est-a-dire

NAn(Sl ﬂ 82) = NAn (Sl) + NAn(SQ)
O

En appliquant la construction du théoréeme avec D = D} et X = A3, on obtient une variété
X5 22 A3 qui est le résultat d’'une suite d’éclatements des strates de D} de sorte que la préimage
ﬁ\?{ de D3 soit un diviseur & croisements normaux.

Plus précisément, la variété X3 s’obtient de la fagon suivante. L’ensemble D3 est composé des
variétés suivantes

(1,1,1) (LAAT) A€ G AMAA DA E G
(1,1,1) (1,22,1) A LAT) A E G AMAL NN € G
(—1,-1,-1) (1,1,23) AMATLDAE G A LA AEG,

Comme (1,1,1) et (—1,—1,—1) sont deux points distincts, éclater le long de I'un puis de 'autre
ou dans 'autre ordre revient au méme. On obtient ainsi une variété

Bl(fl,fl,fl) B1(1,1,1) A’ — A3,

dans laquelle les transformées propres des variétés de codimension 1, éléments de D%), sont disjointes.
On peut alors éclater le long de ces transforrAnées propres sans se soucier de ’ordre dans lequel on
opere. Le diviseur a croisements normaux D3 est I'union des 11 diviseurs exceptionnels et des 7
transformées propres des diviseurs Ay avec I C [1, 3].

On note D3 le diviseur & croisements normaux, union de D1 et des transformées propres, dans
X3, des diviseurs {z1 = 0}, {z2 = 0} et {z3 = 0}.

Définition 5.2.4. On note Eg la préimage de By dans X, et ﬁn le diviseur 53 \ .§3.

Le diviseur Bjs est I'union des transformées propres dans X3 des diviseurs x; = 0, z; = 1 et
des diviseurs exceptionnels issus des éclatements le long de (1,1,1), z; = a9 =1, 1 = 23 = 1 et
To = X3 = 1.

Remarque 5.2.5. Les diviseurs ;{3 et §3 n’ont aucune composante irréductible en commun.
Soit C la préimage de 10, 1[> dans X3(R) et C sa cloture. Le diviseur Bs est alors la cloture

de Zariski du bord de @3 et on obtient la classe non nulle suivante

[Cs] € Gl H3(X3, Bs). (5.3)
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Comme ((3) s’écrit

1
/ —— dl‘ldl‘gd.%'g,
0,13 1 —x12273
on pose
=pi| ———dz1 Adza N d .
“e) = P (1 — T1x2T3 B $3>

Le diviseur A\(g) des singularités de la forme différentielle w3y n’intersecte pas le bord de Cs. En
effet la seule singularité possible de w(3) au bord de C serait celle provenant de la singularité de
mddfcl A dzy Adxs en (1,1,1); or celle-ci disparait suite a I’éclatement en (1,1,1). En effet,

en posant z; = 1 — x; on obtient

1

21+ 22 + 23 — 2122 — 2223 — 2123 + 212223

W) = —DP3 ( dz1 Ndzo A d23> .

L’éclatement en (1,1, 1) donne lieu a trois choix de changements de variables (correspondant a trois
choix d’ouverts affines sur P? = P(Nys(1,1,1)). En notant p3 la suite d’éclatements

p~3 . X3 — B1(1,171) AS

et en posant par exemple
23 = 81, *2 = 8182, 21 = 5183,
on obtient
d
w3y = —p3" !
s1(1+ 52+ 83 — s152 — S15253 — S153 + 575253)

dsy A dss A d83>

et pour s1 # 0

— e * Sl
WE) = P (((1 — s152)(1 — s183) + = (1 — (1 — s152)(1 — s183))

dsy A dsg A ng) .

La préimage du cube [0, 1]? dans Bla,1,n A3 est donnée (en tenant compte du changement de
variables choisi) par
0<s1<1, 0<s182, <1 0<sy8s3< 1.

On en déduit que la forme différentielle

S1

ds1 N\ dso N dss
1+ 89 + 83 — 182 — S15283 — 8183 + 575253

n’a pas de singularités au bord de la préimage du cube dans Bl j 1) A3 (ni dans la préimage du
cube). De la,

- s1
s (((1—5152)(1—3133)+;(1— (1— s152)(1 — 5153))

W) = dsy A dsg A d83>

n’a pas de singularités au bord de la préimage du cube dans X3, c’est-a-dire au bord de 6’3. En
appliquant les résultats de la section [£.2] on obtient d’une part un motif de Tate mixte

~ <A
H?(X3\ A@z); By ),
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la forme différentielle w(s) et la préimage C5 du cube réel 10, 1[® dans X3 donnent d’autre part deux
¢léments non nuls

~ ~ v
) € Gl B 06\ Ai By ™) et (Gl € (Gl B0\ Agyi By
La période du motif de Tate mixte n-encadré
3 _
(X \ Ay By )i g s €

est égale a ((3).
De plus, on a I’équivalence suivante entre motifs de Tate mixtes encadrés

duy A dusg A dus
1-— uju2U3

1 (X0 Aoy B ) slotoh (] = B (Mg \ 40 B J @]
ou Ag est le complémentaire dans 8/\/170,6 de la cloture de Zariski, Bs, de la cellule standard ®3.
En effet, en éclatant le point (1,1,1) puis les deux droites z1 = xo = 1 et 15 = 23 = 1 dans A®
on réalise My \ Ap comme un ouvert de Blizy=23=11,{(1,1,1),z1=22=1} A3,
De la, en éclatant ensuite le point (—1, —1, —1), puis les autres strates de dimension 1, on obtient
une suite de drapeaux Fy = {(1,1,1),z1 = xo = 1}, Fo = {za = 23 = 1}, F3..., Fn telle que

X3 - BlfN,...7.7'—1 A3 L Bl{xg:mg:l},{(l,l,l),aq=x2=1} A3 I AS

Mo i3\ Ao

cette suite d’éclatements étant illustrée ci-dessous (les diviseurs exceptionnels qui correspondant
aux hyperboles, n’intersectent pas le bord de la préimage du cube et ne sont pas représentés)

X3 Blg, 7 A? A3,

~ A4 -
Le morphisme a3 induit un morphisme dsz* entre H? (Xg \ Az); By (3)) et H? (/\/loﬁ \ Ao; B§40>
qui est compatible aux encadrements d’ou 1’égalité de motifs de Tate mixtes encadrés.

5.3 La variété X,, et ses diviseurs

Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Pour ¢ dans [1, n] on note z; la i-éme coordonnée standard
sur A”. On définit les diviseurs Ay, BY, B}, B, Ay, D}, DY et D,, de la fagon suivante :
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— pour tout sous-ensemble non vide I de [1,n], As est le diviseur défini par I’équation

1—Hmi:0;

el

— pour tout i € [1,n], BY est le diviseur z; = 0;

— pour tout i € [1,n], B} = Ayy est le diviseur 1 —z; = 0;

~ B, est 'union (J; BY) U (U; B});

— Ay est I'union Urcpy g 112 A1

— D} est I'union Urcpinir20 A1

— DY est 'union |J; BY;

— D, est I'union DY YD} = A, UB,.
Remarque 5.3.1. Le diviseur B,, est la cloture de Zariski du bord du cube réel C,, = [0,1]" dans
A™(R).

Le diviseur D,, n’étant pas a croisements normaux, on cherche une bonne suite d’éclatements de
fagon a avoir un diviseur a croisements normaux D,, au-dessus de D,,. La remarque et les lemmes
suivants serviront a pouvoir appliquer les résultats précédents.

Remarque 5.3.2. Soit I un sous-ensemble non vide de [1,n] et x = (x1,...,z,) un point de A;. Le

vecteur normal & A; au point x est égal a

1
nﬁf = Z - dz;. (5.4)

icl 1

En conséquence, si I et J sont deux sous-ensembles non vides distincts de [1,n], I'intersection de
A et de A est transverse.

Lemme 5.3.3. Soit I1,..., I} des sous-ensembles de [1,n] et X Uintersection Ay, N---NAr, C A™.
1l existe alors des entiers positifs r et s avec r > 0 et r 4+ s < n ainsi que des entiers ci,. .., c, tels
que X soit isomorphe a

A X G x [[{a = 1}
i=1

Démonstration. Si|I1U---Uli| = a < nalors X est isomorphe & (A} N---NA7 ) xA"™% C A®x A"¢
ou les A’Ii sont définies par les mémes équations, 1 —[[;c;, ; = 0, qui définissent les Aj; mais vues
dans A% au lieu de A™. Avec s = n — a, il est donc suffisant de montrer que

T
X' =(A, N nAL) ~ Gl x [[{a% =1}
=1

On suppose dans la suite de la preuve que [I; U---U | = n.

Pour tout n-uplet d’entiers A = (A1,...,\,) et pour tout = dans A", on note z* le produit
?:1 x;\’ Pour i dans [1,n], on définit a; = (a1, ..., ain) comme Pélément de Z™ tel que

Vi, 1<j<n ay=06r(j)

ou dy, est la fonction caractéristique de ’ensemble /;. En utilisant ces notations, X est défini par
les équations
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Soit L le sous-module de Z" engendré par ai,...,a, et r, r < k, son rang. Pour A dans L, en
écrivant

A=ajay + - - agay,

on obtient que pour tout x dans A",
n
l’/\ = H (l‘ai)ai .
i=1

On en déduit que z est dans X si et seulement si pour tout A\ dans L on a z* = 1.
Le module L étant un sous-module de Z", le théoreme de la base adaptée donne une base
fi,..., fn de Z™ ainsi que des entiers cq, ..., ¢, tels que

L:fl'clz@"'@fr'crz-
Comme un élément x de A" est dans X si et seulement si
Vie L, o =1,

on conclut que = est dans X si et seulement si

(xfl)cl -1, ... (a;fr)cr —1

et X est en fait défini par les équations ci-dessus.
Soit ey, ..., e, la base canonique de Z™ et ¢ l'isomorphisme de Z™ qui envoie chaque f; sur e;

pour ¢ dans [1,n]. Soit (¥ij)i1<i<n la matrice de ¢ dans la base canonique. Le morphisme ¢ induit
<in
un morphisme ¢ de G}, dans G}, défini sur les coordonnées par

n
@) =[] =",
=1

de telle sorte que ¢ envoie X sur la sous-variété X défini par

gPleh) =1, . gelef) =,
Comme pour tout i dans [1,n], ¢(cifi) = cie;, X est en fait défini par les équations
=1, -, =1L

r

Le morphisme ¢ étant inversible, ¢ est un isomorphisme et X est isomorphe a
T
Gp" X H{xcl =1}
i=1

O]

Lemme 5.3.4. Soit I1,..., I, des sous-ensembles de [1,n] et X l'intersection Ay, N---NAr, C A"
Alors, le fibré normal Nan X est engendré par les fibrés normaur Nyn Ag,, ..., NanAp, .
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Démonstration. De méme que dans la preuve du lemme précédent, il est suffisant de traiter le cas
ou|[U---UIL|=n.

Chacun des NjnAjp, est un sous-fibré de Nuy» X, ainsi, comme X est lisse, il suffit d’obtenir
I’égalité des dimensions. D’apres 1’équation , en un point x de X la dimension de l’espace

. A A , .
vectoriel Vect(n|xll, e ,n‘XIk) est égale au rang de la matrice

= (o),

1

k

2

VA
A
3

ou 0z,(7) est la fonction caractéristique de ’ensemble I;. Le rang de M est le méme que celui de la
matrice (7,(j))1<i<k, ¢’est-a-dire qu'il est égal au rang du Z-module L engendré par les éléments

1<y<n
ai,...,a, définis dans la preuve précédente. D’apres la preuve de la lemme le rang de L est
égal a la codimension de X ce qui achéve la preuve du lemme [5.3:4] O

Lemme 5.3.5. Soit D} I’ensemble particllement ordonné (pour linclusion) dont les éléments sont
toutes les composantes irréductibles des intersections possibles des diviseurs Aj. L’ensemble D}

satisfait les conditions (1), (2) et (3) du théoréme[5.1.4

Démonstration. La condition d’intersection (3) est une conséquence immédiate de la définition de
D}. D’apres le lemme une intersection de la forme X = Ar N---N Ay, est isomorphe a
A® X G577 x [Ti— {=“ = 1} avec r et s des entiers positifs et des entiers ¢;. On en déduit que X
est lisse et les composantes irréductibles de X étant étant disjointes, elles sont aussi lisses.

Soit 51 et So deux éléments de D;. Afin de montrer que S; et Sy se rencontrent proprement, il
est suffisant de montrer que I’espace normal de I'intersection est engendré par les espaces normaux
a Sp et SS9, c’est-a-dire

NAn(Sl N SQ) = Nan (51) + NAn(Sg).

Comme 57 et S5 sont les intersections de différents Ay, il est suffisant de montrer que le fibré normal
de Ay, N---N Aj, est engendré par ceux des Ay, ce qui est assuré par le lemme @ O

En appliquant la construction du théoréme avec D = D! et X = A™, on obtient une
variété X, 2% A" qui est le résultat d’une suite d’éclatements des strates de D) de sorte que la

préimage D! de D! soit un diviseur & croisements normaux.

Lemme 5.3.6. Soit DO la transformée propre dans X, du diviseur DY. Le diviseur D,, = D} |J D9
est alors a croisements normaux.

Démonstration. Soit I un sous ensemble non vide de [1,n] et é\? (resp. BY) I'intersection dans X,
(resp. A") des diviseurs {z; = 0} pour i dans I, pour i dans /. On se donne d’autre part Si,..., Sk
des strates de D7 telles que 'intersection des S; soit non vide. On veut montrer qu’il existe un
voisinage V' de E(I) N S NN 3'\;.3 tel que V N D, est & croisements normaux. Par le théoréme [5.1.2
les 3‘; viennent de strates, S;, de D}, et I'on peut supposer que S; C --- C Si. Si I'intersection des
S;’s avec 1/3\? est non vide, l'intersection de BY avec S; aussi non vide. De plus, il existe I1,. ..,
des sous ensembles non vides de [1,n] tels que S; = Ay, N--- N Ay,.
Comme BY (N S; est non vide, on a

INnyY---Un=o.
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on en déduit que, dans A", il y a un voisinage Vg de BY( S isomorphe & un produit A¢ x Al avec
d=n-—|I|:

Al x Al
U U
Dl Uie[ BQ>

oll B0 I'hyperplan correspondant a {z; = 0} dans Al
En remontant ce voisinage en Vj dans X,, il s’identifie a Xg x Al avec Dd C X, De la,

pour toute strate S il y a une strate Sf de Dd telle que Vo S’ o~ Sd AVl Comme les Sd
forment un diviseur a croisements normaux dans Xy d’apres le théoréme Vo est un voisinage
de B? NSiN---NSg tel que Vo N D, est un diviseur a croisements normaux. O

Définition 5.3.7. Soit B, la préimage de B, dans X, et A, le diviseur D,, \ En
Remarque 5.3.8. Les diviseurs A, et B, n’ont aucune composante irréductible en commun.
Soit C,, la préimage de Cy =10,1[" dans X,,(R) et C, sa cloture. Le diviseur B, est alors la
cloture de Zariski du bord de (jn et on obtient la classe non nulle suivante
[C,] € Grl¥ H™(X,,, By). (5.5)
Si I est un sous-ensemble non vide de [1,n], on définit Fr et G5 comme les fonctions suivantes
Gr:(z1,...,2n) — [licr v
F[ : (a:l,...,:rn) — 1 — Higwi.

Définition 5.3.9. Un drapeau F de [1,n] est une collection de sous-ensembles I; distincts non
vides de [1,n] tel que Iy € ... € I,. La longueur du drapeau F est l’entier r et 'on parlera de
r-drapeau de [1,n]. On appellera drapeau maximal un drapeau de longueur n .

Un r-drapeau distingué (F, 41, ..., i,) sera la donnée d'un drapeau F de longueur r et d’éléments
i1 <...<ipde[l,r].

Définition 5.3.10. Soit (F,i1,...4p) un r-drapeau distingué de [1,n]. Soit Q7
rentielle de €27, (A" \ D) définie par

i, la forme diffe-

T
117 /\ dlog(g;)
ou
o Fr, sije {i1,...,ip}
9i Gp, sinon.
Soit k = (k1, ..., kp) un uplet d’entiers avec k1 > 2 tel que k1+- - -+k, = n et s une permutation

de [1,n]. On définit la forme différentielle i s € QU (A" \ Dy,) par

Qs = frrodon (Ts(1)s -5 Ts(ny) dTL A - A dTp,

la fonction fi, ., étant celle de la définition

n

Remarque 5.3.11. Soit k et s comme dans la définition précédente. On associe a la paire (k, s) le
drapeau maximal distingué (Fy, i1, ...,1p) défini par I; = {s(1),...,s(i)} et i; = k1 +--- + k; pour
j allant de 1 & p. On voit alors qu’il existe un entier r5 tel que

Qk,s = (_1)TS Qz]?,czp
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Définition 5.3.12. On notera wzf
et Qi s respectivement.

i et wi s les images réciproques sur Xn\D,, des formes (2 Iiydy

Proposition 5.3.13. Si (F,i1,...,ip) est un drapeaw maximal distingué de [1,n] tel que i; > 2
et i, =n, alors :

— le diviseur des singularités Ai—’m% de Qia“-»ip est Aj, U---U Alip ;
— le diviseur des singularités Alfi iy de wzf i, €st dans Ay, ainsi le diviseur des singularités

de wy s est dans An
De plus, soit (F,i1,...,ip) et (F',i,... ,i;) sont deux drapeaux distingués de longueurs respec-

tives iy et iy avec |i1| = 2, [i1] = 2 tels que I;,, I}, forment une partition de [1,n]. Le diviseur des
q

singularités de w;-f iy N wif,/ o est dans A,
el
Soit (F,i1,...,1p) un drapeau vérifiant les hypotheses de la propriété précédente.

Le fait que A7, iy SOIL Ap, U~ U Ap, - est une conséquence directe des définitions. Le lemme
suivant peut facilement étre adapté a notre situation particuliere.

Lemme 5.3.14 ([Gon02|[lemme 3.8]). Soit Y un diviseur a croisements normauz d’une variété
lisse X etw € Qp, (X \Y). Soit p: X — X éclatement d’une variété irréductible Z. On suppose
que le point générique de Z est différent de celui des strates de Y. Alors p*w n’a pas de singularité

le long du diviseur exceptionnel de X.
C’est-a-dire :

Lemme 5.3.15. Soit Y un diviseur d croisements normauz dans A™ inclus dans Urcpi )12 A1
etw € QZ)Q(A”\Y). Soit p, : X, — A™ Uapplication provenant de la construction de X,,. Supposons
que les points génériques des strates de B, qui sont éclatées dans la construction sont différents des

points génériques des strates de Y. Alors piw n'a pas de singularité de long de B,.

Démonstration. Soit S une composante irréductible de B, provenant d’une strate S de B,,. Comme
w n’a pas de singularités le long des diviseurs {z; = 0}, le pull-back p}w n’en a pas le long des
transformées propre de ces diviseurs et I’on peut supposer que S est incluse dans une intersection
de diviseurs de la forme {z; = 1}, c’est a dire que S est une strate de U;{z; = 1}. On veut
montrer que piw n’a pas de singularités le long de S. On peut inclure S = 5; dans un drapeau
Fi={S1 € -+ € Sp_1}, les §; étant des strates de U;{z; = 1}, puis se donner des drapeaux
Fo, ..., Fn de sous variétés de D} tels que les Fj vérifient les hypotheéses du lemme m
Suite au premier éclatement,
pl: Blg, A" — A",

les points génériques des strates Sjl, transformées propres des S, sont différents des points géné-
riques des strates de Y'!, transformée propre de Y ; sinon cela serait déja le cas pour S; et Y. De
plus Y'! contient le lieu des singularités de pl*w par application du lemme 5.3.141 apl wet Sy

Il en est de méme pour les éclatements le long des transformées propres des strates Ss, ..., .S;_1.
On note

p%_l : BlSlc...,Si_l An - An

et Sffl la transformée propre de S; dans Blg, .. g5, , A" et Vil celle de Y.
Comme précédemment, Y1 contient le diviseur des singularités de pfjl*w et le lemme
appliqué a
pn Blgc 5, A" — Blg,c.s,_, A"

permet d’affirmer que pg*w n’a pas de singularités de long du diviseur exceptionnel 3’; de ce dernier
éclatement.
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Les différentes images réciproques de w par les éclatements suivants continueront a ne pas avoir
de singularités le long des transformées propres successives de S}. 0

Preuve de la proposition[5.53.15 D’aprés le lemme [5.3.15] il est suffisant de montrer que le diviseur
des singularités de Q*Zj _.ip €st a croisements normaux et qu’aucune de ses strates n’est une strate
éclatée de B,,.

Le diviseur des singularités de Q]: iy €8t Ap, U---UA 1, €t pour montrer que c’est un diviseur a
croisements normaux, il est suffisant de montrer que les Vecteurs normaux des A I sont linéairement
indépendants a chaque point de n’importe quelle intersection des AI Le vecteur normal & AI

ip

est D ;o 1 1/z;dx; et comme Iy C Io € ... C I, ces vecteurs sont hnealrement indépendants en

tout pomt d’une intersection quelconque des A I,

Il s’agit maintenant de montrer qu ‘aucune des strates de B,, éclatée dans la construction de X,
n’est exactement une strate de Ay, U---U Ap,. Soit S une telle strate de B,, de codimension k. La
strate S est définie par les équations Ty, = 1,...,2,, = 1. Si Ig est 'ensemble {ry,...,r;} alors,
pour tout sous-ensemble I de [1,n], S est inclus dans Ay si et seulement si I est inclus dans Ig.
Comme I; C Iy pour ¢ < ¢/, si S est inclus dans une strate S, de Ah’m’[p, cette strate est de la
forme A L, N- ‘NA I, avec j < k car |I;| < 2. En conséquence, S4 est de codimension au plus k— 1

et S ne peut étre exactement une strate de A7 e
On utilise le méme argument dans le cas de deux drapeaux distingués satisfaisant les hypotheses
de la proposition [5.3.13], ceci en acheéve par ailleurs la démonstration. O

Proposition 5.3.16. Le diviseur A, nintersecte pas le bord de C,, dans Xn(R).

Démonstration. Soit S une composante irréductible de codimension 1 de B,, contenant I'intersection

de certaines composantes de ﬁn avec le bord de é'n Comme le diviseur A,, n’intersecte le bord du
cube réel C,, que sur des strates de B,, de codimension au moins 2, on a nécessairement que py, ()
est une strate de B,, de codimension au moins 2.

Par symétrie de la situation par rapport aux coordonnées standards sur A", on peut supposer
sans nuire a la généralité que p,(S) est définie dans ces coordonnées par xp = Tp11 = ... = Tp.

En commencant avec A" et en éclatant d’abord le point z; = z9 = ... = z,, = 1, puis la droite
To=x3=...=T, = 1puisleplan z3=xz4 = ... =z, = 1 et ainsi de suite, on obtient une variété
Dn - Xn — A" Il y a des coordonnées naturelles (si1,...,sy,)) sur un ouvert de )Z'n telles que les
coordonnées sur A" définies par y; = 1 — z; satisfassent

Yy = S1, Y2 = 8182, ey Yi = S182 -S4, ey Yn = 8182 Sn.

Dans les coordonnées y; la strate x; = xj411 = ... =z, = lest donnée pary; = yj;11=... =y, =0
et sa préimage dans X, par s; = 0.

Pour toute permutation s de [1,n] la méme construction s’applique, c’est-a-dire qu’on éclate
d’abord le point Tg1) = Tg(2) = - = Ts(n) = 1 puis la droite Tg2) = Tg(3) = - = Ts(n) = 1 et
ainsi de suite, afin d’obtenir une variété p; : X’;"; — A", La préimage de D,, dans )Z'fl sera notée ﬁfl,
B¢ sera celle de B,, et A® sera DS \ B,

Pour montrer que A, n’intersecte pas le bord de C,, dans X, (R), et en vertu du lemme
il est suffisant de montrer que, pour toute permutation s, AS n’intersecte pas, dans X 2(R), le bord
de la préimage de C,. Il est alors suffisant de vérifier que les transformées propres des diviseurs Ay
n’intersectent pas le bord de Xfl(R) En effet, il en sera alors de méme pour les composantes irré-
ductibles de leurs intersections et cela restera vrai apres leurs éclatements, éclatements nécessaires
pour parvenir a X,. Par symétrie, il est suffisant de le faire lorsque s est 'identité, c’est-a-dire dans
le cas de X,. Soit C,, la préimage de C,, dans X,,.



54 CHAPITRE 5. LE CAS DU PRODUIT STUFFLE

Soit Ay une strate de codimension 1 de A,, I étant I’ensemble {io,...,ip} et supposons que
ip < ... < ip. On veut montrer que la cléture A; de la préimage de Ay \ B,, dans X,, n’intersecte
pas le bord de C),. Les k-iéme fonctions symétriques sont notés o avec les conventions suivantes

og =1, O‘k(Xl,...,Xl):OSil>k‘.

La strate Aj est définie dans les coordonnées x; par 1 — x;, - - -z, = 0, ce qui se traduit dans les
coordonnées y; en

p+1

0="> (=1 "o (Wio, Yir - - -+ Yiy)- (5.6)
k=1

Avant de donner une expression explicite de A; dans les coordonnées s;, on définit I'ensemble
Jo={1,...,i0} et les ensembles Ji,...,J, par

JkZ{io—l-l,’io—l-Q,...,ik}

pour tout k dans [1, p].
Pour tout sous-ensemble J de [1,n], on note II’s le produit Hje J8j, on a ainsi les relations

suivantes
yi, =17°s  and  Vk€[l,p], i, = I170sIl’s.

Le membre de droite de ’équation (.6 peut, en utilisant le changement de variables y; =
81 - - - 8;, Se réécrire comme

p+1
> (=1 o (s, TosITts, .. TT0sTT7s). (5.7)
k=1

Pour toute indéterminée A et pour tout k, on a
o MAX,AXy, . AX,) = Mo (o1 (X1, X)) +or(X1, ., X))

L’expression ([5.7]) est donc égale a

I1’os [1 + o1 (71s, ..., ITrs)

p—1
+ 3 (DFIs)! (o (1175, . T1778) + 04y (T, TT7s) ))
k=1

+(=1)P0, (T s, ... ,prs)} .

L’expression de A 1 dans les coordonnées s; est alors
0=1+o0(T"s,... II'rs)

p—1
+ Z ((_1)k(HJOS)k (gk‘(Hjlsa R HJPS) + O—k-‘rl(HJlsv s 7HJPS)>>
k=1

+ (=1)Po,(IT"1s, ..., TI7rs). (5.8)



5.4. UNE DEFINITION ALTERNATIVE DES MZV MOTIVIQUES 95

La cloture de C,, est donnée, dans les coordonnées s;, par s1 € [0,1] et pour tout i dans [1,7]
S1°-8; €~[O, 1]. 11 est suffisant de regarder I'intersection de A; avec les strates de codimension 1 du
bord de C,.

Supposons que s;, = 0 pour un certain ig € Jy alors le membre de droite de ([5.8)) devient
1+ 01 (IT71s, ... II77s)

qui est strictement positif si pour tout ¢, s; = 0. On en déduit que le diviseur Aj n’intersecte aucune
composante de la forme s;, = 0 pour i¢ dans Jy.

On peut donc supposer que s; # 0 pour tout ¢ € Jy afin d’étudier Iintersection de A; avec le
bord de C), et le membre de droite de peut s’écrire

HJos ( ﬁ( HJ0sHst)> + ﬁ (1 —HJOSHJJ'S>.
j=1 j=1

Siz = (s1,...,8,) avec s; > 0 pour tout i dans Jy, est dans la cloture de C, en particulier pour tout
i, le produit sisg---s; est entre 0 et 1, on en déduit que tous les produits I17°sII”is sont compris
entre 0 et 1 pour j dans [1,p]. On a de plus les inégalités suivantes

1
[IJos’

P
0< HJos ]1;[1( HJOSHJjS) <

p
_ 1rdotri
0<1:[1<1 HOSHJS><1.

Les deux termes ﬁ (1 -1, (1 - HJOSHJJ'S)) et [T5, (1 - HJOSHJjS) ne peuvent s’annuler

simultanément, on en déduit que A; n’intersecte pas le bord de C,, les s; étant strictement positifs
pour ¢ dans Jy. Cela achéve la preuve de la proposition [5.3.16] O

5.4 Une définition alternative des MZV motiviques

Les propositions [5.3.19] et [5.5.16] nous ameénent & 1’énoncé du théoréme suivant et & une autre
définition des valeurs zéta multiples motiviques.

Théoréme 5.4.1. Soit k = (ki,...,kp) un uplet d’entiers avec k1 > 2 et k1 + ...+ k, = n. Soit
s une permutation de [1,n]. Comme précédemment A est le diviseur des singularités de la forme
différentielle wy,. On a alors un motif de Tate mixte

-~

H"(X,, \ Af; Bak).

La forme différentielle wy, et la préimage C,, du cube réel de dimension n dans X,, donnent deuz
éléments non nuls

~ N \Vi
Wil € Gl HY (X, \ A% Bi%) et [C] € <Gr H™ (X, \ AL; Bo* ))
La période du motif de Tate mizte n-encadré

Mk s) = [0\ A B o), ]
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est égale a C(ki, ..., kn).
D’autre part, soit (F,i1,...,ip) et (F', i, ... ,i;) deux drapeaux distingués de longueurs respec-
tives iy et ig avec |i1| > 2, |iy] > 2 de telle sorte que I;,, I soit une partition de [1,n]. On note

~F|F' - ; " 1 . . :
il‘ Ll ! le diviseur des singularités de w{? i) /\wf o - 1l existe alors un motif de Tate mixte
10 tp Lyl 2 120
n-encadré
/\]_-‘]_-/
fT.,M . . ;. AN n ’\_7:|]:/ . g TR lp|i/1 ..... L/q

¢ (Fyit, ooy iplF iy, 0,) = H (X”\Aih...,lp\i’l,...,ig’B” ),

ye 7 ! =~
les cadres étant donnés par [wi . ANw’ ] et [Cy].

AT 175050

Démonstration. On cherche & appliquer le théoréme 3.6 de [Gon02] & notre cas particulier. Comme
D,, est un diviseur & croisements normaux et comme la proposition nous assure que A,
n’intersecte pas le bord réel de C’n, en utilisant la proposition la seule chose qu’il reste a
vérifier est que nous sommes bien en présence d’une stratification de Tate de X, ; ce dernier point
est acquis en vertu du lemme [5.4-3]

Le calcul des périodes découle du fait qu’intégrer sur CA'n est équivalent a intégrer sur le cube
réel. O

Le point-clé de la preuve du lemme [5.4.3] est contenu dans le lemme [5.3-3] d’out 'on déduit le
lemme suivant.

Lemme 5.4.2. Soit I1,...,I, des sous-ensembles de [1,n] et X lintersection Ay, N---NAr. C A"
Alors, X ainsi que ses composantes irréductibles sont des variétés de Tate.

Démonstration. D’apres le lemme [5.3.3] on a des entiers positifs r et s et des entiers ¢y, ..., ¢, tels
qu’il existe un isomorphisme f

T
X L ae e x [t = 13
=1

De plus, les composantes irréductibles de X sont en bijection avec celles de [];_;{z% = 1}. Elles
sont donc disjointes.
Dans la réalisation de Hodge, on a alors I'isomorphisme suivant

H* (A% x G x [Tl {e% = 1},Q) > H*(X, Q) .

Le morphisme de structure de Hodge mixte, f*, est strict [Del71], d’ot 'on déduit que H* (X, Q)
est une somme directe de structure de Hodge-Tate Q(m) (pour différents m) car, d’apres la formule
de Kiinneth, la cohomologie de A° x G257 x [[i=1 {z% = 1} T'est.

Finalement, en utilisant le fait que la réalisation de Hodge-De Rham est pleinement fidele, on
conclut que le motif de X est une somme directe de motifs de Tate, en d’autre mots, X est une
variété de Tate. Les composantes irréductibles de X étant disjointes, chacune d’entre elles est aussi
une variété de Tate. O

Lemme 5.4.3. Le diviseur D,, = Bg U ZA)}I munit X,, d’une stratification de Tate.

Démonstration. 11 faut dans un premier temps montrer que toutes les strates de lA)}l ainsi que X,
sont des variétés de Tate. En utilisant la proposition[5.1.4] il est suffisant de montrer que toutes les
intersections possibles de composantes irréductibles de D} sont des variétés de Tate (c’est évident
pour A™). Comme, en vertu du lemme une composante irréductible de Ay, N---N Ay, de D}



5.4. UNE DEFINITION ALTERNATIVE DES MZV MOTIVIQUES o7

est une variété de Tate, on conclut que X, ainsi que toutes les strates de 13,11 sont des variétés des
Tate.

On remarque que I'argument précédent assure que quelque soit k£ > 2, X} ainsi que toutes les
strates de 13 sont des variétés de Tate.

Soit S l’mtersectlon de certaines composantes de codimension 1 de B ; c’est la transformée
propre de lintersection correspondante, disons S = Nje;{z; = 0} pour un J C [1,n], dans BY.
C’est a dire que S est isomorphe a

Blsnp: peps S. (5.9)

D’une part, l'intersection S est isomorphe & A? pour d = n — |.J|, S est donc une variété de Tate.
D’autre part si I est un sous ensemble de [1,n] alors S N Aj est ou bien vide (I N J # () ou bien,
si INJ = (), isomorphe 4 la sous variété de A% donné par {1 — [[;c; z; = 0} (& une renumérotation
pres). On en déduit que la transformée propre, S , est une variété de Tate car elle est isomorphe a
X4 qui en est une grace a ce qui précede.

Maintenant, si S est une composante irréductible de D1 qui a une intersection non vide avec
S alors, comme S; provient de diviseur exceptionnel d’un des éclatements de la construction de
X, cette intersection SN SZ provient d’un diviseur exceptionnel de la suite d’éclatements . qui
produit S. L’intersection SN S est donc isomorphe a une composante irréductible de Dd dans Xj.

On en déduit que toute intersection non vide de composante irréductible de D}L avec S est
isomorphe a une intersection de composante irréductible de ZA)Cll dans Xy ~ S et est par conséquent
une variété de Tate. O

Le lemme et la proposition suivante font le lien entre notre définition alternative des valeurs
zéta multiples motiviques et celle de l'article de Goncharov et Manin [GMO04].

Lemme 5.4.4. Soit r > 2 un entier et soit d, : Mo iz — (]P’l)” le morphisme donné sur l’ensemble
ouvert par

(0,21, .., 2r,1,00) — [0, 21, 22,00] X [0, 22, 23,00] X -+ -

X [0, zp—1, zr, 00] X (0, 2, 1,00).

Soit A, l'union des composantes irréductibles de OMg 43 qui sont envoyées par 5, dans (PH™\ A",
On note aussi Ag le diviseur composé des composantes irréductibles de OM 43 qui ne sont pas au
bord de la cellule standard ®,..

Alors, A, est inclus dans Ag et il existe une suite de drapeauz Fi,...,Fn d’éléments de D}
(lemme satisfaisant aux hypothéses du corollaire telle que

X, =Blry. 5 AT 25 Mo,1s \ Ay = Bly, 5 A7 25 AT, (5.10)
Démonstration. Le morphisme 6; est donné en coordonnées cubiques sur Mg, 43 par z; = u;,

les x; étant les coordonnées affines standard sur (P')", et envoie les composantes de B, dans les
hyperplans x; = 0 ou z; = 1.
Le morphisme induit Mg ,43 \ A, — A" est I’éclatement le long des strates

{l’i =Tj4+1 = ... = l’j = 1} (5.11)

qui sont des éléments de D},
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Le départ de la suite de drapeaux Fi,...,F, est donc donné comme suit
Fi={{ri=x=-=z,=1},{z1=02==zp1 =1},...,{z1 = 1}}
f2:{{$2:$3:"':$n:1},{3§‘2:1’3:---:1‘n71:1}7...,{:1,‘2:1}}

ﬂ:{{mizxprl:-«':xnzl},{xi:xlﬂ:---:xn,lzl},...,{xizl}}

Fr={{z, = 1}}.

Cette partie de la suite satisfait bien la condition (2) du corollaire La maniére la plus simple
de compléter la suite est de prendre des drapeaux ne contenant qu’un élément commencant avec les
éléments non encore sélectionnés de rang 1 (la seule strate de rang 0 est {z1 =22 = ... =z, = 1}),
puis ceux de rang 2 et ainsi de suite.

Cette suite de drapeau satisfait bien les hypothéses du corollaire [5.1.3] ce dernier assurant donc
que les morphismes dans existent.

En fait, Papplication usuelle Mg,13 — (P!)" qui envoie (0,21,...,2:,1,00) sur (z1,...,2)
envoie @, sur le simplexe standard A, = {0 < t; < ... < t, < 1} et envoie B, sur le bord algébrique
de A,. Une premiere suite d’éclatements le long des sous-variétés {0 = ¢; = ...t;} correspond
au changement de variables des coordonnées simpliciales aux cubiques . Pour retrouver B,
I'éclatement le long des transformées propres des sous-variétés {t; = t;p1 = ... =t} et {t; = t;1 =
... =t, = 1} doit encore étre effectué. L’expression de ces sous-variétés en coordonnées cubiques
est {z; = xi41 = ... = z; = 1}. Le fait qu’il semble y avoir moins d’éclatements pour passer (P1)"
a Mo 43 en utilisant (5} vient du fait qu'ici il s’agit de retrouver un ouvert, Mo 13\ 4,. O

Le lemme précédent permet de faire le lien entre les valeurs zéta multiples motiviques définies
précédemment et celles de Goncharov et Manin.

Proposition 5.4.5. 1. Soita = (a1,...,ap) un b-uplet d’entiers avec a; > 2 et a;+---+ap = n.
En utilisant les conventions précédentes, on a une égalité de motifs de Tate miztes encadrés

M (a,id) = [0 (Monrs \ Ao; Bil*) s [wal, (4]

2. Soitk et un p-uplet et un q-uplet d’entiers avec k1,11 > 2, de poids respectifs n et m. Il existe
deuz drapeaux distingués (F i1, ... ip) et (F',j1,...,Jq) avecii, j1 > 2, L;,, I, formant une
partition de [1,n 4+ m] tels qu’on ait I’égalité de motifs de Tate miztes encadrés suivante

CTTM(F iy, i F s dg) =
{Hn+m (m \ Ao, B,‘?ﬂm)  [wk A wil, [<I>n+m]} _

En particulier, pour tout o € st(k,1), le motif de Tate mixte
[Hner (MO,n+m+3 \ Ao, B;?J?m> ; [wa]a [(I)n—i—m]]

est égal a son avatar sur Xpym, ("M (0).

Démonstration. Dans 1. et 2., 'application entre espaces vectoriels sous-jacents est respectivement
donnée par o, et o, (cf. ) Comme (), est envoyé sur ®,, par o, et Cp4p, sur 4y, par
oy, ., Tespectivement, connaitre le comportement de aj, et o,

pour déduire que o, et . respectent les cadres.

m SUI Wa et wk A w est suffisant
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1. Comme le morphisme o n’a pas d’effet sur les coordonnées cubiques, u;, définies sur Mo 43\
Ap, on a af (wa) = wid | et de 1a I'égalité des motifs de Tate mixtes encadrés.

2. En utilisant les expressions en coordonnées cubiques (sur Mo n4m+3 \ Ao) suivantes
wk = fx(ut, ..., up)d"u and  wy = fix(Uniis.e s Unsm)d U
on construit deux drapeaux distingués
(f,il, cee ,ip) and (f/,jl, cee ,jq),

comme expliqué dans la remarque [5.3.11] avec s = id. Le fait que o}, ,,, respecte les cadres
vient de I’égalité
FA

_ *
Wi iy NGy = O (Wi A @)

5.5 Le produit stuffle est motivique

Soit k = (k1,...,kp) et 1= (l1,...,l;) un p-uplet et un g-uplet d’entiers avec k1,1 > 2, Y k; =n
et Y 1; = m. Dans cette section, comme dans les sections et si o est un terme de la somme
formelle k * 1, tous les coefficients étant égaux a 1, on écrira o € st(k,1). L’application § définie a
la proposition [3.3.1] s’étend &

—_— 5
Mo ntmsz ——— Montz X Mo mys.

Soit Ak (resp. Aj) le diviseur des singularités de la forme différentielle wy sur Mg 43 (resp.
wy sur Mo m43) donnée dans les coordonnées simpliciales par wy (resp. wy) (cf. [2.4) et dans les
coordonnées cubiques par fg, . x,d"u (vesp. fi, . ,d"u). Pour tout o dans st(k,1), soit A, le
diviseur des singularités de la forme w,. En reprenant les notations de la section [4.3] on note
respectivement ®,, ®,, et @, 4y, la cellule standard de Mg n43(R), Mo m+3(R) et Mo pym+3(R),
et By, By, et By les clotures de Zariski des bords de respectivement ®,,, ®,,, et @y p,.

Proposition 5.5.1. On a une égalité de motifs de Tate miztes encadrés
[H" (Mors \ A Bite) s londs [n]] - [H™ (Mosmrs \ Avi Bt ) s s [@n]| =

> {H"”" (Mo,n+m+3 \ Ao Bé?f;m) ; [wols [‘I>n+mﬂ :
oest(k,])

Démonstration. Soit Ag la cloture de Zariski de OMo pn+m+3 \ Bntm, Bn,m celle du bord de ®,, x @y,
et A’ le bord de (/\/l07n+3 \ Ak> X (M07m+3 \Al). Comme l'application ¢ envoie By, sur By m,
on a une application induite

d: (Mo,n+m+3 \ Ao; B;?—(l)—m) — ((Mo,n+3 \ Ak) X (Mo,m+3 \ Al) ;B;’?,Im) :
En utilisant la formule de Kiinneth, on a des morphismes de motifs de Tate mixtes
H" (/Vlo,n+3 \ Ag; B;?“) @ H™ (Mo,m+3 \ Ag; Bﬁ}) —
H™ ™ (Monys \ Ax) X (Moma \ Ar); By ) —
B (Mogmts \ Ao Bl (5.12)
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qui sont tous les deux compatibles aux cadres [wk] ® [wi]; [Pn] @ [Pr], [wk A wi]; [Prn X Ppy] et
(0" (wi A w1)]; [@rgm]-

Il nous reste a montrer que

[ (Monsmrs \ Ao B ) 1[5 (@i A )], [@nm] | =

> [H (Momemrs \ Aot Biyn) i lwols (@] |
cest(k,])

Comme A, est inclus dans Ao, en utilisant le lemme [I.2.17] il est suffisant de montrer I’égalité
précédente avec Ag a la place de A, dans le membre de droite. En vertu de la proposition [5.4.5) il
est maintenant suffisant de travailler avec X, 1, (cf. section a la place de Mg p4m+3 \ Ao. En
effet, d’apres la proposition m pour tout o dans st(k,1) on a

¢ M(0id) = [H™™ (Montmes \ Aoi Biyn ) i [wol, (@l |

D’autre part, d’aprés la seconde partie, on a (F,iy,...,ip) et (F',j1,...,jq) avec i1, j1 > 2, I;, I;
formant une partition de [1,n] telle que

T M(F iy, i\ F Gy dg) =
[ (Mo ss \ Ao, B, ot Aol [

Pour terminer la preuve de la proposition [5.5.1} il nous faut donc encore montrer que

CIrMF iy, i F o d) = Y MM (oid). (5.13)
cest(k,l)

Les calculs de la section en particulier la proposition donnent pour chaque o € st(k,1)
une permutation s, de [1,n + m] telle que

F' F
[w’ilv---vip A wjla---vjq] = Z [w‘T’sU]'
oest(k,l)
Comme le diviseur Ai,zjlllqu de wflp A wjf;/’m,jq et le diviseur A, sont dans /Tner, le lemme
et le lemme montrent que
I M(Fin, il F g g = Y Mo, s0). (5.14)
oest(k,])

Permuter les variables donne un morphisme bien défini X,, ., — X,,1m qui préserve 6’n+m ainsi
que son bord algébrique §n+m. On obtient ainsi, sur chaque terme du membre de droite de ,
une égalité

Cfr.M (07 SU) = CfT.M (07 id )7

d’ou ’on conclut

I M(Fin, i F i) = Y (MM oyid),
oest(k,l)

ce qui donne I’égalité de motifs de Tate mixtes encadré voulue pour prouver la proposition[5.5.1 O



Annexe A

Autour des structures de Hodge
mixtes

La proposition suivante (proposition [4.2.8)) sert de fagon essentielle a prouver la proposition
429

Proposition A.0.2 (Proposition [4.2.8). Soit M une variété quasi-projective lisse de dimension
n (n>2)et X etY deux diviseurs a croisements normauz. On suppose que les composantes
irréductibles de X et de'Y sont lisses, que ces deux diviseurs n’ont pas de composante irréductible

commune et que l'union X UY est encore un diviseur a croisements normauz. On notera parfois
Y pour Y\ (Y N X).

On a alors les isomorphismes suivants
Gry, (Hijq (M \ X, YY) = Gy, (Hijg (M \ X)) (A1)
et
Gry (Hfjq(M\ X, Y7)) = G (Hjjg (M, Y)) (A.2)

ot Hijy désigne la cohomologie de De Rham a coefficients rationnels munie de sa structure de
Hodge.

On utilise dans la preuve quelques résultats de Deligne contenus dans [Del74].
Preuve de l'isomorphisme (A.l). La suite exacte longue de cohomologie relative donne
- — Higg (YY) — Hijg(M N\ X5Y) — Hijg(M\ X) — Hg(Y™) — -

Les morphismes de structures de Hodge mixtes étant strictes, cette suite exacte longue donne une
suite exacte sur les parties graduées de poids 2n

- — Gryy, Hi (YY) — Gri Higg(M\ X3 YY) — Gri Higg(M \ X)
— Gy Hpg (YX) — -

Pour montrer que Gry, (HE (M \ X, Y X)) ~ Gr¥ (H} (M \ X) il est donc suffisant de vérifier
les annulations suivantes

Cry HE'(Y\XNY)=0 et Gryy HE (Y \ (X NY)) =0.

On trouve chez Deligne [Del74][Théoréeme 8.2.4] les principes généraux de contréle des poids,
contenus dans le théoréme suivant et qui seront utilisés plus loin :
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Théoréme A.0.3 ([Del74][Théoréme 8.2.4]). Soit M une variété algebm'que sur C. Les couples
(p, q) tels que les nombres de Hodge h?1(M) (définis par hP4(M) = dim Grp+q 1(M)) soient non
nuls vérifient les conditions suivantes

1. (p,q) € [0,n] x [0,n].
2. SidimM = N et quen > N alors

(p,q) € [n — N,NJ] x [n — N, NJ.

3. Si M est propre alors p+q <n
4. St M est lisse alorsp+q > n

On déduit deque Criyy HE " (Y \ X NY) = 0 et de [2{ que Gr¥¥ H (Y \ (X NY)) = 0 puisque
dimY \(XNY)=n—-1. O

Preuve de l'isomorphisme (A.2)). 11 s’agit donc de montrer que
Gry (Hfg (M \ X, Y™)) = Gry (Hfg (M, Y)).

Les trois groupes de cohomologie relative Hfyq (M\ X, Y), Hiq(M, YY) et Hijy(M,Y') donnent
lieu a trois suites exactes longues reliées par les morphismes d’inclusion naturels, et qui sont résu-
mées dans le diagramme commutatif suivant

Higg' (M X) — Hpg (V) — Hjjg (M \ X, Y¥) — Hjzq (M \ X) — Hijg

| .

Hij; ' (M) Hi ' (YX) fa(M, YX) Hizg (M T
Hi ' (M) HE H(Y) Hfjq(M,Y) Hfiq(M) fa(Y)

Les suites exactes et les morphismes verticaux étant des morphismes de structures de Hodge
mixtes, on peut & nouveau passer aux parties graduées, ici en poids 0. En utilisant le théoréme
rappelé ci-dessus, on trouve en vertu de [4 que Grf{/ Hjyy(M) = 0, Gr}/ HEH(M) = 0,
Gry Hijg(M\ X) =0 et Grf’ Hi ' (M \ X) =0 car M et M\ X sont lisses (n > 2); en vertu de
on a egalement que Cr/ HHd(Y) =0 et Gry HE (YY) =0.

Le diagramme se réduit donc au suivant, qui fournlt des relations entre trois isomorphismes

0 — Gy Hiyy'(Y¥) — Grll' Higg(M\ X, YX) —=0

T

0 — Gr HipgH (YY) Gry Hjg(M,YX) 0
0 — Gy Hijg ' (Y) Gry Hijq(M,Y) 0

De la partie supérieure, on tire I'isomorphisme Gr/ Hf (M \ X,V ¥) ~ ) Grgv JM YD
la partie inférieure on conclut que pour obtenir 'isomorphisme désiré , il sufﬁt de montrer
que :

Grg' Hijg' (V) =~ Grg! Hygg' (Y \ (Y N X)). (A.3)
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La variété non lisse Y (resp. Y \ (Y N X)) est une union finie de composantes irréductibles
lisses UN,Y; (resp. UM, V; \ (Y N X)). Les groupes de cohomologie HE4(Y) (resp. Hfy(Y)) sont
I’aboutissement de la suite spectrale de structures de Hodge mixtes

LEPUY) = @ Hig(V)  (resp. LEPUY\ (Y N X)) = &jr1mp 1 Hig (V7 \ (Y 01 X))
[|=p+1

ou I désigne ici un sous ensemble de [1, N] et Y7 (resp. Y7\ (Y N X)) est intersection N;erY; (resp.
Aier¥i\ (Y 1 X)),

L’inclusion j : Y\ (Y NX) < Y (et par restriction les inclusions Y7 \ (Y N X) — Y7) induit un
morphisme j* : [ EPI(Y) — [EYY(Y \ (Y N X) entre les suites spectrales de méme qu’entre leurs
aboutissements ; de plus, j* respecte les structures de Hodge mixtes.

Etant intéressé uniquement par le cas oll p + ¢ = n — 1, on observe que dans ce cas on a un
isomorphisme sur les parties graduées de poids 0 des termes en E1"? des suites spectrales (avec
p+qg=n-—1).

En effet, pour ¢ > 0 on a Grf/ H{;,(Y7) = 0 et Gr}/’ Hij4 (Y7 \ (Y N X)) = 0 en utilisant le point
du théoreme car Y7 et Y7\ (X NY) sont lisses. Enfin, pour ¢ = 0, on a

LEPIY\ (Y N X) ~ [ EPY(Y)

car 'hypothése que XUY est a croisements normaux implique que les intersections de n composantes
de Y coincident avec les intersections de méme type pour Y \ (Y N X).

On en déduit bien que le morphisme j* : [ EP4(Y) — [ EPY(Y\(YNX)) induit un isomorphisme
sur les parties graduées de poids 0 des termes E; pour p+qg =n — 1.

De plus, les différentielles d; restreintes en poids 0 s’annulent. Elles s’écrivent en effet

dy: Gry LEPUY) = @ Grlf Hyy(Yr) — Grff LEVM(Y) = @ Grlf Hiy(Y7)
[I|=p+1 [IT|=p+2

et de maniere identique en remplagant Y par Y \ (X NY) pour EV?(Y \ (X NY)). Or I'espace
d’arrivée est trivial puisque I'on doit avoir ¢ =0, p+2=n—14+2 =n+1 et que le diviseur Y est
a croisements normaux.

Finalement les parties graduées de poids 0 des aboutissements des deux suites spectrales pour
Y et Y\ (X NY) sont isomorphes, c’est-a-dire Gryy Hij3 (V) =~ Grf/ Hi (Y \ (Y N X)). On en
déduit, d’apres ce qui précéde 'isomorphisme désiré

Grg (Hizg (M \ X, Y7)) = Grf (Hfjg(M, ).
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