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❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❘♦❞ ❇✉rst❛❧❧✱ ❏❡❛♥✲P✐❡rr❡ ❏♦✉❛♥♥❛✉❞ ❡t ❈❤r✐st✐❛♥ ◗✉❡✐♥♥❡❝ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té s✐ s♣♦♥t❛✲
♥é♠❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ r❛♣♣♦rt s✉r ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❘♦❞ ❇✉rst❛❧❧ ❛ ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❧❛❝✉♥❡s
❡t ❢❛✐❜❧❡ss❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡①t❡✳ ▲❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ s❡s r❡♠❛rq✉❡s
♠ê♠❡ s✐ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❣rès ♣❡✉✈❡♥t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ré❛❧✐sés q✉❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❡t à ❧❛ ❢♦r♠❡✳

❏❡ s✉✐s très ❤♦♥♦ré❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❍❡♥❦ ❇❛r❡♥❞r❡❣t à ❝❡ ❥✉r② ❡t ❥❡ ❧✬❡♥ r❡♠❡r❝✐❡✳
❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❏❛❝q✉❡s ▼❛③♦②❡r ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❈❧❛✉❞❡ ❇❡r♥❛r❞✳
▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❘❡♥é ❉❛✈✐❞ ❡t ❞❡ s♦♥ éq✉✐♣❡ à ❈❤❛♠❜❡r② ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t

❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ t❤è♠❡ ✏❧♦❣✐q✉❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✑ ❡♥ ré❣✐♦♥ ❘❤♦♥❡✲❆❧♣❡s✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞❡ s♦♥ ❞②♥❛♠✐s♠❡
à ❝ré❡r ❡t ❡♥tr❡t❡♥✐r ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ♦r❣❛♥✐s❛♥t ❞❡s ❛❝t✐✈✐tés s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r
♣❧❛♥ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❏❡ s✉✐s très ❤❡✉r❡✉s❡ q✉✬✐❧ ❛✐t ❛❝❝❡♣té ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❥✉r②✳

●ér❛r❞ ❍✉❡t ♠✬❛ ❛❝❝✉❡✐❧❧✐❡ ❡♥ st❛❣❡ ❞❡ ❉❊❆ ✐❧ ② ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✵ ❛♥s ❡t ❥✬❛✐ ❞❡♣✉✐s ❡✛❡❝t✉é
♠♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦✉s s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❡♥ étr♦✐t❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✉ s❡✐♥ ❞✉ ♣r♦❥❡t ❈♦q✳ ❏❡ ♥❡
❞é❝r✐r❛✐ ♣❛s ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❥✬❛✉r❛✐s ❞❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡r✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✐❧ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s s❛ ❞é♠❛r❝❤❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❞❛♥s s❡s ❛s♣❡❝ts t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ét❤✐q✉❡s ♦✉ ♣r♦s♣❡❝t✐❢s ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧
❡t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❞✬❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t✳ ❏❡ ❧❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❞✬êtr❡ ♣rés❡♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ s♦✉t❡♥❛♥❝❡✳

▼❡r❝✐ à P❤✐❧✐♣♣❡ ❆✉❞❡❜❛✉❞✱ ❏✉❞✐❝❛ë❧ ❈♦✉r❛♥t✱ ❏❡❛♥ ❉✉♣r❛t✱ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st♦♣❤❡ ❋✐❧❧✐âtr❡✱ ❊❞✉❛r❞♦
●✐♠é♥❡③✱ ❈❛t❤❡r✐♥❡ P❛r❡♥t ❡t ❋ré❞ér✐❝ Pr♦st s❛♥s q✉✐ ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦q à ▲②♦♥ ♥❡ ✈✐✈r❛✐t ♣❛s✳ ▼❡r❝✐ à
●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦✱ ❍✉❣♦ ❍❡r❜❡❧✐♥ ❡t ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❡r♥❡r ♣♦✉r t♦✉t❡s ♥♦s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s✳

❏❡ ♥❡ ♣❡✉① ❝✐t❡r ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s q✉✐ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ♦✉ ❝♦♥tr✐✲
❜✉❡♥t à ♠♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❛✈❡❝ q✉✐ ❥✬❛✐ t♦✉❥♦✉rs ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❧❛✐s✐r à ❝♦❧❧❛❜♦r❡r✳ ❏❡ ♠❡♥✲
t✐♦♥♥❡r❛✐ ❥✉st❡ ❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❡t ●✐❧❧❡s ❑❛❤♥ ❞♦♥t ❧❡s ✐❞é❡s ♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❡✉ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r
♠♦♥ tr❛✈❛✐❧✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡ ▲■P✱ ❧❡ ❈❘■ ❡t ❧✬❊◆❙ ▲②♦♥ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧ ❞♦♥t ♥♦✉s
❜é♥é✜❝✐♦♥s ✐❝✐✳ ❯♥❡ ♠❡♥t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ▼✐❝❤❡❧ ❈♦s♥❛r❞ ✿ s❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♣❡t✐ts ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞s
♣r♦❜❧è♠❡s ❡t s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❧❡s rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛r♠♦♥✐❡✉s❡ ♠❛❧❣ré t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛r❣❡s q✉✐ ♣ès❡♥t
s✉r ❧✉✐ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✬ét♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞✬❛❞♠✐r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦✐✳

▼❡r❝✐ à ❇é♥é❞✐❝t❡ ❆❧♦♥s♦✱ ❙②❧✈✐❡ ❇♦②❡r✱ ➱❧✐❛♥❡ ❋❧❡✉r②✱ ❙②❧✈✐❡ ▲♦✉❜r❡ss❛❝✱ ❏♦❝❡❧②♥❡ ❘✐❝❤❡r❞ ❡t
❱❛❧ér✐❡ ❘♦❣❡r ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ s✐ ♣ré❝✐❡✉s❡ ❡t ❧❡✉r ♣❛t✐❡♥❝❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬✐♥s♦✉❝✐❛♥❝❡ ❞❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs ♣♦✉r t♦✉t
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s✳

❘❡♠❡r❝✐❡r ♠❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t❡♠♣s ♣❛ssé ❧♦✐♥ ❞✬❡❧❧❡ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s très ❛♣♣r♦♣r✐é✳ ▼❡r❝✐ ❡♥ t♦✉t
❝❛s ❛✉① ✏❣r❛♥❞s✑ ♣♦✉r ❧✬❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥t ♠♦r❛❧ ❡t ❧✬❛✐❞❡ ♠❛tér✐❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛r❢♦✐s ❞✐✣❝✐❧❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥
❞❡s ✐♥térêts ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧s ❡t ❢❛♠✐❧✐❛✉①✱ ♠❡r❝✐ ❛✉① ✏♣❡t✐ts✑ ♣♦✉r ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧s ❞♦♥♥❡♥t à ❝❡tt❡ ✈✐❡✳
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Pré❛♠❜✉❧❡

❉❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ ❡♥ ✶✾✽✾✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛ ❝♦♥❝❡r♥é ❧❛ ❣❡s✲
t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q✳ ■❧ ét❛✐t ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞✬❤❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡
à ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲♦rsq✉❡ ❥✬❛✐ ❡♥t❛♠é s❛ ré❞❛❝t✐♦♥✱ ❥❡ ✈❡♥❛✐s ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q ❱✺✳✶✵✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ✐♥té❣r❛✐t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s
♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡t ✉t✐❧✐s❛✐t✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❛✈❛✐t été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞✱ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳
▲✬✉♥ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❡t ❧✬❛✉tr❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❈❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ♣r♦❝❤❡s ❞✬✉♥❡
✈✐s✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❛✣♥❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ♣♦✉r ❧❛
r❡♥❞r❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❡t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ r✐❣♦✉r❡✉s❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
q✉✐ ♥❡ ❞étr✉✐s❡ ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳

❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❢❛✐t ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❛r❛✐ss❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❢♦r♠❡❧❧❡✲
♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣❛♣✐❡r✳ ❯♥❡ ❞✐✣❝✉❧té s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❡♥❞r♦✐ts ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts
❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r
❧❡s r❛❝❝♦✉r❝✐s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st très ❞ét❛✐❧❧é❡ ❝❡ q✉✐ ❧❛ r❡♥❞ ♣❡✉t✲êtr❡
❞✐✣❝✐❧❡ à s✉✐✈r❡ ♠❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❡♥t❛♠❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡
✈♦✐r ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ✈ér✐✜é❡✳

Prés❡♥t❡r ❝❡ q✉✐ ❛✈❛✐t été ✐♠♣❧❛♥té ❞❛♥s ❈♦q ❛♠❡♥❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❡①❛♠✐♥❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❛❞♦♣té❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡t ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❛tt❡♥❞r❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛♠✐♥é ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❝❡ q✉✬✐❧ ét❛✐t t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❢❛✐r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ♦✉t✐❧s q✉✐ ét❛✐❡♥t ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r ❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐
♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✱ q✉✐ ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts à ❧❛ ❢♦✐s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧ ❢❛❧❧❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r✳

■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❛✉tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ❝♦❞❛❣❡✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❞❛♥s
❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ✉♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♠✐❡✉① à ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉
❡t q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s❛✈♦✐r ré❞✉✐r❡ ❝❡
s❝❤é♠❛ à ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❈♦q s♦♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣r❛t✐q✉❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s très ❣é♥ér❛❧❡s✱ r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t r❡str❡✐♥t❡s à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ sûr❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡❈♦q s✉r ❞✬❛✉tr❡s ❛ss✐s✲
t❛♥ts✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❜❡s♦✐♥ s❡ ❢❛✐t s❡♥t✐r ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ❢❛❝t♦r✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡♥t à s✉s❝✐t❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠é✜❛♥❝❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈✐s✐❜✐❧✐té ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞✉❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛✳
❈❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❡♥tr❛î♥❡ ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❞❡s r✐sq✉❡s ❛❝❝r✉s ❞✬❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

❯♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s

✈✐✐



✈✐✐✐

❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st t♦✉❥♦✉rs très ❞é❧✐❝❛t❡ à ❧❛ ❢♦✐s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❡ ❧❛
t❡❝❤♥✐❝✐té s②♥t❛①✐q✉❡✳ ■❧ ♥✬ét❛✐t ♣❛s q✉❡st✐♦♥ ❞✬❡♥t❛♠❡r ✉♥ t❡❧ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ♥♦♥
♣❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡t ♦✉t✐❧s ♠✐s ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

◆♦tr❡ ✐♥térêt s✬❡st ♣❧✉tôt ♣♦rté s✉r ✉♥ ♣❛♥♦r❛♠❛ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① tr❛✐t❡♠❡♥ts
❢❛✐ts ❞❛♥s ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡s t②♣❡s✳

◆♦✉s ✈♦②♦♥s ♥♦tr❡ ❛❝t✐✈✐té ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t❡✉r ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r✐✲
♠✐t✐✈❡s ❡①✐st❡♥t ❛✈❛♥t q✉✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ s♦✐t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❝r✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥✈✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❛✉t♦r✐sé❡s ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤❡r❝❤é à sé♣❛r❡r ❧❡s ❡①✲
t❡♥s✐♦♥s ❛♥♦❞✐♥❡s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s✐♠♣❧❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s✳
❯♥ rés✉❧t❛t ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡✳ ❙✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❡ ❞♦♥♥❡r
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡
str✉❝t✉r❡❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ré❝❛♣✐t✉❧é
✉♥ ❝❡rt❛✐♥s ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛❞♦①❡s ❝♦♥♥✉s q✉✐ ❥✉st✐✜❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡ t♦✉t ❢♦r♠❡ ✉♥ ❞♦❝✉♠❡♥t ❛ss❡③ ❧♦♥❣ ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❤❛✉st✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ s♦✉✈❡♥t
t❡❝❤♥✐q✉❡ ✳ ✳ ✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ q✉✬✐❧ ❧è✈❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✉ ♠②stèr❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♣❛r❢♦✐s ❡♥t♦✉r❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s
❧❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥❀ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s✐ ✉t✐❧❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s très ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡t s✐ ♣❡✉ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ♣❧✉s ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t s♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❈♦q✳

✶ ❆ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

▲❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛✉① ❡t ✐♥t❡r❛❝t✐❢s s❡ s♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és s❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s
✭◆q❚❤♠✱ ▲❈❋✱ ❍❖▲✱ ■s❛❜❡❧❧❡✱ P❱❙✱ ◆✉Pr❧✱ ❈♦q✱ P❳✱ ▲❡❣♦✱ ❆▲❋✮✳ ❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧❛tr✐❝❡s✱
s②stè♠❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦r♠❡❧ ❡t ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱ ✐❧s s❡ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✬❛✐❞❡r à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ t❤é♦rè♠❡s é✈♦❧✉és ♥é❝❡ss✐t❛♥t ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ♣❛r ❧✬✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t ❞❡ ❧❡♠♠❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr❛✐tés ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t ❞❡ str❛té❣✐❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❝❛s✱ ré❝✉rr❡♥❝❡
♦✉ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❡♠♠❡✮ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ✏t❛❝t✐q✉❡s✑✳

▲❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✉ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st q✉❡ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✐t ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❡ q✉✐ é❧✐♠✐♥❡ ❧❡ r✐sq✉❡ ❞❡ tr♦✉s ♦✉ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
❡rr♦♥é ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❛ss✐st❛♥❝❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣♦✉r ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ❧❡♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❝é❞✉r❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳

✶✳✶ ❉❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦rr❡❝t❡s

▲❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ✏♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧✑ ❡st s♦✉✈❡♥t s❝❡♣t✐q✉❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬✉t✐❧✐té ❡t ❧❛ ❢❛✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦✉t✐❧
❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s t❛♥t s♦♥ ❛❝t✐✈✐té ❡st ❞é✈♦✉é❡ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s
❡t ♦✉t✐❧s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ❞✉ rés✉❧t❛t ♥✬❡st q✉✬✉♥❡
ét❛♣❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ P♦✉r✈✉ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❢❛✉①
❡t q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s♦✐❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✱ ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ s✬❛❝❝♦♠♠♦❞❡r❛ t♦✉t✲à✲❢❛✐t ❞✬✉♥❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡ ♦✉ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡rr♦♥é❡✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞ès q✉❡ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✉ ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉és✳ ▲✬✐♠✲
♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❢â❝❤❡✉①✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ s❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♣❛r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❞❡ tâ❝❤❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ✿ tr❛♥s♣♦rt✱ ❜❛♥q✉❡✱ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥✱ ♠é❞❡❝✐♥❡ ✳ ✳ ✳●❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥❥❡✉ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t ❤✉♠❛✐♥ ❡t
♥❡ ♣❡✉t ♣❧✉s êtr❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡✳ ❙✐ ❧❡s ✐❞é❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧❧❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡
❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉❧t✐♠❡♠❡♥t ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ❞❡✈♦✐r ✈ér✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

✶✳✷ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

▲✬❛s♣❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞é✜♥✐r s♦♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡✳

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ é❝r✐t❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ✐♥t✉✐t✐✈❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st très
✐♠♣♦rt❛♥t ❡t s❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❛✐sé q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐ r❡st❡ ✐♥t✉✐t✐❢✳

▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s très ❞✐✈❡rs❡s✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡
q✉✬à ❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝é❞é s❡ r❛♠è♥❡ à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❛
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ r❡❝♦♥♥✉ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t✳

❙✐ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧s ♦♥t ❛✉ss✐ ❧❡✉r
s♣é❝✐✜❝✐té✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈♦♥t êtr❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s s♦✐t q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡
❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♠❡tt❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❥❡✉ s♦✐t q✉❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t
s♦✐t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ à ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❝✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡t ♥♦♥ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐q✉❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r
♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳

✶✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

▲❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ s♦♥
s❡♥s à ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s Pr♦❧♦❣✳ ❖♥ ❧❛ r❡tr♦✉✈❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s
❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❙✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♣❧❛❝❡ à ❧❡✉r ❛❝❝♦r❞❡r ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é✲
♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❝❧❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡
❧❡s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés
s♦♥t ❞ér✐✈é❡s✳

✶✳✹ ❈❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❈♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧és ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❧✬❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s q✉❛tr❡ ♥✐✈❡❛✉① ❞♦♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣❡✉✈❡♥t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡r ✿

▼ét❛t❤é♦r✐❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ s❡rt à ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡t à
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❡s ♣r♦♣r✐étés ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❡ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❛ss✉r❡ ❧❡
❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❡✉r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱

▲❛♥❣❛❣❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ❞❡✈r❛ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡s ♥♦♠s ❡t ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧❡s ♦✉t✐❧s ❡①t❡r♥❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

❯♥❡ ♥é❝❡ss✐té ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞♦♥t ❧✬ét✉❞❡ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ ❛✉r❛ été ❢❛✐t❡✳

▲✬❛ss✐st❛♥t ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ▲❛♥❣❛❣❡ ❡t ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❡
♥✐✈❡❛✉ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥✳

❙✐ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❡rt✐✜❡r ❧✬❛ss✐st❛♥t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❱ér✐✜✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡✈r❛ êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ❡t ❞♦♥❝ ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ▼ét❛t❤é♦r✐❡✳

▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ ❞♦✐t ❞✬êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛ ❛♠❡♥❡r à ❞é❝✐❞❡r ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❝❡rt❛✐♥❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ ♥✐✈❡❛✉ ▲❛♥❣❛❣❡ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é✈✐t❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t



❆ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✸

à ❢❛❝t♦r✐s❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡r♠❡t
❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té✳

❖♥ ❝♦♥❝❡✈r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢❡r♠é❡ ❛✜♥ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ sé❝✉r✐té ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✐t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♦✉✈❡rt à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s
q✉❡ ❝❡ s♦✐t s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠❛❝r♦✲❝♦♠♠❛♥❞❡s✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ tr❛❞✉❝✲
t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t ♣♦✉✈♦✐r s✬❡①♣r✐♠❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❛♥s ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞♦♥♥é✳ ❙✐ ✉♥❡ ♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ❡st ✐♠♣❧❛♥té❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s ❜❛s s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣✐❧é❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❡r
❧❡ t❡r♠❡ tr❛♥s❢♦r♠é ♣♦✉r ❧✬❡①♣r✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡
❝♦♥❝❡✈♦✐r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❛②❛♥t s❛ ♣r♦♣r❡ s②♥t❛①❡ ❡t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❡s ♣r♦♣r❡s ❞✐❛❣♥♦st✐❝s ❞✬❡rr❡✉r✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ♥♦♠♠❛❣❡
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛❝r♦ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥té❣ré❡s à ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✐♥st❛✉r❡r ❞✉ ♣❛rt❛❣❡
❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳ ❉❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s
❛②❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t été ét✉❞✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ✐♠♣❧❛♥tés ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❆✉t♦♠❛t❤ ❬✷✻❪✳ ❉❡ ♠ê♠❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❤ér✐t❛❣❡ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ s❡
❝❤❛r❣❡❛♥t ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♦✉ ❜✐❡♥ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✉
❧❛♥❣❛❣❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ♣♦✉✈❛♥t ❛❧♦rs s❡r✈✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡
❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❤ér✐t❛❣❡✳

▲❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ♣❛r ❞❡s ❢❛❝✐❧✐tés ✐♠♣❧❛♥té❡s s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬♦✉t✐❧s ❡①t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ P❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✈♦✐r ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♠♣❧❛♥té❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts
❝♦♠♠❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ♦♥ ❛ r❡❝♦♥♥✉ q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f(x) = F (f, x) ét❛✐t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡
❞✉ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ✈ér✐✜❛✐t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉✬❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ f(x) ❡♥ ❧❡
t❡r♠❡ F (f, x) ♣✉✐ss❡ êtr❡ ✐♥té❣ré❡ à ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s❛♥s r✐sq✉❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❛❣❡s✳

■❧ ❛rr✐✈❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛
t❤é♦r✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❛❧♦rs ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❡t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r
❛✐♥s✐ ❧❡s r✐sq✉❡s ❞✬❡rr❡✉rs ❡t ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣rés❡♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞é❝r✐t ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥
♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❍❖▲ ♦✉ ❩❋✱ ❝✬❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❢❛❝✐❧✐té ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❛♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠❡s ❡t ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤♦✐① q✉✐ ♦♥t été ❢❛✐ts ♣♦✉r ❈♦q✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❧❛♥❣❛❣❡ ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ss❡③ s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s
❝♦❞❛❣❡s ❡t ❞é❝♦❞❛❣❡s tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ♦✛❡rt❡s à ❞❡s ♦♣é✲
r❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❛t♦♠✐q✉❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♥✐✈❡❛✉
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s é✈♦q✉❡r♦♥s ❛ss❡③ ♣❡✉ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
♥♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✿ s❡✉❧❡s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐✲
✈✐té ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ❡st é✈♦q✉é✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❝♦♠♠❡♥t é❝r✐r❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛s ❛❜♦r❞é❡✳ ❉❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté✱ ♥♦✉s ♥❡
♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❛s à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ✐❝✐
♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❞❡ ❜❛s❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦♣♦sé✳

◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ s✉r ❧❡ ❜♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉① ♣r♦♣♦sés✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✷ P❧❛♥ ❞✉ ♠é♠♦✐r❡

❈❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❛✐♥s✐✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s
❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧s t②♣és q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s②♥✲
t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s q✉✐ ♥♦✉s s❡rt à s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s
s❡r✈❛♥t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❞é♠❛rr♦♥s ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❞✬✉♥❡ ❛r✐té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❡s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s t②♣és ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡
❡♥s✉✐t❡ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡♠❛♥❞é❡s à ❝❡tt❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❧✉s
❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❈❡❝✐ s❡r❛ ♥♦tr❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s②stè♠❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P✉✐s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s q✉✐
✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ♣✉✐s
❡♥✜♥ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦ù ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♣é❝✐✜q✉❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s
q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s
❞❛♥s ❈♦q ❱✻✳✶✳ ▲❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧✬✉♥ ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡
♣❛r ❝❛s ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❤✳
❈♦q✉❛♥❞ ♠❛✐s ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛❞r❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡t s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡str✐❝t✐✈❡ ♥❡
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é❝r✐r❡ q✉❡ ❞❡s ré❝✉rs✐♦♥s q✉✐ t❡r♠✐♥❡♥t✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❈♦q ❱✺✳✶✵✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛❞♦①❡s ❞ér✐✈❛❜❧❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣ré❞✐❝❛t
✐♥❞✉❝t✐❢✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❡t
✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♦ù t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✐♠✉❧✲
t❛♥é♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♣❛r❛❞♦①❡s ❝♦♥♥✉s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✳

✸ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s

▲❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ét✉❞✐és ❞❛♥s ❝❡ ♠é♠♦✐r❡ r❡♣♦s❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✳
P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥s✲
♣✐r♦♥s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ✐ss✉❡s ❞❡s P❚❙ ✭P✉r❡ ❚②♣❡
❙②st❡♠s✮ ❬✶✵❪✳

◆♦✉s ❛❝❝♦r❞♦♥s ✉♥ st❛t✉t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ❡st très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✉❧t❛♥é❡✳ ◆♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❝❧❛ss❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s
❢♦r♠és ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♥♦tés x⊲M ✳ ❈❡s s✉✐t❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r tr♦✐s ♣r♦♣♦s ❞✐✛ér❡♥ts✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♦ù ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ x ⊲ M ❡st ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❛
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ x ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ M ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ❧❡ttr❡s ❣r❡❝q✉❡s
♠❛❥✉s❝✉❧❡s ✭Γ,∆✮ ❡t ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s s✉✐t❡s ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ t②♣❛❣❡✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s ❧❡s s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s à ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r❛ ✐❣♥♦ré❡✳ ❊♥✜♥ ❝❡s s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s s❡r✈❡♥t à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
♠✉❧t✐♣❧❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❛s ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡s s✉✐t❡s



▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✺

❞❡ t❡r♠❡s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ♦♥ ❧❡s ♥♦t❡r❛ ♣❛r ❞❡s ♣❡t✐t❡s ❧❡ttr❡s ❣r❡❝q✉❡s ✭σ, δ✮✳

✸✳✶ ❚❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t P❚❙

✸✳✶✳✶ ❙♦rt❡s

▲❡s P❚❙ s♦♥t s♣é❝✐✜és ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❛♣♣❡❧é❡s s♦rt❡s✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t
❞és✐❣♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s s, s′, s1, . . .

✸✳✶✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞és✐❣♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡ttr❡s x✱ x′✱ y ✳ ✳ ✳✳

✸✳✶✳✸ ❙②♥t❛①❡

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ s②♥t❛①✐q✉❡ M ❞é❝r✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ▲❛ ❝❧❛ss❡ Γ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s

✐♥❞✐❝és✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❢♦r♠és ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡M ♥♦tés x⊲M ❡t ❛♣♣❡❧és t❡r♠❡s
✐♥❞✐❝és✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t
❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❙②♥t❛①❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✮ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ x ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t s ❧❡s s♦rt❡s✳

Γ ::= [] | Γ✱x ⊲M s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s
M ::= x | s | (x : M)M | [x : M ]M | (M M) t❡r♠❡s

P❛r♠✐ ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❝❡✉① q✉✐ s♦♥t ❛t♦♠✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❚❡r♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✮ ▲❡s t❡r♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s s♦rt❡s✳

✸✳✶✳✹ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞✬é❝r✐t✉r❡

◆♦✉s é❝r✐r♦♥s A→B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (x : A)B ❧♦rsq✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ → ❛ss♦❝✐❡
à ❞r♦✐t❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ A→B→C r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ A→(B→C)✳

▲❡ t❡r♠❡ (M N) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ M ❛✉ t❡r♠❡ N ✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡
à ❣❛✉❝❤❡✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s ❞♦♥❝ (M N P ) ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡r♠❡ ((M N) P )✳

▲❡ t❡r♠❡ [x : M ]N ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ N ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❡ t②♣❡ M ✳ ❖♥
s✬❛✉t♦r✐s❡r❛ à ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ t②♣❡ ❡♥tr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❜str❛✐t❡s✿ [x, y : M ]N r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❡ t❡r♠❡
[x : M ][y : M ]N ✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ [x]N ❞és✐❣♥❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ N ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
❧♦rsq✉✬♦♥ ♦♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ x✳

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

✸✳✷✳✶ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ Γ ✭♥♦té ❉♦♠✭Γ✮✮ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉① t❡r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❉♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és ❉♦♠(Γ)✮ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
t❡r♠❡s Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ✳

❉♦♠([])
def
= ∅ ❉♦♠(Γ✱x ⊲M)

def
= ❉♦♠(Γ) ∪ {x}



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✷✳✷ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡s ❱▲✭α✮✮

❱▲([])
def
= ∅

❱▲(Γ✱x ⊲M)
def
= ❱▲(Γ) ∪ (❱▲(M)\❉♦♠(Γ))

❱▲(x)
def
= {x}

❱▲(s)
def
= ∅

❱▲((x : M)P )
def
= ❱▲(M) ∪ (❱▲(P )\{x})

❱▲([x : M ]P )
def
= ❱▲(M) ∪ (❱▲(P )\{x})

❱▲((M P ))
def
= ❱▲(M) ∪❱▲(P )

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ◆♦t♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥ ♣❡✉ ❞é❧✐❝❛t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❛rr✐✈❡r❛ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s
✐♥❞✐❝és ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿ Γ✱x ⊲ (x σ)✱∆✳ ❙✐ x 6∈ ❉♦♠(Γ) ❛❧♦rs x q✉✐ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s (x σ) ❡st ❛✉ss✐ ❧✐❜r❡
Γ✱x ⊲ (x σ)✱∆✳

■❧ s❡r❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ♥♦♠s ♥❡✉❢s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s t❛r❞ à ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸✳

✸✳✷✳✸ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥

❖♥ ♥♦t❡ M{x ⊲ N} ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ N ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ x ❞❛♥s M ✳
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♣ré❝❛✉t✐♦♥s ❞✬✉s❛❣❡ ✭✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥
♦✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡✮ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✸✳✷✳✹ ❖♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡ t❡r♠❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭▲♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ▲❣✭Γ✮✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✲
❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ ✭♥♦té❡ ▲❣✭Γ✮✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✿

▲❣([])
def
= 0 ▲❣(Γ✱x ⊲M)

def
= ▲❣(Γ) + 1

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ Γ✱∆✮ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡ t❡r♠❡s
Γ ❡t ∆ ✭♥♦té❡ Γ✱∆✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ∆✳

Γ✱ []
def
= Γ Γ✱ (∆✱x ⊲M)

def
= (Γ✱∆)✱x ⊲M

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❚❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ Γ ♣x✮ ❙✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡
❞❡ t❡r♠❡s Γ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ Γ ♣x ❧❡ ✭❞❡r♥✐❡r✮ t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é à x ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

(Γ✱x ⊲M) ♣x
def
= M

(Γ✱ y ⊲ M) ♣x
def
= Γ ♣x s✐ x 6= y

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭■♥❞✐❝❡ r❡❧❛t✐❢ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♣i✮ ❙✐ i < ▲❣(Γ) ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡
Γ ♣(i) ❧❡ i❡t❡r♠❡ ❞❡ Γ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❡♥ ❝♦♠♣t❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ 0✳

(x ⊲M ✱Γ) ♣(0)
def
= M

(x ⊲M ✱Γ) ♣(n+ 1)
def
= Γ ♣(n)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❆♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ✐♥❞✐❝é à ✉♥❡ s✉✐t❡ x ⊲M ∈ Γ✮ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
✐♥❞✐❝é x ⊲M ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❧❛ s✉✐t❡ Γ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ x ⊲M ∈ Γ s✐ x ∈ ❉♦♠(Γ) ❡t M = Γ ♣x✳



▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✼

✸✳✷✳✺ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s

■❧ ♥♦✉s ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s
à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡✮ ❙♦✐t F ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ M ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ F (M)✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ F ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✭♥♦té❡ F (Γ) ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✮
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ ♣❛r✿

F ([])
def
= [] F (Γ✱x ⊲M)

def
= F (Γ)✱x ⊲ F (M)

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❉♦♠(Γ) ♦♥ ❛ x ∈ ❉♦♠(F (Γ)) ❡t

F (Γ) ♣x
def
= F (Γ ♣x)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮ ❙♦✐t P ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦r✲
t❛♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ P ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦rt❛♥t s✉r
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
P ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t P (Γ) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ ♣❛r✿

P ([])

P (Γ) P (M)

P (Γ✱x ⊲M)

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ s✐ P (Γ) ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❉♦♠(Γ) ♦♥ ❛ P (Γ ♣x)✳

✸✳✷✳✻ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és r❡♣rés❡♥t❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥é✲
r❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s
✉♥ t❡r♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s M{σ}✱ Γ{σ}✮ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
σ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ M ✭♥♦té❡ M{σ}✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r σ✿

M{[]}
def
= M M{σ✱x ⊲ N}

def
= M{σ}{x ⊲ N}

▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ M 7→M{σ} à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ s❡r❛ ♥♦té❡ Γ{σ}✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✉♥
❝♦♥t❡①t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭❘❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ Γ ❡st ❧✬❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à Γ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡ Γ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ x ⊲ M ∈ σ ❛❧♦rs M ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳

Γǫ ❞és✐❣♥❡r❛ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ r❡♥♦♠♠é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✏❢r❛î❝❤❡✑ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬❛②❛♥t ♣❛s été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s
❥✉sq✉❡ ❧à✳

❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t s♦✉✈❡♥t ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥
❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s s✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐té ❡t ❧❛ ♥♦t♦♥s ιΓ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✭❙✉✐t❡ ✐❞❡♥t✐té ιΓ✮ ➚ t♦✉t❡ s✉✐t❡ Γ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐é❡ ❧❛ s✉✐t❡ ιΓ
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s✳

ι[]
def
= []

ι(Γ✱ x⊲M)
def
= ιΓ✱x ⊲ x



✽ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✸✳✷✳✼ Pr♦❞✉✐ts✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés

■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥❞✐q✉❡r ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ♦✉
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ [x ⊲
A✱ y ⊲ B]M ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡r♠❡ [x : A][x : B]M ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (t x ⊲ A✱ y ⊲ B) ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❡r♠❡ (t A B)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ✭❆❜str❛❝t✐♦♥✱ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮ ❖♥
❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r Γ ❧❡s t❡r♠❡s [Γ]M, (Γ)M ❡t (M Γ)✳

[[]]M
def
= M [Γ✱x ⊲ N ]M

def
= [Γ][x : N ]M

([])M
def
= M (Γ✱x ⊲ N)M

def
= (Γ)(x : N)M

(M [])
def
= M (M (σ✱x ⊲ N))

def
= ((M σ) N)

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡ σ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s δ ✭♥♦té❡ (σ δ)✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭❝❢ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ M 7→ (M δ) ❞✬✉♥ t❡r♠❡ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳

▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s σ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ✭♥♦té❡ [Γ]σ✮ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ M 7→ [Γ]M ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦té (∆)Γ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ✳ ❈❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ a⊲A✱ p⊲(❡q a a)✮
❛❧♦rs q✉❛♥t✐✜❡r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
❢♦r❝é♠❡♥t ❜✐❡♥ t②♣é ✭❞❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ a ⊲ (A : ❙❡t)A✱ p ⊲ (A : ❙❡t)(❡q a a)✮✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡❝❛❧❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❞♦♥t ❧❡s t②♣❡s ♦♥t été ❛❜str❛✐ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ∆✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ ✿

a ⊲ (A : ❙❡t)A✱ p ⊲ (A : ❙❡t)(❡q (a A) (a A))

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ❛✉r❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡✉① ✿ (x ⊲ A✱ y ⊲ B)(z ⊲
C✱ t ⊲ D) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t z ⊲ (x ⊲ A✱ y ⊲ B)C✱ t ⊲ (x ⊲ A✱ y ⊲ B)D{z ⊲ (z x y)}✳

❈❡❝✐ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✻ ✭Pr♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭(∆)Γ✮✮
▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ∆ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ
❡t rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡ Γ✱ ❙✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ∆ ❛ ✉♥❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦♥
✈✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Γ ❛❧♦rs ♦♥ ❞❡✈r❛ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ∆✳

(∆)[]
def
= [] (∆)(Γ✱x ⊲M)

def
= (∆)Γ✱x ⊲ (∆)M{(ιΓ ι∆)}

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ têt❡✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ têt❡ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✳ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ✭❋♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ têt❡✱ ♣ré✜①❡✮ ❯♥ t❡r♠❡ M s❡r❛ ❞✐t ❡♥ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ têt❡
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s Γ,∆, δ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ ❛t♦♠✐q✉❡ X t❡❧ q✉❡ M = [Γ](∆)(X δ)✳
▲❛ s✉✐t❡ Γ,∆ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é❡ ♣ré✜①❡ ❞❡ M ❡t ❡st ♥♦té❡ M⊳✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❛t♦♠✐q✉❡ X ❡st ❛♣♣❡❧é têt❡ ❞❡
M ❡t ❡st ♥♦té M⋄✳

✸✳✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s P❚❙ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s s✉✐t❡s
❞❡ t❡r♠❡s✳



▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✾

✸✳✸✳✶ ❏✉❣❡♠❡♥ts

▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡s P❚❙ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡
M ❛❞♠❡t ❧❡ t②♣❡ N ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ✭❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✮ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ tr♦✐s ❥✉❣❡♠❡♥ts✿
Γ ⊢M : N ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ M ❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❞❡ t②♣❡ N ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳
Γ ⊢ ∆ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ✏❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥

❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s
❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ s♦♥t ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏Γ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✈❛❧✐❞❡✑ s❡r❛
tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ []✳

❊♥✜♥ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❡st ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ s✉✐t❡s ❞❡
t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és Γ ⊢ σ : ∆ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s σ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ ∆ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡
∆ ♣❡✉t ❛ ♣r✐♦r✐ ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

✸✳✸✳✷ ❆①✐♦♠❡s ❡t rè❣❧❡s

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✉s✉❡❧ ♣♦✉r ❧❡s P❚❙✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s A ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ♥♦té R t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s S × S✳

✸✳✸✳✸ ❈♦♥✈❡rs✐♦♥

▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és à β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣rès✳ ▲❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐❡
❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳ ❙❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ♣❛ss❛♥t ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡
β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❡st ♥♦té❡ ≡✳

([x : M ]N P ) 7−→β N{x ⊲ P}

❋✐❣✳ ✶✳✶ ✕ ❘è❣❧❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥

P♦✉r ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✱ ♥♦✉s s♦rt♦♥s ❞✉ ❝❛❞r❡ str✐❝t❡ ❞❡s P❚❙ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ♥♦té❡ M � N q✉✐
❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s ✐♥té❣r❡r ❞❡s ❝♦❡r❝✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s s♦rt❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡
❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳

1cm
Γ ⊢M : N Γ ⊢ P : s N � P

Γ ⊢M : P

❋✐❣✳ ✶✳✷ ✕ ❘è❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥

✸✳✸✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ✏♣✉rs✑ ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❞♦♥♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✶✳✸ ❡t ✶✳✹✳

✸✳✸✳✺ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
t❡r♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s



✶✵ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

[] ⊢ []

Γ ⊢ ∆

Γ✱∆ ⊢ []

Γ ⊢ ∆ Γ ⊢M : s x 6∈ ❉♦♠(Γ) ∪❉♦♠(∆)

Γ ⊢ ∆✱x ⊲M

❋✐❣✳ ✶✳✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s

Γ ⊢ [] (s1, s2) ∈ A

Γ ⊢ s1 : s2

Γ ⊢ [] x ∈ ❉♦♠(Γ)

Γ ⊢ x : Γ ♣x

Γ ⊢M : s1 Γ✱x : M ⊢ N : s2 (s1, s2) ∈ R

Γ ⊢ (x : M)N : s2

Γ✱x : M ⊢ N : P Γ ⊢ (x : M)P : s

Γ ⊢ [x : M ]N : (x : M)P

Γ ⊢ N : (x : M)P Γ ⊢ Q : M

Γ ⊢ (N Q) : P{x ⊲ Q}

❋✐❣✳ ✶✳✹ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs



▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✶✶

❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳

Γ ⊢ []

Γ ⊢ [] : []

Γ ⊢ σ : ∆ Γ ⊢M : N{σ}

Γ ⊢ (σ✱x ⊲M) : (∆✱x ⊲ N)

❋✐❣✳ ✶✳✺ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és

✸✳✸✳✻ ❘è❣❧❡s ❞ér✐✈é❡s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❛✐sé✲
♠❡♥t ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸

Γ ⊢ [] Γ ⊢M : s x 6∈ ❉♦♠(Γ)

Γ✱x ⊲M ⊢ []

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ér✐✈❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❣é♥ér❛❧✐sés✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡
♣r♦❞✉✐t ❡st ❜✐❡♥ ❛✉t♦r✐sé ♣♦✉r ❧❡s s♦rt❡s ♠✐s❡s ❡♥ ❥❡✉✳

➚ t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡s t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ s♦✐t ❞✬✉♥❡
s♦rt❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙✐ t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡s ❛❞♠❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♠❛①✐♠❛❧ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦rt❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✽ ✭❙♦rt❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✮ ❙♦✐t ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t S ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s♦rt❡s✱ S ❡st ❞✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ s✐ ♣♦✉r
t♦✉t x ∈ ❉♦♠(∆) ✐❧ ❡①✐st❡ s ∈ S t❡❧ q✉❡ Γ✱∆ ⊢ ∆ ♣x : s✳

P♦✉r q✉✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ M ❞❡ s♦rt❡ s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ s♦✐t ❧✐❝✐t❡✱ ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ s♦rt❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ∆ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡♥tr❡ ❧❡s s♦rt❡s ❞❡ S ❡t s s♦✐❡♥t
❛✉t♦r✐sés ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ P❚❙✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✾ ✭Pr♦❞✉✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✮ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ t❡r♠❡M ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡st ❞✐t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦rt❡ s ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡
s♦rt❡s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ∆ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ t❡❧ q✉❡

Γ✱∆ ⊢M : s ∀s1 ∈ S.(s1, s) ∈ R

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Ψ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳

❖♥ tr❛✈❛✐❧❧❡r❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦ù t♦✉s ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t
❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ M ✉♥❡ s♦rt❡ ♣❧✉s ✏❣r❛♥❞❡✑ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ∆✳

▲❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s
❤②♣♦t❤ès❡s ❞✬❛❞♠✐ss✐❜✐❧✐té✳



✶✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❙♦✐❡♥t Γ, ∆, Ψ, σ ❡t ψ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s
❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ Ψ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡st ❛❞♠✐ss✐❜❧❡✳

Γ✱∆ ⊢ Ψ

Γ ⊢ (∆)Ψ

Γ✱∆ ⊢ σ : Ψ

Γ ⊢ [∆]σ : (∆)Ψ

Γ ⊢ σ : (∆)Ψ Γ ⊢ δ : ∆

Γ ⊢ (σ δ) : Ψ{δ}

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ∆ ❡t Ψ✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞é❧✐❝❛t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ✷

✸✳✹ ❈❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs

◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡❧q✉❡s s②stè♠❡s ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉r❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✉ s❝❤é♠❛ ✐♥✲
tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ✏❝✉❜❡ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✑ ❬✶✵❪✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s
❧❡s s②stè♠❡s ♦♥t ❞❡✉① s♦rt❡s ♥♦té❡s ⋆ ❡t � ❡t ✉♥ ❛①✐♦♠❡ A = {(⋆,�)}✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥
❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ❡st ❥✉st❡ ré❞✉✐t❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

✸✳✹✳✶ ▲❛♠❜❞❛✲❈❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é

▲❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❈❤✉r❝❤ ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡

R = {(⋆, ⋆)}

✕ ⋆ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ �

✕ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ⋆ s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✧t②♣❡s✧ ❡t s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛ s②♥t❛①❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

τ ::= X | τ1→τ2

✕ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻ ✿

(xi : τi) ∈ Γ

Γ ⊢ xi : τi
Γ, x : τ ⊢ t : σ

Γ ⊢ [x : τ ]t : τ→σ

Γ ⊢ t : τ→σ Γ ⊢ u : τ

Γ ⊢ (t u) : σ

❋✐❣✳ ✶✳✻ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é

✸✳✹✳✷ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❝♦♥♥✉ ❛✉ss✐ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ s②stè♠❡ ❋✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❛r ●✐r❛r❞ ❬✸✺✱ ✸✻❪ ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♣❛r ❘❡②♥♦❧❞s ❬✼✹❪✳

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❞❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s
❧❡ P❚❙ ✿

R = {(⋆, ⋆), (�, ⋆)}



▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✶✸

✕ ⋆ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❧❡ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ �

✕ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ⋆ ❝♦♠♣♦rt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ (X : ⋆)τ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ♣❛r❢♦✐s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ∀X.τ

✕ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♣rés❡♥✲
té❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼ ✿

Γ ⊢ t : τ X ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Γ

Γ,⊢ [X : ⋆]t : ∀X.τ

Γ ⊢ t : ∀X.τ

Γ ⊢ (t σ) : τ{X ⊲ σ}

❋✐❣✳ ✶✳✼ ✕ ❘è❣❧❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

❊①❡♠♣❧❡ P♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ X✱ ❧❡ t❡r♠❡ [x : X]x ❡st ❞❡ t②♣❡ X→X✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❜str❛✐r❡ ❝❡
t❡r♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ t②♣❡ X ♣♦✉r ❢♦r♠❡r [X : ⋆][x : X]x q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ ∀X.(X→X)✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡
✉♥✐t ❝❡ t②♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ [p : ✉♥✐t](p ✉♥✐t→✉♥✐t (p ✉♥✐t)) ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t p s✉r ❞❡✉① t②♣❡s
❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é✳

✸✳✹✳✸ ❚②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r

❖♥ ♣❡✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❋ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥
❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ (⋆,�) ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ � q✉✐ s❡r♦♥t
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (∆)⋆ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦rt❡ ⋆ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ∆✳ ❯♥ t❡r♠❡ P ❞❡ t②♣❡ (∆)⋆ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
❞✬❛r✐té ∆ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ∆ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ⋆ q✉✐ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ t②♣❡✳

▲✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❡q ❞❡ t②♣❡ ♥❛t→♥❛t→⋆✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ à ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ♣✉✐s
♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♥❛t✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡
(n : ♥❛t)(❡q n n) ❞❡ t②♣❡ ⋆ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∀n.(❡q n n)✳

❉❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛r✐tés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❡①♣r✐♠❡r
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st r❡str❡✐♥t ❛✉① ❡♥t✐❡rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s R : (n : ♥❛t)(❩ < n)→⋆✳

P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ F ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ ▲❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞
❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
s②♥t❛①✐q✉❡✳ ▲❡s t②♣❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❛✉①q✉❡❧s ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉rs ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r ❡st ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t t♦✉t❡s
❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡s ❞❡✉① s♦rt❡s ⋆ ❡t �✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
rè❣❧❡s ❡st

R = A×A

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ F ❡t ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ■❧ ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ F : ⋆→⋆✳

❊①❡♠♣❧❡ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s τ ∧ σ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ ♣♦✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞♦♥♥és τ ❡t
σ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ⋆→⋆→⋆ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

∧ ::= [X : ⋆][Y : ⋆](Z : ⋆)(X→Y →Z)→Z : ⋆→⋆→⋆



✶✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

✹ ◆♦t❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥❢♦♥❞r❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs✳

✹✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

N ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡t B ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s {tr✉❡, ❢❛❧s❡}✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ ⊗ ❡t ⊕ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s A× B ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t (a, b) ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ A× B ❢♦r♠é à
♣❛rt✐r ❞❡ a ∈ A ❡t b ∈ B✳ ❙✐ p ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s A × B ♦♥ ♥♦t❡ pA s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s A ❡t pB s❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s B✳

❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ A1 × . . .× An ♦♥ ♥♦t❡ f(t1, . . . , tn) ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡
s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉① ♦❜❥❡ts ti ∈ Ai✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (f t1 . . . tn) s❡r❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❢♦r♠❡❧s ét✉❞✐és✳

✹✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❧✐st❡s

❯♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦❜❥❡ts s❡r❛ ♥♦té❡ [t1; . . . ; tp]✳ ❙✐ l ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ [t1; . . . ; tp] ❡t t ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❛❧♦rs t.l
r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t t à ❧❛ ❧✐st❡ l✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ [t; t1; . . . ; tp] ✳

✹✳✸ ❈♦q

❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧❡s ♠❡♥t✐♦♥s ❛✉ s②stè♠❡ ❈♦q s❛♥s ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ré❢èr❡♥t à ❧❛ ✈❡rs✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ à s❛✈♦✐r ❈♦q ❱✻✳✶✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡s ❡♥✈✐s❛❣❡♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ❞❡✉① ❣r❛♥❞s ❝♦♥❝❡♣ts très ✉t✐❧✐sés ❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦✉ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣♦✉r ❞❡s ét✉❞❡s
♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ◆✐❧

q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡t ❈♦♥s q✉✐ s✬❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t à ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❧✐st❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s❡r❛ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ R t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
❡♥t✐❡rs n ❡t m✱ (R 0 n) ❡st ✈ér✐✜é ❛✐♥s✐ q✉❡ (R n m) ⇒ (R (n+ 1) (m+ 1))✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡
❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ✉s✉❡❧ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ (R n m) ⇔ n ≤ m✳ ❉❛♥s ❧❡s
ét✉❞❡s ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st très ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❛✐♥s✐ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
str✉❝t✉ré❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s q✉✐ ♦✛r❡♥t
✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❛✐♥s✐✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t
♣r♦♣r✐étés ❧✐é❡s à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❝❛s ❧❡s
♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❡ t②♣❡ q✉❡ ♥♦✉s s❡r♦♥s ❛♠❡♥és à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s
✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐r♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡t ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❛❜str❛✐t❡s s✉r ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡
t❡r♠❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ P✉✐s ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s q✉❡❧q✉❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❡①♣❧✐❝✐t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✼✱
♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s✳ ❊♥✜♥ ❞❛♥s
❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✽ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦ù ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

✶✺



✶✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

✷✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ét✉❞✐❡r ♦✉ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❢♦r♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s 0✱ 1✱ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ + ❡t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ×✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❝❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❞é❢❛✉ts✳ ❊♥ ❡✛❡t ❝❡rt❛✐♥❡s s✉✐t❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✰×✵✮ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❡♥t❤és❛❣❡✱ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ ♦✉ ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳
❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡st ❞❡ ❧❡s ✈♦✐r s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s ét✐q✉❡tés ❞♦♥t
❧❡s ♥÷✉❞s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① s②♠❜♦❧❡s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞é♣❡♥❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ▲❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ♥✬❡st ♣❧✉s q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ t❡①t❡ ♦✉ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❧❡①✐❝❛❧❡ ❡t ❣r❛♠♠❛t✐❝❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♠❛♥✐♣✉✲
❧❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✐♥tér❡ss❛♥ts ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡
❡st ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳

✷✳✷ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❈❡tt❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❝❤❛❝✉♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❛r✐té q✉✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s s❡r❛ ❥✉st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té 0 ❡t ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ✉♥❛✐r❡ ✭r❡s♣✳ ❜✐♥❛✐r❡✮ ♣♦✉r ✉♥
s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té 1 ✭r❡s♣✳ 2✮✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ N ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❩ ❡t ❙ ❞✬❛r✐té
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0 ❡t 1✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭S✲❛❧❣è❜r❡✮ ❙♦✐t S ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❯♥❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢A ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ An ❡t ❞✬✐♠❛❣❡ A✳

▲❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ N ✲❛❧❣è❜r❡ ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ N1✮ ❡♥

♣r❡♥❛♥t
❩N1

= 0 ❙N1
(x) = x+ 1

▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s t❛s ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ N ✲❛❧❣è❜r❡ s✉r N ❝♦♠♠❡ ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦té❡ N2 ✿

❩N2
= 1 ❙N2

(x) = 2× x

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Z/2Z ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠♦❞✉❧♦ ✷ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ N ✲❛❧❣è❜r❡✳

❩Z/2Z ≡ 0 ❙Z/2Z(x) ≡ x+ 1 mod 2

✷✳✸ ❆❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s S✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭▼♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡s✮ ❙♦✐❡♥t (A, (❢A)f∈S) ❡t (B, (❢B)f∈S) ❞❡✉① S✲❛❧❣è❜r❡s✳
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ A ❞❛♥s B ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡s s✐ ♣♦✉r t♦✉t f ❞❛♥s S ❞✬❛r✐té n ♦♥ ❛ ✿

φ(❢A(t1, . . . , tn)) = ❢B(φ(t1), . . . , φ(tn))



❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✶✼

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s S✲❛❧❣è❜r❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❆❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✮ P♦✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞♦♥♥é❡ S✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡
❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s S✲❛❧❣è❜r❡s ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
ét❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❈❡tt❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ❛♣♣❡❧é S✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❉✐r❡ q✉❡ (I, (❢I)f∈S) ❡st ✉♥❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ S✲❛❧❣è❜r❡ (A, (❢A)f∈S)✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡ φ ❞❡ I ❞❛♥s A✳ ▲✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (I, (❢I)f∈S) ❡st ❝♦♠♠❡ t♦✉s
❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✐t✐❛✉① ✉♥✐q✉❡ à ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣rêt✳

▲❛N ✲❛❧❣è❜r❡ N1 ❡st ✉♥❡N ✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣♦✉r t♦✉t❡N ✲❛❧❣è❜r❡ (A, ❩A, ❙A) ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ N1 ❞❛♥s A ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r

φ(0) = ❩A φ(n+ 1) = ❙A(φ(n))

■❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ N ❞❛♥s ❆ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❝❡❧❛✳
▲❛ N ✲❛❧❣è❜r❡ N2 ♥✬❡st ♣❛s ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❛r ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ φ ❞❡ N2 ❞❛♥s N1 ❞❡✈r❛✐t ✈ér✐✜❡r

φ(2× x) = φ(x) + 1

❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r φ(0) = φ(0) + 1 ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡s ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ✭❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡✉①
s②♠❜♦❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♥❡ s❡ r❡❝♦✉✈r❡♥t ♣❛s✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❙♦✐t (I, (❢I)f∈S) ❧❛ S✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t ❢ ❡t ❣ ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❞✬❛r✐té
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t n ❡t m✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✿

❢ 6= ❣⇒ ❢I(t1, . . . , tn) 6= ❣I(u1, . . . , um)
❢I(t1, . . . , tn) 6= ❢I(u1, . . . , un)⇒ ti = ui (i = 1 . . . n)

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❡♥ ♠✉♥✐ss❛♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ❢B(t1, . . . , tn) = tr✉❡ ❡t ❣

B
(u1, . . . , um) = ❢❛❧s❡ ♣♦✉r

t♦✉t g 6= f ✳
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦♣r✐été ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s φi ❞❡ I ❞❛♥s I t❡❧❧❡s q✉❡

φi(❢I(t1, . . . , tn)) = ti

❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❥✉st✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳ ✷

❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❡♥ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

✷✳✹ ❚❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t r❡♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s s✉✐t❡s ✜♥✐❡s
❞✬❡♥t✐❡rs ✭q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦❞❡r ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮✳

❯♥ ❛r❜r❡ ❛❜str❛✐t ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡s s✉✐t❡s q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✿ s✐ a.l✱ ❧✐st❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r a à ❧❛ ❧✐st❡ l ❡st ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❛❧♦rs l ❡t (b.l) ♣♦✉r b < a s♦♥t
❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♦r❞♦♥♥é ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s✱ s❡ r❛♠è♥❡♥t à ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

❯♥ ❛r❜r❡ ét✐q✉❡té ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❛❜str❛✐t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S q✉❡❧❝♦♥q✉❡ q✉✐ s❡r❛ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s

t❡r♠❡s s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❯♥ s②♠❜♦❧❡ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ✭❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✮ ❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❞✐✛ér❡♥ts✳



✶✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❚❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✱ T (S)✮ ❯♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ✜♥✐
ét✐q✉❡té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿ s✐ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❡st ✉♥
s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té n ❛❧♦rs ❝❡ ♥÷✉❞ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ✜❧s✳

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ s✐ ❧✬❛r❜r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ O ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ e✳ ❆❧♦rs s✐ l ∈ O ❡t e(l) ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ f ❞✬❛r✐té n ♦♥ ❛ ∀i.(i.l) ∈ O ⇔ (i < n)✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ T (S) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ T (S) ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❢♦r♠❡ ✉♥❡ S✲❛❧❣è❜r❡
✐♥✐t✐❛❧❡✳

▲✬❛s♣❡❝t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛❧❣è❜r❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡
❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞❡ s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ■❧ ❛✉r❛✐t été t♦✉t✲à✲❢❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s
♦✉ ❜✐❡♥ ♠ê♠❡ à ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

◆♦t❛t✐♦♥ ◆♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ♥♦s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❛
r❛❝✐♥❡ ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❡t ❞♦♥t ❧❡s s♦✉s✲❛r❜r❡s s♦♥t ♥♦tés t1, . . . , tn s❡r❛ ♥♦té

(f t1 . . . tn)

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶ P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✉♥❛✐r❡s t❡❧s q✉✬✐❧s s♦♥t ♠❛♥✐♣✉❧és ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬✉♥
s②♠❜♦❧❡ ❩ ❞✬❛r✐té ♥✉❧❧❡ ❡t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❙ ❞✬❛r✐té ✶✳ ▲❡s t❡r♠❡s ✜♥✐s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és s❡r♦♥t t♦✉s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥t✐❡r n✿

❙ · · · ❙︸ ︷︷ ︸
n fois

❩

✷✳✺ ❘é❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡

❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ré❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❣é♥ér❛❧✐sé à
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭♥♦té❡ T (N )✮ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ ❛✉ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ A ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡
T (N )×A ❞❛♥s A✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts x ❡t f ❞ét❡r♠✐♥❡♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞❡ T (N ) ❞❛♥s A✱ ❝♦♠♠❡
❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿

F (❩) = x F ((❙ x)) = f(x, F (x))

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ é❧é♠❡♥t x ❞❡ A ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ T (N ) ❞❛♥s A✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐ss❡♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F ❞❡ T (N ) ❞❛♥s A✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✿

F (❩) = x F ((❙ x)) = f(x)

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐❜r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡
S s✉♣♣♦sé❡ ✜①é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❘é❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡✮ ❙♦✐t (A, (φf)f∈S)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡✱ s✐ ❢ ❡st ❞✬❛r✐té n✱ φf ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T (S)n×An ❞❛♥s A✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ T (S) ❞❛♥s A t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❞❡ S ♦♥ ❛✐t ✿

φ((❢ t1 . . . tn)) = φf(t1, . . . , tn, φ(t1), . . . , φ(tn))



❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✶✾

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B = T (S)×A✳ ❙✐ b ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T (S)×A ♦♥ é❝r✐r❛
bT ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ bT (S) s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❛♥s T (S)✳

❖♥ ♠✉♥✐t B ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

❢B(b1, . . . , bn) = ((❢ bT1 . . . b
T
n ), φf(b

T
1 , . . . , b

T
n , b

A
1 , . . . , b

A
n ))

■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ✭✉♥✐q✉❡✮ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ ❞❡ I ❞❛♥s B q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

ψ((❢ t1 . . . tn)) = ❢B(ψ(t1), . . . , ψ(tn))
= ((❢ ψ(t1)

T . . . ψ(tn)T ), φf(ψ(t1)
T , . . . , ψ(tn)T , ψ(t1)

A, . . . , ψ(tn)A))

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ ψ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ T (S) ♦♥ ❛

ψ((f t1 . . . tn))T = (f ψ(t1)
T . . . ψ(tn)T )

❉♦♥❝ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ ❞❡ I ❞❛♥s I q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

ϕ((f t1 . . . tn)) = (f ϕ(t1) . . . ϕ(tn))

❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐té ❞❡ I✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ✉♥✐q✉❡ ♦r ❧✬✐❞❡♥t✐té s❛t✐s❢❛✐t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x✱ ψ(x)T = x ❡t ❞♦♥❝ ✿

ψ((f t1 . . . tn)) = ((f t1 . . . tn), (φf(t1, . . . , tn))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ψ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r A ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡✳ ✷

❉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s❛♥s ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✮ ❙♦✐t (A, (φf)f∈S)✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡✱ s✐ ❢ ❡st ❞✬❛r✐té n✱ φf ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ T (S)n ❞❛♥s A✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ T (S) ❞❛♥s A t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❞❡ S ♦♥ ❛✐t ✿

φ((f t1 . . . tn)) = φf(t1, . . . , tn)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ φf ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ T (S)n×
An ❞❛♥s T (S)n✳ ✷

❈❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❛❞éq✉❛t✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
❧é❣✐t✐♠❡ ❞❡ s❡ ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té s✉r ❝❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛❞♠❡ttr❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❡t q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ é♥♦♥❝é ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹
❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡s φf s♦✐❡♥t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ré❝✉rs✐✈❡s ❡st ré❝✉rs✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭❉é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮ ▲✬é❣❛❧✐té s✉r ✉♥❡ S✲
❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❡t ✉♥❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (I, (❢I)f∈S)✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ
♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ T (S) ❡t r❡♥❞❛♥t ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ t❡❧❧❡ q✉❡

f 6= g ⇒ φ((f t1 . . . tn), (❣ u1 . . . um)) = ❢❛❧s❡ φ((f t1 . . . tn), (f u1 . . . un)) = φ(t1, u1)⊗ . . .⊗φ(tn, un)

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐té✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ t = u⇔ φ(t, u) = tr✉❡✳ ✷

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ♦✉ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳



✷✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✼ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✮ ❙♦✐t (Pf)f∈S ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés
t❡❧s q✉❡✱ s✐ ❢ ❡st ❞✬❛r✐té n ❛❧♦rs Pf ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t n✲❛✐r❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ π
s✉r T (S) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❞❡ S ♦♥ ❛✐t ✿

π((f t1 . . . tn))⇔ Pf(t1, . . . , tn)

Pr❡✉✈❡ ✿ P♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été πf ♣❛r

πf(x) = ∃t1 . . .∃tn.x = (f t1 . . . tn) ∧ Pf(t1, . . . , tn)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡
π(x) =

∨

f∈S

πf(x)

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
✷

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❛✉ ♣r✐① ❞❡
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉rs ♦ù ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ q✉❛♥t✐✜é❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✮ ❙♦✐t (Pf)f∈S ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts s✉r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A t❡❧s q✉❡✱ s✐ ❢ ❡st ❞✬❛r✐té n✱ s✐ t1, . . . , tn ∈ T (S) ❡t X1, . . . , Xn s♦♥t n ♣ré❞✐❝❛ts s✉r A
❛❧♦rs Pf(t1, . . . , tn, X1, . . . , Xn) ❡st ✉♥❡ ♣ré❞✐❝❛t s✉r A✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡ π s✉r
T (S)×A t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❢ ❞✬❛r✐té n ❞❡ S ♦♥ ❛✐t ✿

π((f t1 . . . tn), x)⇔ Pf(t1, . . . , tn, π(t1), . . . , π(tn))(x)

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❥✉sq✉✬à n✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ P t❡❧❧❡ q✉❡
P ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à (f t1 . . . tn) ss✐ P ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ti ❡t ❞❡ ♣❧✉s

∀x ∈ A.P ((f t1 . . . tn), x)⇔ Pf(t1, . . . , tn, P (t1), . . . , P (tn))(x)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été π ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✿

π(t, x)⇔ ∃P.(P s♦❧✉t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à t) ∧ P (t, x)

✷

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ❙♦✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡t ✉♥
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ✢è❝❤❡✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ét❛♥t ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I(τ) ❞✬✉♥ t②♣❡ τ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t
q✉❡ ✿

I(τ→σ, x)⇔ ∀u ∈ I(τ).(x u) ∈ I(σ)

❈❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ I ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐r I ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀u ∈ I(τ).(x u) ∈
I(σ) ♥✬❡st ♣❛s ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ I✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡
s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ s✉r T (S)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭❖r❞r❡ s♦✉s✲t❡r♠❡✮ ▲✬♦r❞r❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣ré✲
❞✐❝❛t q✉✐ ✈ér✐✜❡✿

t ≤ (❢ t1 . . . tn)⇔
∨

i=1...n

t = ti



❙tr✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✷✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✾ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs q✉✐ ✐♠♣❧❛♥t❡
❧✬♦r❞r❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳
▲✬♦r❞r❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❝❛r ✐❧ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ T (S) ❞❛♥s N q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s✳ ✷

✷✳✻ ❆❧❣è❜r❡s ♥♦♠♠é❡s

■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ✈❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❛ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ◆✐❧ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡
✈✐❞❡ ❡t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❈♦♥s✳ ❙✉✐✈❛♥t ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ (❈♦♥s ❩ ◆✐❧) q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐st❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❩ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡
t❡r♠❡ (❈♦♥s ❩ ❩) q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❧✐st❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡
str✉❝t✉r❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✉①q✉❡❧s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞♦♥♥❡r ❞❡ s❡♥s ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ♣❛r ❞❡s ✏♥♦♠s✑✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s♦rt❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♠❛✐s ❧❡s s♦rt❡s ❡①✐st❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡s P❚❙ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦♠s
q✉✐ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s②♠❜♦❧❡s q✉✐ ✈♦♥t s❡r✈✐r à sé♣❛r❡r ❧❡s t❡r♠❡s✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦♠s✱ ❧✬❛r✐té ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥é❡ ♥♦♥
♣❛s ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ♥♦♠s l ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ❡t ✉♥ ♥♦♠ s q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❧❡ s②♠❜♦❧❡✳ ❖♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛
❝❡tt❡ ❛r✐té ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (l, s)✳ ▲❡s ♥♦♠s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❞é❝♦r❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❧❛ss✐✜❡r ❡t str✉❝t✉r❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳

▲❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t s s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té
(l, s)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ✭❚❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♠♠é✮ ❯♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦♠♠é s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❡st ✉♥
❛r❜r❡ ✜♥✐ ét✐q✉❡té ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿ s✐ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞
❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ f ❞✬❛r✐té ([s1; . . . ; sn], s) ❛❧♦rs ❝❡ ♥÷✉❞ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ✜❧s✱ ❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❞❡ ♥♦♠ si✳

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♥♦♠♠és ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✵ ✭❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♠♠és✮ ▲❡ t❡r♠❡ (f t1 . . . tn) ❡st
✉♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ♥♦♠ s s✐ ❢ ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té ([s1; . . . ; sn], s) ❡t ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡
ti ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ♥♦♠ si✳

P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♦♥ ❞✐s♣♦s❡r❛ ❞❡ ❞❡✉①
♥♦♠s ♥❛t ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧✐st ♣♦✉r ❧❡s ❧✐st❡s✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts s✉r ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❩ ❞✬❛r✐té
([], ♥❛t) ❡t ❙ ❞✬❛r✐té ([♥❛t], ♥❛t)✳ ▲❡s ❧✐st❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❡♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t ❧❛
s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ◆✐❧ ❞✬❛r✐té ([], ❧✐st) ❡t ❈♦♥s ❞✬❛r✐té ([♥❛t; ❧✐st], ❧✐st)✳

❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❧❡ t❡r♠❡ (❈♦♥s ❩ ◆✐❧) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é t❛♥❞✐s q✉❡
❧❡ t❡r♠❡ (❈♦♥s ❩ ❩) ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❢♦r♠é✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❈♦♥s q✉✐ ❞❡✈r❛✐t
êtr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠ ❧✐st ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠ ♥❛t✳

✷✳✼ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♥♦t✐♦♥s ♥❡ r❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❧✐❜r❡s✳
❙✐ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ✭♥♦té /✮ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❧❡ t❡r♠❡ 1/0 ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é s②♥t❛①✐q✉❡✲

♠❡♥t ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❛✉ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳



✷✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

▲✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐❜r❡ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✭♦♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ s②♥t❛①✐q✉❡✮✳ ❖r ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ♥♦t✐♦♥s s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s é❣❛❧✐tés q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ▲✬é❣❛❧✐té s✉r ✉♥ ❣r♦✉♣❡ s❡r❛
❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡s r❛t✐♦♥♥❡❧s ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts 1

2
❡t 2

4 ✳ ❉❡ t❡❧s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉rr♦♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts s♦✐t ✈✐❛ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❧✐❜r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
s♦✐t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉♦t✐❡♥t✳

❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐❜r❡ ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡ ✜♥✐ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r
♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉① q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞és
✭❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡✮ ♠❛✐s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✳

▲✬♦r❞✐♥❛❧ ω ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ❛✐♥s✐ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧✬❛r❜r❡ ✐♥✜♥✐ ✿

�
�✁
✁

❆
❆

❅
❅

1

2

n

n+ 1

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s
❡t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✬ét❡♥❞❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❝❡ ❝❛s✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❛r❜r❡s ✐♥✜♥✐s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
✜♥✐❡s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊♥
❡✛❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✜♥✐✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❈♦q ♣❛r ❊✳ ●✐♠é♥❡③ ❬✸✶✱ ✸✸✱ ✸✹❪✳

✸ ❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✳
▲✬❛r✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♦✉ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s♦rt❡s ♠❛✐s ♣❛r ✉♥❡
s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛tt❡♥❞✉s✱ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡
❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ✐♥✜♥✐❡ ✿
s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ P : A→ s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (i, x) ♦ù i : A ❡t x : (P i) ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts s❡r♦♥t ❞❡ t②♣❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ i ⊲ A✱x ⊲ (P i)✳

■❧ s❡r❛ ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♦ù ❝❡rt❛✐♥s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛❧❡s ♦ù ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❩ ❡t ❙ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❧✐♠✐t❡ ❧✐♠ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❡st x ⊲ ♥❛t→♦r❞✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡s P❚❙ t❡❧❧❡s q✉❡
♥♦✉s ❧❡s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✺ ❡t q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ✉♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

▲❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s P❚❙ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ♦ù ❜✐❡♥ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ P
s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ét❛♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❧❡r ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞❛♥s ✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥é✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳



❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ✷✸

◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ♥♦té❡ t = u ❞♦♥t ♥♦✉s ♥❡ ♣ré❝✐s♦♥s ♣❛s ❧❡
st❛t✉t✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s P❚❙✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ t ❡t
u s♦♥t t❡❧s q✉❡ t ≡ u ❛❧♦rs t = u ❡st ✈ér✐✜é✳

✸✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮ ❯♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞✬✉♥❡ s♦rt❡ s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s P❚❙✮ ❡t ❞✬✉♥❡
s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ n ❝♦♥t❡①t❡s [Γ1; . . . ; Γn] t❡❧s q✉❡

∆✱X ⊲ s✱Γi ⊢ []

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γi ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞✉ i❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ (∆ | X ⊲ s | Γ1; . . . ; Γn) ✉♥❡ t❡❧❧❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ✭❊♥t✐❡rs✮ ▲❡ t②♣❡ ♥❛t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ③ér♦ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ x ⊲ ♥❛t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ ▲❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✿

([] | ♥❛t ⊲ s | [];x ⊲ ♥❛t)

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷ ✭❇♦♦❧é❡♥s✮ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té
✈✐❞❡✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✿

([] | ❜♦♦❧ ⊲ s | []; [])

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸ ✭▲✐st❡s✮ P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ A✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡
❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ✿

(A ⊲ s1 | ❧✐st ⊲ s | []; a ⊲ A✱ l ⊲ ❧✐st)

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬❛❧❣è❜r❡s✮ ❚♦✉t❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ✜♥✐❡ ♠♦♥♦♠♦r♣❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♠ X ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞✬❛r✐té n
✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γn ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ ❉♦♠(Γn) ♦♥ ❛✐t Γn

♣x = X✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✺ ✭❚②♣❡s ♥♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s✮ ❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ s❡✉❧
❝♦♥str✉❝t❡✉r ✿

(A ⊲ s1✱P ⊲ A→s2 | Σ ⊲ s | x ⊲ A✱ p ⊲ (P x))

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛❧❡s ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ q✉✐ ét❡♥❞ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❧✐♠✐t❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞✬♦r❞✐♥❛✉① r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡s ♦r❞✐♥❛✉①✳

([] | ♦r❞ ⊲ s | [];x ⊲ ♦r❞; f ⊲ ♥❛t→♦r❞)

❆ ❝❤❛q✉❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ❛ss♦❝✐é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ t②♣❡
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❢♦r♠❡r ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦✐❡♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ P❚❙✳

◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s q✉✐tt❡ à ét❡♥❞r❡ ❧❡ P❚❙ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s♦rt❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦✐t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ P❚❙✳ ■❧ s✉✣t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦rt❡s S ′ = S ∪ {▽} ❛✈❡❝ ▽ 6∈ S ′✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s✱
❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r s � ▽ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦rt❡ s ❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉✈❡❧
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿

R′ = R∪ {(s,▽) | s ∈ S}



✷✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✮ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré✲
❝✉rs✐✈❡ (∆ | X ⊲ s | Γ1; . . . ; Γn) ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

x1 ⊲ (Γ1)X✱ . . . ✱xn ⊲ (Γn)X

❖ù ❧❡s xi s♦♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s✳ ❙♦✐t Γ ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉rs ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ♦♥ ❛ ✿

∆✱X : s ⊢ Γ

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✻ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s
♣ré❝é❞❡♥ts ✿

✕ P♦✉r ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ✿ tr✉❡ ⊲ ❜♦♦❧✱ ❢❛❧s❡ ⊲ ❜♦♦❧✳
✕ P♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✿ ❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t✳
✕ P♦✉r ❧❡s ❧✐st❡s ✿ ◆✐❧ ⊲ ❧✐st✱❈♦♥s ⊲ A→ ❧✐st→ ❧✐st

✕ P♦✉r ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✿ ♣❛✐r ⊲ (x : A)(P x)→Σ✳
✕ P♦✉r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛❧❡s ✿ ❩ ⊲ ♦r❞✱ ❙ ⊲ ♦r❞→♦r❞✱ ❧✐♠ ⊲ (♥❛t→♦r❞)→♦r❞✳

▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛r✐té ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t
❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♥♦♠s❀ ♥♦✉s ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
❜❡s♦✐♥s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✬êtr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡❧❛
❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ✉♥ t②♣❡ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ P❚❙ q✉✐ ♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✮ ❯♥ s♣é❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ (X, s) ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Γ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ I ❡t ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs σ s✐

∆ ⊢ I : s ∆ ⊢ σ : Γ{X ⊲ I}

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✼ ❙♦✐t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ ❞❡
❜❛s❡ ι ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ι→(ι→ ι)→ ι q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ♥❛t ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✿

❩ ⊲ [x : ι][f : ι→ ι]x✱ ❙ ⊲ [n : ♥❛t][x : ι][f : ι→ ι](f (n x f))

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❜êt❡ ❧❡ t②♣❡ ι→ ι ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

❩ ⊲ [x : ι]x✱ ❙ ⊲ [f : ι→ ι]f

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✽ ❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ S ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st
✉♥ t②♣❡ A ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ An→A s✐ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ❞✬❛r✐té n✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝
♠✉♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ A ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡✳

✸✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

P❛r♠✐ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥✐❝✐té ♥✬❡st ❡♥
❣é♥ér❛❧ ♣❛s ✈ér✐✜é❡✳ ❆✉ss✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ✐tér❛t✐✈❡s ❡t ✜❧tr❛♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
❢♦r❝é♠❡♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s ❧❡s ✉♥❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ❞♦♥❝ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡✳



❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ✷✺

✸✳✷✳✶ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✜❧tr❛♥t❡s

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞❡♠❛♥❞❡r ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡ q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s
❧❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠é q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✐t q✉❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (I, σ) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Y ✐❧
s✉✣t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (σ ♣i δ)✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à
❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ I ❡st ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❡t q✉❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ I q✉✐ s✬é❝r✐✈❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
❞✐✛ér❡♥ts ❡♥ têt❡s s❡r♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts ✭à ♠♦✐♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s Y s♦✐❡♥t é❣❛✉①✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs s❡r❛ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
t②♣❡ ♥❛t ❡t ❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s ❩ : ♥❛t ❡t ❙ : ♥❛t→♥❛t t❡❧s q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ Y ✱ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s
x : Y ❡t f : ♥❛t→Y ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ F t❡❧ q✉❡ (F ❩) = x ❡t (F (❙ x)) = (f x)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡✮ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (I, σ) ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ (∆ | X ⊲
s | Γ1; . . . ; Γn) ❡st ❞✐t❡ ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s′ s✐ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ Y ❞❡ s♦rt❡ s′ ❡t t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s
(φi)i=1...n t❡❧❧❡ q✉❡ φi : (Γi{X ⊲ I})Y ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ f t❡❧ q✉❡ ∆ ⊢ f : I→Y ❡t t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ξ ❞❡ t②♣❡ Γi{X ⊲ I} ♦♥ ❛✐t

(f (σ ♣(i) ξ)) = (φi ξ)

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✾ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❞❡ t②♣❡ ∀C.C→C→C
q✉✐ s❡r❛ ♥♦té ❜♦♦❧ ❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs tr✉❡ ⊲ [C : ⋆][x, y : C]x✱ ❢❛❧s❡ ⊲ [C : ⋆][x, y : C]y ❡st ✜❧tr❛♥t❡ s✉r
❧❛ s♦rt❡ ⋆✳
❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ Y : ⋆ ❡t φ1 : Y, φ2 : Y ❛❧♦rs φ

def
= [x : ❜♦♦❧](x Y φ1 φ2) ❛ ❧❡ t②♣❡ ❜♦♦❧→Y ❡t s❛t✐s❢❛✐t

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
(φ tr✉❡) = φ1 (φ ❢❛❧s❡) = φ2

■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡s ❞❡ s♦rt❡ ⋆ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ⋆✳

❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♣❛r❧❡r ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ✷ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡
❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧→ ⋆✳ P♦✉r s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ét❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ F ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
▼ê♠❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ✷ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t
✉♥❡ t❡❧❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧→⋆ t❡❧ q✉❡

(P tr✉❡) = ∀C.C→C (P ❢❛❧s❡) = ∀C.C

❙✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st s✉❜st✐t✉t✐✈❡✱ ✉♥ t❡❧ ♣ré❞✐❝❛t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡

((∀Q : ❜♦♦❧→⋆)(Q tr✉❡)→(Q ❢❛❧s❡))→∀C.C

❊♥ r❛♠❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s t②♣❡s
❞é♣❡♥❞❛♥ts ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠♦♥tr❡r

(∀C.C→C)→∀C.C

❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✜❧tr❛♥t❡s s✉r ✉♥❡ s♦rt❡ s′ ♦♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ▲❛ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts
❞✐st✐♥❝ts ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❞❡ s♦rt❡ s′✳ P♦✉r ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ✐❧ ❢❛✉t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt é✈✐t❡r ❧❛
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✈❡rs ✉♥❡ s♦rt❡ ✏♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✑✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❣ér❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s
❡♥tr❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❙✐ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ P : A→s2✳ ❆❧♦rs ♦♥
♥❡ ♣♦✉rr❛ ♣r♦❥❡t❡r s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ A : s′✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬êtr❡ ✜❧tr❛♥t❡ ♥❡ s✉✣t
♣❛s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳



✷✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❙♦✐t (I, σ) ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s′ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ (∆ | X⊲
s | Γ1; . . . ; Γn)✳

✕ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ A : s′ ❡t x, y : A t❡❧s q✉❡ x 6= y ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t δi : Γi ❡t δj : Γj ♦♥ ❛

(σ ♣(i) δi) 6= (σ ♣(j) δj)

✕ ❙✐ (σ ♣(i) δi) = (σ ♣(i) ǫi) ❛❧♦rs s✐ j < ▲❣(Gammai) ❡t X ⊲ s ⊢ Γi
♣(j) : s′ ❛❧♦rs δi ♣(j)❂ǫi ♣(j)✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f t❡❧❧❡ q✉❡ (f (σ ♣(i) δi)) = x ❡t (f (σ ♣(k) ξ)) = y
♣♦✉r t♦✉t k 6= i✳

❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s s✐ (σ ♣(i) δi) 6= (σ ♣(i) ǫi) ♦♥ ♥♦t❡ p = δi ♣(j) ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f t❡❧❧❡ q✉❡
(f (σ ♣(i) ξ)) = ξ ♣(j) ❡t (f (σ ♣(k) ξ)) = p ♣♦✉r t♦✉t k 6= i✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ X ⊲ s ⊢ Γi

♣(j) : s′ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ξ : Γi✱
❧❡ t❡r♠❡ ξ ♣(j) ❛ ❜✐❡♥ ❧❡ t②♣❡ Γi

♣(j)✳ ✷

❆✣r♠❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ✜❧tr❛♥t❡s ♣♦✉r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t
❛♠❡♥❡r à ❞❡s ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥s✳ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ L ❞❡ s♦rt❡ s ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❞♦♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❞❡ t②♣❡ L→L✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✉
✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s✱ ❝❡❧❛ ♠è♥❡ à ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♠è♥❡
à s♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ Y ♣♦✉r Y ❞❡ s♦rt❡ s ✭❞♦♥❝ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❡st ❞é❣é♥éré✮ s♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❧♦s ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ s❡ ré❞✉✐t
♣❛s s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉ ✜❧tr❛❣❡ ♥❡ s♣é❝✐✜❡♥t ❞♦♥❝
♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✳

❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥❝♦❤ér❡♥t s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❧♦❣✐q✉❡s
✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❙♦✐t L ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ s♦rt❡ s à ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬❛r✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s
[] ❡t (L→L)✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ (I, [x1 ⊲ l✱x2 ⊲ e]) ❞❡ ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s
❛❧♦rs s♦✐t ♣♦✉r t♦✉t x, y : I ♦♥ ❛ x = y s♦✐t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❧♦s F ❞❡ t②♣❡ I t❡❧ q✉❡ F 6= e ❡t F 6= (l f)
♣♦✉r t♦✉t f : I→I✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❛ l : (I→ I)→ I ❡t e : I✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ét❛♥t ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s✱ ♣♦✉r t♦✉t x, y : I✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g t❡❧❧❡ q✉❡

(g (l f)) = x (g e) = y

❉♦♥❝ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ x = y ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ f t❡❧ q✉❡ (l f) = e✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ a : I→I→I t❡❧ q✉❡

(a (l f) x) = (f x) (a e x) = e

❙♦✐t g : I→I ♦♥ ❞é✜♥✐t

F
def
= (a (l [x : I](g (a x x))) (l [x : I](g (a x x))))

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ F : I ❡t

F = ([x : I](g (a x x)) (l [x : I](g (a x x)))) = (g (a (l [x : I](g (a x x))) (l [x : I](g (a x x)))))
= (g F )

▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ét❛♥t ✜❧tr❛♥t❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ g t❡❧ q✉❡

(g (l f)) = e (g e) = (l [x : I]x)



❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ✷✼

❙♦✐t F t❡❧ q✉❡ F = (g F )✳ ❙✐ F = (l f) ❛❧♦rs (l f) = F = (g F ) = (g (l f)) = e ❞✬♦ù ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ f t❡❧
q✉❡ (l f) = e ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ q✉❡ (x, y : I)x = y✳ ❙✐ F = e ❛❧♦rs e = F = (g F ) = (g e) = (l [x : I]x)
❡t ♦♥ ❛❜♦✉t✐t ❞❡ ♠ê♠❡ à ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ I✳ ✷

P♦✉r ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡s
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

✸✳✷✳✷ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳ ❯♥ t②♣❡ P q✉✐ ♠❡♥t✐♦♥♥❡
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ X ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X s✐ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ Y ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : X → Y ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡r♠❡ Q ❞❡ t②♣❡ P→P{X ⊲ Y }✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ X ⊲s✱ ♣♦✉r
t♦✉t x ⊲ P ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ♦♥ ❛✐t q✉❡ P ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X✳

◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❛r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t
❛✈♦✐r ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞♦♥❝ ❞❛♥s P ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s z ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡
♠❡♥t✐♦♥♥❡ ❛✉ss✐ X✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛❧♦rs ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ P→P{X ⊲ Y } s♦✐t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s s✐ ♦♥
s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ s✉✐✈❛♥t ✿

x ⊲ X✱ y ⊲ X✱h ⊲ (P : X→s)(P x)→(P y)

▲❡ t②♣❡ (P : Y → s)(P x)→ (P y) ♥✬❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x ❡t y s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s
❞❡ t②♣❡ Y ✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té Γ ❞❛♥s s❛ ❣❧♦❜❛❧✐té ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ♥♦♥ ♣❛s
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ x⊲P ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ P→P{X ⊲Y } ♠❛✐s ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
Γ ✭q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡♥♦♠♠❡r✮ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ✐♠♣❧❛♥t❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉✐ ❛✐t ♣♦✉r t②♣❡ Γ{X ⊲ Y }✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ♥♦t❛♥t (❡q X x y) ❧❡ t❡r♠❡ (P : X→s)(P x)→(P y)✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
Γ{X ⊲ Y } ❡st ✿

x ⊲ Y ✱ y ⊲ Y ✱h ⊲ (❡q Y xy)

❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ f : X ⊲ Y ✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ r❡♥♦♠♠é ❡♥

x1 ⊲ X✱ y1 ⊲ X✱h1 ⊲ (P : X→s)(P x1)→(P y1)

▲❛ s✉✐t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st t②♣é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ{X ⊲ Y }✿

x ⊲ (f x1)✱ y ⊲ (f y1)✱h ⊲ [P : Y →s][p : (P (f x1))](h1 [z : X](P (f z)) p)

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ x ⊲ X✱ y ⊲ X✱h : (❡q X x y) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❝♦♥t❡①t❡ x ⊲ X→❜♦♦❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❈♦♥t❡①t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s ✉♥❡ s♦rt❡ ❡t ∆,Γ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s t❡❧s
q✉❡

∆✱X ⊲ s✱Γ ⊢ []

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ❞✐t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ γ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∆✱X ⊲ s✱Y ⊲ s✱ f ⊲ X→Y ✱Γǫ ⊢ γ : Γ{X ⊲ Y }

❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ [Γǫ]γ ❡st ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳

❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ γ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞é♣❡♥❞ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ❡t ❞❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡
X ❡t Y ✳ ❙✐ g ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ I→J ♦♥ é❝r✐r❛ γ{g} ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ γ{X ⊲ I✱Y ⊲ J ✱ f ⊲ g}✳

▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ❢❛✐t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❧✉s s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳



✷✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❈♦♥t❡①t❡✴t❡r♠❡ ♥❡✉tr❡✱ ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡✱ ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
t②♣❡ s✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ♥❡✉tr❡ ❡♥ X s✐ X 6∈ ❱▲(Γ)✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ s✬✐❧ ❡st ♥❡✉tr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ✱x ⊲ M ❛✈❡❝ Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡✳
❯♥ t❡r♠❡ M ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ s✐ M = (∆)P ❛✈❡❝ ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡t P = X ♦✉ X 6∈ ❱▲(P )✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ s✬✐❧ ❡st ♥❡✉tr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ✱x ⊲ M ❛✈❡❝ Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡✳
❯♥ t❡r♠❡ M ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ s✐ M = (∆)N ❛✈❡❝ ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡t X 6∈ ❱▲(N)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✵ ▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s [x ⊲ (X→ ❜♦♦❧)→ ❜♦♦❧] ❡t [x ⊲ X✱ y ⊲ X✱ z ⊲ (P : X ⊲ s)(P x)→ (P y)]
s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ❧❛r❣❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❚♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳
❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ♠♦♥tr❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ s✐ ∆ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
δ+ t❡❧❧❡ q✉❡ ∆ ⊢ δ+ : ∆{X ⊲ Y } ❡t s✐ ∆ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
δ− t❡❧❧❡ q✉❡ ∆{X ⊲ Y } ⊢ δ− : ∆✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐t ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ♠❛✐s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r
❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts✱ ♥♦✉s ♥❡ r❡♥tr❡r♦♥s ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ✐❝✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ré❢ér❡r à ❬✻✽❪
♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❧♦rsq✉❡ f : X→ Y ✱ Γ ❡st
♣♦s✐t✐❢ ❧❛r❣❡ ❡t ∆ ❡st ♥é❣❛t✐❢ ❧❛r❣❡ ✿

✕ ❙✐ X 6∈ ❱▲(P ) ✿ Γ✱x ⊲ (∆)P ⊢ γ+✱x ⊲ [∆{X ⊲ Y ✱ γ+}](x δ−) : Γ{X ⊲ Y }✱x ⊲ (∆{X ⊲ Y })P

✕ Γ✱x ⊲ (∆)X ⊢ γ+✱x ⊲ [∆{X ⊲ Y ✱ γ+}](f (x δ−)) : Γ{X ⊲ Y }✱x ⊲ (∆{X ⊲ Y })Y
✷

❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ré✲
❝✉rs✐✈❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t q✉❛❧✐✜é❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❈♦♥t❡①t❡✴t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ s✳
❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t s✬✐❧ ❡st ♥❡✉tr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ✱x ⊲ M ❛✈❡❝ Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
♣♦s✐t✐❢ str✐❝t ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t✳
❯♥ t❡r♠❡ M ❡st ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t s✐ M = (∆)P ❛✈❡❝ ∆ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♥❡✉tr❡ ❡t P = X ✭❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ t❡r♠❡
❡st ❞✐t ré❝✉rs✐❢✮ ♦✉ X 6∈ ❱▲(P )✳

▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ♣♦s✐t✐❢s ❧❛r❣❡s ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✵ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦s✐t✐❢s str✐❝t❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡
❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❧✐és à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❧❛r❣❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té
str✐❝t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❚♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t γ t❡❧ q✉❡ f ⊲ X→Y ✱Γ ⊢ γ : Γ{X ⊲ Y }✿
✕ ❙✐ X 6∈ ❱▲(P ) ♦♥ ❛ ✿ Γ✱x ⊲ P ⊢ (γ✱x ⊲ x) : (Γ{X ⊲ Y }✱x ⊲ P )✳
✕ Γ✱x ⊲ (∆)X ⊢ (γ✱x ⊲ [∆](f (x ι∆))) : (Γ{X ⊲ Y }✱x ⊲ (∆)Y )

✷

▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♣♦s✐t✐❢s str✐❝t❡s ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s②♥t❛①✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ❧❡ t②♣❡
❞❡ y ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❛❧♦rs y ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✺ ❙✐ Γ✱x ⊲M ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦s✐t✐❢ str✐❝t ❡t s✐ y ∈ ❉♦♠(Γ)∩❱▲(M) ❡t y 6= X ❛❧♦rs
X 6∈ ❱▲(Γ ♣y)✳



❚❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ✷✾

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ X ∈ ❱▲(Γ ♣y) ❛❧♦rs ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ Γ ♦♥ ❛ y : (∆)X ❛✈❡❝ ∆ ♥❡✉tr❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
❛✐sé♠❡♥t q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ t : T t❡❧ q✉❡ y ∈ ❱▲(t) ❡st t❡❧ q✉❡ X ∈ ❱▲(t) ♦✉ X ∈ ❱▲(T ) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ P : s ❡t y ∈ ❱▲(P ) ❛❧♦rs X ∈ ❱▲(P )✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥s✉✐t❡ ❝❡
rés✉❧t❛t à M ✳ ❙✐ y ∈ ❱▲(M)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ X ∈ ❱▲(M) ❞♦♥❝ M = (∆′)X ♠❛✐s y ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ ❞❡ ∆′ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ N ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡
X ∈ ❱▲(N) ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❛ ♥❡✉tr❛❧✐té ❞❡ ∆′✳ ✷

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s
❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛r✐té s♦♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✮ ❯♥ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ (∆ | X ⊲ s | Γ1; . . . ; Γn) ❡st
❞✐t❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γi ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆✳
❖♥ ❛ss♦❝✐❡r❛ ❛❧♦rs à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té Γi ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té γi❡t ♦♥ é❝r✐r❛ ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿

(∆ | X ⊲ s | (γ1,Γ1); . . . ; (γn,Γn))

P♦✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✐t❡s ✐tér❛t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ Y ✱ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s x : Y ❡t f : Y →Y ✱
✉♥ t❡r♠❡ F t❡❧ q✉❡

(F ❩) = x (F (❙ x)) = (f (F x))

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✮ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (I, σ) ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♠♦♥♦t♦♥❡

(∆, X ⊲ s, [(γ1,Γ1); . . . ; (γn,Γn)])

❡st ❞✐t❡ ✐tér❛t✐✈❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s′ s✐ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ Y ❞❡ s♦rt❡ s′ ❡t t♦✉t❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s [φ1; . . . ;φn]
t❡❧❧❡ q✉❡ φi : (Γi{X ⊲ Y })Y ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ f t❡❧ q✉❡ ∆ ⊢ f : I→Y ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ξ ❞❡
t②♣❡ Γi{X ⊲ I} ♦♥ ❛

(f (σ ♣(i) ξ)) = (φi (γi{f} ξ))

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶✶ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤
❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ③ér♦ ❡t s✉❝❝❡ss❡✉r ❢♦r♠❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❡♥t✐❡rs✳

❙✐ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t I × J ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♣❛✐r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❞✬êtr❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✮ ▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ (I, σ) ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♠♦♥♦✲
t♦♥❡

(∆ | X ⊲ s | (γ1,Γ1); . . . ; (γn,Γn))

❡st ❞✐t❡ ré❝✉rs✐✈❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ s′ s✐ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ Y ❞❡ s♦rt❡ s′ ❡t t♦✉t❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s [φ1; . . . ;φn]
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ φi : (Γi{X ⊲ I × Y })Y ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ f t❡❧ q✉❡ ∆ ⊢ f : I→Y ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
ξ ❞❡ t②♣❡ Γi{X ⊲ I} ♦♥ ❛

(f (σ ♣(i) ξ)) = (φi γi{[x : I](x, (f x))} ξ))

Pr♦♣r✐étés ❚♦✉t❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ✐tér❛t✐✈❡ ❡t ✜❧tr❛♥t❡✳ ❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❛✉ss✐
ré❝✉rs✐✈❡ s✐ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✳
❯♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❛✉ss✐ ré❝✉rs✐✈❡✳



✸✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡t ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼▲✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r t❡❧ q✉❡ ◆qt❤♠✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s♦♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♣♦✉r✲
t❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❛♥s
❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳

❊♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦♠s q✉✐ s❡r✈❛✐❡♥t à ❝❧❛ss✐✜❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts s❡r♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ t②♣❡s
q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❞✐✛ér❡♥❝✐❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳ ▲❡s ♥♦♠s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ✢♦tt❛♥ts✱ ❡♥t✐❡rs✮✳ ❙♦✉✈❡♥t ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❞❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s t②♣❡s str✉❝t✉rés ✭♣❛✐r❡s✱ t❛❜❧❡❛✉①✱✳ ✳ ✳✮✳

❊♥ P❛s❝❛❧✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s t②♣❡s é♥✉♠érés q✉✐ s♦♥t ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❛✈❡❝
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s r❡❝♦r❞s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ✉♥ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ ❞♦♥t ❧✬❛r✐té ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞✉ r❡❝♦r❞✳ ▲❡s str✉❝t✉r❡s ré❝✉rs✐✈❡s
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❡t ❧❡s ❛r❜r❡s ❞♦✐✈❡♥t s✬✐♠♣❧❛♥t❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❡✉rs ❡t r✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞✬❛ss✉r❡r q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞✬✉♥ t❡❧ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❜✐❡♥ à ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
❡t ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ ❜♦✉❝❧❛❣❡s ❛❜❡rr❛♥ts✳

❊♥ ▲■❙P✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st ♥♦♥ t②♣é ♠❛✐s ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡✳
▲❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s ❛t♦♠❡s ✭❡♥t✐❡rs✱ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✱✳ ✳ ✳✮ ❧❛ ❧✐st❡
✈✐❞❡ ✭♥♦té❡ ✭✮✮ ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡✉① ♦❜❥❡ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♠❛✐s q✉✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❡t ✉♥❡ ❧✐st❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❧✐st❡✳ P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ét❛♥t
r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ (f t1 . . . tn) s✬✐♠♣❧❛♥t❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❧✐st❡ ✭✧❢✧ l1✳✳✳ln✮ ♦ù ❝❤❛q✉❡ li r❡♣rés❡♥t❡ ti✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ s♣é❝✐✜❡r q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❛r✐té✳ ■❧ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ♣❛r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❢♦r♠é✳

✹✳✷ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ▼▲

▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼▲ ♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥ st❛t✉t ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t à
❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❧❡✉rs ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❡♥ ▼▲✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ✉♥ ♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡
❡t ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳

▲❛ s②♥t❛①❡ ♣❡✉t ✈❛r✐❡r s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐❛❧❡❝t❡s✱ ❡♥ ❈❛♠❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣r✐♠✐t✐❢
❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✿ α ∗ β ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s t❡r♠❡s (t, u) ❧♦rsq✉❡ t ❡st ❞❡ t②♣❡ α ❡t u ❞❡ t②♣❡ β✳ ❖♥
✉t✐❧✐s❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉① s❡✉❧s ❝❛s ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ✉♥❛✐r❡s✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬❛r✐té ❡st ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ✈✐❞❡ ♦✉ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ t❡r♠❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✹✳✶ ▲❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✉♥❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❧✐st❡s ❡♥ ❈❛♠❧ s❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✿

t②♣❡ ♥❛t = ❖ | ❙ ♦❢ ♥❛t; ;
t②♣❡ ❧✐st = ◆✐❧ | ❈♦♥s ♦❢ ♥❛t✯❧✐st; ;

❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❖✱❙✱◆✐❧ ❡t ❈♦♥s ❛♣♣❡❧és ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✉ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t s❡r♦♥t
❞é✜♥✐s ❡t ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ♥❛t ❡t ❧✐st✳

❖♥ ♣❡✉t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ét❛❜❧✐r q✉❡ t♦✉t❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡ ▼▲✳



❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ t②♣❡ ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✸✶

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ❙♦✐t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r ❧❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✳ ❊❧❧❡
❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼▲✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ✷

■❧ ② ❛ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❡t ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ P♦✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s t ❡t u ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ❧✬❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ❖ = (❙ t) r❡♥❞r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❢❛✉① t❛♥❞✐s q✉❡ (❙ t) = (❙ u) ❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r q✉❡ t = u✳

✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺ ❡st ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❜❛s❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳

❉❛♥s ▼▲✱ s✐ ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t M ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❞❡ M ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ T ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fC ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❈

❞❡ ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡✳ ❙✐ ❈ ❡st ❞✬❛r✐té [A1; . . . ;An] ❛❧♦rs fC(x1, . . . , xn) ❞❡✈r❛ êtr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ T ❧♦rsq✉❡
❝❤❛q✉❡ xi ❡st ❞❡ t②♣❡ Ai✳ ❙②♠❜♦❧✐q✉❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞♦♥t ❧❛
♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠♦t✐❢ ✿

❈(x1, . . . , xn)→ fC(x1, . . . , xn)

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ M ❞❛♥s T s❡r❛ t♦t❛❧❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣✉ë ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡
❜r❛♥❝❤❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ❙♦✐t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s
▼▲ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ✜❧tr❛♥t❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ à ❧❛
♣❛❣❡ ✷✺✳ ✷

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼▲ s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐❢s ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ♠♦t✐❢s ❞❛♥s
❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ s✐♠♣❧❡ ❈(x1, . . . , xn) ✭✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❛ss♦❝✐é à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♠❛✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s♦✐t ré❞✉✐ts à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s♦✐t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❝♦♠♣♦sé❡ ❈(p1, . . . , pn) ♦ù ❈ ❡st ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❝❤❛q✉❡ pi ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✉♥ ♠♦t✐❢✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ♥♦t❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥❝❤❛î♥❡♠❡♥t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❡♥ ▼▲✱ ♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s q✉❡
❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ à ✉♥ ❝❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❞❡s ❝❛s s♦♥t
♦✉❜❧✐és ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❡r❛ ♣❛rt✐❡❧❧❡✱ s✐ ❞❡s ❝❛s s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦♥✢✐t s❡r❛ rés♦❧✉ ♣❛r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♦♥t été é❝r✐t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t❡ ❛✉
♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t é♠❡ttr❡ ❞❡s ❛✈❡rt✐ss❡♠❡♥ts ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✳

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ▼▲ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡st ré❝✉rs✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ❙♦✐t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ ❧❛ ré❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ▼▲ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ré❝✉rs✐✈❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✾✳ ✷

✹✳✷✳✷ ❚②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ♥♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❛♥s ▼▲

❉❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ▼▲✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡ ❛✉ ♠ê♠❡ t✐tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs
♦✉ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❛✐t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t q✉✐ s♦✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ♦r❞✐♥❛❧❡s ✿



✸✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

t②♣❡ ♦r❞ = ❖ | ❙ ♦❢ ♦r❞ | ▲✐♠ ♦❢ ♥❛t→♦r❞; ;

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥t✉✐t✐❢✱ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ▲✐♠ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥÷✉❞ à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐✱ ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ét❛♥t ✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✳

❉❡ ♣❧✉s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡s ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✷ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s s❛♥s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❝❡❧❛ s❛♥s
✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✿

t②♣❡ ❧❛♠❜❞❛ = ▲❛♠ ♦❢ ❧❛♠❜❞❛→❧❛♠❜❞❛; ;

❖♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ t②♣❡ ❧❛♠❜❞❛✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ▲❛♠ ❡st ❞❡ t②♣❡ (❧❛♠❜❞❛→
❧❛♠❜❞❛)→ ❧❛♠❜❞❛✳ ❙✐ ✐❞ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té t❡❧❧❡ q✉❡ ✐❞(x) = x ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❜❞❛→ ❧❛♠❜❞❛ ❡t ❞♦♥❝ (▲❛♠ ✐❞) ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❛♠❜❞❛✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣ ❞❡ t②♣❡
❧❛♠❜❞❛→ ❧❛♠❜❞❛→ ❧❛♠❜❞❛ t❡❧❧❡ q✉❡ (❛♣♣ (▲❛♠ f) x) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ (f x)✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛✈❡rt✐ ❛✉r❛ r❡❝♦♥♥✉ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❡♠❜♦îté ❧❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
▼▲ q✉✐ ❡st ✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❡t ❝❡❧❛ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
très s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛s✳

❧❡t ❞❡❧t❛ x = (❛♣♣ x x); ;
❧❡t ♦♠❡❣❛ = (❛♣♣ (▲❛♠ ❞❡❧t❛) (▲❛♠ ❞❡❧t❛)); ;

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ♦♠❡❣❛ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ (❞❡❧t❛ (▲❛♠ ❞❡❧t❛)) q✉✐ s❡ ré❞✉✐t ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡♥

(❛♣♣ (▲❛♠ ❞❡❧t❛) (▲❛♠ ❞❡❧t❛))

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦♠❡❣❛✳
❈❡ q✉✐ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❧❛♠❜❞❛ ❞✉ t②♣❡ ♦r❞ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♠♣♦rt❛♥t

✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞✉ t②♣❡ à ❝♦♥str✉✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❉❡ t❡❧s t②♣❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡♠❜❧❡r
❛❞✲❤♦❝ ❡t ♣❡✉ ✉t✐❧❡s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ❧❡s r❡tr♦✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr❛♥s❢♦r♠❡r ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣✉r❡♠❡♥t
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ❣❛r❞❡r ❡♥ têt❡ q✉✬❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♥❝rèt❡s tr♦♣ r✐❝❤❡s ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❝♦♥sé✲
q✉❡♥❝❡s ❞és❛str❡✉s❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦ù ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ s♦♥t ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡s✳

✹✳✸ ❚②♣❡s str✉❝t✉rés ❞❛♥s ◆qt❤♠ ❞❡ ❇♦②❡r✲▼♦♦r❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ◆qt❤♠ ❞❡ ❇♦②❡r✲▼♦♦r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡
ré❝✉rs✐✈❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t r❡str❡✐♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✐s q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① rés✉❧t❛ts
❡t q✉✐ s❡ ♣rêt❡ à ✉♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é
❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s✳ ❈❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r ❣❛r❞❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ▲■❙P ❡t ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✈♦❧♦♥té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❞❡ t②♣❡s ✐♠♣♦s❛♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♠❛♥✐♣✉❧és✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❞❡ ▲■❙P✳ ▲❡s str✉❝✲
t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❙❤❡❧❧ ❬✶✷❪✳

▲❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛✐♥s✐ êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✬❛r✐té
❞♦♥♥é n ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ❝♦✉✈r✐r❛ ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡s ♣❛✐r❡s✱ ❡♥t✐❡rs✱
❧✐st❡s ❡t ❛r❜r❡s✳ ▲❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❡st ❣éré❡ ♣❛r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❛ss♦❝✐é ❛✉
s❤❡❧❧ q✉✐ r❡❝♦♥♥❛ît ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts✱ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s s✉r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❉❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝❝ès ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t



❊♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ✸✸

✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s❤❡❧❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣❛r ❞é❢❛✉t ✜①é❡s ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ✉♥
t❡r♠❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦r❞r❡ ❣❧♦❜❛❧ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐✱ ❧♦rsq✉✬✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉
s❤❡❧❧ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t✱ ❡st ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ s❤❡❧❧✳ ❈❡t ♦r❞r❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉♣♣♦sé
❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✳

✺ ❊♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♣❛r❧é ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ I ❞✬✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡ts
❡♥ s❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ♦❜❥❡t à I ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts à I✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥str✉✐ts ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞✐r❡ q✉❡ 0 ❡st
❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭s❛♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✮ ❡t q✉❡ n+ 1 ❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs s✐ n ❡st ❞❛♥s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉✐r❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ✐♥❞✉❝t✐❢✱ ❝✬❡st ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
❥✉st✐✜❡r ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs q✉❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ ❢♦✐s✳

❯♥❡ ét✉❞❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❬✻✸❪
❞♦♥t ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st❡r♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉tôt s✉r ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐s❝♦✉rs ♠❛t❤é✲
♠❛t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♥♦♠ s ❡♥
❞✐s❛♥t q✉❡ ❝✬ét❛✐t ✉♥ t❡r♠❡ (❢ t1 . . . tn) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❢ ét❛✐t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ([s1; . . . ; sn], s) ❡t ❝❤❛q✉❡ ti ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ s♦rt❡ si✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❡♥ q✉♦✐ ❝❡❧❛ ❝♦♥st✐t✉❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳

✺✳✶ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s

◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♠❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❯♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s❡r❛ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✭❘è❣❧❡✮ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (X,x) ♦ù X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ U ❡t x ❡st
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ U ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ R✲❝❧♦s✮ ❙♦✐t R ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ A ❡st
R✲❝❧♦s s✐ ✿

∀(X,x) ∈ R.X ⊆ A⇒ x ∈ A

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s q✉❡ (X,x) ∈ R ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ R✲❝❧♦s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❛ss♦❝✐é
à R ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ R✲❝❧♦s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ✭❊♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞é✜♥✐ ♣❛r R✮ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞é✜♥✐ ♣❛r R ❡t ♦♥
♥♦t❡ I(R) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ U q✉✐ s♦♥t R✲❝❧♦s✳

I(R) =
⋂
{A ⊆ U | A ❡st R✲❝❧♦s }

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ I(R) ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ R✲❝❧♦s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ (X,x) ∈ R ❡t X ⊆ I(R) ❡t A ❡st R✲❝❧♦s✳
❆❧♦rs ❝♦♠♠❡ I(R) ⊆ A ♦♥ ❛ X ⊆ A ❞♦♥❝ x ∈ A✳ I(R) ❡st ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ R✲❝❧♦s✳



✸✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✺✳✶✳✶ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡s ❡t rè❣❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡
❡st ❢♦r♠é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣ré♠✐ss❡s ❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❝❧♦s❡s✳ ▲❡s ♣ré♠✐ss❡s ♣❡✉✈❡♥t
s✬é❝r✐r❡ {R(t) | t ∈ X} ❡t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ R(u)✳ ❆ ✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❝❧♦s❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ rè❣❧❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ (X,u)✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

✺✳✶✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

▲♦rsq✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ I(R) ❛❧♦rs ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ I ⊆ A
✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ A ❡st R✲❝❧♦s✳ ❈❡❧❛ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ très ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❛♥s ❞❡
♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

✺✳✷ ❈❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r

■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s s✉r U ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s
❞❡ U q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

❆ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿

F (X)
def
= {x ∈ U | ∃Y ⊆ X.(Y, x) ∈ R}

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t à t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ F ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✿

R
def
= {(X,x) | X ⊆ U ∧ x ∈ F (X)}

❈❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ R ❡t F s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
A ❡st R✲❝❧♦s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ F (A) ⊆ A✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✮ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r F
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ℘(U) ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ U ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥✲
❝❧✉s✐♦♥ ✐❡✿

∀X,Y ∈ ℘(U).(X ⊆ Y )⇒ F (X) ⊆ F (Y )

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ M ❞❡ U ✱ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F t❡❧ q✉❡

M = F (M) ∀X ∈ ℘(U).(F (X) ⊆ X)⇒M ⊆ X

Pr❡✉✈❡ ✿ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♥❛st❡r✲❚❛rs❦✐ ❬✼✻❪ ❞é♠♦♥tr❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
✜①❡s ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ tr❡✐❧❧✐s ❝♦♠♣❧❡t✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ M s❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X t❡❧s
q✉❡ F (X) ⊆ X✿

M
def
=

⋂
{X ∈ ℘(U) | F (X) ⊆ X}

❖♥ ❛ ❛❧♦rs x ∈ M ⇔ [∀X ∈ ℘(U).(F (X) ⊆ X) ⇒ x ∈ X]✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡
✭❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮ ❡st ✈r❛✐❡ ✿

(1) ∀X ∈ ℘(U).(F (X) ⊆ X)⇒ (M ⊆ X)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ F (M) ⊆ M ❡♥ ❡✛❡t s♦✐t x ∈ F (M)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ x ∈ X
♣♦✉r t♦✉t X t❡❧ q✉❡ F (X) ⊆ X✳ ❖r s✐ F (X) ⊆ X ♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬❛❧♦rs M ⊆ X ❡t ♣❛r ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞❡ F
♦♥ ❛ F (M) ⊆ F (X) ❡t ❞♦♥❝ ♣❛r tr❛♥s✐t✐✈✐té ❞❡ ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t x ∈ X✳ ❈❡❝✐ ét❛❜❧✐t F (M) ⊆M ✳
P♦✉r ét❛❜❧✐r ❧✬❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ M ⊆ F (M) ♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été (1) ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
♣♦✉r X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ F (M)✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞✬ét❛❜❧✐r F (F (M)) ⊆ F (M) ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ét❛❜❧✐ q✉❡ F (M) ⊆M ✳ ✷

❙✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r F ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s R ❛❧♦rs ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R✲✐♥❞✉❝t✐❢✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M ❡st ❝♦♠♠❡ ✐tér❛t✐♦♥ tr❛♥s✜♥✐❡ ❞❡ F ❞❛♥s U à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✸✺

✻ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✭t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s✱ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✮ ❡t ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s
♥♦t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡s ❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs t❡❧s q✉❡ ■s❛❜❡❧❧❡ ❬✼✵✱ ✼✶❪✱ ❍❖▲ ❬✹✵❪ ♦ù ❧❡ ❧❛♠❜❞❛✲
❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭s②stè♠❡ ❋ ❬✸✺❪✮ ❡t s❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ✭❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✷✷✱ ✷✸❪✮✳ ❉❛♥s
❝❤❛q✉❡ ❝❛s ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s t②♣❡s ❡t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

✻✳✶ ❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s q✉✐ ♦♥t été ❢❛✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t s♦♥t ❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ❥✉st✐✜é❡s ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛✲
♠✐❧❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ✭s♦✉s✲✮❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡
❞é✜♥✐t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❡st
❡♥ tr❛✐♥ ❞✬êtr❡ ❞é✜♥✐✳ P♦✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♦♥ ❧❡s ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ à ❧✬❛✐❞❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✳

❉❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ q✉✐ ♦✛r❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ✉♥ ♦✉t✐❧ ❡ss❡♥t✐❡❧ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❛ss♦❝✐és ❛✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s ré❛❧✐sés ♣❛r ▲✳ P❛✉❧s♦♥ ❬✼✷❪ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❩❋ ❞❛♥s ❧❡
❞é♠♦♥str❛t❡✉r ■s❛❜❡❧❧❡✳

✻✳✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✲❩❋

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣r✐s❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
✜①❡✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ ❢❛✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ D ♣♦✉r
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣✉✐s ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❡st ✿

A1 . . . Ak t1 ∈M1(R) . . . tn ∈Mn(R)

t ∈ R

❝❤❛q✉❡ Mi(R) ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

R ⊆ S ⊆ D ⇒Mi(R) ⊆Mi(S)

❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Fj s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

x ∈ Fj(R)⇔ ∃~xi.x = t ∧A1 ∧ . . . ∧Ak ∧ t1 ∈M1(R) ∧ tn ∈Mn(R)

♦ù ~xi ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ p rè❣❧❡s
♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r F s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é✜♥✐ ♣❛r

x ∈ F (R)⇔ x ∈ F1(R) ∨ . . . x ∈ Fp(R)

▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rsMi ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r F ✳ ■❧ ❢❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣rés❡r✈❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
F (D) ⊆ D✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♥❛st❡r✲❚❛rs❦✐ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡
❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ R ❞❡ F ✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à r❡st✐t✉❡r ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
❛✉① rè❣❧❡s ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ F (R) ⊆ R ❡t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❞❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳



✸✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❘è❣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ▲✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été R ⊆ F (R) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✐t❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡①♣r✐♠❡ ❝♦♠♠❡♥t ♣r♦✉✈❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été Q à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ x ∈ R✳ ❈♦♠♠❡ x ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ❞❛♥s F (R) ♦♥ s❛✐t q✉❡ x ❡st ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s Fj(R)
✐❧ ❡st ❞♦♥❝ s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r Q ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛s✳ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ s✬é❝r✐t ✿

A1 . . . Ak t1 ∈M1(R) . . . tn ∈Mn(R)

t ∈ R

❛❧♦rs ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ à ♠♦♥tr❡r s✬é❝r✐t ✿

[x = t A1 . . . Ak t1 ∈M1(R) . . . tn ∈Mn(R)]

Q

♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ~xi s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥t ♠❡t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞✬✉s❛❣❡s q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡
❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦✉ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ Q✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ✈❛ ❡①♣❧♦✐t❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ x = t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❝❛s ❛❜s✉r❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ♠❛✐s ✉♥ t❡r♠❡ str✉❝t✉ré✳

❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛✐r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ✿

❩ ∈ ♣❛✐r

n ∈ ♣❛✐r

(❙ (❙ n)) ∈ ♣❛✐r

❛❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st

x ∈ ♣❛✐r

[x = ❩]

Q

[x = (❙ (❙ n)) n ∈ ♣❛✐r]

Q

Q

P❛r ❝♦♥tr❡ s✐ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧✬❡♥t✐❡r (❙ (❙ n))✱ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❜r❛♥❝❤❡ s✬é❧✐♠✐♥❡ ❞✬❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❝❛r
❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ tr✐✈✐❛❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (❙ (❙ n)) = ❩ ❡st ❛❜s✉r❞❡✳

❘è❣❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
♣♦✐♥t ✜①❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P (x)
♣♦✉r x ∈ R ❡♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
R✳ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ s✬é❝r✐✈❛✐t ✿

A1 . . . Ak t1 ∈M1(R) . . . tn ∈Mn(R)

t ∈ R

❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ♣r♦✉✈❡r s❡r❛ ✿

[A1 . . . Ak t1 ∈M1({x ∈ R | P (x)}) . . . tn ∈Mn({x ∈ R | P (x)})]
✳✳✳

P (t)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦✉r❛♥t ♦ù Mi(R) ❡st ❥✉st❡ R ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ti ∈ Mi({x ∈ R | P (x)}) s❡ r❛♠è♥❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ti ∈ R ❡t P (ti)✳

P♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐❧ s✉✣t ❥✉st❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
{x ∈ R | P (x)}✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛✐rs ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿

x ∈ ♣❛✐r P (❩)

[n ∈ ♣❛✐r P (n)]

P (❙ (❙ n))

P (x)



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✸✼

❈❛s ❞❡ t②♣❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢s ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❡❧❧❡s s❡
r❛♠è♥❡♥t à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ P✉✐s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

✻✳✶✳✷ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✲❩❋

❯♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✲❩❋ ❡st s♣é❝✐✜é t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ♥♦♠✱ ♣✉✐s ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs q✉✐ s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✉♥ ♥♦♠ ❡t ✉♥❡ ❛r✐té q✉✐ ❡st ✉♥❡
❧✐st❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s✳

▲❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❆ ♣❡✉✈❡♥t s❡ s♣é❝✐✜❡r ♣❛r ✭s❛♥s r❡s♣❡❝t❡r à ❧❛ ❧❡ttr❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡✮ ✿

❧✐st(A) ::= ◆✐❧ | ❈♦♥s(n : A, l : ❧✐st(A))

▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❣ér❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s ❧✐st❡s ✈♦♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥t❡ ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡✳ P❧✉s
♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts A ❡st ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐✈✭❆✮ ❝❧♦s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ♣❛✐r❡s ❡t ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥s✿

∀a, b ∈ ✉♥✐✈(A). (a, b) ∈ ✉♥✐✈(A) ∧ (0, a) ∈ ✉♥✐✈(A) ∧ (1, a) ∈ ✉♥✐✈(A)

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❢ ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❝♦❞❡ ✉♥✐q✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ séq✉❡♥❝❡
[a1; . . . ; ak] ❞❡ 0 ❡t ❞❡ 1 ❡t ❧❡ t❡r♠❡ (f t1 . . . tn) ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ (a1, . . . , (ak, (s1, . . . , sn)))
♦ù ❝❤❛q✉❡ si r❡♣rés❡♥t❡ ti✳

❈♦♠♠❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡ ♣❛✐r❡s ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✐❧
❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❞❡ ♠ê♠❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s❡ ❝♦❞❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛❧♦rs ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✉♥✐✈✭❆✮ ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✐tér❛t✐✈❡
❡t ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐té ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✈✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥✳

✻✳✶✳✸ ❘❡♠❛rq✉❡s s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❩❋

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ■s❛❜❡❧❧❡✴❩❋ ♣❡r♠❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣❛r ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳
❈❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t très ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❝♦❞❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❧✐st❡s ✐♥✜♥✐❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❧✬é❣❛❧✐té ♣❛r ❜✐s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲✳ P❛✉❧s♦♥ ❡st très ❣é♥ér❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡
❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❡st ❣éré ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t
❥✉st✐✜❡r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❡t s✉rt♦✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❜♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✭❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à é✈✐t❡r ❧❡s ♣❛r❛❞♦①❡s✮✳

▲❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❝❛❞r❡ ♥♦♥ t②♣é ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥✲
s❡♠❜❧❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✉♥✐✈(A) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ A ❡t ❞❡ 0 ♦✉ ❞❡ 1✱ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ {x ∈ R | P (x)} q✉✐ ✈ér✐✜❡
q✉❡ s✐ t ∈ {x ∈ R | P (x)} ❛❧♦rs t ∈ R ❡t P (t) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❣é♥ér❛❧
s❛♥s ❛❧♦✉r❞✐r ♦✉tr❡✲♠❡s✉r❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡✳

✻✳✷ ❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❬✶✺❪ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ ❢♦♥❞❡♠❡♥t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✬♦✛r❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ P❡✉ ♣♦♣✉❧❛✐r❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s✱ ❡❧❧❡ s❡ ♣rêt❡ ♣❛r ❝♦♥tr❡ très ❜✐❡♥ à
❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❍❖▲✳



✸✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✻✳✷✳✶ Prés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é s✐♠♣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❡♥ ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡r ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ s♣é❝✐❛❧ o : ⋆✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♣♦✉r ❝❡
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s P❚❙ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✸✳✶✳

❉❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❡t q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥
♣♦✉rr❛ êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

⇒: o→o→o

❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ⇒ ❡st ✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ q✉✐ ❛♣♣❧✐q✉é à ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❧❡ ♥♦t❡r♦♥s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été (P ⇒ Q) r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❞♦♥❝ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡ t❡r♠❡ (⇒ P Q)✳

❉✬❛✉tr❡s t②♣❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s s♦rt❡s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡
ι ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛✈♦✐r ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ③ér♦ ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❡✉r q✉✐
s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❝♦♠♠❡ ✿

❩ : ι ❙ : ι→ ι

▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ o✳ ▲✬é❣❛❧✐té
s❡r❛ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡ ✿

= : ι→ ι→o

▲❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ✉♥
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r s✬✐♥tr♦❞✉✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ♦♣ér❛♥t s✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

∀ : (ι→o)→o

❈❡ q✉✐ ❡st ♥♦té ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ∀xι.P (x) ❡st r❡♣rés❡♥té ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ∀[x : ι]P (x)✳

◆♦t❛t✐♦♥s ❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ t❡r♠❡ [x : τ ]P ⇒ Q ❞❡✈r❛ êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ [x : τ ](P ⇒ Q)✳
▲❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s❡rt ❞♦♥❝ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡

❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❡r✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢ P q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ q✉❛♥❞
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ P ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s Γ ✭✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✮✳

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡s ❡♥t✐❡rs ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s♦rt❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ P♦✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ τ ♦♥ ❛

∀ : (τ→o)→o

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✿

∀[P : o]P ⇒ P

♦✉ s✉r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉rr❛ s✬é❝r✐r❡ ✿

∀[P : ι→o](P ❩)⇒ (∀[n : ι](P n)⇒ (P (S n)))⇒ (∀[n : ι](P n))

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ✉s✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r⇒ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✳
❯♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝♦❞❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❧♦❣✐q✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡✉①✲❧à✿

⊥
def
= ∀[C : o]C

⊤
def
= ∀[C : o]C ⇒ C

A ∧B
def
= ∀[C : o](A⇒ B ⇒ C)⇒ C

A ∨B
def
= ∀[C : o](A⇒ C)⇒ (B ⇒ C)⇒ C

∃[x : τ ](P x)
def
= ∀[C : o](∀[x : τ ](P x)⇒ C)⇒ C

x = y
def
= ∀[P : τ→o](P x)⇒ (P y)

∃![x : τ ](P x)
def
= ∃[x : τ ](P x) ∧ ∀[y : τ ](P y)⇒ x = y



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✸✾

▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ à ❍❖▲ ét❡♥❞ ❧❡ ♥♦②❛✉ ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
r❡✈✐❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛✉ t②♣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s✳ ❊❧❧❡ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t P ✱ ♥♦té ε[x : τ ](P x) q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ τ
❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ✈ér✐✜❡ P ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∃[x : τ ](P x) s♦✐t ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

∃[x : τ ](P x)⇒ (P ε[x : τ ](P x))

❙✐ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t P ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥st❛♥t❡ c ❞❡
t②♣❡ τ t❡❧❧❡ q✉❡ (P c) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳

◆♦t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡st ♥♦♥ t②♣é ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ s♦rt❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✿ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡
q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣és✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❧❡r ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s
❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧és✳ ❈❤❛q✉❡ ♣r♦♣r✐été s❡r❛ ❡①♣r✐♠é❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦rt❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✭❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱✳ ✳ ✳✮✳

▲❡s t②♣❡s ❥♦✉❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐
r❡♣rés❡♥t❡ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ N✳ ❖♥ ❞❡♠❛♥❞❡ s♦✉✈❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❞✬êtr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲
à✲ ❞✐r❡ q✉✬♦♥ ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞ét❡r♠✐♥❡r ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
t②♣❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st
❜✐❡♥ s✉r ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡rt❛✐♥❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡✉r ❝♦♥tr❡♣❛rt✐❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❢♦r♠❡r
❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s t②♣❡s ❄
P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
t②♣❡ ♣❧✉s ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ❝❡ t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
t②♣és✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t P : τ→o r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x : τ | (P x)}✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡
❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ✉♥✐✈❡rs r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ t②♣❡ τ ✳
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥✐♦♥ ♦✉ ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ s❡ ❢♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r r❡❣❛r❞❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣❛ss❡r ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs τ à ❧✬✉♥✐✈❡rs τ→o ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ τ ✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ τ ✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ τ→o✳ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t x : τ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

x ∈ P
def
= (P x)

P ⊆ Q
def
= ∀[x : τ ](x ∈ P )⇒ (x ∈ Q)

∅
def
= [x : τ ]⊥

P ∩Q
def
= [x : τ ](x ∈ P ) ∧ (x ∈ Q)

℘P
def
= [X : τ→o](X ⊆ P )

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s t②♣❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❍❖▲
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥ t②♣❡
❞é❥à ❞é✜♥✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✐ τ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡t P ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ τ→ o ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ σ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ i ❞❡ t②♣❡ σ→τ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
t②♣❡ σ ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ τ q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t P ✿

∀[x : σ](P (i x)) ∀[y : τ ](P y)⇒ ∃[x : σ](i x) = y

✻✳✷✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét❛❜❧✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❑♥❛st❡r✲❚❛rs❦✐✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡✳

▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t t②♣és ❞♦♥❝ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❞✐s♣❛r❛ît ❝❛r ❝✬❡st
✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♥✬❛✉r❛ ❞❡ s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥ ✏❡♥s❡♠❜❧❡✑ ❞✬♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞♦♥♥é τ ✳



✹✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ▲✳ P❛✉❧s♦♥✱ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ✿

A1 . . . Ak M1(R) . . . Mn(R)

(R t)

❈❤❛q✉❡ Ai ❞♦✐t êtr❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ o ❡t Mi(R) ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ o ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t R ❞❡ t②♣❡ τ→o✳
■❧ r❡st❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té

∀[R,S : τ→o](R ⊆ S)⇒ (Mi(R)⇒Mi(S))

■❧ ♥✬❡st ♠ê♠❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉① ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡
✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Fj(R)✿

∀[~xi : ~τi]A1 ⇒ · · ·Ak ⇒M1(R)⇒ · · ·Mn(R)⇒ (R t)

❙✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s p ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à F1, . . . , Fp ❛❧♦rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ✿

❘
def
= [x : τ ]∀[R : τ→o]F1(R)⇒ · · · ⇒ Fp(R)⇒ (R x)

■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
à s❛✈♦✐r Fi(❘)✳

❖♥ ❛ ❣r❛t✉✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ♥✐ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉✐ ét❛✐❡♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ■s❛❜❡❧❧❡✴❩❋✳ ❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ q✉✐
❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐✳ ❙♦✐t P : τ→o✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ∀[x : τ ](❘ x)⇒ (P x) ✐❧ ❡st
s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✿

∀[~xi : ~τi]A1 ⇒ · · ·Ak ⇒M1([x : τ ](❘ x) ∧ (P x))⇒ · · ·Mn([x : τ ](❘ x) ∧ (P x))→(P t)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [x : τ ](❘ x)∧ (P x) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❡♥s❡♠❜❧✐st❡ {x ∈ ❘ | (P x)}✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♣ré❞✐❝❛t [x : τ ](❘ x)∧(P x)
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs Mi ♣♦✉r ❞é❞✉✐r❡ Mi(R) à ♣❛rt✐r ❞❡ Mi([x : τ ](❘ x) ∧ (P x))✳

P♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Q : o ❡t ♦♥ ❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❜r❛♥❝❤❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ Gi(Q) ✿

[x : τ ]∀[~xi : ~τi]A1 ⇒ · · ·Ak ⇒M1(❘)⇒ · · ·Mn(❘)⇒ (x = t)⇒ Q

❙♦✐t G ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [x : τ ]∀[Q : o](G1(Q) x) ⇒ · · · ⇒ (Gp(Q) x) ⇒ Q ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✬é♥♦♥❝❡ ❥✉st❡
❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

(x : τ)(❘ x)⇒ (G x)

P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡st ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ x t❡❧
q✉❡ (❘ x) s♦✐t Q : o ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ (Gi(Q) x)✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
P q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r [y : τ ](x = y)⇒ Q✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳

✻✳✷✳✸ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❍❖▲

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛ été
ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❚✳ ▼❡❧❤❛♠ ❬✺✽❪✳

❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡sMi(R) ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t
t♦✉t❡s êtr❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (R ti)✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t s♦✐t ✉♥❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❡♥
❣é♥ér❛❧ ❝❤❛q✉❡ (R t) ❡st ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ (R t1 . . . tk) q✉❡ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s (R ~t)✳

❈❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

∀[~xi : ~τi]A1 ⇒ · · ·Ak ⇒ (R ~t1)⇒ · · · (R ~tn)⇒ (R ~t)



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✹✶

P❛r❛♠ètr❡s ♣❛ss✐❢s ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✏♣❛r❛♠ètr❡s✑✳ ❉❡ t❡❧s ❛r❣✉♠❡♥ts ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣❛ss✐❢ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛✉ s❡♥s
♦ù ❝✬❡st ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ✈❛r✐❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❙✐ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ τ
❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P s✉r ❝❡ t②♣❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ (❊✈❡r② P l) s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡
t②♣❡ τ q✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ l s❛t✐s❢♦♥t P ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✿

(❊✈❡r② P ◆✐❧)
∀[a : τ ]∀[l : ❧✐st](P a)⇒ (❊✈❡r② P l)⇒ (❊✈❡r② P (❈♦♥s a l))

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ P s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t (❊✈❡r② P ) ♣♦✉r ✉♥ P ✜①é✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❡①♣r✐♠❡r q✉❡ ❧❛
❧✐st❡ l ❝♦♥t✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t P ♦♥ ♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ (❉♦♠ P l) ✿

(❉♦♠ [x : τ ]⊥ ◆✐❧)
∀[a : τ ]∀[l : ❧✐st]∀[P : τ→o](❉♦♠ P l)⇒ (❉♦♠ [x : τ ](P x) ∨ (x = a) (❈♦♥s a l))

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t P ♥✬❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
▲♦rsq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛r❣✉♠❡♥ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❝♦❞✐✜❝❛✲

t✐♦♥ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ✈r❛✐♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❡s
❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❊✈❡r② ❡t ❉♦♠ ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ à s❛✈♦✐r (τ→o)→ ❧✐st→o ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s ♦♥
❛✉r❛ ✿

❊✈❡r②
def
= [P : τ→o][x : ❧✐st][R : ❧✐st→o](R ◆✐❧)⇒ · · · ⇒ (R x)

❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ♦♥ ❛✉r❛ ✿

❉♦♠
def
= [P : τ→o][x : ❧✐st]∀[R : (τ→o)→ ❧✐st→o](R [x : τ ]⊥ ◆✐❧)⇒ · · · ⇒ (R P x)

❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞é✜♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❊✈❡r② s❛♥s s❡ s♦✉❝✐❡r q✉❡ P ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

❊✈❡r②
def
= [P : τ→o][x : ❧✐st][R : (τ→o)→ ❧✐st→o](R P ◆✐❧)⇒ · · · ⇒ (R P x)

❙✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❛ ♣r✐♦r✐ ♠♦✐♥s ♣✉✐ss❛♥t
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ✐❧s s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱
♠❛✐s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡✳ ❉♦♥❝ r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳

▲✬♦✉t✐❧ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ré❛❧✐sé ♣❛r ❚✳ ▼❡❧❤❛♠ s♦✉✛r❡ ❞❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉♣♣♦rté❡s✳
❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❘✳ ❘♦①❛s ❬✼✺❪✳ ❆♥❞❡rs❡♥ ❡t P❡t❡rs❡♥ ❬✸❪ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❡s ♦✉t✐❧s
♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞♦✐t êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡✳ ▲✳ P❛✉❧s♦♥ ❬✼✷❪ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ t❡❧
♦✉t✐❧ ♣♦✉r ■s❛❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ q✉❡ ♣♦✉r ■s❛❜❡❧❧❡✴❩❋✳

✻✳✷✳✹ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s

▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ré❝✉rs✐❢ ❡st ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à r❡♠❛rq✉é ♣♦✉r ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❛ss❡③ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ② ❝♦♠♣✐❧❡r ❧❡ t②♣❡ à ❞é✜♥✐r✳

❚✳ ▼❡❧❤❛♠ ❬✺✼❪ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡❧❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❍❖▲✳
■❧ s❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s t②♣❡s ✏❛❧❣é❜r✐q✉❡s✑ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ré❝✉rs✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉
❝♦♥str✉❝t❡✉r s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❛✉ t②♣❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ✭♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ❧✐st❡s ♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
♦r❞✐♥❛❧❡s✮✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❍❖▲ ♣♦ssè❞❡



✹✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❝♦♠♠❡ t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✉♥ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡t ✉♥ t②♣❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❡st s✉♣♣♦sé ✐♥✜♥✐✳ ▲❡s t②♣❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s t②♣❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ α ∗ β ❡t α + β ❝♦♠♠❡
s♦✉s✲t②♣❡s ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t α → β → o ❡t α → β → ❜♦♦❧ → o✳ ❈❡s ❞❡✉① t②♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s
❝♦♠♠❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s ❡t t❡r♥❛✐r❡s✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❡st ❝♦❞é ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ p t❡❧❧❡ q✉❡
(p x y)⇔ x = a∧ y = b t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ (✐♥❧ a) ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ i t❡❧❧❡ q✉❡ (i x y z)⇔ x =
a ∧ z = tr✉❡ ❡t ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞r♦✐t❡ (✐♥r b) ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ i t❡❧❧❡ q✉❡ (j x y z)⇔ y = b ∧ z = ❢❛❧s❡✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ♥❛t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ s❡ s❡r✈✐r ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡
❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ♥♦♥✲✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

▲✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❧✐st❡
❞✬❡♥t✐❡rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♥❛t→♥❛t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞♦♥♥❛♥t s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✳ P♦✉r ❛✈♦✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❚♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❛❧♦rs ♣rêts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t②♣❡ ❞✬❛r❜r❡s✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ t②♣❡
❞✬❛r❜r❡s ❛❜str❛✐ts à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡♥ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥
♥÷✉❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐st❡ ✜♥✐❡ ❞❡ s♦✉s ❛r❜r❡s✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs
❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡❧❛✳

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ét✐q✉❡tés ♣❛r ✉♥ t②♣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ α✱ ❚✳ ▼❡❧❤❛♠ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❛❜str❛✐t ❡t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é ❞❡
❧✬❛r❜r❡✳

▲♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ét✐✲
q✉❡tt❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦rté❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛❞♠❡t k ❛r❣✉♠❡♥ts
♥♦♥ ré❝✉rs✐❢s ❞❡ t②♣❡ α1, . . . , αk ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ t②♣❡ α1 ∗ . . . ∗ αk ✭s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ♥♦♥
ré❝✉rs✐❢s✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ t②♣❡ ✉♥✐té à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♦❧✮✳ ▲❡ t②♣❡ ❛ss♦❝✐é à
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s t②♣❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ❛❧♦rs
♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❛r❜r❡s s✉r ❝❡s ét✐q✉❡tt❡s✳

▲❡s ♦✉t✐❧s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ❚✳ ▼❡❧❤❛♠ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❛
♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ré❝✉rs✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❝❡ t②♣❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✱ ❞✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❡t ❞❡ ♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✣r♠❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
♣r♦♣r✐étés ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s✬é♥♦♥❝❡ ✿

∀[x : τ ]∀[f : ♥❛t→τ→τ ]∃![g : ♥❛t→τ ](g ❩) = x ∧ (∀[n : ♥❛t](g (❙ n)) = (f n (g n)))

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ g : ♥❛t→ o t❡❧❧❡ q✉❡ (g ❩) = ⊤ ❡t (g (❙ n)) = ⊥✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❩ = (❙ n)
✐♥❞✉✐r❛✐t q✉❡ (g ❩) = (g (❙ n)) ❞♦♥❝ q✉❡ ⊤ = ⊥ ❞✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ P❡❛♥♦ ✿

¬❩ = (❙ n)

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r g : ♥❛t→♥❛t t❡❧❧❡ q✉❡ (g ❩) = ❩ ❡t (g (❙ n)) = n✳ ❉♦♥❝ (❙ n) = (❙ m) ⇒
(g (❙ n)) = (g (❙ m))⇒ n = m✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ P❡❛♥♦ ✿

(❙ n) = (❙ m)⇒ n = m

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✬é♥♦♥❝❡ ♣♦✉r P : ♥❛t→o ❡t n : ♥❛t✿

(P ❩) ∀[n : ♥❛t](P n)⇒ (P (❙ n))

∀[n : ♥❛t](P n)

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (P n) = ⊤ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ P ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ [x : ♥❛t]⊤ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s (Q ❩) = tr✉❡



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✹✸

❡t (Q (❙ n)) = (Q n) ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❛r s✐ (P n) ❡st ❢❛✉① ❛❧♦rs ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡ s♣é❝✐✜❡♥t ♣❛s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ (P (❙ n)) q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈r❛✐ ♦✉ ❢❛✉①✳ ❖♥ ❝♦♥t♦✉r♥❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(Q ❩) = tr✉❡ (Q (❙ n)) = (Q n) ∨ (P (❙ n))

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t q✉✐ ✈❛✉t ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t tr✉❡ ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P s♦♥t t♦✉s ❧❡s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s
❡t ❞♦♥❝ s♦♥t é❣❛✉①✳ ❉✬♦ù P ❡st ✈r❛✐❡✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐té
✉t✐❧✐s❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

▲❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❚✳ ▼❡❧❤❛♠ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r q✉❡ ❞❡s t②♣❡s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐s✳ ▲✳ P❛✉❧✲
s♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❢♦r♠és ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❡♥t✐❡rs
✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❡t ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡✮❡t ❢♦♥❞❡ s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ■s❛✲
❜❡❧❧❡✴❍❖▲ ❬✼✷❪ s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✜♥✐✳

❊✳ ●✉♥t❡r ❬✹✶❪ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛r❜r❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
t♦✉❥♦✉rs ❞❡s ❛r❜r❡s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞és ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡✮ ♠❛✐s ♣❛r ❝♦♥tr❡
❞♦♥t ❧❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ✭❝❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧✉✐ ♠ê♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥✜♥✐✮✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ t②♣❡ ❣é♥ér❛❧ (α, β)τ ❞✬❛r❜r❡s ét✐q✉❡tés ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ β ❡t ❞♦♥t ❧❡
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❡st ✐♥❞❡①é ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ α✳ ❯♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❛r❜r❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ α✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st ✉♥❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❢♦r♠és ❞✬✉♥❡
❧✐st❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❡t ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s β q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳

❏✳ ❍❛rr✐ss♦♥ ❬✹✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ré❝✉rs✐✈❡s ❞❛♥s ❍❖▲
q✉✐ t✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é❥à ré❛❧✐sé❡s✳ ■❧ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ♠❛✐s ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❛❜str❛✐ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ② ❛ ❛ss❡③ ❞❡ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

✻✳✷✳✺ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s

❊♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦✉ ❞❛♥s ❍❖▲✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡t ♥♦♥
♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✬❡✛❡❝t✉❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥t été ❝♦♥str✉✐ts ♥✬❛
❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞é♠❡s✉ré❡✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r
♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ s✬❛❜str❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣♦✉r ♥✬♦✛r✐r q✉✬✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t
♥✐✈❡❛✉✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦ù ♦♥ ❢❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
ré❡❧s à ♣❛rt✐r ❞❡ s✉✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② ♦✉ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ré❡❧s ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ♥✬❛ ♣❧✉s à ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s✉r ❧❡s
ré❡❧s✳ ❉❛♥s ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬❛✐sé✳ ❙✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✏♦♣❛q✉❡✑✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉❞r❛ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞♦♥t ♦♥ ❛✉r❛
❜❡s♦✐♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s s❛♥s ❛✈♦✐r à r❡✈❡♥✐r à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳
❙✐ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ✈❡✉t ❣❛r❞❡r ❛❝❝ès à ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ♣♦✉r ❡①♣❧♦✐t❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣és
❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉❞r❛ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦✉s ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❛❜str❛✐t❡ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡
♣❛r❢♦✐s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞é❧✐❝❛ts ❞✬❛✣❝❤❛❣❡✳

❊♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ♣r♦♣♦s❡♥t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r tr❛❞✉✐t
✈❡rs ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❙✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉ rés✉❧t❛t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❝❤♦s❡ q✉✐
❝♦♠♣t❡ ❡st ❧❛ ✏sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞ ♣❛s✑ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ P❛r
❝♦♥tr❡ s✐ ♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ♦✉ ❡♥ t❡♠♣s ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤♦✐①
❞✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐✛ér❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❧♦rs ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ét❛♣❡s
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡t ❛s♣❡❝t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st très ♣rés❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡
❞❡s t②♣❡s✳



✹✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✻✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡

❉❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❡st très ❧✐♠✐té
♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é s✐♠♣❧❡ ❡t ❝❡❝✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❝❛r ❝❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s❡r✈❛♥t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❢♦r♠✉❧❡s✱ ✉♥ ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r❡ss✐❢ tr♦♣ ❣r❛♥❞ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s t②♣és q✉✐ ét❡♥❞❡♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
t②♣é ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✳

✻✳✸✳✶ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

▲❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞✲♦r❞r❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ F ❛ été ❞é✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛✲
❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✷✳

➚ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s❡r♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡ t②♣❡ τ→σ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ τ ❞❛♥s
σ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ τ ⇒ σ✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣é✲
r✐❡✉r r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♦ù ❧❛ s❡✉❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦rt❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ∀[X : o](P X)✳

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✉✈❛❜❧❡s
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s✳

◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❡rt❛✐♥s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❢❛✐ts ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱
♠❛✐s ✐❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ♦❜❥❡ts ✿

⊥
def
= ∀C.C

⊤
def
= ∀C.C→C

tt
def
= [C : ⋆][x : C]x : ⊤

A ∧B
def
= ∀C.(A→B→C)→C

(a, b)
def
= [C : ⋆][f : A→B→C](f a b) : A ∧B

A ∨B
def
= ∀C.(A→C)→(B→C)→C

(✐♥❧ a)
def
= [C : ⋆][f : A→C][g : B→C](f a) : A ∨B

(✐♥r b)
def
= [C : ⋆][f : A→C][g : B→C](g b) : A ∨B

∃[X : ⋆](P x)
def
= ∀C.(∀X.(P X)→C)→C

(τ, t)
def
= [C : ⋆][f : ∀X.(P X)→C](f τ t) : ∃[X : ⋆](P x)

❯♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❣✐q✉❡ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❡s t②♣❡s ❢♦r♠❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s (a, b) ♦ù a : A ❡t b : B✳ ❉❡ ♠ê♠❡
❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡ ⊥ ❡st ✉♥
t②♣❡ ✈✐❞❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
❞✐r❡❝t ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ♣❡✉t s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✿

❜♦♦❧
def
= ∀C.C→C→C : ⋆

tr✉❡
def
= [C : ⋆][x, y : C]x : ❜♦♦❧

❢❛❧s❡
def
= [C : ⋆][x, y : C]y : ❜♦♦❧

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
ré❝✉rs✐❢s✳

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ▲✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
❙♦✐t ♥❛t ❧❡ t②♣❡ ∀X.X→ (X→X)→X✳ ❊♥ t❛♥t q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ t②♣❡ é♥♦♥❝❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✹✺

✐♥tér❡ss❛♥t❡ à s❛✈♦✐r s✐ X ❡t X ⇒ X s♦♥t ✈r❛✐s ❛❧♦rs X ❡st ✈r❛✐✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝✬❡st ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡t β✲♥♦r♠❛✉① ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s

[X : ⋆][x : X][f : X→X] (f (f . . . (f︸ ︷︷ ︸
n fois

x)) ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N

❈❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✱ ✉♥❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥
λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ q✉✐ ❝❛♣t✉r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
ñ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥t✐❡r n✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à s❡ ♣♦s❡r ❡♥s✉✐t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡s
s✉r ❝❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡✳ ■❧ ❢❛✉t s❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r C✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té =C s✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞éré q✉✐ à t♦✉t n ∈ N ❛ss♦❝✐❡ ñ ∈ C✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✮ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ ❞❡ N

❞❛♥s N ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s C ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ n 7→ ñ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ f ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ t❡❧ q✉❡

∀n ∈ N.(f ñ) =C φ̃(n)

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❋✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡
❡st ❝❡❧✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s s♦♥t
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡
F (x, y) ✭❞✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✱ t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ∃z.R(x, y, z) ❛✈❡❝ R ♣r✐♠✐t✐✈❡ ré❝✉rs✐✈❡✮✳ ❆❧♦rs φ ♣♦✉rr❛ êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r
✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡

∀x.∃y.F (x, y)

❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡❧❛ ✐♥❝❧✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣r✐♠✐t✐✈❡s ré❝✉rs✐✈❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❆❝❦❡r♠❛♥♥✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❝♦❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ T ❞❡ ●ö❞❡❧ ✿

R : ∀X.X→(♥❛t→X→X)→nat→X

(R X x f 0̃) ≡β x (R X x f ñ+ 1) ≡β (f ñ (R X x f ñ))

❊①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❈✳ ❇ö❤♠ ❡t ❆✳ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐ ❬✶✶❪ ♦♥t s②sté♠❛t✐sé ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s
❡♥t✐❡rs✳ ■❧s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❛✐t ❧❛ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛❧♦rs ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ q✉✐ ♣♦✉✈❛✐t ❝♦❞❡r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ s♣é❝✐✜❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉r ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ ré❝✉rs✐✈✐té ❛❧♦rs
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❜♦♥ t②♣❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✳

❙②stè♠❡ ❋ ❡t ♣♦✐♥t ✜①❡ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❥✉st❡ ❧✐♠✐té ❛✉① ❛❧❣è❜r❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♠❛✐s
s✬ét❡♥❞ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à t♦✉t ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉✐✈❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑♥❛st❡r✲❚❛rs❦✐✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶ ✭❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✮ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ t♦✉t❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ⋆ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐❡♥t (∆, X ⊲ ⋆, [(γ1,Γ1); . . . ; (γn,Γn)]) ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡✳ ❙♦✐t Γ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐és✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ I
def
= (X : ⋆)(Γ)X✳ ❙✐ ❧❡ i❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ Γ ❡st xi✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡

i❡❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣❛r ✿

σ ♣(i)
def
= [Γi{X ⊲ I}][X : ⋆][Γ](xi (γi{[i : I](i X ιΓ)} ιΓi

))



✹✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✷

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡ X 7→ τ ✳

(∆, X ⊲ ⋆, [(γ, x ⊲ τ)])

❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ γ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿

(γ{[x : X]x} = [x : X]x
(γ{g} (γ{f} x)) = (γ{[x : X](g (f x))} x)

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs tr♦✉✈❡r ✉♥ t②♣❡ M q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❡♥ ♥♦t❛♥t τ{M} ❧❡ t❡r♠❡ τ{X ⊲M} ♦♥
❝♦♥str✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥, ♦✉t ❡t ✐t t❡❧s q✉❡ ✿

M
def
= ∀[X : ⋆](τ→X)→X

✐t
def
= [X : ⋆][f : τ→X][m : M ](m X f)
: ∀[X : ⋆](τ→X)→M→X

✐♥
def
= [m : τ{M}][X : ⋆][f : τ→X](f (γ{(✐t X f)} m))
: τ{M}→M

♦✉t
def
= (✐t τ{M} (γ{✐♥}))
: M→τ{M}

(✐t X f (✐♥ m)) ≡β (f (γ{(✐t X f)} m))

❖♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ M ❡t τ{M} ♠❛✐s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ✿

τ{M}
✐♥
−→
←−
♦✉t

M

✻✳✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♦✉ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♦❜❥❡ts ❡①✐st❛✐❡♥t ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ♥♦♠s ♣♦✉r ❡✉①✱ ♦♥ ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐t ❞❡s r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲♦rsq✉✬✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ q✉✐ ✈❛ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❋ t♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t t❡r♠✐♥❡♥t✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤♦s❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ♥❡ s♦♥t
♣❛s ❛✉ss✐ ❢♦rts q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✳ ❙✐ ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t M ❝♦♥t✐❡♥t ❜✐❡♥ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (✐♥ m) ♣♦✉r m ∈ τ{M} ✐❧ ❡♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ ♣❛r❢♦✐s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥
s✉r τ q✉✐ ❢❡r❛ q✉❡ M ❡st ❜✐❡♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ τ{M}✱ ◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s à ❬✻✽❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s
s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ♥✬❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

❙✐ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ M ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ✐♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ τ{M} ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ (✐♥ (♦✉t m)) = m✳

❉❡ ♣❧✉s s✐ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t f : τ →X ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ φf t❡❧❧❡ q✉❡ (φf (✐♥ m)) ≡β

(f (γ{φf} m)) ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣❛s ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐❞ ❡t (✐t γ ✐♥) s♦♥t ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ M→M ♣♦✉r f = ✐♥ ♦r ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♠ê♠❡ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉①
t❡r♠❡s ❝❧♦s✳

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ t②♣❡ M ❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉❡ ♥♦✉s ❛♣✲
♣❡❧❧❡r♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❙✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛❧♦rs ♥♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s
❝❛♣t✉r❡r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✹✼

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st t❡❝❤♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡M ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❢♦r♠é s✬✐❧ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (✐♥ m) ♦ù m : τ{M} ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳

P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ τ ✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ m :
τ{M} ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❧♦rsq✉❡ (γ{φf} m) = (γ{(✐t f)} m) ♣♦✉r t♦✉t φf : M → X t❡❧ q✉❡ ∀x :
τ{M}.(φf (✐♥ x)) = (f (γ{φf} x))✳

❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥t q✉❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀x : τ{M}.(φf (✐♥ x)) = (f (γ{φf} x)) ♥❡ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s x ❡✉①✲♠ê♠❡s ❜✐❡♥
❢♦r♠és✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✻✳✷ ✭❚❡r♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✮ ❯♥ t❡r♠❡ m : τ{M} ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥
❢♦r♠é s✐ ♣♦✉r t♦✉t X : ❙❡t ❡t f : (F X)→X ❡t φf : M →X ❙✐ ♣♦✉r t♦✉t x : τ{M} t❡❧ q✉❡ x ❡st
✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é

(γ{φf} x) = (γ{(✐t f)} x)⇒ (φf (✐♥ x)) = (f (γ{φf} x))

❛❧♦rs (γ{φf} m) = (γ{(✐t f)} m)✳
❙✐ m ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❛❧♦rs ❛✈❡❝ f ❡t φf ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛

(φf (✐♥ m)) = (✐t f (✐♥ m))

✻✳✸✳✸ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ✿

π1
def
= [p : τ ∧ σ](p [x : τ ][y : σ]x)
: τ ∧ σ→τ

π2
def
= [p : τ ∧ σ](p [x : τ ][y : σ]y)
: τ ∧ σ→σ

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✷ ❙♦✐t τ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ X ❡t s♦✐t M ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ r❡❝ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ∀X.(τ(M ∧X)→X)→M→X ❡t t❡❧ q✉❡

(r❡❝ X f (✐♥ m)) = (f (γ{[x : M ](x, (r❡❝ X f x))} m)

♣♦✉r t♦✉t m ❞❡ t②♣❡ τ{M} ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

r❡❝
def
= [X : ⋆][f : τ{X ⊲ (M ∧X)}→X][m : M ]

(π2 (✐t M ∧X [p : τ{X ⊲ (M ∧X)}]((✐♥ (γ{π1} p)), (f p)) m))

▲❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ r❡❝ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té✳ ✷

✳



✹✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✻✳✹ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

✻✳✹✳✶ ❚②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✸✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❜str❛✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s t❡r♠❡s
❝❡ q✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡✉r ❛r✐té✳

❊①❡♠♣❧❡s ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❡r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✱ ♦✉
❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

∃[x : τ ](P x)
def
= (C : ⋆)((x : τ)(P x)→C)→C

(t, p)
def
= [C : ⋆][f : (x : τ)(P x)→C](f t p)
: ∃[x : τ ](P x)

x = y
def
= (P : τ→⋆)(P x)→(P y)

r❡✢
def
= [x : τ ][P : τ→⋆][h : (P x)]h
: (x : τ)(x = x)

N
def
= [n : ♥❛t](P : ♥❛t→⋆)

(P ❩)→((p : nat)(P p)→(P (❙ p)))→(P n)

❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥❡
♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳

■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳
▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❈♦q ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠ X✳ ❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ s✱ ✐❧ ❢❛✉t s♣é❝✐✜❡r ❧✬❛r✐té ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Φ✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
Γi ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ϕi t❡❧❧❡ q✉❡ Γi ⊢ ϕi : Φ✳ ❈❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ s♣é❝✐✜é
♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é (Γi)(X ϕi)✳

❖♥ ✈❛ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛r✐té Γi s♦✐❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❡st ét❡♥❞✉❡
❛✉① ❝❛s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ⊑Φ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛r✐té Φ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬❛r✐té✳

R ⊑[] S
def
= R→S R ⊑x⊲P ✱Φ S

def
= (x : P )(R x) ⊑Φ (S x)

▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ X ❞✬❛r✐té Φ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ γ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

X,Y ⊲ (Φ)s✱ f ⊲ (X ⊑Φ Y ) ⊢ γ : (Γ)Γ{X ⊲ Y }

✻✳✹✳✷ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

❙♦✐t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ✿ (X ⊲ (Φ)⋆, [(γ1,Γ1, ϕ1); . . . ; (γn,Γn, ϕn)]) ❙♦✐t Γ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡
t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❛ss♦❝✐é

x1 ⊲ (Γ1)(X ϕ1)✱ . . .n ⊲ (Γn)(X ϕn)

❈❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

I
def
= [Φ](X : (Φ)⋆)(Γ)(X ιΦ)



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✹✾

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ I s❛t✐s❢❛✐t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ I❴✐t q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(X : (Φ)⋆)(Γ)(I ⊆Φ X)

▲❡ i❡❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

σ ♣(i)
def
= [Γi{X ⊲ I}][X : (Φ)⋆][Γ](xi γi{(I❴✐t X ιΓ)} ιΓi

)

❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧✬✐tér❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(X : (Φ)⋆)(Γ′)(I ⊆Φ X)

❖ù Γ′ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

x1 ⊲ (Γ1{X ⊲ I ∧Φ X})(X γ1)✱ . . . xn ⊲ (Γn{X ⊲ I ∧Φ X})(X γn)

❖ù P ∧Φ Q ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r P,Q : (Φ)⋆ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Φ ✿

P ∧[] Q
def
= P ∧Q P∧x⊲P ✱Φ

def
= [x : P ]P ∧Φ Q

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
♦❜t❡♥✉ ❡st ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

✻✳✹✳✸ ❋❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡t ♣♦✐♥t ✜①❡

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ t♦✉t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥
tr❛♥s❢♦r♠❛t❡✉r ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s✳

❆ t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ Φ ♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ t❡r♠❡ (ΣΦ) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡✲❝✉rr②✜❝❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

Σ[]
def
= ⊤ Σ(x ⊲ P ✱ [])

def
= P Σ(x ⊲ P ✱Φ)

def
= ∃[x : P ]ΣΦ s✐ Φ 6= []

❙✐ φ : Φ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦té (φ) ❞❡ t②♣❡ ΣΦ✳ ❆ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r (Γi)(X γi)
♦♥ ♣❡✉t ❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t Pj ❞✬❛r✐té (Σα)→⋆ ✿

[x : Σα]Σ(Γi✱x = (γi))

❙✐ ❧❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉ ♣ré❞✐❝❛ts P1, . . . , Pn ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉
♣ré❞✐❝❛t F ✿

[x : Σα](P1 x) + · · ·+ (Pn x)

❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s❡ r❛♠è♥❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r F s✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts
❞✬❛r✐té Σα✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t F ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❡♥ ❳ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ Γi✳

✻✳✹✳✹ ❈❛s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❙✐ ♦♥ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡❧❛t✐♦♥s à ❞é✜♥✐r✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣ré❝é❞❡♥t s✬ét❡♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥
✈❡✉t ❞é✜♥✐r X1 : (Φ1)⋆, . . . ,Xr : (Φr)⋆ q✉✐ s♦♥t s♣é❝✐✜és ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs C1, . . . , Cp

❝❤❛❝✉♥ ét❛♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
(Γi)(Xk γi)

■❧ ❢❛✉t ✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ Γi s♦✐t ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉s ❧❡s Xj ✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t Xk ❞❡ t②♣❡ (Φk)⋆
s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ✿

Xk
def
= [Φk](X1 : (Φ1)⋆) . . . (Xr : (Φr)⋆)C1→· · ·→Cp→(Xk ιΦk

)

▲❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳



✺✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❊①❡♠♣❧❡s ❖♥ ♣❡✉t ❡①♣r✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳
❙♦✐t ✉♥ t②♣❡ τ ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ ❞❡ t②♣❡ τ → τ → ⋆ q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ x
❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐ t♦✉s ❧❡s y t❡❧s q✉❡ y ≺ x s♦♥t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❆❝❝
def
= [x : τ ](P : τ→⋆)

((y : τ)((z : τ)(z ≺ y)→(P z))→(P y))→(P x)

❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t❡✉rs ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❉♦♠ ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉♦♠ : (τ→⋆)→ ❧✐st→⋆
def
= [P : τ→⋆][l : ❧✐st](Q : (τ→⋆)→ list→⋆)

(Q [x : τ ]⊥ ◆✐❧)
→((a : τ)(l : ❧✐st)(P : τ→⋆)(Q P l)→(Q [x : τ ](P x) ∨ (x = a) (❈♦♥s a l)))
→(Q P l)

❉❛♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✬✉♥
t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡t ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢✳ ▲❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s s♦♥t ❥✉st❡ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❡st []✳

✻✳✹✳✺ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✬✉♥❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞é✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ✭❝❢
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✽ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✵ ❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✵✮✳

❊♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✐❧ ② ❛ ✉♥ t②♣❡ o ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ st❛t✉t q✉❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s❡rt à ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ré❝✉rs✐✈❡s
♦✉ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♦ù ❧❡ t②♣❡
❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t ❛ ✉♥ st❛t✉t très ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ⋆✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥❛t : ⋆ ♠❛✐s
❛❜s♦❧✉♠❡♥t ♣❛s ⋆ : ⋆✳

❉♦♥❝ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡
(Φ)⋆✱ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts X : (Φ)⋆ ❡t F : ♥❛t→(Φ)⋆ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t G : ♥❛t→(Φ)⋆ t❡❧ q✉❡

(G ❩) = X (G (❙ n)) = (F n (G n))

❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥✬é❧✐♠✐♥❡♥t ♣❛s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❩ 6= (❙ n)✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❞ès q✉❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐st✐♥❝ts s♦♥t
s✉♣♣♦sés ❡①✐st❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ❜♦♦❧é❡♥s✳ ❈❡❝✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts ❞✬✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ♦♥t ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳

❙✐ ♦♥ s❛✈❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r G ❞é❝r✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣r♦✉✈❡r ❩ 6= (❙ n)✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✉♣♣♦s❡r ❝❡tt❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r G ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ é❣❛❧✐té q✉✐ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞✬❛r✐té Φ
❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

P ↔[] Q
def
= P→Q ∧Q→P P ↔x⊲M✱Φ Q

def
= (x : M)(P x)↔Φ (Q x)

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ F ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ (❡q✉✐✈ P Q) ❛❧♦rs
(❡q✉✐✈ (F n P ) (F n Q))✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ G : nat → (Φ)⋆ ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❥✉sq✉✬à n q✉✐ s❡r❛ ♥♦té (♣❛rt✐❛❧ G n)✳ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ G ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ❥✉sq✉✬à ❩ s✐ (G ❩)↔Φ X ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❥✉sq✉✬à (❙ n) s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❥✉sq✉✬à n ❡t s✐ (G (❙ n)) ↔Φ (F n (G n))✳ ❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡t ❧❛



❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡s ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✺✶

♣r♦♣r✐été ❩ 6= (❙ n) ❡st ❛❧♦rs ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ à s❛✈♦✐r q✉❡ s✐ G ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❥✉sq✉✬à ❩ ❛❧♦rs (G ❩) ↔Φ X ❡t s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❥✉sq✉✬à (G (❙ n))
❛❧♦rs (G (❙ n))↔Φ (F n (G n))✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(♣❛rt✐❛❧ G n)→(♣❛rt✐❛❧ H n)→(G n)↔Φ (H n)

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ❝❡ q✉✐ s❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré✲
❞✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ✿

(s♦❧ n)
def
= [Φ]∃[G : ♥❛t→(Φ)⋆](♣❛rt✐❛❧ G n) ∧ (G n ιΦ)
def
= (Φ)(X : ⋆)((G : ♥❛t→(Φ)⋆)(♣❛rt✐❛❧ G n)→(G n ιΦ)→X)→X

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(G : ♥❛t→(Φ)⋆)(♣❛rt✐❛❧ G n)→(G n)↔Φ (s♦❧ n)

❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡→Φ ❡st ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été (s♦❧ n ιΦ) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
H t❡❧ q✉❡ (♣❛rt✐❛❧ H n) ❡t (H n ιΦ)✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ (♣❛rt✐❛❧ G n)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t (G n)↔Φ (H n) ❡t
❞♦♥❝ (G n ιΦ)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été (♣❛rt✐❛❧ s♦❧ n) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✿

(s♦❧ ❩ ιΦ) → (X ιΦ)
(s♦❧ (❙ n) ιΦ) ↔ ∃[G : ♥❛t→(Φ)⋆]((♣❛rt✐❛❧ G (❙ n)) ∧ (G (❙ n) ιΦ))

↔ ∃[G : ♥❛t→(Φ)⋆]((♣❛rt✐❛❧ G n) ∧ (G (❙ n)↔Φ (F n (G n))) ∧ (G (❙ n) ιΦ))
→ (F n (s♦❧ n) ιΦ)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t (s♦❧ ❩)→ΦX ❡t (s♦❧ (❙ n))→Φ(F n (s♦❧ n)) ■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r
❧✬❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s (❙ n) ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (♣❛rt✐❛❧ s♦❧ n)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t G : ♥❛t→(Φ)⋆ t❡❧ q✉❡

(G ❩) ↔Φ X
(G (❙ n)) ↔Φ (F n (s♦❧ n))

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (♣❛rt✐❛❧ s♦❧ n)→ (♣❛rt✐❛❧ ● n) ❡t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ (♣❛rt✐❛❧ s♦❧ n) ♦♥ ❡♥ ❞é✲
❞✉✐t (G n) ↔Φ (s♦❧ n) ❡t ❞♦♥❝ (G (❙ n)) ↔Φ (F n (G n)) ❞✬♦ù (♣❛rt✐❛❧ ● (❙ n)) ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
(F n (s♦❧ n))↔Φ (G (❙ n))→Φ(s♦❧ (❙ n))✳ ✷

❊①t❡♥s✐♦♥ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ G : ♥❛t→α t❡❧ q✉❡

(G ❩) = X (G (❙ n)) = (F n (G n))

❛✈❡❝ ✉♥ é❣❛❧✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t ✉♥ t②♣❡ α q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Φ)⋆ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ H : ♥❛t→α→⋆ t❡❧❧❡ q✉❡

(H ❩ Y )↔ Y = X (H (❙ n) Y )↔ ∃[Z : α](H n Z) ∧ Y = (F n Z)

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ s❡♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡✿ (n : ♥❛t)∃![Y : α](H n Y ) ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❝❡❧❛ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❡ t②♣❡ ♥❛t→α ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳



✺✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✻✳✹✳✻ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s
✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉①
♦❜❥❡ts ❞✐✛ér❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ τ : ⋆✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❜♦♦❧✳

▲✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ P♦✉r
❧❡s ❞é✜♥✐r✱ ✐❧ ❢❛✉t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ✜❧tr❛♥t❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s s✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✈r❛✐♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡✳

▼ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ré❝✉rs✐❢✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t✳
❙✐ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛ ✉♥❡ ❛r✐té q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ � ❛❧♦rs ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸ ❙♦✐t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ (X ⊲ ⋆, [x ⊲ ⋆])✳ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡
❞❡ ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ (I, i) ❡①✐st❛✐t✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t I : ⋆✱ ❡t i : ⋆→ I ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ o : I→⋆ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x : I ✿

(o (i x)) = x

❖r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t I : ⋆ t❡❧ q✉❡ I ↔ ⋆ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛ ♠♦♥tré ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞
❞❛♥s ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ✷

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❙✐ ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

(Γ)(X γ)

s✐ x ∈ ❉♦♠(Γ) s♦✐t τ = Γ ♣x ❛❧♦rs s✐ τ : ⋆✱ X 6∈ ❱▲(τ) ❡t ❉♦♠(Γ) ∩ ❱▲(τ) = ∅ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s♦✐t p : τ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ✐tér❛t✐♦♥ π : (Φ)(I ιΦ)τ t❡❧ q✉❡ ✿

(Γ)(π γ (c ιΓ)) = (x ιΓ)

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs q✉❡ s✐ δ, δ′ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ Γ ♦♥ ❛

(σ ♣(i) δ) = (σ ♣(i) δ′)→δ ♣x = δ′ ♣x

❖♥ ♣r❡♥❞ δ ♣x ♦✉ δ′ ♣x ❝♦♠♠❡ ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡t ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à (σ ♣(i) δ) ❡t (σ ♣(i) δ′) ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t✳

❙✐ ♦♥ ❛ X ∈ ❱▲(τ) ❛❧♦rs ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ s♦✐t ✜❧tr❛♥t❡✳
❙✐ ❉♦♠(Γ) ∩ ❱▲(τ) 6= ∅ ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ τ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ∆ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡ x✳ ■❧ ❡st

♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❛✐s s✉r ❧❡ t②♣❡ Σ∆✱x : τ ✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡♥s✉✐t❡ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ∆ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ π ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s q✉✐ s❡r❛✐t ❞❡ t②♣❡ (Σ∆)∆ ❛✈❡❝ (∆)(π (ι∆)) = ι∆ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
à ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❧✉s ❢♦rt ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ q✉✐ ❡st ✿

(P : (Σ∆)→s)((∆)(P (ι∆)))→(p : Σ∆)(P p)

P✉r t♦✉t❡ s♦rt❡ s t❡❧❧❡ q✉❡ ∆ ♣x : s✳
❈✳ ❈♦r♥❡s ❡t ❉✳ ❚❡rr❛ss❡ ❬✷✺❪ ♦♥t ét✉❞✐é ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡t ✐♠♣❧❛♥té ❞❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♣r♦❥❡❝✲

t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q✳



❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ❢✐①❡ ✺✸

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t N ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✻✳✹✳✶✿

(n : ♥❛t)(N n)

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❍❖▲✱ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❛✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❍❖▲ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t②♣❡
{x : τ | (P x)} ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs

s✉❜s❡t❴❜✉✐❧❞ : (x : τ)(P x)→{x : τ | (P x)}
π1 : {x : τ | (P x)}→τ
π2 : (p : {x : τ | (P x)})(P (π1 p))
s✉❜s❡t❴❡q : (p, q : {x : τ | (P x)})(π1 p) = (π1 q)→(p = q)

❆❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t ♥❛t′ = {x : ♥❛t | (N x)} ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♥❛t′ ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡
❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

❊✣❝❛❝✐té ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ré❝✉rs❡✉r ♥❡ s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s q✉❡ s✉r ✉♥ s♦✉s ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✭❝❡✉①
q✉✐ s♦♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✮✳ ❉❡ ♣❧✉s ♦♥ s❛✐t ❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡
❝♦❞❛❣❡ ♦❜t❡♥✉✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✱ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ▲❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r ñ+ 1 s❡ ré❞✉✐r❛ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ñ ♠❛✐s ❡♥ n ét❛♣❡s✳ ❙✐
♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❧✐st❡s ❛❧♦rs ❧❛ q✉❡✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡
❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳

✼ ❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ✐❧ ❛ ♣❛r✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ s♦✐t q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❜❛s❡ s♦✐t tr♦♣ ❧✐♠✐té ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥t❡r♥❡✱ s♦✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ s✬❛✈èr❡ ✐♥❡✣❝❛❝❡✳

✼✳✶ ❙②stè♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ❡①trê♠❡♠❡♥t ✉t✐❧❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❛❥♦✉té❡s à ✉♥ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐✈✐té s❛♥s ❛❥♦✉t❡r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❣é♥ér❛❧❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

✼✳✶✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ P❳

P❛r♠✐ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ q✉✐ ❛❞♦♣t❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥ ♣❡✉t ❝✐t❡r ❧❡ s②stè♠❡
P❳ ❬✹✸❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s é❝r✐ts ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ à ❧❛
▲■❙P✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝❡ s②stè♠❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❋❡❢❡r♠❛♥ ♦ù ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧❛ss❡ ❛②❛♥t ✉♥❡ ❛r✐té✳
❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬♦❜❥❡ts ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡✳ P❳ ❛❞❛♣t❡ ❝❡tt❡
t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡
❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♣♣❡❧é ❈■● ♣♦✉r
✏❈♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✑✳ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ X ❞✬❛r✐té
q ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s x1, . . . , xq✳ P♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ✭❛ss✉r❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✮ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡
C ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ à X ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s (x1, . . . , xq) t❡❧s q✉❡ A s♦✐t ✈r❛✐✳ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s ❡①♣r✐♠❡♥t q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❡t q✉❡ ❝✬❡st



✺✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s♣é❝✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été F (x1, . . . , xq) s❛❝❤❛♥t q✉❡
(x1, . . . , xq) ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ C ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ A(C) ❡t q✉✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ A(F ) ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ F (e1, . . . , en) à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s (e1, . . . , en) : X
❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t C ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❡st ✈ér✐✜é❡✳

P❳ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ µ[~x]X.A ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❛✐♥s✐ s♣é❝✐✜é❡
♠❛✐s ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦♠ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡✳

✼✳✶✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ◆✉♣r❧

▲❡ s②stè♠❡ ◆✉♣r❧ ❬✶✻❪ s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s t②♣❡s ❡st ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡
♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
⋆ ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ (X : ⋆)τ : ⋆ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ⋆i ❛✈❡❝ (X : ⋆i)τ : ⋆i+1✳ ❖♥ ♥❡
♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❧✉s ✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s✳

◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❬✻✵❪ ❛ ❛❥♦✉té à ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♠♦♥♦t♦♥❡✳

❙✐ a : σ ❡t X ⊲ σ→⋆i✱x ⊲ σ ⊢ τ : ⋆i ❛❧♦rs µ([X,x]τ ; a) : ⋆i ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❛♥s τ s♦✐❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❣❛r❛♥t✐r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ µ(a) ❧❡ t❡r♠❡ µ([X,x]τ ; a)❞❡ t②♣❡ ⋆i ❡t µ ❧❡ t❡r♠❡ [x : σ]µ([X,x]τ ;x) ❞❡ t②♣❡ σ→ ⋆i✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ X : σ→ ⋆i✱ ∃X ✭q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✉ss✐ ∃[x : σ](X x)✮ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s
(a, r) ❛✈❡❝ a : σ ❡t r : (X a)✳

■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛✐s ✉♥❡ é❣❛❧✐té ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s
µ(a) ❡t τ{X ⊲ µ✱x ⊲ a}✳

▲❡ ré❝✉rs❡✉r ❛ss♦❝✐é ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t µ❴✐♥❞(p; [r, q]t) q✉✐ s❡r❛ ❜✐❡♥ t②♣é ❞❡ t②♣❡ P (p) ❧♦rsq✉❡ p : ∃µ✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t X : σ→⋆i ❡t ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ s♦✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ∃X
❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ∃µ ❡t q✉❡ r ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (x) ♣♦✉r t♦✉t x : ∃X ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ t ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡
t②♣❡ P (q) ♣♦✉r q : ∃[x : σ]τ ✳

❈❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ rés✉♠❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

p : ∃µ X ⊲ σ→⋆i✱∃X ⊑ ∃µ✱ r ⊲ (x : ∃X)P (x) ✱ q ⊲ ∃[x : σ]τ ⊢ t : P (q)

µ❴✐♥❞(p; [r, q]t) : P (p)

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛ît ❛ ♣r✐♦r✐ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣♦✉r
❢♦r♠❡r ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❡t ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été τ(µ ∧ Y ) ⊑ Y ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❢❛✐s✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡❧❧❡
✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ τ ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡❧❛ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

∀Y.(X ⊑ µ)→X ⊑ Y →τ ⊑ Y

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝❡ ❝❤♦✐① ♣❧✉s ❛♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
ét✉❞✐é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ▼❡♥❞❧❡r✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧é❣èr❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s t②♣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st
❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ◆✉♣r❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ♦♥t ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧
ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é✱ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞❡ t♦✉t❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥✬❡st ♣❛s
s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❞✬❛✉tr❡s r❛✐s♦♥s ♣❛r ◆✉♣r❧✳

❈❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ♥✬♦♥t ♣❛s t❡❧❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ◆✉♣r❧✱ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛r
♠❛♥q✉❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r
❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳



❆❥♦✉t ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ❢✐①❡ ✺✺

✼✳✷ ❙②stè♠❡ ❋ ❛✈❡❝ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s

❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♥✬♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t
✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❛tt❡♥❞✉✳ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣❛r ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❬✻✶✱ ✺✾❪✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t
❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ◆✉♣r❧ ♠❛✐s
◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❛ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞✬ét✉❞✐❡r ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

■❧ ❛ ♣r♦♣♦sé ❞✬❛❥♦✉t❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❋ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✿

τ ::= . . . | µX.τ

❊t ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿

t ::= . . . | ✐♥ | ❘

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥ r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ t❛♥❞✐s q✉❡ ❘ ❥♦✉❡r❛ ❧❡ rô❧❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r✳
▲❡ t②♣❡ µX.τ ♥❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❧❛r❣❡s
❞❛♥s τ ✭à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r ❞❡ ✢è❝❤❡s✮✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t µ ♣♦✉r µX.τ ✱ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ✿

✐♥ : τ{X ⊲ µ}→µ
❘ : ∀Y.(∀X.(X→µ)→(X→Y )→τ→Y )→µ→Y

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té❡ ✿

(R σ f (✐♥ m)) 7−→ (f µ [x : µ]x (R σ f) m)

❯♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❡st t②♣é ❡t s❡ ré❞✉✐t s❛♥s
❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ♥✐ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té✳

P♦✉rt❛♥t ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s
✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ γ ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ✿

r❡❝
def
= [Y : ⋆][f : τ{µ ∧ Y }→Y ]

(R Y [X : ⋆][i : X→µ][r : X→Y ][m : τ ](f (γ{[x : X](i x, r x)} m))

❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿

(r❡❝ Y f (✐♥ m)) 7−→ (f (γ{[x : X](x, (r❡❝ Y f x))} m))

❈❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ❡t ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ r❡❝ ❡st ❞♦♥♥é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✿

❘
def
= [Y : ⋆][f : ∀X.(X→µ)→(X→Y )→τ→Y ]

(r❡❝ Y (f µ ∧ Y π1 π2))

▼❛✐s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ ❛

(❘ σ f (✐♥ m)) 7−→ (f µ ∧ Y π1 π2 (γ{[x : X](x, (❘ Y f x))} m))

❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❛tt❡♥❞✉ ♠❛✐s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡ ré❝✉rs❡✉r ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ❞✐t
q✉❡ µ ⊑ Y s✐ t♦✉t X t❡❧ q✉❡ X ⊑ µ ❡t X ⊑ Y ♦♥ ❛ τ ⊑ Y ❝❡❝✐ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❞✐r❡ q✉❡
τ{X ⊲µ∧Y } ⊑ Y ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ été ♠♦♥tré❡ ♦♥ s❛✐t q✉❡ µ ⊑ Y ❡t ❞♦♥❝ µ∧Y
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à µ✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❝❡ ❢❛✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❛ttr❛②❛♥t❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r❡❝ ❡st ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❝♦✉r❛♥t✳

◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❛ ♣r♦✉✈é ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳



✺✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✼✳✸ ❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❆❋2 ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❆❋2 ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❛✉❢ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
♥♦♥ t②♣é ❛✈❡❝ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ι ♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s rè❣❧❡s s♣é❝✐❛❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡t à ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s s❡✉❧s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ � s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ι→· · ·→ ι→⋆✳ ▲❡s s❡✉❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (x : ι)τ ♦✉ (P : ι→· · · ι→⋆)τ ✳

❉❛♥s ❆❋2✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s é❣❛❧✐tés ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ι ❡t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s❡
❢❡r❛ ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t②♣❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ♣❡✉t êtr❡ r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥
t❡r♠❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t é❣❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✈❛✐t été ♣r♦♣♦sé❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ♣❛s
▲❡✐✈❛♥t ❬✹✼✱ ✹✽❪

▲❡s t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋✳ ▲✬✐♥térêt
❞❡ ❆❋2 ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❋✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t r❡❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞✉ s②stè♠❡ ❋✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t✳
P♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❩ ❡t ❙ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡
s♣é❝✐✜❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❩ ❡t ❝❧♦s ♣❛r ❙✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✿

N
def
= [x : ι](P : ι→⋆)(P ❩)→((p : ι)(P p)→(P (❙ p)))→(P x)

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ (N ❩) ❡t ❞❡ (p : ι)(N p)→ (N (❙ p)) ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st
❞♦♥♥é ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (N x) q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❢♦r❝é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ✉♥ ré❝✉rs❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✿

(P : ι→⋆)(P ❩)→((p : ι)(N p)→(P p)→(P (❙ p)))→(P x)

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ à ❧✬❛s♣❡❝t ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ✈♦♥t êtr❡ ✈✉❡s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ✐♠♣❧❛♥t❡♥t ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧✬✐♥❡✣❝❛❝✐té
❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ n s❡ ❝❛❧❝✉❧❡
❡♥ n ét❛♣❡s✳

P♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ▼✳ P❛r✐❣♦t ❬✻✹✱ ✻✺❪ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❆❋2 ❛♣♣❡❧é❡ ❚❚❘
♣♦✉r ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❚②♣❡s ❘é❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦s✐t✐❢s✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ τ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t X ❡t ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ x✱ ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ µ[x,X]τ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ X ♥✬❛✐t q✉❡ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s τ ✳ ❖♥ ♥♦t❡
♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t µ ♣♦✉r µ[x,X]τ ✳ P♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ µ ❡t τ{X ⊲ µ} s❛♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡
t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡♥tr❡ t②♣❡s ❡st
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ✿

τ{X ⊲ µ} ⊑ (µ x)
(µ x) ⊑ τ{X ⊲ µ}

❈❡tt❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡♥t ❧❛
❝♦♥tr❛✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à→✱ q✉❡ σ{x ⊲ t} ⊏ (x : ι)σ ❡t q✉❡ s✐ C ⊑ σ ❡t q✉❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s
C ❛❧♦rs C ⊑ (x : ι)σ✱ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣r✐étés ét❛♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

❯♥ ❛①✐♦♠❡ ❡st r❛❥♦✉té ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ✿

τ{X ⊲ Z} ⊑ (Z x)

(µ x) ⊑ (Z x)

❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ µ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉t ✭♣ré✮♣♦✐♥t✲✜①❡ Z ✭t❡❧ q✉❡ τ{X ⊲ Z} ⊑ (Z x)✮ ❞❡ τ ✳
▼✳ P❛r✐❣♦t ♣r♦♣♦s❡ ❞✬❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✭♥♦té !u✮ ❡st ❡①♣❧✐❝✐✲

t❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t q✉✐ s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ✿

X ⊑ µ ⊢ t : ((x : ι)((X x)→σ))→(τ→σ)

⊢!t : (x : ι)(µ x)→σ



❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✺✼

▼✳ P❛r✐❣♦t ♣r♦♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡
♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳ P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❝❡❧❛ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥❛t✉r❡❧s ✐❧ ét❡♥❞ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❚❚❘ ♣❛r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ P ↾ e ❡♥tr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣ré✲
t❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ à ❧❛ ❢♦✐s P ❡t e s♦♥t ✈ér✐✜és ♠❛✐s s❡✉❧ ❧❡ t❡r♠❡ ♣r♦✉✈❛♥t P ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳ ▲❛ ré❝✉rr❡♥❝❡
❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞r❡ ≺ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts t❡❧s q✉❡ (µ x) ✿

⊢ t : (x : ι)((y : ι)(µ y) ↾ (y ≺ x)→σ{x ⊲ y})→(µ x)→σ

⊢!t : (x : ι)(µ x)→σ

❯♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬♦r❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ str✉❝t✉r❡❧ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡✳

❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡t ❞❡
❥✉st✐✜❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

✼✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❈❈✰✱ P❤✳ ❆✉❞❡❜❛✉❞ ❬✺✱ ✻❪ ét❡♥❞ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❙♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳ ❙♦♥ s②stè♠❡ ❛❞♠❡t
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t❡r♠❡ ❡t ❞❡ t②♣❡

τ ::= . . . | < X : α > τ
t ::= . . . | < x : τ > t

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s τ ✳

❉❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

< X : α > τ 7−→ ([X : α]τ < X : α > τ)
< X : τ > t 7−→ ([x : τ ]t < X : τ > t)

P❤✳ ❆✉❞❡❜❛✉❞ ❛ ♠♦♥tré ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✐ ♦♥ s❡
r❡str❡✐♥t ❛✉① β✲ré❞✉❝t✐♦♥s❀ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❚❚❘ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦❞❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡♠é❞✐❡r ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ❞és❛str❡✉① ❞✉ ré❝✉rs❡✉r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋✳

■❧ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡♥ ❞✉♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s s♦rt❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❧♦❣✐q✉❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❧♦❣✐q✉❡s ♦✉ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❝✬❡st ❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡
s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♠❛✐s ❡♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts
✜①❡s s✉r ❧❡s t②♣❡s✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❛ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❡♥❝♦r❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥s
❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s s❡r✈✐ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❛❧❝✉❧
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❈♦q ❞❛♥s ❬✻✾❪✳

✽ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s

❙✐ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❛❞♦♣t❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ❞✬❛✉tr❡s ♣❛r
❝♦♥tr❡ ♦♣t❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s
❛♣♣r♦♣r✐é❡s✳



✺✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✽✳✶ ❉✉ s②stè♠❡ ❚ ❞❡ ●ö❞❡❧ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢

✽✳✶✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❚ ❞❡ ●ö❞❡❧

▲❡ s②stè♠❡ ❚ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❡st ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ét❡♥❞✉ ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s ♣♦✉r
r❡♣rés❡♥t❡r ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳

❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❩ : ♥❛t ❡t ❙ : ♥❛t→♥❛t ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥
ré❝✉rs❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ τ ✳

❘ : τ→(♥❛t→τ→τ)→♥❛t→τ

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ✿

(❘ x f ❩) 7−→ x
(❘ x f (❙ n)) 7−→ (f n (❘ x f n))

❚ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s ♣♦✉r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs s✉r ❧❛ s♦rt❡ ⋆✳

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❧✐st❡s ♦✉ ❞❡s ❛r❜r❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦❞❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉ ❜✐❡♥ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♠❛❥❡✉r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ♦✉✈❡rt✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r s❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♦ù ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

✽✳✶✳✷ ❘éé❝r✐t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❡t λ✲❝❛❧❝✉❧

■❧ ② ❛ ❡✉ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡t ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
♣♦✉r ♠♦❞✉❧❛r✐s❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❞❛♥s q✉❡❧s ❝❛s ❧❛
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❛✈❡❝
✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t r❡st❡ ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✳ ❉❛♥s ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ ✐❧ ❡st
♠♦♥tré ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❡t ❝♦♥✢✉❡♥t ❧❡ r❡st❡ s✐ ♦♥ ②
❛❞❥♦✐♥t ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s t❡❧❧❡s q✉❡
❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❘ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t❡r♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r s♦♥t ✉♥ s✉❥❡t ❞✬ét✉❞❡ ❛❝t✐❢✳ ❉❛♥s ❬✹✺✱ ✹✻❪✱ ✉♥
s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ❞♦♥♥é q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❉✬❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ réé❝r✐t✉r❡ ❡t λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❬✽✱ ✼✱ ✾❪✳

✽✳✶✳✸ ❚❤é♦r✐❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❡st ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ t②♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉✐ t✐r❡ ♣❛rt✐❡ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ t②♣❡ ❡t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❚ ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r✐♠✐t✐❢s
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ▲❡s t②♣❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱
❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t s✬✐❧s ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ✈✉s
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦ù ❞❡s t②♣❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ∀[x : P ]Q ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ❛✉ss✐
P →Q ❧♦rsq✉❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Q ❡t ∃[x : P ]Q ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✱ q✉✐ s✬é❝r✐t P × Q
❧♦rsq✉❡ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Q✳

▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs P♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♦♥ ✈❡✉t ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡
❢❛✐t q✉❡ ♥❛t ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❢♦r♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❩ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ✉♥❡
♣r♦♣r✐été ✿

P : ♥❛t→⋆ n : ♥❛t ⊢ (P ❩) ⊢ ∀[u : ♥❛t](P u)→P (❙ u)

P (n)



❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✺✾

▲❡s ♣r❡✉✈❡s ét❛♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ✐❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ✐♥❞ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡
q✉✐ s✬é❝r✐r❛ ✿

P : ♥❛t→⋆ ⊢ x : P (❩) ⊢ f : ∀[u : ♥❛t]P (u)→P (❙ u)

⊢ (✐♥❞ x f n) : P (n)

❯♥ t②♣❡ P : ♥❛t→ ⋆ ♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s τ ✱

♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ (P n)
def
= τ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❘ ❞✉ s②stè♠❡ ❚✳ ❖♥ ✈♦✐t ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❘ s♦♥t ❛✉ss✐
✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ✐♥❞ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❡ t②♣❛❣❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿

(✐♥❞ x f ❩) 7−→ x : (P ❩)
(✐♥❞ x f (❙ n)) 7−→ (f n (✐♥❞ x f n)) : (P (❙ n))

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ s❡✉❧ ♦♣ér❛t❡✉r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡
❡t ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❙♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♠ê♠❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ s♦♠♠❡
❞✐s❥♦✐♥t❡ P+Q ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
▲❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ✐♥❧ : P→P +Q ❡t ✐♥r : Q→P +Q✳ ❯♥ t❡r♠❡ ✈❛ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ❝❛s✱ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✜❧tr❛♥t❡ ❡t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ s✬é❝r✐t ✿

⊢ S : ⋆ p : P +Q f : P→S g : Q→S

(❝❛s❡ f g p) : P

❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡♥❢♦r❝é❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥
♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♦♥ r❛✣♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝❛s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦❣✐q✉❡
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ P +Q ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (✐♥❧ a) ♦✉ (✐♥r b)✳ ❈❡❧❛ s✬é❝r✐t ✿

⊢ T : (P +Q)→⋆ p : P +Q f : ∀[a : P ](T (✐♥❧ a)) g : ∀[b : Q](T (✐♥r b))

(❝❛s❡ f g p) : (T p)

❆✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛s❡✿

(❝❛s❡ f g (✐♥❧ a)) 7−→ (f a) : (T (✐♥❧ a))
(❝❛s❡ f g (✐♥r b)) 7−→ (g b) : (T (✐♥r b))

▲♦rsq✉❡ P + Q ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ P ∨ Q ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❛ r❡♥❞ ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ✿

(∀[x : A](R x) ∨ ¬(R x))→(∃[f : A→❜♦♦❧](R x)↔ (f x) = tr✉❡)

◗✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♣r♦♣r✐été ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é H : ∀[x : A](R x) ∨ ¬(R x)✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t❡r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ✿

f
def
= [y : A](❝❛s❡ [a : (R y)]tr✉❡ [b : ¬(R y)]❢❛❧s❡ (H y))

❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t T ♣❛r [z : (R y) ∨ ¬(R y)]❜♦♦❧✳ P✉✐s✱ y ét❛♥t ✜①é ♦♥ ré✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r (R y)↔ (f y) = tr✉❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t

P
def
= [z : (R y) ∨ ¬(R y)](R y)↔ (❝❛s❡ [a : (R y)]tr✉❡ [b : ¬(R y)]false z) = tr✉❡



✻✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

◗✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❯♥ ❝❛s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ét♦♥♥❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡
∃[x : P ]Q✳ ❙✐ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝✬❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥❞❡①é❡ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t
❞❡ t②♣❡ ∃[x : P ]Q ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (p, q) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ q ❡st ❞❡ t②♣❡ Q(p)✳ ▲❛ rè❣❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

⊢ T : ∃[x : P ]Q→⋆ p : ∃[x : P ]Q f : ∀[x : P ]∀[y : Q](T (x, y))

(❧❡t f p) : (T p)

❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
(❧❡t f (p, q)) 7−→ (f p q) : (T (p, q))

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ s✐♠♣❧❡ rè❣❧❡ r❡❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡
t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ∃[x : P ]Q ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (p, q) ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛①✐♦♠❡
❞✉ ❝❤♦✐① ✿

(∀[x : A]∃[y : B](R x y))→(∃[f : A→B]∀[x : A](R x (f x))

❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥

✉♥✐✈❡rs s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❩ 6= (❙ n)✳

❋❛♠✐❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❧♦❣✐q✉❡s ❞é✜♥✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✈♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡
tr❛✐tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (P n) ❞é✜♥✐❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❞✐s♦♥s ♣♦✉r n ✉♥ ❡♥t✐❡r✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝❡❧❛ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ t②♣❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s♦✉s ❥❛❝❡♥t
♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✭♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ (P n) ♣❛r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ X✮ ❡t ♦♥ r❡❣❛r❞❡
(P n) ❝♦♠♠❡ s♣é❝✐✜❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ X ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♥st❛♥❝❡ n✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n q✉✐ ♣❡✉t s❡ s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡ ✿

◆✐❧ : (❧✐st ❩) ❈♦♥s : ∀[n : ♥❛t]∀[a : τ ]∀[l : (❧✐st n)](❧✐st (❙ n))

❱✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s♣é❝✐✜❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥
✐♥térêt ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ s♦✐t t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs s✐ τ ❡st ❤❛❜✐té s♦✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ré❞✉✐t à ❩ s✐ τ ❡st ✈✐❞❡✱
❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t s❡ s♣é❝✐✜❡r ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (n, p) ♦ù p : (❧✐st n) ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s
❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ◆✐❧ ❡t ❈♦♥s✳ ❈❡ q✉✐ s✬é❝r✐t ♣♦✉r t♦✉t ♣ré❞✐❝❛t P ❞❡ t②♣❡ ∀[n :
♥❛t](❧✐st n)→⋆ ✿

n : ♥❛t l : (❧✐st n) x : (P ❩ ◆✐❧) ∀[n : ♥❛t]∀[a : τ ]∀[l : (❧✐st n)](P n l)→(P (❙ n) (❈♦♥s n a l))

(❧✐st❴✐♥❞ x f n l) : (P n l)

❈❡tt❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❡st ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞♦♥♥❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ✈❛ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é à
❞✬❛✉tr❡s ♣ré❞✐❝❛ts t❡❧s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳

➱❣❛❧✐té ▲✬é❣❛❧✐té s✉r ✉♥ t②♣❡ τ ♣❡✉t s❡ s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿

r❡✢ : ∀[x : τ ](❡q x x)

❡q ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t②♣❡s ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts x ❡t y q✉✐ ♥✬❡st ❤❛❜✐té❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ x ❡t y s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧✬✉♥✐q✉❡ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ (❡q x x) ❡st (r❡✢ x)✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡
❧❡s tr✐♣❧❡ts (x, y, e) ❛✈❡❝ e : (❡q x y) ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿

(1)
⊢ P : ∀[x, y : τ ](❡q x y)→⋆ e : (❡q x y) f : ∀[x : τ ](P x x (r❡✢ x))

(❡q❴✐♥❞ f x y e) : (P x y e)



❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✻✶

❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✿

(❡q❴✐♥❞ f x x (r❡✢ x)) 7−→ (f x) : (P x x (r❡✢ x))

❙✉✐✈❛♥t ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (h : (❡q x y))(P x y h) ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ∀[x : τ ](P x x (r❡✢ x))
♠❛✐s s✐ x ❡st ❞♦♥♥é ❡t h ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q x y) ❛❧♦rs ❧❛ s❡✉❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st q✉❡ y s♦✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡
à x ❡t h s♦✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (r❡✢ x) ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞✬❛✈♦✐r à ♠♦♥tr❡r (P x x (r❡✢ x))
♣♦✉r ✉♥ x ✜①é✳ ❈❡❝✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡qx❴✐♥❞ t❡❧ q✉❡

(2)
P : ∀[y : τ ](❡q x y)→⋆ e : (❡q x y) f : (P x (r❡✢ x))

(❡qx❴✐♥❞ f y e) : (P y e)
(❡qx❴✐♥❞ f x (r❡✢ x)) 7−→ f : (P x (r❡✢ x))

❙♦✐t x ❞♦♥♥é✱ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❡qx❴✐♥❞✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✿ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ T ❞✬❛r✐té x ⊲ τ ✱ y ⊲
τ ✱h ⊲ (❡q x y) ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡ ✿ (x : τ)(T x x (r❡✢ x))✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t e : (❡q x y) ❡t
❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t (1) à T ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T x y e)✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭s❛♥s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡✮ ❞❡ T s✬❡①♣r✐♠❡ ❛✐♥s✐ ✿

⊢ Q : ∀[x, y : τ ](❡q x y)→⋆ ⊢ (T x y e) ⊢ (x : τ)(Q x x (r❡✢ x))

⊢ (Q x y e)

❙♦✐t P ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ (2) ❡♥ ♣♦s❛♥t (Q x y h)
def
= (P x (r❡✢ x))→ (P y h) ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛

❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ (2)✳
❙✐ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r (S x y h)

❧❛ ♣r♦♣r✐été (x, (r❡✢ x)) = (y, h) ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t②♣❡ ∃y : τ.(❡q x y)✳
❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ r❡✈✐❡♥t à r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛r❣✉♠❡♥t

x ét❛✐t ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛r ✐❧ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞❡
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈♦✉❧♦✐r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❡t ♠♦♥tr❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t

(2)
P : ∀(❡q x x)→⋆ e : (❡q x x) f : (P (r❡✢ x))

(❡qxx❴✐♥❞ f e) : (P e)
(❡qxx❴✐♥❞ f (r❡✢ x)) 7−→ f : (P (r❡✢ x))

❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q x x) ❡st é❣❛❧❡ à (r❡✢ x)✱ ❇✐❡♥ q✉❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ (1) ♦✉ (2) s✉r
❧✬é❣❛❧✐té✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ P : (❡q x x)→⋆ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
Q : ∀[y : τ ](❡q x y)→⋆ t❡❧❧❡ q✉❡ (Q x) s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à P ✳

❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r s♦✉❧❡✈é ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ s✉❣❣ér❛♥t ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥✐❝✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é❣❛❧✐té✳ ▼✳ ❍♦❢♠❛♥♥ ❡t ❚❤✳ ❙tr❡✐❝❤❡r ❬✹✹❪ ♦♥t
ét✉❞✐é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡t ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ s❛t✐s❢❛✐s❛✐❡♥t ♣❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♦ù τ ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s
❡♥t✐❡rs✳

▲❛ ♥♦♥✲♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r s❛♥s ❣r❛♥❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣♦s❡ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s
t❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✉t✐❧❡s
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ s✐ p, q : (P x) ❡t
(x, p) = (x, q) ❛❧♦rs p = q✳

✽✳✷ ❙❝❤é♠❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡♣ts s✉✐✈❛♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ ❡st à ❝❤❛q✉❡



✻✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❢♦✐s ❧❡ ♠ê♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡ss❛②❡r ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡❧❛ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ s②stè♠❡ ♦♥
♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡✳ ❉❛♥s ❬✺✺❪✱ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ét✉❞✐❡ ✉♥ s②stè♠❡ q✉✐ ét❡♥❞ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞é✜♥✐❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t str❛t✐✜é❡s ❡♥ ♥✐✈❡❛✉①✳ ▲❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i s♦♥t s♣é❝✐✜és
à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ j ≤ i ❡t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛r✐té ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s str✐❝t❡s
❞❛♥s ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ i✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥✳ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢
♣r♦✉✈❡ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✳

P✳ ❉②❜❥❡r ❬✷✽❪ ❛ ❞é❝r✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s t②♣❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ R ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t s♦♥ ❛r✐té ❡t
❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s✱ s♦✐t ♥❡
♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ♣❛r R s♦✐t s♣é❝✐✜❡♥t q✉✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ R ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ s♦✉s ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s q✉✐
♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s R✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

∀[x1 : τ1] . . . [xp : τp](R t1 . . . tq)

❛✈❡❝ R q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♥✐ ❞❛♥s τi ♥✐ ❞❛♥s ti✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥❣❡♥❞r❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❬✷✹✱ ✻✾❪ ♣♦✉r ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❡t ❞❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s ❡st r❡♣r✐s❡ ✐❝✐ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✼✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ét❛✐t à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❡t ❞❡
❈♦q ❱✺✳✽✳

✽✳✷✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❯❚❚

❩✳ ▲✉♦ ❬✺✷❪ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣❡❧é❡ ❯❚❚ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡
❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✭❡t ♣❛s ❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✮ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t✐❢✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡♥r✐❝❤✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ♥✬❡st ♣❧✉s ❥✉st❡ ✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ♠❛✐s ❡st ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❚
❞❡ ●ö❞❡❧ ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ❡t ❞❡s ♦❜❥❡ts ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s str✐❝t❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❛
♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❛r ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❝✐té s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡✳

❈❡ s②stè♠❡ ❛ été ét✉❞✐é ❡♥ ❞ét❛✐❧ ♣❛r ❍✳ ●♦❣✉❡♥ ❬✸✼✱ ✸✽❪ q✉✐ ❡♥ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés
♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳

❉❛♥s ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡
♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬♦❜❥❡ts✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ♣❛r ✉♥ ♦❜❥❡t é❣❛❧ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ♦❜❥❡t✳

▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré❡s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣✉✐ss❡♥t très ❝❡rt❛✐✲
♥❡♠❡♥t s✬ét❡♥❞r❡ à ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❛✐s♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❛✉① ❛✉t❡✉rs ❡♥
t❛♥t q✉✬♦❜❥❡t ♣r✐♠✐t✐❢ ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡s ❧✐♠✐té❡s ❛✉① ❝♦❞❛❣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s s♦♥t ♣♦✉rt❛♥t ❧✐♠✐t❛♥t❡s ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s
s②stè♠❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❡♥ ét❛❜❧✐ss❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❯❚❚✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

P♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✺✶❪ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st
s♣é❝✐✜é ♣❛r ✉♥ t②♣❡ ❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❝❡ t②♣❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ❢♦r♠é ❞✬✉♥
♦❜❥❡t ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
✉t✐❧✐s❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ♣r✐♠✐t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❊❈❈ ❬✺✵❪ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❩✳ ▲✉♦✳
▲❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡
♣r❡✉✈❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬é❣❛❧✐té ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✐❧ ❢❛✉❞r❛
❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞éstr✉❝t✉r❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦❜❥❡t ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✉✐s réé❝r✐r❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡



❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ✻✸

♣r❡✉✈❡ ♣✉✐s r❡❝♦♠♣♦s❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✮✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ♣❛✉✈r❡ q✉❡ ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t
♣❛s ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♣é♥❛❧✐s❛♥t❡ s❛✉❢
♣❡✉t✲êtr❡ ❞❛♥s ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛ss✐st❛♥t ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s
t❤é♦r✐❡s ♣✉✐ss❛♥t❡s✳

✽✳✷✳✷ ❖❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❤❡r❝❤❡r à ét❡♥❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡♥ ❛❥♦✉✲
t❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s
♠♦♥♦t♦♥❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❇❡♥❥❛♠✐♥ ❲❡r♥❡r ❬✼✼❪ ❛ ♠♦♥tré ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s❛♥s
✉♥✐✈❡rs ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣♦✉r ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s
❞❡ s♦rt❡ ⋆✳ ❈❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ré❝✉rs✐✈❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s✉r ❧❡s s♦rt❡s ⋆ ❡t ✷ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s
s♦♥t ✏♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✑ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s ❞✬❛r✐té s♦♥t ❞❡ s♦rt❡ ⋆✳

❚❤♦rst❡♥ ❆❧t❡♥❦✐r❝❤ ❬✷❪ s✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssé ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❛♣♣❧✐q✉❡ s❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♣é✲
❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✬❛r❜r❡s ♣❛r❛♠étrés ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
s✉r ❧❡s s♦rt❡s ⋆ ❡t ✷✳ ❈❡ t②♣❡ ❡st ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛❧❣é❜r✐q✉❡✮ ♣♦✉r s✉❣❣ér❡r
❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ à t♦✉t❡s ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ét❛❜❧✐ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
♦✉ ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❝♦♠♣♦rt❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s✉r ❧❡ s♦rt❡s ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s
❡t ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳

✽✳✷✳✸ ▼✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥

❙✐ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞♦✐✈❡♥t ❞é❧✐♠✐t❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s t②♣és q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦❤ér❡♥t✱ ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts s✉r
✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❧✐❜ér❛❧✳ ▲❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❧✐é❡ à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳

▲❡❣♦ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ▲❡❣♦ ❞é✈❡❧♦♣♣é à ❊❞✐♠❜♦✉r❣ ♣❛r ❘✳ P♦❧❧❛❝❦ ❬✺✸❪ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✲
✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❢❛❝✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛❥♦✉t❡r à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦♥t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡
♣♦✉r ❧❡ t②♣❡✱ s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ➚ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❛ss♦❝✐é❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s✳

❈❧❛✐r❡ ❏♦♥❡s ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡s ♠❛❝r♦s✲❝♦♠♠❛♥❞❡s ♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ré❞✉❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❙❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s t②♣❡s ❝♦♠♠❡
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❣èr❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s✳ ▲❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s tr❛✐té❡s s♦♥t
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝❧❛ré❡s
❞❛♥s ✉♥❡ s♦rt❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦✉❜❧❡✳

❆▲❋ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❆▲❋ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é à ●öt❡❜♦r❣ ❝♦♠♠❡ s✉♣♣♦rt à ❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s t②♣❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳

P❧✉s✐❡✉rs ✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡①✐st❡♥t q✉✐ tr❛✐t❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✈❡rs✐♦♥s✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ét❛✐❡♥t tr❛✐té❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ❡t ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ét❛✐t ❡♥❣❡♥❞ré q✉✐ s❛t✐s❢❛✐s❛✐t ❧❡s ❜♦♥♥❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❯♥❡ ✈❡rs✐♦♥ très ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❝❡ q✉✐ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✶✱ ✺✹❪✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t
❞❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬êtr❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ ❡st ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳



✻✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s❛♥s ré❝✉rs✐♦♥✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❞❡
❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ q✉✐ ❡st é❧✐♠✐♥é❡ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✷✵❪✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❙✐ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ I ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧→⋆ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r t ❞❡ t②♣❡ (I tr✉❡) ❡t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
f ❞❡ t②♣❡ (I ❢❛❧s❡) ❛❧♦rs s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x : (I tr✉❡) ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s
s✉✐✈❛♥t x✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣❡✐♥❡ ❞❡ r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù x = f ✳

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❧✐♠✐♥❡ ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r q✉❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥s✲
t❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r
❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✹ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✸✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡tt❡
rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ❛❣ré❛❜❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s ❞♦✉❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛
♥♦♥✲❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✏❝❛❜❧é❡✑ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐ts ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡♥t ♣❛s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♥♦♥ ❛tt❡✐❣♥❛❜❧❡s ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♥❞r❡
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡t tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ❛❜s✉r❞❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛✈❡❝ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛♥❛❧②sé❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s♦✐t ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ à
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s♦✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡✲
♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡ ❝❛r ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s✳

P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉t♦r✐s❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r
♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❉❛♥s ❆▲❋✱ ❝✬❡st à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ✐♥tr♦❞✉✐ts ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡♥t
♣❛s ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ❡st
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t sûr ♠ê♠❡ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❆▲❋✳

❉❡r♥✐èr❡♠❡♥t✱ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ✭❛♣♣❡❧é❡ ❆❧❢❛ ❬✷✼❪✮ ❛ été ré❛❧✐sé❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❬✷✶❪✳ ▲❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡s ♦❜❥❡ts ♣r✐♠✐t✐❢s✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s s♣é❝✐✜és ♣❛r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
❛✉① t②♣❡s ❡t ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦❞❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡
❧✬é❣❛❧✐té ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢❛♠✐❧❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❯♥❡ é❣❛❧✐té ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❛❞✲❤♦❝
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❞éq✉❛t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥str✉✐t❡ s✉r
❝❡ t②♣❡✳

❈♦q ▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❈♦q ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❆▲❋ ♦✉ ▲❡❣♦✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♠✉♥✐❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳

✽✳✸ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♥s✲♦r❞r❡s

❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r
❝❛♣t✉r❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s✳ ❈✬❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ t②♣❡W ❞❡s ❜♦♥s ♦r❞r❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❬✺✻❪✳ ■❧ s✬❛❣✐t
❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ✜♥✐s à ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ t②♣❡ τ ❞❡s
✈❛❧❡✉rs q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❡t ✉♥ t②♣❡ σ ✐♥❞❡①é ♣❛r x : τ q✉✐ ❞✐r❛ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ♥÷✉❞
q✉❡❧❧❡ ❡st s♦♥ ❛r✐té✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧✬❛r✐té ∀[τ : ⋆](τ → ⋆)→ ⋆✳ ❖♥
é❝r✐t W ([x : τ ]σ) ♣♦✉r (W τ [x : τ ]σ)✳ ▲❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ W ([x : τ ]σ) ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ✿

s✉♣ : (x : τ)(σ→W ([x : τ ]σ))→W ([x : τ ]σ)



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✺

P✳ ❉②❜❥❡r ♠♦♥tr❡ ❞❛♥s ❬✷✾❪ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡ t②♣❡ ❡t ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣♦s✐t✐✈❡s str✐❝t❡s✳
❈❡ t②♣❡✱ ❛ss♦❝✐é ❛✉① t②♣❡s ♣r♦❞✉✐t✱ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❛❜s✉r❞❡ ❡t ✉♥✐té ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐❢s str✐❝ts à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦ù ❞❡s
t②♣❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs✳ ❍✳ ●♦❣✉❡♥ ❡t ❩✳
▲✉♦ ❬✸✾❪ ét✉❞✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♥s ♦r❞r❡s ❡t
♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t②♣❡s
s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs s❡r❛ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r σ ❧❡ t②♣❡ ❜♦♦❧ ♦❜t❡♥✉ ❝♦♠♠❡ ❞✐s✲
❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✉♥✐té✳ ❊♥s✉✐t❡ σ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ x : ❜♦♦❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ t②♣❡ ✈✐❞❡
s✐ x = tr✉❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ✉♥✐té s✐ x = ❢❛❧s❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x = tr✉❡✱ ❧❡ ♥÷✉❞ s❡r❛ ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ✭✐❧ ♥✬② ❛
❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✈✐❞❡✮ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ ❛✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ③ér♦✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù x = ❢❛❧s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♥÷✉❞ ❛✉r❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ✜❧s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ ❝❛r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❧❡ t②♣❡ ✉♥✐té ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ à ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❯♥ t❡❧ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❛ ❛✉
❝♦♥str✉❝t❡✉r s✉❝❝❡ss❡✉r✳

✾ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡✉r tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ♥❡ s❛✲
t✐s❢❛✐s❛✐❡♥t ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛②❛♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳ ❈✬❡st
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳



✻✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❡①♣❧✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s t❡❧s q✉✬✐❧
ét❛✐t ✐♠♣❧❛♥té ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❱✹✳✶✵ ❞❡ ❈♦q ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬♦❜t❡♥✐r t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❬✻✾❪ ❡t ✐♠♣❧❛♥✲
té❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❈♦q ❱✺✳✽ ♦♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❡❧❧❡s s♦♥t
s♦✉♠✐s❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s q✉❛♥t ❛✉ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✬❛✈ér❛✐t ❛ss❡③ ❧♦✉r❞❡ ❡t ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ❣ér❡r✳ ❆✉ss✐ ❛✈♦♥s✲♥♦✉s
♦♣té ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ✐❞é❡s ❞❡ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ♠✐s❡s
❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❆▲❋ ❬✷✵❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛tt❛❝❤és à ❞é❝r✐r❡ ❡t ✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s
rè❣❧❡s str✐❝t❡s ❛ss✉r❛♥t ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡✉❧❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s r❡❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡s s❡r♦♥t ❛❝❝❡♣té❡s✳

✶✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❢❛✐r❡ ✉♥ ❝❤♦✐① t❤é♦✲
r✐q✉❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❝❝❡♣té❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s q✉❡❧ ✉♥✐✈❡rs s❡r♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ❛✈❡❝ q✉❡❧❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡t q✉❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❈♦q✱ ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✬✉♥✐✈❡rs t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❞é❡s ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s t♦✉t✲à✲❢❛✐t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❡t ❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s r❡✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s ❡t s❡ ❥✉st✐✜❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳
■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣ré❞✐❝❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s s❡r✈❡♥t à ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s à ✉♥ ✉♥✐✈❡rs ♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ r❡str❡✐♥t❡s
❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s str✐❝t❡s ❬✷✹❪✳

◆♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts ❞❛♥s ❈♦q✳

✶✳✶✳✶ P♦s✐t✐✈✐té

❖♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡♥❞r❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐✈✐té
str✐❝t❡ ✭à s❛✈♦✐r X ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ♥❛t→X ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s ♥❛t∗X ♦✉ (X→❜♦♦❧)→❜♦♦❧✮✳ ▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s
❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s
❡t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✏❝❛♥♦♥✐q✉❡✑✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ✭♦ù
X ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ♥❛t ∗X ♦✉ (❧✐st X) ♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s (X→❜♦♦❧)→❜♦♦❧✮ ❡st ét✉❞✐é❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ r❡t❡♥✉ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ✉t✐❧✐sé✳

✻✼



✻✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✶✳✶✳✷ ❙❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜❧tr❛♥t❡ ❡t ré❝✉rs✐✈❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ q✉❡ ❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉✈❛✐❡♥t
êtr❡ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥ t②♣❡ ♣❧✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ ♣❡r♠❡tt❛✐t
❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✳

❙✬✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st s♦✉❤❛✐té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ♣r✐♠✐t✐❢ ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ♦✉ ❞❛♥s ❈♦q ❱✺✳✽ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡♥ ❞❡✉① s❝❤é♠❛s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s q✉✐ tr❛❞✉✐t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✜❧tr❛♥t❡ ❛✈❡❝
❞❡ ♣❧✉s ✉♥ t②♣❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t q✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞♦♥t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧✬♦❜❥❡t ✐♥❞✉❝t✐❢✳

▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ✜❧tr❛❣❡ ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ❞é❝r✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ❝❡ q✉✐
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s✉✐✈❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❡t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♣♦✉rr♦♥t s✬é❝r✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ♥❡ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❝♦✉✈r✐r t♦✉s ❧❡s ❝❛s
❡t ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ♣❧✉s ❧✐❜r❡s
✭♠❛✐s ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡ts✮ ❡t ❞❡s ré❝✉rs✐♦♥s ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡
r❡str❡✐♥t ❛ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧
s❡ ♣rêt❡ ❛ss❡③ ❜✐❡♥ à ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t②♣❡s ❝♦✐♥❞✉❝t✐❢s s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣❛rt❛❣❡❛♥t ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❞é❝r✐t ♣❛r s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞éstr✉❝t✉r❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣♦✐♥t ✜①❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✬ét❡♥❞ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♣♦s✐t✐✈❡s é❧❛r❣✐❡s ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❯♥ ❞❡r♥✐❡r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❡st
q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❡t ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡r♦♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❈♦q ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ❧❛ ▼▲✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ✈❛ s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❛♥s
❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♣❛r❝♦✉rs
❝♦♠♣❧❡t ❞✉ t❡r♠❡ q✉✐ ✈✐❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
♦♥t ❞❡✉① ♠♦❞❡s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥ ❡st ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ♣❛r r❛✣♥❡♠❡♥ts s✉❝❝❡ss✐❢s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛rt✐❡❧✳ ■❧ ❡st
❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s♦✐❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♠♣r✐s❡s ♣♦✉r ❝❡s t❡r♠❡s ✐♥❝♦♠♣❧❡ts ❝❡
q✉✐ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
♣❛rt✐❡❧❧❡s ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❝❧♦s ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t ❞❡ ♥❡ ♣❛s
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦✛r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❛✉① s②stè♠❡s
♥✬❛②❛♥t q✉❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❡♥ ♠♦❞❡ ✏t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✑ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♠♦❞❡
✏✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✑ ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❡s ♠ê♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✳

▲❛ ♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ✜❧tr❛❣❡ ♥✬❛ été q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐❡✳ ▲❡s s❡✉❧s
tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s s♦♥t ❝❡✉① ❞✬❊✳ ●✐♠é♥❡③✳ ❉❛♥s ❬✸✷❪ ✐❧ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t r❡tr❛❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❣❛r❞é ❡♥ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳ ❈❡❝✐ ❛ss✉r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐✈✐té ❡t ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s ♥❡ s✉✣t ♣❛s à ❥✉st✐✜❡r s❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐
r❡st❡♥t à ét❛❜❧✐r✳ ❉❛♥s ❬✸✹❪✱ ✐❧ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡t ét❛❜❧✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉① ❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t
q✉✬✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♦r❞r❡ ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❡st ❧❡ s✉❥❡t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛❝t✐✈❡s✱ ❡♥ ❡✛❡t ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❡♥ ❛



❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✻✾

♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❛ss❡③ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✶✳✷ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❛✐♥s✐✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡r ❧❡s rè❣❧❡s ♣ré❝✐s❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❞❡
t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣♦sé✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s q✉✐ ❥✉st✐✜❡♥t ❧❡s ❝❤♦✐① ❛❞♦♣tés s❡r♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t
♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♦♣t✐♦♥s ♣r✐s❡s ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳

✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ q✉❡ ♥♦✉s ♠♦❞✐✜♦♥s
♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ X ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Γ s♦✐t ❧❡ t②♣❡
❞❡ ❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r (Γ)X✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛❧❧❛✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
γ ✐♥❞✐q✉❛♥t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❤❛❜✐t❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❝♦♥str✉✐t✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❞❡✈❡♥❛✐t (Γ)(X γ)✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉❞r❛✐t ❞❡ ♣❧✉s sé♣❛r❡r
❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s Γ ❡t γ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞é✜♥✐✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s s②♥t❤ét✐q✉❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡
t②♣❡ ♠ê♠❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r (Γ)(Xi γ) ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ✐♠♣❧✐q✉❡r❛
❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡s r❡q✉✐s❡s s✉r Γ ❡t γ✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❢❛✲
♠✐❧❧❡s à s♣é❝✐✜❡r ✭❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡✉r ♥♦♠ ❡t ❧❡✉r ❛r✐té✮ ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉r
t②♣❡✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥t❡①t❡✳

P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ét❡♥❞r❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♦✉ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❯♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡r♠❡s✳ ▲❡s
t❡r♠❡s ❡✉①✲♠ê♠❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s✳

✷✳✶ ▲❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❛①✐q✉❡s

❧❛ ❜❛s❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱
❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶✳

✷✳✶✳✶ ❖❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s

◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s à ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ D ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r✈❡♥t à
s♣é❝✐✜❡r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t
♣♦✐♥ts ✜①❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❡st
♣❛r ❝♦♥tr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥♦♥②♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❙②♥t❛①❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✮ ▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ x ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t s ❧❡s s♦rt❡s✳

Γ ::= [] | Γ✱x ⊲M s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s
D ::= Ind{Γ} | Fix{Γ := Γ} ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s
M ::= x | s | (x : M)M | [x : M ]M | (M M) | Case M of Γ end | D ♣x t❡r♠❡s

▲❡s ♦❜❥❡ts ✐ss✉s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭❚❡r♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✮ ▲❡s t❡r♠❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s s♦rt❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s
Ind{Γ} ♣x✳



✼✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✷✳✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡♥ ❧✬✐❧❧✉str❛♥t s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é❝❧❛r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

❛✈❡❝ ❧❡✉r ♥♦♠ ❡t ❧❡✉r ❛r✐té✱ ❡t ❞é❝r✐t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡♥ s♣é❝✐✜❛♥t ❧❡✉r ♥♦♠ ❡t ❧❡✉r t②♣❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡
❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❥❡t❡r s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✶ ✭▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮ P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❛t ⊲ ❙❡t ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ♣♥❛t✳ ▲❡s
❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✉ t②♣❡ ♥❛t s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ♣❩

❡t Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ♣❙

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✷ ✭▲❡s t②♣❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts✮ P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✲
❞✉❝t✐✈❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛r❜r❡⊲❙❡t✱ ❢♦r❡t⊲❙❡t ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

♥♦❡✉❞ ⊲ ❢♦r❡t→❛r❜r❡✱ ✈✐❞❡ ⊲ ❢♦r❡t✱ ❛❞❞ ⊲ ❛r❜r❡→ ❢♦r❡t→ ❢♦r❡t

▲❡s t②♣❡s ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts s❡r♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❡s t❡r♠❡s

Ind{❛r❜r❡ ⊲ ❙❡t✱ ❢♦r❡t ⊲ ❙❡t✱ ♥♦❡✉❞ ⊲ ❢♦r❡t→❛r❜r❡✱ ✈✐❞❡ ⊲ ❢♦r❡t✱ ❛❞❞ ⊲ ❛r❜r❡→ ❢♦r❡t→ ❢♦r❡t} ♣❛r❜r❡

Ind{❛r❜r❡ ⊲ ❙❡t✱ ❢♦r❡t ⊲ ❙❡t✱ ♥♦❡✉❞ ⊲ ❢♦r❡t→❛r❜r❡✱ ✈✐❞❡ ⊲ ❢♦r❡t✱ ❛❞❞ ⊲ ❛r❜r❡→ ❢♦r❡t→ ❢♦r❡t} ♣❢♦r❡t

▲❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s❡ ❢♦♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✸ ✭➱❣❛❧✐té✮ ▲✬é❣❛❧✐té s✉r ✉♥ t②♣❡ A s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡ s✉r
❧❡ t②♣❡ A✳ ❊❧❧❡ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡q ⊲ A→A→❙❡t✱ r❡✢ ⊲ (x : A)(❡q x x)✳

❆♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ Case c of Γ end✱ c ❞és✐❣♥❡ ❧✬♦❜❥❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞éstr✉❝t✉r❡ ❞♦♥t ❧❡
t②♣❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ I ❡t Γ ✈❛ êtr❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és ♣❛r ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ I r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t à ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡♥ têt❡
❞❡ c✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✹ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣r❡❞ s❡ ❞é✜♥✐r❛ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡

[n : ♥❛t]Case n of ❩ ⊲ ❩✱ ❙ ⊲ [p : ♥❛t]p end

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ (♣r❡❞ ❩) = ❩ (♣r❡❞ (❙ p)) = p✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✜❧s q✉✐ à ✉♥ ❛r❜r❡ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❢♦rêt ❞❡ s❡s ✜❧s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡

[a : ❛r❜r❡]Case a of ♥♦❡✉❞ ⊲ [f : ❢♦r❡t]f end

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ (✜❧s (♥♦❡✉❞ f)) = f ✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥ts
✜①❡s✱ ❝❡✉①✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡✳ ■❧s s♦♥t s♣é❝✐✜és ♣❛r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡
q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡✉rs ♥♦♠s ❡t ❧❡✉r t②♣❡s ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥♦♠✳

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✺ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✮ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥

Fix{♣❧✉s ⊲ ♥❛t→♥❛t→♥❛t :=
♣❧✉s ⊲ [n,m : ♥❛t]Case n of ❩ ⊲ m✱ ❙ ⊲ [p : ♥❛t](❙ (♣❧✉s p m)) end}



❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✼✶

▲❡ t❡r♠❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s✉r ♣❧✉s✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s t❛✐❧❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts s♦♥t s♣é❝✐✜é❡s ♣❛r ❧❛ ❞é❝❧❛r❛✲
t✐♦♥ ✿

Fix{t❛✐❧❧❡❴❛ ⊲ ❛r❜r❡→♥❛t✱ t❛✐❧❧❡❴❢ ⊲ ❢♦r❡t→♥❛t :=
t❛✐❧❧❡❴❛ ⊲ [a : ❛r❜r❡]Case a of ♥♦❡✉❞ ⊲ [f : ❢♦r❡t](❙ (t❛✐❧❧❡❴❢ f)) end✱
t❛✐❧❧❡❴❢ ⊲ [f : ❢♦r❡t]Case f of ✈✐❞❡ ⊲❩✱

❛❞❞ ⊲ [a : ❛r❜r❡][g : ❢♦r❡t](♣❧✉s (t❛✐❧❧❡❴❛ a) (t❛✐❧❧❡❴❢ g))
end

}

❈❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦❥❡té❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r t❛✐❧❧❡❴❛ ❡t t❛✐❧❧❡❴❢ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❞❡✉①
t❡r♠❡s✳

✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

✷✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✻✱ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ✭❱❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡s ❱▲✭α✮✮

❱▲(Ind{∆})
def
= ❱▲(∆)

❱▲(Fix{∆ := σ})
def
= ❱▲(∆) ∪ (❱▲(σ)\❉♦♠(∆))

❱▲(D ♣x)
def
= ❱▲(D)

❱▲(Case M of Γ end)
def
= ❱▲(M) ∪❱▲(Γ)

❊①❡♠♣❧❡ ✷✳✻ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✿

❱▲(Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ♣♥❛t) = ❱▲(♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t) = ∅

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ D ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és Γ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r Γ✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡ Γ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹ ✭Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és D ♣Γ✮

D ♣[]
def
= [] D ♣(Γ✱x ⊲M)

def
= (D ♣Γ)✱x ⊲ D ♣x

■❧ s❡r❛ ❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s à ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳

Ind{Γ}
def
= Ind{Γ} ♣Γ

Fix{Γ := σ}
def
= Fix{Γ := σ} ♣Γ

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ α ♣x q✉✐ ❛ ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉✐✈❛♥t s✐ α ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♦✉ ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t✮ ❛✈❡❝ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

◆♦✉s ❛ss✐♠✐❧❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ s✉✐t❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ✐♥❞✐❝é x ⊲ M ❛✉ t❡r♠❡ M ✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬é❝r✐r❡ Fix{f ⊲ A := f ⊲ t} à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ t❡r♠❡ Fix{f ⊲ A := f ⊲ t} ♣f

✸ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

✸✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ♣✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜❛s❡ ❛ été ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✸✳✷✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♣ré❝✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt❡s
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡ P❚❙✳



✼✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✸✳✶✳✶ ❙♦rt❡s

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡s s♦rt❡s ❡st ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❙❡t ❡t ❞✬✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ♣ré✲
❞✐❝❛t✐❢s ❚②♣❡i ♣♦✉r i ❡♥t✐❡r✳

S = {❙❡t} ∪ {❚②♣❡i|i ≥ 0}

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s s♦rt❡s ♥♦té s ≺ s′ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡
t❡❧❧❡ q✉❡

❙❡t ≺ ❚②♣❡0 ❚②♣❡i ≺ ❚②♣❡i+1

▲❛ s♦rt❡ Pr♦♣ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s❈♦q s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ❈♦q✳

✸✳✶✳✷ ❆①✐♦♠❡s

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ A ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡♥tr❡ s♦rt❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

A = {(❙❡t,❚②♣❡0)} ∪ {(❚②♣❡i,❚②♣❡i+1)|i ≥ 1}

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ✉♥✐✈❡rs à s❛✈♦✐r q✉❡ t♦✉t ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡i ♣❡✉t êtr❡ ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡j ♣♦✉r j > i s❡r❛ tr❛✐té❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été
♣r♦♣♦sé ♣❛r ▲✉♦ ❬✺✷❪ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❊❈❈✳

✸✳✷ ❉é❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✸✳✷✳✶ ❘è❣❧❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❊❧❧❡s ❝♦♠♣♦rt❡♥t ✉♥❡
♣ré♠✐ss❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡♣t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✻✳✺✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐✲
s❛♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ à ♣r✐♦r✐ ré❝✉rs✐✈❡✱
❡♥ ❢❛✐t ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡♣t❛❜✐❧✐té✱ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ séq✉❡♥❝✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣✉✐s ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ♣♦✐♥ts ✜①❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✳

❆❝❝❡♣t❛❜❧❡Γ✭∆✮ X ∈ ❉♦♠(∆)

Γ ⊢ Ind{∆} ♣X : ∆ ♣X{Ind{∆}}

❈♦rr❡❝t❡Γ✭∆, σ✮ f ∈ ❉♦♠(∆)

Γ ⊢ Fix{∆ := σ} ♣f : ∆ ♣f

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s

✸✳✷✳✷ ❘è❣❧❡s ❞ér✐✈é❡s

❉❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡s rè❣❧❡s s②♥t❤ét✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t
s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳



❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✼✸

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ▲❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛❞♠✐ss✐❜❧❡s ✿

❆❝❝❡♣t❛❜❧❡Γ✭∆✮

Γ ⊢ Ind{∆} : ∆{Ind{∆}}

❈♦rr❡❝t❡Γ✭∆, σ✮

Γ ⊢ Fix{∆ := σ} : ∆

Pr❡✉✈❡ ✿ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

✸✳✸ ❇♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♦❜é✐ss❡♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❛ss✉r❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡t
❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té✳

■❧ ② ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ∆ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts Π ❡t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Ψ✳ ❯♥
t❡r♠❡ ✐♥❞✐❝é x⊲A ❡st ❝❧❛ssé ❝♦♠♠❡ ✏♦❜❥❡t✑ ❞❛♥s Π ❧♦rsq✉❡ s♦♥ ♦❜❥❡t ❞❡ têt❡ A⋄ ❡st ✉♥❡ s♦rt❡ ❡t ❝♦♠♠❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❧♦rsq✉❡ A⋄ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Π✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✉♥❡
❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉r❛♥t✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✉t✐❧❡s à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶ ✭❆r✐té✮ ▲❡ t❡r♠❡ A ❡st ✉♥❡ ❛r✐té ❞❡ s♦rt❡ s ✭♥♦té ❆r✐té✭A, s✮✮ s✐ A⋄ = s ✭❝❢ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✸✳✶✼ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ❛r✐té ✭♥♦té ❆r✐té✭A✮✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦rt❡ s t❡❧ q✉❡ ❆r✐té✭A, s✮✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬❛r✐té ✭♥♦té ❆r✐té✭Γ✮✮ s✐ ♣♦✉r t♦✉t (x⊲A) ∈ Γ ♦♥ ❛ ❆r✐té✭A✮✳

✸✳✸✳✶ P♦s✐t✐✈✐té

◆♦✉s r❡t❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ❛✉
❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✷✽✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭▲✐❜r❡✭Γ, φ✮✮ ❙♦✐t Γ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❡t φ ✉♥ t❡r♠❡ ♦✉ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦♥
❞✐r❛ q✉❡ φ ❡st ❧✐❜r❡ ✭♥♦té ▲✐❜r❡✭Γ, φ✮✮ ♣♦✉r Γ s✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Γ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s
φ✳

▲✐❜r❡✭Γ, φ✮
def
= ❉♦♠(Γ) ∩❱▲(φ) = ∅

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ✭P♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳
✕ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ M ✭♥♦té ▲P♦s✭Γ,M✮✮ s✐ ▲✐❜r❡✭Γ,M✮ ♦✉ ❜✐❡♥
M ≡ (∆)(X σ) ❛✈❡❝ ▲✐❜r❡✭Γ,∆✮✱ ▲✐❜r❡✭Γ, σ✮ ❡t X ∈ ❉♦♠(Γ)✳

✕ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❞❡ t❡r♠❡s ∆ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ▲P♦s✭Γ,∆✮

❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été P (M) ≡ ▲P♦s✭Γ,M✮ ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ∆✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝♦rr❡❝t ♣♦✉r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t X ∈ ❉♦♠(Γ) ✉♥ t❡r♠❡ M ❡st ✉♥
t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X ✭♣♦s✐t✐❢ ❡♥ Γ✮ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❈♦♥str✉❝t♦r✭Γ,M,X✮ s✐ M = (∆)(X σ) ❛✈❡❝
▲✐❜r❡✭Γ, σ✮ ❡t ▲P♦s✭Γ,∆✮✳



✼✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ✭❙é❧❡❝t✐♦♥ ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ∆ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ♦♥
❞é✜♥✐t ∆X ❧❛ s♦✉s✲s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ∆ ❢♦r♠é❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st X ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ∆✳

[]X
def
= []

(∆✱x ⊲M)X
def
= ∆X ✱x ⊲M s✐ M⋄ = X

(∆✱x ⊲M)X
def
= ∆X s✐ M⋄ 6= X

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ▲❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ Ind{∆} s❡r❛
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Π ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ❡t ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Π ♣♦s✐t✐❢s ♣❛r r❛♣♣♦rt à Π✳

❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ✉♥✐✈❡rs ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡
✐♥❞✉❝t✐❢s ❛✈❡❝ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s❡r♦♥t s♦✐t ❞é❝❧❛ré❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦rt❡
✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❙❡t✱ s♦✐t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦rt❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❚②♣❡i✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❝❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✱ ♦♥ ♥✬✐♠♣♦s❡ ♣❛s
❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦✐t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❚②♣❡i✱ ✐❧ ❡st
❞❡♠❛♥❞é q✉❡ ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r s♦✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ à ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❧✉✐✲♠ê♠❡ s♦✐t ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❚②♣❡i✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❡st ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✉♥✐✈❡rs ❙❡t✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✻ ✭❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❆❝❝❡♣t❛❜❧❡Γ✭∆✮✮ ❯♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡
∆ ❡st ❞✐t❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❧♦rsq✉❡ ∆ = Π✱Ψ ❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t
s❛t✐s❢❛✐t❡s✿

✶✳ Γ ⊢ Π ❡t Γ✱Π ⊢ Ψ

✷✳ ❆r✐té✭Π✮

✸✳ ♣♦✉r t♦✉t c ⊲ M ∈ Ψ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ X ∈ ❉♦♠(Π) t❡❧ q✉❡ ❈♦♥str✉❝t♦r✭Π,M,X✮✱ ❡t s♦✐t s t❡❧ q✉❡
❆r✐té✭Π ♣X, s✮ ❛❧♦rs Γ✱Π ⊢M : s

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❛❧♦rs IndT{∆} ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ t②♣❡s ❛ss♦❝✐é ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t Ind{∆} ♣Π ❡t IndC{∆} ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ Ind{∆} ♣Ψ✳

✸✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té

❖♥ ❞✐t q✉❡ (x : A)B ❡st ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❧♦rsq✉❡ A✱ B ❡t (x : A)B ✈✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs✳
❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦❜❥❡t (x : A)B ❡st ❝♦♥str✉✐t ❞❛♥s ✉♥ ✉♥✐✈❡rs
s ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs ✭❞♦♥❝ ♣❛r ré❢ér❡♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ à ❧✉✐✲♠ê♠❡✮
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ∀X.X→X ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❞✉❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❙✐ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ❞❡ I ❛ ♣♦✉r t②♣❡
A→ I ❛❧♦rs ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ s✐ A ✈✐t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs q✉❡ I ❡t ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ♦ù A ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s ❛✉ ♠ê♠❡ ✉♥✐✈❡rs q✉❡ I✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❛❧♦rs ❢♦r♠❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❛♥s I q✉✐ ❝♦♠♣♦rt❡r❛✐❡♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ ✉♥✐✈❡rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✼ ✭❙♦rt❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s✮ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ∆ ❡st ❞✐t❡ ❞❡ s♦rt❡ s ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❙♦rt❡Γ✭∆, s✮ s✐ t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ s✳ ❈❡ q✉✐ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s❡
❞é✜♥✐t ♣❛r ✿

❙♦rt❡Γ✭[], s✮
❙♦rt❡Γ✭∆, s✮ Γ✱∆ ⊢M : s

❙♦rt❡Γ✭(∆✱x ⊲M), s✮



❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✼✺

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✽ ✭❙♦rt❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮ ❯♥ t❡r♠❡M ❡st ❡st
❞✐t ❞❡ s♦rt❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❙♦rt❡❴❆r❣Γ✭M, s✮ s✐ ❧❡ ♣ré✜①❡ M⊳ ❞❡ M ✭❝❢
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✼ ♣❛❣❡ ✽✮ ❡st ❞❡ s♦rt❡ s ✐❡ ❙♦rt❡Γ✭M

⊳, s✮✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été P (M) ≡ ❙♦rt❡❴❆r❣Γ✭M, s✮ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ✿ ♦♥

♥♦t❡r❛ ❙♦rt❡❴❆r❣Γ✭∆, s✮ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ∆✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✾ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✴✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✮ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

Ind{∆} ♣X

❡st ❞✐t❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦rt❡ s t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
❆r✐té✭∆ ♣X, s✮ ❡t ❙♦rt❡❴❆r❣Γ✱∆✭∆X , s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❡r❛ ❞✐t❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞é✜♥✐❡s s✉r ❞❡s ❛r✐tés ❞❡ s♦rt❡ ❚②♣❡i s♦♥t ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❞ès ❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷ ❙♦✐t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ Ind{∆} ♣X✱ s✐ ❆❝❝❡♣t❛❜❧❡Γ✭∆✮ ❡t ❆r✐té✭∆ ♣X,❚②♣❡i✮

❛❧♦rs Ind{∆} ♣X ❡st ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ét❛♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ♣♦✉r t♦✉t c ⊲ C ❞❡ ∆X ♦♥ ❛ Γ✱∆ ⊢ C : s ❛✈❡❝
❆r✐té✭Π ♣X, s✮✳ ▲♦rsq✉❡ s = ❚②♣❡i ✐❧ ❡st ❛✐sé ❞❡ ✈ér✐✜é q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t
Γ✱∆ ⊢ C : s ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❙♦rt❡❴❆r❣Γ✱∆✭C, s✮ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ✷

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ❙❡t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❝❡ q✉✐ ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥❡ ✏♣❡t✐t❡✑ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❬✻✾✱ ✼✽❪✱ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❢♦rt❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡✱ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡✳

✸✳✺ ❚②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s

P♦✉r ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡
q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✸✳✺✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ✭❈♦♥t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t |c : P |✮ ❙✐ P ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (Γ)s ❛✈❡❝ s ✉♥❡ s♦rt❡
❛❧♦rs s♦✐t c ✉♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ |c : P | ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

Γ✱ c ⊲ (P ιΓ)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✶ ✭Pr♦❞✉✐ts ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✮ ❙✐ P ❡st ✉♥
♣ré❞✐❝❛t ❡t Q ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧♦rs ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s (|c : P |)Q ❡t [|c : P |]Q r❡♣rés❡♥t❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ Q ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝♦♥t❡①t❡ ❛ss♦❝✐é à P ✳ ■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ♦ù c : P ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳
▲❡ rés✉❧t❛t ét❛♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ✭❆❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s P [σ]✮ P♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡
σ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ P ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r σ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ✭♥♦té❡ P [σ]✮ ❞❡ ♠ê♠❡
❞♦♠❛✐♥❡✳

P [[]]
def
= []

P [σ✱x ⊲ (Γ)(X δ)]
def
= P [σ]✱x ⊲ (Γ)(P δ (x ιΓ)) avec X atomique



✼✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✸✳✺✳✷ ❘è❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é♥♦♥❝❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✷✳ ■❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t s✐ ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ♣ré❞✐❝❛t✐❢ ♦✉ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s♦rt❡✱ ❞❛♥s ❧❡
s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ❧✬♦❜❥❡t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥ ✭♦✉ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦rt❡✮
❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞éstr✉❝t✉r❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛✉t♦r✐sé❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦❜❥❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❙✐ Ind{∆} ♣X ♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❞❛♥s Γ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ ❆r✐té✭∆ ♣X, s✮ ❛❧♦rs

Γ ⊢ c : (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ P : (|Ind{∆} ♣X|)s Γ ⊢ δ : P [∆X ]{Ind{∆}}

Γ ⊢Case c of δ end : (P σ c)

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❘è❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s

✸✳✻ P♦✐♥ts ✜①❡s ❝♦rr❡❝ts

❖♥ ❛ ✈✉ q✉✬✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s
s✉✣s❛♠♠❡♥t s♦✉♣❧❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉❡ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
q✉✐ s♦♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳

✸✳✻✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ❞é✜♥✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r
❞❡✉① ❡q✉❛t✐♦♥s✿

F (❩) = G F (❙ n) = H(n, F (n))

▲❛ ✈✐s✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ r❡✈✐❡♥t à ❛❜str❛✐r❡ ❧❡ t❡r♠❡ H(n, F (n)) ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ n ❡t
F (n) ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ H ′ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ t❡❧ q✉❡ (H ′ n X) s❡ ré❞✉✐s❡ ❡♥ H(n,X) ♣✉✐s à ✈♦✐r
F ❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❛✉① t❡r♠❡s G ❡t H ′✳

▲❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛ ❞❡✉① rô❧❡s✱ ❧✬✉♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✱ ❧✬❛✉tr❡
❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à
❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✿

F (x) = Case x of ❩ ⊲ G✱ ❙ ⊲ [n : ♥❛t]H(n, F (n)) end

❈✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❝♦rr❡❝t✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✐❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❛♥s
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ [n : ♥❛t]H(n, F (n)) ❧❡s s❡✉❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ F s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ n✳ ❈❡❝✐
s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✐sé♠❡♥t ✿

❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ F ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (|x⊲Ind{∆} ♣X|)A
❡t s✬é❝r✐t

[|x ⊲ Ind{∆} ♣X|]Case x of δ end

❙✐ ∆ ♣c = (Π)(X π) ❛❧♦rs δ ♣c = [Π{Ind{∆}}]t ❡t ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ F ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ❞❛♥s ❞❡s s♦✉s t❡r♠❡s (F δ (y γ)) ❛✈❡❝ ▲❣✭δ✮❂▲❣✭∆ ♣X⊳✮ ❡t y ∈ ❉♦♠(Π)✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ F ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉✬à ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s str✉❝t✉r❡❧s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r♠❡❧ x✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣❛rt ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❝❛♣t✉r❡r ❛✉
♠♦✐♥s ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❡ss❛②❡r ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ♣❧✉s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ♦♥ ♥❡
❞étr✉✐t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢♦rt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳



❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✼✼

✸✳✻✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡t ré❝✉rs✐♦♥ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✜❞è❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é❡ ❡t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✱ ✐❧ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❆❝❝❡♣t❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ r❡✈✐❡♥❞r❛ à êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❝♦rr❡❝ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s q✉✐ ❞é❝r♦✐ss❡♥t s❡❧♦♥ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r
❝❛s ❡t ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❊❞✉❛r❞♦ ●✐♠é♥❡③ ❬✸✷❪ ❛ ❥✉st✐✜é ❝❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❧❡s
❝♦♠♣✐❧❡r ❡♥ ✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❣❛r❞❛♥t ✉♥ ❤✐st♦r✐q✉❡
❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡✮✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
ré❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❋✐❜♦♥♥❛❝❝✐ s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ✜❜(n+ 2) = ✜❜(n) + ✜❜(n+ 1) s❡ ✈❡rr❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡
q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✜❜✭✵✮ à ✜❜✭♥✮ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ ❈✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❛ été ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡
❥✉st✐✜❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧✬❛s♣❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳

✸✳✻✳✸ ❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞és ❡t ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s

❉❛♥s ❬✷✵❪✱ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✏❜✐❡♥ ❢♦♥❞és✑✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♦♥ ✐♥t❡r✲
♣rèt❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ✈✉
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♥÷✉❞✳ ❈❤❛q✉❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞é❝r✐t ✉♥ s♦✉s ❛r❜r❡ ♦✉ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐❡ ❞❡ s♦✉s✲❛r❜r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡s ❛r❜r❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à
❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ♠❛✐s ❝❤❛q✉❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡st ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡✳

❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ r❡♠❛rq✉❡ ❞❛♥s ❬✷✵❪ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s à ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s ❡st ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té✱
❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡s✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✶ ❙♦✐t ❖♥❡ ❧❡ t②♣❡ (A : ❙❡t)A→A q✉✐ ❛❞♠❡t ♣♦✉r ♣r❡✉✈❡ ❧❡ t❡r♠❡ o
def
= [A : ❙❡t][a : A]a✳

❙♦✐t I ❧❡ t②♣❡ Ind{X ⊲ ❙❡t✱ c ⊲❖♥❡→X→X}✳
❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t F ❞♦♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❡st x✳

Fix{f ⊲ I→I := f ⊲ [x : I]Case x of c ⊲ [a : ❖♥❡][i : I](f (a I (c o i))) end}

❖♥ ❛ ❛❧♦rs (F (c o i)) q✉✐ s❡ ré❞✉✐t ❡♥ (F (o I (c o i))) q✉✐ s❡ ré❞✉✐t à s♦♥ t♦✉r ❡♥ (F (c o i)) ❡t ❞♦♥❝
♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ s❛♥s ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳

■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❝❡s t②♣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥t❡r❞✐r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s
❧✐st❡s ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✳

■❧ ❡st ❛ss❡③ ❛✐sé ❞❡ s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s
r❛✐s♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❞❡ t②♣❡✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été
à ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ❢❛✐t ❡st q✉❡ s✐ a : A : ❚②♣❡i ❡t I ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ (Γ)❚②♣❡i ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐
♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s A ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬✐♥st❛♥❝❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é❡ (a σ) : (I δ)✳

P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛❝❝❡♣té❡s✱ ✐❧ ♣❛r❛ît ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r
❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❝♦rr❡❝ts ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s
✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✮✳

❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✶✳✶ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s
♣❡✉✈❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❡s ❜r❛♥❝❤❡s ré❝✉rs✐✈❡s ✐♥✜♥✐❡s✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❛✈❡❝
♥♦tr❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳



✼✽ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

✸✳✻✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛r❞❡ ♥✬❡st ♣❛s très s✐♠♣❧❡ à ❢♦r♠✉❧❡r ♠❛✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r✳

▲✬✐❞é❡ ❡st q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡ ❛ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❞✐st✐♥❣✉é ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥trô❧❡ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳

P♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐t ❜✐❡♥ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♦♥ r❡❣❛r❞❡
❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r♠❡❧ x ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t
❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ t♦✉t ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❡st t❡❧ q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡
s♦✐t ✉♥ t❡r♠❡ r❡❝♦♥♥✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ x✳ ◗✉✬❡st✲❝❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ x ❄ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r x✳

❊✳ ●✐♠é♥❡③ ❛ ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é❣❛♥t❡ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞✬♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬✸✹❪ ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♥✐ ❞❡ ♣♦✐♥ts
✜①❡s ✐♠❜r✐q✉és ♠❛✐s ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❡t ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ∆✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈♦♥t êtr❡ ❞❡ tr♦✐s s♦rt❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐❞❡ ǫ✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ <z q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ s♦✉s✲
t❡r♠❡ str✉❝t✉r❡❧ ❞❡ z ❡t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ =z q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ t❡r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à z✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❊❧❧❡s s❡r♦♥t r❡♣ré✲
s❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s c✱d✳ ✳ ✳✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❝♦♥tr❛✐♥ts s❡r♦♥t ♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
(x :c M)N ❡t [x :c M ]N ✳ ▲♦rsq✉✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♥✬❡st ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥♥é❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐❞❡✳

▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡✈✐❡♥t Γ ⊢M :c N ✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ M ǫ ❡t Γǫ ❧❡ t❡r♠❡ M ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ǫ ❛ été ♠✐s❡✳

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❡♥t❡s ♣♦rt❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐❞❡s✳

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✸ ✭❈♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✮ ❙♦✐t c ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ < c ❞é✲
✜♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

< ǫ
def
= ǫ

< =z
def
= <z

< <z
def
= <z

❉❛♥s ❝❡s rè❣❧❡s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❡st ✜①é❡ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ Π q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✳

■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ♠✐s❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✳ ❈❡❧❛
s❡ ❢❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆<z ♣♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
q✉✐ ♠❡t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

P♦✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s Γ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ s✉✐t❡ Γ<z ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ <z s✉r ❝❤❛q✉❡
❧✐❛✐s♦♥ x ⊲M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ M ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Π✳

[]<z
def
= []

(Γ✱x ⊲M)<z
def
= Γ<z✱x ⊲ǫ M s✐ ❱▲(M) ∩❉♦♠(Π) = ∅

(Γ✱x ⊲M)<z
def
= Γ<z✱x ⊲<z M s✐ ❱▲(M) ∩❉♦♠(Π) 6= ∅



❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✼✾

P✉✐s ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r C✱ ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t C<z ♣❛r

((Γ)(X σ))<z def
= (Γ<z)(X σ)

❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳

Γ ⊢ t :c (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ P : (|Ind{∆} ♣X|)s Γ ⊢ δ :d P [∆<c

X ]{Ind{∆}}

Γ ⊢Case t of δ end :d (P σ t)

Γ ⊢ t :c M

Γ ⊢ t :ǫ M

Γ ⊢ [] x ⊲c M ∈ Γ

Γ ⊢ x :c M

Γ ⊢M : s1 Γ✱x ⊲c M ⊢ N : s2 (s1, s2) ∈ R

Γ ⊢ (x :c M)N : s2

Γ✱x ⊲c M ⊢ N :d P

Γ ⊢ [x :c M ]N :d (x :c M)P

Γ ⊢ N :d (x :c M)P Γ ⊢ Q :c M

Γ ⊢ (N Q) :d P{x ⊲ Q}

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦r♣s
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✷ ▲❡ t②♣❛❣❡ ♠❛rq✉é ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❧✉s s❡ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

♣❧✉s ⊲ [z,m : ♥❛t]Case z of ❩ ⊲ m✱ ❙ ⊲ [p :<z ♥❛t](❙ (♣❧✉s p m)) end

✸✳✻✳✺ ❘è❣❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s❡ ❞♦♥♥❡r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r n(f)
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡✳ ❙♦✐t n ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ∆<z

n ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ∆ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t

[]<zn
def
= []

(∆✱ f ⊲ (Γ)(x : M)P )<z
n

def
= ∆<z

n ✱ f ⊲ǫ (Γǫ)(x :<z M)P ǫ ❛✈❡❝ ▲❣(Γ) = n(f)

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ Fix{∆ := σ} ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ n ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ✭P♦✐♥t ✜①❡ ❝♦rr❡❝t✮ ❙♦✐❡♥t ∆ ❡t σ ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t n
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ∆ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s ∆ ❡t σ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ n ❡t
♦♥ é❝r✐r❛ ❈♦rr❡❝t❡n✭∆, σ✮ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ f ∈ ❉♦♠(∆)✿

✕ σ ♣f = [Φ][z : (Ind{Π} ♣X δ)]t ❛✈❡❝ ▲❣(Φ) = n(f)
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t r❡❧❛t✐✈❡s à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❡t à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

✐♥❞✉❝t✐✈❡ Π t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡t ✉♥ t❡r♠❡ C✱ ♦♥ ❛✐t

Γǫ✱Φǫ✱ z ⊲=z (Ind{Π} ♣X δ)✱∆<z
n ⊢ t : Cǫ



✽✵ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ∆ ❡t σ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t ♦♥ é❝r✐r❛
❈♦rr❡❝t❡✭∆, σ✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ n ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ∆ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡ q✉❡ ❈♦rr❡❝t❡n✭∆, σ✮✳

✸✳✻✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳

❆❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ A ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R : A→A→Pr♦♣✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t x ❞❡ t②♣❡ A ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

Ind{❆❝❝ ⊲ A→❙❡t|❆❝❝❴✐♥ ⊲ (x : A)((y : A)(R y x)→(❆❝❝ y))→(❆❝❝ x)}

❈❡❝✐ ❡①♣r✐♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ x ❡st ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❧✉✐ ❧❡
s♦♥t✱ ❡t ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡❧❛✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡✱ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡ s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ P : A→s ❡t F : (x : A)((y : A)(R y x)→(P y))→(P x)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✸ ✭Pr❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡✮

Fix{❆❝❝❴r❡❝ ⊲ (x : A)(❆❝❝ x)→(P x) :=
❆❝❝❴r❡❝ ⊲ [x : A][z : (❆❝❝ x)]
Case z of

❆❝❝❴✐♥ ⊲ [f :<z (y : A)(R y x)→(❆❝❝ y)](F x [y : A][h : (R y x)](❆❝❝❴r❡❝ y (f y h)))
end

}

❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❥✉st❡ à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ (❆❝❝❴r❡❝ y (f y h)) ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ (f y h) :<z (❆❝❝ y)✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ s✐ ❧❛ s♦rt❡ s ❞❡ P ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❆❝❝✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ❞éstr✉❝t✉r❛t✐♦♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❆❝❝❴♦✉t ❞❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été ✿

(x : A)(❆❝❝ x)→(y : A)(R y x)→(❆❝❝ y)

❙♦✐t x : A ❡t p : (❆❝❝ x)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡✿

Case p of ❆❝❝❴✐♥ ⊲ [f : (y : A)(R y x)→(❆❝❝ y)]f end

❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ x ⊲ǫ A✱ p ⊲=z (❆❝❝ x)✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥tr❛✐♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

Case p of ❆❝❝❴✐♥ ⊲ [f :<z (y : A)(R y x)→(❆❝❝ y)]f end

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛✐♥t s✉✐✈❛♥t ✿

❆❝❝❴♦✉t :<z (x :ǫ A)(p :=z (❆❝❝ x))(y :ǫ A)(R y x)→(❆❝❝ y)

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥ s❡❝♦♥❞ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✹ ✭❉❡✉①✐è♠❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡✮

Fix{❆❝❝❴r❡❝ ⊲ (x : A)(❆❝❝ x)→(P x) :=
❆❝❝❴r❡❝ ⊲ [x : A][z : (❆❝❝ x)](F x [y : A][h : (R y x)](❆❝❝❴r❡❝ y (❆❝❝❴♦✉t x z y h)))}



➱❣❛❧✐té ❞é❢✐♥✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✽✶

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦rt❡ s ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❡st ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ A : ❚②♣❡ ❡t ❆❝❝ : A→❙❡t✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛ ❧✬❛s♣❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♣❡✉t êtr❡ ♦♠✐s t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
❆❝❝❴r❡❝ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❣é♥ér❛❧✳

Fix{❆❝❝❴r❡❝ ⊲ (x : A)(P x) := ❆❝❝❴r❡❝ ⊲ [x : A](F x [y : A][h : (R y x)](❆❝❝❴r❡❝ y))}

❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té s❡rt à ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ (❆❝❝❴r❡❝ x p) ♥❡ s❡ ❢❡r❛ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ p ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (❆❝❝❴✐♥ σ)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✸✳✺ ✭Pré❞é❝❡ss❡✉r✮ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❛♣♣❧✐q✉é à ❧❛ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ z ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ z✱ ❝❡❝✐ é✈✐❞❡♠♠❡♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛s ❩✳ ▼❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♣r❡❞

❞❡ t②♣❡ (z : ♥❛t)¬(❡q z ❩)→♥❛t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t✿

[x : ♥❛t]Case z of

❩ ⊲ [h : ¬(❡q ❩ ❩)]Case (h (r❡✢ ❩)) of [] end✱
❙ ⊲ [p :<z ♥❛t][h : ¬(❡q (❙ p) ❩)]p
end

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ♣r❡❞ :<z (x :=z ♥❛t)¬(❡q x ❩)→♥❛t

✹ ➱❣❛❧✐té ❞é✜♥✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞é✜♥✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉① ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❢❛✐t❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ q✉✐ ❧✐❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞é✜♥✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❛ été ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷
à ❧❛ ♣❛❣❡ ✾✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣✉✐s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té ❡t ❡♥✜♥ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡♥tr❡
❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té ❞❡s ✉♥✐✈❡rs✳

✹✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥s

✹✳✶✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✬é❝r✐t ✿

Fix{Γ := σ} ♣f 7−→φ σ ♣f{Fix{Γ := σ}}

▼❛✐s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞étr✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❖r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❛✉t♦r✐sés
♥❡ s♦♥t ♣❛s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❡♥ ❡✛❡t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st
✐♥❞✉❝t✐❢ ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s s❡ ❢♦♥t s✉r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s str✐❝ts ❞❡ ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t✳ P♦✉r ❣❛r❞❡r
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♦♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡①✐❣❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ φ ♥✬❛✐t ❧✐❡✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à ❝❡t ❛r❣✉♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
φn ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ♠❛✐s r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♥t❡①t❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é à n + 1 ❛r❣✉♠❡♥ts ❡t q✉❡ ❧❡ (n + 1)❡❛ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡t ❞❡ têt❡✳

✹✳✶✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳



✽✷ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

([x : M ]N P ) 7−→β N{x ⊲ P}

Case (Ind{∆} ♣c σ) of δ end 7−→ι (δ ♣c σ)

(Fix{∆ := σ} ♣f δ) 7−→φn (σ ♣f{Fix{∆ := σ}} δ)
si ❈♦rr❡❝t❡n✭∆, σ✮ et δ ♣n(f) = (Ind{Π} ♣c ρ)

❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s

✹✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

✹✳✷✳✶ α✲❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥✉sq✉❡✲❧à ♣❛s ♣ré❝✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬α✲❡q✉✐✈❛❧❧❡♥❝❡✳ ❙✐ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❡✉rs ✉s✉❡❧s
✭♣r♦❞✉✐t ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥✮ s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t st❛♥❞❛r❞✱ ✐❧ ② ❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♦♣t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s s✉✐t❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞é❝❧❛✲
r❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧✐é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s q✉✐ s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❛✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ♣rès ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳

❉❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s ∆ ❡t Γ s❡r♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts s✬✐❧s ♦♥t ♠ê♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t t❡❧ q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
r❡♥♦♠♠❛❣❡ ✏❢r❛✐s✑ à ∆ ❡t Γ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s é❣❛✉①✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ Ind{❜♦♦❧ ⊲ ❙❡t✱ tr✉❡ ⊲ ❜♦♦❧✱ ❢❛❧s❡ ⊲ ❜♦♦❧} ❡t
❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ Ind{❝♦❧♦r ⊲ ❙❡t✱ r❡❞ ⊲ ❝♦❧♦r✱ ❜❧❛❝❦ ⊲ ❝♦❧♦r} s❡r♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és✳

❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ é❣❛❧✐té ❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s s✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✐♥❞✐❝és ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ❝❧♦s✳ ▲❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❡♥t✐❡r ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳ ▲❡s ♥♦♠s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♠♠é❡s ❡t ♥♦♥ ❞❡s
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧❛❜❡❧s ❛ss♦❝✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡
❛✉① ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❈✬❡st ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✱
♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r
❧✬❛✣❝❤❛❣❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té q✉✐ ✈ér✐✜❡r❛ q✉❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳

◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s✱ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❈♦q ❱✻✳✶ s✉r ❧❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t ❧❡s
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ s✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
♠ê♠❡ ❡♥ ❢❛✐t ❢❛✐r❡ ❝♦❡①✐st❡r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❣é♥ér❛t✐✈❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❛♥s
❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♥♦s t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
❝❧❛ss❡s ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳

✹✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡

❖♥ ♥♦t❡ M ≡ N ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ré✢❡①✐✈❡✱ s②♠étr✐q✉❡✱ ♣❛r ❝❧ôt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ❧❡s
tr♦✐s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❤♦✐s✐❡✳

✹✳✸ ❈✉♠✉❧❛t✐✈✐té

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té r❡♣rés❡♥t❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❙❡t � ❚②♣❡i � ❚②♣❡j ♣♦✉r t♦✉t
0 ≤ i ≤ j✳ ❈❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts à s❛✈♦✐r (Γ)s � (Γ)s′ ♣♦✉r t♦✉t❡s s♦rt❡s s � s′✳ ▲❛



■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q ✽✸

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺✳

i ≥ 0

❙❡t � ❚②♣❡i

i ≤ j

❚②♣❡i � ❚②♣❡j

A ≡ B

A � B

A ≡ B C � D

(x : A)C � (x : B)D

❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té

✹✳✸✳✶ ❈✉♠✉❧❛t✐✈✐té ❡t t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s

▲❡ s②stè♠❡ ❊❈❈ ❞❡ ▲✉♦ ❬✺✷❪ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ Σx : A.B ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té s✬é❝r✐t

A � C B � D

Σx : A.B � Σx : C.D

❙✐ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡s t②♣❡s s♦♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈✐té s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❈♦q✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡rt✐r ♣❛r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

✺ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡❈♦q❱✻✳✶ ❞✐✛èr❡♥t ❡♥ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡✳

✺✳✶ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❈❛s❡

▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ♥❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡ ♣❛s ❧❛ ♣r♦♣r✐été P q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛✐s ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❢â❝❤❡✉s❡s✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❞✬✐♥❢ér❡r ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
❡t ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♥✬❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❧✉s ❛✉❝✉♥❡ r❛✐s♦♥ ❞✬êtr❡ ✉♥✐q✉❡✳

P♦✉r ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ⊥ s❛♥s ❝♦♥str✉❝t❡✉r✱ s✐ x : ⊥ ❛❧♦rs Case x of [] end : (P x) ♣♦✉r t♦✉t
P : ⊥→s✳

P♦✉r ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ∆ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Case x of f end : (P x) s✐ f ❡st ❞❡
t②♣❡ Q(Ind{∆} ♣c) ❛❧♦rs ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s P = [x]Q(x) ❡t P = [x]Q(Ind{∆} ♣c) s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❡st q✉❡ s✐ h ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (eq t u) ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞❡ Case h of r❡✢ ⊲ f end ❡st é❣❛❧ à
(P u h) s✐ f ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (P t (r❡✢ t))✳ ❙✐ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ f ❡st C ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r P t❡❧ q✉❡
C ≡ (P t h) ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ❡st ❞♦♥❝ r❛♠❡♥é à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❈❛s❡ ❞❡ ❈♦q ❱✻✳✶



✽✹ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

♣♦ssè❞❡✲t✲❡❧❧❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P ❡st ❝♦♥s❡r✈é✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r✲
♠❡tt❡♥t ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❛✐sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡s
❛✉tr❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❢éré❡s✳

✺✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ♥♦♠s

✺✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❛♥♦♥②♠❡s

❉❛♥s ❈♦q ❱✺✳✽✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ét❛✐❡♥t ✐♠♣❧❛♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛♥♦♥②♠❡s✳ ▲❡s
♥♦♠s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❛✐❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ét❛✐❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s✳

❈✬❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ très s♦✉♣❧❡ s✐ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳
❯♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s q✉✬✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ t②♣❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❝✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐❢ ❡t ✐❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✏q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❄✑
q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡t❝✳✳✳ P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s
♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♣❛s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s✳

✺✳✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♥♦♠♠é❡s

■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ str✉❝t✉ré❡ ✭❝♦♠♠❡
❧❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮ ❡t ❞✬❛✣❝❤❡r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ré❢ér❡♥❝❡ à ❞❡s ✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉r ♥❛t ❞❡✈❡♥❛♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉
t❡r♠❡ Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ♣♥❛t✳

❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✱ ❝❛r s✐ ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ♥❛t ✐❧ ❢❛✉t
r❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉❡ Ind{♥❛t ⊲ ❙❡t✱❩ ⊲ ♥❛t✱ ❙ ⊲ ♥❛t→♥❛t} ❡st ❝♦rr❡❝t✱ ❝❡❧❛ r❡♥❞r❛✐t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❛❣❡
❡①trê♠❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
♥❛t ⊲❙❡t✱❩ ⊲♥❛t✱ ❙ ⊲♥❛t→♥❛t✱ q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ✈ér✐✜é❡ ♣✉✐s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s Ind{♥❛t ⊲❙❡t✱❩ ⊲♥❛t✱ ❙ ⊲♥❛t→
♥❛t} ♣x s♦✐❡♥t ❥✉st❡ ❢♦r♠és ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r s✉r ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞♦♥♥❡r ✉♥ st❛t✉t ❛✉①
♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❈✬❡st ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡ ❢❛✐t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❛♥s ❈♦q ❱✻✳✶✳

❈❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈❛ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣❛✐r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❣é♥ér❛t✐✈❡ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ♦✉
❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡st ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬❡st ❡♥ ❛✉❝✉♥
❝❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❯♥❡ é❣❛❧✐té ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ ✭éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ♥♦♠ ♣rêt ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣♦✉✈❛♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡✮✳ ■❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❣é♥ér❛t✐✈❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝❧❛✲
r❛t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❡①tr❛②♦♥s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✈❡rs ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ▼▲ q✉✐ ♦♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡
❣é♥ér❛t✐❢✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❛ ♥♦♥✲❣é♥ér❛t✐✈✐té
♥✬❡st ♣❛s ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡✳

✺✳✷✳✸ ●❧♦❜❛❧✐té ❡t ♣❛r❛♠ètr❡s

❯♥ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❧❛ ♥é❝❡ss✐té
❞❡ tr❛✐t❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✭❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❥✉st❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡
❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣❛r❛♠étré✱ ✉♥ ♥♦♠ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❧✉s à ✉♥ s❡✉❧ ♦❜❥❡t ✐♥❞✉❝t✐❢ ♠❛✐s
à ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❝❡❧❛ ❡st ✐♠♣❧❛♥té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞é❝❧❛r❡r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡
✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡t à ❝♦♥s❡r✈❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ q✉✐ s♦♥t ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s✳



■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q ✽✺

✺✳✷✳✹ P♦✐♥ts ✜①❡s

❉❛♥s ❈♦q ❱✻✳✶✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s s♦♥t ✐♠♣❧❛♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛♥♦♥②♠❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜s✲
tr❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♥♦♠♠❛❣❡ ❡t
❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣❛s très s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❉❡
♣❧✉s ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❣ér❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t
ré❝✉rs✐✈❡s t♦✉t ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ♥♦♠s✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡❧❧❡s✲❝✐ à tr❛✈❡rs ❞❡s é❣❛❧✐tés ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦❤❛❜✐t❛♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❛♥♦♥②♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ ✐❧ ♠❛♥q✉❡ à ❈♦q ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❧♦❝❛❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞✐❝❤♦✲
t♦♠✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t s♦✐t ❣❧♦❜❛❧❡s s♦✐t s✉❜st✐t✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♦✉ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢❛✐t ♣❡r❞r❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❞❡✈✐❡♥t tr♦♣ ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛✲
t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ r❡str✐❝t✐✈❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
❞❡ ❣ér❡r ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s ♥♦♠s t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡✳

✺✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✉♥ ❧❛♠❜❞❛✲t❡r♠❡ t②♣é q✉✐ ♣❡✉t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t êtr❡
❡①é❝✉té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✏♣♦✉r t♦✉t x s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P (x)✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ y t❡❧ q✉❡ Q(x, y)✑ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ x ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (x) ❡t s❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉♥
❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t y ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Q(x, y)✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tré❡ P ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt✐❡ Q✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✬❡♥tré❡ ✭♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (x)✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt✐❡ ✭♣r❡✉✈❡ ❞❡ Q(x, y)✮ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣s❛♥t❡ s✐ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧✬❡♥tré❡ x ❡♥ ✉♥❡ s♦rt✐❡ y ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ P (x) ❡st ✈r❛✐ ❛❧♦rs Q(x, f(x)) ❡st ✈r❛✐✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t
❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (x) ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Q(x, y) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❝❡
q✉✐ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ y ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✳

■❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞✬❛ss✉r❡r ❝❡❧❛✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r à P (x) ❡t Q(x, y) ❞✬êtr❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❝✬❡st✲

à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡ ♦♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❝♦♥♥✉❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✿
t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ t = u ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ r❡✢✭t✮ ❞❡ t = t✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
♥é❣❛t✐✈❡s ¬A✳ ❚♦✉t❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❣✐q✉❡ ❛❞♠❡t ❞♦♥❝✱ à éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣rêt✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❙✐ P (x) ❡t Q(x, y) s♦♥t s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ y à ♣❛rt✐r ❞❡ x ♣❡✉t
t♦✉❥♦✉rs s❡ ❢❛✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ P (x) ❡t Q(x, y)✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲t❡r♠❡s
❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦❞❡s ✐♥✉t✐❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ❈❡
s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈❛♥t❛❣❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r❡♠✐❡r✳ ■♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
❚❛❦❛②❛♠❛✱ ✐❧ ❛ été ♣❧✉s ❛♠♣❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❡t r❛✣♥é ♣❛r ❙✳ ❇❡r❛r❞✐ ❡t ▲✳ ❇♦❡r✐♦✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ à ♥♦tr❡
❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉❝✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ r❡♣♦s❛♥t
s✉r ❝❡tt❡ ✐❞é❡✳

✺✳✸✳✶ ▲❡ rô❧❡ ❞❡ Pr♦♣ ❡t ❙❡t

❉❛♥s ❈♦q✱ ❡st ✐♠♣❧❛♥té❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ q✉✐ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✱ ❧✬❛ttr✐❜✉t
❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞♦✐t êtr❡ s♣é❝✐✜é s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❙❡t ❡♥ Pr♦♣ ❡t ❙❡t✳



✽✻ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q

❙✐ M : Pr♦♣ ❛❧♦rs M ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡t t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ M s❡r❛
❡✛❛❝é ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❙✐M : ❙❡t ❛❧♦rsM ❡st ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡M ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❝♦rr❡❝t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ✿ (Pr♦♣ : ❚②♣❡)✳ ❯♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s
s♦rt❡s Pr♦♣ ❡t ❙❡t s❡r❛✐t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧✬♦r❞r❡ Pr♦♣ ≺ ❙❡t ✭✉♥ ♣r♦♣r✐été s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡st
✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦♣r✐été ❛✈❡❝ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✮✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ❞❛♥s ❈♦q ❝❛r ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧✬✐♥❝ré♠❡♥t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

P❛r ❝♦♥tr❡✱ t♦✉t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞♦♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ❛✉r❛ ❛✉ss✐
✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ s♦rt❡ Pr♦♣✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
Pr♦♣ ❞❛♥s ❙❡t [A : Pr♦♣]Ind{X⊲❙❡t✱ ι⊲A→X} q✉✐ tr❛❞✉✐t t♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A : Pr♦♣ ❡♥ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
Ā : ❙❡t ❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ s♦rt❡ Pr♦♣ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ s♦rt❡ Pr♦♣ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st s✉r ❧❛ s♦rt❡ Pr♦♣

❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛✈❡❝
t②♣❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❚②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❡r♠✐s❡ ❝❛r s✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ t②♣❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s
❜♦♦❧é❡♥s Ind{X ⊲ Pr♦♣✱ tr✉❡ ⊲ X✱ ❢❛❧s❡ ⊲ X} ❛❧♦rs✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡
❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ tr✉❡ = ❢❛❧s❡ ❡t ❞♦♥❝ (X : Pr♦♣)(x, y : X)x = y✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥❛✲
❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡ ❡t r❡♥❞r❛✐t ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳
▲✬✉s❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧♦✐♥ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❡t ♣❧✉s ✉t✐❧❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱
❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛ ✉♥ s❡✉❧
❝♦♥str✉❝t❡✉r c : C ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✬é❝r✐t ✿

Γ ⊢ x : (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ P : (|Ind{∆} ♣X|)s Γ ⊢ p : P [C]{Ind{∆}}

Γ ⊢Case x of c ⊲ p end : (P σ x)

■❧ ♣❡✉t ❛rr✐✈❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ p s♦✐t ❧❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ (P σ x) ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ♣❡✉t
❞é✜♥✐r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ Case x of c ⊲ p end ❝♦♠♠❡ é❣❛❧❡ à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ p ❡t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ♣❛s
❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ x q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦♠✐s❡✳ ❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ♠ê♠❡
❧♦rsq✉❡ Ind{∆} ♣X ❡st s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

✺✳✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❬✻✼✱ ✻✽❪ ❡t q✉✐
s♦♥t ✐♠♣❧❛♥té❡s ❞❛♥s ❈♦q ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t t②♣é ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ♦✉❜❧✐é ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s t❛♥t q✉❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✜❧tr❛♥t❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡✱ q✉✐ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♦✉❜❧✐❡r ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡✈✐❡♥❞r❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
✉♥✐t→⊥ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡r❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❣✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❈♦q✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡✈r❛✐t s❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ♣❛r
❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❬✹❪ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦✉❜❧✐é❡s ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s✳
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❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❈♦q✳ ◆♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s
❞❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❧❡s ♣❛r❛❞♦①❡s
❡♥tr❛î♥és ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s✳

✶ ❙❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐✱ ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ s♦♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❝❤♦✐s✐❡s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ét❡♥❞✉ ❛✉① ❞é✜✲
♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té✳

✶✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❖♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t < π >Match c with σ end ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ π r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s
♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡t σ ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡
❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

✶✳✶✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✶ ✭❘é❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♦♥ ❛✉r❛

<P >Match n with ❩ ⊲ f ✱ ❙ ⊲ g end

❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❧♦rsq✉❡ P : ♥❛t→❙❡t, f : (P ❩), g : (m : ♥❛t)(P m)→ (P (❙ m)) ❡t n : ♥❛t ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡
rés✉❧t❛t ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (P n)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✷ ✭❘é❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡t ❧❡s ❢♦rêts✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s
❢♦rêts ♦♥ ❛✉r❛

<❛r❜r❡ ⊲ A✱ ❢♦r❡t ⊲ F >Match c with ♥♦❡✉❞ ⊲ f ✱ ✈✐❞❡ ⊲ g✱ ❛❞❞ ⊲ h end

❡st ❜✐❡♥ t②♣é ❧♦rsq✉❡ c : ❛r❜r❡ ♦✉ ❜✐❡♥ c : ❢♦r❡t ❡t✿

A : ❛r❜r❡→❙❡t

F : ❢♦r❡t→❙❡t

f : (f : ❢♦r❡t)(F f)→(A (♥♦❡✉❞ f))
g : (F ✈✐❞❡)
h : (a : ❛r❜r❡)(f : ❢♦r❡t)(A a)→(F f)→(F (❛❞❞ a f))

▲♦rsq✉❡ c : ❛r❜r❡✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (A c) ❡t ❧♦rsq✉❡ c : ❢♦r❡t✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛
♣♦✉r t②♣❡ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (F c)✳

✽✼
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✶✳✶✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐r❡
✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s π[∆]r✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ π
❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts✱ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ∆ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡tr♦✉✈❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛ ❡♥s✉✐t❡ ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡ t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s t②♣❡s
❡t ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❆❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮ P♦✉r ❞❡s
s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ∆, π ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ∆ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ✭♥♦té❡ π[∆]r✮ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ∆✳

π[[]]r
def
= []

π[∆✱x ⊲ (Γ)(X γ)]r
def
= π[∆]r✱x ⊲ (Γ)(π[Γ]r)(π ♣X γ (x ιΓ)) s✐ X ∈ ❉♦♠(π)

π[∆✱x ⊲M ]D
def
= π[∆]D s✐ M⋄ 6∈ ❉♦♠(π)

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡st s♣é❝✐✜é ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ <π>Match c with σ end✮ ❙✐ π ❡t σ s♦♥t
❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❡t c ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧♦rs <π >Match c with σ end ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✿

Γ ⊢ c : (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ π : (|IndT{∆}|)s Γ ⊢ δ : π[∆]r{Ind{∆}}

Γ ⊢<π>Match c with δ end : (π ♣X σ c)

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Γ ⊢ c : (Ind{∆} σ) Γ ⊢ P : (|Ind{∆} ♣X|)s Γ ⊢ δ : P [∆]r{Ind{∆}}

Γ ⊢<P >Match c with δ end : (P σ c)

❙✉✐t❡s ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ▼❛t❝❤ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦té❡ <π>Rec δ end t❡❧❧❡ q✉❡ s✐

Γ ⊢ π : (|IndT{∆}|)s Γ ⊢ δ : π[∆]r{Ind{∆}}

❆❧♦rs <π>Rec δ end ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡ q✉❡
π ❡t t❡❧❧❡ q✉❡

Γ ⊢ (<π>Rec δ end) ♣X : (|x : Ind{∆} ♣X|)(π ♣X ι|x:Ind{∆} ♣X|)

■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ✈❛❧❡✉r ❞✬✐♥❞✐❝❡ X ❧❡ t❡r♠❡ ✿

[|x : Ind{∆} ♣X|] <π>Match x with δ end

✶✳✶✳✸ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞ér✐✈és

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s à ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥
♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞ér✐✈és ♥✬❛❣✐ss❛♥t q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧
♦♣ér❛t❡✉r ❡st✱ ❛✈❡❝ D ✉♥ s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ IndT{∆}✿

Γ ⊢ c : (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ π : (|Ind{∆} ♣D|)s Γ ⊢ δ : π[∆]r{Ind{∆}} X ∈ ❉♦♠(D)

Γ ⊢<π>Match c with δ end : (π ♣X σ c)



❙❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ✽✾

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❝♦❞❡r ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❞❡s
♣ré❞✐❝❛ts tr✐✈✐❛✉① ♣♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡s✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❝❡♣❡♥❞❛♥t à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣❧✉s é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✶✳✸ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❡ts ♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♥❡ ❢❛✐s❛♥t ❧❛
ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❢♦r❡t ✿

Γ ⊢ c : ❢♦r❡t Γ ⊢ F : ❢♦r❡t→❙❡t

Γ ⊢ g : (F ✈✐❞❡)
Γ ⊢ h : (a : ❛r❜r❡)(f : ❢♦r❡t)(F f)→(F (❛❞❞ a f))

Γ ⊢<F >Match c with ✈✐❞❡ ⊲ g✱ ❛❞❞ ⊲ h end : (F c)

✶✳✶✳✹ ❘è❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ✭❆❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s✮ P♦✉r ❞❡s
s✉✐t❡s ✐♥❞✐❝é❡s ∆, φ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ∆ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ✭♥♦té❡ φ[∆]ρ✮ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ∆✳

φ[[]]ρ
def
= []

φ[∆✱x ⊲ (Γ)(X γ)]ρ
def
= φ[∆]ρ✱x ⊲ [Γ](φ ♣X γ (x ιΓ)) s✐ X ∈ ❉♦♠(φ)

φ[∆✱x ⊲M ]ρ
def
= φ[∆]ρ s✐ M⋄ 6∈ ❉♦♠(φ)

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ✿

<π>Match (Ind{∆} ♣c δ) with σ end 7−→ιφ (σ ♣c δ (<π>Rec σ end)[∆ ♣c⊳]ρ)

■❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ▼❛t❝❤ s❡ ❝♦❞❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❈❛s❡ ❡t ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❈❛s❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ▼❛t❝❤ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ▼❛t❝❤ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r
q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s s✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❡t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❜✐❡♥
❢♦r♠és ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ré❝✉rs✐♦♥ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳

▼ét❛t❤é♦r✐❡ ❇✳ ❲❡r♥❡r ❛ ét❛❜❧✐ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠ét❛t❤é♦r✐q✉❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥❞✉❝✲
t✐✈❡s s❛♥s ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❡t ❛✈❡❝ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❧❛ s♦rt❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡
❙❡t ❡t ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ▼❛t❝❤✳

✶✳✷ ❋♦r♠❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

❙❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
♣❛r ❝❛s q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ à s❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st é❣❛❧
à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té δ = σ✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳



✾✵ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

✶✳✷✳✶ ❘è❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ é❣❛❧✐t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♥♦té❡
Pδ=[σ]✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❆❝t✐♦♥ é❣❛❧✐t❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s Pδ=[σ]✮ ❙♦✐❡♥t δ ✉♥❡
s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ❡t P ✉♥ t❡r♠❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ σ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✉✐t❡ ✐♥❞✐❝é❡ ✭♥♦té❡
Pδ=[σ]✮ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡✳

Pδ=[[]]
def
= []

Pδ=[σ✱x ⊲ (Γ)(X ψ)]
def
= Pδ=[σ]✱x ⊲ (Γ)(δ = (ψ✱ (x ιΓ)))→P avec X atomique

▲❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛
s♦rt❡ s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✻✮ ✿

Γ ⊢ c : (Ind{∆} ♣X σ) Γ ⊢ P : s Γ ⊢ δ : P(σ✱ c)=[∆X ]{Ind{∆}}

Γ ⊢ case c of δ end : P

✶✳✷✳✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡

▼♦♥tr♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ I
def
= Ind{∆} ♣X✳

❉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ (r❡✢ δ)
❞❡ δ = δ ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s δ✳ ❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ ✿

Γ ⊢ c : (I σ) Γ ⊢ P : s Γ ⊢ δ : P(σ✱ c)=[∆X ]{Ind{∆}}

❖♥ ♣♦s❡ Q
def
= [|x : I|]((σ✱ c) = ι|x:I|) → P ❖♥ ❛ ❜✐❡♥ Q : (|x : I|)s ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡

δ : Q[∆X ]{Ind{∆}} ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

Case c of δ end : (Q σ c)

❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ((σ✱ c) = (σ✱ c))→P ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té✳

❉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡ à ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡st s❛ s✉❜st✐t✉t✐✈✐té✳ ❙✐ σ ❡t δ s♦♥t ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ∆ ❛❧♦rs ♦♥ s✉♣♣♦s❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❘❡✇ ❞❡ t②♣❡ ✿

σ = δ→(P : (∆)s)(P δ)→(P σ)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✿

Γ ⊢ c : (I σ) Γ ⊢ P : (|x : I|)s Γ ⊢ δ : P [∆X ]{Ind{∆}}

❆❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡ Q
def
= (P σ c) ❡t ❢♦r♠❡ ❧❡ t❡r♠❡ case c of δ′ end ♦ù s✐ c ⊲ (Ψ)(X ψ) ∈ ∆X

δ′ ♣c
def
= [Ψ{Ind{∆}}][h : (σ✱ c) = (ψ✱ (Ind{∆} ♣c ιΨ))](❘❡✇ h [|x : I|](P ι|x:I|)(δ

♣c ιΨ))

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ δ′ : Q(σ✱ c)=[∆X ]{Ind{∆}} ❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t✳



❙❝❤é♠❛s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢s ✾✶

✶✳✷✳✸ ❆✈❛♥t❛❣❡s

▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞ér✐✈é❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦rt❡s✳

❙✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬é❝r✐t✉r❡ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ case c of σ end s❡ ❞é❞✉✐t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✉ t②♣❡ ❞❡ c ❡t
❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ σ ✭♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ σ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✈✐❞❡ ❝❡ q✉✐ ♥✬❛rr✐✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✮✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♦♠✐s ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳
❘❡s♣é❝✐✜❡r ❝❡ t②♣❡ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❜✉t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
✉t✐❧✐sé❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ✐♠❛❣✐♥❡r ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ♥❡ s❡r❛✐t ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ✭❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞és✐❣♥❡ ❛❧♦rs ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù
s❡ ❢❛✐t ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✳

➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s ▲❡ ♠♦❞❡ ❞ér✐✈é ❡st ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s (σ✱ c) ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♥✬✐♠♣♦s❡♥t
❛✉❝✉♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① t❡r♠❡s σ✱ c✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r σ ❡t c ❡❧❧❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(|c : I|)(P ι|c:I|)

❈❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ♣r♦♣r✐été à
♠♦♥tr❡r ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ (I t) ❛✈❡❝ t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡
❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳

▲✬é❣❛❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦❞é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥
t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ■❧ s✉✣t q✉❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré✢❡①✐✈✐té ❡t ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐✈✐té✳ ❊♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés
❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s✳ ▲❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
♣❛r ❧❛ rè❣❧❡

(x ⊲ t✱ δ) = (x ⊲ t✱σ)→δ = σ

q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣✉r❡ ✭❝❢ ❬✹✹❪✮ ♠❛✐s
q✉✐ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❞❡s é❣❛❧✐tés ❛❞✲❤♦❝ s✉r ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✉ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐é✳

✶✳✷✳✹ ■♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts

▲❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s♦♥t q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✬é❣❛❧✐té s✉r ❧❡s
s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡ q✉✐ ❛❧♦✉r❞✐t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛❞♦♣té❡ ♣♦✉r ✐♥❢ér❡r ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐és ♣♦✉r ❈♦q ❬✷✺❪✳

❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❡st ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛❞✲❤♦❝✳ ❙❡ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ❧❛ ♠ét❛✲t❤é♦r✐❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❧✉s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛ss✉r❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❛❣❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ é❧✐♠✐♥❡r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ H : X = (X → X) ❡♥tr❛î♥❡r❛ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✐♥t❡r♥❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ X ❡t X → X q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t②♣❡r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t
✜①❡✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r tr❛❝❡ ❞❡s
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡s ♣❛r s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ s❡r✈✐r♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❜❧♦q✉❡r
❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ à ♠✐✲❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛❞♦♣té❡ ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❆▲❋✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st tr❛✐té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥t❡r♥❡ ♠❛✐s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❛❝❝❡♣té❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡♥❣❡♥❞ré❡s s♦♥t
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
❞♦♥♥❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ✏♥❛t✉r❡❧✑ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞ès q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s
ré❝✉rr❡♥❝❡s ❞♦✉❜❧❡s✳



✾✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s r❡✈✐❡♥t à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s
✏❜♦♥♥❡s✑ rè❣❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ é❣❛❧✐té✱ ❝❡ q✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t rés♦❧✉✳

✶✳✸ ➱❣❛❧✐té ✐♥❞✉❝t✐✈❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❧✐é❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s s✉r q✉❡❧q✉❡s
♣♦✐♥ts ❡t s✉❣❣ér♦♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐❢ ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té✳

❙♦✐t x : A✱ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t (❡q x) ✏êtr❡ é❣❛❧ à x✑ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
♣ré❞✐❝❛t q✉✐ ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r x✳ ❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ r❡✢ : (x : A)(❡q x x) ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ t②♣❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✿

Γ ⊢ P : (y : A)(❡q x y)→s Γ ⊢ e : (❡q x y) Γ ⊢ p : (P x (r❡✢ x))

Γ ⊢Case e of p end : (P y e)

❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿

Γ ⊢ P : A→s Γ ⊢ e : (❡q x y) Γ ⊢ p : (P x)

Γ ⊢<P >Subst e in p end : (P y)

✶✳✸✳✶ ❯♥✐❝✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é❣❛❧✐té

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ (❡q t u) ♥✬❡st ❤❛❜✐té q✉❡ ❧♦rsq✉❡ t ❡t u s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s
❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❛ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q t u) ❡st (r❡✢ t)✳

■❧ ♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q t t) ❡st é❣❛❧❡
à (r❡✢ t)✳ ❖r ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r ✿ (t : A)(H : (❡q t t))(❡qH (r❡✢ t))✳ ❖♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
à H ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r H ♣❛r (r❡✢ t) ❡t r❛♠è♥❡ à ✉♥ ❜✉t tr✐✈✐❛❧✳ ❖r ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❞❡ t②♣❡ (y : A)(❡q t y)→ s t❡❧ q✉❡ (P t H) s♦✐t
éq✉✐✈❛❧❡♥t à (❡q H (r❡✢ t)) ❡t (P t (r❡✢ t)) s♦✐t éq✉✐✈❛❧❡♥t à (❡q (r❡✢ t) (r❡✢ t))✳

▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ P
def
= [y : A][H : (❡q t y)](❡q H (r❡✢ t)) ♠❛✐s ❝❡ t❡r♠❡ ♥✬❡st ♣❛s

❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é ❝❛r H ❡t (r❡✢ t) ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡✳
❚❤✳ ❙tr❡✐❝❤❡r ❛ ♣r♦♣♦sé ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té ✿

Γ ⊢ P : (❡q x x)→s Γ ⊢ e : (❡q x x) Γ ⊢ p : (P (r❡✢ x))

Γ ⊢Case e of p end : (P e)

❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ✈ér✐✜❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ Case e of (r❡✢ t) end 7−→ e ❡t ❡st ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡
tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q x x) ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (r❡✢ x)✳

◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ♠❛✐s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❡st
❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(P : A→s)(x : A)(p : (P p))(H : (❡q x x))(❡q (<P >Subst H in p end) p)

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q x x) s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
(r❡✢ x)✳ ❊❧❧❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❛✣r♠❡r q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❡q x x) ❡st é❣❛❧❡ à (r❡✢ x)✳

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ é❣❛❧✐té ❛❞✲❤♦❝ s✉r ✉♥ t②♣❡ ❞♦♥♥é q✉✐ ✈ér✐✜❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣r✐été
♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t



➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✾✸

s♦✐t ✉♥ t②♣❡ B✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❛❞✲❤♦❝ ❡qB q✉✐ ❡st ré✢❡①✐✈❡ ❡t
s✉❜st✐t✉t✐✈❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❙✉❜st✿

Γ ⊢ P : A→s Γ ⊢ e : (❡qB x y) Γ ⊢ p : (P x)

Γ ⊢<P >Subst e in p end : (P y)

❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥tr❛î♥❡♥t q✉❡ ❡qB ❡t ❡q s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s❛t✐s❢❛✐t ♥♦tr❡ ♣r♦♣r✐été à s❛✈♦✐r ✿

(P : A→s)(x : A)(p : (P p))(H : (❡qB x x))(❡q (<P >Subst H in p end) p)

❆❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❡q s✉r B s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣r✐été✳
❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡ ❝❧♦s ✭t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs✱

❧❡s ❛r❜r❡s ❜✐♥❛✐r❡s✱✳ ✳ ✳✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✐ ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t é❣❛✉①✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ✭❧♦rsq✉❡ ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡♥✈♦✐❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r tr✉❡✮ ❡st ré✢❡①✐✈❡ ❡t s✉❜st✐t✉t✐✈❡ ❡t q✉❡ ❞❡ ♣❧✉s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❛ ❧❡ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ s✉r ❝❡ t②♣❡
❡st ❜✐❡♥ ❝❡❧✉✐ ❛tt❡♥❞✉✳

✶✳✹ ➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t t②♣❛❣❡ ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s

▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈✐♦♥s ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ✈❡♥❛✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ réé❝r✐t✉r❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
r❡❧â❝❤❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ❈❛s❡✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❛✐♥s✐ ✿

Γ ⊢ e : (❡q x y) Γ ⊢ P (y, e) : s Γ ⊢ p : P (x, (r❡✢ x))

Γ ⊢Case e of p end : P (y, e)

❖♥ ♥❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ♣❧✉s ✉♥ t❡r♠❡ P ♠❛✐s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ à tr♦✉s P (❴1,❴2) q✉✐ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s
❡♥❞r♦✐ts ♦ù s✉❜st✐t✉❡r✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉r P ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Γ ⊢ P (y, e) : s
q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t t②♣é✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♥❡
s❡r❛✐t✲❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été Γ ⊢M : N ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s♦rt❡ ♦♥ ❛ Γ ⊢ N : s✳

❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❙tr❡✐❝❤❡r s❛♥s êtr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✳
▲✬❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧✬❛❞♦♣t❡r ♣♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❆▲❋✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡ P (y, e) ♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ e : (❡q x y) ❛❧♦rs s❡ ♣♦s❡r❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ e ❡t
❞❡ (r❡✢ x) q✉✐ ❛❜♦✉t✐r❛ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ y = x ❡t ♣♦✉rr❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡ ❜✉t P (y, e) ❡♥ P (x, (r❡✢ x))✳

▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ét❛❜❧✐❡✳
❊①♣r✐♠❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s❛♥s t②♣❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦✐♥s s❡ s♦✉❝✐❡r

❞❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❜str❛✐r❡
❧❡ ❜✉t ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❡♥ ❢❛✐t q✉❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ✉t✐❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳

✷ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s

✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ❡t ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡✉t s❡ ❝♦❞❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ ❛r✐té s✉♣ér✐❡✉r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✉① t②♣❡s T ❡t S ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡



✾✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ♣❛r❛♠étré s✉r ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s✱ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (P tr✉❡) ❡t T ❡t
(P ❢❛❧s❡) ❡t S✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❢♦rêts ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦r❡ts ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛✲
t✐♦♥ ✿

Ind{AF ⊲ ❜♦♦❧→❙❡t✱
♥♦❡✉❞ ⊲ (AF ❢❛❧s❡)→(AF tr✉❡)✱ ✈✐❞❡ ⊲ (AF ❢❛❧s❡)✱ ❛❞❞ ⊲ (AF tr✉❡)→(AF ❢❛❧s❡)→(AF ❢❛❧s❡)
}

❖♥ ♣♦s❡ ❡♥s✉✐t❡ ❛r❜r❡
def
= (AF tr✉❡) ❡t ❢♦r❡t

def
= (AF ❢❛❧s❡)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡

t②♣❡ ❛tt❡♥❞✉✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ AF s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ rè❣❧❡ ✿

c : (AF b) P : (b : ❜♦♦❧)(P b)→s

h1 : (f : ❢♦r❡t)(P tr✉❡ (♥♦❡✉❞ f))
h2 : (P ❢❛❧s❡ ✈✐❞❡)
h3 : (a : ❛r❜r❡)(f : ❢♦r❡t)(P ❢❛❧s❡ (❛❞❞ a f))

Case c of ♥♦❡✉❞ ⊲ h1✱ ✈✐❞❡ ⊲ h2✱ ❛❞❞ ⊲ h3 : (P b c) end

▲❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r c : ❛r❜r❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ P : ❛r❜r❡→ s ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
Q : (b : ❜♦♦❧)(P b)→s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ s✉r b t❡❧ q✉❡

(Q tr✉❡) = P ❡t (Q ❢❛❧s❡) = [f : ❢♦r❡t]T

❛✈❡❝ T ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t②♣❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛✐sé ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛r❜r❡s s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s ❡t q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s
❛✉tr❡s t②♣❡s ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞✉ ❜♦♥ t②♣❡ q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
❧❡s ❜♦♥♥❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳

❈♦❞❛❣❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥ts ✜①❡s ♠✉t✉❡❧s s✉r ❧❡s ❛r❜r❡s ❡t
❧❡s ❢♦rêts✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ♦♥ ❛ ✿

z :=z ❛r❜r❡✱ f : (x :<z ❛r❜r❡)(P x)✱ g : (x :<z ❢♦r❡t)(Q x) ⊢ t : (P z)
z :=z ❢♦r❡t✱ f : (x :<z ❛r❜r❡)(P x)✱ g : (x :<z ❢♦r❡t)(Q x) ⊢ u : (Q z)

❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ F : (b : ❜♦♦❧)(z : AF b)(PQ b z)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t PQ ❞❡ t②♣❡ (b : ❜♦♦❧)(AF b)→ s ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡ ❜♦♦❧é❡♥ b ❡♥
♣r❡♥❛♥t ✿

PQ
def
= [b : ❜♦♦❧]Case b of tr✉❡ ⊲ P ✱ ❢❛❧s❡ ⊲ Q end

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✿

b : ❜♦♦❧✱ z : (AF b)✱F : (b : ❜♦♦❧)(x :<z (AF b))(PQ b x)

❖♥ ♣♦s❡ f = (F tr✉❡) ❡t g = (F ❢❛❧s❡) ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ f :<z (x :<z ❛r❜r❡)(P x) ❡t g :<z (x :<z ❢♦r❡t)(Q x)✳ ❖♥
❢♦r♠❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ ✿

Case b of tr✉❡ ⊲ [x :=z ❛r❜r❡]t{f ⊲ f ✱ g ⊲ g✱ z ⊲ x}❢❛❧s❡ ⊲ [x :=z ❢♦r❡t]u{f ⊲ f ✱ g ⊲ g✱ z ⊲ x} end

◗✉✐ ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (x :=z (❆❋2 b))(PQ b z) ❡t ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ à z✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥s❡r✈é❡s ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❈❛s❡✳ ❉❡s ❜r❛♥❝❤❡s ✐♥✉t✐❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ P♦✉r q✉✬❡❧❧❡s ♥✬✐♥t❡r❢èr❡♥t
♣❛s ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ✈r❛✐ T q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
⊥→U ❡t ♣♦✉r ♦❜❥❡t ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❧❡ t❡r♠❡ [h : ⊥]Case h of [] end ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t
q✉✬✐❧ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳



➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✾✺

✷✳✶✳✶ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡

◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t r❛♠❡♥❡r ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ s♦rt❡ à ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ✉♥❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❛♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ Ind{∆} ♦♥ ♣❡✉t
✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❉♦♠✭IndT{∆}✮ ♣❛r X ⊏ Y s✐ X 6= Y ❡t
X ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ Y ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ X ∈ ❱▲(∆Y )✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞✐t❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ X ⊏ Y
q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❉♦♠✭IndT{∆}✮✳ ❚♦✉t❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳

❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ s✐ X ⊏ Y ❛❧♦rs s♦✐t ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ ❧✬❛r✐té Π ♣Y ❡st ❙❡t✱ s♦✐t ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ Π ♣X
❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦ù é❣❛❧❡ à ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ Π ♣Y ✳ ❙✐ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s♦♥t ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❡t ré❡❧❧❡♠❡♥t
♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s s♦rt❡s ❞❡s ❛r✐tés s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❢❛✐r❡ ❝♦❡①✐st❡r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❙❡t ❡t ❚②♣❡✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✐♠♣❧❡ Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥❞✉❝t✐✈❡ Ind{∆} ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛r✐tés ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s♦rt❡ s✳ ❖♥ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ∆ ❡♥ ❞❡✉①
❝♦♥t❡①t❡s Π✱Ψ ❛✈❡❝ Π ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❛r✐tés ❡t Ψ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ D ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛r✐tés ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❉
def
= Ind{D ⊲ s′✱Φ}

❆✈❡❝ Φ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Π ✭s✐ X ∈ ❉♦♠(Π)✮ ♦♥ ♥♦t❡ cX ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ Φ✮ ❡t s✐ Π ♣X ≡ (Γ)s ❛❧♦rs Π ♣cX ≡ (Γ)D✳

D r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✲
❞✉❝t✐✈❡✳

❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ s♦rt❡ s′ t❡❧❧❡ q✉❡ ❙♦rt❡❴❆r❣✭Φ, s′✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❞❡s é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s ♣❛r ❝❛s s✉r ❝❤❛q✉❡ s♦rt❡ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❙✐ P : (Γ)T ❡t Q : T→U ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t P ◦Q ❞❡ t②♣❡ (Γ)U ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ [Γ](Q (P ιΓ))✳

❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡ Π✱ ❡t à ✉♥ t❡r♠❡ Z ❞❡ t②♣❡ ❉→s ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ Π[Z] ❞❡ ♠ê♠❡ ❞♦♠❛✐♥❡

q✉❡ Π ❞é✜♥✐❡ ♣❛r Π[Z] ♣X
def
= Z ◦ Ind{❉} ♣cX ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Π[I] : Π

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ (∆)✱ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ✿

I
def
= (Z : ❉→s✱Ψ{Π[Z]})

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ Ind{∆} ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡

♠ê♠❡ ❞❡ Ind{I}✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs I
def
= Ind{I} ♣Z q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ ❉→s✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s π
def
= Π[■]✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

π : Π IndC{I} : Ψ{π}

▲❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ■ ❡t ❝❡✉① ❞❡ Ind{∆} ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❞♦♥❝✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝♦❞❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❈❛s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ s♦✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❞❡ t②♣❡ (|π ♣X|)s1✱ ❙♦✐t T ✉♥❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ s♦rt❡ s1 q✉✐ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ t✳ ❖♥ ét❡♥❞ P ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ P ′ ❞❡ t②♣❡ (|■|)s1
✭q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t (d : ❉)(■ d)→ s1✮ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ❝❛s s✉r ❉✳ ❈❡tt❡ ❛♥❛❧②s❡ ❡st ❧✐❝✐t❡ s✉r
t♦✉t❡ s♦rt❡ s1 ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ❞❡ ❉✳

❖♥ ♣♦s❡ ❞♦♥❝

P ′ def
= [d : ❉]Case d of δ end



✾✻ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

♦ù δ ♣❝X
def
= P ❡t ♣♦✉r Y 6= X s✐ Π ♣Y = (Φ)s ❛❧♦rs δ ♣❝Y

def
= [Φ]T ✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ✿
P [ΨX ]{π} ≡ P ′[ΨX{Π[Z]}]{Z ⊲ ■}

❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r Y 6= X ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡

P ′[ΨY {Π[Z]}]{Z ⊲ ■}

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s s✉r π ♣X ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s
s✉r ■✳

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts✱ ♦♥ s❡ ❝♦♥✈✐♥t
❛✐sé♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❝♦rr❡❝t s✉r ❞❡s t②♣❡s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢s s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡
❡♥ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ s✉r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳

✷✳✶✳✷ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❞❡s s♦rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ s❡♥s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉r ❞❡s s♦rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t ❞❡ t❡❧❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❝♦✉r❛♥ts ❡t ❧❡s r❡❥❡t❡r ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s à ✉♥❡ ❣r♦ss❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ s♦rt❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡♥ ét❡♥❞❛♥t ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡
♣♦s✐t✐✈✐té✳

❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ❝❛s ❞✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ét❛✐t ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ rô❧❡ ❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ s❝❤é♠❛ t②♣❡

❊
def
= [X : ❚②♣❡i]Ind{Y ⊲ ❙❡t✱ c ⊲ X→Y }

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❡t ♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ X ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s
(❊ X)✳

Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✿ Ind{A ⊲ ❚②♣❡✱B ⊲ ❙❡t✱Γ}✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ Γ{B− ⊲ (E C)✱B+ ⊲ C} q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡

B ❡♥ (E C) ❡t ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ B ❡♥ C✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ✭♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ X ❞❛♥s (E X)✮

E
def
= (A ⊲ ❚②♣❡✱C ⊲ ❚②♣❡✱Γ{B− ⊲ (E C)✱B+ ⊲ C})

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❆
def
= Ind{E} ♣A ❡t ❈

def
= Ind{E} ♣C✳

P✉✐s ♦♥ ♣♦s❡ ❇ = (E ❈) ❡t ❧❡s ✏❝♦♥str✉❝t❡✉rs✑ ❞❡ B ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦sés ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡
❈ ❡t ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝ ❞❡ ❈ ❞❛♥s (E ❈)✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r ❛❜✉s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ Ind{A⊲❚②♣❡✱B ⊲❙❡t✱Γ} ❧❛ s✉✐t❡
❢♦r♠é❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❆✱❇ ❡t ❞❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❇✳

❘❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s✳ P♦✉r ❆ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣♦✉r ❇ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡
P : ❇→ ❙❡t ✭s❡✉❧❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐sé❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥✮ ♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡
❝❡❧❛ ❡♥ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t Q : ❈→ ❙❡t ❞é✜♥✐ ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❡
t②♣❡ P [ΓB]{Ind{A ⊲ ❚②♣❡✱B ⊲ ❙❡t✱Γ}} ❡st ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛✉ t②♣❡ Q[EC ]{Ind{E}}✳ ❈❡ q✉✐ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ♣♦✉r ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❇ s✉r P ♦♥ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ❞✬✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❈
s✉r Q✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛rt❛♥t ❞❡ x ❞❡ t②♣❡ (E ❈) ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r (P x) ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
s✉r x q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r P ❡st ❞❡ t②♣❡ (E ❈)→❙❡t✱ ♦♥ ❡st r❛♠❡♥é à ♠♦♥tr❡r (P (❝ y)) ♣♦✉r y ❞❡ t②♣❡
❈ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t (Q y) ♦♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❈ ❡t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

■❧ s✉✣t ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s✳ ❈❡ q✉✐
❡st ❧❛❜♦r✐❡✉① ♠❛✐s ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r✳



➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞é❢✐♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✾✼

✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à é✈♦q✉é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳
❈❡✉①✲❝✐ s♦♥t ❧✐és à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ t②♣❡

Ind{♣r♦❞ ⊲ ❙❡t→❙❡t→❙❡t✱ ♣❛✐r : (A,B : ❙❡t)A→B→(♣r♦❞ A B)}

❡t ❧❡ t②♣❡
[A,B : ❙❡t]Ind{♣r♦❞ ⊲ ❙❡t✱ ♣❛✐r : A→B→♣r♦❞}

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❙♦✐t ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ Ind{∆}✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Π ❡t ✉♥
❝♦♥t❡①t❡ ∆′ t❡❧ ∆ = (Π)∆′ ❛❧♦rs ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r Π ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ Ind{∆′} ❡st ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❡t
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s [Π]Ind{∆′} ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✳

❯♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞❡✈❡♥✐r ♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ s✐ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s
s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳

✷✳✸ ❙tr✐❝t❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ét❡♥❞✉❡

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té
ét❡♥❞✉❡✳

✷✳✸✳✶ ❊①❡♠♣❧❡

❯♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ✿

Ind{X ⊲ ❙❡t✱ ♥♦❡✉❞ ⊲ (❧✐st (♥❛t ∗X))→X}

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ r❛♠è♥❡♥t ❡♥ ❢❛✐t à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

Ind{X ⊲ ❙❡t✱P ⊲ ❙❡t✱L ⊲ ❙❡t✱
♥♦❡✉❞ ⊲ L→X✱
✈✐❞❡ ⊲ L✱ ❛❞❞ ⊲ P→L→L✱
♣❛✐r ⊲ ♥❛t→X→P

}

✷✳✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥

◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷ ✭P♦s✐t✐✈✐té str✐❝t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳
✕ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ M ✭♥♦té ▲P❖❙✭Γ,M✮✮ s✐
▲✐❜r❡✭Γ,M✮ ♦✉ ❜✐❡♥ M ≡ (∆)(X σ) ❛✈❡❝ ▲✐❜r❡✭Γ,∆✮✱ ▲✐❜r❡✭Γ, σ✮ ❡t X ∈ ❉♦♠(Γ) ♦✉ ❜✐❡♥ X =
Ind{Θ} ♣Y ❛✈❡❝ ❉♦♠(Γ) ∩❉♦♠(Θ) = ∅✱ ▲✐❜r❡✭Γ, IndT{Θ}✮ ❡t ▲◆❊●✭Γ, IndC{Θ}✮✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été M 7→ ▲P❖❙✭Γ,M✮ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡t ♥♦té❡
▲P❖❙✭Γ,∆✮✳

✕ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ M ✭♥♦té ▲◆❊●✭Γ,M✮✮ s✐
M ≡ (∆)N ❛✈❡❝ ▲P❖❙✭Γ,∆✮ ❡t ▲✐❜r❡✭Γ, N✮✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été M 7→ ▲◆❊●✭Γ,M✮ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❡t ♥♦té❡
▲◆❊●✭Γ,∆✮✳

❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡st ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬êtr❡
✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✼✸✮ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ▲P♦s✭Γ,∆✮ ♣❛r ▲P❖❙✭Γ,∆✮✳



✾✽ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

✷✳✸✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥

▲✬✐❞é❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s❡ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞é✜♥✐r ✿

Ind{X ⊲ ❙❡t✱ ♥♦❡✉❞ ⊲ (A : ❙❡t)(❧✐st (A ∗X))→X}

◗✉✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ tr❛❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

Ind{X ⊲ ❙❡t✱P ⊲ ❙❡t→❙❡t✱L ⊲ ❙❡t→❙❡t✱
♥♦❡✉❞ ⊲ (A : ❙❡t)(L A)→X✱
✈✐❞❡ ⊲ (A : ❙❡t)(L A)✱ ❛❞❞ ⊲ (A : ❙❡t)(P A)→(L A)→(L A)✱
♣❛✐r ⊲ (A : ❙❡t)A→X→(P A)
}

P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ∆ ❡t ♦♥
✈❛ ♣❡t✐t à ♣❡t✐t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ∆′✳ ❖♥ sé♣❛r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s
❛r✐tés q✉✐ ❡st ♥♦té Π✳ ❖♥ tr❛✐t❡ t♦✉r à t♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r M ❞❡ ∆✳ M s✬é❝r✐t (Φ)(X δ)
❛✈❡❝ X ∈ ❉♦♠(Π)✳ ❙✐ ▲P♦s✭Π,Φ✮ ❛❧♦rs M ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♣❡✉t êtr❡
♠✐s ❞❛♥s ∆′✳ ❙✐♥♦♥ M = (Φ1)((Φ2)(Ind{Θ} ♣Y φ))M ′ ❛✈❡❝ ▲◆❊●✭Π,Φ2✮✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❧✐❢t❡r ❧❛
❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ Θ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à Φ1✱Φ2✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ Φ3 ❧❡
s♦✉s✲❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ Φ1✱Φ2 t❡❧ q✉❡ ❉♦♠(Φ3) = ❉♦♠(Φ1✱Φ2) ∩❱▲((Ind{Θ} ♣Y φ))

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r Φ1✱Φ2 ❡t Θ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ Π ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s Φ3✳

❖♥ ét❡♥❞ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ∆ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s à tr❛✐t❡r ♣❛r (Φ3)Θ ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té
✭✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡s✮ s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s Π ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡s ❛r✐tés
❞❡ (Φ3)Θ✳

❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞❛♥s M ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ (Ind{Θ} ♣Y φ) ♣❛r (Y ιΦ3
φ) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té

str✐❝t❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ M s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s s✬❛rrêt❡
❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ à tr❛✐t❡r ❞✐♠✐♥✉❡ ✭♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ Ind{Θ} ♣Y
♣❛r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ Θ✮✳

❯♥❡ ❢♦✐s ∆ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ∆′ ♦♥ ♣❡✉t ét❛❜❧✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐ss✉❡ ❞❡ ∆′ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❛♥s ∆✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞é❝r✐t ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥

(Φ3)(Ind{Θ} ♣Y φ)⇔ (Ind{∆′} ♣Y ιΦ3
φ)

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛ss❡③ ❧♦✉r❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡

ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡ t❡❧❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♥❡ ♥♦✉s ♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡✈♦✐r êtr❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛ss❡✳

✷✳✸✳✹ ❉❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐✈❡s

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥ ✉♥❡
❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳

◆♦✉s ♥❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❡t ❞❡s ❢♦rêts✳ ■❧ ❢❛✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞②s②♠étr✐❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦rêts ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s
❛r❜r❡s ✿

F = [A : ❙❡t]Ind{❢♦r❡t ⊲ ❙❡t✱ ✈✐❞❡ ⊲ ❢♦r❡t✱ ❛❞❞ ⊲ A→ ❢♦r❡t→ ❢♦r❡t} ♣❢♦r❡t



❖r❞r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞é❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✾✾

P✉✐s ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ❛r❜r❡s

Ind{❛r❜r❡ ⊲ ❙❡t✱ ♥♦❡✉❞ ⊲ (F ❛r❜r❡)→❛r❜r❡}

❊t ❡♥✜♥ ❢♦r❡t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t (F ❛r❜r❡)✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❡♥

♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✸ ❖r❞r❡ ❛ss♦❝✐é à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

❉❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ♦r❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥✲
❞✉❝t✐✈❡✳ ❙✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✶✳

✸✳✶ ■♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s

P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❝❛❝❤❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡rr✐èr❡ ❧❛ ❧♦✉r❞❡✉r ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s✐♠♣❧❡ Ind{∆} ❛✈❡❝ ∆ = X ⊲ s✱∆X q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s I✳

➚ ❝❡ t②♣❡✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♦r❞r❡ I< ❞❡ t②♣❡ I→I→❙❡t✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡
t②♣❡ I ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❛r❣✉♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ a ❞❡ ❝❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✱ s✐ a ❛
♣♦✉r t②♣❡ I ♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t ❞✐r❡ q✉❡ (I< a t)✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧ a ❛ ♣♦✉r t②♣❡ (Φ)I ❡t ❧❛ ❝❧❛✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❡st ❞♦♥❝ (Φ)(I< (a ιΦ) t)✳

❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c ⊲ (Γ)X✱ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❛♥s ∆X ✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ y ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ Γ t❡❧ q✉❡ X ❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s Γ ♣y ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t Γ ♣y ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Φ)X
❡t ❧✬♦r❞r❡ I< ✈ér✐✜❡

(Γ)(∆)(I< (y ι∆) (Ind{∆} ♣c ιΓ))

✸✳✶✳✶ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ t❡♥t❛t✐✈❡

▲✬♦r❞r❡ I< ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✭♣♦✉r t♦✉s ❧❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t t♦✉s ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ré❝✉rs✐❢s✮✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ré❝✉rs✐✈❡ ❡t ❞♦♥❝
♣♦✉rr❛✐t s✬é❝r✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞✬é❣❛❧✐té✳

❊♥s✉✐t❡ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡r❛✐t à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡st ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❥✉st❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
▼❛t❝❤ ♣✉✐s à ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ s✉r I ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é I<✳

❊♥ ❢❛✐t ❝❡t ♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❙♦✐t I = Ind{X ⊲ ❙❡t✱x ⊲ (A : ❙❡t)(A→X)→X} ♦♥ ♥♦t❡ c ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ❆✈❡❝

❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♦♥ ❛ ✿

(A : Set)(z : A→I)(a : A)(I< (z a) (c A z)))

❈❡t ♦r❞r❡ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ❧❡ t❡r♠❡ t = (c I [x : I]x) ❞❡ t②♣❡ I ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
s✉✐✈❛♥t ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ f = [x : I]x ❛r❣✉♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ ❞❡ t ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ t ♠❛✐s
♣❛r♠✐ ❝❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦♥ tr♦✉✈❡ (f t) q✉✐ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t ❞♦♥❝ (I< t t)✳

❊st✲❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s q✉✐ ♥❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s ❄
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♥♦♥✱ ❡t ♦♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐❡s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t t ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t
♣❛s ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳



✶✵✵ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

✸✳✶✳✷ ❙❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡

■❧ ② ❛ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st
♥♦❡t❤ér✐❡♥✳

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❧♦rsq✉✬♦♥ r❡❣❛r❞❛✐t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t y ré❝✉rs✐❢
❞✉ t❡r♠❡ t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣♦✉✈❛✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❖♥ ♥❡ ✈❛ ♣❧✉s
❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ y s♦♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s q✉❡ t ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ✏✉♥✐❢♦r♠❡s✑ q✉✐
♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ y ❛❜str❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à t♦✉s ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞♦♥t s♦♥ t②♣❡
❞é♣❡♥❞✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✿

(A : ❙❡t)(z : (A : ❙❡t)A→I)(a : A)(I< (z A a) (c A (z A)))

✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s✐♠♣❧❡

❙♦✐t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s✐♠♣❧❡ I
def
= Ind{∆} ❛✈❡❝ ∆ = X ⊲ ❙❡t✱∆X ✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ I< ❞❡ t②♣❡ I→ I→❙❡t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡t ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ c ⊲ (Γ1)(y : (Γ2)X))(Γ3)X ❞❛♥s Ψ✱ ❧✬♦r❞r❡ I< ✈ér✐✜❡ ✿

(Γ′
1)(y : (Γ′

1)(Γ2)X)(Γ′
3{y ⊲ (y ιΓ1

)})(∆)(I< (y ι(Γ1✱ Γ2)) (Ind{Γ2} ♣c ιΓ1
(y ι(Γ1✱ Γ2)) ιΓ3

))

❆✈❡❝ Γ′
i = Γi{Ind{∆}}✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st q✉❡

(y : I)(Γ{Ind{∆}})(I< y (Ind{∆} ♣c ιΓ))→
∨

Γ=(Γ1✱ z⊲(Γ2)X✱ Γ3)

∃(Γ2)y = (z ιΓ2
)

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥✳

✸✳✷✳✶ Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

■❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ❡st ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡
ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣✉✐s q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❝♦rr❡❝t❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs
❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ♣♦✉r ❝❡t ♦r❞r❡✳

✸✳✸ Pr❡✉✈❡ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té

◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✸✳✻✳✻ à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✵✱ ✐♥st❛♥❝✐é❡
♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ I ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ I<✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
▼❛t❝❤ ♣♦✉r I✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ (x : I)(❆❝❝ x) ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✿

[x : I] <❆❝❝>Match x with δ end

δ ❞♦✐t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ❆❝❝[∆X ]r{Ind{∆}}✳ ❙♦✐t c ⊲ (Γ)X ∈ ∆X ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ δ ♣c ❝♦♠♠❡ ét❛♥t
é❣❛❧ à

[Γ{I}][❆❝❝[Γ]r](❆❝❝❴✐♥ (Ind{∆} ♣c ιΓ) [y : I][h : (I< y (Ind{∆} ♣c ιΓ))]P )

▲❡ t❡r♠❡ P ❞♦✐t êtr❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❆❝❝ y)✳ ❉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (I< y (Ind{∆} ♣c ιΓ)) ♦♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❧❛
♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥✈❡rs✐♦♥ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡♥ (Γ1✱ z ⊲ (Γ2)X✱Γ3)✱ ❡t
♣♦✉r t♦✉t Γ2 t❡❧ q✉❡ y = (z ιΓ2

) ♦♥ ❛ (❆❝❝ y)✳ ❖r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ré❝✉rs✐❢ z s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❆❝❝[Γ]r ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Γ2)(❆❝❝ (z ιΓ2

) q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ I

q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛❧♦rs ❡❧❧❡ s❡ ré❞✉✐r❛ ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
❆❝❝❴✐♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té✳



❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ♣❛r❛❞♦①❡s ✶✵✶

✸✳✹ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ♣♦✐♥t ✜①❡ str✉❝t✉r❡❧ ♣❡✉t s❡ ❥✉st✐✜❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ ❜✐❡♥
❢♦♥❞é❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡
s✐ ❧❛ ♠❛rq✉❡ =z ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♠✐s❡ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ z ❞❡ t②♣❡ I ❡t Γ ⊢ t :<z M ❛❧♦rs M ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ (Γ)I ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (Γ)(I< (t ιΓ) z)✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
s✐♠✉❧t❛♥é❡ q✉❡ s✐ Γ ⊢ t :=z M ❛❧♦rs M ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (Γ)I ❡t ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ (Γ)(I< (t ιΓ) z) ∨ (t ιΓ) = z✳

✸✳✺ ▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❖♥ tr❛✐t❡ ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s ❡♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
✐♥❞✉❝t✐✈❡ s✐♠♣❧❡ ✉♥❛✐r❡ I ♣❛r❛♠étré❡ ♣❛r A : ❚②♣❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬♦r❞r❡ s✉r Σa : A.(I a) ❡t ♦♥ ❢❛✐t
✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳

✹ ❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ♣❛r❛❞♦①❡s

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♣✉✐ss❛♥t ♠❛✐s ❞♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡s✳

✹✳✶ P❛r❛❞♦①❡s ❧✐és à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s

❚❤✐❡rr② ❈♦q✉❛♥❞ ❛ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❬✶✼❪ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❛❜str❛✐t ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇✉r❛❧✐✲❋♦rt✐ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r
❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♦✉ ❞❡ t❤é♦r✐❡s
❞❡s t②♣❡s✳ ❯♥ t❡❧ ♣❛r❛❞♦①❡ ❛✈❛✐t été ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ ❬✸✻❪ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
t②♣❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✶✾✼✷ ♣❛r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳

✹✳✶✳✶ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇✉r❛❧✐✲❋♦rt✐ ❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞
♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♦ù ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① s♦rt❡s✱ ✉♥❡ s♦rt❡ ❙❡t ❡t ✉♥❡ s♦rt❡ ❚②♣❡ ❛✈❡❝ ❙❡t : ❚②♣❡✳
▲❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s♦rt❡ κ q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ♣r✐s❡ é❣❛❧❡ à ❙❡t ♦✉ ❚②♣❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❞❡
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r ✉♥ t②♣❡ A ❞❛♥s ❧❛ s♦rt❡ κ✿

P ∧Q
def
= (C : ❙❡t)(P→Q→C)→C

∃x.P
def
= (C : ❙❡t)((x : A)(P→C))→C

(x = y)
def
= (P : A→❙❡t)(P x)→(P y)

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

P→Q→P ∧Q P ∧Q→P P ∧Q→Q
(x : A)P→∃x.P ∃x.P→(C : ❙❡t)((x : A)(P→C))→C
(x : A)(x = x) (x, y : A)(x = y)→(P : A→❙❡t)(P x)→(P y)

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❙②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✮ ❯♥ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣♦sé
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t I : κ ❡t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ i : (v : κ)(v→❙❡t)→(v→v→❙❡t)→I t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s X ❡t Y ❞❡ t②♣❡
κ✱ A : X→❙❡t✱ B : Y →❙❡t ❡t ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s R : X→X→❙❡t ❡t S : Y →Y →❙❡t ♦♥ ❛✐t ✿



✶✵✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

s✐ (i X A R) = (i Y B S) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ S✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st ✐♥❝❧✉s❡ S ❡t ♦♥ é❝r✐t (■◆❈▲ R S) s✐

∃f : X→X.(x : X)(A x)→(B (f x)) ∧ (x, y : A)(A x)→(A y)→(R x y)→(S (f x) (f y))

P♦✉r ❧❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭♣r❡✉✈❡ ❞❡ (C : ❙❡t)C✮ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐té ❬✶✼❪ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❬✶✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉①
❛rt✐❝❧❡s ❧❡ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❡st ❞✬✉♥ t②♣❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à s❛✈♦✐r (X : κ)(X→X→
❙❡t)→ I✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❡st ♣r✐s ♣❛r ❞é❢❛✉t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ❝❡
❝❛s ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❞♦①❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❞❡ str✉❝t✉r❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ κ ❛✉ss✐ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡
♥♦t❛t✐♦♥s ❡st ❛❧♦rs ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❞❛♥s t♦✉t P❚❙ t❡❧ q✉❡ ✿

✕ s✐ κ = ❙❡t ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❙❡t ❡t ❚②♣❡✱ ❙❡t : ❚②♣❡ ❡st ✉♥ ❛①✐♦♠❡ (❙❡t, ❙❡t) ✱
(❚②♣❡, ❙❡t) ❡t (❙❡t,❚②♣❡) s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s✳

✕ s✐ κ = ❚②♣❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦rt❡s ❝♦♥t✐❡♥t ❙❡t✱ ❚②♣❡ ❡t ❚②♣❡1✱ ❙❡t : ❚②♣❡ ❡t ❚②♣❡ : ❚②♣❡1 s♦♥t
❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❡t (❙❡t, ❙❡t), (❚②♣❡, ❙❡t), (❙❡t,❚②♣❡) ❡t (❚②♣❡1, ❙❡t) s♦♥t ❞❡s rè❣❧❡s✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡tt❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❧❡ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é X : κ,A : X → ❙❡t ❡t R : X → X → ❙❡t✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿
■◆❏R

def
= [Y : κ][B : Y →❙❡t][S : Y →Y →❙❡t](■◆❈▲ R S)

❖♥ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (■◆❏R X A R) ✭♣r❡♥❞r❡ f = [x : X]x✮✳

✹✳✶✳✷ P❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡

❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❧❛r❣❡✳ ▲❛
s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❧❛r❣❡ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t Σx : A.B(x) ❞❡ t②♣❡ ❙❡t ❧♦rsq✉❡ A : ❚②♣❡ ❡t
B : ❙❡t✳ ❯♥ ♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❝♦♥str✉✐t à ♣❛rt✐r ❞❡ a : A ❡t b : B(a) ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❞éstr✉❝t✉ré s✉✐✈❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳

P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❛♥s ❈♦q ✉♥ t❡❧ ♦❜❥❡t✱ ✐❧ s✉✣r❛✐t ❞✬✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✿

[A : ❚②♣❡][P : A→❙❡t]Ind{S ⊲ ❙❡t✱ ♣❛✐r : (a : A)(P a)→S}

❛✈❡❝ ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❡s s♦rt❡s ❙❡t ❡t ❚②♣❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ét❛♥t ✐♠♣ré❞✐✲
❝❛t✐✈❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✈ér✐✜❡r❛ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✺✳✷
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✐♥t❡r❞✐s❡♥t ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡ ❡t ♣ré✈✐❡♥♥❡♥t ❞♦♥❝ ❧❛ ❢♦r♠❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❞♦①❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
♥♦♥ ♣❛s ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♠❛✐s ❥✉st❡ ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭■♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❚②♣❡✮ ▲❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t ✿
■ : ❙❡t, ✐ : (X : ❙❡t)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→ ■

❝❛s❡ : ((X : ❙❡t)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→❙❡t)→ ■→❙❡t

❝❛s❡❴r❡❞ : (f : (X : ❙❡t)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→❙❡t)
(X : ❙❡t)(A : X→❙❡t)(R : X→X→❙❡t)(❝❛s❡ f (✐ X A R)) = (f X A R)

Pr❡✉✈❡ ✿ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ (■, ✐) ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ X,Y : ❙❡t, A : X→ ❙❡t, B : Y → ❙❡t, R : X→X→ ❙❡t ❡t S : Y → Y → ❙❡t✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝❛s❡❴r❡❞ ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (❝❛s❡ ■◆❏R (✐ Y B S)) =
(■◆❏R Y B S)✳



❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ♣❛r❛❞♦①❡s ✶✵✸

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ q✉❡ (✐ X A R) = (✐ Y B S) ❛❧♦rs ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r (■◆❏R Y B S)✳
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✐❧ ❡st s✉✣s❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r (❝❛s❡ ■◆❏R (✐ Y B S)) ♠❛✐s ❝♦♠♠❡ (✐X A R) =
(✐ Y B S)✱ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ♠♦♥tr❡r (❝❛s❡ ■◆❏R (✐ X A R)) q✉✐ ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡ é❣❛❧ à (■◆❏R X A R) q✉✐
❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐✳ ❈❡❧❛ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ✷

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✶ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❧❛r❣❡ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❧❛r❣❡ s♦♥t

Γ✱x ⊲ A ⊢ B : ❙❡t

Γ ⊢ Σx : A.B : ❙❡t

Γ ⊢ a : A Γ ⊢ b : B{x ⊲ a}

Γ ⊢ (a, b) : Σx : A.B
Γ ⊢ p : Σx : A.B

Γ ⊢ π1(p) : A

Γ ⊢ p : Σx : A.B

Γ ⊢ π2(p) : P{x ⊲ π1(p)}
π1((a, b)) 7−→ a π2((a, b)) 7−→ b

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈r❛✐❡ ❚ : ❙❡t ❛✈❡❝ t : ❚✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿

I
def
= ΣX : ❙❡t.ΣA : X→❙❡t.ΣR : X→X→❙❡t.T

✐
def
= [X : ❙❡t][A : X→❙❡t][R : X→X→❙❡t](X, (A, (R, t)))

❝❛s❡
def
= [f : (X : ❙❡t)(X→❙❡t)(X→X→❙❡t)→❙❡t][x : A](f π1(x) (π1(π2(x))) (π1(π1(π2(x))))).

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ (❝❛s❡ f (✐ X A R)) 7−→ (f X A R)✳ ✷

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✷ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❚②♣❡ ♣♦✉r ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s
✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s s✉r ❙❡t ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ t②♣❡ Ind{■ : ❙❡t✱ ✐ : (X : ❙❡t)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→ ■}✳
❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ■ : ❙❡t, ✐ : (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→ ■✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❝❛s❡ ❧❡ t❡r♠❡

[f : (X : ❙❡t)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→❙❡t][x : A]Case x of f end

q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ ✷

✹✳✶✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡

▲♦rsq✉✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❡st ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ♦♥ ❛ ✈✉ q✉✬✐❧ s✉✣s❛✐t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ rè❣❧❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❛✜♥ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥str✉✐r❡ q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ♣r♦✈♦q✉❡r ❞❡
♣❛r❛❞♦①❡✳

P♦✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ s♦rt❡ ❚②♣❡✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s t②♣❡s ♣ré❞✐❝❛t✐❢s
s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❡♥ r❡❧❛①❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r
❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❚②♣❡✱ ❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❛✉①
♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ s✬② ❛tt❡♥❞✱ ♥♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t ✿

I : ❚②♣❡, ✐ : (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)(X→X→❙❡t)→I
❝❛s❡ : (P : ❙❡t)((X : ❚②♣❡)(X→X→❙❡t)→❙❡t)→I→❙❡t

❝❛s❡❴r❡❞ : (f : (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)(X→X→❙❡t)→❙❡t)
(X : ❚②♣❡)(A : X→❚②♣❡)(R : B→B→❙❡t)
(❝❛s❡ f (✐ X A R)) = (f X A R)



✶✵✹ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t X ❡t Y ❞❛♥s ❧❛ s♦rt❡
❚②♣❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❙❡t✳ ✷

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✷✳✶ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❚②♣❡✮ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s ❞❡ s♦rt❡ ❚②♣❡ ❛✈❡❝ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t❡ s♦♥t
✐♥❝♦❤ér❡♥ts✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙♦✐t ❧❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ Ind{❆ ⊲ ❚②♣❡✱ ✐ ⊲ (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→❆}✳
❖♥ ❛ ❜✐❡♥ ❆ : ❚②♣❡, ✐ : (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→❆✳
❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❝❛s❡ ❧❡ t❡r♠❡

[f : (X : ❚②♣❡)(X→❙❡t)→(X→X→❙❡t)→P ][x : A]Case x of f end

♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ (❝❛s❡ f (✐X A R)) 7−→ (f X A R) ❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡♠❛♥❞é❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ✷

✹✳✷ P❛r❛❞♦①❡ ❧✐és à ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té

✹✳✷✳✶ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s

❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ▼▲✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ❛✈❡❝ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥é❣❛t✐✈❡
s✉✣t à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❈♦q✱ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ s♦✐t ✐♥tr♦❞✉✐t s✉r ♥✬✐♠✲
♣♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡ s♦rt❡ κ ∈ {❙❡t,❚②♣❡}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭❊①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✮ ❙♦✐t ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢

Ind{▲ ⊲ κ✱ ❧❛♠ ⊲ (L→L)→L}

♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ Case x of F end t❡❧ q✉❡ ✿

C : κ F : (L→L)→C x : L

Case x of F end : C

❡t Case (❧❛♠ f) of F end 7−→ι (F f)✳ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
β, ι ✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s

❛♣♣
def
= [t, u : L]Case t of [f : L→L](f u) end

❞❡❧t❛
def
= (❧❛♠ [x : L](❛♣♣ x x))

♦♠❡❣❛
def
= (❛♣♣ delta delta)

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ (❛♣♣ (❧❛♠ f) x) 7−→β,ι (f x) ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♠❡❣❛ 7−→β,ι ♦♠❡❣❛✳ ✷

❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ♣❡✉t
♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡ ✭ét❡♥❞✉ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✮
♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ X : κ ❛❧♦rs t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ X s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t é❣❛✉①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭❉é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✉✐✈❛♥t ✿



❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ♣❛r❛❞♦①❡s ✶✵✺

▲ : κ
❧❛♠ : (▲→▲)→▲

❝ : ▲
❝❛s❡ : (P : ❙❡t)L→((▲→▲)→P )→P→P
❝❛s❡❴r❡❞❴❝ : (P : ❙❡t)(t : L)(F : (▲→▲)→P )(C : P )(❝❛s❡ P c F C) = C
❝❛s❡❴r❡❞❴❧❛♠ : (P : ❙❡t)(t : L)(F : (▲→▲)→P )(C : P )(f : ▲→▲)(❝❛s❡ P (❧❛♠ f) F C) = (F f)
▲❴t♦t : (P : Set)(F : L→P )(x : P )((f : L→L)(F (❧❛♠ f)) = x)→(F ❝) = x→(t : L)(F t) = x

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✿

(P : Set)(x, y : P )x = y

▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉rs✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❛r❜✐tr❛✐r❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝✮✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t
❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ é❝❤❛♥❣❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❧❛♠ ❡t ❝✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛
à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡✳

❛♣♣
def
= [t, u : ▲](❝❛s❡ L t [f : ▲→▲](f u) u)

❨
def
= [f : ▲→▲](❛♣♣ (❧❛♠ [x : ▲](f (❛♣♣ x x)))(❧❛♠ [x : ▲](f (❛♣♣ x x))))

♥❡❣
def
= [t : ▲](❝❛s❡ ▲ t [f : ▲→▲]❝ (❧❛♠ [x : ▲]x))

❳
def
= (❨ ♥❡❣)

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❛s❡❴r❡❞❴❝ ❡t ❝❛s❡❴r❡❞❴❧❛♠ q✉❡

(f : ▲→▲)(x : ▲)(❛♣♣ (❧❛♠ f) x) = (f x)
(f : ▲→▲)(❨ f) = (f (❨ f))
❳ = (♥❡❣ ❳)

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ P : ❙❡t ❡t x, y : P ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

❝♦♥❞
def
= [t, u : ▲](❝❛s❡ L t (❝❛s❡ L u x y) (❝❛s❡ L u y x))✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❛s❡❴r❡❞❴❝ ❡t

❝❛s❡❴r❡❞❴❧❛♠ q✉❡ (❝♦♥❞ t t) = x ❡t (❝♦♥❞ t (♥❡❣ t)) = y s♦♥t ✈ér✐✜és ❧♦rsq✉❡ t ✈❛✉t (❧❛♠ f) ♦✉ ❝✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ▲❴t♦t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r t♦✉t t : ▲ ❞♦♥❝ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❳✳ ❉✬♦ù x = (❝♦♥❞ ❳ ❳) = (❝♦♥❞ ❳ (♥❡❣ ❳)) = y✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✹✳✶ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♥é❣❛t✐❢
s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ♦✉ ❚②♣❡ ❛✈❡❝ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳

Pr❡✉✈❡ ✿ ❙✐ ❧❛ s♦rt❡ ❞✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ♥é❣❛t✐❢ ❡st ❚②♣❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣r❡♥❞ X = ❙❡t x ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈r❛✐
❡t y ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡ ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❙✐ ❧❛ s♦rt❡ ❡st ❙❡t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ s❡r❛
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡✳ ✷

✹✳✷✳✷ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s

▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✉r ❧❡s t②♣❡s F : ❙❡t→❙❡t✱
✐❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r s♦✐t ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (X,Y : ❙❡t)(X→Y )→(F X)→

(F Y )✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F
def
= [X : ❙❡t](X→A)→A ♣♦✉r A : ❙❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡

s❡ ❞é✜♥✐t ❝♦♠♠❡ M
def
= (X : ❙❡t)((X→A)→A)→X ❡t ✈ér✐✜❡ M ↔ ((M→A)→A)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡str❡✐♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r à ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
♥❡ ♣♦✉✈❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ à ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ✢è❝❤❡✮✳ ❯♥❡ ❞❡s r❛✐s♦♥s ❡st q✉❡ ❧❡ ♥♦♥ r❡s♣❡❝t ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ ❞❛♥s ❧❛ s♦rt❡ ❚②♣❡ r❡♥❞ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✹❪✳



✶✵✻ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✺ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♥♦♥ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ s♦rt❡ ❚②♣❡✮ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛❧✲
❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r❡s✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ✐♥❝♦❤ér❡♥t ✿

■ : ❚②♣❡
✐♥tr♦ : ((■→❙❡t)→❙❡t)→ ■

❝❛s❡ : ■→(■→❙❡t)→❙❡t

❝❛s❡❴r❡❞ : (f : (■→❙❡t)→❙❡t)(❝❛s❡ (✐♥tr♦ f)) = f

Pr❡✉✈❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❋
def
= [Q : ■→ ❙❡t](✐♥tr♦ [R : ■→ ❙❡t]Q = R) ❞❡ t②♣❡ (■→ ❙❡t)→ ■✳ ▲❛

♣r♦♣r✐été ❝❛s❡❴r❡❞ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❋ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été

P
def
= [x : ■]∃Q.(❋ Q) = x ∧ ¬(Q x) ❞❡ t②♣❡ ■→ ❙❡t ❡t ❧✬♦❜❥❡t x = (❋ P) ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs ❛✐sé♠❡♥t

¬(P ①)→(P ①) ❡t (P ①)→⊥ ❞✬♦ù ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡✳ ✷

▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ é✈✐❞❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢ Ind{X ⊲❚②♣❡✱ ✐♥tr♦ : ((X→❙❡t)→❙❡t)→X} ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛❝❝❡♣té s❛♥s ❞étr✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ✭❡t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❞✉ s②stè♠❡✳

✹✳✸ ➱❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ t②♣❡ ✐♥❞✉❝t✐❢

Σx : A.(P x)
def
= Ind{X ⊲ ❙❡t✱ ♣❛✐r ⊲ (x : A)(P x)→X}

❛✈❡❝ A : ❙❡t ❡t P : A→❙❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s

π1 : Σx : A.(P x)→A π2 : (p : Σx : A.(P x))(P (π1 p))

❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré ♣❛s ❙✳ ❇❡r❛r❞✐ ❝❡❝✐ ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♥♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s♦♠♠❡
s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

∃x : A.(P x)
def
= (C : ❙❡t)((x : A)(P x)→X)→C

❛❞♠❡t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ∃x : A.(P x)→Σx : A.(P x)
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡✮✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡①♣r✐♠❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ✿

((x : B)∃y : A.(R x y))→∃f : B→A.(x : B)(R x (f x))

q✉✐ s✬❡①♣r✐♠❡ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s P✉r ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❛❜❧❡
❞❛♥s ❝❡ ♠ê♠❡ ❈❛❧❝✉❧ ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡✳

▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛ ♣♦✉r ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① é♥♦♥❝é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
❡st ❡♥ ❢❛✐t ✈❛❧❛❜❧❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❛ s♦rt❡ ❞❡ B ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ B ❡st é❣❛❧ à ❙❡t✳

●✳ P♦tt✐♥❣❡r✱ ❙✳ ❇❡r❛r❞✐ ❡t ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ♦♥t ét✉❞✐é ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ●✳ P♦tt✐♥❣❡r ❉❛♥s ❬✼✸❪ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ s✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
❧❡s ❞❡✉① ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✉♥✐q✉❡ ∃!x : A.(P x) ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡
❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ tr✉❡❂❢❛❧s❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉①
✐♥❣ré❞✐❡♥ts ♣❧✉s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ ❞❡ ❙❡t ❞❛♥s ❜♦♦❧✳
❚❡❧❧❡ q✉❡ (ǫ A) = tr✉❡↔ A✳

❖r ❞❛♥s ❬✶✽❪✱ ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t B : ❙❡t ❡t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ǫ : ❙❡t→ B
❡t E : B → ❙❡t t❡❧❧❡s q✉❡ (C : ❙❡t)(E (ǫ C)) ↔ C ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ▲❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ r❡♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❯ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t B



❚②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ♣❛r❛❞♦①❡s ✶✵✼

❝♦♠♠❡ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t b : B ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ s✐ (E b) ❡st ❤❛❜✐té✳ ❈♦♠♠❡ t♦✉t ♦❜❥❡t b : B ❡st
❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (ǫ ⊥) ❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ (E (ǫ ⊥)) q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ⊥✳

▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ǫ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡
♠♦♥tr❡r ✿

(A : ❙❡t)∃!b : ❜♦♦❧.(b = tr✉❡ ∧A) ∨ (b = ❢❛❧s❡ ∧ ¬A)

■❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ǫ : ❙❡t→❜♦♦❧✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡
(ǫ A) = tr✉❡ ∧ A) ∨ ((ǫ A) = ❢❛❧s❡ ∧ ¬A)✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
(ǫ A) = tr✉❡ ↔ A✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡ ¬¬tr✉❡ = ❢❛❧s❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ tr✉❡ = ❢❛❧s❡ ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❙✳ ❇❡r❛r❞✐ ❙✳ ❇❡r❛r❞✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❞✬✉♥ rés✉❧t❛t ✉♥ ♣❡✉
♠♦✐♥s ❢♦rt ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t s✉r ❧❛ s♦♠♠❡ ✭♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✮✳ ▲❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ ❝❤♦✐s✐r✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t✐❡rs ❡①❝❧✉ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts A ❡t B ❞❡
t②♣❡ ❙❡t ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s f ❞❡ t②♣❡ A→B ❡t g ❞❡ t②♣❡ B→A t❡❧❧❡s q✉❡
f ◦ g ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té s❛✉❢ s✐ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✬❡①✐st❡♥t ♣❛s✳

❈❡❝✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ U
def
= (X : ❙❡t)(X→❜♦♦❧) ❡t U→❜♦♦❧ ❞❡ t❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t

❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ i ❞❡ (U→❜♦♦❧) ❞❛♥s U ✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t ♦❜❥❡t A ❞❡

t②♣❡ ❙❡t✱ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ q✉✐ ❡st é❣❛❧ à tr✉❡ ❧♦rsq✉❡ A ❡st ♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡t à ❢❛❧s❡ ❧♦rsq✉❡ ¬A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ R ❞❡s ♦❜❥❡ts u ❞❡ t②♣❡ U ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ c : U→❜♦♦❧

t❡❧s q✉❡ u = (i c) ❡t (c u) = ❢❛❧s❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à R ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ T : U→❜♦♦❧ q✉✐ ✈❛✉❞r❛ tr✉❡

♣❛rt♦✉t ♦ù R ❡st ♠♦♥tr❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✿

(x : U)(R x)→(T x) = tr✉❡

(x : U)¬(R x)→(T x) = ❢❛❧s❡

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬♦❜❥❡t (i T ) ❞❡ t②♣❡ U ✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ i ✿

(R (i T ))→(T (i T )) = ❢❛❧s❡

(T (i T )) = ❢❛❧s❡→(R (i T ))

❈❡s q✉❛tr❡ ♣r♦♣r✐étés ❝♦♠❜✐♥é❡s ❡t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❝❛s s✉✐✈❛♥t s✐ (R (i T )) ♦✉ ¬(R (i T ))
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ tr✉❡ = ❢❛❧s❡✳

▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ♣❡r♠❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❈♦q ❧❛ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞✉ t✐❡rs ❡①❝❧✉
❡①♣r✐♠é s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❙❡t✳

✹✳✸✳✶ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞

▲❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳

❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪ q✉❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ✉♥✐q✉❡ r❡str❡✐♥t à ❞❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ❙❡t✱ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❙❡t s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐✳

(A : ❙❡t)(B : ❙❡t)(R : A→B→❙❡t)((x : A)∃!y : B.(R x y))→∃f : A→B.((x : A)(R x (f x)))

❈❡t ❛①✐♦♠❡ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❈♦q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✻ ✭▲♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✮ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣✉r
ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ t✐❡rs ❡①❝❧✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡
tr✉❡ = ❢❛❧s❡



✶✵✽ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❈♦q

Pr❡✉✈❡ ✿ ▲❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✾❪✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❛ss♦❝✐é à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ tr✉❡ 6= ❢❛❧s❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s o = ❜♦♦❧ : ❙❡t✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t②♣❡ τ t❡❧ q✉❡ τ
❡t (τ→o)→o s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥ ♣❛r❛❞♦①❡ ✭❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡
à ❝♦♥str✉✐r❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉❡ τ : ❚②♣❡ ❡t o = ❙❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té✮✳

✹✳✸✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❛❣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r s✉r
❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts s✉r ❧❡sq✉❡❧s s❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❡st ❞♦♥♥é r❡st❡♥t ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ✭♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮ ❛❧♦rs ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉
t✐❡rs ❡①❝❧✉ ♥✬❡♥❣❡♥❞r❡ ♣❛s ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳

P❛r ❝♦♥tr❡ ❞ès q✉❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❛❞♦♣té ♣♦✉r ❞❡s s❝❤é♠❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
s♦♠♠❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ t✐❡rs✲❡①❝❧✉ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❝❡ q✉✐ r❡t✐r❡ t♦✉t ✐♥térêt à
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❧❛✐r ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t t❡❧ q✉❡ ❈♦q ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉✐ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞♦✐t êtr❡ ❜❛♥♥✐✳
❉❛♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ Pr♦♣ ❡t ❙❡t ❛♣♣♦rt❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
(X : Pr♦♣)(x, y : X)(x = y) ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦❤ér❡♥t❡ ❡t ❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ Pr♦♣ ❝♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❡t ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é❣❛❧✐té ♣❛r❢♦✐s ✉t✐❧❡
♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ (A : Pr♦♣)A ∨ ¬A ♣❡✉t êtr❡ ❛❥♦✉té
s❛♥s ❞♦♠♠❛❣❡✳

❇❛♥♥✐r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥❞✉❝t✐❢s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t ❡st ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♠❛✐s ❝❡❧❛
r❡♥❞ q✉❛s✐♠❡♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦✉t r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t s✉r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥té❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❙❡t✳
❖♥ ♣❡✉t ♥❡ ✈♦✉❧♦✐r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ q✉❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣♦s❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❡♥ ❞❡s t②♣❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♠❛✐s ❛✉ss✐
❞❛♥s ❞❡s t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ♣♦s❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

■❧ ❡st ❞♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ❜r✐❞❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s
q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❈♦q✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❣❛r❞❡r
❧❛ ♣❤✐❧♦s♦♣❤✐❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈✐st❡ ❝♦♠♠❡ q✉♦✐ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❢r❛❣♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞♦♥♥❡♥t ✉♥ ♠♦②❡♥ é❧é❣❛♥t ❞❡ ❣ér❡r ❝❡❧❛✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P : (Γ)❙❡t ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❧❛ ré❛❧✐s❡r ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❝❧❛ss✐❝P : (Γ)¬¬(P ιΓ)→(P ιΓ)✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♠♦♥♦t♦♥❡ ❝❛r
❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ P s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❞❛♥s ¬¬(P ιΓ) ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❧✉s str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ q✉✐ ❛✉r❛ ✉♥ s❝❤é♠❛
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♦rt❡ ❙❡t✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s❛
❞♦✉❜❧❡ ♥é❣❛t✐♦♥✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❧❡
♣ré❞✐❝❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠♦♥tr❡r ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠♦♥tré ❧✉✐✲♠ê♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à s❛ ❞♦✉❜❧❡ ♥é❣❛t✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡✉r ♣❡♥❞❛♥t
❝♦♥str✉❝t✐❢ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s
❢❛✐s❛♥t ❝♦✉r✐r ❧❡ r✐sq✉❡ ❞✬✐♥❝♦❤ér❡♥❝❡s✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✶ ❇✐❧❛♥

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t tr❛✐t❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❈♦q✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❧✐és à ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧s ♦✉t✐❧s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣❧❛❝é ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❞❡ ❈♦q ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à
❈♦q r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐❡✉s❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♣✉✐ss❛♥t ❡t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s s❡ ❞♦✐✈❡♥t ❞❡ r❡st❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s
❝♦❞❛❣❡s ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢s✱ s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ t❤é♦r✐❡s ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♦✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❈♦q✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❛tt❡♥❞✉❡s✳

✶✳✶ ❋♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛②❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛♥♥é❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ■❧
ré♣♦♥❞ à ✉♥ s♦✉❝✐ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s ❝♦♥❝❡♣ts
♠❛♥✐♣✉❧és ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r t♦✉t ❡♥ ♦❜é✐ss❛♥t à ❞❡s rè❣❧❡s ✉♥✐❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ♥❡ ❢❛ss❡ ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s
tr♦♣ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳

❈❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r s♦✉❤❛✐t❡ é❝r✐r❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ré❝✉rs✐♦♥
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡t ❞❡s ♠♦t✐❢s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ♦✉ ♣❛rt✐❡❧s ❞♦♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢❛✐t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❛❧♦rs ❞❡s ♦✉t✐❧s ✐♥t❡r❛❝t✐❢s ✐♥❝♦♠♣❧❡ts q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣♦✉r ❡♥ ❥✉st✐✜❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■❧ ❡st t❡♥t❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♠❛✐s ❝❡❧❛ ✐r❛ à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ♠ét❛t❤é♦r✐❡ s✐♠♣❧❡ à ét❛❜❧✐r r❡✢été❡ ♣❛r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s✐♠♣❧❡ ❡t sûr✳

P❛r❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s q✉✐ s❡r✈❡♥t ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡
❝❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✿ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ♠♦♥♦t♦♥❡s✱ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ s♦✉s✲t②♣❡✱ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ♣✉✐ss❛♥t❡✳ ❈❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts t❡❧s q✉❡ ❈♦q ♦♥t ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r êtr❡ ✏❜♦♦t✲str❛♣♣és✑ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦②❛✉ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s q✉✐ s♦✐t ✈ér✐✜é
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❜✐❡♥ sûr ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❧ét✉❞❡✮✳

◆♦tr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❡t ✉♥ ♥♦②❛✉ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛
♠ét❛✲t❤é♦r✐❡✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥♦②❛✉ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ❧✬❛s♣❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ✐♥❤ér❡♥t
à ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❧❛ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ✈❡rs ❧❡

✶✵✾



✶✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

✏❧❛♥❣❛❣❡ ♠❛❝❤✐♥❡✑ ♣❡✉ ré❛❧✐st❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✈❡rs ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉✈❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❞❛♥s ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳

✶✳✷ P✉✐ss❛♥❝❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à s❡ ♣♦s❡r ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé r❡♠♣❧✐t
❜✐❡♥ s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré
q✉✬ ❛❝❝❡♣t❡r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ✐♠❜r✐q✉é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s X + X ♦✉ (❧✐st X) ♥❡ ♣♦s❛✐t ♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ t❤é♦r✐q✉❡✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✈❡rs ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡s ♣♦✉rr❛✐t t♦✉t✲
à✲❢❛✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛ss♦❝✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❯♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡
❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❧❡✲❝✐✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❡①✐st❡r q✉✬❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱
✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ❞❡ r❡✈❡♥✐r ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❊❧❧❡ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ s❛✈♦✐r t②♣❡r ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❛ réé❝r✐t✉r❡ ❛ ❧✐❡✉ ❝❡ q✉✐ ♣♦s❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❛♥s ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ❧❛
❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ r❡♥❢♦r❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣r♦♣♦sés ♣❛r ▼✳ ❍♦❢♠❛♥♥
♦✉ ❚❤✳ ❙tr❡✐❝❤❡r ♥✬❡st ♣❛s ét❛❜❧✐✳

✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬❛ss✐st❛♥ts à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛s♣❡❝ts✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧✬❛❝t✐✈✐té ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥❝✐s✱ ❛✉① ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❜✐❡♥ ét❛❜❧✐❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s
✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡✳

❈❡tt❡ ❛❝t✐✈✐té ❡st t♦✉t✲à✲❢❛✐t ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦ù ♦♥ ✈♦✐t s❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ❤❛✉t✲♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ❝ôté✱ ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✈❡rs ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❝❡s ❧❛♥❣❛❣❡s s♦♥t ❝♦♠♣✐❧és✳

▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ✿
✕ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ s❡r❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✐♠✐té❡✱
✕ ❧✬❛ss✐st❛♥t ♥❡ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ t❡r♠✐♥é❡ ♠❛✐s ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝❡ q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛❧✐tés ❞✬✉♥ ✏❞é❜♦❣✉❡✉r✑ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐r
❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳

❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ à rés♦✉❞r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛✈❡♥✐r ♣r♦❝❤❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜s✲
tr❛✐t❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❛❝❝❡♣t❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❡t q✉✐ s❡ ♣rêt❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡ ♠ét❛✲t❤é♦r✐q✉❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡
❞✬êtr❡ ♠é❝❛♥✐sé❡ ♣♦✉r ❛❜♦✉t✐r à ✉♥ ✈ér✐✜❝❛t❡✉r ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❡rt✐✜é✳

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♠✐s❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛r ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞
♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬êtr❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r✐s❡ ❡t rés♦❧✉❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s
✐♥❞✉❝t✐✈❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✉♥❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙❛✈♦✐r ❛✉t❛♥t q✉❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❢❛✐r❡ ❝♦❡①✐st❡r ❧❡s ❞❡✉① ♠♦♥❞❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❤❛r♠♦♥✐❡✉s❡ ❡st ✉♥ ❞❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡s ❞é♠♦♥str❛t❡✉rs
r❡♣♦s❛♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s s✬✐❧s ✈❡✉❧❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡r à t✐r❡r ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s s❛♥s s❡ ❢❡r♠❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❛❝❝♦✉r❝✐s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡✳

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡
♣ré❞✐❝❛ts à ❧❛ Pr♦❧♦❣✳ ❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❡♥t ❛✜♥ ❞✬❛✉t♦♠❛t✐s❡r ❧❡s
♣r❡✉✈❡s✳ ▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s à ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ♣✉✐ss❛♥t❡ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ✐♥✈❡st✐❣✉❡r✳
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✶✾✹✵✱ ♣♣✳ ✺✻✕✻✽✳

❬✶✻❪ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❡t ❛❧✳ ✭❘✳▲✳✮✳ ✕ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ◆✉♣r❧ Pr♦♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❙②st❡♠✳
✕ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✽✻✳

❬✶✼❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮✳ ✕ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣✐r❛r❞✬s ♣❛r❛❞♦①✳ ■♥ ✿ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✳
✕ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ✶✾✽✻✳

✶✶✼



✶✶✽ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶✽❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮✳ ✕ ▼❡t❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ✿ ▲♦❣✐❝ ❛♥❞
❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ é❞✳ ♣❛r ❖❞❞✐❢r❡❞✐ ✭P✳✮✳ ✕ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✳ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ■◆❘■❆ ✶✵✽✽✱
❛❧s♦ ✐♥ ❬✸✵❪✳

❬✶✾❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮✳ ✕ ❆ ♥❡✇ ♣❛r❛❞♦① ✐♥ t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✾t❤ ❈♦♥❣r❡ss ♦❢ ▲♦❣✐❝✱
▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❛♥❞ P❤✐❧♦s♦♣❤② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✳ ❯♣♣s❛❧❛✱ ❙✇❡❞❡♥✳

❬✷✵❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮✳ ✕ P❛tt❡r♥ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✇✐t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ■♥ ◆♦r❞strö♠ ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪✳

❬✷✶❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮✳ ✕ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t②♣❡✲❝❤❡❝❦✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s✳ ✕ ♠❛rs ✾✻✳ s♦✉♠✐s à ❊❧s❡✈✐❡r
❙❝✐❡♥❝❡✳

❬✷✷❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮ ❡t ❍✉❡t ✭●✳✮✳ ✕ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❆ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ♠❡❝❤❛♥✐③✐♥❣
♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ✿ ❊❯❘❖❈❆▲✬✽✺✳ ✕ ▲✐♥③✱ ✶✾✽✺✳

❬✷✸❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮ ❡t ❍✉❡t ✭●✳✮✳ ✕ ❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
✈♦❧✳ ✼✻✱ ♥✗ ✷✴✸✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✹❪ ❈♦q✉❛♥❞ ✭❚❤✳✮ ❡t P❛✉❧✐♥✲▼♦❤r✐♥❣ ✭❈✳✮✳ ✕ ■♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ t②♣❡s✳ ■♥ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❈♦❧♦❣✬✽✽✱
é❞✳ ♣❛r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ✭P✳✮ ❡t ▼✐♥ts ✭●✳✮✳ ✕ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✷✺❪ ❈♦r♥❡s ✭❈✳✮ ❡t ❚❡rr❛ss❡ ✭❉✳✮✳ ✕ ■♥✈❡rt✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝❛t❡s ✐♥ ❝♦q✳ ■♥ ✿ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ❚②♣❡s✬ ✾✺✳
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❬✷✻❪ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ✭◆✳❏✳✮✳ ✕ ❆ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛✉t♦♠❛t❤✳ ■♥ ✿ t♦ ❍✳❇✳ ❈✉rr② ✿ ❊ss❛②s ♦♥ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r②
▲♦❣✐❝✱ ▲❛♠❜❞❛ ❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❋♦r♠❛❧✐s♠✳✱ é❞✳ ♣❛r ❙❡❧❞✐♥ ✭❏✳P✳✮ ❡t ❍✐♥❞❧❡② ✭❏✳❘✳✮✳ ✕ ❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱
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❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❝❤❛❧♠❡rs✳s❡✴ ❤❛❧❧❣r❡♥✴❆❧❢✳

❬✷✽❪ ❉②❜❥❡r ✭P✳✮✳ ✕ ■♥❞✉❝t✐✈❡ s❡ts ❛♥❞ ❢❛♠✐❧✐❡s ✐♥ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✬s ❚②♣❡ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡✐r s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝
s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✬s t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ ✿ ▲♦❣✐❝❛❧ ❋r❛♠❡✇♦r❦s✱ é❞✳ ♣❛r
❍✉❡t ✭●✳✮ ❡t P❧♦t❦✐♥ ✭●✳✮✳ ♣♣✳ ✺✾✕✼✾✳ ✕ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❬✷✾❪ ❉②❜❥❡r ✭P✳✮✳ ✕ ❘❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ✐♥❞✉❝t✐✈❡❧② ❞❡✜♥❡❞ s❡ts ❜② ✇❡❧❧✲♦r❞❡r✐♥❣s ✐♥ ♠❛rt✐♥✲❧ö❢✬s t②♣❡ t❤❡♦r②✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✻✳ ✕ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✸✵❪ ●✳ ❍✉❡t ❡❞✳ ✕ ❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❉♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✉s❡r✬s ❣✉✐❞❡✱ ❱❡rs✐♦♥ ❱✹✳✶✵✱
✶✾✽✾✳ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡ ■◆❘■❆ ✶✶✵✳

❬✸✶❪ ●✐♠é♥❡③ ✭❊✳✮✳ ✕ ❈♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s ✐♥ ❈♦q✳ ✕ ❘❛♣♣♦rt t❡❝❤♥✐q✉❡✱ Pr♦❥❡t ❈♦q✱ ■◆❘■❆ ❘♦❝q✉❡♥✲
❝♦✉rt✱ ❈◆❘❙ ❊◆❙ ▲②♦♥✱ ❥✉✐❧❧❡t ✶✾✾✺✳ ❈♦q ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✳

❬✸✷❪ ●✐♠é♥❡③ ✭❊✳✮✳ ✕ ❈♦❞✐❢②✐♥❣ ❣✉❛r❞❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ s❝❤❡♠❡s✳ ■♥ ✿ ❚②♣❡s ❢♦r Pr♦♦❢s ❛♥❞
Pr♦❣r❛♠s✬ ✾✹✳ ✕ ❚♦ ❛♣♣❡❛r✳

❬✸✸❪ ●✐♠é♥❡③ ✭❊✳✮✳ ✕ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲✐♥❞✉❝t✐✈❡ t②♣❡s ✐♥ ❈♦q✿ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❆❧t❡r♥❛t✐♥❣
❇✐t Pr♦t♦❝♦❧✳ ✕ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♥✗ ✾✺✲✸✽✱ ▲■P✲❊◆❙ ▲②♦♥✱ ✶✾✾✺✳ ❊①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❬✸✷❪✳

❬✸✹❪ ●✐♠é♥❡③ ✭❊✳✮✳ ✕ ❯♥ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ■♥✜♥✐❡s ❡t s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s
❝♦♠♠✉♥✐❝❛♥ts✳ ✕ ❚❤ès❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs✐té✱ ❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ▲②♦♥✱ ❞é❝❡♠❜r❡ ✶✾✾✻✳

❬✸✺❪ ●✐r❛r❞ ✭❏✳✲❨✳✮✳ ✕ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷♥❞ s❝❛♥❞✐♥❛✈✐❛♥ ❧♦❣✐❝ s②♠♣♦s✐✉♠✳ ■♥ ✿ ❯♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡
❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ à ❧✬❛♥❛❧②s❡✱ ❡t s♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡
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❬✸✻❪ ●✐r❛r❞ ✭❏✳✲❨✳✮✳ ✕ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡
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❉❡③❛♥✐✲❈✐❛♥❝❛❣❧✐♥✐ ✭▼✳✮ ❡t P❧♦t❦✐♥ ✭●✳✮✳ ✕ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡ ✶✶✾
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