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❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❉❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝✐s s✉r ❝❡ s✉❥❡t ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❚r♦❡❧str❛ ❬✹✶❪ ❡t
❛✉ss✐ ❞❛♥s ❇❡❡s♦♥ ❬✷❪✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s s✉rt♦✉t à ❧✬❛s♣❡❝t ✏✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✑ ❞❡ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥✳ ▲❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❋ω ❡t ❞✉ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✶✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛ ❞✬❛❜♦r❞ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑❧❡❡♥❡ ❬✷✻❪✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ♣❛r ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t
❞❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ tr❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ A ⇒ B s❡r❛ ✉♥ ✏♠♦②❡♥✑ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡
❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ A ❡♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ B✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ∃x.P (x) s❡r❛ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
❞❡ P (t)✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
✏e ré❛❧✐s❡ A✑ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ♦❜❥❡t t t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✏t ré❛❧✐s❡ A✑ s♦✐t ✈ér✐✜é❡✳ ❧✬♦❜❥❡t t ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s A1, ..., An ❡t s✐ ❝❤❛q✉❡ Ai ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✱
❛❧♦rs A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✛❡❝t✐❢ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ e ❞❡ A à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳
❉❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① s②stè♠❡s✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s
s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡♥t ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t e q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦✉ ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ✏e ré❛❧✐s❡ A✑ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ♦✉ ❜✐❡♥
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳

✻



❆ q✉♦✐ s❡rt ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❄

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s❡r✈❡♥t à ♣r♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ t❡❧❧❡s q✉❡

❙✐ ⊢ A ∨B ❛❧♦rs s♦✐t ⊢ A s♦✐t ⊢ B

♦✉ ❜✐❡♥
❙✐ ⊢ ∃x.Px ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t t❡❧ q✉❡ ⊢ P (t).

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡❝✐✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✏A∨B
❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✑ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✏⊢ A ♦✉ ⊢ B✑✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♥♦✉s ❞✐t q✉❡
s✐ A ∨B ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs A ∨B ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛①✐♦♠❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ A s♦✐t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t q✉❡
❞❡ A ♦♥ ♣✉✐ss❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✭A ⊢ ⊥✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♥♦✉s ❛ss✉r❡r❛✐t
q✉❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐♥s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉
❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ✜♥✐s ❍❆ω✳ ❖♥ ♣❡✉t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
▼❛r❦♦✈ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✭❞♦♥❝ ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡✮ ❞❛♥s ❍❆ω✳
P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ér✐✈❡r
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s
P❳ ❞❡ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❬✷✹❪✱ ◆✉♣r❧ ❞❡ ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❬✻❪ ♦✉ AF2 ❞❡ ❏✳▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❬✷✼❪ q✉❡ ♥♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❉❛♥s ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳

❈♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ∨ B✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ q✉✐
♥♦✉s ❞✐t s✐ ❝✬❡st A ♦✉ ❜✐❡♥ B q✉✐ ❛ été ♣r♦✉✈é✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡
∃x.P (x) ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ té♠♦✐♥ t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ P ✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♦♥t ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
q✉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r A∧B✱ ❝✬❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ A ❡t ❞❡ B✳
▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞ès q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t
♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳
❖♥ ❞é❣❛❣❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ♦♥t ❞❡s
ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❛ ♣r✐♦r✐✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❡r♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ P♦✉r ❧❛
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ❞❛♥s ❍❆ω✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ¬A s♦♥t ♣réré❛✲
❧✐sé❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✿

(¬A⇒ ∃x.P (x)) ⇒ ∃x.(¬A⇒ P (x))

✼



❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❝♦rr❡❝ts✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ ✏♣r♦❣r❛♠♠❡✑
q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ P♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❛tt❛❝❤❡r♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ e s✬é❝r✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧s✳ ■❧ s❡r❛ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦✉s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s
❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦✐❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ s❡r✈✐r❛ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ♦❜t❡♥✉✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s
♣♦✉rr♦♥s ✐❣♥♦r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❧❡s r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t
❝♦♥♥✉❡s✳

❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ré❛❧✐s❛✲
❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ✜♥✐s✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞
à ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡
❞✉ ❝❤♦✐① ♦✉ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛✲
❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❊❖◆ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ t❡r♠❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❢❛✐t ❛❧♦rs ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♣ré✲
❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❛✉t♦r✐s❡r ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
♣♦✉r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s ❡s♣è❝❡s q✉✐ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❆♣rès ❝❡ ❜r❡❢ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲
❍♦✇❛r❞✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❋ω ❡t ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✶✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡

▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❑❧❡❡♥❡ ❡♥ ✶✾✹✺ ét❛❜❧✐t ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳

✶✳✷✳✶ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❑❧❡❡♥❡ ❬✷✻❪✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s❡r❛ ♥♦té❡ ❍❆✳
▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ 0 ✭③ér♦✮✱ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ S ✭s✉❝❝❡ss❡✉r✮✱ ❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s + ✭♣❧✉s✮ ❡t · ✭♠✉❧t✐♣❧✐é✮
q✉✐ s❡r♦♥t ♥♦té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡✳ ▲❡ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❧✬é❣❛❧✐té = ♥♦té❡ ❞❡

✽



♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ⇒ ✭✐♠♣❧✐q✉❡✮✱ ∧ ✭❡t✮✱ ∨ ✭♦✉✮✱ ⊥ ✭❛❜s✉r❞❡✮✱ ∀
✭♣♦✉r t♦✉t✮ ❡t ∃ ✭✐❧ ❡①✐st❡✮✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s✱ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⇒ ❛ss♦❝✐❡ à ❞r♦✐t❡ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
A ⇒ B ⇒ C ❞és✐❣♥❡ A ⇒ (B ⇒ C)✳ ▲❡s s❝❤é♠❛s ❞✬❛①✐♦♠❡s ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡
❝❡ s②stè♠❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

■♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

A⇒ (B ⇒ A) (A⇒ B ⇒ C) ⇒ (A⇒ B) ⇒ A⇒ C

A A⇒ B

B

❈♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✿
A⇒ B ⇒ A ∧B

A ∧B ⇒ A A ∧B ⇒ B

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✿
A ⇒ A ∨B B ⇒ A ∨B

(A⇒ C) ⇒ (B ⇒ C) ⇒ (A ∨B) ⇒ C

❆❜s✉r❞❡ ✿
⊥ ⇒ A

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ✿

❙✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s C ✿
C ⇒ A(x)

C ⇒ ∀x. A(x)

(∀x. A(x)) ⇒ A(t)

◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ✿
A(t) ⇒ ∃x. A(x)

❙✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s C ✿
A(x) ⇒ C

∃x. A(x) ⇒ C

❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✿
A(0) ⇒ (∀x. (A(x) ⇒ A(S(x)))) ⇒ A(n)

S(a) = S(b) ⇒ a = b a = b ⇒ S(a) = S(b)
a = b ⇒ b = c ⇒ a = c ¬S(a) = 0
a+ 0 = a a+ S(b) = S(a+ b)
a · 0 = 0 a · S(b) = a · b+ a

▲❛ ré✢❡①✐✈✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ✿

¬A ≡ A⇒ ⊥

✳

✾



✶✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s

▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ tr♦✉✈❡r
❞❛♥s ❑❧❡❡♥❡ ❬✷✻❪✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s s❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❢♦r♠❡❧❧❡
❍❆✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡st ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ré❝✉rs✐✈❡s✱ ❣é♥ér❛❧❡s ✭t♦t❛❧❡s✮ ré❝✉rs✐✈❡s ❡t ♣❛rt✐❡❧❧❡s
ré❝✉rs✐✈❡s✳
❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ✈♦✐r ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs {⊤,⊥}✳
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ⊤ ❡t
⊥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à 1 ❡t 0✳ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ♣r✐♠✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛❧✱ r❡s♣✳ ♣❛rt✐❡❧✮ ré❝✉rs✐❢
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡st ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ❣é♥ér❛❧❡✱ r❡s♣✳ ♣❛rt✐❡❧❧❡✮
ré❝✉rs✐✈❡✳
■❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛
ré❝✉rs✐✈✐té✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ x̃ ❧✬❡♥t✐❡r ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ x✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱
♦♥ ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r❛ ♣❛s t②♣♦❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✳
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s ré❝✉rs✐✈❡s s♦♥t ✏r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡s✑ ♣❛r ❞❡s
♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s s♦♠♠❡s s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣❛r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳ ❈❡ rés✉❧t❛t t✐❡♥t ❛✉① r❡♠❛rq✉❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ ❛✉①
s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ 0✱ S✱ +✱ · ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥ t❡r♠❡ t(x1, . . . , xn)
❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s n ✈❛r✐❛❜❧❡s x1, . . . , xn ❞✐st✐♥❝t❡s ❧✐❜r❡s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡♥ n
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞✬é❣❛❧✐té✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ t♦✉t❡
❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢✳

✶✳✷✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡

❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ ❍❆❡t e ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ e ré❛❧✐s❡ A
♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠ét❛✲❧❛♥❣❛❣❡
❡t ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✐✛ér❡♥ts ❝♦❞❛❣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶ ✭❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝❧♦s❡s✮
✕ e ré❛❧✐s❡ P ❛✈❡❝ P ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ s✐ e = 0 ❡t P ❡st ✏✈r❛✐❡✑ ✭✐✳❡✳ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

♣r✐♠✐t✐✈❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st s❛t✐s❢❛✐t❡✮
✕ e ré❛❧✐s❡ A ∧B s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (a, b) ❛✈❡❝ a ré❛❧✐s❡ A ❡t b ré❛❧✐s❡ B✳
✕ e ré❛❧✐s❡ A ∨B s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❛✈❡❝ x = 0 ❡t y ré❛❧✐s❡ A ♦✉ ❜✐❡♥
x = 1 ❡t y ré❛❧✐s❡ B✳

✕ e ré❛❧✐s❡ A ⇒ B s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ φ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t a t❡❧ q✉❡ a ré❛❧✐s❡ A✱ ♦♥ ❛✐t φ(a) ré❛❧✐s❡ B✳

✕ e ré❛❧✐s❡ ∃x. A(x) s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x, a) ❡t s✐ a ré❛❧✐s❡ A(x̃)✳

✶✵



✕ e ré❛❧✐s❡ ∀x. A(x) s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ φ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x✱ φ(x) ré❛❧✐s❡ A(x̃)✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ❢♦r❝é♠❡♥t ❝❧♦s❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷ ✭❊tr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✮
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧♦s❡ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ e t❡❧ q✉❡ e ré❛❧✐s❡ A✳
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A(x1, . . . , xn) à ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

❣é♥ér❛❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ φ ❞❡ n ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x1, . . . , xn ♦♥ ❛✐t
φ(x1, . . . , xn) ré❛❧✐s❡ A(x̃1, . . . , x̃n)✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡
❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ þ❬❱❛❧✐❞✐té❪ ❙✐ Γ ⊢ E ❞❛♥s ❍❆
❡t s✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Γ s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛❧♦rs E ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❯♥ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ tr♦✉✈❡r
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t r❡❧✐❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t A(x1, . . . , xn, y) ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❡ à ♥✰✶ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❙✐

Γ ⊢ ∃y. A(x1, . . . , xn, y)

❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s φ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s x1, . . . , xn
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A(x̃1, . . . , x̃n, ỹ) ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ y = φ(x1, . . . , xn)✳

❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ∃x.P (x)✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♥♦✉s ❞✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t
t ❡t ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ P (t)✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s❛✈♦✐r q✉❡ P (t)
❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❝❛r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s❡rt ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à
✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ♦♥ s❛✐t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✏✈r❛✐❡✑✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷ ❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ P̃ ❞❡ ❍❆ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❣é♥ér❛❧ ré❝✉rs✐❢ P ✱ ❛❧♦rs
♣♦✉r t♦✉s x1, . . . xn✱ P̃ (x̃1, . . . x̃n) ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ P (x1, . . . xn)✳

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✏tr❛♥s♣♦rt❡r✑ ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡
e ré❛❧✐s❡ A ❡♥ e (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ A ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✶✳✶ ❡t ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✏♦✉✑ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳
✕ e (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ A ∨B s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) ❛✈❡❝ x = 0✱ Γ ⊢ A ❡t y (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ A

♦✉ ❜✐❡♥ x = 1✱ Γ ⊢ B ❡t y (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ B✳
✕ e (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ ∃x. A(x) s✐ e ❡st ❧❡ ❝♦❞❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❡ (x, a) ❛✈❡❝ ✿

Γ ⊢ A(x̃) ❡t a (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ A(x̃)✮✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t
♥♦♠♠é❡ ✭Γ ⊢✮ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳

✶✶



✶✳✷✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s

❑❧❡❡♥❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ s②s✲
tè♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✈r❛✐❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ✭❝❛r ♥♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡s✮ ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ♦✉ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❢❛✉ss❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤✲
♠ét✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ Γ|M ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✭Γ ⊢✮ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ e (Γ ⊢)ré❛❧✐s❡ M ♣❛r Γ|M ❡t ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ e✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥❝♦r❡
é♥♦♥❝❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r
q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ A ∨ B ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ♦✉ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ B ❡t q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ∃x. A(x) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r x ❡t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ A(x̃)✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥
❝♦♥str✉✐s❛♥t ✉♥ ♦❜❥❡t té♠♦✐♥✱ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t✳

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡r♠❡ ❞✉ ♠ét❛ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❊♥ ❢❛✐t
✭❝❢ ❇❡❡s♦♥ ❬✷❪✮✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ x ré❛❧✐s❡ A ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡❍❆ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t T ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
✈❛❧✐❞✐té✱ ♣✉✐s ♦♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳
▲❡s ❛✉tr❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ♠❛♥✐èr❡✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛❥❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❞❛❣❡s✳ ■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❛♣rès ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✶✳✸ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡

▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ✜♥✐s❍❆ω✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡
❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❝✬❡st ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❛❜str❛✐t❡✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ x ♠r A
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s A✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❍❘❖✮ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ s❡
❞✐st✐♥❣✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✱ ❞♦♥❝ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s
t♦t❛❧❡s✳ ❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ♥♦♥ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

✶✳✸✳✶ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❍❆ω

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡

❉❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ s♦♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ■❝✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡
❞❡ t❡r♠❡s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣és✳

✶✷



▲❡s t②♣❡s s♦♥t ❢♦r♠és à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ι ✭♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ s❡✉❧
❝♦♥str✉❝t❡✉r →✳
▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❆♣ ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ (u v) ❧❡ t❡r♠❡
✏Ap(u, v)✑✮ ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t 0 ❞❡ t②♣❡ ι✱ S ❞❡ t②♣❡
ι → ι✱ ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs Kσ,τ ❞❡ t②♣❡ σ → τ → σ ❡t Sρ,σ,τ ❞❡ t②♣❡ (ρ → σ → τ) → (ρ →
σ) → ρ→ τ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ré❝✉rs❡✉r Rσ ❞❡ t②♣❡ σ → (σ → ι→ σ) → ι→ σ✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ t =σ u✱ ♣♦✉r σ ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡ ✭⊥✮✳ ▲❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭⇒✮✱ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✭∧✮✱
❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ✭∨✮ ❡t ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡s ❡t ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡s t②♣é❡s ✭∀xσ✱ ∃xσ✮✳ ❖♥
♦♠❡ttr❛ très s♦✉✈❡♥t ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s s✉✐t❡s é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ []✱ ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡✳ ❙✐ x = x1, . . . , xn ❡t y = y1, . . . , ym
❛❧♦rs ✿

∀x.P = ∀x1 . . . ∀xn.P

∃x.P = ∃x1 . . . ∃xn.P

(x y) = (x1 y1 . . . ym), . . . , (xn y1 . . . ym)

x, y = x1, . . . , xn, y1, . . . , ym

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥
ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡

❖♥ ❛ ❧❡s rè❣❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳
▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té s♦♥t ❧❛ ré✢❡①✐✈✐té✱ ❧❛ s②♠étr✐❡✱ ❧❛ tr❛♥s✐t✐✈✐té✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ré❣✉❧❛r✐té
✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

xσ→τ =σ→τ y
σ→τ ⇒ zσ =σ t

σ ⇒ (xσ→τ zσ) =τ (yσ→τ tσ)

P♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ✿

(S xι) 6= 0 xι = yι → (S xι) = (S yι)

❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛
❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ✿

(Kσ,τ x
σ yτ ) = xσ

(Sρ,σ,τ x
ρ→σ→τ yρ→σ zρ) = (xρ→σ→τ zρ (yρ→ σ zρ))

(Rσ x
σ yσ→ι→σ 0) = xσ

(Rσ x
σ yσ→ι→σ (S zι)) = (y (Rσ x

σ yσ→ι→σ zι) zι)

✶✸



❘❡♠❛rq✉❡s

▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛♥❞❛r❞ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs K ❡t
S✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ λxσ.t ❧❡ t❡r♠❡ t ❛❜str❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❡ t②♣❡ σ✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ λx.t ♣♦✉r λx1 . . . λxn.t✳
❈❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❍❆ω ✐❝✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧é N − ❍❆ω ❞❛♥s ❚r♦❡❧str❛ ❬✹✶❪✱
❧❡ s②stè♠❡ ❍❆ω ❡st ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ N − ❍❆ω ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té
q✉✬❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ι✳ ❚r♦❡❧str❛ s✐❣♥❛❧❡ q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❍❆ω ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❞❡ N − ❍❆ω✳
❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❍❆ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❍❆ω✳

✶✳✸✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

❉é✜♥✐t✐♦♥

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ ❍❆ω ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ x ♠r A ❞❡ ❍❆ω✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱
x ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s A✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x s♦♥t ❧✐❜r❡s ❞❛♥s
❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ x ♠r A ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥st❛♥❝✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r A✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[] ♠r A = A s✐ A ❡st ❛t♦♠✐q✉❡

x, y ♠r A ∧B = x ♠r A ∧ y ♠r B

zι, x, y ♠r A ∨B = (z = 0 ⇒ x ♠r A) ∧ (z 6= 0 ⇒ y ♠r B)

y ♠r A⇒ B = ∀x.(x ♠r A⇒ (y x) ♠r B)

y ♠r ∀xσ.A(xσ) = ∀xσ.(y xσ) ♠r A(xσ)

zσ, y ♠r ∃xσ.A(xσ) = y ♠r A(zσ)

❘❡♠❛rq✉❡s

❙✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♥✐ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♥✐ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
x ♠r A ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à A ✭x ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡✮✳ ❚♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ¬A ✭A ⇒ ⊥✮
❡st ♣réré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✳ ❖♥ ❛

[] ♠r ¬A = ∀x.¬(x ♠r A)

❚♦✉t❡s ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s x ♠r A s♦♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♥✐ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✳
❙✐ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t✱ ❛✉ ❧✐❡✉
❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ x ♠r A ❛✈❡❝ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
t❡r♠❡✳

❱❛❧✐❞✐té

❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s t t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t ♠r A
❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❍❆ω✳

✶✹



▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿ þ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❍❆ω✳ ❙✐
t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ Γ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ B ♣r♦✉✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
Γ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞❡ B✳

Pr♦♣r✐étés

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳
▲❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐ ✿

(IP ) (¬A ⇒ ∃yσ.B) ⇒ ∃yσ.(¬A ⇒ B)

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t B s♦✐❡♥t y = yτ11 , . . . , y
τn
n ✳ ❆❧♦rs ❧❡ s❝❤é♠❛

❞✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✿

λzσλy.zσ, λzσλy.yτ11 , . . . , λz
σλy.yτnn

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(AC) ∀xσ.∃yτ .A(x, y) ⇒ ∃zσ→τ .∀xσ.A(x, (z x)).

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t A s♦✐❡♥t y = yτ11 , . . . , y
τn
n ✳ ▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡st

ré❛❧✐sé ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✿

λzσ→τ .z, λuσ→τ1
1 .u1, . . . , λu

σ→τn
n .un

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡ ■P ❡t ❆❈ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s σ ❡t τ ❛❧♦rs
♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✿

A⇔ ∃x.(x ♠r A).

r✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ r❡♥❢♦r❝é❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦✲
t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡
q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡
♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❡t ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡ x ♠q A ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❡t ♦♥ ❛ ✿

y ♠q A⇒ B = ∀x.((x ♠q A) ∧ A) ⇒ (y x) ♠q B

zσ, y ♠q ∃xσA(xσ) = (y ♠q A(zσ)) ∧ A(zσ)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❛❧♦rs x ♠q A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs
❡①✐st❡♥t✐❡❧s ♦✉ ❞❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥s✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ t t❡❧ q✉❡ (t ♠q A)∧
A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬❛①✐♦♠❡s ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ♣❧✉s à ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳

✶✺



■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❍❘❖

▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ❡st ❛❜str❛✐t❡✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ s②♥✲
t❛①✐q✉❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❍❆ω ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ P♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ M ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ t M✲ré❛❧✐s❡ A s✐ M |= t ♠r A✳
P♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❤éré❞✐✲
t❛✐r❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s ❍❘❖✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ {e}(x) ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❝♦❞❡ e à x✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ σ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs Vσ✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Vι ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t♦✉s ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Vσ→τ ❡st ❢♦r♠é ❞❡s ❝♦❞❡s e ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s
t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ❞❛♥s Vσ✱ ❧✬❡♥t✐❡r {e}(y) ❡st ❞é✜♥✐ ❡t ❡st ❞❛♥s Vτ ✳
❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, σ) t❡❧ q✉❡ x ∈ Vσ✳
❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✿

((x, σ → τ) (y, σ)) = ({x}(y), τ)

❖♥ tr♦✉✈❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❤❛q✉❡
❝♦♥st❛♥t❡✳

Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♠♦❞è❧❡ r❡str❡✐♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✉✐ ✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s
❞❡ t②♣❡ ι→ ι à r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t♦t❛❧❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st q✉❡
❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

∀xι. (P (x) ∨ ¬P (x)) ⇒ (¬¬∃xι P (x)) ⇒ ∃xιP (x).

❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧♦rsq✉❡ P ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢✳ ■❧ ✈ér✐✜❡
❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿ ∀xι.(P (x) ∨ ¬P (x))✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r✐♠✐t✐❢
ré❝✉rs✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉✬✐❧ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t
❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ ♣ré❞✐❝❛t P (y) = (T x x y) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❧✐❜r❡ ✭❛✈❡❝
T ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✮✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❍❘❖✱ ♦♥
❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ∃y.(T x x y)✱ ❝❡ q✉✐ ♠è♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳ ❈❡t ❛r❣✉♠❡♥t
s❡r❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

✶✳✹ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♣❛rt✐❡❧s

◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✉r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞❡s t❡r♠❡s ♣❛rt✐❡❧s✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❡st ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ❇❡❡s♦♥ ❬✷❪✳

✶✳✹✳✶ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❊❖◆

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✏❊❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡s ❖♣ér❛t✐♦♥s
❡t ❞❡s ◆♦♠❜r❡s✑ ✭❊❖◆✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ t❡r♠❡s q✉✐

✶✻



♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞❡ ✏✈❛❧❡✉r✑✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
à ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❯♥❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ s❡r❛ t ↓ ❛✈❡❝ t ✉♥
t❡r♠❡❀ s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ✏t ❡st ❞é✜♥✐✑ ♦✉ ✏t ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✑✳

❚❡r♠❡s ❞❡ ❊❖◆

▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♠ê♠❡s
♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❍❆ω✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❊❖◆✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ t②♣❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❛♥s ❊❖◆ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs K ❡t S✱ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ✭P❛✐r✮ ❡t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭❋st ❡t ❙♥❞✮✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❢♦r♠és à
♣❛rt✐r ❞❡ 0 ✭③ér♦✮✱ SN ✭s✉❝❝❡ss❡✉r✮ ❡t PN ✭♣ré❞é❝❡ss❡✉r✮✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❈♦♥❞ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡♥t✐❡r ❡st ♦✉ ♥♦♥ é❣❛❧ à 0✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✭◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❛②❛♥t
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡✮✳

❙②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡

❖♥ ❛ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❜✐♥❛✐r❡ ❞✬é❣❛❧✐té ✭= ♥♦té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡✮✱ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡ ✏❛✈♦✐r
✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✑ ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ a ↓ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✏a ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✑✮ ❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✉♥❛✐r❡
✏êtr❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r✑ ✭♦♥ ♥♦t❡r❛ N (a) ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✏a ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✑✮✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s
❧♦❣✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ✉s✉❡❧s ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛
♣❛rt✐❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ✐♥❝❤❛♥❣é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s
♣r❡♥♥❡♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❛rt✐❛❧✐té✳

❆①✐♦♠❡s ♣♦✉r ↓

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳

❈♦♥♥❡❝t❡✉rs ✿ ▲❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ∃ ❡t ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ∀ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✿

∀x. A(x) ∧ t ↓ ⇒ A(t)

A(t) ∧ t ↓ ⇒ ∃x. A(x)

❱❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ✿ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐✲
s♦♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s c ↓ ♣♦✉r c ❝♦♥st❛♥t❡ ♦✉ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s
t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s x, y ❡t z ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t t✱ u ❡t v ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s
t❡r♠❡s✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ♣ré❞✐❝❛ts s♦♥t s✉♣♣♦sés str✐❝ts✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡

R(t1, . . . , tn) ⇒ t1 ↓ ∧ . . . ∧ tn ↓

f(t1, . . . , tn) ↓ ⇒ t1 ↓ ∧ . . . ∧ tn ↓

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ❧❡ s❡✉❧ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

(u v) ↓ ⇒ u ↓ ∧ v ↓
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❊❣❛❧✐té ✿ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ t ≃ u ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ t ↓ ∨ u ↓ ⇒ t = u✳ ▲❡s rè❣❧❡s
s♦♥t ✿

t ↓ ⇒ t = t t ↓ ∧ u ↓ ∧ t = u ⇒ u = t

t ≃ u ∧ Φ(t) ⇒ Φ(u)

❆①✐♦♠❡s ♥♦♥ ❧♦❣✐q✉❡s

P♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s K ❡t S✱ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ✿

(K x y) = x K 6= S (S x y) ↓ (S x y z) = (x z (y z))

▲❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s s♦♥t ✿

(Pair x y) ↓ (Fst (Pair x y)) = x (Snd (Pair x y)) = y

P♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❧❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

N (0) ∀x.N (x) ⇒ N ((SN x))

∀x.N (x) ⇒ (SN x) 6= 0

∀x.N (x) ⇒ (PN (SN x)) = x

❖♥ ❛ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

φ(0) ∧ ∀y.((N (y) ∧ φ(y)) ⇒ φ(SN y)) ⇒ ∀x.(N (x) ⇒ φ(x)).

P♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♦♥ ❛ ✿

(Cond 0 x y) = x

N (a) ⇒ (Cond (SN a) x y) = y

▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❈♦♥❞ ❡st str✐❝t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❊❖◆✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t❡r♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ♥♦♥ é✈❛❧✉é❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ✈❛❧❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉s✉❡❧❧❡
q✉✐ ❡st ✏❞✬❛❜str❛✐r❡✑ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts x ❡t y ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡t❛r❞❡r ❧❡✉r é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

λ✲❈❛❧❝✉❧ ❡t ré❝✉rs✐♦♥

❉❛♥s ❊❖◆ ✭❡♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥❡ s♦✉s t❤é♦r✐❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t q✉❡ K ❡t S✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥
♠♦♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❙✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡
λx.t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ x ❡st ❧✐é✱ t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ✿

λx.t ↓ ❡t (λx.t x) ≃ t

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r t✳ �

✶✽



❯♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡
f = λg.Fg ❡t q✉✐ r❡♥❞ ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ F ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ g t❡❧ q✉❡ g ❡t Fg s♦♥t ❞❡✉①
❢♦♥❝t✐♦♥s ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t é❣❛❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ R t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❊❖◆ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
s✉✐✈❛♥t❡✳

(R f) ↓ ∧ (g = (R f) ⇒ ∀x.(g x) ≃ (f g x))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r Y ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

Y = λf.(t t) ❛✈❡❝ t = λy.(f (y y))

▼❛✐s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r♦✉✈❡r (Y f) ↓✳ ❖♥ rés♦✉❞ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ η✲
❡①♣❛♥❞❛♥t t✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ ✿

R = λf.(t t) ❛✈❡❝ t = λyλx.(f (y y) x)

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❛ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ �

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❛❧♦rs ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ PR t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s g ❡t h✱ ❧❡ t❡r♠❡ f =
(PR g h) ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(f 0 x) ≃ (g x) N (n) ⇒ (f (SN n) x) ≃ (h x n (f n x))

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✿

PR = λg.λh.(R λF.λn.(Cond n λx.(g x) λx.(h x (PN n) (F (PN n) x)))).

�

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ré❝✉rs✐✈❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥✲
t❛❜❧❡s ❞❛♥s ❊❖◆✳

✶✳✹✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❊❖◆

❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ ❊❖◆ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ e r A ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ e ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s A✳ ❙✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧♦rs t r A ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
e r A ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ s✉❜st✐t✉é t ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ e✳

e r A = A s✐ A ❡st ❛t♦♠✐q✉❡

e r A ∧B = (Fst e) r A ∧ (Snd e) r B

e r A⇒ B = ∀q.(q r A⇒ ((e q) ↓ ∧ (e q) r B))

e r ∀x.A(x) = ∀x.((e x) ↓ ∧ (e x) r A(x))

e r ∃x.A(x) = (Snd e) r A((Fst e))

e r A ∨B = N ((Fst e)) ∧ ((Fst e) = 0 ⇒ (Snd e) r A)

∧((Fst e) 6= 0 ⇒ (Snd e) r B)
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Pr♦♣r✐étés

■❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s
❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❛❧♦rs ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ e r A ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ss✐ x ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✳ ■❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿ e r (A[x/t]) ❡t (e r A)[x/t] s♦✐❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ♠♦♥tr❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r A✳
❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s q✉❡ A t❡❧ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t ↓ ∧ t r A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té
s✬é♥♦♥❝❡ ❛✐♥s✐✳ þ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❙✐ A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ s♦✉s ❧❡s
❤②♣♦t❤ès❡s Γ ❛❧♦rs A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ A✳
❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞♦♥t ✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸ ❯♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ❡st ♣réré❛❧✐sé❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ jA ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉❡ A t❡❧ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

A⇒ jA r A ❡t ∀x.(x r A) ⇒ A

❚♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♥✐ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♥✐ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st ♣réré❛❧✐sé❡✳

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ré❝✉rs✐✈❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❊❖◆✳ ❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧❡s t❡r♠❡s
♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ x(y)✳
❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❊❖◆ ✐♥t❡r♣rété❡ ❞❛♥s ❝❡
♠♦❞è❧❡✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r
ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t t♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❬✷❪✳

✶✳✺ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r

▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡s ét❛✐❡♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❞❡s s②stè♠❡s ❞✉ ♣r❡✲
♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡s ♥♦t✐♦♥s s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡♥t à ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s
✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬❡♥t✐❡rs✳

✶✳✺✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡

▲❛ t❤é♦r✐❡ ❍❆❙ ❡st ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

✷✵



❙✐ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡ ❡t s✐ t1, . . . , tn s♦♥t n t❡r♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❛❧♦rs X(t1, . . . , tn) ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❍❆❙ ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡
❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳
❊♥ ❢❛✐t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✐❝✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❊❖◆✳ ❈❡ s②stè♠❡ r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❆❋2

❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s ♥✲❛✐r❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❞❡✉① s♦rt❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡t
❞❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s✳ ❖♥ ❛ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥ t❡r♠❡
❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s y ∈ X✮✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉① rè❣❧❡s ❞é❥à ♣rés❡♥té❡s ♣♦✉r ❊❖◆ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❛✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ s✬é♥♦♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡
ψ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s X ❧✐❜r❡ ✿

❈❆ ∃X.∀y.(y ∈ X ⇔ ψ(y))

▲❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡st ♣r✐s ✐❝✐ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ψ ♣❡✉t
❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧✐é❡s✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ✿

❊❳❚ ∀X.∀x, y.(x ∈ X ⇒ x = y ⇒ y ∈ X)

✶✳✺✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❡♥❞r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❊❖◆✳
❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ e r A✱ e ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡✳
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡X ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡X∗✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❝❧❛✉s❡s
s✉✐✈❛♥t❡s ✿

e r t ∈ X = (Pair e t) ∈ X∗

e r ∀X.ψ = ∀X∗.e r ψ

e r ∃X.ψ = ∃X∗.e r ψ

❖♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X✱ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X∗ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s (e, n)✱ ♦ù n ❡st
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ X ❡t e ❧❛ tr❛❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ n ∈ X✳
❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✈❛❧✐❞❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧❡
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té s♦♥t ré❛❧✐sés✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻ ❚♦✉t❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✿

λy.(Pair λz.z λz.z)

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❡st ré❛❧✐sé ♣❛r ✿

λxλyλzλt.z

✷✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r

∃X∗.∀y. ((Pair λz.z λz.z) ↓)
∧(∀z.(Pair z y) ∈ X∗ ⇒ (z ↓ ∧ z r ψ(y)))
∧(∀z.z r ψ(y) ⇒ (z ↓ ∧ (Pair z y) ∈ X∗))

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡s à ♠♦♥tr❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
t❡r♠✐♥❡✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(Fst u) r ψ((Snd u))

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ Y ❞♦♥t ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

∀y.∀z.(Pair z y) ∈ Y ⇔ z r ψ(y)

❈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
P♦✉r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s❡ ♣r♦✉✈❡♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✳
■❧ ❢❛✉t ❡♥s✉✐t❡ ♠♦♥tr❡r ✿

∀X∗.∀x, y.∀z.(Pair z x) ∈ X∗ ⇒ ∀t.x = y ⇒ (Pair z y) ∈ X∗

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✜①❡ X∗.x, y ❡t z✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r Y t❡❧
q✉❡

u ∈ Y ⇔ (Pair z u) ∈ X∗

■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té à Y ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✳ �

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡

❖♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ t❡❧ q✉❡ ❍❆ω✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❞é✜♥✐❡✳ ▼❛✐s s✐ ♦♥ ✈❡✉t
✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ♣♦✉r
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s❡r❛ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥❛t✉r❡✳

✶✳✻ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡①♣r✐♠é❡s
❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s t②♣és✳ ■❧ ② ❛ t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s t②♣❡s✳ ❖♥ ❢❛✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ❛✉① ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ♣✉✐s à ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❚②♣❡s
✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A⇒ B ❢♦♥❝t✐♦♥ A→ B
❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ A ∧B ♣r♦❞✉✐t A×B
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ A ∨B s♦♠♠❡ A+B

✷✷



■❧ ② ❛ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és✳

[A]
✳✳✳
B

A⇒ B
Γ, x : A ⊢ t : B

Γ ⊢ λx : A.t : A→ B

A⇒ B A
B

Γ ⊢ f : A→ B Γ ⊢ t : A
Γ ⊢ f(t) : B

A B
A ∧B

Γ ⊢ t1 : A Γ ⊢ t2 : B
Γ ⊢ (t1, t2) : A×B

A ∧B
A

A ∧B
B

Γ ⊢ t : A×B
Γ ⊢ Fst(t) : A

Γ ⊢ t : A×B
Γ ⊢ Snd(t) : B

❖♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s
s②stè♠❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡✳

[A]
✳✳✳

✳✳✳

B
✳✳✳ A

A⇒ B A ≡
✳✳✳

B B

(λx : A.t)(u) ≡ t[x/u]

✳✳✳
✳✳✳

A B

A ∧B ≡
✳✳✳

A A

Fst(a, b) ≡ a

❈❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ♣❡r♠❡t ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r ❝❡t ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ à t♦✉t❡
♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A✱ ✐❧ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ t ❡st ❞❡
t②♣❡ A′ ♦ù A′ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A✳
❙✐ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té à ❧❛ ♠é❝❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱
✐❧ s❡♠❜❧❡ ❧✬êtr❡ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦❜❥❡t t ♦❜t❡♥✉ ❡st
✐s♦♠♦r♣❤❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛❧♦rs q✉✬✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♠♦✐♥s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥✱ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♥♦♥
♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✏t ré❛❧✐s❡ A✑ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✏t ❡st ❞❡ t②♣❡
A✑✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❛✉ s②stè♠❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ e ré❛❧✐s❡
∃x.P (x) q✉❡ e ❡st ❢♦r♠é ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t t ❡t ❞✬✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P (t)✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❢❛✐r❡ ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡ ✭❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✮ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t❡r♠❡✳

✷✸



◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❋ω ❡t ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❈❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ P❛r
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❝❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳

✶✳✼ ▲❡ s②stè♠❡ ❋ω

▲❡ s②stè♠❡ ❋ω ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞ ❬✶✾❪✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ❡t ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ q✉✐ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥
♥♦t❡r❛ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❞❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s ❝r♦❝❤❡ts ❝❛rrés✳

◆♦t❛t✐♦♥s✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
❋ω q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❙✐M ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛M [x/N ] ❧❡ rés✉❧t❛t
❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ N ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ x ❞❛♥s M ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣❛r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉❡ ❇r✉✐❥♥ ❬✶✹❪
❡t ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥
é❝r✐r❛ ♣❛r❢♦✐s M(x) ❧❡ t❡r♠❡ M ♣♦✉r ✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s
M ✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ M(N) ❞és✐❣♥❡r❛ ❛❧♦rs M [x/N ]✳

✶✳✼✳✶ ❙②♥t❛①❡

❖♥ ♥♦t❡r❛ ΛD ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❋ω✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳ ▲❡s
♦r❞r❡s✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ ❢❛✐r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω✱ ❧❡s ♦r❞r❡s s♦♥t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✜♥✐s✱ ♣✉✐s
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ♦r❞r❡s✱ ♣✉✐s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t
❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t ❞❡s ♦r❞r❡s✳
✕ ▲❡s ♦r❞r❡s ✿ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❉❛t❛ ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❡t s✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s ♦r❞r❡s ❛❧♦rs A → B
❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳

✕ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ✿ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ Vop ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ Vop
s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❛♣♣❡❧és ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❙♦✐t σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❙✐ τ ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❛❧♦rs σ → τ ✭❢♦♥❝t✐♦♥✮ ❡t (σ τ) ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❙✐ X ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r✱ s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❡t s✐ σ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉✈❛♥t ❝♦♥t❡♥✐r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ X✱ ❛❧♦rs (X : A)σ✱ ✭♣r♦❞✉✐t✮ ❡t [X : A]σ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥✮ s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳

✕ ▲❡s t❡r♠❡s ✿ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ VT ✭❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ Vop✮ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts
❞❡ VT s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✭❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s✮✳ ❙✐ s ❡t t s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧♦rs (s t) ❡st
✉♥ t❡r♠❡✳ ❙✐ s ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs (s σ) ❡st ✉♥ t❡r♠❡✳ ❙✐ x ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡✱ s ✉♥ t❡r♠❡ ❡t σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs [x : σ]s ❡st ✉♥ t❡r♠❡✳ ❙✐ X ❡st
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r✱ s ✉♥ t❡r♠❡ ❡t s✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs [X : A]s ❡st ✉♥ t❡r♠❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹ ✭❈♦♥t❡①t❡✮ ❯♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡s ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s
(X,A) ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❡t A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît
❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❡ ❞✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ❝♦✉♣❧❡✳
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◆♦t❛t✐♦♥s ✿ ❙✐ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(X1, A1), . . . , (Xn, An)}
❛❧♦rs ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡ X1 : A1, . . . , Xn : An✳ ▲✬♦r❞r❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st s❛♥s ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r
s✐♠♣❧❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

✶✳✼✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ✏êtr❡ ✉♥ ♦r❞r❡✑ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏êtr❡
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡s✑✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥

Σ ⊢Fω
σ ∈ A

❛✈❡❝ Σ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡✱ σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡t A ✉♥ ♦r❞r❡✳

(X,A) ∈ Σ

Σ ⊢Fω
X ∈ A

Σ ⊢Fω
σ ∈ ❉❛t❛ Σ ⊢Fω

τ ∈ ❉❛t❛

Σ ⊢Fω
σ → τ ∈ ❉❛t❛

X : A,Σ ⊢Fω
σ ∈ ❉❛t❛

Σ ⊢Fω
(X : A)σ ∈ ❉❛t❛

.

X : A,Σ ⊢Fω
σ ∈ B

Σ ⊢Fω
[X : A]σ ∈ A→ B

.

Σ ⊢Fω
σ ∈ A→ B Σ ⊢Fω

τ ∈ A

Σ ⊢Fω
(σ τ) ∈ B

.

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ✈❡✉t q✉❡ ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬♦♣ér❛t❡✉r s❡ s✉❝❝è❞❡♥t✳ ❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ à ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s à ❞❡s ♦r❞r❡s ♦✉ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t q✉✐ ❡st ♥♦té ΓO✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺ ✭❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮
✕ ▲❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡ [] ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡ []O ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✳
✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Γ ❡t s✐
A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs Γ, X : A ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❡t (Γ, X : A)O = ΓO, X : A✳

✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Γ ❡t s✬✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ΓO ⊢Fω

σ ∈ ❉❛t❛✱ ❛❧♦rs Γ, x : σ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡
❡t (Γ, x : σ)O = ΓO✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ Γ ⊢Fω
t ∈ σ

❛✈❡❝ Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ t ✉♥ t❡r♠❡ ❡t σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ =βη ❧✬é❣❛❧✐té
♠♦❞✉❧♦ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳

x : σ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Γ

Γ ⊢Fω
x ∈ σ

.
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Γ ⊢Fω
t ∈ σ → τ Γ ⊢Fω

u ∈ σ′ σ =βη σ
′

Γ ⊢Fω
(t u) ∈ τ

Γ, x : σ ⊢Fω
t ∈ τ

Γ ⊢Fω
[x : σ]t ∈ σ → τ

Γ ⊢Fω
t ∈ (X : A)σ ΓO ⊢Fω

τ ∈ A

Γ ⊢Fω
(t τ) ∈ σ[X/τ ]

Γ, X : A ⊢Fω
t ∈ σ

Γ ⊢Fω
[X : A]t ∈ (X : A)σ

❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✱ σ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❡tA ✉♥ ♦r❞r❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t
Γ ⊢Fω

σ ∈ A ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ΓO ⊢Fω
σ ∈ A ❡st

❞ér✐✈❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ s✬é❝r✐✈❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♦✉ ❞✉ t②♣❛❣❡ ❞❡ t❡r♠❡s✳

❙②stè♠❡ F

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s②stè♠❡ F ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❋ω ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♦r❞r❡ ❉❛t❛✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ❢♦r♠és
q✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ σ → τ ♦✉ ♣r♦❞✉✐t (X : ❉❛t❛)σ✳
▲❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✐❝✐ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s
❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❞❡✉①✳

✶✳✽ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s
❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✾❪✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ s❡r❛ ♥♦té❡ ❊❈❈ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

✶✳✽✳✶ ❙②♥t❛①❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Λ

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✕ ❉❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s Pr♦♣ ❡t ❚②♣❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à Λ✳
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s V ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Λ✳
✕ ❙✐ M,N ∈ Λ ❛❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (M N) ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Λ✳
✕ ❙✐ M,N ∈ Λ ❡t x ∈ V ❛❧♦rs ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ [x : M ]N ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Λ✳
✕ ❙✐ M,N ∈ Λ ❡t x ∈ V ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❞✉✐t (x : M)N ❛♣♣❛rt✐❡♥t à Λ✳

❘❡♠❛rq✉❡s ✿
✕ ❉❛♥s ♥♦s rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t②♣❡s✳ ❉❛♥s ❧❡

❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❝♦♠♠❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❧❛ β ❡t ❧❛ η ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s
s♦♥t ✿

([x : A]M N) =β M [x/N ]

✷✻



❙✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s M ✿[x : A](M x) =η M

❖♥ ♥♦t❡ =βη ❧❛ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡s rè❣❧❡s✳
❉✐s♦♥s ✉♥ ♣❡t✐t ♠♦t à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞♦✉t❡ s✉r s♦♥ ✉t✐❧✐té ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡st ♠♦✐♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡rt❛✐♥s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t
à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳ ❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❧♦rs ♦♥ ♥❡ ré❞✉✐t
♣❛s ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❧❡ t❡r♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡
η✲❡①♣❛♥s❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❝❡tt❡
rè❣❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✕ ❯♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s x1 : A1, . . . , xn : An ♦ù xi ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡t Ai ∈ Λ✳ ❖♥ ♥♦t❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ♣❛r s✐♠♣❧❡ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡ ♣❛r []✳

✕ ▲❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ✿ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t Γ ⊢ M ∈ N ✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s Γ ❡st
✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t M ❡t N s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ Λ✳

✶✳✽✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ K ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Pr♦♣ ♦✉ ❚②♣❡✳
✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✿

(1) [] ❡st ❱❛❧✐❞❡

(2)
Γ ⊢M ∈ K x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Γ

Γ, x : M ❡st ❱❛❧✐❞❡

✕ ❍②♣♦t❤ès❡ ✿

(3)
Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ x : N ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Γ

Γ ⊢ x ∈ N

✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ✿

(4)
Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡

Γ ⊢ Pr♦♣ ∈ ❚②♣❡

✕ Pr♦❞✉✐t ✿

(5)
Γ, x : P ⊢M ∈ K

Γ ⊢ (x : P )M ∈ K

✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿

(6)
Γ, x : P ⊢M ∈ N Γ, x : P ⊢ N ∈ K

Γ ⊢ [x : P ]M ∈ (x : P )N

✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

(7)
Γ ⊢M ∈ (x : P )N Γ ⊢ R ∈ Q P =βη Q

Γ ⊢ (M R) ∈ N [x/R]

✕ ❊❣❛❧✐té ✿

(8)
Γ ⊢M ∈ N Γ ⊢ N ′ ∈ K N =βη N

′

Γ ⊢M ∈ N ′

✷✼



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✻ ❯♥ t❡r♠❡ M ∈ Λ ❡st ❞✐t ❜✐❡♥ ❢♦r♠é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡t
✉♥ t❡r♠❡ N t❡❧s q✉❡ Γ ⊢ M ∈ N s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ M ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡
N ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ tr♦✐s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ N ❛❧♦rs tr♦✐s ❝❛s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t✳
❙♦✐t N = ❚②♣❡✱ s♦✐t N ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✱ s♦✐t N ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✳

❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼ ✭◆✐✈❡❛✉✮ ❙♦✐t M ∈ Λ ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ t②♣❡ N ✳
✕ ❙✐ N = ❚②♣❡ ❛❧♦rs M ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs M ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐✲

t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù N = Pr♦♣✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs M ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳

✶✳✽✳✸ Pr♦♣r✐étés ✿

✕ ❙✐ x : M ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈é ♣❛r ❧❡s
rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❛❧♦rs M ❡st s♦✐t ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ s♦✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥
❞✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ M ❡st ✉♥ t②♣❡✳

✕ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢M ∈ N ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡
❞❡ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡✳

✕ P♦✉r t♦✉t ✉ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ u ∈ P ♦♥ ❛ ✿
✕ ❙✐ Γ, x : P,∆ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs Γ,∆[x/u] ❡st ❱❛❧✐❞❡✳
✕ ❙✐ Γ, x : P,∆ ⊢M ∈ N ❛❧♦rs Γ,∆[x/u] ⊢M [x/u] ∈ N [x/u]✳

✕ ❙✐ Γ ⊢ M ∈ N ❡st ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ❞ér✐✈é ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❡t s✐ ∆ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t Γ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s Γ
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐ ❞❛♥s ∆✮ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ∆ ⊢M ∈ N ✳

þ❬❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡❪ ❙♦✐t M ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❞♦♥♥é ❛❧♦rs M ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

◆♦t❛t✐♦♥s

✕ ❖♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ A →< B ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (x : A)B s✐ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B✳ ▲❛
✢è❝❤❡ ❛ss♦❝✐❡ à ❞r♦✐t❡✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞♦♥❝ M1 → · · · →Mp ♣♦✉r M1 → (· · · (Mp−1 →Mp) · · ·)✳

✕ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❣❛✉❝❤❡✳
▲❡ t❡r♠❡ (M M1 . . .Mp) r❡♣rés❡♥t❡ ❞♦♥❝ (. . . (M M1) . . .Mp)✳

✕ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s [x1, . . . xn : A]B ✭r❡s♣✳ (x1, . . . xn : A)B✮ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ [x1 : A] . . . [xn :
A]B ✭r❡s♣✳ (x1 : A) . . . (xn : A)B✮ ✳

✷✽



✶✳✽✳✹ ❋ω ❡t ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt ❝❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡r♦♥s
❝♦♠♠❡ ✏❧❡✑ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✐♥❤ér❡♥t ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❋ω ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡♥✈♦✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❋ω s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈ ❡st s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t tr✐✲
✈✐❛❧❡✳ ▲❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥s❡r✈és ❡t ❧❡ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ A→ B ❞✉ s②stè♠❡
❋ω ❞❡✈✐❡♥t ❧❛ ✢è❝❤❡ ✭❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✮ A→ B ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ι ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❋ω ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐
s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳
P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ι(❉❛t❛) = Pr♦♣
✕ M ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❋ω s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ⊢ ι(M) ∈ ❚②♣❡✳
✕ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡ ❞❡ ❋ω s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ι(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡
❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✕ Γ ⊢Fω
M ∈ N s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ι(Γ) ⊢ ι(M) ∈ ι(N)

❙♦✐t ∆ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❊❈❈ ❡t M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❊❈❈✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛

∆ ⊢Fω
M ∈ N

s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡t ❞❡s t❡r♠❡sM ′ ❡t N ′ ❞❡ ❋ω t❡❧s q✉❡ ι(Γ) = ∆✱ ι(M ′) = M
❡t ι(N ′) = N ❡t t❡❧s q✉❡

Γ ⊢Fω
M ′ ∈ N ′

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
∆ ⊢M ∈ N

♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❋ω✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥té q✉❡❧q✉❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❧❡s s②s✲
tè♠❡s ❢♦r♠❡❧s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡
s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té t❡❧s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
◆✉Pr❧ ❞❡ ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡✱ P❳ ❞❡ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❡t ❆❋2 ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t ❥✉st✐✜❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❊❈❈✳

✷✾



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

Pr❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ P✉✐s ♥♦✉s
ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
◆♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ♣♦✉r
❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ✏❧♦❣✐q✉❡s✑ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ♣rés❡♥tés ✐❝✐
r❡st❡r❛ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r♦♥t é♥♦♥❝é❡s ♠❛✐s ♥♦♥ ♣r♦✉✈é❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❞❡s ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s ✭❘❈❈✮ q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
♣❧✉s t❛r❞✳

✷✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❛t✐q✉❡

❆✈❛♥t ❞✬❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣r❛t✐q✉❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♥♦✉s ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r
✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

✷✳✶✳✶ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈❆▼▲

❯♥❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❛✐t ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❈❆▼▲✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡
❝❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ❈❆▼▲ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ▼▲✳ ▼▲ ❛ été ❝réé ♣♦✉r s❡r✈✐r ❞❡ ♠ét❛✲
❧❛♥❣❛❣❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐❢ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ▲❈❋ ❬✷✷❪✳
❈❆▼▲ ❡st ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ t②♣é✳ ▲❡s t②♣❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
t②♣❡ ❡t ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭❡♥t✐❡rs✱ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tèr❡s✳✳✳✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥
✭α ∗ β✮ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ α → β✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❡♥
❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉r
❝❡ t②♣❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❯♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡
❞❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❈❆▼▲ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✶✸❪✳
▲❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ❈❆▼▲ ❡st ✉♥❡ ❛✐❞❡ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❝❡
t②♣❛❣❡ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ✐♥❢éré ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡✳ ❈❆▼▲ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
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❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és q✉✐ ♥❡
t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ é❝r✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❡t t♦✉t t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❢♦r♠❡r ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s
❣r❛♥❞s q✉❡ 2 ❡t ❞♦♥❝ ❛ss✉r❡r ♣❛r ❧❡ t②♣❛❣❡ q✉✬✉♥ rés✉❧t❛t s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳

✷✳✶✳✷ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ▲❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥ ✶✳✽✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s [x : A]b ❧❡ t❡r♠❡ b ❛❜str❛✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
❞❡ t②♣❡ A✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à x ❞❡ t②♣❡ A ❛ss♦❝✐❡ b✳ ❙✐ b ❡st ❞❡ t②♣❡ B✱ ❛❧♦rs
❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ A→ B✳ ▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s♦♥t ♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞é✜♥✐r
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ✿

[α : Pr♦♣][x : α]x ❞❡ t②♣❡ ∀α : Pr♦♣.α→ α

❖♥ ♥♦t❡r❛ (X : A)B ❧❡ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ B ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦❜❥❡ts X ❞❡ t②♣❡ A✳ ▲✬❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❞❡ f à t s❡r❛ ♥♦té❡ (f t)✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st q✉✬✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ F
❞❡ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ●✐r❛r❞ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦❞❡r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ ▲✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡
❝❡s ❝♦❞❛❣❡s ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❇ö❤♠✲❇❡rr❛r❞✉❝❝✐ ❬✸❪✱ ❈♦q✉❛♥❞✲❍✉❡t ❬✶✷❪ ❡t ●✐r❛r❞ ❬✷✵❪✳
◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❡ ❝❛s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡
❞❡ ❝❡s t②♣❡s✳ ▲❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❝❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s
❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ❈❆▼▲✳ ❉❛♥s ❈❆▼▲✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❜✐♥❛✐r❡ ♣r✐♠✐t✐❢✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ✵✲❛✐r❡s ♦✉ ✉♥❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ F ✱ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬❛r✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ A ❡t B s♦♥t
❞❡✉① t②♣❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ C ❞♦♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r p ❡st ❞❡
t②♣❡ A → B → C✳ ❈❡ t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t A ∗ B ❞❡ A ❡t ❞❡ B✱ p ❡st ❧❡ ❢♦r♠❛t❡✉r
❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✳
❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ ❈❆▼▲✱ ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ♠♦②❡♥s
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ▲❡ ❞❡str✉❝t❡✉r ❡st ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡ s②stè♠❡ F ❡t ❈❆▼▲ ❡st q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ F ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡❝✐ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❈❡❝✐ ✐♥t❡r❞✐t
❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞✉ t②♣❡ à
❞é✜♥✐r✳
▼❛✐s s✐ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ✏♣♦s✐t✐❢✑✱ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✱ ♦♥ s❛✐t tr♦✉✲
✈❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❛②❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ s❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❊♥ ❢❛✐t ♦♥ s❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡
❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❝❡ t②♣❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❈❆▼▲ s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❡♥tr❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ★ ❡t ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t
✈✐r❣✉❧❡✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡✳
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❊♥ ❈❆▼▲ ♦♥ ♣❡✉t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♠♠❡ ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ✿

★t②♣❡ ♥❛t ❂ ❖ ⑤ ❙ ♦❢ ♥❛t❀❀

❚②♣❡ ♥❛t ❞❡❢✐♥❡❞

❖ ✿ ♥❛t

⑤ ❙ ✿ ✭♥❛t ✲❃ ♥❛t✮

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥ é❧❡♠❡♥t x0 ❞❡ t②♣❡ α✱ à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
❞❡ t②♣❡ α→ α ❡t à ✉♥ ❡♥t✐❡r n✱ ❛ss♦❝✐❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ n ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ f à x0✳ ▲✬✐tér❛t✐♦♥
♣❡✉t s❡ ❞é✜♥✐r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿

★❧❡t ✐t❡r ♥ ①✵ ❢ ❂ ✐t❡r❴r❡❝ ♥

✇❤❡r❡ r❡❝ ✐t❡r❴r❡❝ ❂ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❖ ✲❃ ①✵ ⑤✭❙ ♠✮✲❃❢ ✭✐t❡r❴r❡❝ ♠✮❀❀

❱❛❧✉❡ ✐t❡r ❂ ✲ ✿ ✭♥❛t ✲❃ ✬❛ ✲❃ ✭✬❛ ✲❃ ✬❛✮ ✲❃ ✬❛✮

❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡

∀α.α → (α→ α) → α.

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ ✐tér❛t❡✉r✳ ❉❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐s q✉✐ ♦♥t ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs O ❡t S✳ ❈❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤
❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s ❡st ❧❡✉r ✉♥✐❢♦r♠✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❡✉❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

bool = (C : Pr♦♣)C → C → C

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts tr✉❡ ❡t ❢❛❧s❡ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✳

true = [C : Pr♦♣][x : C][y : C]x

false = [C : Pr♦♣][x : C][y : C]y

❱✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t C ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ b ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧ ❡t x ❡t y ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡
t②♣❡ C✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

(b C x y)

s❡ ré❞✉✐t ❡♥ x s✐ b ❡st é❣❛❧ à tr✉❡✱ ❡t ❡♥ y s✐ b ❡st é❣❛❧ à ❢❛❧s❡✳
❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡❧s ❝♦❞❛❣❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❬✼✱ ✶✵✱ ✷✵❪✳

✷✳✶✳✸ ■s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❧❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ F ✳
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❚②♣❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

A→ B A⇒ B
(C : Pr♦♣)C ⊥
(C : Pr♦♣)(A→ B → C) → C A ∧B
(C : Pr♦♣)(A→ C) → (B → C) → C A ∨B

▲❡s t②♣❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s s♦♥t ♣❧✉s r✐❝❤❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ s②stè♠❡ ❋ω✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥
♣❡✉t é❝r✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❡ tr✐ r❡♥❞ ✉♥❡ ❧✐st❡ tr✐é❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬❡♥tré❡✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ✏♥❛t✉r❡❧❧❡✑ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❡r ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣r♦♣r✐été ✭♣ré❞✐❝❛t✱ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❡t❝✮
✈ér✐✜❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ st❛❜✐❧✐té✳ ❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ ❝♦❞❡♥t ❛✐sé♠❡♥t
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❙♦✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ P ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ P ❡st ❞❡ t②♣❡ nat → Pr♦♣✮✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ (n : nat)(P n) q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∀n : nat .(P n)✳ ❖♥
♣♦✉rr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ✏❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✑ ❝♦♥st✐t✉é❡s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t n ❞❡
t②♣❡ nat ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P n)✳ ❈❡ t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∃n : nat .(P n)✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❧ét❡r ♥♦tr❡ t❛❜❧❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

(x : A)(P x) ∀x : A.(P x)
(C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → C) → C ∃x : A.(P x)

▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥♦✉s s❡r✈✐r♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s
❞❡ ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s✳

✷✳✶✳✹ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s

▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ✏♠❛❝❤✐♥❡✑ ❬✷✺❪ q✉✐
s❡rt à ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t à ❣ér❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ st②❧❡ ❞❡ ▲❈❋ ❬✷✷✱ ✸✽❪✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥❝♦♠✲
♣❧èt❡s✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❜✉t M à ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❖♥ ♣❡✉t s❝❤é♠❛t✐s❡r
❝❡❝✐ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ✿

Γ ⊢?1 ∈M

▲❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rè❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ M ❡st s♦✐t ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❙✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❧♦rs M = (x : A)N ✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡st ✿

Γ, x : A ⊢ t ∈ N

Γ ⊢ [x : A]t ∈ (x : A)N
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❖♥ ❝ré❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❜✉t ✿
Γ, x : A ⊢?2 : N

❊t ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❜✉t ✐♥✐t✐❛❧ M ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ N ✳ ❈❡ s❝❤é♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳
❙✐ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ a à b ❛❧♦rs a ❡st ❞❡ t②♣❡ (y : A)M ′✱ b ❡st ❞❡ t②♣❡
A ❡t M = M ′[y/b]✳ ■❧ ② ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♥♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ a ❡t ❞❡ b✳
❖♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡ t②♣❡ A ❡t r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ A → B ❡t ❞❡ A✳
❈✬❡st ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞♦♥♥❡r a✳ ❖♥ ✐♥❢èr❡ ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞❡ a q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (y : A)M ′✳ ❙✐
y ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s M ′✱ ❛❧♦rs M ′ = M ❡t ♦♥ ❛ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦✉s✲❜✉t à rés♦✉❞r❡✱ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A✳ ❙✐ y ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s M ′✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ tr♦✉✈❡r b ❡♥ ✏❝♦♠♣❛r❛♥t✑
M ′[y/b] ❡tM ✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡✱ s✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ a ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ s✬é❝r✐t ✿

(x1 : A1) . . . (xp : Ap)B1 → · · · → Bk → N(x1, . . . , xp)

❡t s✐ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r a1, . . . , ap t❡❧s q✉❡ ❧❡ t②♣❡ N(a1, . . . , ap) ❡t ❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r M s♦♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❛❧♦rs ❧❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞✐t❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❝♦♠♠❡ s♦✉s✲❜✉ts à ♣r♦✉✈❡r
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s Bi[xj/aj]✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s ai✳ ▲❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r ♣❛r ✜❧tr❛❣❡
❞✉ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✱ q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❡t ❞❡ N(x1, . . . , xp) ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s xi
s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ✜❧tr❡r✳ ❈❡❧❛ ♥❡ s✉✣t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♠❡♥é
à ❞♦♥♥❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❛♥q✉❛♥ts✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ♥❡ r❡♠♣❧❛❝❡ ♣❛s ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
▲❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ têt❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t a ❛✈❛♥t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥✳ Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s
❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s A ❡t B✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A∨B ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡
t②♣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

(C : Pr♦♣)(A→ C) → (B → C) → C.

❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥ ❜✉t M à ♣r♦✉✈❡r ❡t ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ A ∨ B✱ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ t ❢❡r❛ ✉♥❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥tr❡

(C : Pr♦♣)(A→ C) → (B → C) → C

❡t M ✳ ❊❧❧❡ ✐♥❢èr❡r❛ ♣♦✉r C ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ M ❡t ❝ré❡r❛ ❞❡✉① s♦✉s✲❜✉ts ✿

A→M ❡t B →M.

❖♥ ❛ très ✈✐t❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été M(n) r❡✈✐❡♥t à ❛♣♣❧✐q✉❡r à ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s✱ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(P : nat → Pr♦♣)(P 0) → ((m : nat)(P m) → (P (S m))) → (P n)
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❙✐ ♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r P ♣❛r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ (P n) ❡t ❞❡ M(n)✱ ❛❧♦rs ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❝ré❡r❛ ❞❡✉① s♦✉s✲❜✉ts ✿

M(0) ❡t (m : nat)M(m) →M((S m))

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ a = b✱ ♦♥ ❧✬✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r réé❝r✐r❡ ✉♥ ❜✉t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
M(b) ❡♥ ✉♥ ❜✉t M(a)✳ ▲✬é❣❛❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡ t②♣❡ A✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ a =A b
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✿

(P : A→ Pr♦♣)(P a) → (P b).

▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❡st ❧à✲❛✉ss✐ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳

❖♥ ✈♦✐t ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥
♥♦♠❜r❡ ré❞✉✐t ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐✲
♣✉❧❡r ❛✐sé♠❡♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞ér✐✈é❡s✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❡r♠❡t
❞✬✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ❡t ❞✬✉♥✐❢♦r♠✐s❡r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à
❣ér❡r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✏❝♦♥trô❧❡✑ s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❝t✐q✉❡s✳

▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ✏♠❛❝❤✐♥❡✑ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❣èr❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❈❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❈❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞❛♥s ❬✷✺❪✱ ❡st
❝♦♠♠❛♥❞é❡ ♣❛r ✉♥ ✏✈❡r♥❛❝✉❧❛✐r❡✑✳ ❯♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛✐r❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❞❡ t❤é♦rè♠❡s✳ ▲❡ ✈❡r♥❛❝✉✲
❧❛✐r❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♠❛❝r♦ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ■♥❞✉❝t✐✈❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞✬✉♥
t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t✱ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❛t ✿ Pr♦♣ ❂ ❖ ✿ ♥❛t ⑤ ❙ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✳

❡♥❣❡♥❞r❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

nat = (C : Pr♦♣)C → (C → C) → C ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣
0 = [C : Pr♦♣][x : C][f : C → C]x ❞❡ t②♣❡ nat

S = [n : nat ][C : Pr♦♣][x : C][f : C → C](f (n C x f)) ❞❡ t②♣❡ nat → nat

nat❴rec = . . . ❞❡ t②♣❡ nat → (C : Pr♦♣)C → ((nat ∧ C) → C) → C

◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♥❛t❴r❡❝✳
❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ♦❜t❡♥✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❞✉ t②♣❡ ♥❛t ❡t ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t✳
▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r à ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ A → Pr♦♣
q✉✐ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ✏❡♥s❡♠❜❧❡✑ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ A q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
st❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ n ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t n ❡t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t (S u) q✉❛♥❞ ✐❧ ❝♦♥t✐❡♥t u✳ ❖♥ ❞é❝❧❛r❡r❛ ✿

✸✺



■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❡ ❬♥✿♥❛t❪ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ❧❡❴♥ ✿ ✭❧❡ ♥ ♥✮

⑤ ❧❡❴❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❧❡ ♥ ✉✮✲❃✭❧❡ ♥ ✭❙ ✉✮✮✳

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❡st ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

[n,m : nat ](P : nat → Pr♦♣)(P n) → ((u : nat)(P u) → (P (S u))) → (P m)

❉❡s ♣r❡✉✈❡s ❧❡❴♥ ❡t ❧❡❴❙ ❞❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t (le n n) ❡t (u : nat)(le n u) → (le n (S u))
s♦♥t ❝♦♥str✉✐t❡s✳
◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡
■♥❞✉❝t✐✈❡✳

✷✳✶✳✺ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡✳

❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡

▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❝❤♦✐s✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡✱ ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬❡♥t✐❡rs r❡❧❛t✐❢s✱ ❞✉ s♦✉s✲
t❛❜❧❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥s♣✐r♦♥s ❞✬✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
tr❛✐té ♣❛r ❏✳ ❇❛t❡s ❡t ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❬✶❪ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ PRL✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
s✐♠♣❧✐✜é❡ ♦ù ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✈✐❞❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ♣r✐s❡ é❣❛❧❡ à ③ér♦ ❡st é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡
ré♣♦♥s❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♥é❣❛t✐❢s✮✳
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ t②♣❡ Z✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥és ✉♥❡ ♦♣ér❛✲
t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ + s✉r Z ❡t s♦♥ é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ Z0✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ≤
s✉r Z✳ ❖♥ ❧❛ s✉♣♣♦s❡ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ t♦t❛❧❡ ❡t ré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ +✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Z✳ ❖♥ ♥♦t❡ a.l ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t a ❡♥
têt❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l ❡t m@n ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐st❡s m ❡t n✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❙✉♠ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Z✳ P❛r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❙✉♠ ✈❛✉t Z0 ♣♦✉r ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❤❡r❝❤é ❞♦✐t tr♦✉✈❡r✱
❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✱ ❧❛ s♦✉s✲❧✐st❡ q✉✐ ♠❛①✐♠❛❧✐s❡ ❙✉♠✳
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞♦♥♥é❡
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❧❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ s♦♠♠❡✳ ❯♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ l ❡st
✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ m t❡❧❧❡ q✉❡ l = m@n ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐st❡ n✳ ▲❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ a.l s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ l✳ ▲❛ s♦✉s✲❧✐st❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
a.l s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❧✐st❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ l ❡t ❞✉ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ a.l✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❈❆▼▲ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

❧❡t ♠❛① ❩✵ ♣❧✉s ❘ ❧ ❂

❧❡t r❡❝ s✉♠ ❂ ✭❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❪ ✲❃❩✵ ⑤ ❛✿✿♠ ✲❃✭♣❧✉s ❛ ✭s✉♠ ♠✮✮✮

✐♥ ❧❡t r❡❝ s✉❜❴✐♥✐t ❂

❢✉♥❝t✐♦♥ ❬❪ ✲❃ ❬❪✱❬❪

⑤❛✿✿♠ ✲❃ ❧❡t ✭s✶✱✐✶✮❂✭s✉❜❴✐♥✐t ♠✮ ✐♥

✸✻



❧❡t ✐✷ ❂ ✐❢ ❘ ✭♣❧✉s ❛ ✭s✉♠ ✐✶✮✮ ❩✵ t❤❡♥ ❬❪ ❡❧s❡ ❛✿✿✐✶

✐♥ ✭✐❢ ❘ ✭s✉♠ ✐✷✮ ✭s✉♠ s✶✮ t❤❡♥ s✶ ❡❧s❡ ✐✷✮✱✐✷

✐♥ ❧❡t ✭r❡s✱❴✮ ❂ s✉❜❴✐♥✐t ❧ ✐♥ r❡s❀❀

▲❡ t②♣❡✱ ✐♥❢éré ♣❛r ❈❆▼▲✱ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✿

❱❛❧✉❡ ♠❛① ❂ ✲

✿ ✭✬❛✲❃✭✬❜✲❃✬❛✲❃✬❛✮✲❃✭✬❛✲❃✬❛✲❃❜♦♦❧✮✲❃✬❜ ❧✐st✲❃✬❜ ❧✐st✮

❉é✜♥✐t✐♦♥s

▲❛ ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞❡ Z✱ Z0✱ + ✭♣❧✉s✮ ❡t ≤ ✭❘✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ s❡ ❢❛✐t ❛✐♥s✐ ✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ❩ ✿ Pr♦♣✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❩✵ ✿ ❩✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ♣❧✉s ✿ ❩✲❃❩✲❃❩✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘ ✿ ❩✲❃❩✲❃Pr♦♣✳

❖♥ ❝♦♥t✐♥✉❡r❛ ❞❡ ♥♦t❡r a + b ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (plus a b) ❡t a ≤ b ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (R a b) ❞❛♥s ❧❡s
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✳ ❖♥ ❢❛✐t ❡♥s✉✐t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s s✉r ≤✱ à s❛✈♦✐r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ ré❣✉❧✐èr❡ ❡t t♦t❛❧❡✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❘❴r❡❢❧ ✿ ✭①✿❩✮✭❘ ① ①✮✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❘❴tr❛♥s ✿ ✭①✱②✱③✿❩✮✭❘ ① ②✮✲❃✭❘ ② ③✮✲❃✭❘ ① ③✮✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❘❴♣❧✉s ✿ ✭①✱②✱③✿❩✮✭❘ ② ③✮✲❃✭❘ ✭♣❧✉s ① ②✮ ✭♣❧✉s ① ③✮✮✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ Z✳ ❈✬❡st ✉♥ t②♣❡ à ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♥✐❧
❡t ❝♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❡t ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
❡st ❡♥❣é♥❞ré❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧✐st ✿ Pr♦♣ ❂ ♥✐❧ ✿ ❧✐st ⑤ ❝♦♥s ✿ ❩ ✲❃ ❧✐st ✲❃ ❧✐st✳

❖♥ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t é❝r✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳

(Sum nil) = Z0 ❡t (Sum a.l) = a+ (Sum l)

❖♥ ♣♦s❡ ✿

●❧♦❜❛❧ ❙✉♠ ✿ ❧✐st✲❃❩ ❂ ❬❧✿❧✐st❪✭❧ ❩ ❩✵ ♣❧✉s✮✳

❘❡st❡♥t à ❞é✜♥✐r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❞❡ s♦✉s✲❧✐st❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ (initial l m) s✐
m ❡st ✐♥✐t✐❛❧ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡ l ❡t (sublist l m) s✐ m ❡st ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ ❞❡ l✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞♦♥t
♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(initial nil m) ⇔ nil = m

(initial a.l m) ⇔ (nil = m) ∨ ∃m′ : list .(a.m′ = m) ∧ (initial l m′)
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❊t ♣♦✉r s✉❜❧✐st ✿
(sublist nil m) ⇔ nil = m

(sublist a.l m) ⇔ (initial a.l m) ∨ (sublist l m)

❉❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✿ ❧✐st✲❃❧✐st✲❃Pr♦♣ ❂

✐♥✐t❴♥✐❧ ✿ ✭❧✿❧✐st✮✭✐♥✐t✐❛❧ ❧ ♥✐❧✮

⑤✐♥✐t❴❝♦♥s ✿✭❛✿❩✮✭❧✱♠✿❧✐st✮

✭✐♥✐t✐❛❧ ❧ ♠✮✲❃✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(initial l nil) ❡t (initial l m) → (initial a.l a.m).

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✉❜❧✐st ✿ ❧✐st✲❃❧✐st✲❃Pr♦♣ ❂

s✉❜❴✐♥❝❧ ✿ ✭❛✿❩✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭s✉❜❧✐st ❧ ♠✮✲❃✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ♠✮

⑤s✉❜❴✐♥✐t ✿ ✭❧✱♠✿❧✐st✮✭✐♥✐t✐❛❧ ❧ ♠✮✲❃✭s✉❜❧✐st ❧ ♠✮✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✉❜❧✐st ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(initial l m) → (sublist l m) ❡t (sublist l m) → (sublist a.l m).

P♦✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ P s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❡t ❞❡✉① ❧✐st❡s l ❡t m✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
(maximal P l m)✱ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t (P l) ♦♥t ✉♥❡ s♦♠♠❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ m✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧

❬P✿❧✐st✲❃❧✐st✲❃Pr♦♣❪❬❧✱♠✿❧✐st❪✭♥✿❧✐st✮✭P ❧ ♥✮✲❃✭❘ ✭❙✉♠ ♥✮ ✭❙✉♠ ♠✮✮✳

❖♥ ✈❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t tr♦✉✈❡r ♣♦✉r t♦✉t❡ ❧✐st❡ l✱ ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡m q✉✐ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s
s♦✉s✲❧✐st❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❞♦✉❜❧❡ ∃x : A.(P x) ∧ (Q x) q✉✐ ❡st ♥♦té
❁❆❃❊①✷✭P✱◗✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡st ❡①❴✐♥tr♦✷ ❞❡
t②♣❡ ✿

(x : A)(P x) → (Q x) → ∃x : A.(P x) ∧ (Q x).

❊t t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ H ❞❡ ∃x : A.(P x) ∧ (Q x) ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → (Q x) → C) → C.

❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳
◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(l : list)∃m : list.(maximal sublist l m) ∧ (sublist l m)
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▲❡♠♠❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❝❧és ❞❡ ♠❛①✐♠❛❧ s♦♥t ❞é❝r✐t❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
♠❛✐s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❡t ❧❡✉rs t②♣❡s✳

max❴i❴nil : (maximal initial nil nil)

max❴i❴void : (a : Z)(l,m : list)

(maximal initial l m) → (a+ (Sum m)) ≤ (Sum nil)

→ (maximal initial a.l nil)

max❴i❴cons : (a : Z)(l,m : list)

(maximal initial l m) → (Sum nil) ≤ (a+ (Sum m))

→ (maximal initial a.l a.m)

max❴s❴nil : (maximal sublist nil nil)

max❴s❴incl : (a : Z)(l,m, i : list)

(maximal sublist l m) → (maximal initial a.l i) → (Sum i) ≤ (Sum m)

→ (maximal sublist a.l m)

max❴s❴init : (a : Z)(l,m, i : list)

(maximal sublist l m) → (maximal initial a.l i) → (Sum m) ≤ (Sum i)

→ (maximal sublist a.l i)

▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❡st ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿

(l : list)(P : list → Pr♦♣)(P nil) → ((a : Z)(m : list)(P m) → (P (a.m))) → (P l)

◆♦✉s r❛❥♦✉t♦♥s ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡ ♥♦t♦♥s ❧✐st❴✐♥❞✳

Pr❡✉✈❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s❡ss✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ♠❛rq✉❡ ★ ❡st ❧✬✏✐♥✈✐t❡✑ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❈❆▼▲✳ ▲❛
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❞♦♥♥é❡ ❛✉ s②stè♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✐♥t ✈✐r❣✉❧❡✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s
❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❈❆▼▲ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ❣♦❛❧ q✉✐ ❞é❝❧❛r❡ ✉♥ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r ❡t ❜② q✉✐
❛♣♣❧✐q✉❡ ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t à rés♦✉❞r❡✳ ❯♥❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❡✉t s♦✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❜✉t
s♦✐t ❡♥❣é♥❞r❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① s♦✉s✲❜✉ts ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s t♦✉s ❧❡s ❜✉ts q✉✐ r❡st❡♥t à ♣r♦✉✈❡r s♦♥t ✐♠♣r✐♠és✳ ▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧♦❝❛❧ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❜✉t ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦✉✈é ❡st ❛✉ss✐ ❛✣❝❤é✳
▲❡s t❛❝t✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t ❧❡s t❛❝t✐q✉❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡
❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ t❛❝t✐q✉❡
❛✉t♦♠❛t✐❝✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❡✉t s❡ ❞é❞✉✐r❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s t❛❝t✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝✐✲
❞❡ss♦✉s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s ✏❚❍❊◆✑✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡ t❛❝✶ ❚❍❊◆
t❛❝✷ ❛♣♣❧✐q✉❡ t❛❝✶ ❛✉ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ♣✉✐s t❛❝✷ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s s♦✉s✲❜✉ts ❝réés✳
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▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❞❡ ❞é❝❧❛r❡r ❧❡ ❜✉t à ♣r♦✉✈❡r✳

★❣♦❛❧ ❁❁✭❧✿❧✐st✮❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮❃❃❀❀

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ l ❡t ♣❛r ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✐♠❛❧✳

★❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆

❝✉t ❁❁❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

❍ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✮

❧ ✿ ❧✐st

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✮

▲✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣✉r❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r é❧✐♠✐✲
♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳

★❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✮

❧ ✿ ❧✐st

❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❡♥s✉✐t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l✳

★❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥❞ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♥✐❧✮✱✭s✉❜❧✐st ♥✐❧✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ♥✐❧✮✮

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s l = nil ✱ ♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ♥✐❧ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✉❜❧✐st✮✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❝♦♥❥✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①❴✐♥tr♦✷ ♥✐❧✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♥✐❧ ♥✐❧✮

✷✳✳✳✳✳✳✭s✉❜❧✐st ♥✐❧ ♥✐❧✮

✸✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♥✐❧ ♥✐❧✮

✹✳✳✳✳✳✳✭✐♥✐t✐❛❧ ♥✐❧ ♥✐❧✮

✺✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

▲❡s q✉❛tr❡ ♣r❡♠✐❡rs s♦✉s✲❜✉ts s♦♥t rés♦❧✉s ♣❛r ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✏❛✉t♦♠❛t✐❝✑ q✉✐ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❧❡♠♠❡s q✉✐ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

✹✵



★❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀ ✭✯ ✹ ❢♦✐s ✯✮

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠✮✱✭s✉❜❧✐st ♠✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✮

♠ ✿ ❧✐st

❛ ✿ ❩

❖♥ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

★❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✶ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✮

❍✵ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠✮✱✭s✉❜❧✐st ♠✮✮

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t ♣♦✉r ✐♥✐t✐❛❧✳

★❜② ✭❝✉t ❁❁❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✴❭❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✷ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✶ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✮

❍✵ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠✮✱✭s✉❜❧✐st ♠✮✮

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❖♥ é❧✐♠✐♥❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡t x q✉✐ ♠❛①✐♠❛❧✐s❡ ❧❡s
s❡❣♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ a.l✳ P✉✐s ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉ s❡✉❧ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s a.l✳

★❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧❝♦♥❥✧ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st

❍✵ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠✮✱✭s✉❜❧✐st ♠✮✮

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ❙♦✐t x0 ❧❛ s♦✉s✲❧✐st❡ ❞❡ m ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s l✳

★❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍✵❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✻ ✿ ✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

❍✺ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

✹✶



①✵ ✿ ❧✐st

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧✬♦r❞r❡ r❡❧❛t✐❢ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ x0 ❡t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ x✳

★❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❘❴t♦t❛❧ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✼ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮✮

❍✻ ✿ ✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

❍✺ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

①✵ ✿ ❧✐st

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✸✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❙✐ (Sum x0) ≤ (Sum x) ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st x✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①❴✐♥tr♦✷ ①✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✼ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮✮

❍✻ ✿ ✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

❍✺ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

①✵ ✿ ❧✐st

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st ✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

✸✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✹✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❧❡♠♠❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣r♦✉✈és ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❞♦✐t
✈ér✐✜❡r x✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♠❛①❴s❴✐♥✐t ①✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✸✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✹✷



★❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✼ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ①✮ ✭❙✉♠ ①✵✮✮

❍✻ ✿ ✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

❍✺ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

①✵ ✿ ❧✐st

❍✹ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st x0✳ ❖♥ rés♦✉❞ ❧❡s s♦✉s✲❜✉ts ❝réés✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①❴✐♥tr♦✷ ①✵✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✵✮

❍✾ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ①✮ ✭❙✉♠ ①✵✮✮

❍✺ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

❍✸ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✵✮

✸✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮❃❃

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♠❛①❴s❴✐♥❝❧ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭s✉❜❧✐st ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✵✮

❍✻ ✿ ✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

★❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✶ ✿ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ♠✮✮

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ a.l✳ ❙♦✐t x ❧❡ s❡❣♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ l✳

★❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✸ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

❍✷ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✹✸



❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ❝❛s s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ a+ (Sum x) ❡t ❞❡ (Sum nil)✳

★❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❘❴t♦t❛❧ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✹ ✿ ✭❘ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮✮

❍✸ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

❍✷ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st

♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s a+ (Sum x) ≤ (Sum nil)✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ♥✐❧✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①❴✐♥tr♦✷ ♥✐❧✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ♥✐❧✮

❍✹ ✿ ✭❘ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮✮

❍✷ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ♥✐❧✮

✸✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❖♥ rés♦✉❞ ❧❡s s♦✉s✲❜✉ts✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♠❛①❴✐❴✈♦✐❞ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ♥✐❧✮

❍✸ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

✷✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮❃❃

★❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

✶✳✳✳✳✳✳❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❍✹ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮✮

❍✷ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st a.x✳

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①❴✐♥tr♦✷ ✭❝♦♥s ❛ ①✮✮❃❃✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ✭❝♦♥s ❛ ①✮✮

❍✹ ✿ ✭❘ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮✮

❍✷ ✿ ✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

★❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♠❛①❴✐❴❝♦♥s✧ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✮❀❀

✶✳✳✳✳✳✳✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ✭❝♦♥s ❛ ①✮✮

❍✸ ✿ ✭✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮

① ✿ ❧✐st✱ ♠ ✿ ❧✐st✱ ❛ ✿ ❩

★❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

●♦❛❧ ♣r♦✈❡❞ ✦

✹✹



❊t ♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t t❡r♠✐♥é✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦♥❣ à ❧✐r❡✱ ♠❛✐s ♦♥
✈♦✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥❞✐q✉❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ét❛♣❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t q✉❡
❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣r♦❞✉✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ré❝✉♣ér❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❛ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ❧❡ ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r✳
❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✯✯✯ ❬❩ ✿Pr♦♣❪

✯✯✯ ❬❩✵ ✿❩❪

✯✯✯ ❬♣❧✉s ✿❩✲❃❩✲❃❩❪

✯✯✯ ❬❘ ✿❩✲❃❩✲❃Pr♦♣❪

✯✯✯ ❬❘❴r❡❢❧ ✿✭①✿❩✮✭❘ ① ①✮❪

✯✯✯ ❬❘❴tr❛♥s ✿✭①✿❩✮✭②✿❩✮✭③✿❩✮✭❘ ① ②✮✲❃✭❘ ② ③✮✲❃✭❘ ① ③✮❪

✯✯✯ ❬❘❴♣❧✉s ✿✭①✿❩✮✭②✿❩✮✭③✿❩✮✭❘ ② ③✮✲❃✭❘ ✭♣❧✉s ① ②✮ ✭♣❧✉s ① ③✮✮❪

✯✯✯ ❬❘❴t♦t❛❧ ✿✭①✿❩✮✭②✿❩✮✭❘ ① ②✮❭✴✭❘ ② ①✮❪

✯✯✯ ❬❧✐st❴✐♥❞ ✿✭❧✿❧✐st✮✭P✿❧✐st✲❃Pr♦♣✮✭P ♥✐❧✮

✲❃✭✭❛✿❩✮✭♠✿❧✐st✮✭P ♠✮✲❃✭P ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮✲❃✭P ❧✮❪

❖♥ ❞✐s♣♦s❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ✉♥ ❛ss❡③ ❣r♦s t❡r♠❡✳ P♦✉r
❢❛❝✐❧✐t❡r s❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✭❊①❴♠❛①❴s✉❜ ❧✮ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

❡t ✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ❧✮ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✱✭✐♥✐t✐❛❧ ❧✮✮✳
❖♥ ♥✬é❝r✐t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❬❧✿❧✐st❪

✭❬❍✿✭❊①❴♠❛①❴s✉❜ ❧✮✴❭✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ❧✮❪

✭❍ ❬❍✵✿✭❊①❴♠❛①❴s✉❜ ❧✮❪❬❍✶✿✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ❧✮❪❍✵✮

✭❧✐st❴✐♥❞ ❧

④✭❡①❴✐♥tr♦✷ ♥✐❧ ♠❛①❴s❴♥✐❧ ✭s✉❜❴✐♥✐t ♥✐❧ ♥✐❧ ✭✐♥✐t❴♥✐❧ ♥✐❧✮✮✮✱

✭❡①❴✐♥tr♦✷ ♥✐❧ ♠❛①❴✐❴♥✐❧ ✭✐♥✐t❴♥✐❧ ♥✐❧✮✮⑥

❬❛✿❩❪❬♠✿❧✐st❪❬❍✿✭❊①❴♠❛①❴s✉❜ ♠✮✴❭✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ♠✮❪

✭❍ ❬❍✵✿✭❊①❴♠❛①❴s✉❜ ♠✮❪❬❍✶✿✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ♠✮❪

✭❬❍✷✿✭❊①❴♠❛①❴✐♥✐t ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮❪

✭❍✷ ❬①✿❧✐st❪❬❍✸✿✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮❪

❬❍✹✿✭✐♥✐t✐❛❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ①✮❪

④✭❍✵ ❬①✵✿❧✐st❪❬❍✺✿✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮❪❬❍✻✿✭s✉❜❧✐st ♠ ①✵✮❪

✭❘❴t♦t❛❧ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮

❬❍✾✿✭❘ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮✮❪

✭❡①❴✐♥tr♦✷ ① ✭♠❛①❴s❴✐♥✐t ❛ ♠ ①✵ ① ❍✺ ❍✸ ❍✾✮

✭s✉❜❴✐♥✐t ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ① ❍✹✮✮

❬❍✾✿✭❘ ✭❙✉♠ ①✮ ✭❙✉♠ ①✵✮✮❪

✭❡①❴✐♥tr♦✷ ①✵ ✭♠❛①❴s❴✐♥❝❧ ❛ ♠ ①✵ ① ❍✺ ❍✸ ❍✾✮

✭s✉❜❴✐♥❝❧ ❛ ♠ ①✵ ❍✻✮✮✮✮✱❍✷⑥✮

✭❍✶ ❬①✿❧✐st❪❬❍✷✿✭♠❛①✐♠❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮❪❬❍✸✿✭✐♥✐t✐❛❧ ♠ ①✮❪

✭❘❴t♦t❛❧ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮

❬❍✹✿✭❘ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮✮❪

✹✺



✭❡①❴✐♥tr♦✷ ♥✐❧ ✭♠❛①❴✐❴✈♦✐❞ ❛ ♠ ① ❍✷ ❍✹✮

✭✐♥✐t❴♥✐❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

❬❍✹✿✭❘ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮✮❪

✭❡①❴✐♥tr♦✷ ✭❝♦♥s ❛ ①✮ ✭♠❛①❴✐❴❝♦♥s ❛ ♠ ① ❍✷ ❍✹✮

✭✐♥✐t❴❝♦♥s ❛ ♠ ① ❍✸✮✮✮✮✮✮✮✮

✿ ✭❧✿❧✐st✮❁❧✐st❃❊①✷✭✭♠❛①✐♠❛❧ s✉❜❧✐st ❧✮✱✭s✉❜❧✐st ❧✮✮

❊①tr❛❝t✐♦♥

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✏ré❛❧✐st❡✑✳ ❖♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❣❛r❞❡r ❡♥ t❛♥t q✉❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐
♥✬❛ q✉✬✉♥ ✐♥térêt ❧♦❣✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

✯✯✯ ❬❩ ✿❉❛t❛❪

✯✯✯ ❬❩✵ ✿❩❪

✯✯✯ ❬♣❧✉s ✿❩✲❃❩✲❃❩❪

✯✯✯ ❬❘❴t♦t❛❧ ✿❩✲❃❩✲❃❜♦♦❧❪

✯✯✯ ❬❧✐st❴✐♥❞ ✿❧✐st✲❃✭P✿❉❛t❛✮P✲❃✭❩✲❃❧✐st✲❃P✲❃P✮✲❃P❪

♣r♦❣r❛♠ ❂

❬❧✿❧✐st❪

✭❬❍✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮✫✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪

✭❍ ❬❍✵✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪❬❍✶✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪❍✵✮

✭❧✐st❴✐♥❞ ❧ ❁✭❡①✐st✷ ♥✐❧✮✱✭❡①✐st✷ ♥✐❧✮❃

❬❛✿❩❪❬♠✿❧✐st❪❬❍✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮✫✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪

✭❍ ❬❍✵✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪❬❍✶✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪

✭❬❍✷✿✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪

✭❍✷ ❬①✿❧✐st❪

❁✭❍✵ ❬①✵✿❧✐st❪✭❘❴t♦t❛❧ ✭❙✉♠ ①✵✮ ✭❙✉♠ ①✮

✭❡①✐st✷ ①✮ ✭❡①✐st✷ ①✵✮✮✮✱❍✷❃✮

✭❍✶ ❬①✿❧✐st❪✭❘❴t♦t❛❧ ✭♣❧✉s ❛ ✭❙✉♠ ①✮✮ ✭❙✉♠ ♥✐❧✮

✭❡①✐st✷ ♥✐❧✮ ✭❡①✐st✷ ✭❝♦♥s ❛ ①✮✮✮✮✮✮✮✮

▲❡ t②♣❡ (sig2 list) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡①✐st✷ ❞❡ t②♣❡ list →
(sig2 list)✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♣✐ ❞❡ t②♣❡ (sig2 list) → list ✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥str✉✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ t②♣❡ list → list ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

f ≡ [l : list ](pi (program l))

◆♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ✿

(l : list)(maximal sublist l (f l)) ∧ (sublist l (f l))

❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ r❡st❡ à ✐♥st❛♥❝✐❡r Z✱ Z0✱ ♣❧✉s ❡t ❘❴t♦t❛❧ q✉✐ s♦♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐st❴✐♥❞✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
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♣❡r♠❡t ❞❡ ❥✉st✐✜❡r q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝✐❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
♥♦✉s s❛✉r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝♦rr❡❝t s✐ ❧✬♦♥ s✉❜st✐t✉❡ à ❘❴t♦t❛❧ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡st ❝♦rr❡❝t ❞❡
s✉❜st✐t✉❡r à ❧✐st❴✐♥❞ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ss❛❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳

✷✳✷ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ♣♦s❡ ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ❡t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢M ∈ N ✭❛✈❡❝ N ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐rM s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ N ❝♦♥t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ Γ✱ s♦✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ N ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥s✐✲
❞ér❡r ❧❡ t❡r♠❡ M ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s❡♥s ❛✉ ♠♦t ✏❝♦rr❡❝t✑✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

✶✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t❡r♠✐♥❡✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s A✱ t❡r♠✐♥❡
❡t r❡♥❞ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ B✳

✸✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳

✹✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ rés✉❧t❛t ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❛t✐s❢❛✐t
✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳

❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ A → B ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈ér✐✜❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▼❛✐s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t②♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡ t②♣❡ ΣBP ❞❡s
❝♦✉♣❧❡s (x, y) ♦ù y ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ x s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été P ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐
❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥str✉✐t s❛ ♣r♦♣r❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❝❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳

✷✳✷✳✶ ❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❙♦✐t A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t P ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ A→ Pr♦♣✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s
(x, y) t❡❧ q✉❡ x ❡st ❞❡ t②♣❡ A ❡t y ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P x) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

ΣAP ≡ (C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → C) → C

❖♥ ♥♦t❡r❛ Σx : A.Φ ❧❡ t❡r♠❡ ΣA[x : A]Φ✳ ▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡ ♣r❡✉✈❡s
❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts x ❡t y ♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠ê♠❡ st❛t✉t✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ♣❡♥s❡ ❛✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❝❡s ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ♥❡ ❥♦✉❡♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ rô❧❡✳ ▲✬✉♥ ❡st
✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❞r❛ ❡①é❝✉t❡r✱ ❧✬❛✉tr❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥t s❡✉❧❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦❤ér❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❝❧❛ss✐q✉❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s✱ q✉✐ ❛ss✉r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t
❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳
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❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♠♦✐♥s ❢♦rt❡s q✉❡ s✉r
❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥♦♥
✈✐❞❡s✳ ❖r s✐ t♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡rt❛✐♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ t②♣❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t②♣❡s
❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❝❡❧❛ ♥✬❛♣♣♦rt❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ♣❛r
❝♦♥tr❡ ❝✬❡st s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ΣAP ✳ ❙✐ P ♥✬❡st ♣❛s ✉♥
t②♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ♠❛✐s ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [x : A]B✱ ❛❧♦rs ΣAP ❡st ❥✉st❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ A ❡t ❞❡
B ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (C : Pr♦♣)(A→ B → C) → C✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ A ∧ B → B✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ s❛✐t ❜✐❡♥
é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❋st ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ΣAP → A✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t
✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ (x : ΣAP )(P (Fst x)) ♠❛✐s ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳
❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡t ❧❡s
♣r❡✉✈❡s✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ét✉❞✐é✱ ♦♥ ❛✈❛✐t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❡t ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✏♣✉r✑ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t♦t❛❧✐té✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡❝t à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ΣAΦ✱ ♣♦✉r
✉♥ ♣ré❞✐❝❛t Φ s✉r A✳
❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ΣAΦ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❡t ♥♦r♠❛❧
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[C : Pr♦♣][f : (x : A)(Φ x) → C](f t u)

❛✈❡❝ t ❞❡ t②♣❡ A ❡t u ❞❡ t②♣❡ (Φ t) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù C ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t
f ❞❡ t②♣❡ (x : A)(Φ x) → C✳ ❊♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t C ♣❛r A ❡t f ♣❛r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
π = [x : A][h : (Φ x)]x ✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ A ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ u′ ❞❡ Φ(t′)✳
❖♥ ❛ ❞û s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ΣAΦ ét❛✐t ❝❧♦s❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❛♥t à ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s♦✐t
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ❛❞♠❡tt❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ t ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ♥✬❡st ♣r♦✉✈é❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❯♥ t❡❧ ré✲
s✉❧t❛t ❡st s♦✉✈❡♥t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❛ss✉r❡r
s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬♦♥t ♣✉ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✏♣r❡✉✈❡✑ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é✲
❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

(x : A)Σy : B.(Φ x y)

❙♦✐t t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ❝❧♦s u ❞❡ t②♣❡ A✱ (t u)
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ Σy : B.(Φ u y)✳ ❊♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♠❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ t❡r♠❡ v ❞❡ t②♣❡ B ❡t ♦♥ s❛✐t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (Φ u v)✳
❊♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (t u)✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (Φ u v)✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝
✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st s✉♣❡r✢✉❡ ♣♦✉r s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✳
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✷✳✷✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ∃x.P (x) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ♦❜❥❡t t ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (t)✳ P❛r
❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❈✬❡st ✉♥
♠♦②❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐❢ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬♦❜❥❡t t✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡t q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❡st ❞✐✛ér❡♥t✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣✉✐s ❞❡ ❧❛ ré❞✉✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡t✱ ✏❧❛
ré❛❧✐s❛t✐♦♥✑✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✉♥ ♦❜❥❡t t ❞❡ t②♣❡ T ✱ ❛❧♦rs t ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété à
❧❛ ❢♦✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ s❛t✐s❢❛✐t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ T ✳ ▲❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠❡tt❡♥t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❛♥s
❝❤❛q✉❡ ♣r❡✉✈❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧❡ à ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
■❧ ❢❛✉t ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡❧ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts ❡t ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ t❤é♦r✐❡ s✬❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✏ré❛❧✐s❡✑ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✿ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s
❞✬♦❜t❡♥✐r ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ♣✉r t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st ❛✉ss✐ t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω✳ ▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ s❡r❛
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡
♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡ t❡r♠❡✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡
♣♦✉r ❍❆ω✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✏x ré❛❧✐s❡ A✑ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s A✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x s❡r❛ t②♣é❡ ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❋ω✳

✷✳✸ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✈✉❡s ❝♦♠♠❡

♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❋ω

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
♦ù s♦♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ E✮ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t
❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❋ω ❞❡ ❊❈❈✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼
✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉① ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❊❈❈✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t s❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✶ ❡t ❧❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ✷✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

✹✾



✷✳✸✳✶ ❊①tr❛❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ❛ss♦❝✐♦♥s à t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ∈
V ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦té❡ x✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s q✉❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐♥tr♦❞✉✐t❡s q✉❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶ ✭E✮
✕ ❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳

✕ ❙✐ M = Pr♦♣ ❛❧♦rs E(M) = Pr♦♣✳
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✳
✕ ❙✐ M = (X : C)B ❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs E(M) = E(C) → E(B)✳

✕ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs E(M) = M ✳
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs E(M) = (x : E(A))E(B)✳
✕ ❙✐ M = [x : A]B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✳
✕ ❙✐ M = [X : C]B ❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs E(M) = [X : E(C)]E(B)✳
✕ ❙✐ M = (B u) ❛✈❡❝ u ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✳
✕ ❙✐ M = (B A) ❛✈❡❝ A ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs E(M) = (E(B) E(A))✳

✕ ❙♦✐t m ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳
✕ ❙✐ m ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs E(m) = m✳
✕ ❙✐ m = [x : A]n ❛❧♦rs E(m) = [x : E(A)]E(n)✳
✕ ❙✐ m = (n u) ❛❧♦rs E(m) = (E(n) E(u))✳

❖♥ ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷
✕ E([]) = []
✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧♦rs
E(Γ, x : M) = E(Γ), x : E(M)✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣és ❞❛♥s ❋ω✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭❝❢✳ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ✶✳✺✮ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❞❡ ❋ω✱ ΓO ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡ ❛ss♦❝✐é à
Γ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢M ∈ N ✳
✕ ❙✐ N = ❚②♣❡ ❛❧♦rs ⊢Fω

E(M) ∈ ❚②♣❡✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs E(Γ)O ⊢Fω

E(M) ∈ E(N)✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs E(Γ) ⊢Fω

E(M) ∈ E(N)✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ M ∈ N ✳
❊❧❧❡ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❡st ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ E ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ M ❡t N s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❡t s✐ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs

E(M [x/N ]) = E(M)[x/E(N)].

❙✐ t ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧♦rs ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs ♦❜t❡♥✉s ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉s ❧❡s ✏t②♣❡s✑ ❞❡
t ❡t ❞❡ E(t) s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❥✉st✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✺✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷ ❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣✉r t❡❧ q✉❡ t ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❆❧♦rs t ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω✳

❖♥ ♥❡ ♣❡r❞ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❡♥ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à êtr❡
t②♣és ❞❛♥s ❋ω✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡r❞ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥❛t✉r❡ ✏❧♦❣✐q✉❡✑ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❡ss❛②❡r ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳

▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛ ♣♦✉r ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈✐té ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
s✉r ❋ω✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ♥♦✉s ❛ été s✉❣❣éré ♣❛r ❱✳ ❇r❡❛③✉✲❚❛♥♥❡♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❚♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❋ω ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡st
é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❋ω✳

❊♥ ❡✛❡t s✐ ⊢ t ∈ M ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ⊢Fω
E(t) ∈ E(M)✳ ▼❛✐s M

❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❋ω ❞♦♥❝ E(M) = M ✳ �

✷✳✸✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t A ✉♥ ✏t②♣❡✑✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ♦✉ ❚②♣❡✱
♦♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏x ré❛❧✐s❡ A✑✳ ❖♥ ✈❡✉t q✉❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ E(A)✳
❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ R s✉r ❧❡s ✏t②♣❡s✑ t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ K
✭❛✈❡❝ K = Pr♦♣ ♦✉ K = ❚②♣❡✮ ❛❧♦rs R(A) ❡st ❞❡ t②♣❡ E(A) → K✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡
❞✐✣❝✉❧té✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❊❈❈✱ ❧❡ t❡r♠❡ A→ ❚②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳ P♦✉r é❝r✐r❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ R ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
q✉✐ ❛❞♠❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬✽❪✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ r❡st❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ s②stè♠❡ ❊❈❈ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐✲
s❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏t②♣❡s✑✱ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏♦❜❥❡ts✑✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❢❡r♦♥s ✐❝✐✳ ❙♦✐t A ✉♥ ✏t②♣❡✑ ❡t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s A ❞❡ t②♣❡ E(A)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
R(A, x) ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❊❈❈ q✉✐ s❡ ❧✐t ✏x ré❛❧✐s❡ A✑✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ A ❡st ❞❡
♥✐✈❡❛✉ ✵ ♦✉ ✶✮ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t R(A) q✉✐ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥s s♦♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ✏t②♣❡s✑ ❡t ❞❡s ✏♦❜❥❡ts✑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛✉r❛ R(A, x) = (R(A) x)
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r R ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏t②♣❡s✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸ ❖♥ ❞é✜♥✐t R(M, r) ♣♦✉r r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ M ✳ ❙✐ N ❡st ✉♥ t❡r♠❡✱
♦♥ ❞és✐❣♥❡ ♣❛r R(M,N) ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ N ❛✉① ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ r
❞❛♥s R(M, r)✳
✕ ❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✿

✕ ❙✐ M = Pr♦♣ ❛❧♦rs R(Pr♦♣, r) = r → Pr♦♣✳
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs R(M, r) = (x : E(A))R(B, r)✳
✕ ❙✐ M = (X : C)B ❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs
R(M, r) = (X : E(C))(X : R(C,X))R(C, (r X))✳

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦rs R(A, r) ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r (R(A) r)✳

✺✶



❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t R ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏♦❜❥❡ts✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹
✕ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✿
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs R(M) = M ✳
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs
R(M) = [r : E(M)](x : E(A))(x : R(A, x))R(B, (r x))✳

✕ ❙✐ M = [x : A]B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs R(M) = [x : E(A)]R(B)
✕ ❙✐ M = [X : C]B ❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs
R(M) = [X : E(A)][X : R(A,X)]R(B)

✕ ❙✐ M = (B u) ❛✈❡❝ u ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧♦rs R(M) = (R(B) E(u))✳
✕ ❙✐ M = (B C) ❛✈❡❝ C ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs
R(M) = (R(B) E(C) R(C))✳

✕ ❙♦✐t m ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✿
✕ ❙✐ m ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs R(m) = m✳
✕ ❙✐ m = [x : A]n ❛❧♦rs R(m) = [x : E(A)][x : R(A, x)]R(n)
✕ ❙✐ m = (n u) ❛❧♦rs R(m) = (R(n) E(u) R(u))✳

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬ét❡♥❞ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✺
✕ R([]) = []
✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❊❈❈✱ ❛❧♦rs

R(Γ, x : M) = R(Γ), x : E(M), x : R(M,x).

❘❡♠❛rq✉❡ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ ♣r♦❞✉✐t (x : A)B ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
r❡♣rés❡♥t❡✱ q✉❛♥❞ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B✱ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ A ⇒ B✳ ❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t ré❛❧✐s❡ A ⇒ B s✐ ♣♦✉r t♦✉t x q✉✐ ré❛❧✐s❡ A✱ (t x) ré❛❧✐s❡ B✳ ◆♦✉s tr❛✐t♦♥s
❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❍❆❙✳ ❙✐ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ X → Pr♦♣ r❡♣rés❡♥t❛♥t ✏❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ X✑✳

❱❛❧✐❞✐té

◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥M ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ E(M) ❡t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(M, t)✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ t ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡
M ✳
◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳
þ❬❱❛❧✐❞✐té❪
✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t A ✉♥ t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ A ∈ K ♦ù K ❞és✐❣♥❡ Pr♦♣ ♦✉ ❚②♣❡✳

❆❧♦rs s♦✐t r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s R(Γ)✱ ♦♥ ❛

R(Γ), r : E(A) ⊢ R(A, r) ∈ K

✺✷



✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s t❡❧s q✉❡ Γ ⊢M ∈ N ❛✈❡❝ N 6= ❚②♣❡✳
❖♥ ❛ ✿

R(Γ) ⊢ R(M) ∈ R(N, E(M))

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s❡ ❢❛✐t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✲
✈❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

✷✳✸✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❙♦✐t t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ M ✳ ❆❧♦rs ❞❡ t s❡
❞é❞✉✐s❡♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts✳ ▲✬✉♥ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❋ω ✿

⊢Fω
E(t) ∈ E(M)

▲✬❛✉tr❡ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ R(t) ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ E(t) ré❛❧✐s❡ M ✳
❉✬✉♥ ❝♦té ♦♥ ❛ ❛✛❛✐❜❧✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♦♥ ❛
❡ss❛②é ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉✬✐❧ ✈❛ êtr❡ s♦✉✈❡♥t ♣❧✉s ✏❢❛❝✐❧❡✑ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦❜❥❡t t
q✉✐ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ M q✉❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ M ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡rt❛✐♥❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥✲♣r♦✉✈❛❜❧❡s s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳
❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ t ∈ M ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡
R(Γ) ⊢ R(t) ∈ R(M, E(t))✳ ■❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
R(Γ) q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❙✐ ♦♥ s❛✐t ✐♥st❛♥❝✐❡r R(Γ) ❡t s✐ M ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s
❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐❞❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(M, t′)✳ ▲❡
t♦✉t ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✐t ❡♥❝♦r❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛ss✉r❡r ❧❛ ✏❝♦rr❡❝t✐♦♥✑ ❞❡
♥♦tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞♦✐t êtr❡ ❛ss❡③ ❢♦rt❡ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉✱ s❛♥s ❧✬êtr❡ tr♦♣ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛
❞❡ str✉❝t✉r❡s ❡t ♣❧✉s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
s❡r❛ ét❡♥❞✉❡✱ ♣❧✉s ✐❧ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✳

✷✳✸✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s

❘❡❣❛r❞♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

▲❡s ❜♦♦❧é❡♥s

▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❡st bool = (C : Pr♦♣)C → C → C✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✳

true ≡ [C : Pr♦♣][x, y : C]x
false ≡ [C : Pr♦♣][x, y : C]y

❖♥ ❛ E(bool) = bool ✳ ❙♦✐t r ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✳

R(bool , r) = (C : Pr♦♣)(P : C → Pr♦♣)

(x1 : C)(P x1) → (x2 : C)(P x2) → (P (r C x1 x2))

✺✸



▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ b ré❛❧✐s❡ ❧❛ ✏♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✑ ❜♦♦❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (b C x1 x2)✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ (b : bool)R(bool , b) ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ✿

Recbool = (b : bool)(P : bool → Pr♦♣)(P true) → (P false) → (P b)

❈❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r
q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❛②❛♥t ❧✬✉♥ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s t②♣❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❘❡❝❜♦♦❧ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡✳
❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❘❡❝❜♦♦❧✳ ❖♥ ❛ E(Recbool) = bool → bool ❡t

R(Recbool) = [r : bool → bool ]

(b : bool)R(bool , b)

→ (C : Pr♦♣)(P : bool → C → Pr♦♣)

(x1 : C)(P true x1) → (x2 : C)(P false x2) → (P b (r b C x1 x2))

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Recbool → R(Recbool , [b : bool ]b)

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❘❡❝❜♦♦❧ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✳✳✳ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
❧❡ t❡r♠❡ q✉✐ ❧❡ ré❛❧✐s❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❘❡❝❜♦♦❧✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡①é❝✉t❡r
✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❘❡❝❜♦♦❧ ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❘❡❝❜♦♦❧ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡✳

▲❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞✬❛✉tr❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ▲❡s
♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐és s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r ♣r❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❝✬❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

peano = (n : nat)(P : nat → Pr♦♣)(P 0) → ((u : nat)(P u) → (P (S u))) → (P n)

❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ❝❡t ❛①✐♦♠❡ ❡st s✉♣♣♦sé✳

❊❣❛❧✐té

❘❡❣❛r❞♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ✿ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

Eq = [A : Pr♦♣][a, b : A](P : A→ Pr♦♣)(P a) → (P b)

❖♥ ♥♦t❡r❛ a =A b ❧❡ t❡r♠❡ (Eq A a b)✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ❡t ❞❡✉① t❡r♠❡s a ❡t b ❞❡ t②♣❡ A✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ✿

E(a =A b) = (C : Pr♦♣)(C → C)

R(a =A b) = [r : (C : Pr♦♣)(C → C)]

(C : Pr♦♣)(P : A→ C → Pr♦♣)(x : C)(P a x) → (P b (r C x))

✺✹



❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳

a =A b→ R(a =A b, [C : Pr♦♣][x : C]x)

■❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été s✐ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❢❛✐s❛✐t ♣❛s ❞❛♥s
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ a =A b ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ t ❞❡ a =A b ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R(Γ) ❞❡ R(a =A b, t)✳ ■❧ ♥✬❡st
♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ✿

R(a =A b, t) → a =A b

❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥tR(Γ) ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐
❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬é❣❛❧✐té✱ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t êtr❡
r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✏✐❞❡♥t✐té✑ à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❡st ✉♥ ❝❛s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✏♣réré❛❧✐sé❡✑✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✳

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ A ❡t B ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ♦♥ ❝♦❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ A ❡t ❞❡ B ♣❛r ✿

A ∨B = (C : Pr♦♣)(A→ C) → (B → C) → C

P♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡✱ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A∨B ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, t) ❛✈❡❝ s♦✐t x = 0
❡t t ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A✱ s♦✐t x = 1 ❡t t ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ B✳ ■❝✐ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
❝♦❞❛❣❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

E(A ∨B) = E(A) ∨ E(B)

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ s❛♥s ❛✈♦✐r à ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡
✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐t✳

❖♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛✐sé♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❘❡♣ ❞❡ t②♣❡ (E(A) ∨ E(B)) → bool ✳ ■❧ s✉✣t ❞❡
♣r❡♥❞r❡ ✿

[x : E(A) ∨ E(B)](x bool [y : E(A)]true [y : E(B)]false).

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ x ré❛❧✐s❡ A ∨B ❛❧♦rs ✿

(Rep x) =bool true → ∃y : E(A).R(A, y)

❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡ x ré❛❧✐s❡ A ∨B ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(C : Pr♦♣)(P : C → Pr♦♣)
(f : E(A) → C)((y : E(A))R(A, y) → (P (f y)))
→ (g : E(B) → C)((y : E(B))R(B, y) → (P (g y)))
→ (P (x C f g))

✺✺



■❧ s✉✣t ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✿

C = bool P = [b : bool ]b =bool true → ∃y : E(A).R(A, y)

f = [y : E(A)]true g = [y : E(B)]false

■❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ✿

(y : E(A))R(A, y) → ∃y : E(A).R(A, y)

❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♥t ❡t ✿

(y : E(B))R(B, y) → false =bool true → ∃y : E(A).R(A, y)

❈❡ q✉✐ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ✿ tr✉❡ ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ ❢❛❧s❡✳
❈❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✐r❡❝t❡ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥
♠❡s✉r❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡✱
❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡✱ ✉♥ ♦❜❥❡t (x, y) t❡❧ q✉❡ s✐ x = 0 ❛❧♦rs y ré❛❧✐s❡ A ❡t
s✐ x 6= 0 ❛❧♦rs y ré❛❧✐s❡ B✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s t②♣❡r ❧❡ t❡r♠❡ y q✉✐ ❞♦✐t êtr❡
s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❝❛s ❞❡ t②♣❡ E(A) ♦✉ E(B)✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
♠♦❞✐✜é❡✱ ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t (x, y, z) t❡❧ q✉❡ s✐ x = 0 ❛❧♦rs y ré❛❧✐s❡ A ❡t s✐ x 6= 0
❛❧♦rs z ré❛❧✐s❡ B✳ ❯♥ t❡❧ ♦❜❥❡t ❡st t②♣❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♥❛t✱ E(A) ❡t E(B)✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✉t✱ ♠ê♠❡ s✐ B ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ✈ér✐✜é✱ ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ E(B)✳ ❙✐ E(A) ❡t E(B) s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ A ∨B ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡
❍❆ω✱ t♦✉s ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s t②♣❡s ❡t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦✉s
✐♥t❡r❞✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
❡t ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ♦✉ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s❛♥s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧s s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❞❡s ❝♦❞❛❣❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉r ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❛✣♥é❡s✳

✷✳✹ ❉✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

✷✳✹✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✭t❡r♠❡s t②♣és ❋ω✮ ❡t ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳

✺✻



P♦✉rq✉♦✐ ✈❡✉t✲♦♥ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❄
▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣❡r♠✐ss✐❢
q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✳ ❖♥ ❛ ✿

⊥ = (C : Pr♦♣)C.

◗✉❛♥❞ ♦♥ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✱
❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❧✐❝✐t❡ ❞❡ r❡♥✈♦②❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉♦✐✱ ❡t ♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣r♦♠❡t ♣❛s ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❢❛✉t q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ r❡♥✈♦②❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ ❜♦♥ t②♣❡✳ ❖r ✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✳ ❙✐ ♦♥ ♣❡♥s❡ à ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ❈❆▼▲✱ ♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡
❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ (C : Pr♦♣)C✳ ❈❡ ❢❛✐s❛♥t✱ ♦♥ r❡♥❞r❛✐t ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ✐♠♣♦s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❥❛♠❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡
ré❝✉rs✐♦♥ ❛✉t♦r✐sé✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ❛❧♦rs ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

✷✳✹✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉

❖♥ ❡st ❛♠❡♥é à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ❢❛✐t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥
✏♣❧♦♥❣❡♠❡♥t✑ ❞❡ ❋ω ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ à ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦✉ à êtr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ t❡❧
t❡r♠❡✳

❙②♥t❛①❡ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ΛD ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ω✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ Λ ❞❡ ❊❈❈ ❧❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

❙✐ A ∈ ΛD ❡t B ∈ Λ ❛❧♦rs [x :D A]B✱ (x :D A)B ❡t (DB A) s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ Λ✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❡st ét❡♥❞✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥✬❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t q✉✬❡♥ t❛♥t q✉✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s
r❡♠✐s❡ ❡♥ ❝❛✉s❡ ♣❛r ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❡r✈✐r ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t êtr❡ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r
q✉✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ❊♥ ❢❛✐t ✐❧ ♥✬② ❛
♣❛s ❞✬♦❜❥❡❝t✐♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✉t✐❧✐s❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳
■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❞❡s t②♣❡s t❡❧s q✉❡ ♥❛t ♦✉ ❜♦♦❧ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞é❥à
❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❧❡s ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛❧❧é❣❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s E ❡t R

▲❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❋ω s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r
❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s à ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❈❡❝✐
❛♠è♥❡ à ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡ E ❡t R ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
✕ ❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✿

✺✼



✕ ❙✐ M = Pr♦♣ ❛❧♦rs E(M) = ❉❛t❛✳
✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❛❧♦rs

E(M) = E(B) R(M, r) = (x :D A)R(B, r)

✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛✈❡❝ A ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs

E(M) = A→ E(B) R(M, r) = (x :D A)R(B, (r x))

✕ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✿
✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛❧♦rs

E(M) = (x : A)E(B) R(M, r) = (x :D A)R(B, (r x))

✕ ❙✐ M = [x :D A]B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❛❧♦rs

E(M) = E(B) R(M) = [x :D A]R(B)

✕ ❙✐ M = [x :D A]B ❛✈❡❝ A ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs

E(M) = [x :D A]E(B) R(M) = [x :D A]R(B)

✕ ❙✐ M = (DA B) ❛❧♦rs s✐ B ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦♥ ❛

E(M) = E(A) R(M) = (R(A) B)

✕ ❙✐ M = (DA B) ❛❧♦rs s✐ B ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ♦♥ ❛

E(M) = (DE(A) B) R(M) = (DR(A) B)

✕ ❙♦✐t m ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✿
✕ ❙✐ m = [x :D A]n ❛❧♦rs

E(m) = [x :D A]E(n) R(M) = [x :D A]R(n)

✕ ❙✐ m = (Dn u) ❛❧♦rs

E(m) = (E(n) u) R(M) = (R(n) u)

▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❛✐t
♣♦✉r M ∈ ΛD✱ E(M) = M ✱ x = x ❡t R(M, r) éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

✺✽



✷✳✹✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✳ ❯♥ ❝❛s ❞✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (C : Pr♦♣)C✳ ❯♥❡
t❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ é❧❡♠❡♥t ❡❝❤❡❝ ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C s✐

(C : ❉❛t❛)(P : C → Pr♦♣)(P (echec C))

❝❡ q✉✐ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ⊥ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳
❘❡❢❛✐s♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r ❧✬é❣❛❧✐té✳ ❙✐ ⊥ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t Γ✱ ❝♦♠♠❡ R(⊥, x) → ⊥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ⊥ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
R(Γ) ❡t ❡❝❤❡❝ ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ⊥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱
r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (C : Pr♦♣)C ♣❛r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡❝❤❡❝✳ ❖♥ ❡①é❝✉t❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù s❡ tr♦✉✈❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿

echec : (C : ❉❛t❛)C

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ é❝❤♦✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù s❛
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ✿

[x1 : A1] . . . [xn : An](echec t1 . . . tp)

▲❛ ré♣♦♥s❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♥♦♥ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ à ♣r♦✉✈❡r
❡st A → (A → ⊥) → ⊥ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ♣❡✉t êtr❡ ❡❝❤❡❝✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t ♦♥ ♠♦♥✲
tr❡r❛ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ✏é❝❤♦✉❡✑ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ t②♣❡ à ♣r♦✉✈❡r ❡st
✏❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡✑✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

(x1 : A1) . . . (xn : An)B

❛✈❡❝ (x1 : A1) . . . (xn−1 : An−1)An → ⊥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞✐r❡ q✉✬❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞ ❛✉ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✈✐❞❡✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ t❡❧s t②♣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s très ✉t✐❧❡s✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s✱ ♥♦✉s s❡r♦♥s
sûrs q✉❡ ♥♦s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥✬é❝❤♦✉❡♥t ♣❛s✳ ❖♥ ❛✉r❛ ❣❛❣♥é ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣❛r s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠♦r❝❡❛✉① ❞❡ ❝♦❞❡s ✐♥✉t✐❧❡s ❝❛r ❥❛♠❛✐s ❡①é❝✉tés✳

❆✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣r✐♠é ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞❡ ❧❛
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡ à s❛✈♦✐r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦♥
♣r♦✉✈és ❧à ♦ù ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛
❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳ ■❧ r❡st❡ ❞✬❛✉tr❡s
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts✳ ◆♦✉s ❧❡s ❡①❛♠✐♥♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t ❡t ② ❛♣♣♦rt♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡♥ ❞é❣❛❣❡❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏❧♦❣✐q✉❡✑✳

✷✳✺ ❉✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏❧♦❣✐q✉❡s✑

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐✈❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t ❞❡ t②♣❡ C ❡t q✉❡ s♦✉s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ M ♦♥
♣r♦✉✈❡ q✉❡ t ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été Φ✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡

M → Σx : C.Φ

✺✾



❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ Σx : C.M → Φ✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❢❛✉① ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ M ♥✬❛ s❡r✈✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Σx : C.Φ ❛❧♦rs
❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t②♣❡ M ❞✐s♣❛r❛îtr❛✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡
❧❡✉r ♣r❡✉✈❡✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✉r❛ ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(M → Σx : C.Φ) → Σx : C.(M → Φ)

❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝ s❡ ❞é❣❛❣❡r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞♦♥t ♦♥ ✈❡✉t ✐❣♥♦r❡r ❧❡ ❝ôté ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✿
✕ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✑ ❞❡s t②♣❡s ❡①✐st❡♥t✐❡❧s✳
✕ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏♣réré❛❧✐sé❡s✑ ✭❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛✐t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐✮✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ✏❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✑ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❝✬❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r q✉✐ ❞✐t ✏❥❡ ✈❡✉①
✐❣♥♦r❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❡❧❧❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✑✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❝❡ q✉❡ ❇❡❡s♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✏s❡❧❢✲ r❡❛❧✐③✐♥❣✑✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❡♥ ❛✈♦♥s ✈✉ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡t ❧✬❛❜s✉r❞❡
ét❛✐❡♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳

✷✳✺✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✻ ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✮ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t A ✉♥ t❡r♠❡ t❡❧
q✉❡ Γ ⊢ A ∈ Pr♦♣✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ jA t❡❧ q✉❡ ✿

E(Γ) ⊢Fω
jA : E(A) ❡t R(Γ), x : E(A),R(A, x) ⊢ R(A, jA).

❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ jA ♣réré❛❧✐s❡ A✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✏a =A b✑ ét❛✐t ♣réré❛❧✐sé❡ ♣❛r

ja=Ab = [C : ❉❛t❛][x : C]x.

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ⊥ ét❛✐t ♣réré❛❧✐sé❡ s✐ ♦♥ s✉♣♣♦s❛✐t q✉❡ ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣♦ssé❞❛✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥❡
♣ré❝✐s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ♣réré❛❧✐sé❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✹ ❙♦✐t B ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❛❧♦rs (x :D A)B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧♦rs A→ B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡

A ∧B = (C : Pr♦♣)(A→ B → C) → C.

✻✵



❙✐ M = (x :D A)B✱ ♦♥ ♣♦s❡ jM = [x :D A]jB(x)✳ ❖♥ ❛

R((x :D A)B, r) = (x :D A)R(B, (r x)).

❈♦♠♠❡ B ❡st ♣réré❛❧✐sé❡ ♦♥ ❛ ✿

(x :D A)(y : E(B))R(B, y) → R(B, jB(x))

Pr❡♥♦♥s r t❡❧ q✉❡ R((x :D A)B, r) ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x ❞❡ t②♣❡ A✱ (r x) ré❛❧✐s❡ B✱ ❡t ❞♦♥❝
jB(x) ré❛❧✐s❡ B✳ ❈❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ jM ré❛❧✐s❡ (x :D A)B✳
❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ jA→B = [x : E(A)]jB ♣réré❛❧✐s❡ A→ B✳
▼♦♥tr♦♥s q✉❡

jA∧B = [C : Pr♦♣][f : E(A) → E(B) → C](f jA jB)

✭jA∧B ❡st ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s jA ❡t jB✮ ♣réré❛❧✐s❡ A ∧B✳

R(A ∧B, r) = [r : (C : ❉❛t❛)(E(A) → E(B) → C)]

(C : ❉❛t❛)(P : C → Pr♦♣)

(f : E(A) → E(B) → C)

((x : E(A))R(A, x) → (y : E(B))R(B, y) → (P (f x y)))

→ (P (r C f))

❙♦✐t r t❡❧ q✉❡ r ré❛❧✐s❡ A ∧ B✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡
(r E(A) [x : E(A)][y : E(B)]x) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ r✮ ré❛❧✐s❡ A✳ ❉♦♥❝
jA ré❛❧✐s❡ A✳ ❉❡ ♠ê♠❡ jB ré❛❧✐s❡ B✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t✳ �

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡✱ ♠❛❧❣ré ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❡s
♠ê♠❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

❆✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣réré❛❧✐sé❡s ■❧ ② ❛ ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣réré❛❧✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
P❳ ❞❡ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❬✷✹❪✱ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ✏❞❡ t②♣❡ ③ér♦✑ ✭♦✉ ❞❡ r❛♥❣ ③ér♦✮✳
P❛r♠✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ③ér♦✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿

(e1 → A1; . . . ; en → An)

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s t❡r♠❡s ei s♦♥t ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❡t ❧❡s t❡r♠❡s Ai ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❉♦♥♥♦♥s ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❙✐ n = 0✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡ ❡t ♣♦✉r n > 1✱ s✐ e1 s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞✐✛ér❡♥t❡
❞❡ nil ❛❧♦rs ❝✬❡st A1 s✐♥♦♥ ❝✬❡st (e2 → A2; . . . ; en → An)✳ ❉❛♥s PX✱ s✐ ❧❡s Ai s♦♥t ❞❡ t②♣❡
③ér♦ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ (e1 → A1; . . . ; en → An)✳
❉❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥
✈♦✐s✐♥❡✳ ❙♦✐t e ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ✭✐✳❡✳ ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C → C → C✮ ❡t A ❡t B
❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✳ ❖♥ ♣♦s❡✿

(e→ A,B) = (C : Pr♦♣)

(e =bool true → A→ C) → (e =bool false → B → C) → C

✻✶



❖♥ ♥♦t❡ ■❞ ❧❡ t❡r♠❡ [C : ❉❛t❛][x : C]x q✉✐ ♣réré❛❧✐s❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡
✈♦✐r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✭❛✈❡❝ ♣♦✉r f ❡t g ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡s✮ ✿

[C : ❉❛t❛][f ][g](e C (f Id jA) (g Id jB))

❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (e→ A,B).
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✏❜♦♦❧é❡♥✲
♥❡✑ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ s❡ tr♦✉✈❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡ tr♦✉✈❡ ❞é❥à ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r à ❡♥ r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

✷✳✺✳✷ Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s

❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
M : Pr♦♣, A : ❉❛t❛, P : A→ Pr♦♣,

❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(M → ΣAP ) → Σx : A.(M → (P x))

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ M ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ♥✐ A ♥✐ P ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡M ✳ ■❧
♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ t❡r♠❡ r t❡❧ q✉❡ s✐ f ré❛❧✐s❡M → ΣAP ❛❧♦rs (r f) ré❛❧✐s❡ Σx : A.(M → (P x))✳

▲❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧

❘❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t s❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳ ❖♥ ❛ ✿

ΣAP = (C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → C) → C.

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ E(ΣAP ) = (C : ❉❛t❛)(A → E(P ) → C) → C✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t
❞❡ ΣAP ❡st ❧❡ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ A ❡t ❞❡ E(P )✳ ❙♦✐t r ❞❡ t②♣❡ E(ΣAP )✳ ▲❡ t❡r♠❡ r ré❛❧✐s❡
ΣAP s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(C : ❉❛t❛)(Q : C → Pr♦♣) (f : A→ E(P ) → C)
((x : A)(y : E(P ))(R(P ) x y) → (Q (f x y)))
→ (Q (r C f))

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ΣAP s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (x, y) t❡❧s q✉❡
y ré❛❧✐s❡ (P x)✳

❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❈♦♠♠❡ M ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré✲
ré❛❧✐sé❡❡✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ♦❜❥❡t jM t❡❧ q✉❡ (t : E(M))R(M, t) ✐♠♣❧✐q✉❡ R(M, jM)✳
❙♦✐t f ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M → ΣAP ❛❧♦rs (f jM) ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (x, y) t❡❧ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M ❛❧♦rs y ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ (P x)✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡
(x, [z : E(M)]y) ré❛❧✐s❡ Σx : A.(M → (P x))✳
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❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦t✐✈é ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♠❡♥❛✐t à ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳
❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ♦ù ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❜s✉r❞❡ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡t ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs ❞❡ ❜❛s❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❡①tr❛✐ts ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❍❛rr♦♣✳ ❯♥ t❡❧ tr❛✐t❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♥❛t✉r❡❧ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ ❍❛rr♦♣✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦s❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s✱
❛ ♣r✐♦r✐✱ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ❧❡✉r s✉❜st✐t✉❡r❛ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣réré❛❧✐sé❡s ♦✉ ♥♦♥✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣réré❛❧✐sé❡ ♣❡✉t ❧❡ ❞❡✈❡♥✐r ❛♣rès s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♦✉ ♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s✳
❖♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✬❡♥tr❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❝❡
s✐♠♣❧❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ♣r❛✲
t✐q✉❡ ❞❡ ❣ér❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ♣❛rt✐❡s
❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳
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❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡

♣r♦❣r❛♠♠❡s

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞✉ s②stè♠❡ ❋ω ❝♦♠♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧ très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦r✐✲
❣✐♥❡❧ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏❧♦❣✐q✉❡s✑ s♦♥t
s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❣✉és✳
▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡t ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡✲
r♦♥s ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ P✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳

✸✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❘é❛❧✐s❛t✐♦♥s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✼ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ω✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ΛD ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❋ω✳ ❙✐ M ❡t N s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❋ω✱ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ∆ ⊢Fω

M ∈ N s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ M ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❞✉ s②stè♠❡
❋ω✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts
❞❡ ΛD✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉♥✐❢♦r♠❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ P♦✉r M ∈ ΛD✱ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t
⊢Fω

M ∈ ❚②♣❡ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ M ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳

✸✳✶✳✶ ❙②♥t❛①❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧✬✉♥❡ ❡st Pr♦♣ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏❧♦❣✐q✉❡s✑
✭❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t r✐❡♥ ❡①tr❛✐r❡✮✳ ▲✬❛✉tr❡ ❡st ❙♣❡❝ ♣♦✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦✉
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝♦♥str✉❝t✐❢ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳
▲❛ s②♥t❛①❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ét❡♥❞✉❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ΛR

❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❚r♦✐s ❝♦♥st❛♥t❡s ✿ ❙♣❡❝✱ Pr♦♣ ❡t ❚②♣❡✳
✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ V ✳
✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿ (M N) ❛✈❡❝ M,N ∈ ΛR

(DM N) ❛✈❡❝ M ∈ ΛR ❡t N ∈ ΛD ✳

✻✹



✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿ [x : M ]N ❛✈❡❝ x ∈ V ❡t M,N ∈ ΛR

[x :D M ]N ❛✈❡❝ x ∈ VD✱ N ∈ ΛR ❡t M ∈ ΛD

✕ Pr♦❞✉✐t ✿ (x : M)N ❛✈❡❝ x ∈ V ❡t M,N ∈ ΛR

(x :D M)N ❛✈❡❝ x ∈ VD✱ N ∈ ΛR ❡t M ∈ ΛD✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❋ω✳ ❊t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❋ω q✉❡ ♥♦✉s
♥♦t♦♥s ΓD✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✶
✕ [] ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭✈✐❞❡✮ ❡t []D = []✳
✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✐ M ∈ ΛD ❡t s✐ x ∈ VD ❛❧♦rs Γ, x :D M ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲

♠❡♥t ❡t (Γ, x :D M)D = ΓD, x :D M
✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ s✐ M ∈ ΛR ❡t s✐ x ∈ V ❛❧♦rs Γ, x : M ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

❡t (Γ, x : M)D = ΓD

❈♦♥✈❡rs✐♦♥ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲✬✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭x ∈
ΛR✮✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✭x ∈ ΛD✮✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ❞❡✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿

([x : M ]N R) −→ N [x/R] (D[x :D M ]N R) −→ N [x/R]

■❧ ② ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① rè❣❧❡s ❞❡ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ s✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s N ✳

[x : M ](N x) =η N [x :D M ](DN x) = N

✸✳✶✳✷ ❘è❣❧❡s ❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ K ❞és✐❣♥❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Pr♦♣✱ ❙♣❡❝ ♦✉ ❚②♣❡✱ D ❞és✐❣♥❡
❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❉❛t❛ ♦✉ ❚②♣❡✳
✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✿

(1) [] ❡st ❱❛❧✐❞❡

(2)
Γ ⊢M ∈ K x ∈ ΛR ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Γ

Γ, x : M ❡st ❱❛❧✐❞❡

(3)
ΓD ⊢Fω

M ∈ D x ∈ ΛD ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s Γ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡

Γ, x :D M ❡st ❱❛❧✐❞❡

✕ ❍②♣♦t❤ès❡ ✿

(4)
Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ x : N ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Γ (N ∈ ΛR)

Γ ⊢ x ∈ N

✕ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ✿

(5)
Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡

Γ ⊢ Pr♦♣ ∈ ❚②♣❡
(6)

Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡

Γ ⊢ ❙♣❡❝ ∈ ❚②♣❡
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✕ Pr♦❞✉✐t ✿

(7)
Γ, x : P ⊢M ∈ K

Γ ⊢ (x : P )M ∈ K
(8)

Γ, x :D P ⊢M ∈ K

Γ ⊢ (x :D P )M ∈ K

✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿

(9)
Γ, x : P ⊢M ∈ N N 6= ❚②♣❡

Γ ⊢ [x : P ]M ∈ (x : P )N

(10)
Γ, x :D P ⊢M ∈ N N 6= ❚②♣❡

Γ ⊢ [x :D P ]M ∈ (x :D P )N

✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

(11)
Γ ⊢M ∈ (x : P )N Γ ⊢ R ∈ Q P =βη Q

Γ ⊢ (M R) ∈ N [x/R]

(12)
Γ ⊢M ∈ (x :D P )N ΓD ⊢Fω

R ∈ Q P =βη Q

Γ ⊢ (DM R) ∈ N [x/R]

✕ ❊❣❛❧✐té ✿

(13)
Γ ⊢M ∈ N Γ ⊢ N ′ ∈ K N =βη N

′

Γ ⊢M ∈ N ′

✸✳✶✳✸ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❡t Pr♦♣r✐étés

◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❘❈❈ ❧❡ s②stè♠❡ ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉✳

Pr♦♣r✐étés ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡ ❈❛❧❝✉❧ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ ❊❈❈ é♥♦♥❝é❡s ❡♥ ✶✳✽✳✸✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ❚♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ,∆ ⊢M ∈ N ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ s♦✉s ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡✳
✕ ❙♦✐❡♥t Γ ❡t ∆ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦rr❡❝ts t❡❧s q✉❡ Γ ⊂ ∆✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ s✐ X : M
❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Γ ❛❧♦rs ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ∆✳

❙✐ Γ ⊢M ∈ N ❛❧♦rs ∆ ⊢M ∈ N.

✕ ❙✐ Γ, x : P,∆ ⊢M ∈ N ❡t Γ ⊢ R ∈ P ❛❧♦rs

Γ,∆[x/R] ⊢M [x/R] ∈ N [x/R].

✕ ❙✐ Γ, x :D P,∆ ⊢M ∈ N ❡t ΓD ⊢Fω
R ∈ P ❛❧♦rs

Γ,∆[x/R] ⊢M [x/R] ∈ N [x/R].

❈♦❤ér❡♥❝❡ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❊❈❈ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ✿
s♦✐t ❡♥ ❡♥✈♦②❛♥t Pr♦♣✱ ❙♣❡❝ ❡t ❉❛t❛ s✉r Pr♦♣❀ s♦✐t ❡♥ ✐❣♥♦r❛♥t t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t Γ ⊢M ∈ N ❞❛♥s ❘❈❈✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❧✬✉♥❡ ♦✉ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❊❈❈✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❘❈❈ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♥s❡r✈❛tr✐❝❡ ❞❡ ❊❈❈✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❘❈❈ ❡st ❝♦❤ér❡♥t✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és ❞❡ ΛR ❛❞♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

✻✻



❘❡♠❛rq✉❡ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s s♦rt❡s
❞✬♦❜❥❡ts ✭❞✐st✐♥❣✉és ♣❛r ❧❡s tr♦✐s ✐♥st❛♥❝❡s Pr♦♣✱ ❙♣❡❝ ❡t ❉❛t❛ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Pr♦♣ ✐♥✐t✐❛❧❡
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✮✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
❞❡s t❡r♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s q✉✐ ❞♦♥♥❛✐❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ à s❛✈♦✐r ❧❡✉rs t②♣❡s✳ ◆♦✉s
❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❉❛t❛ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❝♦♠♠❡ ❞❡s
♦❜❥❡ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣✉rs ✭❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✈r❛✐ ❝❛r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ s✉r ❝❡s
♦❜❥❡ts ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡✉r ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✱ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ Pr♦♣ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
♣r❡✉✈❡s ♣✉r❡s ✭❧✬♦❜❥❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♥❡ s❡rt q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡t ♥♦♥
♣❛r s♦♥ ❝♦té ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✮❀ ❡♥✜♥ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❙♣❡❝ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❤②❜r✐❞❡s
❝♦♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣✉r❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠❡♥❡r
❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s E ❡t R q✉❡
♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r❡✉✈❡✳

✸✳✷ ❚❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✑✳

✸✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ q✉✐ ét❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✏sé♠❛♥t✐q✉❡✑
❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡s
t❡r♠❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✷ ✭❈♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t
❡♥s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s✳
✕ Pr♦♣ ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs (x :D N)M ✱ (x : N)M ✱ [x :D N ]M ✱ [x : N ]M ✱ (M N) ❡t

(DM N) s♦♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
✕ ❯♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s♦♥ t②♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

❯♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ❘❈❈✱ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ s❡r❛ ❞✐t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳

✸✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés

▲❛ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st s❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶ ❙♦✐❡♥t M ∈ ΛR✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t R ∈ ΛR∪ΛD✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
Γ ❡t ∆ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✱ N ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ΛR ❡t P ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ΛR ∪ ΛD t❡❧s q✉❡ ❧✬✉♥❡
❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s♦✐t ✈ér✐✜é❡ ✿
✕ Γ, x : P,∆ ⊢M ∈ N ❡t Γ ⊢ R ∈ P
✕ Γ, x :D P,∆ ⊢M ∈ N ❡t ΓD ⊢Fω

R ∈ P
❆❧♦rs M [x/R] ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✳ �

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

✻✼



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✷ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡ ❘❈❈✳ ❙✐ M =βη N ❛❧♦rs M
❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

◆♦t♦♥s ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸ ❙♦✐tM ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ❘❈❈ ❞❡ t②♣❡ N ✳ ❆❧♦rsM ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉
♥✉❧ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
✕ N = ❚②♣❡ ❡t M ❡st é❣❛❧ à ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts t❡r♠✐♥❛♥t ♣❛r Pr♦♣✳
✕ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ st❛❜✐❧✐té é♥♦♥❝é❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s✳ ✭❙✐ B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ ❛❧♦rs A⇒ B ❡t ∀x : A.B
s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♣réré❛❧✐sé❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

✸✳✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❙✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉①
t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t s✉♣♣r✐♠❡ t♦✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✳

✸✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

▲❡ t❡r♠❡ E(M) ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡M ✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ E(M) = M ♣♦✉rM ∈ ΛD ❡t x = x ♣♦✉r x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❡ ΛD✳ ◆♦✉s ♦♠❡tt♦♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ✏D✑ ❞❛♥s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s
✕ ❙✐ M = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs E(M) = ❉❛t❛
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs ✿

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs
E(M) = E(A) → E(B)✳

✕ ❙✐♥♦♥ E(M) = E(B)✳

❙❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs E(M) = M ✳
✕ ❙♦✐t M = (x : A)B✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✳
✕ ❙✐♥♦♥ E(M) = (x : E(A))E(B)✳

✕ ❙♦✐t M = [x : A]B✳
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs
E(M) = [x : E(A)]E(B)✳

✕ ❙✐♥♦♥ E(M) = E(B)✳

✻✽



✕ ❙♦✐t M = (B A)✳
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs E(M) =

(E(B) E(A))✳
✕ ❙✐♥♦♥ E(M) = E(B)✳

Pr❡✉✈❡s
✕ ❙✐ m ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs E(m) = m✳
✕ ❙♦✐t m = [x : A]n✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs E(m) = E(n)✳
✕ ❙✐♥♦♥ E(m) = [x : E(A)]E(n)✳

✕ ❙♦✐t m = (n u)✳
✕ ❙✐ u ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs E(m) = E(n)✳
✕ ❙✐♥♦♥ E(m) = (E(n) E(u))✳

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ E s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s✳
✕ E([]) = []
✕ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ΛR ∪ ΛD ❛❧♦rs ✿

✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs E(Γ, x : M) = E(Γ)✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs E(Γ, x : M) = E(Γ), x : E(M)✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ΛD✱ ❛❧♦rs E(Γ, x :D M) = E(Γ), x : M.

✸✳✸✳✷ Pr♦♣r✐étés

▲❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❛ st❛❜✐❧✐té ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❋ω ❞❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹ ❙♦✐❡♥t M ✱ x ❡t R ❞❡s t❡r♠❡s t❡❧s q✉❡ M ❡t M [x/R] s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳
✕ ❙✐ R ∈ ΛR ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs E(M [x/R]) = E(M)[x/E(R)]
✕ ❙✐ R ∈ ΛD ❛❧♦rs E(M [x/R]) = E(M)[x/R].
❙✐ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ✭❝❢ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✼✮ ❞❡ R ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ M ♦✉ s✐ R ❡st
❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❛❧♦rs x ✭♦✉ x s✐ R ∈ ΛD✮ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s E(M)✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♠❛rq✉❡r ❞✬❛❜♦r❞
q✉❡✱ s✐ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s M ✱ ❛❧♦rs ♥✐ x ♥✐ x ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s E(M) ❡t ❞♦♥❝ ❧❡s
♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡s✳ ■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❞♦♥❝ à r❡❣❛r❞❡r ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳
✕ ❙✐ M = x ❛❧♦rs R ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ M ✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r

❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡✳
✕ ❙✐ M = (y : A)B ❛❧♦rs M [x/R] = (y : A[x/R])B[x/R]✳ ▲❡ t❡r♠❡ B ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉

♣♦s✐t✐❢ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ B✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t❡r♠❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿
♦✉ ❜✐❡♥ E(M) = E(B) ❡t E(M [x/R]) = E(B[x/R]) ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r B✳
♦✉ ❜✐❡♥ E(M) = (y : E(A))E(B) ❡t E(M [x/R]) = (y : E(A[x/R]))E(B[x/R])✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦✉r A ❡t B✳ ▲❛

✻✾



s❡❝♦♥❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s A ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à B✳
❉♦♥❝ s✐ R ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à B✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ str✐❝t❡♠❡♥t
✐♥❢ér✐❡✉r à A✳

✕ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ �

◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✺ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡ ❘❈❈ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧s
q✉❡ M =βη N ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿

E(M) =βη E(N)

❉❡ t❡❧s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝❛r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧
❡t ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦♥t ❞é❥à ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❧❛ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥
❢♦r♠és ❞❡ ❋ω✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✬é♥♦♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❛♥s t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❋ω ❛❧♦rs ΓO ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✬♦r❞r❡
❛ss♦❝✐é à Γ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✻ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Γ ⊢M ∈ N ❡t q✉❡ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳
✕ ❙✐ N = ❚②♣❡ ❛❧♦rs E(M) ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs E(Γ)O ⊢Fω

E(M) ∈ E(N)✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs E(Γ) ⊢Fω

E(M) ∈ E(N)✳

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢M ∈ N ✳
�

✸✳✸✳✸ ❊①❡♠♣❧❡s

❘❡❣❛r❞♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s s✐♠♣❧❡s✳

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s A ❡t B ❞❡ t②♣❡
Pr♦♣✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ A ∨ B ❞❡ A ❡t B ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ✿

A ∨B ≡ (C : ❙♣❡❝)(A→ C) → (B → C) → C

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ✿
E(A ∨B) = (C : ❉❛t❛)C → C → C = bool

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ∨ B ❧❛✐ss❡ ❝♦♠♠❡ tr❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ✉♥
❜♦♦❧é❡♥✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❉♦♥♥♦♥s✲♥♦✉s
A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❡t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ P ❞❡ t②♣❡ A→ Pr♦♣✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s✿

ΣAP ≡ (C : ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → C) → C

▲❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t ❡st ✿
E(ΣAP ) = (C : ❉❛t❛)(A→ C) → C

✼✵



❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ t②♣❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à A✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ A ❡t ❞❡

(C : ❉❛t❛)(A→ C) → C

r❡✈✐❡♥t à ✐❞❡♥t✐✜❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t a ❞❡ A ❡t ❧❡ ✶✲✉♣❧❡t (a)✳

❈❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡t
❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❡①tr❛✐r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛❝❛♥t ❙♣❡❝ ♣❛r Pr♦♣ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ A∨B✱
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳

✸✳✹ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞é✲
✜♥✐r♦♥s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s R✱ ❧✬✉♥❡ ❜✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ❧✬❛✉tr❡ ✉♥❛✐r❡
♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜❥❡ts✳ P♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✏x ré❛❧✐s❡ A✑ ❞é❣é♥èr❡
❡♥ ✉♥ t②♣❡ R(A)✳
■❧ ♣❛r❛✐t ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✏x ré❛❧✐s❡ A✑ s♦✐❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

✸✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥

❚②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s R(M, r) ♣♦✉r r ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❡ M ❡t M ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✲
♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❛❧♦rs R(M, t) ❞és✐❣♥❡
R(M, r)[r/t]✳
✕ ❙✐ M = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R(M, r) = r → Pr♦♣✳
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs ✿

✕ ❙✐ A : ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R(M, r) = (x :D E(A))R(B, r)✳
✕ ❙✐ A : Pr♦♣ ❛❧♦rs R(M, r) = R(B, r)✳
✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs

R(M, r) = (x :D E(A))(x : R(A, x))R(B, (r x)).

✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿ R(M, r) = (x : R(A))R(B, r).
✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛❧♦rs ✿

✕ ❙✐ A : ❉❛t❛ ❛❧♦rs R(M, r) = (x :D A)R(C, r)
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs R(M, r) = (x :D A)R(B, (r x))

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s R(M) ♣♦✉r M ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
✕ ❙✐ M = Pr♦♣ ❛❧♦rs R(M) = Pr♦♣✳
✕ ❙♦✐t M = (x : A)B✳

✕ ❙✐ A : ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R(M) = (x :D E(A))R(B)✳
✕ ❙✐ A : Pr♦♣ ❛❧♦rs R(M) = R(B)✳
✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs R(M) = (x :D E(A))(x : R(A, x))R(B).
✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs R(M) = (x : R(A))R(B)✳

✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛❧♦rs R(M) = (x :D A)R(B)✳

✼✶



❙❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s

❙✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R(M, r) ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ (DR(M) r)✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s R(M) ♣♦✉r M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs R(M) = M ✳
✕ ❙♦✐t M = (x : A)B ♦✉ M = (x :D A)B ❛✈❡❝ B ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs R(M) = [r : E(B)](x : R(A))R(B, r)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs
R(M) = [r : (x : E(A))E(B)](x :D E(A))(x : R(A, x))R(B, (r x))✳

✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs R(M) = [r : (x : A)E(B)](x :D A)R(B, (r x)).
✕ ❙♦✐t M = (x : A)B ♦✉ M = (x :D A)B ❛✈❡❝ B ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs R(M) = (x : R(A))R(B)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs R(M) = (x :D E(A))(x : R(A, x))R(B)✳
✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs R(M) = (x :D A)R(B)

✕ ❙♦✐t M = [x : A]B ✳
✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x :D E(A)][x : R(A, x)]R(B)✳
✕ ❙✐ A : ❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x : R(A)]R(B)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x :D E(A)]R(B)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs ✿ R(M) = R(B)✳

✕ ❙✐ M = [x :D A]B ❛❧♦rs R(M) = [x :D A]R(B)✳
✕ ❙♦✐t M = (B A)✳

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(M) = ((DR(B) E(A)) R(A))✳

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿
R(M) = (R(B) R(A))✳

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(M) = (DR(B) E(A))✳

✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿ R(M) = R(B)✳
✕ ❙✐ M = (DB A) ❛❧♦rs R(M) = (DR(B) A)✳

Pr❡✉✈❡s

✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs R(M) = M ✳
✕ ❙♦✐t M = [x : A]B ♦✉ M = [x :D A]B✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x : R(A)]R(B)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x :D E(A)][x : R(A, x)]R(B)✳
✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs ✿ R(M) = [x :D A]R(B)✳

✕ ❙♦✐t M = (B A) ♦✉ M = (DB A)✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿ R(M) = (DR(B) R(A))✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿ R(M) = ((DR(B) E(A)) R(A))✳
✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs ✿ R(M) = (DR(B) A)✳

❊♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✬ét❡♥❞ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✈❛❧✐❞❡s✳

✼✷



✕ R([]) = []
✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ΛD ♦✉ ΛR✳

✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(Γ, x : M) = R(Γ), x :D E(M), x : R(M,x).

✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs R(Γ, x : M) = R(Γ), x : R(M).
✕ ❙✐ M ∈ ΛD ❛❧♦rs R(Γ, x :D M) = R(Γ), x :D M.

✸✳✹✳✷ ❆ ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R

◆♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
❘❈❈✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s R(M) ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s
✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✈♦✐r ❝❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ ❋ω✳ ❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✬✉♥
♥✐✈❡❛✉ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r❡✉✈❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ ΛD✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ P❈❈✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞✱ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s ♣❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ R✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡ ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s✳ ❙✐ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉
♥✉❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ P ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ R(M) ❝♦♥t✐❡♥❞r❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ E(P )✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ✏♣❛r❧❡✑ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
ré❛❧✐sé❡ ♣❛r❧❡r❛ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✳ ❈✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✐✜é❡ ❞♦♥t
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts a ❡t b ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ A✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ a = b s❡r❛
ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts ❞❡ a ❡t ❞❡ b s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t é❣❛✉①✳
❈✬❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉①
♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦✐t ❧✐é❡ à ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❧❡✉rs ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r R ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t t♦✉t ❧❡
s②stè♠❡ P❈❈✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s R(M, r) ❡t R(M) ♣♦✉rM ∈ ΛR✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡s ❡①✐st❛✐❡♥t s♦✉s ❞❡✉① ✈❡rs✐♦♥s ✉s✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡s r✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡t q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✬❛♣♣❛✲
r❡♥t❡ à ❧❛ r✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣♦✉r ❧❛ q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s❡rt ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❥✉st✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❡①✐st❡♥❝❡✳ ❊❧❧❡
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ❡t ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ ♠♦✐♥s
✉t✐❧❡✳

✸✳✹✳✸ Pr♦♣r✐étés

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✼ ❙♦✐❡♥t M ✱ x ❡t R t❡❧s q✉❡ M ❡t M [x/R] s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❙♦✐t r ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✳
✕ ❙✐ R ∈ ΛR ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs
R(M [x/R], r) = R(M, r)[x/E(R)][x/R(R)]
❡t R(M [x/R]) = R(M)[x/E(R)][x/R(R)].

✼✸



✕ ❙✐ R ∈ ΛR ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs
R(M [x/R], r) = R(M, r)[x/R(R)] ❡t R(M [x/R]) = R(M)[x/R(R)]✳

✕ ❙✐ R ∈ ΛD ❛❧♦rs
R(M [x/R], r) = R(M, r)[x/R] ❡t R(M [x/R]) = R(M)[x/R]✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s R ∈ ΛR ❡st ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ M ❛❧♦rs x ♥✬❡st ♣❛s
❧✐❜r❡ ❞❛♥s R(M) ❡t R(M, r)✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ E ✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ R
♣❛r βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✽ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡✉① t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ❞❡ ❘❈❈✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ M =βη

N ✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ r✱

R(M, r) =βη R(N, r).

✕ ❙✐♥♦♥ R(M) =βη R(N)✳

✸✳✺ ❱❛❧✐❞✐té

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞é✜♥✐❡✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣ré❝✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✸ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ M ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✭❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✮ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ E(M) ✭❞❛♥s E(Γ)✮ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(M, t)
✭❞❛♥s R(Γ)✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s t ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M ✭❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✮✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❜✐❡♥ q✉❡ ❞✐r❡❝t à ♠♦♥tr❡r✮ ❡st ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐✲
s❛❜✐❧✐té✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✐t q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ❡t
s✐ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ Γ s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs M ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ þ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ N ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❆❧♦rs E(M) ❡st ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ N ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ R✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
♣♦✉r t♦✉t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R′(Γ) q✉✐ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s R(Γ) ❡t ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ s❡r♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳
❙♦✐t Γ ⊢M ∈ N ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs N = ❚②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ N ❡st
❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝❀ ❡t s✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❛❧♦rs N = ❚②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥
N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✳ ❈❡❝✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
q✉✐ s✉✐✈❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✹ ✭R′✮
✕ R′([]) = []
✕ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t M ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ ΛD ♦✉ ΛR✳

✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R′(Γ, x : M) = R′(Γ), x :D E(M).
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R′(Γ, x : M) = R′(Γ), x :D E(M), x : R(M,x).
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✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs R′(Γ, x : M) = R′(Γ).
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿
R′(Γ, x : M) = R′(Γ), x : R(M).

✕ ❙✐ M ∈ ΛD ❛❧♦rs R′(Γ, x :D M) = R′(Γ), x :D M.

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ R′(Γ) ⊂ R(Γ) ♣♦✉r t♦✉t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ E(Γ) =
R′(Γ)D = R(Γ)D

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✾
✕ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
R(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t ❞❡ R′(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡✳

✕ ❙♦✐t M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢M ∈ N ✳
✕ ❙✐ N = ❚②♣❡ ❛❧♦rs R′(Γ), r : E(M) ⊢ R(M, r) ∈ ❚②♣❡✳
✕ ❙✐ N : ❚②♣❡ ❛❧♦rs R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ R(N, E(M))✳
✕ ❙✐ N : ❙♣❡❝ ❛❧♦rs R(Γ) ⊢ R(M) ∈ R(N, E(M))✳

✕ ❙♦✐t M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ t❡❧ q✉❡ Γ ⊢M ∈ N ✳
✕ ❙✐ N = ❚②♣❡ ❛❧♦rs R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ ❚②♣❡✳
✕ ❙✐ N : ❚②♣❡ ❛❧♦rs R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ R(N)✳
✕ ❙✐ N : Pr♦♣ ❛❧♦rs R(Γ) ⊢ R(M) ∈ R(N)✳

❘❡♠❛rq✉❡s ❊♥ ❢❛✐t s✐ Γ ⊢ N ∈ ❚②♣❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
R(N, r) ♦✉ ❞❡ R(N) ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t R′(Γ) ♣❛r E(Γ)O✳
◗✉❡❧q✉❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✈♦♥t ♥♦✉s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳
✕ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❝❡ q✉❡ ❞✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣♦✉r Γ ⊢ M ∈ Pr♦♣✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ à ♣r♦✉✈❡r ❡st

❛❧♦rs R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ Pr♦♣✳ ❉♦♥❝ s✐ K = Pr♦♣ ♦✉ K = ❚②♣❡ ❡t M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❧❡
t❤é♦rè♠❡ s✬é♥♦♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ✿
s✐ Γ ⊢M ∈ K ❛❧♦rs R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ K✳
❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s Γ ⊢M ∈ ❙♣❡❝ ✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✐t ❛❧♦rs R′(Γ) ⊢
R(M) ∈ E(M) → Pr♦♣.
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s R(M, r) = (DR(M) r)✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt E(M) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R′(Γ) ❞♦♥❝ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐é ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t ✿

R(Γ), r : E(M) ⊢ R(M, r) ∈ Pr♦♣.

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s✿
R′(Γ) ⊢ [r :D E(M)](DR(M) r) ∈ E(M) → Pr♦♣ ❝❡ q✉✐ r❡❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡
✭♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥❡ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳✮ ❙♦✐t K′ = Pr♦♣ s✐ K = ❙♣❡❝ ❡t K′ = ❚②♣❡ s✐ K = ❚②♣❡✱
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✬é❝r✐t ✿
s✐ Γ ⊢M ∈ K ❛❧♦rs R′(Γ), r : E(M) ⊢ R(M, r) ∈ K′✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st s✐ Γ ⊢ M ∈ N ❛✈❡❝ N 6= ❚②♣❡ ❛❧♦rs s♦✐t ∆ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ ∆ = R(Γ) s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❡t ∆ = R′(Γ) s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣
♦✉ ❙♣❡❝✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✬é♥♦♥❝❡ ✿
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ∆ ⊢ R(M) ∈ R(N)✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ∆ ⊢ R(M) ∈ R(N, E(M))✳
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✕ ■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡✳ ❙♦✐t Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡tM ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ [Γ]M
✭r❡s♣✳ (Γ)M✮ ❞és✐❣♥❡ M s✐ Γ = [] ❡t [Γ′][x : P ]M ✭r❡s♣✳ (Γ′)(x : P )M✮ s✐ Γ = Γ′, x : P ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs✱ ❛✈❡❝ K ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t N ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❚②♣❡✿
✕ ❙✐ Γ,∆ ⊢M ∈ K ❛❧♦rs Γ ⊢ (∆)M ∈ K
✕ ❙✐ Γ,∆ ⊢M ∈ N ❛❧♦rs Γ ⊢ [∆]M ∈ (∆)N

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t✳
◆♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳

✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ [] ❡st ❱❛❧✐❞❡✳ ❖r R([]) = R′([]) = []✳

❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ R([]) ❡st ❱❛❧✐❞❡✳

✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢M ∈ K✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s
Γ✱ ❛❧♦rs x ❡t x ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s R(Γ)✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞❡
Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ R′(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t ❞❡ R(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ M ✿
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

R′(Γ), x : E(M), x : R(M,x) ❡st ❱❛❧✐❞❡.

❈❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ R′(Γ, x : M) ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ R(Γ, x : M)
❝❛r R(Γ) ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t x✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

R′(Γ), r : E(M) ⊢ R(M, r) ∈ K′.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ✿

R′(Γ), x : R(M) ❡st ❱❛❧✐❞❡.

❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ R(Γ, x : M) ❡t R′(Γ, x : M)✳
❈❡❝✐ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

R′(Γ) ⊢ R(M) ∈ K.

✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❞♦♥❝ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ R(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t R′(Γ) ❡st ❱❛❧✐❞❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ΓD = R(Γ)D = R′(Γ)D✳ ❉♦♥❝
❞❡ ΓD ⊢Fω

M ∈ D✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s R′(Γ)D ⊢Fω
M ∈ D✳ ❉✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s

❞❡ R′(Γ, x :D M) ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t R′(Γ, x :D M) ❡st ❱❛❧✐❞❡✳

✹✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t Γ ❡st ❱❛❧✐❞❡ ❡t x : N ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s Γ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ N ❡st
❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❚②♣❡✳ P♦s♦♥s ∆ = R(Γ) s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ♦✉ ❙♣❡❝ ❡t ∆ = R′(Γ) s✐
N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✳
✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∆ ⊢ x ∈ R(N)✳ ❖r ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s

✭N ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ♦✉ ❚②♣❡✮ x : R(N) ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ∆✳

✼✻



✕ ❙✐ N ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ∆ ⊢ x ∈ R(N, x)✳ ▲à ❛✉ss✐✱ ❞❛♥s
❧❡s ❞❡✉① ❝❛s x : R(N, x) ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ∆✳

✺✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r R′(Γ) ⊢ Pr♦♣ ∈ ❚②♣❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡
R′(Γ)✳

✻✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r R′(Γ), r :D ❉❛t❛ ⊢ r → Pr♦♣ ∈ ❚②♣❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳

✼✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Γ, x : P ⊢ M ∈ K✳ ❙♦✐t Π ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t t❡❧ q✉❡ ✿ R′(Γ, x : P ) =
R′(Γ),Π✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡
R′(Γ),Π ⊢ R(M) ∈ K✳
❖♥ ❞♦✐t ♠♦♥tr❡r q✉❡ R′(Γ) ⊢ R((x : P )M) ∈ K✳ ❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❝❛s ♣♦✉r P ✳
✕ ❙✐ K = ❚②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ P ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ✐♠♠é❞✐❛t à

♠♦♥tr❡r ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ✿

R((x : P )M) = (Π)R(M)

✕ ❙✐ K = Pr♦♣ ❡t P ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❛❧♦rs ✿

R((x : P )M) = (x : R(P ))R(M) ❡t R′(Γ, x : P ) = R′(Γ).

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ P ∈ Pr♦♣ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡
Γ, x : P ⊢ P ∈ Pr♦♣. ❉♦♥❝ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡

R′(Γ) ⊢ R(P ) ∈ Pr♦♣.

▲❡ rés✉❧t❛t s✬❡♥ ❞é❞✉✐t✳
✕ ❉❡ ♠ê♠❡ s✐ K = Pr♦♣ ❡t P ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❛❧♦rs✿

R((x : P )M) = (x : E(P ))(x : R(P, x))R(M)

❡t R′(Γ, x : P ) = R′(Γ), x : E(P ).

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ P ∈ ❙♣❡❝ ❞♦♥♥❡
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡

R′(Γ), x : E(P ) ⊢ R(P, x) ∈ ❙♣❡❝

▲❡ rés✉❧t❛t s✬❡♥ ❞é❞✉✐t✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡

R′(Γ, x : P ), r :D E(M) ⊢ R(M, r) ∈ K′

✕ ❙✐ P ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ P ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡t K = ❚②♣❡ ❛❧♦rs
E((x : P )M) = E(M)✳ ❈♦♠♠❡ E(M) ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
R′(Γ) ♥♦✉s ❛✈♦♥s✿

R′(Γ), r : E(M),Π ⊢ R(M, r) ∈ K′.

◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù R((x : P )M, r)
❡st é❣❛❧ à (Π)R(M, r) ❡t ❝❡❧✉✐ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✼✼



✕ ❙✐ P ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ♦✉ s✐ K = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs✿

E((x : P )M) = (x : E(P ))E(M)

R((x : P )M) = [r : (x : E(P ))E(M)](x :D E(P ))(x : R(M,x))R(M, (r x))

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

Γ′ = R′(Γ), r :D (x : E(P ))E(M), x :D E(P ), x : R(M,x)

❡st ✈❛❧✐❞❡ ❡t ❝♦♥t✐❡♥t R′(Γ, x : P )✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ér✐✈❡r Γ′

D ⊢Fω
(r x) ∈ E(M) ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞ér✐✈❡r

Γ′ ⊢ R(M, (r x)) ∈ K

❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

✽✳ ▲❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ΛD ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳

✾✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Γ, x : P ⊢M ∈ N ❡t N ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❚②♣❡✳

P♦s♦♥s ∆ = R(Γ) ♦✉ R′(Γ) s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ N

❡t ∆,Π = R(Γ, x : P ) ♦✉ R′(Γ, x : P )✳

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ R([x : P ]M) = [Π]R(M) ❡t q✉❡

R((x : P )N, E([x : P ]M)) = (Π)R(N, E(M)) ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t✳

✶✵✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ΛD s❡ tr❛✐t❡ ❝♦♠♠❡ ♣ré✲
❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✶✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s Γ ⊢M ∈ (x : P )N ✱ Γ ⊢ R ∈ Q ❡t P =βη Q✳

❉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ P ❡t Q✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉✬✐❧s s♦♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢
♦✉ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt M ❡t (M R) s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉✳

P♦s♦♥s ∆ = R(Γ) s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t ∆ = R′(Γ) s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✳
✕ ❙✐ P ❡t N s♦♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t s✐ ❞❡ ♣❧✉s N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ♦✉ ❜✐❡♥ P ❡st

❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❛❧♦rs

R((M R)) = ((DR(M) E(R)) R(R)).

▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡♥t

∆ ⊢ R(M) ∈ (x : E(P ))(x : R(P, x))R(N, (E(M) x))

∆ ⊢ R(R) ∈ R(Q, E(R)).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ E(Γ) ⊢ E(R) ∈ E(Q)✳ ❈♦♠♠❡ E(Γ) = ∆D ❡t q✉❡
E(Q) =βη E(P ) ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r R(M) à E(R) ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞❡ t②♣❡ ✿

(x : R(P, E(R)))R(N, (E(M) E(R)))[x/E(R)]

◆♦✉s ❛✈♦♥s E(M R) = (E(M) E(R)) ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ R(P, E(R)) =
R(Q, E(R)) ✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ R((M R)) ❡st ❞❡ t②♣❡

R(N, E(M R))[x/E(R)][x/R(R)].

❖r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝✬ét❛✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t R(N [x/R], E(M R))✳

✼✽



✕ P ❡t N s♦♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t s✐ N ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❡t P ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❛❧♦rs
R((M R)) = (DR(M) E(R))✳ ▲❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡♥t ✿

∆ ⊢ R(M) ∈ (x : E(P ))R(N, E(M)) ❡t ∆ ⊢ R(R) ∈ R(Q, E(R)).

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ E(Γ) ⊢Fω
E(R) ∈ E(Q)✳ ❈♦♠♠❡ E(Γ) = ∆D ❡t q✉❡

E(Q) =βη E(P ) ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r R(M) à E(R) ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ❞❡ t②♣❡
R(N, E(M))[x/E(R)] ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ R(N [x/R], E((M R)))✳

✕ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s❡ tr❛✐t❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✳ ▲❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❝❡ ❝❛s ❡st ❞❛♥s ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✸✳✼✳

✶✷✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s é❣❛❧✐tés ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ❝♦r♦❧❧❛✐r❡s ✸✳✺ ❡t ✸✳✽✳

❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♦♥t été ❝❤♦✐✲
s✐❡s ♣♦✉r q✉❡ ❝❡❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ βη✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ✏❝♦♠♠✉t❡♥t✑ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏êtr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✑ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✸✳✺ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s q✉✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(A)✳

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦♥
♣r♦✉✈❛❜❧❡s s♦♥t ❝♦❤ér❡♥t❡s ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❙♦✐t A ✉♥ t②♣❡ ✭❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ♦✉ ♥✉❧✮✱ s✐ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs A
❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
x : A✳ ❖♥ ❛ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❜s✉r❞❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r ⊥ = (C : ❙♣❡❝)C ♦✉
⊥ = (C : Pr♦♣)C✳ ❖♥ ❛ R((C : Pr♦♣)C) = (C : Pr♦♣)C ❡t R((C : ❙♣❡❝)C, x) = (C :
❉❛t❛)(P : C → Pr♦♣)(P (x C))✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

R((C : ❙♣❡❝)C, x) → (C : Pr♦♣)C.

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ⊢ ⊥✱ ❝♦♠♠❡ A ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ⊥
❧✬❡st ❞✬♦ù ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ (C : Pr♦♣)C✳�

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t②♣❡s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳
❈♦♠♠❡ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ s❡ ♣❛ss❡ ❛♣rès ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✱
♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧✐❜r❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ ❛✉r♦♥t été ♠♦♥tré❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❊♥
❢❛✐t ✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ♥é❝éss❛✐r❡ ❞❡ ♥✬❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉❡ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t
q✉✬✐❧s s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♦✉ t♦✉t ❞✉ ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡✉r ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡✳ ❊♥ ❡✛❡t s✬✐❧
❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R(Γ) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t Γ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡st ❢❛✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✏♦✉❜❧✐❡✑ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s✳

✼✾



P♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ bool = (C : Pr♦♣)C → C → C ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s tr✉❡ ❡t ❢❛❧s❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ✉s✉❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ❆❧♦rs ❧✬❛✣r♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡
▲❡✐❜♥✐③ ❞❡ true 6= false ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡ ♦✉❜❧✐❡
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s tr✉❡ ❡t ❢❛❧s❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡t ♦♥ tr♦✉✈❡
q✉❡ ✿

R(true 6= false) = ((C : Pr♦♣)(C → C)) → ⊥.

❈❡ q✉✐ ❡st ❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦tr❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ t♦✉s ❧❡s
t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
P❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s êtr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧❡ s❡r♦♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ Pr♦♣ ❡t ❙♣❡❝✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s
♦r✐❣✐♥❛❧ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲s②stè♠❡ P❈❈ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❡✛❡t s♦✐t A ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s P❈❈✱ ❊❈❈ ♦✉ ❘❈❈✳ ❙✐ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ t♦✉t❡s ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ Pr♦♣ ♣❛r ❙♣❡❝ ❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ t②♣❡ A′ ❞✉ s②stè♠❡ ❘❈❈✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡
s✐ A′ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs A ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✐❧ ❡st t②♣é✳ ❊♥ ❡✛❡t
s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ A ⊢ ⊥ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡s s②stè♠❡s P❈❈✱ ❊❈❈ ♦✉ ❘❈❈✱ ❛❧♦rs ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ Pr♦♣ ♣❛r ❙♣❡❝ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ A′ → ⊥′

❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳

✸✳✻ ❊①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s D✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r♦♥s ♣❛s s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t
❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ é❧é♠❡♥ts ❞❡ ΛR ♦✉ ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ΛR

❡t ✉♥ ❞❡ ΛD✳ ■❧ s❡r❛ t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rét❛❜❧✐r ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥ ❛♠❜✐❣ü❡✳

✸✳✻✳✶ ❈♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❘❡❣❛r❞♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ❝❛❞r❡ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s A q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

A : ❉❛t❛, P : A→ Pr♦♣

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿

ΣAP = (C : ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → C) → C

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ré❛❧✐s❡r ΣAP ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ A
q✉✐ ✈ér✐✜❡ P ✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ΣAP ✱ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡
A q✉✐ ✈ér✐✜❡ P ✳
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P♦✉r t♦✉t C ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s {C} ❧❡ t②♣❡ (D : ❉❛t❛)(C → D) → D ❡t ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ι ❡t π r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

ι ≡ [C : ❉❛t❛][x : C][D : ❉❛t❛][f : C → D](f x)

❡t
π ≡ [C : ❉❛t❛][x : {C}](x C [y : C]y)

❙♦✐t r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ {A}✳

R(ΣAP , r) = (C : ❉❛t❛)(Q : C → Pr♦♣)

(f : A→ C)((a : A)(P a) → (Q (f a)))

→ (Q (r C f))

▼♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉✬✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ΣAP ❢♦✉r♥✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ A q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t
R(P )✳ ❙♦✐t r q✉✐ ré❛❧✐s❡ ΣAP ✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(ΣAP , r) à

A, P, [x : A]x, [a : A][h : (P a)]h,

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P (π A r)✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t x ❞❡ t②♣❡ A t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P x)✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡
(ι A x) ré❛❧✐s❡ ΣAP ✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

C : ❉❛t❛, Q : C → Pr♦♣, f : A→ C, hf : (a : A)(P a) → (Q (f a))

◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠♦♥tr❡r (Q (ι A x C f))✳ ❖r

(ι A x C f) =βη (f x)

P♦✉r ♠♦♥tr❡r (Q (f x)) ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ hf à x ❡t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P x)✳

❙❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❉é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

Γ = C : ❙♣❡❝, P : A→ ❙♣❡❝

❖♥ ❛ R(Γ) = A : ❉❛t❛, C : A→ Pr♦♣, B : ❉❛t❛, P : A→ B → Pr♦♣✳ P♦s♦♥s ✿

ΣC.P = (X : ❙♣❡❝)((x : C)(P x) → X) → X

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿

fst = [h : ΣC.P ](h C [x : C][y : (P x)]x)

❖♥ ❛ E(ΣC.P ) = (X : ❉❛t❛)(A → B → X) → X ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t A× B ❞❡s t②♣❡s
A ❡t B ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❞✐t q✉❡ r ré❛❧✐s❡ ΣC.P ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

R(ΣC.P, r) = (X : ❉❛t❛)(Q : X → Pr♦♣)(f : A→ B → X)
((x : A)(C x) → (y : B)(P x y) → (Q (f x y))
→ (Q (r X f))
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❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ P ét❛✐t ❞❡ t②♣❡ A → Pr♦♣ ❛❧♦rs ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
(h : ΣC.P )(P (fst h)) ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✿

(h : E(ΣC.P ))R(ΣC.P, h) → (P (E(fst) h))

❈❡❝✐ ❡st tr✐✈✐❛❧ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ E(fst) = [r : E(ΣC.P )](r A [x : A][y : B]x)✳
❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝❛s P ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ré❛❧✐s❡r (h : ΣC.P )(P (fst h)) ✐❧ ❢❛✉t
tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦❜❥❡t s ❞❡ t②♣❡ E(ΣC.P ) → B t❡❧ q✉❡ ✿

(h : E(ΣC.P ))R(ΣC.P, h) → (P (fst h) (s h))

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✿

snd = [h : E(ΣC.P )](h B [x : A][y : B]y)

❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ R(ΣC.P, h) ❧❛ ♣r♦♣r✐été (P (fst h) (snd h))✳ ❊♥ ❡✛❡t
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ♣r♦✉✈❡r ❡st ✿

(P (fst h′) (snd h′)) ❛✈❡❝ h′ = (h A×B [x : A][y : B](x, y)).

❖r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ h ❡t h′✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❝♦❤ér❡♥t❡ ♥✬❡st ♥✐ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ♥✐ ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞♦♥❝
q✉❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉♣♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡✳ ❖♥ ❛ ❥✉st❡ ❣❛❣♥é ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❊❧❧❡ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✳ ❈❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st ❥✉st❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✷ ▼♦②❡♥♥❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s A × B✱ ❞✬✉♥❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❡t ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❢st ❡t s♥❞ t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

(A,B : Data)(h : A×B)h =A×B (h A×B [x : A][y : B](x, y))

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿
(C : Data)(P : A→ ❙♣❡❝)(h : ΣC.P )(P (fst h))

❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✸✳✻✳✷ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣réré❛❧✐sé❡s

◆♦tr❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❛ été ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r t♦✉t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s r❡tr♦✉✈❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡ ❛ été
✈✉❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
❉❛♥s q✉❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ♣❡✉t✲♦♥ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡st
❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♦✉ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❄ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❡①✲
tr❛❝t✐♦♥ ❞❡✈❛✐t ❛❧♦rs r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐❡✳
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❊❣❛❧✐té

P♦✉r q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té s♦✐t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦s❡r ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

A : ❉❛t❛, a : A, b : A

a =A b ≡ (P : A→ Pr♦♣)(P a) → (P b)

▼❛✐♥t❡♥❛♥t t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ a =A b s❡r❛ é❧✐♠✐♥é❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t s✐ S ❡st ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥
s✉r A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ A→ ❙♣❡❝✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

a =A b→ (S a) → (S b)

◆♦✉s s♦♠♠❡s ❛♠❡♥és à ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

EQNUL ≡ a =A b→ (S : A→ ❙♣❡❝)(S a) → (S b)

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❊◗◆❯▲ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡✳ ❊♥
❡✛❡t R(EQNUL, r) ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

a =A b→ (C : ❉❛t❛)(P : A→ C → Pr♦♣)(c : C)(a : A)(P a c) → (P b (r C c))

❊t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ R(EQNUL, [C : ❉❛t❛][x : C]x) ❡st tr✐✈✐❛❧❡ à ♠♦♥tr❡r✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t ❞❡ t②♣❡ P ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ✉♥
❛①✐♦♠❡ ❡q♥✉❧ ❞❡ t②♣❡ ❊◗◆❯▲ ❡st ❞é❝❧❛ré✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❡q♥✉❧ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡
t②♣❡ P ✳ ❆♣rès ré❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ E(t) ❞❡ t②♣❡ E(P ) ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
R(P, E(t))✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ eqnul ✳ ❙✐ ♥♦✉s s✉❜st✐t✉♦♥s
❧✬✐❞❡♥t✐té Id à ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t′ ❞❡ t②♣❡ E(P )✱ ❡t
❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t Id à eqnul ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té ré❛❧✐s❡ ❊◗◆❯▲ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
R(P, E(t))✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(P, t′) ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù
t♦✉t❡ tr❛❝❡ ❞❡ ❡q♥✉❧ ❛ ❞✐s♣❛r✉✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡st ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s
t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✸ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡t s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ A✱ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té
❞❡ a ❡t b ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts E(a) ❡t E(b) ❡st
♣r♦✉✈❛❜❧❡✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t a =A b ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❞❡ a ❡t b ❧♦rsq✉❡ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✳

❆❜s✉r❞❡

P♦✉r ❛✈♦✐r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ✿

⊥ ≡ (C : Pr♦♣)C

▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♥♦✉s ♥♦✉s tr♦✉✈✐♦♥s
❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✏❛❜s✉r❞❡✑✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡♥❞r❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ t②♣é✳
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❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❛✈♦✐r ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡
t②♣❡

absurde ≡ (C : ❙♣❡❝)⊥ → C

◆♦✉s ❛✈♦♥s E(absurde) = (C : ❉❛t❛)C✳ ❙♦✐t r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✿

R(absurde, r) = (C : ❉❛t❛)(P : C → Pr♦♣)⊥ → (P (r C))

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ r✿

trivial ≡ [C : ❉❛t❛][P : C → Pr♦♣][h : ⊥](h (P (r C)))

❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡

R(absurde, exception)

♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ s✉❜st✐t✉é❡ ♣❛r tr✐✈✐❛❧✳ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ exception ✭q✉❡ ♥♦✉s r❡♥♦♠♠♦♥s ❡♥ ❡①❝❡♣t✮ ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❛♥♥♦♥❝é ❡♥ ✷✳✹✳✸✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s
♥✬♦♥t ♣❛s ❡①❝❡♣t ❝♦♠♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✹ ❙✐ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ Γ ⊢ t ∈ N ❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ❛✈❡❝ N ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✱ ❡t
s✐ Γ ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❛❜s✉r❞❡ ❛❧♦rs ✿
✕ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ E(t) ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❡①❝❡♣t✳
✕ ♦✉ ❜✐❡♥ M = (x1 : N1) . . . (xk : Nk)N

′ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (x1 : N1) . . . (xk : Nk)⊥✳

▲❡s t❡r♠❡s t ❡t E(t) ❛❞♠❡tt❡♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ têt❡✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ x ❡st
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ E(t)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
❡①❝❡♣t✐♦♥ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

t = [x1 : N1] . . . [xn : Nn](exception t1 . . . tp)

❞❡ t②♣❡ N = (x1 : N1) . . . (xn : Nn)P ✳ ❘❛✐s♦♥♥♦♥s s✉✐✈❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ p✳
✕ ❙✐ p = 0 ❛❧♦rs P = (C : ❙♣❡❝)⊥ → C ❡♥ ♣♦s❛♥t Nn+1 = ❙♣❡❝ ❡t Nn+2 = ⊥ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

❜✐❡♥ q✉❡ M ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♦✉❤❛✐té❡✳ ❊t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝❤❡r❝❤é❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡
xn+2✳

✕ ❙✐ p = 1 ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ P = ⊥ → t1✳
✕ ❙✐ p > 1 ❛❧♦rs t2 ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊥ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t x1 : N1, . . . , xn : Nn ❝❡ q✉✐

♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❡ rés✉❧t❛t✳ �

▲❡s t②♣❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡s
t②♣❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✈✐❞❡✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr♦♥t ❥❛♠❛✐s
êtr❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ✐♥st❛♥❝✐és✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡♥ tr❛✐♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r✳ ❈❡❝✐
❡st✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ♣r❛t✐q✉❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧✮✱ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧✳ ◆♦✉s
♦❜t✐❡♥❞r✐♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊥✳ ■❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❝♦❤ér❡♥t✱
❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ⊥ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
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s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❛♥t ❙♣❡❝ ❡t Pr♦♣✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ⊥✱
♠❛✐s ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❛❥♦✉tés ♣♦✉r ❧❡s ❜❡s♦✐♥s ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡q♥✉❧ ♦✉ ❡①❝❡♣t✐♦♥✮
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s t❛✉t♦❧♦❣✐❡s✳ ■❧ r❡st❡ ❞♦♥❝ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ✈ér✐t❛❜❧❡s ❛①✐♦♠❡s ❛❥♦✉tés ♥✬♦♥t
♣❛s r❡♥❞✉ ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥❝♦❤ér❡♥t✳ ▼❛✐s ❡♥ ❢❛✐t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐é à ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡t
s❡ ♣♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜❧✐❣❡r ❧❡s t②♣❡s ❡①tr❛✐ts à êtr❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡s✳

❈♦♥❥♦♥❝t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♣❡✉t
êtr❡ ♣r✐s❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ❉❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

A : Pr♦♣, B : Pr♦♣

♣♦s♦♥s
A ∧B ≡ (C : Pr♦♣)(A→ B → C) → C

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠ê♠❡ ♣r♦✉✈❡r ✭❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ré❛❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥ts✮ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

A ∧B → (C : ❙♣❡❝)(A→ B → C) → C

❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ✿

[u : A ∧B][C : ❙♣❡❝][f : A→ B → C](f (u A [x : A][y : B]x) (u B [x : A][y : B]y))

▲❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❥✉st❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té [C : ❉❛t❛][f : C]f ✳

✸✳✻✳✸ ▲❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

▲❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♣❡✉t s❡r✈✐r ❞❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡
✉♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ {A|P} t❡❧ q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡①tr❛✐ts ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ {A|P} s♦✐❡♥t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ E(A) q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t R(A) ❡t R(P )✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉
t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s
s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ▲❡ t②♣❡ (subset A P ) s❡r❛ ♥♦té {A|P}✳
■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

subset : (A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)❙♣❡❝

subset❴intro : (A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)(x : A)(P x) → {A|P}

subset❴elim : (A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)

{A|P} → (C : ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → C) → C

subset❴red : (A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)

(x : A)(px : (P x))(C : ❙♣❡❝)(f : (x : A)(P x) → C)

(f x px) =C (subset❴elim A P (subset❴intro x px) C f)
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subset❴ind : (A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)(h : {A|P})

(Q : {A|P} → Pr♦♣)

((x : A)(px : (P x)) → (Q (subset❴intro A P x px))) → (Q h)

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ré❛❧✐s❡r s✉❜s❡t✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t subset ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ → ❉❛t❛✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ❧❡
t❡r♠❡ [A : ❉❛t❛]A✳ ■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❝♦♠♠❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ✿

(A : ❉❛t❛)(A′ : A→ Pr♦♣)(P : A→ Pr♦♣)A→ Pr♦♣.

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✿

[A : ❉❛t❛][A′ : A→ Pr♦♣][P : A→ Pr♦♣][x : A](A′ x) ∧ (P x).

❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ {A|P} s❡r❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ E(A) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t R(A) ❡t R(P )✳
P♦✉r ré❛❧✐s❡r s✉❜s❡t❴✐♥tr♦ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ (A : ❉❛t❛)A→ A✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s
❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(A : ❉❛t❛)(A′ : A→ Pr♦♣)(P : A→ Pr♦♣)(x : A)(A′ x) → (P x) → (A′ x) ∧ (P x).

P♦✉r ré❛❧✐s❡r s✉❜s❡t❴❡❧✐♠ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡

(A : ❉❛t❛)A→ (C : ❉❛t❛)(A→ C) → C.

◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ι ❞é✜♥✐❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

[A : ❉❛t❛, A′ : A→ Pr♦♣, P : A→ Pr♦♣]

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(x : A)((A′ x) ∧ (P x)) → (C : ❉❛t❛)(Q : A→ Pr♦♣)(f : A→ C)
((y : A)(A′ y) → (P y) → (Q (f y)))

→ (Q (ι A x C f))

❈❡❝✐ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ (ιA x C f) = (f x)✳
P♦✉r ré❛❧✐s❡r s✉❜s❡t❴r❡❞✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts ❞❡ (f x px) ❡t
❞❡ (subset❴elim A P (subset❴intro x px) C f)✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ (f x px) ❡st (f x) ❡t
❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ (subset❴elim A P (subset❴intro x px) C f) ❡st (ι A x C f) q✉✐ ❡st
❜✐❡♥ βη✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t à (f x)✳
P♦✉r ré❛❧✐s❡r s✉❜s❡t❴✐♥❞✱ ♣❧❛ç♦♥s✲♥♦✉s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

(A : ❉❛t❛)(A′ : A→ Pr♦♣)(P : A→ Pr♦♣)(x : A)(A′ x) → (P x) → (A′ x) ∧ (P x).

■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ é✈✐❞❡♥t❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(x : A)((A′ x) ∧ (P x)) → (Q : A→ Pr♦♣)
((y : A)(A′ y) → (P y) → (Q y))

→ (Q x)
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
s♦✉❤❛✐té❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❝❡ t②♣❡✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❲✐t♥❡ss ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ {A|P} → A✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st
❞é✜♥✐❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✉❜s❡t❴❡❧✐♠ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)(x : A)(px : (P x))
x =A (Witness A P (subset❴intro A P x px))

■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s✉❜s❡t❴✐♥❞ q✉❡

(A : ❙♣❡❝)(P : A→ Pr♦♣)(h : {A|P})(P (Witness A P h)).

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✳ ▲❛ s❡✉❧❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥❡ s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❲✐t♥❡ss✳

✸✳✻✳✹ ❆①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①

❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r ❍❆ω✱ ♣❡r♠❡t
❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✺ ❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

A : ❉❛t❛, B : ❉❛t❛, P : A→ Pr♦♣, Q : A→ B → Pr♦♣

▲✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ✿

((x : A)(P x) → Σy : B.(Q x y)) → Σf : A→ B.(x : A)(P x) → (Q x (f x))

❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ C ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❡t s✐ S ❡st ❞❡ t②♣❡ C → Pr♦♣✱ ❛❧♦rs ✭❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ✸✳✻✳✶✮ E(Σx : C.(S x)) = {C} ❡t

(y : C)(R(S) y) → R(Σx : C.(S x), (ι C y))

(y : {C})R(Σx : C.S, y) → (R(S) (π C y))

◆♦t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ P ❡t Q ét❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❛ R(P ) = P ❡t R(Q) = Q✳ P♦✉r
✐♥t❡r♣rét❡r ❝❤♦✐① ✐❧ ❢❛✉t s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(A→ {B}) → {A→ B}.

■❧ s❡♠❜❧❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

c = [g : A→ {B}](ι A→ B [a : A](π B (g a))).

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ré❛❧✐s❡ ❜✐❡♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤♦✐①✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ g ❞❡ t②♣❡ A→ {B} q✉✐ ré❛❧✐s❡

(x : A)(P x) → Σy : B.(Q x y)
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P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ (ι [a : A](π B (g a))) ré❛❧✐s❡

Σf : A→ B.(x : A)(P x) → (Q x (f x)),

♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉✬✐❧ s✉✣s❛✐t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ [a : A](π B (g a)) s❛t✐s❢❛✐s❛✐t

[f : A→ B]R((x : A)(P x) → (Q x (f x))).

◆♦✉s ❛✈♦♥s✿

R([f : A→ B](x : A)(P x) → (Q x (f x))) = [f : A→ B](x : A)(P x) → (Q x (f x))

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡

(x : A)(P x) → (Q x (π B (g x)))

❖r
(Q x (π B (g x))) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à R(Σy : B.(Q x y), (g x)).

❊t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉t x q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t P ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé
q✉❡ g ré❛❧✐s❛✐t (x : A)(P x) → Σy : B.(Q x y)✳

❆①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❛✈❡❝ ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ré❛❧✐s❡r ✉♥
❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① é❝r✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ♣❧✉s ❤❛✉t✳ ❈❡t ❛①✐♦♠❡ s✬é❝r✐t
❛❧♦rs ✿

((x : A)(P x) → {y : B|(Q x y)}) → {f : A→ B|(x : A)(P x) → (Q x (f x))}

▲❡ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❡st ❛❧♦rs ❥✉st❡ ❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r A→ B✳

✸✳✻✳✺ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s

❘❡✈❡♥♦♥s à ♥♦tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❧✐st❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t
❧❡s ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❛♥♥♦♥❝é✳
▲❡ t②♣❡ Z ❡st ❞é❝❧❛ré ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ❧✐st❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ Z s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉
♥✉❧✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳
▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❘❴t♦t❛❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✿

(x, y : Z)(C : ❙♣❡❝)((x ≤ y) → C) → ((y ≤ x) → C) → C

▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞❡ ❘❴t♦t❛❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ t②♣❡ Z → Z → bool ✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
à ❛♣♣♦rt❡r ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❧✐st❴✐♥❞ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ ❡st
✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ t②♣❡✿

(l : list)(P : list → ❙♣❡❝)(P nil) → ((a : Z)(m : list)(P m) → (P a.m)) → (P l)

❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ s✉r ❧❡s ❧✐st❡s q✉✐ ❡st
❞❡ t②♣❡ ✿

list → (C : ❉❛t❛)C → (Z → list → C → C) → C

■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ sûr ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ♦✉ ✉♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❞❛♥s ❧❛
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳

✽✽



❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥ts s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡✉rs t❡r♠❡s ❡①✲
tr❛✐ts ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡①t❡✱
◗✉✐❝❦s♦rt ♣♦✉r ❞❡s ❧✐st❡s ❡t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♠♦♥♦t♦♥❡ ♣❛r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❊❈❈ ❬✸✹✱ ✸✼❪✳ ❖♥ tr♦✉✈❡r❛ ❛✉ss✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❲❛rs❤❛❧❧✱ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❬✸✾❪✳

✸✳✼ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❘❈❈ ❛ été ❛❥♦✉té❡ à ❧✬❛❝t✉❡❧❧❡ ✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ ❈❆▼▲ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét❡♥❞✉ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❚②♣❡✭i✮✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ét❡♥❞✉ ♦♥
♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ R s✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

R(❙♣❡❝) = [r : ❉❛t❛]r → Pr♦♣

P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♠❛✐♥t✐❡♥t ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✲❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✲♣r♦❣r❛♠♠❡ à t♦✉s ❧❡s
♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❤✐ér❛r❝❤✐❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Pr♦♣ ❡t ❚②♣❡ ❞✉ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❝♦♥str
♦♥t été ♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ✿

t②♣❡ ❝♦♥t❡♥ts ❂ P♦s ⑤ ◆✉❧❧ ⑤ ❉❛t❛❀❀

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣rés❡♥té ✐❝✐ ✿
✕ Pr♦♣✭P♦s✮❂❙♣❡❝
✕ Pr♦♣✭◆✉❧❧✮❂Pr♦♣
✕ Pr♦♣✭❉❛t❛✮❂❉❛t❛
❯♥ r❡❣✐str❡ ❛ été ❛❥♦✉té à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈❡ r❡❣✐str❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✏❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✑ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ tr♦✐s s♦rt❡s✿
✕ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t ♦♥ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t q✉✐
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❞❡ ❋ω✳

✕ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é ❞❛♥s ❋ω✳
✕ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❈❆▼▲ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✿

t②♣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❂ ■♥❢ ♦❢ ❢✇❝♦♥str ⑤ Pr♦❣ ⑤ ▲♦❣✐❝ ❀❀

❯♥ r❡❣✐str❡ ■◆❋ ❞❡ t②♣❡ r❡❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té à ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st st♦❝❦é❡✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡
❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ♥♦✉s ❣❛r❞♦♥s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①tr❛✐t❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡✉r t②♣❡ ❡①tr❛✐t✳ ❆
❝❤❛q✉❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦♥t été ❛❥♦✉té❡s q✉❡❧q✉❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t s✐
❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝❧❛ré❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣é❡s
❞❛♥s ❋ω s✐♥♦♥ ♦♥ ❧è✈❡ ❧✬❡①❝❡♣t✐♦♥ ❯s❡r❊rr♦r ✧❇❛❞ Pr♦❣r❛♠✧✳ ❊t ♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♦♥ ♠❡t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t à ❥♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ■◆❋✳
❙✐ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❉❛t❛ ♦✉ ❙♣❡❝ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✳ ▲✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❛✉❣♠❡♥té ❧❡s t❡♠♣s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ é❝r✐r❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❈❆▼▲ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✬✉♥ t❡r♠❡✳
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✸✳✽ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s t❡r♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s s♦✉s✲❥❛❝❡♥ts ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝♦❞❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①é❝✉t❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦✉r❞❡✉r ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s tr♦✐s ❝❧❛ss❡s ❞✬♦❜❥❡ts✳ ❊♥
❡✛❡t ✐❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦✉ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r é❝r✐r❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ✏♣♦❧②♠♦r♣❤❡s✑
❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é❝✐❞❡ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❛❞❛♣té❡✳
❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡
❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t r❡ss❡♠❜❧❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s é❝r✐r❡
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♣❧✉s s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té
✭s❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳
❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ s❡ ♣♦s❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❋ω ❡st✲✐❧ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❄ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❋ω ❡st q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❢♦rt❡✲
♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝❡ q✉✐
♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à ❞é✜♥✐r ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❧❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ♣♦✉rr♦♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡ ♣❛s t❡r♠✐♥❡r✳
❆✈❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

✾✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❚②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s

❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s ♦✉ ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦❞❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡
❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ⊂ B ⇒ P (A) ⊂
P (B) ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ P (X) ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ▲❛
s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡s ♦✉ ♣ré❞✐❝❛ts
❝♦♥❝r❡ts✳ ▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ét✉❞✐❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ♣❛r ✏ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✑ s✉r ❧❡s
♦❜❥❡ts ❝♦♥❝r❡ts✳

✹✳✶ P♦s✐t✐✈✐té

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s q✉✐ s✉✐t✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡
♣♦s✐t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡✳ ❙♦✐t B(X) ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉✲
r❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡t ♣r♦✉✈♦♥s ❝♦rr❡❝t❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ΦB ❞❡ t②♣❡
(P ⊂ Q) → (B(P ) → B(Q))✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ rés✐❞❡ ❡♥ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡s
❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✹✳✶✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s ❡t ❉é✜♥✐t✐♦♥s

▼ét❛♥♦t❛t✐♦♥s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ ✈♦♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ t♦✉t ❡♥
❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ξ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ δ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ d ❡st
✉♥ t❡r♠❡✱ ∆ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t D ❡st ✉♥ t②♣❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳

✾✶



❈❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡ ❢♦♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❧✐st❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ [] ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡
❡t a.l ❧❛ ❧✐st❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ a ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ l✳ ▲❡s ❝❛s ♥♦♥ ✐♥❞✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡
s✉✐✈❛♥t❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐s✳

Γ, [],Θ ≡ Γ,Θ
Γ, (x.ξ) : (D.∆),Θ ≡ Γ, x : D, ξ : ∆,Θ
[[] : []]M ≡ M
[(x.ξ) : (D.∆)]M ≡ [x : D]([ξ : ∆]M)
([] : [])M ≡ M
((x.ξ) : (D.∆))M ≡ (x : D)((ξ : ∆)M)
[] →M ≡ M
(D.∆) →M ≡ D → ((∆) →M)
(M []) ≡ M
(M (d.δ)) ≡ ((M d) δ)
M [[]/[]] ≡ M
M [(x.ξ)/d.δ] ≡ (M [x/d])[ξ/δ]
[][y/M ] ≡ []
(d.δ)[y/M ] ≡ d[y/M ].δ[y/M ]
Γ ⊢ [] ∈ [] ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐
Γ ⊢ (d.δ) ∈ (D.∆) ≡ Γ ⊢ d ∈ D ❡t Γ ⊢ δ ∈ ∆
Γ ⊢ [] ∈ [][] ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐
Γ ⊢ (d.δ) ∈ (D.∆)x,ξ ≡ Γ ⊢ d ∈ D ❡t Γ ⊢ δ ∈ (∆[x/D])ξ
[]i ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r i
(d.δ)1 ≡ d
(d.δ)i ≡ δi−1

❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❞❡s ❧❡ttr❡s ❣r❡❝q✉❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧✬é❣❛❧✐té
✭♠♦❞✉❧♦ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❞❡ ❞❡✉① s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭♠♦❞✉❧♦ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮
t❡r♠❡ à t❡r♠❡✳ ❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t p t❡r♠❡s di ✭1 ≤ i ≤ p✮ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ (di)1≤i≤p ❧❛ s✉✐t❡
d1, . . . , dp✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞ér✐✈❛❜❧❡s✳
✕ ❙✐ Γ, ξ : ∆ ⊢M ∈ K ❛❧♦rs Γ ⊢ (ξ : ∆)M ∈ K✳
✕ ❙✐ Γ, ξ : ∆ ⊢M ∈ N ❡t N 6= ❚②♣❡ ❛❧♦rs Γ ⊢ [ξ : ∆]M ∈ (ξ : ∆)N
✕ ❙✐ Γ ⊢M ∈ (ξ : ∆)N ✱ Γ ⊢ δ ∈ ∆′

ξ ❡t ∆ =β ∆′ ❛❧♦rs Γ ⊢ (M δ) ∈ N [ξ/δ]✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ∆✳ �

◆♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é A ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✳
❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ A✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ M ✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❝♦♥♥✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✳ ❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s♦♥t s✉♣♣♦sés
♠✐s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳

✾✷



❖♥ ❞✐t q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❛♥s ❛✉
♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶ ✭❆♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✮ ❯♥ t②♣❡ M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à X s✐ M = (X δ)✳
❆✈❡❝ δ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés PosX ❡t NegX ❞❡s t②♣❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡✳ PosX(M) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✮ ❞❛♥sM t❛♥❞✐s q✉❡ NegX(M) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s
✭é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✮ ❞❛♥s M ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✷ ✭❖❝❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡✲♥é❣❛t✐✈❡✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ A✳ ❖♥
❞é✜♥✐t PosX ❡t NegX ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣ré❞✐❝❛ts s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
✕ PosX(M) ❡st ✈r❛✐ s✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s M ♦✉ s✐ M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à
X✳

✕ PosX((x : N)P ) ❡st ✈r❛✐ s✐ PosX(P ) ❡t NegX(N) s♦♥t ✈r❛✐s✳
✕ NegX(M) ❡st ✈r❛✐ s✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s M ✳
✕ NegX((x : N)P ) ❡st ✈r❛✐ s✐ NegX(P ) ❡t PosX(N) s♦♥t ✈r❛✐s✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡s✮ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ M s✐ PosX(M)
✭r❡s♣✳ NegX(M)✮ ❡st ✈r❛✐✳

▲❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✷ ❙♦✐tM ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❧✐❜r❡✱ s♦✐t B ✉♥ t❡r♠❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t
♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ P ✳ ❙✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡s✮ ❞❛♥s M ❛❧♦rs X
❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡s✮ ❞❛♥s M [X/B]✳

❈♦♠♠❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s M ✱ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
t❡r♠❡ ❞r♦✐t ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉♦♥❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡
♣❛s ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X✳�

✹✳✶✳✷ ❈r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✸ ✭■♥❝❧✉s✐♦♥✮ ❙♦✐t P ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ A = (π : Π)K ❡t Q ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
t②♣❡ A′ = (π : Π)K′ ✭K,K′ ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝}✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t P ⊂ Q ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
(π : Π)(P π) → (Q π)✳

❙♦✐t B(X) ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ B(X) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t ♦ù X ❡st ❞❡ t②♣❡ (π : Π)K✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t K ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝}✳ ❙♦✐❡♥t P ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ t②♣❡ A = (π : Π)K ❡t Q ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ A′ = (π : Π)K′✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
P ⊂ Q ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ B(P ) ❡♥ ♣r❡✉✈❡s
❞❡ B(Q)✳

✾✸



❘❡♠❛rq✉❡✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧❡ttr❡ K ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s Pr♦♣ ♦✉ ❙♣❡❝✳ ❊♥
❢❛✐t ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛
♠ê♠❡ ét✉❞❡ ❛✈❡❝ K = ❚②♣❡✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ❡st q✉✬✉♥ t②♣❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛✲
t✐♦♥ s✉r ❚②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ✈❛ ✉t✐❧✐s❡r
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ K✳ ❖♥ s❛✐t ❧❛ ❝♦❞❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù K ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝}✱
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ K = ❚②♣❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

❙♦✐❡♥t A = (π : Π)K ❡t A′ = (π : Π)K′✱ ✭K,K′ ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝}✮✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡
q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ré❛❧✐sé❡s✳

Γ ⊢ P ∈ A
Γ ⊢ Q ∈ A′

Γ ⊢ incl ∈ (P ⊂ Q)

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ ❧❡s t❡r♠❡s P ✱ Q ❡t ✐♥❝❧ s♦♥t ✜①és ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é♣❡♥❞❛♥t

❙♦✐t B(X) ✉♥ t②♣❡ t❡❧ q✉❡

Γ, X : A ⊢ B(X) ∈ K K ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝,❚②♣❡}

❡t t❡❧ q✉❡ X ❛✐t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s B(X) ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r
✉♥ t❡r♠❡ ΦB(x) ✭r❡s♣✳ ΨB(x)✮ ❞♦♥t ♦♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉✬✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ B(Q) s✐ x ❡st ❞❡ t②♣❡
B(P ) ✭r❡s♣✳ B(P ) s✐ x ❡st ❞❡ t②♣❡ B(Q)✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✹ ✭ΦB✱ ΨB✮
❙✐ PosX(B) ❡st ✈ér✐✜é✳
✕ ❙✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s B ❛❧♦rs ΦB(x) = x✳
✕ ❙✐ B ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à X ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ δ ❞❡ t❡r♠❡s t❡❧❧❡ q✉❡ B = (X δ)✳

❖♥ ♣♦s❡ ΦB(x) = (incl δ x)✳
✕ ❙✐ B = (y : C)D ❛✈❡❝ PosX(D) ❡t NegX(C) ♦♥ ♣♦s❡ ✿

ΦB(x) = [y : C[X/Q]]ΦD(x ΨC(y)).

❙✐ NegX(B) ❡st ✈ér✐✜é✳
✕ ❙✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s B ❛❧♦rs ΨB(x) = x✳
✕ ❙✐ B = (y : C)D ❛✈❡❝ NegX(D) ❡t PosX(C) ♦♥ ♣♦s❡ ✿

ΨB = [y : C[X/P ]]ΨD(x ΦC(y))

P♦✉r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ΦD(x) ❧♦rsq✉❡ B =
(x : C)D ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s q✉❡ Γ′, X : A ⊢ D(X) ∈ K s♦✐t ✈ér✐✜é✳ ❈❡❧❛ ❡st
✈r❛✐ s✐ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s D ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ X ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s C✳ ❈❡s ❞❡✉① r❡str✐❝t✐♦♥s
s♦♥t ✈ér✐✜é❡s s✐ ♦♥ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω ♦✉ ❜✐❡♥ s✐ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
♣r❡✉✈❡ ❡t s✐ ♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣r❡✉✈❡s✳ ❙✐ ♦♥ ❛ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✉r B ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ B✳

✾✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✸ ❙♦✐t A,A′, P ❡t Q ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❙✐ Γ, X : A ⊢ B(X) ∈ K ❛✈❡❝
K ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝,❚②♣❡} ❡t s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s B(X) ❛❧♦rs

Γ, x : B(P ) ⊢ ΦB(x) ∈ B(Q)

▲❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t

❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ Γ, X : A, ξ : ∆ ⊢ B(X, ξ) ∈ K✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ X ❛ ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡s s♦✐t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ∆, B✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ∆ ❡t s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ B ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s ∆Φ,Ψ✱ ❞❡✉①
s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ξΦ ❡t ξΨ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ΦB(x) ✭r❡s♣✳ ΨB(x)✮ s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s
♣♦s✐t✐✈❡s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡s✮ ❞❛♥s B✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✺ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞✬❛❜♦r❞ ΦB,φ,ψ(x) ♦✉ ΨB,φ,ψ(x) ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s φ ❡t ψ s♦♥t ❞❡✉①
s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞♦♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ∆ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ B✳
❙✐ PosX(B) ❡st ✈ér✐✜é✳
✕ ❙✐ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s B ❛❧♦rs ΦB,φ,ψ(x) = x✳
✕ ❙✐ B(X, ξ) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à X ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ δ ❞❡ t❡r♠❡s t❡❧❧❡ q✉❡
B(X, ξ) = (X δ(ξ))✳ ❖♥ ♣♦s❡ ΦB,φ,ψ(x) = (incl δ(φ) x)

✕ ❙✐ B(X, ξ) = (y : C(X, ξ))D(X, ξ, x) ❛✈❡❝ PosX(D) ❡t NegX(C)✳
❙♦✐t φ′ = φ,ΨC,φ,ψ(y) ❡t ψ′ = ψ, y ♦♥ ♣♦s❡ ✿

ΦB,φ,ψ(x) = [y : C(Q,ψ)]ΦD,φ′,ψ′(x ΨC,φ,ψ(y))

❙✐ NegX(B) ❡st ✈ér✐✜é✳
✕ ❙✐ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B ❛❧♦rs ΨB,φ,ψ(x) = x✳
✕ ❙✐ B(X, ξ) = (y : C(X, ξ))D(X, ξ, x) ❛✈❡❝ NegX(D) ❡t PosX(C)✱ s♦✐t φ′ = φ, y ❡t
ψ′ = ψ,ΦC,φ,ψ(y)✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

ΨB,φ,ψ(x) = [y : C(P, φ)]ΨD,φ′,ψ′(x ΦC,φ,ψ(y))

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ∆Φ,Ψ✱ ξΦ ❡t ξΨ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ξ : ∆✳
✕ ❙✐ ∆ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ ∆Φ,Ψ✱ ξΦ ❡t ξΨ✳
✕ ❙✐ ∆ = ∆′,M ❛❧♦rs ξ = ξ′, x✳

✕ ❙✐ ♦♥ ❛ PosX(M) ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡

∆Φ,Ψ = ∆′
Φ,Ψ,M [X/P ][ξ′/ξ′Φ], ξΦ = ξ′Φ, x ξΨ = ξ′Ψ,ΦM,ξ′

Φ
,ξ′

Ψ
(x)

✕ ❙✐ ♦♥ ❛ NegX(M) ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡

∆Φ,Ψ = ∆′
Φ,Ψ, x : M [X/Q][ξ′/ξ′Ψ], ξΦ = ξ′Φ,ΨM,ξ′

Φ
,ξ′

Ψ
(x) ξΨ = ξ′Ψ, x

❖♥ ♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ΦB(x) = ΦB,ξΦ,ξΨ(x) ♦✉ ❜✐❡♥ ΨB(x) = ΨB,ξΦ,ξΨ(x)✳

✾✺



❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ B(X, ξ) = (y : C(X, ξ))D(X, ξ, x)✱ ΦB ❡t ΨB ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés
s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ PosX(D) ❡t NegX(C) ✿

ΦB(x) = [y : C(Q, ξΨ)]ΦD(x ΨC(y))

✕ ❙✐ NegX(D) ❡t PosX(C) ✿

ΨB(x) = [y : C(P, ξΦ)]ΨD(x ΦC(y))

◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❥✉st✐✜❡ ❧❡ ❜✐❡♥✲❢♦♥❞é ❞❡ ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❖♥ é♥♦♥❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹ ❙♦✐t B t❡❧ q✉❡ Γ, X : A, ξ : ∆ ⊢ B(X, ξ) ∈ K ❡t X ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ∆✳
✕ ❙✐ PosX(B) ❡st ✈ér✐✜é ❛❧♦rs

Γ,∆Φ,Ψ, x : B(P, ξΦ) ⊢ ΦB(x) ∈ B(Q, ξΨ)

✕ ❙✐ NegX(B) ❡st ✈ér✐✜é ❛❧♦rs

Γ,∆Φ,Ψ, x : B(Q, ξΨ) ⊢ ΨB(x) ∈ B(P, ξΦ)

▲❡ ❝❛s ♦ù B(X, ξ) = (x : C(X, ξ))D(X, ξ, x) s❡ tr❛✐t❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
PosX(B)✱ ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

Γ,∆Φ,Ψ, x : C(Q, ξΨ) ⊢ ΨC(x) ∈ C(P, ξΦ)

❖♥ ❛ xφ = ΨC(x) ❡t xΨ = x✱ ❞✬♦ù t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

Γ,∆Φ,Ψ, x : C(Q, ξΨ), y : D(P, ξΦ,ΨC(x)) ⊢ ΦD(y) ∈ D(Q, ξΨ, x)

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

Γ,∆Φ,Ψ, z : (x : C(P, ξΦ))D(P, ξΦ, x), x : C(Q, ξΨ)

❖♥ ❛ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ΨC(x) ∈ C(P, ξΦ) ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t

(z ΨC(x)) ∈ D(P, ξΦ,ΨC(x))

❉✬♦ù ΦD(z ΨC(x)) ∈ D(Q, ξΨ, x) ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

[x : C(Q, ξΨ)]ΦD(z ΨC(x)) ∈ (x : C(Q, ξΨ))D(Q, ξΨ, x)

❈❡ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✿

✾✻



▲❡♠♠❡ ✹✳✺ ❙♦✐t t t❡❧ q✉❡ Γ, X : A, ξ : ∆ ⊢ t(ξ) ∈ M(X, ξ) ❡t t❡❧ q✉❡ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s
❞❛♥s t✳ ❆❧♦rs s✐ PosX(M)

ΦM(t(ξΦ)) = t(ξΨ)

❡t s✐ NegX(M)
ΨM(t(ξΨ)) = t(ξΦ)

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù M(X, ξ) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✐ t ❡st ✉♥
✏t②♣❡✑ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡

t(ξΦ) = t(ξΨ)

▼♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✜♥✐r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❙✐
X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

Γ,∆Φ,Ψ, x : B(ξΦ) ⊢ x ∈ B(ξΨ)

❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ❝❛r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡t ❝♦♠♠❡ B ❡st ✉♥ t②♣❡ ♦♥ ❛ B(ξΦ) = B(ξΨ)✳ ❙✐
B(X, ξ) = (X δ(ξ)) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❛❧♦rs X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s δ✳ ❖♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ δ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡
t②♣❡ ❞❡ δi ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ (X δ1 . . . δi−1) ❡t ❝♦♠♠❡ ♥✐ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ X ♥✐ ❧❡s δj
♥✬♦♥t ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X✱ ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ (X δ1 . . . δi−1)✳ ◆♦tr❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s
❛ss✉r❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ✿

δ(ξΦ) = δ(ξΨ)

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳

Γ,∆Φ,Ψ, x : (P δ(ξΦ)) ⊢ (incl δ(ξΦ) x) ∈ (Q δ(ξΨ))

❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐
s❡ ♣r♦✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳
✕ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐✳
✕ ❙✐ t(ξ) = [x : R(ξ)]s(ξ, x) ❛❧♦rs M = (x : R)N ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ X ❛✐t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s

♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s M ✳ ❈♦♠♠❡ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s t✱ ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s R ❡t ♣❛r
❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ R(ξΦ) = R(ξΨ)✳ ▲❡ t❡r♠❡ s ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡✲
♠❡♥t ♦ù x ❡st ❞❡ t②♣❡ R✳ ❖♥ ❛ xΦ = xΨ = x ❞♦♥❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss✉r❡ q✉❡
ΦN(s(ξΦ, x)) = s(ξΨ, x)✳ ❙✐ M ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ❛❧♦rs ✿

t(ξΦ) = [x : R(ξΦ)]s(ξΦ, x) = [x : R(ξΨ)]s(ξΨ, x) = t(ξΨ)

❙✐♥♦♥

ΦM(t(ξΦ)) = [x : R(ξΨ)]ΦN(t(ξΦ) ΨR(x))

= [x : R(ξΨ)]ΦN(t(ξΦ) x)

= [x : R(ξΨ)]ΦN(s(ξΦ, x))

= [x : R(ξΨ)]s(ξΨ, x)

= t(ξΨ)

✾✼



✕ ❙✐ t(ξ) = (x : R(ξ))S(ξ, x) ❛❧♦rs t✱ R ❡t S s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✕ ❙✐ t(ξ) = y ❛✈❡❝ y ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù y ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ξ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳

✕ ❙✐ t(ξ) = (s(ξ) r(ξ)) ❧❡ rés✉❧t❛t ✈❛ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✿

s(ξ) ∈ (y : R(X, ξ))S(X, ξ, y) r(ξ) ∈ R(X, ξ)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s(ξ) ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❡ X✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❝❡❧❛ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❛♥s s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t q✉❡ s(ξ) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X✳
❊t✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s (y : R(X, ξ))S(X, ξ, y)✳ ❖♥ ❛
❛❧♦rs q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s M(X, ξ) = S(X, ξ, r(ξ)) ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s
R(X, ξ)✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ✿

Φ(y:R)S(s(ξΦ)) = s(ξΨ) ΨR(r(ξΨ)) = (r(ξΦ))

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿
Φ(y:R)S(u) = [y : R(P, ξΦ)]ΦS(u ΨR(y))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

t(ξΨ) = (s(ξΨ) r(ξΨ))

= (Φ(y:R)S(s(ξΦ)) r(ξΨ))

= (ΦS(s(ξΦ) ΨR(y)))[y/r(ξΨ)]

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧✬ ♦♣ér❛t✐♦♥ Φ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
q✉❡ ✿

(ΦS(X,ξ,y)(u(y)))[y/r(ξΨ)] = ΦS(X,ξ,r)(u(r(ξΨ)))

❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs ✿

t(ξΨ) = ΦS(X,ξ,r)(s(ξΦ) ΨR(r(ξΨ))) = ΦS(X,ξ,r)(s(ξΦ) (r(ξΦ))) = ΦM(X,ξ)(t(ξΦ))

■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞û ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉
❢❛✐t q✉❡ X ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ♣❛s ❞❛♥s r ❡t q✉❡ ΨR(r(ξΨ)) = (r(ξΦ))✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
é♥♦♥❝❡r ❡t ♠♦♥tr❡r ❝❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✬é♥♦♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ✿

Γ, X : A, ξ : ∆, y : M(X, ξ), χ : Λ(X, ξ, y) ⊢ B(X, ξ, y, χ) ∈ K

❡t q✉❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ∆,M,Λ, B✳
❙♦✐t t(ξ) ✉♥ t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡

Γ, X : A, ξ : ∆ ⊢ t(ξ) ∈M(X, ξ)

❡t t❡❧ q✉❡ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s t(ξ)✳ ❖♥ ❛

Γ, X : A, ξ : ∆, χ′ : Λ(X, ξ, t(ξ)) ⊢ B(X, ξ, t(ξ), χ′) ∈ K.

❖♥ ♥♦t❡ C(X, ξ, χ′) = B(X, ξ, t(ξ), χ′)✳

✾✽



▲❡♠♠❡ ✹✳✻ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s M ✱ s✐
ΨM(t(ξΨ)) = t(ξΦ) ❡t s✐ χ′

Φ = χΦ[y/t(ξΨ)] ❡t χ′
Ψ = χΨ[y/t(ξΨ)] ❛❧♦rs s✐ PosX(B) ♦♥ ❛

ΦB(u(y))[y/t(ξΨ)] = ΦC(u(t(ξΨ)))

❡t s✐ NegX(B) ♦♥ ❛
ΨB(u(y))[y/t(ξΨ)] = ΨC(u(t(ξΨ)))

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ B✳
✕ ❙✐ X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s B ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❛♥s C ❝❛r ✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît

♣❛s ❞❛♥s t✳ ❧❡s é❣❛❧✐tés s❡ r❛♠è♥❡♥t ❞♦♥❝ à ♣r♦✉✈❡r ✿

(u(y))[y/t(ξΨ)] = u(t(ξΨ))

q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐✳
✕ ❙✐ B = (X δ(ξ, y, χ)) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à X ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ✿

(incl δ(ξΦ,ΨM(y), χΦ) u(y))[y/t(ξΨ)] = (incl δ(ξΦ, t(ξΦ), χ′
Φ) u(t(ξΨ)))

❖r ❝❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés χΦ[y/t(ξΨ)] = χ′
Φ ❡t ΨM(t(ξΨ)) = t(ξΦ)✳

✕ ❙✐ B = (z : R(X, ξ, y, χ))S(X, ξ, y, χ, z) ❛❧♦rs ❡♥ ♥♦t❛♥t T (X, ξ, χ′) = R(X, ξ, t(ξ), χ′)
♦♥ ❛ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ✿

ΨR(u(y))[y/t(ξΨ)] = ΨT (u(t(ξΨ)))

❖♥ ❛

Γ, X : A, ξ : ∆, y : M(X, ξ), χ : Λ(X, ξ, y), z : R(X, ξ, y, χ) ⊢ S(X, ξ, y, χ, z) ∈ K

Γ, X : A, ξ : ∆, χ′ : Λ(X, ξ, t(ξ)), z′ : T (X, ξ, χ′) ⊢ S(X, ξ, t(ξ), χ′, z′) ∈ K.

❖♥ ❛ zΨ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡R(Q, ξΨ, y, χ
′
Ψ) ❡t z′Ψ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡R(Q, ξΨ, t(ξΨ), χΨ ✱

♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ zΨ[y/t(ξΨ)] = z′Ψ✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ zΦ = ΨR(z) ❡t z′Φ = ΨT (z)✳ ▲✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥ q✉❡ zΦ[y/t(ξΨ)] = z′Φ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛♣♣❧✐q✉❡r
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ à S✳ ❊♥ ♣♦s❛♥t U(X, ξ, χ′, z′) = S(X, ξ, t(ξ), χ, z) ♦♥ ❛

ΦS(u(y))[y/t(ξΨ)] = ΦU(u(t(ξΨ)))

▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❛ ✿

ΦB(u(y))[y/t(ξΨ)] = ([z : R(Q, ξΨ, y, χΨ)]ΦS(u(y) ΨR(z)))[y/t(ξΨ)]

= [z : R(Q, ξΨ, t(ξΨ), χ′
Ψ)]ΦU(u(t(ξΨ)) (ΨR(z))[y/t(ξΨ)])

= [z : T (Q, ξΨ, χ
′
Ψ)]ΦU(u(t(ξΨ)) ΨT (z))

= ΦC(u(t(ξΨ)))

❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r✲
♥❛♥t Φ ❡t Ψ✳

✾✾



❘❡♠❛rq✉❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s très s✐♠♣❧❡s ❞❡ t②♣❡ B(X) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥t✐❡♥t X✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ R(P ) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
t②♣❡ P → Pr♦♣ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ P ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✭❝♦♥str✉✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥❞r❛ à ♣❛rt✐r ❞❡ Φ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(P,Q : Data)(P ⊂ Q) → ∃x : P.(R(P ) x) → ∃x : Q.(R(Q) x)

❙✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s

❙✐ ∆(X) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ X ❡t s✐ χ
❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ Φ∆(χ) ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ∆✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✻ ❙♦✐t D ✉♥ t②♣❡✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ∆ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s ❡t χ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❧♦rs ✿

Φ[]([]) = []
ΦD,∆(x.χ) = (ΦD(x).Φ∆(χ))

❖♥ ét❛❜❧✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ ♣♦✉r ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ t❡r♠❡s✳
❙♦✐t P,Q ❡t ✐♥❝❧ ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❙♦✐t ∆ t❡❧ q✉❡ Γ, X : A, ξ : ∆(X), ρ : Λ(X, ξ) ❡st ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
✈❛❧✐❞❡ ❡t s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ∆,Λ✳ ❆❧♦rs

Γ, ξ : ∆Φ,Ψ, ρ : Λ(P, ξΦ) ⊢ ΦΛ(ρ) ∈ Λ(Q, ξΨ)ρ

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❛♥s ∆ ét❛♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♦♥ ❛ ∆Φ,Ψ = ∆(P )✱
ξΦ = ξ ❡t ξΨ = Ψ∆(ξ)✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡ s✐ Λ ❡st ❧❛ ❧✐st❡ ✈✐❞❡✳ ❙✐

Γ, X : A, ξ : ∆, r : D(X, ξ), ρ : Λ(X, ξ, r)

❡st ✈❛❧✐❞❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ❛ ✿

Γ, ξ : ∆Φ,Ψ, r : D(P, ξ), ρ : Λ(P, ξΦ) ⊢ ΦΛ(ρ) ∈ Λ(Q, ξΨ,ΦD(r))ρ

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt
Γ, ξ : ∆Φ,Ψ ⊢ ΦD(r) ∈ D(Q, ξΨ)

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ✿

Γ, ξ : ∆Φ,Ψ, r : D(P, ξ), ρ : Λ(P, ξΦ) ⊢ (ΦD(r).ΦΛ(ρ)) ∈ ((D.Λ)(Q, ξΨ))r.ρ

❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ �

✶✵✵



Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ s✐ M ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t s✐ φ
❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P ⊂ Q ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Φφ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ M(P ) →M(Q) ❝♦♥str✉✐t❡
à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ φ✱ ♣❛r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ΦM ✳
❊♥♦♥ç♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Φ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✬✐♥❝❧✉s✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✽ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ X ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ A ❛ ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳
✕ ❙♦✐❡♥t P ✱Q ❡t R tr♦✐s ♣ré❞✐❝❛ts t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ φ1 ❞❡ P ⊂ Q ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
φ2 ❞❡ Q ⊂ R✳ ❖♥ ❛ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ M(P ) ✿

Φφ2◦φ1(t) =β Φφ2(Φφ1(t))

✕ ❙♦✐t P ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ tr✐✈✐❛❧❡ ✐❞ ✭❧❡ t❡r♠❡ [π : Π][h : (P π)]h✮ ❞❡
P ⊂ P ✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ M(P ) ✿

Φid(t) =η t

✕ ❙♦✐❡♥t P ❡t Q ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s φ1 ❡t φ2 ❞❡ P ⊂ Q✳ ❙✐ ♦♥ s❛✐t
♣r♦✉✈❡r

(π : Π)(x : (P π))(φ1 π x) =(Q π) (φ2 π x)

❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t ♣r♦✉✈❡r ✿
(t : M(P ))Φφ1(t) = Φφ2(t).

▲❡s ♣r❡✉✈❡s s❡ ❢♦♥t s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s ❧✬é❣❛❧✐té ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣♦✉r s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉✬à
r❡❣❛r❞❡r ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t✳

✹✳✶✳✸ Pr♦♣r✐été ré❝✉rr❡♥t❡

❙✐ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ M(C)✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❛
été ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✐t✐❛✉① ❞❡ t②♣❡ C q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ✳ ❯♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡❧❛ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t②♣❡ q✉✐ r❡str❡✐♥t ❧❡ t②♣❡ C ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ C q✉✐
s❛t✐s❢♦♥t P ✳
▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ C ♥❡ ❢❛✐t ❞❡ s❡♥s ♣♦✉r ♥♦✉s
q✉❡ s✐ C ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ C ♣❡✉t s♦✐t êtr❡ ❞❡
t②♣❡ C → ❙♣❡❝ ♦✉ ❜✐❡♥ C → Pr♦♣✳

❚②♣❡ ❡♥s❡♠❜❧❡

P♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡ t②♣❡ C✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t (set C P ) ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ✭❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡
C✮ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ Fst ❞❡ (set C P ) ❞❛♥s C q✉✐ ✈ér✐✜❡

(h : (set C P ))(P (Fst x)).

✶✵✶



■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦❞❡r ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ s❡t✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

set ≡ [C : ❙♣❡❝][P : C → K](D : ❙♣❡❝)((x : C)(P x) → D) → D
Fst ≡ [C : ❙♣❡❝][P : C → K][h : (set C P )](h C [x : C][z : (P x)]x)

❖♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(C : ❙♣❡❝)(P : C → K)(h : (set C P ))(P (Fst C P h))

♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♠❛✐s ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P ❡st ❞❡ t②♣❡ C → Pr♦♣ ❡t ❡st
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❡s ♣❛✐r❡s s✐ P ❡st ❞❡ t②♣❡ C → ❙♣❡❝✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡
❞♦♥❝ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ s❡t❴❙♥❞ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛①✐♦♠❛t✐sé ❞❛♥s ✸✳✻✳✸✱ ❝❡❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù P
❡st ❞❡ t②♣❡ C → Pr♦♣✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

set ≡ [C : ❙♣❡❝][P : C → Pr♦♣]{x : C|(P x)}
Fst ≡ [C : ❙♣❡❝][P : C → Pr♦♣][h : (set C P )](subset❴elim C P h C [x : C][z : (P x)]x)

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉❜s❡t❴r❡❞ ❡t s✉❜s❡t❴✐♥❞ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥
t❡r♠❡ s❡t❴❙♥❞ ❞❡ t②♣❡ ✿

(C : ❙♣❡❝)(P : C → K)(h : (set C P ))(P (Fst C P h))

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ P ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝✲
❝✉rr❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s {x : C|(P x)}✳ ▲✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

(C : ❙♣❡❝)(P,Q : C → Pr♦♣)(P ⊂ Q) → {x : C|(P x)} → {x : C|(Q x)}

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ P ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s {x : C|(P x)}✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s❡t✱ ❋st ❡t s❡t❴❙♥❞ ❞é✜♥✐s ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞é❝r✐t❡s
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥ ét❡♥❞ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❛✉① ♣ré❞✐❝❛ts✳ ❙✐ C ❡st ❞❡ t②♣❡ A = (π : Π)❙♣❡❝ ❡t P
❞❡ t②♣❡ (π : Π)(C π) → K✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ (Set C P ) ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [π : Π](set (C π) (P π))✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ ❡♥❝♦r❡ Fst ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (C : A)(P : (π : Π)(C π) → K)(Set C P ) ⊂ C✳ ❖♥ ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❙❡t❴❙♥❞ ❞❡ ✿

(C : A)(P : (π : Π)(C π) → K)(π : Π)(h : (Set C P π))(P π (Fst C P π h)).

❖♥ ♥♦t❡r❛ ❋st ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (Fst C P ) ❧♦rsq✉❡ C ❡t P s❡ ❞é❞✉✐s❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ t②♣❡ A = (π : Π)❙♣❡❝ ❡st ✜①é✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣r♦♣r✐été s✉r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✼ ❙♦✐t C ❞❡ t②♣❡ A ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ P ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r C s✐ P ❡st ❞❡ t②♣❡
(π : Π)(C π) → K✳

✶✵✷



Pr♦♣r✐été ❤éré❞✐t❛✐r❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✽ ❙♦✐t C ❞❡ t②♣❡ (π : Π)❙♣❡❝ ❡t P ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r C✳ ❙♦✐t M(X) ✉♥
t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ M(C)
✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t P s✬✐❧ ❡①✐st❡ h ❞❡ t②♣❡ M(Set C P ) t❡❧ q✉❡

t = Φ(Fst C P )(h)

❖♥ ét❛❜❧✐t ❛✐sé♠❡♥t ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡♠♠❡ ✿

▲❡♠♠❡ ✹✳✾ ❙♦✐t C ❞❡ t②♣❡ (π : Π)❙♣❡❝ ❡t P ❡t Q ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✉r C✳ ❙✐ P ⊂ Q ❛❧♦rs
t♦✉t t❡r♠❡ t ❞❡ t②♣❡ M(C) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t P ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t Q✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ φ ❞❡ t②♣❡ (Set C P ) → (Set C Q) t❡❧ q✉❡ ✿

(y : (Set C P ))(Fst C P y) =C (Fst C Q (φ y)).

■❧ ❡①✐st❡ h ❞❡ t②♣❡ M(Set C P ) t❡❧ q✉❡ t = Φ(Fst C P )(h)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

t = Φ(Fst C Q)(Φφ(h)).

❈♦♠♠❡ (Φφ(h)) ❡st ❞❡ t②♣❡ M(Set C Q)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t Q✳
�

▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♥♦✉s s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❙♦✐t P ❡t Q ❞❡ t②♣❡ A ❡t f ❡t g ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ P ⊂ Q✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r P ✿

ID = [π : Π][u : (P π)](f π u) =(Q π) (g π u)

❙♦✐t M(X) ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ M(C)✳
❙✐ t ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ■❉ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ Φf (t) =M(C) (Φg(t)✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r M ✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ X
❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s H(X) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(t : H(Set P ID))Φf (ΦFst(t)) =H(Q) Φf (ΦFst(t)),

❡t s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ❞❛♥s H ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(t : H(Q))ΨFst(Ψf (t)) =H(Set P ID) ΨFst(Ψg(t).

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❜❛s❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳�
❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧♦rsq✉❡ P = Q ❡t g ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té ❞❡
t②♣❡ P ⊂ P ❀ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ✿

ID = [π : Π][u : (P π)](f π u) =(P π) u

q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ID ❡st t❡❧ q✉❡ Φf (t) = t✳

✶✵✸



■❧ ♥✬❡st ♣❛s très ❛❣ré❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r à é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

(t : H(Set C P ))(Q (ΦFst t)).

❊♥ ❢❛✐t ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❞♠❡t ❞❡s ❢♦r♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ H(X) = X ♦♥ ❛ ✿

(t : (Set C P ))(Q (Fst t)) ⇔ (x : C)(P x) → (Q x)

✹✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts

✹✳✷✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F

❯♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ✐❝✐
❝❡ q✉✐ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✷✵✱ ✸✱ ✶✶❪✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠♥t Γ ✜①é✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✾ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✳ ❯♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X ❡st s♦✐t
X s♦✐t P (X) → C(X) ❛✈❡❝ P (X) ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❡t C(X)
✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X✳

❖♥ s♣é❝✐✜❡ ✉♥ t②♣❡ M ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✵ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❡t Ω(X) ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉rs ❞❡ X t❡❧s q✉❡

Γ, X : ❉❛t❛ ⊢ Ωi(X) ∈ ❉❛t❛

▲❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t M ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ Ω(X) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

M = (C : ❉❛t❛)(Ω(C)) → C

❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛②❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ M ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s κ t❡❧❧❡ q✉❡

Γ ⊢ κ ∈ Ω(M)

❖♥ ❛ Ωi(X) = ∆(X) → X✳ ❖♥ ♣♦s❡

κi = [δ : ∆(M)][C : ❉❛t❛][ω : Ω(C)](ωi (Φφ
∆ δ))

❛✈❡❝ φ = [z : M ](z C ω) q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ M → C✳�
❙♦✐t Ξ(X) ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s ❛❧♦rsX ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s Ξ(X) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s

(C : ❉❛t❛)(Ξ(X) → C) → C

✶✵✹



(resp. (C : ❉❛t❛)((Ξ(X)i → C))1≤i≤p → C.)

❈❡ t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥✮ ❞❡s Ξi(X)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ r❛✲
♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡ ré❝✉rs✐❢ ❡t ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
p✲❛✐r❡s ✭✐❧ s✉✣t ♠ê♠❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡s ❝❛s ✵✲❛✐r❡s✱ ✉♥❛✐r❡s ❡t ❜✐♥❛✐r❡s✮✳ ▲❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐r❡❝t ❡st
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❛r ♦♥ ❛ ✉♥ s❡✉❧ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❡t
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥✲
♥é❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❝r✐t❡s ✐❝✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t❡s ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❉❛t❛ ♣❛r ❙♣❡❝ ♦✉ Pr♦♣✳

✹✳✷✳✷ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ▼▲

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡s t②♣❡s s♦♥t ❛♥❛❧♦❣✉❡s ❛✉① t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ▼▲✳ ❊♥ ❈❆▼▲
♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ ✈♦✐❞ à ✉♥ s❡✉❧ é❧é♠❡♥t ✭q✉✐ ❡st ❧❡
♣r♦❞✉✐t ✵✲❛✐r❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ r❛♠❡♥❡r à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡M à p ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
✉♥❛✐r❡s ci ❞❡ t②♣❡ Hi(M) →M ✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡♥ ❈❆▼▲ ❞✉ t②♣❡ M ❡st ✿

t②♣❡ ▼ = c1 ♦❢ H1(M)
✳✳✳
|cp ♦❢ Hp(M)

❈❆▼▲ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs c1, . . . cp✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✭❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ t②♣❡M ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t✳
❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ C ❡t fl ❞❡ t②♣❡ Hl(C) → C✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é✜♥✐r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
▼❴r❡❝ ❞❡ t②♣❡ M → C✳ ❈♦♠♠❡ M ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s Hi(M)✱ ♦♥ s❛✐t ❛ss♦❝✐❡r
à ti ❞❡ t②♣❡ Hi(M) ✉♥ t❡r♠❡ t′i ❞❡ t②♣❡ Hi(C) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ▼❴r❡❝ ❞❡ t②♣❡ M → C✳

let rec M❴rec = function c1(t1) → f1 t
′
1

✳✳✳
|cp(tp) → fp t

′
p

✹✳✷✳✸ ■tér❛t✐♦♥ ❡t ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t M = (C : ❉❛t❛)Ω(C) → C✳ ❖♥ ♥♦t❡ κ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡s
n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r Ωi(C) s✬é❝r✐t (∆i(C)) → C✳
❖♥ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ tr✐✈✐❛❧❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❧✬✐❞❡♥t✐té s✉r M✮ ❞❡ t②♣❡ ✿

M → (C : ❉❛t❛)((∆i(C) → C)1≤i≤n) → C.

❈✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐tér❛t✐✈❡✳ ❯♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ✿

M → (C : ❉❛t❛)((∆i(M) → C)1≤i≤n) → C.

✶✵✺



❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳
❙♦✐❡♥t M ❡t C ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ t②♣❡ M ∧ C ✭♣r♦❞✉✐t ❞❡ M ❡t ❞❡ C ❝♦♠♠❡
❧❡ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❋ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭❧❛ ♣❛✐r❡✮ ❞❡ t②♣❡ M → C → X✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
(a, b) ❧❛ ♣❛✐r❡ ❢♦r♠é❡ ❞❡ a ❡t ❞❡ b✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t s❡❝♦♥❞❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❋st ❡t ❙♥❞✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢♦r♠❡r ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

M → (C : ❉❛t❛)((∆i(M ∧ C) → C)1≤i≤n) → C.

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ m ❞❡ t②♣❡ M ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ M ∧ C✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡r❛ é❣❛❧❡ à m ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞♦♥♥❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s♦✉❤❛✐té✳ ❖♥
♣♦s❡ ✿

RM = [m : M ][C : ❉❛t❛][ξ : (∆i(M ∧ C) → C)1≤i≤n]
(Snd (m M ∧ C ([ti : ∆i(M ∧ C)]((κi ΦFst (ti)), (ξi ti)))1≤i≤n))

q✉✐ ❡st ❞✉ ❜♦♥ t②♣❡✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

C : ❉❛t❛, ϕ : (∆i(M ∧ C) → C)1≤i≤n

❖♥ ✈❡✉t q✉❡ RM ✈ér✐✜❡ ❧❡s é❣❛❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r t♦✉t i t❡❧ q✉❡ 1 ≤ i ≤ n✳

(δ : ∆i(M))(RM (κi δ) C ϕ) = (ϕi (Φφ δ))

❛✈❡❝ φ = [z : M ](z, (RM z C ϕ))✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ♣❧✉s t❛r❞✳

✹✳✷✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ét✉❞✐é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s✬ét❡♥❞
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ❞❡
t②♣❡ A = (π : Π)K ✭K ∈ {Pr♦♣, ❙♣❡❝}✮✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✿

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✶ ✭❚②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❆✳ ❯♥ t②♣❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X ❡st s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ à X ✭❝❢ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✮ s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(x : P (X))C(X) ❛✈❡❝ P (X) ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ X ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❡t C(X) ✉♥ t②♣❡
❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X✳

❯♥ t②♣❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X s✬✐❧ s✬é❝r✐t (ξ : ∆(X))(X δ(ξ)) ❡t s✐ X ❛ ❞❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s ∆ ❡t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s δ(ξ)✳ ❖♥ s♣é❝✐✜❡ ✉♥ t②♣❡ M ❡♥
❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✷ ❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ A ❡t Ω(X) ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝✲
t❡✉rs ❞❡ X t❡❧❧❡ q✉❡

Γ, X : A ⊢ Ωi(X) ∈ K

▲❡ t②♣❡ M ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Ξ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿

M = [π : Π](P : A)(Ω(P )) → (P π)

✶✵✻



▲❡ ❢❛✐t q✉❡ K s♦✐t Pr♦♣ ♦✉ ❙♣❡❝ ❛ss✉r❡ q✉❡ M ❡st ❜✐❡♥ ❞❡ t②♣❡ A✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛②❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ M ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s κ t❡❧❧❡ q✉❡

Γ ⊢ κ ∈ Ω(M)

❖♥ ❛ Ωi(X) = (ξ : ∆(X))(X δ(ξ))✳ ❖♥ ♣♦s❡

κi = [ξ : ∆(M)][P : A][ω : Ω(P )](ωi (Φφ
∆ ξ))

❛✈❡❝ φ = [π : Π][z : (M π)](z P ω) q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ M ⊂ P ✳�
❖♥ s❡ s❡r✈✐r❛ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡
κi✳

(ξ : ∆(M))(P : A)(ω : Ω(P ))(κi P ω) =(P δ(ξ)) (ωi (Φφ
∆ ξ))

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥
♣❡✉t ♥❡ ❞é✜♥✐r q✉❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✉♥❛✐r❡s ✭❞❡ t②♣❡ B → K✮ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r B ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
✭❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✮ ❞❡s Πi ✭B = (C : K)((π : Π)C) → C✮✳ ❈❡ t②♣❡
❛❞♠❡t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❜✉✐❧❞ ❞❡ t②♣❡ (π : Π)B✳ ❙✐ Ωi(X) = (ξ : ∆(X))(X δ(ξ))✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ❧❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿

H(X) = (x : B)(ξ : ∆(X))(x =B (build δ(ξ))) → (X x)

P✉✐s ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ♣♦✉r B(X) ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ∆(X) ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬é❣❛❧✐té ♦♥ ♠❡t
t♦✉s ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ H(X) = (x : B)B(X, x) → (X x)✱ ♣✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❝❧és s♦♥t
❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞é♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ré❝✉rs✐❢ à ✉♥
❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡✳

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❙✐ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡B(P ) ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [x : A]B(P, x)✱
❧❡ ♣ré❞✐❝❛t H(P ) = (x : B)B(P, x) → (P x) s❡ ❧✐t ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡ B(P ) ⊂ P ✳ ❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❣é♥ér❛❧❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t

Ωi(X) = (ξ : ∆(X))(X δ(ξ))

♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞❡ δ(ξ) àX✳ ▲❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t
❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✈ér✐✜❛♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞é✜♥✐ ❧❡ t②♣❡ M ❡t s❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞✉
ré❝✉rs❡✉r✳ P♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ C ❞❡ t②♣❡ A ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ (M ∩ C) ❞❡ M ❡t ❞❡
C ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [π : Π](M π) ∧ (C π)✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✭❡♥❝♦r❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❋st✮ ❞❡
(M ∩ C) ⊂M ✳ ❖♥ é❝r✐t Ωi(X) s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ))

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(π : Π)(M π) → (C : A)(((ξ : ∆i(M ∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n) → (C π)

✶✵✼



■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

RM = [π : Π][h : (M π)][C : A][ϕ : ((ξ : ∆i(M ∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n]
(Snd (h (M ∩ C) ([χi : ∆i(M ∩ C)]((κi ΦFst

∆i (χi)), (ϕi χ
i)))1≤i≤n))

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧é ét❛♥t q✉❡
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞é♣❡♥❞❛♥t✳ �

■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ❢❛❝✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛ été ✐♠♣❧❛♥té❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ■♥❞✉❝t✐✈❡✳ ❖♥
♣❡✉t ❡♥ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡✱ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✭♦✉ ✉♥ t②♣❡✮✱ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t ❧❡
ré❝✉rs❡✉r ❛ss♦❝✐é✳
P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ é❝r✐r❛ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❛t ✿ ❉❛t❛ ❂ ❖ ✿ ♥❛t ⑤ ❙ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✳

▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s A ❡t B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ C à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
♣❛✐r ❞❡ t②♣❡ A→ B → C✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆✱❇✿Pr♦♣✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✿ Pr♦♣ ❂ ❛♥❞❴✐♥tr♦ ✿ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ ❛♥❞✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ s②♥t❛①❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❬❆✱❇✿Pr♦♣❪ ✿ Pr♦♣ ❂ ❛♥❞❴✐♥tr♦ ✿ ❆ ✲❃ ❇ ✲❃ ✭❛♥❞ ❆ ❇✮✳

✹✳✸ ❇♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t M ❞❡ t②♣❡ A = (π : Π)❙♣❡❝✳ ❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛ n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs κi
✭1 ≤ i ≤ n✮ ❞❡ t②♣❡ Ωi(M)✳
■❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ t②♣❡M s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡✉① ❢♦r♠és à ❧✬❛✐❞❡
❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡
t②♣❡ (M δ)✳ ❯♥ t❡r♠❡ s❡r❛ ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t s✬✐❧ ❡st ❢♦r♠é ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
à ❞❡s t❡r♠❡s ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❖♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✹✳✶✳✸ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t②♣❡ A✱
(Set C P ) ❧♦rsq✉❡ C ❡st ❞❡ t②♣❡ A ❡t P ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r A ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❋st ❞❡ t②♣❡ (Set C P ) ⊂ C✳ ❖♥ ❛ r❡♠❛rq✉é q✉❡ P ❛✈❛✐t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s
(Set C P )✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✭❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ Ω(X) ❛✈❡❝ ✿

Ωi(X) = (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ))

❡t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ♥♦tés κi✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t CM ❞❡ t②♣❡ (π : Π)(M π) → Pr♦♣ ❞❡
❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❞♦♥t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ✿

Θi(Y ) = (ξ : ∆i(Set M Y ))(Y δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst

∆i (ξ)✳

✶✵✽



❘❡❣❛r❞♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ ❖♥ ♥♦t❡
(a, b) ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠é ❞❡s é❧é♠❡♥ts a ❡t b✳

A ∧B ≡ (C : ❙♣❡❝)(A→ B → C) → C

CA∧B ≡ [x : A ∧B](P : A ∧B → Pr♦♣)((a : A)(b : B)(P (a, b))) → (P x)

❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ♥♦tés O ❡t S✳

nat ≡ (C : ❙♣❡❝)C → (C → C) → C

Cnat ≡ [x : nat ](P : nat → Pr♦♣)
(P 0) → ((n : (Set nat P ))(P (S (Fst n))))
→ (P x)

❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉✐ s❡r❛ ♥♦té❡ N ✳

N ≡ [x : nat ](P : nat → Pr♦♣)
(P 0) → ((n : nat)(P n) → (P (S n)))
→ (P x)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥str✉✐ts ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s t②♣❡s
❝♦♥❝r❡ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✳ ▼❛✐s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ êtr❡ ❜✐❡♥
❝♦♥str✉✐t ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❙✐ m ❡st ❞❡ t②♣❡ (M µ) ❛❧♦rs (mM κ) ❡st ❞❡ t②♣❡ (M µ)✳
❖♥ ♣❡✉t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st é❣❛❧ à m✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞é❥à q✉❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ❙♦✐t m ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ (M µ) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t (CM µ) ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
♣r♦✉✈❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

m =(M µ) (m M κ)

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ φ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ [π : Π][z : (M π)](z M κ) ❡t P ❧❛ ♣r♦♣r✐été

[π : Π][z : (M π)](z =(M π) (φ π z)).

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (CM µ m) ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r (P µ m)✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r
t♦✉t i ❧❛ ♣r♦♣r✐été Θi(P )✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✸ ✿

(ξ : ∆i(Set M P ))(P δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst(ξ)✳ ❖r (φ δi(ξ′) (κi ξ
′)) = (κi ξ

′ M κ) = (κi Φφ

∆i(ξ
′))✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✵ ♥♦✉s

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(x : H(Set M P ))Φφ(ΦFst(x)) =H(M) (ΦFst(x))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(φ δi(ξ′) (κi ξ
′)) =M (κi ξ

′)

❡❢ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ Φφ
∆i

(ξ′) = ξ′✳ �

✶✵✾



Pr♦♣r✐étés ❞✉ ré❝✉rs❡✉r

❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❞✉ ré❝✉rs❡✉r✳
❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❡st ❞é✜♥✐ ❛✐♥s✐ ✿

RM = [π : Π][h : (M π)][C : A][ϕ : ((ξ : ∆i(M ∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n]
(Snd (h (M ∩ C) ([χi : ∆i(M ∩ C)]((κi ΦFst

∆i (χi)), (ϕi χ
i)))1≤i≤n))

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✻ ❉❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

χ : ∆j(Set M CM), C : A,ϕ : ((ξ : ∆i(M ∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ✿

(RM δj(χ′) (κj χ
′) C ϕ) =C (ϕi Φφ

∆j(χ
′))

❛✈❡❝ χ′ = ΦFst

∆j (χ) ❡t φ = [π : Π][h : (M π)](h, (RM π h C ϕ))✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿

R = [π : Π][h : (M π)](h (M ∩ C) ([χi : ∆i(M ∩ C)]((κi ΦFst

∆i (χi)), (ϕi χ
i)))1≤i≤n)

❖♥ ❛ R ❡st ❞❡ t②♣❡ M ⊂ (M ∩ C) ❡t

(RM δj(χ′) (κj χ
′) C ϕ) =β (ϕj ΦR

∆j(χ′))

■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿
ΦR

∆j(χ′) = (φ χ′)

P♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ χ′ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été Q s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[π : Π][h : (M π)](R π h) =M∩C (φ h)

❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r q✉❡ CM ⊂ Q✳ ❈♦♠♠❡ χ ❡st ❞❡ t②♣❡ ∆j(Set M CM)✱ χ′ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐✲
r❡♠❡♥t CM ❞♦♥❝ ✈ér✐✜❡r❛ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t Q✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t
✈♦✉❧✉✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡ CM ⊂ Q✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ Q s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡
st❛❜✐❧✐té ❞❡ CM ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿ ♣♦✉r t♦✉t i ✿

(ξ : ∆i(Set M Q))(Q δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst

∆i (ξ)✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ξ ❞❡ t②♣❡ ∆i(Set M Q)✳ ❖♥ ❛ ✿

(R δi(ξ′) (κi ξ
′)) = ((κi ΦFst ◦ R

∆i (ξ′)), (ϕi ΦR
∆i(ξ′)))

= ((κi ΦFst

∆i (ΦR
∆i(ξ′))), (RM δi(ξ′) (κi ξ

′) C ϕ))

❏✉sq✉✬✐❝✐ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❞❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ Q ❡st
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été P s✉✐✈❛♥t❡ ✿

[π : Π][h : (M π)](Fst ◦ R π h) =M h

❈♦♠♠❡ ξ′ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t Q✱ ξ′ ✈ér✐✜❡ ❤éré❞✐t❛✐r❡♠❡♥t P ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

ΦFst ◦ R
∆i (ξ′) = ξ′

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿

(R δi(ξ′) (κi ξ
′)) = ((κi ξ

′), (RM δi(ξ′) (κi ξ
′) C ϕ))

❈❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ �

✶✶✵



❋✐❧tr❛❣❡

❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ✿

FM = [π : Π][h : (M π)][C : A][ϕ : ((ξ : ∆i(M))(C δi(ξ)))1≤i≤n]
(RM π h C ([ξ : ∆i(M ∩ C)](ϕi ΦFst

∆i (ξ)))1≤i≤n)

❞❡ t②♣❡ (π : Π)(h : (M π))(C : A)(((ξ : ∆i(M))(C δi(ξ)))1≤i≤n) → (C π)
▲❡s é❣❛❧✐tés ✈ér✐✜é❡s ♣❛r RM ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ♣♦✉r t♦✉t χ ❞❡ t②♣❡ ∆j(Set M CM)
❡t ❡♥ ♣♦s❛♥t χ′ = ΦFst

∆j (χ) ✿

(FM δj(χ′) (κj χ
′) C ϕ) = (RM δj(χ′) (κj χ

′) C ([ξ : ∆i(M ∩ C)](ϕi ΦFst

∆i (ξ)))1≤i≤n)
= (ϕj ΦFst

∆j (Φφ(χ′)))
= (ϕj χ

′)

✹✳✸✳✶ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡r♠❡ ❝❧♦s ♥♦♥ ❝♦♥str✉✐t

❊♥ ❢❛✐t ✐❧ ② ❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ♣❧✉s ❞✬♦❜❥❡ts q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥str✉✐ts✳
❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ très s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r
♥♦♥ ré❝✉rs✐❢✳ ❙♦✐t N ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝❧♦s q✉❡ ♥♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❖♥ ♣♦s❡
M = (C : ❙♣❡❝)(N → C) → C✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ❞❡ t②♣❡ N →M ✳ ❖♥ ✈❛ ❝♦♥str✉✐r❡
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ N ✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡M t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡ ❝❧♦s n ✈ér✐✜❛♥t
m = (c n)✳
❙♦✐tm ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡M ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ k(C, f) ❝♦♥t❡♥❛♥t
é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t C ❡t f ❧✐❜r❡ t❡❧ q✉❡ ✿

m = [C : ❙♣❡❝][f : N → C](f k(C, f))

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ ❝❧♦s n ❞❡ t②♣❡ N ✱ ♦♥ ❛ ✿

(c n) = [C : ❙♣❡❝][f : N → C](f n)

❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ M ✳ ▲❡s t❡r♠❡s m ❡t (c n) s❡r♦♥t ✭s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✮ é❣❛✉① s✐ n
❡t k(C, f) s♦♥t é❣❛✉①✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r q✉❡ k s♦✐t ❝❧♦s✳ ❖♥
❛ (m M c) = (c (k(M, c))) = [C : ❙♣❡❝][f : N → C](f (k(M, c)) ❞♦♥❝ s✐ k(C, f) ❝♦♥t✐❡♥t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ C ❡t ❞❡ f ❛❧♦rs m ❡t (m M c) s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳
Pr❡♥♦♥s T = (C : ❙♣❡❝)C → C ❡t t ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡ ❞❡ t②♣❡ T ✳

t = [C : ❙♣❡❝][x : C]x

❆❧♦rs s♦✐t N = ((D : ❙♣❡❝)(D → T )) → T ✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r m ❧❡ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

[C : ❙♣❡❝][f : N → C](f ([y : (D : ❙♣❡❝)(D → T )](y C (f [y : (D : ❙♣❡❝)(D → T )]t))))

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t N = T → T ✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r
❝❡❝✐ ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐❧ ② ❛ tr♦♣ ❞✬é❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞é✜♥✐s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳

✶✶✶



❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♠❛♥✐♣✉❧és s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❡t s♦♥t ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t ❞❡s
t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts✱ ❢❛✐r❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛ss❡③
♣❡✉ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥
s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♣r♦✉✈❡r ❞❡ ♣❧✉s q✉❡

(x, y : nat)N (x) → N (y) → N (x+ y).

P♦✉r é✈✐t❡r ❝❡tt❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❢♦r♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ M q✉✐ s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧✬♦♥ ❛tt❡♥❞❛✐t ❞❡ M ♣❧✉s ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ r❡str❡✐♥t s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t②♣❡s ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉s
❧❡s ♦❜❥❡ts ❝❧♦s s♦♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐ts✳

✹✳✸✳✷ ▲❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s

❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❡♥ ❢❛✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ♥✬❛✉t♦r✐s❡ ♣❛s ❞✬❛r❣✉♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✹ ✭Pré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡✮ ❯♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡ ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❝♦♥str✉✐t ❞♦♥t
❧❡s t②♣❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ)) ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙✐ X ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡ ❛❧♦rs ∆i

j(X) ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ✭❖♥ ♣❛r❧❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ t②♣❡
s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✮
❙✐ P ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡ ❞❡ t②♣❡ A = (π : Π)K ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ t❡r♠❡s δ ❞❡
t②♣❡ Ππ✱ (P π) ❡st ❛♣♣❡❧é t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳

▲❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❇ö❤♠✲❇❡rr❛r❞✉❝❝✐ ❬✸❪ s♦♥t ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s
♣❧✉s t❛r❞ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ ❬✷✼✱ ✷✾❪✳
▲❡ t②♣❡ ❡♥t✐❡r ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦✉ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s
s✐♠♣❧❡s✳ ▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♥♦tr❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡
♥✬ét❛✐t ♣❛s ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐❞❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ ✈♦♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ s❡r♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛②❛♥t ♣♦✉r t②♣❡ ✉♥
t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ❖r s✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❡ t②♣❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡
X ❛❧♦rs t♦✉t t❡r♠❡ ❞♦♥t x ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❛✉r❛ ♣♦✉r t②♣❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡
X✳ ❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
rés✉❧t❛ts ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té s✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✼ ❚♦✉t t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞✬✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❡st é❣❛❧ à β − η ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣rès à
✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❖♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ N = (C : ❉❛t❛)(C →
C) → C → C ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ [C : ❉❛t❛][f : C → C]f ❡st ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ N ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s
β✲❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥str✉✐t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♠♦♥tr❡r ✉♥ ❧❡♠♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✿
❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ✿

X : A,ϕ : Ω(X), Y 1 : A1, ρ1 : ∆1(X, Y 1), . . . , Y n : An, ρn : ∆n(X, (Y i)1≤i≤n)

❖♥ ❢❛✐t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉✐✈❛♥t❡s s✉r ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

✶✶✷



✕ Ω(X) ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X✳
✕ P♦✉r t♦✉t i✱ Ai ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✱ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ X, Y 1, . . . , Y i−1 s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐✲

❝❛ts s✐♠♣❧❡s✱ ∆i ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ Y i✳
✕ ϕ ❡t ρi ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ∆i✳
✕ X ❛♣♣❛r❛ît ♥é❣❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ∆i✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Γ′ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s✉✐✈❛♥t ✿

Y 1 : A1, ρ′1 : ∆1((Set M CM), Y 1), . . . , Y n : An, ρ′n : ∆n((Set M CM), (Y i)1≤i≤n)

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✽ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ✿ ❙♦✐t R(X, (Y i)1≤i≤n) ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ X ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ϕ ❡t ρi ♥✬♦♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✳
❙✐ a ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ a′ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ♥✐ ❞❡ ϕ✱ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ R((Set M CM), (Y i)1≤i≤n−1) ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐✲
r♦♥♥❡♠❡♥t Γ′ ❡t t❡❧ q✉❡

a = Φφ
R(a′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n])

❛✈❡❝ φ = [π : Π][z : (Set M CM π)](Fst z X ϕ) ❞❡ t②♣❡ (Set M CM) ⊂ X✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝❡❝✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r a✳
✕ ❙✐ a ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❧♦rs ♦♥ r❡❣❛r❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ η✲❡①♣❛♥❞é❡ q✉✐ s✬é❝r✐t

[Y n+1 : An+1][ρn+1 : ∆n+1(X, (Y i)1≤i≤n+1)]b

▲❡s t②♣❡s ❞❡ ∆n+1 ✈ér✐✜❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✱ b ❡st ❞✬✉♥ t②♣❡
s✐♠♣❧❡ (Y n+1 µ) q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ à b✱ ✐❧ ❡①✐st❡ b′ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ♥✐ ❞❡ ϕ t❡❧ q✉❡ b′ ❡st ❞❡
t②♣❡ (Y n+1 µ) ❞❛♥s

Γ′, Y n+1 : An+1, ρ′n+1 : ∆n+1((Set M CM), (Y i)1≤i≤n+1)

❡t t❡❧ q✉❡ b = b′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n+1]✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs ✿

a′ = [Y n+1 : An+1][ρ′n+1 : ∆n+1((Set M CM), (Y i)1≤i≤n+1)]b
′

❖♥ ❛ a′ ∈ R((Set M CM), (Y i)1≤i≤n−1) ❞❛♥s Γ′✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✿

Φφ
R(a′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n]) = [Y n+1 : An+1][ρn+1 : ∆n+1(X, (Y i)1≤i≤n+1)]

(a′[ρ′i/Ψφ(ρi)1≤i≤n] Y
n+1 Ψφ

∆n+1(ρ
n+1))

= [Y n+1 : An+1][ρn+1 : ∆n+1(X, (Y i)1≤i≤n+1)]
(b′[ρ′i/Ψφ(ρi)1≤i≤n+1])

= [Y n+1 : An+1][ρn+1 : ∆n+1(X, (Y i)1≤i≤n+1)]b
= a

✕ ❙✐ a ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ϕ✱ ❛❧♦rs a = (ϕi δ) ❛✈❡❝ δ ∈ Λ(X)ξ ❡t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❛
❡st R = (X µ)✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ Λ(X)ξ s♦♥t s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ δ ♥❡ ♣❡✉t
❝♦♥t❡♥✐r ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s ρi ❝❛r ❧❡s t②♣❡s Λ(X)ξ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s
Y i✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞♦♥♥❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ δ′ ❞❡ t②♣❡ (Λ(Set M CM))ξ t❡❧ q✉❡

δ = Φφ
Λ(δ′)✳

✶✶✸



❖♥ ♣♦s❡ b = [X : A][ϕ : Ω(X)]a✳ ❖♥ ❛ b ∈ (M µ) ❡t b = (κi ΦFst

Λ (δ′))✳ ❊♥ ❡✛❡t ✿

(κi ΦFst

Λ (δ′)) = [X : A][ϕ : Ω(X)](ϕi Φ
[z:M ](z X ϕ)
Λ (ΦFst

Λ (δ′)))

= [X : A][ϕ : Ω(X)](ϕi Φφ
Λ(δ′))

= [X : A][ϕ : Ω(X)](ϕi δ)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ b′ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ b ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣r❡♥❞
❛❧♦rs ♣♦✉r a′ ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (b, b′) q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ (Set M CM µ)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

Φφ
R(a′) = (φ µ a′) = (b X ϕ) = a.

✕ ❙✐ R = (Yj µ) ❛❧♦rs X ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s µ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳ ❙♦✐t a ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ R✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ a ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ρj✳
❆♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ❡t ♥♦t♦♥s s♦♥ t②♣❡ (ξ : Λ(X, Yj))(Yj ν)✳ ❉✬♦ù ✿

a = (y δ)

❛✈❡❝ δ ∈ Λ(X, Yj)ξ✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ Λ(X, Yj)ξ s♦♥t s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ à δ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ δ′ ❞❡ t②♣❡ (Λ((Set M CM), Yj))ξ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t

Γ′ t❡❧ q✉❡ δ = Φφ
Λ(δ′[ρ′i/Ψφ(ρi)])✳ ❖♥ ♣♦s❡ a′ = (y′ δ′) q✉✐ ❡st ❞❡ t②♣❡ (Yi µ) ❞❛♥s

❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ′ ❡t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ X ♦✉ ❞❡ ϕ✳ ❖♥ ❛ ✿

Φφ
R(a′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n]) = (a′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n])

= (Ψφ(y) δ′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n])

= (y Φφ
Λ(δ′[ρ′i/(Ψφ(ρi))1≤i≤n]))

= (y δ) = a

❈❡❝✐ t❡r♠✐♥❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳ ❙♦✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞✬✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡
❛❧♦rs ✐❧ s✬é❝r✐t [X : A][ϕ : Ω(X)]c✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ à c✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ c′ ❞❡
t②♣❡ (Set M CM µ) t❡❧ q✉❡

c = Φφ(c′) = (φ c′) = (Fst c′ X ϕ)

❈♦♠♠❡ X ❡t ϕ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s c′ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ c =η (Fst c′) ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ c
✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ �

▲❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ♦♥t ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ▲❡✉rs ♣r❡✉✈❡s s♦♥t très ❧✐♠✐té❡s✳
❖♥ ♠♦♥tr❡r❛ q✉❡ ❝❡s t②♣❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❤❛❜✐tés q✉❡ ♣❛r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡s ❛①✐♦♠❡s ♥é❣❛t✐❢s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ true 6= false✮ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r✳

✹✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t②♣❡s

ré❝✉rs✐❢s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s t②♣❡s
❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❛ss❡③ ❛❣ré❛❜❧❡✱ ♠❛✐s q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡

✶✶✹



❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✸✳✻✳✸ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❝♦♥str✉✐ts✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❝♦♥str✉✐ts s♦♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① t❡r♠❡s ✐♥✐t✐❛✉①✱
♠❛✐s ✐❧s ❛✉r♦♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❧♦❣✐q✉❡s s♦✉❤❛✐té❡s✳ ❈❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♥❡ ♣❛s ❢❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ s✉r ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡s t②♣❡s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❡t ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ P✉✐s ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❘❈❈ q✉✐ ✐♥t❡r♣rèt❡♥t ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳

✹✳✹✳✶ ❆①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ P✉✐s ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s ♣❧✉s ♣ré❝✐✲
sé♠❡♥t s✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ré♣♦♥❞❛♥t à
❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳
❙♦✐t A = (π : Π)❙♣❡❝✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ Ω(X) ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ X✱ ♣♦✉r X ❞❡
t②♣❡ A✳ ❖♥ ♣♦s❡ Ωi(X) = (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ)) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n s✐ n ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ Ω✳
▲✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t M ré❝✉rs✐❢ s♣é❝✐✜é ♣❛r Ω(X) ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳
❖♥ s♣é❝✐✜❡ ❧❡ t②♣❡ ✿

M : A

❈❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ✿
κ : Ω(M)

▲❡ ré❝✉rs❡✉r ❛ss♦❝✐é ❡st✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ξ = ΦFst(ξ′) ✿

RM : (π : Π)(M π) → (P : A)((ξ′ : ∆i(M∩ P ))(P δi(ξ)))1≤i≤n → (P π)

■❧ ✈ér✐✜❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

P : A,ϕ : ((ξ′ : ∆i(M∩ P ))(P δi(ξ)))1≤i≤n, χ : ∆j(M)

▲✬é❣❛❧✐té ✿
(RM π (κj χ) P ϕ) = (ϕj Φφ

∆j(χ))

❛✈❡❝ φ = [π : Π][z : (M π)](z, (RM π z P ϕ))✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❛✐♥s✐✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ξ = ΦFst(ξ′) ✿

SM : (π : Π)(h : (M π))(P : (π′ : Π[π/π′])(M π′) → Pr♦♣)
((ξ′ : ∆i(Set M P ))(P δi(ξ) (κi ξ)))1≤i≤n → (P π h)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉✲
r❡❧❧❡✳ ❯♥ ré❝✉rs❡✉r ♥♦♥ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱
♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳

✶✶✺



✹✳✹✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛ ♠♦♥tré q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Ω(X)✱ ✐❧ ét❛✐t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s t②♣❡s ❡t t❡r♠❡s ❝❧♦s ✐♥t❡r♣rét❛♥t M✱ κ ❡t RM✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t s❡
❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳
❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A = (π : Π)❙♣❡❝✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ t②♣❡ M ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs
Ω(X)✳ ❖♥ ♥♦t❡ κ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ M ✳ P♦✉r ♥❡ ♣❛s ❛❧♦✉r❞✐r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ Π s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ SM ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

(π : Π)(h : (M π))(CM h).

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ✿

(µ : E(Π))(x : (E(M) µ))(R(M) µ x) → (R(CM) x)

❖♥ ❛
X : A ⊢ Ωi(X) ∈ ❙♣❡❝.

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✿

X̄ : E(A) ⊢ E(Ωi(X)) ∈ ❉❛t❛

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ E(Ωi(X)) ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ X̄ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Ξi(X̄)✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ Ξ(X̄) = (Ξi(X̄))1≤i≤n ❡st
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ M ✳
P♦✉r t♦✉t µ ❞❡ t②♣❡ E(Π) ❡t t♦✉t r ❞❡ t②♣❡ (E(M) µ)✱ ♦♥ ❛ ✿

(R(M) µ r) = (C : E(A))(X : R(A,C))
(((fi, rfi) : (Ξi(C),R(Ωi(X), fi)))1≤i≤n) → (X E(µ) (r C (fi)1≤i≤n))

❙♦✐t r q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t R((M µ), r)✱ ♦♥ ♣❡✉t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛✈❡❝ C = E(M) ❡t
fi = E(κi) ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✿

(X : R(A,M))((R(Ωi(X), E(κi))1≤i≤n) → (X E(µ) (r C E(κ))))

❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ Ω(X) = (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ)) ❡t s✐ Y ❞❡ t②♣❡ (π : Π)(M π) → Pr♦♣✱ ✐❧
② ❛ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ✿

(ξ : ∆i(Set M Y ))(Y δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst(ξ) ❡t ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❡

R(Ωi(X), E(κi))[X/R(Y )]

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ R(Y ) ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ X✳ P✉✐s ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ Ωi(X) ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉✬✐❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r x ❞❡ t②♣❡
E(H(Set M Y )) t❡❧ q✉❡ R(H(Set M Y ), x) ❡t s❡ ❞♦♥♥❡r x′ ❞❡ t②♣❡ E(H(M)) t❡❧ q✉❡
R(H(X), x′)[X/R(Y )]✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❛♥s H
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉t h q✉✐ ré❛❧✐s❡ (Set M Y ) ❡st t❡❧ q✉❡ (Fst h) ré❛❧✐s❡ Y ✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ (r C E(κ)) = r ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs (π : Π)(h : (M π))(CM h)
❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❖r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ é❣❛❧✐té ♥✬ét❛♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ♣r♦✉✈❛❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❡s♣ér❡r ✐♥t❡r♣rét❡r ❛✐♥s✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❛ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s t②♣❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✉① ♦❜❥❡ts ❝♦♥str✉✐ts✳

✶✶✻



✹✳✹✳✸ ▲❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❝♦♥str✉✐ts

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ✏êtr❡ ❜✐❡♥
❝♦♥str✉✐t✑ CM ✳ ■❧ ❡st ❢♦r♠é ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✸✳✻✳✸✳ ❖♥ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡
❝♦♠♠❡ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❧❡ t②♣❡ [π : Π]{(M π)|(CM π)} q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
M✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t ♥♦♥ ♣❛s ✉♥ ♣r♦❞✉✐t
❞é♣❡♥❞❛♥t✳
❈♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡M ❛ n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs κi ❞❡ t②♣❡ Ωi(M) = (ξ : ∆i(M))(M δi(ξ))✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t s✉r M ✱ CM ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Ki ❞❡ t②♣❡ ✿

(ξ : ∆i(M))(CM δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = Φ∆i(ξ)✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✾ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ Ω(M)✳

❖♥ ♣♦s❡ ✿

ζi = [ξ : ∆i(M)](Subset❴intro δi(ξ′) (CM δi(ξ′)) (κi ξ
′) (Ki ξ)).

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝♦♠♠❡ X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♥✐ ❞❛♥s ❧❡s δi ♥✐ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ❞❡s δi(ξ)
♦♥ ❛ δi(ξ′) = δi(ξ) ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✺✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ ζi ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à ✿

(ξ : ∆i(M))(M δi(ξ))

�

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ζi ❡st κi✳ ▲❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s été ♠♦❞✐✜é✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ M✳ ■❧ ❡st ♥♦té
M❴ind✳ ❖♥ ❛ R(M❴ind) = R(CM) ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥

(π : Π)(m : (M π))(M❴ind π m).

❖♥ ❛ ❛✉ss✐
(π : E(Π))(m : (E(M) π))(R(CM) π m) → (R(M) π m).

❆ ♣r✐♦r✐ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ✭{y : (M µ)|(CM µ y)} s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ (E(M) µ)
q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t (R(M) µ) ❡t (R(CM) µ)✳ ❈❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ s❡ r❛♠è♥❡ ❞♦♥❝ ❛✉① ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡
E(M) q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t (R(CM) µ)✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [π : E(Π)]{x : (E(M) π)|(R(CM) π x)}
❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ s♣é❝✐✜é ♣❛r Ω(X)✳
❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❢❡r♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳

Pr♦♣r✐étés ❞✉ ré❝✉rs❡✉r

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ré❝✉rs❡✉r s✉r M✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✵ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ ✿

(π : Π)(M π) → (C : A)(((ξ : ∆i(M∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n) → (C π)

✶✶✼



■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ✿

[π : Π][h : (M π)][C : A][ϕ : ((ξ : ∆i(M∩ C))(C δi(ξ)))1≤i≤n]
(Snd (Fst h (M∩ C) ([χi : ∆i(M∩ C)]((ζi ΦFst

∆i (χi)), (ϕi χ
i)))1≤i≤n))

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❛✉ss✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t s❡r❛ ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ré❝✉rs❡✉r✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡
t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ M ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❡s é❣❛❧✐tés
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ré❝✉rs❡✉r✳

✹✳✹✳✹ ❚②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❡t ❝♦♥t❡♥✉s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞❡ ♠❡ttr❡ ❛✉ ❝❧❛✐r ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts✱ Pr♦♣✱ ❙♣❡❝ ❡t
❉❛t❛✳ ❉❛♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♦♥ ❛ ❞é❝❧❛ré M ❞❡ t②♣❡ (π : Π)❙♣❡❝ ❡t CM ❞❡ t②♣❡
(π : Π)(M π) → Pr♦♣✳
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ s♣é❝✐✜❡ ✉♥ t②♣❡ ✭♦✉ ♣ré❞✐❝❛t✮ ❝♦♥❝r❡t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
t②♣❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs Ω(X)✳ ▲❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ X ❞❛♥s Ω(X) ❢♦♥t
q✉❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ X✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢♦r♠❡r ❞❡✉①
t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts MPr♦♣ ❡t M❙♣❡❝ ❧✬✉♥ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ X s✉r (π : Π)Pr♦♣ q✉✐ s❡r❛ ❞❡

❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ X s✉r (π : Π)❙♣❡❝ q✉✐ s❡r❛ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳
❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ Pr♦♣ ❞❛♥s ❙♣❡❝ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rsM❙♣❡❝ ⊂MPr♦♣✳

▲✬❛✉tr❡ s❡♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❛s ♦ù M❙♣❡❝ ❡st ✏s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✑✳

❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ ❞❡s ❝❛s ❞❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥s p✲❛✐r❡s ♦✉
❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs E(M❙♣❡❝) = (C : ❉❛t❛)C → C✱ ❧❡ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡M❙♣❡❝ ❡st

❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ❡st ❛✉ss✐
s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ♣❛r ✜❧tr❛❣❡ ré❝✉rs✐❢

❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s n ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ ❝❡ t②♣❡
s♦♥t ♥♦tés ζ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ζi ❡st ❞❡ t②♣❡ (ξ : ∆i(M))(M δi(ξ))✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ n
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ✭Bi ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts s✉r M✳

PPr♦♣ ≡ [π : Π][m : (M π)](P : (π : Π)(M π) → Pr♦♣)
(((ξ : ∆i(Set M P ))B1 → (P (ζi ξ

′)))1≤i≤n) → (P π m)

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst

∆i (ξ) ❡t P❙♣❡❝✱ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣ré❞✐❝❛t ♦❜t❡♥✉ ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ P s✉r (π :

Π)(M π) → ❙♣❡❝)✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ✿

PPr♦♣ → P❙♣❡❝

❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞✉ ré❝✉rs❡✉r RM ❛ss♦❝✐é ❛✉ t②♣❡ M✳
❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡❝✐ ❡st ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Bi✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥
r❡tr♦✉✈❡ ♣♦✉r PPr♦♣ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ M❴ind✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❥♦✉t❡r

❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ✿

M❴rec : (m : M)(P : M → ❙♣❡❝)
(((ξ : ∆i(Set M P ))(P (ζi ξ

′)))1≤i≤n) → (P π m)

✶✶✽



❈❡t ❛①✐♦♠❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞✉ ré❝✉rs❡✉r RM✳
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❝❡ ✜❧tr❛❣❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ cond(e, A,B) ❛✈❡❝ e ✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ❡t A ❡t B ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ▲❛
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✐ e = true ❛❧♦rs A s✐♥♦♥ B✳ ❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡
❡st ✿

cond(e, A,B) ≡ (P : bool → Pr♦♣)(A→ (P true)) → (B → (P false)) → (P e)

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

cond(e, A,B) → (P : bool → ❙♣❡❝)(A→ (P true)) → (B → (P false)) → (P e)

❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❞✉ t②♣❡ ❜♦♦❧ ✭❬❜✿❜♦♦❧❪❜✮ ✐♥st❛♥❝✐é ❡♥ e ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ e✳

✹✳✹✳✺ ❚②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❝♦♥str✉✐ts

❙✐ M ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡ à ❝♦♥str✉❝t❡✉rs κ ❞❡ t②♣❡ Ω(M)✱ ✉♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❡st q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ M ✱ CM ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✐♠♣❧❡✳ ❈❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st✱ ❡♥
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s✱ ✏✐s♦♠♦r♣❤❡✑ ❛✉ ♣ré❞✐❝❛t M ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ λ✲t❡r♠❡
♣✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ M ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ CM s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ❧❡ i✲è♠❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ M ❛ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

Ω(X) = (ξ : ∆i(X))(X δi(ξ))

❛❧♦rs ❧❡ iè♠❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ CM ❛ ♣♦✉r s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

Θi(Y ) = (ξ : ∆i(Set M Y ))(Y δi(ξ′) (κi ξ
′))

❛✈❡❝ ξ′ = ΦFst

∆i (ξ)✳ ▲❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ✿

λδ.λω(ωi Φλz.(z ω)(δ))

Pr♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❖♥ ✈❛ ❡①♣r✐♠❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ CM ✳
❊♥ ❢❛✐t ♦♥ ré♣❡r❝✉t❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à t♦✉s ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✉ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✺ ❙♦✐t M ✱ ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♥♦t❡ SM ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
❞❡ t②♣❡ (π : ❙♣❡❝)(M π) → Pr♦♣ ❝♦♥❝r❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ Υ(Y ) ❛✈❡❝ ✿

Υi(Y ) = (ξ : ∆i(M))((S∆i
j
ξj)1≤j≤n) → (Y δi(ξ) (κi ξ))

❆✈❡❝ S(X µ) = (Y µ) ❡t S∆i
j
❞é✜♥✐ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✐ ∆i

j ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str✉✐t✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ SM ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❞é❞✉✐r❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ré❡❧❧❡♠❡♥t
❝❧♦s✳

✶✶✾



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✶ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (SM µ x) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬❤②♣♦t❤ès❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✭♠❛✐s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❧✐❛✐s♦♥s x :D A
❛✈❡❝ A ∈ ΛD✮ ❛❧♦rs x ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ M ✳

❊♥ ❡✛❡t s✐ t ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❤②♣♦t❤ès❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ (SM µ x) ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

[Y : (π : ❙♣❡❝)(M π) → Pr♦♣][υ : Υ(Y )](υi δ σ)

❛✈❡❝ δ ❞❡ t②♣❡ ∆i(M) ❡t σ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (S∆i
j
δ)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡

x =β (κi δ)

P✉✐s ♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ σ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ δ s♦♥t
❝❧♦s ❡t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ▲❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥
t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞✬✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✳ �

❈❛s ❞❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❋

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ M ❞✉ s②stè♠❡ ❋✳ ❖♥ ❛ M ∈ ❉❛t❛✳ ❖♥
❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ SM ♣♦✉rM ✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t
t❡r♠❡ N ❞❡ ΛR ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ t❡r♠❡ N ′ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ΛD✳ ■❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ t ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (SM x) ❛❧♦rs t′ ❡t x s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❡s ❡♥t✐❡rs

▼♦♥tr♦♥s ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
▲❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t à ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs O ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ❡t S ❞❡ t②♣❡
nat → nat ✳ ❆ ♣r✐♦r✐ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ❞é✜♥✐r ✿

nat ≡ (C : ❙♣❡❝)C → (C → C) → C

❖r ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t
❛✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ N ✳ ❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛✐t ❛✉① ♦❜❥❡ts x ❞❡ t②♣❡ E(nat) t❡❧s q✉❡ (N x) ét❛✐t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡
à ♣r❡♥❞r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣♦✉r t②♣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉r ❉❛t❛✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣♦s❡ ✿

nat ≡ (C : ❉❛t❛)C → (C → C) → C

o ≡ [C : ❉❛t❛][a : C][f : C → C]a

s ≡ [n : nat ][C : ❉❛t❛][a : C][f : C → C](f (n C a f))

N ≡ [n : nat ](P : nat → Pr♦♣)(P o) → ((u : nat)(P u) → (P (s u))) → (P n)

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✉♥ t②♣❡ Nat = {nat |N}✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ (N o)
❡t (u : nat)(N u) → (N (s u)) ❞❡s t❡r♠❡s 0 ❞❡ t②♣❡ ◆❛t ❡t S ❞❡ t②♣❡ Nat → Nat ✳ ❖♥
s❛✐t ❛❧♦rs ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

peano : (n : Nat)(P : Nat → Pr♦♣)(P 0) → ((u : nat)(P u) → (P (S u))) → (P n)

natrec : (n : Nat)(P : Nat → ❙♣❡❝)(P 0) → ((u : nat)(P u) → (P (S u))) → (P n)

✶✷✵



✹✳✹✳✻ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts

■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s très r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❡♥
❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉✬❛❜♦r❞ ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ♣✉✐s ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t ❛✉① ♦❜❥❡ts ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉t♦♠❛t✐sé❡
♣♦✉r ❡♥❣❡♥❞r❡r ❧❡ ❜♦♥ t②♣❡ ❞❡ ❘❈❈ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳
P♦✉r ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❞❡ ♣ré❞✐❝❛ts ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢s✱ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ ♣❛s à ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r s✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r q✉✐
❡st ✐♠♣❧❛♥té❡ ❡st ❛❧♦rs s✉✣s❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té

❯♥ ❛s♣❡❝t ❛❣ré❛❜❧❡ ❞✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st q✉✬✐❧ ❡st ❢❛✐t ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳ ❚♦✉t s❡ ♣❛ss❡r❛ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛❝r♦s ❝♦♠♠❛♥❞❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ■♥❞✉❝t✐✈❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t s❡ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❞û❡ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ré✲
❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r s❡ ♣♦s❡
❡♥ ❢❛✐t ❞é❥à ♣♦✉r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ▲❡s r❡♠❛rq✉❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t s♦♥t ❞û❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t à ▲♦ï❝ ❈♦❧s♦♥✳ ▼✐❝❤❡❧ P❛r✐❣♦t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬é✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ M = (C : ❙♣❡❝)(A(C) → C) → C✳ ❖♥ ♥♦t❡ C ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ M✳ ❖♥
❛ ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ FM ❞❡ t②♣❡ M → (C : ❙♣❡❝)(A(M) → C) → C✳ ❙♦✐t t
❞❡ t②♣❡ A(M)✱ C ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡t F ❞❡ t②♣❡ A(M) → C✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r FM ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té
❞❡ β✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(FM (C t) C F ) =β (F (Φφ t))

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ φ ❡st ❞❡ t②♣❡ M → M ❡t ✈ér✐✜❡ ✿

(φ (C t)) =β (C (Φφ t))

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ✭❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
q✉❡ (φ x) = x✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ (φ x) ♥✬❡st ♣❛s x ♠❛✐s ✉♥❡
r❡❝♦♣✐❡ ❞❡ x✳
■❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ t ❞❡ (C t) s❛♥s r❡❝♦♣✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡ λ✲t❡r♠❡ (C t)
s✬é❝r✐t ✿

[C : ❙♣❡❝][f : A(C) → C](f u)

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s C ❡t f s♦♥t ❧✐❜r❡s ❞❛♥s u✱ ❡t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r t ✐❧ ❢❛✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✏tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥✑ q✉✐ à v ❞❡ t②♣❡ C ❛ss♦❝✐❡ [C : ❙♣❡❝][f : A(C) → C]v à t♦✉t s♦✉s✲t❡r♠❡ ♠❛①✐♠❛❧
❞❡ t②♣❡ C ❞❡ u✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✐♥t❡r♥❛❧✐sé❡✳
▲❛ r❡❝♦♣✐❡ ❛ ❧❡ ❜♦♥ ❣♦ût ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ s♦♥
❛r❣✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❝♦♣✐❡ ❡st
❡✛❡❝t✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ ❙✐ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡
s❡ s✉❝❝è❞❡♥t ❛❧♦rs ♦♥ ✈❛ ❛❝❝✉♠✉❧❡r ❧❡s r❡❝♦♣✐❡s ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s très
✐♥❡✣❝❛❝❡s✳

✶✷✶



Pr❡♥♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈✬❡st ✉♥ t②♣❡ à ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ F q✉✐ ❢❛✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
✜❧tr❛❣❡ s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ F (S m) = G(m) ❡t
G(S m) = H(m)✳ ❘❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✈❛ s❡ ré❞✉✐r❡ F (S (S m))✳

F (S (S m)) = G(φ (S m)) = G(S (φ m)) = H(φ (φ m))

❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝♦♣✐❡ s✬❛❝❝✉♠✉❧❡♥t ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✐♥é✣❝❛❝✐té ❝❡r✲
t❛✐♥❡✳
❈❡tt❡ r❡❝♦♣✐❡ s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✏♣❛r❛s✐t❡✑ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ❈❆▼▲ ❧❡
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✬✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❡st s✉♣❡r✢✉✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ M
❡t A(M) s♦♥t ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥tés ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✳
▲❡s q✉❡st✐♦♥s q✉✐ s❡ ♣♦s❡♥t ❡t ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s ré♣♦♥❞r❡ s♦♥t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❞✬♦ù ✈✐❡♥t ❝❡tt❡ ✐♥❡✣❝❛❝✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st✲❡❧❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣❡✉t✲♦♥ ✏♦♣t✐♠✐s❡r✑
❧❡ ❝♦❞❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ s✉♣♣r✐♠❛♥t ❧❡s r❡❝♦♣✐❡s ❄
❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ♣r✐♠✐t✐❢s t❡❧s q✉❡ ❧❡ ♣r♦♣♦s❡ ▼❡♥❞❧❡r ❬✸✸❪✳
◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❞❡ t❡❧s t②♣❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✹✳✺ ❆✉tr❡s ❛①✐♦♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts

❖✉tr❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛ s♦✉✈❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ r❛✐s♦♥♥❡ s✉r ❞❡s t②♣❡s
❝♦♥❝r❡ts ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts s♦♥t
❞✐✛ér❡♥ts✳
❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t M ❛②❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✐st✐♥❝ts c ❡t
d✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ❧❡s s✉♣♣♦s❡ ✉♥❛✐r❡s ❞❡ t②♣❡s r❡s♣❡❝t✐❢s C(M) → M
❡t D(M) → M✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ m1 ❞❡ t②♣❡ C(M) ❡t ✉♥ t❡r♠❡ m2

❞❡ t②♣❡ D(M) ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (c m1) =M (d m2) ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ t②♣❡ s♦♥t é❣❛✉①✳
❙♦✐t A ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡t x✱ y ❞❡ t②♣❡ A ❛❧♦rs ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ M ❞❛♥s A
t❡❧❧❡ q✉❡ (f (c m)) s❡ ré❞✉✐t ❡♥ x ❡t (f (d m)) s❡ ré❞✉✐t ❡♥ y✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❞❡ ✿

a =M b→ (f a) =A (f b)

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ x =A y✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✉♣♣♦s❡r q✉❡❧q✉❡ ♣❛rt q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ t②♣❡
❛✈❡❝ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts✳
▲❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ¬true =bool false ♦ù ❜♦♦❧ ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❜♦♦❧é❡♥s
❝♦♥str✉✐ts✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤ ❝❡t ❛①✐♦♠❡✳
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ true =bool false✳ ❊♥ ❡✛❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❝❧♦s❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

[P : bool → Pr♦♣][x : (P true)]x

q✉✐ ♥✬❡st ❝♦rr❡❝t❡ q✉❡ s✐ tr✉❡ ❡t ❢❛❧s❡ s♦♥t ❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡s ❝❡ q✉✐ ❡st ❢❛✉①✳
❈❡t ❛①✐♦♠❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♦♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✿

✶✷✷



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✷ ❙♦✐t A ✉♥ t②♣❡✱ ❡t u ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù s❡
tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤ ❞❡ t②♣❡ ¬true =bool false✳ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥❝r❡t ❛❧♦rs
❧✬❛①✐♦♠❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ u✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s A ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❛❧♦rs u
❡st ❝❧♦s✳

❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s à ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❝❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ✈r❛✐ ❛❧♦rs
✐❧ ❡①✐st❡r❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ true =bool false ❝♦♥t❡♥❛♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡
❜♦♦❧❴❝♦❤✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ s✐ ❜♦♦❧❴❝♦❤ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ true =bool false q✉✐ ❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤✳ ❖♥
❛rr✐✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

✹✳✻ ❘❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r

◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❛ ét✉❞✐é ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s à ◆✉Pr❧ ❡t ❛✉ s②stè♠❡ ❋ ❬✸✶✱ ✸✷❪✳

✹✳✻✳✶ ▲❡ ❝❛s ❞✉ s②stè♠❡ F

▲✬❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r ❡st ❡ss❡♥✲
t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡✳ ■❧ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡ ♠❛✐s ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s❡ r❛♠❡♥❡r à ❝❡ ❝❛s✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❋✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①♣r✐♠❡r q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts t②♣és s♦♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ♥❡ s❡ ♣♦s❡ ♣❛s✳
❙♦✐t µ ✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ı ❞❡ t②♣❡ A(µ) → µ✳ ▲❡ t②♣❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r
❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ❡st ✿

∀C.(∀X.(X → µ) → (X → C) → A(X) → C) → µ→ C

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∀X.(X → µ) → (X → C) → A(X) → C ♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ✿

∀X.(X ⊂ µ) → (X ⊂ C) → A(X) ⊂ C

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

A(µ ∧ C) ⊂ C

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❯♥ ✐♥térêt ❞❡ ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞✬êtr❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ s✐
X ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s A(X) ❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✉♥ t②♣❡
❞❡ ré❝✉rs❡✉r ✏st❛♥❞❛r❞✑✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❡♥❞❧❡r ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉
ré❝✉rs❡✉r s✬❡①♣r✐♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❛♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ✳ ■❧ ♣♦s❡

(Rµ C F (ı b)) = (F µ id (Rµ C f) b)

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t R ❞❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ q✉❡ Rµ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ré❝✉rs❡✉r ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿

R ≡ [C : ❙♣❡❝][F : (X : ❙♣❡❝)(X → M) → (X → C) → A(X) → C]
(RM C [x : A(M∧ C)](F (M∧ C) Fst Snd x))
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❈❡♣❡♥❞❛♥t ♦♥ ♥✬♦❜t✐❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♠❛✐s q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ❞✬✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s
❝♦♠♣❧✐q✉é ✿

(R C F (c a)) = (F (M∧ C) Fst Snd Φ[z:M](z,(R C F z)))

❯♥❡ ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡st q✉❡ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s t②♣❡s ❞✉ s❡✲
❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ♣♦✉r ❝♦❞❡r ❧❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ♥❡ s❛✐t ♣❛s r❡❝♦♥♥❛✐tr❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
✐♥t❡r♥❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ (RM C F (c a)) ❡t ❞❡ (F Φφ(a)) ❛✈❡❝ φ = [z : M](z, (RM C F z))✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t é❣❛✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs
✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❢❛✉ts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♥♦té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t
s✐ ♦♥ r❡❣❛r❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞✉ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r✱
❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❞❡ (S n) s❡r❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t n ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❡ s❡r❛ ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t q✉❡ n✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❡
▼❡♥❞❧❡r ❝♦♠♣♦rt❡ ❛✉ss✐ ❧❡s ✏t②♣❡s ♣❛r❡ss❡✉①✑ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❡t s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✉❛❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉s ✐❝✐✳ ■❧
❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ ❝❡s t②♣❡s ♣❛r❡ss❡✉①✳
❯♥ ❞é❢❛✉t s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣❧✉s ❣r❛✈❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❛✈❡❝ ❝❡s t②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❛♥s ΛD✳ P♦✉r ❧❡s
❡♥t✐❡rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r Q ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t P ❞❡ t②♣❡ Nat → Pr♦♣✱

(Q→ Σn : Nat .(P n)) → Σn : nat .Q→ ((N n) ∧ (R(P ) n))

❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥str✉✐ts s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✏❜♦✐t❡ ♥♦✐r❡✑✳
❯♥❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❡♥✈✐❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ ❡st ❞❡ s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✏n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣❛✐r✑✱ ❡♥ ❞✐s❛♥t
q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r 0 ❡t ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r (S n) s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❢❛✉ss❡ ♣♦✉r n✳ ❖♥
✈❡✉t ❞♦♥❝ ❧❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ✿

(pair 0) ⇔ T ❡t (pair S n) ⇔ ¬(pair n)

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s NuPrl très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r ✿

(n : nat)(pair n) → ¬(pair S n).

■❧ s❡♠❜❧❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❛✉ss✐ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ❝✬❡st q✉✬✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡st ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ✿

(P : nat → K)(P 0) → ((u : nat)(P u) → (P (S u))) → (P n)

❡t ❝❡❝✐ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ♠✐s❡ ♣♦✉r K✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s s♦✐❡♥t ❧❡ ❜♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡❧❛ ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t✳ ▼ê♠❡ s✐ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❡①é❝✉t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
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✹✳✻✳✷ ❚②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ◆✉Pr❧

❉❛♥s ◆✉Pr❧✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s②tè♠❡ ❋✱ ♦♥ ❛ ❞❡s t②♣❡s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❝❤❡r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t
ré❝✉rs✐❢ ♣♦s✐t✐❢✱ ♣✉✐s ❝❛❝❤❡r s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ t♦✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❛ss♦❝✐é✳
▼❡♥❞❧❡r ♠♦♥tr❡ q✉✬❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥
♥♦♥ ❜♦r♥é❡✳
❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❧✐é❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t a ∈ A ❞❡ ◆✉Pr❧ ❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❥✉❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ✏❝❛❝❤é❡s✑
♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t ♣♦✉r ♥♦✉s q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ R(A, a)
❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡ t❡r♠❡ a ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t a ∈ A ♣❡✉t êtr❡ ❛ ♣r✐♦r✐
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ t❡r♠❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳ ❈❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ❡st ❞♦♥❝ très ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❥✉❣❡♠❡♥t
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❯♥ rés✉❧t❛t sé♠❛♥t✐q✉❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ s✐ a ∈ A ❡st
♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s ◆✉Pr❧ ❛❧♦rs a s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ A✳
❉❛♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ss✐
r❡str❡✐♥ts à ♥❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉❡ ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡
♣❛rt ❧❡ ré❝✉rs❡✉r ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥t❡♥✉ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ré❝✉rs✐❢✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s à ❧❛ ❢♦✐s r❡♥❞r❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ré❝✉rs✐❢ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡
❧❡ ré❝✉rs❡✉r✳
❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

✹✳✻✳✸ ❚②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

◆♦✉s ❡sq✉✐ss♦♥s ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❛♥s ❧❡
❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❈❡ q✉✐ s✉✐t ❡st ✉♥❡ s✉❣❣❡st✐♦♥ ❞û❡ à ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞✳
▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥✐✈❡rs ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❥♦✉t ❛✉ s②stè♠❡ ◆✉Pr❧
❞✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡✳ ❉❛♥s
❝❡tt❡ ♦♣t✐q✉❡ ✐❧ ♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s ❞❡s ❝♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❛♥❛❧♦❣✉❡s à ❝❡❧❧❡s ❞❡s s②tè♠❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲❧ö❢✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s
t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s t②♣❡s ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥
❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❥✉st❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ré❝✉rs✐❢ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❢♦rt❡ ❡st ♥♦té❡ ΣXP s✐ X ❡st ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❡t P ❞❡ t②♣❡ X → ❚②♣❡✳ ❖♥
♥♦t❡ ❋st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s
tr♦✐s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s✳

µX .B ❛✈❡❝ X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ µX .B ❡t B ✉♥ t❡r♠❡✳
✐♥C ❛✈❡❝ C ✉♥ t❡r♠❡✳
❘❡❝C ❛✈❡❝ C ✉♥ t❡r♠❡✳

◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❡t ❛①✐♦♠❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❋♦r♠❛t✐♦♥ ✿ ❙✐ X ❛♣♣❛r❛ît ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s A ❛❧♦rs ✿

Γ, X : ❚②♣❡ ⊢ A ∈ ❚②♣❡

Γ ⊢ µX .A ∈ ❚②♣❡

✶✷✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✿
✐♥µX .A ∈ A[X/µX .A] → µX .A

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✿

❘❡❝µX .A ∈ (P : µX .A→ ❚②♣❡)
((h : A[X/ΣµX .AP ])(P (✐♥µX .A (ΦFsth))))

→ (x : µX .A)(P x)

❖♥ ❛ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(❘❡❝µX .A P G (✐♥µX .A t)) = (G (Φφ t))

❛✈❡❝ φ = [z : µX .A](z, (❘❡❝µX .A P G z))✳ ❖♥ ✈❡✉t ❛✉ss✐ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
str✉❝t✉r❡❧❧❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(P : µX .A→ Pr♦♣)((h : A[X/ΣµX .AP ])(P (✐♥µX .A (ΦFsth)))) → (x : µX .A)(P x)

❖♥ ♣❡✉t s♦✐t s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡✱ s♦✐t ❧✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❘❡❝µX .A ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ♦ù ♦♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ rè❣❧❡ ✿

A : Pr♦♣

T (A) : ❚②♣❡

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝♦❤ér❡♥t✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥
ré♣♦♥❞ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♣rés❡♥tés ♣ré❝é✲
❞❡♠♠❡♥t✳ ❙♦♥ ❞é❢❛✉t ♠❛❥❡✉r ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ❡t ❞♦♥❝ ✈❛ à ❧✬❡♥❝♦♥tr❡ ❞❡ ❧✬✉♥✐❢♦r♠✐té ❞✉ s②stè♠❡✳

✶✷✻



❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❊①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡

♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ ❘❈❈ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s❡♠❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s ✏ré❛❧✐st❡s✑ à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s s♦♥t t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋ω✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♣❡✉t
s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡ ❡t ✐❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t ❞❡ ♥❡
♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
é❝r✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s r❛♣♣r♦❝❤❡r❛ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ❈❆▼▲✳ ▼❛✐s
s✐ ❧✬♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣♦✉✈♦✐r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❧❡✉r
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
◆♦✉s ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡r♦♥s ♣❛s à ❞é❝✐❞❡r s✐ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❋ω ❡st ♦✉ ♥♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
♦✉ ♣❧✉s ❝♦rr❡❝t❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t ❡st ❥✉st❡ ❞❡
♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❛✉t♦r✐s❡r
✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❛ ♣r✐♦r✐ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳
■❧ ② ❛ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲✬✉♥❡ ❡st ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♠♠❡
✉♥ rés✉❧t❛t ♠❡t❛✲t❤é♦r✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r P✳ ❉②❜❥❡r ❬✶✺❪ ♣♦✉r
❧❡ s②stè♠❡ LTC ✭✏▲♦❣✐❝❛❧ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✑✮ q✉✐ s❡rt à ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❈✬❡st ❛✉ss✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉✐ ❡st ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ◆✉♣r❧✳ ❖♥ ❣❛r❞❡
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ ✉♥ t❡r♠❡
ré❛❧✐s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ré❝✉rs✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❖♥
❛ ❛❧♦rs ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ s②stè♠❡ PX✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡✱
♠❛✐s q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❡st st❛❜❧❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ P✉✐s ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
❧❡s ❞❡✉① ♠❛♥✐èr❡s ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳

✶✷✼



✺✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡ ❡t rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ✭♦✉ ❙♣❡❝✮ ❡t P ❞❡ t②♣❡ A → Pr♦♣ ♦♥ ❛ ❞❡✉①
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳ ▲✬✉♥❡ ❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

Σx : A.(P x) ≡ (C : ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → C) → C

∃x : A.(P x) ≡ (C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → C) → C

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ♦✉ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥
♣ré❞✐❝❛t P ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ x t❡❧ q✉❡ P (x) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ¬(∀x.¬P (x))✳ ❖♥
✈❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r x t❡❧ q✉❡ P (x) ❡st ✈ér✐✜é✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❛❝❝❡♣t❡r
❝❡ s❝❤é♠❛ ❡st q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬à t❡st❡r s✐ P ❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r ❞❡♣✉✐s 0✳ ❈❡ ♣r♦❝é❞é
s✬❛rrêt❡ ❝❛r s✐♥♦♥ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡r❛✐t ♣❛s ❞✬❡♥t✐❡r s❛t✐s❢❛✐s❛♥t P ✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

((x : nat)((P x) ∨ ¬(P x))) → (¬¬Σx : nat .(P x)) → Σx : nat .(P x)

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❞é❞✉❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❞✐t q✉❡ s✐ (x : nat)(P x) ∨ ¬(P x) ❡t
¬¬Σx : nat .(P x) s♦♥t ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ Σx : nat .(P x)✳

✺✳✶✳✶ ❋♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡t λ✲t❡r♠❡s

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❡♥t✐❡rs ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ❛✈❡❝ ♥❛t ❧❡ t②♣❡
❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡ F ✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t P ❡st ❞❡ t②♣❡ nat → ❙♣❡❝ ✭♦✉ nat → Pr♦♣✮✳ ▲❛
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳

❈♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ♥❛t✳ ❆✉① ❡♥t✐❡rs ✏✐♥t✉✐t✐❢s✑
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ♥❛t✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t ❡♥t✐❡r n ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ✿

n = [C : ❉❛t❛][x : C][f : C → C](f . . . f
︸ ︷︷ ︸

n

x)

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s②♥t❛①✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿ t♦✉t t❡r♠❡ ❝❧♦s ❡t ♥♦r♠❛❧ t②♣❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ ♥❛t
❡st é❣❛❧ à n ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n✳

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré✲
❝✉rs✐✈❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ φ ❞❡ Np ❞❛♥s N ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ Φ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s
❡♥t✐❡rs k1, . . . , kp ✿
✕ s✐ φ(k1, . . . , kp) ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❛❧♦rs (Φ k1 . . . kp) ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳

✕ s✐ φ(k1, . . . , kp) = k ❛❧♦rs (Φ k1 . . . kp) s❡ ré❞✉✐t ❡♥ k✳

✶✷✽



❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s♦✐t Φ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉s ❡♥t✐❡rs
k1, . . . , kp✱ s✐ (Φ k1 . . . kp) ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs ✐❧ s❡ ré❞✉✐t s✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r k✳ ❆❧♦rs Φ
r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳
❙♦✐t Φ ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡

nat → · · · → nat
︸ ︷︷ ︸

p

→ nat

❞❛♥s ❧❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t s♦✐t k1, . . . , kp ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❛❧♦rs (Φ k1 . . . kp) ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s
❞❡ t②♣❡ ♥❛t ❡t ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧ à k ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r k✳ ❉♦♥❝ Φ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
ré❝✉rs✐✈❡ t♦t❛❧❡✳
❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢ P ✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♣ré❞✐❝❛t ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡t ❡st ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t P ✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐èr❡ q✉✐ ✈❛✉t 0 ❧♦rsq✉❡
❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡st ✈ér✐✜é✳

✺✳✶✳✷ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s

❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♥é❣❛t✐✈❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té✱ ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧
✐❧ ❢❛✉t r❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡✳ ❖r ❝❡ ❢❛✐s❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡
nat → nat q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ♥❡ s❡r♦♥t ♣❧✉s ❝❧♦s✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣❡✉ ✉♥ ❢❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡✱
❡♥ ❡✛❡t ♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ✿

(C : ❙♣❡❝)⊥ → C

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ C s♦✐t ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r C✳ ❙✐ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♣♦s❡r ❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡ ✿

(C : ❙♣❡❝)⊥ → E(C) → C

❛❧♦rs ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ré❛❧✐s❡r ❝❡t ❛①✐♦♠❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ [D : ❉❛t❛][x : D]x✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ❞❡
❍❆ω✳
■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ é❧é❣❛♥t❡ ❞✬✐♠♣♦s❡r s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞ ❡t
♠✐s❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ♣❛r ❨✳ ▲❛❢♦♥t ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❋✳
▲♦rsq✉✬♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬♦r❞r❡✳
■❝✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ♦❜❥❡t ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ♥♦♥✲✈❛❝✉✐té ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ Q✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ P t❡❧ q✉❡ E(Q) = P ✱
✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ⋄P ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ Q✳ ❯♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ⋄P ♣❡r♠❡t ❞❡
❢❛❜r✐q✉❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ Q✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✶ ❙♦✐t Q ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ A ❡t P = E(Q)✳

✶✷✾



✕ ❙✐ A = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs ⋄P = P ✳
✕ ❙✐ A = (Y : B)C✳

✕ ❙✐ E(A) = E(C) ❛❧♦rs ⋄P ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳
✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs ⋄P = (Y : B) ⋄ (P Y )✳
✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛❧♦rs ⋄P = (Y : B) ⋄ Y ⇒ ⋄(P Y )

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐✲
s❛❜✐❧✐té t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ❡①tr❛✐ts ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✷ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✸✳✸✳✶
❡①❝❡♣té ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t ✿ ❙✐ M = (P : C)B✱ s✐ C ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❡t
B ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs ✿

E(M) = (P̄ : E(C)) ⋄ P̄ → E(B)

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡✳ ❙♦✐t Γ ✉♥
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t A ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛❧♦rs ✿

E(Γ, X : A) = E(Γ), X̄ : E(A), X̂ : ⋄X̄

P♦✉r ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ M ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✏❝❛♥♦♥✐q✉❡✑ M̂ ❞❛♥s ⋄E(M)✳
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✱ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛✉① ♣r❡✉✈❡s ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
✕ ❙✐ m = [X : A]b ❛✈❡❝ b ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡t A ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢

❛❧♦rs ✿
E(m) = [X̄ : E(A)][X̂ : ⋄X̄]E(b)

✕ ❙✐ m = (b P ) ❛✈❡❝ b ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡t P ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs ✿

E(m) = (E(b) E(P ) P̂ )

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❛❧♦rs s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té✳ P♦✉r ❧❛
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❧❡ ❝❛s ✏❝❧é✑ ❡st ♣♦✉r M = (X : A)B ❛✈❡❝ B ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❡t A
✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs

R(M) = [r : (X̄ : E(A)) ⋄ X̄ → E(B)]

(X̄ :D E(A))(X̂ :D ⋄X̄)(X : R(A, X̄))R(B, (r X̄ X̂))

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té à ♣r♦✉✈❡r✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❞r♦✐t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s t②♣❡s ✈✐❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❡①tr❛✐t✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t
❡♥ ❢❛✐t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ré❛❧✐s❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r s✉r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❜✐❡♥
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳
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Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ (C : ❙♣❡❝)⊥ → C✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ♦♥ s❛✐t ré❛❧✐s❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(C : ❙♣❡❝)⊥ → C

❖♥ ❛✿
E((C : ❙♣❡❝)⊥ → C) = (C : ❉❛t❛)C → C

❡t s♦✐t r ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C → C✱

R((C : ❙♣❡❝)⊥ → C, r) = (C : ❉❛t❛)(x : C)(P : C → Pr♦♣)⊥ → (P (r C x))

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ t❛✉t♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉r t♦✉t r✳ ❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ t❡r♠❡✿

r = [C : ❉❛t❛][x : C]x.

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❙♦✐t M = ΣAP ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛
❡t P ❞❡ t②♣❡ A→ Pr♦♣✳ ❖♥ ❛✿

E(M) = (C : ❉❛t❛)C → (A→ C) → C

❡t s♦✐t r ❞❡ t②♣❡ E(M)✱

R(M, r) = (C : ❉❛t❛)(x : C)(Q : A→ C → Pr♦♣)
(f : A→ C)((y : A)(P y) → (Q y (f y)))
→ (Q (r C x f))

❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é r q✉✐ ré❛❧✐s❡ M ✱ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ A q✉✐ ✈ér✐✜❡
P ✐❧ ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✳ ❙♦✐t a ✉♥ é❧é♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ A ♦♥
❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ét❡♥❞✉❡ ✿

π′ = [r : E(M)](r A a [x : A]x)

❊♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(M, r) ♣❛r A✱ a✱ [x : A][y : A](P y) ❡t [x : A]x ♦♥ tr♦✉✈❡
✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (P (π′ r))✳

✺✳✶✳✸ ◆♦♥ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣♦✉r ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ♣r✐♠✐t✐❢s ré❝✉rs✐❢s ♥✬❡st
♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❘❈❈✳ ◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❚r♦❡❧str❛ ❬✹✶❪ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦♥
❞ér✐✈❛❜✐❧✐té ❞❡ ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❛♥s ❍❆ω✳ P♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ q✉✐
❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ❊t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♠♦❞✐✜é❡ ♣❡r♠❡t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❘❈❈✳
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◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❞❡s t②♣❡s ♥♦♥ ✈✐❞❡s q✉❡ ♥♦✉s
✈❡♥♦♥s ❥✉st❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r✳
❙♦✐t T ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜✐❧✐té ❞❡ ❑❧❡❡♥❡✳ ▲❡ ♣ré❞✐❝❛t T (e,m, n) ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ n ❡st ❧❡
❝♦❞❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡❝t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ m✱ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❝♦❞é ♣❛r e✳ ❈❡
♣ré❞✐❝❛t ❡st ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢✳ ❉♦♥❝ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❡♥ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s λx.λy.(T x x y) ❡st ❛✉ss✐
♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t ❞❡ t②♣❡ nat → nat → nat q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❝❡
♣ré❞✐❝❛t✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s

T = [x, y : nat ](t x y) =nat 0

❖♥ ❛ R(T ) = T ✳
❙❛✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❝✬❡st s❛✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳

(x : nat)(¬¬Σy : nat .(T x y)) → Σy : nat .(T x y).

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❞❡ t②♣❡ nat → nat ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(x : nat)R(¬¬Σy : nat .(T x y)) → (T x (f x)).

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ R(¬A) = ¬R(A) s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✱ ❡t R(¬A) = (x :
E(A))¬R(A, x) s✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r A ♥♦♥ ✈✐❞❡✱

(x : E(Σy : A.(P y)))¬R(Σy : A.(P y), x) ⇔ (x : A)¬(R(P ) x)

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(x : nat)¬((y : nat)¬(T x y)) → (T x (f x)).

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ∃y.T (x, x, y) ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t f ❡st ✉♥
t❡r♠❡ t②♣é ❞❡ t②♣❡ nat → nat ❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ t♦t❛❧❡ φ✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ∃y.T (x, x, y) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣ré❞✐❝❛t T (x, x, (φ x)) q✉✐ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
❖♥ ❛ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡ q✉❡ ✿

T (x, x, (φ x)) ⇒ ∃y.T (x, x, y)

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ∃y.T (x, x, y) s♦✐t ✈r❛✐✳ ❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t y
t❡❧ q✉❡ T (x, x, y)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T x y)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

¬((y : nat)¬(T x y))

❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T x (f x)) ▼❛✐s ❝♦♠♠❡ f r❡♣rés❡♥t❡ φ ♦♥ ❛ (f x) ❡st
β✲❝♦♥✈❡rt✐❜❧❡ ❛✈❡❝ (φ x)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ T (x, x, (φ x)) ❡st ✈r❛✐✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ∃y.T (x, x, y) ❙✐
∃y.T (x, x, y) ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ q✉✐ t❡r♠✐♥❡ ❡♥ x s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ¬∃y.T (x, x, y)✳ ❙♦✐t e ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ♣♦✉r x q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✿

∃y.T (e, x, y) ⇔ ¬(∃y.T (x, x, y))

❉✬♦ù ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t x = e✳

✶✸✷



✺✳✶✳✹ ❘è❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞✐t q✉❡ s✐ P ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t t❡❧ q✉❡ ⊢ (x : nat)(P x) ∨ ¬(P x) ❡t s✐
⊢ ¬¬Σn : nat .(P n) ❛❧♦rs ⊢ Σn : nat .(P n)✳
P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✏♥♦♥✲♥♦♥✲tr❛❞✉❝t✐♦♥✑✳ ◆♦✉s ❞é✜✲
♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ❘❈❈ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s P❈❈✳ ❈❡
s②stè♠❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ Pr♦♣ ❡t ❉❛t❛✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥❡
❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s
❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦✉ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ❛ ❞é❥à r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s❡ ❢❛✐s❛✐❡♥t ❞❛♥s P❈❈✳
❖♥ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✷ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t [bool❴coh : ¬true =bool false]✳ ❙♦✐t
P ❞❡ t②♣❡ nat → Pr♦♣✳ ❙✐ (x : nat)(P x) ∨ ¬(P x) ❡t ¬¬Σn : nat .(P n) s♦♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡s
❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡ Σn : nat .(P n).

❉❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦ù ♦♥ ❛ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡
(x : nat)(P x) ∨ ¬(P x) éq✉✐✈❛✉t à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ p ❞❡ t②♣❡ nat → bool ❡t ❞✬✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(n : nat)(R(P ) n) ↔ (p n) =bool true

❖♥ ❛ ❞é❥à ✈✉ q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡

¬¬Σn : nat .(P n)

❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❡

¬((n : nat)¬(R(P ) n))

q✉✐ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ♣r♦✉✈❛❜✐❧✐té ❞❛♥s P❈❈ ❞❡

¬¬∃n : nat .(R(P ) n).

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s❛✈♦✐r ré❛❧✐s❡r Σn : nat .(R(P ) n)✱ ❝✬❡st tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r n ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
(R(P ) n)✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ s✉✣t ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❞❡ s❛✈♦✐r ♣r♦✉✈❡r

M = ∃n : nat .(R(P ) n).

❊♥ ❡✛❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ h ❞❡M q✉✐ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ ❜♦♦❧❴❝♦❤✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❡st ❝♦♥str✉✐t✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❞❡ h ♥✬❡st ♣❛s
❜♦♦❧❴❝♦❤✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ h s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ✿

h = [C : Pr♦♣][f : (x : nat)(R(P ) x) → Pr♦♣](f n t)

▲❡ t❡r♠❡ n ❡st ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ❡t ❡st ❝❧♦s ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
♣r❡✉✈❡✮✳ ▲❡ t❡r♠❡ t ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (R(P ) n)✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✐r
C ❡t f ❧✐❜r❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ✐♥st❛♥❝✐❡r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭♣r❡♥❞r❡ C = (D : Pr♦♣)D → D✮ ❡t
♦♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (R(P ) n) ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❜♦♦❧❴❝♦❤✳
❖♥ s✬❡st ❞♦♥❝ r❛♠❡♥é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ nat → bool ✱ ❡t s♦✐t P
❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [n : nat ](t n) =bool true✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ¬¬∃n : nat .(P n) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s
P❈❈✰❜♦♦❧❴❝♦❤ ❛❧♦rs ∃n : nat .(P n) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❛♥s P❈❈✰❜♦♦❧❴❝♦❤✳
❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ P❈❈✳

✶✸✸



■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡

❖♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝♦♠♠❡ ❛①✐♦♠❡ ✿

classic : (A : Pr♦♣)¬¬A→ A

❖♥ ♥♦t❡r❛ Γ ⊢C M ∈ N s✐ Γ′ ⊢M ∈ N ❛✈❡❝

Γ′ = classic : (A : Pr♦♣)¬¬A→ A,Γ.

❈✬❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦❞❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t✉✐✲
t✐♦♥♥✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡s ♥é❣❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
❢♦r♠✉❧❡ A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A∗ ❡t ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ s✐ Γ ⊢C A ❛❧♦rs Γ∗ ⊢ A∗✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ F ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ A ♣❛r ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ ¬¬A✱ ✐❧ ❧❛ tr❛❞✉✐t ♣❛r ¬O¬OA q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t (A → O) → O✱ ♣♦✉r
O ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ❞❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st q✉✬❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t O ♣❛r A✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ¬O¬OA✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✬❛♣♣❛r❡♥t❡ à ❧❛ A✲tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥ ❬✶✽❪
♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❛ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✏❛t♦♠✐q✉❡✑ (P t1 . . . tn)
✭❛✈❡❝ P ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ♣❛r ¬O¬O(P t1, . . . , tn)✳
■❧ ② ❛ ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡ à ❛❞❛♣t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ à ♥♦tr❡ s②s✲
tè♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ ♣r♦✉✈❡ ❥✉st❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡♥tr❡ A∗[X/U∗] ❡t (A[X/U ])∗✳
❖r ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❧❡s s❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛✐tr❡ à ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙❛♥s ❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ A ❡t B s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛s q✉❡
(P A) ❡t (P B) ❧❡ s♦✐❡♥t✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣❡✉ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛ss♦❝✐❡r à t♦✉t t❡r♠❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ A ✉♥ t❡r♠❡ A+ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ A+[X/U+] ❡t (A[X/U ])+✳
P✉✐s s✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ ♣♦s❡ A∗ = ¬O¬OA

+ ❡t s✐♥♦♥ A∗ = A+✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✸ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t M+ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs M+ = M ✳
✕ ❙✐ M = A⇒ B ❛❧♦rs M+ = A+ ⇒ ¬O¬OB

+✳
✕ ❙✐ M = (P : C)A ✭❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✮ ❛❧♦rs M+ = (P : C)¬O¬OA

+✳
✕ ❙✐ M = [P : C]B ❛❧♦rs M+ = [P : C]B+✳
✕ ❙✐ M = (A B) ❛❧♦rs M = (A+ B+)✳
✕ ❙✐ M = (x :D A)B ❛❧♦rs M+ = (x :D A)¬O¬OB

+✳
✕ ❙✐ M = [x :D A]B ❛❧♦rs M+ = [x :D A]B+✳
✕ ❙✐ M = (DA B) ❛❧♦rs M = (DA

+ B)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t M∗ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ¬O¬OM

+ s✐ M ❡st ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t M∗ = M+ s✐ ♥♦♥✳

▲❡ ♣♦✐♥t ❝r✉❝✐❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✸ ❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s s❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❛❧♦rs

M [X/N ]+ = M+[X/N+].

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r M ✳ �
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❉❛♥s ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ♦♥ ❛

(A⇒ B)∗ = A∗ ⇒ B∗ ❡t ((P : Pr♦♣)A)∗ = (P : Pr♦♣)A∗

❛❧♦rs q✉✬✐❝✐ ♦♥ ❛

(A⇒ B)∗ = ¬O¬O(A+ ⇒ B∗) ❡t ((P : Pr♦♣)A)∗ = ¬O¬O((P : Pr♦♣)A∗)

■❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦r♠❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ tr♦✉✈❡ ❛✐sé♠❡♥t
❞❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ (A,B : Pr♦♣)(¬O¬O(A⇒ B)) ⇒ (¬O¬OA⇒ ¬O¬OB)✳
✕ P♦✉r t♦✉t C ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡✱ (B : Pr♦♣)(¬O¬O((P : C)B) ⇒ (P : C)¬O¬OB) ✳
✕ (A : Pr♦♣) A ⇒ ¬O¬OA✳
✕ (A : Pr♦♣) ¬O¬O¬OA ⇒ ¬OA✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛✐sé♠❡♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ∗ ❡t ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✱ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝♦♠♠✉♥s ❛✉① ❞❡✉① s②stè♠❡s✳
❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ∗ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s ❤②♣♦✲
t❤ès❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ♠♦❞✐✜é❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s s❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ ΛD s♦♥t ❜✐❡♥ t②♣és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s Γ ❡t Γ∗✳ ❙♦✐t A ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ C ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ A∗ ❡t A+ s♦♥t ❛✉ss✐ ❞❡
t②♣❡ C ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ∗✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st ✿ þ ❙♦✐t A ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡t
Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
❙✐ Γ ⊢C A ❛❧♦rs Γ∗ ⊢ A∗✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❝❧❡❢ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rèt❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝ ❡st q✉❡ (¬¬A)∗ ⇒ A∗ ❡st
♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❥✉st❡ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ⊥+ ✭❂(C :
Pr♦♣)(C → O) → O✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ O✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ♥♦♥ ✉s✉❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ rè❣❧❡ ✿

Γ ⊢ (P : C)M Γ ⊢ Q ∈ D C = D

Γ ⊢M [P/Q]

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿

Γ∗ ⊢ ¬O¬O((P : C)¬O¬OM
+) ❡t Γ∗ ⊢ Q+ ∈ D.

❈♦♠♠❡ ¬O¬O((P : C)¬O¬OM
+) ⇒ (P : C)¬O¬OM

+✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
¬O¬OM

+[P/Q+]✳ ❖r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à ¬O¬OM [P/Q]+ q✉✐ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t
M [P/Q]∗✳ �

▲❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❢♦r♠és ♣❛r q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❥♦✉❡♥t ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✈✐s✲
à✲✈✐s ❞❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡ q✉❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s t②♣❡s
❡♥tré❡s✲s♦rt✐❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✹ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞ q✉❡ ❞❡✉① ❛❧♦rs✿

A⇒ A∗ ❡t A∗ ⇒ ¬O¬OA.

❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r A∗ ⇔ ¬O¬OA✳

✶✸✺



▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧✬♦r❞r❡
❞✉ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣❛r ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ P ❞❡
t②♣❡ C → Pr♦♣ ❛✈❡❝ C ∈ ΛD✳
❙✐ ❧❡ t②♣❡ A ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (P t) ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✿

A∗ = ¬O¬OA

❘❡❣❛r❞♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù A = (B t) ❛✈❡❝ B ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✉♥❛✐r❡✱ ❧❡s
❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

B = [x : C](P : C → Pr♦♣)((u : C)D(P ) → (P u)) → (P x)

❖♥ ❛ ❛❧♦rs q✉❡ A∗ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A′ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

A′ ≡ (P : C → Pr♦♣)((u : C)D(P )∗ → ¬O¬O(P u)) → ¬O¬O(P t).

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ A→ A′✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ h ❞❡ t②♣❡ A✱ P ❞❡ t②♣❡ C → Pr♦♣ ❡t f ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ((u :
C)D(P )∗ → ¬O¬O(P u))✳ ❖♥ ✐♥st❛♥❝✐❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ h ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t P ′ = [x : C]¬O¬O(P x)✳
■❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ (u : C)D(P ′) → (P ′ u)❀ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r u ❞❡
t②♣❡ C ✜①é✱ D(P ′) → D(P )∗✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ❛ D(P ) ⇒ D(P )∗✳ ❉✬♦ù
D(P ′) ⇒ D(P ′)∗✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ D q✉❡ s♦✐t D(P ) ✉♥❡ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs D(P ′)∗ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à D(P )∗✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡
♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ A′ → ¬O¬OA✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥st❛♥❝✐❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A′ ♣❛r
❧❡ ♣ré❞✐❝❛t B✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r

D(B)∗ → ¬O¬O(B u)

❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ d ❞❡ D(B) → (B u)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

¬O¬OD(B) → ¬O¬O(B u)

❊t ❝♦♠♠❡ D ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♦♥ ❛

D(P )∗ → ¬O¬OD(P )

❞✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳
❙✐ ♦♥ ♥❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s à êtr❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛✐t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
C = Pr♦♣✳ ❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❢❛✐r❡ ❡st ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ P ♣❛r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t [X :
Pr♦♣]¬O¬O(P X+)✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ + ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✏♠❡t❛✑✳

❋♦r♠✉❧❡ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡

❘❡✈❡♥♦♥s à ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡ à ♣r♦✉✈❡r✳ ❖♥ ❛ ✉♥
♣ré❞✐❝❛t P q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [n : nat ](p n) =bool true ❞♦♥❝ ❝✬❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ∃n : nat .(P n) ❡st ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ ¬¬∃n : nat .(P n) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❞❡ ∃n : nat .(P n) ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡ (∃n : nat .(P n))∗✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ¬O¬O∃n : nat .(P n)✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r O ♣❛r ∃n : nat .(P n) ♣♦✉r
❛✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧✳

✶✸✻



✺✳✶✳✺ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡s ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
þ❬❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥❪ ❚♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ t②♣é ❞❡ t②♣❡ nat → nat ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t λxλy. f(x) = y ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t λxλy.∃z.P (x, y, z) ❛✈❡❝ P ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ♣r✐♠✐t✐❢ ré❝✉rs✐❢✳ ❈❡ q✉✐
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♥♦✉s ❡st q✉✬✐❧ ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳
❖♥ ♥♦t❡ N (x) ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

N (x) = (P : nat → Pr♦♣)(P o) → ((u : nat)(P u) → (P (s u))) → (P x)

❙✐ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✮ ❛❧♦rs ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ N (x) ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ✿

NAT = (C : Pr♦♣)C → (C → C) → C

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ✏❡♥t✐❡r✑✳ ▲❡ t❡r♠❡N (x) ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ✭♠ê♠❡ s✐
♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ (x : nat)¬(s x) =nat o✮ s♦♥t ❝❧♦s❡s ❡t ❢♦r♠é❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳
❖♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ λ✲t❡r♠❡ q✉❡ x✳
❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❖♥ ❛♣✲
♣❡❧❧❡ A(x, y) ❧❡ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬é❣❛❧✐té f(x) = y✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s
PCC + classic ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

(x : nat)N (x) ⇒ ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y))

❆✈❡❝ ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y)) = (C : Pr♦♣)((y : nat)N (y) → A(x, y) → C) → C✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♦♥ ❧✉✐ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥ ♦❜✲
t✐❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(x : nat)N (x)∗ ⇒ ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y))∗

P✉✐s ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ q✉❡ N (x) ❡t ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y)) s♦♥t ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝✿

N (x) ⇒ N (x)∗ ❡t (∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y)))∗ ⇒ ¬O¬O∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y))

P✉✐s ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t O ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡

(x : nat)N (x) ⇒ ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y)).

❙✐ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ΛD ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ t❡r♠❡ H ❞❡ t②♣❡ ✿

NAT → (C : Pr♦♣)(NAT → A′ → C) → C

❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ s✉r ◆❆❚✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ F ❞❡ t②♣❡
NAT → NAT ✳ ▼♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ r❡♣rés❡♥t❡ ❜✐❡♥ f ✳

✶✸✼



❙♦✐t x ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡t X ′ ❧✬❡♥t✐❡r ❞❡ t②♣❡ NAT ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ ❆❧♦rs X ′ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉s✲
❥❛❝❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡X ❞❡N (x) ❛✈❡❝ x✱ ❧✬❡♥t✐❡r ❞❡ nat ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x✳ ▲❡ t❡r♠❡ (H x X)
❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ∃y : nat .(N (y) ∧ A(x, y))✳ ❙❛ ♣r❡✉✈❡ ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧✬❛①✐♦♠❡ (x : nat)¬(s x) =nat o✳ ❖♥ s❛✐t ♣ré❝✐sé♠❡♥t q✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✿

(H x X) = [C : Pr♦♣][f : (u : nat)N (u) → A(x, u)](f y Y a)

❖♥ ❛ Y q✉✐ ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ N (y)✳ ❉♦♥❝ ❧❡ t❡r♠❡ Y ′ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à Y r❡♣rés❡♥t❡
y ❡t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (F X ′)✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ q✉❡ a ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡
A(x, y)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ f(x) = y✳

✺✳✶✳✻ ❘❡♠❛rq✉❡s

▲❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❥✉st❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ◆♦tr❡ ❜✉t
ét❛✐t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ❞✐r❡ s✉r ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❧❛ ¬O¬O✲tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❡t q✉✬✐❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ✈♦✐r q✉❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♦❜t❡♥✉s✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❡♥ ② ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

✺✳✷ ❯♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧

❖♥ ✈❛ r❡❣❛r❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t tr❛✐t❡r ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ♥♦tr❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧s✳

✺✳✷✳✶ ❚②♣❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦♥ ✈❡✉t ❣❛r❞❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
❈❡s t②♣❡s ♥✬❛♣♣♦rt❡♥t ♣❧✉s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s✉r ❧❡ t❡r♠❡ ❡t ♦♥ ❞♦✐t ❞❡ t♦✉t❡
♠❛♥✐èr❡ s✬❡♥ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❛✈❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t
❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t t②♣é✳
❉❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ❈❆▼▲✱ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡
♠❛✐s s♦♥t t②♣❛❜❧❡s✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r t②♣❡ ∀α.(α → α) → α✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞♦♣t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡✳

❘è❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s❡r♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs ♠❛✐s ✐❧s s❡r♦♥t ❛❝❝♦♠♣❛❣♥és ❞✬✉♥ t②♣❡✳
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t

Γ ⊢D t ∈ σ

❛✈❡❝ t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣✉r ❡t σ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❋ω✳ ❈❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✏t
❡st ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ♣✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ σ ❞❛♥s ❋ω✑✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❧❡s

✶✸✽



s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(x, σ) ∈ Γ

Γ ⊢D x ∈ σ
.

Γ, x : σ ⊢D t ∈ τ

Γ ⊢D λx.t ∈ σ ⇒ τ

Γ ⊢D t ∈ σ ⇒ τ Γ ⊢D u ∈ σ′ σ =βη σ
′

Γ ⊢D (t u) ∈ τ

Γ, X : A ⊢D t ∈ σ

Γ ⊢D t ∈ (X : A)σ

Γ ⊢D t ∈ (X : A)σ ΓO ⊢Fω
τ ∈ A

Γ ⊢D t ∈ σ[X/τ ]

❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢❛✐t q✉✬ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ΛD ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r
s✬✐❧ ❡st ❜✐❡♥ t②♣é✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❛r ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❞❡♠❛♥❞❡r à
❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
❞✬é❣❛❧✐té ❞❡ t②♣❡✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥❡ ♣❧✉s ❛✈♦✐r ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s
♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥t❡r♥❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

▲❡ s②stè♠❡ ❘❈❈ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦❞✐✜é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t
❞❡ ΛR à ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣✉r ❡st ✿

Γ ⊢M ∈ (x :D P )N ΓD ⊢D R ∈ Q P =βη Q

Γ ⊢ (DM R) ∈ N [x/R]

▲❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs ❞❡ ΛD s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ❞♦♥❝ ❧✬é❣❛❧✐té P =βη Q ❡st ❞é❝✐✲
❞❛❜❧❡✳
▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ❝❛s t②♣é✱ s❛✉❢ q✉✬♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❧❡s t②♣❡s ❞❡s
t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts✳
❙♦✐t t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥M ✳ ❖♥ ♥♦t❡ E ′(t) ❧❡ t❡r♠❡ ♣✉r s♦✉s✲❥❛❝❡♥t
à E(t)✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿

s✐ Γ ⊢ t ∈M ❛❧♦rs E(Γ) ⊢D E ′(t) ∈ E(M)

✺✳✷✳✷ ❆❥♦✉t ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ Y ❞❛♥s ΛD✳ ❖♥ ❧❛
s✉♣♣♦s❡ ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)(C → C) → C✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈ér✐✜❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿

(Y f) = (f (Y f))

✶✸✾



❙✐ ♦♥ ♠❡t ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧♦rs ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
ΛR ❞❡✈✐❡♥t ✐♥❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ✈ér✐✜❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r Y ✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♠♦②❡♥ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❛①✐♦♠❡ Y❴r❡❞ ❞❡ t②♣❡

(C : ❉❛t❛)(f : C → C)(Y f) =C (f (Y f))

❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s q✉✬✐❧ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡
❛✈❡❝ (Y f) = (f (Y f)) s❛♥s ❛✈♦✐r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥s✳ ■❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉✬✐❧ ✐♥❞✐q✉❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ✐❧ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✳
❊✈✐❞❡♠♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ (Y f) = (f (Y f)) ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡

(C : ❉❛t❛)(f : C → C)(Y f) =C (f (Y f))

t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ Y❴r❡❞✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s❛♥s ❝❡t
❛①✐♦♠❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ét❛♥t ❛❥♦✉té❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♦♥s
r✐❡♥ à ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❙✐ ♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❘❈❈ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t
s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ΛD ❡t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs ❡t ♦❜t❡♥✐r ❛✐♥s✐ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✏st❛♥❞❛r❞✑✳

✺✳✷✳✸ ❚②♣❡s ❡t t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té Y ✱ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❡♥ ❡①tr❛✐t ✉♥ t❡r♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡
❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✳
❙♦✐t M ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ΛD ❡t s♦✐t CM s♦♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ❞é✜♥✐
❡♥ ✹✳✶✺✳ ❙♦✐t M ❧❡ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t {M |CM}✳ ❙✐ ♦♥ ♣r♦✉✈❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ Σn : M.(P n)
❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ ❛♣rès ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✉♥ ♦❜❥❡t t ❞❡ M ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (CM t)✳ ❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡
❡st ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❈♦♠♠❡ (CM t) ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢❛✐t
♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ é✈❡♥t✉❡❧ ❛①✐♦♠❡ ♥é❣❛t✐❢ ¬true =bool false✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ♠ê♠❡ ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ✏¬O¬O✲tr❛❞✉❝t✐♦♥✑ ❞❡ ❝❡t ❛①✐♦♠❡✳
❙✐ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♥❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r q✉❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ (CM t) ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t ❡st é❣❛❧ à ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❢♦r♠é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
❝♦♥str✉❝t❡✉rs✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ t ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t M q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡ ♦♥ ❛ ✈✉ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t❡♥❛✐t
✉♥ ♦❜❥❡t t ❞❡ t②♣❡ E(M) q✉✐ ✈ér✐✜❛✐t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été C ✭❧❡ ré❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ àM✮✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été C ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝♦♥str✉✐t❡✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s
❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été
❛✉r❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❧✐é❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (ci u1 . . . uki

) ♣♦✉r
✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ci ❞❡ E(M)✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ à r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ s✐ t ré❛❧✐s❡
A⇒ B✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x q✉✐ ré❛❧✐s❡ A✱ (t x) ré❛❧✐s❡ B✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ s✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
A ❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡♥tr❛✐♥❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
♦❜❥❡t ré❛❧✐s❡ A⇒ B✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ♥♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

✶✹✵



❯♥ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥str✉✐t

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✏❞✬❡♥❢❡r♠❡r✑ ✉♥ t②♣❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡
❝♦♥str✉✐t✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r A ❡t B ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❧❡ t②♣❡

A 7→ B = (C : ❉❛t❛)((A→ B) → C) → C

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ λf.λa.(f (λg.(g a))) ❞❡ t②♣❡ ✿

(A 7→ B) → A→ B

❖♥ ♣♦✉rr❛ s♣é❝✐✜❡r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ A 7→ B
q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥str✉✐t✳ ◆♦✉s s❛✉r♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ têt❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✏❢❡r♠❡t✉r❡✑✳

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té t♦✉t ❡♥ ♠❛♥✐♣✉❧❛♥t
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ♥❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s✳ ▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts ❞é♣❡♥❞
❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts t❡r♠✐♥❡♥t✳

✺✳✸ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts ❝♦♠♠❡ ♠ét❛✲rés✉❧t❛t✱ ♦♥ ✈❛
✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ t❡r✲
♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❝♦♠♠❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥✳

✺✳✸✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❛♥s ❘❈❈ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡r❛✐t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❡♥ ❢❛✐t ♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡✳
❖♥ ✈❡✉t q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❡♥❞ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥❀ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s t❡r♠❡s t ❡t λx.(t x)
♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥
s②stè♠❡ ♦ù ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♦✉ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥✬❡st ♣❛s ❛✉t♦r✐sé❡✳

❖♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❡r♠❡t✉r❡

❙♦✐t t ✉♥ ♦❜❥❡t q✉✐ ré❛❧✐s❡ A → B ❛✈❡❝ A ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✳ ◆♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❞❛♥s ❘❈❈ ❡st q✉❡ s✐ R(A) ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❛❧♦rs t ré❛❧✐s❡ B✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t
t❡r♠✐♥❡ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(A)✳ ■❧ ❢❛✉t ❞✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝❤❡r❝❤❡r❛ à é✈❛❧✉❡r t q✉❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛✉r❛ ré❛❧✐sé A✳
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❖♥ ✈❛ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✏❣❡❧❡r✑ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡✳ ❙♦✐t❯♥✐t ❧❡ t②♣❡ ❞♦♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té ♣♦❧②♠♦r♣❤❡
✐❞✳

Unit = (C : ❉❛t❛)C → C ❡t id = λx.x

❖♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r t♦✉t C ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✱

♮C ≡ Unit → C.

❆ t ❞❡ t②♣❡ C ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ♮t ❞❡ t②♣❡ ♮C✳ ❊t à u ❞❡ t②♣❡ ♮C ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ↓ u ❞❡ t②♣❡ C ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✿

♮t ≡ λx.t ❡t ↓ u ≡ (u id)

❖♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
(C : ❉❛t❛)(x : C)x =C ↓ ♮x.

❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣ré❞✐❝❛t
T ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C → Pr♦♣ t❡❧ q✉❡✿

(A,B : ❉❛t❛)(t : A→ B)(T (A→ B) λx.(t x))

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t T ❡st ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ✭s✐ ♦♥ ♦✉❜❧✐❡ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ΛD✮ ❞♦♥❝ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❝❧♦s❡ ❞❡ (T u) ❛❧♦rs ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ u ❡st β✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à λx.v ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
t❡r♠❡ v✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡r❛ τA→B(t) ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T A→ B λx.(t x))✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ (C : ❉❛t❛)(t : C)(T ♮C ♮t)✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ t②♣❡ C ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡✱
♦♥ é❝r✐r❛ (T t) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (T C t)✳

❚②♣❡s ❝♦♥str✉✐ts ❡t t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

❙✐M ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝♦♥str✉✐t✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥str✉❝t❡✉r c ❞❡M s✐ c ❡st ❞❡ t②♣❡ (∆(M)) →
M ❡t s✐ δ ❡st ❞❡ t②♣❡ ∆(M) ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T M (c δ))✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ c ❡st ❧❡
p✲✐è♠❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❛❧♦rs ✿

(c δ) =β λφ.(φp δ
′).

❉♦♥❝ (c δ) ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳

✺✳✸✳✷ ❊①tr❛❝t✐♦♥

▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ♥✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❞é✜♥✐❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❢s✳ ▼❛✐s t♦✉t s❡ ♣❛ss❡
❝♦♠♠❡ s✐ ♦♥ ♣♦s❛✐t E(M) = Unit ♣♦✉r M ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣✱ ❡t E(m) = id ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡
♥♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ m✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✹ ✭E✮ ▲❡ t❡r♠❡ E(M) ❡st ❞é✜♥✐ ♣♦✉r t♦✉t M ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✱ ♣❛r ré❝✉r✲
r❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ M ✳ ❙✐ N ∈ ΛD✱ ♦♥ ♣♦s❡ E(N) = N ❡t s✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡
ΛD✱ ♦♥ ♣♦s❡ x̄ = x✳ ❖♥ ♦♠❡t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s D ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ΛR✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❛❧♦rs ✿

✶✹✷



✕ ❙✐ M = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs E(M) = ❉❛t❛
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs ✿

s✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs✿
E(M) = E(A) ⇒ E(B)
s✐♥♦♥ E(M) = E(B)✳

✕ ❙✐ M ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✿
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs E(M) = M̄
✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛❧♦rs ✿

s✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✱
s✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs E(M) = ♮B✱
s✐♥♦♥ E(M) = (x̄ : E(A))E(B)✳

✕ ❙✐ M = [x : A]B ❛❧♦rs ✿
s✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs✿
E([x : A]B) = [x̄ : E(A)]E(B)✱
s✐♥♦♥ E([x : A]B) = E(B)✳

✕ ❙✐ M = (A B) ❛❧♦rs✿
s✐ B ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ♦✉ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❛❧♦rs E(A B) =
(E(A) E(B))✱
s✐♥♦♥ E(A B) = E(A)✳

✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✿
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs E(M) = M̄
✕ ❙✐ M = [x : A]B ❛❧♦rs✿

s✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs E(M) = E(B)✱
s✐ A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs E(M) = ♮E(B)✱
s✐♥♦♥ E([x : A]B) = λx̄.E(B)✳

✕ ❙✐ M = (A B) ❛❧♦rs✿
s✐ B ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❛❧♦rs E(M) = E(A)✱
s✐ B ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs E(M) = ↓ E(A)✱
s✐♥♦♥ E(A B) = (E(A) E(B))✳

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❖♥
♠♦♥tr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✺ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ M ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥t Γ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✿

E(Γ) ⊢D E(t) ∈ E(M)

❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳�

✺✳✸✳✸ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té

❖♥ ✈❡✉t q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té R(A, x) ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ x ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
(T E(A) x)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✈❛ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✏r ré❛❧✐s❡ A → B✑
s♦✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✏r t❡r♠✐♥❡✑ ❡t ♣♦✉r t♦✉t x q✉✐ ré❛❧✐s❡ A✱ (r x) ré❛❧✐s❡ B✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt

✶✹✸



q✉❛♥❞ ♦♥ ❛✈❛✐t C ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✱ ♦♥ ❧✬✐♥t❡r♣rèt❛✐t ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡s C✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ✈❛ ❞❡♠❛♥❞❡r ❡♥ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ q✉❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞♦♥t
♦♥ s❛✐t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧
✐♥❢♦r♠❛t✐❢ A ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été Θ(A) q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ A
✏t❡r♠✐♥❡♥t✑✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✺ ❙♦✐t A ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢✱ C ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❡ t②♣❡ E(A) ❡t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ R(A,C)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r A ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ Θ(A,C,M)✳
✕ ❙✐ A = ❙♣❡❝ ❛❧♦rs Θ(A,C,M) = M ⊂ (T C)✳ ✭✐✳❡✳ (x : C)(M x) → (T C x)✮✳
✕ ❙✐ A = (x : B)D ❛❧♦rs ✿

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛❧♦rs ✿
θ(A,C,M) = (x : R(B))Θ(D,C, (M x))✳

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❛❧♦rs ✿
Θ(A,C,M) = (x̄ : E(B))(x : R(B, x̄))Θ(B, x̄, x) → Θ(D, (C x̄), (M x̄ x))✳

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ ♦r❞r❡ ❛❧♦rs ✿
Θ(A,C,M) = (x : B)Θ(D, (C x), (M x))✳

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥✲✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs ✿
Θ(A,C,M) = Θ(D,C,M)✳

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛❧♦rs ✿
Θ(A,C,M) = (x̄ : E(B))Θ(D,C, (M x̄))✳

✕ ❙✐ B ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧♦rs ✿
Θ(A,C,M) = (x : B)Θ(D,C, (M x))✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❥✉st❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ s❝❤é♠❛s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✻ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧✳
✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs R(M) = M ✳
✕ ❙✐ M = (P : C)B ❛✈❡❝ B ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t C ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ✉♥ ♦r❞r❡✿

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ✿
R(M) = [r : E(B)](x : R(A))R(B, r)✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ✿
R(M) = [r : E(M)](x̄ :D E(A))(x : R(A, x̄))(x̂ : Θ(A, x̄, x))R(B, r)

✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs✿
R(M) = [r : E(M)](x :D A)R(B, r)✳

✕ ❙✐ M = (x : A)B ❛✈❡❝ B ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t A ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡✳
✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs ✿
R(M) = [r : ♮E(B)](T r) ∧ ((x : R(A))R(B, ↓ r))✳

✕ ❙✐ A ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(M) = [r : E(M)](T r) ∧ ((x̄ :D E(A))(R(A, x̄))R(B, (r x̄)))✳

✕ ❙✐ A ∈ ΛD ❛❧♦rs ✿
R(M) = [r : E(M)](T r) ∧ ((x :D A)R(B, (r x)))✳

✕ ❙✐ M = [x : A]B ♦✉ M = (A B) ❛❧♦rs ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ R s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s s❛♥s t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳

✶✹✹



▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✺✳✼
✕ R([]) = []✳
✕ ❙✐ C ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(Γ, P : C) = R(Γ), P̄ : E(C), P : R(C, P̄ ), P̂ : Θ(C, P̄ , P )✳

✕ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❛❧♦rs ✿
R(Γ, x : M) = R(Γ), x̄ : E(M), x : R(M, x̄)✳

✕ ❙✐ M ∈ ΛD ❛❧♦rs R(Γ, x : M) = R(Γ), x : M ✳
✕ ❙✐ M ❡st ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❛❧♦rs R(Γ, x : M) = R(Γ), x : R(M)✳

◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣r♦♣r✐été ❡st q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✻ ❙♦✐t M ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ t②♣❡ A ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❜✐❡♥
❢♦r♠é ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❆❧♦rs ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R(Γ) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ Θ(A, E(M),R(M))✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t s✐ t ré❛❧✐s❡ M ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T E(M) t)✳ ◆♦✉s é♥♦♥ç♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ✿ þ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❡t t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ M
❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ✳ ❆❧♦rs ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t R(Γ)✱ E(t) ré❛❧✐s❡ M ✳ ✭✐✳❡✳ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(M, E(t))✮✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♠❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡

❖♥ ♥✬❛ ♣❛s ✐♥t❡r❞✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ΛD ❞❛♥s ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝♦♥tr❛r✐❡
♣❛s ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❝❛r ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿

A′ = (C : ❙♣❡❝)(A→ C) → C

▲❡s ♦❜❥❡ts r q✉✐ ré❛❧✐s❡♥t A′ s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λf.(f a) ❛✈❡❝ a ❞❡ t②♣❡ A✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s
♦❜❥❡ts q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❈❡ q✉✐ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❞✐r❡ q✉❡ a t❡r♠✐♥❡✳

✺✳✹ ❊①❡♠♣❧❡s

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✐♥s✐ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✉r❞❡ à ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳

✺✳✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❜❛s❡

❆❜s✉r❞❡

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ (C : ❙♣❡❝)⊥ → C✳ ❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ❜❡s♦✐♥
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡①❝❡♣t ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)C✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

except ≡ (Y λx.x)

✶✹✺



❯♥ ♦❜❥❡t r ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)♮C ré❛❧✐s❡ (C : ❙♣❡❝)⊥ → C s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(C : ❉❛t❛)(P : C → Pr♦♣)((x : C)(P x) → (T C x)) → T (r) ∧ (⊥ → (P (↓ r)))

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ♮except ❡st ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r✳

❈♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧

❙♦✐t A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✱ ❡t P ❞❡ t②♣❡ A→ Pr♦♣✳ ❖♥ ❛ ✿

ΣAP ≡ (C : ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → C) → C

❯♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ΣAP ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t r ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)(A→ ♮C) → C q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

(C : ❉❛t❛)(Q : C → Pr♦♣)(Q ⊂ (T C))
→ (T r) ∧ (f : A→ ♮C)

((T f) ∧ ((x : A)(T (f x)) ∧ ((R(P ) x) → (Q ↓ (f x)))))
→ (Q (r f))

❖♥ ❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π ❞❡ ❝❡ E(ΣAP ) s✉r A ❡t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ι ❞❡ A ❞❛♥s E(ΣAP )✳

π ≡ λr.(r λx.♮x)

ι ≡ λa.λf.↓ (f a)

❙♦✐t a ❞❡ t②♣❡ A✱ (π (ι a)) = ↓ ♮a = a✳ ❖♥ ♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t a ❞❡ t②♣❡ A✱
s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (R(P ) a) ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ R(ΣAP , (ι a))✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t s✐ r ré❛❧✐s❡ ΣAP ❛❧♦rs (π r) s❛t✐s❢❛✐t R(P ) ♦♥ ❛ ✉♥ ♣❡t✐t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ R(P ) ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s (T A)✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡
❛❧♦rs ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t q✉❡

(r : E(ΣAP ))(R(ΣAP , r) → (R(P ) (π r)))

❙✐♥♦♥ ♦♥ ❝♦♥t♦✉r♥❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ π′ ❞❡ E(ΣAP ) ❞❛♥s ♮A
❞é✜♥✐❡ ♣❛r✿

π′ ≡ λr.(r λx.♮♮x)

❖♥ ✐♥st❛♥❝✐❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣❛r ✿

C = ♮A Q = [x : ♮A](T x) ∧ (R(P ) ↓ x) f = λx.♮♮x

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ Q ⊂ (T ♮A) ❡t

(x : A)(R(P ) x) → (T ♮x) ∧ (R(P ) x)

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♦❜❥❡t ↓ (π′ r) q✉✐ s❛t✐s❢❛✐tR(P )✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡
r❛✐s♦♥ q✉❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts (π r) ♦✉ ↓ (π′ r) t❡r♠✐♥❡♥t✳

✶✹✻



✺✳✹✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡

◆♦✉s s♦♠♠❡s s✉rt♦✉t ✐♥tér❡ssés ♣❛r ❧❛ ♥♦♥✲✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬é❧é♠❡♥t
♠✐♥✐♠❛❧ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡
❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ✿ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡t P ❞❡ t②♣❡ A→ Pr♦♣✱ ♦♥ ♣♦s❡ ✿

∃A.P ≡ (C : Pr♦♣)((x : A)(P x) → C) → C

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ∃A.P → ¬¬ΣA.P ♣❛r ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐✱ à ♠♦✐♥s
❞✬❛❥♦✉t❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ (A : Pr♦♣)¬¬A → A✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞✬❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s
❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ¬¬ΣnatP ♣❛r ∃A.P ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
❘❈❈✳
P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧❡ t②♣❡ ◆❛t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ ♥❛t q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
N ✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡ Y ✱ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❞♦♥t
♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❉é❝✐❞❛❜✐❧✐té

❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡❝✐❞ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t s✉r ◆❛t ❞✬êtr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳

decid ≡ [P : Nat → Pr♦♣](n : Nat)(C : ❙♣❡❝)((P n) → C) → (¬(P n) → C) → C

❖♥ ❛✿
E(decid) ≡ [P : nat → Pr♦♣](n : nat)(C : ❉❛t❛)♮C → ♮C → C

❋✐①♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ P ❞❡ t②♣❡ Nat → Pr♦♣✳ ❯♥ t❡r♠❡ f ❞❡ t②♣❡ E((decid P )) ré❛❧✐s❡
(decid P ) s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ (T f) ❡t ✿

(n : nat)(N n)
→ (C : ❉❛t❛)(Q : C → Pr♦♣)(Q ⊂ (T C))
→ (T (f n))∧

(x : ♮C)((T x) ∧ ((P n) → (Q ↓ x)))
→ (T (f n x))∧

(y : ♮C)((T y) ∧ (¬(P n) → (Q ↓ y)))
→ (Q (f n x y))

▼✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❙♠❛❧❧✱ ❞❡ t②♣❡ (Nat → Pr♦♣) → Nat → Nat → Pr♦♣✳ ▲❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ (Small P n m) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♣❧✉s ❣r❛♥❞s q✉❡ n ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s
♣❡t✐ts q✉❡ m ♥❡ ✈ér✐✜❡♥t ♣❛s P ✳ ❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s✐ P ❡st ❞❡ t②♣❡ Nat → Pr♦♣✱ ❡t n ❞❡ t②♣❡
◆❛t✱ (Small P n) ❡st ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t❡✉rs s♦♥t ✿

Smalln : (Small P n n)

SmallS : (u : Nat)(Small P n u) → ¬(P u) → (Small P n (S u))

✶✹✼



❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

(P : Nat → Pr♦♣)(decid P ) → ∃m : Nat .(P m) → Σm : Nat .(P m) ∧ (Small P 0)

❙♦✐t P ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t②♣❡ Nat → Pr♦♣✳ ❙♦✐t f ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ (decid P )✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ µ q✉✐ tr♦✉✈❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ f ♣♦✉r t♦✉t n✱ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r
m s✉♣ér✐❡✉r à n q✉✐ s❛t✐s❢❛✐t P ✳
❖♥ ♣♦s❡ ✿

µ = (Y {nat → nat} λg.λm(f m ♮m ♮(g (s m))))

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ Y❴r❡❞ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ✿

(m : nat)(µ m) =nat (f m ♮m ♮(µ (s m)))

❙✐ ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (µ 0) ✈ér✐✜❡ N ✱ (Small P 0) ❡t P ❛❧♦rs ♦♥ ❛✉r❛ ❣❛❣♥é✳ ❈❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
s♦♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ R(∃n : Nat .(P n))✳ ❖♥ ❛

R(∃n : Nat .(P n)) ≡ (C : Pr♦♣)((n : nat)(N n) → (P n) → C) → C

❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❡♥t✐❡r m t❡❧ q✉❡ (N m) ❡t (P m)✳ ❖♥ ✈❛ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡
s✉r m✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✿

(N ′ m) ≡ (P : nat → Pr♦♣)(P m) → ((u : nat)(P (s u)) → (P u)) → (P o)

❈❡ t②♣❡ ❛ ❞❡✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs✱ ❧✬✉♥ ❞❡ t②♣❡ (N ′ m) ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❡ t②♣❡ (u : nat)(N ′ (s u)) →
(N ′ u)✳ ❙♦✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été R ✿

[u : nat ](P (µ u)) ∧ (Small u (µ u)) ∧ (N (µ u))

❖♥ ❛✿
(µ u) =nat (f u ♮u ♮(µ (s u)))

❙♦✐t u t❡❧ q✉❡ (N u)✱ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r (R u)✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ f ré❛❧✐s❡ (decid P )✳
❖♥ ✐♥st❛♥❝✐❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ n = u✱ C = nat ❡t

Q = [v : nat ](P v) ∧ (Small P u v) ∧ (N v)

❖♥ ❛ ❜✐❡♥ q✉❡ Q ⊂ (T nat) ❝❛r N ⊂ (T nat)✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r ✿

(T ♮u) ∧ ((P u) → (Q u))

(T ♮(µ (s u))) ∧ (¬(P u) → (Q (µ (s u))))

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✿

((P u) → (Q u)) ∧ (¬(P u) → (Q (µ (s u))))

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s♦✐t u t❡❧ q✉❡ (N u) ❡t (P u) ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ❝❛r
♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (Small P u u)✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (R m)✳ ■❧
❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ♣❛ss❡r ❞❡ (s u) à u✳ ❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ✏ré❝✉rs❡✉r✑
♣❧✉tôt q✉❡ ❧✬✐tér❛t❡✉r ♣♦✉r N ′ ❡t ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ (s u) ✈ér✐✜❡ N ′❀ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (N ′ u) ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (N u)✳ ❖♥ ❛ (P u) → (Q u) q✉✐ ❡st
tr✐✈✐❛❧ à ♠♦♥tr❡r✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ¬(P u) → (Q (µ (s u)))✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ✿

¬(P u) → (Small P (s u) v) → (Small P u v)

❈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✈ér✐✜é❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳

✶✹✽



❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡

❙✐ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❆❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ✏✇❤✐❧❡✑✳
❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ A✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été P ✱ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r A✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ a✳ ▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été Q ❞❡ t②♣❡ A → Pr♦♣✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ a
s❛t✐s❢❛✐t Q✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ s✉r A t❡❧❧❡ q✉❡ a s♦✐t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r
❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(R : A→ Pr♦♣)((x : A)((y : A)(y ≺ x) → (R y)) → (R x)) → (R a)

▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(x : A)(P x) → (Q x) → Σy : A.(Q y) ∧ (y ≺ x)

❖♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿
Σb : A.¬(P b) ∧ (Q b)

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ✏❡①tr❛✐r❡✑ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ A → A ❞❡ ❧❛
❜♦✉❝❧❡ ❡t ♦♥ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s♦✐t n ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡ ❧✬✐téré n ❢♦✐s ❞❡ f à ♣❛rt✐r ❞❡ a
♥❡ ✈ér✐✜❡ ♣❛s P ❝♦♥✈✐❡♥t✳

✺✳✹✳✸ ❘é❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞é✜♥✐ss❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ✿

(g x) = (F g x)

P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ g✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ F ❧❡s ❛♣♣❡❧s
à (g y) s♦♥t t❡❧s q✉❡ y ❡st ✏♣❧✉s ♣❡t✐t✑ q✉❡ x✳ ▲✬♦r❞r❡ ✉t✐❧✐sé ❞♦✐t êtr❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é ✭♦♥
❞✐t ❛✉ss✐ ♥♦❡t❤❡r✐❡♥✮✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✳ P♦✉r
q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ (g x) t❡r♠✐♥❡ ✐❧ s✉✣t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡
❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r x✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝♦♥str✉❝t✐❢✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡
❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡
s✐ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r x ❞ès q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s y str✐❝t❡♠❡♥t
♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ x ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣❛rt♦✉t✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s
❢♦r♠❡❧❧❡s ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés✳
❙♦✐t A ✉♥ t②♣❡ ❡t ≺ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ A → A → Pr♦♣✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ✐♥✜①❡ y ≺ x ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (≺ y x)✳ ▲✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ♣♦✉r ≺ s✬é❝r✐t ✿

Acc ≡ (P : A→ Pr♦♣)((x : A)((y : A)(y ≺ x) → (P y)) → (P x)) → (P a)

❉✐r❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t ✿

Acc → (P : A→ ❙♣❡❝)((x : A)((y : A)(y ≺ x) → (P y)) → (P x)) → (P a)

✶✹✾



P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡❝✐ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ ♦❜❥❡t r ❞❡ t②♣❡ ✿

♮((C : ❉❛t❛)(A→ (A→ ♮C) → C) → C).

❖♥ ✈❡✉t q✉❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ✈ér✐✜❡ ✿

Acc → (C : ❉❛t❛)(P : A→ C → Pr♦♣)((x : A)(P x) ⊂ (T C))
(T r)∧

(f : A→ (A→ ♮C) → C)
((T f)∧

((x : A)((T (f x))∧
(g : A→ ♮C)

((T g)∧
((y : A)(T (g y)) ∧ (y ≺ x) → (P y ↓ (g y))))

→ (P x (f x g)))
→ (P a (r f))

❖♥ ❝♦♥str✉✐t r ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s C✳

s ≡ λf.(Y λg.λx.(f x (λy.♮(g y))))

❖♥ ♣♦s❡ r ❂ λf.(s f a)✳ ❖♥ ❛✿

(s f x) = (f x (λy.♮(s f y)))

P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ r ré❛❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s♦✉❤❛✐té❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r (T r) ❝❡ q✉✐ ❡st tr✐✈✐❛❧✳
P✉✐s ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ C✱ P ❡t f ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r (P a (r f))✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ (P a (s f a))✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❞✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ a à
❧❛ ♣r♦♣r✐été [u : A](P u (s f u))✳ ❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞♦♥❝ x ❞❡ t②♣❡ A ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

(y : A)(y ≺ x) → (P y (s f y))

❖♥ ❞♦✐t ♣r♦✉✈❡r (P x (s f x))✳ ❖♥ ❛✿

(s f x) = (f x (λy.♮(s f y)))

■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ✐♥st❛♥❝✐❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ s✉r f ♣❛r g = λy.♮(s f y)✳ P♦✉r
❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r (T g)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✈r❛✐✱ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t y ❞❡ t②♣❡ A✱ (T (g y))✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❡♥❝♦r❡ ✈r❛✐✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ✿

(y ≺ x) → (P y ↓ (g y))

▼❛✐s ↓ (g y) = (s f y) ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✺✳✹✳✹ ❆✉tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r✐♥✲
❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

✶✺✵



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ✜①❡

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✳ ▲❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝ ❡st
❛♥❛❧♦❣✉❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈ér✐té ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ r❡str❡✐♥t❡ à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ A✳

Restr ≡ [P : A→ Pr♦♣][C : A→ ❙♣❡❝](x : A)(P x) → (C x)

❖♥ ♥♦t❡ C|P ♣♦✉r (Restr P C)✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ C|P ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
f ❞❡ t②♣❡ A→ ♮E(C) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(T f) ∧ (x : A)((T (f x)) ∧ (R(P ) x) → (R(C) x ↓ (f x)))

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ré❛❧✐s❡ C s✐ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ P ✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ F ❞❡ t②♣❡ (A→ Pr♦♣) → (A→ Pr♦♣) t❡❧ q✉❡ F = [Q : A→
Pr♦♣][x : A]C ❡t Q ❛ ❞❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❛♥s C✳
❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❋✐① ❞❡ t②♣❡ ((A → Pr♦♣) → (A → Pr♦♣)) → A → Pr♦♣ é❣❛❧
❛✉ t❡r♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿

[G : (A→ Pr♦♣) → A→ Pr♦♣][x : A](Q : A→ Pr♦♣)((y : A)(G Q y) → (Q y)) → (Q x)

▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té s✉r F ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ (Fix F ) ❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ✿

(x : A)(F (Fix F ) x) → ((Fix F ) x)

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ R(Fix ) = Fix ❞♦♥❝ R((Fix F )) = (Fix R(F ))✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♣♦s❡
G = R(F )✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❘❊❈ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳

(C : A→ ❙♣❡❝)((X : A→ Pr♦♣)(C|X) → C|(F X)) → C|(Fix F )

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ (F X) ❞ès q✉✬♦♥
s❛✐t ❡♥ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦✉r ✉♥ é❧é♠❡♥t X ❛❧♦rs ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ C ♣♦✉r
t♦✉t x ❞❡ (Fix F )✳
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥ ♦❜❥❡t r ❞❡ t②♣❡ ✿

(C : ❉❛t❛)((A→ ♮C) → (A→ ♮C)) → A→ ♮C

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧❡ t❡r♠❡ ✜① s✉✐✈❛♥t ✿

λf.λx.♮(Y λg.λy.↓ (f λz.♮(g z) y) x)

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ✜① ❡st ❞❡ t②♣❡ (C : ❉❛t❛)((A → ♮C) → (A → ♮C)) → A → ♮C✳ ❖♥ ❛ ❜✐❡♥
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿

(T fix ) (T ↓ (fix f)) (T (fix f x))

✶✺✶



■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ✿

(C : ❉❛t❛)(Q : A→ C → Pr♦♣)((y : A)(Q y) → (T C))
(f : (A→ ♮C) → A→ ♮C)
((X : A→ Pr♦♣)(T f)∧

(g : A→ ♮C)((T g) ∧ (x : A)((T (g x)) ∧ (X x) → (Q x ↓ (g x)))
→ ((T (f g)) ∧ (x : A)((T (f g x)) ∧ (G X x) → (Q x ↓ (f g x))))))

→ (x : A)(Fix G x) → (Q x ↓ (fix f x))

❖♥ ♣r❡♥❞ C✱ Q✱ f ❡t x ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
(Fix G x) à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✿

R ≡ [y : A](Q y ↓ (fix f y))

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♣r♦✉✈❡r ✿
(y : A)(G R y) → (R y)

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té (Y h) = (h (Y h)) ✿

↓ (fix f y) = ↓ (f λz(fix f z) y)

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r f ❡♥ ✐♥st❛♥❝✐❛♥t X ♣❛r R✱ g ♣❛r λz(fix f z) ❡t x ♣❛r y✳ ❖♥ ❛
❜✐❡♥ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (T g) ❡t ♣♦✉r t♦✉t z ❞❡ t②♣❡ A✱ (T (g z))✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞❡ (G R y) ✐❧ r❡st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✿

(z : A)(R z) → (Q z ↓ (g z))

♦r (R z) ❡st ❥✉st❡♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ (Q z ↓ (fix f x)) ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳
❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ♣rés❡♥té ♣❛r P✳ ❉②❜❥❡r ❬✶✼❪✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♠ê♠❡ s✐ F ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❝r♦✐ss❛♥t✱
s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r F ♥✬❡st ♣❛s ❝r♦✐ss❛♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✉r❛ ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❝♦♥str✉✐r❡
❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ (Fix F )✳

❈❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ♦♥ ✈❡✉t ❝♦♠♣♦s❡r ✉♥ ❛♣♣❡❧ ré❝✉rs✐❢ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡s
❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳
❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs A ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ F ❞❡ t②♣❡ (A→ Pr♦♣) → A→ Pr♦♣
❡t G ❞❡ t②♣❡ (A→ ❙♣❡❝) → A→ ❙♣❡❝✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ M ✭♦✉ ✉♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

(P : A→ Pr♦♣)(Q : A→ ❙♣❡❝)(Q|P ) → (G Q)|(F P )

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✐t q✉❡ s✐ ♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ (Q x) q✉❛♥❞ x ❡st ❞❛♥s P ❛❧♦rs
♦♥ s❛✐t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ (G Q) q✉❛♥❞ x ❡st ❞❛♥s (F P )✳ ❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
s✐ F ❡t G s♦♥t s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s ✭s❡✉❧ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❡✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡✮
❡t s✐ P ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s (F P )✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ ❞é❝r✐t❡ ❛✉
❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✳

✶✺✷



◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(C : A→ ❙♣❡❝)((x : A)(G C x) → (C x)) → (x : A)(Fix F x) → (C x)

❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❧❡ t❡r♠❡ ✿

λf.λx.♮(Y λg.λy.(f y ↓ (E(M) λz.♮(g z) x)))

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡❝✐ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♣♣❡♥❞✐❝❡✳
❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❛①✐♦♠❡ Y❴intro ❞❡ t②♣❡ ✿

(A : ❉❛t❛)(F : (A→ Pr♦♣) → A→ Pr♦♣)(G : (A→ ❙♣❡❝) → A→ ❙♣❡❝)
((P : A→ Pr♦♣)(Q : A→ ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → (Q x)) → (F P x) → (G Q x))
→ (C : A→ ❙♣❡❝)((x : A)(G C x) → (C x)) → (x : A)(Fix F x) → (C x)

❈❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ q✉✐ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ✏❣é♥ér✐q✉❡✑ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥
♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ rés✐❞❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡
r❡str✐❝t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ s✉r F ✳
❖♥ r❡tr♦✉✈❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡ ❞é❝r✐t❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

❈❛s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t❡✉rs

❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ✉s✉❡❧s ♦♥ ❝♦♠♣♦s❡ ❧❡s ❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s ❛✈❡❝ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r q✉✐❝❦s♦rt✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ✿

(P : list→ ❙♣❡❝)
(P nil)
→ ((a : A)(m : list)((n : list)(n � m) → (P n)) → (P (cons a m)))
→ (P l)

P❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ❛ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t CK ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

[x : M](P : M → K)
((x1 : B1)(A1 P ) → (P (c1 x1)))
✳✳✳
→ ((xp : Bp)(Ap P ) → (P (cp xp)))
→ (P x)

❆✈❡❝ c1, . . . cp ❧❡s p ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s M✳ ❖♥ ✈❡✉t ré❛❧✐s❡r

(x : M)(CPr♦♣ x) → (C❙♣❡❝ x)

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐ ❞❡ ♣❧✉s (Ai P ) ❡st ❞❡ t②♣❡
Pr♦♣ q✉❛♥❞ P ❡st ❞❡ t②♣❡ M → Pr♦♣✳

✶✺✸



❖♥ ✈❛ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t ❀ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ matchK(A(P )) ♣♦✉r ❧❡ ♣ré✲
❞✐❝❛t ✿

[y : M] (Q : M → K)
((x1 : B1)(A1 P ) → (Q (c1 x1)))
✳✳✳
→ ((xp : Bp)(Ap P ) → (Q (cp xp)))
→ (Q y)

❖♥ ❛ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t CK ❡t ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t à ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r C ′
K✿

[x : M](P : M → K)((y : M)(matchK(A(P )) y) → (P y)) → (P x)

❊♥ ❡✛❡t ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t C ′
K ❛ ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t②♣❡

(y : M)(matchK(A(C ′
K)) y) → (C ′

K y)

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (matchK(A(C ′
K))) ❛ ❧✉✐ p ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ t②♣❡

(xi : Bi)(Ai C
′
K) → (matchK(A(C ′

K))) (ci xi))

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ✿

(xi : Bi)(Ai C
′
K) → (matchK(A(C ′

K)))

❉♦♥❝ CK ⊂ C′
K✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡

(y : M)(matchK(A(CK)) y) → (CK y)

❖r ♣♦✉r ❝❡❧❛ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♥st❛♥❝✐❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ (matchK(A(CK)) y) s✉r ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t CK✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ C ′

❙♣❡❝ ⊂ C❙♣❡❝ ❡st s✐ ♦♥ ♥♦t❡ C1 . . . Cp ❧❡s

p ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞❡ C❙♣❡❝ ✿

λx.λf.(f λy.λh.(h C1 . . . Cp))

❉❛♥s ❝❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s♦✐t ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣ré❞✐❝❛t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞é✜♥✐r✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ CPr♦♣ → C❙♣❡❝ ❡st

ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ C ′

Pr♦♣ → C′

❙♣❡❝ ❧✬❡st✳

❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s A(P ) s♦♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ✭❝♦♥str✉✐t
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ré❝✉rs❡✉r ❞❡ M✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(P : M → Pr♦♣)(y : M)(matchPr♦♣(A(P )) y) → (match❙♣❡❝(A(P )) y)

P✉✐s ♦♥ ❛✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞❡ P ❞❛♥s matchK(A(P )) q✉❡ ✿

(P : M → Pr♦♣)(Q : M → ❙♣❡❝)
(Q|P ) → (x : M)(matchPr♦♣(A(P )) x) → (match❙♣❡❝(A(Q)) x)

❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
▲❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ CPr♦♣ ⊂ C❙♣❡❝ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❈❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❛♥s P❳✳

✶✺✹



✺✳✹✳✺ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ré❝✉rs✐❢

❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳

f(n) = if n = 1 then 0 if (even n) then f(n/2) else f(3n+ 1).

◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝❡tt❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥♦té❡ ♣❛rt✐❛❧
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

(partial 1 0)
(u : nat)(y : nat)(partial u y) ⇒ (partial 2u y)
(u : nat)(y : nat)(partial 3u+ 1 y) ⇒ (partial 2u+ 1 y)

❖♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ré❝✉rs✐❢✳

D = [n : nat ] (Q : nat → Pr♦♣)
(Q 1)
→ ((u : nat)(Q u) → (Q (2u)))
→ ((u : nat)(Q (3u+ 1)) → (Q (2u+ 1)))
→ (Q n)

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❛❧ ♥ ♠ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ m ✈ér✐✜❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉r✲
r❡♥❝❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❊♥ ❢❛✐t ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ f(n) ❡st 0✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡

(n : nat)(D n) ⇒ Σm : nat .(partial n m)

❈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❢❛✐r❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ❝✬❡st ♣r♦✉✈❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ D✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

D′ = [n : nat ] (Q : nat → ❙♣❡❝)
(Q 1)
→ ((u : nat)(Q u) → (Q (2u)))
→ ((u : nat)(Q (3u+ 1)) → (Q (2u+ 1)))
→ (Q n)

■❧ r❡st❡ à ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ✿

(n : nat)(D n) → (D′ n)

P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✈✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✺✳✺ ❆✉tr❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s

✺✳✺✳✶ ❉❛t❛✿❉❛t❛

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞✬✉♥✐✈❡rs ❚②♣❡(i)✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛ ♣r✐♦r✐ ❛♠❡♥és
à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ tr♦✐s ❤✐ér❛r❝❤✐❡s q✉✐ s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣♦✉r ❉❛t❛✱ Pr♦♣ ❡t ❙♣❡❝✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞❛♥s ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♥✬❛✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❉❛t❛
❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧❛ rè❣❧❡ ✿

❉❛t❛ : ❉❛t❛
.

❖♥ ❛✉r❛ ❛❧♦rs E(❚②♣❡(i)) = ❉❛t❛ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ✉♥✐✈❡rs ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❙♣❡❝✳

✶✺✺



✺✳✺✳✷ ▲♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❝❧❛ss✐❝ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
(A : Pr♦♣)¬¬A → A✮✳ ❈❡t ❛①✐♦♠❡ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡
❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ◆♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳
▲✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝♦♠♠❡♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◗✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✏❢❛✐❜❧❡✑
✭❧❡ ♣ré❞✐❝❛t T ✮ ♦✉ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❢♦rt❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s
t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡ ❧✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❝❧❛ss✐❝ ❞❛♥s ❝❡s ♣r❡✉✈❡s✳
❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❛♠❡♥❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❛♥s ✉♥ ♠♦♥❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❝♦✉r❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ▲♦rsq✉✬♦♥
✈❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ s✐ ♦♥ ♥❡ s✬✐♥tér❡ss❡ q✉✬à ❧❛ ♣r♦♣r✐été
❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✉❧♦✐r s❡ r❛♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à s❛✈♦✐r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡✳ ❙✐ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ❛
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ≺ s✉r ✉♥ t②♣❡ A ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝r♦✐ss❛♥t❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❞❡ A ❞❛♥s ♥❛t✳ ■❧
❡st ✐♠♠é❞✐❛t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r A✱ ❡t ❝❡❝✐
✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❡♥ A✳

✺✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❉✬✉♥❡
♣❛rt ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♥♦♥ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ ❛✉t♦r✐✲
s❛♥t ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
♥♦s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ❧♦✉r❞❡ ♠❛✐s ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ❛tt❡♥❞✉s✳
■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❝♦♥♥❛✐ss❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t
♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧✬❛❝❝❡ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣♦✉r ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡✳ ❈❡t ❛①✐♦♠❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ❈❡ s❡r❛ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐❡ ❛ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ P❳✳
▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ❡♥
r❡str❡✐❣♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts à êtr❡ ❜✐❡♥ t②♣és ❞❛♥s ❋ω✱ ♦♥ s❡
❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t
✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣r♦✉✲
✈❛❜❧❡♠❡♥t t♦t❛✉① ❞❛♥s ❧✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ▼❛✉r❡② ❢❛✐t❡ ♣❛r ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❬✷✽❪✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ♣❧✉s ❛❣ré❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❆❋2 ♦✉ à ❧❛ t❤é♦r✐❡ LTC ❞❡ P✳ ❉②❜❥❡r✳ ❖♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥s ♣ré❞✐❝❛ts
❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ ❞é❝r✐✈❡♥t ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳

✶✺✻



▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ s❡♠❜❧❡ ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡
à ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ t②♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t
❝♦♥✢✐❝t✉❡❧ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❝♦♥❝r❡ts✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s
ré❝✉rs✐❢s ❛✈❛✐❡♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés s✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❛✐t ❧❛ η✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥t❡r❞✐t ❝❡tt❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s très ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ s❡ ❧✐♠✐t❡r
à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❞✬êtr❡ 0 ♦✉ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳

✶✺✼



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆✉tr❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡

♣r♦❣r❛♠♠❡s

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs s②stè♠❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ♣r❡✉✈❡s ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ◆♦✉s
❡♥ ❛✈♦♥s ♣❛r❧é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ◆♦✉s r❡✈❡♥♦♥s ✐❝✐ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r
❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❧❡✉rs r❛♣♣♦rts ❛✈❡❝ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s
❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡
♣r❡✉✈❡s ❛ été ❢❛✐t❡ ♣❛r ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❬✷✸❪✳

✻✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✱ t❡❧ q✉✬✐❧ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❬✸✻❪✱ ❝♦♠♣♦rt❡ ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐✣❝✉❧tés
q✉❡ ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s à ❧✬ét❛t ♣✉r ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧❛ ♣ré✲
s❡♥❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✉t✐❧❡s✳ P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❇✳ ◆♦r❞strö♠ ❡t ❑✳ P❡tt❡rs♦♥ ❬✸✺❪ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ t②♣❡ ✏s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✑✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♥✬❡st ♣❛s s❛♥s ❞✐✣❝✉❧té ❬✹✵❪✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❝❡ t②♣❡ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

✻✳✶✳✶ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❥✉❣❡♠❡♥ts ✿ A ❚②♣❡ ✭A ❡st ✉♥ t②♣❡✮
❡t a ∈ A ✭a ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ A ♦✉ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A✮✳ ❆ ❝ôté ❞❡ ❝❡ ❥✉❣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s
t②♣❡s✱ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✿ A Pr♦♣ ✭A ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮
❡t A true ✭A ❡st ✈r❛✐✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A✮✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ rè❣❧❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❛✈❡❝ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥
s✉r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ❧❡s t②♣❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞é❞♦✉❜❧é❡s
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❡t ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♦♥ ❛✉r❛ ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✭❡♥ ♦♠❡tt❛♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❣❛❧✐té✮ ✿

✶✺✽



❋♦r♠❛t✐♦♥
A ❚②♣❡ P (x) ❚②♣❡ [x ∈ A]

(Πx ∈ A)P (x) ❚②♣❡

A ❚②♣❡ P (x) Pr♦♣ [x ∈ A]

(∀x ∈ A)P (x) ∈ Pr♦♣

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
p(x) ∈ P (x) [x ∈ A]

λx.p(x) ∈ (Πx ∈ A)P (x)

P (x) true [x ∈ A]

(∀x ∈ A)P (x) true

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
c ∈ (Πx ∈ A)P (x) a ∈ A

(c a) ∈ P (a)

(∀x ∈ A)P (x) true a ∈ A

P (a) true

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♦♥ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ (Πx ∈ A)P (x)✳ P♦✉r ❧❡ t②♣❡
❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥ é❝r✐r❡ ❞❡✉①✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ♥♦t❡ A+B
❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡s t②♣❡s A ❡t B✱ ❡t i ✭r❡s♣✳ j✮ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ A ❞❛♥s A + B ✭r❡s♣✳ B
❞❛♥s A+B✮✱ ❧❡s é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥s ❞❡ A+B s❡r♦♥t ✿

c ∈ A+B d(x) ∈ C(i(x)) [x ∈ A] e(y) ∈ C(j(y)) [y ∈ B]

D(c, (x)d(x), (y)e(y)) ∈ C(c)

c ∈ A+B C(i(x)) true [x ∈ A] C(j(y)) true [y ∈ B]

C(c) true

▲❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ Pr♦♣ ❡t ❚②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ♥♦tr❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ Pr♦♣ ❡t ❙♣❡❝✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡
rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣♦✉r ♥♦✉s à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

((C : ❙♣❡❝)(A→ C) → (B → C) → C) → ((C : Pr♦♣)(A→ C) → (B → C) → C)

q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré êtr❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✱ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥❡ s❡ ♣♦s❡♥t ♣❛s✱
❝❛r ❝❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s♦♥t ❞é❥à ♣r♦✉✈❛❜❧❡s✳

✻✳✶✳✷ ▲❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ s♦♥t ✿

❋♦r♠❛t✐♦♥
A ❚②♣❡ P (a) Pr♦♣ [a ∈ A]

{x ∈ A|P (x)} ❚②♣❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
a ∈ A P (a) true

a ∈ {x ∈ A|P (x)}

✶✺✾



❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s

a ∈ {x ∈ A|P (x)} c(x) ∈ C(x) [x ∈ A,B(x) true]

c(a) ∈ C(a)

❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

a ∈ {x ∈ A|P (x)} C(x) true [x ∈ A,B(x) true]

C(a) true

❖♥ ❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ s✐ a ∈ {x ∈ A|P (x)} ❛❧♦rs a ∈ A ❡t P (a) true✳ ▲❡ ❥✉❣❡♠❡♥t a ∈ A
❞♦✐t s❡ ❧✐r❡ ❝♦♠♠❡ a ré❛❧✐s❡ A ❡t ♥♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♠❡ a ❡st ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ A✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬ét❛✐t
❧❡ ❝❛s ♣❛r ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✳

❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡ s❡✉❧ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡r ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❡ t②♣❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✮ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❙✐ ❯♥✐t ❡st ❧❡ t②♣❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡t s✐ P ❡st ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧♦rs
{x ∈ Unit |P (x)} ❡st ✉♥ t②♣❡ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐té s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ P ❡st ✈r❛✐✳

❆❥♦✉t ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s t❡❧s q✉✬✐❧s s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬✸✷❪ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ré❝✉rs✐❢s✳
◆♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ P✳ ❉②❜❥❡r ❬✶✻❪✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t P ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t
P true✳ ❙✐ ✏t ∈ C[x ∈ A]✑ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛❜str❛✐r❡ t ♣❛r r❛♣♣♦rt à x✱ ❝❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥
t❡r♠❡ ♥♦té (x)t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡✳ ❖♥ é❝r✐t ♣❛r❢♦✐s t s♦✉s✲❧❛ ❢♦r♠❡ f(x) ❡t ♦♥
♣♦s❡ ❛❧♦rs f = (x)f(x)✳
❙✐ A ❚②♣❡ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝❧❛ss❡ s✉r A✳ ❖♥ ❞✐r❛ q✉❡ P ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ s✉r A
s✐ P (x) Pr♦♣ [x ∈ A] ❡t ♦♥ ♥♦t❡r❛ P : Class(A)✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭aǫY ✮ q✉✐
❡①♣r✐♠❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t a ❞❡ t②♣❡ A à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ Y ✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡st ✿

a ∈ A P (a)

aǫP

❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ Φ s✉r ❧❡s
❝❧❛ss❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

Φ(X) : Class(A)[X : Class(A)].

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ Φ ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ X ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Y ❛❧♦rs Φ(X) ❡st
✐♥❝❧✉s ❞❛♥s Φ(Y )✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❢♦r♠❛t❡✉r ❞❡ ❝❧❛ss❡ ❋✐① ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ✿

aǫΦ(Fix (Φ))

aǫFix (Φ)

▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ✿

c ∈ A cǫFix (Φ) Q(x) [x ∈ A, xǫFix (Φ), xǫΦ(Q)]

Q(c)

✶✻✵



▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ✿

c ∈ A cǫFix (Φ) g(f, y) ∈ C(y) [X : Class(A), f(x) ∈ C(x)[x ∈ A, xǫX], y ∈ A, yǫΦ(X)]

fix (g, c) ∈ C(c)

❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ♣ré♠✐ss❡s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❣❛❧✐té ❞✐t q✉❡ ✿

fix (g, c) = g(fix (g), c)

❈❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ✉♥❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ❢♦♥❞é❡✳
▲✬❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛ été ♣rés❡♥té ❡♥ ✺✳✹✳✹✳ ❈❡❧❛
r❡✈✐❡♥t ♣♦✉r ♥♦✉s à ♣♦s❡r ✿

Fix (Φ) ≡ [c : A](P : A→ Pr♦♣)((x : A)(Φ P x) → (P x)) → (P c)

■❧ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ Fix (Φ)
❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▲✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

(c : A)(Fix (Φ) c)
→ (C : A→ ❙♣❡❝)

((y : A)((X : A→ Pr♦♣)((x : A)(X x) → (C x)) → (Φ X y) → (C y))
→ (C c)

✻✳✶✳✸ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✭▲❚❈✮

P✳ ❉②❜❥❡r ❛ ét✉❞✐é ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥♦♥ t②♣é ❬✶✺❪✳
▲❛ ❚❤é♦r✐❡ ▲♦❣✐q✉❡ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ✭▲❚❈✮ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❛✐♥s✐✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞❡s t②♣❡s ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ t②♣és✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧
♥♦♥ t②♣é ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❜♦♦❧é❡♥s✱ ❡♥t✐❡rs✱ ♣❛✐r❡s ❡t s♦♠♠❡s✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡s t❡r♠❡s✱ ❛✈❡❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t N
q✉✐ ❞✐t q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
P✳ ❉②❜❥❡r ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ x ∈ A ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ A✳ ▲❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❛s s♦♥t ✿
✕ n ∈ nat ≡ N (n)
✕ b ∈ bool ≡ b = true ∨ b = false

✕ q ∈ A+B ≡ (∃x ∈ A.q = (inl x)) ∨ (∃y ∈ B.q = (inr y))
✕ q ∈ A×B ≡ ∃x ∈ A.∃y ∈ B.q = (a, b)
✕ f ∈ A→ B ≡ ∃b.(∀x ∈ A.b(x) ∈ B) ∧ f = λ(b)
❆✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✿ ∃x ∈ A.B(x) ≡ ∃x.(x ∈ A) ∧B(x)

∀x ∈ A.B(x) ≡ ∀x.x ∈ A⇒ B(x)

P✳ ❉②❜❥❡r ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ❈❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❥✉sq✉✬à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ✭0✱ ❙ ✱tr✉❡✱ ❢❛❧s❡✱
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✐♥r✱ ✐♥❧✱ λ, . . .✮✳ ■❧ ♠♦♥tr❡ ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ s✐ t ∈ A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡ ♣♦✉r A ✉♥ t②♣❡ ✏s✐♠♣❧❡✑✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❢♦r♠é à ♣❛rt✐r ❞❡ ♥❛t ❡t ❜♦♦❧ ♣❛r ♣r♦❞✉✐t✱ s♦♠♠❡ ♦✉ ✢è❝❤❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❡r♠❡ t
❛❞♠❡t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ t ∈ A ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳
P✳ ❉②❜❥❡r ♣r♦♣♦s❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r s♦♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ é❝r✐t ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦♥
t②♣é ♣✉✐s ♦♥ ♣r♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ❡st ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t
❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
✈✐s✐♦♥ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❞✬❛❜♦r❞
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣✉✐s ♦♥ ♣r♦✉✈❡ s❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡st q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❡①♣r✐♠❡♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞❛♥s ✉♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ✏t②♣é❡✑✳

✻✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ◆✉♣r❧

❈❡ s②stè♠❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢ ♠❛✐s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①✲
t❡♥s✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡st q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❥✉❣❡♠❡♥t a ∈ A✱ ❧❡ t❡r♠❡ a ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✏❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✑✳
❊❧❧❡ ❛✉t♦r✐s❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ré❞✉✐t ❞❡
❝❡ t❡r♠❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
▼❛r❦♦✈ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é❡ ✿

(∀x ∈ N.(P x) ∨ ¬(P x)) →!(∃x ∈ N.(P x)) → ∃x ∈ N.(P x)

❖ù !A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ t②♣❡ A ❞♦♥t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❛ été ❝❛❝❤é❡✳ ❖♥ ❞✐ss♦❝✐❡ ❛✐♥s✐
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳

✻✳✷✳✶ ▲❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

▲❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ■❧ ② ❛ ❞❛♥s ◆✉Pr❧ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❡♥t✐❡rs✱ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡t ❧❡ t②♣❡ a ∈ A✳ ❉❡s
❝♦♥st❛♥t❡s s♦♥t ❡①tr❛✐t❡s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝❡s t②♣❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♥❡ r❡❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

❯♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❝❤❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐❢ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡s s❛✉❢ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡
❢♦r♠❡ q✉✐ ♥❡ t✐❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

y : A, [B(x)], u = y ∈ A ⊢ t ∈ T

u : {x : A|B} ⊢ (λy.t u) ∈ T

❉❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧❛ ♣ré♠✐ss❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ B(x) ❡st ❝❛❝❤é❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬✐♥❞✐q✉❡♥t
❧❡s ❝r♦❝❤❡ts ❝❛rrés✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st ❧à ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s t✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ♦✉ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été Q(y) ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ {y : B|Q(y)}✳

✶✻✷



✻✳✷✳✷ ❋♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❛♥s ◆✉Pr❧ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ♣♦✉r ♣❡✉ q✉❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ s♦✐t ♣♦s✐t✐✈❡
❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❝♦♥str✉❝t❡✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ❞é❝r✐t ❝❡s t②♣❡s✳ ■❧s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ❡♥
r❡str❡✐❣♥❛♥t ❧❡✉rs ❞♦♠❛✐♥❡s à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❝r✐t ♣❛r ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣ré❞✐❝❛ts✳
❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❡t ❙✳ ❙♠✐t❤ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ ❡t ❞❡ t②♣❡ ♣❛rt✐❡❧ ❬✹✱ ✺❪✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ T ✉♥ t②♣❡ T q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s
♦❜❥❡ts ❞❡ t②♣❡ T q✉✐ ♥❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣❛r❧❡r ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s✳

❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ◆✉♣r❧ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ t②♣❛❣❡ ❞❡ ◆✉♣r❧ ♥✬❡st ♣❛s
❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ✐❧ ♥✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛s ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ✉♥ t②♣❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳

✻✳✸ ▲❡ s②stè♠❡ P❳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❡♥tr❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❡t ❧❡ s②stè♠❡ P❳ ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥❞r♦✐ts✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❛ ♠♦♥tré q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ ét❛✐❡♥t ❜❛s✐q✉❡♠❡♥t ❞❡
❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❞❛♥s P❳ ♣♦✉✈❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ t❡❧❧❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✳

✻✳✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▲❡ s②stè♠❡ P❳ ❞❡ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❬✷✹❪ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✏✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✑
❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❋❡❢❡r♠❛♥✳ ▲✬❡✛♦rt ❛ été ♣♦rté ❞❛♥s P❳
s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♦❜t❡♥✉ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥✮✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é
❡♥ ▲■❙P ❡t ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ♦♥ é❝r✐t ❧❡s
♣r❡✉✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧s✳

▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ P❳ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à s❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❛
❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❡r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t
❧✐❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞✉ ✜❧tr❛❣❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡
P❳ ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳

❋♦r♠✉❧❡s✳ P❳ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ t②♣é❡ ♠❛✐s ❝❡rt❛✐♥❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s
❝❧❛ss❡s✳ ❉✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ r❡♠♣❧❛❝❡r❛ ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts a ∈ A
❞❡s t❤é♦r✐❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛t♦♠✐q✉❡s s♦♥t ❧✬é❣❛❧✐té✱ ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈r❛✐❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ s✐ e ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✿

E(e) e ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
Class(e) e ❡st ✉♥❡ ❝❧❛ss❡
[e1, . . . , en] : en+1 e1, . . . , en ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ❧❛ ❝❧❛ss❡ en+1
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◆♦t♦♥s ♣❛r♠✐ ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ⋄ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❝❛❝❤❡r
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠❡r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✳

❋♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✵✳ P❳ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉
❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ q✉✐ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✭♦✉ r❛♥❣✮ ✵✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✵
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❍❛rr♦♣ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ⋄A ♣♦✉r A q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♦✉ ✜❧tr❛♥t❡s ❢♦r♠é❡s à
♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✵✳

▲♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ P❳ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❞❡s s❡❣♠❡♥ts Γ ⊢ A ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s A ❡st ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ ❡t Γ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✳
◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ♣❛s ✐❝✐ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡✳ ◆♦t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t
E ❡st str✐❝t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✱ ❛❧♦rs
❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ❢❡r♠❡t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ q✉✐ ❛ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r✳
❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✵✱ ❛❧♦rs ✉♥ ❛①✐♦♠❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ A ❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t à ⋄A✳ P♦✉r
t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A✱ ⋄A ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ♥é❣❛t✐♦♥ ❞❡ A✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st
❞♦♥❝ ❛✉t♦r✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✵✳

❈■●✲ré❝✉rs✐♦♥✳ P❳ ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ré❝✉rs✐✈❡s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ ❙♦✐t H
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✵ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❝❧❛ss❡ X0 ❛♣♣❛r❛✐t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ✭❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s [e1, . . . , ep] : X0 q✉✐ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣♦s✐✲
t✐✈❡♠❡♥t✮ ❡t q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❞✬❛✉tr❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❡r ✉♥❡
❝❧❛ss❡ µX0{~x|H} q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
✭❝r♦✐ss❛♥t❡✮ q✉✐ à ❧❛ ❝❧❛ss❡ X0 ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ~x t❡❧s q✉❡ H ❡st ✈r❛✐✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥✲
tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ µX0{~x|H} s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❛tt❡♥❞✉❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦r♣s ❡st ❝❛❧❝✉❧é s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ H✳
❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛②❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞❡ b ♣❛r a ❡st ✿

let rec remainder a b = if b < a then b else remainder a (b− a)

▲❛ ❝❧❛ss❡ ✉t✐❧✐sé❡ s❡r❛ ✉♥❡ s♦✉s ❝❧❛ss❡ D(a) ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ N ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
❈■●✲ré❝✉rs✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝❧❛ss❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

b : D(a) ≡ if b < a then T else (b− a) : D(a)

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✈❡❧♦♣♣é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ✿

a : N, b : D(a) ⊢ ∃r : N.Rem(a, b, r)

■❧ r❡st❡ ❡♥s✉✐t❡ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ a ❡t b s♦♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t s✐
a ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧ ❛❧♦rs b ❡st ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ D(a)✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✵
♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✳

✶✻✹



✻✳✸✳✷ ♣①✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té

▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ P❳ ❡st ✉♥❡ q✲ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✏a ré❛❧✐s❡ A✑
✭♥♦té❡ a ① A✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ A ❡st ♣r♦✉✈❛❜❧❡✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t a ① A ✐♠♣❧✐q✉❡ E(a)
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ a ❛ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ a ① A⇒ B ✭✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

E(a) ∧ A⇒ B ∧ ∀b.b ① A⇒ ❧❡t c = (a b) ✐♥ c ① B

✭◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❧❡t ✐♥ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ∇ ❞❡P❳✳✮ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té a ① A
♣♦✉r A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✵ ❡st a = nil ∧ A✳ P♦✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ t②♣❡
✵✱ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ♦♣t✐♠✐sé❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ✐❣♥♦r❡r ❧❡s s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✵✳

▲❡ s②stè♠❡ P❳ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❛✈❛♥çés ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s✳

✻✳✹ ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡

▲❡ s②stè♠❡ ❞✬❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❆❋2✮ ❞❡ ❏✳▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❬✷✾❪ ❡st ✉♥❡
❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳

▲♦❣✐q✉❡✳ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❆❋2 ❞é❝r✐t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t ✿

Γ ⊢E t ∈ A

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ Γ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ t
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❡t E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ rè❣❧❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ a = b s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s E ❡t s✐ Γ ⊢E t ∈ A ❛❧♦rs Γ ⊢E t ∈ A[a/b]✳

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ ❆❋2 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✏x ré❛❧✐s❡ A✑
q✉✐ ❡st ♥♦té❡ x⊢⊢A✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

x⊢⊢P (t1, . . . , tn) ≡ P (t1, . . . , tn, x)
x⊢⊢A⇒ B ≡ ∀y.y⊢⊢A⇒ (x y)⊢⊢B
x⊢⊢∀y.A ≡ ∀y.x⊢⊢A
x⊢⊢∀Y.A ≡ ∀Y.x⊢⊢A

❆ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❆❋2 ✭q✉✐ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ λ✲t❡r♠❡✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ t❡r♠❡
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ré❛❧✐s❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✳ ◆♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳

❙é♠❛♥t✐q✉❡✳ P❧✉tôt q✉✬à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ x⊢⊢A ❞❛♥s ❆❋2 ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡
s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡✳ ▲❛ ✈✐s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❜❡❛✉❝♦✉♣
♠♦✐♥s ✏s②♥t❛①✐q✉❡✑ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ✈✉s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳

✶✻✺



❚②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t s❡ ❢❛✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s
❧❡ s②stè♠❡ ❆❋2 ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡ q✉✐ ❛ été ✈✉ ❥✉sq✉✬✐❝✐✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ❞é❝r✐r❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s 0 ❡t S ♣♦✉r ❧❡ ③ér♦ ❡t ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ P♦✉r
❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p ❡t ❧❡s ❛①✐♦♠❡s
❞✬é❣❛❧✐té p(0) = 0 ❡t p(S(n)) = n✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés
♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✉♥ ré❛❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ✿

∀x.N (x) → N (p x).

N (x) ❡st ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✿

∀P.P (0) → (∀u.P (u) → P (S(u))) → P (x)

▲❡ ♣♦✐♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐
❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ N (x) ❞é✜♥✐t ❝❡ q✉❡
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❢♦r♠❡❧ ♦✉ t②♣❡ ✈❛❧❡✉r✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥
♠♦❞è❧❡ ♦♥ ❛ t ré❛❧✐s❡ N (x) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x = t ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡
❞❡s t❡r♠❡s 0 ❡t S✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❆❋2 ❞❛♥s ❧❡ ❈❛❧❝✉❧
❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t ❞❛♥s ✉♥
t②♣❡ U ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❚②♣❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳

P♦✐♥t ✜①❡✳ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ s✉❣❣èr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣❡t✐ts ♣♦✐♥ts
✜①❡s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ▼✳ P❛r✐❣♦t ❞é✜♥✐t ✉♥ t②♣❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❝♦♠♠❡ ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

N ′(x) = ∀P.P (0) → (∀u.N ′(u) → P (u) → P (S(u))) → P (x)

❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ n ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ✿ λx.λf.(f n (n x f))✳
P♦✉r ❣ér❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❛♥s ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉①
s❡♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❡t ré❛❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ❧✬✐❞❡♥t✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s✳

❊❣❛❧✐té✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❞✉ s②stè♠❡ ❆❋2 ❡st ❧✬é❣❛❧✐té✳ ▲❡ s②stè♠❡
❝♦♥t✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥t❡r♥❡ q✉❡ s✐ t = t′ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡t s✐ u ré❛❧✐s❡ P (t) ❛❧♦rs u
ré❛❧✐s❡ P (t′)✳ P❛r r❛♣♣♦rt à ♥♦tr❡ s②stè♠❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s s❡ ❞é❝r✐✈❡♥t ♣❛r ❞❡s
é❣❛❧✐tés✳

✻✳✺ ❆✉tr❡s s②stè♠❡s

✻✳✺✳✶ Pr✉♥✐♥❣

▲♦rsq✉✬♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣✲
♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❛♥s s❛ t❤ès❡ ❬✷✶❪✱ ❈❤✳

✶✻✻



●♦❛❞ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐t❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r✉♥✐♥❣
s✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts✳
▲✬✐❞é❡ ❞✉ ♣r✉♥✐♥❣ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✏✐❢ e t❤❡♥ a ❡❧s❡ b✑ s♦✉s✲
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ C✱ ♦♥ é❝r✐t ❞❡✉① ♣r❡✉✈❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ e = true → C✱
❧✬❛✉tr❡ ❞❡ e = false → C✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✉r ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ e ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ C
❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦♣t✐♠✐sé✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ é❝r✐t ❝❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①✐st❛♥t✳ ❈❤✳ ●♦❛❞ ét✉❞✐❡ ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❧✬❡①❡♠♣❧❡
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ✏❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✑✳

❊①❡♠♣❧❡✳ ▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❈✳ ●♦❛❞ ❞é❝r✐t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡ q✉✐
✐❧❧✉str❡ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉①
♥♦♠❜r❡s x ❡t y✱ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ x+ y ❡t xy✳

u(x, y) = ✐❢ x ≤ 1 t❤❡♥ y + 1 ❡❧s❡ ✐❢ y ≤ 1 t❤❡♥ x+ 1 ❡❧s❡ 2xy

▲❛ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à y = 0.5 ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿

u(x, 0.5) = ✐❢ x ≤ 1 t❤❡♥ 1.5 ❡❧s❡ x+ 1

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r q✉❡ x+ 1 ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡ q✉✐ ❝♦♥✈✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs✳

▲❡ s②stè♠❡ ❢♦r♠❡❧

▲❡ s②stè♠❡ ✉t✐❧✐sé ❡st ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛✲
❧✐s♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

Pr✉♥✐♥❣✳ ▲❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ■❧ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é❧✐✲
♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧✳

Π1 Π2 Π3

A ∨B C C

C
⇒

Π2

C
s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ Π2

Π1 Π2 Π3

A ∨B C C

C
⇒

Π3

C
s✐ B ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ Π3

Π1 Π2

∃x.A C

C
⇒

Π2

C
s✐ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ Π2
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❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ P❛r ❧✬✐s♦♠♦r❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉✲
r❡❧❧❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❈❤✳ ●♦❛❞ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❣❛r❞❡r t♦✉t❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ❍❛rr♦♣ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉t✐❧❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s
s❡ s❡r✈✐r ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❝❧❛ss✐q✉❡ q✉✐ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝✲
t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✐ ✏♦✉❜❧✐❡✑ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞♦♥t ♦♥
❛ ❜❡s♦✐♥✳ ■❧ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té q✉✐ ❣❛r❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s♦♥t ❡①tr❛✐ts ❡st ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡✳ ❉❡ t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❍❛rr♦♣ ❡st
❡①tr❛✐t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ Π ❞❡ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❡t ✉♥ t②♣❡ Γ(Π)✳ ▲✬♦r✐✲
❣✐♥❛❧✐té ❞❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✉ ❝♦♥♥❡❝t❡✉r
❡①✐st❡♥t✐❡❧✳

Γ(

Π1 Π2 Π3

A ∨B C C

C
) = OE(β,Γ(Π1),Γ(Π2)[αA/β],Γ(Π3)[αB/β]) : C

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s αA ❡t αB r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s A ❡t B✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ β ♥✬❡st
❧✐❜r❡ ♥✐ ❞❛♥s Γ(Π2) ♥✐ ❞❛♥s Γ(Π3)✱ OE ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✿

case(Γ(Π1), λαA.Γ(Π2), λαB.Γ(Π3) : P.

▲❡ ♣r✉♥✐♥❣ ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡①tr❛✐ts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

OE(β, t1 : A ∨B, t2 : C, t3 : C) : C ⇒ t2 : C s✐ β ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t2.

Pr✉♥✐♥❣ ❞❛♥s ❘❈❈✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r
✐♠♣❧❛♥t❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡r❞✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✱ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t
s❛♥s ❞♦✉t❡ s❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ Ã
é❣❛❧❡ à ✿

(C : ❙♣❡❝)(A→ C) → C

❖♥ ❛ E(Ã) = Unit ❧❡ t②♣❡ à ✉♥ é❧é♠❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛r❞❡r ✉♥❡ tr❛❝❡ ❞❡s
❞✐✛ér❡♥t❡s ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧ ❡t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦❞❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ♥❡ ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✿

Ã⇒ A

q✉✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t ❧✬❡✛❡t ❢â❝❤❡✉① ❞✬♦✉❜❧✐❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ A✳

✶✻✽



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♣rés❡♥t❡r s❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❡t s❡s
❞é❢❛✉ts✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳

▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s

▲✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞ ❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✐♠♣❧❛♥té ♣❛r ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡
✐♥❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡❝✐ ✐❧❧✉str❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❛r ❞❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ♦✉ ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳
▲❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ✉♥✐❢♦r♠✐té✱ ❡st ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t
♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r
❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡✱ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r
❧❡s t❡r♠❡s ❞♦♥t ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t
❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❧♦❣✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❝❡tt❡ ❞✐st✐♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳

❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ét❡♥❞✉
❡t ♣r♦✉✈é s❛ ✈❛❧✐❞✐té✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ t♦✉t❡ ♣r❡✉✈❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡❝t ❞♦♥t
♦♥ ❛ r❡t✐ré ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳
❯♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❧✉tôt q✉❡
❞❡ ❧❡s ♣r♦✉✈❡r✳ ❈❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ♣r♦✉✈❛❜❧❡s ♦✉ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥ t❡r♠❡ ✏♠❡✐❧❧❡✉r✑ q✉❡ ♥❡ s❡r❛✐t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té
❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡t ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s
❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❝♦♠♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ t②♣❡ ✏s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✑✳
▲❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦✉s s❡rt ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❞❡s ✏❡♥t✐❡rs ❝♦♥str✉✐ts✑✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ t②♣❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭♦♥ ❛ ✉♥ ③ér♦ ❡t ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✮
♠❛✐s✱ ❞❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥str✉✐ts✳ ▲❡ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té s❡ ❢❛ss❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈ér✐✜❡r
♠é❝❛♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡s ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥s✳
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Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ s❛♥s ❝♦♥t❡♥✉ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡✳ ◆♦tr❡ s②stè♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s②♥✲
t❛①✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ✏sé♠❛♥t✐q✉❡✑ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣réré❛❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱
q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ♣réré❛❧✐sé❡s✳ ❘❡❝♦♥♥❛îtr❡ q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
❡st ♣réré❛❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ❡①tr❛✐t✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❛ ❧❛ ♣♦s✲
s✐❜✐❧✐té ❞✬❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s q✉✐ s♦♥t
r❡❝♦♥♥✉❡s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ♣réré❛❧✐sé❡s✳

▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s
❞✐✛ér❡♥ts ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ✉♥❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❋ω q✉✐
❢♦✉r♥✐t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s✱ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✱ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❲❛rs❤❛❧❧ ❞❛♥s
❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❋✳ P❢❡♥♥✐♥❣ ❬✸✾❪✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❛♥s ❋ω ❛ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞❡ ♥❡ ♣❛s ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❛
ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✮✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r✐♥✲
❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥♥❡ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿

f(n) = if n = 1 then 0
if (even n) then f(n/2)
else f(3n+ 1).

❈r✐t✐q✉❡

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t✳

Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❋ω ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✱
❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✏♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✑ q✉✐ ❡st ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐❢✳
❈❡❝✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈✐té ♣❡r♠❡t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❛✉tr❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ♥✬ét❛✐t✱ à
♣r❡♠✐èr❡ ✈✉❡✱ ♣❛s très ❡✣❝❛❝❡✳ ◆♦✉s ♥❡ s❛✈♦♥s ♣❛s s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♦✉ ❜✐❡♥ s✬✐❧ ❢❛✉❞r❛ ❛❥♦✉t❡r ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ♣❡rs✲
♣❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ s✬♦r✐❡♥t❡r❛✐t ✈❡rs ✉♥ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s❡✉❧❡s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ♣✉r❡♠❡♥t ❧♦❣✐q✉❡s
s❡r❛✐❡♥t ✐♠♣ré❞✐❝❛t✐✈❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❡ ❢❡r❛✐t ❧✉✐ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✏t②♣❡s✑✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝✲
t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♥♦②❛✉ ♣✉r❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ▼▲✳
▲✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥

✶✼✵



❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞♦✐✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s
t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s✳

❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ Pr♦❣r❛♠♠❡r ❞❛♥s ❋ω ♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦rt❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣és✳ ◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
s✬❛❞❛♣t❡ ❜✐❡♥ à ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐s✐♦♥
❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❡st
❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦♥t ♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡①tr❛✐ts✳
▲❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♣❛s très ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♣❛r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣✉rs✳ ❊❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t s❛♥s
❞♦✉t❡ êtr❡ ♣❧✉s ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ❛✈❡❝ t②♣❡s ♣r✐♠✐t✐❢s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼▲ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❛ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭♦♥ ♥❡ ré❞✉✐t ❥❛♠❛✐s s♦✉s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✮✳
■❧ r❡st❡ à ❢❛✐r❡ s✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❞❡s ét✉❞❡s ♣r❛t✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ❛✈✐s r❛✐s♦♥✲
♥❛❜❧❡ s✉r ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❊①t❡♥s✐♦♥s

■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ✉♥ ✈ér✐t❛❜❧❡ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣r❡✉✈❡s✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❛❧❧❡r ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✳
❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❡✈r♦♥t êtr❡ rés♦❧✉s✳ ▲❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ♥♦tr❡
♠ét❤♦❞❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦✉r❞❡✉r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ tr♦✉✈❡r❛ ❛ss❡③
s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❲❛rs❤❛❧❧ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ✿

if b then true else false

q✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❞r❛✐t tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ b✳ ■❧ ♥✬❡st ♣❛s très ❛❣ré❛❜❧❡ ❞✬❛✈♦✐r à ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥s ♣♦✉r Pr♦♣ ❡t ❙♣❡❝✳ ■❧ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬♦✛r✐r à ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té
❞✬é❝r✐r❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❣é♥ér✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ✐♥st❛♥❝❡s s❡r❛✐❡♥t tr♦✉✈é❡s à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡✳

▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❛❝t✉❡❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥
❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s✳ ■❧ s❡r❛✐t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬❛✉❣♠❡♥t❡r ❝❡ s②stè♠❡
❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉✬✐❧ ❝❛❧❝✉❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ❡①♣❧♦✐t❡r❛✐t ❛✐♥s✐
❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❡st ✐♥t❡r♥❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞✬❛❥♦✉t❡r
✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥✳ ❙✐ A ❡st ❞❡ t②♣❡ ❙♣❡❝✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (x ∈ A)B s❡r❛✐t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥
♣♦✉r (x : E(A))R(A, x) → B✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ✿

(x ∈ {y : A|(P y)})(P x)

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❞✐✈❡rs
❛①✐♦♠❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✳

✶✼✶



❊①❡♠♣❧❡s

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ❞✐✛ér❡♥ts ❡①❡♠♣❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❝✲
t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❈❡✉①✲❝✐ ✉t✐❧✐s❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❋ω✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠❡ q✉✐❝❦s♦rt✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡
ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏st❛♥❞❛r❞✑✳

✶✼✷



❆♥♥❡①❡ ❆

❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s

❆✳✶ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❆✳✶✳✶ ▲❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡✉rs ❧♦❣✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✳
▲✬✐❞❡♥t✐té s✉r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❚ ✿ Pr♦♣ ❂ ■ ✿ ❚✳

❙②♥t❛① ■ ✧❁❴❃■❞✧✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛❜s✉r❞❡

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✈♦✐❞ ✭❈✿Pr♦♣✮❈✳

❙②♥t❛① ✈♦✐❞ ✧④⑥✧✳

◆é❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♥♦t ❬❆✿Pr♦♣❪❆✲❃④⑥✳

❙②♥t❛① ♥♦t ✧⑦❴✧✳

❉❡ A ❡t ¬A ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ⊥ ❡t t♦✉t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

❚❤❡♦r❡♠ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭❆✿Pr♦♣✮❆✲❃✭⑦❆✮✲❃④⑥

Pr♦♦❢ ❬❆✿Pr♦♣❪❬❤✶✿❆❪❬❤✷✿⑦❆❪✭❤✷ ❤✶✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ❛❜s✉r❞ ✭❆✿Pr♦♣✮✭❈✿Pr♦♣✮❆✲❃✭⑦❆✮✲❃❈

Pr♦♦❢ ❬❆✱❈✿Pr♦♣❪❬❤✶✿❆❪❬❤✷✿⑦❆❪✭❤✷ ❤✶ ❈✮✳

❈♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❙②♥t❛① ❛♥❞ ✧❴✴❭❭❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❬❆✱❇✿Pr♦♣❪ ✿ Pr♦♣ ❂ ❝♦♥❥ ✿ ❆✲❃❇✲❃✭❆✴❭❇✮✳

❙②♥t❛① ❝♦♥❥ ✧❁❴✱❴❃④❴✱❴⑥✧✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥s

✶✼✸



❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✱❇✿Pr♦♣✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ①✿❆✴❭❇✳

❚❤❡♦r❡♠ ♣r♦❥✶ ❆ Pr♦♦❢ ✭① ❆ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪②✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ♣r♦❥✷ ❇ Pr♦♦❢ ✭① ❇ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪③✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❙②♥t❛① ♣r♦❥✶ ✧❁❴✱❴❃❋st④❴⑥✧✳

❙②♥t❛① ♣r♦❥✷ ✧❁❴✱❴❃❙♥❞④❴⑥✧✳

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❙②♥t❛① ♦r ✧❴❭❭✴❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦r ❬❆✱❇✿Pr♦♣❪ ✿ Pr♦♣

❂ ♦r❴✐♥tr♦❧ ✿ ❆ ✲❃ ✭❆❭✴❇✮ ⑤ ♦r❴✐♥tr♦r ✿ ❇ ✲❃ ✭❆❭✴❇✮✳

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢✳
⊥ ❡st ♣réré❛❧✐sé❡

❆①✐♦♠ ❡①❝❡♣t ✿ ✭❈✿❙♣❡❝✮④⑥✲❃❈✳

▲❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ♣réré❛❧✐sé❡

❚❤❡♦r❡♠ ❛♥❞❴♥✉❧❧ ✭❆✱❇✿Pr♦♣✮✭❆✴❭❇✮✲❃✭❈✿❙♣❡❝✮✭❆✲❃❇✲❃❈✮✲❃❈

Pr♦♦❢ ❬❆✱❇✿Pr♦♣❪❬❤✿❆✴❭❇❪❬❈✿❙♣❡❝❪❬❢✿❆✲❃❇✲❃❈❪✭❢ ❁❆✱❇❃❋st④❤⑥ ❁❆✱❇❃❙♥❞④❤⑥✮✳

Pr♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s

❙②♥t❛① ♣r♦❞ ✧❴✫❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣r♦❞ ❬❆✱❇✿❙♣❡❝❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ♣❛✐r ✿ ❆✲❃❇✲❃✭❆✫❇✮✳

❙②♥t❛① ♣❛✐r ✧❁❴✱❴❃✭❴✱❴✮✧✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✱❇✿❙♣❡❝✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ①✿❆✫❇✳

❚❤❡♦r❡♠ ❢st ❆ Pr♦♦❢ ✭① ❆ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪②✮✳

❚❤❡♦r❡♠ s♥❞ ❇ Pr♦♦❢ ✭① ❇ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪③✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❙②♥t❛① ❢st ✧❁❴✱❴❃❋st✭❴✮✧✳

❙②♥t❛① s♥❞ ✧❁❴✱❴❃❙♥❞✭❴✮✧✳

❯♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❛ ❞✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❙②♥t❛① s✉♠❜♦♦❧ ✧④❴⑥✰④❴⑥✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✉♠❜♦♦❧ ❬❆✱❇✿Pr♦♣❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ❧❡❢t ✿ ❆ ✲❃✭④❆⑥✰④❇⑥✮ ⑤ r✐❣❤t ✿ ❇✲❃✭④❆⑥✰④❇⑥✮✳

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❙②♥t❛① s✉♠♦r ✧❴✰④❴⑥✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✉♠♦r ❬❆✿❙♣❡❝❀❇✿Pr♦♣❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ✐♥❧❡❢t ✿ ❆ ✲❃ ✭❆✰④❇⑥✮ ⑤ ✐♥r✐❣❤t ✿ ❇ ✲❃ ✭❆✰④❇⑥✮✳

❉✐s❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

❙②♥t❛① s✉♠ ✧❴✰❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✉♠ ❬❆✱❇✿❙♣❡❝❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ✐♥❧ ✿ ❆ ✲❃ ✭❆✰❇✮ ⑤ ✐♥r ✿ ❇ ✲❃ ✭❆✰❇✮✳

✶✼✹



❉❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

Pr♦❞✉✐t ❞❡ t②♣❡s

❙②♥t❛① P❘❖❉ ✧❴❉❛t❛❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ P❘❖❉ ❬❆✱❇✿❉❛t❛❪ ✿ ❉❛t❛ ❂ P❆■❘ ✿ ❆✲❃❇✲❃✭❆✯❇✮✳

❙②♥t❛① ♣❛✐r ✧❁❴✱❴❃❁❴✱❴❃✧✳

Pr♦❥❡❝t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✱❇✿❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ①✿❆✯❇✳

❚❤❡♦r❡♠ ❋❙❚ ❆ Pr♦♦❢ ✭① ❆ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪②✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ❙◆❉ ❇ Pr♦♦❢ ✭① ❇ ❬②✿❆❪❬③✿❇❪③✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❙②♥t❛① ❋❙❚ ✧❁❴✱❴❃❋❙❚✭❴✮✧✳

❙②♥t❛① ❙◆❉ ✧❁❴✱❴❃❙◆❉✭❴✮✧✳

❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à ✉♥✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❡t ❡♥t✐❡rs

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦♥❡ ✿ ❉❛t❛ ❂ tt ✿ ♦♥❡✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❜♦♦❧ ✿ ❉❛t❛ ❂ tr✉❡ ✿ ❜♦♦❧ ⑤ ❢❛❧s❡ ✿ ❜♦♦❧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♥❛t ✿ ❉❛t❛ ❂ ❖ ✿ ♥❛t ⑤ ❙ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✳

▲❡ t②♣❡ ❞❡s s✐♥❣❧❡t♦♥s

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❏ ❬❆✿❉❛t❛❪ ✿ ❉❛t❛ ❂ ✐♥❥ ✿ ❆ ✲❃ ✭❏ ❆✮✳

●❧♦❜❛❧ ♣✐ ✿ ✭❆✿❉❛t❛✮✭❏ ❆✮✲❃❆ ❂ ❬❆✿❉❛t❛❪❬①✿✭❏ ❆✮❪✭① ❆ ❬②✿❆❪②✮✳

Pr❡♠✐❡r ♦r❞r❡

❈♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢

❙②♥t❛① s✐❣ ✧❁❴❃❙✐❣✭❴✮✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✐❣ ❬❆✿❉❛t❛❀P✿❆✲❃Pr♦♣❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ❡①✐st ✿ ✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭❁❆❃❙✐❣✭P✮✮✳

❙②♥t❛① s✐❣✷ ✧❁❴❃❙✐❣✷✭❴✱❴✮✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ s✐❣✷ ❬❆✿❉❛t❛❀P✱◗✿❆✲❃Pr♦♣❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ❡①✐st✷ ✿ ✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭◗ ①✮✲❃✭❁❆❃❙✐❣✷✭P✱◗✮✮✳

❈♦♥♥❡❝t❡✉r ❡①✐st❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧

❙②♥t❛① ❡①✐ ✧❁❴❃❊①✐✭❴✮✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡①✐ ❬❆✿❉❛t❛❀P✿❆✲❃Pr♦♣❪ ✿ Pr♦♣ ❂ ❡①✐❴✐♥tr♦ ✿ ✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭❁❆❃❊①✐✭P✮✮✳

❙②♥t❛① ❡①✐✷ ✧❁❴❃❊①✐✷✭❴✱❴✮✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡①✐✷ ❬❆✿❉❛t❛❀P✱◗✿❆✲❃Pr♦♣❪ ✿ Pr♦♣ ❂ ❡①✐❴✐♥tr♦✷ ✿ ✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭◗ ①✮✲❃✭❁❆❃❊①✐✷✭P✱◗✮✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té✳

❙②♥t❛① ❡q❞ ✧❁❴❃❴❂❴✧✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡q❞ ❬❆✿❉❛t❛❀①✿❆❪ ✿ ❆✲❃Pr♦♣ ❂ r❡❢❧❴❡q✉❛❧ ✿ ❁❆❃①❂①✳

✶✼✺



Pr♦♣r✐étés

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ①✱②✱③ ✿ ❆✳

❚❤❡♦r❡♠ s②♠❴❡q✉❛❧ ✭❁❆❃①❂②✮ ✲❃ ❁❆❃②❂①

Pr♦♦❢ ❬❤✿❁❆❃①❂②❪✭❤ ❬✉✿❆❪❁❆❃✉❂① ✭r❡❢❧❴❡q✉❛❧ ❆ ①✮✮✳

❚❤❡♦r❡♠ tr❛♥s❴❡q✉❛❧ ✭❁❆❃①❂②✮ ✲❃ ✭❁❆❃②❂③✮ ✲❃ ❁❆❃①❂③

Pr♦♦❢ ❬❤✶✿❁❆❃①❂②❪❬❤✷✿❁❆❃②❂③❪✭❤✷ ❬✉✿❆❪❁❆❃①❂✉ ❤✶✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❙t❛❜✐❧✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡s ❆✱❇ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❢ ✿ ❆✲❃❇✳

❱❛r✐❛❜❧❡s ①✱② ✿ ❆✳

❚❤❡♦r❡♠ ❢❴❡q✉❛❧ ✭❁❆❃①❂②✮✲❃❁❇❃✭❢ ①✮❂✭❢ ②✮

Pr♦♦❢ ❬❤✿❁❆❃①❂②❪✭❤ ❬✉✿❆❪❁❇❃✭❢ ①✮❂✭❢ ✉✮ ✭r❡❢❧❴❡q✉❛❧ ❇ ✭❢ ①✮✮✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡st ♣réré❛❧✐sé❡

❆①✐♦♠ ❡q❴s♣❡❝ ✿ ✭❆✿❉❛t❛✮✭❛✱❜✿❆✮✭❁❆❃❛❂❜✮✲❃✭P✿❆✲❃❙♣❡❝✮✭P ❛✮✲❃✭P ❜✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘ ✿ ❆✲❃❆✲❃Pr♦♣✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡❢❧ ✭①✿❆✮✭❘ ① ①✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ tr❛♥s ✭①✱②✱③✿❆✮✭❘ ① ②✮ ✲❃ ✭❘ ② ③✮ ✲❃✭❘ ① ③✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s②♠ ✭①✱②✿❆✮✭❘ ① ②✮ ✲❃ ✭❘ ② ①✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡q✉✐✈ r❡❢❧ ✴❭ tr❛♥s ✴❭ s②♠✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❆✳✶✳✷ ❇♦♦❧é❡♥s ❡t ❊♥t✐❡rs

❆①✐♦♠❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s

❆①✐♦♠ ❜♦♦❧❴✐♥✐t✐❛❧ ✿ ✭❜✿❜♦♦❧✮✭P✿❜♦♦❧✲❃Pr♦♣✮✭P tr✉❡✮✲❃✭P ❢❛❧s❡✮✲❃✭P ❜✮✳

❆①✐♦♠ ❜♦♦❧❴✐♥❞ ✿ ✭❜✿❜♦♦❧✮✭P✿❜♦♦❧✲❃❙♣❡❝✮✭P tr✉❡✮✲❃✭P ❢❛❧s❡✮✲❃✭P ❜✮✳

❆①✐♦♠ tr✉❡❴❢❛❧s❡ ✿ ⑦❁❜♦♦❧❃tr✉❡❂❢❛❧s❡✳

❆①✐♦♠❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs

❆①✐♦♠ ♣❡❛♥♦ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭P ❖✮✲❃✭✭✉✿♥❛t✮✭P ✉✮✲❃✭P ✭❙ ✉✮✮✮✲❃✭P ♥✮✳

❆①✐♦♠ ♥❛t❴✐♥❞ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝✮✭P ❖✮✲❃✭✭✉✿♥❛t✮✭P ✉✮✲❃✭P ✭❙ ✉✮✮✮✲❃✭P ♥✮✳

❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ≤ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧❡ ❬♥✿♥❛t❪ ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣

❂ ❧❡❴♥ ✿ ✭❧❡ ♥ ♥✮

⑤ ❧❡❴❙ ✿ ✭♠✿♥❛t✮✭❧❡ ♥ ♠✮✲❃✭❧❡ ♥ ✭❙ ♠✮✮✳

✶✼✻



❖♥ ♣♦s❡ n < m ≡ (S n) ≤ m ❡t n > m ≡ ¬(n ≤ m)

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧t ❬♥✱♠✿♥❛t❪✭❧❡ ✭❙ ♥✮ ♠✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❣t ❬♥✱♠✿♥❛t❪⑦✭❧❡ ♥ ♠✮✳

❖♣ér❛t❡✉r ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✐t ✿ ❆✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❋ ✿ ♥❛t ✲❃ ❆ ✲❃ ❆✳

●❧♦❜❛❧ ❘❡❝ ✿ ♥❛t✲❃❆ ❂ ❬♥✿♥❛t❪✭♥❛t❴r❡❝ ♥ ❆ ✐♥✐t ❬❤✿♥❛t✯❆❪✭❤ ❆ ❋✮✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

Pré❞é❝❡ss❡✉r

●❧♦❜❛❧ ♣r❡❞ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t ❂ ✭❘❡❝ ♥❛t ❖ ❬✉✿♥❛t❪❬❢✿♥❛t❪✉✮✳

●❧♦❜❛❧ ❛❞❞ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃♥❛t ❂ ❬♥✱♠✿♥❛t❪✭♥ ♥❛t ♠ ❙✮✳

●❧♦❜❛❧ ❧ ✿ ♥❛t ❂ ✭❙ ❖✮✳

●❧♦❜❛❧ t✇✐❝❡ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t ❂ ❬♥✿♥❛t❪✭❛❞❞ ♥ ♥✮✳

▲❡♠♠❡s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs

∀n : nat ¬(S n) = 0

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮⑦❁♥❛t❃✭❙ ♥✮❂❖❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁❁❜♦♦❧❃tr✉❡❂❢❛❧s❡❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❞❡❢✐♥❡ ✧❢✧ ❁❁❬♠✿♥❛t❪✭♠ ❜♦♦❧ ❢❛❧s❡ ❬❜✿❜♦♦❧❪tr✉❡✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁❜♦♦❧❃✭❢ ✭❙ ♥✮✮❂tr✉❡❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁❜♦♦❧❃✭❢ ❖✮❂❢❛❧s❡❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❢❴❡q✉❛❧ ♥❛t✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❙♥❴❖✧❀❀

∀n, m : nat n ≤ m ⇒ (S n) ≤ (S m)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮✭❧❡ ♥ ♠✮✲❃✭❧❡ ✭❙ ♥✮ ✭❙ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴♥❴❙✧❀❀

❚r❛♥s✐t✐✈✐té

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✱♣✿♥❛t✮✭❧❡ ♥ ♠✮✲❃✭❧❡ ♠ ♣✮✲❃✭❧❡ ♥ ♣✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❧❡❴tr❛♥s✧❀❀

∀n : nat n ≤ (S n)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❧❡ ♥ ✭❙ ♥✮✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴♥❴❙♥✧❀❀

∀n : nat 0 ≤ n

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❧❡ ❖ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴❖❴♥✧❀❀

✶✼✼



Pr♦♣r✐été ❞✉ ré❝✉rs❡✉r

❣♦❛❧ ❁❁✭❆✿❉❛t❛✮✭✐♥✐t✿❆✮✭❋✿♥❛t✲❃❆✲❃❆✮✭♥✿♥❛t✮❁❆❃✭❋ ♥ ✭❘❡❝ ❆ ✐♥✐t ❋ ♥✮✮❂✭❘❡❝ ❆ ✐♥✐t ❋ ✭❙ ♥✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧❘❡❝✧✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❙❴r❡❞✉❝❡✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❘❡❝❙✧❀❀

Pr♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✿♥❛t✮❁♥❛t❃♠❂✭♣r❡❞ ✭❙ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧♣r❡❞✧✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❘❡❝❙❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥❴♣r❡❞❙♥✧❀❀

Pr♦♣r✐été s②♠étr✐q✉❡

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭♣r❡❞ ✭❙ ♠✮✮❂♠❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁♥❴♣r❡❞❙♥❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♣r❡❞❙♥❴♥✧❀❀

∀n, m.(S n) = (S m) ⇒ n = m

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮✭❁♥❛t❃✭❙ ♥✮❂✭❙ ♠✮✮✲❃❁♥❛t❃♥❂♠❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭♣r❡❞❙♥❴♥ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭♣r❡❞❙♥❴♥ ♠✮❃❃✮❀❀

❜② ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t ❬✸❪ ❁❁✭❢❴❡q✉❛❧ ♣r❡❞✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❡q❴❙❙✬✬❀❀

∀n : nat (pred n) ≤ n

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❧❡ ✭♣r❡❞ ♥✮ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ♥✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁♥❛t❃❖❂✭♣r❡❞ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁♥❴♣r❡❞❙♥❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴♣r❡❞❴♥✧❀❀

∀n, m : nat (S n) ≤ (S m) ⇒ n ≤ m

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮✭❧❡ ✭❙ ♥✮ ✭❙ ♠✮✮✲❃✭❧❡ ♥ ♠✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭♣r❡❞❙♥❴♥ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭♣r❡❞❙♥❴♥ ♠✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❉❖ ✷ ✭❡❧✐♠ ❁❁♥❴♣r❡❞❙♥❃❃✮ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❧❡❴tr❛♥s ✭♣r❡❞ ♠✵✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴❙❴♥✧❀❀

∀n : nat (S n) > 0

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❣t ✭❙ ♥✮ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞s ❬✧❣t✧❀✧♥♦t✧❪ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁❁♥❛t❃❊①✐✭❬✉✿♥❛t❪❁♥❛t❃✭❙ ✉✮❂❖✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❁♥❛t❃✭❙ ①✮❂❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦ ♠✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❣t❴❙♥❴❖✧❀❀

✶✼✽



∀n : nat ¬((S n) ≤ 0)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮⑦✭❧❡ ✭❙ ♥✮ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁❣t❴❙♥❴❖❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❴❙♥❴❖✧❀❀

∀n : nat n < (S n)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❧t ♥ ✭❙ ♥✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧t❴♥❴❙♥✧❀❀

∀n, m, p : nat n < m ⇒ m ≤ p ⇒ n < p

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✱♣✿♥❛t✮✭❧t ♥ ♠✮✲❃✭❧❡ ♠ ♣✮✲❃✭❧t ♥ ♣✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧❧t✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❧❡❴tr❛♥s ♠✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❧t❴❧❡✧❀❀

∀n : nat ¬(n < 0)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮⑦✭❧t ♥ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁❣t❴❙♥❴❖❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧t❴♥❴❖✧❀❀

Pr♦♣r✐étés é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮❁♥❛t❃♥❂✭❛❞❞ ❖ ♥✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴❖✬✬❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭❙ ✭❛❞❞ ♥ ♠✮✮❂✭❛❞❞ ✭❙ ♥✮ ♠✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴❙✬✬❀❀

Pr♦♣r✐étés ❞ér✐✈é❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮❁♥❛t❃♥❂✭❛❞❞ ♥ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛❞❞❴❙❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴♥❴❖✬✬❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭❛❞❞ ♥ ❖✮❂♥❃❃❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ❵❵s②♠❴❡q✉❛❧✬✬ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴♥❴❖❴♥✬✬❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭❙ ✭❛❞❞ ♥ ♠✮✮❂✭❛❞❞ ♥ ✭❙ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❘❊P❊❆❚ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛❞❞❴❙❃❃✮ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴♥❴❙✬✬❀❀

❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✱✈✱✇✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭❛❞❞ ✭❛❞❞ ✉ ✈✮ ✇✮❂✭❛❞❞ ✉ ✭❛❞❞ ✈ ✇✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ✉✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❘❊P❊❆❚ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛❞❞❴❙❃❃✮ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ❵❵❛❞❞❴❛ss✬✬❀❀

✶✼✾



❖♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ✜❧tr❛❣❡

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝✮✭P ❖✮✲❃✭✭✉✿♥❛t✮✭P ✭❙ ✉✮✮✮✲❃✭P ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♥❛t❴✐♥❞ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ❵❵♥❛t❴♠❛t❝❤✬✬❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭P ❖✮✲❃✭✭✉✿♥❛t✮✭P ✭❙ ✉✮✮✮✲❃✭P ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ❵❵♥❛t❴❖❴❙✬✬❀❀

❆✳✷ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠

◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ▲❛♠❜♦ t❡❧ q✉✬✐❧ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ▼❛♥♥❛ ❡t ❲❛❧❞✐♥❣❡r
❞❛♥s ❬✸✵❪✳ ◆♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡st ❞❛♥s ❋ω ♠❛✐s ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❝r♦✐ss❛♥t❡ ♥♦♥✲❜♦r♥é❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥
❡♥t✐❡r n ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t m t❡❧ q✉❡ f(m) > n✳ ❖♥ ❢❛✐t ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐q✉❡ ❞❡ m✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❈❆▼▲ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ré❝✉rs✐✈❡ ❡st ✿

❧❡t ❧❛♠❜♦ ❢ ♥ ❂ ✐❢ ❢✭✵✮ ❃ ♥ t❤❡♥ ✵ ❡❧s❡ ❧✐♠❜♦ ✶

✇❤❡r❡ r❡❝ ❧✐♠❜♦ ✐ ❂ ✐❢ ❢✭✐✮ ❃ ♥ t❤❡♥ ✵

❡❧s❡ ❧❡t ✉ ❂ ❧✐♠❜♦ ✭✷✯✐✮ ✐♥

✐❢ ❢✭✉✰✐✮ ❃ ♥ t❤❡♥ ✉ ❡❧s❡ ✉✰✐❀❀

▲✬❡①❡♠♣❧❡ q✉✐ ❡st ❞♦♥♥é ✐❝✐ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ✈❡r♥❛❝✉❧❛✐r❡ ❞✉ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✳

❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛①✐♦♠❛t✐sé❡✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❝❡s ❛①✐♦♠❡s s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s❛t✐s❢❛✐ts ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬♦r❞r❡ ❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❢ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃Pr♦♣✳

❆①✐♦♠ tr❛♥❴✐♥❢ ✿ ✭tr❛♥s ♥❛t ✐♥❢✮✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❖❖ ✿ ✭✐♥❢ ❖ ❖✮✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❙❴✐♥❢ ✿ ✭♥✱♠✿♥❛t✮✭✐♥❢ ✭❙ ♥✮ ✭❙ ♠✮✮✲❃✭✐♥❢ ♥ ♠✮✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❴✐♥❢❙ ✿ ✭♥✱♠✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♥ ♠✮✲❃✭✐♥❢ ✭❙ ♥✮ ✭❙ ♠✮✮✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❙ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♥ ✭❙ ♥✮✮✳

❆①✐♦♠ ❛❜s❖ ✿ ✭✐♥❢ ❧ ❖✮✲❃④⑥✳

▲❡t s✉♣ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂ ❬♥✱♠✿♥❛t❪✭✐♥❢ ✭❙ ♠✮ ♥✮✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ r❡❴✐♥❢ ✭♥✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♥ ♥✮

Pr♦♦❢ ❬♥✿♥❛t❪✭♣❡❛♥♦ ♥ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢ ✉ ✉✮ ✐♥❢❖❖

❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ✉ ✉✮❪✭✐♥❢❴✐♥❢❙ ✉ ✉ ❤✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢❖ ✭♥✿♥❛t✮✭✐♥❢ ❖ ♥✮

Pr♦♦❢ ❬♥✿♥❛t❪✭♣❡❛♥♦ ♥ ✭✐♥❢ ❖✮ ✭✐♥❢❖❖✮

❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ❖ ✉✮❪✭tr❛♥❴✐♥❢ ❖ ✉ ✭❙ ✉✮ ❤ ✭✐♥❢❙ ✉✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢❙❴❖ ✭♥✿♥❛t✮✭✐♥❢ ✭❙ ♥✮ ❖✮✲❃④⑥

Pr♦♦❢ ❬♥✿♥❛t❪✭♣❡❛♥♦ ♥ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ❖✮✲❃④⑥ ❛❜s❖

✭❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ❖✮✲❃④⑥❪❬t✿✭✐♥❢ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮ ❖✮❪

✶✽✵



✭❤ ✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮ ❖ ✭✐♥❢❙ ✭❙ ✉✮✮ t✮✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢❙♥❴♥ ✭♥✿♥❛t✮✭✐♥❢ ✭❙ ♥✮ ♥✮✲❃④⑥

Pr♦♦❢ ❬♥✿♥❛t❪✭♣❡❛♥♦ ♥ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ✉✮✲❃④⑥ ❛❜s❖

✭❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ✉✮✲❃④⑥❪

❬t✿✭✐♥❢ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮ ✭❙ ✉✮✮❪✭❤ ✭✐♥❢❙❴✐♥❢ ✭❙ ✉✮ ✉ t✮✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✭♥✱♠✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♥ ♠✮✲❃✭s✉♣ ♥ ♠✮✲❃④⑥

Pr♦♦❢ ❬♥✱♠✿♥❛t❪❬❤✶✿✭✐♥❢ ♥ ♠✮❪❬❤✷✿✭s✉♣ ♥ ♠✮❪

✭✐♥❢❙♥❴♥ ♥ ✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❙ ♥✮ ✭❙ ♠✮ ♥ ✭✐♥❢❴✐♥❢❙ ♥ ♠ ❤✶✮ ❤✷✮✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢❴❛❞❞ ✭♥✱♠✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♠ ✭❛❞❞ ♥ ♠✮✮

Pr♦♦❢ ❬♥✱♠✿♥❛t❪

✭♣❡❛♥♦ ♥ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢ ♠ ✭❛❞❞ ✉ ♠✮✮

✭r❡❴✐♥❢ ♠✮

✭❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ♠ ✭❛❞❞ ✉ ♠✮✮❪

✭tr❛♥❴✐♥❢ ♠ ✭❛❞❞ ✉ ♠✮ ✭❛❞❞ ✭❙ ✉✮ ♠✮ ❤ ✭✐♥❢❙ ✭❛❞❞ ✉ ♠✮✮✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ s✉♣❴t✇✐❝❡ ✭♥✱♠✿♥❛t✮✭s✉♣ ♥ ♠✮✲❃✭s✉♣ ✭t✇✐❝❡ ♥✮ ✭❙ ♠✮✮

Pr♦♦❢ ❬♥✱♠✿♥❛t❪

✭♥❛t❴❖❴❙ ♥ ❬✉✿♥❛t❪✭s✉♣ ✉ ♠✮✲❃✭s✉♣ ✭t✇✐❝❡ ✉✮ ✭❙ ♠✮✮

❬❤✿✭s✉♣ ❖ ♠✮❪✭✐♥❢❙❴❖ ♠ ❤ ✭s✉♣ ✭t✇✐❝❡ ❖✮ ✭❙ ♠✮✮✮

❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✭❙ ✉✮ ♠✮❪

✭✐♥❢❴✐♥❢❙ ✭❙ ♠✮ ✭❛❞❞ ✉ ✭❙ ✉✮✮

✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❙ ♠✮ ✭❙ ✉✮ ✭❛❞❞ ✉ ✭❙ ✉✮✮

❤ ✭✐♥❢❴❛❞❞ ✉ ✭❙ ✉✮✮✮✮✮✳

❆✳✷✳✶ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧❛♠❜♦

❍②♣♦t❤ès❡s

❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦♥✲❜♦r♥é❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡

❱❛r✐❛❜❧❡ ❢ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✳

❆①✐♦♠ ❯♥❜♦✉♥❞ ✿ ✭♥✿♥❛t✮❁♥❛t❃❙✐❣✭❬②✿♥❛t❪✭s✉♣ ✭❢ ②✮ ♥✮✮✳

❆①✐♦♠ ■♥❝r❡❛s ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭♠✿♥❛t✮✭✐♥❢ ♥ ♠✮✲❃✭✐♥❢ ✭❢ ♥✮ ✭❢ ♠✮✮✳

❙♦✐❡♥t n ❡t m ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❛❧♦rs ✐❧s s♦♥t ❡♥ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥❢ ♦✉ ♣❛r s✉♣✱ ❝❡❝✐ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ♦✉
♥♦♥✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❴s✉♣ ✿ ✭①✿♥❛t✮✭②✿♥❛t✮ ④✭✐♥❢ ① ②✮⑥✰④✭s✉♣ ① ②✮⑥✳

❆①✐♦♠ ✐♥❢❴s✉♣✵ ✿ ✭①✿♥❛t✮✭②✿♥❛t✮✭✐♥❢ ① ②✮❭✴✭s✉♣ ① ②✮✳

❙♦✐t n ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ❞❡✉① ♣ré❞✐❝❛ts λm.(inf (f m) n) ❡t λm.(sup (f m) n)

❱❛r✐❛❜❧❡ ♥ ✿ ♥❛t✳

▲❡t ■♥❢ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂ ❬♠✿♥❛t❪✭✐♥❢ ✭❢ ♠✮ ♥✮✳

▲❡t ❙✉♣ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂ ❬♠✿♥❛t❪✭s✉♣ ✭❢ ♠✮ ♥✮✳

▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ✐♥❢✱ s✉♣ ❡t f s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❛✐♥s✐ ♣♦✉r ■♥❢ ❡t ❙✉♣ ✿

▲❡t ❜♦✉♥❞ ✿ ❁♥❛t❃❙✐❣✭❬②✿♥❛t❪✭s✉♣ ✭❢ ②✮ ♥✮✮

❂ ✭❯♥❜♦✉♥❞ ♥✮✳

✶✽✶



▲❡t ■♥❢❴❙✉♣ ✿ ✭✉✿♥❛t✮④✭■♥❢ ✉✮⑥✰④✭❙✉♣ ✉✮⑥

❂ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢❴s✉♣ ✭❢ ✉✮ ♥✮✳

▲❡t ■♥❢❴❙✉♣❴❛❜s ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭■♥❢ ✉✮✲❃✭❙✉♣ ✉✮✲❃④⑥

❂ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✭❢ ✉✮ ♥✮✳

▲❡♠♠❛ ✐♥❢■♥❢ ✭✉✱✈✿♥❛t✮✭✐♥❢ ✉ ✈✮✲❃✭■♥❢ ✈✮✲❃✭■♥❢ ✉✮

Pr♦♦❢ ❬✉✱✈✿♥❛t❪❬❤✶✿✭✐♥❢ ✉ ✈✮❪❬❤✷✿✭■♥❢ ✈✮❪

✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❢ ✉✮ ✭❢ ✈✮ ♥ ✭■♥❝r❡❛s ✉ ✈ ❤✶✮ ❤✷✮✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡t ❙♠❛❧❧ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂ ❬♠✿♥❛t❪✭✐✿♥❛t✮✭✐♥❢ ✭❙ ✐✮ ♠✮✲❃✭■♥❢ ✐✮✳

▲❡t ▲❛♠❜♦ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ❁♥❛t❃❙✐❣✷✭❙✉♣✱❙♠❛❧❧✮✳

▲❡t ▲❛♠❜♦✶ ✿ ❙♣❡❝ ❂ ❁♥❛t❃❙✐❣✷✭■♥❢✱❬♠✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❙ ♠✮✮✮✰④✭❙✉♣ ❖✮⑥✳

▲❡t ▲✐♠❜♦ ✿ ♥❛t ✲❃ ❙♣❡❝

❂ ❬✐✿♥❛t❪✭s✉♣ ✐ ❖✮✲❃ ❁♥❛t❃❙✐❣✷✭■♥❢✱❬♠✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ✐ ♠✮✮✮✰④✭❙✉♣ ❖✮⑥✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s

▲❡♠♠❛ ❙♠❛❧❧❖ ✭❙♠❛❧❧ ❖✮

Pr♦♦❢ ❬✐✿♥❛t❪❬❤✿✭✐♥❢ ✭❙ ✐✮ ❖✮❪✭✐♥❢❙❴❖ ✐ ❤ ✭■♥❢ ✐✮✮✳

▲❡♠♠❛ ▲❡♠✶ ✭♠✿♥❛t✮✭■♥❢ ♠✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ✭❙ ♠✮✮

Pr♦♦❢ ❬♠✿♥❛t❪❬❤✿✭■♥❢ ♠✮❪❬✐✿♥❛t❪❬q✿✭✐♥❢ ✭❙ ✐✮ ✭❙ ♠✮✮❪

✭✐♥❢■♥❢ ✐ ♠ ✭✐♥❢❙❴✐♥❢ ✐ ♠ q✮ ❤✮✳

❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

▲❡♠♠❛ ❘❡❞✉❝t✶ ▲❛♠❜♦✶✲❃▲❛♠❜♦

Pr♦♦❢ ❬❤✿▲❛♠❜♦✶❪

✭❤ ▲❛♠❜♦ ❬❤✶✿❁♥❛t❃❙✐❣✷✭■♥❢✱❬♠✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❙ ♠✮✮✮❪

✭❤✶ ▲❛♠❜♦

✭❬♠✿♥❛t❪❬❢✶✿✭■♥❢ ♠✮❪❬❢✷✿✭❙✉♣ ✭❙ ♠✮✮❪

✭❡①✐st✷ ♥❛t ❙✉♣ ❙♠❛❧❧ ✭❙ ♠✮ ❢✷ ✭▲❡♠✶ ♠ ❢✶✮✮✮✮

❬❤✷✿✭❙✉♣ ❖✮❪✭❡①✐st✷ ♥❛t ❙✉♣ ❙♠❛❧❧ ❖ ❤✷ ❙♠❛❧❧❖✮✮✳

▲❡♠♠❛ ❘❡❞✉❝t✷ ✭▲✐♠❜♦ ❧✮✲❃▲❛♠❜♦✶

Pr♦♦❢ ❬❤✿✭▲✐♠❜♦ ❧✮❪✭❤ ✭r❡❴✐♥❢ ❧✮✮✳

▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥

◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ▼❛♥♥❛ ❡t ❲❛❧❞✐♥❣❡r✳ ❙♦✐t y ✜①é✱ ✐❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬♦r❞r❡
s✉✐✈❛♥t ✿

u ≺ v ≡ u > v ∧ v ≤ y

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

▲❡t ❜❞ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ❬②✿♥❛t❪❬✉✿♥❛t❪❬✈✿♥❛t❪✭✭s✉♣ ✉ ✈✮✴❭✭✐♥❢ ✈ ②✮✮✳

▲❡♠♠❡s

▲❡♠♠❛ ▲❡♠✷ ✭②✶✱②✷✱✉✱✈✿♥❛t✮✭❜❞ ②✶ ✉ ✈✮✲❃✭✐♥❢ ✈ ②✷✮✲❃✭❜❞ ②✷ ✉ ✈✮

Pr♦♦❢ ❬②✶✱②✷✱✉✱✈✿♥❛t❪❬❤✶✿✭❜❞ ②✶ ✉ ✈✮❪❬❤✷✿✭✐♥❢ ✈ ②✷✮❪

❁✭s✉♣ ✉ ✈✮✱✭✐♥❢ ✈ ②✷✮❃④❁✭s✉♣ ✉ ✈✮✱✭✐♥❢ ✈ ②✶✮❃❋st④❤✶⑥✱❤✷⑥✳

✶✽✷



▲❡♠♠❛ ▲❡♠✸ ✭②✱✉✱✈✱✇✿♥❛t✮✭❜❞ ② ✉ ✈✮✲❃✭❜❞ ② ✈ ✇✮✲❃✭s✉♣ ② ✇✮

Pr♦♦❢ ❬②✱✉✱✈✱✇✿♥❛t❪❬❤✶✿✭❜❞ ② ✉ ✈✮❪❬❤✷✿✭❜❞ ② ✈ ✇✮❪

✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❙ ✇✮ ✈ ② ❁✭s✉♣ ✈ ✇✮✱✭✐♥❢ ✇ ②✮❃❋st④❤✷⑥

❁✭s✉♣ ✉ ✈✮✱✭✐♥❢ ✈ ②✮❃❙♥❞④❤✶⑥✮✳

▲❡♠♠❛ ▲❡♠✹ ✭✉✱✈✿♥❛t✮✭❙✉♣ ✉✮✲❃✭■♥❢ ✈✮✲❃✭✐♥❢ ✈ ✉✮

Pr♦♦❢ ❬✉✱✈✿♥❛t❪❬❤✶✿✭❙✉♣ ✉✮❪❬❤✷✿✭■♥❢ ✈✮❪

✭✐♥❢❴s✉♣✵ ✈ ✉ ✭✐♥❢ ✈ ✉✮

❬t✶✿✭✐♥❢ ✈ ✉✮❪t✶

❬t✷✿✭s✉♣ ✈ ✉✮❪

✭■♥❢❴❙✉♣❴❛❜s ✉ ✭✐♥❢■♥❢ ✉ ✈ ✭tr❛♥❴✐♥❢ ✉ ✭❙ ✉✮ ✈ ✭✐♥❢❙ ✉✮ t✷✮ ❤✷✮ ❤✶

✭✐♥❢ ✈ ✉✮✮✳

▲❡♠♠❛ ❚❡r♠ ✭✐✱②✿♥❛t✮✭s✉♣ ✐ ②✮✲❃✭✇❢❴❜❞ ② ✐✮

Pr♦♦❢ ❬✐✱②✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✐ ②✮❪

❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪❬q✿✭✈✿♥❛t✮✭✭✉✿♥❛t✮✭❜❞ ② ✉ ✈✮✲❃✭P ✉✮✮✲❃✭P ✈✮❪

✭q ✐ ❬✉✿♥❛t❪❬❣✿✭❜❞ ② ✉ ✐✮❪

✭❡①❝❡♣t ✭P ✉✮ ✭✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✐ ② ❁✭s✉♣ ✉ ✐✮✱✭✐♥❢ ✐ ②✮❃❙♥❞④❣⑥ ❤✮✮✮✳

Pr♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡✳

▲❡t ✇❢❴❜❞

✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃❙♣❡❝

❂ ❬②✿♥❛t❪❬✐✿♥❛t❪

✭P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝✮✭✭✈✿♥❛t✮✭✭✉✿♥❛t✮✭❜❞ ② ✉ ✈✮✲❃✭P ✉✮✮✲❃✭P ✈✮✮✲❃✭P ✐✮✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ (wfbd y) ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r y

▲❡♠♠❛ ❝❛s❴❜❛s❡ ✭✐✿♥❛t✮✭s✉♣ ✐ ❖✮✲❃✭✇❢❴❜❞ ❖ ✐✮

Pr♦♦❢ ❬✐✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✐ ❖✮❪❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪

❬q✿✭✈✿♥❛t✮✭✭✉✿♥❛t✮✭❜❞ ❖ ✉ ✈✮✲❃✭P ✉✮✮✲❃✭P ✈✮❪

✭q ✐ ❬✉✿♥❛t❪❬❣✿✭❜❞ ❖ ✉ ✐✮❪

✭❡①❝❡♣t ✭P ✉✮ ✭✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✐ ❖ ❁✭s✉♣ ✉ ✐✮✱✭✐♥❢ ✐ ❖✮❃❙♥❞④❣⑥ ❤✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ ❝❛s❴✐♥❞ ✭✐✱②✿♥❛t✮✭✇❢❴❜❞ ② ✐✮✲❃✭✇❢❴❜❞ ✭❙ ②✮ ✐✮

Pr♦♦❢ ❬✐✱②✿♥❛t❪❬✐♥❞✿✭✇❢❴❜❞ ② ✐✮❪❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪

❬q✿✭✈✿♥❛t✮✭✭✉✿♥❛t✮✭❜❞ ✭❙ ②✮ ✉ ✈✮✲❃✭P ✉✮✮✲❃✭P ✈✮❪

✭✐♥❞ P ✭❬✈✿♥❛t❪❬❣✿✭✉✿♥❛t✮✭❜❞ ② ✉ ✈✮✲❃✭P ✉✮❪

✭q ✈ ✭❬✉✿♥❛t❪❬❤✿✭❜❞ ✭❙ ②✮ ✉ ✈✮❪

✭✐♥❢❴s✉♣ ✈ ② ✭P ✉✮

❬t✶✿✭✐♥❢ ✈ ②✮❪✭❣ ✉ ✭▲❡♠✷ ✭❙ ②✮ ② ✉ ✈ ❤ t✶✮✮

❬t✷✿✭s✉♣ ✈ ②✮❪

✭q ✉ ✭❬✇✿♥❛t❪❬❧❧✿✭❜❞ ✭❙ ②✮ ✇ ✉✮❪

✭❡①❝❡♣t ✭P ✇✮

✭✐♥❢❙♥❴♥ ✈

✭tr❛♥❴✐♥❢ ✭❙ ✈✮ ✭❙ ②✮ ✈

✭▲❡♠✸ ✭❙ ②✮ ✇ ✉ ✈ ❧❧ ❤✮

t✷✮✮✮✮✮✮✮✮✮✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ❲❢ ✭②✱✐✿♥❛t✮✭s✉♣ ✐ ❖✮✲❃✭✇❢❴❜❞ ② ✐✮

Pr♦♦❢ ❬②✱✐✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✐ ❖✮❪

✭♥❛t❴✐♥❞ ② ❬✉✿♥❛t❪✭✇❢❴❜❞ ✉ ✐✮ ✭❝❛s❴❜❛s❡ ✐ ❤✮ ✭❝❛s❴✐♥❞ ✐✮✮✳

◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛❞❛♣té✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

✶✽✸



●❧♦❜❛❧ ■♥❞ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃✭♥❛t✲❃❙♣❡❝✮✲❃❙♣❡❝

❂ ❬②✿♥❛t❪❬✐✿♥❛t❪❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪

✭✭❦✿♥❛t✮✭✭✐♥❢ ❦ ②✮✲❃✭P ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮✮✲❃✭P ❦✮✮✲❃✭P ✐✮✳

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡

❚❤❡♦r❡♠ ✇❢❴■♥❞ ✭②✿♥❛t✮✭✐✿♥❛t✮✭s✉♣ ✐ ❖✮✲❃✭P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝✮✭■♥❞ ② ✐ P✮

Pr♦♦❢ ❬②✿♥❛t❪❬✐✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✐ ❖✮❪❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪

✭♥❛t❴✐♥❞ ② ❬✉✿♥❛t❪✭■♥❞ ✉ ✐ P✮

✭❬q✿✭❦✿♥❛t✮✭✭✐♥❢ ❦ ❖✮✲❃✭P ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮✮✲❃✭P ❦✮❪

✭q ✐ ❬r✿✭✐♥❢ ✐ ❖✮❪✭❡①❝❡♣t ✭P ✭t✇✐❝❡ ✐✮✮ ✭✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✐ ❖ r ❤✮✮✮✮

✭❬✉✿♥❛t❪❬✐♥❞✿✭■♥❞ ✉ ✐ P✮❪

❬q✿✭❦✿♥❛t✮✭✭✐♥❢ ❦ ✭❙ ✉✮✮✲❃✭P ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮✮✲❃✭P ❦✮❪

✭✐♥❞ ✭❬❦✿♥❛t❪❬r✿✭✐♥❢ ❦ ✉✮✲❃✭P ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮❪

✭q ❦ ❬t✿✭✐♥❢ ❦ ✭❙ ✉✮✮❪

✭✐♥❢❴s✉♣ ❦ ✉ ✭P ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮ r

❬✈✿✭s✉♣ ❦ ✉✮❪

✭q ✭t✇✐❝❡ ❦✮

❬s✿✭✐♥❢ ✭t✇✐❝❡ ❦✮ ✭❙ ✉✮✮❪

✭❡①❝❡♣t ✭P ✭t✇✐❝❡ ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮✮

✭✐♥❢❴s✉♣❴❛❜s ✭t✇✐❝❡ ❦✮ ✭❙ ✉✮ s

✭s✉♣❴t✇✐❝❡ ❦ ✉ ✈✮✮✮✮✮✮✮✮✮✮✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠❜♦

▲❡t ▲✐♠❜♦❙✐❣ ✿ ♥❛t✲❃❙♣❡❝

❂ ❬✐✿♥❛t❪❁♥❛t❃❙✐❣✷✭■♥❢✱❬♠✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ✐ ♠✮✮✮✳

❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♠❜♦

▲❡♠♠❛ ▲✐♠❜♦▲❡♠ ✭✐✿♥❛t✮✭s✉♣ ✐ ❖✮✲❃✭■♥❢ ❖✮✲❃✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✐✮

Pr♦♦❢ ❬✐✿♥❛t❪❬❤✶✿✭s✉♣ ✐ ❖✮❪❬❤✷✿✭■♥❢ ❖✮❪

✭❜♦✉♥❞ ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✐✮

❬②✿♥❛t❪❬❤②✿✭❙✉♣ ②✮❪

✭✇❢❴■♥❞ ② ✐ ❤✶ ▲✐♠❜♦❙✐❣

❬❦✿♥❛t❪❬❤❦✿✭✐♥❢ ❦ ②✮✲❃✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✭t✇✐❝❡ ❦✮✮❪

✭■♥❢❴❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ❖✮ ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ❦✮

❬t✶✿✭■♥❢ ✭❛❞❞ ❦ ❖✮✮❪

✭❤❦ ✭▲❡♠✹ ② ❦ ❤② ✭❛❞❞❴♥❴❖❴♥ ❦ ■♥❢ t✶✮✮ ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ❦✮

❬♠✿♥❛t❪❬✉✶✿✭■♥❢ ♠✮❪❬✉✷✿✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ✭t✇✐❝❡ ❦✮ ♠✮✮❪

✭■♥❢❴❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♠✮ ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ❦✮

❬s✶✿✭■♥❢ ✭❛❞❞ ❦ ♠✮✮❪

✭❡①✐st✷ ♥❛t ■♥❢ ❬♣✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♣✮✮

✭❛❞❞ ❦ ♠✮ s✶ ✭❛❞❞❴❛ss ❦ ❦ ♠ ❙✉♣ ✉✷✮✮

❬s✷✿✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♠✮✮❪

✭❡①✐st✷ ♥❛t ■♥❢ ❬♣✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♣✮✮ ♠ ✉✶ s✷✮✮✮

❬t✷✿✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ❖✮✮❪

✭❡①✐st✷ ♥❛t ■♥❢ ❬♣✿♥❛t❪✭❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♣✮✮ ❖ ❤✷ t✷✮✮✮✮✳

▲❡♠♠❛ Pr♦❣ ✭✐✿♥❛t✮✭▲✐♠❜♦ ✐✮

Pr♦♦❢ ❬✐✿♥❛t❪❬❤✿✭s✉♣ ✐ ❖✮❪

✭■♥❢❴❙✉♣ ❖ ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✐✮✰④✭❙✉♣ ❖✮⑥

❬t✶✿✭■♥❢ ❖✮❪✭✐♥❧❡❢t ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✐✮ ✭❙✉♣ ❖✮ ✭▲✐♠❜♦▲❡♠ ✐ ❤ t✶✮✮

❬t✷✿✭❙✉♣ ❖✮❪✭✐♥r✐❣❤t ✭▲✐♠❜♦❙✐❣ ✐✮ ✭❙✉♣ ❖✮ t✷✮✮✳

✶✽✹



▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✜♥❛❧

❚❤❡♦r❡♠ ▲❛♠❜♦Pr♦❣ ▲❛♠❜♦

Pr♦♦❢ ✭❘❡❞✉❝t✶ ✭❘❡❞✉❝t✷ ✭Pr♦❣ ❧✮✮✮✳

▲❡ t❡r♠❡ ❡①tr❛✐t

✯✯✯ ❬❢ ✿♥❛t✲❃♥❛t❪

✯✯✯ ❬❯♥❜♦✉♥❞ ✿♥❛t✲❃✭s✐❣ ♥❛t✮❪

✯✯✯ ❬✐♥❢❴s✉♣ ✿♥❛t✲❃♥❛t✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

✯✯✯ ❬♥ ✿♥❛t❪

❜♦✉♥❞ ❂❂❃ ✭❯♥❜♦✉♥❞ ♥✮

■♥❢❴❙✉♣ ❂❂❃ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢❴s✉♣ ✭❢ ✉✮ ♥✮

▲❛♠❜♦ ❂❂❃ ✭s✐❣✷ ♥❛t✮

▲❛♠❜♦✶ ❂❂❃ ✭s✉♠♦r ✭s✐❣✷ ♥❛t✮✮

❘❡❞✉❝t✶ ❂❂❃ ❬❤✿▲❛♠❜♦✶❪

✭❤ ▲❛♠❜♦ ❬❤✶✿✭s✐❣✷ ♥❛t✮❪✭❤✶ ▲❛♠❜♦ ❬♠✿♥❛t❪✭❡①✐st✷ ♥❛t ✭❙ ♠✮✮✮ ✭❡①✐st✷ ♥❛t ❖✮✮

▲✐♠❜♦ ❂❂❃ ✭s✉♠♦r ✭s✐❣✷ ♥❛t✮✮

❘❡❞✉❝t✷ ❂❂❃ ❬❤✿▲✐♠❜♦❪❤

✇❢❴❜❞ ❂❂❃ ✭P✿❉❛t❛✮✭♥❛t✲❃✭♥❛t✲❃P✮✲❃P✮✲❃P

❚❡r♠ ❂❂❃ ❬✐✿♥❛t❪❬②✿♥❛t❪❬P✿❉❛t❛❪❬q✿♥❛t✲❃✭♥❛t✲❃P✮✲❃P❪✭q ✐ ❬✉✿♥❛t❪✭❡①❝❡♣t P✮✮

❝❛s❴❜❛s❡ ❂❂❃ ❬✐✿♥❛t❪❬P✿❉❛t❛❪❬q✿♥❛t✲❃✭♥❛t✲❃P✮✲❃P❪✭q ✐ ❬✉✿♥❛t❪✭❡①❝❡♣t P✮✮

❝❛s❴✐♥❞ ❂❂❃ ❬✐✿♥❛t❪❬②✿♥❛t❪❬✐♥❞✿✇❢❴❜❞❪❬P✿❉❛t❛❪❬q✿♥❛t✲❃✭♥❛t✲❃P✮✲❃P❪

✭✐♥❞ P ❬✈✿♥❛t❪❬❣✿♥❛t✲❃P❪

✭q ✈ ❬✉✿♥❛t❪✭✐♥❢❴s✉♣ ✈ ② P ✭❣ ✉✮ ✭q ✉ ❬✇✿♥❛t❪✭❡①❝❡♣t P✮✮✮✮✮

❲❢ ❂❂❃ ❬②✿♥❛t❪❬✐✿♥❛t❪✭♥❛t❴✐♥❞ ② ✇❢❴❜❞ ✭❝❛s❴❜❛s❡ ✐✮ ✭❝❛s❴✐♥❞ ✐✮✮

■♥❞ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪✭♥❛t✲❃P✲❃P✮✲❃P

✇❢❴■♥❞ ❂❂❃ ❬②✿♥❛t❪❬✐✿♥❛t❪❬P✿❉❛t❛❪

✭♥❛t❴✐♥❞ ② ✭■♥❞ P✮

❬q✿♥❛t✲❃P✲❃P❪✭q ✐ ✭❡①❝❡♣t P✮✮

❬✉✿♥❛t❪❬✐♥❞✿✭■♥❞ P✮❪❬q✿♥❛t✲❃P✲❃P❪

✭✐♥❞ ❬❦✿♥❛t❪❬r✿P❪

✭q ❦ ✭✐♥❢❴s✉♣ ❦ ✉ P r ✭q ✭t✇✐❝❡ ❦✮ ✭❡①❝❡♣t P✮✮✮✮✮✮

▲✐♠❜♦❙✐❣ ❂❂❃ ✭s✐❣✷ ♥❛t✮

▲✐♠❜♦▲❡♠ ❂❂❃ ❬✐✿♥❛t❪

✭❜♦✉♥❞ ▲✐♠❜♦❙✐❣

❬②✿♥❛t❪✭✇❢❴■♥❞ ② ✐ ▲✐♠❜♦❙✐❣

❬❦✿♥❛t❪❬❤❦✿▲✐♠❜♦❙✐❣❪

✭■♥❢❴❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ❖✮ ▲✐♠❜♦❙✐❣

✭❤❦ ▲✐♠❜♦❙✐❣

❬♠✿♥❛t❪✭■♥❢❴❙✉♣ ✭❛❞❞ ❦ ♠✮ ▲✐♠❜♦❙✐❣

✭❡①✐st✷ ♥❛t ✭❛❞❞ ❦ ♠✮✮

✭❡①✐st✷ ♥❛t ♠✮✮✮

✭❡①✐st✷ ♥❛t ❖✮✮✮✮

Pr♦❣ ❂❂❃ ❬✐✿♥❛t❪✭■♥❢❴❙✉♣ ❖ ✭s✉♠♦r ▲✐♠❜♦❙✐❣✮

✭✐♥❧❡❢t ▲✐♠❜♦❙✐❣ ✭▲✐♠❜♦▲❡♠ ✐✮✮

✭✐♥r✐❣❤t ▲✐♠❜♦❙✐❣✮✮

▲❛♠❜♦Pr♦❣ ❂❂❃ ✭❘❡❞✉❝t✶ ✭❘❡❞✉❝t✷ ✭Pr♦❣ ❧✮✮✮

❆✳✷✳✷ ▲❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

❆①✐♦♠ s✉❜s❡t ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❈✲❃Pr♦♣✮✲❃❙♣❡❝✳

✶✽✺



❙②♥t❛① s✉❜s❡t ✧④❴⑤❴⑥✧✳

❆①✐♦♠ s✉❜s❡t❴✐♥tr♦ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿❈✮✭P ①✮✲❃④②✿❈⑤✭P ②✮⑥✳

❆①✐♦♠ s✉❜s❡t❴❡❧✐♠ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮

④①✿❈⑤✭P ①✮⑥✲❃✭❉✿❙♣❡❝✮✭✭①✿❈✮✭P ①✮✲❃❉✮✲❃❉✳

❆①✐♦♠ s✉❜s❡t❴r❡❞✉❝❡

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿❈✮✭❤①✿✭P ①✮✮✭❉✿❙♣❡❝✮✭❢✿✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃❉✮

✭◗✿❉✲❃Pr♦♣✮✭◗ ✭❢ ① ❤①✮✮✲❃

✭◗ ✭s✉❜s❡t❴❡❧✐♠ ❈ P ✭s✉❜s❡t❴✐♥tr♦ ❈ P ① ❤①✮ ❉ ❢✮✮✳

❆①✐♦♠ s✉❜s❡t❴✐♥❞✉❝t

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭❤✿④①✿❈⑤✭P ①✮⑥✮✭◗✿④①✿❈⑤✭P ①✮⑥✲❃Pr♦♣✮

✭✭①✿❈✮✭❤①✿✭P ①✮✮✭◗ ✭s✉❜s❡t❴✐♥tr♦ ❈ P ① ❤①✮✮✮✲❃✭◗ ❤✮✳

❆✳✷✳✸ Pr❡✉✈❡s ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

▲❡s t②♣❡s ❡①tr❛✐ts ❞❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s♦♥t ✿

✯✯✯ ❬s✉❜s❡t ✿❉❛t❛✲❃❉❛t❛❪

✯✯✯ ❬s✉❜s❡t❴✐♥tr♦ ✿✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭s✉❜s❡t ❈✮❪

✯✯✯ ❬s✉❜s❡t❴❡❧✐♠ ✿✭❈✿❉❛t❛✮✭s✉❜s❡t ❈✮✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭❈✲❃❉✮✲❃❉❪

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ré❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ C ❞❡ t②♣❡ ❉❛t❛ ❡t P ❞❡ t②♣❡ C → Pr♦♣ ✜①é✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❈ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P ✿ ❈✲❃Pr♦♣✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❊s✉❜s❡t ❈✳

●❧♦❜❛❧ ❊s✉❜❴✐♥tr♦ ✿ ❈✲❃❊s✉❜s❡t ❂ ❬①✿❈❪①✳

●❧♦❜❛❧ ❊s✉❜❴❡❧✐♠ ✿ ❊s✉❜s❡t✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭❈✲❃❉✮✲❃❉

❂ ❬②✿❊s✉❜s❡t❪❬❉✿❉❛t❛❪❬❢✿❈✲❃❉❪✭❢ ②✮✳

◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣ré❞✐❝❛t ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞✉ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❘s✉❜s❡t P✳

◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ❛①✐♦♠❡s ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❈✮✭P ①✮✲❃✭❘s✉❜s❡t ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ①✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘s✉❜❴✐♥tr♦✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❊s✉❜s❡t✮✭❘s✉❜s❡t ①✮

✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭◗✿❉✲❃Pr♦♣✮

✭❢✿❈✲❃❉✮✭✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮✮✲❃✭◗ ✭❊s✉❜❴❡❧✐♠ ① ❉ ❢✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧❊s✉❜❴❡❧✐♠✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘s✉❜❴❡❧✐♠✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❈✮✭P ①✮✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭◗✿❉✲❃Pr♦♣✮✭❢✿❈✲❃❉✮✭✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮✮

✲❃✭❘✿❉✲❃Pr♦♣✮✭❘ ✭❢ ①✮✮✲❃✭❘ ✭❊s✉❜❴❡❧✐♠ ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ①✮ ❉ ❢✮✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

✶✽✻



s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘s✉❜❴r❡❞✉❝❡✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❊s✉❜s❡t✮✭❘s✉❜s❡t ①✮✲❃

✭◗✿❊s✉❜s❡t✲❃Pr♦♣✮✭✭①✿❈✮✭❤①✿✭P ①✮✮✭◗ ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ①✮✮✮✲❃✭◗ ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧❊s✉❜❴✐♥tr♦✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘s✉❜❴✐♥❞✉❝t✧❀❀

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❈✳

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

❊s✉❜s❡t ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❈ ✿ ❉❛t❛✲❃❉❛t❛

❊s✉❜❴✐♥tr♦ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬①✿❈❪① ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭❊s✉❜s❡t ❈✮

❊s✉❜❴❡❧✐♠ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬②✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮❪❬❉✿❉❛t❛❪❬❢✿❈✲❃❉❪✭❢ ②✮

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❊s✉❜s❡t ❈✮✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭❈✲❃❉✮✲❃❉

❘s✉❜s❡t ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬P✿❈✲❃Pr♦♣❪P ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❈✲❃Pr♦♣✮✲❃❈✲❃Pr♦♣

❘s✉❜❴✐♥tr♦ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬P✿❈✲❃Pr♦♣❪❬①✿❈❪❬❍✿✭P ①✮❪❍

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿❈✮✭P ①✮✲❃✭❘s✉❜s❡t ❈ P ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ❈ ①✮✮

❘s✉❜❴❡❧✐♠ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬P✿❈✲❃Pr♦♣❪❬①✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮❪❬❍✿✭❘s✉❜s❡t ❈ P ①✮❪

❬❉✿❉❛t❛❪❬◗✿❉✲❃Pr♦♣❪❬❢✿❈✲❃❉❪❬❍✵✿✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮❪✭❍✵ ① ❍✮

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮✮✭❘s✉❜s❡t ❈ P ①✮

✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭◗✿❉✲❃Pr♦♣✮✭❢✿❈✲❃❉✮✭✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮✮

✲❃✭◗ ✭❊s✉❜❴❡❧✐♠ ❈ ① ❉ ❢✮✮

❘s✉❜❴r❡❞✉❝❡ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬P✿❈✲❃Pr♦♣❪❬①✿❈❪❬❤①✿✭P ①✮❪

❬❉✿❉❛t❛❪❬◗✿❉✲❃Pr♦♣❪❬❢✿❈✲❃❉❪❬❍✿✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮❪

❬❘✿❉✲❃Pr♦♣❪❬❍✵✿✭❘ ✭❢ ①✮✮❪❍✵

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿❈✮✭P ①✮

✲❃✭❉✿❉❛t❛✮✭◗✿❉✲❃Pr♦♣✮✭❢✿❈✲❃❉✮✭✭②✿❈✮✭P ②✮✲❃✭◗ ✭❢ ②✮✮✮

✲❃✭❘✿❉✲❃Pr♦♣✮✭❘ ✭❢ ①✮✮✲❃✭❘ ✭❊s✉❜❴❡❧✐♠ ❈ ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ❈ ①✮ ❉ ❢✮✮

❘s✉❜❴✐♥❞✉❝t ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬P✿❈✲❃Pr♦♣❪❬①✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮❪❬❍✿✭❘s✉❜s❡t ❈ P ①✮❪

❬◗✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮✲❃Pr♦♣❪❬❍✵✿✭①✵✿❈✮✭P ①✵✮✲❃✭◗ ①✵✮❪✭❍✵ ① ❍✮

✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭P✿❈✲❃Pr♦♣✮✭①✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮✮✭❘s✉❜s❡t ❈ P ①✮

✲❃✭◗✿✭❊s✉❜s❡t ❈✮✲❃Pr♦♣✮✭✭①✵✿❈✮✭P ①✵✮✲❃✭◗ ✭❊s✉❜❴✐♥tr♦ ❈ ①✵✮✮✮✲❃✭◗ ①✮

❆✳✷✳✹ ❊♥s❡♠❜❧❡s

❉é✜♥✐t✐♦♥s

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❱ ✿ ❉❛t❛✳

❆①✐♦♠ ❡q❱ ✿ ✭①✱②✿❱✮④❁❱❃①❂②⑥✰④⑦❁❱❃①❂②⑥✳

❆①✐♦♠ ❡q❱◆✉❧❧ ✿ ✭①✱②✿❱✮✭❁❱❃①❂②✮❭✴✭⑦❁❱❃①❂②✮✳

▲❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts s✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❙❡t ❱✲❃Pr♦♣✳

✶✽✼



❆♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡t ✐♥❝❧✉s✐♦♥

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❬P✿❙❡t❪❬①✿❱❪✭P ①✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥❝❧ ❬P✱◗✿❙❡t❪✭①✿❱✮✭✐♥ P ①✮✲❃✭✐♥ ◗ ①✮✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡ ✭∅✮ ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭V✮

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡♠♣t② ❬①✿❱❪④⑥✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛❧❧❱ ❬①✿❱❪❚✳

❆❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✭Q + x✮

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭❛❞❞✿❙❡t✲❃❱✲❃❙❡t✮ ❬◗✿❙❡t❀①✱②✿❱❪ ✿ Pr♦♣

❂ ✐♥❴◗❴❛❞❞ ✿ ✭✐♥ ◗ ②✮✲❃✭✐♥ ✭❛❞❞ ◗ ①✮ ②✮

⑤ ❡q❴❛❞❞ ✿ ✭❁❱❃①❂②✮✲❃✭✐♥ ✭❛❞❞ ◗ ①✮ ②✮✳

❘❡tr❛✐t ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ✭Q − x✮

■♥❞✉❝t✐✈❡ ✭♠♦✐♥s✿❙❡t✲❃❱✲❃❙❡t✮ ❬◗✿❙❡t❀①✱②✿❱❪ ✿ Pr♦♣

❂ ✐♥❴◗❴♠♦✐♥s ✿ ✭✐♥ ◗ ②✮✲❃✭⑦❁❱❃①❂②✮✲❃✭✐♥ ✭♠♦✐♥s ◗ ①✮ ②✮✳

❊♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ✿ ❙❡t ✲❃ ❙♣❡❝

❂ ❡♥✉❴❡♠♣t② ✿ ✭❡♥✉♠❡r❛t❡ ❡♠♣t②✮

⑤ ❡♥✉❴❛❞❞ ✿ ✭②✿❱✮✭◗✿❙❡t✮✭⑦✭✐♥ ◗ ②✮✮✲❃✭❡♥✉♠❡r❛t❡ ◗✮✲❃✭❡♥✉♠❡r❛t❡ ✭❛❞❞ ◗ ②✮✮✳

▲❡♠♠❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

∀x.x 6∈ ∅

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❱✮⑦✭✐♥ ❡♠♣t② ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞s ❬✧♥♦t✧❀✧✐♥✧❀✧❡♠♣t②✧❪ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❴❡♠♣t②✧❀❀

∀x.x ∈ V

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❱✮✭✐♥ ❛❧❧❱ ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞s ❬✧✐♥✧❀✧❛❧❧❱✧❪ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❴❛❧❧❱✧❀❀

P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ W ✱ W ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s V ❡t ∅ ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s W

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✿❙❡t✮✭✐♥❝❧ ❲ ❛❧❧❱✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❝❧❴❛❧❧❱✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✿❙❡t✮✭✐♥❝❧ ❡♠♣t② ❲✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ✭✐♥ ❡♠♣t② ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❝❧❴❡♠♣t②✧❀❀

▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st tr❛♥s✐t✐✈❡

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✱❳✱❨✿❙❡t✮✭✐♥❝❧ ❲ ❳✮✲❃✭✐♥❝❧ ❳ ❨✮✲❃✭✐♥❝❧ ❲ ❨✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧✐♥❝❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✐♥❝❧❴tr❛♥s✧❀❀

✶✽✽



Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q + x

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭①✿❱✮✭✐♥❝❧ ◗ ✭❛❞❞ ◗ ①✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁✐♥❴◗❴❛❞❞❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❝❧❴◗❴❛❞❞✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭①✿❱✮✭✐♥ ✭❛❞❞ ◗ ①✮ ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞s ❬✧✐♥✧❀✧❛❞❞✧❪ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❴❛❞❞❴①✧❀❀

▲❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉r V ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✭❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♥✉❧✮ ❞❡ x ∈ Q + y

✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ x ∈ Q ♦✉ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ x = y✳

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭①✱②✿❱✮✭✐♥ ✭❛❞❞ ◗ ②✮ ①✮✲❃④❁❱❃②❂①⑥✰④✭✐♥ ◗ ①✮⑥❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❡q❱ ② ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧r✐❣❤t✧ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ❁❱❃②❂①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛❞❞❴♥✉❧❧✧❀❀

Pr♦♣r✐étés ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Q − x

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭①✿❱✮⑦✭✐♥ ✭♠♦✐♥s ◗ ①✮ ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁❁❱❃①❂①❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴✐♥❴♠♦✐♥s✧❀❀

❆✳✸ ◗✉✐❝❦s♦rt

◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◗✉✐❝❦s♦rt ♣♦✉r ❞❡s ❧✐st❡s✳

❆✳✸✳✶ ▲✐st❡s

❍②♣♦t❤❡s✐s ❆✿❉❛t❛✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❧✐st ✿ ❉❛t❛ ❂ ♥✐❧ ✿ ❧✐st ⑤ ❝♦♥s ✿ ❆ ✲❃ ❧✐st ✲❃ ❧✐st✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❧✐st❴✐♥✐t✐❛❧ ✿

✭❧✿❧✐st✮✭P✿❧✐st✲❃Pr♦♣✮✭P ♥✐❧✮✲❃✭✭①✿❆✮✭♠✿❧✐st✮✭P ♠✮✲❃✭P ✭❝♦♥s ① ♠✮✮✮✲❃✭P ❧✮✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❧✐st❴✐♥❞ ✿

✭❧✿❧✐st✮✭P✿❧✐st✲❃❙♣❡❝✮✭P ♥✐❧✮✲❃✭✭①✿❆✮✭♠✿❧✐st✮✭P ♠✮✲❃✭P ✭❝♦♥s ① ♠✮✮✮✲❃✭P ❧✮✳

❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥

●❧♦❜❛❧ ❛♣♣ ✿ ❧✐st✲❃❧✐st✲❃❧✐st ❂ ❬❧✱♠✿❧✐st❪✭❧ ❧✐st ♠ ❝♦♥s✮✳

❘é❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❱❛r✐❛❜❧❡ ❇ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✐t ✿ ❇✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ✐t❡r ✿ ❆ ✲❃ ❧✐st ✲❃ ❇ ✲❃ ❇✳

●❧♦❜❛❧ ❘❡❝❧✐st ✿ ❧✐st ✲❃ ❇

❂ ❬❧✿❧✐st❪✭❧✐st❴r❡❝ ❧ ❇ ✐♥✐t ❬❛✿❆❪❬❍✿❧✐st✯❇❪✭❍ ❇ ❬♠✿❧✐st❪❬❜✿❇❪✭✐t❡r ❛ ♠ ❜✮✮✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❇✳

❚❛✐❧

✶✽✾



●❧♦❜❛❧ t❛✐❧ ✿ ❧✐st ✲❃ ❧✐st ❂ ✭❘❡❝❧✐st ❧✐st ♥✐❧ ❬❛✿❆❪❬♠✱t✿❧✐st❪♠✮✳

▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❧✐st❡s

●❧♦❜❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✿ ❧✐st ✲❃ ♥❛t ❂ ❬❧✿❧✐st❪✭❧ ♥❛t ❖ ❬❛✿❆❪❙✮✳

❖r❞r❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs s✉r ❧❡s ❧✐st❡s

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❧❡❧ ❬❧✱♠✿❧✐st❪✭❧❡ ✭❧❡♥❣t❤ ❧✮ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮✳

▲✐st❡s ✈✐❞❡s

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ◆✉❧❧ ❬❧✿❧✐st❪❁❧✐st❃♥✐❧❂❧✳

Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❧✐st❡s

▲♦♥❣✉❡✉r

❣♦❛❧ ❁❁❁♥❛t❃❖❂✭❧❡♥❣t❤ ♥✐❧✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡♥❣t❤❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭♠✿❧✐st✮❁♥❛t❃✭❙ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❂✭❧❡♥❣t❤ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡♥❣t❤❴❝♦♥s✧❀❀

❈♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✿❧✐st✮❁❧✐st❃♠❂✭❛♣♣ ♥✐❧ ♠✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛♣♣❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭♠✱♥✿❧✐st✮❁❧✐st❃✭❝♦♥s ❛ ✭❛♣♣ ♠ ♥✮✮❂✭❛♣♣ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮ ♥✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛♣♣❴❝♦♥s✧❀❀

❆ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✱♥✱♣✿❧✐st✮❁❧✐st❃✭❛♣♣ ✭❛♣♣ ♠ ♥✮ ♣✮❂✭❛♣♣ ♠ ✭❛♣♣ ♥ ♣✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥✐t✐❛❧ ♠✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❘❊P❊❆❚ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃✮✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❢❴❡q✉❛❧ ❧✐st✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛♣♣❴❛ss✶✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✱♥✱♣✿❧✐st✮❁❧✐st❃✭❛♣♣ ♠ ✭❛♣♣ ♥ ♣✮✮❂✭❛♣♣ ✭❛♣♣ ♠ ♥✮ ♣✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧s②♠❴❡q✉❛❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛♣♣❴❛ss✷✧❀❀

❘é❝✉rs✐♦♥ ♣r✐♠✐t✐✈❡

❣♦❛❧ ❁❁✭❇✿❉❛t❛✮✭✐♥✐t✿❇✮✭✐t❡r✿❆✲❃❧✐st✲❃❇✲❃❇✮✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮

❁❇❃✭✐t❡r ❛ ❧ ✭❘❡❝❧✐st ❇ ✐♥✐t ✐t❡r ❧✮✮❂✭❘❡❝❧✐st ❇ ✐♥✐t ✐t❡r ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧❘❡❝❧✐st✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧❝♦♥s❴r❡❞✉❝❡✧✮❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧P❆■❘✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❘❡❝❧✐st❊q✉❛❧✧❀❀

❚❛✐❧

✶✾✵



❣♦❛❧ ❁❁❁❧✐st❃♥✐❧❂✭t❛✐❧ ♥✐❧✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧t❛✐❧❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮❁❧✐st❃❧❂✭t❛✐❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧t❛✐❧✧ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁❘❡❝❧✐st❊q✉❛❧❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧t❛✐❧❴❝♦♥s✧❀❀

❘❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✿❧✐st✮✭❧❡❧ ❧ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧❧❡❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴r❡❢❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✱♠✱♥✿❧✐st✮✭❧❡❧ ❧ ♠✮✲❃✭❧❡❧ ♠ ♥✮✲❃✭❧❡❧ ❧ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧❧❡❧✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❧❡❴tr❛♥s ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❃❃

❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴tr❛♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✱❜✿❆✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭❧❡❧ ❧ ♠✮✲❃✭❧❡❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❝♦♥s ❜ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①❛❝t ❁❁✭❧❡❴♥❴❙ ✭❧❡♥❣t❤ ❧✮ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴❝♦♥s❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✱❜✿❆✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭❧❡❧ ❧ ♠✮✲❃✭❧❡❧ ❧ ✭❝♦♥s ❜ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①❛❝t ❁❁✭❧❡❴❙ ✭❧❡♥❣t❤ ❧✮ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✱❜✿❆✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭❧❡❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❝♦♥s ❜ ♠✮✮ ✲❃ ✭❧❡❧ ❧ ♠✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①❛❝t ❁❁✭❧❡❴❙❴♥ ✭❧❡♥❣t❤ ❧✮ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❃❃✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴t❛✐❧✧❀❀

▲✐st❡s ✈✐❞❡s

❣♦❛❧ ❁❁✭◆✉❧❧ ♥✐❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧◆✉❧❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧◆✉❧❧❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✿❧✐st✮✭❧❡❧ ❧ ♥✐❧✮✲❃✭◆✉❧❧ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥✐t✐❛❧ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ✭❧❡ ✭❙ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮ ❖✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❧❡❧❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭♠✿❧✐st✮⑦✭◆✉❧❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞s ❬✧♥♦t✧❀✧◆✉❧❧✧❪ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ❁♥❛t❃✭❙ ✭❧❡♥❣t❤ ♠✮✮❂❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❝❤❛♥❣❡ ❁❁❁♥❛t❃✭❧❡♥❣t❤ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮❂✭❧❡♥❣t❤ ♥✐❧✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❢❴❡q✉❛❧ ❧✐st✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥✐❧❴❝♦♥s✧❀❀

❆✳✸✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ◗✉✐❝❦s♦rt

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s A ❡t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r A

✶✾✶



❍②♣♦t❤❡s✐s ✐♥❢ ✿ ❆ ✲❃ ❆ ✲❃ Pr♦♣✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s✉♣ ❬①✱②✿❆❪⑦✭✐♥❢ ① ②✮✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ✐♥❢❴s✉♣ ✿ ✭①✱②✿❆✮④✭✐♥❢ ① ②✮⑥✰④✭s✉♣ ① ②✮⑥✳

Pr♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❘❧✐st ❬❘✿❆✲❃Pr♦♣❪ ✿ ❧✐st ✲❃ Pr♦♣ ❂

❘♥✐❧ ✿ ✭❘❧✐st ❘ ♥✐❧✮

⑤❘❝♦♥s ✿ ✭①✿❆✮✭❧✿❧✐st✮✭❘ ①✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ❧✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ✭❝♦♥s ① ❧✮✮✳

Pr♦♣r✐été ♣♦✉r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♦✉ ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞♦♥♥é✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ① ✿ ❆✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❧ ✿ ❧✐st✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ✐♥❢❴❧✐st ✭❘❧✐st ✭✐♥❢ ①✮ ❧✮✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s✉♣❴❧✐st ✭❘❧✐st ✭s✉♣ ①✮ ❧✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ①✳

❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐st❡s

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❡r♠✉t ✿ ❧✐st✲❃❧✐st✲❃Pr♦♣ ❂

♣❡r♠✉t❴♥✐❧ ✿ ✭♣❡r♠✉t ♥✐❧ ♥✐❧✮

⑤ ♣❡r♠✉t❴tr❛♥ ✿ ✭❧✱♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ❧ ♠✮✲❃✭♣❡r♠✉t ♠ ♥✮✲❃✭♣❡r♠✉t ❧ ♥✮

⑤ ♣❡r♠✉t❴❝♠✐❧ ✿ ✭❛✿❆✮✭❧✱♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ❧ ✭❛♣♣ ♠ ♥✮✮✲❃✭♣❡r♠✉t ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❛♣♣ ♠ ✭❝♦♥s ❛ ♥✮✮✮

⑤ ♣❡r♠✉t❴♠✐❧❝ ✿ ✭❛✿❆✮✭❧✱♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ♠ ♥✮ ❧✮✲❃✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ♠ ✭❝♦♥s ❛ ♥✮✮ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❡♥ ❞❡✉①

■♥❞✉❝t✐✈❡ ▲❡♠❴s♣❡❝ ❬❛✿❆❀❧✿❧✐st❪ ✿ ❙♣❡❝ ❂

▲❡♠❴❡①✐st ✿ ✭❧✶✱❧✷✿❧✐st✮✭s✉♣❴❧✐st ❛ ❧✶✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ❧✷✮✲❃✭♣❡r♠✉t ❧ ✭❛♣♣ ❧✶ ❧✷✮✮

✲❃✭❧❡❧ ❧✶ ❧✮✲❃✭❧❡❧ ❧✷ ❧✮✲❃✭▲❡♠❴s♣❡❝ ❛ ❧✮✳

Pré❞✐❝❛t ❞❡ tr✐

■♥❞✉❝t✐✈❡ s♦rt ✿ ❧✐st✲❃Pr♦♣ ❂

s♦rt❴♥✐❧ ✿ ✭s♦rt ♥✐❧✮

⑤ s♦rt❴♠✐❧ ✿ ✭❛✿❆✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭s✉♣❴❧✐st ❛ ❧✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ♠✮

✲❃✭s♦rt ❧✮✲❃✭s♦rt ♠✮✲❃✭s♦rt ✭❛♣♣ ❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮✳

❆✳✸✳✸ ▲❡♠♠❡s

▲❡♠♠❡s s✉r ❘❧✐st

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭♠✱♥✿❧✐st✮✭❘❧✐st ❘ ♠✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ♥✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ✭❛♣♣ ♠ ♥✮✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❘❧✐st❴❛♣♣✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮✭❘❧✐st ❘ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮✲❃✭❘ ❛✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭⑦✭◆✉❧❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮✮✲❃✭❘ ✭✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ❆ ❛ ❬❜✿❆❪❬♥✿❆❪❜✮✮❃❃✮❀❀

✶✾✷



❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴♦❝❝✉r❴❤②♣ ✷ ✧❍✵✧ ✧❝♦♥s✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧❍✵✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ✭◆✉❧❧ ♥✐❧✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘❧✐st❴❤❞✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮✭❘❧✐st ❘ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁❧✐st❃✭t❛✐❧ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮❂❧❃❃✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❘❧✐st❴r❡❝ ❘ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁t❛✐❧❴♥✐❧❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁t❛✐❧❴❝♦♥s❃❃ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁t❛✐❧❴❝♦♥s❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘❧✐st❴t❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮✭❘❧✐st ❘ ✭❝♦♥s ❛ ❧✮✮✲❃✭✭❘ ❛✮✴❭✭❘❧✐st ❘ ❧✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧❝♦♥❥✧✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❘❧✐st❴❤❞ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❘❧✐st❴t❧ ❛✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❘❧✐st❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭♥✱♠✿❧✐st✮✭❘❧✐st ❘ ✭❛♣♣ ♥ ♠✮✮✲❃✭✭❘❧✐st ❘ ♥✮✴❭✭❘❧✐st ❘ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✸ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥✐t✐❛❧ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❉❖ ✸ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❘❧✐st❴❝♦♥s ❘ ① ✭❛♣♣ ♠✵ ♠✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❘❧✐st❴❛♣♣❴❞❡❝♦♠♣✧❀❀

▲❡♠♠❡s s✉r P❡r♠✉t

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭❧✱♠✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ❧ ♠✮✲❃✭♣❡r♠✉t ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❝❤❛♥❣❡ ❁❁✭♣❡r♠✉t ✭❝♦♥s ❛ ❧✮ ✭❛♣♣ ♥✐❧ ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♣❡r♠✉t❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✱♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠ ♥✮✲❃✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ❧ ♠✮ ✭❛♣♣ ❧ ♥✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥✐t✐❛❧ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❉❖ ✷ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃✮ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♣❡r♠✉t❴❛♣♣✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✱♠✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ❧ ♠✮✲❃✭♣❡r♠✉t ♠ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♣❡r♠✉t❴tr❛♥ ♠✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧♣❡r♠✉t❴s②♠✧❀❀

s❛✈❡❴s❡❛r❝❤ ✧♣❡r♠✉t✧ ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♣❡r♠✉t❴s②♠✧ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❘✿❆✲❃Pr♦♣✮✭♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠ ♥✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ♠✮✲❃✭❘❧✐st ❘ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❘❧✐st❴❝♦♥s ❘ ❛ ❧ ❍✶✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s

❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❘❧✐st❴❛♣♣❴❞❡❝♦♠♣ ❘ ♠✵ ♥✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❘❧✐st❴❛♣♣❴❞❡❝♦♠♣ ❘ ♠✵ ✭❝♦♥s ❛ ♥✵✮ ❍✶✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s

❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❘❧✐st❴❝♦♥s ❘ ❛ ♥✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

✶✾✸



s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘♣❡r♠✉t✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✶✱♠✷✱♥✶✱♥✷ ✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠✶ ♥✶✮✲❃✭♣❡r♠✉t ♠✷ ♥✷✮✲❃✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ♠✶ ♠✷✮ ✭❛♣♣ ♥✶ ♥✷✮✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♣❡r♠✉t❴tr❛♥ ✭❛♣♣ ♠ ♥✷✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♣❡r♠✉t❴tr❛♥ ✭❛♣♣ ♠ ♠✷✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❛ss✷❃❃✮❀❀

❜② ✭❘❊P❊❆❚ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃✮✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ❧ ♠✷✮ ✭❛♣♣ ♠ ✭❛♣♣ ♥ ♥✷✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❛ss✶❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❛ss✷❃❃✮❀❀

❜② ✭❘❊P❊❆❚ ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃✮✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭♣❡r♠✉t ✭❛♣♣ ♠ ✭❛♣♣ ♥ ♠✷✮✮ ✭❛♣♣ ❧ ♥✷✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❛ss✶❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♣❡r♠✉t❴❛♣♣❴❛♣♣✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♠✱♠✶✱♠✷✱♥✶✱♥✷ ✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠ ✭❛♣♣ ♠✶ ♠✷✮✮✲❃

✭♣❡r♠✉t ♠✶ ♥✶✮✲❃✭♣❡r♠✉t ♠✷ ♥✷✮✲❃✭♣❡r♠✉t ♠ ✭❛♣♣ ♥✶ ♥✷✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♣❡r♠✉t❴tr❛♥ ✭❛♣♣ ♠✶ ♠✷✮✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧♣❡r♠✉t❴❛♣♣❴❞♦✉❜❧❡✧❀❀

▲❡♠♠❡s s✉r ✐♥❢❴❧✐st ❡t s✉♣❴❧✐st

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ♥✐❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧✐♥❢❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❢❴❧✐st❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭s✉♣❴❧✐st ❛ ♥✐❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧s✉♣❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧s✉♣❴❧✐st❴♥✐❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✱❜✿❆✮✭♠✿❧✐st✮✭✐♥❢ ❛ ❜✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ♠✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ✭❝♦♥s ❜ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧✐♥❢❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✐♥❢❴❧✐st❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✱❜✿❆✮✭♠✿❧✐st✮✭s✉♣ ❛ ❜✮✲❃✭s✉♣❴❧✐st ❛ ♠✮✲❃✭s✉♣❴❧✐st ❛ ✭❝♦♥s ❜ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧s✉♣❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧s✉♣❴❧✐st❴❝♦♥s✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠ ♥✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ♠✮✲❃✭✐♥❢❴❧✐st ❛ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧✐♥❢❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❘♣❡r♠✉t ♠✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✐♥❢❴♣❡r♠✉t✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭♠✱♥✿❧✐st✮✭♣❡r♠✉t ♠ ♥✮✲❃✭s✉♣❴❧✐st ❛ ♠✮✲❃✭s✉♣❴❧✐st ❛ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧s✉♣❴❧✐st✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❘♣❡r♠✉t ♠✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧s✉♣❴♣❡r♠✉t✧❀❀

❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥

✶✾✹



❣♦❛❧ ❁❁✭❛✿❆✮✭❧✿❧✐st✮✭▲❡♠❴s♣❡❝ ❛ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥❞ ❧✮❃❃✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭▲❡♠❴❡①✐st ♥✐❧ ♥✐❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴♥✐❧❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭✐♥❢❴s✉♣ ❛ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭▲❡♠❴❡①✐st ❧✶ ✭❝♦♥s ① ❧✷✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭▲❡♠❴❡①✐st ✭❝♦♥s ① ❧✶✮ ❧✷✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❛♣♣❴❝♦♥s❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❉❡❝♦♠♣♦s❡✧❀❀

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✿❧✐st✮✭P✿❧✐st✲❃❙♣❡❝✮

✭P ♥✐❧✮✲❃✭✭❛✿❆✮✭♠✿❧✐st✮✭✭♥✿❧✐st✮✭❧❡❧ ♥ ♠✮✲❃✭P ♥✮✮✲❃✭P ✭❝♦♥s ❛ ♠✮✮✮

✲❃✭P ❧✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭♥✿❧✐st✮✭❧❡❧ ♥ ❧✮✲❃✭P ♥✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❍✶ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥❞ ❧✮❃❃✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❡q❴s♣❡❝ ❧✐st ♥✐❧ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❧❡❧❴♥✐❧ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧✐st❴✐♥❞ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✵✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✶✧✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❧❡❧❴tr❛♥s ♠✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❧❡❧❴t❛✐❧ ①✵ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✐♥❞✉❝t✐♦♥✧❀❀

Pr❡✉✈❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ◗✉✐❝❦s♦rt

❣♦❛❧ ❁❁✭❧✿❧✐st✮❁❧✐st❃❙✐❣✷✭s♦rt✱✭♣❡r♠✉t ❧✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st✷ ♥✐❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❉❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ♠✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ❧✶✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴✇✐t❤ ❬✧♠✶✧❀✧s✶✧❀✧♣✶✧❪✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ❧✷✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴✇✐t❤ ❬✧♠✷✧❀✧s✷✧❀✧♣✷✧❪✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st✷ ✭❛♣♣ ♠✶ ✭❝♦♥s ❛ ♠✷✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧s♦rt❴♠✐❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭s✉♣❴♣❡r♠✉t ❧✶✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭✐♥❢❴♣❡r♠✉t ❧✷✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♣❡r♠✉t❴❝♠✐❧✧✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♣❡r♠✉t❴❛♣♣❴❞♦✉❜❧❡ ❧✶ ❧✷✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❙♦rt✧❀❀

❆✳✸✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡①tr❛✐t ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

✯✯✯ ❬❆ ✿❉❛t❛❪

❧✐st ❂ ✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭❆✲❃❈✲❃❈✮✲❃❈

✿ ❉❛t❛

♥✐❧ ❂ ❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❆✲❃❈✲❃❈❪❍✶

✿ ❧✐st

✶✾✺



❝♦♥s ❂ ❬❨✿❆❪❬❨✵✿❧✐st❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❆✲❃❈✲❃❈❪✭❍✷ ❨ ✭❨✵ ❈ ❍✶ ❍✷✮✮

✿ ❆✲❃❧✐st✲❃❧✐st

❧✐st❴r❡❝ ❂ ❬❍✿❧✐st❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❆✲❃❧✐st✯❈✲❃❈❪

❁❧✐st✱❈❃❙◆❉✭✭❍ ❧✐st✯❈ ✭P❆■❘ ❧✐st ❈ ♥✐❧ ❍✶✮

❬❨✿❆❪❬❨✵✿❧✐st✯❈❪

✭P❆■❘ ❧✐st ❈ ✭❝♦♥s ❨ ❁❧✐st✱❈❃❋❙❚✭❨✵✮✮ ✭❍✷ ❨ ❨✵✮✮✮✮

✿ ❧✐st✲❃✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭❆✲❃❧✐st✯❈✲❃❈✮✲❃❈

✯✯✯ ❬❧✐st❴✐♥❞ ✿❧✐st✲❃✭P✿❉❛t❛✮P✲❃✭❆✲❃❧✐st✲❃P✲❃P✮✲❃P❪

❛♣♣ ❂ ❬❧✿❧✐st❪❬♠✿❧✐st❪✭❧ ❧✐st ♠ ❝♦♥s✮

✿ ❧✐st✲❃❧✐st✲❃❧✐st

❘❡❝❧✐st ❂ ❬❇✿❉❛t❛❪❬✐♥✐t✿❇❪❬✐t❡r✿❆✲❃❧✐st✲❃❇✲❃❇❪❬❧✿❧✐st❪

✭❧✐st❴r❡❝ ❧ ❇ ✐♥✐t ❬❛✿❆❪❬❍✿❧✐st✯❇❪✭❍ ❇ ❬♠✿❧✐st❪❬❜✿❇❪✭✐t❡r ❛ ♠ ❜✮✮✮

✿ ✭❇✿❉❛t❛✮❇✲❃✭❆✲❃❧✐st✲❃❇✲❃❇✮✲❃❧✐st✲❃❇

t❛✐❧ ❂ ✭❘❡❝❧✐st ❧✐st ♥✐❧ ❬❛✿❆❪❬♠✿❧✐st❪❬t✿❧✐st❪♠✮

✿ ❧✐st✲❃❧✐st

❧❡♥❣t❤ ❂ ❬❧✿❧✐st❪✭❧ ♥❛t ❖ ❬❛✿❆❪❙✮

✿ ❧✐st✲❃♥❛t

✯✯✯ ❬✐♥❢❴s✉♣ ✿❆✲❃❆✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

▲❡♠❴s♣❡❝ ❂❂❃ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❧✐st✲❃❧✐st✲❃❈✮✲❃❈

▲❡♠❴❡①✐st ❂❂❃ ❬❛✿❆❪❬❧✿❧✐st❪❬❧✶✿❧✐st❪❬❧✷✿❧✐st❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❧✐st✲❃❧✐st✲❃❈❪✭❍✶ ❧✶ ❧✷✮

▲❡♠❴s♣❡❝❴❡❧✐♠ ❂❂❃ ❬❛✿❆❪❬❧✿❧✐st❪❬❍✿▲❡♠❴s♣❡❝❪❍

❉❡❝♦♠♣♦s❡ ❂❂❃ ❬❛✿❆❪❬❧✿❧✐st❪✭❧✐st❴✐♥❞ ❧ ▲❡♠❴s♣❡❝

✭▲❡♠❴❡①✐st ❛ ♥✐❧ ♥✐❧ ♥✐❧✮

❬①✿❆❪❬♠✿❧✐st❪❬❍✿▲❡♠❴s♣❡❝❪

✭❍ ▲❡♠❴s♣❡❝ ❬❧✶✿❧✐st❪❬❧✷✿❧✐st❪

✭✐♥❢❴s✉♣ ❛ ① ▲❡♠❴s♣❡❝

✭▲❡♠❴❡①✐st ❛ ✭❝♦♥s ① ♠✮ ❧✶ ✭❝♦♥s ① ❧✷✮✮

✭▲❡♠❴❡①✐st ❛ ✭❝♦♥s ① ♠✮ ✭❝♦♥s ① ❧✶✮ ❧✷✮✮✮✮

✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❂❂❃ ❬❧✿❧✐st❪❬P✿❉❛t❛❪❬❍✿P❪❬❍✵✿❆✲❃❧✐st✲❃✭❧✐st✲❃P✮✲❃P❪

✭❬❍✶✿❧✐st✲❃P❪✭❍✶ ❧✮

✭❧✐st❴✐♥❞ ❧ ❧✐st✲❃P

❬♥✿❧✐st❪✭❡q❴s♣❡❝ ❧✐st ♥✐❧ ♥ P ❍✮

❬①✿❆❪❬♠✿❧✐st❪❬❍✶✿❧✐st✲❃P❪

❬♥✿❧✐st❪

✭❧✐st❴✐♥❞ ♥ P ❍

❬①✵✿❆❪❬♠✵✿❧✐st❪❬❍✷✿P❪✭❍✵ ①✵ ♠✵ ❬♥✵✿❧✐st❪✭❍✶ ♥✵✮✮✮✮✮

❙♦rt ❂❂❃ ❬❧✿❧✐st❪✭✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❧ ✭s✐❣✷ ❧✐st✮

✭❡①✐st✷ ❧✐st ♥✐❧✮

❬❛✿❆❪❬♠✿❧✐st❪❬❍✿❧✐st✲❃✭s✐❣✷ ❧✐st✮❪

✭❉❡❝♦♠♣♦s❡ ❛ ♠ ✭s✐❣✷ ❧✐st✮

❬❧✶✿❧✐st❪❬❧✷✿❧✐st❪

✭❍ ❧✶ ✭s✐❣✷ ❧✐st✮

❬♠✶✿❧✐st❪

✭❍ ❧✷ ✭s✐❣✷ ❧✐st✮

❬♠✷✿❧✐st❪✭❡①✐st✷ ❧✐st ✭❛♣♣ ♠✶ ✭❝♦♥s ❛ ♠✷✮✮✮✮✮✮✮

❆✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❲❛rs❤❛❧❧

❈❡tt❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✐ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✜♥✐ ♦r✐❡♥tés s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés✳ ◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❋✳ P❢❡♥♥✐♥❣ q✉✐ s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ré❝✉rs✐✈❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡✱ ♣✉✐s ❞❡

✶✾✻



tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à st♦❝❦❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡t ❛✐♥s✐ à é✈✐t❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬❛♣♣❡❧s ré❝✉rs✐❢s✳

❍②♣♦t❤ès❡s

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝❤❛r❣é ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❡t ❧❡ t②♣❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V✳

❆①✐♦♠ ❢✐♥✐t❴❱ ✿ ✭❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧❱✮✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r V ✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡

❱❛r✐❛❜❧❡ ❊ ✿ ❱✲❃❱✲❃Pr♦♣✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❞❡❝❴❊ ✿ ✭①✱②✿❱✮④✭❊ ① ②✮⑥✰④⑦✭❊ ① ②✮⑥✳

❈♦♥♥❡①✐té

❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❢❛✐t ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬êtr❡ ❝♦♥♥❡❝tés ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t
❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ W ✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❬❲✿❙❡t❪ ✿ ❱✲❃❱✲❃Pr♦♣

❂ ❞✐r❡❝t ✿ ✭①✱②✿❱✮✭❊ ① ②✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ① ②✮

⑤ ♦♥❡❴✐♥ ✿ ✭①✱②✱③✿❱✮✭❊ ① ②✮✲❃✭✐♥ ❲ ②✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ② ③✮

✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ① ③✮✳

▲❡♠♠❡s s✉r ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té✳

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✱❲✬✿❙❡t✮✭①✱②✿❱✮✭✐♥❝❧ ❲ ❲✬✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ① ②✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲✬ ① ②✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♦♥❡❴✐♥ ②✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❝♦♥♥❡❝t❴✐♥❝❧✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✿❙❡t✮✭①✱②✱③✿❱✮✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ② ③✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❛❞❞ ❲ ①✮ ② ③✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴✐♥❝❧ ❲✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❝♦♥♥❡❝t❴❛❞❞✧❀❀

❚r❛♥s✐t✐✈✐té✳

❣♦❛❧ ❁❁✭❲✿❙❡t✮✭①✱②✱③✿❱✮

✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ① ②✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ② ③✮✲❃✭✐♥ ❲ ②✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❲ ① ③✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✺ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♦♥❡❴✐♥ ②✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭♦♥❡❴✐♥ ②✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❝♦♥♥❡❝t❴tr❛♥s✧❀❀

❈❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭①✱②✿❱✮✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡♠♣t② ① ②✮✲❃✭❊ ① ②✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁❍❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❍✶❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❝♦♥♥❡❝t❴❡♠♣t②✧❀❀

✶✾✼



▲❡ ❧❡♠♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❙♦✐❡♥t tr♦✐s ♣♦✐♥ts x✱ y ❡t z✳ ❙✐ x ❡t z ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r Q ♠❛✐s
s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r Q + y ❛❧♦rs x ❡t y ❛✐♥s✐ q✉❡ y ❡t z s♦♥t ❝♦♥♥❡❝tés ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r Q✳

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭①✱②✱③✿❱✮✭⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ③✮✮✲❃✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❛❞❞ ◗ ②✮ ① ③✮

✲❃✭✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ②✮✴❭✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ② ③✮✮❃❃❀❀

❜② ✐♥tr♦s❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ③✮❭✴✭✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ②✮✴❭✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ② ③✮✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍✶❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❛❜s✉r❞ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ③✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❍✷❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♦r❴✐♥tr♦❧✧

❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴tr❛♥s ②✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♦r❴✐♥tr♦r✧ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁❱❃②✵❂②❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧♦r❴✐♥tr♦r✧ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s

❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧❝♦♥❥✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❍✷❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴tr❛♥s ②✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁❱❃②✵❂②❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❝♦♥♥❡❝t❴❝✉t✧❀❀

❆✳✹✳✶ Pr❡♠✐❡r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❖♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t s♦✐t ❝♦♥♥❡❝tés✱ s♦✐t ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝tés✳ ❖♥ ❢❛✐t ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐té✳

▲❡ ❝❛s ✈✐❞❡

❣♦❛❧ ❁❁✭①✱②✿❱✮④✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡♠♣t② ① ②✮⑥✰④⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❡♠♣t② ① ②✮⑥❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❞❡❝❴❊ ① ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧r✐❣❤t✧ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭❊ ① ②✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✇❛rs❤❛❧❧❴❡♠♣t②✧❀❀

▲❡ ♣❛s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭◗✿❙❡t✮✭③✿❱✮✭✭①✱②✿❱✮④✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ②✮⑥✰④⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ②✮⑥✮

✲❃✭①✱②✿❱✮④✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❛❞❞ ◗ ③✮ ① ②✮⑥✰④⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✭❛❞❞ ◗ ③✮ ① ②✮⑥❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ① ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❝❛s ¬(connected Q x y)

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ① ③✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

s♦✉s✲❝❛s (connected Q x z)

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ③ ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

s♦✉s✲s♦✉s✲❝❛s (connected Q z y)

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❧❡❢t✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴tr❛♥s ③✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s♦✉s✲s♦✉s✲❝❛s ¬(connected Q z y)

✶✾✽



❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧r✐❣❤t✧ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴❝✉t ◗ ① ③ ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ③ ②✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

s♦✉s✲❝❛s ¬(connected Q x z)

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧r✐❣❤t✧ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❝♦♥♥❡❝t❴❝✉t ◗ ① ③ ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ◗ ① ③✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✇❛rs❤❛❧❧❴✐♥❞✧❀❀

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✜♥❛❧❡✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭①✱②✿❱✮④✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧❧❱ ① ②✮⑥✰④⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧❧❱ ① ②✮⑥❃❃❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❢✐♥✐t❴❱❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✇❛rs❤❛❧❧✶✧❀❀

❆✳✹✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❛❜❧❡❛✉①

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞✬✐♥❞✐❝❡ V✱ ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (x, y) ❛✈❡❝ y ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (A x)✱ ♣♦✉r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ A✳

❉é✜♥✐t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆✿ ❱✲❃❙♣❡❝✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❛rr❛② ✿ ❙❡t✲❃❙♣❡❝ ❂

❡♠♣t②❴❛rr❛② ✿ ✭❛rr❛② ❡♠♣t②✮

⑤ ❛❞❞❴❛rr❛② ✿ ✭P✿❙❡t✮✭②✿❱✮✭❆ ②✮✲❃✭❛rr❛② P✮✲❃✭❛rr❛② ✭❛❞❞ P ②✮✮✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ P s✉r V ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✉ t②♣❡ ✿

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡♣r❴♠❛tr✐①

❬P✿❱✲❃❱✲❃Pr♦♣❪✭❛rr❛② ❬①✿❱❪✭❛rr❛② ❬②✿❱❪④✭P ① ②✮⑥✰④⑦✭P ① ②✮⑥ ❛❧❧❱✮ ❛❧❧❱✮✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞✬❛❝❝ès à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✳

❣♦❛❧ ❁❁✭❆✿❱✲❃❙♣❡❝✮✭P✿❙❡t✮✭❛rr❛② ❆ P✮✲❃✭①✿❱✮✭✐♥ P ①✮✲❃✭❆ ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✭❉❖ ✸ ✐♥tr♦✮ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❡①❝❡♣t✧ ❚❍❊◆ ❛❜s✉r❞ ❁❁✭✐♥ ❡♠♣t② ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❛❞❞❴♥✉❧❧ P✵ ① ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t ❬✹❪ ❁❁✭❡q❴s♣❡❝ ❍✸✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❛❝❝❡s✧❀❀

❙✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t y ❞❡ t②♣❡ V ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ (A y) ❛❧♦rs ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝ré❡r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r V ✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✳

❣♦❛❧ ❁❁✭❆✿❱✲❃❙♣❡❝✮✭✭②✿❱✮✭❆ ②✮✮✲❃✭❛rr❛② ❆ ❛❧❧❱✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁❢✐♥✐t❴❱❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛rr❛②❴✐♥✐t✧❀❀

❘❡♣r❡és❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s

✶✾✾



❣♦❛❧ ❁❁✭P✿❱✲❃❱✲❃Pr♦♣✮✭✭①✱②✿❱✮④✭P ① ②✮⑥✰④⑦✭P ① ②✮⑥✮✲❃✭r❡♣r❴♠❛tr✐① P✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐①✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭P✿❱✲❃❱✲❃Pr♦♣✮✭r❡♣r❴♠❛tr✐① P✮✲❃✭①✱②✿❱✮④✭P ① ②✮⑥✰④⑦✭P ① ②✮⑥❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧r❡♣r❴♠❛tr✐①✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t ❬✷❀✹❪ ❁❁✭❛❝❝❡s ❛❧❧❱ ②✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥❝♦♠♣❧❡t ❬✷❀✹❪ ❁❁✭❛❝❝❡s ❛❧❧❱ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❛❝❝❡s❴♠❛tr✐①✧❀❀

❆✳✹✳✸ ❙❡❝♦♥❞ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ♣✉✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣❛♠♠❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭r❡♣r❴♠❛tr✐① ✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧❧❱✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❢✐♥✐t❴❱❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐①✧ ❚❍❊◆ ❡①❛❝t ❁❁✭✇❛rs❤❛❧❧❴❡♠♣t②✮❃❃✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐①✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧✇❛rs❤❛❧❧❴✐♥❞✧

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧✇❛rs❤❛❧❧❴r❡♣✧❀❀

Pr❡✉✈❡ ✜♥❛❧❡

❣♦❛❧ ❁❁✭①✱②✿❱✮④✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧❧❱ ① ②✮⑥✰④⑦✭❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛❧❧❱ ① ②✮⑥❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✇❛rs❤❛❧❧✷✧❀❀

❆✳✹✳✹ ❊①tr❛❝t✐♦♥

✯✯✯ ❬❱ ✿❉❛t❛❪

✯✯✯ ❬❡q❱ ✿❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

▲✬é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ V

❡♥✉♠❡r❛t❡ ❂❂❃ ✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭❱✲❃❈✲❃❈✮✲❃❈

❡♥✉❴❡♠♣t② ❂❂❃ ❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❱✲❃❈✲❃❈❪❍✶

❡♥✉❴❛❞❞ ❂❂❃ ❬②✿❱❪❬❨✿❡♥✉♠❡r❛t❡❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❱✲❃❈✲❃❈❪✭❍✷ ② ✭❨ ❈ ❍✶ ❍✷✮✮

❛❞❞❴♥✉❧❧ ❂❂❃ ❬①✿❱❪❬②✿❱❪✭❡q❱ ② ① s✉♠❜♦♦❧ ❧❡❢t r✐❣❤t✮

✯✯✯ ❬❢✐♥✐t❴❱ ✿❡♥✉♠❡r❛t❡❪

✯✯✯ ❬❞❡❝❴❊ ✿❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

✇❛rs❤❛❧❧❴❡♠♣t② ❂❂❃ ❬①✿❱❪❬②✿❱❪✭❞❡❝❴❊ ① ② s✉♠❜♦♦❧ ❧❡❢t r✐❣❤t✮

✇❛rs❤❛❧❧❴✐♥❞ ❂❂❃ ❬③✿❱❪❬❍✿❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧❪❬①✿❱❪❬②✿❱❪

✭❍ ① ② s✉♠❜♦♦❧ ❧❡❢t

✭❍ ① ③ s✉♠❜♦♦❧ ✭❍ ③ ② s✉♠❜♦♦❧ ❧❡❢t r✐❣❤t✮ r✐❣❤t✮✮

✇❛rs❤❛❧❧✶ ❂❂❃ ✭❢✐♥✐t❴❱ ❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧

❬①✿❱❪❬②✿❱❪✭✇❛rs❤❛❧❧❴❡♠♣t② ① ②✮

❬②✿❱❪❬❍✵✿❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧❪❬①✿❱❪❬②✵✿❱❪✭✇❛rs❤❛❧❧❴✐♥❞ ② ❍✵ ① ②✵✮✮

▲❡s t❛❜❧❡❛✉① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s✳

✷✵✵



❛rr❛② ❂❂❃ ❬❆✿❉❛t❛❪✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃✭❱✲❃❆✲❃❈✲❃❈✮✲❃❈

❡♠♣t②❴❛rr❛② ❂❂❃ ❬❆✿❉❛t❛❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❱✲❃❆✲❃❈✲❃❈❪❍✶

❛❞❞❴❛rr❛② ❂❂❃ ❬❆✿❉❛t❛❪❬②✿❱❪❬❨✿❆❪❬❨✵✿✭❛rr❛② ❆✮❪

❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❱✲❃❆✲❃❈✲❃❈❪✭❍✷ ② ❨ ✭❨✵ ❈ ❍✶ ❍✷✮✮

❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡ t❛❜❧❡❛✉① ❞❡ ❜♦♦❧é❡♥s

r❡♣r❴♠❛tr✐① ❂❂❃ ✭❛rr❛② ✭❛rr❛② s✉♠❜♦♦❧✮✮

❋♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛❝❝❡s ❡t ❞✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❛❜❧❡❛✉✳

❛❝❝❡s ❂❂❃ ❬❆✿❉❛t❛❪❬❍✿✭❛rr❛② ❆✮❪

✭❍ ❱✲❃❆ ❬①✿❱❪✭❡①❝❡♣t ❆✮

❬②✿❱❪❬❍✵✿❆❪❬❍✶✿❱✲❃❆❪❬①✿❱❪

✭❛❞❞❴♥✉❧❧ ① ② ❆ ✭❡q❴s♣❡❝ ❱ ② ① ❆ ❍✵✮ ✭❍✶ ①✮✮✮

❛rr❛②❴✐♥✐t ❂❂❃ ❬❆✿❉❛t❛❪❬❍✿❱✲❃❆❪

✭❢✐♥✐t❴❱ ✭❛rr❛② ❆✮ ✭❡♠♣t②❴❛rr❛② ❆✮

❬②✿❱❪❬❍✶✿✭❛rr❛② ❆✮❪✭❛❞❞❴❛rr❛② ❆ ② ✭❍ ②✮ ❍✶✮✮

❋♦♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✳

❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐① ❂❂❃ ❬❍✿❱✲❃❱✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

✭❛rr❛②❴✐♥✐t ✭❛rr❛② s✉♠❜♦♦❧✮ ❬②✿❱❪✭❛rr❛②❴✐♥✐t s✉♠❜♦♦❧ ❬②✵✿❱❪✭❍ ② ②✵✮✮✮

❛❝❝❡s❴♠❛tr✐① ❂❂❃ ❬❍✿✭❛rr❛② ✭❛rr❛② s✉♠❜♦♦❧✮✮❪

❬①✿❱❪❬②✿❱❪✭❛❝❝❡s s✉♠❜♦♦❧ ✭❛❝❝❡s ✭❛rr❛② s✉♠❜♦♦❧✮ ❍ ①✮ ②✮

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t✳

✇❛rs❤❛❧❧❴r❡♣ ❂❂❃

✭❢✐♥✐t❴❱ r❡♣r❴♠❛tr✐①

✭❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐① ✇❛rs❤❛❧❧❴❡♠♣t②✮

❬②✿❱❪❬❍✵✿r❡♣r❴♠❛tr✐①❪

✭❜✉✐❧❞❴♠❛tr✐① ❬①✿❱❪❬②✵✿❱❪

✭✇❛rs❤❛❧❧❴✐♥❞ ②

❬①✵✿❱❪❬②✶✿❱❪✭❛❝❝❡s❴♠❛tr✐① ❍✵ ①✵ ②✶✮ ① ②✵✮✮✮

✇❛rs❤❛❧❧✷ ❂❂❃ ❬①✿❱❪❬②✿❱❪✭❛❝❝❡s❴♠❛tr✐① ✇❛rs❤❛❧❧❴r❡♣ ① ②✮

❆✳✺ ❘é❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ ♣♦✐♥t ✜①❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥

❱❛r✐❛❜❧❡ ❨ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❈✲❃❈✮✲❃❈✳

❆①✐♦♠ ❨r❡❞ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❢✿❈✲❃❈✮❁❈❃✭❢ ✭❨ ❈ ❢✮✮❂✭❨ ❈ ❢✮✳

❆✳✺✳✶ ▼✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥

▲✬ét✉❞❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ❡♥ ✺✳✹✳✷✳ ▲❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✿

(P : Nat → Pr♦♣)(decid P ) → ∃m : Nat .(P m) → Σm : Nat .(P m) ∧ (Small P 0)

✷✵✶



Pr✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝♦♥str✉✐ts

■♥❞✉❝t✐✈❡ ◆◆ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂ ◆❖ ✿ ✭◆◆ ❖✮ ⑤ ◆◆❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭◆◆ ✉✮✲❃✭◆◆ ✭❙ ✉✮✮✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❣❡ ❬♥✿♥❛t❪ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ❣❡❴♥✿ ✭❣❡ ♥ ♥✮

⑤ ❣❡❴❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭◆◆ ✉✮✲❃✭❣❡ ♥ ✭❙ ✉✮✮✲❃✭❣❡ ♥ ✉✮✳

❙♦✐t P ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣✳

▲❡ ♣ré❞✐❝❛t (Small n m) s❡r❛ ✈ér✐✜é s✐ ❧❡s ❡♥t✐❡rs j t❡❧s q✉❡ n ≤ j < m ✈ér✐✜❡♥t ¬P ✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❙♠❛❧❧ ❬♥✿♥❛t❪ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ❙♠❛❧❧❴♥ ✿ ✭❙♠❛❧❧ ♥ ♥✮

⑤ ❙♠❛❧❧❴❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭◆◆ ✉✮✲❃✭⑦✭P ✉✮✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ♥ ✉✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ♥ ✭❙ ✉✮✮✳

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞❡ P ✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P❞❡❝ ✿ ♥❛t✲❃❜♦♦❧✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘❞❡❝ ✿ ✭♥✿♥❛t✮✭◆◆ ♥✮✲❃✭❈✿❉❛t❛✮✭◗✿❈✲❃Pr♦♣✮

✭①✶✿❈✮✭✭P ♥✮✲❃✭◗ ①✶✮✮✲❃✭①✷✿❈✮✭✭⑦✭P ♥✮✮✲❃✭◗ ①✷✮✮✲❃✭◗ ✭P❞❡❝ ♥ ❈ ①✶ ①✷✮✮✳

■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝♦♥str✉✐t q✉✐ ✈ér✐✜❡ P ✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞ ✿ ❁♥❛t❃❊①✐✷✭◆◆✱P✮✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

●❧♦❜❛❧ ♠✉ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t ❂ ✭❨ ♥❛t✲❃♥❛t ❬❣✿♥❛t✲❃♥❛t❪❬②✿♥❛t❪✭P❞❡❝ ② ♥❛t ② ✭❣ ✭❙ ②✮✮✮✮✳

▲❡♠♠❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

✭❣❡ ♥ ❖✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭◆◆ ♥✮✲❃✭❣❡ ♥ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭◆◆❴r❡❝ ♥✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧◆◆❴❣❡✧❀❀

❙♠❛❧❧ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✱✈✿♥❛t✮✭◆◆ ✉✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ✉ ✈✮✲❃✭◆◆ ✈✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❙♠❛❧❧❴◆◆✧❀❀

▲❡♠♠❡ s✉r ❙♠❛❧❧

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✱♠✿♥❛t✮✭◆◆ ♥✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ✭❙ ♥✮ ♠✮✲❃✭⑦✭P ♥✮✮✲❃✭❙♠❛❧❧ ♥ ♠✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❙♠❛❧❧❴❙♥❴♥✧❀❀

❊❣❛❧✐té ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ♠✉✳

✷✵✷



❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮❁♥❛t❃✭P❞❡❝ ♥ ♥❛t ♥ ✭♠✉ ✭❙ ♥✮✮✮❂✭♠✉ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞❴♦❝❝✉r ✷ ✧♠✉✧✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❨r❡❞ ♥❛t✲❃♥❛t ❬❣✿♥❛t✲❃♥❛t❪❬②✿♥❛t❪✭P❞❡❝ ② ♥❛t ② ✭❣ ✭❙ ②✮✮✮✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♠✉❴r❡❞✧❀❀

✭♠✉ O✮ ❡st ✉♥❡ r❡❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳

❣♦❛❧ ❁❁✭P ✭♠✉ ❖✮✮✴❭✭❙♠❛❧❧ ❖ ✭♠✉ ❖✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❜♦✉♥❞❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁✭❣❡ ① ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭♠✉❴r❡❞ ①✮❃❃✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❘❞❡❝✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭P ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭♠✉❴r❡❞ ✉✮❃❃✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❘❞❡❝✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍✸❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♠❛r❦♦✈✧❀❀

❉é❝❧❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈

❉✐s❝❤❛r❣❡ P✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ✿

✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭✭♥✿♥❛t✮④✭P ♥✮⑥✰④⑦✭P ♥✮⑥✮✲❃❁♥❛t❃❊①✐✷✭◆◆✱P✮✲❃❁♥❛t❃❙✐❣✷✭✭❙♠❛❧❧ P ❖✮✱P✮✳

❆✳✺✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐s❛t✐♦♥ à ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❡t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✇❤✐❧❡✳

❍②♣♦t❤ès❡s

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t②♣❡ A✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✿ ❉❛t❛✳

❙♦✐t P ✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r A✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P ✿ ❆✲❃Pr♦♣✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P❞❡❝ ✿ ✭①✿❆✮④✭P ①✮⑥✰④⑦✭P ①✮⑥✳

❱❛r✐❛❜❧❡ P❴♥♦tP ✿ ✭①✿❆✮✭✭P ①✮❭✴✭⑦✭P ①✮✮✮✳

▲✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ■♥✈❛r ✿ ❆✲❃Pr♦♣✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ✐❧ ② ❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘ ✿ ❆✲❃❆✲❃Pr♦♣✳

▲✬é❧é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧ a ❡st s✉♣♣♦sé ✈ér✐✜❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❡t êtr❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ R✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❛ ✿ ❆✳

❍②♣♦t❤❡s❡s ■♥✈❛ ✿ ✭■♥✈❛r ❛✮✳

❍②♣♦t❤❡s❡s ❛❝❝❛ ✿ ✭❩✿❆✲❃Pr♦♣✮✭✭①✿❆✮✭✭②✿❆✮✭❘ ② ①✮✲❃✭❩ ②✮✮✲❃✭❩ ①✮✮✲❃✭❩ ❛✮✳

✷✵✸



▲✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❧♦♦♣ ✿ ✭①✿❆✮✭✭P ①✮✴❭✭■♥✈❛r ①✮✮✲❃❁❆❃❙✐❣✭❬②✿❆❪✭✭❘ ② ①✮✴❭✭■♥✈❛r ②✮✮✮✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛①✐♦♠❡ ❞✉ ❝❤♦✐①✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡❴❛①✐♦♠ ✿

✭❩✿❆✲❃Pr♦♣✮✭◗✿❆✲❃❆✲❃Pr♦♣✮

✭✭①✿❆✮✭❩ ①✮✲❃❁❆❃❙✐❣✭◗ ①✮✮✲❃❁❆✲❃❆❃❙✐❣✭❬❢✿❆✲❃❆❪✭①✿❆✮✭❩ ①✮✲❃✭◗ ① ✭❢ ①✮✮✮✳

▲❡♠♠❡s s✉r ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❈✿❉❛t❛✮✭①✵✿❈✮✭❣✿❈✲❃❈✮❁❈❃✭❣ ✭♥ ❈ ①✵ ❣✮✮❂✭❙ ♥ ❈ ①✵ ❣✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❙❴r❡❞✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❈✿❉❛t❛✮✭①✵✿❈✮✭❣✿❈✲❃❈✮✭◆◆ ♥✮✲❃❁❈❃✭♥ ❈ ✭❣ ①✵✮ ❣✮❂✭❙ ♥ ❈ ①✵ ❣✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❉❖ ✷ ✭❡❧✐♠ ❁❁❙❴r❡❞❃❃✮✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❙❴r❡❞❴✐♥✧❀❀

❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡st st❛❜❧❡✳

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❆✮✭⑦⑦✭P ①✮✮✲❃✭P ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭P❴♥♦tP ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁⑦✭P ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴♥♦t❴P✧❀❀

Pr♦❣r❛♠♠❡ ré❛❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳

❣♦❛❧ ❁❁❁❆❃❙✐❣✷✭❬❜✿❆❪⑦✭P ❜✮✱■♥✈❛r✮❃❃❀❀

❜② ✭❡❧✐♠

❁❁✭❝❤♦✐❝❡❴❛①✐♦♠ ❬①✿❆❪✭P ①✮✴❭✭■♥✈❛r ①✮ ❬①✱②✿❆❪✭✭❘ ② ①✮✴❭✭■♥✈❛r ②✮✮✮❃❃

❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭▼❛r❦♦✈ ❬♥✿♥❛t❪⑦✭P ✭♥ ❆ ❛ ①✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭P❞❡❝ ✭♥ ❆ ❛ ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧r✐❣❤t✧ ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧♥♦t✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁✭■♥✈❛r ❛✮✲❃❁♥❛t❃❊①✐✷✭◆◆✱❬♥✿♥❛t❪⑦✭P ✭♥ ❆ ❛ ①✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❛❝❝❛✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭P❴♥♦tP ①✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ①✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❍✵ ✭① ①✵✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦✷ ✭❙ ①✶✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❙❴r❡❞❴✐♥❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦✷ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st✷ ✭①✵ ❆ ❛ ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❍✵❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁■♥✈❛❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁❙❴r❡❞❃❃ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❍ ✭✉ ❆ ❛ ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧✇❤✐❧❡✧❀❀

✷✵✹



❊①tr❛❝t✐♦♥

♠✉ ❂ ❬P❞❡❝✵✿♥❛t✲❃❜♦♦❧❪✭❨ ♥❛t✲❃♥❛t ❬❣✿♥❛t✲❃♥❛t❪❬②✿♥❛t❪✭P❞❡❝✵ ② ♥❛t ② ✭❣ ✭❙ ②✮✮✮✮

✯✯✯ ❬▼❛r❦♦✈ ✿✭♥❛t✲❃s✉♠❜♦♦❧✮✲❃✭s✐❣✷ ♥❛t✮❪

✯✯✯ ❬❆ ✿❉❛t❛❪

✯✯✯ ❬P❞❡❝ ✿❆✲❃s✉♠❜♦♦❧❪

✯✯✯ ❬❛ ✿❆❪

✯✯✯ ❬❧♦♦♣ ✿❆✲❃✭s✐❣ ❆✮❪

✯✯✯ ❬❝❤♦✐❝❡❴❛①✐♦♠ ✿✭❆✲❃✭s✐❣ ❆✮✮✲❃✭s✐❣ ❆✲❃❆✮❪

✇❤✐❧❡ ❂❂❃ ✭❝❤♦✐❝❡❴❛①✐♦♠ ❬①✿❆❪✭❧♦♦♣ ①✮ ✭s✐❣✷ ❆✮

❬①✿❆✲❃❆❪✭▼❛r❦♦✈ ❬♥✿♥❛t❪✭P❞❡❝ ✭♥ ❆ ❛ ①✮ s✉♠❜♦♦❧ r✐❣❤t ❧❡❢t✮

✭s✐❣✷ ❆✮ ❬①✵✿♥❛t❪✭❡①✐st✷ ❆ ✭①✵ ❆ ❛ ①✮✮✮✮

❆✳✺✳✸ Pr✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡

P♦✐♥t ✜①❡ ❞✬✉♥❡ ❝❧❛ss❡✳

❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❋✐①

❬❆✿❉❛t❛❪❬❋✿✭❆✲❃Pr♦♣✮✲❃❆✲❃Pr♦♣❪❬①✿❆❪✭P✿❆✲❃Pr♦♣✮✭✭②✿❆✮✭❋ P ②✮✲❃✭P ②✮✮✲❃✭P ①✮✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ❉♦♠❢✐① ✿

✭❆ ✿ ❉❛t❛✮✭❋✿✭❆✲❃Pr♦♣✮✲❃✭❆✲❃Pr♦♣✮✮✭❍✿✭❆✲❃❙♣❡❝✮✲❃✭❆✲❃❙♣❡❝✮✮

✭✭P✿❆✲❃Pr♦♣✮✭◗✿❆✲❃❙♣❡❝✮✭✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭◗ ①✮✮✲❃✭①✿❆✮✭❋ P ①✮✲❃✭❍ ◗ ①✮✮

✲❃✭❈✿❆✲❃❙♣❡❝✮✭✭②✿❆✮✭❍ ❈ ②✮✲❃✭❈ ②✮✮✲❃✭①✿❆✮✭❋✐① ❆ ❋ ①✮✲❃✭❈ ①✮✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✿

❱❛r✐❛❜❧❡ ❆ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❋ ✿ ✭❆✲❃Pr♦♣✮ ✲❃ ✭❆✲❃Pr♦♣✮✳

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ H : (A → ❙♣❡❝) → A → ❙♣❡❝✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❊❍ ✿ ❉❛t❛ ✲❃ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❘❍ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃❈✲❃Pr♦♣✮✲❃❆✲❃✭❊❍ ❈✮✲❃Pr♦♣✳

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ M : (P : A → Pr♦♣)(Q : A → ❙♣❡❝)((x : A)(P x) → (Q x)) → (x : A)(F P x) → (H Q x)

❱❛r✐❛❜❧❡ ❊▼ ✿ ✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃❈✮✲❃❆✲❃✭❊❍ ❈✮✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❘▼ ✿

✭P✿❆✲❃Pr♦♣✮✭❈✿❉❛t❛✮✭◗✿❆✲❃❈✲❃Pr♦♣✮

✭❢✿❆✲❃❈✮✭✭①✿❆✮✭P ①✮✲❃✭◗ ① ✭❢ ①✮✮✮✲❃✭①✿❆✮✭❋ P ①✮✲❃✭❘❍ ❈ ◗ ① ✭❊▼ ❈ ❢ ①✮✮✳

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ C : (A → ❙♣❡❝)✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❈ ✿ ❉❛t❛✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ◗✿ ❆✲❃❈✲❃Pr♦♣✳

❘é❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ f : (y : A)(H C y) → (C y)✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❢✿❆✲❃✭❊❍ ❈✮✲❃❈✳

❍②♣♦t❤❡s✐s ❘❢ ✿ ✭②✿❆✮✭✉✿✭❊❍ ❈✮✮✭❘❍ ❈ ◗ ② ✉✮✲❃✭◗ ② ✭❢ ② ✉✮✮✳

▲❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ✿

●❧♦❜❛❧ ❢✐① ✿ ❆✲❃❈ ❂ ✭❨ ❆✲❃❈ ❬❣✿❆✲❃❈❪❬②✿❆❪✭❢ ② ✭❊▼ ❈ ❣ ②✮✮✮✳

✷✵✺



✜① ✈ér✐✜❡ ❧✬é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❆✮❁❈❃✭❢ ① ✭❊▼ ❈ ❢✐① ①✮✮❂✭❢✐① ①✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞❴♦❝❝✉r ✷ ✧❢✐①✧✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❨r❡❞ ❆✲❃❈ ❬❣✿❆✲❃❈❪❬②✿❆❪✭❢ ② ✭❊▼ ❈ ❣ ②✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❢✐①❴❡q✉❛❧✧❀❀

■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❣♦❛❧ ❁❁✭①✿❆✮✭❋✐① ❆ ❋ ①✮✲❃ ✭◗ ① ✭❢✐① ①✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✉♥❢♦❧❞ ❁❁❢✐①❴❡q✉❛❧❃❃✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁❘❢❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❘▼ ❬③✿❆❪✭◗ ③ ✭❢✐① ③✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❘❢✐①❴♣r♦♦❢✧❀❀

❖♥ ❛❜str❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à A✳

❉✐s❝❤❛r❣❡ ❆✳

❆✳✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳

●❧♦❜❛❧ ❧ ✿ ♥❛t ❂ ✭❙ ❖✮✳

●❧♦❜❛❧ t✇♦ ✿ ♥❛t ❂ ✭❙ ❧✮✳

●❧♦❜❛❧ t❤r❡❡t❴✶ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t ❂ ❬♥✿♥❛t❪✭❛❞❞ ❧ ✭❛❞❞ ♥ ✭❛❞❞ ♥ ♥✮✮✮✳

❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✐✈✷ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✳

▲❡s ♥♦♠❜r❡s ♣❛✐rs ❡t ✐♠♣❛✐rs ❞✐✛ér❡♥ts ❞❡ 0 ❡t 1

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❡✈❡♥♣ ✿ ♥❛t ✲❃ Pr♦♣

❂ ❡✈❡♥❴✷ ✿ ✭❡✈❡♥♣ t✇♦✮

⑤ ❡✈❡♥❴❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭❡✈❡♥♣ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮✮✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♦❞❞♣ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ♦❞❞❴❙ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭♦❞❞♣ ✭❙ ✉✮✮✳

❙♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥

❖♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ f t❡❧ q✉❡ (n : nat)(dom n) → (partial n (f n))

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛rt✐❛❧ ✿ ♥❛t✲❃♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂

♣❛rt❴✵ ✿ ✭♣❛rt✐❛❧ ❖ ❖✮

⑤♣❛rt❴✶ ✿ ✭♣❛rt✐❛❧ ❧ ❖✮

⑤♣❛rt❴❡✈❡♥ ✿ ✭✉✱r❡s✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭♣❛rt✐❛❧ ✭❞✐✈✷ ✉✮ r❡s✮✲❃✭♣❛rt✐❛❧ ✉ r❡s✮

⑤♣❛rt❴♦❞❞ ✿ ✭✉✱r❡s✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭♣❛rt✐❛❧ ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮ r❡s✮✲❃✭♣❛rt✐❛❧ ✉ r❡s✮✳

▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❞♦♠ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣ ❂

❞♦♠❴✵ ✿ ✭❞♦♠ ❖✮

⑤❞♦♠❴✶ ✿ ✭❞♦♠ ❧✮

⑤❞♦♠❴❡✈❡♥ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭❞♦♠ ✭❞✐✈✷ ✉✮✮✲❃✭❞♦♠ ✉✮

⑤❞♦♠❴♦❞❞ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭❞♦♠ ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮✮✲❃✭❞♦♠ ✉✮✳

✷✵✻



❖♥ é❝r✐t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ré❝✉rs✐✈❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r

■♥❞✉❝t✐✈❡ ♠❛t❝❤❴❞♦♠ ❬P✿♥❛t✲❃Pr♦♣❪ ✿ ♥❛t✲❃Pr♦♣

❂ ♠❛t❝❤❴❞♦♠❴✵ ✿ ✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ❖✮

⑤ ♠❛t❝❤❴❞♦♠❴✶ ✿ ✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ❧✮

⑤ ♠❛t❝❤❴❞♦♠❴❡✈❡♥ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭P ✭❞✐✈✷ ✉✮✮✲❃✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ✉✮

⑤ ♠❛t❝❤❴❞♦♠❴♦❞❞ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭P ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮✮✲❃✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ✉✮✳

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡♥✉ ♣♦s✐t✐❢ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ré❝✉rs✐❢

■♥❞✉❝t✐✈❡ ▼❛t❝❤❴❉♦♠ ❬P✿♥❛t✲❃❙♣❡❝❪ ✿ ♥❛t✲❃❙♣❡❝

❂ ▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✵ ✿ ✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ P ❖✮

⑤ ▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✶ ✿ ✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ P ❧✮

⑤ ▼❛t❝❤❴❉♦♠❴❡✈❡♥ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭P ✭❞✐✈✷ ✉✮✮✲❃✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ P ✉✮

⑤ ▼❛t❝❤❴❉♦♠❴♦❞❞ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭P ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮✮✲❃✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ P ✉✮✳

▲❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❛r ❝❛s

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈❛s❡s ✿ ♥❛t✲❃❙♣❡❝

❂ ❈❛s✵ ✿ ✭❈❛s❡s ❖✮

⑤ ❈❛s✶ ✿ ✭❈❛s❡s ❧✮

⑤ ❈❛s❡✈❡♥ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭❈❛s❡s ✉✮

⑤ ❈❛s♦❞❞ ✿ ✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭❈❛s❡s ✉✮✳

❉❡s ❧❡♠♠❡s s✉r ❧❛ ♣❛r✐té

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭❡✈❡♥♣ ✭❙ ✉✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♦❞❞❴❡✈❡♥❴❙✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃❁♥❛t❃❊①✐✷✭❬♠✿♥❛t❪❁♥❛t❃✭❙ ✭❙ ♠✮✮❂✉✱❬♠✿♥❛t❪✭❁♥❛t❃❖❂♠✮❭✴✭❡✈❡♥♣ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❡✈❡♥♣❴r❡❝ ✉✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦✷ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦✷ ✉✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❡✈❡♥♣❴❡❧✐♠✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭❡✈❡♥♣ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮✮✲❃✭✭❁♥❛t❃❖❂✉✮❭✴✭❡✈❡♥♣ ✉✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❡✈❡♥♣❴❡❧✐♠ ✭❙ ✭❙ ✉✮✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁♥❛t❃①❂✉❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❡✈❡♥♣❴❙❙✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃❁♥❛t❃❊①✐✷✭❬♠✿♥❛t❪❁♥❛t❃✭❙ ♠✮❂✉✱❬♠✿♥❛t❪✭❡✈❡♥♣ ♠✮✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦✷ ✉✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♦❞❞♣❴♣r❡❞✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁⑦✭❡✈❡♥♣ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁❁♥❛t❃❊①✐✭❬♠✿♥❛t❪❁♥❛t❃✭❙ ♠✮❂❖✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛❜s✉r❞ ❁❁❁♥❛t❃✭❙ ①✮❂❖❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❡✈❡♥♣❴❡❧✐♠ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦ ✭❙ ①✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴❡✈❡♥♣❴✵✧❀❀

✷✵✼



❣♦❛❧ ❁❁⑦✭❡✈❡♥♣ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❝✉t ❁❁❁♥❛t❃❊①✐✭❬♠✿♥❛t❪❁♥❛t❃✭❙ ♠✮❂❖✮❃❃✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❛❜s✉r❞ ❁❁❁♥❛t❃✭❙ ①✮❂❖❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❡✈❡♥♣❴❡❧✐♠ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐❴✐♥tr♦ ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴❡✈❡♥♣❴✶✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁⑦✭♦❞❞♣ ❖✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞ ✧❧✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴♦❞❞♣❴✵✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁⑦✭♦❞❞♣ ❧✮❃❃❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭♦❞❞♣❴♣r❡❞ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁♥❛t❃①❂❖❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♥♦t❴♦❞❞♣❴✶✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃⑦✭❡✈❡♥♣ ✉✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✷ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♣❡❛♥♦ ✉✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁♥♦t❴❡✈❡♥♣❴✶❃❃✮❀❀

❜② ✭✉♥❢♦❧❞❴❤❡❛❞ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠ ❁❁✭❡✈❡♥♣❴❙❙ ✉✶✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴✇✐t❤ ❁❁❁♥❛t❃✭❙ ✉✶✮❂❧❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ✭❙ ✉✶✮✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♦❞❞♣❴♥♦t❴❡✈❡♥♣✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭✉✿♥❛t✮✭❈❛s❡s ✉✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♥❛t❴✐♥❞ ✉✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁❈❛s✶❃❃✮❀❀

❜② ✭❝❤❛♥❣❡ ❁❁✭❈❛s❡s t✇♦✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❈❛s❡s❴♣r♦❣✧❀❀

❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡

▲❡♠♠❡s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ♠❛t❝❤❴❞♦♠✳

❣♦❛❧ ❁❁✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭✉✿♥❛t✮✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ✉✮✲❃✭❡✈❡♥♣ ✉✮✲❃✭P ✭❞✐✈✷ ✉✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✸ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ✉✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧♠❛t❝❤❴❞♦♠❴❡✈❡♥♣✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭✉✿♥❛t✮✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ✉✮✲❃✭♦❞❞♣ ✉✮✲❃✭P ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✸ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

✷✵✽



❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭♦❞❞♣ ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭♦❞❞♣ ❧✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❛❜s✉r❞ ❁❁✭❡✈❡♥♣ ✉✵✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧♠❛t❝❤❴❞♦♠❴♦❞❞♣✧❀❀

Pr❡✉✈❡ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❛ss♦❝✐é à ▼❛t❝❤❴❞♦♠

❣♦❛❧ ❁❁✭P✿♥❛t✲❃Pr♦♣✮✭◗✿♥❛t✲❃❙♣❡❝✮

✭✭✉✿♥❛t✮✭P ✉✮✲❃✭◗ ✉✮✮✲❃✭✉✿♥❛t✮✭♠❛t❝❤❴❞♦♠ P ✉✮✲❃✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ ◗ ✉✮❃❃❀❀

❜② ✭❉❖ ✹ ✐♥tr♦ ❚❍❊◆ ❡❧✐♠ ❁❁✭❈❛s❡s❴♣r♦❣ ✉✮❃❃ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧▼❛t❝❤❴❉♦♠❴❡✈❡♥✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♠❛t❝❤❴❞♦♠❴❡✈❡♥♣ P✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧▼❛t❝❤❴❉♦♠❴♦❞❞✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭♠❛t❝❤❴❞♦♠❴♦❞❞♣ P✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧r❡❝✉rr❡♥❝❡✧❀❀

Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✜♥❛❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❉♦♠✜①

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❋✐① ♥❛t ♠❛t❝❤❴❞♦♠ ♥✮✲❃❁♥❛t❃❙✐❣✭♣❛rt✐❛❧ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ✐♥❝♦♠♣❧❡t ❬✶❀✷❀✸❀✼❪ ❁❁✭❉♦♠❢✐① ♥❛t ♠❛t❝❤❴❞♦♠ ▼❛t❝❤❴❉♦♠ ♥✮❃❃

❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①❛❝t ❁❁r❡❝✉rr❡♥❝❡❃❃✮❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st ❖✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡❴✇✐t❤ ❁❁✭❡①✐st ①✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧♣r♦❣r❛♠✧❀❀

❖♥ s❡ r❛♠è♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ (n : nat)(dom n) → ∃m : nat .(partial n m)

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❞♦♠ ♥✮✲❃✭❋✐① ♥❛t ♠❛t❝❤❴❞♦♠ ♥✮❃❃❀❀

❜② ✭✐♥tr♦s ❚❍❊◆ ❡❧✐♠❴❧❛st ❚❍❊◆ ✉♥❢♦❧❞ ✧❋✐①✧ ❚❍❊◆ ✐♥tr♦s❴❛✉t♦✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✷✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧♠❛t❝❤❴❞♦♠❴❡✈❡♥✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❍✶ P✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭r❡s♦❧✈❡ ✧❍✷✧ ❚❍❊◆ r❡s♦❧✈❡ ✧♠❛t❝❤❴❞♦♠❴♦❞❞✧ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

❜② ✭❡①♣❧✐❝✐t ❁❁✭❍✶ P✮❃❃ ❚❍❊◆ ❛✉t♦♠❛t✐❝✮❀❀

s❛✈❡❴t❤♠❴t❛❝ ✧❞♦♠❴❢✐①✧❀❀

❣♦❛❧ ❁❁✭♥✿♥❛t✮✭❞♦♠ ♥✮✲❃❁♥❛t❃❙✐❣✭♣❛rt✐❛❧ ♥✮❃❃❀❀

❜② ❛✉t♦♠❛t✐❝❀❀

s❛✈❡❴t❤♠ ✧❢✐♥❛❧✧❀❀

❊①tr❛❝t✐♦♥

✯✯✯ ❬❉♦♠❢✐① ✿✭❆✿❉❛t❛✮✭❍✿❉❛t❛✲❃❉❛t❛✮

✭✭◗✿❉❛t❛✮✭❆✲❃◗✮✲❃❆✲❃✭❍ ◗✮✮✲❃✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃✭❍ ❈✮✲❃❈✮✲❃❆✲❃❈❪

❢✐① ❂ ❬❆✿❉❛t❛❪❬❊❍✿❉❛t❛✲❃❉❛t❛❪❬❊▼✿✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃❈✮✲❃❆✲❃✭❊❍ ❈✮❪

❬❈✿❉❛t❛❪❬❢✿❆✲❃✭❊❍ ❈✮✲❃❈❪✭❨ ❆✲❃❈ ❬❣✿❆✲❃❈❪❬②✿❆❪✭❢ ② ✭❊▼ ❈ ❣ ②✮✮✮

✿ ✭❆✿❉❛t❛✮✭❊❍✿❉❛t❛✲❃❉❛t❛✮✭✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃❈✮✲❃❆✲❃✭❊❍ ❈✮✮✲❃✭❈✿❉❛t❛✮✭❆✲❃✭❊❍ ❈✮✲❃❈✮✲❃❆✲❃❈

▼❛t❝❤❴❉♦♠ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃❈✲❃✭♥❛t✲❃P✲❃❈✮✲❃✭♥❛t✲❃P✲❃❈✮✲❃❈

▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✵ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❍✶

▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✶ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❍✷

▼❛t❝❤❴❉♦♠❴❡✈❡♥ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪❬✉✿♥❛t❪❬❨✵✿P❪
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❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪✭❍✸ ✉ ❨✵✮

▼❛t❝❤❴❉♦♠❴♦❞❞ ❂❂❃ ❬P✿❉❛t❛❪❬✉✿♥❛t❪❬❨✵✿P❪

❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃P✲❃❈❪✭❍✹ ✉ ❨✵✮

❈❛s❡s ❂❂❃ ✭❈✿❉❛t❛✮❈✲❃❈✲❃✭♥❛t✲❃❈✮✲❃✭♥❛t✲❃❈✮✲❃❈

❈❛s✵ ❂❂❃ ❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃❈❪❍✶

❈❛s✶ ❂❂❃ ❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃❈❪❍✷

❈❛s❡✈❡♥ ❂❂❃ ❬✉✿♥❛t❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃❈❪✭❍✸ ✉✮

❈❛s♦❞❞ ❂❂❃ ❬✉✿♥❛t❪❬❈✿❉❛t❛❪❬❍✶✿❈❪❬❍✷✿❈❪❬❍✸✿♥❛t✲❃❈❪❬❍✹✿♥❛t✲❃❈❪✭❍✹ ✉✮

❈❛s❡s❴♣r♦❣ ❂❂❃ ❬✉✿♥❛t❪

✭♥❛t❴✐♥❞ ✉ ❈❛s❡s ❈❛s✵

❬✉✵✿♥❛t❪❬❍✿❈❛s❡s❪

✭❍ ❈❛s❡s ❈❛s✶ ✭❈❛s❡✈❡♥ t✇♦✮

❬✉✶✿♥❛t❪✭❈❛s♦❞❞ ✭❙ ✉✶✮✮ ❬✉✶✿♥❛t❪✭❈❛s❡✈❡♥ ✭❙ ✉✶✮✮✮✮

r❡❝✉rr❡♥❝❡ ❂❂❃ ❬◗✿❉❛t❛❪❬❍✿♥❛t✲❃◗❪❬✉✿♥❛t❪

✭❈❛s❡s❴♣r♦❣ ✉ ✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ ◗✮

✭▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✵ ◗✮ ✭▼❛t❝❤❴❉♦♠❴✶ ◗✮

❬✉✵✿♥❛t❪✭▼❛t❝❤❴❉♦♠❴❡✈❡♥ ◗ ✉✵ ✭❍ ✭❞✐✈✷ ✉✵✮✮✮

❬✉✵✿♥❛t❪✭▼❛t❝❤❴❉♦♠❴♦❞❞ ◗ ✉✵ ✭❍ ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✵✮✮✮✮

♣r♦❣r❛♠ ❂❂❃ ❬♥✿♥❛t❪

✭❉♦♠❢✐① ♥❛t ▼❛t❝❤❴❉♦♠ r❡❝✉rr❡♥❝❡ ✭s✐❣ ♥❛t✮

❬②✿♥❛t❪❬❍✵✿✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ ✭s✐❣ ♥❛t✮✮❪

✭❍✵ ✭s✐❣ ♥❛t✮ ✭❡①✐st ♥❛t ❖✮ ✭❡①✐st ♥❛t ❖✮

❬✉✿♥❛t❪❬❍✷✿✭s✐❣ ♥❛t✮❪✭❍✷ ✭s✐❣ ♥❛t✮ ❬①✿♥❛t❪✭❡①✐st ♥❛t ①✮✮

❬✉✿♥❛t❪❬❍✷✿✭s✐❣ ♥❛t✮❪✭❍✷ ✭s✐❣ ♥❛t✮ ❬①✿♥❛t❪✭❡①✐st ♥❛t ①✮✮✮ ♥✮

❖♥ ♣❡✉t ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①tr❛✐t ❡♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ✜① à ❉♦♠✜① ♣✉✐s ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✿

♣r♦❣r❛♠ ❂ ❬♥✿♥❛t❪✭❨ ♥❛t✲❃✭s✐❣ ♥❛t✮ ❬❣✿♥❛t✲❃✭s✐❣ ♥❛t✮❪❬②✿♥❛t❪

✭❈❛s❡s❴♣r♦❣ ② ✭▼❛t❝❤❴❉♦♠ ✭s✐❣ ♥❛t✮✮

✭❡①✐st ♥❛t ❖✮ ✭❡①✐st ♥❛t ❖✮

❬✉✿♥❛t❪✭❣ ✭❞✐✈✷ ✉✮ ✭s✐❣ ♥❛t✮ ❬①✿♥❛t❪✭❡①✐st ♥❛t ①✮✮

❬✉✿♥❛t❪✭❣ ✭t❤r❡❡t❴✶ ✉✮ ✭s✐❣ ♥❛t✮ ❬①✿♥❛t❪✭❡①✐st ♥❛t ①✮✮✮
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❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❏✳▲✳ ❇❛t❡s ❛♥❞ ❘✳▲✳ ❈♦♥st❛❜❧❡✳ Pr♦♦❢s ❛s ♣r♦❣r❛♠s✳ ❆❈▼ tr❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ Pr♦❣r❛♠✲
♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ ❙②st❡♠s✱ ✼✱ ✶✾✽✺✳

❬✷❪ ▼✳❏✳ ❇❡❡s♦♥✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ▼❡t❤❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙t✉❞✐❡s✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✺✳

❬✸❪ ❈✳ ❇ö❤♠ ❛♥❞ ❆✳ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t②♣❡❞ λ✲♣r♦❣r❛♠s ♦♥ t❡r♠
❛❧❣❡❜r❛s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✾✱ ✶✾✽✺✳

❬✹❪ ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❙✳ ❋✳ ❙♠✐t❤✳ P❛rt✐❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ t②♣❡ t❤❡♦r②✳ ■♥ ❙②♠✲
♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ■t❤❛❝❛✱ ◆❨✱ ✶✾✽✼✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②
Pr❡ss✳

❬✺❪ ❘✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❙✳ ❋✳ ❙♠✐t❤✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❜❛s✐❝ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
t❤❡♦r②✳ ■♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❊❞✐♥❜✉r❣❤✱❙❝♦t❧❛♥❞✱ ✶✾✽✽✳
■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳

❬✻❪ ❘✳▲✳ ❈♦♥st❛❜❧❡ ❡t ❛❧✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ◆✉♣r❧ Pr♦♦❢ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❙②st❡♠✳ Pr❡♥t✐❝❡✲❍❛❧❧✱ ✶✾✽✻✳

❬✼❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞✳ ❯♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ✶✾✽✺✳

❬✽❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞✳ ❆♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❣✐r❛r❞✬s ♣❛r❛❞♦①✳ ■♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r
❙❝✐❡♥❝❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ✶✾✽✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳

❬✾❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞✳ ▼❡t❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ♣❛rt
■✿ s②♥t❛①✳ ❚♦ ❛♣♣❡❛r ❛s ■◆❘■❆ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❘❡♣♦rt✱ ✶✾✽✼✳

❬✶✵❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛♥❞ ●✳ ❍✉❡t✳ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✿ ❆ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣r♦♦❢ s②st❡♠ ❢♦r ♠❡❝❤❛✲
♥✐③✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ❊❯❘❖❈❆▲✽✺✱ ▲✐♥③✱ ✶✾✽✺✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳ ▲◆❈❙ ✷✵✸✳

❬✶✶❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛♥❞ ●✳ ❍✉❡t✳ ❈♦♥❝❡♣ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❢♦r♠❛❧✐sés
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❚❤❡ P❛r✐s ▲♦❣✐❝ ●r♦✉♣✱ ❡❞✐t♦r✱ ▲♦❣✐❝ ❈♦❧❧♦q✉✐✉♠
✬✽✺✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✼✳

❬✶✷❪ ❚❤✳ ❈♦q✉❛♥❞ ❛♥❞ ●✳ ❍✉❡t✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱
✼✻✱ ✶✾✽✽✳

❬✶✸❪ ●✳ ❈♦✉s✐♥❡❛✉ ❛♥❞ ●✳ ❍✉❡t✳ ❚❤❡ ❝❛♠❧ ♣r✐♠❡r✳ Pr♦❥❡t ❋♦r♠❡❧✱ ■◆❘■❆✲❊◆❙✱ ✶✾✽✼✳

❬✶✹❪ ◆✳❏✳ ❉❡ ❇r✉✐❥♥✳ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s ♥♦t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❛♠❡❧❡ss ❞✉♠♠✐❡s✱ ❛ t♦♦❧ ❢♦r ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝ ❢♦r♠✉❧❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤✉r❝❤✲r♦ss❡r t❤❡♦r❡♠✳ ■♥❞❛❣✳
▼❛t❤✳✱ ✸✹✱ ✶✾✼✷✳
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❬✶✺❪ P✳ ❉②❜❥❡r✳ Pr♦❣r❛♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ t❤❡♦r② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ●r♦✉♣✱ ❈❤❛❧♠❡rs ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❯♥✐✈❡r✲
s✐t② ♦❢ ●öt❡❜♦r❣✱ ✶✾✽✻✳

❬✶✻❪ P✳ ❉②❜❥❡r✳ ❋r♦♠ t②♣❡ t❤❡♦r② t♦ ❧❝❢✲❛ ❝❛s❡ st✉❞② ✐♥ ♣r♦❣r❛♠ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❉②❜❥❡r
❡t ❛❧✳✱ ❡❞✐t♦r✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲♦❣✐❝✱ ▼❛rstr❛♥❞✱ ✶✾✽✼✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●öt❡✲
❜♦r❣ ❛♥❞ ❈❤❛❧♠❡rs ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❘❡♣♦rt ✸✼✱ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣②
●r♦✉♣✳

❬✶✼❪ P✳ ❉②❜❥❡r✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ❛♥❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❧♦❣✐❝s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠s✳ ◆♦t❡s
❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❉❊❆✱ ✶✾✽✽✳

❬✶✽❪ ❍✳ ❋r✐❡❞♠❛♥✳ ❈❧❛ss✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝❛❧❧② ♣r♦✈❛❜❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ●✳❍✳
▼ü❧❧❡r ❛♥❞ ❉✳❙✳ ❙❝♦tt✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍✐❣❤❡r ❙❡t ❚❤❡♦r②✱ ❖❜❡r✇♦❧❢❛❝❤✱ ●❡r♠❛♥② ✼✼✱ ✶✾✼✽✳
❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✳

❬✶✾❪ ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❡ ❧✬❛r✐t❤♠é✲
t✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❚❤ès❡ ❞✬ét❛t✱ ❯♥✐✈❡r✐té P❛r✐s ✼✱ ✶✾✼✷✳

❬✷✵❪ ❏✳✲❨✳ ●✐r❛r❞✳ ▲❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✳ ◆♦t❡s ❞❡ ❝♦✉rs ❞❡ ❉❊❆✱ ✶✾✽✻✲✽✼✳

❬✷✶❪ ❈✳ ●♦❛❞✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❯s❡s ♦❢ t❤❡ ▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❋♦r♠❛❧ Pr♦♦❢s✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱
❙t❛♥❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✽✵✳

❬✷✷❪ ▼✳❏✳ ●♦r❞♦♥✱ ❘✳ ▼✐❧♥❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ❲❛❞s✇♦rt❤✳ ❊❞✐♥❜✉r❣❤ ▲❈❋✳ ▲◆❈❙ ✼✽✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✼✾✳

❬✷✸❪ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐✳ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r✲❛ss✐st❡❞ r❡❛s♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✳ ❚♦
❛♣♣❡❛r ✐♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❍❡②t✐♥❣✬✽✽✱ Pr❡♠✉♠ Pr❡ss ▲♦♥❞♦♥✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✹❪ ❙✳ ❍❛②❛s❤✐ ❛♥❞ ❍✳ ◆❛❦❛♥♦✳ P❳✱ ❛ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✳ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✳
▼■❚ Pr❡ss✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✺❪ ●✳ ❍✉❡t✳ ❚❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❡♥❣✐♥❡✳ Pr❡s❡♥té à ❊❙❖P ✽✽✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✻❪ ❙✳❈✳ ❑❧❡❡♥❡✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ▼❡t❛♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❇✐❜❧✐♦t❤❡❝❛ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✳ ◆♦rt❤✲
❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✺✷✳

❬✷✼❪ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ▼❛✲
♥✉s❝r✐♣t✱ ✶✾✽✼✳

❬✷✽❪ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥♦♥ t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❢✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✶✾✽✼✳

❬✷✾❪ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛♥❞ ▼✳ P❛r✐❣♦t✳ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✇✐t❤ ♣r♦♦❢s✳ Pr❡♣r✐♥t✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ✻t❤
s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✱ ❲❡♥❞✐s❤✲❘✐❡t③✱ ●❡r♠❛♥②✱ ✶✾✽✼✳

❬✸✵❪ ❩✳ ▼❛♥♥❛ ❛♥❞ ❘✳ ❲❛❧❞✐♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❉②❜❥❡r
❡t ❛❧✳✱ ❡❞✐t♦r✱ ❲♦r❦s❤♦♣ ♦♥ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❉❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ Pr♦❣r❛♠s✱ ▼❛rstr❛♥❞✱
✶✾✽✺✳ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ●öt❡❜♦r❣ ❛♥❞ ❈❤❛❧♠❡rs ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❘❡♣♦rt ✶✽✱
Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▼❡t❤♦❞♦❧♦❣② ●r♦✉♣✳

❬✸✶❪ ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r✳ ❘❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s ❛♥❞ t②♣❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s✳
■♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ■t❤❛❝❛✱ ◆❨✱ ✶✾✽✼✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r
❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳

❬✸✷❪ ◆✳ ▼❡♥❞❧❡r✳ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱
✶✾✽✽✳
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❬✸✸❪ ◆✳P✳ ▼❡♥❞❧❡r✳ ❋✐rst✲ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✐ ✇✐t❤ r❡❝✉rs✐✈❡ t②♣❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ■t❤❛❝❛ ◆❨✱ ✶✾✽✻✳

❬✸✹❪ ❈✳ ▼♦❤r✐♥❣✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❙②♠♣♦s✐✉♠
♦♥ ▲♦❣✐❝ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ✶✾✽✻✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t② Pr❡ss✳

❬✸✺❪ ❇✳ ◆♦r❞strö♠ ❛♥❞ ❑✳ P❡t❡rss♦♥✳ ❚②♣❡s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❘✳❊✳❆✳ ▼❛s♦♥✱ ❡❞✐t♦r✱
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ✽✸✳ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞✱ ✶✾✽✸✳

❬✸✻❪ P✳ ▼❛rt✐♥✲▲ö❢✳ ■♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ ❚②♣❡ ❚❤❡♦r②✳ ❙t✉❞✐❡s ✐♥ Pr♦♦❢ ❚❤❡♦r②✳ ❇✐❜❧✐♦♣♦❧✐s✱ ✶✾✽✹✳
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