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Résumé :
Ce mémoire a pour objet le calcul des collisions de gouttes dans divers écoulements lami-
naires et turbulents.
Dans le cadre de l’approximation des équations de Stokes, les forces d’interactions hydro-
dynamiques entre deux gouttes sont déterminées de façon exacte au moyen d’un système
de coordonnées bisphériques. Ces forces permettent de calculer les taux de collision pour
des écoulements de cisaillement simple et d’élongation pure. Les sections de collision sont
obtenues par trajectographie. Les résultats montrent un accroissement de l’efficacité de col-
lision lorsque l’inertie des gouttes croît.
L’expression du taux de collision en écoulement turbulent est analogue à celle utilisée en
théorie cinétique des gaz. La fonction de distribution de paires est obtenue pour une turbu-
lence homogène et isotrope et à l’aide de notions de probabilités conditionnelles. Les taux
de collision sont calculés sans et avec la gravité.
L’évolution granulométrique d’un nuage de gouttes est décrite à l’aide d’une équation ci-
nétique de type Smoluchowski. Cette équation est résolue au moyen d’une méthode numé-
rique originale.
Deux cas sont traités. Pour de petites gouttes en écoulement turbulent homogène et isotrope,
l’élargissement du spectre de gouttes demande plus de temps si les interactions hydrody-
namiques sont prises en compte. Pour de grosses gouttes, compte tenu de la gravité, la
formation par collisions de gouttes de diamètre supérieur à 200 µm dépend fortement de la
turbulence. Les résultats corroborent les relevés in situ dans des strati.

motsclef : écoulement dispersé, goutte, interaction hydrodynamique, coordonnées bisphériques,
collision, coalescence, turbulence, évolution granulométrique, nuage, bruine.

Abstract

This thesis is devoted to the calculation of drop collisions in laminar and turbulent flows.
Using the low Reynolds number approximation, Stokes equations are solved exactly in a
bispherical coordinate system and the hydrodynamic forces between two drops are derived.
Calculations of trajectories in the cases of a simple shear flow and a pure straining motion
then provide the collision cross section and collision rate. The collision efficiency increases
with the inertia of drops.
Using an expression analogous to that used in the kinetic theory of gases, the collision rate
in isotropic homogeneous turbulence is expressed in term of drop pair probability. Collision
rates are calculated without and with gravity.
The size evolution of a drop cloud is described by Smoluchowski kinetic equation which is
then solved with a new numeric method.
Two cases are considered. For small drops in isotropic homogeneous turbulent flow, the
hydrodynamic interactions tend to delay the broadening of the drops spectrum. For large
drops, the formation by collision of drops larger than 200 µm depends strongly on turbu-
lence, gravity being taken into account. These results corroborate in situ observations in
stratus clouds.

Keywords : disperse flow, drop, hydrodynamic interaction, bispherical coordinates, collision,
coalescence, turbulence, size evolution, cloud, drizzle.
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Nomenclature

Lettres latines

A : constante d’Hamaker.
a1, a2 : rayons des gouttes 1 et 2.
A(s) : fonction de mobilité longitudinale liée à l’écoulement linéaire.
Aαβ : tenseur des coefficents de résistance.
B(s) : fonction de mobilité transversale liée à l’écoulement linéaire.
~b1,~b2 et~b3 : vecteurs de base du système cartésien x1, x2 et x3.
c : constante géométrique du système de coordonnées bisphériques.
Ca : nombre capillaire.
Cd : coefficient de traînée d’une paticule.
~cf : réalisation de la vitesse du fluide.
~cp : réalisation de la vitesse des gouttes.
~d : vecteur unitaire suivant la ligne des centres de deux gouttes.
Dp : coefficient de diffusion turbulent des particules.
D0

12 : coefficient de diffusion brownien de deux gouttes 1 et 2.
Dt : coefficient de diffusion turbulent des particules fluides.
Dxz

α : coefficient de frottement de la goutte α lié au cisaillement γxz.
Dzx

α : coefficient de frottement de la goutte α lié au cisaillement γzx.
Dzz

α : coefficient de frottement de la goutte α lié au cisaillement γzz.
E : tenseur des taux de déformation.
E∞ : tenseur des taux de déformation de l’écoulement non-perturbé.
E12 : efficacité de collision entre les gouttes 1 et 2.
Eij : efficacité de collision entre les gouttes de classes i et j.
~eζ , ~eη et ~eθ : vecteurs de base du système bisphérique.
f(v, t) : fonction de distribution des gouttes de volume v à l’instant t.
f(r) : coefficient d’autocorrélation spatial longitudinal des vitesses du fluide.
~Fα, ~fα : force agissant sur la goutte α et forces sans dimension agissant sur la goutte α.
f (1) : fonction de distribution de probabilité des particules.
f

(1)
f (~cf) : fonction de distribution de probabilité des vitesses du fluide.
f

(2)
f (~cf1,~cf2) : fonction de distribution de probabilité de paire des vitesses du fluide.
fg : coefficient correcteur lié aux effets de raréfaction du gaz.
f

(1)
p (~cp) : fonction de distribution de probabilité des vitesses des particules.
f

(2)
p (~cp1,~cp2) : fonction de distribution de probabilité de paire des vitesses des particules.



vi Nomenclature

~g : champ de gravité.
g(r) : coefficient d’autocorrélation spatial transversal des vitesses du fluide.
G(s) : fonction de mobilité longitudinale liée à l’agitation moléculaire.
Gα : tenseur d’ordre 3 des coefficients de glissement de la goutte α.
H(s) : fonction de mobilité transversale liée à l’agitation moléculaire.
h : écart entre les surfaces de deux gouttes.
hb : facteur métrique du système de coordonnées bisphériques.
ı : imaginaire pur.
~i, ~j et ~k : vecteurs de base du système cartésien x, y et z.
J12 : Taux de collision entre les gouttes 1 et 2.
k : constante de Boltzmann.
K(v, v′) : noyau de collision entre deux gouttes de volume v et v ′.
Kij(~r) : composante du tenseur d’autocorrélation spatial des vitesses du fluide.
K̂ij(t) : composante du tenseur d’autocorrélation lagrangien des vitesses du fluide vues par les
particules.
KL(t− t′) = 〈V (t)V (t′)〉 : autocorrélation lagrangienne des particules fluides.
Kn : nombre de Knudsen.
Kp(t) : autocorrélation des vitesses des particules.
L(s) : fonction de mobilité longitudinale liée à la sédimentation.
Lb : dimension du domaine de simulation.
Le : échelle spatiale intégrale eulérienne.
M(s) : fonction de mobilité transversale liée à la sédimentation.
~n : vecteur unitaire normal à la surface d’une goutte ou d’une interface.
nα : concentration volumique en goutte α.
Nc : nombre de cellule de repérage.
ni, ni : concentration volumique de la classe i et concentration volumique adimensionnée.
Np : nombre de particules utilisé dans la simulation.
p : champ de pression.
Pn(x) : polynôme de Legendre d’ordre n.
Pm

n (x) : fonction de Legendre d’ordre n et de rang m.
p12 : fonction de distribution de paire.
Qn(x) : polynôme de Gegenbauer d’ordre n et de degré 1/2.
Q12 : nombre sans dimension lié aux forces de van der Waals.
~r, r : distance vectorielle et norme entre les centres de deux gouttes ou entre deux points quel-
conques.
R̂(t) : coefficient d’autocorrélation des vitesses du fluide vues par les particules.
r32 : rayon moyen de Sauter.
Re, Rep : nombre de Reynolds.
RL(t) : coefficient d’autocorrélation lagrangien des particules fluides.
Rp(t) : coefficient d’autocorrélation des vitesses des particules.
s : distance entre les centres de deux gouttes adimensionnée par le rayon moyen de ces der-
nières.
St : nombre de Stokes.
T : température de la phase continue.
T̂ : échelle de temps intégrale de la turbulence vue par les particules.
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TE : échelle de temps intégrale eulérienne.
TL : échelle temporelle intégrale lagrangienne.
~T α : couple agissant sur une particule solide α.
~u : champ de vecteur vitesse.
~̂u(t) : vitesse du fluide vue par les particules.
~u∞ : champ de vecteur vitesse non-perturbée de la phase continue.
~U∞(~xα) : vitesse de l’écoulement non-perturbé déterminé au centre de la goutte α.
u2 : variance des vitesses du fluide.
v, V : volume d’une goutte.
vi, vi : volume d’une goutte de classe i et volume adimensionné.
V (t) : vitesse d’une particule fluide à l’instant t.
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We : nombre de Weber.
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~xp : position d’une goutte.
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α, αt : fraction volumique totale.
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ε : taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente par unité de masse.
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ηK : micro-échelle spatiale de Kolmogorov.
θ : angle méridien des systèmes de coordonnées sphériques et bisphériques.
λ : rapport de rayon entre les gouttes.
λg : libre parcours moyen des molécules d’un gaz.
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Chapitre 1

Introduction

L’un des problèmes essentiels de la physique des aérosols concerne la coalescence. Sa mo-
délisation comporte de nombreuses difficultés. Les interactions entre les deux phases et entre
les gouttes elles-mêmes interviennent dans ce phénomène. Les propriétés physico-chimiques
dans les derniers stades de la coalescence entre deux gouttes doivent être incluses. La nature de
l’écoulement (laminaire, turbulent) modifie fortement le processus de collision. La rencontre de
deux gouttes ne s’accompagne pas forcément de la formation d’une nouvelle goutte. Les consi-
dérations énergétiques sont à prendre en compte pour pouvoir décrire la stabilité des gouttes
produites. Le drainage du film entre les gouttelettes présente également de nombreuses dif-
ficultés théoriques. Il fait intervenir des instabilités qui sont encore mal maîtrisées à ce jour.
L’ensemble de ces problèmes concerne la «microphysique» de la coalescence. D’un autre côté,
la «macrophysique» de la coalescence s’intéresse à l’étude de l’évolution granulométrique des
spectres de gouttes. Si les équations permettant de décrire cette évolution sont bien connues
dans des écoulements tridimensionnels, elles restent très difficiles à résoudre numériquement.
Il devient alors très problématique de démontrer les effets de la coalescence sur la polydispersité
d’un nuage.

Il en résulte une méconnaissance des grandeurs physiques pour estimer la largeur de spectre
de gouttes d’un nuage. Les conséquences peuvent être très graves. En effet, le passage d’un
avion de moyen courrier dans un nuage où se trouvent des gouttes assez grosses (> à 50 µm de
diamètre) en surfusion peut entraîner la formation de glace en dehors des systèmes de dégivrage.
Cette maîtrise défectueuse des conditions atmosphériques a provoqué l’accident d’un avion de
type ATR 72 le 31 octobre 1994 près de Roselawn dans l’Indiana aux Etats-Unis. Les personnes
au sol n’avaient pas pu identifier les conditions favorables à la formation de la bruine givrante.

Cet accident a également relancé le problème de la certification des avions au givrage en
présence de grosses gouttes (diamètre volumique médian de 200 µm). Les certifications de
l’ATR 72 ont été réalisées à l’aide d’essais atmosphériques aux Etats-Unis. Ces essais très
lourds sont effectués à l’aide d’un tanker pourvu d’un système de pulvérisation créant le nuage.
L’analyse granulométrique a montré des hétérogénéités dans le nuage. Il a été constaté que le
diamètre volumique médian avait tendance à augmenter en aval de la grille d’injection. Il est
alors difficile de maîtriser les conditions expérimentales. Ce type de difficultés se rencontre
également dans les essais en soufflerie [24].

Concernant la formation de la pluie, le passage en phase solide avant un retour en phase
liquide est couramment admis (processus de Bergeron, [114]). Les critaux solides croissent
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plus rapidement car la pression de vapeur saturante est plus faible à leur surface. La vapeur
d’eau va alors se condenser de préférence sur les critaux solides entraînant leur croissance au
détriment des gouttes liquides qui auront tendance à disparaître. Néanmoins, ce mécanisme de
formation n’explique pas la création des nuages tropicaux où les températures sont beaucoup
plus élevées [47]. De nombreux relevés dans des strati, où il n’y avait pas eu de passage en
phase solide, ont montré la présence de gouttes de taille élevée [112].

Depuis de nombreuses années, la coalescence a été étudiée dans des domaines très divers
comme la météorologie, le génie chimique, la combustion, le génie nucléaire... Les travaux les
plus anciens sont l’œuvre de Smoluchowski [131]. Depuis, de nombreuses publications ont été
consacrées à la prise en compte des interactions hydrodynamiques. La nature physico-chimique
est également étudiée à l’aide de la théorie D.L.V.O. 1 [69]. Mais, la plupart du temps, les
applications concernent les hydrosols. Il s’ensuit que l’inertie des gouttes n’est jamais prise en
compte. Dans le cadre d’applications aux aérosols, la différence de masse volumique entre les
deux phases peut entraîner des effets d’inertie non-négligeables.

L’étude de la coalescence dans les écoulements turbulents est encore mal maîtrisée. La com-
plication provient de la multitude des échelles de la turbulence. Les processus de collision sont
de natures différentes selon la taille des gouttes par rapport à l’échelle de dissipation visqueuse
de la turbulence. Pour les petites particules 2, les corrélations spatiales de la vitesse de la phase
continue sont prépondérantes [125]. Dans le cas contraire, la tendance va à une décorrélation.
Les travaux de Laviéville [88] permettent de trouver le taux de collision pour une grande gamme
de tailles de nuages monodisperses. La cas le plus général de spectre polydisperse n’est pas étu-
dié. De plus, les interactions hydrodynamiques ne sont pratiquement jamais prises en compte
dans les écoulements turbulents.

A cet égard, cette thèse a pour objectif d’étudier les effets de la coalescence sur l’évo-
lution granulométrique d’un nuage polydisperse. L’accent est mis sur la prise en compte des
effets d’inertie des gouttes sur la recherche des taux de collision. Ce point a entraîné un ap-
profondissement des connaissances sur les forces d’interactions hydrodynamiques. Une forme
générale de ces efforts est proposée dans des écoulements linéaires quelconques [103], [108].
Il est nécessaire dans l’établissement des forces de supposer que le nombre de Reynolds est
faible. Ce dernier correspond au rapport entre les effets d’inertie et de viscosité. Il est donné
par la relation, Re = aU/ν où a est la taille de la goutte. U est une vitesse caractéristique et
ν la viscosité cinématique. Dans le cadre des applications qui nous concerne, Re est de l’ordre
de 10−3 à 10−1. Par suite, les champs de vitesses et de pressions requis pour la détermination
des forces sont déterminés à l’aide des équations de Stokes. Dans l’ensemble de ce mémoire,
les gouttes sont supposées indéformables. Pour que cette condition soit remplie, le nombre ca-
pillaire, Ca = Uµ/σ, doit être petit devant 1. µ est la viscosité dynamique et σ la tension
superficielle. Le nombre capillaire mesure l’influence des effets visqueux sur les effets de ten-
sion superficielle. Les ordres de grandeur de Ca dans le cadre de nos applications sont de 10−7

à 10−6. Le déplacement d’une goutte dans un fluide crée un mouvement de la surface de la
goutte. Or, la présence d’agents actifs sur la goutte conduit à une immobilisation de l’interface
[91]. Cet effet est d’autant plus important que la taille des gouttelettes est petite. Il s’ensuit que
la présence d’impuretés donne un comportement de type particule solide à la goutte. Afin que
l’interface des gouttes conserve sa mobilité, il est donc nécessaire de considérer que la surface

1Initiales des chercheurs ayant travaillé sur cette théorie : Derjaguin, Landau, Verwey et Overbeek.
2Le mot particule est employé dans ce mémoire comme synonyme de goutte.
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des gouttes ne présente aucune impureté. Ceci peut être effectivement le cas dans les nuages. Le
calcul des coefficients des forces est réalisé par une résolution exacte des équations de Stokes
décrivant les écoulements à l’intérieur et à l’extérieur des gouttes. La méthode employée est
celle des coordonnées bisphériques particulièrement bien adaptée à ce type de géométrie. Par
la suite, le taux de collision dans des écoulements linéaires est déterminé numériquement par
intégration des équations de mouvement de deux gouttes interagissant. Le taux de collision est
déterminé par la recherche des sections de collision.

Concernant la turbulence, la coalescence nécessite la connaissance du taux de collision entre
des gouttes de tailles différentes. Ainsi, on propose une méthode plus générale de calcul des taux
de collision dans des cas polydisperses et pour une grande gamme de tailles. L’introduction du
champ de pesanteur sur le calcul du taux de collision est également étudiée. Ce calcul s’appuie
sur la détermination de la probabilité de paire avec la prise en compte de la corrélation spatiale.
Cette dernière est importante lorsque les gouttes ont des tailles petites par rapport à l’échelle
de Taylor. Par contre, ce calcul est effectué en négligeant les interactions hydrodynamiques.
Leur prise en compte présente de nombreuses difficultés théoriques non résolues actuellement.
L’influence des interactions hydrodynamiques sur le taux de collision ne peut être envisagée que
par une simulation lagrangienne de suivi de particules dans un écoulement turbulent homogène
et isotrope. Une méthode permettant de faire ces simulations est présentée.

Ces approfondissements sur les collisions en écoulements turbulents ont pour objectif pra-
tique l’évaluation de l’influence de la coalescence sur l’évolution granulométrique d’un nuage.
Les premières études ont porté sur la recherche du temps nécessaire pour obtenir une aug-
mentation donnée d’un diamètre moyen (diamètre de Sauter ou diamètre volumique médian)
pour de petites gouttes en écoulement homogène et isotrope [105]. Dans ce cadre d’application,
l’influence des interactions hydrodynamiques peut être évaluée. La forme générale du taux de
collision déterminée pour des écoulements turbulents nous permet d’étudier l’évolution granu-
lométrique de nuages atmosphériques. L’accent est mis sur le rôle joué par la turbulence dans
la formation de la bruine [107].

Ce mémoire est décomposé en quatre parties. Dans un premier temps, le travail porte sur
l’étude de deux gouttes dans des écoulements laminaires. Le chapitre 3 est consacré à la re-
cherche des forces d’interactions hydrodynamiques dans des écoulements linéaires quelconques.

La deuxième partie, constituée du chapitre 6, commence par une présentation bibliogra-
phique des taux de collision en écoulements linéaires. La prise en compte de l’inertie des gouttes
nécessite l’établissement d’une nouvelle méthode de détermination du taux de collision présen-
tée dans le paragraphe (§) 6.5. Le chapitre 6 est terminé par la présentation et discussion des
résultats.

La troisième partie débute par une étude de la dispersion de gouttes en écoulement turbulent,
chapitre 10. La détermination des taux de collision en écoulement turbulent commence par une
étude bibliographique. Ensuite, un nouveau modèle est élaboré en absence de champ de forces
volumiques et étendu ensuite avec l’effet de la gravité. Cette deuxième partie se termine par la
présentation de la méthode numérique permettant de déterminer des taux de collision en écou-
lement turbulent homogène et isotrope avec l’introduction des interactions hydrodynamiques.

La dernière partie est consacrée aux applications. Dans un premier temps, chapitre 17,
l’équation de population régissant l’évolution granulométrique d’un nuage est présentée. La
résolution numérique de cette dernière est proposée à la fin de ce chapitre. Dans le cas où les
gouttes sont très petites par rapport à l’échelle de dissipation visqueuse de la turbulence, l’in-
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fluence des interactions hydrodynamiques peut être évaluée. Cet effet est présenté comme pre-
mier exemple dans le chapitre 18. Ensuite, la deuxième application est consacrée à la formation
de la bruine dans des nuages atmosphériques de type stratus.

Ce mémoire se termine par une conclusion portant sur l’ensemble des travaux réalisés dans
le cadre de cette thèse et sur les perspectives.

Dans l’annexe A, on propose une généralisation des relations de récurrence servant à déter-
miner les champs de vitesses et de pressions à l’intérieur et à l’extérieur des gouttes. Dans ce cas
de figure, l’écoulement non-perturbé peut avoir une forme non-linéaire. L’annexe B présente les
connaissances mathématiques requises dans la manipulation des vecteurs et tenseurs adaptés au
système de coordonnées bisphériques. La démonstration de l’annulation du moment appliqué à
une goutte est donnée dans l’annexe C. La méthode de Bretherton est présentée dans l’annexe D.
Cette dernière est appliquée à la recherche des composantes de forces non-nulles s’appliquant
sur des gouttes. La résolution des systèmes d’équations aux dérivées ordinaires raides nécessite
l’utilisation d’une méthode adéquate présentée dans l’annexe E. Pour finir, l’annexe F traite de
l’interpolation d’un champ de vitesse dans un maillage tridimensionnel.



Première partie

Interactions hydrodynamiques





Chapitre 3

Forces d’interaction hydrodynamique
entre deux gouttes

Dans les études portant sur les milieux dispersés de gouttelettes dans un gaz, l’hypothèse
d’interaction entre paires de particules est couramment utilisée dans la mesure où les solutions
sont suffisamment diluées. La détermination de la force sur une goutte est faite en tenant compte
des effets hydrodynamiques produits par la présence d’une autre goutte proche de la première.

Comme il a été précisé dans l’introduction, les nombres de Reynolds sont supposés suf-
fisamment faibles. Les écoulements à l’intérieur et à l’extérieur des gouttes sont régis par les
équations de Stokes. La tension interfaciale de l’eau étant grande, les déformations des gouttes
ne sont pas considérées. Le caractère indéformable des gouttes est renforcé par la présence
d’agents actifs aux interfaces (cf. [91] et [123]). Les impuretés produisent en règle générale
une augmentation de la tension superficielle. Par contre, leur présence diminue la mobilité de
l’interface. En vue de l’application aux nuages, nous avons supposé que les surfaces des gouttes
restaient propres. Ce qui impose de prendre en compte la mobilité de l’interface. Beaucoup
de travaux ont été consacrés à l’étude des interactions entre particules solides. Il est possible,
aujourd’hui, de calculer les forces et les couples exercés sur les particules dans le cas où ces
dernières se déplacent avec des vitesses quelconques dans un écoulement linéaire général [72]
et [79]. Les effets de couche de lubrification sont bien pris en compte dans ces théories. Lorsque
les particules sont transportées passivement, le calcul des forces conduit aux fonctions de mo-
bilité définies par Batchelor et Green [14].

Par contre, pour les gouttes, les théories ne sont pas aussi évoluées. Les interactions sont
plus complexes car il faut tenir compte des écoulements à la fois à l’extérieur et à l’intérieur
des gouttelettes. La connaissance des forces s’exerçant sur des gouttes se déplaçant avec des
vitesses quelconques dans un fluide au repos a été rendue possible grâce aux travaux de Haber,
Hetsroni et Solan [53] et de Zinchenko [154]. Les études avec un fluide porteur en mouvement
sont rares. Zinchenko [157] a considéré le cas particulier de gouttes identiques dans des écou-
lements d’élongation pure et de cisaillement lui permettant d’accéder aux fonctions de mobilité
et aux propriétés rhéologiques du mélange. Dans leur recherche des taux de collision, Wang,
Zinchenko et Davis [145] ont généralisé les calculs de l’article [157] pour des gouttes de dia-
mètres différents. A notre connaissance, la détermination des forces dans un écoulement linéaire
quelconque n’a jamais été entreprise jusqu’à ce jour.

Dans le cadre de nos hypothèses, les méthodes utilisées pour le calcul des forces font appel
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à une résolution exacte des équations de Stokes. Afin de simplifier les conditions aux limites
à la surface des gouttes, le système de coordonnées bisphériques est couramment utilisé. Son
emploi a été instauré en hydrodynamique sous l’impulsion des travaux de Jeffery [70] et de
Stimson et Jeffery [134].

Dans un premier temps, §3.1, nous présentons le problème général de la recherche des
forces pour un écoulement linéaire quelconque. L’analyse de l’expression totale des forces nous
conduit à décomposer l’étude complète en deux sous-problèmes, l’un de nature asymétrique et
l’autre axisymétrique qui font l’objet des deux paragraphes suivants. Le paragraphe 3.4 per-
met d’aboutir à une forme générale des forces indépendantes du référentiel utilisé. On présente
ensuite l’établissement des coefficients par d’autres approches. La théorie de lubrification est
également utilisée lorsque les gouttes sont proches. Le paragraphe 3.6 permet de faire une com-
paraison entre les résultats issus de la méthode des coordonnées bisphériques et ceux donnés
par les solutions asymptotiques. Enfin, la détermination des fonctions de mobilité est faite dans
le dernier paragraphe.

3.1 Les équations du problème

La recherche des forces qui agissent sur les gouttes est faite en déterminant les champs de
pression et de vitesse à l’intérieur et à l’extérieur des gouttes. Ces dernières sont immergées
dans un écoulement linéaire quelconque. Le système de référence est choisi de manière à avoir
les deux gouttes suivant l’axe z (cf. figure 3.1). L’écoulement étant asymétrique en général
et suite aux travaux de Dean et O’Neill [37], le champ de vitesse est pris dans le système
de coordonnées cylindriques défini par ρ, θ et z (cf. figure 3.1). Le passage du système de
coordonnées cylindriques au système de coordonnées cartésiennes est rapellé ci-dessous :

x = ρ cos θ, (3.1a)
y = ρ sin θ. (3.1b)

Afin de simplifier les expressions des conditions aux limites sur les surfaces des gouttes, la
solution des champs de vitesse et de pression est obtenue en utilisant le système de coordonnées
bisphériques, ζ , θ et η initialement introduit dans les publications de Jeffery [70] et Stimson et
Jeffery [134]. Le passage entre les systèmes de coordonnées cylindriques et bisphériques est :

z =
c sinh ζ

cosh ζ − cos η
, (3.2a)

ρ =
c sin η

cosh ζ − cos η
, (3.2b)

où c est une constante géométrique. ζ et η sont les coordonnées bisphériques. Les surfaces
ζ = Cte sont des sphères centrées sur l’axe z. Ce système de référence est orthogonal et
conforme. Pour plus de détails sur ce point, il est conseillé de se reporter à l’appendice A du
livre de Happel et Brenner [56]. Les principales formules sont rappelées dans l’annexe B de ce
mémoire. La goutte 1 est située en z > 0. Son rayon est noté a1. La goutte 2, située en z < 0,
a un rayon a2. Le rapport des rayons est défini par λ = a2/a1. La distance entre les centres des
gouttes est notée r. L’écart entre les particules est donné par h = r − (a1 + a2). Ces quantités
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FIG. 3.1 – Représentation des deux gouttes dans le système de référence.

sont couramment adimensionnées de la façon suivante :

s =
2r

a1 + a2

, (3.3a)

ξ =
2h

a1 + a2

= s− 2. (3.3b)

Les gouttes sont donc référencées dans le système bisphérique par des valeurs constantes de
ζ notées ζ1 et ζ2 avec ζ1 > 0 et ζ2 < 0. Les relations permettant de calculer ζ1, ζ2 et c sont les
suivantes :

cosh ζ1 =
s (1 + λ)

4
+

(1− λ)

s
, (3.4a)

sinh ζ2 = −sinh ζ1
λ

, (3.4b)
c = a1 sinh ζ1. (3.4c)

Le champ de vitesse à l’infini est donné par la relation suivante :

~u∞ = Γ · ~x. (3.5)

Γ est le tenseur de cisaillement ; il a une trace nulle. La pression correspondante est constante.
On la prendra nulle sans perte de généralité. La vitesse et la pression à l’extérieur sont décom-
posées en un terme de perturbation et un autre lié à l’écoulement à l’infini :

~ut = ~ue + ~u∞, (3.6a)
pt = pe. (3.6b)

~ue et pe sont respectivement la vitesse et la pression de perturbation. L’indice t est utilisé pour
faire référence à l’écoulement extérieur total. L’indice e est employé pour les champs de pertur-
bation. Pour les gouttes, nous employons les indices 1 et 2.
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Comme l’écoulement à l’infini vérifie les équations de Stokes, nous avons :

div ~ue = 0, (3.7a)
µ∆ ~ue = ~grad pe. (3.7b)

µ est la viscosité dynamique du fluide externe. Les équations de Stokes sont également vérifiées
pour les écoulements à l’intérieur des gouttes :

div ~u1 = 0, (3.8a)
µ′∆ ~u1 = ~grad p1. (3.8b)

div ~u2 = 0, (3.9a)
µ′∆ ~u2 = ~grad p2. (3.9b)

µ′ est la viscosité dynamique du fluide à l’intérieur des gouttes.
Les problèmes des gouttes en mouvement dans un fluide au repos ont été étudiés par Haber,

Hetsroni et Solan [53] pour les déplacements suivant la ligne des centres et par Zinchenko [154]
pour les déplacements perpendiculaires à la ligne des centres. La linéarisation des équations de
Stokes entraîne que le cas général de particules se déplaçant avec des vitesses quelconques dans
un écoulement non nul est obtenu par superposition de cas particuliers.

Les conditions aux limites à la surface des gouttes sont classiques (pp. 235-236 [9]). Elles
sont résumées ci-dessous :

– continuité des vitesses :

~ut = ~u1 pour la goutte 1, (3.10a)
~ut = ~u2 pour la goutte 2, (3.10b)

– continuité du flux de masse :

~ut · ~n1 = ~V 1 · ~n1 pour la goutte 1, (3.11a)
~ut · ~n2 = ~V 2 · ~n2 pour la goutte 2, (3.11b)

– continuité des contraintes tangentielles :
(

σ
t · ~n1

)

· ~τ 1 =
(

σ
1 · ~n1

)

· ~τ 1 pour la goutte 1, (3.12a)
(

σ
t · ~n2

)

· ~τ 2 =
(

σ
2 · ~n2

)

· ~τ 2 pour la goutte 2, (3.12b)

– condition à l’infini :
~ut → ~u∞. (3.13)

~n1 est la normale extérieure et ~τ 1 est un vecteur unitaire tangent sur la surface de la goutte 1. σ

est le tenseur des contraintes. ~V 1 et ~V 2 sont les vitesses respectives des gouttes 1 et 2.
La recherche de la solution des équations de Stokes est faite d’une manière classique. Il est

facile de voir que la pression vérifie l’équation de Laplace :

∆ p = 0. (3.14)
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Ensuite, le champ de vitesse est pris sous la forme :

~u =
p

2µ
~x + ~uH , (3.15)

où ~uH est une fonction vectorielle harmonique.
La détermination des fonctions harmoniques est faite en utilisant la méthode de séparation

des variables et les coordonnées bisphériques [70]. La vitesse et la pression de perturbation
de l’écoulement externe mais également les champs de vitesse et de pression à l’intérieur des
gouttes sont données par les expressions suivantes :

p =
2µ

c

∞
∑

k=0

(

Q0
k sin kθ +Q0

−k cos kθ
)

, (3.16a)

uρ =

∞
∑

k=0

[(ρ

c
Q0

k +W 1
k +W−1

k

)

sin kθ +
(ρ

c
Q0

−k +W 1
−k +W−1

−k

)

cos kθ
]

, (3.16b)

uθ =

∞
∑

k=0

[(

W 1
−k −W−1

−k

)

sin kθ +
(

W−1
k −W 1

k

)

cos kθ
]

, (3.16c)

uz =
∞
∑

k=0

[(z

c
Q0

k + 2W 0
k

)

sin kθ +
(z

c
Q0

−k + 2W 0
−k

)

cos kθ
]

. (3.16d)

uρ, uθ et uz sont les composantes physiques1 de la vitesse dans le système de référence cylin-
drique. Cette solution a été proposée par Lin et al. [94]. Elle est une généralisation de celle de
Wakiya [144]. Il est possible de trouver plus de détails dans la thèse de Lin [93]. Les fonctions
Q0

m et W i
m où i varie de−1 à 1 et m vaut k ou−k dépendent des variables ζ et η. Elles satisfont

aux équations :

L2
|m|Q

0
m = 0, (3.17a)

L2
|m|+iW

i
m = 0, (3.17b)

où l’opérateur L2
m est défini ci-dessous :

L2
m =

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2
+
∂2

∂z2
. (3.18)

Les solutions des équations (3.17b) obtenues par la méthode de séparation des variables donnent
pour Q0

m et W i
m les relations suivantes :

Q0
m =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=|m|
q0
mn (ζ)P |m|

n (cos η) , (3.19a)

W i
m =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=|m|+i

wi
mn (ζ)P |m|+i

n (cos η) . (3.19b)

1Le terme «composante physique» est pris au sens tensoriel (cf. [5] et [143]).
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Pm
n (x) est la fonction de Legendre d’ordre n et de rangm. Elle est définie par la relation suivante

lorsque n et m sont entiers ([51] page 1014) :

Pm
n (x) = (−1)m

(

1− x2
)

m
2
dmPn

dxm
. (3.20)

Pn(x) est un polynôme de Legendre d’ordre n en x. Si m > n, Pm
n (x) est égal à zéro. Il est

également nécessaire que m soit strictement supérieur à zéro. Il ressort que les fonctions W −1
0

et W−1
−0 seront prises égales à zéro. Il est d’ailleurs possible de montrer que ces fonctions sont

bien nulles en cherchant à démontrer les relations (3.16d). q0
mn et wi

mn dépendent uniquement de
ζ . Elles sont souvent données à l’aide des sinh et cosh. Mais nous préférons utiliser les formes
proposées par Zinchenko [154] :

q0
mn (ζ) = C0

mne
−(n+ 1

2)ζ +D0
mne

(n+ 1
2)ζ, (3.21a)

wi
mn (ζ) = Ai

mne
−(n+ 1

2)ζ +Bi
mne

(n+ 1
2)ζ . (3.21b)

Il est intéressant de voir la forme du champ de vitesse non-perturbé en coordonnées cylin-
driques de façon à pouvoir par la suite utiliser le même formalisme que celui présenté ci-dessus.
La matrice de cisaillement a la forme générale suivante dans le système de référence cartésien :

Γ =





γxx γxy γxz

γyx γyy γyz

γzx γzy γzz



 . (3.22)

Le champ de vitesse non-perturbé est alors :

u∞ρ =
γxx + γyy

2
ρ+ γyzz sin θ + γxzz cos θ +

γxy + γyx

2
ρ sin 2θ +

γxx − γyy

2
ρ cos 2θ, (3.23a)

u∞θ = −γxy − γyx

2
ρ− γxzz sin θ + γyzz cos θ − γxx − γyy

2
ρ sin 2θ +

γxy + γyx

2
ρ cos 2θ, (3.23b)

u∞z = γzzz + γzyρ sin θ + γzxρ cos θ. (3.23c)

A la vue des précédentes relations, nous pouvons donc limiter la sommation sur k à une
valeur maximale de 2 dans les expressions données par les relations (3.16d). Si l’écoulement
non-perturbé n’était pas linéaire, nous aurions des harmoniques encore plus grandes, il serait
alors nécessaire de prendre une valeur de k limite plus importante.

Grâce aux relations (3.6b), les quantités W ti
k et Qt0

k de l’écoulement externe peuvent être
décomposées de la façon suivante :

W ti
k = W ei

k +W∞i
k , (3.24a)

Qt0
k = Qe0

k . (3.24b)

W ei
k et Qe0

k sont données par les relations (3.19b) et sont inconnues. Par contre, les quanti-
tés W∞i

k sont connues. Elles sont déterminées par identification entre les relations (3.16d) et
(3.23a). La pression de l’écoulement à l’infini étant nulle, il n’y a pas de termeQ∞

k dans (3.24b).
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L’identification pour les écoulements linéaires donnent les relations suivantes pour les termes
W∞i

k :
– pour k = 0 :

W∞1
−0 =

γxx + γyy

2
ρ, (3.25a)

W∞1
0 =

γxy − γyx

2
ρ, (3.25b)

W∞0
−0 =

γzz

2
z, (3.25c)

– pour k = 1 :

W∞−1
1 = γyzz, (3.26a)
W∞1

1 = 0, (3.26b)
W∞0

1 =
γzy

2
ρ, (3.26c)

– pour k = −1 :

W∞−1
−1 = γxzz, (3.27a)
W∞1

−1 = 0, (3.27b)

W∞0
−1 =

γzx

2
ρ, (3.27c)

– pour k = 2 :

W∞−1
2 =

γxy + γyx

2
ρ, (3.28a)

W∞1
2 = 0, (3.28b)

W∞0
2 = 0, (3.28c)

– pour k = −2 :

W∞−1
−2 =

γxx − γyy

2
ρ, (3.29a)

W∞1
−2 = 0, (3.29b)

W∞0
−2 = 0. (3.29c)

Il est nécessaire d’exprimer z et ρ à l’aide des polynômes de Legendre. Grâce à l’identité
suivante :

1√
cosh ζ − cos η

=
√

2
∞
∑

n=0

e−(n+ 1
2)|ζ|Pn(cos η), (3.30)

et en dérivant (3.30) par rapport à ζ et à η, on obtient respectivement pour z et ρ :

z = c
√

cosh ζ − cos η
√

2
∞
∑

n=0

(2n+ 1)e−(n+ 1
2)|ζ|signζPn(cos η), (3.31a)

ρ = −c
√

cosh ζ − cos η 2
√

2
∞
∑

n=1

e−(n+ 1
2)|ζ|P 1

n(cos η). (3.31b)

Le symbole signζ représente le signe de ζ .

Comme les équations de Stokes sont linéaires, nous pouvons décomposer le problème géné-
ral en une somme de cas élémentaires. Cette décomposition peut se faire de la façon suivante :
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– 1er cas d’étude : γxz 6= 0,
z

x
y

– 2ème cas d’étude : γyz 6= 0,
z

x
y

– 3ème cas d’étude : γxx 6= 0, γyy 6= 0 et
γzz 6= 0,

z

x
y

– 4ème cas d’étude : γxy 6= 0
et γyx 6= 0,

z

x

y

– 5ème cas d’étude : γzx 6= 0,
z

y

x

– 6ème cas d’étude : γzy 6= 0.
z

y

x

Pour ces différents cas, les relations générales des champs de vitesse et de pression (3.16d)
peuvent être simplifiées. Ces expressions réduites sont données ci-dessous pour les 6 cas d’études.

– Cas d’étude 1 et 5 :

p =
2µ

c
Q0

−1 cos θ, (3.32a)

uρ =
(ρ

c
Q0

−1 +W 1
−1 +W−1

−1

)

cos θ, (3.32b)

uθ =
(

W 1
−1 −W−1

−1

)

sin θ, (3.32c)

uz =
(z

c
Q0

−1 + 2W 0
−1

)

cos θ. (3.32d)

– Cas d’étude 2 et 6 :

p =
2µ

c
Q0

1 sin θ, (3.33a)

uρ =
(ρ

c
Q0

1 +W 1
1 +W−1

1

)

sin θ, (3.33b)

uθ =
(

W−1
1 −W 1

1

)

cos θ, (3.33c)

uz =
(z

c
Q0

1 + 2W 0
1

)

sin θ. (3.33d)
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– Cas d’étude 3 :

p =
2µ

c

(

Q0
−0 +Q0

−2 cos 2θ
)

, (3.34a)

uρ =
ρ

c
Q0

−0 +W 1
−0 +

(ρ

c
Q0

−2 +W 1
−2 +W−1

−2

)

cos 2θ, (3.34b)

uθ =
(

W 1
−2 −W−1

−2

)

sin 2θ, (3.34c)

uz =
z

c
Q0

−0 + 2W 0
−0 +

(z

c
Q0

−2 + 2W 0
−2

)

cos 2θ. (3.34d)

– Cas d’étude 4 :

p =
2µ

c
Q0

2 sin 2θ, (3.35a)

uρ =
(ρ

c
Q0

2 +W 1
2 +W−1

2

)

sin 2θ, (3.35b)

uθ = W 1
0 +

(

W−1
2 −W 1

2

)

cos 2θ, (3.35c)

uz =
(z

c
Q0

2 + 2W 0
2

)

sin 2θ. (3.35d)

Les champs de vitesse et de pression pour les cas 1 et 5 ont déjà été utilisés pour étudier la
rotation et le déplacement d’une particule solide [37] et [100], les rotations et les translations de
deux particules solides [101] et les déplacements de deux gouttes [154]. La vitesse et la pression
des cas 2 et 6 sont très proches de celles des cas 1 et 5. La seule différence provient de l’échange
du cos en sin et inversement. Les problèmes sont en réalité identiques, il suffit d’intervertir les
axes x et y. Le troisième cas est composé d’une vitesse et d’une pression indépendantes de θ
correspondant à un cas axisymétrique et de champs d’harmonique 2. Le caractère axisymétrique
est intéressant à remarquer car la recherche des champs de pression et de vitesse peut être faite
à l’aide de la fonction de courant [134]. La résolution est alors plus simple car elle ne fait
apparaître aucune relation de récurrence (cf. §3.3).

Il est également intéressant de préciser pour les 6 cas les expressions de W∞i
k . On ne donne

que les fonctions non-nulles. Elles sont obtenues à l’aide des équations (3.31b) exprimant z et
ρ.

– Cas d’étude 1 :

W∞−1
−1 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=0

w∞−1
−1n Pn(cos η), (3.36a)

avec w∞−1
−1n = c

√
2 (2n+ 1)γxze

−(n+ 1
2)|ζ|signζ. (3.36b)

– Cas d’étude 2 :

W∞−1
1 =

√

cosh ζ − cos η

∞
∑

n=0

w∞−1
1n Pn(cos η), (3.37a)

avec w∞−1
1n = c

√
2 (2n+ 1)γyze

−(n+ 1
2)|ζ|signζ. (3.37b)

– Cas d’étude 3 :

W∞1
−0 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=1

w∞1
−0nP

1
n(cos η), (3.38a)

avec w∞1
−0n = c

√
2γzze

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.38b)
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W∞0
−0 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=0

w∞0
−0nPn(cos η), (3.39a)

avec w∞0
−0n = c

√
2

2
(2n+ 1)γzze

−(n+ 1
2)|ζ|signζ. (3.39b)

W∞−1
−2 =

√

cosh ζ − cos η

∞
∑

n=1

w∞1
−2nP

1
n(cos η), (3.40a)

avec w∞−1
−2n = −c

√
2 (γxx − γyy) e

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.40b)

– Cas d’étude 4 :

W∞1
0 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=1

w∞1
0n P

1
n(cos η), (3.41a)

avec w∞1
0n = c

√
2 (γxy − γyx) e

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.41b)

W∞−1
2 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=1

w∞1
2n P

1
n(cos η), (3.42a)

avec w∞−1
2n = −c

√
2 (γxy + γyx) e

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.42b)

– Cas d’étude 5 :

W∞0
−1 =

√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=1

w∞0
−1nP

1
n(cos η), (3.43a)

avec w∞0
−1n = −c

√
2γzxe

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.43b)

– Cas d’étude 6 :

W∞0
1 =

√

cosh ζ − cos η

∞
∑

n=1

w∞0
1n P

1
n(cos η), (3.44a)

avec w∞0
1n = −c

√
2γzye

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.44b)

(3.44c)

Pour le troisième cas, on a utilisé la relation :

γxx + γyy + γzz = 0. (3.45)

Le but de notre étude est la détermination des forces exercées sur les gouttes dues à un
écoulement linéaire quelconque. Nous venons de voir que le problème général se ramène à 6
cas d’étude indépendants. Il est encore possible de simplifier le problème en regardant les ex-
pressions des forces calculées à partir des relations (3.16d). Nous utilisons les résultats généraux
de la thèse de Lin [93]. Après une adaptation entre les notations de Lin et les nôtres, les forces
sur les gouttes 1 et 2 exprimées dans le système de coordonnées rectilignes sont les suivantes :
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– pour la goutte 1 :

F 1
x = 8

√
2πµc

∞
∑

n=1

n (n+ 1)De0
−1n, (3.46a)

F 1
y = 8

√
2πµc

∞
∑

n=1

n (n+ 1)De0
1n, (3.46b)

F 1
z = −8

√
2 πµc

∞
∑

n=1

(2n+ 1)De0
−0n, (3.46c)

– pour la goutte 2 :

F 2
x = 8

√
2 πµc

∞
∑

n=1

n (n+ 1)Ce0
−1n, (3.47a)

F 2
y = 8

√
2 πµc

∞
∑

n=1

n (n+ 1)Ce0
1n, (3.47b)

F 2
z = 8

√
2 πµc

∞
∑

n=1

(2n+ 1)Ce0
−0n. (3.47c)

Ces résultats permettent de généraliser ceux présentés par Zinchenko [154]. Les moments
exercés sur les gouttes sont nuls quel que soit l’écoulement externe (cf. annexe C). Les diffé-
rences de signe entre nos relations et celles de Zinchenko proviennent de la définition prise pour
les fonctions de Legendre. Nous voyons que les champs de vitesse et de pression d’harmonique
2 n’interviennent jamais dans les calculs des forces. Il ne sera donc pas nécessaire de les dé-
terminer dans un premier temps. Le cas d’étude 4 n’engendre aucun effort. Son développement
ne sera pas poursuivi. En fait, la nullité des efforts pour ce cas peut être démontrée en utilisant
la méthode de Bretherton [19]. Cette démonstration est faite dans l’annexe D. Cette analyse
nous amène à étudier uniquement les cas 1, 2, 3, 5 et 6. Seul les champs axisymétriques du
cas 3 donnent une force suivant l’axe z. Nous utiliserons pour calculer les composantes suivant
l’axe z la méthode proposée par Wang et al. [145]. Le cas 1 donne des forces suivant l’axe x
uniquement. De façon analogue, le cas 2 ne donne des efforts que suivant l’axe y. La résolution
de ces deux cas est en effet totalement identique comme nous l’avons déjà vu plus haut. Il en
est de même pour les cas 5 et 6. Les cas 1 et 2 ont été résolus par Wang et al. [145]. Nous allons
utiliser leur méthode pour l’appliquer à la détermination des forces pour les cas 5 et 6.

Le développement des problèmes asymétriques est présenté dans le paragraphe suivant.
Nous verrons ensuite le problème axisymétrique.

3.2 Problème asymétrique

Afin que cette étude soit complète, le déplacement suivant l’axe x des gouttes est pris en
compte. Leur vitesse est notée V 1 pour la goutte 1 et V 2 pour la deuxième. Le champ de vitesse
à l’infini est pris de la façon suivante :

~u∞ = γxzz~i + γzxx~k. (3.48)
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z

y

zxγ

γxz

x

FIG. 3.2 – Représentation du champ de vitesse non-perturbé donné par le relation (3.48).

~i et ~k sont les vecteurs unitaires suivant les axes x et z respectivement. Cette vitesse est visuali-
sée sur la figure 3.2.

Ces deux types d’écoulement n’engendrent qu’une seule composante de force suivant l’axe
x. Ce résultat ne présente aucune ambiguité pour le taux de cisaillement γxz. Par contre, pour
γzx la présence de cette force suivant l’axe x n’est pas aussi évidente. Pourtant, nous l’avons
démontré dans la section précédente. Cette force peut également être retrouvée en utilisant le
raisonnement de Bretherton [19]. Par symétrie, on montre que les composantes suivant les axes
y et z ne peuvent qu’être nulles (cf. annexe D). Les champs de vitesse et de pression pour les
écoulements de perturbation et du fluide à l’intérieur des gouttes sont rappelés ci-dessous :

p =
2µ

c
Q0

−1 cos θ, (3.49a)

uρ =
(ρ

c
Q0

−1 +W 1
−1 +W−1

−1

)

cos θ, (3.49b)

uθ =
(

W 1
−1 −W−1

−1

)

sin θ, (3.49c)

uz =
(z

c
Q0

−1 + 2W 0
−1

)

cos θ. (3.49d)
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Les formes des fonctions Q0
−1, W−1

−1 , W 1
−1 et W 0

−1 sont :

Q0
−1 =

∞
∑

n=1

q−1nP
1
n , (3.50a)

W−1
−1 =

∞
∑

n=0

w−1
−1nPn, (3.50b)

W 1
−1 =

∞
∑

n=2

w1
−1nP

2
n , (3.50c)

W 0
−1 =

∞
∑

n=1

w0
−1nP

1
n , (3.50d)

où q−1n et wi
−1n sont données par :

wi
−1n = Ai

−1ne
−(n+ 1

2)ζ +Bi
−1ne

(n+ 1
2)ζ , (3.51a)

q−1n = C0
−1ne

−(n+ 1
2)ζ +D0

−1ne
(n+ 1

2)ζ . (3.51b)

Pour le champ de vitesse non-perturbé, nous avons les relations :

W∞−1
−1 =

√

cosh ζ − cos η

∞
∑

n=0

w∞−1
−1n Pn(cos η), (3.52a)

avec w∞−1
−1n = c

√
2 (2n+ 1)γxze

−(n+ 1
2)|ζ|signζ, (3.52b)

W∞0
−1 =

√

cosh ζ − cos η

∞
∑

n=1

w∞0
−1nP

1
n(cos η), (3.53a)

avec w∞0
−1n = −c

√
2γzxe

−(n+ 1
2)|ζ|. (3.53b)

La résolution du problème revient à chercher les relations liant les coefficients numériques
Aei

−1n, Bei
−1n, Ce0

−1n, De0
−1n, A1i

−1n, B1i
−1n, C10

−1n, D10
−1n, A2i

−1n, B2i
−1n, C20

−1n et D20
−1n.

L’établissement de ces relations se fait en exprimant les conditions aux limites et de di-
vergence nulle de la vitesse pour les trois écoulements. La condition d’annulation à l’infini de
l’écoulement perturbé est directement vérifiée par la forme de la vitesse (3.49d). En effet, le
point à l’infini correspond à η = 0 et ζ = 0. Ce qui entraîne que les fonctions Q0

m et W i
m sont

identiquement nulles car cosh ζ = cos η. L’écoulement à l’intérieur des gouttes ne doit présenter
aucune valeur infinie. Pour satisfaire cette condition, il faut que :

B1i
−1n = D10

−1n = 0, (3.54a)
A2i

−1n = C20
−1n = 0. (3.54b)

Ces conditions sont issues du fait que ζ tend vers +∞ à l’intérieur de la goutte 1 et vers −∞
dans la goutte 2.

La suite de ce paragraphe est consacrée à l’écriture des conditions aux limites et de diver-
gence nulle de la vitesse. La méthode suit celle présentée par Zinchenko [154] que nous allons
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généraliser. La présentation est faite pour la valeur de k égale à−1. Mais les résultats sont géné-
ralisables pour une valeur de k quelconque. Ces derniers sont présentés dans l’annexe A. Cette
généralisation est très intéressante si une résolution complète de l’écoulement, où interviennent
des harmoniques d’ordre 2, est souhaitable. Pour simplifier les notations, l’indice inférieur −1
est supprimé par la suite.

3.2.1 Equation de continuité

L’équation de continuité en coordonnées cylindriques est rappelée ci-dessous :
∂uρ

∂ρ
+
uρ

ρ
+

1

ρ

∂uθ

∂θ
+
∂uz

∂z
= 0. (3.55)

En substituant les relations donnant la vitesse (3.49d) dans l’expression de la divergence (3.55)
qui doit être vérifiée quelle que soit la valeur de θ, on obtient la relation suivante :

3Q0 + ρ
∂Q0

∂ρ
+ z

∂Q0

∂z
+ c

(

∂W 1

∂ρ
+

2W 1

ρ
+
∂W−1

∂ρ
+ 2

∂W 0

∂z

)

= 0. (3.56)

Cette dernière relation doit être également vérifiée pour des valeurs quelconques de ζ et de η.
Après un long calcul [100], les relations suivantes sont obtenues :

5C0
n − (n− 1)C0

n−1 + (n + 2)C0
n+1 − 2A−1

n + A−1
n−1 + A−1

n+1 + 2(n− 1)(n+ 2)A1
n

−(n− 2)(n− 1)A1
n−1 − (n + 2)(n+ 3)A1

n+1

−2(2n + 1)A0
n + 2(n− 1)A0

n−1 + 2(n+ 2)A0
n+1 = 0, (3.57)

5D0
n − (n− 1)D0

n−1 + (n + 2)D0
n+1 − 2B−1

n +B−1
n−1 +B−1

n+1 + 2(n− 1)(n+ 2)B1
n

−(n− 2)(n− 1)B1
n−1 − (n + 2)(n+ 3)B1

n+1

+2(2n+ 1)B0
n − 2(n− 1)B0

n−1 − 2(n+ 2)B0
n+1 = 0. (3.58)

Ces deux relations sont valides pour les coefficients de l’écoulement externe. Pour la goutte 1,
seule l’équation (3.57) est prise en considération. Pour la goutte 2, seule l’expression (3.58) est
retenue. Les différences de signe entre nos relations et celles de Zinchenko [154] proviennent
toujours de la définition retenue pour les fonctions de Legendre.

Afin de simplifier l’écriture des relations (3.57) et (3.58), il est intéressant de poser, en
suivant Zinchenko [154], les coefficients supplémentaires :

In = 5C0
n − 2A−1

n + 2(n− 1)(n+ 2)A1
n, (3.59a)

Jn = 5D0
n − 2B−1

n + 2(n− 1)(n+ 2)B1
n, (3.59b)

Kn−1 = −(n− 1)C0
n−1 + A−1

n−1 − (n− 2)(n− 1)A1
n−1, (3.59c)

Ln−1 = −(n− 1)D0
n−1 +B−1

n−1 − (n− 2)(n− 1)B1
n−1, (3.59d)

Mn+1 = (n+ 2)C0
n+1 + A−1

n+1 − (n+ 2)(n+ 3)A1
n+1, (3.59e)

Nn+1 = (n+ 2)D0
n+1 +B−1

n+1 − (n+ 2)(n+ 3)B1
n+1. (3.59f)

Les nouvelles fonctions sont alors introduites :

αn(ζ) = Ine
−(n+ 1

2
)ζ + Jne

(n+ 1
2
)ζ , (3.60a)

βn(ζ) = Kne
−(n+ 1

2
)ζ + Lne

(n+ 1
2
)ζ , (3.60b)

γn(ζ) = Mne
−(n+ 1

2
)ζ +Nne

(n+ 1
2
)ζ . (3.60c)
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Ce qui entraîne les identités suivantes compte tenu de (3.51b) :

αn = 5qn − 2w−1
n + 2(n− 1)(n+ 2)w1

n, (3.61a)
βn−1 = −(n− 1)qn−1 + w−1

n−1 − (n− 2)(n− 1)w1
n−1, (3.61b)

γn+1 = (n + 2)qn+1 + w−1
n+1 − (n+ 2)(n+ 3)w1

n+1. (3.61c)

Les équations de continuité peuvent alors s’écrire de la façon suivante :
– pour l’écoulement externe :

Ie
n +Ke

n−1 +M e
n+1 − 2(2n+ 1)Ae0

n + 2(n− 1)Ae0
n−1 + 2(n+ 2)Ae0

n+1 = 0, (3.62a)
Je

n + Le
n−1 +N e

n+1 + 2(2n+ 1)Be0
n − 2(n− 1)Be0

n−1 − 2(n+ 2)Be0
n+1 = 0; (3.62b)

– pour la goutte 1 :

I1
n +K1

n−1 +M1
n+1 − 2(2n+ 1)A10

n + 2(n− 1)A10
n−1 + 2(n+ 2)A10

n+1 = 0; (3.63)

– pour la goutte 2 :

J2
n + L2

n−1 +N2
n+1 + 2(2n+ 1)B20

n − 2(n− 1)B20
n−1 − 2(n+ 2)B20

n+1 = 0. (3.64)

3.2.2 Continuité des vitesses

Il convient d’établir les relations liant les divers coefficients numériques de notre problème
traduisant la continuité des vitesses (3.10b). Nous traitons cette condition pour les deux gouttes
en même temps. Le symbole α représente l’indice sur les gouttes qui peut prendre les valeurs 1
ou 2. Il est nécessaire pour que la continuité des vitesses soit satisfaite que l’on ait :

ut
ρ = uα

ρ , (3.65a)
ut

θ = uα
θ , (3.65b)

ut
z = uα

z . (3.65c)

Ce qui conduit aux trois relations suivantes :

ρ

c
Qt0 +W t1 +W t−1 =

ρ

c
Qα0 +W α1 +W α−1, (3.66a)

W t−1 −W t1 = W α−1 −W α1, (3.66b)
z

c
Qt0 + 2W t0 =

z

c
Qα0 + 2W α0. (3.66c)

On obtient ensuite trois expressions déterminées en fonction de la différence W α0 −W t0 :

Qα0 −Qt0 = −2(cosh ζ − cos η)

sinh ζ

(

W α0 −W t0
)

, (3.67a)

W α−1 −W t−1 =
sin η

sinh ζ

(

W α0 −W t0
)

, (3.67b)

W α1 −W t1 =
sin η

sinh ζ

(

W α0 −W t0
)

. (3.67c)
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En utilisant les relations de récurrence sur les fonctions de Legendre ([51], pages 1004-
1006) et en posant Zα

n = wα0
n − we0

n , la condition de continuité des vitesses s’exprime à l’aide
des trois équations suivantes :

qα
n − qe

n =
2

sinh ζα

[

n− 1

2n− 1

(

Zα
n−1 − w∞0

n−1

)

+
n + 2

2n+ 3

(

Zα
n+1 − w∞0

n+1

)

−

cosh ζα
(

Zα
n − w∞0

n

)]

, (3.68)

wα−1
n − we−1

n =
1

sinh ζα

[

n(n− 1)

2n− 1

(

Zα
n−1 − w∞0

n−1

)

− (n+ 1)(n+ 2)

2n+ 3
(

Zα
n+1 − w∞0

n+1

)]

, (3.69)

wα1
n − we1

n =
−1

sinh ζα

[

Zα
n−1 − w∞0

n−1

2n− 1
− Zα

n+1 − w∞0
n+1

2n+ 3

]

. (3.70)

La nouveauté dans le résultat précédent est l’apparition du terme w∞0
n .

3.2.3 Condition de continuité du flux de masse

A la surface de la goutte α, le flux de masse est continu, soit dans le repère absolu :

~ut · ~nα = ~V α · ~nα. (3.71)

Dans le repère lié à la goutte α (repère se déplaçant à la vitesse ~V α), la vitesse est :

~u∗ = ~u− ~V α. (3.72)

La condition ci-dessus devient une condition de flux de masse nul :

~u∗t.~nα = 0. (3.73)

L’utilisation des coordonnées bisphériques va permettre une simplification de cette condi-
tion. Les composantes de la vitesse de la goutte α dans le référentiel bisphérique sont :

V α
ζ = −V

α cos θ sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
, (3.74a)

V α
θ = −V α sin θ, (3.74b)

V α
η = −V

α cos θ (1− cos η cosh ζ)

cosh ζ − cos η
. (3.74c)

La relation (3.71) se transforme en

ut
ζ = −V α cos θ

sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
, (3.75)
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pour ζ = ζα où ut
ζ est la composante physique de la vitesse de l’écoulement externe suivant

l’axe ζ dans le système de coordonnées bisphériques. Le changement de base entre les systèmes
cylindrique et bisphérique permet d’écrire uζ sous la forme :

uζ =
− sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
uρ +

1− cos η cosh ζ

cosh ζ − cos η
uz. (3.76)

En utilisant les relations (3.49d) donnant uρ et uz, la composante uζ est

uζ =
1

cosh ζ − cos η

[

− cos η sinh ζQ0 − sin η sinh ζ
(

W 1 +W−1
)

+

2(1− cos η cosh ζ)W 0
]

cos θ. (3.77)

La condition de continuité de flux de masse (3.75) impose que

− cos η sinh ζαQ
t0 − sin η sinh ζα

(

W t1 +W t−1
)

+

2(1− cos η cosh ζα)W t0 = −V α sin η sinh ζα. (3.78)

Grâce aux relations de récurrence des fonctions de Legendre, il est possible de transformer la
précédente relation et de faire apparaître les définitions (3.61c), on obtient alors l’équation :

γt
n+1

2n+ 3
− βt

n−1

2n− 1
+

2 cosh ζα
sinh ζα

[

(n− 1)wt0
n−1

2n− 1
+

(n+ 2)wt0
n+1

2n+ 3

]

− 2wt0
n

sinh ζα
= −V α

√
2

[

e−(n− 1
2
)|ζα|

2n− 1
− e−(n+ 3

2
)|ζα|

2n+ 3

]

. (3.79)

Il est à noter qu’en utilisant (3.61c), γt
n et βt

n sont égales à :

γt
n = γe

n + w−1∞
n , (3.80a)

βt
n = βe

n + w−1∞
n . (3.80b)

3.2.4 Continuité des contraintes tangentielles

La démonstration est faite pour les deux gouttes. La condition sur les contraintes tangen-
tielles s’exprime sous la forme :

(

σ
t · ~nα

)

· ~τα = (σα · ~nα) · ~τα. (3.81)

Le tenseur des contraintes est exprimé dans le système de coordonnées bisphériques. Son ex-
pression complète est donné dans l’annexe B. Si ~eζ , ~eθ et ~eη représentent les vecteurs de base
du système bisphérique, la condition ci-dessus peut se transformer ainsi :

(

σ
t · ~eα

ζ

)

· ~eα
θ =

(

σ
α · ~eα

ζ

)

· ~eα
θ , (3.82a)

(

σ
t · ~eα

ζ

)

· ~eα
η =

(

σ
α · ~eα

ζ

)

· ~eα
η . (3.82b)
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En utilisant les résultats de l’annexe B, la contrainte a pour expression :

σ · ~eζ =

[

−p +
2µ

hb

(

∂uζ

∂ζ
+

1

hb

∂hb

∂η
uη

)]

~eζ + µ

(

1

ρ

∂uζ

∂θ
− 1

hbρ

∂ρ

∂ζ
uθ +

1

hb

∂uθ

∂ζ

)

~eθ

+
µ

hb

[

∂

∂η

(

uζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

uη

hb

)]

~eη. (3.83)

µ est la viscosité dynamique. hb est le facteur d’échelle (cf. [5]) défini par la relation :

hb =
c

cosh ζ − cos η
. (3.84)

Il est possible de remarquer que

∂

∂ζ

(

1

hb

)

= − 1

hbρ

∂ρ

∂ζ
. (3.85)

Ce qui entraîne que la composante suivant ~eθ, notée Tθ, devient :

Tθ = µ

[

1

ρ

∂uζ

∂θ
+

∂

∂ζ

(

uθ

hb

)]

. (3.86)

Les conditions (3.82b) peuvent être écrites sous la forme suivante :

1

ρ

∂ut
ζ

∂θ
+

∂

∂ζ

(

ut
θ

hb

)

= µ̂

[

1

ρ

∂uα
ζ

∂θ
+

∂

∂ζ

(

uα
θ

hb

)]

, (3.87a)

∂

∂η

(

ut
ζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

ut
η

hb

)

= µ̂

[

∂

∂η

(

uα
ζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

uα
η

hb

)]

. (3.87b)

µ̂ est le rapport des viscosités dynamiques µ′/µ.
Pour simplifier les relations sur les contraintes, on se place dans le repère lié à la goutte α

où les champs de vitesse ont été définis, relation (3.72). La condition de flux de masse nul se
simplifie sous la forme :

u∗αζ = 0. (3.88)
Il est alors facile de voir que nous avons :

(

∂u∗tζ

∂θ

)

ζ=ζα

= 0, (3.89a)
(

∂u∗αζ

∂θ

)

ζ=ζα

= 0. (3.89b)

De même, les conditions de flux de masse nul permettent de conclure que la dérivée par rapport
à η de u∗ζ/hb est nulle :

∂

∂η

(

u∗tζ

hb

)

ζ=ζα

= 0, (3.90a)

∂

∂η

(

u∗αζ

hb

)

ζ=ζα

= 0. (3.90b)



3.2 Problème asymétrique 25

A l’aide des relations (3.89b) et (3.90b), les conditions sur les contraintes deviennent :

∂

∂ζ

(

u∗tθ

hb

)

= µ̂
∂

∂ζ

(

u∗αθ

hb

)

, (3.91a)

∂

∂ζ

(

u∗tη

hb

)

= µ̂
∂

∂ζ

(

u∗αη

hb

)

. (3.91b)

Il est alors nécessaire de transformer ces deux dernières relations afin d’éliminer les fonctions
de Legendre. Commençons par examiner le relation suivant le direction η.

Les composantes de la vitesse relative sont :

u∗ζ =
1

cosh ζ − cos η

[

− cos η sinh ζ − sin η sinh ζ
(

W 1 +W−1 − V α
)

+

2(1− cos η cosh ζ)W t0
]

cos θ, (3.92a)

u∗η =
1

cosh ζ − cos η

[

− sin η cosh ζQ0 + (cos η cosh ζ − 1)(W 1 +W−1 − V α)−

2 sin η sinh ζW 0
]

cos θ. (3.92b)

Si l’on pose pour les composantes physiques u∗
ζ et u∗η

u∗ζ1 = − cos η sinh ζQ0 − sin η sinh ζ
(

W 1 +W−1 − V α
)

+ 2(1− cos η cosh ζ)W t0,(3.93a)
u∗η1 = − sin η cosh ζQ0 + (cos η cosh ζ − 1)(W 1 +W−1 − V α)− 2 sin η sinh ζW 0,(3.93b)

u∗ζ et u∗η sont égales à

u∗η =
1

cosh ζ − cos η
u∗η1 cos θ, (3.94a)

u∗ζ =
1

cosh ζ − cos η
u∗ζ1 cos θ. (3.94b)

La condition de flux de masse nul s’exprime en terme de u∗
ζ1 sous la forme :

u∗tζ1 = u∗αζ1 = 0, (3.95)

en ζ = ζα. La relation (3.91bb) peut s’écrire :
(

∂u∗tη1

∂ζ

)

ζ=ζα

= µ̂

(

∂u∗αη1

∂ζ

)

ζ=ζα

. (3.96)

Afin d’utiliser au maximum la condition de flux de masse nul, u∗
η1 est prise sous la forme :

u∗η1 =
−1

sin η

[

(cosh ζ − cos η)Q0 +
2(cosh ζ − cos η)2

sinh ζ
W 0+

cos η cosh ζ − 1

sinh ζ
u∗ζ1

]

. (3.97)
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La dérivée par rapport à ζ de cette dernière relation est alors pour l’écoulement externe :

(

∂u∗tη1

∂ζ

)

ζ=ζα

=
−1

sin η

[

3

2
sinh ζαQ

t0 + 3(cosh ζ − cos η)W t0+

sin2 η cosh ζα
DQt0

∂ζ
+ 2 sinh ζα sin2 η

DW t0

∂ζ

−(cos η cosh ζα − 1) sin η
D(W t1 +W t−1 − V α)

∂ζ

]

, (3.98)

où le terme D
∂ζ

est défini par :

D

∂ζ
=
√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=i

d

dζ
P i

n. (3.99)

Il est possible de faire apparaître les fonctions βn et γn définies en (3.60c). Dans le calcul,
nous avons besoin également des relations permettant d’exprimer les quantités qn, w1

n et w−1
n en

fonction de αn, βn et γn. Ces dernières obtenues en inversant le système (3.61c) sont données
ci-dessous :

3(2n+ 1)qn = (2n+ 1)αn + 2(n+ 2)βn + 2(n− 1)γn, (3.100a)
6(2n+ 1)w1

n = (2n+ 1)αn + (2n+ 7)βn + (2n− 5)γn, (3.100b)
6(2n+ 1)w−1

n = (2n+ 1)n(n + 1)αn + (n + 1)(n+ 2)(2n+ 3)βn

+n(n− 1)(2n− 1)γn. (3.100c)
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La condition sur la contrainte tangentielle suivant la direction η devient :

3

2
sinh ζα

(

qt
n − µ̂qα

n

)

+ 3

[

cosh ζα
(

wt0
n − µ̂wα0

n

)

− n− 1

2n− 1

(

wt0
n−1 − µ̂wα0

n−1

)

− n+ 2

2n+ 3

(

wt0
n+1 − µ̂wα0

n+1

)

]

+ cosh ζα

[

dqt
n

dζ
− µ̂dq

α
n

dζ
+

n− 1

(2n− 1)(2n− 3)
(

dβt
n−2

dζ
− µ̂dβ

α
n−2

dζ

)

− n− 1

(2n+ 1)(2n− 1)

(

dγt
n

dζ
− µ̂dγ

α
n

dζ

)

−

n + 2

(2n+ 3)(2n+ 5)

(

dγt
n+2

dζ
− µ̂dγ

α
n+2

dζ

)

+
n + 2

(2n+ 1)(2n+ 3)
(

dβt
n

dζ
− µ̂dβ

α
n

dζ

)]

+ 2 sinh ζα

[

2n(n+ 1)

(2n + 3)(2n− 1)

(

dwt0
n

dζ
− µ̂dw

α0
n

dζ

)

−

(n− 1)(n− 2)

(2n− 1)(2n− 3)

(

dwt0
n−2

dζ
− µ̂dw

α0
n−2

dζ

)

− (n+ 2)(n+ 3)

(2n+ 3)(2n+ 5)
(

dwt0
n+2

dζ
− µ̂dw

α0
n+2

dζ

)]

− 1

2n− 1

(

dβt
n−1

dζ
− µ̂dβ

α
n−1

dζ

)

− n− 1

2n− 1
(

dqt
n−1

dζ
− µ̂dq

α
n−1

dζ

)

+
1

2n + 3

(

dγt
n+1

dζ
− µ̂dγ

α
n+1

dζ

)

− n+ 2

2n + 3

(

dqt
n+1

dζ
− µ̂dq

α
n+1

dζ

)

= −2
√

2V α sinh ζα(µ̂− 1)

{

cosh ζα

[

n + 2

2n+ 3
e−(n+ 3

2
)|ζα|+

n− 1

2n− 1
e−(n− 1

2
)|ζα|
]

− e−(n+ 1
2
)|ζα|
}

. (3.101)

Afin d’exprimer cette dernière relation uniquement à l’aide des fonctions de l’écoulement
externe, on utilise les équations (3.68), (3.69) et (3.70) traduisant la continuité des vitesses à
l’interface entre les deux fluides. A l’aide de (3.61c), elles permettent également d’établir que

βα
n − βt

n =
2

sinh ζα

[

n cosh ζα(Zα
n − w∞0

n )− (n+ 1)(2n+ 1)

2n+ 3

(Zα
n+1 − w∞0

n+1)
]

, (3.102a)

γα
n − γt

n =
2

sinh ζα

[

n(2n+ 1)

2n− 1
(Zα

n−1 − w∞0
n−1)− (n− 1) cosh ζα

(Zα
n − w∞0

n )
]

. (3.102b)

De même, les termes avec les dérivées par rapport à ζ peuvent être transformés en utilisant
les relations (3.68), (3.69) et (3.70). Nous définisons au préalable la fonction :

f±
n =

dfn

dζ
± µ̂(n + 1

2
)fn

(n + 1
2
)(µ̂+ 1)

. (3.103)

La fonction fn est générique. Le signe plus est utilisé en ζ = ζ1 et le signe moins en ζ2. Le
terme µ̂ + 1 au dénominateur n’est pas indispensable. Mais il permet de stabiliser la solution
numérique lorque µ̂ devient grand. Le premier code de calcul avait été réalisé sans ce terme. Il



28 Forces d’interaction hydrodynamique entre deux gouttes

s’est avéré que certaines solutions étaient fausses. L’introduction du terme µ̂+ 1 dans une autre
version du code a conduit à de meilleurs résultats. A l’aide de cette définition et de (3.61c),
(3.68)-(3.70), il est possible de montrer les relations suivantes :

dwt0
n

dζ
− µ̂dw

α0
n

dζ
=

2n+ 1

2

[

(µ̂+ 1)wt±
n ± µ̂(Zα

n − w∞0
n )
]

, (3.104)

dqt0
n

dζ
− µ̂dq

α0
n

dζ
=

2n+ 1

2

{

(µ̂+ 1)qt±
n ±

2µ̂

sinh ζα

[

n− 1

2n− 1

(

Zα
n−1 − w∞0

n−1

)

+

n + 2

2n+ 3

(

Zα
n+1 − w∞0

n+1

)

− cosh ζα
(

Zα
n − w∞0

n

)

]}

, (3.105)

dβt
n

dζ
− µ̂dβ

α
n

dζ
=

2n + 1

2

{

(µ̂+ 1)βt±
n ±

2µ̂

sinh ζα

[

n cosh ζα(Zα
n − w∞0

n )−

(n + 1)(2n+ 1)

2n+ 3
(Zα

n+1 − w∞0
n+1)

]}

, (3.106)

dγt
n

dζ
− µ̂dγ

α
n

dζ
=

2n + 1

2

{

(µ̂+ 1)γt±
n ±

2µ̂

sinh ζα

[

n(2n+ 1)

2n− 1
(Zα

n−1 − w∞0
n−1)−

(n− 1) cosh ζα(Z1
n − w∞0

n )
]}

. (3.107)

La condition de continuité des contraintes suivant l’axe η s’écrit finalement sous la forme :

3(µ̂− 1)

µ̂+ 1

[

sinh ζαq
t
n + 2

(

cosh ζαw
t0
n −

n− 1

2n− 1
wt0

n−1 −
n+ 2

2n+ 3
wt0

n+1

)]

+

cosh ζα

[

n+ 2

2n+ 3
(γt±

n+2 − βt±
n ) +

n− 1

2n− 1
(γt±

n − βt±
n−2)− (2n+ 1)qt±

n

]

+

2 sinh ζα

[

(n− 1)(n− 2)

2n− 1
wt±

n−2 +
(n + 2)(n+ 3)

2n + 3
wt±

n+2 −
2n(n+ 1)(2n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 3)
wt±

n

]

+βt±
n−1 − γt±

n+1 + (n− 1)qt±
n−1 + (n+ 2)qt±

n+1 +

4µ̂

(µ̂+ 1)| sinh ζα|

{

(n− 2)(n− 1)

(2n− 1)(2n− 3)
(Zα

n−2 − w∞0
n−2)−

2(n− 1)2

(2n− 1)2
cosh ζα(Zα

n−1 − w∞0
n−1)+

2

2n+ 1

[

2n(n+ 1)

(2n+ 3)(2n− 1)
− 1

]

(Zα
n − w∞0

n ) +
2(n+ 2)2

(2n+ 3)2
cosh ζα(Zα

n+1 − w∞0
n+1)−

(n+ 2)(n+ 3)

(2n+ 3)(2n+ 5)
(Zα

n+2 − w∞0
n+2)

}

= −2
√

2V α sinh ζα(µ̂− 1)

µ̂+ 1
{

cosh ζα

[

n+ 2

2n+ 3
e−(n+ 3

2
)|ζα| +

n− 1

2n− 1
e−(n− 1

2
)|ζα|
]

− e−(n+ 1
2
)|ζα|
}

. (3.108)

Cette relation est une généralisation de celle de Zinchenko [154]. Notre expression comporte en
plus les termes w∞0

n . Ils proviennent de l’introduction du cisaillement perpendiculaire à la ligne
des centres des gouttes, γzx.



3.2 Problème asymétrique 29

Il reste à voir la condition suivant l’axe θ qui en réalité va nous permettre d’obtenir une
expression pour la quantité qt±

n . Le point de départ est l’écriture de l’équation de continuité
pour la vitesse relative dans le système de coordonnées bisphériques :

1

h3
b

∂

∂ζ

(

hbρu
∗
ζ

)

+
∂

∂θ

(

u∗θ
hb

)

+
1

h3
b

∂

∂η

(

hbρu
∗
η

)

= 0, (3.109)

qui est vérifiée pour les fluides interne et externe. En combinant les deux équations de continuité
pour les fluides interne et externe et en introduisant µ̂, on trouve :

1

h3
b

∂

∂ζ

[

hbρ
(

u∗tζ − µ̂u∗αζ

)]

+
∂

∂θ

(

u∗tθ − µ̂u∗αθ

hb

)

+
1

h3
b

∂

∂η

[

hbρ
(

u∗tη − µ̂u∗αη

)]

= 0. (3.110)

Si cette dernière expression est dérivée par rapport à ζ et par utilisation de la condition sur les
contraintes tangentielles suivant l’axe θ, nous trouvons l’équation suivante :

∂

∂ζ

{

1

h3
b

∂

∂ζ

[

hbρ
(

u∗tζ − µ̂u∗αζ

)]

}

ζα

+
∂

∂ζ

{

1

h3
b

∂

∂η

[

hbρ
(

u∗tη − µ̂u∗αη

)]

}

ζα

= 0. (3.111)

Les formes (3.94b), donnant u∗
ζ et u∗η en fonction de u∗ζ1 et u∗η1 respectivement, permettent

d’écrire cette dernière relation sous la forme :

∂2u∗tζ1

∂ζ2
− µ̂

∂2u∗αζ1

∂ζ2
− 3 sinh ζα

cosh ζα − cos η

(

∂u∗tζ1

∂ζ
− µ̂

∂u∗αζ1

∂ζ

)

+

3 sinh ζα sin η

(cosh ζα − cos η)2

(

u∗tη1 − µ̂u∗αη1

)

− 3 sin η

cosh ζα − cos η

(

∂u∗tη1

∂ζ
− µ̂

∂u∗αη1

∂ζ

)

= 0. (3.112)

Il est à noter que le dernier terme du membre de gauche est identiquement nul d’après la condi-
tion des contraintes tangentielles suivant l’axe η. Au lieu de le supprimer, il est préférable de
le garder afin de faire apparaître de nombreuses simplifications. On change seulement le coeffi-
cient 3 en 2 :

∂2u∗tζ1

∂ζ2
− µ̂

∂2u∗αζ1

∂ζ2
− 3 sinh ζα

cosh ζα − cos η

(

∂u∗tζ1

∂ζ
− µ̂

∂u∗αζ1

∂ζ

)

+

3 sinh ζα sin η

(cosh ζα − cos η)2

(

u∗tη1 − µ̂u∗αη1

)

− 2 sin η

cosh ζα − cos η

(

∂u∗tη1

∂ζ
− µ̂

∂u∗αη1

∂ζ

)

= 0. (3.113)

Sous cette forme, la relation donnée par Zinchenko [154] est retrouvée. En utilisant les expres-
sions donnant uζ1 et uη1 en fonction de Q0 et W i et la condition de flux de masse nul, la relation
ci-dessus devient :

2
D

∂ζ

(

Qt0 − µ̂Qα0
)

− cos η sinh ζα

D2

∂ζ2

(

Qt0 − µ̂Qα0
)

+ 2
(

W t0 − µ̂W α0
)

+2 (1− cosh ζα cos η)
D2

∂ζ2

(

W t0 − µ̂W α0
)

−

sin η sinh ζα
D2

∂ζ2

[

W t1 +W t−1 − V α − µ̂
(

W α1 +W α−1 − V α
)]

= 0, (3.114)
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où
D2

∂ζ2
=
√

cosh ζ − cos η
∞
∑

n=i

d2

dζ2
P i

n. (3.115)

En transformant (3.114) sous forme d’une série de fonctions de Legendre de rang 1, on obtient
le résultat final suivant :

qt±
n =

2(1− µ̂)

µ̂+ 1

{

sinh ζα
2n+ 3

[

V α
√

2 e−(n+ 3
2
)|ζα| + γt

n+1

]

+
2(n+ 2) cosh ζα

2n+ 3
wt0

n+1 − wt0
n

}

∓ µ̂

2(µ̂+ 1)
Xα

n , (3.116)

avec Xα
n donnée par

Xα
n =

4

sinh ζα

[

n− 1

2n− 1

(

Zα
n−1 − w∞0

n−1

)

+
n+ 2

2n+ 3

(

Zα
n+1 − w∞0

n+1

)

+

( | sinh ζα|
2n + 1

− cosh ζα

)

(

Zα
n − w∞0

n

)

]

. (3.117)

L’ensemble des conditions aux limites a été appliqué à ce stade. Nous voyons que le pro-
blème asymétrique fait apparaître des relations de récurrence. Ce point complique la résolution.
Il reste à voir le développement de la méthode numérique présentée ci-dessous.

3.2.5 Résolution numérique du problème asymétrique

La méthode numérique employée ici est identique à celle de Zinchenko [154]. Dans un pre-
mier temps, il est nécessaire de modifier les équations traduisant la divergence nulle à l’intérieur
des gouttes de façon à les exprimer en fonction des coefficients de l’écoulement externe. En uti-
lisant les relations de continuité des vitesses entre les deux fluides (3.68), (3.69) et (3.70), les
équations de divergence nulle à l’intérieur des gouttes 2 et 1 deviennent respectivement :

Ie
n + 2(2n+ 1)Ae0

n + e2ζ2
[

Ke
n−1 − 2(n− 1)Ae0

n−1

]

+

e−2ζ2
[

M e
n+1 − 2(n− 1)Ae0

n+1

]

+ e(n+ 1
2
)ζ2X2

n = 0, (3.118)
Je

n − 2(2n+ 1)Ae0
n + e−2ζ1

[

Le
n−1 + 2(n− 1)Be0

n−1

]

+

e2ζ1
[

N e
n+1 + 2(n− 1)Be0

n+1

]

+ e−(n+ 1
2
)ζ1X1

n = 0, (3.119)

où X1
n et X2

n sont définies par la relation (3.117).
La première grande étape du calcul qui est répétée pour chaque valeur de n est la résolution

du système linéaire constitué par les équations (3.62b), (3.118), (3.119) et (3.79) (pour α = 1 et
2) qui permet de trouver Ie

n, Je
n, Ke

n−1, Le
n−1, M e

n+1 et N e
n+1 en fonction de Ae0

m , Be0
m , Z1

m, Z2
m,

V 1, V 2, γxz et γzx où m varie de n − 1 à n + 1. Ce qui nous conduit à établir un système de
récurrence portant sur les coefficients Ae0

n , Be0
n , Z1

n et Z2
n.

Ainsi, on définit le vecteur colonne Wn par :

Wn =









Ae0
n e

−(n+ 1
2
)ζ2

Be0
n e

(n+ 1
2
)ζ1

Z1
n

Z2
n









. (3.120)
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Le système de récurrence est obtenu à l’aide de l’équation exprimant la condition de conti-
nuité des contraintes suivant la direction η (3.108). Cette dernière nous permet d’établir deux
relations de récurrence. Afin de ne faire apparaître que des coefficients d’ordre n − 2 à n + 2,
qt±
n est calculée à partir de la relation (3.116). Les deux dernières équations de récurrence sont

obtenues en utilisant les deux expressions donnant qt±
n . La première est celle précédemment

citée (3.116), la deuxième est déterminée à partir de la définition de qt±
n (3.103). Finalement, le

système de récurrence peut s’écrire sous la forme :
2
∑

k=−2

Tk
n ·Wn+k = V 1S1

n + V 2S2
n + a1γxzS

γxz
n + a1γzxS

γzx
n , pour n ≥ 1

Tk
n = 0, si n + k < 1.

(3.121)

Tk
n est une matrice 4×4. S1

n, S2
n, Sγxz

n et Sγzx
n sont des matrices colonnes 4×1. Leur expression

analytique serait trop compliquée à calculer à la main. D’ailleurs, une expression trop lourde
serait peu utile pour le calcul numérique. Elle est donc déterminée numériquement. La rayon a1

est introduit de façon à avoir pour les matrices Sγxz
n et Sγzx

n des coefficients sans dimension.
Pour des raisons de régularité de l’écoulement, Wn doit tendre vers zéro lorsque n tend vers

l’infini. La résolution du problème requiert l’écriture, pour chaque valeur successive de n, du
système (3.121) afin de trouver Wn, pour n variant de 1 à N . Le calcul est arrêté lorsque WN

est proche de zéro. Ensuite la connaissance des Wn pour n variant de 1 à N permet le calcul
des fonctions définissant l’écoulement externe et ceux à l’intérieur des gouttes.

Mais dans la mesure où seules les forces nous intéressent, il est possible de s’abstenir du
calcul de Wn. En effet, les expressions donnant les forces sur les gouttes ne fait intervenir que

les coefficients Ce0
n et De0

n . On peut alors se limiter au calcul des sommes
∞
∑

n=1

n(n + 1)Ce0
n et

∞
∑

n=1

n(n + 1)De0
n .

A partir de la relation (3.116), nous obtenons

n(n + 1)

(

Ce0
n

De0
n

)

=

1
∑

j=−1

Rj
n ·Wn+j + V 1G1

n + V 2G2
n + a1γxzG

γxz
n + a1γzxG

γzx
n ,

pour n ≥ 1. (3.122)

Pour calculer Rj
n (matrice 2× 4), G1

n, G2
n, Gγxz

n et Gγxz
n (matrices 2× 1), Ce0

n et De0
n sont

déterminés en fonction de qt+
n et qt−

n à partir de la définition (3.103) :

Ce0
n =

e(n+1
2 )ζ2

µ̂+1
qt−
n + µ̂−1

(µ̂+1)2
e(2n+1)(ζ2− ζ1

2
)qt+

n
(

µ̂−1
µ̂+1

)2

e(2n+1)(ζ2−ζ1) − 1
, (3.123a)

De0
n = −

e−(n+1
2 )ζ1

µ̂+1
qt+
n + µ̂−1

(µ̂+1)2
e(2n+1)(

ζ2
2
−ζ1)qt−

n
(

µ̂−1
µ̂+1

)2

e(2n+1)(ζ2−ζ1) − 1
. (3.123b)

On voit que dans la relation matricielle (3.122), Wn apparait. Il faut donc trouver un moyen
pour s’abstenir du calcul de Wn. A partir du système (3.121), nous pouvons établir la relation
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suivante :

Wn = D1
n ·Wn+1 + D2

n ·Wn+2 + V 1A1
n + V 2A2

n + a1γxzA
γxz

n + a1γxzA
γzx

n . (3.124)

Où D1
n, D2

n, A1
n, A2

n, Aγxz
n et Aγzx

n sont déterminés d’une façon récurrente par les expressions
suivantes :

D1
n = −

[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

.D1
n−1 + T−2

n ·D2
n−2 + T0

n

]−1 ·
[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D2
n−1 + T1

n

]

, (3.125a)
D2

n = −
[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D1
n−1 + T−2

n ·D2
n−2 + T0

n

]−1 ·T2
n, (3.125b)

A1
n =

[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D1
n−1 + T−2

n ·D2
n−2 + T0

n

]−1 ·
[

S1
n −T−2

n ·A1
n−2 −

(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·A1
n−1

]

, (3.125c)
A2

n =
[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D1
n−1 + T−2

n .D2
n−2 + T0

n

]−1 ·
[

S2
n −T−2

n ·A2
n−2 −

(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·A2
n−1

]

, (3.125d)
Aγxz

n =
[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D1
n−1 + T−2

n ·D2
n−2 + T0

n

]−1 ·
[

Sγxz

n −T−2
n ·Aγxz

n−2 −
(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·Aγxz

n−1

]

, (3.125e)
Aγzx

n =
[(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·D1
n−1 + T−2

n ·D2
n−2 + T0

n

]−1 ·
[

Sγzx

n −T−2
n ·Aγzx

n−2 −
(

T−2
n ·D1

n−2 + T−1
n

)

·Aγzx

n−1

]

. (3.125f)

Le point représente le produit matriciel et l’indice supérieur -1 du crochet droit correspond au
signe d’inversion de matrice. Ces relations sont vérifiées pour n ≥ 3. Dans les cas particuliers
où n est égal à 1 et 2, on a :

– si n = 1 :

D1
1 = −

(

T0
1

)−1 ·T1
1, (3.126a)

D2
1 = −

(

T0
1

)−1 ·T2
1, (3.126b)

A1
1 =

(

T0
1

)−1 · S1
1, (3.126c)

A2
1 =

(

T0
1

)−1 · S2
1, (3.126d)

A
γxz

1 =
(

T0
1

)−1 · Sγxz

1 , (3.126e)
A

γzx

1 =
(

T0
1

)−1 · Sγzx

1 , (3.126f)

– si n = 2 :

D1
2 = −

[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·
[

T−1
2 .D2

1 + T1
2

]

, (3.127a)
D2

2 = −
[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·T2
2, (3.127b)

A1
2 =

[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·
[

S1
2 −T−1

2 .A1
1

]

, (3.127c)
A2

2 =
[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·
[

S2
2 −T−1

2 .A2
1

]

, (3.127d)
A

γxz

2 =
[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·
[

S
γxz

2 −T−1
2 ·Aγxz

1

]

, (3.127e)
A

γzx

2 =
[

T−1
2 ·D1

1 + T0
2

]−1 ·
[

S
γzx

2 −T−1
2 ·Aγzx

1

]

. (3.127f)
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Si n est l’ordre à partir duquel on peut négliger Wn+1, il est possible d’exprimer Wm où m
varie de 1 à n− 1 en fonction de Wn−1 et Wn. Il s’agit encore de relations de récurrence, Wm

est donnée par :

Wm = Dn−1
m ·Wn−1 + Dn

m ·Wn + V 1A1m + V 2A2m + a1γxzAγxzm + a1γzxAγzxm. (3.128)

Les expressions récurrentes permettant de calculer Dn−1
m , Dn

m, Aγxzm et Aγzxm sont données
ci-dessous :

– si m = n− 1 :

Dn−1
n−1 = 0, (3.129a)

Dn
n−1 = D1

n−1, (3.129b)
A1n−1 = A1

n−1, (3.129c)
A2n−1 = A2

n−1, (3.129d)
Aγxzn−1 = A

γxz

n−1, (3.129e)
Aγzxn−1 = A

γzx

n−1, (3.129f)

– si m = n− 2 :

Dn−1
n−2 = D1

n−2, (3.130a)
Dn

n−2 = D2
n−2, (3.130b)

A1n−2 = A1
n−2, (3.130c)

A2n−2 = A2
n−2, (3.130d)

Aγxzn−2 = A
γxz

n−2, (3.130e)
Aγzxn−2 = A

γzx

n−2, (3.130f)

– si m = n− 3 :

Dn−1
n−3 = D1

n−3 ·D1
n−2 + D2

n−3, (3.131a)
Dn

n−3 = D1
n−3 ·D2

n−2, (3.131b)
A1n−3 = D1

n−3 ·A1
n−2 + A1

n−3, (3.131c)
A2n−3 = D1

n−3 ·A2
n−2 + A2

n−3, (3.131d)
Aγxzn−3 = D1

n−3 ·Aγxz

n−2 + A
γxz

n−3, (3.131e)
Aγzxn−3 = D1

n−3 ·Aγzx

n−2 + A
γzx

n−3, (3.131f)

– si m < n− 3 :

Dn−1
m = D1

m.D
n−1
m+1 + D2

m.D
n−1
m+2, (3.132a)

Dn
m = D1

m.D
n
m+1 + D2

m.D
n
m+2, (3.132b)

A1m = D1
m.A1m+1D

2
m.A1m+2 + A1

m, (3.132c)
A2m = D1

m.A2m+1D
2
m.A2m+2 + A2

m, (3.132d)
Aγxzm = D1

m.Aγxzm+1D
2
m.Aγxzm+2 + Aγxz

m , (3.132e)
Aγzxm = D1

m.Aγzxm+1D
2
m.Aγzxm+2 + Aγzx

m . (3.132f)
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La détermination de ces matrices se fait dans l’ordre décroissant de l’indice m. Grâce à la
relation (3.128), il est possible d’établir que

N−1
∑

m=1

m(m + 1)

(

Ce0
m

De0
m

)

= Q0
N ·WN + Q1

N ·WN−1 + V 1H1
N + V 2H2

N +

a1γxzH
γxz

N + a1γzxH
γzx

N . (3.133)

Zinchenko [154] a montré que les matrices Q0
N et Q1

N tendent vers zéro lorsque N devient
de plus en plus grand. Les matrices colonnes H1

N , H2
N , H

γxz

N et H
γzx

N sont définies par les
relations :

H1
N =

N−1
∑

m=1

(

1
∑

j=−1

R
j
m+j ·A1m + G1

m

)

, (3.134a)

H2
N =

N−1
∑

m=1

(

1
∑

j=−1

R
j
m+j ·A2m + G2

m

)

, (3.134b)

H
γxz

N =

N−1
∑

m=1

(

1
∑

j=−1

R
j
m+j ·Aγxzm + Gγxz

m

)

, (3.134c)

H
γzx

N =
N−1
∑

m=1

(

1
∑

j=−1

R
j
m+j ·Aγzxm + Gγzx

m

)

. (3.134d)

La détermination lorsque N est suffisamment grand de H1
N , H2

N , Hγxz

N et Hγzx

N permet un calcul
facile des forces. En effet, en utilisant les expressions donnant les forces, relations (3.46ca) et
(3.47ca), on trouve :

F 1
x = 8

√
2πc

[

V 1H1
N(2) + V 2H2

N(2) + a1γxzH
γxz

N (2) + a1γzxH
γzx

N (2)
]

, (3.135a)
F 2

x = 8
√

2πc
[

V 1H1
N(1) + V 2H2

N(1) + a1γxzH
γxz

N (1) + a1γzxH
γzx

N (1)
]

. (3.135b)

Les forces sont souvent exprimées sous les formes suivantes :

F 1
x = −6πµa1

(

Y11V
1 + Y12V

2 +Dxz
1 a1γxz +Dzx

1 a1γzx

)

, (3.136a)
F 2

z = −6πµa2

(

Y21V
1 + Y22V

2 +Dxz
2 a1γxz +Dzx

2 a1γzx

)

. (3.136b)
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Les divers coefficients sont identifiés par les relations :

Y11 = −4

3

√
2 sinh ζ1H

1
N(2), (3.137a)

Y12 = −4

3

√
2 sinh ζ1H

2
N(2), (3.137b)

Dxz
1 = −4

3

√
2 sinh ζ1H

γxz

N (2), (3.137c)

Dzx
1 = −4

3

√
2 sinh ζ1H

γzx

N (2), (3.137d)

Y21 =
4

3

√
2 sinh ζ1H

1
N(1), (3.137e)

Y22 =
4

3

√
2 sinh ζ1H

2
N(1), (3.137f)

Dxz
2 =

4

3

√
2 sinh ζ1H

γxz

N (1), (3.137g)

Dzx
2 =

4

3

√
2 sinh ζ1H

γzx

N (1). (3.137h)

Le but ultime de la méthode numérique revient à déterminer les valeurs limites des matrices
H1

N , H2
N , Hγxz

N et H
γzx

N .
Nous présentons enfin les grandes étapes du code de calcul créé en Fortran 77. La détermi-

nation des forces est faite pour diverses valeurs de λ et de ξ qui ont été définies dans le §3.1. Le
programme se présente sous la forme :

- calcul pour les valeurs de λ et de ξ de ζ1, ζ2 et de c à l’aide de (3.4c),
- calcul pour n = 1, de Ie

1 , Je
1 , Ke

0 , Le
0, M e

2 et N e
2 en résolvant le système constitué par les

relations (3.62b), (3.118), (3.119) et (3.79),
- initialisation des matrices H

γxz

0 et H
γzx

0 à zéro,
- boucle répéter pour chaque valeur de n :

- calcul de Ie
n, Je

n, Ke
n−1, Le

n−1, M e
n+1 et N e

n+1 à l’aide de (3.62b), (3.118), (3.119) et
(3.79),

- détermination de Tk
n, S1

n, S2
n, Sγxz

n et Sγzx
n à partir des relations (3.108), (3.116) et de

qt±
n définie par (3.103),

- détermination de Rj
n, G1

n, G2
n, Gγxz

n et Gγzx
n à partir des relations (3.123b),

- détermination de D1
n, D2

n, A1
n, A2

n, Aγxz
n et Aγzx

n à partir des relations (3.125a), (3.126f)
et (3.127f),

- boucle pour m← n− 1 à 1 par pas de −1 :
- calcul de Dn−1

m , Dn
m, A1m, A2m, Aγxzm et Aγzxm à partir des relations (3.129f),

(3.130f), (3.131f) et (3.132f),
- fin de la boucle pour
- calcul de H1

n, H2
n, Hγxz

n et Hγzx
n à partir de (3.134d),

- détermination de l’écart noté «pres» entre {H1
n−1, H2

n−1, H
γxz

n−1, H
γzx

n−1} et {H1
n, H2

n,
Hγxz

n , Hγzx

n−1}
- incrémentation de n : n← n+ 1,

- fin de la boucle répéter jusqu’à ce que «pres» soit inférieur à une précision donnée,
- calcul des forces,
- fin du programme.
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Le caractère récurrent du problème complique la résolution. Les temps de calcul deviennent
assez longs si l’écart entre les gouttes est faible. Ceci est dû au fait que les séries ne convergent
pas très vite et qu’il est nécessaire de calculer un grand nombre de termes. Le code fait appel à
des résolutions de systèmes linéaires 6 × 6, des inversions de matrices 4 × 4, des produits de
matrices qui coûtent cher en temps de calcul. Le code a une complexité numérique en O(n2).

Les résultats pour les déplacements des gouttes et pour un écoulement non-perturbé de taux
de cisaillement γxz sont en parfait accord avec ceux de Zinchenko [154] et Wang et al. [145].
Par contre, le résultat pour l’écoulement non-perturbé de taux de cisaillement γzx qui n’a jamais
été étudié auparavant doit faire l’objet d’une vérification. Ce point est vu dans le paragraphe
suivant.

3.2.6 Comparaison des résultats avec des particules solides

La comparaison est faite uniquement sur le calcul des forces engendrées par le taux de
cisaillement γzx. Nous étudions le cas limite où le rapport de viscosité tend vers l’infini. Il
est alors possible de vérifier si les forces trouvées par notre méthode sont proches de celles
s’exerçant sur des particules solides. Pour que la comparaison soit judicieuse, il est nécessaire
de supposer que les particules solides tournent librement. C’est à dire que le moment extérieur
qui leur est appliqué est nul. Pour déterminer les forces exercées sur les particules solides, nous
utilisons la méthode exposée dans le livre de Kim et Karrila [79] qui est issue des travaux
théoriques de Jeffrey et Onishi [73], Kim et Mifflin [80] et Jeffrey [72].

Dans le cas où la différence des vitesses entre le fluide porteur et les particules est nulle, les
forces et les couples appliqués sur les particules sont les suivants :

~F 1 = µ
[

B̃11 ·
(

~Ω∞ − ~ω1
)

+ B̃12 ·
(

~Ω∞ − ~ω2
)

+ G̃11 ·E∞ + G̃12 ·E∞
]

,(3.138a)

~F 2 = µ
[

B̃21 ·
(

~Ω∞ − ~ω1
)

+ B̃22 ·
(

~Ω∞ − ~ω2
)

+ G̃21 ·E∞ + G̃22 ·E∞
]

,(3.138b)

~T 1 = µ
[

C11 ·
(

~Ω∞ − ~ω1
)

+ C12 ·
(

~Ω∞ − ~ω2
)

+ H̃11 ·E∞ + H̃12 ·E∞
]

,(3.138c)

~T 2 = µ
[

C21 ·
(

~Ω∞ − ~ω1
)

+ C22 ·
(

~Ω∞ − ~ω2
)

+ H̃21 ·E∞ + H̃22 ·E∞
]

.(3.138d)

~ω1, ~ω2 sont les vitesses de rotations des deux particules. ~Ω∞ est le vecteur tourbillon de l’écou-
lement non-perturbé. E∞ est le tenseur de taux de déformation. Dans le cas où ~u∞ est donné
par la relation

~u∞ = γzxx~k. (3.139)
~Ω∞ est égal à

~Ω∞ = −1

2
γzx
~j, (3.140)

et E∞ vaut :

E∞ =





0 0 1
2
γzx

0 0 0
1
2
γzx 0 0



 . (3.141)

B̃αβ, Cαβ sont des tenseurs d’ordre deux. α et β peuvent prendre les valeurs 1 ou 2. G̃αβ, H̃αβ

sont des tenseurs d’ordre trois. Le vecteur joignant les centres des deux particules est noté ~r de
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norme r. Le vecteur unitaire suivant la ligne des centres est défini par

~d =
~r

r
. (3.142)

Afin d’utiliser la notation tensorielle, le système de coordonnées cartésiennes est noté (x1, x2, x3).
Les vecteurs de base sont ~b1, ~b2 et ~b3. On utilise la convention d’Einstein pour les sommations
sur les indices muets. Le taux de cisaillement devient γ31. Ce qui nous permet d’écrire, en
utilisant les notations de Jeffrey et Onishi [73] et Jeffrey [72] :

B̃αβ
ij = −Y B

βαεijkdk, (3.143a)
Cαβ

ij = XC
αβdidj + Y C

αβ (δij − didj) , (3.143b)

G̃αβ
ijk = XG

βα

(

djdk −
1

3
δjk

)

di + Y G
βα (djδki + dkδij − 2didjdk) , (3.143c)

H̃αβ
ijk = Y H

βα (εjildldk + εkildldj) . (3.143d)

δij est le symbole de Kronecker et εijk est le tenseur antisymétrique.
A l’aide de ces relations, il est possible d’exprimer les forces et les couples sous la forme :

~F 1

µ
=













−
[

Y B
11

1
2
γ31 + Y B

11ω
1
2 + Y B

21
1
2
γ31 + Y B

21ω
2
2 + (Y G

11 + Y G
21)γ31

]

−Y B
11ω

1
1 − Y B

21ω
2
1

0













, (3.144)

~F 2

µ
=













−
[

Y B
12

1
2
γ31 + Y B

12ω
1
2 + Y B

22
1
2
γ31 + Y B

22ω
2
2 + (Y G

12 + Y G
22)γ31

]

−Y B
12ω

1
1 − Y B

22ω
2
1

0













, (3.145)

~T 1

µ
=













−Y C
11ω

1
1 − Y C

21ω
2
1γ31

−Y C
11

(

1
2
γ31 + ω1

2

)

− Y C
21

(

1
2
γ31 + ω2

2

)

+ (Y H
11 + Y H

21 )γ31

−XC
11ω

1
3 −XC

21ω
2
3













, (3.146)

~T 2

µ
=













−Y C
12ω

1
1 − Y C

22ω
2
1γ31

−Y C
12

(

1
2
γ31 + ω1

2

)

− Y C
22

(

1
2
γ31 + ω2

2

)

+ (Y H
12 + Y H

22 )γ31

−XC
12ω

1
3 −XC

22ω
2
3













. (3.147)

Ensuite, en imposant la condition de moment nul, nous pouvons calculer les vitesses de rotation
des deux particules. Nous avons immédiatement :

ω1
1 = ω1

3 = 0, (3.148a)
ω2

1 = ω2
3 = 0. (3.148b)
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FIG. 3.3 – Coefficients de frottement, Dzx
1 et −Dzx
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La détermination des composantes ω1
2 et ω2

2 nécessite la résolution d’un système de deux équa-
tions à deux inconnues dont le résultat est indiqué ci-dessous :

ω1
2

γ31

=

[

Y H
11 + Y H

21 − 0.5
(

Y C
11 + Y C

21

)]

Y C
22 −

[

Y H
12 + Y H

22 − 0.5
(

Y C
12 + Y C

22

)]

Y C
21

Y C
11Y

C
22 − Y C

12Y
C
21

, (3.149a)

ω2
2

γ31
=

[

Y H
12 + Y H

22 − 0.5
(

Y C
12 + Y C

22

)]

Y C
11 −

[

Y H
11 + Y H

21 − 0.5
(

Y C
11 + Y C

21

)]

Y C
12

Y C
11Y

C
22 − Y C

12Y
C
21

.(3.149b)

Nous constatons qu’il ne nous reste qu’une seule composante de force suivant l’axe x1. Ce qui
permet de retrouver le résultat du §3.1. A l’aide des données numériques disponibles dans le
livre de Kim et Karrila [79], nous avons réalisé un programme permettant le calcul des deux
forces. Il est alors possible de comparer les résultats des calculs issus de la méthode des coor-
données bisphériques avec ceux obtenus pour des particules solides. Nous avons déterminé les
forces adimensionnées sous la forme−F 1

1 /(6πµa
2
1) et−F 2

1 /(6πµa2a1) correspondant respecti-
vement aux coefficients de frottementDzx

1 etDzx
2 définis à l’aide de (3.137h). Pour les particules

solides, deux solutions sont déterminées. L’une est obtenue pour de faibles écarts entre les par-
ticules. Elle tient compte des effets de lubrification. L’autre est utilisée lorque les particules sont
suffisamment éloignées. Elle se présente sous forme de séries en 1/s et est établie à l’aide de la
méthode des développements en multipôles créée par Jeffrey et Onishi [73]. Les calculs obtenus
avec la méthode des coordonnées bisphériques sont exacts quel que soit l’écart entre les gouttes.
Pour pouvoir faire la comparaison avec les particules solides, le rapport de viscosité, µ̂, est pris
égal à 107. Nous avons fait des tests pour des valeurs de λ égales à 0, 1 ; 0, 5 et 1. Les résultats
sont présentés graphiquement sur les figures 3.3, 3.4 et 3.5.
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Il ressort de cette comparaison que la méthode de calcul utilisant les coordonnées bisphé-
riques donne de très bons résultats. Les coefficients de frottement obtenus en prenant un rapport
de viscosité grand sont très proches de ceux calculés pour des particules solides et dont l’exac-
titude a déjà été approuvée.

Cette vérification nous permet de valider notre code de calcul. Nous pouvons raisonna-
blement penser que les résultats issus de ce programme restent corrects pour des rapports de
viscosité différents. Cette méthode présente l’avantage d’être applicable pour des écarts entre
les gouttes quelconques. Grâce au choix du rapport de viscosité, elle permet des études portant
à la fois sur des aérosols, des hydrosols et même des bulles (µ̂ = 0).

3.2.7 Méthode de superposition pour le calcul des coefficients Dzx
1 et Dzx

2

Les coefficients de frottementDzx
1 etDzx

2 peuvent être obtenus par une autre méthode [108].
En effet, il est possible d’utiliser un principe de superposition vérifié par les équations de Stokes.
L’écoulement de cisaillement suivant la ligne des centres des gouttes (γzx) est considéré comme
la combinaison d’un écoulement de cisaillement perpendiculaire à la ligne des centres et d’un
écoulement de rotation pure. Cette décomposition est représentée sur la figure 3.6.

Considérons le problème de sphères maintenues fixes dans un écoulement de rotation pure.
Dans un repère tournant avec la vitesse de rotation de l’écoulement, les sphères sont en trans-
lation perpendiculairement à la ligne des centres dans un fluide au repos à l’infini. Les forces
pour maintenir les gouttes fixes dans le cas de la rotation pure sont alors évidentes à obtenir et
sont données ci-dessous :

F rp
1 = −6πµa2

1 (Y11l1 − Y12l2) γzx, (3.150a)
F rp

2 = −6πµa2a1 (Y21l1 − Y22l2) γzx, (3.150b)

Les Yαβ sont les coefficients de résistance intervenant dans le déplacement suivant la normale à
la ligne des centres. Ces derniers ont été définis à l’aide de (3.137h). lα est la distance, divisée
par a1, entre l’origine du repère des coordonnées bisphériques et le centre de la goutte α. Les
longueurs l1 et l2 peuvent être données en fonction de s et λ sous la forme :

l1 =
(1 + λ)s

4
+

1− λ
s

, (3.151a)

l2 =
(1 + λ)s

4
− 1− λ

s
. (3.151b)
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Les forces dues à l’écoulement de cisaillement perpendiculaire à la ligne des centres peuvent
être exprimées à l’aide des coefficients Dxz

1 et Dxz
2 . Ainsi, par sommation, Dzx

1 et Dzx
2 s’ex-

priment sous la forme :

Dzx
1 = Dxz

1 + Y11l1 − Y12l2, (3.152a)
Dzx

2 = Dxz
2 + Y21l1 − Y22l2. (3.152b)

Les valeurs numériques obtenues par la méthode directe et celles issues des relations (3.152b)
donnent exactement les mêmes résultats. Néanmoins, les équations (3.152b) permettent d’obte-
nir une expression générale des forces qui est présentée dans le paragraphe 3.4.

3.3 Problème axisymétrique

Les développements du §3.2 permettent d’obtenir les forces agissant perpendiculairement
à la ligne des centres. Les gouttes peuvent subir des efforts suivant la ligne des centres si elles
sont placées dans une élongation pure. Nous avons démontré au §3.1 que seul un écoulement
non-perturbé de forme

~u∞ = γxxx~i+ γyyy~j + γzzz~k, (3.153)

où l’on a
γxx + γyy + γzz = 0, (3.154)

produit des forces suivant l’axe z. Il a également été vu que les champs de vitesse et de pression
exprimés en coordonnées cylindriques étaient donnés par les relations suivantes :

p =
2µ

c

(

Q0
−0 +Q0

−2 cos 2θ
)

, (3.155a)

uρ =
ρ

c
Q0

−0 +W 1
−0 +

(ρ

c
Q0

−2 +W 1
−2 +W−1

−2

)

cos 2θ, (3.155b)

uθ =
(

W 1
−2 −W−1

−2

)

sin 2θ, (3.155c)

uz =
z

c
Q0

−0 + 2W 0
−0 +

(z

c
Q0

−2 + 2W 0
−2

)

cos 2θ. (3.155d)

Seule la partie axisymétrique joue un rôle dans l’origine des forces. Nous pouvons donc
nous limiter à l’étude de cette dernière. Le champ de vitesse est alors donné par la relation
suivante :

~u = uρ~eρ + uz
~k, (3.156)

où uρ et uz dépendent uniquement de ρ et de z. ~eρ est le vecteur de base du système de coor-
données cylindriques suivant la direction ρ. Le champ de vitesse à l’infini est

~u∞ = −γzzρ

2
~eρ + γzzz~k. (3.157)

Pour compléter cette étude, on peut également supposer que les gouttes se déplacent avec
une vitesse parallèle à la ligne des centres. Ces quantités sont notées pour les gouttes 1 et 2
respectivement V 1 et V 2.
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Au lieu d’utiliser la méthode qui a été exposée au §3.2, nous pouvons introduire la fonction
de courant. En effet, l’équation de continuité donne la relation

∂ (ρuρ)

∂ρ
= −∂ (ρuz)

∂z
, (3.158)

ce qui permet de faire apparaître la fonction ψ vérifiant les équations

uρ =
1

ρ

∂ψ

∂z
, (3.159a)

uz = −1

ρ

∂ψ

∂ρ
. (3.159b)

Les équations de Stokes en coordonnées cylindriques vont se réduire aux formes suivantes :

µ

(

∆uρ −
uρ

ρ2

)

=
∂p

∂ρ
, (3.160a)

µ∆uz =
∂p

∂z
, (3.160b)

où le laplacien en coordonnées cylindriques est donné par

∆ =
1

ρ

∂

∂ρ

(

ρ
∂

∂ρ

)

+
∂2

∂z2
. (3.161)

En définissant le nouvel opérateur

Φ2 = ρ
∂

∂ρ

(

1

ρ

∂

∂ρ

)

+
∂2

∂z2
, (3.162)

nous avons les deux identités suivantes :

∆uρ =
1

ρ

∂Φ2ψ

∂z
+

1

ρ3

∂ψ

∂z
, (3.163a)

−∆uz =
1

ρ

∂Φ2ψ

∂ρ
. (3.163b)

Par élimination de la pression des équations de Stokes, ψ vérifie l’équation :

Φ4ψ = 0. (3.164)

La solution de l’équation (3.164) est recherchée à l’aide des coordonnées bisphériques. Elle
a été proposée d’une façon générale par Stimson et Jeffery [134]. Cependant, nous préférons
utiliser la forme donnée par Wang et al. [145] :

ψ = c2
√

2 (cosh ζ − cos η)−
3
2

∞
∑

n=1

n(n + 1)ψn(ζ)Qn(cos η). (3.165)
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Qn est la fonction de Gegenbauer d’ordre n et de degré 1/2 ou polynôme de Gegenbauer. Il est
relié aux polynômes de Legendre par la relation :

Qn(x) =
Pn−1(x)− Pn+1(x)

2n+ 1
. (3.166)

ψn(ζ) est égale d’une façon générale à :

ψn(ζ) = Ane
−(n− 1

2)ζ +Bne
−(n+ 3

2)ζ + Cne
(n− 1

2)ζ +Dne
(n+ 3

2)ζ . (3.167)

La forme générale de la fonction de courant (3.165) est valide pour les écoulements à l’intérieur
et à l’extérieur des gouttes. Afin d’éviter des valeurs infinies pour les écoulements internes, les
fonctions ψn se réduissent pour les gouttes 1 et 2 respectivement à

ψ1
n(ζ) = A1

ne
−(n− 1

2)ζ +B1
ne

−(n+ 3
2)ζ , (3.168a)

ψ2
n(ζ) = C2

ne
(n− 1

2)ζ +D2
ne

(n+ 3
2)ζ. (3.168b)

Pour tenir compte de l’écoulement à l’infini, la fonction de courant du champ externe est
décomposée sous la forme :

ψt = ψe + ψ∞, (3.169)
où la fonction de courant de l’écoulement non-perturbé est égale à :

ψ∞ = −γzz

2
ρ2z. (3.170)

ψe est donnée par la relation (3.165) avec ψe
n prise sous la forme suivante [145] :

ψe
n(ζ) = Ene

(n− 1
2)(ζ−ζ1) + Fne

(n− 1
2)(ζ2−ζ) +Gne

(n+ 3
2)(ζ−ζ1) +Hne

(n+ 3
2)(ζ2−ζ). (3.171)

Il est nécessaire d’exprimer ψ∞ à l’aide des polynômes de Gegenbauer. Pour ce faire, nous
pouvons utiliser l’identité suivante2 [134] :

1

2
ρ2 = −c2 (cosh ζ − cos η)−

3
2

∞
∑

n=1

n(n+ 1)Rn(ζ)Qn, (3.172)

où Rn(ζ) vaut

Rn(ζ) =
1

2

[

e−(n− 1
2)|ζ|

2n− 1
− e−(n+ 3

2)|ζ|

2n+ 3

]

. (3.173)

En dérivant par rapport à ζ l’identité (3.172), on obtient

zρ2

2
= −c3

√
2 (cosh ζ − cos η)−

3
2

∞
∑

n=1

n(n + 1) sinh ζe−(n+ 1
2)|ζ|Qn. (3.174)

Ce qui permet d’écrire d’après la définition de ψ∞, l’équation suivante :

ψ∞ = c2
√

2 (cosh ζ − cos η)−
3
2

∞
∑

n=1

n(n + 1)ψ∞
n Qn, (3.175)

2L’espace des polynômes de Gegenbauer forme une base orthogonale.
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avec
ψ∞

n = cγzz sinh ζe−(n+ 1
2)|ζ|. (3.176)

Il reste à établir les diverses relations liant les coefficients des fonctions ψn issues des condi-
tions aux limites . Mais au préalable, nous pouvons donner les relations permettant le calcul des
forces :

F 1
z = −8πµc

∞
∑

n=1

n(n+ 1)
[

Ene
−(n− 1

2)ζ1 +Gne
−(n+ 3

2)ζ1
]

, (3.177a)

F 2
z = −8πµc

∞
∑

n=1

n(n + 1)
[

Fne
(n− 1

2)ζ2 +Hne
(n+ 3

2)ζ2
]

. (3.177b)

Dans la mesure où seules les forces nous intéressent, nous pouvons nous limiter à rechercher
les coefficients En, Fn, Gn et Hn.

Il est nécessaire dans un premier temps de reformuler les conditions aux limites présentées
dans le §3.1 à l’aide de la fonction de courant.

3.3.1 Continuité des vitesses

Cette condition exprime la continuité des vitesses tangentielles. Mais grâce à la condition de
continuité du flux de masse, il est également nécessaire que les vitesses normales à l’interface
soient identiques [5]. Nous avons donc continuité des vitesses.

~ut = ~uα, (3.178)

en ζ = ζα où α est égal à 1 ou 2. Cette équation vectorielle peut être décomposée en deux
relations scalaires. L’utilisation du système de coordonnées bisphériques conduit à écrire :

ut
ζ = uα

ζ , (3.179a)
ut

η = uα
η . (3.179b)

En utilisant l’expresion de la divergence en coordonnées bisphériques,

∂ (hbρuζ)

∂ζ
+
∂ (hbρuη)

∂η
= 0, (3.180)

la fonction de courant peut être écrite sous la forme :

uζ =
1

hbρ

∂ψ

∂η
, (3.181a)

uη = − 1

hbρ

∂ψ

∂ζ
. (3.181b)

La condition de continuité des vitesses en terme de fonction de courant devient :

ψe
n + ψ∞

n = ψα
n , (3.182a)

dψe
n

dζ
+
dψ∞

n

dζ
=
dψα

n

dζ
, (3.182b)

pour ζ = ζα.
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3.3.2 Condition de continuité du flux de masse

Dans le cas où nous supposons que la goutte α se déplace avec une vitesse V α, la condition
de continuité du flux de masse est :

~ut · ~n = ~V α · ~n, (3.183)

où ~V α = V α~k. En exprimant le vecteur vitesse de la goutte dans le système bisphérique, la
relation ci-dessus se transforme sous la forme :

∂ψt

∂η
= ρ

c(1− cosh ζ cos η)

(cosh ζ − cos η)2
V α. (3.184)

A l’aide de l’expression de la dérivée de ρ par rapport à η, la condition (3.183) se présente sous
la forme :

∂ψt

∂η
= − ∂

∂η

(

ρ2

2

)

V α. (3.185)

Finalement, en utilisant la relation (3.172), nous obtenons :

ψe
n + ψ∞

n = RnV
α, (3.186)

pour ζ = ζα. De plus, grâce à (3.182b), il est possible d’établir que :

ψα
n = RnV

α, (3.187)

pour ζ = ζα.

3.3.3 Continuité des contraintes tangentielles

En utilisant les développements présentés dans la paragraphe 3.2.4, la condition sur les
contraintes tangentielles devient :

∂

∂η

(

ut
ζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

ut
η

hb

)

= µ̂

[

∂

∂η

(

uα
ζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

uα
η

hb

)]

. (3.188)

A l’aide de la fonction de courant et de la condition de continuité de flux de masse, la relation
précédente se transforme en :

∂

∂η

[

1

h2
bρ

∂

∂η

(

ρ2V α

2

)]

+
∂

∂ζ

(

1

h2
bρ

∂ψt

∂ζ

)

= µ̂

{

∂

∂η

[

1

h2
bρ

∂

∂η

(

ρ2V α

2

)]

+

∂

∂ζ

(

1

h2
bρ

∂ψt

∂ζ

)}

. (3.189)

Il est possible de montrer que

∂

∂η

[

1

h2
bρ

∂

∂η

(

ρ2

2

)]

=
∂

∂ζ

[

1

h2
bρ

∂

∂ζ

(

ρ2

2

)]

. (3.190)
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Ce qui permet d’écrire la condition sur les contraintes tangentielles sous la forme :

∂

∂ζ

[

1

h2
bρ

∂

∂ζ

(

ψt +
ρ2V α

2

)]

= µ̂
∂

∂ζ

[

1

h2
bρ

∂

∂ζ

(

ψα +
ρ2V α

2

)]

, (3.191)

pour ζ = ζα.
Grâce à l’identité (3.172) et en calculant les dérivées des quantités ci-dessus par rapport à ζ ,

on montre que :

∂

∂ζ

[

1

h2
bρ

∂

∂ζ

(

ψt +
ρ2V α

2

)]

=

−3

4

√
2

(cosh ζ − cos η)
1
2

sin η
(z sinh ζ + 2c cosh ζ)

∞
∑

n=1

n(n + 1)
(

ψt
n − V αRn

)

Qn +

c
√

2

sin η
(cosh ζ − cos η)

3
2

∞
∑

n=1

n(n+ 1)

(

d2ψt
n

dζ2
− V αd

2Rn

dζ2

)

Qn. (3.192)

En utilisant les relations (3.186) et (3.187), la condition sur les contraintes tangentielles se réduit
à :

d2ψt
n

dζ2
− V αd

2Rn

dζ2
= µ̂

(

d2ψα
n

dζ2
− V αd

2Rn

dζ2

)

, (3.193)

pour ζ = ζα. Il est possible d’éliminer les fonctions ψα
n . En effet, un simple calcul algébrique

permet d’établir l’expression suivante :

d2ψα
n

dζ2
− V αd

2Rn

dζ2
= ∓(2n + 1)

(

dψα
n

dζ
− V αdRn

dζ

)

+

[

1− (2n+ 1)2

4

]

(ψα
n − V αRn) , (3.194)

où le signe supérieur est utilisé en ζ > 0 et le signe inférieur en ζ < 0. L’utilisation des
conditions de continuité de flux de masse (3.187) et de continuité de vitesse, deuxième équation
des relations (3.182b), permet d’écrire :

d2ψt
n

dζ2
± µ̂(2n+ 1)

dψt
n

dζ
= V α

[

d2Rn

dζ2
± µ̂(2n+ 1)

dRn

dζ

]

, (3.195)

pour ζ = ζα.

3.3.4 Résolution numérique du problème axisymétrique

L’ensemble des conditions permettant la détermination des coefficients des fonctions de cou-
rant a été établi précédemment. Il ressort qu’il n’y a aucune relation de récurrence. La résolution
du problème est alors plus simple. Dans la mesure où nous recherchons que les forces, seuls les
coefficient En, Fn, Gn et Hn vont être calculés. Le système d’équations linéaire permettant leur
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calcul est obtenu à l’aide des relations (3.186) et (3.195). Il est donné ci-desous :

En + e(n−
1
2
)(ζ2−ζ1)Fn +Gn + e(n+ 3

2
)(ζ2−ζ1)Hn = −cγzz sinh ζ1e

−(n+ 1
2
)ζ1 +

V 1Rn(ζ1), (3.196a)
e(n−

1
2
)(ζ2−ζ1)En + Fn + e(n+ 3

2
)(ζ2−ζ1)Gn +Hn = −cγzz sinh ζ2e

(n+ 1
2
)ζ2 +

V 2Rn(ζ2), (3.196b)
[

(2n− 1)2

4
+
µ̂(2n+ 1)(2n− 1)

2

]

En +

[

(2n− 1)2

4
− µ̂(2n + 1)(2n− 1)

2

]

e(n−
1
2
)(ζ2−ζ1)Fn +

[

(2n+ 3)2

4
+
µ̂(2n+ 1)(2n+ 3)

2

]

Gn +

[

(2n+ 3)2

4
− µ̂(2n+ 1)(2n+ 3)

2

]

e(n+ 3
2
)(ζ2−ζ1)Hn = −cγzz

2
{[

(4n2 + 4n+ 5)

2
− µ̂(2n+ 1)2

]

sinh ζ1 + 2(2n+ 1)(µ̂− 1) cosh ζ1

}

+V 1

[

d2Rn

dζ2
(ζ1) + µ̂(2n+ 1)

drn

dζ
(ζ1)

]

, (3.196c)
[

(2n− 1)2

4
− µ̂(2n+ 1)(2n− 1)

2

]

e(n−
1
2
)(ζ2−ζ1)En +

[

(2n− 1)2

4
+

µ̂(2n+ 1)(2n− 1)

2

]

Fn +

[

(2n + 3)2

4
− µ̂(2n+ 1)(2n+ 3)

2

]

e(n+ 3
2
)(ζ2−ζ1)Gn +

[

(2n + 3)2

4
− µ̂(2n+ 1)(2n+ 3)

2

]

Hn =

−cγzz

2

{[

(4n2 + 4n + 5)

2
− µ̂(2n+ 1)2

]

sinh ζ2−

2(2n+ 1)(µ̂− 1) cosh ζ2}+ V 2

[

d2Rn

dζ2
(ζ2) + µ̂(2n+ 1)

drn

dζ
(ζ2)

]

, (3.196d)

où la fonction Rn est donnée par (3.173). Les coefficients En, Fn, Gn et Hn sont obtenus sous
la forme de fonctions linéaires de γzz, V 1 et V 2 :

En = Eγzz
n γzza1 + E1

nV
1 + E2

nV
2, (3.197a)

Fn = F γzz

n γzza1 + F 1
nV

1 + F 2
nV

2, (3.197b)
Gn = Gγzz

n γzza1 +G1
nV

1 +G2
nV

2, (3.197c)
Hn = Hγzz

n γzza1 +H1
nV

1 +H2
nV

2. (3.197d)

Les forces sont recherchées sous la forme :

F 1
z = −6πµa1

(

X11V
1 +X12V

2 + a1D
zz
1 γzz

)

, (3.198a)
F 2

z = −6πµa2

(

X21V
1 +X22V

2 + a1D
zz
2 γzz

)

. (3.198b)

A l’aide des définitions des forces exprimées en fonction des coefficients En, Fn, Gn et Hn,
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nous obtenons :

X11 =
4

3
sinh ζ1

∞
∑

n=1

n(n + 1)
(

E1
ne

−(n− 1
2
)ζ1 +G1

ne
−(n+ 3

2
)ζ1
)

, (3.199a)

X12 =
4

3
sinh ζ1

∞
∑

n=1

n(n + 1)
(

E2
ne

−(n− 1
2
)ζ1 +G2

ne
−(n+ 3

2
)ζ1
)

, (3.199b)

Dzz
1 =

4

3
sinh ζ1

∞
∑

n=1

n(n + 1)
(

Eγzz
n e−(n− 1

2
)ζ1 +Gγzz

n e−(n+ 3
2
)ζ1
)

, (3.199c)

X21 = −4

3
sinh ζ2

∞
∑

n=1

n(n+ 1)
(

F 1
ne

(n− 1
2
)ζ2 +H2

ne
(n+ 3

2
)ζ2
)

, (3.199d)

X22 = −4

3
sinh ζ2

∞
∑

n=1

n(n+ 1)
(

F 2
ne

(n− 1
2
)ζ2 +H2

ne
(n+ 3

2
)ζ2
)

, (3.199e)

Dzz
2 = −4

3
sinh ζ2

∞
∑

n=1

n(n+ 1)
(

F γzz

n e(n−
1
2
)ζ2 +Hγzz

n e(n+ 3
2
)ζ2
)

. (3.199f)

L’objectif principal de la résolution numérique est la recherche des coefficients indiqués ci-
dessus. Les différentes sommes sont calculées jusqu’à ce que la convergence soit atteinte. Le
problème axisymétrique est beaucoup plus simple à la fois dans son établissement et dans sa
résolution. Le programme de calcul réalisé en Fortran 77 est approximativement 4 fois moins
long que celui lié à l’étude asymétrique.

3.4 Expressions générales des forces d’interactions

A ce stade, il est possible de connaître les forces s’exerçant sur deux gouttes se déplaçant
avec des vitesses quelconques dans un écoulement linéaire. Malheureusement, la détermination
des efforts liés au cisaillement doit être faite dans le repère bisphérique. Dans la plupart des
applications, la matrice de cisaillement est connue dans un référentiel général. Pour chaque po-
sition quelconque des gouttes, il est alors nécessaire de connaître la matrice de passage du repère
général au repère bisphérique. Ce type d’approche a été utilisé par Lin [93] dans la détermina-
tion de trajectoires relatives entre deux particules solides. Mais son implantation numérique
n’est pas très facile. Elle nécessite beaucoup de tests.

Une alternative à cette méthode est d’avoir des expressions objectives des forces d’interac-
tion hydrodynamique. Ceci est possible grâce à l’utilisation des relations (3.152b). L’établisse-
ment de ces expressions est donné ci-dessous.

Commençons par examiner le cas de deux gouttes se déplaçant avec des vitesses quel-
conques dans un fluide au repos. Le vecteur unitaire suivant la ligne des centres est défini par

~d =
~x1 − ~x2

‖~x1 − ~x2‖
. (3.200)

~xα est la position du centre de la goutte α. Les vecteurs vitesses de chaque goutte peuvent être
décomposés en une composante suivant la ligne des centres et en un vecteur perpendiculaire à
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la ligne des centres :
~V α =

(

~V α · ~d
)

~d+
[

~V α −
(

~V α · ~d
)

~d
]

. (3.201)

L’utilisation des notations tensorielles donne :

V α
i = V α

j djdi + (δij − didj)V
α
j . (3.202)

δij est le symbole de Kroneker.
Par symétrie, les mouvements suivant la ligne des centres donnent uniquement des forces

suivant cette même direction. Les mouvements perpendiculaires donnent uniquement des forces
perpendiculaires à la ligne des centres3. Suite à ce qui a été développé dans les deux précédents
paragraphes, les problèmes suivant la ligne des centres sont de nature axisymétrique alors que
ceux perpendiculaires sont de nature asymétrique. Ainsi, la force agissant sur la goutte 1 peut
être déterminée par la relation suivante :

F 1
i = −6πµa1

[

X11V
1
j djdi + Y11(δij − didj)V

1
j +X12V

2
j djdi + Y12(δij − didj)V

2
j

]

.
(3.203)

En introduisant les tenseurs Aαβ :

Aαβ
ij = Xαβdidj + Yαβ(δij − didj), (3.204)

les forces dues au mouvement de deux gouttes ayant respectivement une vitesse ~V1 et ~V2 sont

~F1 = −6πµa1

(

A11 · ~V1 + A12 · ~V2

)

, (3.205a)

~F2 = −6πµa2

(

A21 · ~V1 + A22 · ~V2

)

. (3.205b)

Ces dernières relations peuvent être déterminées dans un repère quelconque. Ce sont donc des
quantités objectives.

Considérons maintenant deux gouttes immobiles dans un écoulement linéaire quelconque.
Les forces que le fluide exerce sur les sphères 1 et 2 sont déterminées, dans un premier temps,
dans le repère bisphérique. Ainsi, les forces suivant l’axe x sont écrites sous la forme :

F1x = −6πµa2
1 [Dxz

1 γxz +Dxz
1 γzx + (Y11l1 − Y12l2) γzx] , (3.206a)

F2x = −6πµa2a1 [Dxz
2 γxz +Dxz

2 γzx + (Y21l1 − Y22l2) γzx] , (3.206b)

où les relations (3.152b) ont été utilisées. Les distances adimensionnées l1 et l2 sont déterminées
à l’aide des relations (3.151b). Maintenant, introduisons les vitesses non-perturbées du fluide
écrites aux centres des deux gouttes précisées ci-dessous

U∞
1x = a1γxzl1, (3.207a)

U∞
2x = −a1γxzl2. (3.207b)

L’indroduction de ces deux vitesses permet de réécrire les forces suivant l’axe x sous la forme
suivante :

F1x = −6πµa1 [−Y11U
∞
1x − Y12U

∞
2x + 2a1 (Y11l1 − Y12l2 +Dxz

1 )E∞
xz] , (3.208a)

F2x = −6πµa2 [−Y21U
∞
1x − Y22U

∞
2x + 2a1 (Y21l1 − Y22l2 +Dxz

2 )E∞
xz] , (3.208b)

3On peut appliquer ici l’argument de Bretherton [19] utilisant la réversibilité en temps des équations de Stokes.
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où E∞
xz est une composante du tenseur des taux de déformation du champ de vitesse non-

perturbé. La même démarche peut être utilisée pour les composantes suivant l’axe y où les
coefficients des forces sont totalement identiques à ceux déterminés suivant l’axe x (cf. §3.1,
les deux configurations pouvant se déduire l’une de l’autre par une rotation de π/2) :

F1y = −6πµa1

[

−Y11U
∞
1y − Y12U

∞
2y + 2a1 (Y11l1 − Y12l2 +Dxz

1 )E∞
yz

]

, (3.209a)
F2y = −6πµa2

[

−Y21U
∞
1y − Y22U

∞
2y + 2a1 (Y21l1 − Y22l2 +Dxz

2 )E∞
yz

]

. (3.209b)

Les vitesses non-perturbées suivant l’axe y étant égales à

U∞
1y = a1γyzl1, (3.210a)

U∞
2y = −a1γyzl2. (3.210b)

Les forces suivant l’axe z sont données par les relations

F1z = −6πµa1 [−X11U
∞
1z −X12U

∞
2z + a1 (X11l1 −X12l2 +Dzz

1 )E∞
zz ] , (3.211a)

F2z = −6πµa2 [−X21U
∞
1z −X22U

∞
2z + a1 (X21l1 −X22l2 +Dzz

2 )E∞
zz ] , (3.211b)

où E∞
zz = γzz et

U∞
1z = a1γzzl1, (3.212a)

U∞
2z = −a1γzzl2. (3.212b)

Il est facile de constater, une nouvelle fois que les vitesses non-perturbées suivant la ligne des
centres n’engendrent que des efforts suivant la même direction. La remarque est identique pour
les directions perpendiculaires. Il est alors possible de faire apparaître les tenseurs Aαβ. Concer-
nant les termes liés aux composantes du tenseur des taux de déformations, on peut chercher à
exprimer les forces sous forme vectorielle en faisant apparaître un tenseur d’ordre 3. En ne
conservant que les termes liés au tenseur des taux de déformation, les forces peuvent s’écrire :

~FE∞

1 = −6πµa2
1G

1 : E∞, (3.213a)
~FE∞

2 = −6πµa2a1G
2 : E∞, (3.213b)

où le symbole : correspond au double produit contracté. E∞ étant un tenseur symétrique, il est
nécessaire que :

Gα
ijk = Gα

ikj. (3.214)
Afin d’utiliser les notations indicielles, les indices x, y et z sont respectivement remplacés par
1, 2 et 3. La force sur la goutte 1 suivant l’axe x1 (x) peut être écrire sous la forme :

F 1E∞

1 = −6πµa2
1Y

G
1 (E∞

13 + E∞
31) = −6πµa2

1G
1
1jkE

∞
jk , (3.215)

où Y G
1 est identifié à

Y G
1 = Y11l1 − Y12l2 +Dxz

1 . (3.216)
Il est alors nécessaire que

G1
131 = Y G

1 , (3.217a)
G1

113 = Y G
1 , (3.217b)

sinon G1
1jk = 0. (3.217c)
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Ainsi on doit avoir :
G1

1jk = (δ3jδ1k + δ1jδ3k)Y
G
1 . (3.218)

En procédant de même pour la composante suivant l’axe x2 (y), nous avons :

G1
2jk = (δ3jδ2k + δ2jδ3k)Y

G
1 . (3.219)

Pour la composante suivant l’axe x3 (z), nous avons :

F 1E∞

3 = −6πµa2
1X

G
1 E

∞
33 = −6πµa2

1G
1
3jkE

∞
jk , (3.220)

où XG
1 est donné par

XG
1 = X11l1 −X12l2 +Dzz

1 . (3.221)

Ce qui permet d’écrire :
G1

3jk = δ3jδ3kX
G
1 . (3.222)

Donc G1
ijk est donnée sous la forme :

G1
ijk = [δ1i(δ3jδ1k + δ1jδ3k) + δ2i(δ3jδ2k + δ2jδ3k)]Y

G
1 + δ3iδ3jδ3kX

G
1 . (3.223)

En utilisant les deux identités suivantes vérifiées dans le repère bisphérique :

δ3i = di, (3.224a)
δi1δj1 + δi2δj2 = δij − didj, (3.224b)

G1
ijk se met sous la forme

G1
ijk = XG

1 didjdk + Y G
1 (djδik + dkδij − 2didjdk) . (3.225)

Cette dernière relation est objective. Nous pouvons appliquer le même raisonnement pour la
goutte 2.

Ainsi, sous forme vectorielle, les forces liées à un écoulement linéaire sur les deux gouttes
sont

~F1 = −6πµa1

[

−A11 · ~U∞ (~x1)−A12 · ~U∞ (~x2) + a1G
1 : E∞

]

, (3.226a)

~F2 = −6πµa2

[

−A21 · ~U∞ (~x1)−A22 · ~U∞ (~x2) + a1G
2 : E∞

]

. (3.226b)

La forme générale de Gα est

Gα
ijk = XG

α didjdk + Y G
α (djδik + dkδij − 2didjdk) . (3.227)

avec

XG
α = Xα1l1 −Xα2l2 +Dzz

α , (3.228a)
Y G

α = Yα1l1 − Yα2l2 +Dxz
α . (3.228b)

Il est alors remarquable de constater que Y G
α est identique à Dzx

α .
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Enfin, par application de la linéarité des équations de Stokes, les forces agissant sur des
gouttes se déplaçant avec des vitesses quelconques dans un écoulement linéaire général peuvent
s’écrire sous la forme :

~F1 = −6πµa1

{

A11 ·
[

~V1 − ~U∞(~x1)
]

+ A12 ·
[

~V2 − ~U∞(~x2)
]

+ a1G
1 : E∞

}

, (3.229a)

~F2 = −6πµa2

{

A21 ·
[

~V1 − ~U∞(~x1)
]

+ A22 ·
[

~V2 − ~U∞(~x2)
]

+ a1G
2 : E∞

}

. (3.229b)

Ces expressions sont bien objectives. Les coefficients des forces utilisés pour le calcul des
tenseurs Aαβ et Gα sont déterminés par la méthode des coordonnées bisphériques. Mais, ces
coefficients sont totalement généraux. Ils peuvent très bien être déterminés par une autre mé-
thode comme nous le verrons dans le paragraphe suivant. Remarquons que les relations (3.229b)
qui ont été ici obtenues par reconstruction auraient pu être écrites directement compte tenu de la
linéarité des équations de Stokes et de l’ordre des tenseurs. Mais la présente approche a permis
de bien préciser le contenu de chaque tenseur.

Ces formes générales des forces sont en fait très proches de celles obtenues pour les parti-
cules solides [79], [72]. La différence provient qu’il n’y a pas de termes liés à la rotation de la
goutte.

3.5 Relations asymptotiques pour les coefficients des forces

Les sections 3.2 et 3.3 nous permettent de calculer les coefficients des forces asymétriques
(Yαβ, Y G

α ) et les coefficients axisymétriques (Xαβ et XG
α ) quelle que soit la distance entre les

gouttes. La détermination de ces forces dans un programme de calcul de trajectoire, nécessaire
à l’obtention des taux de collision, peut entraîner un surcoût de temps de calcul. Il est donc
fortement conseillé de connaître des expressions approchées lorsque l’écart entre les gouttes est
grand ou petit.

3.5.1 Relations asymptotiques pour s grand

Lorsque la distance séparant les deux gouttes est grande, les forces peuvent être établies à
partir d’autres méthodes. La méthode des réflexions peut être employée. Cette dernière utilise
les propriétés de linéarité des équations de Stokes. Elle consiste à développer les champs de
vitesse et de pression en sommes de fonctions vérifiant également les équations de Stokes et
satisfaisant à des conditions aux limites alternativement sur l’une puis l’autre goutte. Le déve-
loppement de cette méthode pour des particules solides est présenté dans les livres d’Happel et
Brenner [56] et de Kim et Karrila [79]. L’application de cette technique aux gouttes a été initiée
par Hetsroni et Haber [57], [58].

Seuls les coefficients X11, X12, Y11 et Y12 sont donnés. Les coefficients restant sont obtenus
par application de la propriété suivante :

X(3−α)(3−β) (s, λ, µ̂) = Xαβ (s, λ−1, µ̂) ,
Y(3−α)(3−β) (s, λ, µ̂) = Yαβ (s, λ−1, µ̂) .

(3.230)

Cette propriété peut être établie à l’aide du théorème de réciprocité de Lorentz.
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Hetsroni et Haber [58] ont déterminé les forces agissant sur deux gouttes se déplaçant dans
un fluide au repos. Ils trouvent pour X11, X12, Y11 et Y12 les fonctions suivantes :

X11 =
2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{

1 +
(2 + 3µ̂)2 λ

(1 + µ̂)2 (1 + λ)2 s2
+

[

4 (2 + 3µ̂)2 λ4

(1 + µ̂)2 −

8µ̂ (2 + 3µ̂)λ

(1 + µ̂)2 +
(2 + 3µ̂)4 λ2

(1 + µ̂)4

]

1

(1 + λ)4 s4

}

+O
(

1

s6

)

, (3.231)

X12 =
2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{

− (2 + 3µ̂)λ

(1 + µ̂) (1 + λ) s
+

[

4µ̂λ (1 + λ2)

(1 + µ̂)
− (2 + 3µ̂)3 λ2

(1 + µ̂)3

]

1

(1 + λ)3 s3

}

+

O
(

1

s5

)

, (3.232)

Y11 =
2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{

1 +
(2 + 3µ̂)2 λ

4 (1 + µ̂)2 (1 + λ)2 s2
+

[

2 (2 + 3µ̂)2 λ3

(1 + µ̂)2 +

2µ̂ (2 + 3µ̂)λ

(1 + µ̂)2 +
(2 + 3µ̂)4 λ2

16 (1 + µ̂)4

]

1

(1 + λ)4 s4

}

+O
(

1

s6

)

, (3.233)

Y12 =
2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{

− (2 + 3µ̂)λ

2 (1 + µ̂) (1 + λ) s
−
[

2µ̂λ (1 + λ2)

(1 + µ̂)
+

(2 + 3µ̂)3 λ2

8 (1 + µ̂)3

]

1

(1 + λ)3 s3
−

[

7 (2 + 3µ̂)2 λ2 (1 + λ2)

2 (1 + µ̂)2 +
(2 + 3µ̂)5 λ3

32 (1 + µ̂)5

]

1

(1 + λ)5 s5

}

+O
(

1

s7

)

. (3.234)

Il est possible de faire plusieurs remarques à la vue de ces relations. Dans un premier temps,
lorsque s devient très grand, les coefficients X12 et Y12 tendent vers zéro. La force agissant sur
la goutte 1 devient alors indépendante de la vitesse de la goutte 2 et vice-versa. De plus les
coefficients X11 et Y11 approchent lorsque s devient grand vers la valeur de (2 + 3µ̂)/(3 + 3µ̂).
Ce qui permet de retrouver la force s’exerçant sur une goutte seule déterminée en 1911 par
Hadamard [54] et Rybczynski [121]. D’un autre côté, lorsque le rapport de viscosité tend vers
l’infini, l’ensemble des coefficients approchent ceux déterminés par Jeffrey et Onishi [73] pour
des particules solides.

Hetsroni et Haber [58] ont également déterminé les forces agissant sur deux gouttes dans
un écoulement de cisaillement. La géométrie utilisée dans leur application est donnée sur la
figure 3.7. Les deux particules sont placées sur l’axe z du côté des valeurs négatives. Hetsroni
et Haber [58] décomposent le problème en deux. Dans un premier temps, ils déterminent les
forces lorsque les gouttes se déplacent avec des vitesses de signes opposés par rapport aux
vitesses de l’écoulement non-perturbé dans un fluide au repos. Cette étape est identique à une
étude en sédimentation. Dans un deuxième temps, ils déterminent les forces obtenues pour des
gouttes qui se déplacent avec le fluide. Les expressions des efforts dans la deuxième étape nous
permettent d’accéder aux relations asymptotiques de Y G

α . Afin d’utiliser le résultat de l’article
[58], nous faisons un changement de repère, la goutte 1 étant disposée en a1l1 alors que la goutte
2 est fixée du côté négatif de l’axe des z à −a1l2 où les grandeurs l1 et l2 sont données par les
relations (3.151b). Pour des gouttes qui se déplacent à la vitesse du fluide environnant, les forces
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FIG. 3.7 – Géométrie utilisée par Hetsroni et Haber [58] dans la détermination des forces sur
deux gouttes dans un écoulement de cisaillement simple.

se réduisent à

F1x = −6πµa2
1Y

G
1 γ, (3.235a)

F2x = −6πµa2a1Y
G
2 γ. (3.235b)

Après identification, les expressions de Y G
1 et Y G

2 sont :

Y G
1 =

2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{[

λ2

1 + µ̂
+

2 + 5µ̂

(1 + µ̂)(2 + 3µ̂)

]

8µ̂λ3

(1 + λ)4 s4
+

[

2 + 3µ̂

(1 + µ̂)2
+

(2 + 5µ̂)λ2

(1 + µ̂)2

]

4µ̂λ

(1 + λ)5 s5
+

[

(2 + 3µ̂)λ2

(1 + µ̂)3 +
2 + 5µ̂

(1 + µ̂)3

]

(2 + 3µ̂)µ̂λ4

(1 + λ)6 s6
+

[

16µ̂2

(1 + µ̂)2 +

2(2 + 5µ̂)(6 + 37µ̂)λ4

9(1 + µ̂)(1 + 7µ̂)
− 16(4 + 16µ̂+ 17µ̂3)λ2

(1 + µ̂)2 (2 + 3µ̂)
+
µ̂ (2 + 3µ̂)3 λ

(1 + µ̂)4 +

µ̂(2 + 3µ̂)(2 + 5µ̂)λ3

(1 + µ̂)3

]

λ

(1 + λ)7 s7

}

+O
(

1

s8

)

, (3.236)

Y G
2 = − 2 + 3µ̂

3(1 + µ̂)

{[

1

1 + µ̂
+

(2 + 5µ̂)λ2

(1 + µ̂)(2 + 3µ̂)

]

8µ̂

(1 + λ)4 s4
+

[

(2 + 3µ̂)λ2

(1 + µ̂)2 +
2 + 5µ̂

(1 + µ̂)2

]

4µ̂λ3

(1 + λ)5 s5
+

[

(2 + 3µ̂)

(1 + µ̂)3 +
(2 + 5µ̂)λ2

(1 + µ̂)3

]

(2 + 3µ̂)µ̂λ

(1 + λ)6 s6
+

[

16µ̂2λ4

(1 + µ̂)2 +

2(2 + 5µ̂)(6 + 37µ̂)

9(1 + µ̂)(1 + 7µ̂)
− 16(4 + 16µ̂+ 17µ̂3)λ2

(1 + µ̂)2 (2 + 3µ̂)
+
µ̂ (2 + 3µ̂)3 λ3

(1 + µ̂)4
+

µ̂(2 + 3µ̂)(2 + 5µ̂)λ

(1 + µ̂)3

]

λ3

(1 + λ)7 s7

}

+O
(

1

s8

)

. (3.237)
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3.5.2 Relations asymptotiques pour ξ petit

Quand l’écart entre les gouttes est très petit devant 1, il est possible d’utiliser les resultats
obtenus dans le cadre de la théorie de lubrification afin d’estimer les valeurs de Xαβ , Yαβ, XG

α

et Y G
α . Davis et al. [33] ont déterminé les forces de lubrification pour deux gouttes se déplaçant

suivant leur ligne des centres. Ils utilisent une solution sous forme intégrale de l’équation de
Stokes. Leur solution nous permet d’estimer Xαβ :

X11(ξ, λ, µ̂) =
2λ2

(1 + λ)3 ξ
f(m), (3.238a)

X12(ξ, λ, µ̂) = −X11(ξ, λ, µ̂), (3.238b)
X22(ξ, λ, µ̂) = X11(ξ, λ

−1, µ̂), (3.238c)

X21(ξ, λ, µ̂) =
X12(ξ, λ, µ̂)

λ
. (3.238d)

La fonction f(m) est déterminée à partir d’un approximant de Padé :

f(m) =
1 + 0, 38m

1 + 1, 69m+ 0, 43m2
, (3.239)

avec

m =
1

µ̂

√

2λ

(1 + λ)2 ξ
. (3.240)

Il n’existe pas de solution pour les coefficients XG
α . Par contre, les coefficients Dzz

α ne di-
vergent pas lorsque ξ tend vers zéro. Les courbes de Dzz

α obtenues par la méthode des coordon-
nées bisphériques sont données sur la figure 3.8 pour des gouttes d’eau dans de l’air. Le rapport
de viscosité dans ce cas est égal à 104, 5. La figure 3.8 donne Dzz

1 et Dzz
2 pour des valeurs de λ

de 0, 1 ; 0, 2 ; 0, 3 ; 0, 4 ; 0, 5 ; 0, 6 ; 0, 7 ; 0, 8 ; 0, 9 et 1, 0.Dzz
α tendent vers des valeurs constantes

lorsque ξ approche de zéro.
Ainsi, les valeurs de Dzz

1 et de Dzz
2 pour ξ très petit peuvent être évaluées à partir du calcul

effectué par la méthode des coordonnées bisphériques. On peut écrire que

Dzz
α (ξ, λ, µ̂) = Dzz

α (0, λ, µ̂) +O
(

| ln ξ|−1
)

. (3.241)

Grâce à ces résultats, les coefficients XG
α donnés par (3.228b) peuvent être estimés à l’aide de

la relation suivante où l1 et l2 sont définies par (3.151b) :

XG
1 (ξ, λ, µ̂) = X11(ξ, λ, µ̂)

(ξ + 2)(1 + λ)

2
+Dzz

1 (0, λ, µ̂), (3.242a)

XG
2 (ξ, λ, µ̂) = −X22(ξ, λ, µ̂)

(ξ + 2)(1 + λ)

2
+Dzz

2 (0, λ, µ̂), (3.242b)

Concernant les coefficients asymétriques, il n’existe pas de solution de lubrification. En fait,
ces coefficients ne subissent aucune singularité pour ξ petit. En se basant sur les travaux de
O’Neill et Majumdar [102], Zinchenko [154], [156] montre que

Yαβ (ξ, λ, µ̂) = Yαβ (0, λ, µ̂) +O
(

| ln ξ|−1
)

. (3.243)

Pour les coefficients Y G
α nous avons les mêmes relations :

Y G
α (ξ, λ, µ̂) = Y G

α (0, λ, µ̂) +O
(

| ln ξ|−1
)

. (3.244)
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FIG. 3.8 – Courbes donnant Dzz
1 et Dzz

2 en fonction de ξ obtenues pour µ̂ = 104, 5 et pour
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1 sont données pour des valeurs de λ croissant du haut
vers le bas. Les courbes de Dzz

2 sont données pour des valeurs de λ croissant du bas vers le haut.

3.6 Présentation des coefficients des forces pour diverses va-
leurs de µ̂ et de λ

Les précédents paragraphes ont été consacrés à la recherche des forces d’interactions hy-
drodynamiques. La solution exacte déterminée à l’aide de la méthode des coordonnées bisphé-
riques permet de connaître les coefficients des forces quelle que soit la distance séparant les
deux gouttes. Les relations asymptotiques ont également été proposées. Le but de cette section
est de voir comment varient les coefficients des forces en fonction du rapport de viscosité, de λ
et de la distance entre les gouttes. Les relations asymptotiques sont également comparées avec
les solutions exactes permettant de bien voir leur limite d’utilisation et leur pertinence.

3.6.1 Coefficients asymétriques

Les coefficients Yαβ ont des évolutions sensiblement équivalentes. C’est pourquoi, seuls les
coefficients Y11 et Y G

1 sont présentés. Les figures 3.9 et 3.10 donnent Y11 et Y G
1 en fonction de

s pour des rapports de viscosité de 2, 10 et 104, 5 (goutte d’eau).
Lorsque s devient grand, Y11 tendent asymptotiquement vers le coefficient d’Hadamard-

Rybczynski. Les relations asymtotiques donnent une bonne estimation pour s supérieur à 5. Les
valeurs de Y G

1 restent très faibles. Ce coefficient approche la valeur zéro lorsque s devient très
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grand. Les relations asymptotiques que nous avons établies sur les bases des travaux de Hetsroni
et Haber [58] se révèlent être de très bonnes approximations de la solution exacte pour s ≥ 5.

Il a déjà été souligné que les coefficients asymétriques ne subissent aucune singularité
lorsque l’écart entre les gouttes est faible et ce quel que soit le rapport de viscosité. Ce point est
visualisé sur la figure 3.11 donnant Y11 pour µ̂ = 2, 10 et 104, 5 (goutte d’eau) et pour λ = 0, 5
et 1.

Le fluide qui se trouve entre les gouttes proches a un faible effet sur les efforts normaux à la
ligne des centres s’appliquant sur les gouttes. Si l’écoulement du fluide de la phase porteuse ne
peut plus se faire entre les deux interfaces des gouttes, il peut se faire partout dans le reste de
l’espace. Ce sont alors ces champs de perturbation (pression, vitesse) qui contribuent essentiel-
lement aux forces normales à la ligne des centres. Ce point est identique au mouvement d’une
particule proche d’une paroi dans un écoulement de cisaillement où la force parallèle au plan
ne subit aucune singularité [23].

3.6.2 Coefficients axisymétriques

Sur la figure 3.12, le coefficient X11 est représenté pour un rapport de rayon, λ, de 0, 1 et
pour diverses valeurs de µ̂ en fonction de ξ. L’augmentation du rapport de viscosité s’accom-
pagne d’une augmentation de X11. Le rôle de µ̂ est également vérifié sur les figures 3.13 et 3.14
obtenues respectivement pour λ = 0, 5 et λ = 1. X11 augmente également fortement avec le
rapport des rayons. Pour λ = 0, 1, X11 n’excède jamais 110 pour ξ = 10−4. Alors que pour
λ = 0, 5 et 1, X11 est de l’ordre de 103 dans le cas des particules solides. L’écart entre les
faibles valeurs de µ̂ est d’ailleurs d’autant plus important que λ est grand. Cette forte augmen-
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FIG. 3.12 – X11 en fonction de ξ pour λ = 0, 1 et pour divers rapports de viscosité.

tation de X11 en fonction du rapport de viscosité est directement liée à la mobilité de l’interface
entre les deux fluides. Lorsque µ̂ est grand, l’écoulement à l’intérieur des gouttes est de plus en
plus «gelé». En fait, il est facile de montrer que le rapport des vitesses caractéristiques entre le
fluide interne et externe est inversement proprotiennel à µ̂. Il s’ensuit que plus µ̂ est grand plus
l’évacuation du film fluide entre les deux gouttes est difficile. Ceci s’accompagne alors d’une
forte augmentation de la pression entre les gouttes. Dans le cas des particules solides, il est
connu que les forces deviennent inversement proportionnelles à l’écart entre les deux particules
[71]. Alors que pour un rapport de viscosité très faible, Davis et al. [33] montrent que les forces
deviennent proportionnelles à l’inverse de la racine carrée de ξ. Ceci a de lourdes conséquences
sur les collisions et la coalescence. En effet, le temps nécessaire pour avoir contact ne diverge
pas dans le cas des faibles valeurs de µ̂. Cet effet sera vu également dans le prochain chapitre.

Sur les figures 3.12, 3.13 et 3.14, les solutions obtenues à partir de la théorie de lubrification
sont également représentées. Pour λ = 0, 1 et pour de faibles rapports de viscosité, X11 calculé
à l’aide de (3.238a) s’écarte très rapidement de la solution exacte. Par contre, la solution de
lubrification est relativement satisfaisante pour λ = 0, 5 et λ = 1. De plus, la concordance est
d’autant meilleure que le rapport de viscosité est important.

Afin de voir si les estimations, (3.242ba) et (3.242bb), réalisées pour les coefficients XG
1 et

XG
2 pour ξ petit sont correctes, on a représenté sur les figures 3.15, 3.16 et 3.17 une comparaison

entre cette solution de lubrification et la solution exacte pourXG
1 . Les résultats obtenus pourXG

2

sont analogues. Il s’avére que les conclusions sont identiques à celles établies précédemment
pour le coefficients X11. Encore une fois, la solution de lubrification est très satisfaisante pour
les rapports de viscosité élevés.

Sur les figures 3.18 et 3.19, X11 est représenté pour des distances entre les gouttes élevées.
Dans chaque cas, X11 tend asymptotiquement vers le coefficient d’Hadamard-Rybczynski pour
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FIG. 3.13 – X11 en fonction de ξ pour λ = 0, 5 et pour divers rapports de viscosité.

10
−4

10
−3

10
−2

10
−110

−1

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

PSfrag replacements

ξ

X11

(1) : µ̂ = 2 ; (3) : µ̂ = 10 ; (5) : goutte d’eau
(2) : µ̂ = 5 ; (4) : µ̂ = 20 ; (6) : particule solide

(1)
(2)

(3)(4)

(5)(6)

λ = 1
Solution exacte
Solution de lubrification

FIG. 3.14 – X11 en fonction de ξ pour λ = 1 et pour divers rapports de viscosité.



3.6 Présentation des coefficients des forces pour diverses valeurs de µ̂ et de λ 61

10
−4

10
−3

10
−210

−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

PSfrag replacements

ξ

XG
1

(1) : µ̂ = 2 ; (3) : µ̂ = 10 ; (5) : goutte d’eau
(2) : µ̂ = 5 ; (4) : µ̂ = 20 ; (6) : particule solide

(1)
(2)

(3)
(4)

(5) (6)

λ = 0, 1
Solution exacte
Solution de lubrification

FIG. 3.15 – XG
1 en fonction de ξ pour λ = 0, 1 et pour divers rapports de viscosité.
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FIG. 3.17 – XG
1 en fonction de ξ pour λ = 1 et pour divers rapports de viscosité.

s grand. Nous sommes assurés également du bon comportement des solutions asymptotiques.

3.7 Détermination des fonctions de mobilité

Lorsque l’inertie des gouttes est négligée, la somme des forces appliquées à une goutte est
alors égale à zéro. A cet égard, il devient possible d’exprimer directement la différence des
vitesses entre les gouttes. Les trajectoires relatives sont facilement obtenues par intégration
de cette vitesse relative. L’intérêt principal de cette écriture est l’obtention analytique de la
fonction de distribution de paire dans le cas de la sédimentation [11] et de particules dans
un écoulement linéaire [13]. Comme nous le verrons dans le chapitre 6, la détermination de
la fonction de distribution de paire est fondamentale dans la recherche du taux de collision.
La détermination des forces d’interactions hydrodynamiques permet d’obtenir directement les
fonctions de mobilité intervenant dans l’expression de la vitesse relative.

Dans le cas de particules sédimentant où le mouvement brownien est également pris en
compte, les travaux de Batchelor [10], [11] permettent d’écrire la vitesse relative ~V12 = ~V1− ~V2

sous la forme [153] :
~V12 = ~V 0

12.
[

~d~dL(s) +
(

I− ~d~d
)

M(s)
]

−D0
12

[

~d~dG(s) +
(

I− ~d~d
)

H(s)
]

·
~grad(ln p12). (3.245)

~V 0
12 est la vitesse relative de sédimentation qui pour des gouttes s’exprime à l’aide de la relation

d’Hadamard-Rybczynski :

~V 0
12 =

2(µ̂+ 1)(ρ′ − ρ)a2
1(1− λ2)

3(3µ̂+ 2)µ
~g. (3.246)
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FIG. 3.18 – X11 en fonction de s pour λ = 0, 1 ; 0, 5 et 1 et pour µ̂ = 2 et 5.
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Le coefficient de diffusion D0
12 est donné par

D0
12 =

kT (µ̂+ 1)(1 + λ−1)

2πµ(3µ̂+ 2)a1
. (3.247)

p12 est la fonction de distribution de paire. k est la constante de Boltzmann. T la tempéra-
ture. L(s),M(s), G(s) et H(s) sont les fonctions de mobilité déterminées en exprimant que la
somme des forces qui agissent sur chaque goutte est nulle. Afin d’exprimer facilement la vitesse
relative à l’aide des forces d’interactions, Zinchenko [154], [156] exprime ces dernières sous la
forme suivante :

~F1 = −6πµa1

[

Λ11 ·
(

~V1 − ~V2

)

+ Λ12 · ~V2

]

, (3.248a)

~F2 = −6πµa2

[

Λ21 ·
(

~V2 − ~V1

)

+ Λ12 · ~V2

]

. (3.248b)

Les tenseurs Λαβ sont définis sous la forme :

Λαβ
ij = Λαβdidj + Tαβ(δij − didj). (3.249)

Les relations liant les coefficients Xαβ, Yαβ et Λαβ, Tαβ sont :

Λ11 = X11, Λ12 = X11 +X12, (3.250a)
Λ21 = −X21, Λ22 = X21 +X22, (3.250b)

T11 = Y11, T12 = Y11 + Y12, (3.250c)
T21 = −Y21, T22 = Y21 + Y22. (3.250d)

Dans le cas de gouttes en sédimentation, la somme des forces est :

~F1 + V1(ρ
′ − ρ)~g − kT ~grad(ln p12) = ~0, (3.251a)

~F2 + V2(ρ
′ − ρ)~g + kT ~grad(ln p12) = ~0. (3.251b)

Vα est le volume de la goutte α. Le premier terme de la somme représente les forces d’interac-
tions hydrodynamiques, le second est lié à la pesanteur et à la poussée d’Archimède et le dernier
terme traduit l’agitation moléculaire. En décomposant ces forces suivant la ligne des centres et
perpendiculairement, il est facile de montrer que les fonctions de mobilité L(s),M(s), G(s) et
H(s) sont données par les relations suivantes :

L(s) =
2 + µ̂

3(1 + µ̂)

Λ22 − λ2Λ12

(1− λ2) (Λ11Λ22 + Λ12Λ21)
, (3.252a)

G(s) =
2 + µ̂

3(1 + µ̂)

Λ12 + λΛ22

(1 + λ) (Λ11Λ22 + Λ12Λ21)
, (3.252b)

M(s) =
2 + µ̂

3(1 + µ̂)

T22 − λ2T12

(1− λ2) (T11T22 + T12T21)
, (3.252c)

H(s) =
2 + µ̂

3(1 + µ̂)

T12 + λT22

(1 + λ) (T11T22 + T12T21)
. (3.252d)
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Dans le cas où s est suffisamment grand, il est possible d’établir des expressions asympto-
tiques de ces fonctions [153] :

L(s) = 1− (2 + 3µ̂)(λ3 − 1)

(1 + µ̂)(1 + λ)(λ2 − 1)s
+

4µ̂(λ3 − 1)(λ2 + 1)

(1 + µ̂)(1 + λ)3(λ2 − 1)s3
+O

(

1

s6

)

, (3.253a)

G(s) = 1− 2(2 + 3µ̂)λ

(1 + µ̂)(1 + λ)2s
+

8µ̂λ(λ2 + 1)

(1 + µ̂)(1 + λ)4s3
−

4(2 + 5µ̂)(2 + 3µ̂)λ(λ3 + 1)

(1 + µ̂)(1 + λ)5s4
+O

(

1

s6

)

, (3.253b)

M(s) = 1− (2 + 3µ̂)(λ3 − 1)

2(1 + µ̂)(1 + λ)(λ2 − 1)s
−

2µ̂(λ3 − 1)(1 + λ2)

(1 + µ̂)(1 + λ)3(λ2 − 1)s3
+O

(

1

s6

)

, (3.253c)

H(s) = 1− (2 + 3µ̂)λ

(1 + µ̂)(1 + λ)2s
− 2µ̂λ(λ2 − 1)

(1 + µ̂)(1 + λ)2s3
+O

(

1

s6

)

. (3.253d)

Lorsque s tend vers 2 ou ξ → 0, Zhang et Davis [153] proposent des expressions pour L(s),
G(s) etM(s) tirées des résultats de Davis et al. [33]. Ils donnent :

L(ξ) =
(3µ̂+ 2)(1 + λ)3

3(µ̂+ 1)λ2(λ2 − 1)

[

λ3 − 1− (λβ2 − β1)
1 + λ3

β1 + λβ2

]

ξ

f(m)
, (3.254a)

G(ξ) =
(3µ̂+ 2)(1 + λ)2ξ

6(1 + µ̂)λ

ξ

f(m)
, (3.254b)

M(ξ) = M0 +M1ξ, (3.254c)

où f(m) est donnée en (3.239). Les constantes β1, β2, M0 et M1 sont déterminées à l’aide de la
solution obtenue par la méthode des coordonnées bisphériques.

Dans le cas de gouttes dispersées dans un écoulement linéaire, Batchelor et Green [14] ont
montré que la vitesse relative s’exprime à l’aide de la relation :

~V12 = ~Ω∞
∧ ~r + E∞ · ~r −

[

A(s)~d~d+ B(s)
(

I− ~d~d
)]

·E∞ · ~r. (3.255)

~Ω∞ est le vecteur tourbillon de l’écoulement linéaire non-perturbé par la présence des particules.
A l’aide des forces d’interactions hydrodynamiques déterminées dans les cas particuliers d’une
élongation pure et d’un cisaillement simple, il est possible de calculer les fonctions de mobilité
A et B respectivement.

Dans le cas de l’élongation pure, où le tenseur des taux de déformation est

E∞ =





−γ

2
0 0

0 −γ

2
0

0 0 γ



 , (3.256)
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seul le mouvement suivant la ligne des centres intervient, la vitesse relative est donnée par la
relation :

V12z = γr(1−A). (3.257)
Les forces sont déterminées sous la forme :

F1z = −6πµa1 [Λ11 (V1z − V2z) + Λ12V2z + a1γD
zz
1 ] , (3.258a)

F2z = −6πµa2 [Λ21 (V2z − V1z) + Λ22V2z + a1γD
zz
2 ] . (3.258b)

Ce qui nous permet de déterminer A :

A(s) = 1 +
2 (Dzz

1 Λ22 −Dzz
2 Λ12)

(1 + λ)s (Λ11Λ22 + Λ12Λ21)
. (3.259)

Dans le cas du cisaillement simple, où le tenseur des taux de déformation est

E∞ =





0 0 γ

2

0 0 0
γ

2
0 0



 , (3.260)

la seule composante restante est suivant l’axe x, la vitesse relative est alors :

V12x = γr(1− B
2

). (3.261)

Les forces sont déterminées sous la forme :
F1x = −6πµa1 [T11 (V1x − V2x) + T12V2x + a1γD

xz
1 ] , (3.262a)

F2x = −6πµa2 [T21 (V2x − V1x) + T22V2x + a1γD
xz
2 ] . (3.262b)

Ce qui nous permet de déterminer B :

B(s) = 2 +
4 (Dxz

1 T22 −Dxz
2 T12)

(1 + λ)s (T11T22 + T12T21)
. (3.263)

Dans le cas où s est suffisamment grand, Wang et al [145] proposent les relations asympto-
tiques suivantes :

A(s) =
4(2 + 5µ̂)(1 + λ3)

(1 + µ̂)(1 + λ)3s3
− 48µ̂ [(2 + 3µ̂)(1 + λ5) + (2 + 5µ̂)(1 + λ)λ2]

(1 + µ̂)(2 + 3µ̂)(1 + λ)5s5

+O
(

1

s8

)

, (3.264a)

B(s) =
32µ̂ [(2 + 3µ̂)(1 + λ5) + (2 + 5µ̂)(1 + λ)λ2]

(1 + µ̂)(2 + 3µ̂)(1 + λ)5s5
+O

(

1

s6

)

. (3.264b)

Sur la figure 3.20, le coefficient de mobilitéL a été représenté pour trois rapports de viscosité
et pour λ = 0, 1. Lorsque l’écart entre les gouttes est grand, l’influence du rapport de viscosité
semble très faible. Les courbes pour µ̂ = 20 et µ̂ = 104, 5 sont pratiquement confondues pour
ξ plus grand que 3. Les relations asymptotiques ont également été représentées permettant de
vérifier le bon accord entre les deux solutions. Les autres coefficients de mobilité G,M etH ne
sont pas représentés car leurs évolutions sont très similaires à celle de L.

Pour finir, les fonctions de mobilitéA et B sont données sur les figures 3.21 et 3.22 pour les
gouttes d’eau. La solution donnée par Batchelor et Green [14] pour λ = 1 et pour des particules
solides est également représentée. Nous pouvons constater que les fonctions de mobilités des
gouttes sont très proches de celles obtenues pour des particules solides.
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FIG. 3.20 – L en fonction de ξ pour µ̂ = 2 ; µ̂ = 20 et 104, 5 (goutte d’eau) et pour λ = 0, 1.
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3.8 Conclusion

Cette première partie a été consacrée à l’étude des forces d’interactions hydrodynamiques. Il
a été vu dans un premier temps comment la recherche des efforts sur deux gouttes plongées dans
un écoulement linéaire quelconque pouvait se ramener à deux grands problèmes (asymétrique
et axisymétrique). La résolution de ces deux derniers a ensuite été élaborée. Les forces sur les
gouttes ont été obtenues par une résolution exacte des équations de Stokes pour les écoulements
à l’intérieur et à l’extérieur des gouttes. La méthode des coordonnées bisphériques utilisée ici
permet de simplifier les conditions aux limites. En contrepartie, la formulation mathématique se
rélève beaucoup plus compliquée. Par exploitation de la linéarité des équations de Stokes, une
expression générale des forces a été obtenue. L’utilisation de la méthode des réflexions permet
d’obtenir des expressions approchées des coefficients des forces lorsque la distance entre les
gouttes est relativement importante. A l’opposé, lorsque les gouttes sont très proches, la théorie
de lubrification est riche en enseignement. Elle permet d’obtenir également des estimations pour
les coefficients axisymétriques. Nous avons pu constater sur les représentations graphiques les
bons accords entre les solutions exactes et approchées. Enfin, la dernière section a été consacrée
à une application du calcul des forces. Ainsi, l’ensemble des fonctions de mobilité, fonctions
utiles pour les applications, a été obtenu pour un écoulement linéaire quelconque. Les résultats
se montrent être en très bon accord avec ceux préexistants pour des situations proches.

Les expressions des forces d’interaction hydrodynamique vont être appliquées dans les cha-
pitres suivants, pour calculer les trajectoires relatives entre gouttes ainsi que les taux de colli-
sion. Les relations approchées pour s grand et ξ petit seront également utilisées.
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Chapitre 6

Taux de collision en écoulements linéaires

Le mécanisme qui conduit à la coalescence est compliqué. Il fait intervenir de multiples
paramètres liés à l’écoulement de la phase porteuse et à la nature physique de la phase dispersée.
Les forces mises en présence sont dues à l’écoulement (forces hydrodynamiques) et à des effets
microscopiques (forces de van der Waals et électriques). Ces dernières ont une faible portée et
jouent un rôle important uniquement lorsque les gouttes sont proches. La prise en compte de
ces deux forces à courte portée fait l’objet de la théorie D.L.V.O. (Derjaguin, Landau, Verwey
et Overbeek) qui est couramment utilisée dans l’étude des dispersions colloïdales [120], [69].
La coalescence de particules peut être classée suivant la prise en compte ou non des forces
microscopiques. La classification due à Levich [91] est la suivante :

– coalescence neutre : les forces microscopiques sont négligées ;
– rapide : prise en compte uniquement des forces de van der Waals ;
– lente : prise en compte des deux forces microscopiques.
Cette classification est liée à la nature des forces à courte portée. Pour des particules faites du

même matériau, les interactions de van der Waals sont purement attractives [69] et contribuent à
une augmentation de la collision. Alors que les forces électriques ou de double couche peuvent
être répulsives et empêchent la collision des gouttes.

Les recherches les plus anciennes sur le sujet sont l’œuvre de Smoluchowski [131]. Il a
calculé les taux de collision pour les écoulements cisaillés et le mouvement brownien. Par la
suite, la prise en compte des interactions hydrodynamiques a été introduite par Zeichner et
Schowalter [152] pour des écoulements linéaires et des particules de même taille. Davis [32] a
étudié le cas de la sédimentation avec des particules de tailles différentes. Pour les gouttes, la
contribution de Zinchenko [158] est importante. Ces travaux ont été étendus à des écoulements
linéaires dans une publication récente de Wang et al. [145].

Pour des milieux suffisamment dilués, seules les rencontres entre deux particules sont consi-
dérées. La coalescence peut être décomposée en plusieurs étapes :

1. Rapprochement de deux particules ;
2. Evacuation du film fluide entre les deux gouttes ;
3. Rupture de ce film ;
4. Formation d’une nouvelle goutte.
L’étape 1 fait l’objet de l’étude hydrodynamique. Le rapprochement de deux gouttes est lié

à l’écoulement porteur qui peut être turbulent ou non. Il peut être dû également à des diffé-
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rences de vitesses entre les gouttes liées à leur différence de rayon. Les étapes 2 et 3 concernent
plus particulièrement l’étude de la coalescence. Elles font intervenir des phénomènes physiques
comme la déformation des surfaces des gouttes. Ces étapes ne sont pas vues dans ce mémoire.
Pour plus de détails sur ces points, il est conseillé de se reporter aux articles [26] et [122].

Seule la première étape est examinée dans ce chapitre. Dans un premier temps, un modèle
simple dû à la sédimentation ou à des écoulements linéaires, ne prenant pas en compte les in-
teractions entre particules, permet de voir les aspects principaux de la physique de la collision.
Ensuite, les interactions hydrodynamiques et les forces de van der Waals sont prises en compte
pour introduire la notion fondamentale d’efficacité de collision. Les paragraphes 6.1 et 6.2 ré-
sument l’état des connaissances de la physique de la collision. Néanmoins, nous avons établi
deux résultats originaux concernant les taux de collision dans un écoulement d’étirement plan.
Le premier est produit en absence de forces d’interaction, section 6.1.4 et le deuxième avec
interaction, section 6.2.4. Pour des aérosols, où le rapport des masses volumiques est impor-
tant, l’inertie des gouttes doit être prise en compte. Cet aspect est étudié dans le paragraphe 6.5.
L’étude commence par une analyse dimensionnelle afin de montrer l’importance de l’inertie
des gouttes. Ensuite, la détermination des taux de collision est présentée pour des écoulements
de cisaillement simple et d’élongation pure. Nous finissons cette section par la présentation et
discussion des résultats.

6.1 Collision sans effet hydrodynamique

Dans cette section, les taux de collision sont établis en absence d’interactions hydrody-
namiques entre particules et des forces interparticulaires. Ils sont tous notés avec un indice 0
faisant référence à cette simplicité.

6.1.1 Collision pour une sédimentation

Dans la mesure où les interactions entre les particules sont négligées, le calcul est très
simple. Il se résume à chercher le flux de particules frappant la goutte dite cible. La vitesse de sé-
dimentation d’une goutte est donnée par la relation suivante en utilisant la solution d’Hadamard-
Rybczynski :

Vα =
2(µ̂+ 1)

3µ(3µ̂+ 2)
(ρ′ − ρ)a2

αg, (6.1)

où ρ′ est la masse volumique des particules, ρ est celle du fluide porteur. µ̂ est le rapport des
viscosités dynamiques entre le fluide interne aux gouttes et le fluide externe. g est l’accélération
de la pesanteur. Comme dans le chapitre 3, α est égal à 1 ou 2.

Le nombre de collisions entre des particules de rayons différents est :

∆N = n1n2∆V. (6.2)

n1 et n2 sont les concentrations volumiques des gouttes de rayons a1 et a2. ∆V est le volume
de balayage où se produit ces collisions. Il est déterminé de la façon suivante :

∆V = πR2V 0
12∆t. (6.3)
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FIG. 6.1 – Section de collision dans un écoulement de cisaillement simple sans interaction
hydrodynamique.

R est la somme des rayons des particules. V 0
12 est la différence des vitesses de sédimentation

définie par la relation (3.246). Le taux de collision est alors défini de la façon suivante :

J120 = lim
∆t→0

∆N

∆t
. (6.4)

L’expression de J120 est alors :

J120 = π (a1 + a2)
2 n1n2

2(µ̂+ 1)

3µ(3µ̂+ 2)
(ρ′ − ρ)|a2

1 − a2
2|g. (6.5)

Dans cette analyse, les effets hydrodynamiques ont été négligés. Les trajectoires des parti-
cules ne sont par déviées lorsque celles-ci sont proches.

6.1.2 Collision dans un écoulement cisaillé

Supposons que l’on ait un écoulement cisaillé suivant la direction z de taux de cisaillement
γ = ∂u

∂z
, u étant la composante de la vitesse suivant l’axe x (cf. figure 6.1). En faisant l’hypo-

thèse d’équilibre dynamique entre les phases continue et dispersée, les particules ont les mêmes
vitesses que la phase porteuse.

Le taux de collision est défini de la même façon que dans la section précédente :

J120 = n1n2 lim
∆t→0

∆V

∆t
= n1n2

∫

S

|v12|dS. (6.6)

v12 est la différence de vitesse entre deux particules suivant la direction x. La valeur absolue est
introduite pour tenir compte du mouvement relatif par rapport à la particule cible. La surface
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FIG. 6.2 – Section de collision dans une élongation pure sans interaction hydrodynamique.

S correspond à un disque centré sur la cible et de rayon a1 + a2 comme il est représenté sur la
figure 6.1. Le calcul élémentaire de l’intégrale donne le résultat suivant pour J120 :

J120 =
4

3
n1n2 (a1 + a2)

3 γ. (6.7)

Ce résultat est été initialement établi par Smoluchowski [131].

6.1.3 Collision pour une élongation pure

Pour ce type d’écoulement, l’hypothèse d’équilibre dynamique est également faite. Le champ
de vitesse de la phase porteuse est donné ci-dessous.

~u =





−γx
−γy
2γz



 . (6.8)

La recherche du taux de collision se résume à la détermination du flux de particules rentrant
dans la sphère absorbante. Cette dernière correspond à la sphère qui entoure la particule cible
et dont le rayon est a1 + a2. Dans ce cas de figure, il est intéressant d’employer le système de
coordonnées sphériques.

La vitesse des particules est alors donnée par les relations :
dr

dt
= r

(

3 cos2 θ − 1
)

γ, (6.9a)
dθ

dt
= −3 sin θ cos θγ. (6.9b)
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Pour calculer le flux rentrant, on commence par rechercher les trajectoires limites des parti-
cules. Ces dernières se déterminent en intégrant les deux équations exprimant la vitesse relative
d’une particule par rapport à la cible. En faisant le rapport de ces deux relations, le problème se
ramène à une simple équation différentielle ordinaire facilement intégrable.

dr

dθ
=
−r(3 cos2 θ − 1)

3 sin θ cos θ
. (6.10)

La solution analytique de (6.10) est :

r3 sin2 θ cos θ = C. (6.11)

C est une constante d’intégration qui dépend de la trajectoire suivie. La recherche du flux ren-
trant revient à fixer la valeur de C. La valeur de θ limite, notée θ0, pour laquelle les trajectoires
tangentent la sphère d’absorption s’obtient très facilement en faisant l’analyse suivante. En θ0,
r passe par un minimum. Il est donc nécessaire que la fonction dérivée dr

dθ
s’annule. Cette der-

nière s’annule pour cos θ0 = ±
√

3
3

d’après la relation (6.10). C limite est alors égale en prenant
r = a1 + a2 :

Ccr =
2 (a1 + a2)

3

3
√

3
. (6.12)

La situation se résume ainsi :
– Si C < Ccr , les trajectoires pénètrent dans la sphère absorbante.
– Si C > Ccr , les trajectoires ne pénètrent pas dans la sphère.
– Si C = Ccr , les trajectoires tangentent la sphère.
Le calcul de J120 devient alors très simple. En effet, on a :

J120 = −n1n2

∫

S

~v12 · ~ndS. (6.13)

~n est la normale unitaire sortante de la section de calcul. En utilisant les précédents résultats,
J120 devient :

J120 = −n1n2

∫ 2π

0

∫ π−θ0

θ0

r3γ
(

3 cos2 θ − 1
)

sin θdφdθ. (6.14)

Après intégration de cette dernière relation, le résultat final est le suivant :

J120 =
8π

3
√

3
n1n2γ (a1 + a2)

3 . (6.15)

Cette dernière relation a été déterminée par Zeichner et Schowalter [152].

6.1.4 Collision pour un étirement plan

Ce type d’écoulement linéaire est le dernier présenté. Il n’est pratiquement jamais étudié.
A notre connaissance, personne n’a encore calculé le taux de collision pour un écoulement
étirement plan sans ou avec effet hydrodynamique bien que sa détermination ne présente aucune
difficulté. Le champ de vitesse de la phase porteuse dans un repère cartésien est le suivant :

~u =





γx1

−γx2

0



 . (6.16)
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La détermination du taux de collision peut être faite de la même façon qu’au paragraphe
précédent. Les lignes de courant ou les trajectoires (d’après l’équilibre dynamique) sont des
hyperboles équilatères d’équation :

x1x2 = A. (6.17)
A est encore une constante d’intégration. Il faut déterminer les points de tangence entre ces
hyperboloïdes et la sphère de rayon a1 + a2. On trouve deux courbes données par les équations
suivantes :

{

x1 = x2,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (a1 + a2)

2 .
(6.18)

{

x1 = −x2,

x2
1 + x2

2 + x2
3 = (a1 + a2)

2 .
(6.19)

Ces courbes sont des cercles de rayon a1+a2 dans les plans méridiens à φ = π/4 pour le premier
système d’équation et φ = 3π/4 pour le second. Comme pour l’étirement pur, le système de
coordonnées sphériques est utilisé. La vitesse radiale est donnée par la relation suivante :

vr = γr cos 2φ sin2 θ. (6.20)

Le taux de collision est déterminé ainsi :

J120 = −2n1n2

∫ 3π
4

π
4

∫ π

0

γr3 cos 2φ sin3 θdθdφ. (6.21)

Le calcul de l’intégrale donne :

J120 =
8

3
n1n2γ (a1 + a2)

3 . (6.22)

Il est intéressant de voir que ce taux de collision est le double de celui d’un écoulement
de cisaillement. En effet, l’écoulement d’étirement plan peut être vu comme un écoulement
de cisaillement dans un système de référence faisant un angle de π/4 avec l’axe Ox1 de taux
de cisaillement 2γ et d’un mouvement de rotation pure. Ce qui explique pourquoi le taux de
collision est multiplié par un facteur 2. La rotation pure ne produit aucune collision entre les
particules.

6.2 Collision avec effets hydrodynamiques

La présence d’une particule dévie la trajectoire d’une autre qui s’en rapproche. Qualitative-
ment, on peut s’attendre à une diminution du taux de collision. Ceci est vrai dans le cas où l’on
néglige les forces interparticulaires (forces de van der Waals). Dans cette étude les effets d’iner-
tie des particules et du fluide sont négligés. Les trajectoires relatives sont obtenues grâce aux
travaux de Batchelor et Green [14] et [13] pour les mouvements de particules dans un écoule-
ment donné et par Batchelor [11] et Batchelor et Wen [15] pour les problèmes de sédimentation
(cf. également le corrigé [12]).

Pour des particules solides, il a été montré qu’il était impossible d’avoir collision dans un
écoulement de cisaillement. Pour permettre la collision, deux voies ont été explorées. La pre-
mière est la prise en compte les forces de van der Waals. Leur caractère attractif permet la
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rencontre entre des particules. La deuxième voie est utilisable pour des particules dans un gaz.
En effet, lorsque les particules se rapprochent, leur distance peut devenir de l’ordre du libre
parcours moyen des molécules du gaz. L’hypothèse de milieu continu n’est plus acceptable.
Hocking [64] a étudié ce phénomène en remplaçant les conditions de non-glissement par des
conditions de glissement (glissement de Maxwell). Il a montré qu’il y avait rupture du film
de gaz entre les particules et donc collision pour une distance de 1, 3λg où λg est le libre par-
cours moyen des molécules du gaz. Ces travaux ont été appliqués par Jonas [75] dans l’étude
de la collision de gouttes d’eau tombant sous l’effet de la gravité. Des travaux similaires ont été
effectués par Davis [31].

Pour des gouttes, la mobilité de l’interface permet d’avoir collision même en absence de
forces de van der Waals ou d’effet de raréfaction. La mobilité de l’interface permet d’avoir
évacuation du fluide compris entre les deux gouttes. L’étude concernant cette étape de drainage
a été étudié par Abid et Chesters [1] et par Saboni, Gourbon et Chesters [122].

Ce paragraphe est consacré dans un premier temps à une présentation des forces de van
der Waals. Ensuite la collision pour les écoulements traités dans le paragraphe précédent est
examinée.

6.2.1 Forces de van der Waals

Les forces de van der Waals qui se manisfestent uniquement lorsque les particules sont
proches traduisent des effets de polarisation moléculaire. Le déplacement du nuage électronique
d’une molécule entraîne la formation d’un dipole. Ces forces sont principalement produites par
une classe d’efforts connue sous le nom de forces de dispersion. Ces efforts ont pour particula-
rité d’agir sur tous les atomes et molécules. Les forces de London, électrodynamiques, de dipole
induit appartiennent à cette classe entre autres. L’indifférence à la nature physique des corps en
présence entraîne que les forces de van der Waals jouent un rôle important dans beaucoup de
phénomènes physiques tels que l’adhésion, la tension surperficielle, les propriétés des gaz et
des liquides et bien sûr la coalescence [69].

Le potentiel des forces de van der Waals entre deux corps dans le vide ou l’air est obtenue à
partir des potentiels interatomiques dont la forme générale est :

φ = −CL

r6
. (6.23)

CL est le coefficient du potentiel interatomique dépendant des atomes mis en présence, appelé
également constante de London. Le signe négatif montre bien le caractère attractive dans la
mesure oùCL est positif. En supposant que les interactions sont additives, le potentiel des efforts
est déterminé par intégration sur l’ensemble des atomes des corps. Ce potentiel est souvent écrit
à l’aide de la constante d’Hamaker [55] donnée sous la forme [69] :

A = π2CLρ1ρ2, (6.24)

où ρ1 et ρ2 représentent le nombre d’atomes par unité de volume des deux corps interagissant.A
est toujours de l’ordre de 10−19 J . Hamaker [55] a effectué le calcul dans le cas de deux sphères
s’appliquant exactement à nos préocupations. Le potentiel des forces est alors en utilisant nos
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notations :

Φ12(s) = −A
6

{

8λ

(s2 − 4)(1 + λ)2
+

8λ

s2(1 + λ)2 − 4(1− λ)2
+

ln

[

(s2 − 4)(1 + λ)2

s2(1 + λ)2 − 4(1− λ)2

]}

. (6.25)

L’introduction des forces de van der Waals entraîne une modification des vitesses relatives
telles qu’elles ont été présentées dans la section 3.7. Ainsi, les vitesses relatives déterminées
pour la sédimentation et les écoulements linéaires doivent être complétées du terme suivant :

~V V dW
12 = −D

0
12

kT
G(s)~ddΦ12(r)

dr
. (6.26)

G(s) est donné dans la section 3.7 obtenue à partir de la méthode des coordonnées bisphériques
par la relation (3.252db). D0

12 est donné par (3.247).
Dans la suite, nous présentons successivement les collisions pour la sédimentation puis pour

différents types d’écoulements linéaires.

6.2.2 Collision pour la sédimentation

Dans le cas où le nombre de Péclet est grand, le mouvement brownien peut être négligé. En
absence de forces de van der Waals, la vitesse relative, adimensionée par V 0

12, entre deux gouttes
en sédimentation se réduit à :

~v12 = −L(s) cos θ~er +M(s) sin θ~eθ. (6.27)

Le taux de collision est déterminée par la relation [32] :

J12 = −n1n2

∫

S′

p12
~V12 · ~ndS, (6.28)

où S ′ est la partie de la surface de la sphère d’absorption où ~V12 · ~n < 0. Le problème réside
dans la détermination de la probabilité de paire, p12. Cette dernière est régie par l’équation de
Fokker-Planck :

∂p12

∂t
+ div(p12

~V12) = 0. (6.29)

Dans le cas d’un régime permanent l’équation de Fokker-Planck devient :

div(p12
~V12) = 0. (6.30)

Grâce à cette dernière relation et l’application du théorème de la divergence dans l’expression
de J12, (6.28), l’intégration sur S ′ peut être remplacée par une intégration sur S∞ +

∑

. S∞ est
la section droite à l’infini.

∑

est le tube de courant qui s’appuie sur S ′ et S∞ (cf. figure 6.3).
L’intégration sur

∑

est nulle car ~V12 ·~n = 0. Il ne subsiste que la partie sur la section S∞ qui est
déterminée très facilement. En effet, à l’infini p12 tend vers 1. La vitesse relative tend vers V 0

12.
Sur la figure 6.3 y∗c est le rayon de la section à l’infini. Si une particule a son point de départ à
l’intérieur de la section de rayon y∗c , elle subit un choc sinon elle poursuit son chemin.
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FIG. 6.3 – Section de collision pour une sédimentation avec interaction hydrodynamique.

J12 est alors égal :

J12 = πn1n2(a1 + a2)
2V 0

12

y∗2c

(a1 + a2)2
. (6.31)

Cette dernière relation peut être comparée à J120 déterminé dans la section 6.1. Ainsi, l’efficacité
de collision définie comme étant égale à

E12 =
J12

J120

(6.32)

est donc dans le cas de la sédimentation :

E12 =
y∗2c

(a1 + a2)2
. (6.33)

Le calcul de y∗c est fait en utilisant les trajectoires des gouttes. En coordonnées sphériques, les
composantes de la vitesse relative adimensionnées sont :

ds

dτ
= −L(s) cos θ, (6.34a)

s
dθ

dτ
= M(s) sin θ. (6.34b)

où τ est le temps sans dimension défini par

τ =
2V 0

12

a1 + a2

. (6.35)

En faisant le rapport des composantes de la vitesse relative et en utilisant la variable y = s sin θ
on obtient :

dy

y
=
L(s)−M(s)

sL(s)
ds. (6.36)
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La solution de cette équation différentielle à variables séparables est :
yc

s sin θ
= e

R +∞

s

L(s′)−M(s′)

s′L(s′)
ds′
, (6.37)

où yc = 2y∗c/(a1 + a2) est la valeur de y pour s→∞. C’est la valeur adimensionnée de y∗c . Ce
qui conduit à une valeur de l’efficacité de collision suivante :

E12 = e
−2
R+∞

2
M(s)−L(s)

sL(s)
ds
. (6.38)

Les résultats obtenus par Zhang et Davis [153] montrent que l’efficacité de collision di-
minue avec l’augmentation du rapport des viscosités. Il ressort que E12 tend vers une valeur
asymptotique pour les très grandes valeurs de µ̂. De plus, E12 diminue lorque le rapport des
rayons diminue.

La prise en compte des forces de van der Waals ne permet plus cette analyse. Il est nécessaire
de recourir à des méthodes numériques. Ainsi la détermination des trajectoires limites se fait en
intégrant les équations régies par les composantes de la vitesse qui dans le cas où les forces de
van der Waals sont prises en comptes sont :

ds

dτ
= −L(s) cos θ − G(s)

Q12

dφ12

ds
, (6.39a)

s
dθ

dτ
= M(s) sin θ, (6.39b)

où φ12 et Q12 sont définies par les relations :

φ12 =
Φ12

A
, (6.40a)

Q12 =
(a1 + a2)V

0
12

2AD0
12/kT

. (6.40b)

La détermination numérique de y∗c peut se faire en cherchant la trajectoire limite pour la-
quelle une collision apparait. En fait, Zhang et Davis [153] proposent une autre méthode. Ils
cherchent le point où les forces de gravitation s’équilibrent avec celles de van der Waals. Cet
équilibre s’obtient pour θ = π et pour une distance δ déterminée par la résolution de l’équation

L(s)− G(s)
Q12

dφ12(s)

ds
= 0. (6.41)

Ensuite, Zhang et Davis [153] intégrent numériquement ds/dθ en partant de θ = π et ξ = δ
jusqu’à θ = θf et s = sf qui correspond à un point où les forces de van der Waals sont
négligeables. Pour trouver la valeur limite y∗c en partant de θ = θf et s = sf , on peut utiliser la
relation (6.37). L’efficacité de collision est alors égale à

E12 =
(sf sin θf )

2

4
e
−2
R+∞

sf

M(s)−L(s)
sL(s)

ds
. (6.42)

Les résultats obtenus par Zhang et Davis [153] permettent de constater une augmentation de
E12 avec les forces de van der Waals (petit Q12). La sensibilité aux forces de van der Waals est
d’autant plus grande que le rapport de viscosité est élevé. En outre, on constate que l’effet des
forces de van der Waals se fait déjà sentir pour des grandes valeurs de Q12 (≈ 105 à 106).
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6.2.3 Collision pour une élongation pure

Cet écoulement est caractérisé par le tenseur des taux de déformation suivant :

E∞ =





−γ 0 0
0 −γ 0
0 0 2γ



 . (6.43)

Le vecteur tourbillon est nul. L’étude est faite en coordonnées sphériques. L’origine est prise au
niveau de la sphère 2. La vitesse exprimée à l’aide des coordonnées (r, θ, φ) s’écrit :

Vr =
dr

dt
, (6.44a)

Vθ = r
dθ

dt
, (6.44b)

Vφ = r sin θ
dφ

dt
. (6.44c)

Les équations sont adimensionnées à l’aide des quantités suivantes :

τ = γt, (6.45a)

φ12 =
Φ12

A
, (6.45b)

s =
2r

a1 + a2
. (6.45c)

La vitesse relative s’exprime alors en prenant en compte les forces de van der Waals :

ds

dτ
= (1−A)(3 cos2 θ − 1)s− G

Q12
dφ12

ds

, (6.46a)

dθ

dτ
= −3(1− B) sin θ cos θ, (6.46b)

dφ

dτ
= 0, (6.46c)

où Q12 est définie par la relation suivante :

Q12 =
a2

1(1 + λ)2γ

4 A
kT
D0

12

. (6.47)

Il est possible de définir un nombre de Péclet

P12 =
a2

1(1 + λ)2γ

D0
12

, (6.48)

Q12 et P12 sont reliés par la relation :

Q12 = P12
kT

A
. (6.49)
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FIG. 6.4 – Zone d’annulation de p12.

Un nombre de Péclet grand signifie que le mouvement brownien est négligeable. Ce qui
a été supposé dans cette étude. Le rapport kT/A est de l’ordre de 10−1. Donc Q12 est grand.
Les forces de van der Waals semblent être négligeables. Cependant, ces dernières sont très
importantes quand s tend vers 2. Dans un premier temps, les taux de collision sont déterminés
en négligeant les forces interparticulaires. Nous verrons leurs influences ensuite. Les fonctions
de mobilitéA et B sont obtenues à l’aide des méthodes présentées dans le paragraphe 3.7.

Il est nécessaire de calculer la probabilité de paire p12. Examinons sur la figure 6.4 les
différentes zones à considérer autour de la sphère de rayon a1 + a2. Les zones hachurées cor-
respondent aux endroits où la probabilité de paire est nulle.

p12 a été calculée par Batchelor et Green [13] quel que soit le type d’écoulement donné.
Cette valeur de p12 peut être utilisée pour la zone non-hachurée. Donc J12 est :

J12 = −n1n2(a1 + a2)
22π

∫ π−θ0

θ0

p12V12r sin θdθ. (6.50)

Pour déterminer θ0, les trajectoires des particules doivent être analysées de la même façon
qu’elles l’ont été dans le cas simple présenté dans la section 6.1. ds/dθ est donné par :

ds

dθ
= −(1−A)s(3 cos2 θ − 1)

3(1− B) sin θ cos θ
. (6.51)

θ0 correspond à ds/dθ nulle. cos θ0 est donc égal à±
√

3/3. Cette dernière équation différentielle
s’intégre assez facilement, le résultat est :

s3 sin2 θ cos θ = Cϕ3(s), (6.52)
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où ϕ(s) est égale

ϕ(s) = e
R +∞

s

A(s′)−B(s′)

(1−A(s′))s′
ds′
. (6.53)

C est une constante d’intégration.
p12 d’après Batchelor et Green [13] est donnée par :

p12(s) =
1

(1−A)ϕ3(s)
. (6.54)

La vitesse radiale est V12r = γ(1−A)r(3 cos2 θ − 1). Le calcul de J12 donne

J12 =
8π

3
√

3
γn1n2

(a1 + a2)
3

ϕ3(2)
. (6.55)

Ce qui conduit à une efficacité de collision :

E12 =
1

ϕ3(2)
. (6.56)

Il peut être intéressant de voir une interprétation physique de E12. Les trajectoires des parti-
cules sont déviées des lignes de courant du fait des interactions hydrodynamiques. C’est pour-
quoi le flux de particules entrant dans la sphère de rayon a1 + a2 est plus petit.
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FIG. 6.5 – Comparaison entre les trajectoires des gouttes et les lignes de courant.
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Sur la figure 6.5, les lignes en trait continu représentent les trajectoires des particules et
celles pointillées les lignes de courant pour des conditions à l’infini identiques. A cet égard, en
comparant (6.55) avec (6.15) on voit que le flux de particules entrant dans la sphère de rayon
a1 + a2 est identique au flux du fluide calculé sur une sphère de rayon r∗ = (a1 + a2)/ϕ(2).
L’efficacité de collision est donc le rapport au cube de ces rayons :

E12 =

[

r∗

(a1 + a2)

]3

. (6.57)

Dans le cas où les forces de van der Waals ne sont pas négligées, la relation (6.57) reste vraie.
Le problème dans ce cas est la recherche de r∗ qui doit être faite numériquement. L’intégration
en temps peut être évitée en faisant le rapport de ds/dτ et de dθ/dτ . Ensuite, la recherche
des trajectoires limites pour lesquelles les collisions sont présentes peut être effectuée. Cette
méthode a été utilisée par Wang et al [145]. Leurs résultats montrent que l’efficacité de collision
augmente quand Q12 décroit (l’importance des forces de van der Waals étant plus grande). Il
est également constaté comme pour la sédimentation que l’effet des forces de van der Waals
commence à apparaître pour des valeurs de Q12 grandes (de l’ordre de 104).

6.2.4 Collision pour un étirement plan

La section 6.1.4 nous a permis d’établir le taux de collision pour un écoulement d’étirement
plan. Ici, nous proposons de faire le calcul en prenant en compte les interactions hydrodyna-
miques. Cette détermination est totalement originale.

Le tenseur des taux de déformation est :

E =





γ 0 0
0 −γ 0
0 0 0



 . (6.58)

Le champ de vitesse est en négligeant les forces à courte portée :

ds

dτ
= s(1−A) cos 2φ sin2 θ, (6.59a)

dθ

dτ
= (1− B) sin θ cos θ cos 2φ, (6.59b)

dφ

dτ
= −(1− B) sin 2φ. (6.59c)

La recherche de J12 est identique à celle utilisée dans la section précédente. p12 est donné
par la même relation que dans le cas de l’étirement 3D. Il faut donc également trouver la zone
où p12 est nul. Pour se faire, les trajectoires des particules doivent être recherchées.

En élimitant la variable τ des trois dernières relations, le système d’équations différentielles
est obtenu sous la forme :

ds

dθ
=

(1−A)s sin θ

(1− B) cos θ
, (6.60a)

dθ

dφ
= −sin θ cos θ cos 2φ

sin 2φ
. (6.60b)
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Ces deux équations à variables séparables peuvent s’intégrer facilement, les solutions sont :

s cos θ = Aϕ(s), (6.61a)
tan2 θ sin 2φ = B. (6.61b)

A et B sont deux constantes d’intégration.
Après un petit raisonnement simple, les trajectoires limites sont obtenues pour les valeurs

φ = π/4 et φ = 3π/4. Ce résultat est identique à celui trouvé dans la section 6.1.4. p12 est
donnée par :

p12(s) =
1

(1−A)ϕ3(s)
. (6.62)

Quant à la vitesse relative radiale, elle vaut :

v12r = (1−A)rγ cos 2φ sin2 θ. (6.63)

Le taux de collision est alors donné par l’intégrale :

J12 = −2n1n2
R3γ

ϕ(2)

∫ π

0

∫ 3π
4

π
4

cos 2φ sin3 θdθdφ. (6.64)

Le calcul de l’intégrale donne le résultat suivant :

J12 =
8

3
n1n2 (a1 + a2)

3 γ
1

ϕ3(2)
. (6.65)

L’efficacité de collision est donc :
E12 =

1

ϕ3(2)
. (6.66)

E12 est donc identique à celui de l’élongation tridimensionnelle. On voit donc l’importance de
la fonction ϕ(s).

Wang et al [145] ont calculé cette efficacité de collision pour différents rapports de viscosité.
Par contre, la prise en compte des forces de van der Waals ne permet plus ces calculs analytiques.
Dans le cas de l’élongation, la détermination des trajectoires limites par intégration numérique
est simple car il n’y a qu’une équation à considérer et le problème garde sa symétrie sphérique.
Pour l’étirement plan, cette recherche est beaucoup plus compliquée. Ce type d’étude n’a jamais
été fait jusqu’à ce jour.

6.2.5 Collision pour un cisaillement simple

Dans ce cas, le champ de vitesse est :

~u∞ = γx2
~b1. (6.67)

où ~b1 est le vecteur unitaire suivant l’axe x1. Cette vitesse est également exprimée dans le
système de coordonnées sphériques :

ds

dτ
= (1−A)s sin2 θ sinφ cosφ, (6.68a)

dφ

dτ
= − sin2 φ− 1

2
B
(

cos2 φ− sin2 φ
)

, (6.68b)
dθ

dτ
= (1− B) sin θ cos θ sin φ cosφ. (6.68c)
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Le système de coordonnées cartésiennes peut être à nouveau utilisé en remarquant que les rela-
tions entre les deux systèmes sont :

x̄1 = s sin θ cosφ, (6.69a)
x̄2 = s sin θ sinφ, (6.69b)
x̄3 = s cos θ. (6.69c)

L’intégration des équations différentielles du mouvement a été réalisée par Batchelor et
Green [14]. Le résultat est le suivant :

x̄2
2 = ϕ2(s)

(

ξ2
2 + ψ(s)

)

, (6.70a)
x̄3 = ξ3ϕ(s). (6.70b)

ϕ(s) est définie par la relation (6.53). ξ2 et ξ3 sont deux constantes d’intégration telles que
ξ2 = lims→∞x̄2 et ξ3 = lims→∞x̄3. La détermination de x̄1 est déduite de la relation s2 =
x̄2

1 + x̄2
2 + x̄2

3. ψ(s) est définie par la relation :

ψ(s) =

∫ ∞

s

B(s′)s′

(1−A(s′)ϕ2(s′)
ds′. (6.71)

Pour le calcul de J12, il faut déterminer les trajectoires limites. Il est nécessaire de connaître
les valeurs de ξ2 et ξ3. D’après les relations (6.70b) nous avons :

ξ2
2 + ξ2

3 =
4

ϕ2(2)
− ψ(2). (6.72)

Les particules dont les trajectoires à l’infini sont à l’intérieur de la section droite de rayon
√

4
ϕ2(2)

− ψ(2) vont subir un choc avec la particule placée en s = 0. Mais cette étude doit être
conduite avec plus d’attention car il est nécessaire de vérifier la condition suivante :

4

ϕ2(2)
− ψ(2) > 0⇒ ϕ2(2)ψ(2) < 4. (6.73)

Zinchenko [158] et Wang et al [145] ont fait ces calculs. Ils trouvent qu’il existe une fonc-
tion λc(µ̂) critique pour laquelle ϕ2(2)ψ(2) = 4. Si pour un rapport de viscosité donné, λ est
inférieur à λc alors la collision ne peut pas avoir lieu. Le système est considéré comme stable.
Dans le cas inverse, la collision peut avoir lieu et le système est instable.

Pour faire le calcul de J12, en se plaçant à l’infini on a :

p12 → 1, (6.74a)
~V12 → γx2

~b1. (6.74b)

Un calcul identique à celui de Smoluchowski [131] donne :

J12 =
4

3
n1n2γ (a1 + a2)

3

(

1

ϕ2(2)
− ψ(2)

4

) 3
2

. (6.75)

L’efficacité de collision est donc :
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Si ϕ2(2)ψ(2) < 4 :

E12 =

(

1

ϕ2(2)
− ψ(2)

4

)
3
2

, (6.76)

sinon :
E12 = 0. (6.77)

L’interprétation physique est encore facile à faire. L’efficacité de collision représente le rap-
port au cube des rayons à l’infini des sections de collision avec ou sans interaction hydrodyna-
mique.

La prise en compte de forces de van der Waals complique la détermination de la section de
collision. Les premières tentatives de ces calculs ont été faites par Adler [4] pour des particules
solides. Wang et al [145] ont repris la même méthode pour les gouttes. Cette détermination des
sections de collision se fait en remontant les trajectoires. Lorsque Q12 est faible, forces de van
der Waals importantes, E12 devient plus important. Il est même possible d’avoir collision pour
des rapports de viscosités importants.

Les méthodes et résultats présentées dans ces deux précédents paragraphes ont été établis
pour des dispersions où les effets d’inertie sont négligés. Cette hypothèse est bien vérifiée dans
le cadre des dispersions colloïdales où le rapport entre les masses volumiques des deux phases
reste faible. Par contre, dans le cas de gouttelettes d’eau dans de l’air, les effets d’inertie peuvent
être importants. Ce point est discuté dans l’analyse dimensionnelle donnée dans le §6.4. Le
paragraphe 6.5 est donc consacré à la détermination des taux de collision avec la prise en compte
de l’inertie des gouttes. Mais nous allons d’abord estimer les effets de la raréfaction du gaz dans
l’intervalle entre gouttes proches.

6.3 Effet de la raréfaction du gaz

Comme il a été souligné au début du §6.2, les forces de lubrification empêchent les collisions
entre les particules solides. Nous avons vu comment le caractère attractif des forces de van der
Waals permet les chocs entre particules. Dans le cas des aérosols, un autre aspect important
à prendre en compte est la raréfaction du gaz. Le libre parcours moyen, λg, dans l’air est de
l’ordre de 0, 1 µm. Il est donc raisonnable de penser que cet effet intervient dans la collision des
aérosols. Lorsque la distance est de l’ordre du libre parcours moyen des molécules, les équations
de la mécanique des milieux continus et par conséquent les équations de Stokes ne s’appliquent
plus. Les effets de raréfaction sont mesurés par le nombre de Knudsen :

Kn =
λg

h
, (6.78)

où h est une distance caractéristique qui est, dans notre cas, l’écart entre les particules. Plus Kn

est grand plus les effets de raréfaction sont importants. LorsqueKn est suffisamment grand, il est
nécessaire d’utiliser la théorie cinétique des gaz. Par contre, lorsqueKn est de l’ordre de l’unité,
l’aspect moléculaire peut être pris en compte en conservant les équations de la mécanique des
millieux continus mais en changeant les conditions de non-glissement par des conditions de
glissement. Cette classe d’étude est généralement appelée problème de Kramers ou approxi-
mation de glissement de Maxwell. Le changement de condition aux limites intervient sur la



88 Taux de collision en écoulements linéaires

PSfrag replacements
h0

h(r)r

z

FIG. 6.6 – Géométrie pour deux sphères proches l’une de l’autre utilisée pour l’étude de la
lubrification.

composante tangentielle des vitesse. La condition de glissement sur une paroi se déplaçant à
une vitesse ~Vw s’écrit :

(~u− ~Vw) · ~τ = kgλg(E · ~n) · ~τ . (6.79)
~τ est un vecteur unitaire tangent à la surface. ~n est la normale à la surface et E est le tenseur des
taux de déformation. Le coefficient de glissement kg est de l’ordre de l’unité. La détermination
de kg a été entreprise par Loyalka et Ferziger [95] par différentes méthodes. Ils montrent que kg

est de l’ordre de l’unité.
Ce type de modèlisation a été utilisé par Hocking [64]. Ce dernier a étudié le mouvement

d’une particule s’approchant d’un plan et de deux particules se déplaçant suivant la ligne des
centres. La géométrie du problème de deux particules se rapprochant est présentée sur la figure
6.6. h0 est l’écart minimum entre les deux sphères. Le système de coordonnées cylindriques est
utilisé. Pour une valeur r, la distance séparant les deux surfaces est donnée par :

h(r) = h0 +
r2

a
, (6.80)

avec :
a =

2a1a2

a1 + a2
. (6.81)

Dans le cas où h0 est petit, les équations de la lubrification pour les petits nombres de
Reynolds peuvent être utilisées. Elles sont rappelées ci-dessous :

1

r

∂(rur)

∂r
+
∂uz

∂z
= 0, (6.82a)

∂p

∂z
= 0, (6.82b)

µ
∂2ur

∂z2
=

∂p

∂r
. (6.82c)

Hocking [64] utilise ces équations pour deux particules se rapprochant l’une de l’autre suivant la
lignes des centres avec une vitesse U . Les conditions de glissement de Maxwell sont employées.
L’expression de la pression entre les particules est alors :

p(r) = −3µUaδ2(r)

h2
02(3kg)2

[

ln

(

1 +
6kg

δ(r)

)

− 6kg

δ(r)

]

, (6.83)
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où δ(r) est donné par

δ(r) = δ0

(

1 +
r2

ah0

)

. (6.84)

δ0 est l’inverse du nombre de Knudsen, λg/h0. L’intégration de la pression permet d’accéder à
la force agissant sur les deux particules. Le résultat est le suivant :

F =
3πµUa2

h0
fg. (6.85)

fg est le coefficient correcteur donné par

fg =
δ0

2(3kg)2

[

(δ0 + 6kg) ln

(

1 +
6kg

δ0

)

− 6kg

]

. (6.86)

Hocking [64] a utilisé la valeur unité pour kg. Dernièrement, Sundararajakumar et Koch [138]
ont étendu la solution d’Hocking en prenant une valeur de kg égale à 1, 1081.

Jonas [75] a utilisé le coefficient de correction fg pour l’étude de la collision de gouttes
d’eau sédimentant. Il introduit la correction sur les coefficients axisymétriques des forces, Xαβ

(cf. chapitre 3). Il est à noter que Hocking [64] a également étudié le mouvement perpendiculaire
à la lignes des centres. Il ressort que l’influence de la raréfaction est très faible dans ce cas de
figure. A cet égard, Jonas [75] ne modifie pas les coefficients asymétriques.

L’utilisation des conditions de glissement de Maxwell a également été faite par Davis [31].
Ce dernier résoud le problème axisymétrique à l’aide de la méthode des coordonnées bisphé-
riques. Il applique également ses résultats à la détermination de l’efficacité de collision de par-
ticules en chute libre. Reed et Morrison [116] ont généralisé la solution de Stimson et Jeffery
[134] pour des particules se déplaçant suivant la ligne des centres avec des vitesses opposées ou
non. La résolution du problème axisymétrique, §3.3, se montre plus simple dans le cas classique
car elle ne présente aucune relation de récurrence. Par contre, l’introduction des conditions de
glissement entraîne l’apparition de relations de récurrence. La résolution du problème de Kra-
mers pour des gouttes pouvant avoir des viscosités différentes a été faite par Zinchenko [155]. Il
calcule une solution approchée qui dans le cas où les rapports de viscosité tendent vers l’infini
est identique à celle proposée par Hocking [64].

Comme nous l’avons souligné au début de cette section, l’approximation de glissement de
Maxwell ne peut pas être utilisée pour une gamme complète de nombre de Knudsen. Lorsque
ce dernier devient très important, il est nécessaire d’avoir recours à une résolution de l’équation
de Boltzmann. Le problème de deux particules se rapprochant avec une vitesse relative de 2U
a été récemment étudié par Sundararajakumar et Koch [138]. Ces derniers ont déterminé le
coefficient de correction, fg, pour une large gamme de nombre de Knudsen à la lumière de
la théorie cinétique des gaz. Ils donnent une solution approchée pour fg en fonction de δ0.
Malheureusement, leur résultat présente des incohérences entraînant une incapacité à exploiter
leur solution. Il semble que leurs relations présentent des erreurs de frappe.

Par la suite, l’influence de la raréfaction sera testée en utilisant le coefficient correcteur de
Hocking. On peut émettre des réserves quant à l’utilisation de fg pour des gouttes. En effet, le
coefficient correcteur a été établi pour des particules solides. Néanmoins, Hocking [64] justifie
l’utilisation de fg pour des gouttes en précisant que lorsque la distance entre les gouttes est
faible, les circulations internes peuvent être négligées.
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6.4 Analyse dimensionnelle

Avant de présenter la méthode de calcul nécessaire à l’obtention de l’efficacité de collision,
une analyse dimensionnelle est proposée. Elle permet de mettre en relief les différents ordres
de grandeurs et de justifier les hypothèses et l’influence de l’inertie des gouttes.

La principal motivation de nos préocupations concerne l’étude de la coalescence dans des
écoulements turbulents. Les taux de collision pour ce type d’écoulement sont présentés dans
la deuxième partie de ce mémoire, chapitre 11. Néanmoins, dans le cadre de cette analyse
dimensionnelle les travaux de Saffman et Turner [125] peuvent être mentionnés. Ces derniers
ont obtenus le taux de collision pour des gouttes dont la taille est plus faible que l’échelle
de dissipation visqueuse de la turbulence (échelle de Kolmogorov). L’expression de ce taux de
collision est très proche de celles trouvées avec les écoulements linéaires. Ce résultat s’explique
fort bien. En effet, à cette échelle l’écoulement étant laminaire ce dernier peut être écrit sous
forme d’un développement de Taylor où la contribution du gradient de vitesse est prépondérante.
En se basant sur des faits expérimentaux, Saffman et Turner [125] admettent une efficacité de
collision égal à 1. Plus récemment, Higashitani et al. [60] complétent la relation de Saffman
et Turner [125] par une efficacité de collision déterminée pour un écoulement de cisaillement
simple. Cette dernière est évaluée par une méthode semblable à celle d’Adler [4] présentée dans
l’article [59]. Higashitani et al. [60] résolvent ensuite les équations de Smoluchowski décrivant
l’évolution temporelle de la granulométrie de la dispersion de gouttes (cf. chapitre 17). Les
comparaisons entre l’étude numérique et des relevés expérimentaux montrent un assez bon
accord. La conclusion de Higashitani et al. [60] permet de prouver le bien fondée de l’utilisation
d’une efficacité de collision basée sur un écoulement de cisaillement. La même approximation
peut être utilisée dans le cadre d’un nuage de gouttes dans de l’air. Une étude utilisant cette
approche est présentée dans le chapitre 18.

En prenant les données de la turbulence des cumuli, il devient possible d’estimer quali-
tativement les nombres adimensionnels intervenant dans la physique des nuages. Dans le cas
d’un cumulus avec une forte convection, le taux de dissipation de l’énergie turbulente, ε, est de
l’ordre de 0, 15 m2/s3, [47], [76]. Ce qui donne comme échelle de Kolmogorov :

ηK =

(

ν3

ε

)
1
4

= 373 µm. (6.87)

ν est la viscosité cinématique de la phase continue.
En considérant des gouttes dont le diamètre maximum est 2a = 100 µm, l’hypothèse de

goutte de taille plus faible que l’échelle de Kolmogorov est vérifiée. Dans ce cas et suite à ce qui
a été dit ci-dessus, l’écoulement autour des gouttes est considéré comme étant un écoulement
de cisaillement. En faisant référence à la première hypothèse de Kolmogorov1 [82], le taux de
cisaillement est évalué à l’aide de la relation :

γ =

√

ε

ν
. (6.88)

Ce qui donne une valeur numérique de l’ordre de 100 s−1. La vitesse relative entre la phase
continue et les gouttes est évaluée à l’aide de la relation vr = aγ. Il est alors possible de faire

1Elle stipule que pour des échelles inférieures à celle de Kolmogorov les propriétés statistiques de l’écoulement
ne dépendent que des quantités ε et ν (cf. [46]).
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une approximation du nombre de Reynolds :

Re =
vra

ν
≈ 1, 8× 10−2. (6.89)

L’hypothèse de faible nombre de Reynolds et donc l’utilisation des équations de Stokes est bien
justifiée. Le nombre capillaire peut également être calculé :

Ca =
µvr

σ
≈ 1, 2× 10−6, (6.90)

La prédominance des forces de tension superficielle montre que la déformation des gouttes est
faible. A ce titre, elle peut être négligée. Le nombre de Stokes correspondant au rapport entre
le temps de relaxation dynamique d’une goutte et le temps caractéristique de l’écoulement peut
être écrit à l’aide du nombre de Reynolds :

St =
2ρ′

9ρ
Re. (6.91)

Dans le cas de gouttes d’eau de diamètre 100 µm dans de l’air, St est approximativement égal à
3, 3. Cette dernière estimation montre l’importance que peut avoir l’inertie des gouttes dans les
processus de collision.

L’influence des forces de van der Waals peut être évaluée également. Le nombre adimen-
sionnel des forces interparticulaires, Q12, écrit en terme de nombre de Péclet, est :

Q12 = Pe

kT

A
, (6.92)

où Pe est défini par
Pe =

vra

D
. (6.93)

D est le coefficient de diffusion donné par la relation d’Einstein. A est la constante d’Hamaker
introduite au début du paragraphe 6.2. k la constante de Boltzmann et T la température. Pour
T = 273, 15 K, le nombre de Péclet est de l’ordre de 5, 5× 105. A pour des gouttes d’eau est
égale à 5×10−20 J .Q12 est alors égal à 4, 1×104 qui est un ordre de grandeur inférieur à Pe.Q12

étant relativement grand, les forces de van der Waals ont une faible influence lorsque les gouttes
sont suffisamment éloignées. Cependant lorsque les gouttes sont proches les forces de van der
Waals peuvent avoir une influence. De plus, comme nous l’avons souligné dans le paragraphe
6.2, les effets des forces de van der Waals se font resentir pour des ordres de grandeur de 104

pour Q12. Il reste donc important de prendre en compte ces effets dans la suite de cette étude.
Afin de voir les influences conjuguées des effets d’inertie et des forces de van der Waals,

une relation entre les nombres adimensionnés Q12 et St peut être établie. En partant du fait que
le nombre de Péclet peut être écrit sous la forme :

Pe = ReSc, (6.94)

où Sc est le nombre de Schmidt égal à Sc = ν/D, il est possible d’établir la relation suivante :

Q12 =
9ρ

2ρ′
Sc

kT

A
St. (6.95)
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FIG. 6.7 – Diagramme Q12/St en fonction de St.

Cette dernière équation peut être écrite sous la forme :

Q12 =
a

l
St, (6.96)

avec l donnée par
l =

2ρ′A

27πρ2ν2
≈ 4.03× 10−9 m. (6.97)

Nous constatons alors que le rapportQ12/St est proportionnel au rayon de la goutte. L’influence
du taux de cisaillement peut être mise en évidence en écrivant la relation :

Q12

St

=
1

l

√

9ρν

2ρ′γ

√

St. (6.98)

Sur la figure 6.7, la quantité Q12/St est tracée en fonction de St. En ligne continue, les
courbes à Q12 constant ont été représentées. Ce dernières présentent une pente de −1. Les
courbes discontinues sont les représentations graphiques de l’équation (6.98) tracées pour trois
valeurs du taux de cisaillement. Elles présentent une pente de 1/2. Sur le coté droit de la figure
6.7 le rapport Q12/St a été exprimé en terme de taille de goutte grâce à la relation (6.96).

Pour un taux de cisaillement de 100 s−1, la zone d’inertie symbolisée sur le graphique par
une ligne verticale à St = 1 commence pour des gouttes de rayon de l’ordre de 25 µm. La
valeur de Q12 est de l’ordre de 104. Pour des particules plus grosses, l’influence des forces de
van der Waals va en diminuant. En fait, cette constatation est connue depuis fort longtemps.
Les forces de van der Waals sont surtout importantes pour les petites particules. En prenant des
taux de cisaillement plus faibles, les effets d’inertie apparaissent pour des gouttes de taille plus
élevée.
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En dehors de la formation de nuages, il est possible d’envisager d’autres types d’applications
comme par exemple, les écoulements en conduite. Les collisions dans ce cadre ont été étudiées
par Williams et Crane [149] et [150]. L’écoulement moyen présente de forts cisaillements à
la proximité des parois. Les collisions dans ces zones peuvent alors s’accompagner d’effets
d’inertie importants. Les nombres de Stokes des particules peuvent être très grands.

En conclusion de cette analyse, les taux de collision vont être calculés pour une gamme de
nombres de Stokes allant de 0 à 30. La plage de Q12 est prise entre 104 à 107.

6.5 Détermination des taux de collision

Quand l’inertie des gouttes n’est plus négligeable, il est impossible d’écrire une expression
analytique de la vitesse relative. Il devient alors nécessaire de résoudre les équations de quantité
de mouvement et cinématique pour accéder à la détermination des taux de collision. Dans le
cadre de la sédimentation, ce type de méthode a été utilisé par Hocking et Jonas [65], Jonas
[75] et Davis [32] entre autres. La recherche des trajectoires relatives est la première étape dans
le calcul des taux de collision présentée dans la référence [106]. Cette section est consacrée
à la détermination des taux de collision pour des écoulements de cisaillement et d’élongation
pure caractérisés par un gradient de vitesse, γ. La méthode de calcul des taux de collision
complétée par quelques résultats ont faits l’objet d’une présentation lors du congrès Euromech
de mécanique des fluides à Göttingen [104].

Les équations du problème sont écrites sous forme adimensionnée. Les grandeurs caracté-
ristiques sont données ci-dessous :

L =
a1 + a2

2
, (6.99a)

T = γ−1, (6.99b)

V =
(a1 + a2)γ

2
. (6.99c)

Les forces sont adimensionnées à l’aide de la quantité 3πµ(a1 + a2)
2γ/2. La position sans

dimension de la goutte α est écrite sous la forme ~xα. Le reste des variables (vitesse, force) est
écrit en utilisant des caractères minuscules. Ainsi, les équations exprimant la conservation de la
quantité de mouvement sont

St1
d~v1(τ)

dτ
= ~f1, (6.100a)

d~x1(τ)

dτ
= ~v1, (6.100b)

St2
d~v2(τ)

dτ
= ~f2, (6.100c)

d~x2(τ)

dτ
= ~v2, (6.100d)

où les nombres de Stokes sont :
St1 =

4ρ′a2
1γ

9ρν(1 + λ)
(6.101a)
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et
St2 = λ3St1. (6.101b)

Les forces sans dimension sont alors données par les relations :

~f1 = − 2

1 + λ

{

A11 ·
[

~v1 − ~u∞(~x1)
]

+ A12 ·
[

~v2 − ~u∞(~x2)
]

+
2

1 + λ
G1 : e∞

}

, (6.102a)

~f2 = − 2λ

1 + λ

{

A21 ·
[

~v1 − ~u∞(~x1)
]

+ A22 ·
[

~v2 − ~u∞(~x2)
]

+
2

1 + λ
G2 : e∞

}

. (6.102b)

La prise en compte des forces de van der Waals nécessite l’introduction dans les équations de
quantité de mouvement des deux efforts suivant :

sur la goutte 1 : ~F vdw
1 = −dΦ12(r)

dr

~r

r
, (6.103a)

sur la goutte 2 : ~F vdw
2 =

dΦ12(r)

dr

~r

r
. (6.103b)

Φ12 est le potentiel des forces de van der Waals défini au paragraphe 6.2.1, équation (6.25). Sous
forme adimensionnée, les efforts présentés ci-dessus deviennent :

~f vdw
1 = − 1

Q12

2(3µ̂+ 2)λ

3(µ̂+ 1)(1 + λ)2

dφ12(s)

ds
= −~f vdw

2 , (6.104)

où Q12 est donné par la relation (6.47).
Par suite, les trajectoires relatives entre les gouttes sont obtenues par intégration numérique

du système d’équations différentielles (6.100d). La méthode numérique pour résoudre ce sys-
tème doit être choisie avec précaution. En effet, lorsque les gouttes sont proches l’une de l’autre,
les coefficients de frottement deviennent très grands. Il s’ensuit que le système d’équations pré-
sente un caractère raide. Nous avons alors implanté une méthode semi-implicite d’ordre quatre
avec adaptation du pas de temps initialement développée par Kaps et Rentrop [77]. Elle est
présentée dans l’annexe E. Afin de contrôler le bon comportement de notre méthode, la figure
6.8 donne quelques trajectoires relatives obtenues dans un écoulement de cisaillement simple.
La résolution du système (6.100d) est faite en prenant un nombre de Stokes égal à 10−3 et
des gouttes de même taille. Lorsque l’inertie est totalement négligée, il est possible d’intégrer
directement les vitesses relatives en utilisant les relations presentées en 3.7 qui ne présentent
aucune difficulté numérique. Dans ce calcul, les forces de van der Waals sont totalement négli-
gées. Initialement, les gouttes sont placées loin l’une de l’autre. La goutte 1 est située en amont
de la goutte 2 pour τ = 0. De plus, toujours pour τ = 0, les vitesses des gouttes sont prises
égales à celles du fluide environnant. La figure 6.8 permet de constater le bon comportement
de la méthode numérique d’autant que plus le nombre de Stokes est faible plus le caractère
raide est renforcé. Une légère déviation est constatée sur la partie avale de la trajectoire donnant
une valeur asymptotique en x3 de 0, 5. Remarquons que les trajectoires à très faible nombre de
Stokes présentent un axe de symétrie vertical. Cette symétrie est une conséquence directe des
propriétés de réversibilité temporelle des équations de Stokes.
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nombre de Stokes très faible.

6.5.1 Collision en écoulement de cisaillement simple

La détermination des trajectoires va donc nous servir dans la recherche des sections de
collision. La distance maximale séparant les gouttes est prise en variable adimensionnée à 15.
Pour un écart de cet ordre, les forces d’interactions hydrodynamiques et celles de van der Waals
peuvent être négligées. Les conditions initiales sur le calcul d’une trajectoire sont identiques à
ce qui a été énoncé ci-dessus. Le champ de vitesse non-perturbé en variables adimensionnées
est :

~u∞(~x) = x3
~b1, (6.105)

où~b1 est le vecteur unitaire suivant l’axe x1 (cf. figure 6.9).
Dans la partie infini amont, le système de coordonnées polaires est employé dans le plan

(x2; x3) où

x2 = s∗ cos θ, (6.106a)
x3 = s∗ sin θ. (6.106b)

La détermination des sections de collision est faite par une recherche dichotomique des tra-
jectoires limites pour lesquelles des collisions se produisent. Cette procédure est répétée pour
diverses valeurs de θ permettant de constituer la section de collision. Du fait des symétries, il
y possible de se limiter à une recherche dans un quart du plan uniquement. La connaissance de
la section de collision permet le calcul du taux de collision en utilisant la même méthode que
Smoluchowski [131] :

J12 = n1n2

∫

S
|~V12 ·~b1|dS. (6.107)
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S est la section de collision (écrite S dans l’espace sans dimension). ~V12 est la vitesse relative
entre les gouttes qui lorsque la distance de séparation est grande vaut :

|~V12| = γ|x3|~b1. (6.108)

Ainsi, le taux de collision est en faisant apparaître la solution de Smoluchowski :

J12 =
4

3
(a1 + a2)

3 n1n2γ

∫

S |x3|dS
4
3
(a1 + a2)

3 . (6.109)

L’efficacité de collision est alors :

E12 =

∫

S |x3|dS
4
3
(a1 + a2)

3 (6.110)

qui écrite en variables sans dimension devient

E12 =
3

32

∫

S
|x3|dS. (6.111)

Pour faire le calcul de l’intégrale, une technique de Gauss-Legendre est utilisée. Les points de
la section de collision sont interpolés par des splines cubiques.

Afin d’illustrer ce paragraphe, les figures 6.10 et 6.11 permettent de voir les sections de
collision obtenues pour des gouttes d’eau dans de l’air. La figure 6.10 présente les résultats
obtenus avec un nombre de Stokes St1 = 0, 5, Q12 étant égal à 105. Dans ce premier exemple,
aucune collision n’est observée pour des rapports de rayons inférieurs à 0, 5. Il existe donc des
valeurs critiques de λ pour lesquelles la dispersion de gouttelettes reste stable (pas de collision).
Sur la figure 6.11, les sections de collision sont données pour un nombre de Stokes St1 =
7, 0 Q12 = 107. De nouveau, nous constatons l’absence de collision pour λ ≤ 0, 5. Il est
remarquable de voir les formes très particulières des sections de collision obtenues à grand
nombre de Stokes pour λ = 0, 9 et λ = 1, 0.
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6.5.2 Collision en écoulement d’élongation pure

L’efficacité de collision est plus simple à déterminer dans ce type d’écoulement lié à la sy-
métrie sphérique. Une seule trajectoire limite est nécessaire pour obtenir l’efficacité de collision.
La détermination de E12 est indiquée en utilisant une interprétation physique visualisée sur la
figure 6.12. Sc est la section de rayon a1 +a2. La courbe en trait continu représente la trajectoire
limite pour laquelle une collision est observée. Comme il a déjà été précisé auparavant la dé-
viation entre les lignes de courant et les trajectoires est due aux interactions hydrodynamiques.
Pour la distance R∗ où les forces de van der Waals et les effets hydrodynamiques sont négli-
geables, la trajectoire relative limite est repérée dans le système de coordonnées sphériques par
l’angle θd. La courbe discontinue correspond à la ligne de courant limite qui tangente la sphère
Sc. Elle est référencée par l’angle θf pour un rayon de R∗. La courbe en pointillé est la ligne de
courant qui est confondue avec la trajectoire limite lorsque les gouttes sont loin l’une de l’autre.

L’interprétation de l’efficacité de collision est identique à celle indiquée dans le paragraphe
6.2 à savoir que E12 est le rapport entre le flux entrant dans la sphère Sc avec des lignes de
courant limites représentées en pointillés sur celui donné par les courbes discontinues. Ainsi, en
utilisant le taux de collision de Zeichner et Schowalter [152] rappelé ci-dessous

J12 =
8π

3
√

3
(a1 + a2)

3 γn1n2E12, (6.112)

l’efficacité de collision est

E12 =
3
√

3R∗3 cos θd sin2 θd

2 (a1 + a2)
3 . (6.113)
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En variable adimensionnée, E12 vaut :

E12 =
3
√

3

16
s∗3 cos θd sin2 θd. (6.114)

La procédure consiste alors à déterminer par une méthode de dichotomie l’angle θd avec une
valeur de s∗ = 15.

6.6 Résultats et discussions

Les résultats sont présentés successivement pour les écoulements de cisaillement et d’élon-
gation pure.

6.6.1 Cisaillement simple

Afin de vérifier le comportement de notre méthode, des tests ont été effectués en prenant
un nombre de Stokes très faible (St1 = 10−3). L’influence du rapport de viscosité a été testée
dans un premier temps. Les résultats obtenus sont présentés sur la figure 6.13. Ils sont comparés
avec ceux obtenus par Wang et al. [145]. Il est clairement démontré que le rapport de viscosité
entraîne une forte diminution de l’efficacité de collision. Si nos calculs donnent des résultats
relativement satisfaisants en comparaison de ceux de Wang et al. [145], nous constatons un
désaccord grandissant lorsque le rapport de viscosité augmente. Par contre, les seuils à partir
desquels l’efficacité devient non-nulle sont prédits correctement. L’accroissement de la diffé-
rence entre nos résultats et ceux de Wang et al. [145], nous pousse à croître qu’il s’agit d’un
effet lié aux forces de lubrification. Lorsque les gouttes sont proches l’une de l’autre et pour
un nombre de Stokes très faible, le système d’équations différentielles se révèle être très raide.
Les désaccords pourraient alors provenir d’une mauvaise détermination des trajectoires. Afin de
voir si la résolution du système d’équation était en cause, une nouvelle méthode d’intégration a
alors été testée. Nous avons utilisé un schéma semi-implicite d’extrapolation présenté par Press
et al. [113] qui est une généralisation de celui de Stoer-Bulirsh [135]. Les calculs avec cette
nouvelle technique se sont avérés pratiquement identiques avec ceux obtenus initialement. Ce
qui permet de mettre hors de cause la méthode d’intégration.

L’influence de Q12 a été testée pour des gouttes d’eau et toujours pour des nombres de
Stokes faibles. Les résultats sont représentés sur la figure 6.14 pour des rapports de rayon de
0, 2, 0, 5 et 1. Pour λ = 0, 2, nos résultats sont en assez bon accord avec ceux de Wang et al.
[145]. Si pour des faibles valeurs de Q12, les valeurs de E12 pour λ = 0, 5 et 1 restent correctes,
il apparaît une différence à partir deQ12 = 103. L’écart entre nos résultats et ceux de Wang et al.
[145] augmente avec Q12. Lorsque Q12 est grand, les forces de van der Waals deviennent plus
faibles. Il en résulte que les interactions hydrodynamiques réduisent les sections de collision.
De nouveau, cette comparaison montre l’importance des forces de lubrification. Dans notre
méthode, les calculs sont difficiles à mener jusqu’à contact entre les gouttes. Ainsi, la collision
est admise lorsque ξ atteint une valeur minimum fixée. Après plusieurs tests, nous avons choisi
de prendre pour ξ minimum la valeur de 10−4.

Il semble difficile de rompre le film fluide. Afin de contrôler cette affirmation, la trajectoire
obtenue à l’aide de notre méthode d’intégration est comparée à celle déterminée dans le cas où
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l’inertie est négligée. Cette dernière s’obtient par intégration de la vitesse relative déterminée à
l’aide des fonctions de mobilité (cf. §3.7). Cette comparaison est illustrée sur la figure 6.15 et
a été faite pour λ = 1. Nous constatons que les trajectoires sur la partie amont se confondent.
Néanmoins, le calcul fait en absence d’inertie prédit une collision. A contrario, la trajectoire
obtenue pour un nombre de Stokes St1 = 10−3 ne donne aucune collision. L’écart minimum
entre les gouttes atteint est de 1, 26 × 10−4. Comme ce cas particulier de trajectoire a été fait
dans des conditions les plus défavorables, la collision ne pourra jamais avoir lieu.

En fait, la méthode proposée ici n’est pas bien adaptée aux cas extremes où St1 est très
faible et Q12 élevé. Elle ne peut être utilisée qu’en complément des autres méthodes employées
en absence totale d’inertie. Cependant, les cas extrêmes mentionnés ci-dessus ont une faible
importance physique. En effet, si le nombre de Stokes est faible, Q12 doit également être petit.
Alors que St1 est proportionnel au carré du rayon des gouttes, Q12 varie en fonction du cube
de a1. Grâce au diagramme 6.7 présenté dans le §6.4, il est possible de constater que pour un
nombre de Stokes de l’ordre de 10−2, Q12 est de l’ordre de 10.

Pour des valeurs du paramètreQ12 beaucoup moins contraignantes, la recherche des sections
de collision à l’aide de la détermination des trajectoires est satisfaisante. L’avantage de cette
technique est de pouvoir tester l’importance de l’inertie des gouttes. Par la suite, les résultats
sont exposés uniquement pour des gouttes d’eau. En fait, il est possible de montrer que si le
rapport des viscosités est faible, il en est de même pour le nombre de Stokes. Il n’est donc pas
nécessaire de faire d’étude sur le rôle de l’inertie pour les faibles rapports de viscosité.

L’influence du nombre de Stokes est présentée sur la figure 6.16. Cette dernière donne E12

en fonction de λ calculé avec Q12 = 106. Le rôle joué par l’inertie est démontré clairement.
En effet, on constate une forte augmentation lorsque St1 passe de 0, 5 à 3, 5. Pour λ = 1, E12
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FIG. 6.16 – Efficacité de collision en fonction de λ pour Q12 = 106 et pour divers nombres de
Stokes dans un écoulement de cisaillement simple.

obtenu avec St1 = 3, 5 est 7, 5 fois plus important que E12 obtenu avec St1 = 0, 5. Par contre,
le seuil pour lequel les collisions apparaîssent restent le même pour une grand plage de nombre
de Stokes. Ainsi, on n’observe aucune collision pour les faibles rapports de rayons. Un milieu
bidispersé constitué de gouttes de tailles très différentes subit peu de collisions entre ces parti-
cules de tailles différentes. Les collisions ont surtout lieu entre des gouttes de même dimension.
La faible influence du nombre de Stokes pour λ petit peut s’expliquer fort simplement. Lorsque
le rapport des rayons est petit, le nombre de Stokes de la petite particule, St2, est beaucoup plus
faible. Ce dernier est proportionnel au cube de λ. Ainsi, pour un rapport de rayons de l’ordre
de 0, 1, St2 est 1000 fois plus faible que St1. Il s’ensuit que la petite particule subit fortement
les interactions hydrodynamiques. Il est nécessaire d’atteindre des nombres de Stokes St1 très
élevé pour observer une collision pour λ = 0, 4 à Q12 = 106. Il faut une valeur de St1 = 25
pour que l’efficacité de collision soit non-nulle à λ = 0, 4.

Sur la figure 6.17, nous avons utilisé une valeur de Q12 = 107. Les mêmes nombres de
Stokes ont été pris. Le seuil à partir duquel l’efficacité est non-nulle est dans ce cas de 0, 5. Ce
qui montre l’influence des forces de van der Waals. Par contre, les valeurs de E12 trouvées dans
ce cas se rapprochent de celles présentées sur la figure 6.16.

D’une façon plus concrète, le rôle joué par les forces de van der Waals est présenté sur les
figures 6.18 et 6.19. Pour λ = 0, 6, l’influence de Q12 est plus prononcée pour des valeurs
inférieures à 105. Par contre, au dessus de cette limite, le rôle des forces de van der Waals reste
relativement faible. Cette constatation est encore plus vraie pour λ = 1. On constate également
que l’augmentation du nombre de Stokes renforce la faible influence de Q12. Ce dernier point
avait déjà été souligné par Davis [32] dans son calcul d’efficacité de collision pour des particules
sédimentant sous l’effet de la pesanteur.
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FIG. 6.17 – Efficacité de collision en fonction de λ pour Q12 = 107 et pour divers nombres de
Stokes dans un écoulement de cisaillement simple.
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Les efficacités de collision obtenues pour un paramètre Q12 de 107 et pour une grande
gamme de nombres de Stokes sont présentées sur la figure 6.20. L’influence du nombre de
Stokes est encore démontrée. E12 devient de l’ordre de l’unité pour des nombres de Stokes très
grands. Cependant, ces valeurs restent inférieures à 1. Un point important apparaît sur cette
figure. Il est remarquable de constater un changement dans l’évolution de E12 en fonction de
St1. Pour λ = 1, ce changement intervient pour un nombre de Stokes de l’ordre de 5. Pour des
rapports de rayon plus faible, cette déviation intervient pour des valeurs de St1 plus importantes.
Ainsi, pour λ = 0, 6 on trouve une valeur de St1 de l’ordre de 14. Par contre, ce changement
d’évolution apparaît toujours pour des valeurs approximativement identiques de E12. Ce carac-
tère très particulier n’a jamais été observé auparavant. Cette déviation peut également être mise
en évidence en observant les sections de collision. Sur la figure 6.21, les sections de collision
sont données pour des gouttes de même taille et pour des nombres de Stokes inférieurs et supé-
rieurs à 5. Il apparait un changement profond dans la forme de la section de collision à partir du
seuil de St1 = 5. Alors que pour St1 < 5, les sections de collision ont des formes sensiblement
elliptiques, elles s’en écartent de plus en plus avec l’augmentation de St1. Il se forme une protu-
bérance. Bien que ce résultat soit très intéressant, il n’en reste pas moins difficile à interpréter.
Il s’agit sans doute d’un effet d’inertie des particules. Lorsque les gouttes sont alignées avec
l’écoulement de cisaillement, les écarts entre les lignes de courant et les trajectoires sont plus
importants. Les collisions ont surtout lieu sur les parties amonts des trajectoires. Par contre,
lorsque les positions relatives des gouttes sont pratiquement perpendiculaires à l’écoulement,
i.e. x3 petit, les forces de van der Waals interviennent. Ceci peut être justifié en remarquant que
les sections ne changent pas trop lorsque St1 augmente proche de l’axe x2 (cf. figure 6.21).

Un autre fait important à souligner sur la figure 6.20 est que les courbes donnant E12 en
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FIG. 6.22 – Superposition des courbes donnant E12 en fonction du nombre de Stokes donné par
(6.115) en utilisant la loi (6.117) et pour Q12 = 107 dans un écoulement de cisaillement simple.

fonction de St1 semblent se déduire les unes des autres par un facteur d’échelle dépendant de
λ. Ainsi, il est possible de superposer le faisceau de courbes sur celle donnant E12 pour λ = 1.
Ce point est montré sur la figure 6.22. Nous constatons que pour St > 5, toutes les courbes se
superposent. Le nombre de Stokes St étant égal à

St = St1 × λa(λ). (6.115)

Il est alors possible de déduire l’efficacité de collision pour un rapport de rayon quelconque à
l’aide de celle déterminée pour λ = 1 :

E12(St1, λ) = E12(St, λ = 1). (6.116)

L’exposant a(λ) dépend de λ. Pour obtenir la superposition, nous avons utilisé la loi suivante :

a(λ) = 2, 5− λ. (6.117)

Cette étude a été faite pourQ12 = 107. Nous avons reconduit les mêmes essais sur les efficacités
de collision obtenues à Q12 = 106. La superposition des courbes pour des rapports de rayon
compris entre 0, 5 et 1 est donnée sur la figure 6.23. La loi (6.117) utilisée précédemment
s’applique encore fort bien.

Il reste que ces lois d’échelles restent valides pour des nombres de Stokes suffisamment
grands. Par contre, dans le cas des petits nombres de Stokes, aucune loi se dégage.

L’ensemble de ces résultats nous permet de voir l’importance de l’inertie des gouttes. Deux
faits nouveaux ont été mis en relief. Le premier concerne le changement d’évolution de E12 en
fonction du nombre de Stokes, St1. Ce changement est lié à une modification des sections de
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FIG. 6.23 – Identique à la figure 6.22, mais avec Q12 = 106.

collision. Le deuxième point important est la loi d’échelle existant entre les efficacités de col-
lision déterminées pour les différents rapports de rayon. Nous n’avons pas trouvé d’explication
physique simple à ce résultat.

6.6.2 Elongation pure

A l’image de ce qui a été fait ci-dessus, débutons l’application aux écoulements d’élongation
pure par une comparaison avec Wang et al. [145]. Dans un premier temps, l’influence du rapport
de viscosité est illustré sur la figure 6.24. Dans ce type d’écoulement, l’efficacité de collision ne
présente aucun seuil comme il a été vu dans le cas de l’écoulement de cisaillement simple. Ce
qui montre la nature différente du processus de collision. L’accord entre nos résultats et ceux de
Wang et al. [145] est relativement bon pour les faibles rapports de viscosité. Mais, un désaccord
de plus en plus prononcé apparaît au fur et à mesure que µ̂ augmente. Nous constatons que la
différence augmente également avec le rapport des rayons. Ce qui nous pousse à croîre, encore
une fois, qu’il s’agit d’un effet des forces de lubrification.

Pour pousser encore plus loin la comparaison, E12 est donnée en fonction de Q12 pour
des gouttes d’eau et toujours pour St1 = 10−3 sur la figure 6.25. Encore une fois de plus,
notre méthode prédit des efficacités de collision plus faible que celles de Wang et al. [145].
Néanmoins, un bon accord est obtenu pour des valeurs de Q12 inférieures à 102. Remarquons
pour finir avec les comparaisons que les désaccords interviennent toujours pour des valeurs
assez faibles de E12. C’est à dire dans des situations où les taux de collisions seront fortement
réduits.

Jusqu’à maintenant, E12 s’est toujours trouvée être inférieure à 1. Par contre dans le cas
présent, l’inertie des gouttes va nous permettent d’observer des valeurs largement supérieures à



108 Taux de collision en écoulements linéaires

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

PSfrag replacements

λ

E12

St1 = 10−3

Wang et al. [145]

µ̂ = 0, 1

µ̂ = 2

µ̂ = 5

µ̂ = 10
µ̂ = 20
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FIG. 6.26 – Efficacité de collision en fonction de St1 pour λ variant de 0, 1 à 1 avec Q12 = 105

dans un écoulement d’élongation pure.

1. Sur la figure 6.26,E12 a été représenté en fonction de St1 pour des rapports de rayon allant de
0, 1 à 1 et pour Q12 = 105. Nous constatons une forte augmentation de l’efficacité de collision
en fonction de St1. L’accroissement est très important pour des nombres de Stokes inférieurs
à 5. La variation est d’autant plus brutale que le rapport des rayons est important. Lorsque St1

devient très grand, E12 tend vers une valeur asymptotique. Un calcul fait avec un nombre de
Stokes très grand (103) montre que E12 tend vers 48, 86 pour λ = 1.

Le rôle joué par les forces de van der Waals est minime. La représention de E12 en fonction
de Q12 pour St1 = 1 montre clairement cette affirmation, figure 6.27. L’efficacité de collision
augmente légèrement lorsque Q12 diminue pour λ = 0, 1. Par contre pour λ = 0, 5 et 1, les
variations sont relativement faibles.

Sur la figure 6.26, les courbes obtenues pour les différents rapports de rayon suivent la même
évolution à un facteur d’échelle près. Comme il a été fait pour l’écoulement de cisaillement,
nous avons la possibilité de regrouper l’ensemble des courbes au moyen d’une relation du type
(6.115). Nous avons cherché à déterminer la loi d’échelle donnant la fonction a(λ) en prenant
l’ensemble des résultats obtenu pour la gamme complète deQ12. La loi d’échelle établie s’avère
être identique quel que soit Q12. De plus, les faisceaux de courbes obtenus pour les différents
Q12 sont pratiquement confondus. Ce point est illustré sur la figure 6.28. Sur cette dernière, sont
regroupées 40 courbes. La loi d’échelle que nous avons trouvée est la suivante :
Si 0 ≤ λ < 0, 7 :

a(λ) =
113

60
− 5

6
λ. (6.118a)

Si 0.7 ≤ λ ≤ 1 :
a(λ) = 1, 3. (6.118b)
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La différence avec ce qui a été présenté pour l’écoulement de cisaillement est qu’ici la loi
d’échelle s’applique pour tous les nombres de Stokes (c’est à dire même pour des nombres de
Stokes d’ordre unité). L’avantage de ce type de résultat est de taille. En effet, il est seulement
nécessaire maintenant de calculer E12 pour λ = 1. Les valeurs pour les autres rapports de
rayon s’en déduisent automatiquement. Nous pouvons en outre réunir tous les résultats pour
l’écoulement d’élongation pure en proposant une équation pour E12 sous la forme :

E12(St) = 48, 8626

(

1− 0, 525

St

)

, (6.119a)

si,
St > 0, 6. (6.119b)

Cette relation a été déterminée en remarquant que les courbes d’efficacité de collision en fonc-
tion de 1/St deviennent linéaires. Pour des valeurs du nombre de Stokes inférieures à 0, 6, nous
pouvons utiliser une évolution parabolique de pente nulle en zéro. De plus, en remarquant que
E12 est très petit en St = 0, il est possible de considérer que E12 est nulle en St = 0. Ensuite en
assurant le raccordement avec la précédente relation, nous avons :

E12(St) = 16, 9661S2
t , (6.120a)

si,
St ≤ 0, 6. (6.120b)

St correspond toujours au nombre de Stokes équivalent défini par (6.115). La représentation
graphique de ces équations approchées est donnée sur la figure 6.29. Elles sont comparées avec
le résultat obtenu pour λ = 1 à Q12 = 105.

6.6.3 Effet de la raréfaction

L’effet de la raréfaction a été testé en multipliant les coefficients des forces axisymétriques
par le coefficient correcteur précisé dans le §6.3, relation (6.86). Cette modification n’est pas
d’une rigueur absolue dans la mesure où ce coefficient n’est valide que pour les particules
solides. Il s’agit d’une étude préliminaire. Il aurait fallu calculer les forces en prenant en compte
les conditions de glissement de Maxwell. Ce type de calcul n’a pas pu être réalisé.

Néanmoins, le rôle de la raréfaction du gaz est testé dans un premier temps sur l’efficacité
de collision de particules sédimentant dans un fluide au repos. Le taux de collision dans ce type
d’écoulement a été précisé dans les §6.1 et 6.2. L’efficacité est défini par la relation (6.33) où les
trajectoires limites sont recherchées de la même façon que pour les écoulements de cisaillement.
Les calculs ont été effectués pour diverses valeurs du rayon a1 (la plus grosse goutte). Les
résultats sont donnés sur la figure 6.30. La détermination de E12 a été conduite sans et avec
le coefficient correcteur, fg. Nous remarquons que l’introduction de fg augmente E12. Mais
l’augmentation reste relativement limitée. De plus, lorsque le rayon de la particule augmente, la
différence avec et sans fg diminue.

Dans le cadre des écoulements linéaires, l’étude a été faite en fonction d’un nombre de
Knudsen basé sur le rayon moyen des particules :

Kn =
2λg

a1(1 + λ)
. (6.121)
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pour λ = 1 et Q12 = 105.
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FIG. 6.31 – Efficacité de collision en fonction de λ dans un écoulement de cisaillement simple
avec la prise en compte de l’effet de raréfaction.

En fait, l’étude devient très compliquée de part le nombre grandissant de paramètres à
prendre en compte. La réalisation de calculs où les nombres St1, Q12 et Kn varient dans de
larges gammes est difficile à mener. Cependant, il a été remarqué précédemment que les forces
de van der Waals avaient peu d’influence. Par conséquent, Q12 est fixé à une valeur de 107 dans
cette section. Concernant Kn, le domaine de variation a été pris entre 10−6 et 10−3.

Dans le cas d’un écoulement de cisaillement, les calculs d’efficacité ont été réalisés dans
un premier temps en prenant un nombre de Stokes très faible, St1 = 10−3. Les résultats sont
présentés sur la figure 6.31. Il est remarquable de constater que les seuils à partir desquels
l’efficacité de collision est différence de zéro ont lieu pour des rapports de rayon plus faibles
lorsque Kn augmente. L’accroissement de Kn s’accompagne également d’une augmentation
de E12. Pour λ = 1, E12 est pratiquement multiplié par 2 entre les résultats obtenus avec
Kn = 10−6 et Kn = 10−3. Cependant, cette efficacité de collision reste encore très faible.

L’augmentation du nombre de Stokes nous a permis d’observer un phénomène très parti-
culier. Des calculs faits avec St1 = 0, 5 et 1 à Kn = 10−3 donnent des efficacités de collision
nulles pour tous les rapports de rayon. Ces résultats nous semblent très étranges et n’ont pas
pu être expliqués. Ils sont en total contradiction avec ce que l’on pouvait s’attendre. L’intro-
duction du coefficient correcteur fg entraîne une modification de la partie aval des trajectoires
relatives. Il se peut que ce dernier fait entraîne des modifications sur les collisions. Par suite,
un calcul a été réalisé avec St1 = 5. Seuls les rapports de rayon 0, 9 et 1 donnent des effica-
cités de collision différentes de zéro. Pour λ = 1, E12 subit une augmentation par rapport au
résultat trouvé en absence d’effet de raréfaction. Avec l’introduction de fg, E12 = 0, 293 alors
que sans fg, E12 = 0, 243. Ce qui donne une augmentation de pratiquement 20, 5%. Par contre
pour λ = 0, 9, nous observons une diminution. Ainsi, avec fg, E12 est égale à 8, 43×10−3 alors
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FIG. 6.32 – Efficacité de collision en fonction de λ dans un écoulement d’élongation pure avec
la prise en compte de l’effet de raréfaction.

que sans fg, E12 = 0, 22. Le manque de temps ne nous a pas permis d’aller plus loin dans ces
investigations.

Quelques calculs ont également été réalisés dans le cadre des écoulements d’élongation
pure. La figure 6.32 présente les résultats obtenus pour les nombres de Stokes de 10−3 et 0, 1.
Ici, l’introduction de fg entraîne une augmentation de E12. Cependant cette augmentation reste
relativement faible. Les courbes obtenues avec Kn = 10−6 et 10−5 sont pratiquement confon-
dues pour les deux nombres de Stokes.

6.7 Conclusion

Cette deuxième partie a été consacrée à l’étude de l’influence de l’inertie des gouttes sur
l’efficacité de collision dans des écoulements laminaires linéaires à l’infini. Des résultats très
intéressants ont été obtenus à la fois dans le cadre des écoulements de cisaillement simple
et d’élongation pure. Le changement d’évolution dans les courbes de E12 en fonction de St1

pour les écoulements de cisaillement simple s’accompagne d’une modification dans la forme
des sections de collision. L’inertie des gouttes semble être à l’origine de ces changements. Les
lois d’échelle trouvées dans les deux applications n’ont pas reçu d’explications physiques. La
relation approchée établie dans le cadre des écoulements d’élongation pure, équation (6.119a),
a une forme relativement proche de celle établie par Michael et Norey [99]. Ces derniers ont
étudié les taux de collision entre de petites particules et une grosse sphère dans un écoulement
de vitesse uniforme.

Dans l’ensemble de ces travaux, la déformation des gouttes a toujours été négligée. Cette
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hypothèse a été justifiée par des nombres capillaires très faibles. Chesters [26] établit que dans
le cadre des écoulements de cisaillement, l’amplitude de la déformation rapportée au rayon de
la goutte est proportionnelle à la racine carrée du nombre capillaire. Or, dans nos applications,
le nombre capillaire est de l’ordre de 10−7 à 10−6. Ainsi, la taille de la zone de déformation est
approximativement de l’ordre de 10−3 fois le rayon des gouttes. Ce qui reste très faible.

Concernant les effets de la raréfaction, les quelques résultats obtenus dans le §6.6.3 sou-
lèvent de nombreuses interrogations. Le rôle joué par la raréfaction n’a pas clairement été iden-
tifié. Son introduction dans l’expression des forces entraîne des modifications profondes du
mécanisme de collision surtout dans le cas des écoulements de cisaillement simple. Une étude
plus approfondie s’impose dans l’avenir sur l’influence de la raréfaction.

Les résultats obtenus ici de façon théorique peuvent être inclus dans des codes numériques
traîtant de phénomènes plus globaux. Dans le prochain chapitre, un exposé sur les taux de
collision en écoulement turbulent va être proposé. Les interactions hydrodynamiques ne sont
pratiquement jamais prises en compte. Cependant, nous avons vu leur importance. Il est en-
visageable d’introduire l’influence des interactions hydrodynamiques dans une détermination
numérique des taux de collision. Ce point sera vu dans le §11.3.

De plus, nous verrons dans la partie consacrée aux applications comment un spectre de
gouttes évolue en fonction du temps. Les efficacités de collision peuvent être déterminées en
utilisant les travaux effectués dans cette partie.
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Chapitre 10

Dispersion de particules en écoulements
turbulents

La recherche des taux de collision en écoulement turbulent nécessite une connaissance ap-
profondie de la dispersion de particules. Entre autre, la variance des vitesses est une quantité
primordiale à connaître. De plus, dans l’optique de recherches numériques sur le transport de
particules en écoulement turbulent, il semble nécessaire de connaître les théories qui s’y rat-
tachent. Le chapitre débute par une présentation de la diffusion de particules fluides. Cette
quantité nous permet d’introduire les notions fondamentales. Elle peut s’appliquer à des parti-
cules d’inertie négligeable. Par contre, lorsque cette dernière augmente, la réponse dynamique
des particules est différente de celle du fluide. Cette particularité demande alors une analyse
spécifique. Après avoir rappelé la force s’appliquant à des inclusions sphériques et quelques
considérations dimensionnelles, nous traitons de la dispersion de particules. Les effets de la
gravité sont présentés à la fin de ce chapitre.

10.1 Diffusion turbulente de particules fluides

Deux grandes caractéristiques des écoulements turbulents sont d’une part le nombre impor-
tant d’échelles spatiales et d’autre part une forte augmentation de la diffusivité. L’étude de la
diffusion de particules fluides permet de bien mettre en relief ces deux grandes caractéristiques.
La turbulence étudiée dans cette section est supposée homogène, isotrope et stationnaire.

10.1.1 Analyse de Taylor

Dans un premier temps, il est alors possible de se limiter à une étude unidirectionnelle de
la diffusion. Ainsi, afin d’alléger les notations, l’indice spatial d’une quantité donnée n’est pas
précisé. Considérons la diffusion d’une parcelle de fluide dont les dimensions sont supposées
petites par rapport à l’échelle de Kolmogorov mais encore très grandes devant les échelles mo-
léculaires. Ce type d’étude a été entrepris pour la première fois par Taylor en 1921 [139]. La
vitesse moyenne de l’écoulement est supposée nulle. La position de la particule fluide est X(t).
Le mouvement de cette parcelle est rapporté à une position moyenne. Ainsi la moyenne de la
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position de la particule fluide est prise égale à zéro :

〈X(t)〉 = 0. (10.1)

Ici, on s’intéresse à la position de la particule fluide en la suivant dans son mouvement (point de
vue lagrangien). Soit V (t) la vitesse, la position X(t) est donnée simplement par la relation :

X(t) =

∫ t

0

V (t′)dt′. (10.2)

La variance de X(t) est le premier moment non nul, elle est égale à

〈X2(t)〉 = 2

∫ t

0

∫ t′

0

〈V (t′)V (t′ − s)〉dsdt′. (10.3)

Cette relation permet d’introduire la définition du coefficient autocorrélation lagrangien,RL(s) :

RL(s) =
〈V (t)V (t− s)〉
〈V 2(t)〉 , (10.4)

où 〈V (t)V (t− s)〉 est l’autocorrélation lagrangienne, notée par la suite KL(s). A l’égard de la
stationnarité, cette dernière quantité ne donne aucune information à l’instant t. Elle ne dépend
uniquement que de la différence des temps, donc de s. Elle est également une fonction paire de
s. Toujours en vertu de la stationnarité, la variance 〈V 2(t)〉 doit être indépendante de t ; elle est
notée simplement 〈V 2〉.

La forme de RL(s) n’est pas connue a priori. Les seules indications sont que pour s petit,
RL(s) tend vers 1. Lorsque s est grand, RL(s) doit approcher la valeur zéro traduisant la perte
de corrélation entre les vitesses à l’instant t et t − s. De plus, d’après l’inégalité de Schwarz,
RL(s) doit vérifier :

RL(s) ≤ 1. (10.5)

RL(s) permet de définir l’échelle de temps intégrale lagrangienne :

TL =

∫ ∞

0

RL(s)ds. (10.6)

Après intégration par parties de l’équation (10.3), la variance est donnée par la relation

〈X2(t)〉 = 2〈V 2〉
∫ t

0

(t− s)RL(s)ds. (10.7)

Cette forme est généralement admise comme ayant été établie par Kampé de Fériet [36]. En
se basant sur les propriétés pour t petit ou grand de RL, Taylor [139] établit les deux résultats
suivant :

– si t� 1 :
〈X2(t)〉 ≈ 〈V 2〉t2, (10.8)

– si t� 1 :
〈X2(t)〉 ≈ 2〈V 2〉TLt. (10.9)



10.1 Diffusion turbulente de particules fluides 121

Ces résultats sont très similaires aux relations formulées dans le cadre de l’étude des marches
aléatoires présentée par Chandrasekhar [22]. Pour t très grand, l’écart type du déplacement de
la particule fluide varie en fonction de la racine carrée de t. Ce qui est également le cas pour le
mouvement brownien.

Une autre façon enrichissante d’établir ces comportements asymptotiques est l’utilisation
de l’analyse spectrale. Ainsi, la fonction d’autocorrélation spectrale, ΦL(ω), est définie comme
étant la transformée de Fourier sinusoïdale de 〈V (0)V (t)〉 :

ΦL(ω) =
1

π

∫ ∞

0

〈V (0)V (t)〉 cosωtdt. (10.10)

La transformée inverse donne

〈V (0)V (t)〉 = 2

∫ ∞

0

ΦL(ω) cosωtdω. (10.11)

La variance du déplacement est alors, dans ce nouveau formalisme :

〈X2(t)〉 = 2

∫ ∞

0

ΦL(ω)
2(1− cosωt)

ω2
dω. (10.12)

Pour t petit et en utilisant le développement en série de 1− cosωt, 〈X 2(t)〉 est donnée par

〈X2(t)〉 ≈ 2t2
∫ ∞

0

ΦL(ω)dω. (10.13)

On montre en effet que la partie de l’intégrale où ω ∼ t−1 a une contribution négligeable. Or, la
variance de la vitesse obtenue à partir de ΦL(ω) est

〈V 2〉 = 2

∫ ∞

0

ΦL(ω)dω. (10.14)

Ce qui nous permet de retrouver le premier résultat asymptotique de Taylor (10.8). Néanmoins,
la relation (10.13) nous permet de voir que la diffusion dépend de l’ensemble des échelles de la
turbulence.

Pour t grand, la variance du déplacement peut être écrite en faisant le changement de va-
riable θ = ωt sous la forme :

〈X2(t)〉 = 4t

∫ ∞

0

ΦL

(

θ

t

)

1− cos θ

θ2
dθ. (10.15)

Ensuite, si t est grand, ΦL(θ/t) est pris égal à ΦL(0) donné par

ΦL(0) =
〈V 2〉
π

TL. (10.16)

Il est possible de démontrer que l’intégrale
∫∞
0

(1 − cos θ)/θ2dθ est égale à π/2. Ce qui nous
permet de retrouver le deuxième résultat de Taylor (10.9). Donc pour t grand, la diffusion est
due uniquement aux grandes échelles temporelles de la turbulence [7].

Le coefficient de diffusion est défini par

Dt(t) =
1

2

d〈X2(t)〉
dt

= 〈V 2〉
∫ t

0

RL(s)ds. (10.17)

Ainsi, nous avons
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– si t� 1 :
Dt(t) ≈ 〈V 2〉t, (10.18)

– si t� 1 :
Dt(t) ≈ 〈V 2〉TL. (10.19)

Le coefficient de diffusion varie linéairement avec t au instant initial et tend vers une valeur
constante pour t grand.

Batchelor [7] a généralisé l’analyse de Taylor au cas où la turbulence est uniquement homo-
gène et stationnaire. Le tenseur d’autocorrélation lagrangienne est défini par :

Kij(t− t′) = Vi(t)Vj(t′). (10.20)

La barre supérieure désigne au même titre que les quantités 〈 〉 la moyenne. La généralisation
de (10.7) est

Xi(t)Xj(t) =

∫ t

0

(t− s) [Kij(s) +Kji(s)] ds. (10.21)

Batchelor [7] généralise alors les résultats asymptotiques de Taylor [139]. Ainsi, pour t petit,
Xi(t)Xj(t) est donné par

Xi(t)Xj(t) ≈ ViVjt
2. (10.22)

En utilisant les échelles intégrales définies par

Tij =
1

ViVj

∫ ∞

0

Kij(s)ds, (10.23)

Xi(t)Xj(t) est donné pour t très grand par

Xi(t)Xj(t) ≈ ViVj (Tij + Tji) t. (10.24)

Ensuite, Batchelor [7] cherche à déterminer la fonction de distribution de probabilité de
Xi(t). Pour t petit, Xi(t) ≈ Vi(0)t. Ainsi, la fonction de distribution de probabilité de Xi(t) est
donc identique à celle de Vi(0). Comme les mesures montrent que la fonction de distribution de
probabilité de la vitesse est normale, il en est de même pour celle de Xi(t). A l’opposé lorsque
le temps devient très grand, il est possible d’utiliser le théorème de la limite centrale. L’intégrale
donnant la position peut être décomposée en une somme de N termes :

Xi(t) =

∫ t

0

Vi(s)ds =
N
∑

n=1

∫ n t
N

(n−1) t
N

Vi(s)ds. (10.25)

Les termes de la série peuvent être considérés comme statistiquement indépendants. Si le nombre
de termes de la série tend vers l’infini alors l’application du théorème de la limite centrale per-
met de conclure que la fonction de distribution de probabilité de Xi(t) est gaussienne. Pour t
quelconque, Batchelor [7] conclut, en se basant sur des données expérimentales, que Xi(t) est
une variable aléatoire gaussienne.

Dans le cas isotrope, la fonction de distribution de probabilité , P (xi, t), que Xi(t) soit égal
à xi à l’instant t est

P (xi, t) =
1

√

2πX2
i (t)

e
− x2

i

2X2
i
(t) , (10.26)
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où il n’y a aucune sommation suivant l’indice i. L’équation régie par P (xi, t) est alors (cf.
également [90]) :

∂P (xi, t)

∂t
=

1

2

dX2
i (t)

dt

∂2P (xi, t)

∂x2
i

. (10.27)

Ce qui permet de retrouver la définition du coefficient de diffusion suivant l’axe xi :

Dti =
1

2

dX2
i (t)

dt
. (10.28)

10.1.2 Relations entre les grandeurs lagrangiennes et eulériennes

Le concept lagrangien permet d’établir des résultats importants sur la dispersion de par-
ticules fluides. Malheureusement, les quantités lagrangiennes qui viennent d’être établies sont
difficilement accessibles expérimentalement. Il est donc nécessaire de relier les quantités lagran-
giennes aux quantités eulériennes plus facilement déterminables par l’expérience. Les résultats
permettant de faire le lien entre ces deux concepts de base restent peu nombreux. Néanmoins,
Tennekes et Lumley [141] ont établi dans le cadre d’une turbulence homogène le résultat sui-
vant :

f
[

~X(t), t
]

= f (~x, t), (10.29)

où f est une fonction quelconque, ~X(t) correspond à la variable lagrangienne alors que ~x est
la variable eulérienne. Ce résultat peut être appliqué aux fonctions caractéristiques des vitesses
lagrangienne et eulérienne :

〈exp
{

ı
[

~z · ~V (t)
]}

〉 = 〈exp {ı [~z · ~u(~x, t)]}〉. (10.30)

ı est l’imaginaire pur et ~z est un champ vectoriel homogène à l’inverse d’une vitesse. L’utilisa-
tion des fonctions caractéristiques en turbulence est développée dans les livres de Frisch [46] et
McComb [27]. Ainsi, en dérivant par rapport à la variable ~z cette dernière relation, les variances
des vitesses lagrangienne et eulérienne se révèlent identiques :

〈ViVj〉 = 〈uiuj〉. (10.31)

Il en est d’ailleurs de même pour l’ensemble des moments d’ordre quelconque.
D’une façon plus générale, la vitesse lagrangienne peut être écrite sous la forme suivante :

~V (t) = ~u
[

~X(t), t
]

, (10.32)

qui en utilisant la fonction de Dirac devient :

~V (t) =

∫

~u (~x, t) δ
[

~x− ~X(t)
]

d~x. (10.33)

Il est alors possible de relier les tenseurs de corrélation lagrangien et eulérien :

Vi(0)Vj(t) =

∫

ui(~0, 0)uj(~x, t)δ
[

~x− ~X(t)
]

d~x. (10.34)

Par suite l’utilisation de la conjecture de Corrsin [29] disant que :
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Conjecture 1 Pour des temps de diffusion importants, le déplacement d’une particule fluide
devient statistiquement indépendant du champ de vitesse eulérien.

Il devient alors possible d’écrire

Vi(0)Vj(t) =

∫

[

ui(~0, 0)uj(~x, t)
]

{

δ
[

~x− ~X(t)
]

}

d~x. (10.35)

Weinstock [148] a établi les conditions d’utilisation de cette approximation. Il montre qu’elle
est applicable dans le cadre d’une turbulence homogène. Cette dernière relation est le point
de départ de l’analyse faite par Saffman [124]. Il utilise la conjecture de Corrsin pour tout
t. Ensuite, il assimile la quantité δ

[

~x− ~X(t)
]

à la fonction de distribution de probabilité de
~X(t) qu’il suppose en outre gaussienne. En fait, par utilisation de la théorie des distributions
[127], il est possible de démontrer que δ

[

~x− ~X(t)
]

est toujours identique à la fonction de
distribution de probabilité de ~X(t) même si cette dernière n’est pas gaussienne. Il utilise le
tenseur spectral des corrélations de vitesses eulériennes défini comme étant la transformée de
Fourier de ui(~0, 0)uj(~x, t) :

Φij(~k, t) =
1

(2π)3

∫

ui(~0, 0)uj(~x, t)e
−ı~k·~xd~x, (10.36)

et dont la transformée inverse redonne ui(~0, 0)uj(~x, t)

ui(~0, 0)uj(~x, t) =

∫

Φij(~k, t)e
ı~k·~xd~k. (10.37)

Ce qui permet d’établir par l’utilisation du théorème de Parseval et dans le cas d’une turbulence
homogène et isotrope le résultat suivant :

Vi(0)Vj(t) =

∫

Φij(~k, t)e
− k2X2(t)

2 d~k. (10.38)

X2(t) est la variance suivant une direction quelconque de l’espace. Le tenseur spectral, Φij(~k, t),
est donné dans le cadre de la turbulence homogène et isotrope par :

Φij(~k, t) =
E(k, t)
4πk2

(

δij −
kikj

k2

)

, (10.39)

où E(k, t) est le spectre d’énergie dont une formulation analytique proposée par Kraichnan est
utilisée par Saffman [124] sous la forme :

E(k, t) = E(k)r(k, t), (10.40)

où E(k) et r(k, t) sont donnés respectivement par

E(k) =
4u2k4

√
πk5

0

e
− k2

k2
0 , (10.41a)

r(k, t) = e−
u2k2t2

2 . (10.41b)
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k0 est donné en fonction de l’échelle spatiale intégrale longitudinale, Le :

k0 =

√
π

Le

. (10.42)

En utilisant la relation (10.39), l’équation (10.38) écrite suivant l’axe x1 par exemple de-
vient :

V1(0)V1(t) =

∫

E(k)r(k, t)

4πk4

k2
2 + k2

3

k2
e−

k2X2(t)
2 d~k. (10.43)

Ce qui permet d’exprimer la fonction autocorrélation après intégration de cette dernière équa-
tion sur l’espace des nombres d’ondes sous la forme :

RL(t) =
1

(

1 + 1
2
u2k2

0t
2 + 1

2
X2(t)k2

0

) 5
2

. (10.44)

Néanmoins, l’équation de RL(t) dépend de X2(t) qui reste inconnue. Cependant RL(t) est égal
à

RL(t) =
1

2u2

d2X2(t)

dt2
. (10.45)

Nous obtenons alors l’équation différentielle du second ordre suivante :

1

2u2

d2X2(t)

dt2
=

1
(

1 + 1
2
u2k2

0t
2 + 1

2
X2(t)k2

0

)
5
2

. (10.46)

Cette équation est résolue numériquement sous forme adimensionnelle à l’aide des variables :

τ =
√

u2k0t, x = k2
0

X2(t)

2
. (10.47)

En utilisant la variable
y(τ) =

dx

dτ
, (10.48)

un système d’équations à deux inconnues est obtenu :

dx

dτ
= y = Dt(τ), (10.49)

dy

dτ
=

1
(

1 + 1
2
τ 2 + x

) 5
2

= RL(τ). (10.50)

Ainsi, la résolution de ce dernier permet d’accéder aux évolutions temporelles de Dt(τ) et
RL(τ). La solution est représentée sur la figure 10.1. Il est alors possible d’estimer l’échelle
intégrale temporelle lagrangienne qui en variable dimensionnée vaut :

TL = 0, 4
Le
√

u2
. (10.51)
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Le coefficient autocorrélation eulérien est défini par la relation :

RE(t) =
u1(~0, 0)u1(~0, t)

u2
. (10.52)

En utilisant le spectre de Kraichnan, RE(t) est :

RE(t) =
1

(

1 + 1
2
u2k2

0t
2
) 5

2

. (10.53)

L’échelle intégrale eulérienne peut alors être calculée :

TE =

∫ ∞

0

RE(t)dt = 1, 25
Le
√

u2
. (10.54)

TE correspond à l’échelle déterminée dans un repère qui se déplace avec le mouvement moyen.
Alors que généralement, les données atmosphériques donnent une échelle intégrale mesurée
en un point fixe. Saffman [124] fait une comparaison entre l’échelle lagrangienne et l’échelle
eulérienne mesurée en un point fixe. Il en est de même dans le livre de McComb [27]. Le manque
de précision concernant ces définitions d’échelles rendent parfois ambigus les comparaisons
entre les divers auteurs. Comme le mouvement des particules fluides est rapporté à un référentiel
se déplaçant à la vitesse moyenne du fluide, il semble plus judicieux de faire une comparaison
avec l’échelle eulérienne prise dans ce même référentiel. Ainsi, nous constatons que les échelles
intégrales eulérienne et lagrangienne sont directement proportionnelles. Il est alors possible de
déterminer TL à l’aide de TE par :

TL = βTE, (10.55)
où, avec le spectre de Kraichnan, β est égal 0, 32. Spelt [132] utilise dans son étude de dispersion
de bulles le spectre de von Karmann-Pao. Le champ de vitesse est obtenu par une technique de
simulation cinématique1. Il trouve pour TL et TE les relations suivantes :

TL = 0, 6
Le
√

u2
, (10.56a)

TE = 1, 2
Le
√

u2
. (10.56b)

Ce qui donne avec le spectre de von Karmann-Pao un coefficient β égal à 0, 5.
Ainsi, il semble que l’échelle intégrale lagrangienne soit toujours inférieure à l’échelle in-

tégrale eulérienne. Les vitesses d’une particule fluide que l’on suit dans son mouvement sont
moins corrélées que les vitesses mesurées en un point fixe. La représentation de RL et RE sur la
figure 10.1 montre que cette dernière constatation est vérifiée pour tout t. Weinstock [148] ar-
rive à la même conclusion dans un cadre plus général où l’hypothèse de distribution gaussienne
n’est pas utilisée.

Néanmoins, signalons que Tennekes [140] montre que la micro-échelle eulérienne est plus
petite que la micro-échelle lagrangienne. Ce qui est en contradiction avec ce qui a été constaté

1Cette méthode a été introduite par Kraichnan [85]. Il s’agit de déterminer le champ de vitesse d’une façon
aléatoire satisfaisant la condition d’incompressibilité et en accord avec un spectre d’énergie donné.
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FIG. 10.1 – Représentation des autocorrélations lagrangienne et eulérienne et du coefficient de
dispersion en fonction du temps adimensionné.

ci-dessus. Tennekes base son analyse sur une hypothèse d’advection des structures tourbillon-
naires à petite échelle par les structures à grande échelle. Cette advection entraînerait une perte
de corrélation entre les vitesses mesurées en un point fixe (pour plus de détails voir les réfé-
rences [140] et [132]).

Comme nous le verrons plus loin, l’étude de la dispersion de gouttes requiert une forme
analytique de RL. Hinze [62] utilise une forme exponentielle :

RL(t) = e
− t

TL . (10.57)

Il en existe d’autres. Berlemont et al. [17] utilisent une forme proposée par Frenkiel :

RL(t) = e
− t

(m2+1)TL cos

[

mt

(m2 + 1)TL

]

. (10.58)

Dans le cas où m est égal à 0 la forme de Hinze est retrouvée.
Ces dernières considérations achèvent notre discussion sur la dispersion de particules fluides.

Nous avons vu comment l’approche lagrangienne pouvait conduire à des résultats relativement
généraux. Dans le cadre de la turbulence homogène, les caractéristiques lagrangiennes peuvent
être reliées aux grandeurs eulériennes. Cette analyse nous aidera pour la dispersion des gouttes.



128 Dispersion de particules en écoulements turbulents

10.2 Force appliquée sur une particule dans un écoulement
turbulent

En dehors des effets visqueux entraînant l’existence d’une force de traînée, l’instationnarité
de l’écoulement crée l’apparition de nouveaux termes dans l’expression des forces s’appliquant
à une goutte. Gatignol [48] et Maxey et Riley [98] ont déterminé la force agissant sur une par-
ticule plongée dans un écoulement non-uniforme. Leur résultat obtenu par des voies différentes
sont identiques. La non-uniformité du champ de vitesse entraîne l’apparition de termes dits de
Faxén. Dans le cas où ces derniers sont négligés, la force appliquée à une particule est :

~F = −6πµa (~vp − ~u) +
4

3
πa3ρ

(

D~u

Dt
− ~g
)

+
2

3
πa3ρ

(

d~u

dt
− d~vp

dt

)

+

6a2√πµρ
∫ t

−∞

(

d~u

dt′
− d~vp

dt′

)

dt′√
t− t′

. (10.59)

~u est la vitesse de la phase continue non-perturbée par la présence de la particule. a est le rayon
de la goutte. d

dt
est la dérivée en suivant la particule dans son mouvement :

d

dt
=

∂

∂t
+ ~vp · ~∇. (10.60)

Alors que D
Dt

est celle en suivant le fluide dans son mouvement :

D

Dt
=

∂

∂t
+ ~u · ~∇. (10.61)

Dans l’équation (10.59), le premier terme est la force de traînée. Le deuxième est l’effort qui
s’applique sur toute inclusion plongée dans un milieu fluide. Il s’agit d’une généralisation de la
poussée d’Archimède. Le troisième est le terme de masse ajoutée. Il traduit la force à fournir
pour accélérer la goutte. Le dernier terme est celui de Basset-Boussinesq. Cette force est due
au changement de la couche limite et du sillage lorsque la goutte subit un mouvement non-
uniforme.

Dans le cas de particule dont la masse volumique est grande devant celle de la phase conti-
nue, les forces de masse ajoutée et de Basset-Boussinesq peuvent être négligées. Cette simpli-
fication s’applique très bien dans le cas de goutte d’eau dispersée dans de l’air où le rapport de
masse volumique est de l’ordre de 103. Dans l’étude de la dispersion de particules, seul le terme
de traînée est conservé.

10.3 Analyse dimensionnelle

Avant de commencer l’étude de la dispersion de particules, il est intéressant de donner
quelques résultats qualitatifs qui permettent de comprendre les interactions fluide-particule.
Considérons dans un premier temps le comportement par rapport à un mouvement moyen dont
les grandeurs caractéristiques sont une longueur L et une vitesse U0.
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Pour les interactions fluide-particule, le paramètre important est le temps de relaxation dy-
namique d’une particule, τp. Si l’on suppose que le nombre de Reynolds lié à une particule est
faible, la force de traînée de Stokes est applicable. Dans ce cadre, τp est égal à :

τp =
2ρ′a2

9ρν
(10.62)

ρ′ est la masse volumique des particules, a le rayon. ρ est la masse volumique du gaz, ν sa
viscosité cinématique. La longueur de relaxation dynamique est définie par :

λp = τpU0 =
2ρ′a2U0

9ρν
(10.63)

Le premier paramètre important est le rapport λp

L
. Ce dernier correspond au nombre de Stokes.

Les caractères dynamiques peuvent être énoncés de la façon suivante :
– Si λp

L
� 1 : le mouvement des particules dépend grandement des conditions initiales. Le

temps de passage dans la zone d’intérêt n’est pas assez grand pour altérer l’évolution de
la particule. Cette dernière ne suit pas l’écoulement. On a un effet «boulet».

– Si λp

L
� 1 : le mouvement particulaire dépend grandement de l’évolution de l’écoulement

gazeux. La mise en équilibre est très rapide.
– Si λp

L
∼ 1 : les particules ont la mémoire des événements qui prennent place dans une

région de dimension λp.
Cette première analyse ne s’intéresse qu’aux mouvements moyens des particules. Par contre

dans le cas d’écoulements turbulents, le transport des gouttes est assez compliqué à analyser du
fait de la multiplicité des échelles de la turbulence. A chaque instant, la particule subit les forces
exercées par le fluide environnant. τp est le temps qui lui est nécessaire pour répondre à son envi-
ronnement. Comme dans la précédente analyse, τp doit être comparé aux temps caractéristiques
de la turbulence [63].

Comparons dans un premier temps avec les échelles de Kolmogorov. Ce sont les plus petites
échelles où se manifestent les effets de dissipation visqueuse. Elles s’obtiennent en utilisant
la première hypothèse de Kolmogorov [82]. Cette dernière postule que les seules quantités
déterminantes dans la zone de dissipation sont ε, taux de dissipation de l’énergie turbulente,
et ν, viscosité cinématique (cf. [27], page 68). Ainsi, les dimensions caractéristiques temporelle
et spatiale sont les suivantes :

τK =

√

ν

ε
, (10.64a)

ηK =

(

ν3

ε

)
1
4

. (10.64b)

Le nombre de Stokes déterminé en faisant le rapport de τp et τK peut être écrit sous la forme

StK =
2ρ′a2

9ρη2
K

. (10.65)

Dans le cas de gouttes d’eau dans de l’air, il faut que le rapport a/ηK soit inférieur à 0, 1 pour
que les particules répondent au mouvement de ces plus petits tourbillons.
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Ensuite, la deuxième échelle caractéristique en turbulence est celle de Taylor qui dans le cas
homogène et isotrope est donnée par :

λT =

√

15νu′2

ε
, (10.66)

où u′2 est la variance de la vitesse fluctuante. Ici, la liberté a été prise de ne pas préciser l’indice
de la composante de la vitesse du fait de l’isotropie. λT correspond à la dimension à partir
de laquelle les vitesses du fluides sont corrélées. Pour les tourbillons les plus énergétiques, la
dimension pertinente est l’échelle intégrale eulérienne, notée Le. Hinze [63] montre que les
particules répondent aux plus grosses structures de la turbulence si a est 10 fois plus petite que
l’échelle de Taylor.

Il ressort de cette analyse que les gouttes filtrent l’écoulement. Elles ne répondent qu’aux
tourbillons d’un ordre de grandeur supérieur à leur taille. Ces résultats qualitatifs sont intéres-
sants à noter et peuvent expliquer certaines relations plus rigoureuses que nous établirons dans
le cadre de la dispersion de particules, §10.4. Ces conclusions nous serons également utiles
dans la compréhension du mouvement relatif de gouttes intervenant dans l’étude de la collision.
Ainsi, les vitesses de deux gouttes entrant en collision sont très faiblement corrélées si leur
diamètre est supérieur à 0, 1× λT .

10.4 Dispersion de gouttes en écoulement turbulent

Tchen (cité dans les références [62] et [27]) est le premier à avoir étudié la dispersion de
particules en turbulence homogène et isotrope. Il utilise la loi de Stokes, les particules étant
supposées plus petites que l’échelle de Kolmogorov. De plus, durant le mouvement de la parti-
cule, il suppose que le fluide environnant la particule reste le même. Ainsi, la turbulence «vue»
par la particule est identique à celle du fluide. Mais cette dernière hypothèse a été fortement
discutée [62] et [63]. Elle restreint le champ d’applications de l’analyse de Tchen. En effet,
lorsque les particules ont des masses volumiques différentes de celle du fluide, les forces de
gravitation conduisent à une différence de trajectoires entre les particules fluides et des gouttes.
Il apparaît un glissement ou une dérive. Cet effet est appelé «croisement de trajectoires» et a été
initialement souligné par Yudine [151] et Csanady [30]. Comme il a été précisé dans l’analyse
dimensionnelle, les particules ne répondent pas à toutes les structures turbulentes. Si l’inertie est
faible, on peut s’attendre que les fines particules suivent bien les mouvements du fluide. Dans
ce cas, la turbulence vue par les particules doit se rapprocher de celle du fluide. Alors que pour
les particules lourdes, les temps de relaxation étant importants, la turbulence dans le voisinage
d’une particule change fortement alors que la position de cette dernière n’a pratiquement pas
modifiée. Donc, la turbulence vue par les particules lourdes est très différente de celle du fluide.

Dans la suite, l’analyse est limitée aux écoulements homogènes et isotropes. Le nombre
de Reynolds des particules est supposé petit afin d’utiliser la loi de Stokes. Ainsi, les compo-
santes des vitesses sont indépendantes les unes des autres. Les équations du mouvement d’une
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inclusion de rayon a sont, en absence de forces de gravité :

d~vp(t)

dt
= −~vp(t)− ~u [~xp(t), t]

τp
, (10.67)

d~xp(t)

dt
= ~vp(t). (10.68)

Le temps de relaxation, τp, est alors donné par la relation (10.62) défini au §10.3. ~vp(t) est la
vitesse de la particule. ~xp(t) sa position. ~u [~xp(t), t] est la vitesse du fluide vue par la particule à
l’instant t.

Dans le cadre des hypothèses formulées dans ce paragraphe, nous pouvons nous limiter
à une analyse unidimensionnelle. L’indice des composantes des champs vectoriels est alors
supprimé. Ainsi, nous pouvons définir le coefficient d’autocorrélation vu par la particule sous
la forme :

R̂(t) =
〈u(~0, 0)u [~xp(t), t]〉

u2
. (10.69)

De même le coefficient d’autocorrélation des vitesses des particules est

Rp(t) =
〈vp(0)vp(t)〉

v2
p

. (10.70)

L’autocorrélation est donnée par Kp(t) = v2
pRp(t).

L’échelle intégrale de la turbulence vue par la particule est alors définie par :

T̂ =

∫ ∞

0

R̂(t)dt. (10.71)

T̂ dépend de l’inertie des particules considérées. Dans le cas de petites particules pour les-
quelles l’inertie est faible, nous avons déjà souligné qu’elles suivaient très bien les mouvements
du fluide. Leur temps de relaxation dynamique étant très faible, elles répondent à toutes les
structures de la turbulence. Donc, T̂ doit tendre vers l’échelle intégrale lagrangienne, TL. D’un
autre côté, pour les grosses particules, la turbulence vue par ces dernières est pratiquement celle
vue en un point fixe. Ainsi, pour de grosses particules, T̂ doit tendre vers l’échelle intégrale
eulérienne, TE . Wang et Stock [146] ont établi une relation pour T̂ en fonction du nombre de
Stokes bâti sur l’échelle TE. Ils utilisent également une méthode de simulation cinématique.
Les échelles intégrales lagrangienne et eulérienne sont dans leur calcul reliées par :

TL = 0, 356TE. (10.72)

Cette relation est très proche de celle issue de l’analyse de Saffman [124]. En s’appuyant sur
une étude numérique, Wang et Stock [146] donnent pour T̂ la relation

T̂ (St) = TE

[

1− 0, 644

(1 + St)
0,4(1+0,01St)

]

, (10.73)

où St est donné par
St =

τp
TE

. (10.74)
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La relation T̂ (St) permet de bien retrouver les comportements asymptotiques lorsque St tend
vers 0 ou devient très grand. Dans le cas où la forme générale TL = βTE est utilisée, T̂ est
donné par

T̂ (St) = TE

[

1− 1− β
(1 + St)

0,4(1+0,01St)

]

. (10.75)

Cette dernière équation a été utilisée par Launay et al. [87].
La forme de R̂(t) employée par Wang et Stock [146], à l’image de celle que nous avons

indiquée pour RL, est exponentielle :

R̂(t) = e−
t

T̂ . (10.76)

10.4.1 Etudes en absence de forces de gravité

La variance de la vitesse des particules est une quantité importante à connaître. Elle peut
être établie par différentes voies. Ici, nous utilisons une méthode spectrale. Les vitesses des
particules et du fluide peuvent être écrites ainsi :

vp(t) =

∫ ∞

−∞
α(ω)eıωtdω, (10.77)

û(t) =

∫ ∞

−∞
β(ω)eıωtdω, (10.78)

où û(t) = u [~xp(t), t]. α(ω) et β(ω) sont reliés en utilisant l’équation de quantité de mouvement
(10.67) par l’équation suivante :

α(ω) =
β(ω)

1 + τpıω
. (10.79)

Les fonctions d’autocorrélations spectrales sont définies à l’aide de

φp(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
〈vp(0)vp(τ)〉e−ıωτdτ, (10.80a)

φ̂(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
〈û(0)û(τ)〉e−ıωτdτ. (10.80b)

Les grandeurs moyennes sont définies d’une façon temporelle :

〈vp(0)vp(τ)〉 = lim
T →∞

1

2T

∫ T

−T
vp(t)vp(t + τ)dt. (10.81)

Nous avons la même définition pour 〈û(0)û(τ)〉. Les quantités φp(ω) et φ̂(ω) sont obtenues en
fonction de α(ω) et β(ω) respectivement à l’aide des identités suivantes (cf. [62]) :

φp(ω) =
π

T α(ω)α∗(ω), (10.82a)

φ̂(ω) =
π

T β(ω)β∗(ω), (10.82b)
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α∗(ω) désigne la valeur conjuguée de α(ω). Ces dernières relations peuvent être établies par
application de la transformée de Fourier du produit de convolution. Ainsi, il devient possible
d’établir le résultat suivant :

φp(ω) =
φ̂(ω)

1 + τ 2
pω

2
. (10.83)

La variance de la vitesse des particules est :

〈v2
p〉 =

∫ ∞

−∞
φp(ω)dω. (10.84)

Grâce à la forme particulière de R̂(t), (10.76), la fonction d’autocorrélation spectrale, φ̂(ω), est
donnée par :

φ̂(ω) =
T̂ u2

π
(

1 + ω2T̂ 2
) . (10.85)

Ainsi, la variance, 〈v2
p〉, est alors égale à

〈v2
p〉 =

u2

1 + τp

T̂

. (10.86)

Cette dernière relation est en fait très proche de celle établie par Tchen (cf. [62]) où l’échelle
intégrale T̂ est remplacée par TL. Lorsque l’inertie des gouttes est faible, la variance 〈v2

p〉 tend
vers celle du fluide. Alors que pour de grosses particules, 〈v2

p〉 devient faible. Ce qui montre
bien le rôle de filtre joué par l’inertie.

A l’image de l’analyse faite pour la détermination de 〈v2
p〉, il est possible d’établir les rela-

tions donnant 〈ûvp〉 et 〈(vp − û)2〉. Les résultats sont donnés ci-dessous :

〈ûvp〉 =
u2

1 + τp

T̂

, (10.87a)

〈(vp − û)2〉 =
τpu2

T̂ + τp
. (10.87b)

Nous constatons que 〈ûvp〉 est identique à 〈v2
p〉. La relation (10.87bb) a été établie par Csanady

[30] lui permettant de montrer que pour des particules de faible inertie, les fluctuations subies
par ces dernières sont identiques à celles de la turbulence. Grâce à l’intégration de l’équation
(10.85), nous avons

〈û2〉 = u2. (10.88)

Pour finir, l’autocorrélation des vitesses des gouttes peut être obtenue par transformation
inverse de Fourier portant sur φp(ω). Le résultat est alors :

Kp(t) =
u2

1−
(

τp

T̂

)2

(

e−
t

T̂ − τp

T̂
e
− t

τp

)

. (10.89)
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Par la même occasion, l’intégration de cette dernière relation permet d’obtenir le coefficient de
dispersion :

Dp(t) =
u2T̂

1−
(

τp

T̂

)2

[

1− e− t

T̂ −
τ 2
p

T̂ 2

(

1− e−
t

τp

)

]

. (10.90)

Il est remarquable de constater que ces résultats sont très proches dans leur formulation
de ceux établis par Tchen [62] et [27] où l’échelle intégrale lagrangienne de la turbulence vue
par les particules, T̂ , est remplacée par TL. D’ailleurs, lorsque l’inertie des particules est très
faible, les résultats précédemment exposés tendent vers ceux de Tchen. Dans le cas opposé
nous constatons que la variance des vitesses des particules devient très faible. Par contre, les
coefficients de dispersion se révèlent plus important dû au fait que T̂ approche TE lorsque St

devient important. Ce dernier effet est totalement ignoré dans la théorie de Tchen.

10.4.2 Effet de la gravité

L’équation de quantité de mouvement est modifiée par l’introduction de la force de gravité :

d~vp(t)

dt
= −~vp(t)− ~̂u(t)

τp
+ ~g. (10.91)

La vitesse de sédimentation de la particule obtenue dans un fluide au repos est :

~vps = τp~g. (10.92)

L’intégration de l’équation quantité de mouvement donne :

~vp(t) =

∫ t

−∞

e
s−t
τp

τp
~̂u(s)ds+ ~vps. (10.93)

La vitesse de la particule est décomposée en une partie moyenne, 〈~vp(t)〉, et une partie fluc-
tuante, ~v′p(t). La vitesse moyenne des particules est prise égale à la vitesse de sédimentation
~vps. En fait, Maxey [97] a montré que la vitesse moyenne est légèrement plus importante que
~vps. Cet effet est dû également à l’inertie des particules. Cependant, la différence entre 〈~vp(t)〉
et ~vps reste faible. Par suite, l’équation portant sur la partie fluctuante de la vitesse est identique
à celle obtenue en absence de force de gravité, (10.67). Par contre, la vitesse ~vps entraîne un
glissement entre le mouvement des particules et le fluide. Il s’en suit que la turbulence vue par
les inclusions est différente de celle perçue en absence de forces de gravité. Plus l’intensité de
~vps est grande plus cette différence est prononcée. Le paramètre important à prendre en compte
est alors le rapport entre ~vps et

√

u2 :

γ =
‖~vps‖
√

u2
. (10.94)

Commençons par regarder le cas où γ est grand. Le déplacement moyen des particules est
donné par :

xpi(t) = −vpstδi3. (10.95)
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L’axe x3 est suivant la normale ascendante et vps vaut τpg. Les déplacements suivant les autres
directions sont de l’ordre de

√

u2
√
t. Dans le cas où vps est beaucoup plus grand que

√

u2, ces
derniers peuvent être négligés devant le mouvement moyen xp3(t). En conséquence, l’autocor-
rélation lagrangienne du fluide vu par les particules est :

K̂33(t) = 〈u3(~0, 0)u3(−vpst~b3, t)〉. (10.96)

Cette dernière quantité subit à la fois une décorrélation spatiale dont l’échelle de temps est de
l’ordre de Le/vps et une décorrélation temporelle d’échelle de temps Le/

√

u2. Si γ est grand,
la décorrélation temporelle peut être négligée devant la première. Par suite, K̂33(t) peut être
estimée par l’utilisation de l’autocorrélation spatiale donc la forme générale tensorielle, dans le
cadre d’une turbulence homogène et isotrope, est (cf. [27]) :

Kij(~r) = 〈ui(~x, t)uj(~x + ~r, t)〉 = u2
[

f(r)
rirj

r2
+ g(r)

(

δij −
rirj

r2

)]

. (10.97)

f(r) et g(r) sont les coefficients d’autocorrélations spatiaux longitudinal et transversal respec-
tivement. Ces deux dernières quantités sont reliées par l’équation :

g(r) = f(r) +
r

2

df(r)

dr
. (10.98)

Cette égalité résulte de l’équation de continuité (cf. [27]).
Nous avons alors pour K̂33(t) la relation :

K̂33(t) =
√

u2f(−vpst). (10.99)

Cette analyse a été employée par Yudine [151] pour déterminer les coefficients de diffusion des
particules. Csanady [30] a également fait usage de ce résultat. De plus, ce dernier suppose que
les fluctuations de vitesse subies par les particules sont identiques à celles du fluide. Ainsi, le
coefficient de diffusion suivant x3 des particules est :

Dp33(t) =
√

u2

∫ t

0

f(−vpss)ds. (10.100)

En utilisant le même raisonnement, les coefficients de diffusion suivant x1 et x2 sont égaux à

Dp11(t) = Dp22(t) =
√

u2

∫ t

0

g(−vpss)ds. (10.101)

Par conséquent, lorsque t tend vers l’infini, Dp33 devient

Dp33(∞) =

√

u2Le

vsp

. (10.102)

Pour les directions transversales, on trouve [151] :

Dp11(∞) = Dp22(∞) =

√

u2Le

2vsp

. (10.103)
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Ce dernier résultat résulte de la relation
∫ ∞

0

g(r)dr =
1

2

∫ ∞

0

f(r)dr. (10.104)

obtenue facilement à partir de (10.98).
Donc, les coefficients de diffusion transversaux sont deux fois plus petits que Dp33(∞).

Cette effet est directement lié à la relation entre f(r) et g(r). Ce résultat est appelé par Csa-
nady [30] «effet de continuité». Ainsi, lorsque γ est grand, les corrélations de vitesses vues
par les particules s’apparentent aux corrélations spatiales eulériennes. De plus, la dispersion
des inclusions diminue lorsque vps augmente. Dans la mesure où il est désirable de connaître
les autocorrélations lagrangiennes ou les coefficients de dispersion pour des valeurs de temps
intermédiaire, il devient nécessaire de se donner une forme particulière pour f(r). La forme
exponentielle est souvent utilisée [30], [146] :

f(r) = e−
r

Le . (10.105)

Ce qui donne pour K̂33(t) :
K̂33(t) = u2e−

vpst

Le . (10.106)

K̂11(t) et K̂22(t) sont alors

K̂11(t) = K̂22(t) = u2

(

1− vpst

2Le

e−
vpst

Le

)

. (10.107)

Les coefficients de dispersion en découlent immédiatement par intégration.
Ces résultats s’appliquent dans la mesure où γ est très grand. Par contre dans le cas où

vps est comparable avec
√

u2, l’analyse doit être reconduite. Lorsque la vitesse de sédimen-
tation devient très faible, les résultats établis en absence de force de gravité, §10.4.1, doivent
être retrouvés. Csanady [30] a proposé un modèle pour passer des deux cas extrêmes présentés
dans §10.4.1 et ci-dessus. Csanady souligne que si vps tend vers zéro, les corrélations vues par
les particules doivent tendre vers les corrélations lagrangiennes. Par contre, lorsque vps devient
grand les corrélations doivent tendre vers les corrélations eulériennes comme il a été utilisé par
Yudine [151]. Le passage entre ces deux cas extrêmes devant se faire d’une façon continue.
Pour vps nulle, Csanady utilise la théorie de Tchen. Plus récemment, Wang et Stock [146] ont
étendu cette approche mais en utilisant le fait que la turbulence vue par les particules n’est pas
forcément celle du fluide. Ils emploient alors les considérations exposées dans §10.4.1. L’auto-
corrélation des vitesses vue par les particules est considérée sous la forme générale suivante :

K̂33(t) = K̂33

(

vpst

Le

;

√

u2t

Le

)

. (10.108)

Wang et Stock [146] utilisent l’hypothèse de Csanady [30]. Cette dernière stipule que K̂33(t)
doit rester constant sur des ellipses d’équations :

t2

T̂ 2
+
v2

pst
2

L2
e

= Cte. (10.109)
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Ainsi, K̂33(t) est donnée par la relation :

K̂33(t) = u2e
− t

T̂

r

1+ T̂2

T2
E

γ2

, (10.110)

où on a utilisé la relation TE = Le/
√

u2. Pour K̂11(t) et K̂22(t), nous avons :

K̂11(t) = K̂22(t) = u2

(

1− vpst

2Le

)

e
− t

T̂

r

1+ T̂2

T2
E

γ2

. (10.111)

Ensuite, les autocorrélations des vitesses des particules peuvent être obtenues en utilisant l’ana-
lyse spectrale comme il a été fait dans le §10.4.1. Au préalable, on pose

mT =
T̂

TE

. (10.112)

De plus, le nombre de Stokes défini par (10.74) est employé dans les relations de Kp33(t),
Kp11(t) données ci-dessous :

Kp33(t) =
u2

1− S2
t

m2
T

(1 +m2
Tγ

2)

[

e−
t

T̂

√
1+m2

T γ2 − τp

T̂

√

1 +m2
Tγ

2e
− t

τp

]

, (10.113)

Kp11(t) =
u2

1− S2
t

m2
T

(1 +m2
Tγ

2)







e−
t

T̂

√
1+m2

T γ2



1 +
S2

t γ
√

1 +m2
Tγ

2

mT

(

1− S2
t

m2
T

(1 +m2
Tγ

2)
) − γt

2TE





−





τp

T̂

√

1 +m2
Tγ

2 +
γSt

2

1 +
S2

t

m2
T

(1 +m2
Tγ

2)

1− S2
t

m2
T

(1 +m2
Tγ

2)



 e
− t

τp







. (10.114)

En prenant ces relations pour t = 0, nous sommes en mesure de déterminer les variances des
particules :

v2
p3 =

u2

1 + τp

T̂

√

1 +m2
Tγ

2
, (10.115)

v2
p1 = v2

p2 = u2







1

1 + τp

T̂

√

1 +m2
Tγ

2
− γSt

2

1
(

1 + τp

T̂

√

1 +m2
Tγ

2
)2






. (10.116)

Ainsi, il est possible de voir que les variances suivant les axes x1 et x2 sont plus faibles que
celle suivant l’axe x3. Cet effet est encore dû à l’équation de continuité.

Ces dernières considérations terminent ce chapitre sur la dispersion des particules. Les ré-
sultats établis ici nous seront utiles dans la recherche des taux de collision. Les relations ont
été obtenues dans la mesure où l’on se donne une forme particulière pour le coefficient d’au-
tocorrélation des vitesses du fluide vues par les particules. Ces expressions algébriques restent
simples. Dans le cas où l’on souhaite faire une étude plus rigoureuse, on s’expose à un de-
gré de complexité plus élevé. Reeks [117] a étudié la dispersion de particules d’inertie finie. Il
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utilise une méthode d’approximation itérative du second ordre. Ses résultats sont donnés sous
formes d’équations intégrales difficilement utilisables. Néanmoins, les résultats de Reeks sont
en accord avec ce qui a été présenté plus haut. A savoir qu’en absence de vitesse de glissement
entre les particules et le fluide, Reeks [117] montre que la dispersion des particules augmente
avec l’inertie. Une autre étude a été dispensée par Pismen et Nir [111]. Ces derniers utilisent la
conjecture de Corrsin. Leur analyse s’apparente à celle utilisée par Saffman [124]. Mais encore
une fois, les solutions de Pismen et Nir [111] se présentent sous formes d’équations intégro-
différentielles difficiles à utiliser.



Chapitre 11

Collisions en écoulements turbulents

Dans la première partie, nous nous sommes concentrés sur les collisions dans des écoule-
ments linéaires. Dans ce chapitre, nous nous intéressont aux taux de collision en écoulements
turbulents. L’étude est plus compliquée car le nombre d’échelles caractéristiques est plus impor-
tant. A chaque échelle correspond un mode de collision propre. Les résultats présentés dans le
cadre de la dispersion de particules en écoulements turbulents vont nous servir dans ce chapitre.

Nous nous intéressons uniquement à la turbulence homogène et isotrope. Ce chapitre com-
mence par un exposé sur les modèles existants. Nous proposons ensuite un nouveau modèle
pour le taux de collision de gouttes de tailles différentes en nous appuyant sur les travaux de
Laviéville [88]. Ce modèle repose sur la recherche de la fonction de distribution des vitesses
des particules.

Pour finir, nous verrons comment les interactions hydrodynamiques peuvent être introduites
dans une détermination numérique des taux de collision. Il ne s’agit ici que d’une ébauche de
futurs travaux.

11.1 Présentation des modèles existants

Dans le cas de très fines particules, les vitesses de ces dernières sont très corrélées. Les
processus de collision s’apparentent à ceux rencontrés dans les écoulements laminaires. Par
contre, pour de plus grosses particules ou dans des écoulements de forte turbulence, l’agitation
turbulente prend beaucoup plus d’importance.

Commençons par exposer le problème pour des particules plus petites que l’échelle de Kol-
mogorov définie dans §10.3 par la relation (10.64bb). Les gouttes subissent les variations spa-
tiales de la vitesse de la phase porteuse. Pour de telles échelles, l’écoulement est pratiquement
laminaire. En d’autres termes, l’écoulement de la phase continue peut être vu comme un écou-
lement de cisaillement de gradient γ. Ce dernier est déterminé en fonction des grandeurs carac-
téristiques de la turbulence. Par utilisation de la première hypothèse de Kolmogorov [82] une
simple analyse dimensionnelle donne : γ =

√

ε/ν. En utilisant les travaux de Smoluchowski
[131], Camp et Stein [21] proposent comme taux de collision pour de fines particules :

J12t =
4

3
(a1 + a2)

3 n1n2

√

ε

ν
. (11.1)
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FIG. 11.1 – Flux de particules entrant dans la sphère absorbante pour un écoulement turbulent.

Une étude plus rigoureuse a été menée ensuite par Saffman et Turner [125]. Ils distinguent
deux mécanismes de collision en écoulement turbulent. Le premier est lié aux variations spa-
tiales du champ de vitesse. Ce qui entraîne que des particules de mêmes tailles peuvent s’en-
trechoquer. Le second mécanisme est lié aux différences de réponses inertielles des particules
soumises à un champ d’accélération. Il ne concerne que des particules de tailles différentes. Ce
dernier est appelé par Fuchs [47] collision cinétique.

Le modèle de Saffman et Turner [125] ne peut être appliqué que pour des petites particules
par rapport à l’échelle de Kolmogorov. Des gouttes d’eau subiront les variations spatiales de
vitesse à l’échelle de dissipation si elles sont d’un ordre de grandeur plus petites [63] (cf. §10.3).
Donc, ce modèle de collision ne peut être valide que pour des taux de dissipation turbulente
faibles. De plus, Saffman et Turner [125] ne prennent pas en compte l’efficacité de collision.
Or, nous avons vu dans la première partie l’importance que celle-ci pouvait avoir.

Localement, à l’échelle de Kolmogorov, l’écoulement turbulent est vu comme un écoule-
ment d’élongation pure. C’est à dire que l’on suppose que le temps de vie de l’écoulement
d’élongation pure est beaucoup plus important que le temps de réponse inertiel des particules.
Cette persistance de l’élongation pure a été proposée par Townsend [142] en 1951. De part la
faible inertie des gouttes, ces dernières sont censées suivre les lignes de courant de la phase
continue. La recherche du taux de collision revient à déterminer le flux de particules entrant
dans la sphère absorbante comme nous l’avons fait dans le cas des écoulements linéaires.

Le taux de collision est :
J12t = −n1n2Φ, (11.2)

où Φ est le flux de particules entrant dans la sphère absorbante.

Φ =

∫

S,wr<0

wrdS. (11.3)
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wr est la vitesse relative suivant la normale ~n. Le flux total est :

Φt =

∫

S,wr>0

wrdS +

∫

S,wr<0

wrdS (11.4)

qui doit être nul en vertu de la conservation du débit. Donc,
∫

S
|wr|dS = −2

∫

S,wr<0

wrdS. (11.5)

Ce flux est moyenné sur l’ensemble des réalisations possibles des champs de vitesses. De plus,
avec la propriété d’isotropie, le flux entrant Φ est égal à :

Φ = −2πR2|wx|, (11.6)

wx est la vitesse relative par rapport à la particule cible. Saffman et Turner [125] prennent
comme relation pour |wx| :

|wx| = R|∂u
∂x
|. (11.7)

Ils supposent également que ∂u
∂x

est une fonction aléatoire gaussienne. Il est possible d’évaluer
la variance de cette dernière quantité en utilisant le résultat classique de la turbulence homogène
et isotrope (cf. par exemple [27]) :

(

∂u

∂x

)2

=
ε

15ν
. (11.8)

La connaissance de la variance d’une fonction aléatoire gaussienne permet par un simple calcul
d’obtenir le résultat suivant (cf. [110] chap. 20) :

∂u

∂x
=

√

2ε

15νπ
. (11.9)

Ce qui permet d’écrire pour le taux de collision :

J12t = n1n2 (a1 + a2)
3

√

8πε

15ν
≈ 1, 3n1n2 (a1 + a2)

3

√

ε

ν
. (11.10)

Il est à noter que le coefficient 1, 3 est proche du 4/3 qui figure dans l’expression obtenue d’une
façon plus intuitive par Camp et Stein [21].

Une autre approche a été proposée par Levich [91]. Il se base sur une équation de diffusion. Il
raisonne d’une façon similaire à celle employée pour le mouvement brownien. En fait, Levich se
place dans un contexte totalement opposé à celui utilisé par Saffman et Turner [125]. Il suppose
que seul le processus diffusionnel conduit au mouvement relatif des particules. Il évalue le
coefficient de diffusion turbulente de la façon suivante :

Dtur ≈ vrr, (11.11)
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où r est l’échelle de longueur. vr est une vitesse caractéristique à l’échelle r. Il prend :

Dtur ≈
√

ε

15ν
r2 si r < ηK, (11.12a)

Dtur ≈ α (εr)
1
3 r si r > ηK, (11.12b)

où α est une constante sans dimension. En calculant le flux de particules entrant sur autre cible,
il propose comme taux de collision :

J12t = 9, 73n1n2 (a1 + a2)
3

√

ε

ν
. (11.13)

On constate que cette dernière relation a une forme similaire à celles proposées par Camp et
Stein [21] et Saffman et Turner [125]. Mais le coefficient 9, 73 est d’un ordre supérieur à ceux
proposés par les autres auteurs. Des critiques sur l’approche de Levich [91] ont été émises par
Delichatsios et Probstein [38]. Ils justifient leurs doutes en disant que la nature non-markovienne
du processus de dispersion turbulente ne peut être décrite par un modèle de diffusion station-
naire. Néanmoins, dans un article très récent, Brunk et al [20] reprennent la même approche
que Levich [91]. En se basant sur des résultats de simulation numérique directe de la turbulence
de Girimaji et Pope [50], Brunk et al. [20] proposent comme taux de collision :

J12t = 5, 78 (a1 + a2)
3 n1n2

√

ε

ν
. (11.14)

Dans l’article de Delichatsios et Probstein [38], une autre expression du taux de collision
est également proposée. Leur approche est très simple. Ils considèrent que le flux de particules
est donné par la relation suivante :

Φ = π (a1 + a2)
2 wr, (11.15)

où wr est la vitesse relative des particules. Pour des particules dont la taille est inférieure à
l’échelle de Kolmogorov, ils utilisent la relation :

wr ≈
√

ε

15ν
(a1 + a2), (11.16)

ce qui donne pour J12 :

J12t ≈ 0, 81n1n2 (a1 + a2)
3

√

ε

ν
. (11.17)

Dans les précédents résultats, nous n’avons considéré que les cas où les particules sont pe-
tites devant l’échelle de Kolmogorov. C’est à dire que l’inertie des gouttes est négligée. Les
particules sont supposées suivre l’écoulement porteur. Ici, seul le mécanisme de collision par
cisaillement a été pris en compte. Il est remarquable de constater que les taux de collision
déterminés par les divers auteurs ont tous des formes similaires en dehors des constantes multi-
plicatives variant entre 1, 29 pour Saffman et Turner [125] à 9, 73 pour Levich [91].

Maintenant pour des particules de tailles différentes, le retard de réponse aux variations de
vitesse de la phase porteuse peut entraîner une collision des particules. Levich [91] a également
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étudié ce deuxième mécanisme. Le taux de collision est exprimé de la même façon que nous
l’avons vu pour la sédimentation. Le vitesse relative des deux particules est déterminée grâce à
l’équation de quantité de mouvement qui pour une particule α est :

d~vpα

dt
= − 1

τpα

(~vpα − ~u) + ~γe, (11.18)

où τpα = 2ρ′a2
α/(9ρν). ~γe est le champ d’accélération d’entraînement. Si l’on suppose que τpα

est suffisamment faible, la différence de vitesse entre les deux gouttes est :

wr ≈ |τp1 − τp2|γe. (11.19)

Ensuite, Levich [91] exprime γe, module de ~γe, en fonction des grandeurs caractéristiques de
dissipation visqueuse, i.e. ε et ν :

γe ≈
vηK

τηK

≈
(

ε3

ν

)
1
4

, (11.20)

d’où,

J12t = π (a1 + a2)
2 n1n2|τp1 − τp2|

(

ε3

ν

)
1
4

. (11.21)

Saffman et Turner [125] ont également étudié ce mécanisme de collision. Ils utilisent une
approche statistique qui ressemble à celle employée en théorie cinétique des gaz. La vitesse
relative des gouttes est décrite comme étant une variable aléatoire de densité de probabilité
P (~w). Le nombre de collisions durant un intervalle de temps δt, où δt est beaucoup plus petit
que le temps caractéristique des petits tourbillons, est de la forme πR2wn1n2δt. Si l’on suppose
que les particules évoluent en ligne droite et avec une vitesse constante durant δt, on a :

J12t = n1n2πR
2

∫

wP (~w)d~w. (11.22)

Le calcul de J12t revient à chercher P (~w). Mais la forme de P (~w) n’est pas connue. Saffman et
Turner [125] cherchent la variance de ~w et utilisent pour P (~w) une distribution maxwellienne
de même variance. Le résultat final est le suivant :

J12t = 2
√

2π (a1 + a2)
2 n1n2

[

(

1− ρ

ρ′

)2

(τp1 − τp2)
2

(

Du

Dt

)2

+
1

9
(a1 + a2)

2 ε

ν

]
1
2

.

(11.23)
Dans leur article, Saffman et Turner [125] prennent en compte également le champ de pesanteur
en introduisant sous la racine carrée un terme supplémentaire sensiblement équivalent à celui de
la sédimentation. Dans la dernière relation, les deux mécanismes de collision, par différence de
réponse inertielle et par cisaillement, sont pris en compte. Cependant, si l’on prend τp1 = τp2,
on trouve à partir de cette dernière relation :

J12t = 1, 67 (a1 + a2)
3 n1n2

√

ε

ν
6= 1, 3 (a1 + a2)

3 n1n2

√

ε

ν
. (11.24)
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Cette différence provient du choix de P (~w) qui est inconsistant avec la turbulence homogène et
isotrope.

L’ensemble de ces résultats ne reste applicable que si les particules ont des tailles suffisam-
ment faibles. Lorsque les gouttes sont plus grosses ou que la turbulence est plus vigoureuse (ε
grand), le mécanisme de collision est différent. Le mouvement des gouttes n’est plus corrélé. Le
premier a avoir étudié la collision en turbulence vigoureuse est Abrahamson [2]. Il suppose que
les particules sont distribuées de façon aléatoire dans l’espace. Elles sont prises statistiquement
indépendantes. De telles hypothèses permettent d’utiliser les mêmes méthodes qu’en théorie
cinétique des gaz. Abrahamson suppose que la fonction de distribution des vitesses est gaus-
sienne. v′2pα est la variance des vitesses de la particule α. Le calcul du taux de collision obtenue
d’une manière classique est :

J12t =
√

8π (a1 + a2)
2 n1n2

√

v′2p1 + v′2p2. (11.25)

Pour la détermination de v′2p1 etv′2p2, variances des vitesses fluctuantes des gouttes, Abrahamson
utilise l’analyse développée par Levins et Glastonbury [92]. Cette dernière se rapproche de celle
faite Tchen (cf. §10.4).

Mais le résultat d’Abrahamson ne s’applique uniquement que pour des particules de taille
suffisamment élevée. Il existe une gamme de rayons qui ne peuvent ni rentrer dans le cadre
des résultats de Saffman et Turner [125] ni dans ceux d’Abrahamson. Néanmoins, Williams et
Crane [150] ont proposé des résultats plus généraux. Comme il a été vu depuis le début de ce
chapitre, la clé de la détermination du taux de collision réside dans le calcul de la vitesse relative
entre deux particules. Cette dernière est liée à deux effets :

1. existence d’un gradient de vitesse du fluide entre les deux gouttes,
2. différence de réponse inertielle des deux particules de tailles inégales.
Pour le premier effet, la vitesse relative dépend de l’écart séparant les deux particules.

Williams et Crane [150] ne prennent pas en compte ce mode de collision qui correspond au
mécanisme de collision par cisaillement présenté plus haut. Pour la deuxième cause, la vitesse
relative est indépendante de l’écart. Il est alors possible d’estimer cette vitesse relative pour une
séparation égale à zéro et en utilisant alors l’équation d’une seule particule. Dans l’approche de
Williams et Crane [150] les interactions hydrodynamiques sont totalement négligées. Ils pour-
suivent leur analyse en calculant la variance de la vitesse des particules. Ils reprennent dans un
premier temps les travaux de Hinze [62] et retrouvent la même expression que celle donnée par
Tchen. La variance de la vitesse relative prise suivant une direction quelconque indicée i est :

w2
i = v′2p1i

+ v′2p2i
− 2v′p1i

v′p2i
. (11.26)

Pour faire le calcul de v′p1i
v′p2i

, Williams et Crane [150] utilisent les équations de mouvement
de chaque particule. Pour plus de détails concernant les développements analytiques nous ren-
voyons le lecteur à l’article original [150]. Leurs résultats sont :
pour des petites particules :

w2
i =

u′2i (St1 − St2)
2

(St1 + St2)(1 + St1)(1 + St2)
, (11.27a)
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pour des grosses particules :

w2
i =





1

1 + St1
+

1

1 + St2
− 4

St1 + St2 + St1St2

√

1
1+St1

+ 1
1+St2



 u′2i , (11.27b)

où Stα est le nombre de Stokes basé sur l’échelle intégrale lagrangienne : Stα = τpα/TL.
Williams et Crane proposent une solution générale qui permet de retrouver les deux cas ex-
trêmes :

w2
i = u′2i

(St1 + St2)
2 − 4St1St2

√

1+St1+St2

(1+St1)(1+St2)

(St1 + St2)(1 + St1)(1 + St2)
. (11.28)

Pour faire le calcul du taux de collision, Williams et Crane [150] utilisent les mêmes hy-
pothèses que celles formulées par Saffman et Turner [125] et Abrahamson [2]. Ainsi, J12t peut
être écrit sous la forme :

J12t =
√

8πn1n2

√

w2 (a1 + a2)
2 , (11.29)

où w2 est déterminée en utilisant la relation (11.28). Le modèle de Williams et Crane permet
de retrouver celui d’Abrahamson lorsque les gouttes sont grosses. Pour des petites particules,
√

w2 tend vers une expression similaire à celle proposée par Saffman et Turner [125] pour le
mécanisme de collision cinétique. Par contre, le mécanisme de collision par cisaillement local
est à prendre en compte ce qui n’est pas fait dans le travail de Williams et Crane. Un autre point
important à améliorer dans ce dernier modèle est la détermination des variances des vitesses des
particules qui est faite dans le cadre de la théorie de Tchen. Or, nous avons vu dans le chapitre
10 les limitations de ce modèle.

Les taux de collision présentés dans ce paragraphe n’ont pas une très grande universalité.
Pour les gouttes très petites, l’approche faite par Saffman et Turner [125] nous semble la plus
adéquate. Lorsque les inclusions commencent à avoir une dimension non-négligeable par rap-
port à l’échelle de Kolmogorov, le taux de collision doit approcher celui déterminé par Abra-
hamson [2]. Bien que le modèle de Williams et Crane [150] soit applicable à une large gamme
de rayon, il ne permet pas de prendre en compte le mode de collision par cisaillement. L’en-
semble de ces critiques nous a poussé à rechercher une nouvelle expression du taux de collision
faisant l’objet du prochain paragraphe.

11.2 Détermination du taux de collision

Le taux de collision peut être déterminé par utilisation du formalisme employé en théorie
cinétique des gaz. Ce type de voie a été exploré par Jenkins et Savage [74] entre autre dans
une étude portant sur les milieux granulaires. Considérons une particule 2 de rayon a2 et de
vitesse ~cp2 située en ~xp2 à l’instant t. Pour qu’une autre particule 1 de vitesse ~cp1 de rayon
a1 s’entrechoque avec la première durant un intervalle de temps dt, il est nécessaire que la
particule 1 se trouve dans un voisinage d~k de chaque direction ~k d’élément de volume égal à
(a1 +a2)

2 ~w ·~kd~kdt [74]. ~w est la vitesse relative entre les deux gouttes ~cp1−~cp2. ~k est le vecteur
unitaire défini par ~k = (~xp2 − ~xp1)/‖~xp2 − ~xp1‖ et d~k représente un élément d’angle solide
voisin de la direction ~k. Il est également nécessaire pour que la collision puisse se produire
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que ~w · ~k soit supérieur à zéro. Le nombre probable de collision par unité de temps pour un
voisinage d~k de la direction ~k et des voisinages d~cp1, d~cp2 des vitesses ~cp1 et ~cp2 est donné
par f (2)

p (~xp1,~cp1, ~xp2,~cp2, t)(a1 + a2)
2 ~w ·~kd~kd~cp1d~cp2 où f (2)

p (~xp1,~cp1, ~xp2,~cp2, t) est la fonction
de distribution de paire des particules. Ainsi, le taux de collision est déterminé par la relation
suivante :

J12t =
1

2
(a1 + a2)

2

∫ ∫ ∫

~w · ~kH(~w · ~k)f (2)
p (~xp1,~cp1, ~xp1 + (a1 + a2)~k,~cp2, t)d~kd~cp1d~cp2.

(11.30)
La fonction d’Heaviside, H , est introduite afin de ne prendre en compte que les vitesses conver-
gentes. Dans le cas isotrope, il est possible d’effectuer l’intégrale sur l’espace de vecteur ~k qui
dans le cas où on ne prend que les vitesses entrantes est égale à 2π (cf. [74]). Le taux de collision
devient alors

J12t = π (a1 + a2)
2

∫ ∫

‖~w‖f (2)
p (~xp1,~cp1, ~xp1 + (a1 + a2)~k,~cp2, t)d~cp1d~cp2. (11.31)

Cette forme est en fait très proche de celles utilisées par Saffman et Turner [125] et par Abra-
hamson [2] dans des formes simplifiées. La difficulté résiduelle dans cette dernière relation est
la connaissance de la fonction de distribution de paire.

L’hypothèse couramment utilisée consiste à supposer les particules statistiquement indé-
pendantes. La fonction de distribution de paire est alors tout simplement égale au produit des
fonctions de distribution de chaque particule. Mais comme le souligne Laviéville [88] à juste
titre, l’hypothèse d’indépendance statistique est mise en défaut lorsque la distance séparant les
gouttes est faible. En effet, ces dernières peuvent se trouver dans des structures tourbillonnaires
identiques. Il s’ensuit que les vitesses de ces inclusions sont corrélées. De plus, pour de fines
particules où l’inertie devient négligeable, la fonction de distribution de paire doit tendre vers
celle des vitesses du fluide. Or, cette dernière fait apparaître les fonctions de corrélation de
vitesses. Donc la détermination de la fonction f (2)

p requiert la plus grande attention. C’est sur
quoi nous allons insister maintenant. Une généralisation des résultats de Laviéville [88] va être
proposée. Elle intégre la possibilité d’avoir des particules de tailles différentes. Mais dans un
premier temps, examinons les formes des fonctions de distribution des vitesses du fluide et celle
des particules en un point.

11.2.1 Fonctions de distribution des vitesses du fluide

Dans le cadre de la turbulence homogène et isotrope, il est couramment admis que les vi-
tesses du fluide ont des statistiques gaussiennes. Ce point est discuté dans le livre de Batchelor
[8]. Ce dernier s’appuie sur l’utilisation du théorème de la limite centrée. A cet égard, la fonc-
tion de distribution de vitesse du fluide a la forme suivante :

f
(1)
f (~cf ) =

1
(

2πu2
)

3
2

e
−

~c2f

2u2 . (11.32)

Laviéville [88] par utilisation de simulations à grandes échelles trouve que les distributions
gaussiennes s’appliquent fort bien. Cependant, la turbulence ne peut pas être considérée comme
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un processus totalement gaussien. Le transfert d’énergie entre les différentes échelles ne peut
se faire qu’au travers de corrélation d’ordre trois. Or, dans le cas d’une statistique gaussienne,
l’ensemble des moments impairs est identiquement nul. En fait, Frisch [46] souligne que la
turbulence est fortement non-gaussienne à petite échelle. Ainsi, le fait d’utiliser une distribu-
tion gaussienne se justifie comme étant un état statistique de la turbulence mais à une échelle
suffisamment grande.

Laviéville [88] va d’ailleurs plus loin en proposant une expression de la fonction de distri-
bution de paire de vitesse de fluide prise en deux points de l’espace. Cette fonction est notée
f

(2)
f (~cf1,~cf2). Dans le cas d’une turbulence homogène cette dernière ne dépend que de ‖~r‖, dis-

tance entre les points où sont mesurées les vitesses, et de ~cf1 et ~cf2. f (2)
f (~cf1,~cf2) doit vérifier

les relations suivantes :
∫

f
(2)
f (~cf1,~cf2)d~cf1 = f

(1)
f (~cf2), (11.33a)

∫

f
(2)
f (~cf1,~cf2)d~cf2 = f

(1)
f (~cf1), (11.33b)

∫ ∫

cf1icf2if
(2)
f (~cf1,~cf2)d~cf1d~cf2 = u2REij(~r). (11.33c)

RE(~r) est le tenseur d’autocorrélation spatiale dont la forme est :

REij(~r) = f(r)
rirj

r2
+ g(r)(δij −

rirj

r2
), (11.34)

où les fonctions f(r) et g(r) ont déjà été rencontrées dans le chapitre 10.
La forme la plus simple permettant de vérifier les relations (11.32)-(11.34) est une fonction

binormale donnée ci-dessous :

f
(2)
f (~cf1,~cf2) =

1
(

2πu2
)3√

1− f 2(r) [1− g2(r)]
e
−
„

t~cf1·B·~cf1

2u2
+

t~cf2·B·~cf2

2u2
−

t~cf1·C·~cf2

u2

«

, (11.35)

où B et C sont à l’image de RE(~r) donnés par :

Bij(~r) =
1

1− f 2(r)

rirj

r2
+

1

1− g2(r)
(δij −

rirj

r2
), (11.36a)

Cij(~r) =
f(r)

1− f 2(r)

rirj

r2
+

g(r)

1− g2(r)
(δij −

rirj

r2
). (11.36b)

11.2.2 Fonctions de distribution des vitesses des particules

Commençons par étudier la forme de la fonction de distribution de vitesses f (1)
p (~cp, t).

L’équation régie par cette dernière est de type Fokker-Planck dans le cas de la turbulence ho-
mogène et isotrope. Cette équation a été obtenue par Derevich et Zaichik [39]. Ces derniers
utilisent l’hypothèse de variable gaussienne pour le champ de vitesse de la phase continue. Ils
font également appel aux notions de dérivée fonctionnelle et d’équation de Furutsu-Novikov1.

1Un annexe sur le formalisme de Furutsu-Novikov est donné dans le livre de Mc Comb [27]
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Après avoir intégré sur l’espace physique f (1)
p (~cp, t) est alors régie par

∂f
(1)
p

∂t
− 3f

(1)
p

τp
=
cpi

τp

∂f
(1)
p

∂cpi

+
u2

τp
fu(t)

∂2f
(1)
p

∂cpi∂cpi

. (11.37)

fu(t) est donnée par :

fu(t) =

∫ t

0

R̂(s)e
− s

τp ds, (11.38)

où R̂(s) est le coefficient d’autocorrélation temporelle de la turbulence vue par les particules.
Cette dernière quantité a été introduite dans la paragraphe 10.4 du précédent chapitre. Il est
facile de trouver une solution de l’équation régie par f (1)

p en utilisant les développements pro-
posée par Chandrasekhar [22]. Lorsque le temps t est plus grand que le temps de relaxation τp

la forme de f (1)
p est la suivante :

f (1)
p (~x,~cp, t) =

n(~x, t)
(

2πv2
p

)
3
2

e
− ~c2p

2v2
p . (11.39)

n(~x, t) est la concentration volumique en particules. La variance des vitesses des particules est
obtenue en utilisant les résultats énoncés §10.4, relation (10.86). La forme gaussienne de f (1)

p a
été trouvée par plusieurs auteurs. Citons entre autre les travaux très intéressants de Sainsaulieu
[126]. Il prouve l’existence d’une entropie liée à la phase dispersée. Le cas où la production
d’entropie est nulle lui permet de démontrer que la fonction de distribution de vitesse est gaus-
sienne. Par le fait, elle est liée à un état d’équilibre. Sous cette forme, nous retrouvons la fonction
de distribution utilisée par Abrahamson [2].

Simonin [130] dans le cadre de la modélisation d’écoulement dispersé introduit une fonction
de distribution mixte portant sur les vitesses des particules et du fluide vue par les inclusions
dans leur mouvement. Cette fonction est notée f (2)

fp (~x,~cf ,~cp, t). Elle est reliée à f (1)
p d’une façon

conditionnelle [130], [88] :

f
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t) = f (1)

p (~x,~cp, t)f
(1)
f (~x,~cf , t|~cp). (11.40)

f
(1)
f (~x,~cf , t|~cp) est la fonction de distribution de vitesse vue par les particules conditionnée par

la vitesse ~cp.
Simonin [130] et Laviéville [88] dérivent une équation pour f (2)

fp nécessaire à la procédure
de fermeture des équations de bilans portant sur la phase dispersée. Dans le cas de la turbulence
homogène et isotrope, ces deux derniers auteurs donnent une forme présumée maxwellienne à
f

(2)
fp . Ils se reposent sur le fait que f (2)

fp doit vérifier les égalités suivantes :
∫ ∫

f
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t)d~cfd~cp = n(~x, t), (11.41a)

∫ ∫

cpicpjf
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t)d~cfd~cp = n(~x, t)v2

pδij, (11.41b)
∫ ∫

cficpjf
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t)d~cfd~cp = n(~x, t)ûvpδij, (11.41c)

∫ ∫

cficfjf
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t)d~cfd~cp = n(~x, t)u2δij. (11.41d)
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Les quantités v2
p et ûvp sont données par les relations (10.86) et (10.87a). Ainsi, f (2)

fp est égale
à :

f
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t) =

n(~x, t)

(2π)3
(

v2
p u

2
)

3
2

e
−
 

Bf

~c2f

2u2
+Bp

~c2p

2v2
p

−Bfp

~cf ·~cp√
u2 v2

p

!

. (11.42)

Les coefficients Bf , Bp et Bfp sont donnés par

Bf =
1

1− ζ2
fp

, (11.43a)

Bp =
1

1− ζ2
fp

, (11.43b)

Bfp =
ζ2
fp

1− ζ2
fp

, (11.43c)

où ζ2
fp vaut

ζ2
fp =

(

ûvp

)2

u2 v2
p

=
1

1 + τp

T̂

. (11.44)

La dernière égalité de (11.44) a été obtenue en utilisant les équations (10.86) et (10.87a) données
dans le paragraphe 10.4. L’intégration sur l’espace des vitesses du fluide de (11.42) permet de
retrouver la fonction de distribution des vitesses des particules, équation (11.39). Il est possible
de définir une fonction de distribution liée au fluide conditionnée par la présence d’une particule
en un point ~x sous la forme :

f
(1)
f |p(~x,~cf , t) =

1

n(~x, t)

∫

f
(2)
fp (~x,~cf ,~cp, t)d~cp. (11.45)

A l’aide de la forme particulière de f (2)
fp , (11.42), la fonction f (1)

f |p est identique à celle de f (1)
f

donnée par la relation (11.32). Cependant ce résultat n’est pas général. Il s’applique dans le cas
de la turbulence homogène et isotrope.

Pour obtenir une forme de la fonction de distribution de paire des vitesses des particules, il
est possible de procéder de la même façon. Dans un premier temps, nous devons introduire une
fonction de distribution portant sur les vitesses des particules et du fluide en deux points notée
f

(4)
fp . Cette dernière nous permet de déterminer f (2)

p par intégration sur les espaces des vitesses
du fluide :

f (2)
p (~xp1,~cp1, ~xp2,~cp2, t) =

∫ ∫

f
(4)
fp (~xp1,~cf1,~cp1, ~xp2,~cf2,~cp2)d~cf1d~cf2. (11.46)

f
(4)
fp est déterminée en utilisant la notion de probabilité conditionnelle sous la forme :

f
(4)
fp (~xp1,~cf1,~cp1, ~xp2,~cf2,~cp2) = f

(2)
f (~xp1,~cf1, ~xp2,~cf2)f

(1)
p (~xp1,~cp1|~cf1)f

(1)
p (~xp2,~cp2|~cf2).

(11.47)
Par suite, les fonctions conditionnées par la vitesse du fluide sont déterminées à l’aide de :

f (1)
p (~x,~cp|~cf) =

f
(2)
fp (~x,~cp,~cf)

f
(1)
f (~x,~cf)

. (11.48)
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Ainsi, f (4)
fp est donnée par :

f
(4)
fp (~xp1,~cf1,~cp1, ~xp2,~cf2,~cp2) = f

(2)
f (~xp1,~cf1, ~xp2,~cf2)

f
(2)
fp (~xp1,~cp1,~cf1)

f
(1)
f (~xp1,~cf1)

f
(2)
fp (~xp2,~cp2,~cf2)

f
(1)
f (~xp2,~cf2)

.

(11.49)
Dans le cas de la turbulence homogène et isotrope, f (4)

fp peut être déterminée par l’utilisation
des relations (11.35), (11.42) et de (11.32). Ensuite, l’intégration de f (4)

fp permet d’obtenir f (2)
p .

Dans la mesure où l’on considère des particules de tailles différentes, il convient de faire at-
tention à bien prendre des temps de relaxation dynamique propre à chaque particule. Il en est
de même concernant les grandeurs liées à la turbulence vue par les particules. La relation que
nous donnons ici permet de généraliser celle proposée par Laviéville [88] déterminée dans le
cas monodisperse. Les détails des intégrations sur les espaces des vitesses du fluides ne sont pas
précisés. Elles ne présentent aucune difficulté majeure. Ainsi, f (2)

p est égale à :

f (2)
p = A(a1, a2, r)e

−

2

4

t~cp1·Bp1·~cp1

2v2
p1

+
t~cp2·Bp2·~cp2

2v2
p2

−
t~cp1·Bp1p2 ·~cp2

r

v2
p1

v2
p2

3

5

. (11.50)

Avec :

A(a1, a2, r) =
n1n2

√

(

2πv2
p12πv

2
p2

)3
[

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2f

2(r)
] [

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2g

2(r)
]

, (11.51a)

Bpαij =
1

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2f

2(r)

rirj

r2
+

1

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2g

2(r)

(

δij −
rirj

r2

)

, (11.51b)

Bp1p2ij = ζfp1ζfp2

[

f(r)

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2f

2(r)

rirj

r2
+

g(r)

1− ζ2
fp1ζ

2
fp2g

2(r)

(

δij −
rirj

r2

)

]

. (11.51c)

Cette forme permet de voir l’existence de corrélation entre les vitesses des particules via les
fonctions f(r) et g(r). Lorsque la distance entre les particules est importante, l’indépendance
statistique est retrouvée car f(r) et g(r) tendent vers zéro. Dans le cas où l’inertie des particules
est très faibles f (2)

p tend vers la fonction de distribution de paire des vitesses des fluides.
L’obtention de f (2)

p a été possible en utilisant les notions de probabilité conditionnée. Mais
les formes utilisées ne sont pas uniques. Une autre manière serait d’utiliser l’équation régie par
f

(2)
p . Malheureusement, bien que cette équation soit relativement facile à trouver elle n’en reste

pas moins difficile à résoudre. Donc, l’équation (11.50) va nous permettent de déterminer le
taux de collision.

11.2.3 Taux de collision en absence de force de gravité

L’ensemble des précédentes considérations permet de calculer le taux de collision donné
par l’équation (11.31). Pour faire le calcul des intégrales, nous effectuons un changement de
variables en introduisant une vitesse moyenne et la vitesse relative. Ensuite, l’intégration sur
la vitesse moyenne est immédiate. Pour faire le calcul sur la vitesse relative un passage en
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coordonnées sphériques facilite l’intégration. Le taux de collision est alors égal à

J12t =
√

2π (a1 + a2)
2

√

v2
p1 + v2

p2 − 2

√

v2
p1 v

2
p2ζfp1ζfp2f(a1 + a2)



1 +
v2

p1 + v2
p2 − 2

√

v2
p1 v

2
p2ζfp1ζfp2g(a1 + a2)

v2
p1 + v2

p2 − 2
√

v2
p1 v

2
p2ζfp1ζfp2f(a1 + a2)

arctanC

C



n1n2, (11.52)

où C est donnée par

C =

√

√

√

√

√

2ζfp1ζfp2

√

v2
p1 v

2
p2[f(a1 + a2)− g(a1 + a2)]

v2
p1 + v2

p2 − 2ζfp1ζfp2

√

v2
p1 v

2
p2f(a1 + a2)

. (11.53)

Dans le cas où f(r) et g(r) sont supposées pratiquement identiques, le terme entre crochet
de (11.52) tend vers la valeur 2. Dans ce cas de figure, nous retrouvons le résultat donné par
Laviéville [88] généralisé ici à des particules de tailles différentes. Mais cette simplification
n’est pas précisée dans [88]. Il est intéressant de voir dans quelle mesure cette hypothèse peut
être faite. Tout d’abord précisons les relations donnant f(r) et g(r). Il a été vu dans le §10.4
que la forme exponentielle est couramment utilisée. Par contre lorsque r est petit, f(r) et g(r)
doivent être des fonctions paires. Elles sont généralement définies à l’aide de l’échelle de Taylor
sous la forme :

f(r) = 1− r2

2λ2
T

, (11.54a)

g(r) = 1− r2

λ2
T

. (11.54b)

λT a été indiquée dans le §10.3, relation (10.66). Dans la mesure où les particules ont des
dimensions plus faibles que l’échelle de Taylor, l’approximation consistant à considérer f(r) ≈
g(r) est assez bien vérifiée. Les problèmes peuvent survenir lorsque la turbulence devient très
forte et que les particules sont grosses. Cependant dans le cadre d’applications à la turbulence
atmosphérique, les taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente ne sont pas trop élevés.
Nous avons cherché à calculer le coefficient entre crochet de (11.52). Même dans le cas extrême
d’application au nuage de type cumulus où le taux de dissipation de l’énergie turbulente ε est
de l’ordre 0, 1 m2/s3, ce coefficient est pratiquement égal à 2 et ce pour une gamme de rayon
allant de 1 à 100 µm. Les ζpα sont calculés à l’aide de la deuxième égalité de (11.44).

L’expression de J12t peut être simplifiée sous la forme :

J12t =
√

8π (a1 + a2)
2

√

v2
p1 + v2

p2 − 2

√

v2
p1 v

2
p2ζfp1ζfp2f(a1 + a2)n1n2. (11.55)

Il est possible de contrôler le bon comportement de cette dernière relation. Dans le cas où les
particules sont très petites, la relation de f(r), (11.54ba) peut être utilisée. Les variances des
vitesses des particules tendent vers celle du fluide. De plus, les fonctions ζfp1 et ζfp2 approchent
la valeur unité. En utilisant l’expression de l’échelle de Taylor, le taux de collision devient iden-
tique à celui déterminée par Saffman et Turner [125]. Dans le cas opposé de grosses particules
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FIG. 11.2 – Fréquence de collision en fonction du nombre de Stokes basé sur l’échelle de
Kolmogorov.

ou de forte turbulence, l’expression (11.55) tend vers celle déterminée par Abrahamson [2],
relation (11.29).

Récemment, Sundaram et Collins [137] ont déterminé les fréquences de collision pour des
particules de même taille par une simulation directe de la turbulence. Les caractéristiques de
leur turbulence sont :

√

u2 = 0, 8512 m/s, (11.56a)
ε = 0, 2145 m2/s3. (11.56b)

Leur viscosité cinématique est de 0, 0126 m2/s. Leur fraction volumique en particule est de
4, 19× 10−3. A l’aide de ces données, il est possible de comparer les fréquences obtenues par
utilisation de (11.55) et celle déterminée numériquement. La comparaison est présentée sur la
figure 11.2. Cette dernière donne la fréquence de collision en fonction du nombre de Stokes basé
sur l’échelle de Kolmogorov. Notre modèle surestime les fréquences de collision. Cependant,
les résultats corroborent ceux de Sundaram et Colins [137] ce qui est fort encourageant.

11.2.4 Taux de collision en présence de force de gravité

Comme il sera présenté dans les applications à la formation des nuages, les taux de collision
sont généralement pris comme étant ceux obtenus pour des particules qui sédimentent dans un
fluide au repos. Mais, la turbulence peut avoir son importance. Abrahamson [2] a déterminé le
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taux de collision pour des particules soumises au champ de pesanteur toujours dans le cadre de
l’hypothèse d’indépendance statistique entre les gouttes. Dans cette section, une généralisation
de ce travail est proposée. Cependant, il convient de faire attention. Comme nous l’avons mon-
tré à la fin du chapitre 10, l’introduction des forces de gravité entraîne une différence entre les
variances des vitesses des particules selon qu’elles sont déterminées suivant une direction coli-
néaire au champ de pesanteur ou pas. Dans le cas où le taux de dissipation d’énergie turbulente
est faible, le rapport v2

px/v
2
pz où le champ de pesanteur est suivant la direction z reste faible.

Avec ε = 10−3 m2/s3 (taux de dissipation caractéristique des nuages de type stratocumulus) et
√

u2 = 0, 5 m/s, on trouve pour des gouttes de 200 µm de diamètre un rapport v2
px/v

2
pz égale

à 0, 9994. Avec,
√

u2 = 1 m/s, il est de 0, 99993. Lorsque ε est égal à 0, 1 m2/s3, le rapport
v2

px/v
2
pz a une valeur de 0, 9932 avec

√

u2 = 0, 5 m/s. Par contre, avec
√

u2 = 1 m/s, on
obtient 0, 9491.

Nous pouvons constater que plus le taux de dissipation est élevé plus la différence entre
les variances est grande. Le fait de prendre des variances différentes rend le calcul du taux de
collision pratiquement impossible. Donc, nous supposerons que les variances des vitesses des
particules restent identiques par la suite. Nos résultats alors ne peuvent s’appliquer que dans
le cas où les taux de dissipation de l’énergie turbulente restent faibles. Les résultats établis par
Abrahamson [2] peuvent être remis en cause. En effet, ce dernier s’intéresse à des applications
où la turbulence est très forte. Il indique des valeurs de ε de l’ordre de 200 − 5000 m2/s3

caractéristiques de ce que l’on trouve dans des écoulements en conduite. Or, il semble ignorer
que les variances des particules peuvent être différentes en présence d’un champ de pesanteur
puisque ce point n’est pas discuté dans son article. Néanmoins, les effets de la gravité sur la
variation des variances n’étaient pas très connus au moment de la publication d’Abrahamson.

Dans ce cadre, la forme de la fonction de distribution de paire des vitesses des particules
doit être modifiée par un changement de repère. f (2)

p a une forme similaire à celle que l’on a
proposée précédemment mais en se plaçant dans un repère se déplaçant avec les vitesses de
sédimentation des particules. Ainsi, f (2)

p est donnée par la relation (11.50) mais en changeant
les composantes des vitesses de la façon suivante :

c̃p1i = cp1i − δi3vp1s, (11.57a)
c̃p2i = cp2i − δi3vp2s. (11.57b)

Le calcul des intégrales est effectué de la même façon que dans le cas où les forces de
pesanteur ne sont pas prises en compte. Il demande un peu plus de travail. Il fait apparaître des
intégrales du type

∫∞
0
x2e−(ax2+2bx)dx. Ces dernières peuvent être déterminées en utilisant les

résultats présents dans le livre de Gradshteyn et Ryzhik [51]. Ces intégrales donnent des termes
où la fonction erreur est présente. Le taux de collision est égal alors à

J12t = (a1 + a2)
2







√
2π
√

w2
p1p2e

−(vp2s−vp1s)
2

2w2
p1p2 +

π
w2

p1p2 + (vp2s − vp1s)
2

vp2s − vp1s

erf





vp2s − vp1s
√

2w2
p1p2











n1n2, (11.58)
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où w2
p1p2 est égale à

w2
p1p2 = v2

p1 + v2
p2 − 2

√

v2
p1 v

2
p2ζfp1ζfp2f (a1 + a2) . (11.59)

Dans le cas où la turbulence devient négligeable cette dernière relation tend vers le taux de
collision pour des particules sédimentant donnée dans §6.1. D’un autre côté, lorsque les vitesses
de sédimentation deviennent très faibles, la taux de collision déterminé par relation ci-dessus
tend vers celle donnée par l’équation (11.55). Lorsque les corrélations entre les vitesses sont
négligées, la relation (11.58) a une forme similaire à celle déterminée par Abrahamson [2].
Bien qu’il semble qu’une erreur se soit glissée dans l’expression de ce dernier.

Ces taux de collision seront utilisés dans le cadre d’application à la formation de la bruine.
Ces déterminations ont été rendues possible dans la mesure où une forme de la fonction de
distribution de paire des vitesses des gouttes est donnée. Les expressions (11.55) et (11.58)
peuvent être utilisées pour une large gamme de taille de particules. Dans l’ensemble de cette
étude, les interactions hydrodynamiques entre les gouttes sont totalement négligées. L’impact de
ces dernières dans les taux de collision en écoulements turbulents est assez difficile à mesurer.
Leur introduction dans un modèle théorique semblent hors atteinte actuellement.

11.3 Détermination des taux de collision par simulation di-
recte

Ce paragraphe a pour objet la présentation des méthodes et algorithmes utilisés dans la
simulation des collisions de particules. Bien que le domaine d’application concerne les gouttes,
seule la collision est prise en compte. Le choc entre deux particules ne s’accompagne pas de
coalescence. De plus, nous nous limitons au cas monodisperse. Il ne s’agit ici qu’un travail
préliminaire.

Suite aux dernières remarques formulées dans le précédent paragraphe, il est fondamental de
savoir si les interactions hydrodynamiques peuvent avoir de l’influence sur les taux de collision
en écoulements turbulents. Ces effets peuvent être recherchés en essayant de déterminer les taux
de collision numériquement. L’utilisation des forces d’interaction hydrodynamique calculées
dans le chapitre 3 peut se faire. L’introduction de cet effet n’a jamais été fait à l’heure actuelle.
Les taux de collision sont classiquement déterminé numériquement en considérant les particules
comme étant totalement indépendantes les unes des autres. Les collisions sont détectées lorsque
la distance entre les particules devient inférieure à la somme des rayons ou va le devenir durant
un intervalle de temps déterminé. Ainsi, même dans les plus brefs instants avant la collision,
les particules se comportent comme des inclusions seules dans un milieu fluide. Ce type de
simulation a été faite par Sundaram et Collins [137] et encore plus récemment par Wang et al.
[147].

Néanmoins, l’introduction des interactions hydrodynamiques n’est pas chose facile. En ef-
fet, dans quelle mesure des forces déterminées pour des écoulements linéaires peuvent-elles
être utilisées dans ce nouveau contexte ? Ce problème reste ouvert actuellement. Cependant,
les effets des interactions hydrodynamiques ont déjà été testés pour des particules solides par
Chauvin [25]. Dans ce travail, il est fait usage des expressions données par Jeffrey et Onishi
[73]. Chauvin [25] montre que les interactions hydrodynamiques ont une influence dans le cas
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où les taux de dissipation de la turbulence est faible. Les effets se manifestent sur les variances
des vitesses des particules.

L’écoulement de la phase continue est turbulent homogène et isotrope. Ce dernier est obtenu
par un code simulation directe de la turbulence fourni par le département d’aérodynamique de
l’ONERA sous le nom de «Pégase». La résolution des équations de Navier-Stokes est réalisée
par un schéma hermitien d’ordre 6 en espace [89]. L’avancement en temps est effectué par une
méthode de Runge-Kutta d’ordre 3. Cette partie du code n’est pas présentée ici.

Concernant les particules, il est nécessaire de repérer celles qui peuvent subir des chocs ou
être en interaction hydrodynamique. Le repérage est le point essentiel de ce type de simulation.
Après cette étape qui a lieu à chaque pas de temps, il est nécessaire de résoudre les équations
du mouvement des particules. Parmi cet ensemble, certaines sont supposées interagir avec au-
cune autre. Elles sont alors traitées comme indépendantes. La résolution de leurs équations de
mouvement est obtenue par une méthode Runge-Kutta modifiée afin de tenir compte des temps
de relaxation dynamiques petits. Concernant les particules en interaction, la détermination des
positions et des vitesses est faite par couples. La méthode de calcul utilisée est celle employée
pour le calcul des taux de collision en écoulements linéaires, §6, dont les principes sont donnés
dans l’annexe E.

Le système diphasique est défini par la fraction volumique globale, α, par la taille des parti-
cules, a et par le nombre de particules, Np. Si la dimension du domaine de simulation est notée
Lb, le rapport a/Lb est donné par la relation suivante :

a

Lb

= 3

√

3α

4πNp

. (11.60)

Dans la suite de cette présentation, les équations régies par les particules sont rappelées. On
insiste dans cette section à déterminer les critères à partir desquelles les particules peuvent être
considérées comme interagissantes entre elles. Ensuite, la méthode de repérage des particules
proches est présentée. Le §11.3.3 est consacré à la présentation des méthodes d’intégration des
équations régies par les particules libres et en interaction.

11.3.1 Equations régies par les particules

Dans un premier temps, examinons le cas d’une particule seule. Dans ce calcul, seule la
force de trainée est prise en compte. L’équation de la dynamique appliquée à une particule est
rappelée ci-dessous :

d~vp(t)

dt
= −~vp(t)− ~u[~xp(t), t]

τp
, (11.61)

où τp est le temps de relaxation dynamique de la particule donné par :

τp =
2ρ′a2

9ρνfd(Rep)
. (11.62)

Rep est le nombre de Reynolds

Rep =
2a‖~u[~xp(t), t]− ~vp(t)‖

ν
, (11.63)
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et fd(Rep) est la fonction dépendant de Rep intervenant dans le coefficient de traînée sous la
forme :

Cd =
24

Rep

fd(Rep). (11.64)

De nombreuses expressions existent pour fd(Rep). Boothroyd [18] donne plusieurs expressions
du coefficient de traîtée obtenues par diverses sources. Deutsch [40] et Laviéville [88] utilisent
dans leur simulations pour fd(Rep) la relation :

fd(Rep) = 1 + 0, 15R0,687
ep . (11.65)

Pinsky et Khain [109] utilisent

fd(Rep) = 1 + 0, 17R0,632
ep + 10−6R2,25

ep . (11.66)

Dans un premier temps, nous avons fait usage de la première de ces deux dernières relations.
Dans le cas de deux particules en interaction, les difficultés théoriques sont plus grandes. Il

n’existe pas d’expressions de forces d’interactions hydrodynamiques dans le cas d’écoulement
turbulent. Les seules relations valides sont déterminées pour des écoulements linéaires et ont fait
l’objet du premier chapitre. L’influence de forces d’interaction hydrodynamique en écoulement
turbulent a rarement été étudiée. Récemment, Koziol et Leighton [84] ont tenu compte des
interactions afin de voir l’influence de la turbulence sur la détermination du taux de collision de
particules solides sédimentant. L’utilisation de telles expressions est conditionnée par certaines
hypothèses. Ainsi, il faut que localement l’écoulement soit pratiquement laminaire. Il est donc
nécessaire que la distance entre les gouttes soit faible par rapport à la micro-échelle de Taylor,
relation (10.66). Les interactions hydrodynamiques doivent donc apparaître pour des distances
plus faibles que λT . Les simulations de trajectoires relatives entre deux gouttes plongées dans
un écoulement de cisaillement simple montrent que la zone d’influence est de l’ordre de 2 à 4
fois le diamètre des gouttes [106]. Ces simulations ont été effectuées en utilisant les équations
(6.100d) définies dans le §6.5. Initialement, les gouttes sont prises loin l’une de l’autre et leurs
vitesses sont identiques à celles du fluide. Cette zone d’influence est déterminée comme étant
la distance à partir de laquelle les interactions commencent à être importantes. Cette dernière
dépend de l’inertie des particules. Sur la figure 11.3, les trajectoires relatives de deux gouttes
de même taille sont données pour diverses valeurs du nombre de Stokes défini de la même
façon que dans le §6.5, relation (6.101a). L’augmentation du nombre de Stokes entraîne une
diminution de la zone d’influence.

Par contre, cette région évolue également en fonction de la position relative des gouttes.
Comme il est possible de le constater sur la figure 11.4, lorsque les particules sont prises ini-
tialement sur le même axe, la zone d’influence est augmentée. La dimension de cette dernière
peut être prise égale à 10 fois le diamètre des gouttes.

A cet égard, il est possible d’admettre que les particules commencent à avoir une influence
hydrodynamique pour une distance de l’ordre de 10 fois leur diamètre. Pour pouvoir utiliser
les expressions des forces (cf. chapitre 3), il faut que que la distance entre les particules reste
inférieure à l’échelle de Taylor. Il est alors possible d’estimer dans ce cas le tenseur des taux de
déformation. La condition nécessaire à remplir est la suivante :

a ≤ λT

20
. (11.67)
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Cette condition n’est pas si contraignante. Elle l’est beaucoup moins que celle imposant
une taille de particule plus petite que la micro-échelle de Kolmogorov. Ainsi, dans le calcul, un
couple de particules est supposé en interaction lorsque leur distance est inférieure à 10 fois leur
diamètre.

Les équations de la dynamique pour les deux particules en interactions peuvent être écrites
sous une forme similaire à l’équation (11.61) :

d~vp1(t)

dt
= − 1

τp1
{A11 · [~vp1(t)− ~u(~xp1(t), t)] + A12 · [~vp2(t)− ~u(~xp2(t), t)]

+aG1 : E∞} , (11.68a)
d~vp2(t)

dt
= − 1

τp2

{A21 · [~vp1(t)− ~u(~xp1(t), t)] + A22 · [~vp2(t)− ~u(~xp2(t), t)]

+aG2 : E∞} . (11.68b)

Dans le cas où les nombres de Reynolds ne sont plus petits devant 1, Chauvin [25] utilise pour
les temps de relaxation dynamique τp1 et τp2 des expressions similaires à la relation (11.62).

Les équations de quantité de mouvement (11.61) et (11.68b) vont nous servir à déterminer
les positions des particules. Mais au préalable, il faut être en mesure de connaître les particules
en interactions et celles qui ne le sont pas. La méthode de ce repérage est présentée dans le
prochain paragraphe.

11.3.2 Repérage des particules en interactions

Le repérage des positions des particules les unes par rapport aux autres sert à connaître les
couples de gouttes en interactions et également celles qui subissent des chocs. Deux particules
sont supposées en interaction lorsque leur distance les séparrant est inférieur à un seuil fixé au
préalable. Ce dernier a été fixé à 20 fois le rayon des particules, rmax = 20a.

Chercher à savoir les distances entre toutes les particules se trouvant dans le domaine de
simulation est chose difficile. Il serait nécessaire de faireNp(Np−1)/2 tests qui avec plus de 104

gouttes prendrait un temps trop important. D’autres types d’algorithme permettant de gagner du
temps CPU doivent être utilisés. Le repérage des particules est fait en utilisant la méthode
proposée par Sundaram et Collins [136]. Le domaine de calcul est décomposé en cellules. La
détermination des plus proches voisins se trouvant dans une cellule donnée est alors limitée à
une recherche sur l’ensemble des cellules voisines. En prenant en moyenne 1 particule par boite,
le nombre de cellules par direction d’espace est donné par :

Nc = Entier
{

3
√

Np

}

. (11.69)

Chaque cellule est repérée par trois indices i ,j et k. Ces derniers varient de 1 à Nc modulo
Nc + 1. Ces cellules sont représentées sur la figure 11.5.

Dans chaque cellule, il est nécessaire de connaître à chaque instant le nombre de particules
s’y trouvant. Nous devons alors définir un tableau à trois indices, numpart(i, j, k), donnant ce
nombre. Ce type d’approche entraîne que les particules ne sont plus indiscernables. Elles sont
donc référencées par un indice variant de 1 à Np. Dans chaque cellule, les indices des particules
devront également être sauvegardés. Il est fait usage dans les programmes d’un tableau à 4
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dimensions, noté parbox(i, j, k, l), où les trois premiers indices repèrent la cellule et varient de 1
à Nc et le dernier donne le numéro de la particule évoluant de 1 à numpart(i, j, k). Le repérage
des indices des cellules pour une position quelconque d’une particule p donnée est obtenu très
facilement. Si xp(p), yp(p) et zp(p) sont les composantes de la position de la particule p, les
indices de la cellule dans laquelle se trouve p sont :

i = Entier{xp(p)

Lb
×Nc}+ 1,

j = Entier{ yp(p)
Lb
×Nc}+ 1,

k = Entier{ zp(p)
Lb
×Nc}+ 1.

(11.70)

La connaissance des tableaux numpart et parbox est primordiale pour la détermination des
particules en interactions hydrodynamiques ou non. Après chaque nouveau pas de temps, ces
tableaux devront être mis à jour afin de tenir compte des nouvelles positions des particules.

Lors de la recherche des plus proches voisins, il faut tester les cellules d’indices i − 1 à
i + 1, j − 1 à j + 1 et k − 1 à k + 1. Lorsque les frontières du domaine sont atteintes, i.e.
i = 1 ou i = Nc, les indices i − 1 dans le cas où i = 1 ou i + 1 dans le cas où i = Nc ne
sont a priori pas connus. A l’aide des conditions de périodicité, il est nécessaire dans le cas où
i = 1 par exemple que l’indice de i − 1 corresponde à la cellule d’indice Nc. Ces remarques
sont identiques pour les indices j et k. Ainsi, il est possible de créer une fonction numérique
qui nous permette d’assurer ces propriétés de périodicité. Cette fonction appelé indice(i, Nc) à
deux arguments est définie par la relation :

indice(i, Nc) = mod(i, Nc + 1) + i/(Nc + 1) +Nc [1−H(i)] , (11.71)

où / désigne la division entière. H(i) est la fonction d’Heaviside donnée par :
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si i ≤ 0 alors
H(i) = 0, (11.72a)

sinon
H(i) = 1. (11.72b)

Il est facile de vérifier que si i = 0 la fonction indice donne bien Nc. Dans le cas où i = Nc +1,
indice faut 1. L’appel de cette fonction à chaque fois qu’il est nécessaire entraîne un temps
de calcul élevé. Dans un but d’optimiser les temps d’exécution, il est préférable de créer un
tableau variant de 0 à Nc + 1 nous donnant l’indice d’une cellule et respectant les conditions de
périodicité.

Le nombre de particules est en moyenne égal à 1. Ce qui permet de déterminer la taille
relative des cellules, lc. Le rapport lc/Lb est :

lc
Lb

=
3

√

4π

3α

a

Lb

. (11.73)

Dans le cas d’une concentration volumique de l’ordre de 10−6, lc est plus de 161 fois plus grand
que a. De ce fait, la recherche des plus proches voisins d’une particule se trouvant dans une
cellule d’indices i, j et k peut être limité à celles entourant cette cellule. Ce qui entraîne que les
tests se font sur 27 cellules comme il est représenté sur la figure 11.5.

Le repérage consiste donc à dresser les listes des particules qui sont en interaction et donc
susceptibles de subir des chocs et celles qui sont isolées. Ainsi, le nombre de couples de
gouttes en interaction, noté nbcouple, et la liste des particules, parinter(i, j) sont déterminés
où ici i varie de 1 à 2 et j de 1 à nbcouple. Le nombre des particules non sujet aux interac-
tions est noté nbnoninter. Les indices de ces gouttes sont sauvegardés dans un tableau appelé
parnoninter(i) avec i compris entre 1 et nbnoninter.

Jusqu’à ce point, seuls les aspects spatiaux ont été envisagés. Il est également possible de
prendre en compte des effets cinématiques. En effet, si deux particules ont des vitesses les
faisant converger l’une vers l’autre elles peuvent rentrer en interaction. Pour deux particules
d’indices p1 et p2, la distance, notée rp1p2, qui est comparée à rmax est déterminée de la façon
suivante :
si [~xp1(t)− ~xp2(t)] · [~vp1(t)− ~vp2(t)] < 0 alors :

rp1p2 = ‖~xp1 − ~xp2 + ∆t (~vp1 − ~vp2) ‖, (11.74a)

sinon
rp1p2 = ‖~xp1 − ~xp2‖. (11.74b)

∆t est le pas de temps utilisé dans les simulations.
L’utilisation de la distance rmax relativement grande par rapport à a entraîne l’apparition

d’une nouvelle difficulté. Cette dernière réside dans le fait qu’il est possible d’avoir plus de
deux particules dans cette sphère d’influence. Il est nécessaire de considérer que seules les deux
particules les plus proches sont en interaction. La troisième est considérée comme indépendante.

Ainsi, la procédure de repérage s’effectue de la façon suivante. Pour l’ensemble des cellules
et pour l’ensemble des particules d’indice p se trouvant dans une cellule i, j et k, on cherche
à savoir s’il n’y a pas de particules dans la sphère d’influence de la particule p. Ce test est fait
sur toutes les cellules voisines. Quand deux particules ont été repérées, il est nécessaire de voir
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si l’une ou l’autre ou les deux n’ont pas déjà été sélectionnées comme particules en interaction.
Si aucune des particules n’a été rencontrée auparavant leur indices respectifs sont sauvegardés
dans le tableau parinter et nbcouple est incrémenté d’une unité. Si les deux particules ont déjà
été vues, il n’y a rien à faire. Dans le cas où l’une ou l’autre a été rencontrée au préalable, trois
particules se trouvent dans la sphère d’influence. A ce stade, les distances deux à deux sont
déterminées, les particules pour lesquelles la distance est plus faible sont supposées en inter-
action. La dernière est considérée comme seule. Lorsque tous les couples ont été déterminés,
les indices des particules restantes sont sauvegardés dans le tableau parnoninter. Il convient
également de calculer le nombre de particules ne se trouvant pas en interaction, nbnoninter.

11.3.3 Intégration des équations du mouvement des particules

La nécessité de connaître la valeur de la vitesse de la phase continue au centre d’une parti-
cule oblige à faire une interpolation. Comme il est souligné dans la thèse de Deutsch [40], cette
interpolation doit être faite avec soin afin d’éviter un filtrage du champ de vitesse. Elle doit
avoir une bonne précision. Il est fait usage ici d’une interpolation par spline cubique d’ordre
trois. Elle est présentée dans l’annexe F.

Cas des particules isolées

Les équations à intégrer dans le cas de particules supposées n’interagir avec aucune autre
sont les suivantes :

d~xp(t)

dt
= ~vp(t), (11.75a)

d~vp(t)

dt
= −~vp(t)− u [~xp(t), t]

τp
. (11.75b)

Elles doivent être adimensionnées de façon à être en harmonie avec la méthode numérique
employée pour la résolution des équations de Navier-Stokes. A cet égard, les grandeurs de
références sont prises identiques. Les vitesses sont adimensionnées par une vitesse de référence
notée U0. Pour les longueurs, L0 est utilisée. Cette dernière est définie de façon à avoir une
dimension du domaine de simulation adimensionnée égale à 2π. Dans la suite, les quantités
adimensionnées sont notées de la même façon que les grandeurs dimensionnées. Les équations
de mouvement deviennent :

d~xp(t)

dt
= ~vp(t), (11.76a)

d~vp(t)

dt
= −~vp(t)− u [~xp(t), t]

Stp

, (11.76b)

où Stp est le nombre de Stokes défini par la relation :

Stp =
τpU0

L0
. (11.77)

Il a été vu dans le §11.3.1 que le nombre de Stokes dépend du nombre de Reynolds des parti-
cules. Ce dernier peut être écrit en fonction du nombre de Reynolds utilisée pour la simulation
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de l’écoulement turbulent, Re0, sous la forme :

Rep = 2
a

L0

‖~vp − ~u‖Re0. (11.78)

Le nombre de Stokes est également déterminé en fonction de Re0 :

Stp =
2ρ′

9ρfd(Rep)

(

a

L0

)2

Re0. (11.79)

L’intégration de (11.76b) peut être fait à l’aide d’une méthode classique de Runge-Kutta.
Malheurement dans le cas où les particules sont de petite taille, le nombre de Stokes devient
très faible. Il s’ensuit que l’équation sur la vitesse présente un caractère raide. Pour faire face à
ce problème, une méthode de Runge-Kutta modifiée présentée dans la thèse de Deutsch [40] est
utilisée. Elle est résumée ci-dessous pour une seule composante. Elle est précise à l’ordre 2. tn
représente le temps à la nième itération. ∆t est le pas de temps. La détermination de la vitesse,
suivant x par exemple, au temps n + 1 est donnée par :

vpx(tn+1) = vpx(tn) +
1

2
(kv

1x + kv
2x) , (11.80)

où les incréments kv
1x et kv

2x sont déterminés par les relations suivantes :

kv
1x = {vpx(tn)− ux [~xp (tn) , tn]}

(

e
− ∆t

Stp − 1
)

, (11.81a)

kv
2x =

{

vpx(tn)− ux

[

~xp (tn) + ~kx
1 , tn+1

]}(

e
− ∆t

Stp − 1
)

. (11.81b)

~kx
1 représente l’incrément utilisé pour le vecteur position. Il est déterminé par une méthode

de Runge-Kutta classique. La relation sur kv
2x nécessite la connaissance du champ de vitesse

de la phase continue à l’instant tn+1. Dans un premier temps, le calcul de ~u en tn+1 pour la
détermination de kv

2x n’est pas effectué dans nos simulations. Il est à remarquer que si le nombre
de Stokes est grand, son inverse devient faible. Les expontentielles dans les expressions de kv

1x

et kv
2x peuvent être déterminées à l’aide des développements limités. Ce qui permet de retrouver

les incréments classiques de la méthode de Runge-Kutta.
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Cas de particules en interaction

Les équations décrivant le comportement dynamique de deux particules en interaction sous
forme adimensionnées sont :

d~xp1(t)

dt
= ~vp1, (11.82a)

d~xp2(t)

dt
= ~vp2, (11.82b)

d~vp1(t)

dt
= − 1

Stp1

{A11 · [~vp1(t)− ~u(~xp1(t), t)] + A12 · [~vp2(t)− ~u(~xp2(t), t)]

+
a

L0

G1 : E∞
}

, (11.82c)

d~vp2(t)

dt
= − 1

Stp2

{A21 · [~vp1(t)− ~u(~xp1(t), t)] + A22 · [~vp2(t)− ~u(~xp2(t), t)]

+
a

L0
G2 : E∞

}

. (11.82d)

Le tenseur des taux de déformation doit être évalué au niveau de la particule p2. Ce système
de 12 équations différentielles est encore plus compliqué à résoudre que celui présenté pour les
particules isolées. Dans nos simulations, nous utilisons la même technique employée pour la
recherche des trajectoires relatives déterminées en écoulement linéaire. Cette méthode d’inté-
gration est présentée dans l’annexe E. Le pas de temps utilisé dans les simulations reste fixé tout
au long du calcul. Par contre, si la détermination des vitesses et des positions des particules en
interaction nécessite plus de précision, l’intégration du système d’équations correspondant est
fait pour des pas de temps intermédiaires.

Après avoir intégré les équations de mouvement, il est nécessaire dans un premier temps de
vérifier si les nouvelles positions des particules se trouvent dans le domaine de simulation. Dans
le cas où les particules sortent de ce domaine, il est nécessaire de changer leurs positions en res-
pectant les conditions de périodicité. Dans un deuxième temps, les particules peuvent changer
de cellule de repérage d’un pas de temps à l’autre. Il faut donc alors modifier les tableaux
numpart et parbox en conséquence.

11.3.4 Traitement des collisions

Les collisions ne peuvent se produire qu’entre des particules en interaction hydrodyna-
mique. Par conséquent, les chocs sont à prendre en compte uniquement dans la procédure d’in-
tégration de particules en interaction. Les forces pour un couple de particules sont valides pour
toutes les distances entre les particules. Elles deviennent très grandes pour les faibles écarts.
Ce dernier point entraîne que le nombre de calculs pour des pas de temps intermédiaires est
plus grand lorsque les particules sont proches. Afin d’être assuré de bien localiser le choc, il est
possible d’estimer l’instant du choc. Ainsi, pour deux particules en interaction d’indices p1 et
p2, en supposant que leurs vitesses ne changent pas, l’instant de la collision peut être évalué par
la résolution de l’équation suivante :

‖~xp1(tn)− ~xp2(tn) + ∆tp1p2 [~vp1(tn)− ~vp2(tn)] ‖ = 2a. (11.83)
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Cette dernière relation se transforme en équation du second degré pour la variable ∆tp1p2. Un
choc se produira durant l’intervalle [tn; tn + ∆t] si ∆tp1p2 ≤ ∆t. De plus seules les valeurs
positives sont retenues. Dans le cas où l’équation donne deux solutions réelles positives, ∆tp1p2

est pris comme étant le minimum de ces deux solutions. L’estimation de ∆tp1p2 nous permet de
fixer le pas de temps intermédiaire à utiliser dans l’intégration des vitesses et positions de deux
particules en interaction.

Lorsqu’un choc a été localisé, il est nécessaire de modifier les vitesses des deux particules en
vertu des principes de conservation de la quantité de mouvement. Cette simulation n’ayant pour
but, dans un premier temps, que la détermination du taux de collision, les gouttes sont supposées
subir que des chocs élastiques. Il n’y a aucune coalescence. Si les vitesses des particules après
choc sont notées avec un prime, on a :

~v′p1 = ~vp1 − ~p, (11.84a)
~v′p2 = ~vp2 + ~p, (11.84b)

avec ~p =
[

(~vp1 − ~vp2) · ~k
]

~k et ~k =
~xp1 − ~xp2

‖~xp1 − ~xp2‖
. (11.84c)

A chaque fois qu’un choc est localisé, le nombre de chocs, noté Nchoc, est incrémenté.
Pour chaque pas de temps, ce dernier permet d’estimer la fréquence de collision, J , à l’aide de
la relation suivante :

J =
Nchoc

∆t
. (11.85)

J subit des fluctuations en fonction du temps qui sont liées à la mise en équilibre des parti-
cules. Il donc nécessaire de faire le calcul de J seulement quand les particules ont atteint leur
état stationnaire statistiquement. De plus, le calcul doit être répété un grand nombre de fois
afin d’obtenir une grandeur représentative. Sundaram et Collins [137] préconisent d’attendre au
moins des temps égaux à deux fois l’échelle intégrale temporelle eulérienne de la turbulence
avant d’obtenir une bonne estimation de la fréquence de collision. Ensuite la multiplication de
J avec le nombre de particules par unité de volume donne le taux de collision.

Le manque de temps dans le cadre de ce travail n’a pas permis d’obtenir des résultats dans
ces simulations. Des difficultés dans l’obtention d’un champ de turbulence homogène et iso-
trope ont fortement ralenti notre progression. Le travail a surtout consisté à optimiser les temps
de calcul des modules propres aux particules. Nous avons réussi à obtenir des temps de cal-
cul similaires entre la partie réservée à la simulation de la turbulence et celle au transport des
gouttes. Il va de soit que cette étude doit être poursuivie dans l’avenir.

11.4 Conclusion

La troisième partie de ce mémoire a été consacrée à la détermination des taux de colli-
sion en écoulements turbulents. Après avoir rappelé les notions fondamentales sur la dispersion
de particules, une présentation des modèles existants a été effectuée. Le manque d’universa-
lité dans les divers expressions du taux de collision témoigne de la difficulté à appréhender la
détermination de J12t .

Nous avons alors poursuivi notre étude en recherchant le taux de collision. Il est fait usage
d’un formalisme emprunté à la théorie cinétique des gaz. La difficulté réside dans la détermina-
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tion de la fonction de distribution de paire. Cette dernière a été obtenue en utilisant des notions
de probabilités conditionnelles et une hypothèse de normalité sur le champ de vitesse de la
phase continue. Le taux de collision déterminé en absence de force de pesanteur se révèle être
d’une plus grande universalité que les modèles disponibles dans la littérature. Une comparaison
avec les résultats numériques de Sundaram et Collins [137] nous a permis de contrôler le bien
fondé de notre modèle. De plus, le taux de collision a été déterminé en présence du champ de
gravité. Ainsi, nous avons pu généraliser l’expression obtenue initialement par Abrahamson [2].

Par contre, ces considérations sont faites en négligeant totalement les interactions hydrody-
namiques. Leur introduction dans la recherche d’expression analytique du taux de collision est
difficilement réalisable. Une simulation numérique semble être une alternative pour le calcul
du taux de collision. Ainsi, une méthode numérique a été mise au point permettant d’étudier
la dispersion de particules dans un écoulement turbulent homogène et isotrope. Par contre, des
difficultés dans l’obtention du champ de vitesse nous ont empêché d’obtenir des résultats dans
cette simulation.

L’expression du taux de collision déterminée en présence du champ de gravité va être uti-
lisée dans la dernière partie de ce mémoire. Le but est de voir l’influence de la turbulence sur
l’élargissement d’un spectre de gouttes.
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Quatrième partie

Application à la coalescence de gouttes
dans les nuages





Chapitre 17

Equation d’évolution granulométrique
d’un nuage

Jusqu’à maintenant seuls les aspects collisionnels ont été étudiés. Mais la collision peut
entraîner la coalescence entre deux gouttes à la suite de leur choc. Il ressort que la granulo-
métrie d’un nuage va évoluer en temps. La coalescence n’est pas le seul phénomène physique
entraînant une variation du spectre de goutte.

En effet, la rupture de gouttes en d’autres plus petites intervient également. L’éclatement
a lieu pour des nombres de Weber, We = ρU2L/σ, critiques. U et L sont des grandeurs ca-
ractéristiques. Ce nombre adimensionnel peut s’exprimer à l’aide des nombres de Reynolds et
capillaire sous la forme :

We = ReCa. (17.1)

La détermination du nombre de Weber critique n’est pas chose facile. Elle dépend du phéno-
mène conduisant à la rupture des gouttes. Les forces de tension superficielle doivent résister aux
forces visqueuses ou aux efforts inertielles du fluide comme le signalent Sevik et Park [129].
Dans le cas où les forces visqueuses dominent (petites gouttes par rapport à l’échelle de Kolmo-
gorov), Hinze [61] indique une valeur de nombre de Weber critique de 1, 2. Par contre, lorsque
les forces inertielles sont prépondérantes, Sevik et Park [129] donnent des valeurs comprises
entre 5 et 11. Plus récemment, Kocamustafaogullari et al. [81] précisent que les nombres de
Weber critiques doivent être inférieurs à 12, 2.

Le manque de consensus entre les divers auteurs montre bien les difficultés rencontrées
dans l’étude de l’éclatement de gouttes. Cependant, nous voyons que les nombres de Weber
critiques sont compris approximativement entre 1 et 12. Or, dans le cadre de nos applications,
les valeurs des nombres capillaires restent très faibles. Comme les nombres de Reynolds relatifs
aux gouttes sont petits, We reste relativement modéré et inférieur aux valeurs critiques.

En fait, les zones de nombre de Weber pour lesquelles interviennent le fractionnement sont
différentes de celles où s’effectuent les phénomènes de collision-coalescence. Les éclatements
prennent naissance lorsque le déséquilibre dynamique entre les deux phases est important ou
lors de la présence de fort cisaillement du champ de vitesse. De plus, lorsque le nombre capil-
laire est important, la déformation des gouttes l’est aussi. Or, cette dernière empêche la coales-
cence de se faire comme le précise Chesters [26]. Par conséquent, le fractionnement n’est pas
prise en compte dans le cadre de cette étude.
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La condensation entraîne également une variation granulométrique. Les taux de condensa-
tion varient avec la taille des gouttes. Néanmoins, l’élargissement du spectre de gouttes n’est
généralement pas expliqué par la condensation. En effet, le taux de condensation est inverse-
ment proportionnel au rayon des particules. Il s’ensuit que plus les dimensions des inclusions
sont grandes plus les taux de condensation diminuent. L’élargissement est donc fortement limité
[76]. Par la suite, la condensation est également négligée.

Ce chapitre est consacré dans un premier temps à l’établissement de l’équation de population
dans un cadre relativement général. Par suite, l’étude est limitée au cas homogène. La méthode
numérique choisie permettant de résoudre ce type d’équation est alors exposée.

17.1 Formulation complète de l’équation de population

Commençons, dans un premier temps, par voir l’établissement de l’équation de population
décrivant l’évolution dynamique d’un nuage. Cette dernière s’apparente à une équation de type
Boltzmann appliquée à une fonction de distribution de probabilité. Dans un premier temps,
l’espace des phases est introduit. L’établissement de l’équation décrite par la fonction de dis-
tribution est donnée dans un deuxième temps. Enfin, la forme générale du terme source lié à la
coalescence est établie.

17.1.1 Espace des phases et fonction de distribution

La notion d’espace des phases est fondamentale dans l’établissement de l’équation de popu-
lation. Cet espace est constitué des variables décrivant le comportement des particules. Hulburt
et Katz [67] et Achard [3] séparent les coordonnées des phases en coordonnées externes et in-
ternes. Les coordonnées externes sont constituées des variables d’espace donnant la position
de chaque particule, notée ~x. Alors que les coordonnées internes comprennent l’ensemble des
variables décrivant le comportement des particules. La vitesse en fait partie. Dans le cas où la
taille des gouttes peut varier sous l’effet de la coalescence, le volume ou le rayon est considéré
comme coordonnée interne. Il en est de même pour la température ou l’énergie interne lorsque
les effets thermiques ont une importance. Ici, seuls la vitesse des particules, ~cp, et le volume,
v, sont pris comme coordonnées internes. ~x, ~cp et v sont régis par des équations aux dérivées
ordinaires :

dxi

dt
= cpi, (17.2a)

dcpi

dt
= ċpi(~x,~cp, ~̂u1), (17.2b)

dv

dt
= 0. (17.2c)

~̂u1 correspond à la vitesse de la phase continue vue par les particules. La relation (17.2cc) traduit
le fait que le processus d’évaporation ou de condensation n’est pas pris en compte.

L’état d’une particule est donné par la connaissance des coordonnées de phases. L’intégra-
tion des équations (17.2c) donne la succession d’états d’une particule. Ces états décrivent une
«trajectoire» dans l’espace des phases. Chaque particule donne une trajectoire différente. En
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prenant un grand nombre de particules, l’ensemble des trajectoires donne un «nuage de trajec-
toires» qui tend à devenir continu si le nombre de particules est grand. Il devient alors pos-
sible de définir un nombre probable de particules se trouvant dans un certain état. A cet égard,
f (1)(~x,~cp, v, t) est définie comme étant la fonction de distribution. La quantité f (1)(~x,~cp, v, t)d~xd~cpdv
représente le nombre de particules qui à l’instant t est compris entre les états xi et xi + dxi, cpi

et cpi + dcpi et v et v + dv. d~x est donné par dx1dx2dx3 et d~cp par dcp1dcp2dcp3. L’intégration
sur un hypervolume de l’espace des phases donne le nombre de particules se trouvant dans cet
hypervolume :

N(t) =

∫

~x

∫

~cp

∫ ∞

0

f (1)(~x,~cp, v, t)d~xd~cpdv. (17.3)

Dans le cas où la coalescence est prise en compte, N(t) peut varier dans cet hypervolume sous
la forme générale suivante :

dN(t)

dt
=

∫

~x

∫

~cp

∫ ∞

0

h(~x,~cp, v, t)d~xd~cpdv, (17.4)

où h(~x,~cp, v, t) est le terme source décrivant les variations des états des phases subies par les
particules dans les processus de collision-coalescence. Il est facile de montrer que la variation
temporelle de N(t) est

dN(t)

dt
=

∫

~x

∫

~cp

∫ ∞

0

[

∂f (1)

∂t
+
∂
(

f (1)cpi

)

∂xi

+
∂
(

f (1)ċpi

)

∂cpi

]

d~xd~cpdv. (17.5)

En combinant les deux dernières relations qui doivent être vérifiées quel que soit l’hypervolume
considéré, l’équation décrite par f (1) est alors :

∂f (1)

∂t
+
∂
(

f (1)cpi

)

∂xi

+
∂
(

f (1)ċpi

)

∂cpi

= h(~x,~cp, v, t). (17.6)

Cette dernière relation a une forme d’équation de Boltzmann. Kuentzmann [86] a établi une
relation similaire mais encore plus générale. Il prend en compte les transferts de masse mais il
ajoute également l’énergie interne des particules comme coordonnée interne. De plus, dans le
terme source h, il prend en compte la possibilité de désintégration des particules.

L’équation (17.6) a un caractère hyperbolique. Les caractéristiques de cette dernière ne sont
rien d’autres que les équations (17.2c) décrivant l’évolution temporelle des coordonnées des
phases. L’utilisation des équations caractéristiques est faite par Domelevo [41] pour la recherche
de solution de (17.6) dans le cas où la coalescence est négligée.

17.1.2 Détermination du terme source h

La coalescence s’effectue en plusieurs étapes. Il se produit dans un premier temps, collision
entre deux particules de masses m′, m′′ et de vitesses ~c ′p et ~c ′′p . Ensuite, ces gouttelettes peuvent
former une nouvelle goutte. Mais cette dernière peut se diviser. La noyau de collision est noté
K(~x,~c ′p,~c

′′
p , v

′, v′′, t). Le taux de collision est obtenu en faisant le produit entre le noyau de
collision et les concentrations volumiques des gouttes de volumes v ′ et v′′. Dans le processus
de collision, la masse, la quantité de mouvement et l’énergie cinétique se conservent. Si m et ~cp



172 Equation d’évolution granulométrique d’un nuage

sont la masse et la vitesse de la particule formée après collision, les principes de conservation
impliquent :

m′ +m′′ = m → v′ + v′′ = v, (17.7a)
m′~c ′p +m′′~c ′′p = m~cp → v′~cp + v′′~c ′′p = v~cp, (17.7b)

m′~c
′2
p

2
+m′′~c

′′2
p

2
= m

~c2p
2
→ v′

~c ′2p
2

+ v′′
~c ′′2p

2
= v

~c2p
2
. (17.7c)

Dans l’étape d’éclatement, la fonction de distribution G(~x;~c ′p, v
′;~c ′′p , v

′′;~cp, v) est défini dans
[86]. Gd~cpdv représente le nombre de particules formées par éclatement après collision et ayant
une vitesse comprise entre cpi et cpi+dcpi et un volume entre v et v+dv. Toujours en vigueur des
principes de conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de l’énergie cinétique, il
est nécessaire d’avoir :

v′ + v′′ =

∫

~cp

∫ ∞

0

vG(~x;~c ′p, v
′; ~c′′, v′′;~cp, v)d~cpdv, (17.8a)

v′~c ′p + v′′~c ′′p =

∫

~cp

∫ ∞

0

v~cpG(~x;~c ′p, v
′;~c ′′p , v

′′;~cp, v)d~cpdv, (17.8b)

v′
~c ′2p
2

+ v′′
~c ′′2p

2
=

∫

~cp

∫ ∞

0

v
~c 2

p

2
G(~x;~c ′p, v

′;~c ′′p , v
′′;~cp, v)d~cpdv. (17.8c)

Mais la forme de G n’est pas évidente. Sur ce point, le manque de données expérimentales est
très important. Dans la mesure où la particule formée après la collision ne se désintègre pas,
nous avons :

∫

~cp

∫ ∞

0

G(~x;~c ′p, v
′;~c ′′p , v

′′;~cp, v)d~cpdv = 1. (17.9)

Dans la suite, cette hypothèse est utilisée bien que Babukha et al. [6] ont montré que l’écla-
tement après la coalescence joue un rôle important. Il est également possible de supposer que
l’éclatement produit deux gouttes de même taille. Ce dernier point correspond au modèle de
Curl (cité dans [66]).

h peut être décomposée en une partie source et une autre puits. h nécessite l’introduction
de la fonction de distribution de paire dont nous avons déjà discutée l’établissement dans le
chapitre 11. La probabilité de trouver deux particules en ~x′ et ~x′′ est f (2)(~x′, ~x′′,~c ′p,~c

′′
p , v

′, v′′, t).
En supposant les gouttelettes comme indépendantes statistiquement, f (2) vérifie [115] :

f (2)(~x′, ~x′′,~c ′p,~c
′′
p , v

′, v′′, t) = f (1)(~x′,~c ′p, v
′, t)f (1)(~x′′,~c ′′p , v

′′, t). (17.10)

Cependant, cette équation n’est pas vérifiée lorsque les gouttes sont proches dans le cadre des
écoulements turbulents ou linéaires. Néanmoins, la relation (17.10) est utilisée par la suite. En
fait, l’interdépendance entre les gouttes due aux interactions hydrodynamiques ou aux corré-
lations de vitesses est reportée dans le noyau de collision. La prise en compte des interactions
hydrodynamiques peut être faite en multipliant le noyau de collision par l’efficacité de colli-
sion. Alors que dans le cas des écoulements turbulents, la dépendance statistique est introduite
en utilisant les taux de collision calculés dans le §11.2.
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Dans ce cadre, la coalescence entre des gouttes de volume v avec des gouttes de tailles
quelconques entraîne la perte de gouttes de volume v. Il s’ensuit la formation de gouttes de
volumes différents de v. Ainsi, le terme puits de h est :

h− = −f (1)(~x,~cp, v, t)

∫

~c ′
p

∫ ∞

0

K(~x,~cp,~c
′
p, v, v

′, t)f (1)(~x,~c ′p, v
′, t)d~c ′pdv

′. (17.11)

D’un autre côté, la coalescence de gouttes de volumes v ′ et v′′ donne des gouttes formées après
l’étape d’éclatement de volume v. Le terme source s’exprime alors sous la forme :

h+ =
1

2

∫

~c ′′
p

∫ ∞

0

∫

~c ′
p

∫ ∞

0

K(~x,~c ′p,~c
′
p, v

′, v′′, t)G(~x;~c ′p, v
′;~c ′′p , v

′′;~cp, v)

f (1)(~x,~c ′p, v
′, t)f (1)(~x,~c ′′p , v

′′, t)d~c ′′p dv
′′d~c ′pdv

′. (17.12)

Le coefficient 1/2 provient du rôle symétrique joué par les particules de volumes v ′ et v′′. Une
justification précise de ce coefficient est donnée dans le livre de Seinfeld [128]. Donc, le terme
h est égal à

h(~x,~cp, v, t) =
1

2

∫

~c ′′
p

∫ ∞

0

∫

~c ′
p

∫ ∞

0

K(~x,~c ′p,~c
′′
p , v

′, v′′, t)

G(~x;~c ′p, v
′;~c ′′p , v

′′;~cp, v)f
(1)(~x,~c ′p, v

′, t)f (1)(~x,~c ′′p , v
′′, t)d~c ′′p dv

′′d~c ′pdv
′ (17.13)

−f (1)(~x,~cp, v, t)

∫

~c ′
p

∫ ∞

0

K(~x,~cp,~c
′
p, v, v

′, t)f (1)(~x,~c ′p, v
′, t)d~c ′pdv

′.

17.2 Formulation dans le cadre homogène

L’équation générale (17.6) est à la base de nombreuses études. Dans le cadre d’écoulements
turbulents, elle sert à l’établissement des équations de bilans portant sur la phase dispersée. Elle
intervient comme une alternative aux modèles classiques à deux fluides [68] dont les lois de
fermetures nécessaires à la prise en compte de la turbulence restent difficiles à établir. Il existe
d’énormes avantages à l’utilisation de (17.6). La turbulence est généralement prise en compte
directement en moyennant (17.6). Il s’en suit l’apparition de termes inconnus dans l’équation
de Boltzmann. Cependant de part la linéarité de cette dernière, les lois de fermeture sont plus
simples à établir. De plus, l’utilisation d’une loi de fermeture simple sur (17.6) ne donnera par
forcément une relation de fermeture triviale sur les équations de bilans. De telles approches sont
utilisées par Reeks [118], [119], Derevich et Zaichik [39] entre autre. Un avantage supplémen-
taire de l’utilisation du formalisme cinétique est qu’il est possible de spécifier une forme par-
ticulière de f (1) proche des parois permettant l’établissement des conditions aux limites [130].
Ces considérations, sortant du cadre de ce travail, ne sont pas poursuivies dans la suite de ce
mémoire.

La résolution de (17.6) avec la prise en compte de la coalescence est relativement difficile
à faire dans le cadre général. Il est possible d’établir des équations de bilans sur la masse, la
quantité de mouvement de la phase dispersée par intégration sur l’espace des vitesses de (17.6).
Ce type d’équations a déjà été formulé par Greenspan et Ungarish [52] en absence de collision-
coalescence. L’introduction de la coalescence entraîne l’apparition de nouveaux termes sources.
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Ces équations portent sur des fonctions dépendant de ~x, de v et de t. Ce type de fonctions
dépendent de variables dites «semi-fluide» d’après Domelevo et Sainsaulieu [42]. Ce nom est
lié au fait que ces fonctions se situent entre des quantités dépendant uniquement des variables
d’Euler et des fonctions de distribution de probabilité. Néanmoins, ces équations restent encore
bien compliquées à résoudre.

Dans le cadre de ce travail, nous nous limitons à la formulation homogène décrivant l’évo-
lution granulométrique d’un nuage de goutte en terme de fonction de distribution, notée sim-
plement f , dépendant du volume v et du temps t. Cette abstraction entraîne la perte de certains
phénomènes importants. Par exemple, l’étude de la dispersion de gouttes dans un écoulement
turbulent homogène et isotrope montre des concentrations préférentielles de la phase dispersée.
Ce fait a été constaté expérimentalement par Fessler et al. [44], théoriquement par Elperin et
al. [43] et numériquement par Sundaram et Collins [137] entre autre. Ces concentrations pré-
férentielles proviennent directement de la différence de masse volumique entre les deux phases
et à l’inertie des gouttes. Dans le cas de particules dont la masse volumique est plus grande que
celle du fluide, les concentrations se font de préférence dans les zones de faible vorticité (zone
de pression maximum). Alors que dans le cas inverse de particules de masse volumique plus
faible que le fluide, les concentrations ont lieu dans les zones de forte vorticité. Il advient que le
nuage de gouttes présente des hétérogénéités. Ces effets peuvent avoir des retombées sur la coa-
lescence. Les collisions seront plus nombreuses dans les zones de concentrations préférentielles
et plus faibles dans les autres régions. Cet effet sur l’évolution granulométrique a été étudié par
Pinsky et Khain [109].

L’équation régie par f(v, t) dans le cas homogène est donc obtenue comme une simplifi-
cation de l’équation générale (17.6). Cette forme simplifiée porte également le nom d’équation
cinétique de Smoluchowski. Elle est donnée ci-dessous :

∂f(v, t)

∂t
=

1

2

∫ ∞

0

∫ ∞

0

K(v′, v′′, t)G(v′, v′′, v)f(v′, t)f(v′′, t)dv′′dv′

−f(v, t)

∫ ∞

0

K(v, v′, t)f(v′, t)dv′. (17.14)

Dans la mesure où les gouttes ne se désintègrent pas après la coalescence, G(v ′, v′′, v) est don-
née sous la forme

G(v′, v′′, v) = δ [v − (v′ + v′′)] . (17.15)

Ainsi, l’équation cinétique de Smoluchowski se réduit à

∂f(v, t)

∂t
=

1

2

∫ v

0

K(v′, v − v′, t)f(v′, t)f(v − v′, t)dv′

−f(v, t)

∫ ∞

0

K(v, v′, t)f(v′, t)dv′. (17.16)

C’est sous cette forme que va être étudiée l’évolution granulométrique des nuages. Pour finir,
signalons qu’il est possible de démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation
(17.16) dans la mesure où le noyau de collision est toujours positif, borné et symétrique par
rapport au variables v et v′ ce qui est toujours le cas. Une démonstration est fournie dans le livre
de Corduneanu [28].
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17.3 Méthode numérique

Diverses méthodes sont disponibles pour résoudre l’équation intégro-différentielle (17.16).
Une revue des différentes techniques est donnée par Ramkrishna [115]. La méthode des mo-
ments, par exemple, consiste à résoudre une suite d’équations différentielles portant sur les mo-
ments. Généralement, le système d’équations n’est pas fermé. Il convient de tronquer la suite.
Pour arriver à fermer le système, la fonction de distribution f(v, t) est développée sous forme
d’une série sur une base de polynômes orthogonaux. Les coefficients de la série dépendent des
moments. Hulburt et Katz [67] et Hulburt et Akiyama [66] utilisent les polynômes de Laguerre
(cf. également [3]). Mais cette méthode a ses limites. En effet, les équations sur les moments
deviennent impossibles à obtenir dans le cas où le noyau de collision prend en compte l’effica-
cité de collision. Ici, une méthode plus simple est proposée. Elle repose sur une discrétisation
du spectre continu en volume. Elle doit remplir deux critères importants :

– prendre en compte des spectres de gouttes relativement larges,
– assurer la conservation de la masse de la phase dispersée.
Le spectre volumique de gouttes est discrétisé en classe de volume. La classe i a un volume

vi où i varie de 1 à N . De façon à prendre une gamme de taille la plus large, les volumes des
classes sont obtenus à l’aide d’une progression géométrique. Si v1 est le volume de la première
classe et r la raison, vi est donné par

vi = v1r
i−1. (17.17)

Comme la largeur de la gamme de volume est limitée, les volumes minimum et maximum
doivent être fixés. Il en découle la détermination de la raison r :

r =

(

vN

v1

) 1
N−1

. (17.18)

Ce type de discrétisation porte le nom d’échantillonnage logarithmique. La différence logarith-
mique entre deux classes de volumes successives est constante et égale au logarithme népérien
de r. Cette discrétisation est couramment utilisée pour la résolution de l’équation cinétique de
Smoluchowski [16] et [83].

Avant de présenter la méthode permettant d’obtenir le système d’équations discret, il est
nécessaire de définir le volume médian entre de classe i et i± 1 sous la forme :

vi± 1
2

=
vi + vi±1

2
. (17.19)

Ces volumes médians doivent être déterminés pour i variant de 1 à N . Il est donc nécessaire de
se donner v0 et vN+1. Pour le premier nous prenons 0. Quant au deuxième, il peut être choisi
arbitrairement grand. Ainsi, il nous assure la grande largeur de la gamme. Il doit également
nous permettre de considérer que la concentration en goutte de volume vN+1 est pratiquement
négligeable. Dans les applications numériques, vN+1 a été déterminé en utilisant la relation
(17.17).

Généralement les équations discrètes s’expriment en terme de concentration volumique.
Pour des raisons de conservation de la masse, nous préférons utiliser les fractions volumiques
αi définies par la relation :

αi(t) =

∫ v
i+1

2

v
i− 1

2

vf(v, t)dv. (17.20)
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Cette intégrale est évaluée en utilisant l’approximation suivante :

αi(t) = vif(vi, t)∆vi, (17.21)

où ∆vi est égal à
∆vi = vi+ 1

2
− vi− 1

2
=
vi+1 − vi−1

2
. (17.22)

Les équations différentielles régies par αi sont obtenues en intégrant (17.16) entre vi− 1
2

et vi+ 1
2
. Par conséquent, un système de N équations différentielles en résulte dont la forme

générale est :
dαi

dt
= S+

i − S−
i . (17.23)

S+
i et S−

i représentent respectivement les termes source et puits. Ces derniers doivent être dé-
terminés en fonction des αi. Voyons dans un premier temps, comment le terme puits est obtenu.
Il est donné sous la forme :

S−
i = αi

N
∑

j=0

∫ vj+1

vj

K(vi, v
′)f(v′, t)dv′. (17.24)

Les intégrales entre vj et vj+1 sont évaluées en utilisant la méthode des trapèzes. Ainsi, nous
avons :
N
∑

j=0

∫ vj+1

vj

K(vi, v
′)f(v′, t)dv′ =

K(vi, v0)f(v0, t)

2
+

N
∑

j=1

K(vi, vj)

vj

αj+
K(vi, vN+1)f(vN+1, t)

2
.

(17.25)
Comme la fonction de distribution pour v0 est identiquement nulle, le premier terme du membre
de droite de la précédente relation est égal à zéro. Il en est de même pour le dernier terme. Ainsi,
S−

i s’exprime sous la forme :

S−
i = αi

N
∑

j=1

K(vi, vj)

vj

αj. (17.26)

Pour le terme source, nous allons employer la forme donnée par la relation (17.14). S+
i est

alors, en utilisant la méthode des trapèzes :

S+
i =

1

2

N
∑

j=1

N
∑

k=1

K(vj, vk)f(vj, t)f(vk, t)∆vj∆vk

∫ v
i+1

2

v
i− 1

2

vδ(v − vj − vk)dv. (17.27)

L’intégrale présente dans la dernière relation est uniquement différente de zéro lorsque vj + vk

est encadré par les valeurs vi− 1
2

et vi+ 1
2
. Elle peut être écrite sous la forme :

∫ v
i+1

2

v
i− 1

2

vδ(v − vj − vk)dv = (vj + vk)
[

H(vj + vk − vi− 1
2
)−H(vj + vk − vi+ 1

2
)
]

. (17.28)

H est la fonction d’Heaviside. La relation donnant S+
i est totalement symétrique relativement

aux volumes vj et vk. Ainsi, S+
i se transforme en

S+
i =

N
∑

j=1

N
∑

k=1

K(vj, vk)

vk

αjαk

[

H(vj + vk − vi− 1
2
)−H(vj + vk − vi+ 1

2
)
]

. (17.29)
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A l’aide des relations (17.27) et (17.29), il est facile de vérifier que l’on a bien la conser-
vation du volume de la phase dispersée. Pour s’en convaincre, il suffit de faire la somme de
S+

i − S−
i pour i variant de 1 à N .

Au lieu d’utiliser cette forme, certains auteurs préfèrent employer une procédure de redis-
tribution [83] et [133]. S+

i est alors écrit sous la forme :

S+
i =

N
∑

j=1

N
∑

k=1

K(vj, vk)

vk

αjαkBijk, (17.30)

où Bijk est égal à
si vi ≤ vj + vk < vi+1 :

Bijk =
vi+1 − vj − vk

vi+1 − vi

, (17.31a)

et
Bijk+1 =

vj + vk − vi

vi+1 − vi

. (17.31b)

La conservation de la masse est encore assurée à l’aide de ces fonctions de redistribution. Il est
même possible d’étendre ce type de distribution à un nombre de points plus élevé. Nous pouvons
faire appel aux polynômes d’interpolation de Lagrange utilisés dans les méthodes d’éléments
finis (cf. [45]). Dans ce cas de figure, les fonctions Bijk sont données ci-dessous. Si vi ≤
vj + vk < vi+1 et pour l variant de −1 à 1 :

Bijk+l =

1
∏

m=−1,m6=l

vi+m − vj − vk

vi+m − vi+l

. (17.32)

Le système d’équations différentielles se met alors sous la forme générale suivante :

dαi

dt
=

N
∑

j=1

N
∑

k=1

K̃jkαjαkBijk − αi

N
∑

j=1

K̃ijαj, (17.33)

où K̃ij est égal à

K̃ij =
K(vi, vj)

vj

. (17.34)

Une méthode numérique a été mise au point afin de résoudre ce système d’équations dif-
férentielles ordinaires. La technique d’intégration choisie est identique à celle utilisée pour la
détermination des trajectoires (cf. annexe E).

Afin de contrôler la méthode, il est possible de faire une comparaison avec une solution
exacte obtenue en prenant un noyau de collision constant. Initialement, le spectre est pris sous
la forme :

f(v, 0) =
N0

v0
e
− v

v0 , (17.35)
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où N0 est la concentration volumique totale initiale et v0 le volume moyen à t = 0. Le noyau de
collision est égal à K0. La réalisation de l’adimensionnement suivant :

αi =
αi

N0v0
, (17.36a)

vi =
vi

v0
, (17.36b)

τ = tK0N0, (17.36c)

permet d’écrire le système d’équations différentielles ainsi :

dαi

dτ
=

N
∑

j=1

N
∑

k=1

αjαk

vk

Bijk − αi

N
∑

j=1

αj

vj

. (17.37)

Grâce au spectre initial, les fractions volumiques peuvent être déterminées à l’aide de la relation
(17.20) :

αi(0) =
(

vi− 1
2

+ 1
)

e
−v

i− 1
2 −

(

vi+ 1
2

+ 1
)

e
−v

i+1
2 . (17.38)

Gelbart et Seinfeld [49] ont également testé leur méthode numérique à l’aide de la solution
exacte dont ils donnent l’expression pour τ quelconque :

f(v, τ) =
4N0

v0(τ + 2)2
e
− 2v

v0(τ+2) . (17.39)

Il est alors possible de connaître αi pour tout τ :

αi(τ) =

(

2vi− 1
2

τ + 2
+ 1

)

e−
2v

i− 1
2

τ+2 −
(

2vi+ 1
2

τ + 2
+ 1

)

e−
2v

i+1
2

τ+2 . (17.40)

Dans cet exemple numérique, nous avons pris 25 classes, v1 = 10−2 et vN = 102. Concer-
nant la redistribution entre les diverses classes, les trois types présentés ci-dessus ont été im-
plantés. Les résultats sont donnés sur la figure 17.1 pour τ égal à 0, 5, 1 et 3.

Bien que le nombre de classes soit relativement faible, nous constatons que la solution numé-
rique se comporte relativement bien. Pour τ = 0, 5, les solutions numériques sont très proches
de la solution exacte. Pour τ = 3, la méthode utilisant la redistribution quadratique, (17.32),
donne un résultat très satisfaisant.

La méthode numérique développée ici s’apparente à celle créée initialement par Kovetz et
Olund [83]. Les critiques qui avaient faites à l’encontre de ce type de méthode concernaient
surtout une prédiction trop importante de l’élargissement du spectre de gouttes. Par contre, la
comparaison faite ci-dessus montre que cette surestimation de l’élargissement n’a pas lieu avec
la méthode mise au point dans cette section. De plus, après quelques vérifications, la conserva-
tion de la masse de la phase dispersée s’avère être très correcte. Ainsi, cette méthode numérique
remplit les objectifs fixés initialement. Elle va être utilisée par la suite avec la redistribution
quadratique.
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FIG. 17.1 – Comparaison entre la solution exacte et les solutions numériques obtenues à l’aide
des trois méthodes de redistribution.
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Chapitre 18

Applications à l’évolution
granulométrique d’un nuage

Grâce à la méthode numérique qui a été mise au point, la recherche de l’évolution granulo-
métrique devient envisageable. L’application principale concerne la formation des nuages tro-
picaux ou de la bruine. Dans un premier temps, l’influence des interactions hydrodynamiques a
été testée pour des taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente caractéristiques de ceux
rencontrés dans les cumuli. Ensuite, la deuxième application concerne plus particulièrement la
formation de la bruine dans des nuages de type stratus où la turbulence est beaucoup plus faible.

18.1 Influence des interactions hydrodynamiques sur les temps
de coalescence

L’introduction des interactions hydrodynamiques ne peut se faire que dans un cadre bien
particulier. En premier lieu, l’étude va être limitée à des nuages de gouttes dont les tailles maxi-
males restent très faibles par rapport à l’échelle de Kolmogorov. Le taux de collision ou plus
particulièrement le noyau de collision utilisé dans ce cadre est pris comme étant égal à celui
déterminé par Saffman et Turner [125] (cf. §11.1). Dans ce cas de figure, le noyau de collision
s’apparente avec ce qui a été vu pour les écoulements de cisaillement, chapitre 6. Par contre,
l’éventuelle influence des interactions hydrodynamiques n’est pas étudiée par Saffman et Tur-
ner. Une introduction rigoureuse de ces effets est encore relativement compliquée à faire. Néan-
moins, il est possible d’en évaluer le rôle en utilisant l’approximation développée ci-dessous.

Le noyau de collision déterminé par Saffman et Turner [125] est modifié en introduisant une
efficacité de collision :

K12 =

√

8π

15
(a1 + a2)

3

√

ε

ν
E12. (18.1)

E12 est alors évaluée en considérant un écoulement de cisaillement simple de gradient
√

ε/ν.
Ce type d’approche a déjà été utilisé par Higashitani et al. [60]. Ils justifient, a posteriori,
une telle approximation par d’assez bonnes comparaisons entre leurs résultats numériques et
expérimentaux. E12 a été déterminée par l’utilisation de la méthode numérique discutée dans le
§6.5.
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Pour cette première application, le taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente a été
fixé à 0, 15 m2/s3. La viscosité cinématique de l’air a été prise égale à 1, 425 × 10−5 m2/s.
Ainsi, l’échelle de Kolmogorov est de l’ordre de 372, 68 µm. Concernant les gouttes, le spectre
initial est considéré monodisperse de rayon 5 µm. Comme nous sommes limité par l’utilisation
de l’équation (18.1), les gouttes ne peuvent pas prendre des tailles trop importantes. A cet
égard, nous utilisons dans cette section un échantillonnage uniforme en volume. Le volume
d’une classe i est alors donné sous la forme :

vi = iv1. (18.2)

De plus, le nombre maximum de classe est fixé à 25. Il en résulte que le rayon de la classe N est
égal à 14, 62 µm. Ainsi, les particules sont toujours très petites par rapport à l’échelle de Kol-
mogorov. Comme il a été précisé dans l’analyse dimensionnelle effectuée dans le §10.3, pour
que les gouttes subissent l’influence des structures turbulentes les plus faibles, il est nécessaire
que leur taille soit dix plus petite que l’échelle de Kolmogorov. Ce critère est bien vérifié dans
cette section. La fraction volumique totale de la phase dispersée est fixée à αt = 10−6.

L’utilisation d’un échantillonnage uniforme a également une autre conséquence sur la redis-
tribution entre les différentes classes de gouttes. En effet, ici, la coalescence entre deux gouttes
de classes i et j donne une goutte de classe i+j. La redistribution dans ce cas est alors beaucoup
plus simple. Bijk peut s’exprimer sous la forme de fonction de Dirac :

Bijk = δ(i− j − k). (18.3)

Le système d’équations différentielles se transforme en :

dαi

dt
=

i−1
∑

j=1

K̃ji−jαjαi−j − αi

N
∑

j=1

K̃ijαj. (18.4)

Cette forme est en fait très proche de celle déterminée par Smoluchowski [131]. Cependant, ce
dernier considère les concentrations volumiques.

Le système d’équation est adimensionné sous la forme suivante :

αi =
αi

αt

, (18.5a)

K̃ij =
K̃ij
√

ε
ν

, (18.5b)

τ = tαt

√

ε

ν
. (18.5c)

Il est résolu jusqu’à ce qu’un certain pourcentage d’augmentation d’un rayon moyen soit at-
teint. Le rayon de Sauter a été utilisé dans cette étude dont l’obtention à partir des fractions
volumiques est rappelée ci-dessous :

r32 =

N
∑

i=1

αi

N
∑

i=1

αi

ai

. (18.6)
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ai est le rayon de la goutte de volume vi.
Afin de voir l’influence des interactions hydrodynamiques, les calculs ont été conduits avec

et sans l’efficacité de collision, notée Eij pour des gouttes de classes i et j. Nous avons déter-
miné le «temps de coalescence» nécessaire pour obtenir une augmentation donnée du rayon de
Sauter. Les calculs ont été menés pour des pourcentages d’augmentation de 10, 20, 30, 40 et
50% de r32.

Les temps de coalescence sont donnés sur le tableau 18.1. Il apparaît clairement que la prise
en compte de l’efficacité de collision entraîne une augmentation des temps de coalescence. Il
faut pratiquement 1, 65 fois plus de temps avec les interactions hydrodynamiques pour obtenir
une augmentation de 10% de r32. Pour une augmentation de 50% de r32, les temps de coales-
cence sont multipliés par 1, 8.

Pourcentage Temps de coales. sans Eij (min) Temps de coales. avec Eij (min)
10% 30, 50 50, 50
20% 58, 58 99, 06
30% 84, 54 145, 87
40% 108, 22 190, 62
50% 129, 06 232, 03

TAB. 18.1 – Temps de coalescence avec ou sans interaction hydrodynamique pour différents
accroissements du rayon moyen de Sauter.

En fait, l’introduction de Eij entraîne une diminution du taux de collision dont l’effet à
grande échelle est cette augmentation des temps de coalescence. Les valeurs de Eij pour des
rayons de 5, 10 et 15 µm sont données sur la figure 18.1. Ils ont été déterminées en utilisant
la méthode numérique développée dans le §6.5. Pour de telle dimension de particules, l’inertie
des gouttes a une faible influence. Pour un rayon de 5 µm, le nombre de Stokes est de l’ordre
de 3, 33 × 10−3. Néanmoins, pour un rayon de 15 µm, ce dernier est égal à 0, 3. Pour de tel
nombre de Stokes, l’effet de l’inertie commence à se faire ressentir surtout pour des particules
de mêmes tailles. Par contre, le rôle des forces de van der Waals est important. D’ailleurs, leurs
effets sont directement montrés sur la figure 18.1. En effet, nous voyons que l’efficacité de
collision diminue avec l’augmentation du rayon résultant des interactions de van der Waals.

Les granulométries pour différentes valeurs de r32 sont données sur les figures 18.2 et 18.3
sans et avec la prise en compte de Eij respectivement. Il est remarquable de constater que la
forme du spectre de gouttes ne change pratiquement pas lorsque Eij est introduite. Par contre,
ces granulométries sont obtenues à des instants différents.

Sur la figure 18.4, l’évolution temporelle des fractions volumiques des cinq premières classes
a été tracée. La classe 1 a initialement une fraction volumique unité pour ensuite décroître en
fonction du temps. Cette variation suit approximativement une loi hyperbolique. Quant à la
classe 2, elle commence par augmenter pour diminuer à partir de τ = 0, 5. Une comparaison
intéressante peut être faite en utilisant la solution de Smoluchowski [131]. Cette dernière s’ob-
tient en supposant que le noyau de collision est le même pour tous les couples de gouttes. Cette
solution est obtenue en fonction des concentrations volumiques, ni. Si le noyau de collision
K(vi, vj) est égal à 2K et en adimensionnant à l’aide de K et de la concentration initiale, les
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FIG. 18.1 – Efficacité de collision en fonction du rapport des rayons pour un taux de cisaillement
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ε/ν = 102, 6 s−1 et pour ai = 5, 10 et 15 µm.

équations de Smoluchowski sont :

dni

dτ
=

i−1
∑

j=1

njni−j − 2nin. (18.7)

ni sont les concentrations volumiques adimensionnées à l’aide de la concentration maximale
initiale. n est la concentration totale en particules.

La solution de Smoluchowski s’obtient en faisant dans un premier temps la somme sur i de
1 à∞ des équations (18.7) afin d’obtenir l’équation sur n qui est égale à 1 initialement :

dn

dτ
= −n2. (18.8)

La solution est immédiate et est indiquée ci-dessous :

n(τ) =
1

1 + τ
. (18.9)

Ensuite, la solution pour n1 s’obtient en utilisant directement (18.7). Cette concentration volu-
mique est également égale à 1 pour τ = 0. Le résultat est le suivant :

n1(τ) =
1

(1 + τ)2 . (18.10)
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FIG. 18.2 – Granulométrie obtenue sans Eij pour différentes valeurs du rayon de Sauter.

Pour les concentrations volumiques des classes supérieures, la méthode est la même tout en
sachant que les conditions initiales pour i > 1 sont ni(0) = 0. Par récurrence, il est facile de
montrer que la solution générale est :

ni(τ) =
τ i−1

(1 + τ)i+1 . (18.11)

Ces résultats peuvent être utilisés pour obtenir les solutions sur les fractions volumiques qui
sont égales à nivi en grandeur dimensionnelle et ini en grandeur adimensionnelle. Par consé-
quent, αi(τ) est égale à

αi(τ) =
iτ i−1

(1 + τ)i+1 . (18.12)

Sur la figure 18.5, les fractions volumiques pour les trois premières classes sont représen-
tées en utilisant les résultats numériques et la solution de Smoluchowski. Qualitativement, les
courbes ont des formes assez similaires. Pour les temps très petits, les deux solutions sont
proches. Par contre, les divergences apparaissent avec l’augmentation de τ . La solution de Smo-
luchowski sous-estime la fraction volumique de la première classe. Il s’ensuit une surestimation
des autres classes. Par contre, il est remarquable de constater que pour la classe 2, les deux so-
lutions admettent un maximum en τ = 0, 5.

Les interactions hydrodynamiques dont les effets microscopiques ont été étudiés dans la
première partie de ce mémoire ont également un impact sur les effets macroscopiques. L’intro-
duction de Eij entraîne une augmentation des temps de coalescence. Ainsi, l’élargissement gra-
nulométrique demande plus de temps lorsque les interactions hydrodynamiques interviennent.
Malheureusement, ce type d’étude souffre d’un manque considérable d’expériences. Ces der-
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FIG. 18.3 – Granulométrie obtenue avec Eij pour différentes valeurs du rayon de Sauter.

nières pourraient nous aider sur la justification des hypothèses utilisées et voir leur domaine
d’application.

18.2 Formation de la bruine

La bruine est caractérisée par des dimensions de gouttes relativement importantes. Les dia-
mètres moyens sont de l’ordre de 200 µm. Le passage d’un avion de moyen courrier dans
un nuage de bruine en surfusion peut avoir de lourdes conséquences. La présence de grosses
gouttes rend inefficace les systèmes de dégivrage. La glace peut se former au delà de ces sys-
tèmes. La formation de givre sur les ailes conduit à une réduction des coefficients de portance
et à une augmentation des coefficients de traînée [112]. Cette application est surtout motivée
par les conditions de formation des nuages de bruine. L’accent est mis sur l’importance de la
turbulence dans le mécanisme de collision.

En microphysique des nuages, le noyau de collision couramment utilisé est celui issu de
la sédimentation de particules [114]. Ce choix est dû au fait que la différence de vitesse entre
les gouttes de tailles différentes est supposée lier uniquement à l’effet de pesanteur. Le taux
de collision doit être complété à l’aide d’une efficacité de collision. Mais, la turbulence peut
avoir de l’importance. Son introduction sur la modification du taux de collision a été faite par
plusieurs auteurs. Les premiers travaux sont l’œuvre de Almeida [34], [35]. Ce dernier a sur-
tout cherché à voir comment l’efficacité de collision est modifiée par la prise en compte de la
turbulence. Il trouve que la turbulence entraîne une augmentation de l’efficacité de collision.
Plusieurs critiques ont été formulées à l’égard des travaux de Almeida par Pruppacher et Klett
[114]. La plus importante de ces critiques est que de Almeida utilise pour les vitesses turbu-
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FIG. 18.4 – Concentration volumique en fonction du temps adimensionné pour les 5 premières
classes de gouttes.

0.0 0.2 0.5 0.8 1.0 1.2
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

PSfrag replacements

a1 = 5, 0 µm

a2 = 6, 3 µm

a3 = 7, 2 µm

αi

τ

Résultat numérique
Solution de Smoluchowski

FIG. 18.5 – Comparaison entre la solution de Smoluchowski et le résultat numérique pour les 3
premières classes de gouttes.



188 Applications à l’évolution granulométrique d’un nuage

lentes les lois d’échelles valides dans la zone inertielle du spectre d’énergie turbulente alors que
les distances entre les particules sont inférieures à l’échelle de Kolmogorov. Plus récemment,
Koziol et Leighton [84] utilisent les forces déterminées sur des particules solides (cf. [79]).
L’écoulement autour des particules est linéarisé. Ce dernier est déterminé par une technique
de simulation cinématique de la turbulence. Leurs résultats se révèlent être très différents de
ceux de Almeida. Koziol et Leighton montrent que la turbulence n’augmente pas énormément
l’efficacité de collision. Ils trouvent même dans certain cas des diminutions.

Une alternative pour mesurer l’effet de la turbulence est de modifier l’expression du noyau
de collision. Ce dernier peut être exprimé en faisant apparaître une différence des vitesses entre
les gouttes, ∆V . Dans le cas d’un fluide au repos, ∆V correspond à la différence de vitesse de
sédimentation des gouttes. Pinsky et Khain [109] changent l’expression de ∆V sous la forme :

∆V =

√

∆V 2
s + ∆V ′2. (18.13)

∆V ′2 est la variance des vitesses relatives entre les particules. Pinsky et Khain déterminent cette
quantité à l’aide d’une analyse spectrale dont les détails sont fournis dans [78]. Le rapport entre
√

∆V ′2 et ∆Vs peut être supérieur à 1.
Dans cette section, nous allons mettre à profit les résultats établis dans le §11.2. L’évolution

granulométrique est étudiée en prenant comme taux de collision celui donné par la relation
(11.58). Les résultats obtenus avec la prise en compte de la turbulence sont comparés avec ceux
calculés en prenant en compte que les vitesses de sédimentation dans le noyau de collision.
Comme les interactions hydrodynamiques sont difficiles à introduire dans les taux de collision,
elles sont négligées dans cette étude.

Comme il s’agit de voir la formation de la bruine dans des nuages de type stratus, le taux
de dissipation de l’énergie turbulente a été fixé à 10 cm2/s3. Concernant les fluctuations de
vitesses, nous prenons

√

u2 = 0, 5 m/s. Initialement, le spectre de gouttes a été pris comme
une distribution log-normal de rayon moyen 10 µm et d’écart type 1, 6 µm. Les fluctuations des
vitesses sont déterminées en utilisant les résultats donnés dans le §10.4.

La méthode numérique exposée lors du précédent chapitre est utilisée avec un échantillon-
nage logarithmique. Le nombre de classes est de 25. La gamme de rayons est comprise entre 5
et 500 µm. L’adimensionnement est identique à celui utilisé dans le paragraphe précédent.

Sur la figure 18.6, les granulométries du nuage sont obtenues pour des temps de 0, 1, 5
et 10 min en absence de turbulence. Celles obtenues avec la turbulence sont données sur la
figure 18.7. Alors que la granulométrie évolue très lentement en fonction du temps en absence
de turbulence, la prise en compte de cette dernière entraîne assez rapidement la formation de
gouttes de tailles relativement importantes.

Le diamètre volumique médian après 10 min en absence de turbulence est de 42 µm alors
qu’il atteint 204 µm avec la turbulence. Ce diamètre est bien caractéristique de la bruine.

La turbulence bien qu’elle soit encore relativement faible se révèle être d’une importance
capitale dans l’élargissement du spectre. Encore une fois, nos résultats souffrent d’un manque de
comparaison. Néanmoins, Pobanz et al. [112] indiquent que des relevés dans des nuages de type
stratus font apparaître des formations de gouttes dont la taille est comprise entre 100 et 500 µm
de diamètre en quelques dixaines de minutes. Leurs données sont en accord avec les résultats
obtenus ici. De plus, Pobanz et al. [112] montrent que la présence de larges gouttes est associée
à des cisaillements de vents verticaux. Toujours à l’aide d’observations in situ, ils indiquent
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FIG. 18.6 – Granulométries en absence de turbulence.
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FIG. 18.7 – Granulométries avec la prise en compte de la turbulence.



190 Applications à l’évolution granulométrique d’un nuage

que l’intensité turbulente est toujours maximale dans cette zone de cisaillement. Ceci permet
de bien confirmer le grand rôle de la turbulence dans l’élargissement du spectre de gouttes.
Marwitz [96] indique la présence d’un fort cisaillement de vent lors de l’accident mortel de
l’avion de type ATR 72 en 1994. Ce cisaillement aurait conduit à la formation de larges gouttes
par coalescence. De plus, il indique l’absence de particules de glace dans le nuage en question
entraînant l’incapacité du processus de Bergeron de se réaliser (les grandes lignes de ce dernier
ont été rappelées dans l’introduction).

Les efforts doivent être poursuivis dans la modélisation. En effet, l’accent a été mis, dans la
section précédente, sur l’importance des interactions hydrodynamiques. Les temps nécessaires à
l’élargissement du spectre augmentent lorsque les interactions hydrodynamiques sont prises en
compte. A terme, ces dernières doivent être introduites dans les modèles de collision en écoule-
ment turbulent d’une façon plus générale. L’autre point important est la présence d’hétérogénéi-
tés de la phase dispersée, non étudiées ici. Pourtant, ces effets semblent avoir de l’importance
comme le signalent Pinsky et Khain [109]. Ces derniers ont pris en compte les hétérogénéités
par une simple modification de l’équation cinétique de Smoluchowski. Ils introduisent au se-
cond membre un terme supplémentaire lié au fait que la divergence de la vitesse des particules
est différente de zéro [97]. Ensuite, ils associent deux granulométries l’une avec une divergence
des vitesses négative et l’autre avec une divergence positive dont les évolutions granulomé-
triques sont obtenues numériquement. A chaque pas de temps, une granulométrie globale est
obtenue en moyennant les deux. Leurs résultats font apparaître la formation de larges gouttes
en quelques minutes. Néanmoins, cette approche reste très simple. En toute rigueur, il serait
nécessaire d’avoir un sytème d’équations de bilans pour chaque classe de gouttes. Par contre,
la résolution d’un tel système devient très lourde de par le nombre important d’équations aux
dérivées partielles.

D’autres points restent à éclaircir. Les spectres de gouttes initiaux doivent être déterminés
plus précisément. La forme prise dans cette étude a été choisie arbitrairement. Or, des considé-
rations physiques devraient être introduites comme la présence de noyaux de condensation et
les lois de nucléation conduisant à la formation de gouttes assez grosses pour croître sous l’effet
de la coalescence. Les efforts sur la connaissance de la turbulence atmosphérique doivent être
poursuivis. En effet, si les taux de dissipation de l’énergie turbulente sont assez bien connus, il
n’en est pas de même des valeurs de l’énergie cinétique turbulente.

18.3 Conclusion

La dernière partie de ce mémoire a été consacrée à la variation granulométrique d’un nuage
de gouttes sous l’effet de la coalescence. Après avoir rappelé l’équation régissant cette évolu-
tion, une méthode numérique a été mise au point dans le chapitre 17.

La première application, §18.1, a été dédiée à la prise en compte des interactions hydro-
dynamiques. Ces effets sont introduits en multipliant le taux de collision par une efficacité de
collision. Cette dernière est calculée par l’utilisation de la méthode développée dans le §6.5. Le
taux de collision n’est applicable que pour des gouttes de faibles tailles par rapport à l’échelle
de Kolmogorov. Les résultats montrent qu’il est nécessaire d’attendre un temps plus important
pour obtenir un accroissement donné du rayon moyen de Sauter lorsque Eij est introduit.

L’objet du paragraphe 18.2 est une application à la formation de la bruine givrante. Le taux
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de collision, utilisé dans ce cadre, est celui déterminé dans le §11.2, relation (11.58). L’influence
de la turbulence sur la formation de grosses gouttes a été démontrée clairement. Après 10 min,
le diamètre volumique médian du nuage excède 200 µm alors qu’il est de l’ordre de 40 µm
lorsque la turbulence n’est pas prise en compte.
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Chapitre 19

Conclusion générale

Ce travail avait pour objectifs d’une part d’identifier l’importance de l’inertie des gouttes sur
les taux de collision et d’autre part d’estimer l’influence de la coalescence sur le comportement
d’un nuage polydisperse.

L’introduction de l’inertie des gouttes dans le calcul des taux de collision nécessite une
connaissance approfondie des forces d’interactions hydrodynamiques. Ces dernières sont obte-
nues ici par la résolution exacte des équations de Stokes régissant les écoulements à l’intérieur et
à l’extérieur des gouttes. La solution exacte a pu être obtenue grâce à l’utilisation des coordon-
nées bisphériques simplifiant les conditions aux limites. Les efforts ont été recherchés pour des
rapports de viscosité quelconques. Grâce à la linéarité des équations de Stokes, la recherche des
forces dans le cas le plus général de gouttes se déplaçant avec des vitesses quelconques dans
un écoulement linéaire est réalisée par la décomposition en écoulements plus simples. Deux
grandes classes de problèmes ont été identifiées, l’un de nature asymétrique et l’autre de carac-
tère axisymétrique. Concernant la détermination des forces dans un champ de vitesse linéaire,
trois écoulements de base sont calculés. Le premier est un écoulement de cisaillement suivant
la ligne des centres, le deuxième un cisaillement perpendiculaire à la ligne des centres et le der-
nier un écoulement d’élongation pure. La détermination des forces pour le deuxième cas n’avait
jamais été faite jusqu’à ce jour et a été réalisée dans le cadre de ce travail. Une comparaison
avec des particules solides nous a permis de confirmer le bien fondé de notre solution. De plus,
les relations établies entre les coefficients de frottement pour les écoulements de cisaillement
perpendiculaire et parallèle à la ligne des centres permettent d’écrire les forces d’interactions
hydrodynamiques sous une forme générale indépendante du référentiel choisi. Les expressions
de ces efforts s’apparentent à celles établies pour des particules solides.

Cette première étape ayant été réalisée, les taux de collision en écoulements linéaires ont
été obtenus par résolution des équations de mouvement de deux particules interagissantes et
recherche des sections de collision. Le rôle de l’inertie a alors pu être identifié. Ce dernier
s’avère être très important. Alors que, dans le cas des écoulements de cisaillement simple, l’ef-
ficacité de collision est pratiquement nulle à très faible nombre de Stokes, cette quantité devient
non négligeable lorsque l’inertie des gouttes est importante. Néanmoins, les seuils des rapports
de rayon à partir desquels l’efficacité de collision est différente de zéro ne changent pas avec
l’augmentation de l’inertie des gouttes. Le calcul fait pour des nombres de Stokes relativement
grands (> 5) a permis d’observer de nouveaux faits. Dans un premier temps, l’identification
d’un changement dans l’évolution de l’efficacité de collision en fonction du nombre de Stokes a
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été observée. Dans un deuxième temps, nous avons pu établir des lois d’échelles. Ces dernières
sont très intéressantes car elles permettent de se limiter au calcul pour des gouttes de mêmes
tailles et d’en déduire les efficacités pour les autres rapports de rayon. Alors que pour les écou-
lements de cisaillement simple, ces lois d’échelles ne s’appliquent pas pour tous les nombres
de Stokes, elles se révèlent plus largement applicables dans le cas des écoulements d’élonga-
tion pure. Il est à noter également que ces lois d’échelles sont différentes pour ces deux types
d’écoulement. De plus, une expression approchée a pu être établie pour l’écoulement d’élon-
gation pure. Les forces de van der Waals ont été introduites dans la détermination des taux de
collision. Ces dernières se révèlent peu influentes lorsque l’inertie des gouttes est élevée. Les
interactions de van der Waals sont surtout importantes pour les petites particules.

Le manque d’universalité dans les expressions du taux de collision en écoulement turbu-
lent nous a conduit à rechercher de nouvelles expressions de cette quantité. Des efforts ont été
réalisés dans un premier temps pour bien définir la dispersion de particules en écoulements
turbulents. L’accent a été mis sur les notions de turbulence vue par les particules. Par suite,
l’obtention des taux de collision est faite dans le cadre d’un formalisme identique à celui de la
théorie cinétique des gaz. Le calcul du taux de collision nécessite la connaissance de la fonction
de distribution de paire des vitesses des particules. Cette dernière est déterminée par l’utilisation
d’une probabilité conditionnelle. Elle requiert la connaissance des fonctions de distribution des
vitesses des particules et du fluide vues par les gouttes. En absence de force de gravité, le taux
de collision calculé s’avère être en accord avec le modèle de Saffman et Turner [125] lorsque la
taille des gouttes est très petite par rapport à l’échelle de Kolmogorov. Dans le cas inverse, les
taux de collision approchent ceux déterminés par Abrahamson [2]. De plus, la prise en compte
des forces de gravité a été introduite. L’expression du taux de collision dans ce cadre généralise
celle calculée par Abrahamson [2].

Ces considérations nous ont permis d’estimer l’évolution granulométrique d’un nuage poly-
disperse en écoulement turbulent. Il a fallu dans un premier temps mettre au point une méthode
numérique permettant de résoudre l’équation de population d’un nuage de gouttes soumis à des
phénomènes de coalescence. Cette méthode a été conçue dans le but de faciliter son implanta-
tion numérique. De plus, elle se devait d’avoir de bonnes propriétés de conservation de la masse
de la phase dispersée et permettre la prise en compte d’un large spectre de gouttes. Au terme
de cette étude, nous avons pu mettre en évidence le rôle important de la turbulence. Ainsi, il a
été vu que même dans le cas de nuages de type stratus, peu de temps suffit à la formation de la
bruine. Ces résultats confirment les relevés in situ où la présence de grosses gouttes est associée
à de fort cisaillement de vent vertical. Or, dans ces zones de cisaillement, la turbulence se révèle
être relativement importante.

Dans le domaine des taux de collision en écoulements linéaires, les futurs travaux devront
porter sur une meilleure compréhension de l’effet de raréfaction du gaz. Il est fort conseillé de
déterminer les forces d’interactions hydrodynamiques par l’utilisation de solution exacte et à
l’aide des conditions de glissement de Maxwell. Ces calculs peuvent encore se faire à l’aide de
la méthode des coordonnées bisphériques.

Les travaux théoriques doivent être poursuivis dans la recherche des taux de collision en
écoulement turbulent. Les efforts porteront tout particulièrement sur une introduction rigoureuse
des interactions hydrodynamiques. Ces travaux devront s’appuyer sur les résultats obtenus par la
simulation directe qui reste à développer. Cette dernière s’appuyera sur l’obtention d’un champ
turbulent de bonne qualité.
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Les recherches seront à faire sur la coalescence et notamment sur une introduction d’une
efficacité de coalescence comme coefficient multiplicateur du noyau de collision dans les équa-
tions régissant l’évolution granulométrique d’un nuage. En effet, la collision entre deux gouttes
ne s’accompagne pas forcément par une coalescence de ces deux dernières. La collision peut
également entraîner la formation de gouttes satellites et les recherches théoriques sont encore
ici peu nombreuses.

Dans le domaine de l’évolution granulométrique, les recherches devront se concentrer sur
la prise en compte des hétérogénéités dans le nuage de gouttes. Ces effets peuvent être pris en
compte par l’établissement des équations de bilans permettant l’introduction implicite de ces
hétérogénéités. Une alternative serait de faire des simulations lagrangiennes dans lesquelles les
chocs pourraient s’accompagner de coalescence. A cet égard, le code de calcul devant permettre
la détermination des taux de collision pourrait servir de base à l’établissement de cette nouvelle
simulation.

Une meilleure compréhension de la microphysique des nuages permettrait d’améliorer les
études sur la formation des nuages. Le point important concerne un approfondissement sur la
connaissance de la turbulence atmosphérique. La recherche de relevés expérimentaux sur ce
point est d’ailleurs fort conseillée.
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Annexe A

Généralisation des relations de récurrence
pour k quelconque

Dans cette annexe, les vitesses des particules sont prises égales à zéro. Elles n’interviennent
que pour k = ±1 et ont été étudiées le §3.2. Nous prenons ici la forme générale des champs
de pression et de vitesse (3.16d). La vitesse non-perturbée a également une forme quelconque.
L’utilisation des conditions aux limites va nous permettre d’obtenir des relations sur les divers
coefficients de Q0

m et W i
m. La résolution est faite d’une façon identique à celle exposée dans le

§3.2.

A.1 Equation de continuité

L’équation de continuité en coordonnées cylindrique est :

∂uρ

∂ρ
+
uρ

ρ
+

1

ρ

∂uθ

∂θ
+
∂uz

∂z
= 0. (A.1)

A l’aide des trois dernières équations de (3.16d), nous obtenons une série harmonique en
cos kθ et sin kθ qui doit être imposée à zéro quelle que soit la valeur de θ. Ce qui conduit à
écrire :

3Q0
k + ρ

∂Q0
k

∂ρ
+ z

∂Q0
k

∂z
+ c

(

∂W 1
k

∂ρ
+

(1 + |k|)W 1
k

ρ
+

∂W−1
k

∂ρ
+

(1− |k|)W−1
k

ρ
+ 2

∂W 0
k

∂z

)

= 0. (A.2)

k peut être égale à +k ou −k.
Cette dernière relation nous conduit à deux nouvelles équations obtenues en utilisant les

relations de récurrence sur les fonctions de Legendre.
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5C0
kn − (n− |k|)C0

kn−1 + (n+ |k|+ 1)C0
kn+1 − 2A−1

kn + A−1
kn−1 + A−1

kn+1 +

2(n− |k|)(n+ |k|+ 1)A1
kn − (n− |k| − 1)(n− |k|)A1

kn−1 − (n+ |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)A1
kn+1 −

2(2n+ 1)A0
kn + 2(n− |k|)A0

kn−1 + 2(n+ |k|+ 1)A0
kn+1 = 0, (A.3a)

5D0
kn − (n− |k|)D0

kn−1 + (n+ |k|+ 1)D0
kn+1 − 2B−1

kn +B−1
kn−1 +B−1

kn+1 +

2(n− |k|)(n+ |k|+ 1)B1
kn − (n− |k| − 1)(n− |k|)B1

kn−1 − (n+ |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)B1
kn+1 +

2(2n+ 1)B0
kn − 2(n− k)B0

kn−1 − 2(n+ |k|+ 1)B0
kn+1 = 0. (A.3b)

D’une façon similaire à celle effectuée par Zinchenko [154], nous introduisons les nouvelles
fonctions :

αkn(ζ) = Ikne
−(n+ 1

2
)ζ + Jkne

(n+ 1
2
)ζ , (A.4a)

βkn(ζ) = Kkne
−(n+ 1

2
)ζ +Kkne

(n+ 1
2
)ζ , (A.4b)

γkn(ζ) = Mkne
−(n+ 1

2
)ζ +Nkne

(n+ 1
2
)ζ , (A.4c)

où αkn(ζ), βkn(ζ) et γkn(ζ) vérifient les relations suivantes :

αkn = 5qkn − 2w−1
kn + 2(n− |k|)(n+ |k|+ 1)w1

kn, (A.5a)
βkn−1 = −(n− |k|)qkn−1 + w−1

kn−1 − (n− |k| − 1)(n− |k|)w1
kn−1, (A.5b)

γkn+1 = (n+ |k|+ 1)qkn+1 + w−1
kn+1 − (n+ |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)w1

kn+1. (A.5c)

Les équations de continuité pour les écoulements interne et externe deviennent :
– pour l’écoulement externe :

Ie
kn +Ke

kn−1 +M e
kn+1 − 2(2n+ 1)Ae0

kn + 2(n− |k|)Ae0
kn−1 +

2(n+ |k|+ 1)Ae0
kn+1 = 0, (A.6a)

Je
kn + Le

kn−1 +N e
kn+1 + 2(2n+ 1)Be0

kn − 2(n− |k|)Be0
kn−1 −

2(n+ |k|+ 1)Be0
kn+1 = 0; (A.6b)

– pour la goutte 1 :

I1
kn+K1

kn−1+M
1
kn+1−2(2n+1)A10

kn+2(n−|k|)A10
kn−1+2(n+|k|+1)A10

kn+1 = 0; (A.7)

– pour la goutte 2 :

J2
kn+L2

kn−1+N
2
kn+1+2(2n+1)B20

kn−2(n−|k|)B20
kn−1−2(n+|k|+1)B20

kn+1 = 0. (A.8)

Nous avons les mêmes relations pour −k.

A.2 Continuité des vitesses

La condition sur les vitesses est :

ut
ρ = uα

ρ , (A.9a)
ut

θ = uα
θ , (A.9b)

ut
z = uα

z . (A.9c)
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On rappelle que α vaut 1 ou 2. En identifiant les séries harmoniques terme à terme, nous trou-
vons :

ρ

c
Qt0

k +W t1
k +W t−1

k =
ρ

c
Qα0

k +W α1
k +W α−1,

k (A.10a)

W t−1
k −W t1

k = W α−1
k −W α1

k , (A.10b)
z

c
Qt0

k + 2W t0
k =

z

c
Qα0

k + 2W α0
k , (A.10c)

où k = ±k.
En définissant la fonction Zα

kn = wα0
kn − we0

kn, on obtient après calcul :

qα
kn − qe
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2

sinh ζα

[
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2n− 1
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+
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2n+ 3

(
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w∞0
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)
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(

Zα
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, (A.11a)
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wα1
kn − we1

kn =
−1

sinh ζα

[

Zα
kn−1 − w∞0

kn−1

2n− 1
− Zα

kn+1 − w∞0
kn+1

2n+ 3

]

. (A.11c)

A.3 Condition de flux de masse nul

La vitesse des gouttes étant nulle, cette condition s’exprime simplement à l’aide de l’équa-
tion suivante :

~ut.~nα = 0. (A.12)
En se plaçant dans le repère bisphérique, la relation ci-dessus devient

ut
ζ = 0, (A.13)

pour ζ = ζα.
Le changement de base entre les systèmes cylindrique et bisphérique permet d’exprimer la

composante uζ sous la forme :

uζ =
1

cosh ζ − cos η

∞
∑

k=0

(uζk sin kθ + uζ−k cos kθ) , (A.14)

où uζk vaut

uζk = − cos η sinh ζQ0
k − sin η sinh ζ

(

W 1
k +W−1

k

)

+ 2(1− cos η cosh ζ)W 0
k . (A.15)

On a la même relation pour k = −k.
La condition de flux de masse nul est donc réalisée si

uζk = 0, (A.16a)
uζ−k = 0. (A.16b)
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L’utilisation des relations de récurrence des fonctions de Legendre permet d’obtenir le résultat
final sous la forme :

γt
kn+1

2n+ 3
− βt

kn−1

2n− 1
+

2 cosh ζα
sinh ζα

[

(n− |k|)wt0
kn−1

2n− 1
+

(n+ |k|+ 1)wt0
kn+1

2n+ 3

]

− 2wt0
kn

sinh ζα
= 0. (A.17)

A.4 Continuité des contraintes tangentielles

Nous avons vu au §3.2 que la condition sur les contraintes se ramène aux relations scalaires
suivantes :
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Les gouttes étant au repos, il n’est pas nécessaire de se placer dans un référentiel lié aux gouttes.
L’utilisation de la condition de flux de masse nul réduit celle sur les contraintes à

∂
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, (A.19a)
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. (A.19b)

La composante de la vitesse suivant l’axe η, uη, peut également se mettre sous la forme :

uη =
1

cosh ζ − cos η

∞
∑

k=0

(uηk sin kθ + uη−k cos kθ) , (A.20)

où uηk vaut

uηk = − sin η cosh ζQ0
k + (cos η cosh ζ − 1)

(

W 1
k +W−1

k

)

− 2 sin η sinh ζW 0
k . (A.21)

On a la même relation pour k = −k. uηk est également déterminée en fonction de uζk :

uηk =
−1

sin η

[

(cosh ζ − cos η)Q0
k +

2(cosh ζ − cos η)2

sinh ζ
W 0

k +

cos η cosh ζ − 1

sinh ζ
uζk

]

. (A.22)

La condition sur les contraintes devant être vérifiée quelle que soit la valeur de θ, nous avons la
relation suivante pour la composante suivant η :

(

∂ut
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∂ζ

)

ζ=ζα

= µ̂

(

∂uα
ηk
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)

ζ=ζα

. (A.23)
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La dérivée par rapport à ζ de uηk est alors pour l’écoulement externe :
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)
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. (A.24)

Il est possible de faire apparaître les fonctions βkn et γkn. Dans le calcul, nous avons besoin
également des relations permettant d’exprimer les quantités qkn, w1

kn et w−1
kn en fonction de αkn,

βkn et γkn. Ces dernières sont données ci-dessous :

3(2n+ 1)qkn = (2n+ 1)αkn + 2(n+ |k|+ 1)βkn + 2(n− |k|)γkn, (A.25a)
6|k|(2n+ 1)w1

kn = (2n+ 1)αkn + (2n+ 2|k|+ 5)βkn + (2n− 2|k| − 3)γkn, (A.25b)
6|k|(2n+ 1)w−1

n = (2n+ 1)(n+ 1− |k|)(n+ |k|)αkn + (n + |k|)(n+ |k|+ 1) (A.25c)
(2n+ 5− 2|k|)βkn + (n− |k|+ 1)(n− |k|)(2n+ 2|k| − 3)γkn. (A.25d)

La condition suivant l’axe η devient :

3

2
sinh ζα

(

qt
kn − µ̂qα

kn

)

+ 3

[

cosh ζα
(

wt0
kn − µ̂wα0

kn

)

− n− |k|
2n− 1

(

wt0
kn−1 − µ̂wα0

kn−1

)

− n+ |k|+ 1

2n + 3

(

wt0
kn+1 − µ̂wα0

kn+1

)

]

+ cosh ζα

[

dqt
kn

dζ
− µ̂dq

α
kn

dζ
+

n− |k|
(2n− 1)(2n− 3)

(

dβt
kn−2

dζ
− µ̂dβ

(α)
kn−2

dζ

)

− n− |k|
(2n+ 1)(2n− 1)

(

dγt
kn

dζ
− µ̂dγ

α
kn

dζ

)

−

n + |k|+ 1

(2n+ 3)(2n+ 5)

(

dγt
kn+2

dζ
− µ̂dγ

α
kn+2

dζ

)

+
n + |k|+ 1

(2n+ 1)(2n+ 3)
(

dβt
kn

dζ
− µ̂dβ

(α)
kn

dζ

)]

+ 2 sinh ζα

[

2(n2 + n− 1 + k2)

(2n+ 3)(2n− 1)

(

dwt0
kn

dζ
− µ̂dw

α0
kn

dζ

)

−

(n− |k|)(n− |k| − 1)

(2n− 1)(2n− 3)

(

dwt0
kn−2

dζ
− µ̂dw

α0
kn−2

dζ

)

− (n + |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)

(2n+ 3)(2n+ 5)
(

dwt0
kn+2

dζ
− µ̂dw

(α)0
kn+2

dζ

)]

− 1

2n− 1

(

dβt
kn−1

dζ
− µ̂dβ

α
kn−1

dζ

)

− n− |k|
2n− 1

(

dqt
kn−1

dζ
− µ̂dq

α
kn−1

dζ

)

+
1

2n+ 3

(

dγt
kn+1

dζ
− µ̂dγ

α
kn+1

dζ

)

−n + |k|+ 1

2n+ 3

(

dqt
kn+1

dζ
− µ̂dq

α
kn+1

dζ

)

= 0. (A.26)
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L’utilisation des équations de continuité des vitesses à l’interface permet d’obtenir les relations
suivantes :

βα
kn − βt

kn =
2

sinh ζα

[

(n + 1− |k|) cosh ζα(Zα
kn − w∞0

kn ) −

(n+ 1)(2n+ 1)

2n+ 3
(Zα

kn+1 − w∞0
kn+1)

]

, (A.27a)

γα
kn − γt

kn =
2

sinh ζα

[

n(2n + 1)

2n− 1
(Zα

kn−1 − w∞0
kn−1)− (n+ |k|)

cosh ζα(Zα
kn − w∞0

kn )
]

. (A.27b)

Comme dans le §3.2, la fonction f±
kn est définie :

f±
kn =

dfkn

dζ
± µ̂(n+ 1

2
)fkn

(n+ 1
2
)(µ̂+ 1)

. (A.28)

Il est alors possible de trouver :

dwt0
kn

dζ
− µ̂dw

α0
kn

dζ
=

2n+ 1

2

[

(µ̂+ 1)wt±
kn ± µ̂(Zα

kn − w∞0
kn )
]

, (A.29a)

dqt0
kn

dζ
− µ̂dq

α0
kn

dζ
=

2n+ 1

2

{

(µ̂+ 1)qt±
kn ±

2µ̂

sinh ζα

[

n− |k|
2n− 1

(

Zα
kn−1 − w∞0

kn−1

)

+

n+ |k|+ 1

2n + 3

(

Zα
kn+1 − w∞0

kn+1

)

− cosh ζα
(

Zα
kn − w∞0

kn

)

]}

, (A.29b)

dβt
kn

dζ
− µ̂dβ

α
kn

dζ
=

2n+ 1

2

{

(µ̂+ 1)βt±
kn ±

2µ̂

sinh ζα

[

(n + 1− |k|) cosh ζα(Zα
kn − w∞0

kn )−

(n+ 1)(2n+ 1)

2n+ 3
(Zα

kn+1 − w∞0
kn+1)

]}

, (A.29c)

dγt
kn

dζ
− µ̂dγ

α
kn

dζ
=

2n+ 1

2

{

(µ̂+ 1)γt±
kn ±

2µ̂

sinh ζα

[

n(2n+ 1)

2n− 1
(Zα

kn−1 − w∞0
kn−1)−

(n− |k|) cosh ζα(Zα
kn − w∞0

kn )
]}

. (A.29d)
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La condition de continuité des contraintes suivant l’axe η s’écrit finalement sous la forme :

3(µ̂− 1)

µ̂+ 1

[

sinh ζαq
t
kn + 2

(

cosh ζαw
t0
kn −

n− |k|
2n− 1

wt0
kn−1 −

n+ |k|+ 1

2n+ 3
wt0

kn+1

)]

+

cosh ζα

[

n + |k|+ 1

2n+ 3
(γt±

kn+2 − βt±
kn) +

n− |k|
2n− 1

(γt±
kn − βt±

kn−2)− (2n+ 1)qt±
kn

]

+

2 sinh ζα

[

(n− |k|)(n− |k| − 1)

2n− 1
wt±

kn−2 +
(n+ |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)

2n+ 3
wt±

kn+2−

2(n2 + n + k2 − 1)(2n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 3)
wt±

kn

]

+βt±
kn−1 − γt±

kn+1 + (n− |k|)qt±
kn−1 + (n+ |k|+ 1)qt±

kn+1 +

4µ̂

(µ̂+ 1)| sinh ζα|

{

(n− |k| − 1)(n− |k|)
(2n− 1)(2n− 3)

(Zα
kn−2 − w∞0

kn−2)

−2(n− 1)(n− |k|)
(2n− 1)2

cosh ζα(Zα
kn−1 − w∞0

kn−1) +

2

2n+ 1

[

2(n2 + n + k2 − 1)

(2n+ 3)(2n− 1)
− 1

]

(Zα
kn − w∞0

kn ) +
2(n+ 2)(n+ |k|+ 1)

(2n+ 3)2
cosh ζα

(Zα
kn+1 − w∞0

kn+1)−
(n+ |k|+ 1)(n+ |k|+ 2)

(2n+ 3)(2n+ 5)
(Zα

kn+2 − w∞0
kn+2)

}

= 0. (A.30)

Il nous faut maintenant tirer partie de la condition sur les contraintes tangentielles suivant
l’axe θ. Toujours à partir de l’expression de la divergence, on montre que l’on a pour chaque
harmonique k :

∂2ut
ζk

∂ζ2
− µ̂

∂2uα
ζk

∂ζ2
− 3 sinh ζα

cosh ζα − cos η

(

∂ut
ζk

∂ζ
− µ̂

∂uα
ζk

∂ζ

)

+

3 sinh ζα sin η

(cosh ζα − cos η)2

(

ut
ηk − µ̂uα

ηk

)

− 2 sin η

cosh ζα − cos η

(

∂ut
ηk

∂ζ
− µ̂

∂uα
ηk

∂ζ

)

= 0. (A.31)

En utilisant les expressions donnant uζk et uηk en fonction de Q0
k et W i

k et la condition de flux
de masse nul, la relation ci-dessus devient :

2
D

∂ζ

(

Qt0
k − µ̂Qα0

k

)

− cos η sinh ζα

D2

∂ζ2

(

Qt0
k − µ̂Qα0

k

)

+ 2
(

W t0
k − µ̂W α0

k

)

+2 (1− cosh ζα cos η)
D2

∂ζ2

(

W t0
k − µ̂W α0

k

)

−

sin η sinh ζα
D2

∂ζ2

[

W t1
k +W t−1

k − µ̂
(

W α1
k +W α−1

k

)]

= 0, (A.32)

En utilisant les relations de récurrence sur les fonctions de Legendre, on trouve finalement :

qt±
kn =

2(1− µ̂)

µ̂+ 1

[

sinh ζα
2n+ 3

γt
kn+1 +

2(n+ |k|+ 1) cosh ζα

2n + 3
wt0

kn+1 − wt0
kn

]

∓ µ̂

2(µ̂+ 1)
Xα

kn, (A.33)
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avec Xα
kn donnée par

Xα
kn =

4

sinh ζα

[

n− |k|
2n− 1

(

Zα
kn−1 − w∞0

kn−1

)

+
n+ |k|+ 1

2n+ 3

(

Zα
kn+1 − w∞0

kn+1

)

+

( | sinh ζα|
2n + 1

− cosh ζα

)

(

Zα
kn − w∞0

kn

)

]

. (A.34)

L’ensemble des relations qui vient d’être établi dans cette annexe généralise les résultats de
Zinchenko [154]. Ces conditions peuvent servir de base au calcul des écoulements produits par
des harmoniques d’ordre supérieur à 1.



Annexe B

Vecteurs et tenseurs en coordonnées
bisphériques

Cette annexe établit les diverses relations permettant d’exprimer les changements de base
entre les différents systèmes de coordonnées utilisés dans ce mémoire. L’expression générale
du tenseur des contraintes dans le repère bisphérique est également donnée. Nous utilisons les
développements théoriques sur l’analyse tensorielle présenté par Aris [5] et l’appendice du livre
de Happel et Brenner [56].

B.1 Les changements de bases

Le dessin ci-dessous présente la relation entre les systèmes cartésien et cylindrique.
Les relations entre x, y, z et ρ, θ sont :

x = ρ cos θ, (B.1a)
y = ρ sin θ, (B.1b)
z = z. (B.1c)

z

y

x

O

P

z

θ
ρ

FIG. B.1 – Passage du repère cartésien au système de référence cylindrique.
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z

ρ

eη

ζe

η=Cte

Cteζ=

+c

-c

FIG. B.2 – Passage du repère cylindrique au système de référence bisphérique.

La matrice de passage de (O; ~x; ~y; ~z) à (O;~eρ;~eθ; ~z) est la suivante :

P1 =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 . (B.2)

On rappele que la matrice P1 est orthogonale.
Nous employons dans ce mémoire le système de cordonnées bisphériques. Il faut être en me-

sure d’exprimer les changements de base entre les référentielles (O;~eρ;~eθ; ~z) et (O;~eζ;~eθ;~eη)
(cf. figure B.2).

La recherche des vecteurs ~eζ et ~eη en fonction de ~eθ et ~z est faite de la façon suivante. A partir
des expressions de z et de ρ exprimées en fonction de ζ et de η, on trouve les composantes de
~eζ en dérivant ρ et z par rapport à ζ . Pour les composantes de ~eη , ρ et z sont dérivés par rapport
à η. Après normalisation, nous obtenons le résultat suivant :

~eζ =
− sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
~eρ +

1− cosh ζ cos η

cosh ζ − cos η
~z, (B.3a)

~eη = −1− cosh ζ cos η

cosh ζ − cos η
~eρ −

sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
~z. (B.3b)

A partir de ces relations, la matrice de passage de (O;~eρ;~eθ; ~z) à (O;~eζ;~eθ;~eη) est obtenue
facilement.

P2 =





− sin η sinh ζ

cosh ζ−cos η
0 −1−cos η cosh ζ

cosh ζ−cos η

0 1 0
1−cos η cosh ζ

cosh ζ−cos η
0 − sin η sinh ζ

cosh ζ−cos η



 . (B.4)

La matrice P2 est également orthogonale.

B.2 Expression de la vitesse dans le repère bisphérique

A l’aide des matrices de passage, il est facile d’exprimer les composantes physiques de la
vitesse dans le système de coordonnées bisphériques. En effet, si Xc et Xb représentent les
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matrices colonnes contenant les composantes d’un vecteur quelconque dans les systèmes cylin-
drique et bisphérique respectivement, on a la relation suivante :

Xb = P−1
2 .Xc. (B.5)

Le produit matricielle de cette dernière relation donne pour les composantes de la vitesse :

uζ = − sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
uρ +

1− cos η cosh ζ

cosh ζ − cos η
uz, (B.6a)

uη = −1− cos η cosh ζ

cosh ζ − cos η
uρ −

sin η sinh ζ

cosh ζ − cos η
uz. (B.6b)

B.3 Tenseur des contraintes dans le repère bisphérique

Afin d’utiliser les notations indicielles, le système de coordonnées rectilignes est noté y1, y2

et y3. Pour le système bisphérique, on pose :

x1 = ζ, (B.7a)
x2 = θ, (B.7b)
x3 = η. (B.7c)

Le tenseur métrique covariant, défini par la relation

gij =
3
∑

k=1

∂yk

∂xi

∂yk

∂xj
, (B.8)

est diagonal. Cette propriété est liée au caractère orthogonal du système de coordonnées bisphé-
riques. Dans ce cas de figure, il est possible de définir les facteurs métriques :

hi =
√
gii, (B.9)

sans sommation sur l’indice i.
Dans notre application, les facteurs métriques sont :

h1 = h3 = hb =
c

cosh ζ − cos η
, (B.10a)

h2 = ρ =
c sin η

cosh ζ − cos η
. (B.10b)

Le tenseur des contraintes a la forme générale suivante :

σ = −p1 + 2µe, (B.11)

où 1 représente le tenseur unité, e est le tenseur des taux de déformation. La divergence de la
vitesse a été prise égale à zéro.

La recherche du tenseur des contraintes revient à déterminer celui des taux de déformation.
Les composantes covariantes de ce dernier sont :

eij =
1

2
(ui,j + uj,i), (B.12)



208 Vecteurs et tenseurs en coordonnées bisphériques

où ui,j est la dérivée covariante de la vitesse. Les composantes contravariantes et covariantes de
e sont reliées par la relation :

eij = gikgjlekl. (B.13)

gij est le tenseur inverse de gij.
La dérivée covariante de ui est définie ainsi

ui,j =
∂ui

∂xj
−







k

i j







uk. (B.14)

Dans le cas d’un système de coordonnées orthogonales, les symboles de Christoffel sont
plus simples à calculer :

– si i 6= j 6= k :






i

j k







= 0, (B.15)

– si i 6= j ou i = j :






i

i j







=







i

j i







=
1

hi

∂hi

∂xj
, (B.16)

– sinon :






j

i i







= −hi

h2
j

∂hi

∂xj
(B.17)

Après avoir calculé l’ensemble de nos symboles de Christoffel, nous pouvons déterminer
les dérivées covariantes de la vitesse et donc obtenir le tenseur des taux de déformation.

La dernière étape du calcul est la recherche des composantes physiques définies par Trues-
dell [143] du tenseur de taux de déformation. Ces dernières sont notées e(ij) et sont données
dans le cas d’un système orthogonal par :

e(ij) =
eij

hihj

. (B.18)

Après le calcul de e(ij), il est possible d’obtenir les composantes physiques du tenseur des
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contraintes. Le résultat final est donné ci-dessous :

σζζ = −p +
2µ

hb

(

∂uζ

∂ζ
+

1

hb

∂hb

∂η
uη

)

, (B.19a)

σζθ = µ

(

1

ρ

∂uζ

∂θ
− 1

hbρ

∂ρ

∂η
uθ +

1

hb

∂uθ

∂ζ

)

, (B.19b)

σζη = µ

[

∂

∂η

(

uζ

hb

)

+
∂

∂ζ

(

uη

hb

)]

, (B.19c)

σθθ = −p+
2µ

ρ

(

∂uθ

∂θ
+

1

hb

∂ρ

∂η
uη +

1

hb

∂ρ

∂ζ
uζ

)

, (B.19d)

σθη = µ

(

1

hb

∂uθ

∂η
+

1

ρ

∂uη

∂θ
− 1

hbρ

∂ρ

∂η
uθ

)

, (B.19e)

σηη = −p +
2µ

hb

(

∂uη

∂η
+

1

hb

∂h

∂ζ
uζ

)

. (B.19f)

uζ , uη et uθ sont les composantes physiques du vecteur vitesse.
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Annexe C

Calcul du moment exercé sur une goutte

Le moment exercé sur une goutte α calculé au centre de cette dernière est :

~MOα =

∫

Sα

~x ∧
(

σ
t.~n
)

dS. (C.1)

~x est un vecteur qui a pour origine le centre de la goutte et pour extrémité un point à la surface
de cette dernière.

Il est facile de voir que l’on a ~x = aα~n. La contrainte σ
t.~n peut être décomposée en deux

composantes, l’une normale et l’autre tangentielle à la surface.

σ
t.~n = σt~n+ ~τ t. (C.2)

Il est évident de voir que
~n ∧
(

σ
t.~n
)

= ~n ∧~τ
t. (C.3)

Or d’après les conditions de continuité des contraintes tangentielles, on a :

~τ t = ~τα. (C.4)

D’où on peut écrire :
~n ∧
(

σ
t.~n
)

= ~n ∧~τ t = ~n ∧ (σα.~n) . (C.5)
Le moment exercé sur la goutte α est alors :

~MOα =

∫

Sα

~x ∧ (σα.~n) dS. (C.6)

Sous cette forme nous pouvons utiliser le théorème d’Ostrograsky. La composante du mo-
ment suivant l’axe xi est alors :

Mi =

∫

Vα

εijkσjkdV +

∫

Vα

εijkxjσkl,ldV. (C.7)

Le tenseur de contrainte étant symétrique, le premier terme du membre de droite de la rela-
tion ci-dessus est nul. Les équations de Stokes correspondent à :

σij,j = 0. (C.8)

Ce qui entraîne que le second terme est également nul. Donc le moment exercé sur une
goutte est identiquement nul et ce quel que soit l’écoulement externe.
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Annexe D

Méthode de Bretherton

Bretherton [19] utilise les propriétés de linéarité et de réversibilité des équations de Stokes.
Ainsi, si le champ de vitesse change de signe il en résulte également un changement de signe
sur les forces hydrodynamiques s’appliquant sur une goutte plongée dans cet écoulement. De
même, Bretherton [19] stipule qu’une symétrie miroir appliquée à l’écoulement a les mêmes
effets sur les forces s’exerçant sur une particule. Ces propriétés peuvent servir à la détermination
des composantes des forces non nulles s’appliquant sur des gouttes. Regardons dans un premier
temps, le cas d’un écoulement de cisaillement dans le plan (O, x, y). Les deux gouttes sont
situées sur l’axe z. La situation est représentée sur la figure D.1.

A priori, les composantes des forces s’appliquant aux gouttes sont toutes différentes de
zéro. Dans un premier temps, l’inversion de l’écoulement change le signe des composantes des
forces. Cette nouvelle situation est représentée en trait discontinu sur la figure D.1. Afin de
retrouver l’écoulement initial, on applique maintenant une symétrie miroir par rapport au plan
(0, x, z). Nous remarquons alors que les composantes des forces suivant les axes x et z sont de
signe opposé par rapport à ce qui avait été supposé initialement. Comme l’écoulement à l’infini
s’avère identique à celui de la situation initiale, et par unicité de la solution des équations de
Stokes ces deux composantes doivent être nulles. Il nous reste donc qu’une seule composante.
Maintenant, appliquons une symétrie miroir par rapport au plan (O, y, z), la composante suivant
l’axe y n’a pas été modifiée. Pour retrouver la situation initiale, l’écoulement doit être inversé.
Par conséquent, la composante des forces suivant l’axe y change de signe. De nouveau, l’écou-
lement étant identique à la situation de base, la composante y ne peut être que nulle. Ainsi, nous
venons de démontrer que pour un écoulement de cisaillement suivant l’axe x, les forces qui
agissent sur les gouttes sont identiquement nulles.

Ce type de raisonnement peut être appliqué de la même façon pour un écoulement de ci-
saillement suivant l’axe y. Par suite, un écoulement linéaire quelconque de vitesse nulle suivant
l’axe z ne donne aucune force sur les gouttes situées sur ce même axe. Ceci résulte du fait
qu’un écoulement quelconque peut toujours être décomposé en une somme d’écoulements de
cisaillement simple.

La méthode de Bretherton permet également de démontrer que pour un écoulement de ci-
saillement de gradient γzx, la seule composante non nulle est située suivant l’axe x. Ce qui
permet de retrouver le résultat démontré dans le §3.1.
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PSfrag replacements x

y

z

γyx

goutte 1

goutte 2

FIG. D.1 – Application des propriétés de réversibilité et de symétrie miroir des écoulements
dans la recherche de l’annulation des forces.



Annexe E

Méthode d’intégration des systèmes raides

Soit le système d’équations différentielles à N inconnues suivant
dy(t)

dt
= f [y(t)], (E.1)

où y(t) et f sont des vecteurs colonnes à N lignes. Il s’agit de prendre en compte le fait que
f peut subir de fortes variations au cours de l’intervalle de temps ∆t. Une méthode d’Euler
pourrait être utilisée sous la forme suivante :

y(tn+1) = y(tn) + ∆t {f [y(tn)] + A (tn) · [y(tn+1)− y(tn)]} , (E.2)

où A est la matrice jacobienne de f dont les composantes sont définies par

Aij =
∂fi

∂yj

. (E.3)

Ainsi, la détermination de y(tn+1) requiert la résolution du système linéaire suivant :

[1−∆tA] · [y(tn+1)− y(tn)] = ∆tf [y(tn)]. (E.4)

Cette méthode d’Euler généralisée présente bien un caractère semi-implicite dans le sens où elle
nécessite la résolution d’un système linéaire. Il est également possible de généraliser la méthode
de Runge-Kutta. Ainsi, dans celle développée par Kaps et Rentrop [77], la solution de y(t) est
déterminée par :

y(tn+1) = y(tn) +

4
∑

i=1

ciki, (E.5)

où les incréments ki sont obtenus par la résolution des systèmes suivants :

[1− γ11∆tA] · ki = ∆tf [y(tn) +

i−1
∑

j=1

αijkj] + ∆t

i−1
∑

j=1

γijkj. (E.6)

Nous employons pour les coefficients ci, γij et αij , indépendants du problème considéré, ceux
donnés dans le livre de Stoer et Bulirsh [135] :

c1 = 0, 545211088; c2 = 0, 30148648; c3 = 0, 177064668; c4 = −0, 0237622363.
γ11 = γ22 = γ33 = γ44 = 0, 22042841;
γ21 = 0, 822867461; γ31 = 0, 695700194; γ41 = 3, 90481342; γ43 = 1;
α21 = −0, 545211088;α31 = 0, 252787696;α41 = 0, 252787696;α32 = 1;α42 = 1.

(E.7)
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Les coefficients qui n’ont pas été spécifiés sont égaux à zéro.
Il est possible de contrôler le pas de temps en estimant l’erreur de calcul. Pour ce faire,

une estimation de la solution du système d’équations différentielles est faite à l’ordre 3 sous la
forme :

ŷ(tn+1) = y(tn) +

3
∑

i=1

ĉiki, (E.8)

où les coefficients ĉi utilisés sont :

ĉ1 = −0, 162871035; ĉ2 = 1, 1821536; ĉ3 = −0, 0192825995. (E.9)

L’erreur est déterminée de la façon suivante :

Er =
N

max
i=1
{|yi(tn+1)− ŷi(tn+1)|} . (E.10)

La détermination du nouveau pas de temps est faite par l’utilisation de la relation :

∆tnew = 0, 9∆t 4

√

ε∆t

Er

. (E.11)

ε est une tolérance qui est fixée en fonction de la précision souhaitée.



Annexe F

Interpolation du champ de vitesses

La présentation est tout d’abord effectuée dans le cas monodimensionnel. Ensuite, l’inter-
polation d’un champ tridimensionnel est examinée.

F.1 Interpolation monodimensionnelle par spline cubique

Soit une fonction, f(x), connue de façon discrète pour des valeurs de x égales à xi. fi

représente la valeur de f(x) en xi. L’indice i varie de 1 à N . L’interpolation par spline cubique
sur l’intervalle [xi; xi+1[ de f(x) s’écrit sous la forme1 :

f(x) =

2
∑

k=−1

gk (βi) f̃i+k, (F.1)

où βi est défini par
βi =

x− xi

xi+1 − xi

. (F.2)

Les fonctions gk (β) sont déterminés de façon à assurer la continuité des valeurs de f(x) mais
également de ces dérivées première et seconde en xi et xi+1. Elles sont données par les relations
suivantes :

g−1 (β) =
1

6
(1− β)3 , (F.3a)

g0 (β) =
1

6

(

3β3 − 6β2 + 4
)

, (F.3b)

g1 (β) =
1

6

(

−3β3 + 3β2 + 3β + 1
)

, (F.3c)

g2 (β) =
β3

6
. (F.3d)

Concernant les quantités f̃i, elles sont déterminées en écrivant que pour β = 0 la relation (F.1)
donne fi :

1

6
f̃i−1 +

2

3
f̃i +

1

6
f̃i+1 = fi. (F.4)

1Par abus de notation, l’interpollé de la fonction f(x) est également noté f(x).
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Cette dernière relation étant écrite pour i variant de 1 à N , nous obtenons alors un système de
N équations à N inconnues. Pour i = 1, les conditions de périodicité sont utilisées. Il en de
même en i = N . Ainsi, le système à résoudre a la forme suivante :
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. (F.5)

Grace à la résolution du système ci-dessus, il devient alors possible de déterminer l’interpolation
de la fonction f(x).

F.2 Interpolation tridimensionnelle par spline cubique

Considérons une fonction f(x, y, z) définie de façon discrète sur les points du maillage dont
les nœuds sont repérés par xi, yj et zk. i varie de 1 à Nx, j de 1 à Ny et k de 1 à Nz. Pour
x ∈ [xi; xi+1[, y ∈ [yj; yj+1[ et z ∈ [zk; zk+1[, l’interpolation de f(x, y, z) est déterminée par la
relation suivante :

f(x, y, z) =
2
∑

l=−1

2
∑

m=−1

2
∑

n=−1

gl (βi) g
m (γj) g

n (δk)
˜̃̃
fi+l,j+m,k+n, (F.6)

où βi, γj et δk sont donnés par

βi =
x− xi

xi+1 − xi

, γj =
y − yj

yj+1 − yj

, δk =
z − zk

zk+1 − zk

. (F.7)

Les fonctions g ne changent pas par rapport au cas monodimensionnel. La détermination de
˜̃̃
fi,j,k est faite par trois étapes successives. La première étape consiste à déterminer f̃i,j,k par la
résolution du système linéaire suivant :

Nx
∑

l=1

Ax
i,lf̃l,j,k = fi,j,k, pour i = 1 à Nx. (F.8)

Cette résolution doit être repétée pour l’ensemble des valeurs de j et de k. Il s’ensuit qu’il est
nécessaire de résoudre Ny × Nz systèmes pour connaître la totalité de f̃i,j,k. La matrice Ax est
identique à celle donnée dans le cas monodimensionnel. De la même façon, la deuxième étape
consiste à déterminer ˜̃

fi,j,k par la résolution des systèmes :

Ny
∑

m=1

Ay
j,m

˜̃
fi,m,k = f̃i,j,k, pour j = 1 à Ny. (F.9)
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Et la troisième étape permet d’obtenir
˜̃̃
fi,j,k à l’aide de la résolution des systèmes suivants :

Nz
∑

n=1

Az
k,n

˜̃̃
fi,j,n =

˜̃
fi,j,k, pour k = 1 à Nz. (F.10)

Au total,
˜̃̃
fi,j,k nécessite la résolution de Ny ×Nz +Nx ×Nz +Nx ×Ny systèmes linéaires.

Dans le cas de l’interpolation du champ de vitesse, il est nécessaire de refaire l’interpolation
pour chaque nouveau pas de temps. Comme les matrices Ax, Ay et Az ne changent pas en
fonction du temps, elles peuvent être inversées au début de la simulation. Ensuite les résolutions
des divers systèmes se fait par de simples produits de matrices. Cependant, les temps de calcul
restent assez longs.
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