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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

L’information au sujet des objets astrophysiques est presque exclusivement accessible a travers
le rayonnement électromagnétique qui nous en parvient. Les caractéristiques de ce rayonnement
sont ensuite analysées pour en déduire des propriétés physiques des objets observés. Par exemple,
la présence de raies d’émission ou d’absorption a certaines longueurs d’onde renseigne sur la compo-
sition chimique des objets. Plus particulierement le rayonnement provenant de I’émission étendue,
comme les galaxies ou les nuages de gaz, renseigne sur la densité ou la température de ces objets.

Pour observer ce rayonnement, des observatoires terrestres ou spatiaux sont congus afin de
collecter le flux lumineux. Les objets sont a des distances trés grandes, considérées infinies, de
I’observateur et la ligne de visée, ou la direction d’observation, est caractérisée par deux angles
notés ici a et §. La distance est perdue et tout le flux provenant d’une ligne de visée est intégré.
De plus le rayonnement est caractérisé par une troisieme dimension, la longueur d’onde A.

La problématique consiste ici & estimer le rayonnement inconnu ¢(a,3,A) suivant les trois di-
mensions. Cette tache sera plus ou moins difficile en fonction des caractéristiques de l'instrument
et de ses capacités a mesurer I'information dans les trois dimensions. Pour le cas des dimensions
spatiales la focalisation, par une optique, de la lumiére sur un plan focal permet la formation d’une
image. Pour étre discriminant en longueur d’onde cette fois il faut employer des capteurs sensibles
a un certain domaine spectral par exemple en employant des filtres a longueurs d’onde ou des
systemes dispersifs comme les réseaux de diffraction.

Les instruments fournissent une mesure du flux de photons a travers toute une chaine de collecte
et de détection. De nombreux éléments sont employés pour produire un signal dans une grandeur
physique facile & manipuler. Les instruments possédant toujours des limitations, I'information pro-
venant du signal astrophysique d’intérét est dégradée ou déformée. L’étude et la modélisation de
I’ensemble de ces phénomeénes physiques a 'origine des données pour un ciel fixé est appelé « pro-
bleme direct ».

La question de 'estimation du ciel inconnu ¢ connaissant le signal acquis (les données y) est
appelé « probleme inverse ». En langage courant il s’agit connaissant la conséquence y d’en déduire
la cause ng Sans rentrer dans les détails, alors que le modele direct est généralement bien-posé
mathématiquement (les équations sont « stables ») ce n’est généralement pas le cas des problémes
inverses qualifiés dans ce cas de mal-posés. Lever la dégénérescence, en physique par exemple, est
un probleme mal posé puisque plusieurs combinaisons des parameétres d’entrées peuvent expliquer

Lorsque I'objet inconnu est dans un espace & dimension fini nous utiliserons la notation x au lieu de ¢.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

le phénomene observé.

Dans la suite nous décrivons l'instrument SPIRE sur lequel nous avons concentré nos travaux.
C’est un instrument unique, qui a demandé pour sa conception des technologies de pointe, et qui
bien que permettant d’accéder a des informations inaccessibles jusqu’a maintenant, possede des
limitations notamment en résolution spatiale. De nombreux problémes abordés dans cette these
s’appliquent également a d’autres instruments tel que PACS d’Herschel.

1.1.1 Herschel et SPIRE

Herschel, représenté figure [1.1, est un observatoire spatial de 1’Agence Spatiale Européenne
pour l'observation astronomique infrarouge et sub-millimétrique. L’atmosphere étant opaque pour
ces longueurs d’ondes, il a été lancé le 14 mai 2009 par une fusée Ariane 5 (en méme temps que le
satellite Planck). Comme tous les observatoires spatiaux, ¢’est un instrument unique qui a nécessité
des technologies parfois uniquement développées dans des laboratoires de recherche. Le programme
officiel a débuté en 2000, mais le projet a environ vingt ans, et de nombreux acteurs européens
(laboratoires, instituts, etc.) ont participé a sa conception. Le cotit total du projet est de ordre du
milliard d’euros.

L’observation de l'infrarouge lointain permet d’accéder a une information sur la formation et la
vie des étoiles ainsi que des galaxies. Les propriétés de nuages de poussiere et de gaz présents dans
le milieu interstellaire sont également accessibles a ’aide de ce rayonnement. La lumiere émise par
ces objets possédant une étendue spatiale est appelée « émission étendue » pour la distinguer du
rayonnement émis par des objets ponctuels tels que les étoiles.

Un élément central d’Herschel est le télescope, décrit partie [2.2.1] qui focalise la lumiere et
forme une image sur le plan focal. De type Ritchey-Chrétien, son miroir primaire fait 3,5 metres
de diametre. C’est le plus grand miroir lancé dans I’espace jusqu’a maintenant et sa conception a
nécessité une technicité de pointe pour qu’il ait un poids raisonnable. La dimension du miroir est
importante car elle détermine a la fois la quantité de flux collecté et la résolution angulaire des
données, c’est-a-dire la capacité naturelle a discriminer deux points rapprochés.

La résolution angulaire des données a la sortie du miroir dépend de la longueur d’onde. En
effet plus la longueur d’onde est grande, moins la résolution est bonne, comme décrit dans la partie
sur 'ouverture Dans le cas de l'observatoire Herschel les longueurs d’onde observées sont
de l'infrarouge lointain au sub-millimétrique. Ce sont de trés grandes longueurs d’onde et la perte
en résolution est importante. La grande dimension du miroir permet donc en partie de compenser
cette perte en résolution.

L’observatoire comprend trois instruments placés sur le plan focal. On trouve :
— HIFI (Heterodyne Instrument for the Far Infrared) qui est un spectrometre haute résolution ;
— PACS (Photodetector Array Camera and Spectrometer) qui est un photomeétre & bolomeétres
et un spectrometre a réseau a photoconducteurs et observe de 61 a 210 um;
— SPIRE (Spectral and Photometric Imaging REceiver) est un imageur et un spectromeétre par
transformée de Fourier, tous deux & base de bolometres. Il observe des longueurs d’onde de
200 & 600 pm.
Dans ce travail nous nous sommes concentrés uniquement sur les trois photometres de I'imageur
de SPIRE. Les photomeétres observent la méme étendue spatiale du ciel en (a,3) dans trois bandes
spectrales différentes et relativement étroites. Ils ne sont pas destinés a une étude fine du contenu
spectral du ciel mais plutot a une mesure spatiale.

Les trois photometres ont leur bande spectrale centrée en 250 pm, 360 ym et 520 pm environ.
Ces photometres posseédent des filtres en longueur d’onde (partie 2.2.2) pour sélectionner la bande

~10 -



1.1. CONTEXTE

Figure 1.1 — Image synthétique du satellite Herschel. Le bouclier thermique est en arriére plan
du miroir primaire et secondaire. Juste en dessous du miroir primaire se trouve le cryostat qui
contient tous les instruments. Le bloc inférieur contient 1’électronique ainsi que les instruments
de mesure, de télémétrie, de traitement de données, etc. Il mesure plus de sept metres de haut
et pese plus de trois tonnes.

— 11 —
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spectrale et de cornets (partie 2.2.3) qui sont des intégrateurs spatiaux et concentrent le rayonne-
ment sur les bolomeétres (partie 2.2.4). Les bolomeétres sont une des particularités de I'instrument.
Ce sont des détecteurs de chaleur, tres sensibles, assez peu employés jusqu’a maintenant pour les
observatoires spatiaux a cause de difficultés techniques. Ces capteurs produisent un signal électrique
qui est ensuite numérisé. Il y a bien stir d’autres éléments sur le trajet optique (miroir dichroique,
lentilles, guide d’onde, etc.) qui modifient dans une moindre mesure le rayonnement.

Pour permettre une grande sensibilité et observer des flux tres faibles, les bolometres sont placés
dans un bain thermique & 0,3 Kelvin. Cependant plusieurs difficultés sont présentes. Tout d’abord le
miroir est trop grand pour qu’il soit lui-méme refroidi : I’'observatoire émet un rayonnement parasite
recu par le capteur. L’observatoire est protégé du rayonnement du soleil par un bouclier, visible
figure mais la protection n’est pas totale. Enfin la température du bain n’est pas parfaitement
stable. Il y a une dérive en température visible pendant les observations qui perturbent les mesures
du flux incident. Pour cela, deux bolometres dit aveugles sont intégrés au sein de chaque photometre
de SPIRE. Ce sont des bolomeétres comme les autres, placés a chaque extrémité, mais qui ne regoivent
aucun flux provenant du ciel. Ils sont cependant sensibles & la dérive thermique qui influence
I’ensemble du capteur et permettent donc d’en effectuer une mesure plus directe.

Le pointage du télescope n’est pas fixe dans le temps, mais des balayages ou des pointages
successifs décrits partie [2.2.6 sont effectués. Ces protocoles permettent de mesurer des étendues
spatiales plus grandes que le champ de vue d’un photometre. De plus, de la redondance spatiale
dans les données est introduite a ’aide de faibles incréments de pointage.

L’ensemble de ces éléments constitue une chaine d’acquisition complexe. La définition formelle
d’un modele d’acquisition comprenant les éléments décrits ici fait I'objet du chapitre [2 consacré a
sa modélisation et a son analyse. L’objectif est de permettre la meilleure interprétation possible de
Iinformation présente dans les données.

Pour déduire une information nouvelle sur le ciel observé a partir des données acquises, nous
avons suivi une démarche d’inversion. Il s’agit d’inverser les données produites pour estimer 1’en-
semble des variables inconnues en prenant en compte le processus d’acquisition.

1.1.2 Inversion

Les éléments d’un processus d’acquisition, comme celui de SPIRE, sont généralement modélisés
et mis ensemble sous la forme d'un systéeme H qui d’un ciel défini contintiment ¢ (par exemple
¢ : R? — R) décrit les données discrétes observées y

y =H(¢p).

L’estimation de l'inconnue revient ici a résoudre I’équation par rapport a ¢ lorsque y est connue
c’est-a-dire de déterminer

¢ =H (y).

Malheureusement, le probleme ainsi défini n’est généralement pas bien-posé au sens de Hada-
mart [Had01, Idi0la, Two63]. Pour qu’un probléme soit bien-posé il faut :

— que la solution existe,

— qu’elle soit unique,

— qu’elle soit continue vis-a-vis des données (i.e., stable : une petite variation dans les données

n’introduit pas de grande variation dans la solution).

En dimension infinie une des ces conditions n’est souvent pas remplie. Pour une description plus
complete et détaillée nous invitons le lecteur a consulter [Idi0la], chapitre 1 ou sa traduction
anglaise [Idi08].

- 12 —



1.1. CONTEXTE

En pratique les problemes se définissent souvent en dimension finie, par exemple en exprimant la
solution définie contintiment ¢ a I'aide d’un nombre fini de coefficients de décompositions x tel que
¢ = f(x), voir partie 2.4.1, f étant l'interpolateur de Shannon par exemple. De plus I'incertitude
est généralement modélisée au travers d’un terme de perturbation b et d’une loi d’addition

y=H(¢)+b=H(f(x)) +b.

Ce terme représente le fait qu’il est impossible de retrouver la solution qui explique parfaitement
les données au travers du modele. Dans cette situation la solution ngb du probléme est définie comme
I’élément optimisant un critére (coflit) par rapport aux données selon une certaine distante, par
exemple quadratique

¢ minimise |[H(¢) — yl*.

En dimension finie (discret—discret) il existe toujours au moins un minimiseur [Idi0la] obtenu en
annulant la dérivée premieére du critére, mais cette solution n’est pas nécessairement unique et des
problémes de stabilités sont trés souvent rencontrés. Si la solution n’est pas unique (le probléme est
sous-déterminé par exemple), celle-ci peut étre établie en choisissant parmi ’ensemble des solutions
celle & norme minimale (selon une distance a définir) appelée solution généralisée.

Malgré le fait qu’il est toujours possible de se ramener & une solution unique avec la solution
généralisée, celle-ci n’est pas nécessairement stable (méme si elle est continue vis-a-vis des données).
Dans le cas discret—discret, si I'opérateur est linéaire le modele s’écrit sous la forme

)

y=Hx+b

ou H est une matrice qui peut étre examinée au travers des ses valeurs singulieres A;. Avec la
solution généralisée, les valeurs singulieres nulles qui autorisent plusieurs solutions sont « exclues »
mais il peut y avoir un probléme avec les valeurs singuliéres proches de zéro. Dans ces cas la,
Iinverse généralisée, qui fait intervenir I'inverse de ces valeurs singulieres )\;1, provoque une am-
plification et une instabilité puisqu’il y a division par des valeurs tres petites. C’est un probléeme
de conditionnement.

Pour fixer les choses prenons comme exemple la convolution, présente dans notre modélisation
de SPIRE. Sous certaines hypotheses de périodicité, la convolution dans I’espace de Fourier s’écrit

§=A%+b
avec la fonction de transfert
A O 0
0 Ao 0
A_ =
0 -+ 0 Ap

une matrice diagonale et o symbolise le signal dans I’espace de Fourier. Si la distance est quadra-
tique, la solution généralisée x, obtenue avec le filtre inverse, s’écrit

Z=A1g

Si des valeurs propres A; sont petites parce que la fonction de transfert atténue certaines fréquences,
le filtre inverse A~! aura tendance & les amplifier par A; ! pour compenser. Dans ce cas, les com-
posantes de b qui est large bande se trouveront amplifiées et une petite variation dans les données
introduisent de grandes variations dans la solution. Le probleme est mal conditionné. Pour illus-
trer ce probléme, la figure [1.2 présente un cas ou le noyau de convolution est une gaussienne et
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Figure 1.2 — Caractére mal conditionné du filtre inverse. La figure m représente le signal
d’origine en bleu et le signal mesuré en rouge apres dégradation par filtrage et ajout d’un bruit
sous une loi gaussienne blanche idd. Le bruit est imperceptible. La figure|1.2(b) correspond a la
solution généralisée et la figure|1.2(c)|la solution des moindres carrés régularisés en bleu avec
un a priori quadratique sur les différences.

la solution généralisée figure 1.2(b)| est inacceptable. Ce probléme de conditionnement est le plus
rencontré en pratique.

La solution aux problémes mal-posés consiste a introduire de 'information supplémentaire pour
limiter I’espace des solutions ou favoriser certaines solutions. Pour cela plusieurs approches existent.

Une approche, trés souvent employée de maniére implicite, est le contrdle de dimensions.
Elle consiste a réduire ’espace des solutions a un espace de dimension moindre pour rendre
le probléme bien-posé. L’utilisation d’'un modele paramétrique a quelques parametres pour
exprimer un objet continu est un exemple. L’ajout de contraintes, comme la positivité, en est
un autre. Le rejet de solutions qui ne sont pas physiquement vraisemblables est également
possible. Ces approches évitent les difficultés en définissant, a l'origine, un probleme bien-
posé. Elles injectent une information a priori, souvent jugée plausible puisqu’elle vient d’une
connaissance d’expert ou de ceux intéressés par ’application.

Certaines approches consistent a éliminer ce qui est considéré comme génant. La décomposi-
tion tronquée en valeurs singuliéres (TSVD) est un exemple [Nas76]. Elle consiste a reconstruire
I’inconnue uniquement avec les valeurs singulieres A; suffisamment importantes. Par construc-
tion cette solution est stable numériquement. Cependant se pose le choix de la limite ou le
seuil est appliqué. De plus il n’est plus possible de restaurer des composantes spectrales consi-
dérées trop dégradées. Un autre exemple est le filtrage, en changeant de représentation ou
non, pour éviter 'amplification du bruit. Par exemple le signal peut étre décomposé sur une
base ou il aurait une représentation a priori parcimonieuse puis un seuil peut étre appliqué
sur les coefficients jugés non significatifs [KMR97]. Dans ces approches il faut choisir une
représentation adaptée et le filtrage élimine une partie de 'information a propos du signal
d’intérét.

Certaines approches exploitent le comportement de méthodes itératives pour calculer la so-
lution en limitant le nombre d’itérations [Ric72]. Ces approches reposent sur 1’observation
empirique que certains algorithmes restaurent généralement les composantes spectrales les
plus significatives puis au fur et a mesure restaurent les plus faibles. En limitant le nombre
d’itérations on évite la restauration des composantes qui provoquent l'instabilité. Ces ap-
proches souffrent d’un manque de formalisme qui limite leur compréhension et leur justifica-
tion. En outre la détermination de l'arrét des itérations n’est pas claire et elles sont sensibles
a l'initialisation y compris dans les cas de criteéres convexes.

Enfin une autre classe de méthode, appelée régularisation, fait intervenir explicitement dans le
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probleme un caractere désiré de la solution. Par exemple la solution est relativement réguliere,
continue par morceaux ou composée de pics. Cette information est souvent formalisée sous la
forme de critére composite

¢ minimise | H(¢) — y|* + aF(¢)

ol F modélise le caractere désiré sur la solution et 'hyper-parametre v gere le compromis
entre les deux sources d’information. C’est 'approche historique développée par les auteurs
tels que Tikhonov [Tik63] ou Twomey [Two63]. Un exemple est illustré figure [1.2(c). Ces
approches ont trés souvent un équivalent avec les modeéles probabilistes bayésiens [Dem89],
ces derniers apportant un formalisme et des outils tres riches. Elles demandent cependant
une réflexion et un échange avec les experts pour déterminer au mieux 'information dispo-
nible et le type de caractére désiré dans la solution. Cette caractéristique est un avantage
puisqu’elle pose directement dans la définition du probleme méme la formalisation de 'infor-
mation injectée dans I'inférence, sans passer par des artifices algorithmiques ou I’élimination
de composantes génantes comme dans les méthodes précédentes.

Nous voyons ici qu’il y a presque toujours un compromis & faire entre 'information provenant
des données et une information disponible par ailleurs sur un caractére recherché de la solution.
Ce compromis intervient par la définition d’un espace des solutions, par un seuil de troncature, un
arrét des itérations ou encore un parametre explicite c.

1.1.3 Problématiques

Nous pouvons maintenant établir les problemes soulevés par l'inversion des données acquises

par l'instrument SPIRE.

— L’ouverture, ou le miroir, introduit une dégradation de la résolution angulaire (modélisé par
une convolution). Malgré la dimension du miroir, les longueurs d’ondes sont grandes donc
I’atténuation des hautes fréquences spatiales également. De méme les bolometres dégradent
la résolution temporelle. Ils possedent un temps de réaction avec un comportement type
passe-bas.

Par conséquent le miroir, les cornets et les bolometres dégradent la résolution spatiale et
temporelle. Non seulement le modeéle d’acquisition sera complexe, mais le probleme de décon-
volution soulevé est connu pour son mauvais conditionnement [Hun72, GY95, Gio08].

— Pour permettre une bonne sensibilité, ’angle solide d’ouverture (le diametre) des cornets est

important. La conséquence est un sous-échantillonnage par rapport a la fonction de transfert
du miroir. La fréquence d’échantillonnage est deux fois plus petite que la fréquence de coupure
du miroir ce qui entralne un repliement de spectre. Pour résoudre ce probléme de repliement,
des protocoles d’observation adaptés introduisent de la redondance dans les données avec des
incréments de pointages inférieurs a la taille d’un capteur.
En exploitant la redondance spatiale dans les données, introduite par les protocoles d’obser-
vation, il est possible de reconstruire une image possédant une résolution supérieure a la réso-
lution naturelle des données. C’est un probléme typique de sur ou super-résolution [PPKO03,
RCLBGO06, VSVV07, EF99].

— L’environnement évolue en température et introduit une composante basse fréquence visible
dans les données (c’est ce que les astronomes appellent « bruit en 1/f » pour mentionner le
caractere basse-fréquence). L’origine principale est la dérive thermique du bain thermique et
les bolometres aveugles fournissent une mesure plus directe de cette composante [SBL108,
CCB™06].

— Ces problemes peuvent étre abordés avec une approche probleme inverse mais se posent
deux questions : la nature de I'information a priori sur I'objet d’intérét et les autres incon-
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nues ainsi que la question de I'estimation des parametres de compromis entre les différentes
sources d’information. Le formalisme bayésien fournit des réponses solides que nous présen-
terons [Dem89, Gio08, BMKO09].

— Le modéle instrument est un modele paramétrique bati sur la physique. Certains parametres
peuvent étre mal connus, peuvent évoluer pendant la vie de 'instrument ou le temps d’une
observation. Par exemple les caractéristiques des bolometres dépendent de la température
ambiante controlée par un cryostat. Dans ce cas 'estimation de ces parametres peut étre
importante.

— Enfin des particules a hautes énergies frappent les détecteurs. Ce sont des évenements impul-
sionnels qui influent sur le comportement du capteur de fagons variable, le plus simple étant
un pic en température d’'un seul bolometre, le plus complexe étant une influence électrique
sur I’ensemble du capteur. Ce probleme n’a pas été abordé dans les travaux de cette these.

Le travail présenté ici propose un formalisme, reposant sur une démarche d’inversion bayésienne

classique, pour répondre principalement aux principaux points c’est-a-dire le probleme de convo-
lution, de repliement, de la dérive en température, le réglage du compromis entre les différentes
sources d’information et I’estimation de parametres instrument. L’apport des travaux de cett these
est exposé dans les chapitres 2 et [3| Le chapitre 4] présente une étude expérimentale des résultats
des chapitres précédents.

Le cadre bayésien permet de mettre en évidence les informations utilisées mais il offre également
une grande richesse d’outils permettant d’aborder de nombreux problémes. Il permet notamment
une solution naturelle & la question du compromis & faire entre les différentes sources d’information.

1.2 Inférence bayésienne

L’approche bayésienne offre un cadre cohérent, complet et exhaustif pour mener une inférence
logique lorsque les informations disponibles sont entachées d’incertitude. Pour une présentation
détaillée de ses paradigmes nous invitons le lecteur a consulter les livres d’Edwin T. Jaynes [Jay03]
et David MacKay [Mac03], tous deux largement reconnus et disponibles en libre téléchargement.
Pour une présentation en francais, le lecteur pourra se référer a I’excellent support de cours de
Master 2 Recherche de Guy Demoment [Dem]. Pour une approche plus statistique les livres de
Christian Robert [Rob05, Rob96] sont une référence.

Les travaux de Jaynes (ainsi que Cox ou encore Jeffreys) présentés dans le polycopié de Guy
Demoment établissent la théorie des probabilités, et particulierement I’approche bayésienne, comme
une extension de la logique booléenne a des événements incertains. Il s’agit de regles logiques qui
permettent d’établir des relations entre événements lorsque ’on dispose seulement d’une information
incompléte sur le fait « vrai » ou « faux ». Dans ce cas, la mesure de probabilité p(¢), prise entre 0
pour « faux » et 1 pour « vrai », permet de mesurer quantitativement le degré de connaissance d’une
hypothese ¢. Il s’agit donc d’un outil quantitatif, qui obéit a des regles bien établies, logiques et
précises pour mesurer une information mais également la manipuler et I’explorer. L’intérét de cette
théorie est qu’elle est établie a partir d’axiomes de bases, appelés axiomes de Cox, qui définissent
ce qui est attendu d’une théorie pour mener une déduction logique quantitative en environnement
incertain.

Selon I'approche fréquentiste la probabilité est établie a ’aide du concept de limite de fréquence
de réalisation de variable « aléatoire » : une piece parfaite (qui est une hypothese) lancée un nombre
fictif de fois verra la fréquence relative de réalisation de I’éveénement « face » tendre vers 0,5. Dans
I’approche bayésienne les probabilités ne sont pas des caractéristiques établies par une limite de
fréquences. Le raisonnement se situe au niveau des connaissances : en ’absence d’autre information,
il n’y a aucune raison de penser que le lancé donnera « face » plutot que « pile ». Les événements
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sont équiprobables et par conséquent les deux probabilités valent chacune 0,5. Il n’est pas fait
appel & un nombre fictif d’événements (ou au concept de chance) mais & une démarche logique et
quantitative établissant I'information disponible. Si par exemple la connaissance que la piéce est
truquée est disponible, alors les probabilités sont adaptées pour refléter cette connaissance.

1.2.1 Loi a posteriori

Un des outils de base de la théorie bayésienne est la regle de Bayes

_ p(ylo, Dp(e, 1)
p(¢|y’1) - p(y,I)

qui est une formule d’inversion [Rob05]. En effet elle établit I'information p(¢|y,I) sur le ciel & 'aide
de l'information fournie par les données p(y|p,I). Pour cela la formule fait également apparaitre
I'information disponible sur le ciel p(¢|I) lorsque 'on ne connait que les hypotheses a priori I. La
regle de Bayes peut également étre vue comme une formule de mise-a-jour : des informations a
priori p(¢|I) on déduit I'information sur le méme objet p(¢|y,I) une fois les données acquises. La
partie [1.3 présente plus en détail la vraisemblance des données p(y|¢,I) et la loi a priori p(¢|I).

Souvent ’environnement logique I n’est pas noté puisqu’il est toujours du méme c6té de la barre
de conditionnement. Appelé parfois modele, ’environnement logique réunit ce qui est considéré vrai.
Il comprend les lois de la physique, le modele d’acquisition, les espaces de définition des inconnues
et des données, ou encore les lois de probabilités a priori etc. Dans les travaux menés dans cette
these, 'environnement logique définit en particulier le modele d’acquisition des données. Le modeéle
le plus classique déja mentionné est noté

y="Ho(¢) +b (1.1)

qui considere que les données proviennent d’un signal d’intérét transformé par un opérateur H,
paramétré par @ dont la sortie est dégradée par un signal inconnu b appelé bruit. Ici le bruit est
un modele pour prendre en compte I'incertitude sur le processus d’acquisition et ne correspond pas
a une réalité. L’environnement logique est fondamental puisqu’il établit qu’il y a toujours quelque
chose qui est supposé connu. Aucun traitement ne peut étre fait sans a priori, hypothéses ou encore
postulat. Dans le cas contraire la seule chose possible est le stockage des données.

La mise en commun de ces différentes sources d’information s’effectue a I'aide de la regle de
Bayes pour former la loi a posteriori. Cette loi est donc la collection de toute 'information utilisée
pour résoudre le probléme de 'estimation de ’objet inconnu ¢.

1.2.2 Définition d’un estimateur

La loi a posteriori collecte toute I'information disponible sur ’objet inconnu, c¢’est-a-dire le ciel ¢,
lorsque I'on connait les données y et les informations a priori disponibles par ailleurs. Cependant,
en dehors des cas ou l'objet est un scalaire ou un vecteur & deux coordonnées, ’exploration et
I'interprétation de la loi est tres difficile. C’est particulierement le cas en traitement du signal ou
de I'image ou les objets sont définis dans des espaces de grande dimension.

La solution consiste & choisir un point caractéristique, un estimateur, de cette loi. Ce point,
résume 'information présente dans la loi mais une partie de 'information est ignorée. Pour déter-
miner ce point caractéristique, 'approche bayésienne fait appel a la théorie de la décision [Rob05] :
on détermine de fagon objective une fonction C(x,x*) qui représente le colit & se tromper lorsque
le vrai est *. L’estimateur est la fonction des données qui minimise le colit moyen par rapport a
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la probabilité de tous les possibles
#(y) = argmin [ Ca(y).2"p(a"ly) da”
X

L’estimateur obtenu est alors le meilleur estimateur au sens de cette fonction de coiit et de la loi a
posteriori. Formellement la détermination de cette fonction de coflit est importante. En pratique il
est souvent fait appel aux mémes coiits classiques :

— le cotit tout ou rien

0 si et seulement si z(y) = «*

* J—
Cle,z7) = { 1 sinon
aboutit au choix de 'argument du maximum de la loi soit
(y) = arg max p(2[y).

Cet estimateur est appelé le maximum a posteriori ou MAP.
— le cofit quadratique C(x,z*) = ||z — 2*||> qui correspond & I'erreur quadratique moyenne
aboutit au choix de la moyenne de la loi

i(y) = [ @plely) da.

Cet estimateur est appelé la moyenne a posteriori, ou EAP, et c’est le meilleur au sens de
I’erreur quadratique moyenne.
— le cotit absolu C(x, z*) = | — x*| aboutit au choix de la médiane de la loi si & est un scalaire

#y) telque p(a’ < () = 3
appelé la médiane a posteriori.

Il est classique de mettre en avant les avantages et les inconvénients des estimateurs de la
moyenne et du maximum a posteriori. En effet si la loi est bi-modale, c’est-a-dire que la masse de
probabilité se concentre principalement autour de deux points alors la moyenne se placera entre les
deux, a un endroit ou la probabilité peut étre tres faible. Le cas d’un élément fortement probable,
un pic, mais ou la grande partie de la masse de probabilité est située autour d’un autre point est
un autre cas pathologique concernant le maximum cette fois. Celui si se placera sur le pic, alors
que la masse de probabilité autour de celui-ci peut étre tres faible.

Les deux cas illustrent le fait qu’il faut garder a l'esprit qu’il est réducteur de limiter I'inter-
prétation de la loi & un point. On peut se poser la question, du point de vue de la connaissance,
de la justification de limiter 'interprétation de la loi & un point lorsqu’elle est bi-modale. Il est
possible de justifier par exemple en évoquant le fait qu’'un des modes n’est pas réaliste physique-
ment. Cependant dans ce cas c’est la définition des informations disponibles (ici a priori) qu'il faut
réviser pour refléter cette connaissance. Et ceci peut étre fait potentiellement par la vraisemblance
en modifiant le modele d’acquisition ou les a priori.

Le cas ou la loi a posteriori est globalement uni-modale mais dont le lobe est tres large est
également intéressant. La loi a posteriori modélise I'information et 'incertitude sur ’objet. Si le lobe
est treés large, plutdt que d’extraire un point caractéristique, il s’agit d’un signe que 'information
n’est pas suffisante pour prendre une décision raisonnable. Cette information est donc également
portée par la loi a posteriori et dans le cas gaussien par exemple, il s’agit de la matrice de covariance
a posteriori. Dans le cas d’une image par exemple, la diagonale de cette matrice fournit une carte
d’incertitude.
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1.3 Apport de 'approche bayésienne

L’approche bayésienne apporte une solution aux problémes mal-posés puisqu’elle fait apparaitre
naturellement les informations nécessaires pour rendre le probleme bien déterminé, en partie a
travers les a priori. Dans de nombreux cas d’ailleurs les méthodes de régularisation présentées dans
la partie[I1.1.2 possédent une interprétation bayésienne. Le fait de manipuler des lois de probabilité
offre plusieurs avantages. Tout d’abord c’est ’approche qui exploite au mieux les données puisqu’elle
permet d’exploiter un modeéle réaliste qui serait mal-conditionné. Ensuite elle offre un cadre logique,
cohérent et riche pour modéliser une grande variété d’informations. Enfin elle permet de répondre
a des questions de fagon naturelle comme l’estimation des parametres de compromis entre les
différentes sources d’information (hyper-parametres), 1a ou les autres approches peinent a trouver
des réponses solides.

Remarque. On peut arguer également du fait que contrairement a l'approche fréquentiste qui gé-
néralement définit des estimateurs ad hoc et étudie leurs propriétés (de convergence par exemple)
apres coup, l'approche bayésienne permet, par la théorie de la décision, de définir les propriétés
recherchées (comme la minimisation de 'erreur quadratique moyenne) et d’en déduire [’estimateur
qui les remplit.

1.3.1 Vraisemblance des données

Si on ne souhaite injecter aucune information a priori sur le bruit b alors le probleme d’esti-
mation de ¢ a partir de y est indéterminé. Il s’agit donc de déterminer une information a priori
disponible sur b. Cette information entachée d’incertitude est modélisée par une loi de probabilité
po(b|1).

Le couplage entre le modeéle d’acquisition et la loi du bruit permet de définir la loi p(y|¢) des
données lorsque ¢ est connu. Cette loi est nécessaire pour batir la loi a posteriori. Pour I’établir on
peut remarquer que

p(yl9o) = pu(y — H(P)|®).

Il s’agit donc de la loi du bruit dont la moyenne est modifiée par la sortie du modele d’acquisition

H(¢)
Ep (10 [y] = H(9) + Eyw)[b].

Elle illustre le fait que méme en connaissant ’objet d’intérét, les données sont incertaines a cause
du manque d’information sur b. Cette loi de probabilité du point de vue de ¢, lorsque y est fixé,
est une fonction de ¢ appelée vraisemblance de I'inconnue attachée aux données.

Comme nous l'avons vu, la vraisemblance seule définit souvent des problemes mal-posés. Les
approches qui n’exploitent pas d’informations disponibles par ailleurs peuvent étre confrontées a
des difficultés avec les estimateurs définis uniquement a l’aide de la vraisemblance. La solution
dans ce cas consiste a modifier la vraisemblance pour rendre le probleme bien posé, c’est-a-dire a
limiter 'interprétation possible de I'information présente dans les données. Face au probleme de
déconvolution présenté partie[1.1.2] une solution serait ici de considérer que la réponse instrumen-
tale n’atténue pas les fréquences du signal d’origine. L’instabilité est ainsi évitée mais il est alors
impossible de restaurer des fréquences qui pourrait 1’étre.

L’approche bayésienne permet de prendre en compte des informations disponibles par ailleurs
et permet alors de tirer pleinement profit de I'information présente dans les données en évitant le
caractere mal-posé. Dans le cas de la déconvolution, si le compromis entre les différentes sources d’in-
formation est bien réglé, alors le processus d’estimation restaurera l'inconnue a partir des données,
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jusqu’a ce que l'information soit trop incertaine. Alors I’a priori compléte 'information manquante
des données.

L’approche bayésienne met en évidence qu’il ne peut y avoir une entiére confiance dans les
données et qu’il est possible de faire appel a des informations a priori. Plutét que de dissimuler ces
informations au travers d’hypotheéses implicites, elle les prend en compte explicitement. Il est alors
possible d’exploiter au mieux toute I'information utile présente dans les données.

Concernant la loi de b on considére souvent en pratique que 'on connait seulement les deux
premiers cumulants, par exemple qu’il est de moyenne nulle et que 1’énergie de sa dispersion est
finie. Dans ce cas le choix le moins compromettant [Jay03| c’est-a-dire qui introduit le moins
d’information, est la loi normale

_ N2\ . |—1/2 1
po(blRo) = (2) 2| Ro| 2 exp | <5 bl |
C’est la loi du bruit que nous utiliserons en pratique pour notre inversion comme décrit dans le
chapitre 3. La covariance Ry permet par exemple de modéliser un bruit corrélé dans le temps et
I’espace comme le signal parasite affectant les données de SPIRE. Si d’autres informations sont a
disposition, comme le fait que des événements impulsionnels de grandes amplitudes sont fortement

probables, ou encore que le comptage de photons induit une loi de Poisson, il faut alors changer la
loi de b pour modéliser cette information.

Pour conclure, la vraisemblance est le terme qui collecte toute 'information provenant des don-
nées et est par conséquent fondamentale pour notre inférence. L’exploitation de cette information
passe par un modele d’acquisition H, le chapitre (2] étant dédié a sa définition, et la modélisation de
I'incertitude par la loi du bruit b.

1.3.2 Information a priori

Tout comme pour le bruit, la loi a priori modélise les informations disponibles sur 'objet
d’intérét, avant toute acquisition de données. Ces informations sont généralement tres nombreuses
et variées. La loi a priori permet de modéliser ces informations ainsi que leur caracteére incertain.
Mentionnons par exemple les contraintes de positivité (il n’existe pas de flux négatif de photons),
la régularité (un nuage de gaz n’est pas un tapis de fakir), la présence de plusieurs zones différentes
comme la distinction entre un nuage et 'extérieur. La partie suivante décrit plus en détails les
modeles probabilistes étudiés dans la littérature.

Les probabilités offrent une grande richesse et flexibilité pour modéliser ces informations et il

existe plusieurs guides pour les déterminer et les formaliser.

— Les contraintes de la physique sont les plus naturelles. Citons par exemple les contraintes de
positivité [MIBO05] (p(¢ < 0) = 0) ou les contraintes de support [GC05] (spatiale, temporel,
etc.).

— Les informations d’experts sont trés employées en pratique. Ce ne sont en général pas des
informations aussi strictes que les contraintes. Elles définissent une certaine qualité recherchée
dans la solution. Dans I’exemple présenté sur la déconvolution figure[1.2] il y a une information
de régularité de la solution [Two63], c’est-a-dire qu’elle ne posséde pas de grandes variations
(d’un pixel a lautre). On utiliserait alors une loi de probabilité qui modélise le fait que de
grandes variations sont peu probables. Une image composée de zones aux caractéristiques
différentes est un autre exemple.

— Enfin, il est possible de faire appel a des regles formelles, ou des regles par défaut. Dans
ce cas on utilise plutot des principes. On peut citer le « principe de raison insuffisante » de
Laplace qui aboutit généralement & une loi uniforme sur I’ensemble des solutions possibles. 11
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y a également les principes d’information minimum, ou de maximum d’entropie, motivés par
I'envie d’injecter le minimum d’information dans le probléme d’inférence [KW96].

Dans tous les cas, il est possible de faire appel & ’ensemble des modeles probabilistes pour
modéliser ces informations. Pour cela nous présentons deux grandes classes de modele tres utilisés
que sont les champs de Gibbs-Markov et les modeles & variables cachées, les deux pouvant étre
combinées.

Les champs de Gibbs-Markov. Ces modeles, introduits entre autre par les freres Geman en
traitement de I'image [GG84|, ont été inspirés par des travaux en physique statistique. Le
principe est simple : & partir d’'une description locale de 1'objet a ’aide de caractéristiques
markoviennes, on déduit un champ de Gibbs qui décrit un comportement global. Pour une
présentation détaillée nous invitons le lecteur a se référer a [Idi0la], chapitre 7. Un champ
de Gibbs tres classique [Dem89, MMKO06, Fér06] et beaucoup utilisé dans les travaux de cette
these est le champ gaussien corrélé. Dans le cas d’une image, la structure markovienne précise
que la probabilité de la valeur z; d'un pixel ¢ dépend de la valeur de ses voisins z;,j € V au
travers du parametre 7;;

1
p(z;]V) x exp ~3 Z TijlTi — xj\Q .
JEV

Autrement dit, il est plus probable au sens d’une loi gaussienne, ou d’un potentiel quadra-
tique, que x; ait une valeur proche de ses voisins qu’une valeur éloignée. Le champ de Gibbs
correspondant, c’est-a-dire la loi de toute I'image & € RV, est

1
p(x) = (277)_N/2]Rw\_1/2 exp [—ithglm]

qui est un champ gaussien corrélé dont la covariance R, s’obtient avec les 7;;. Ici le champ
de Markov a été défini comme gaussien c’est-a-dire que nous avons utilisé une fonction de
potentiel quadratique qui croit tres vite vers l'infini. Autrement dit, les grandes différences
entre pixels voisins sont trés peu probables. D’autres fonctions de potentiel sont possibles. Par
exemple la valeur absolue (une loi de Laplace) qui pénalise moins les différences, les potentiels
dits Ly — L1 quadratique autour de l'origine puis linéaire, ou encore les potentiels Lo — Lg
qui saturent & partir d'un certain seuil [BZ87]. Il y a alors toujours une équivalence avec un
champ de Gibbs et donc une loi de probabilité sur 'objet entier. Bien que trés puissants, ces
potentiels ont des difficultés de mise en oeuvre [AIG06, GY95, GR92].

Les modeles a variables cachées. Ces modeéles sont également beaucoup utilisés. Ils consistent

a conditionner la probabilité de 'objet p(x|c) par d’autres variables ¢ qui en fonction de leur
valeur modifient la probabilité et donc I'information sur ’objet. Ces modéles sont par exemple
utilisés en segmentation [Fér06], ou les variables cachées déterminent & quelle classe les pixels
appartiennent (nuage, fond, étoile, etc.), ou encore en déconvolution impulsionnelle [MIB05,
CI93], ou les variables cachées déterminent les instants d’apparition d’impulsions.
Les variables cachées ont également été utilisées dans les champs de Markov pour modéliser
des variables de lignes qui en fonction de leur valeur viennent changer la structure markovienne
par exemple en détectant les ruptures. Cette application est d’ailleurs I'utilisation historique
par les fréeres Geman [GG84| de ces modeles. Black et Rangarajan [BR96] ont d’ailleurs montré
qu’il y a une équivalence entre les modeles avec variables de ligne et les modeles de Gibbs-
Markov définis par un potentiel particulier, en lien avec la loi de la variable de ligne.

Bien que ces modeéles soient décrits pour 'objet a priori, il est envisageable de les appliquer a la loi a
priori pour le bruit. Il serait par exemple possible de modéliser un bruit impulsionnel [FREMO04] avec
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des potentiels type Ly ou Lg. On peut également envisager un bruit corrélé, voir non stationnaire
a l'aide de variables cachées.

Nous avons vu dans cette partie que ’approche bayésienne apporte des outils solides et variés
pour aborder de nombreux problémes. La richesse des modeles probabilistes possibles est un grand
atout. Nous allons voir dans les deux prochaines parties comment 'approche bayésienne permet
également de répondre a deux questions précises abordées dans cette these : le réglage du compromis
entre les différentes sources d’information et ’estimation de parameétres de la réponse instrumentale
lorsque celle-ci est mal connue.

1.3.3 Estimation non-supervisée

Nous avons vu partie [1.1.2] que la solution aux problémes inverses mal-posés reposait toujours
d’une maniere ou d’une autre sur 'introduction d’information en plus des données. Il se pose ensuite
naturellement la question du dosage respectif entre les différentes sources d’information pour mener
I'inférence. Historiquement cela était fait manuellement et les méthodes étaient appelées supervisées.
Dans le cas des criteres composites, par exemple celui vu partie

(i minimise ||H(¢) — yH2 + aF (),

le dosage intervient par l'intermédiaire du parameétre . Pour o = 0 I'inférence est effectuée seule-
ment avec le terme d’attache aux données. Avec a@ — oo 'inférence est effectuée avec uniquement
I'a priori.

Dans le cadre bayésien, ce dosage s’effectue au travers des parametres des lois de probabilité,
Ry et R, dans les exemples précédents. Pour fixer les choses, illustrons avec le cas gaussien scalaire
réel ou y = x + b et les lois de x et b sont gaussiennes centrées d’écart-type respectifs o, et o3, on
a alors

p(z|y, o0, 00) X p(y|z, 00)p(2,08)

1 [ 1(y— :c)j l 1 xj
X exp |—s——5 | exXp |- 5| -
OO 2 oj o

Le maximum (égal & la moyenne ici) est obtenu en minimisant 'opposé du logarithme de la loi a
posteriort

Cet exemple simple illustre :
— qu’il y a un lien entre les parametres des lois o3 et o, et le paramétre du critére composite
précédent o = 0% Jo%. Les deux paramétres de variance pilotent la confiance que 'on accorde
a chaque source d’information. Si o, = 0 une confiance totale est accordée. A linverse, si
o« — o0 aucune confiance n’est accordée.
— que les parametres d’échelle de la loi, qui pilotent le compromis, sont présents dans le facteur
de normalisation de la loi (ici 1/0p0).
Le probleme de l'estimation de ces parametres se pose dans toutes les méthodes faisant appel
a différentes sources d’information. De nombreuses approches existent. On peut mentionner la
méthode de la courbe en L qui consiste a tracer 1’énergie de lerreur résiduelle par rapport a
Iénergie de l'estimée [Han92] en fonction de I'hyper-parameétre. Cette courbe peut avoir 'aspect
d’un L et la valeur au coude est choisie. Cette méthode ne fonctionne qu’avec un seul parametre et
la courbe n’a pas nécessairement un coude marqué. De plus le choix du point repose plus sur une
interprétation graphique que sur un critere formalisé.
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Une autre approche employée est la validation croisée [FD93]. Le principe est de minimiser, par
rapport a I’hyper-parametre, 'erreur de prédiction des données. Tout d’abord on estime ’'objet en
éliminant une donnée du probléme puis celle-ci est prédite a partir de 'objet estimé. Ce processus
est itéré sur toutes les données et on cherche la valeur de I'hyper-parameétre qui minimise cette
erreur globale. Cette méthode dispose d’équations explicites pour le cas quadratique et s’étend
difficilement aux cas plus généraux.

Une méthode trés employée est la vraisemblance marginale (ou bayésien empirique) dans un
cadre bayésien [MKM99, JBFZ02]. Supposons que nous avons une loi a posteriori définie comme

p(xz|y,0) o< p(y|z,0)p(x|0)
o p(x,y|6)

ou 6@ est 'ensemble des parameétres des lois (0, et 0, dans le cas précédent). Alors en marginalisant
par rapport a ce qui est inconnu, c’est-a-dire x, on obtient

[ plal6)de = p(y|6)

la vraisemblance (marginale) des parametres 6 attachés aux données. On peut alors chercher les
parametres @ qui maximisent cette fonction. Elle souffre bien str de difficultés. En particulier la
vraisemblance n’est pas convexe, y compris dans le cas gaussien sur ’objet, ce qui rend la recherche
du maximum parfois difficile. De plus dans les cas non gaussien elle peut ne pas étre explicite et il
faut faire appel a des outils d’approximation d’intégrale comme ’algorithme EM ou SEM ou encore
les MCMC [DMZB99].

Enfin une approche de plus en plus utilisée, et employée dans cette these, est 'approche dite
entierement bayésienne. Le principe est simple et cohérent avec ’approche bayésienne : comme les
parametres 8 sont inconnus alors ils sont placés, au méme titre que l'objet, & gauche de la barre de
conditionnement dans la loi a posteriori, et en appliquant la régle de Bayes on obtient

p(y|z.0)p(z, 6)
p(y) '

p($’9|y) =

En séparant les parametres qui déterminent la vraisemblance 6y, et ceux de 1’a priori @4 et en
supposant I'indépendance entre eux alors

p(y|z,0b)p(x|02)p(0b)p(0z) .

p(maabaam’y) = p(y)

Par rapport a la loi a posteriori précédente, sont apparues des lois a priori sur ces parametres.
L’intérét de faire passer ces parametres du c6té gauche du conditionnement, outre la cohérence de
I’approche, est qu’il est possible d’utiliser les outils mathématiques des probabilités pour manipuler
la loi. Par exemple ’estimation peut étre conjointe

[:E, 9} = arg max p(x,0|y)
€T

)

si 'estimateur du maximum a posteriori est choisi. Les parametres qui ne sont pas des parametres
d’intérét peuvent aussi étre marginalisés, ou intégrés hors du probleme,

plaly) = [ p(a.6ly)do.

la loi résultante étant toujours une loi a posteriori, qui peut étre manipulée comme précédemment.
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Le choix des lois a priori pour ces nouveaux parametres doit suivre le méme raisonnement
que pour la loi sur x : il s’agit d’une information a propos du parametre. Dans ’exemple avec
les variances de lois gaussiennes, il est logique d’utiliser des lois a priori qui ont un support sur
[0, +00[. En pratique, les lois sont choisies pour faciliter les calculs. Dans ces cas il est souvent fait
appel aux lois conjuguées [Rob05] : la loi a posteriori conditionnelle du parametre est de la méme
famille que la loi a priori, ces parametres ayant été mis a jour par la vraisemblance. Ce choix est
généralement orienté par des contraintes de calculs. D’autres lois sont les lois dites non-informatives
lorsque qu’aucune information n’est considérée disponible [KW96]. Par exemple la loi de Jeffreys,
obtenue a ’aide d’outils de mesure d’information [Jay03],

1
p(m,a) =
g

correspond a la loi non-informative pour les parameétres de position m et d’échelle o (moyenne et
variance pour une loi normale par exemple). C’est une loi uniforme sur tout R pour m et en 1/0
pour I’échelle.

Une difficulté concernant cette question est la connaissance du facteur de normalisation. Comme
nous 'avons vu dans 'exemple gaussien scalaire, le facteur de normalisation (appelé aussi fonction
de partition) dépend de ces parametres. Pour les estimer il faut connaitre la dépendance de la
fonction de partition vis-a-vis de ces parametres. Deux possibilités existent : soit ’expression est
explicite, soit il faut calculer une approximation numérique [DMZB99, CGLS08, BMKO09]. Les cas
ol la fonction de partition est explicite pour des lois multi-dimensionnelles sont réduits. Ce sont les
cas séparables puisqu’ils se réduisent au produit de lois mono-dimentionnelles et les cas gaussiens
corrélés

1
p(x) = (2m) V2| Ry| " exp [—§a:tRwa:]

si le déterminant de R, [MMKO06, FD93] est calculable (on peut également mentionner un cas
particulier de champ convexe composite [Gio08]). Dans le cadre de cette thése nous nous sommes
concentrés sur les champs gaussiens corrélés et avons établi une méthode d’estimation conjointe de
ces parameétres avec I'objet d’intérét, décrit dans le chapitre[3.

1.3.4 Estimation myope

Une autre question concerne ’estimation de parametres de la réponse instrumentale. Si le modele
direct est écrit comme

y=Ho(o) +b

ol 0 est un ensemble de parameétres de la réponse (une largeur de réponse optique, un gain, ...).
La valeur de ces parametres peut parfois étre mal connue. Lorsque 'objet observé est également
inconnu, il y a un probléme d’indétermination puisque l'information présente dans les données
peut étre expliquée par le modele d’acquisition ou 'objet observé. La solution repose sur I'ajout
d’information dans l'inférence.

Il existe deux fagons principales d’introduire de 'information pour lever 'indétermination. Cer-
taines approches cherchent a estimer la réponse Hy entierement, de facon « non-paramétrique ».
Dans le cas de la convolution discréte par exemple, il s’agirait d’estimer tous les coefficients de la ré-
ponse impulsionnelle. La solution employée consiste a introduire de I'information par I'intermédiaire
de modeles probabilistes [MMKO06, BMKO09].

A Tinverse, certaines approches exploitent des informations disponibles sur une forme paramé-
trique de la réponse instrumentale provenant de la physique, de données de calibration, etc. La
méconnaissance se réduit dans ce cas a quelques parametres mal connus qui pilotent la forme de la
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réponse [Maz05, BMI99, JBF02]. C’est le choix fait dans cette thése étant donné que le chapitre 2
établit un modele paramétrique bati sur la physique. Dans ce cas 'information est introduite par
controle de dimensions puisque I'espace des solutions est réduit a quelques parametres.

Remarque. Les modéles physiques, qui font le lien entre quelques paramétres d’intérét incon-
nus (une vitesse, une concentration) et une grandeur physique « directement mesurée » comme un
spectre, rentrent exactement dans cette modélisation paramétrique Hy.

Dans les deux cas (modéle paramétrique ou non), ces dernieéres années ont vu émerger des
méthodes bayésiennes en traitement du signal et de I'image répondant a la question de ’estimation
de ces inconnues [BMKO09, Gio08, Fér06]. La démarche est la méme que pour l'estimation des
parametres des lois. Comme ces grandeurs sont mal connues elles sont placées a gauche de la barre
de conditionnement et la regle de Bayes fait apparaitre des lois a priori

p(yl¢, 0)p(¢,0)
p(y) '

Les lois a priori a utiliser dépendent fortement du modeéle utilisé. Dans le cas non-paramétrique,
le choix est généralement orienté par la facilité de calcul. Dans le cas paramétrique, il y a sou-
vent beaucoup d’information a priori sur I'instrument. C’est le cadre des travaux de cette these
ot nous considérons que la valeur des parameétres est dans un intervalle connu (un gain moyen,
une largeur de réponse optique typique, etc.). Ces informations, entachées d’incertitude, existent.
Elles ont notamment été utilisées par exemple pour concevoir I'instrument SPIRE dédié a I’étude
d’objets encore jamais observés. Le chapitre [3] présente une méthode pour modéliser ces informa-
tions et fournir une estimation. Une difficulté est la dépendance potentiellement non-linéaire des
ces parametres vis-a-vis des données.

p(¢,0ly) =

1.3.5 Conclusion

Nous avons présenté les atouts de 'approche bayésienne, pour 'estimation en général, et pour
les problemes inverses en particulier. Christian Robert avance de nombreux arguments en faveur
de 'analyse bayésienne [Rob92], chapitre 10, mais nous ne retiendrons que celui-ci ('emphase a
été ajoutée)

Fondamentalement, la démarche statistique est une démarche d’inversion, puisqu’elle
vise & remonter des effets aux causes en prenant en compte la nature probabiliste du
modele et I'influence additionnelle de facteurs purement aléatoires (ou inexplicables).
Le Théoréme de Bayes, discret ou continu, formalise cette inversion [. .. ]. De ce point de
vue, l'approche bayésienne est donc 'unique systeme cohérent qui respecte ce principe
d’inversion.

Pour ma part je préfére parler de nature « incertaine » plutét que « probabiliste » ou « aléatoire ».
Dans la prochaine partie nous présentons les algorithmes classiques pour calculer sur des machines
de calculs un estimateur, notamment ceux utilisés dans cette these.

1.4 Algorithmes de calcul

Comme nous 'avons vu dans la partie précédente, apres avoir défini une loi a posteriori qui
collecte toute I'information disponible et un estimateur ponctuel qui résume cette information, il
faut calculer cet estimateur. Nous allons présenter les deux cas les plus généraux : le calcul du
maximum a posteriori par optimisation et la calcul de la moyenne a posteriori par échantillonnage
stochastique.

—95 _



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.4.1 Optimisation

Lorsque I'estimateur choisi est le maximum a posteriori le probleme se rameéne a un probléme
de minimisation d’un critere

~

¢ = arg;naxpwly)

— argmin —f(p(6]y))
o]

pour peu que f soit une fonction strictement croissante. Par exemple, dans le cas entierement
gaussien I'opposé du logarithme donne

b= arg;niHHy — H(P)IR, +all¢ll, .

Pour simplifier le discours nous allons considérer que nous nous ramenons a un probléme discret—
discret, c’est-a-dire que I'objet, méme s’il est défini contintiment, s’exprime a 'aide de coefficients
de décomposition € RY de telle sorte que le critére & optimiser s’écrit

J@) =G(y-H(2)) + aF (@)

avec y € RM les données, G la mesure de distance aux données, et F la mesure de distance & I’a
priori. Il y a plusieurs cas a envisager.

Cas linéaire gaussien. Dans ce cas les distances sont quadratiques et le modele direct peut se
mettre sous la forme d’une matrice H

2
o
J(x) = |ly — He||R, + U—Z’HwHQRQ-
b

en ayant factorisé les variances. Le minimiseur de ce critére est explicite [Idi0la], chapitre 4
et s’obtient en annulant la dérivée

2 —1
- <Hth1H + Z—%’Rm> H'Ry'y.

C’est la solution des moindres carrés régularisés. Cet estimateur est linéaire vis-a-vis des don-
nées et nécessite l'inversion d’'une matrice de taille N par N ce qui est souvent impossible
en pratique dans les applications en imagerie. Cependant si les matrices modélisent des opé-
rations invariantes et si les matrices de covariance modélisent des phénomenes stationnaires
alors sous ’hypothese de circularité les matrices sont diagonalisées dans ’espace de Fourier

9 —1
¢ = FT(ALAZ A + Z2A ALAZLF
x < HR, H+ag R HAR LY

ol F est la matrice de transformée de Fourier discrete unitaire, 1 le symbole du transpose
conjugué et Ay = FHFT une matrice diagonale. La diagonalisation simplifie le probleme
puisque nous pouvons inverser les matrices directement et mettre en jeu seulement des pro-
duits terme & terme. Cet estimateur est appelé filtre de Wiener—-Hunt [FHMP88, Hun72,
Hun71]. Nous verrons dans le chapitre [3/ comment nous avons exploité ces propriétés de dia-
gonalisation.

2Le cas indépendant R, = Ry = I est évidemment stationnaire.
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Cas non-invariant et convexe. Dans le cas ou le hessien du critere

2

H'R,'H + ’2R,
g
b

ne peut étre inversé par des méthodes numériques, ou dans le cas ot les distances ne sont pas
quadratique (potentiel de Huber ou quadratique tronquée, norme absolue, etc.), I'estimateur
n’est pas calculable directement ou explicitement. Cependant si les distances sont convexes
et que le modele H est linéaire, alors il y a au moins un minimum et tout minimum local
est global. Dans ce cas toute méthode itérative de calcul de minimum local converge vers
lestimateur. Une famille tres classique correspond aux méthodes de descente.

Le principe est simple, en étant placé quelque part sur un critére convexe et en allant dans la
direction opposée du gradient en ce point (et si 7 est suffisamment petit), le point d’arrivée
correspond nécessairement a un critere plus petit. Mis en équation cela donne

dx |4

2@+

Le parametre n > 0 est le pas et indique la distance & parcourir. Ainsi & convergence, l'itération
) tend vers le minimiseur. Il existe beaucoup de variantes pour accélérer 1'optimisation
(gradient conjugué, pré-conditionnement, quasi-newton, pas optimal ou adaptatif, etc.). Nous
invitons le lecteur a se référer aux livres de références tel que [NWO00, Pol71].

Cas général. dans le cas général d’un modeéle non-linéaire, ou d’un modele linéaire mais avec
des distances non-convexes, le critere peut avoir plusieurs minima. Il est bien siir toujours
possible d’utiliser une méthode de descente mais la convergence vers le minimum global n’est
pas assurée.

Pour cela des outils comme le recuit-simulé, inspiré de la physique statistique, ont été intro-
duits en traitement de données [GG84]. L’idée est simple : on fait I'analogie entre des pixels
et des particules et on introduit un parameétre de température représentant ’excitation du
systeme. A haute température le systéme est trés excité et passe trés facilement d’un état a
I'autre. De fagon équivalente le critere est tres aplati, son exploration est plus facile sans étre
bloquée dans des minima locaux. Ensuite le systéme est refroidit et atteint un état stable
correspondant a un critére piqué au niveau du minimum global. Sous certaines hypotheses de
décroissance de la température on est assuré de converger vers le minimum global.

En pratique la décroissance peut étre tres lente et donc la mise en ceuvre tres lourde. C’est
un outil qui permet cependant d’employer des modeles tres complexes et riches.

Il existe également les méthodes semi-quadratiques [GR92, YBK ™96, Idi01b]. Elles se placent
dans le cadre d’algorithmes itératifs, comme la descente de gradient ou le recuit-simulé, dans les
cas de modeles non-quadratiques corrélés. En effet le caractére non-quadratique rend le probleme
plus complexe, mais la dépendance entre pixels par la corrélation encore plus. Ces algorithmes
permettent de transformer certains de ces probleémes en deux sous-problémes : un quadratique
corrélé sur les pixels, et un séparable (donc indépendant) sur des variables auxiliaires en espérant
que chacun de ces problemes soit plus simple.

Nous verrons dans le chapitre [3] que nous avons employé plusieurs de ces approches. En parti-
culier notre modele direct peut sous certaines hypothéses se séparer en une partie invariante dia-
gonalisable dans Fourier et une autre non-invariante. Nous avons donc employé deux approches :
le calcul par filtre de Wiener—Hunt et un algorithme de descente [BCGT06] pour le cas général.
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1.4.2 Intégration

Choisir comme estimateur la moyenne a posteriori

6= [op(oly)do

implique le calcul d’une intégrale. Dans la plupart des cas cette intégrale est multiple et n’est pas
explicite. Plusieurs solutions sont possibles pour la calculer.

Tout comme pour les problemes d’optimisation, dans le cas ou le modele est linéaire et les lois
gaussiennes, alors la loi a posteriori conditionnelle de 'objet est également gaussienne. Dans ce
cas la moyenne est égale au maximum et le calcul se rameéne a un probléme d’optimisation (voir

partie [1.4.1).

Il existe également lapproximation de Laplace qui consiste a approcher la fonction f(¢) =
¢ p(dly) par une gaussienne centrée sur son maximum (qu’il faut calculer par ailleurs), puis a
calculer la surface sous cette gaussienne. Il s’agit en fait de calculer le développement a I'ordre 2 de
cette fonction. Dans le cas multidimensionnel cela revient a calculer le hessien autour du maximum
de la fonction. Le hessien fournit la matrice de covariance de la gaussienne, dont on calcule le
facteur de normalisation pour approcher la moyenne. En pratique cette méthode est peu employée
puisqu’elle nécessite déja le calcul du maximum.

Les approches dites bayésien variationnelles sont une extension de I'approximation de Laplace.
Le principe est d’approcher, au sens de la distance de Kullback la loi jointe par une autre loi
plus simple [Bea03, MMKO06, AMDO0S8]. Ce sont les lois marginales de la loi a posteriori qui sont
approchées par des lois séparables puis la loi a posteriori est approchée par leur produit. Toute la
corrélation entre les variables considérées indépendantes est perdue. Cependant cette approximation
permet des calculs analytiques possibles. Les marginales peuvent étre exprimées avec les parametres
des lois et la minimisation de la distance aboutit & un algorithme déterministe.

Les autres approches consistent en général a calculer par des outils numériques une approxi-
mation de lintégrale. Les outils d’intégration directe sont possibles mais en inférence bayésienne
on exploite en général la loi de probabilité en utilisant des générateurs pseudo-aléatoires. Dans ce
cas le calcul de l'intégrale est effectué avec une intégration de type Monte-Carlo : si {az(q)} sont
échantillons de la loi cible p(x|y), alors par les théorémes limites (et sous réserve que la moyenne
ait un sens ou existe) la moyenne arithmétique des échantillons tend vers la moyenne de la loi

Q-1
1
lim = Y 2@ =B,y z]. (1.2)
Q—+oo ) = p(x|y

En toute rigueur d’ailleurs, tous les cumulants de la loi peuvent étre calculés et fournissent ainsi
une expression de la loi. Donc les outils d’échantillonnage stochastique permettent de calculer une
estimation de l'objet (par la moyenne de la loi) mais permettent également d’explorer la loi et
d’en extraire I'information qu’elle contient (par exemple 'incertitude sur I'information a l’aide du
moment d’ordre deux). Pour une présentation exhaustive de ces outils et de leurs possibilités nous
invitons le lecteur a s’orienter vers des ouvrages comme [Rob96, MT93].

Nous voyons donc que si nous sommes capables d’obtenir des échantillons de la loi de probabilité
alors nous pouvons calculer la moyenne a posteriori. Il existe différents outils pour simuler une loi
ou calculer cette moyenne.

Echantillonnage direct. Dans certains cas il est possible de simuler directement la loi de pro-
babilité en exploitant certaines propriétés mathématiques. Par exemple si x; et zo sont
indépendamment distribués sous une loi uniforme entre 0 et 1 Uy q), alors les variables,
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1.4. ALGORITHMES DE CALCUL

y1 = vV—2Inxjcos2nxy et yo = /—2Inxsin 2wzy suivent la loi normale centrée réduite
N(0,1). Une méthode plus générale repose sur la connaissance de la fonction de répartition

F(r < X) :/OXp(x)dx

et plus précisément de son inverse F~!. En effet si u est distribuée sous une loi uniforme
Up 1, alors la variable x = F ~1(u) a pour fonction de répartition

P(FY(u) < X)=P(u< F(X)) = F(X).

Un exemple est la loi normale & support positif N'*(u,0?)

-1
To?

p@) = /= [1+erf(\/§7)} exp l_%(ﬁﬂ%ﬁ

avec la fonction erreur

erf(x) = % /OgC exp [—tﬂ dt.

Cette loi peut étre simulée [Dev85] par inversion de fonction de répartitionﬁ psiu~ Up q

alors
©=p+V202erf! [u + erf (,U/\/ﬁ(u - 1))}

est distribuée sous une loi normale tronquée. Ces approches sont les plus efficaces puisque le
rendement est de 1. Elles nécessitent cependant la connaissance de l'inverse de la fonction de
répartition ce qui n’est souvent pas le cas.

Echantillonnage d’importance. Lorsque la simulation d’une loi de probabilité est trop cofiteuse
pour calculer

[ on6)d0

alors 'expression équivalente
[on@ras = [ o2 atoras

permet de simuler des échantillons ¢*) ~ g(¢) et de calculer la moyenne arithmétique

Le probléme de la simulation de p(¢) est réduit a la simulation de la loi dite instrumentale
g(¢), et de 'évaluation des fonctions p et g en #D. 11 se pose deux difficultés en pratique
qui sont le choix de la loi instrumentale g (qui n’est pas évident pour obtenir un algorithme
efficace [RC00]) et la connaissance de la fonction p, y compris son facteur de normalisation.
Or le facteur de normalisation des lois a posteriori est souvent inconnu.

Acceptation-rejet. S’il est possible d’établir une borne supérieure de la loi cible p(¢) < Mg(¢) a
un facteur pres M (donc la loi cible est connue a un facteur pres), 'algorithme d’acceptation-
rejet consiste en

1. simuler ¢ ~ g(¢) et u ~ Up 1]

311 faut faire attention aux instabilités numériques dii aux approximations des fonctions erf et erf! [Maz05].
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

p(®) { ¢ est un échantillon de p

U< ——~ .
S1non recomimencer

Mg(¢)

Tous les échantillons obtenus sont des échantillons de p. Cependant il peut y avoir un grand
nombre de rejets pour obtenir un seul échantillon. L’idée de cet algorithme est simple, elle
consiste a déterminer une enveloppe g de la loi cible p et d’échantillonner uniformément le
couple (u,g(¢)), c’est-a-dire la surface sous g. En ne conservant que les couples (u,p(¢)) tels
que u < p(¢)/Mg(¢) alors c’est la surface sous p qui est échantillonnée uniformément et la
marginalisation par rapport a u fournit des échantillons de p. Les dif