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LOIS DE CONSERVATION HYPERBOLIQUES

Notations :

u := u(x , t) ∈ RN , f ∈ C1(RN ,RN),

∂t u + ∂x f (u) = 0, x ∈ R, t > 0.

Non-linéarités⇒ perte de régularité des solutions (apparition de discontinuités en temps fini)

Non-unicité des solutions faibles : le modèle est incomplet !

Limite de diffusion u = limε→0 uε

∂t u
ε + ∂x f (uε) = ε∂x (b(uε)∂x uε)

Critères macroscopiques dérivés :

Critère de LAX (caractère compressif des chocs)
Critère de OLEINIK/LIU (stabilité structurelle des chocs)
Solutions KRUŽKOV / Inégalités d’entropie
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PROBLÈME DE RIEMANN

Définition : problème de Riemann

∂t u + ∂x f (u) = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x , 0) =

u`, x < 0,

ur , x > 0.

Solutions auto-semblables en ξ = x/t

(−ξ Id +∇f (u))
du
dξ

= 0

Avec limξ→−∞ u(ξ) = u` et limξ→∞ u(ξ) = ur .

Remarque : capture du comportement asymptotique en temps grand des solutions du problème
de CAUCHY pour des données initiales u0(x) avec pour limites aux infinis u` et ur .
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SOLUTIONS NON-CLASSIQUES

Limite diffusion-dispersion

∂t u
ε + ∂x f (uε) = ε∂xx uε + δε2∂xxx uε , f non-convexe.

Exemples :
phénomènes visco-dispersifs (LEFLOCH)
dynamique des transitions de phase (TRUSKINOVSKY)
écoulement de films liquides minces (BERTOZZI, MÜNCH, SCHEARER).

x

u u`

ur

ϕ[(u`)

ϕ[0(u`)

solution classique/nonclassique

u

f (u)

u`

ur

ϕ[0(u`)

ϕ[(u`)

Propriétés des solutions non-classiques :

Violent les inégalités de LAX (chocs sous-compressifs)

Ne dissipent qu’une seule entropie

Augmentent la variation totale de la solution

Satisfont une relation cinétique ur = ϕ[(u`)
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SCHÉMA NUMÉRIQUE POUR LES SOLUTIONS NON CLASSIQUES

Schémas d’ordre élevé (CHALONS, HAYES, LEFLOCH, ROHDE) : conservatifs, consistance avec la
formulation visco-dispersive, solutions oscillantes.
Schéma de type GLIMM (CHALONS, LEFLOCH) : utilisent la fonction cinétique ϕ[ via le solveur de
RIEMANN non-classique, seulement statistiquement conservatifs, sans étape de projection.

) BOUTIN, CHALONS, LAGOUTIERE, LEFLOCH (2008). A convergent and conservative schemes for
nonclassical solutions based on kinetic relations. I. Interfaces and Free Boundaries,
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« conservative » : ur (1 − d) + u`(1 + d) = un
j ,

« consistante » avec la relation cinétique : ur = ϕ[(u`).
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ILLUSTRATIONS NUMÉRIQUES

Propriétés remarquables du schéma de reconstruction

coïncide en dehors des discontinuités non classiques avec le schéma classique choisi

préserve les chocs non classiques « isolés »

converge numériquement vers la bonne solution non classique (convergence en maillage
de la relation cinétique numérique vers la relation cinétique prescrite).

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

-0.2  0  0.2  0.4  0.6  0.8

initial data t=0.00
exact solution at t=0.01
exact solution at t=0.02
exact solution at t=0.03

numerical solution at t=0.01
numerical solution at t=0.02
numerical solution at t=0.03

ENTROPY INEQUALITIES AND NONCLASSICAL SHOCKS 2049

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Fig. 5.2. Nonclassical shock + Classical shock for model (5.1).

(2) The next numerical test is devoted to the comparison of results obtained by
the numerical scheme for a specific choice of β, γ, h and the corresponding
limit limε→0 u

ε,α, α > 0 of the model problem (5.1). We let α = 1.0 and
choose the parameters according to

β = 5.0, γ = 18.75, h = 0.005.

This choice agrees with (5.13) above. From our analytical observation on the
equivalent scheme, then, the results should be close to limε→0 u

ε,α in model
problem (5.1).

The test will be done by the computation of a series of Riemann prob-
lems that lead to nonclassical shocks, following the paper of LeFloch and
Hayes [19]. We consider the Riemann problems to initial data ul > 0 and
ur = −1.25ul for ul taking values in [1.0, 15.0]. The solution consists of a
shock connecting ul and a middle state um which goes over to ur by a sepa-
rated rarefaction. From the analysis in [23, 17] we know the exact state um for
α = 1.0. In Figure 5.3 we plotted the calculated middle states together with
the exact states, the classical states (um = −ul/2, directly attached rarefac-
tion) and the extreme nonclassical solution (um = ul), and the traveling-wave
solution. If we take for g∗ the second-order entropy conservative flux we ob-
tain a reasonable approximation for small values of ul as expected. For bigger
values the calculated middle state becomes more classical and is nearly iden-
tical with the classical solution for ul > 12.5. The approximation behavior
for the scheme (5.4) is somewhat better. We note that even for big values the
middle state indicates a nonclassical solution.

To compare the quality of approximation further we have calculated the
entropy dissipation φ for the nonclassical shock depending on the shock speed
s. The result is displayed in Figure 5.4. Note that the function φ(s) is scaled
by s2.

reconstruction
ordre élevé

Choc non-classique isolé Comparaison avec un schéma d’ordre élevé
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MOTIVATIONS INDUSTRIELLES

Enceinte de
confinement

Eau sous pression
(circuit primaire)

Eau et vapeur d’eau
(circuit secondaire)

Eau ou aéroréfrigérant
(circuit de refroidissement)

Liquide

Vapeur

Pompe

Générateur
de vapeur

(échangeur
de chaleur)

Turbine

Alternateur

Tour de
refroidissement

ou rivière ou mer

Circuit de
refroidissement

Condenseur Pompe

Pompe

Cœur

Cuve

Barres de
contrôle

Pressuriseur

Caloporteur
chaud

(330 ◦C)

Caloporteur
froid

(280 ◦C)

Vapeur
d’eau
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MOTIVATIONS INDUSTRIELLES

Couplage de codes :

espace
Interface fixe

x = 0

Code A Code B

information

Quelle information transmettre ?

Conservation de certaines quantités physiques
Continuité de certaines variables pertinentes
Définition des états « stationnaires » du problème
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COUPLAGES CONSERVATIF ET NON-CONSERVATIF

Inconnue w ∈ RN

 ∂t w + ∂x f−(w) = 0, x < 0, t > 0,

∂t w + ∂x f+(w) = 0, x > 0, t > 0.

Couplage par flux

f−(w(0−, t)) = f+(w(0+, t)), t > 0.

AUDUSSE, PERTHAME, SEGUIN, VOVELLE, TOWERS, KARL-

SEN, RISEBRO

Couplage conservatif à flux discontinu
Conditions entropiques à l’interface

Couplage par état

w(0−, t) = w(0+, t), t > 0.

ou plus généralement
θ−(w(0−, t)) = θ+(w(0+, t)), t > 0.

θ± changements de variable.

GODLEWSKI, RAVIART

Pas de critère entropique naturel à l’interface
(⇒ besoin d’un retour au niveau microsco-
pique)

Difficulté : Les approches sont généralement incompatibles !

Exemple du couplage de deux Euler (lois de pressions distinctes)
formulé en w = (ρ, u, p)⇒ continuité de u et p, conservation de ρ et ρu,
mais ρe n’est pas conservée
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RECOLLEMENT DE CONDITIONS AUX LIMITES

Demi-problème de RIEMANN (DUBOIS & LEFLOCH, 1988)

x
u0

t

0

b(t) ∂t u + ∂x f (u) = 0

Condition de bord : u(0+, t) = b(t).

Forme affaiblie :

u(0+, t) ∈ O(b(t)), où

O(b(t)) = {W(0+, b(t), ũ), ũ ∈ Ω}

→Problème bien posé.

Recollement de deux demi-problèmes de RIEMANN (GODLEWSKI & RAVIART, 2004)

x
0

∂t u + ∂x f−(u) = 0 ∂t u + ∂x f+(u) = 0

u(0−, t) = u(0+, t)  u(0−, t) ∈ O−(u(0+, t)),

u(0+, t) ∈ O+(u(0−, t)).
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EXISTENCE POUR LE PROBLÈME DE RIEMANN COUPLÉ SCALAIRE

Théorème (BOUTIN, CHALONS, RAVIART)

Cas scalaire N = 1, flux f− et f+ de classe C1, fonctions de couplage θ± de même monotonie
alors il existe une solution autosemblable (non nécessairement unique) du problème de
RIEMANN couplé : ∂t w + ∂x f−(w) = 0, x < 0, t > 0,

∂t w + ∂x f+(w) = 0, x > 0, t > 0,
w(x , 0) =

w`, x < 0,

wr , x > 0,

avec la formulation faible de
θ−(w(0−, t)) = θ+(w(0+, t)), t > 0.

Remarque :
Dans les cas de non-unicité, la mise en œuvre
numérique témoigne de la sensibilité de la so-
lution capturée au schéma choisi.
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DÉMARCHE PROPOSÉE

Nous proposons d’ajouter au modèle de couplage une « structure d’interface »
1 suffisamment enrichissante pour assurer un problème global mathématiquement bien

posé/mieux posé.
2 suffisamment souple pour envisager de prendre en compte a posteriori des

considérations physiques discriminantes (dissipation d’entropie à l’interface, relation
cinétique)

3 implémentable numériquement

Deux travaux complémentaires dans cette voie :

Modèle d’interface mince et analyse de la résonance
retour à une régularisation parabolique du problème en considération.

Modèle d’interface épaisse (zone tampon) et mise en œuvre numérique
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FORMULATION AUGMENTÉE DU COUPLAGE

Inconnue u ∈ RN , traité ici pour une transmission en u

x
0

∂t u + ∂x f−(u) = 0 ∂t u + ∂x f+(u) = 0

u(0−, t) = u(0+, t) Système augmenté ∂t u + A1(u, v)∂x u = 0,

∂t v = 0,
x ∈ R, t ≥ 0.

Fonction de couleur :

v(x , 0) =

1, x > 0,

−1, x < 0.

exemple :

A1(u, v) =
1 − v

2
∇f−(u) +

1 + v
2
∇f+(u), R − diagonalisable.

Propriétés :
Système global hyperbolique non-conservatif,
Système en u de taille N strictement hyperbolique
Système en (u, v) de taille N + 1 : perte d’hyperbolicité
λ = 0 est valeur propre multiple si A1(u, v) n’est pas inversible
(Manifestation de la résonance à l’interface).

Hors de la résonance, les composantes de u sont des invariants de RIEMANN pour les ondes de
vitesse nulle.
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ANALYSE DU COUPLAGE RÉSONNANT PAR LA MÉTHODE DE DAFERMOS

Régularisation parabolique de DAFERMOS : étude des solutions autosemblables en temps grand

Système augmenté régularisé

∂t u
ε + A1(uε , v ε)∂x uε = εt ∂x

(
B0(uε , v ε)∂x uε

)
,

∂t v
ε = ε2t ∂xx v ε .

Théorème d’existence (BOUTIN, COQUEL, LEFLOCH)

Sous des hypothèses de proximité des données, le problème de RIEMANN pour ce système
admet une solution uε , qui converge simplement vers u à variation bornée, autosemblable,
solution entropique (sur chaque demi-espace) de ∂t u + ∂x f−(u) = 0, x < 0, t > 0,

∂t u + ∂x f+(u) = 0, x > 0, t > 0.

Cas système u ∈ RN , pour des couplages généraux θ± suffisamment proches.

Principe de démonstration : Théorème de point fixe
Représentation de la solution sur une base héritée de l’hyperbolicité du système en u
Contrôle des coefficients d’interactions entre les ondes élémentaires qui constituent la solution
Contrôle des coefficients d’ interactions avec l’onde résonnante

Qu’en est-il des traces à l’interface ?
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RENORMALISATION À L’INTERFACE

ξ=0−

y=−∞

ξ=0+

y=+∞

u(0−)

u(0+)

U−∞
U+∞

y = ξ/ε

ε

−ξdξu + dξf−(u) = 0

−ξdξη(u) + dξq−(u) ≤ 0

−ξdξu + dξf+(u) = 0

−ξdξη(u) + dξq+(u) ≤ 0

Principe de renormalisation de la solution révélant la structure à l’interface.

Uε(y) = uε(εy) et V ε(y) = v ε(εy).
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PROFIL STRUCTUREL DE L’INTERFACE

Résultat obtenu dans le cas scalaire u ∈ R par un procédé constructif :

∃U ∈ C2(R) avec des limites aux infinis U−∞ et U+∞ t.q.

min(u`, ur ) ≤ U±∞ ≤ max(u`, ur ).

Équation de profil visqueux

A1(U,V)Uy = (B0(U,V)Uy )y ,

Chocs stationnaires de part de d’autre de l’interface

f−(u(0−)) = f−(U−∞), q−(u(0−)) ≥ q−(U−∞),

f+(U+∞) = f+(u(0+)), q+(U+∞) ≥ q+(u(0+)).

Si de plus f ′−(U−∞) < 0 ou f ′+(U+∞) > 0, alors U est constante et U−∞ = U+∞.
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L’EXEMPLE QUADRATIQUE : SOLUTIONS SÉLECTIONNÉES

fL(u) = u2/2
fR(u) = (u − c)2/2 avec c = −1

Remarques :

Non-unicité dans certains domaines

Les solutions à deux ondes ont un état
intermédiaire bien déterminé (après
analyse complémentaire par une mé-
thode de Laplace).

Au plus 4 solutions

Conclusion :

L’approche visqueuse a sélectionné cer-
taines solutions parmi toutes celles satis-
faisant à la condition de couplage.

Pourquoi plusieurs solutions ?
Interprétation du problème de Riemann
Cas résonnants.

c
0

c

u`

ur

ur = c/2

u
`
=
c/2

u `
=
u r

u
r +
u
` =

2c

u
r +
u
` =

0

ur = c

u
`
=

0
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MODÈLE D’INTERFACE ÉPAISSE

x = 0
x

∂t w + ∂x f−(w) = 0
v = −1

∂t w + ∂x f+(w) = 0
v = 1−1 ≤ v ≤ 1

Le couplage par état θ−(w(0−, t)) = θ+(w(0+, t))
est ici restitué sous la forme

"les états à u constant sont stationnaires", où

u = C0(w , v), C0(w ,±1) = θ±(w),

Modèle d’interface épaisse

∂t w + ∂x f (w , v) = ∂v f (w , v)∂x v . (1)

Théorème à la Kružkov non-homogène avec terme source lipschitzien

Soit une à de CAUCHY w0 ∈ L1(R) ∩ L∞(R) et v ∈ W 2,∞(R), alors

∃!w ∈ L∞(R+, L1(R) ∩ L∞(R)) solution « entropique » de (1).
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PRÉSENTATION D’UN CAS SIMPLE 1D

∂t w + ∂x h(w , x) = S(w , x)

x
wn

j

xj−1/2 xj+1/2xj−1 xj+1xj

vj−1/2 vj+1/2

un
j−1 un

j un
j+1

wn
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wn+1−
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j
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Reconstruction :

un
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j+1/2−:=︷          ︸︸          ︷
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j , vj+1/2)

)
Evolution en temps et projection :
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j −
∆t
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j−1/2

)
−

∆t
∆x

(
h(wn
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)
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CONVERGENCE DU SCHÉMA

Propriété équilibre / Couplage

Une solution numérique w0
j telle que u0

j := C0(w0
j , vj ) = cste est stationnaire.

Théorème de convergence du schéma 1D (BOUTIN, COQUEL, LEFLOCH)

La solution numérique converge vers l’unique solution Kružkov de

∂t w + ∂x h(w , x) = S(w , x).

La preuve :
Stabilité L∞ : (sous CFL 1/2) mink u0

k ≤ un
j ≤ maxk u0

k , ∀n ∈ N, j ∈ Z.
Consistance avec les inégalités d’entropie associées à : ∂t w + ∂x h(w , x) = S(w , x)
Pas d’estimation en variation totale (à cause des reconstructions)
Estimation faible sur les dérivées discrètes
Passage à la limite au sens des solutions à valeurs mesures entropiques de DiPerna
Limite au sens des mesures d’Young = solution Kružkov, par unicité des solutions à valeurs mesures entropiques.
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EXTENSION AU CAS MULTIDIMENSIONNEL ET MULTICOMPOSANTES

Extension du schéma au cas multiD :

L + 1 domaines (géométrie, flux, fonction de couplage) de Rd

Fonction couleur vectorielle : v(x) ∈ RL

Possible recouvrement des domaines
Étape de reconstruction effectuée via un maillage « dual » T ?

h
Hypothèse de non-dégénérescence du maillage.

e

K
Ke

Th

νK ,e

e

xK

xKe

K ∗(e)

T ?
h

Théorème de convergence du schéma multiD (BOUTIN, COQUEL, LEFLOCH)

La solution numérique converge vers l’unique solution Kružkov de

∂t w + ∂x h(w , x) = S(w , x).
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RÉSULTATS NUMÉRIQUES (1) - CAS RÉSONNANTS EN 1D

x
w` wr

w?

Continuum de solutions admissibles
w? ∈ [w`,wr ]

v(x) =
erf(x/η + ζ) + 1

2
.
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solution - zeta = 0.5
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phi at t=0.0

Interfaces Solutions correspondantes (N = 1000)
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RÉSULTATS NUMÉRIQUES (2) - CAS NON-RÉSONNANT EN MULTI-D

Configuration géométrique :

R2

D0
D0 D1

D0

∂t w + ∂x fi (w) = 0, x ∈ Di , i = 0, 1, 2.

f0(w) = w2/2

(
1
0

)
, θ0(w) = w ,

f1(w) = w2/2

(
0.5
0

)
, θ1(w) = w/2,

f2(w) = w2/2

(
0
1

)
, θ2(w) = w/3.

θi (w(x i , t)) = θj (w(x j , t)), i , j .
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RÉSULTATS NUMÉRIQUES (2) - CAS NON-RÉSONANT EN MULTI-D

Test réalisé avec 200 × 200 mailles cartésiennes sur le rectangle [−1, 1]2

click here
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Solutions non-classiques :
4 Schéma de reconstruction efficace pour des flux scalaires concave-convexes généraux.
7 Preuve de convergence (schéma « entropique » , propriété TVB)
7 Extension au cas système (elastodynamique non-linéaire)

Formulation ensembliste de la relation de couplage :
 u(0−, t) ∈ O−(u(0+, t)),

u(0+, t) ∈ O+(u(0−, t)).

4 Résultat d’existence d’une solution au problème de RIEMANN couplé dans le cas scalaire 1D pour des
flux généraux.
4 Possible non-unicité des solutions confirmée numériquement.

Système augmenté :

 A0(u, v)∂t u + A1(u, v)∂x u = 0,

∂t v = 0,
u ∈ RN , x ∈ R, t ≥ 0.

4 Analyse par la régularisation de DAFERMOS pour un critère de sélection et une étude de stabilité des
solutions du problème de RIEMANN couplé
4 Non-unicité réduite des solutions après dégagement d’un critère sélectif de type profil visqueux à
l’interface.

Modèle d’interface épaisse : ∂t w + ∂x f (w , v) = ∂v f (w , v)∂x v , w ∈ R, x ∈ Rd , t ≥ 0.
4 Problème bien posé.
4 Schéma de volumes finis de type "well-balanced" conservant les équilibres du couplage.
7 Sensibilité des solutions à la forme d’interface choisie.
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