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PLAN

0 Equations hyperboliques non-linéaires

° Couplage de systémes hyperboliques

° Analyse mathématique du couplage non-conservatif
o Modele d’interface épaisse et schéma équilibre

e Conclusions et perspectives
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PLAN

o Equations hyperboliques non-linéaires
@ Modele hyperbolique et criteres de sélection
@ Probléme de Riemann
@ Solutions non-classiques
@ Schéma numérique pour les solutions non classiques
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LoIS DE CONSERVATION HYPERBOLIQUES

Notations :
u:=u(x,t) eRY, feC'(R",RY),
Ou+ 0,f(u)=0, xeR, t>0.

Non-linéarités = perte de régularité des solutions (apparition de discontinuités en temps fini)

Non-unicité des solutions faibles : le modele est incomplet !

Limite de diffusion u = lim_,q U*

OUs + 05 f(u) = edy(b(u)dyu)

Criteres macroscopiques dérivés :

Critere de LAX (caractére compressif des chocs)
Critere de OLEINIK/LIU (stabilité structurelle des chocs)
Solutions KRUZKOV / Inégalités d’entropie
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PROBLEME DE RIEMANN

Définition : probléme de Riemann Solutions auto-semblables en & = x/t
du
du+0,f(u) =0, x€eR, t>0, (=¢1d +Vf(U))d—§ =0
U 0)i= e X <0, Avec lim;_,_o, u(¢) = ug etlim;_« u(é) = u,.
u, x>0.

Remarque : capture du comportement asymptotique en temps grand des solutions du probléme
de CAUCHY pour des données initiales uo(x) avec pour limites aux infinis u, et u,.
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SOLUTIONS NON-CLASSIQUES
Limite diffusion-dispersion

OUE + O, f(U) = €Dy U + OE°0 o LIS, f non-convexe.

phénomenes visco-dispersifs (LeFLocH)

Exemples : dynamique des transitions de phase (TruskiNovskY)
écoulement de films liquides minces (BERTozzI, MUNCH, SCHEARER).
A u Ug f(u)
g (ur) Ue
> X
wg(uf) “:L b( ) u
u,
<pb(Up) @ (Ur

solution classique/nonclassique
Propriétés des solutions non-classiques :

@ Violent les inégalités de LAX (chocs sous-compressifs)
@ Ne dissipent qu’une seule entropie
@ Augmentent la variation totale de la solution

@ Satisfont une relation cinétique u, = ¢"(u)
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SCHEMA NUMERIQUE POUR LES SOLUTIONS NON CLASSIQUES

@ Schémas d’ordre élevé (CHaLons, HAYEs, LEFLoCH, RoHDE) : conservatifs, consistance avec la
formulation visco-dispersive, solutions oscillantes.

\ ; Xj+1/2 t
U= A u(x,t) dx S
%172 n+1 ———- !
n+1 t
noo. 1
’;‘—1/2 - At . f(u(X, t)) at f/'i1/2 -1 -1 fjn+1/2
t" " > X
n+1 __ n _ At (gn _fn u;
U == m (e = 1242) Xi-12 j X1/
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SCHEMA NUMERIQUE POUR LES SOLUTIONS NON CLASSIQUES

@ Schémas d’ordre élevé (CHaLons, HAYEs, LEFLoCH, RoHDE) : conservatifs, consistance avec la
formulation visco-dispersive, solutions oscillantes.

@ Schéma de type GLIMM (CraLons, LEFLocH) : utilisent la fonction cinétique ¢” via le solveur de
RIEMANN non-classique, seulement statistiquement conservatifs, sans étape de projection.

Ny [ ¢
u' = A u(x, t) dx S
-1/ 1 ——— ’
n+1 t
n ~ 1L n n
a2 = A " f(u(x. 1)) dt ae —> > a2
t" - > X
n+1 __ n _ At (gn _fn u;
U = = m (e = 1242) Xi12 j X1/
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SCHEMA NUMERIQUE POUR LES SOLUTIONS NON CLASSIQUES

@ Schémas d’ordre élevé (CHaLons, HAYEs, LEFLoCH, RoHDE) : conservatifs, consistance avec la
formulation visco-dispersive, solutions oscillantes.

@ Schéma de type GLIMM (CraLons, LEFLocH) : utilisent la fonction cinétique ¢” via le solveur de
RIEMANN non-classique, seulement statistiquement conservatifs, sans étape de projection.

=1 BOuTIN, CHALONS, LAGOUTIERE, LEFLOCH (2008). A convergent and conservative schemes for
nonclassical solutions based on kinetic relations. I. Interfaces and Free Boundaries,
\ . Xj+1/2 t
u' = A u(x, t) dx s
Xi-1/2 n+1 - /
tn+1 t
n ~ 1L
e = & . flu(x. 1)) at ie —p> —1> g
ue ‘ ur
t" ~— > X
n+1 __ n _ At (gn _fn u;
U/- - uf X(r}+1/2 6—1/2) Xj-1/2 I d Xj+1/2

Principe : étape de reconstruction avant calcul des flux 7, ., 7 ,

« conservative » : u,(1 = d) + u/(1 4+ d) = u],
« consistante » avec la relation cinétique : u, = ¢"(u;).
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ILLUSTRATIONS NUMERIQUES

Propriétés remarquables du schéma de reconstruction
@ coincide en dehors des discontinuités non classiques avec le schéma classique choisi
@ préserve les chocs non classiques « isolés »

@ converge numériquement vers la bonne solution non classique (convergence en maillage
de la relation cinétique numérique vers la relation cinétique prescrite).

exact solution al

a ordre élevé q
reconstruction

SEEILLE

o 05 1 15 2 25 3 35 a a5 5

Choc non-classique isolé Comparaison avec un schéma d’ordre élevé
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PLAN

° Couplage de systémes hyperboliques
@ Introduction a la problématique du couplage
@ Couplages conservatif et non-conservatif
@ Formulation faible de la relation de couplage
@ Existence pour le probléme de RIEMANN couplé scalaire
@ Démarche proposée
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MOTIVATIONS INDUSTRIELLES

/
1 /
i
Y/
Enceinte de 1, ! 11
confinement ' /
g 1 17
— ! Vapeur
fyy 1| deay
iy A
/
Cwe Pressuriseur 1
Barres de /’
contrdle
~
Générateur e
de vapeur
(échangeur
de chaleur)
— = Tour de
a refroidissement
i ondenseu ompe ou riviére ou mer
1
Caeur fquide = < /
e Circuit de
refroidissement
7 )
N4
Pompe
9/30




MOTIVATIONS INDUSTRIELLES

Couplage de codes :

information

Code A Code B

» espace
Interface fixe
x=0

Quelle information transmettre ?

Conservation de certaines quantités physiques
Continuité de certaines variables pertinentes
Définition des états « stationnaires » du probleme
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COUPLAGES CONSERVATIF ET NON-CONSERVATIF

| RN Ow + 0y (w) =0, x<0,t>0,
nconnue w
ow + Oxf (w) =0, x>0,t>0.

AUDUSSE, PERTHAME, SEGUIN, VOVELLE, TOWERS, KARL-

Couplage par flux SEN, RISEBRO

B o Couplage conservatif a flux discontinu
f(w(07, 1)) = £.(w(0", 1)), t>0. Conditions entropiques a l'interface

Couplage par état
GODLEWSKI, RAVIART

w(07,t) = w(0",t), t>0. Pas de critére entropique naturel a l'interface
ou plus généralement (= besoin d’un retour au niveau microsco-
6_(w(07,t)) = 6, (w(0F, 1)), t>0. pique)

6. changements de variable.

Difficulté : Les approches sont généralement incompatibles !

Exemple du couplage de deux Euler (lois de pressions distinctes)
formulé en w = (p, u, p) = continuité de u et p, conservation de p et pu,
mais pe n’est pas conservée
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RECOLLEMENT DE CONDITIONS AUX LIMITES

Demi-probléme de RIEMANN (Dugois & LEFLOCH, 1988)
Condition de bord : u(0™, t) = b(t).

~

Forme affaiblie :

b(t) O+ Of(u) =0 u(0*, t) € O(b(t)). ou

to O(b(t)) = {W(0*, b(t), 1), il €

—Probleme bien posé.
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RECOLLEMENT DE CONDITIONS AUX LIMITES

Demi-probléme de RIEMANN (Dugois & LEFLOCH, 1988)
Condition de bord : u(0™, t) = b(t).

~

Forme affaiblie :

b(t) O+ Of(u) =0 u(0*, t) € O(b(t)). ou

to O(b(t)) = {W(0*, b(t), 1), il €

—Probleme bien posé.
Recollement de deux demi-problémes de RIEMANN (GobLEWSKI & RAVIART, 2004)

o=
/N

Oiu+ 0xf-(u) =0 Oiu+ 0xf(u) =0
i X

u(0™,t) € O_(u(0*, t)).
u(0*, ) € 04 (u(0, 1)).
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EXISTENCE POUR LE PROBLEME DE RIEMANN COUPLE SCALAIRE

Théoréme (BouTiN, CHALONS, RAVIART)

Cas scalaire N = 1, flux f_ et f, de classe C’, fonctions de couplage 6. de méme monotonie
alors il existe une solution autosemblable (non nécessairement unique) du probleme de
RIEMANN couplé :

{atw+6xf_(w) =0, x<0,t>0,

we, Xx<0,

Ow + O0xf (w) =0, x>0,t>0, w,, x>0,

w(x,0) = {

avec la formulation faible de
0_(w(07,t)) =0, (w(0T, 1)), t>0.

Relaxation
2r Godunov

Remarque : | |
Dans les cas de non-unicité, la mise en ceuvre i
numérique témoigne de la sensibilité de la so- i
lution capturée au schéma choisi. i /
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DEMARCHE PROPOSEE

Nous proposons d’ajouter au modele de couplage une « structure d’interface »

@ suffisamment enrichissante pour assurer un probléme global mathématiquement bien
posé/mieux posé.

@ suffisamment souple pour envisager de prendre en compte a posteriori des
considérations physiques discriminantes (dissipation d’entropie a l'interface, relation
cinétique)

© implémentable numériquement
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DEMARCHE PROPOSEE

Nous proposons d’ajouter au modele de couplage une « structure d’interface »

@ suffisamment enrichissante pour assurer un probléme global mathématiquement bien
posé/mieux posé.

@ suffisamment souple pour envisager de prendre en compte a posteriori des
considérations physiques discriminantes (dissipation d’entropie a l'interface, relation
cinétique)

© implémentable numériquement

Deux travaux complémentaires dans cette voie :

@ Modéle d’interface mince et analyse de la résonance
retour a une régularisation parabolique du probléme en considération.

@ Modele d’interface épaisse (zone tampon) et mise en ceuvre numérique
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PLAN

° Analyse mathématique du couplage non-conservatif
@ Formulation augmentée du couplage
@ Analyse du couplage résonnant par la méthode de DAFERMOS
@ Profil d’interface des solutions RIEMANN-DAFERMOS
@ L'exemple quadratique
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FORMULATION AUGMENTEE DU COUPLAGE

Inconnue u € RV, traité ici pour une transmission en u

e
u(o™. t) = Ug(: 1) Systéeme augmenté
dut oy (1) =0 | duton(=o JOUTALVEU=0 L

} > atV = 0,
0

Fonction de couleur : exemple :

_J1. x>0, 1-v 14+v . .
v(x,0) = {_1’ X <0. Ai(u,v) = > Vi(u)+ TVf+(U), R — diagonalisable.
Propriétés :

Systeme global hyperbolique non-conservatif,
Systéme en u de taille N strictement hyperbolique
Systéme en (u, v) de taille N + 1 : perte d’hyperbolicité

A = 0 est valeur propre multiple si A;(u, v) n’est pas inversible

(Manifestation de la résonance a l'interface).
Hors de la résonance, les composantes de u sont des invariants de RIEMANN pour les ondes de
vitesse nulle.
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ANALYSE DU COUPLAGE RESONNANT PAR LA METHODE DE DAFERMOS

Régularisation parabolique de DAFERMOS : étude des solutions autosemblables en temps grand
Systeme augmenté régularisé
U + A (US, ve)o Ut = et ax(Bo(uE, v‘)@xu‘),

ﬁtve = eztﬁxxve.
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ANALYSE DU COUPLAGE RESONNANT PAR LA METHODE DE DAFERMOS

Régularisation parabolique de DAFERMOS : étude des solutions autosemblables en temps grand
Systéme augmenté régularisé

U + A (US, vE)o Ut = et BX(Bo(u‘, vf)axuf),

Ve = €t Dy VE.

Sous des hypotheses de proximité des données, le probleme de RIEMANN pour ce systeme

admet une solution u€, qui converge simplement vers u a variation bornée, autosemblable,
solution entropique (sur chaque demi-espace) de

Ou+ 0xf-(u) =0,
O+ 0xf(u) =0,

x<0,t>0,

x>0, t>0.

Cas systéme u € RV, pour des couplages généraux 6. suffisamment proches.

Principe de démonstration : Théoréme de point fixe
Représentation de la solution sur une base héritée de I'hyperbolicité du systéme en u

Contrdle des coefficients d'interactions entre les ondes élémentaires qui constituent la solution
Contréle des coefficients d’ interactions avec I'onde résonnante

B. Boutin PhD Defense



ANALYSE DU COUPLAGE RESONNANT PAR LA METHODE DE DAFERMOS

Régularisation parabolique de DAFERMOS : étude des solutions autosemblables en temps grand
Systéme augmenté régularisé
U + A (US, vE)o Ut = et BX(Bo(u‘, vf)axuf),

Ve = €t Dy VE.

Sous des hypotheses de proximité des données, le probleme de RIEMANN pour ce systeme
admet une solution u€, qui converge simplement vers u a variation bornée, autosemblable,
solution entropique (sur chaque demi-espace) de

Ou+ 0xf-(u) =0, x<0,t>0,
O+ 0xf(u) =0, x>0, t>0.

Cas systéme u € RV, pour des couplages généraux 6. suffisamment proches.

Principe de démonstration : Théoréme de point fixe
Représentation de la solution sur une base héritée de I'hyperbolicité du systéme en u
Contrdle des coefficients d'interactions entre les ondes élémentaires qui constituent la solution
Contréle des coefficients d’ interactions avec I'onde résonnante

Qu’en est-il des traces a l'interface ?
B. Boutin PhD Defense



RENORMALISATION A L'INTERFACE

—§d§U + d{:f_(u) =0 —fdgu + d§f+(u) =0
—&den(u) + deg-(u) < 0| —&dem(u) + deq(u) <0

Principe de renormalisation de la solution révélant la structure a l'interface.
Us(y) = u(ey) et Ve(y) = v¥(ey).

B. Boutin PhD Defense 27/11/09 18/30



PROFIL STRUCTUREL DE L'INTERFACE

Résultat obtenu dans le cas scalaire u € R par un procédé constructif :
U € C*(R) avec des limites aux infinis U_, et Uy« t..

min(ug, Uy) € Useo < max(ug, uy).

Equation de profil visqueux

Ai(U, VU, = (Bo(U, V)Uy),

Chocs stationnaires de part de d’autre de I'interface

£ (u(07)) = £(U-). a-(u(07)) 2 g-(U-co)-
fr(Usw) = £(u(07)), 94 (Usoo) = q4-(u(07)).

Side plus ' (U-.,) < 0 ou £ (U;o) > 0, alors U est constante et U_c, = Ujwo.
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L’EXEMPLE QUADRATIQUE : SOLUTIONS SELECTIONNEES

fL(U) = U2/2
fa(u) = (u-c)?/2 avec ¢ = —1 u
Remarques : i N

/o
~
G

Non-unicité dans certains domaines

Les solutions a deux ondes ont un état
intermédiaire bien déterminé (aprés
analyse complémentaire par une mé-
thode de Laplace).

Au plus 4 solutions

Conclusion :

L'approche visqueuse a sélectionné cer-
taines solutions parmi toutes celles satis-
faisant a la condition de couplage.

Pourquoi plusieurs solutions ?
Interprétation du probleme de Riemann
Cas résonnants.
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PLAN

o Modele d’interface épaisse et schéma équilibre
@ Modeéle d'interface épaisse
@ Schéma équilibre multidimensionnel
@ Résultats numériques
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MODELE D’INTERFACE EPAISSE

Ow + 0, (w) =0
v=-1 -1<
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MODELE D’INTERFACE EPAISSE

Ow + 0, (w) =0
v=-1 -1<

Le couplage par état 0_(w(07, 1)) = 6, (w(07T, 1))
est ici restitué sous la forme
"les états a u constant sont stationnaires", ou

u=GCy(w,v), Co(w,x1)=10.(w),

Modeéle d’interface épaisse
0w + O f(w, v) = 9, f(w, v)dyv. (1)J
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MODELE D’INTERFACE EPAISSE

Ow + 0, (w) =0
v=-1 -1<

Le couplage par état 0_(w(07, 1)) = 6, (w(07T, 1))
est ici restitué sous la forme
"les états a u constant sont stationnaires", ou

u=GCy(w,v), Co(w,x1)=10.(w),

Modeéle d’interface épaisse
0w + O f(w, v) = 9, f(w, v)dyv. (1)J

Théoréeme a la Kruzkov non-homogéne avec terme source lipschitzien
Soit une & de CAUCHY wp € L' (R) N L™(R) et v € WZ*(R), alors
Alw € LRy, L'(R) N L¥(R)) solution « entropique » de (1).
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PRESENTATION D’UN CAS SIMPLE 1D

Aw + dch(w, x) = S(w, x)

n
i
> X
Xj-1 Xj-1/2 Xi Xj+1/2 Xj+1
Ve —3— Ve —3
2 N
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PRESENTATION D’UN CAS SIMPLE 1D

Aw + dch(w, x) = S(w, x)

n
VVj >
>
Xty XiF12 X X2, X1
o mtee o Ytey o0 Mirtjee o Tty o
C a0 ERY a0 J
E @ IE () IE Uy 3
: wh =
Reconstruction : =1/2+

B. Boutin

} reconstruction

n Pp—
Yit1/2-=

u? solution de w" = %(Co(u]f’, Vie1/2) + Co(U], vj+1,2))

PhD Defense
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PRESENTATION D’UN CAS SIMPLE 1D

Aw + dch(w, x) = S(w, x)

advection (CFL 1/2)

Xt yn K12 0 X X2, Xj+1 .
2 g Timtee qp Tievee g iviver reconstruction
e () (o —3—(. )—3

1E
-1 10 U

Reconstruction : Wlije = Wirje- =
: 1
u solution de w;" = E(Co(uj’, Vi1z2) + Co(u], vj+1,2))

Evolution en temps et projection :

At At
(H/'LA/z - Hjn—1/2) T Ax (h(wjrl1/2+’ Vie12) = (W4 s Vj+1/2))

n+1 __ n_
Wi =W Ax
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PRESENTATION D’UN CAS SIMPLE 1D

Aw + dch(w, x) = S(w, x)

n+1
V|//.
e ] } projection
1/24 ,+1/2-
W W advection (CFL 1/2)
> X
Xty XiF12 Xit1/2n Xt .
2 g Wl It Wit 1t Yiias 3 reconstruction
E m J1F m J1F /u"—\ J
C J-1 10 U 10 J+1 1
. n — n —

Reconstruction : Wit /2+ = Wit1/2-'=

u? solution de w" = %(Co(ujf’, Vie1/2) + Co(U], vj+1,2))
Evolution en temps et projection :

At At
Van+1 =w - E( g2 = Hjn—1/2) Ax (h(W 120 Vim1/2) = B(W]yq ’V1+1/2))
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CONVERGENCE DU SCHEMA

Propriété équilibre / Couplage

Une solution numérique w} telle que uf := Co(w}, v;) = cste est stationnaire.

Théoreme de convergence du schéma 1D (Boutin, CoquEL, LEFLOCH)

La solution numérique converge vers I'unique solution Kruzkov de

Ow + dch(w, x) = S(w, x).
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CONVERGENCE DU SCHEMA

Propriété équilibre / Couplage

Une solution numérique w} telle que uf := Co(w}, v;) = cste est stationnaire.

Théoreme de convergence du schéma 1D (Boutin, CoquEL, LEFLOCH)

La solution numérique converge vers I'unique solution Kruzkov de

Ow + dch(w, x) = S(w, x).

La preuve :
Stabilité L™ : (sous CFL 1/2) miny U < uf < max, u), YneN,jeZ.
Consistance avec les inégalités d'entropie associées a : 9w + dyh(w, x) = S(w, x)
Pas d’estimation en variation totale (a cause des reconstructions)
Estimation faible sur les dérivées discrétes
Passage a la limite au sens des solutions a valeurs mesures entropiques de DiPerna
Limite au sens des mesures d’Young = solution Kruzkov, par unicité des solutions a valeurs mesures entropi
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EXTENSION AU CAS MULTIDIMENSIONNEL ET MULTICOMPOSANTES

Extension du schéma au cas multiD :
L + 1 domaines (géométrie, flux, fonction de couplage) de R?
Fonction couleur vectorielle : v(x) € R
Possible recouvrement des domaines
Etape de reconstruction effectuée via un maillage « dual » 7, Iy
Hypothése de non-dégénérescence du maillage.

Théoreme de convergence du schéma multiD (Boutin, CoauEL, LEFLoCH)

La solution numérique converge vers I'unique solution Kruzkov de

Ow + dch(w, x) = S(w, x).
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RESULTATS NUMERIQUES (1) - CAS RESONNANTS EN 1D

Continuum de solutions admissibles
w* € [wg, w,]

_erf(x/n+2) +1

1
12 interface - zeta =00 —— Soluiion - zeta = 0.0 ——
interface - zeta =05 - solution - zeta =05 -
interface - zeta =0.5 -+~ Solution - zeta =-0.5 -+~
phiat t=0.0

Interfaces Solutions correspondantes (N = 1000)
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RESULTATS NUMERIQUES (2) - CAS NON-RESONNANT EN MULTI-D

Configuration géométrique :
9 9 a ow+ 0xfi(w)=0, xeD;, i=0

RZ
f(w) = w?/2 ((1)) ,

Do

Gi(w(x', 1) = G(w(xX, 1), i#j.
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RESULTATS NUMERIQUES (2) - CAS NON-RESONNANT EN MULTI-D

Configuration géométrique :
9 g a 61W+axfi(W):0, xe®D;, i=0,1

RZ
f(w) = Wz/z(g), Bo(w) = w,
fi(w) = W2/2(065), 6i(w) = w/2,
Dy | Dy

Gi(w(x', 1) = G(w(xX, 1), i#j.
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RESULTATS NUMERIQUES (2) - CAS NON-RESONNANT EN MULTI-D

Configuration géométrique :
9 9 a ow + 0xfi(w)=0, xeD;, i=0,1,2.

RZ
fo(w) = WZ/Z(;), bo(w) = w,
D fi(w) = w2/2(0(')5), 03(w) = w2,
0

h(w) = W2/2((1) , 62(w) = w/3.

Gi(w(x', 1) = G(w(x, 1), i#j.
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RESULTATS NUMERIQUES (2) - CAS NON-RESONANT EN MULTI-D

Test réalisé avec 200 x 200 mailles cartésiennes sur le rectangle [—1,1]?

click here
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tex.swf
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Solutions non-classiques :

v/ Schéma de reconstruction efficace pour des flux scalaires concave-convexes généraux.
X Preuve de convergence (schéma « entropique » , propriété TVB)

X Extension au cas systeme (elastodynamique non-linéaire)

u(0*,1) € Oy (u(07,1)).
v/ Résultat d’existence d’une solution au probléme de RIEMANN couplé dans le cas scalaire 1D pour des
flux généraux.
v/ Possible non-unicité des solutions confirmée numériquement.

Formulation ensembliste de la relation de couplage : {U(O_’ t) € 0-(u(0, 1)),

Ao(u, v)du + A (u, v)ou =0,
v =0,

v/ Analyse par la régularisation de DAFERMOS pour un critére de sélection et une étude de stabilité des

solutions du probleme de RIEMANN couplé

v/ Non-unicité réduite des solutions aprés dégagement d’'un critére sélectif de type profil visqueux a

l'interface.

Systéme augmenté : ueRN, xeR, t>0.

Modeéle d’interface épaisse : O w + 0 f(w,v) = 8,f(w,v)dyv, WweR, xeRY, t>0.
v/ Probléme bien posé.

v/ Schéma de volumes finis de type "well-balanced" conservant les équilibres du couplage.

X Sensibilité des solutions a la forme d'interface choisie.
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