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Introduction

Les avancées de ces dernieres années en architecture ideseands, en micro-électronique et
dans les technologies de fabrication ont permis aux pedoo®es des circuits intégrés numériques
de continuer leur progression exponentielle. En paraltisleconstate une explosion du co(t du
développement et de la fabrication de circuits intégréat goi devrait continuer a augmenter
dans un avenir proche. Il devient alors important de coricales unités de calcul qui seront
réutilisables dans plusieurs applications et sur plusigeehnologies.

Depuis quelques années, l'industrie des circuits intégtiéise de plus en plus des coeurs et
des blocs IP lptellectual Property Ces coeurs ou blocs sont des descriptions de diverses fonc-
tionnalités qui peuvent étre implantées sur différentétesi Leur conception est devenue une
industrie a part entiere. Toutefois, seuls des blocs avedatetionnalités figées et peu variees
sont disponibles actuellement. Par exemple, on ne trouwvdgaloc capable de faire des multipli-
cations, divisions et racines carrées dans une méme pdeioircuit.

L'arithmétique des ordinateurs est une branche de I'infdigue qui traite de I'étude et de
la conception des moyens permettant d’effectuer les cldelbase en machine [11, 13]. Ceci
recouvre I'implantation d’unités de calcul matériellesune les unités arithmétiques et logiques,
d’opérateurs spécifiques, par exemple des filtres pouritermant du signal, ou de bibliotheques
logicielles pour I'évaluation des fonctions élémenta[fes.

L'arithmétique des ordinateurs comporte trois aspectddorentaux :

— les systemes de représentation des nombreka maniere dont les valeurs mathématiques
sont codées en machine. Quelques formats de représematiamment utilisés sont décrits
plus loin.

— les algorithmes de calcglour I'évaluation des fonctions arithmétiques. Ces famgivont
des opérations de base comme I'addition et la multiplicediévaluation de fonctions plus
complexes, comme la racine carrée ou les fonctions trig@taguoes.

— leur implantationmatérielle et logicielle. Celle-ci couvre I'optimisatiates performances
(en vitesse, en surface de circuit, en consommation d'éneagspect des contraintes temps
réel), mais aussi le test et la validation d’opérateurs.

L'objet de cette thése est la conception, tant théoriquepgakque, d’opérateurs de calcul en
matériel. Les domaines d’application visés pour ces operatarithmétiques sont le traitement
numeérique du signal et des images ainsi que la cryptographie&répond a un besoin croissant
en support matériel pour des algorithmes évolués et néaesde nombreuses fonctionnalités élé-
mentaires. Ce théme de recherche comporte a la fois degsspatiématiques et informatiques.
Il porte plus précisément sur I'étude et I'implantation éralle d’opérateurs arithmétiques pour
des applications spécifiques. La spécialisation de nositgpés arithmétiques va permettre d’offrir
des unités de calcul évoluées et performantes sur une faiblece de silicium. Via I'écriture de
générateurs automatiques, nous somme capables de faaifenient des descriptions matérielles



2 INTRODUCTION

d’opérateurs optimisés pour différentes applications.

Représentation des nombres

La valeur mathématique d’un nombre entier ou réel approché est codée a I'aide d’'un en
semble de: bits notés{v,_1,--- ,vo}. Dans cette thése, on s'intéresse a des nombres entiers ou
virgule fixe (des nombres fractionnaires binaires). Pawrdj on établit une bijection entre les
valeurs booléennes codées électriquement par chaque lfégnsemble de chiffreq0,1} pour
chacun dew;. Il existe différentes maniéres d’interpréter la valeurcds fils pour en déduire la
valeur mathématique.

Les formats de représentation présentés ci-dessous pentdd coder des entiers. Si on veut
travailler sur des approximations de réels, on introduifagteur d’échelle_sB(v) (pour Least
Significant Bi) par lequel on multiplie I'entier codé pour obtenirCe facteur est une puissance
de 2 constante pour une notation donnée, qui indique le ploidit le plus faible. Par exemple, le
LsB(v) vaut1 si on travaille sur des entiers. 88B(v) = 272, alors on sait que les valeursont
deux bits aprés la virgule. On est ainsi capable d’attrilwnmer valeur entiere ou virgule fixe a un
vecteur de valeurs logiques codées électriguement.

— La notation non signéeeprésente une valeur positivear :

n—1
v = LSB(v) Zvi 2,
=0
d'ouv € [0,2" — 1] x LSB(v).
— La notation signe-valeur absolgst une extension directe de la notation non signée aux
nombres relatifs. On adjoint simplement en téte un bit regméant le signe du nombre a la
représentation non signée de sa valeur absolue. Une vaéesticodée par :

n—2 .
__ (_1\Yn—1 ) 3 N UZOS"UTL_IIO
v=(-1) XLSB(U);UZ2’OU{v§0$ivn_1=1 ,

dotiv € [-2" 1+ 1,2"! — 1] x LSB(v).

Cette notation possede une double représentation de lar¢ale0 et —0).
— Le complément a 2st une autre notation des nombres relatifs. Une valast codée en
complément & 2 par :

n—2
v = LSB(v) (—2”‘1 Up_1 + Zvi 2i> ,
i=0

douwv € [-2"71 2" — 1] x LsB(v).

Bien que moins intuitif que la notation signe-valeur absple complément a 2 résout un
probleme inhérent a I'écriture précédente. Pour pouvadiiteshner deux nombres relatifs
en signe-valeur absolue, il faudra un algorithme d’addiso les deux nombres sont de
méme signe, et un algorithme de soustraction sinon. Dameplésentation en complément
a 2, l'addition reste la méme quels que soient les signes p@wxandes. D’autre part, les
additionneurs et soustracteurs y sont similaires. Paregoasser d’'un nombre a son opposé
est plus compliqué.
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— La notation a retenue conserv@e Carry Savé est surtout utilisée dans les calculs intermé-
diaires. Il s’agit d’'un systeme de représentation redonfdr, qui utilise2 x n bits notés
{ch_1, - ,co} et{s,_1, -+, s0}. On travaille toujours en base 2, mais on a un ensemble de
chiffres {0, 1,2}, en posani; = ¢; + s; pour chaque chiffre de la valeur= ¢ + s. Les
nombres: et s peuvent étre en non signé ou en complément a 2. Par exengplignsion a
retenue conservée du complément a 2 est :

v = LSB(v) (—2"‘1 (Cn1+ Sn—1) + ni(cz- + si) 2’) :

1=0
douwv € [—2",2" — 2] x LSB(v).

Cette notation présente I'avantage suivant : il est passitaldditionnelen parallelein nom-
bre en retenue conservée et un nombre en notation simplesit&pdgou un autre nombre
en retenue conservée), et d’obtenir leur somme en retemseae. Par contre, la notation
a retenue conservée utilise deux fois plus de fils que legiongasimples de position, ce
qui implique un routage et une mémorisation deux fois plugewx, et crée des opérateurs
potentiellement plus gros.

— La notation Borrow Savest une autre notation binaire redondante proche de laiomtat
retenue conservée, mais avec des chiffres dans I'ensgmiilé, +1}. On code cette fois
un chiffrev; par soustraction de deux bits;:= s; —b;. Par la suite, pour éviter les confusions
entre les chiffres négatifs et la soustraction, on note éffres négatifs en les surmontant
d’'une barre. Par exemple,5 = 5. L'extension borrow-save du non signé est :

n—1
v=1LsB(v) Y (s —b;) 2,
=0
douw € [-2" — 1,2" — 1] X LSB(v).

Un des intéréts de cette notation par rapport a celle a reteonservée est la manipulation
plus naturelle des nombres négatifs. En particulier, ¢éatdiopposé d’un nombre est trivial,
puisqu’il suffit de permuter les bits etb;.

Le format virgule fixe est celui qui est le plus courammenliséidans les applications du
traitement du signal que visent nos opérateurs. Dans lesssapplications cryptographiques et du
traitement des images, on travaille le plus souvent enraétigue entiére.

Un autre format, plus courant dans les processeurs gé&témlest le format virgule flottante.
Il permet de représenter des valeurs avec une plus grandenityme, au prix d’opérateurs plus
complexes. Nous n’utiliserons pas ce format dans cettethes

Exemple 0.1 Soitv codée par les 4 bitss, vo, v1,v9) = (1,1,0,1). La valeurv dépend de

la notation :

— Si on veut coder des valeurs entieres positives, le chdfrpoids faibley, doit avoir un
poids de 1. On pose donsBs(v) = 1, et on litv = 13.

— Par contre, si on travaille dans l'intervalle 1], lesv doivent vérifierlv| < 1. On pose
doncLsB(v) = 27* pour un codage non signé, et onit= 13 x 274 = 13 = 0.8125.

— Si on travaille dans l'intervalle-1, 1] en complément a 2, on possB(v) = 274! (on
utilise un fil pour le signe). On lit alors = (—2% 4+ 5) x 273 = =3 = —0.375.
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Algorithmes de calcul

L'évaluation en matériel de fonctions numériques est umtpoiucial dans de nombreuses
applications. L'inverse et la fonction sinus sont souveitisées en traitement du signal. Les fonc-
tions transcendantes sont récurrentes en calcul flottadgsefonctions comme la racine carrée
et la norme euclidienne se retrouvent souvent dans descappiis graphiques. Le calcul de ces
fonctions dans des opérateurs spécialisés est souvertdugaplus efficace que l'utilisation de
structures génériques (additionneurs et multiplieurg)nDmbreuses méthodes existent pour I'é-
valuation de fonctions en matériel : méthodes a base destatprithmes a récurrence de chiffres,
approximations polynomiales ou rationnelles, ou encosecdenbinaisons de ces solutions.

Les méthodes a base de tables sont souvent utilisées papplesations avec de petits besoins
en précision. Des précisions plus grandes peuvent étrawdgesn combinant tables et opérations
arithmétiques [16, 26].

Les algorithmes a récurrence de chiffre, ou algorithmeald§e-addition, produisent un chiffre
du résultat par itération en partant du chiffre de poids les ibrt, comme la division a la main sur
papier. Les deux plus fameux algorithmes a récurrence digechont : les algorithmes de type
SRT pour la division, racine carrée et autres fonctionshalgées [11], et I'algorithme CORDIC
pour les fonctions élémentaires [12]. Ces algorithmesatik seulement des additions et décalages
(plus éventuellement des petites tables) pour le calcuhdgue itération. lls donnent lieu a des
opérateurs qui sont petits, mais qui ont un forte latenceiaecde leur convergence linéaire. Aug-
menter leur base de travail réduit le nombre d’itérationsessgaires, mais demande des circuits
sensiblement plus gros.

Les approximations polynomiales sont largement utilipées |I'évaluation de fonctions, méme
en matériel ou la taille des multiplieurs utilisés pour Iéumaluation est un probléme majeur. Ces
approximations permettent d’évaluer la plupart des famsticourantes pour peu qu’elles soient
réguliéres. Les approximations rationnelles permettaptavaluation plus précise, mais elles re-
quiérent une division qui ajoute au colt matériel et intibdne latence supplémentaire souvent
importante.

Implantation d’opérateurs matériels

Le but d’une implantation matérielle des fonctions numgeig est I'amélioration des perfor-
mances. Par exemple, I'implantation de fonctions cry@phiques en matériel fait habituellement
gagner plusieurs ordres de grandeur en vitesse par rapporh@mes fonctions codées en logi-
ciel. En plus d’étre rapide, un opérateur doit aussi occlgplus petite surface possible pour des
raisons de codt.

Maintenir une bibliotheque contenant les descriptions etDV d’opérateurs spécialisés est
difficile, du fait de la gestion limitée des parametres gigqués dans ce langage. Notre approche
est donc, plutdt que de fournir une bibliotheque VHDL, diéxdes programmes en C ou C++ qui
génerent des descriptions d’opérateurs optimisés. isatibn de générateurs permet d’effectuer
des calculs plus complexes que ceux qu’on ferait a 'aideduadles VHDL, et d’explorer I'espace
des parametres. On trouve ainsi des solutions bien pluaefogque ce qu’on peut obtenir a I'aide
du VHDL seul. Larigidité du VHDL rend aussi difficile I'éctite de certaines structures, méme si
elles sont régulieres, comme par exemple des arbres.

Les implantations matérielles des opérateurs décrits clatites thése ont été faites sur des cir-
cuits de type FPGA (pouField-Programmable Gate ArrgyBien qu’ils soient moins performants
gue des circuits numériques spécialisés de type ASIC (Appfication-Specific Integrated Cir-
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cuits), les FPGA ont un co(t de développement bien moindre et Imiptypage est beaucoup
plus facile et rapide. De plus, ils disposent de ressoungifisantes méme pour des architectures
complexes. Toutes ces raisons en font de bons candidatégomise en pratique de nos travaux.

Les résultats présentés dans cette thése peuvent étenfanil adaptés aux circuits ASIC,
moyennant quelques modifications pour adapter les opésaida structure particuliére des ASIC.
Par exemple, 'absence de lignesfdst-carrydemanderait |'utilisation d’un algorithme plus effi-
cace que l'addition a propagation de retenue, comme defi@ddiurs a saut de retenueafry-
skip) [11].

Travaux réalisés

Cette thése étudie des opérateurs arithmétiques matdédiés a I'évaluation de fonctions
spécifiques. La plupart des travaux présentés ont étéé&galis collaboration avec mon directeur
de these Arnaud Tisserand, et avec Romain Michard, un atudeaét en these dans I'équipe
Arénaire. Ce document se divise en trois chapitres. Une adétbour I'évaluation de fonctions
basée sur des approximations polynomiales calculées pgrediés opérateurs est présentée dans
le premier chapitre. Le deuxieme chapitre décrit les r&stjue nous avons obtenus sur la généra-
tion automatique d’opérateurs a récurrence de chiffrésnigits. Ces opérateurs sont utilisés pour
le calcul de certaines fonctions algébriques, dont la wimi®t la racine carrée. Le troisieme
chapitre présente une implantation performante d’opeérafgour des fonctions de hachage cryp-
tographique. Nous y décrivons aussi une architecture de towe famille de fonctions est calculée
dans le méme composant, avec un partage tres efficace desroess

Les approximations polynomiales et rationnelles sont upen@fficace d’approcher des fonc-
tions mathématiques. Nous avons travaillé sur des petésatgurs capables d’évaluer un ensem-
ble de fonctions a I'aide d’approximations polynomiales. &lgorithme implanté en C++ fournit
des approximations avec des coefficients creux et ou lesgniss de I'argument d’entrée sont
tronquées pour minimiser leur co(t matériel. Un grandei@dd matériel est partagée entre I'é-
valuation des différentes fonctions, ce qui permet d’erefaine solution bien plus intéressante
gu’une implantation séparée des opérateurs. Cette médsbtiebjet du premier chapitre.

Il est possible de calculer efficacement des fonctions ailgéés simples comme la division, la
racine carré et la racine carrée inverse, voire la normedieche, a I'aide des opérateurs a addi-
tions et décalages. Ces opérateurs sont efficaces et dem#nédepeu de matériel, mais leur mise
au point résulte d’'un processus complexe et est sujettearsrau niveau mathématique. Ils sont
aussi difficiles a traduire en circuits. Les travaux quitemai de ces opérateurs laissent souvent de
cOté les aspects pratiques et I'implantation, ce qui erufatsolution peu intéressante pour les non
spécialistes. Afin de faciliter leur mise en ceuvre, nous@sops un logicielDi vgen, qui permet
d’obtenir facilement des descriptions VHDL optimisées teseéurs a additions et décalages. Nous
sommes actuellement en train d’étendre ce logiciel afil goii capable de générer des opérateurs
arécurrence de chiffres pour quelques autres fonctio@batgues. Un traitement automatise, bien
gue compliqué a mettre en place, autorise des améliorajigi®st difficile, voire impossible de
gérer a la main. Le programni2 vgen, ainsi que les algorithmes proposés pour une extension
vers d’autres fonctions algébriques, sont présentés daecbnd chapitre.

Le colt matériel d’une architecture partagée pour desifmmetryptographiques proches peut
atteindre une performance comparable a celle d'implamtatséparées, pour un colt matériel trés
inférieur. Dans le cadre d’'une collaboration avec le latwora ATIPS de I'Université de Calgary,
nous avons travaillé sur une implantation de la famille decfions de hachage cryptographique
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SHA-2. Nous avons réalisé une implantation améliorée déotesions, avec des besoins matériel
réduits. Nous proposons aussi une version fonctionnantiz fi@quence. Finalement nous avons
obtenu une architecture multifonction capable d’effecagt un hachage SHA-384 ou SHA-512,
ou bien de se comporter comme deux opérateurs SHA-224 ouZi38Andépendants. Cette ca-
pacité augmente la flexibilité pour des applications altbnserveurs calculant en paralléle pour
des flux multiples a la génération pseudo-aléatoire de nesnlues travaux réalisés sont décrits
dans le troisiéme chapitre.

Dans le cadre d’'une collaboration avec Romain Michard giasi étudié la E-méthode due a
Ercegovac [10]. Cette méthode permet d’évaluer efficacedemnapproximations rationnelles de
fonctions en évitant d’effectuer la division finale dans p@@teur séparé. Nous avons proposé une
implantation efficace de cette méthode lors del@@me SYMPosium en Architectures nouvelles
de machines (SYMPAgn 2005 [1]. Une version pour la basse consommation a étérgéesaux
5eme journées d’études Faible Tension Faible Consomm@tibieC) la méme année [2]. Nous
n'avons pas donne suite a ces travaux, je ne les traiteraiplmmdans ce document.



CHAPITRE

Opeéerateurs matériels pour I'évaluation de
fonctions multiples

Un algorithme pour la génération d’opérateurs arithmétigmatériels
dédiés a I'évaluation de fonctions multiples est présdhféurnit des ap-
proximations polynomiales avec des coefficients creux éegpuissances
sont estimées. Les multiplications exactes y sont rempfapar des opéra-
tions approchées moins colteuses a implanter, ou par dees@@quences
d’additions/soustractions. Les puissances « tronquéesitpgartagées en-
tre les différentes fonctions. Notre algorithme a été imfiasous la forme
d’'un programme C++ qui génére une description VHDL optimiskes
opérateurs. Quelques exemples ont été synthétisés sur EPGANparés
a d’autres méthodes d’évaluation de fonctions. Notre &lyoe permet
d’obtenir des opérateurs efficaces avec une erreur d’éiatumoyenne
faible pour des applications en traitement du signal et ohegjés, par ex-
emple dans des filtres.

Une premiére version de ces travaux, pour des opérateurdsdgd évaluation d’une seule
fonction a été présentée lors delléeme International Conference on Application-specifis-Sy
tems, Architectures and Processors (ASAP$amos en 2005 [3]. Cet article y avait remporté le
prix du meilleur papier. Une version journal de I'extenspyasentée dans ce chapitre est en cours
de finalisation.

1.1 Introduction

Les opérateurs arithmétiques de base (pour I'additiostsaction, la multiplication, la divi-
sion et la racine carrée) ont trés souvent fait I'objet dliampations matérielles performantes dans
les circuits numériques [11]. Des applications récentesatelent I'évaluation rapide d’opéra-
tions plus complexes telles la racine carrée inverse, ledtifins trigopnométriques, le logarithme,
I'exponentielle et des composées de ces fonctions.

Les approximations polynomiales sont souvent utilisées pévaluation de fonctions dans des
implantations tant logicielles que matérielles. Les fard élémentaires comme le sinus, cosinus,
I'exponentielle ou le logarithme sont souvent évaluéesiaéd de polynémes [12]. Les fonctions
algébriques comme la racine carrée ou la racine carréesmpeiuvent aussi s'évaluer efficacement
en utilisant des polynémes. Des polyn6mes de petit degressovent utilisés pour calculer des
inverses dans les applications du traitement du signabxmnple la démodulation de fréquence.

Ce chapitre présente un algorithme pour la génération aitque d’opérateurs arithmétiques
matériels dédiés a I'’évaluation de fonctions multipleolirnit des approximations polynomiales
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avec des coefficients « creux » et des puissances « tronquésscoefficients dit creux sont com-
posés de seulement quelques chiffres non nuls, et permkttemplacement de certaines multi-
plications dans I'évaluation du polynéme par de courtesisgges d’additions/soustractions. Les
puissances dites tronquées remplacent les multiplicaaactes par des opérations approchées
bien plus petites a implanter. Elles sont calculées par dénebcommun a toutes les fonctions
évaluées. L'algorithme proposé ici donne des approximatavec une erreur moyenne trés petite
et une erreur maximum limitée a quelques(Least Significant Bits). Ceci fait de nos opérateurs
une solution intéressante pour les applications en mutliangt en traitement du signal.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Les notatitilies et quelques jalons concer-
nant I'évaluation de fonctions a I'aide d’approximatiordymomiales sont présentés dans la sec-
tion 1.2. La section 1.3 récapitule les principales métbadéstantes pour I'évaluation de fonctions
en matériel. Notre algorithme est décrit en détail dansdetians 1.4 et 1.5 respectivement pour
plusieurs fonctions et dans le cadre de I'étude d’'une seuletibn. La section 1.6 présente les
résultats obtenus par le programme C++ et les implantab®@A des opérateurs. Ces résultats
sont compareés a d’autres méthodes existantes dans lansgctid_a section 1.8 conclut I'étude.
Enfin, la section 1.9 détaille les travaux que nous avonsteféesur le calcul de puissances entiéres
en matériel, dont les résultats sont utilisés dans ce akapit

Les opérateurs de [3] ne fournissent chacun une approximatie pour une seule fonction et
sont limités en pratique a 16 bits de précision. Dans ce tieaplies opérateurs pouvant approcher
des fonctions multiples sont présentés. En utilisant uéreehde sélection plus complexe pour les
coefficients creux (Sec. 1.5.1), des précisions jusqu’at®4bnt atteintes. Ce chapitre utilise aussi
des schémas de troncature plus fins pourié€Sec. 1.5.2). Toutes ces améliorations contribuent a
des opérateurs plus efficaces, a la fois plus précis et ptiis.pe

1.2 Notations et notions utiles

La fonction f approchéea ses entrées et sorties représentées en format virguleirfiaieeb
(non signé ou en complément a 2)akjumentz est considéré exact dans demainevirgule
fixe [a, b] et le résultatf (z) est dans Intervalle[a’, V[ ou|d’, b']. L'extension vers d'autres types
d'intervalles, par exemplé:, b] , est immédiate. L'argument est un nombre dev; bits et le
résultatf (z) est un nombre dey bits. Le nombre de bits entiers est fixé par le format de la plus
petite représentation qui inclut a la faiset b. Le nombre de bits fractionnaires est calculé par
I'algorithme pour correspondre a faécision requisen sortie.

Un polynémep de degrél est notép(z) = py + p1z + paz? + ... + paz®. La notation(), in-
dique la représentation binaire standard d’une valeureyample3.125 = (11.001),. La notation
()ps indique la représentatioborrow-saveg11]. C’est une représentation binaire redondante sur
'ensemble de chiffre$—1,0, 1}. Elle peut permettre entre autres d’éviter les longueshesaile
'1’ (via un recodage de Booth modifi¢), par exemple) = (11111.0); = (100001)pg (le bit né-
gatif —1 est notél). Les multiplications par des puissances de 2 se réduisamsample décalage
des chiffres. On note(x) le polynéme d’approximation avec des coefficient « creuxue kpn
dérive du polynéme minimax. Chaqueeefficient quantifig;; du polyndme d’approximatioq(z)
est composé de la somme d’au plyschiffres décalés signés non nuls dans I'ensenfblé, 1}.

Le coefficienty, de degré 0 n’est pas quantifie.

L’ erreur d’approximatiort,, mesure la difféerence entre la fonction mathématigiuet son

approximation, ici un polynémg. On définits,;, par :
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e = ||f = plloo = max [f(x) = p(z)]. (1.1)

a<z<b

L'erreur ¢4, est estimée numériquement par la fonctiorf nor mde Maple.s;, est la valeur
théoriqueminimalede I'erreur qu’on peut obtenir en approchdrit I'aide du polyndme. A cause
de la précision finie des coefficients et des calculs interair@s lors de I'évaluation dg on ren-
contre en pratiqgue des erreurs supplémentaires ebiesirs d’arrondiqui résultent de la nature
discréte des résultats intermédiaires et finaux s’accurhetese rajoutent a I'erreur d’approxima-
tion. Cette erreur reste petite pour une seule opératioplusule poids du.sB. Cependant, dans
le cadre d’une suite d’opérations, ces petites erreursgréisvaccumuler et diminuer la précision
du résultat final de facon significative. Afin de limiter lefe¢$ des erreurs d’arrondi, on introduit
g bits de gardel_es calculs intermédiaires sont donc faits syr+ ¢ bits.

Les approximations polynomiales utilisées par la suité dénvées de I'approximation poly-
nomialeminimax Le polynéme d’approximation minimax de degt@our la fonctionf sur|a, b]
est le polyndme* qui vérifie|| f —p*||oc = min,ep, || f —p||«, OUP, eStI’ensemble des polyndbmes
a coefficients réels et de degré au plukes approximations minimax peuvent étre calculées grace
a un algorithme da & Rémes [19]. On en trouve une bonne d#eaorians [12]. Les polyndmes
minimax de ce chapitre sont calculés numériquement a l@eda fonctionm ni max de Maple.

Les erreurs sont exprimées directement ou en précisionvalgote. Laprécisionest le nom-
bre de bits corrects ou significatifs. L'erreur absotuet la précisionv sont reliées par la re-
lation v = —log, |¢| pour le format binaire pur, c’est & dire les valeurs repr&snsous la
forme (£0.x 2923 . .. 2, ). Par exemple, une errear= 0.0000107 est équivalente a une preé-
cisionv = 16.5 bits.

Le résultat de I'approximation polynomiale calculée papErateur matériel, avec des coef-
ficients quantifiés, des puissances estimées et des cakpdision finie, est notgz). Pour
un argument donng il est possible d’évaluer I'erreur totaléx) = f(x) — ¢(=) qui inclut tous
les types d’erreurs. Dans la mesure ou notre méthode visprdesions modérées (jusqu'a 24
bits en entrée), Erreur moyenngotalecavg, sonécart-typer et I erreur maximuntmax peuvent
étre calculées. En effet, pour toutes les valeurs possildes le résultatj(x) tel que fourni par
I'opérateur peut étre calculé et comparé a la valeur théerfgr). La précision visée est notge
c’est a dire que nos opérateurs doivent fourniegpg < .

Au cours de ce chapitre, un exemple récurrent est utilisé lastrer le fonctionnement de
notre algorithme. Il s’agit d'une étude de la fonction sigfi&:) = sin(z)) sur le domainga, b[=
[0, 7] . Lapproximation polynomiale a un degré de 3, et la précisimoyenne visée est 12 bits
(n=27").

1.3 Travaux précédents

De nombreuses méthodes ont été proposées pour I'évalukgifamctions en matériel : méth-
odes a base de tables, algorithmes a récurrence de chifyepxamations polynomiales ou ra-
tionnelles, ou encore des combinaisons de ces solutioirg1X), [12] et [24] pour plus de détails.

Les méthodes a base de tables sont souvent utilisées papplEsations avec de petits besoins
en précision. Des précisions plus grandes peuvent étrawdresn combinant tables et opérations
arithmétiques : tables et additions [16], tables et petitestiplications [21, 26]. Ces méthodes
donnent des implantations efficaces pour des FPGA a basélds taok-up. Un de leurs incon-
vénients est qu’elle sont dédiées a I'évaluation d’uneestariction.
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Les approximations polynomiales sont largement utiligges I'évaluation de fonctions [12],
méme en matériel [17, 15] ou la taille des multiplieurs esprobleme majeur. Plusieurs solutions
ont été étudiées pour diminuer leur taille. Dans [32] unehod¢ basée sur un polyndme d’ap-
proximation de degré 2 et une unité d’élévation au carrégiEryi spécialisée est proposée. Cette
solution réduit la surface de moitié par rapport aux métedabituelles. Nous verrons plus loin
gue le choix d'un polyndme qui ait des coefficients exacteameprésentables dans le format cible
est un des principaux problemes rencontrés lors de I'imtateom d’approximations polynomiales.
Une méthode générale mais tres lente pour les hauts dedgigsrmet de résoudre ce probléme est
proposée dans [14]. Les approximations polynomiales pewaugssi étre combinées a des tables.
Dans [18] une méthode basée sur des réductions d’'arguntedds expansions de séries est util-
isée pour le calcul d'inverses, de racines carrées, racameges inverses et de quelques fonctions
élémentaires a l'aide de petits multiplieurs et tables. h@eéhode récente basée sur des polyndmes
et tables est proposée dans [27].

La méthode des tableaux de produits partiels [28] utilisesi#gies convergentes ou toutes les
opérations ont été développées jusqu’au niveau du bit etsoefmes de poids faible sont négligés.
La méthode des sommes pondérées utilise une idée similaedes polyndmes [28, 29]. Les
coefficients du polynéme sont distribués au niveau du bitr péarire le polyndbme comme la
somme d’'un immense ensemble de produits pondérés des hitdie partie de ces termes est
ensuite éliminée. Cette méthode donne des résultatssstrts pour plusieurs fonctions.

1.4 Algorithme pour un opérateur évaluant plusieurs fonctons

La description de notre algorithme est donc découpée enphaties. Dans cette section nous
décrivons la fagon dont plusieurs fonctions peuvent élritizes dans un seul opérateur. Ce niveau
de l'algorithme fait appel a la génération d’approximasigeolynomiales pour une seule fonction
décrite en section 1.5.

Découpage de l'intervalle d’entrée

Lorsqu’on a besoin d’améliorer la qualité numérique d’'uperaximation polynomiale, on
peut soit augmenter le degré du polynéme, potentiellemenbat d’'un opérateur bien plus gros,
ou alors découper l'intervalle d’entrée. Les amélioragida la méthode présentée dans ce chapitre
permettent d’obtenir des polyndmes d’un degré qui peuinalte 6. En pratique, le colt matériel
d’'un opérateur de degré 6 devient prohibitif. Si la fonctr@ peut toujours pas étre approchée
avec suffisamment de précision sur le domaine d’entrégytidfiars découper I'intervalle d’entrée
en morceaux plus petits. On génére un opérateur pour chagaergervalle, puis on les regroupe
en un opérateur global qui évalue la fonction sur la totalitélomainda, b| .

Le programme qui implante notre algorithme est capable deug¥er automatiquement I'in-
tervalle d’entrée et de fusionner des opérateurs. Si umpzrak est spécifie, le domaine, b|
est divisé er2* sous-intervalles de méme taille, et un opérateur est éloolir chacun de ces
sous-intervalles. Par exemple, si on donne une valedr2 lors de I'étude de la fonctioﬁ—x ou

€ [0,1], le programme va générer des opérateurs pour les intesvallg[ , [, 3], [5, 3] et
[2,1[. Un opérateur fonctionnant s{ir, 1] est ensuite obtenu par fusion de ces opérateurs.
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1.4.1 Lecture de I'argument

Avant de générer I'opérateur, on peut effectuer une motificale I'argument. Il ne s’agit pas
d’une véritable réduction d’argument [12], qui est un pesbé non traité dans ce chapitre, mais
d’'un changement de variable. On se contente de changarpnétation de la valeur physique de
'argumentz, c’'est a dire la valeur mathématique que I'on déduit des Aitses, ..., z,,. Ce
changement de format s’exprime mathématiquement paraftranation :

x— 217 — (,
ouc = [logy(b—a)],
etd:{Q__c(aj_LZC) S?b—a:2_’”,
2°7¢127° (a+2°)| sinon.

La valeure est calculée en prenant une valeur initiale= [log, ((b — 2°) — (a + 29))], puis
en l'incrémentant par pas dgusqu’a ce que la conditiof2=¢(a + 2°)| = [27¢(a + 2°71)] soit
vérifiée.

Le but de cette « réduction » est d’effectuer un changeménhelle et un décalage du domaine
d’étude(a, b[ pour I'ajuster au mieux a I'intérieur de I'intervalle-1, 1[ . Cette transformation per-
met une utilisation plus efficace de I'unité d’évaluatios geissances (Sec. 1.5.2). On commence
par multiplier I'intervalle paR—¢, pour lui donner une largeur aussi proche que possible dai (m
inférieure). Cette multiplication est transparente enémelt On calcule ensuite un décalagqui
fasse tenir l'intervallga, b transformé dans-1, 1], et qui soit peu colteux. Le colt matériel de
ce décalage de I'intervalle est celui de I'addition de lastanted aux bits der, qui s’effectue sur
max(0, 1 — LSB(d)) bits. En pratique, ce décalage se raméne dans tous les dasse&il’addition
de —1, qui ne colte qu’un inverseur.

D’une part, cette modification de I'argument permet de neagire en compte que les bits
utiles de I'argument. Si on sait que€ [4, %[, on n'a pas besoin de lire le bit de poigs' de
x. Elle introduit aussi une symétrie autour de 0 qui sert a wlirai encore le colt matériel grace
a une astuce présentée dans [20] : dans la mesure ou lesngesstieres sont des fonctions
symétriques ou antisymétriques autour de 0, caldulen’ connaissant’ est facile car

i x'  siiest pair,
(=)' = { —(2%) sii estimpair.
En complément a 2;-(x") peut étre facilement approché avec une petite erEut’(9) en
inversant les bits de’. Il est donc possible d’étendre le calcul des puissancesdiel’intervalle
[0, 1] vers[—1, 1] au prix de quelques porte®R (ou exclusif). Le nombre de bits de I'argument
en entrée de I'unité des puissances estude— c) bits seulement, ce qui permet une diminution
importante de sa taille. Un bit supplémentaire est util@@me signe de I'argument réduit.

Exemple 1.1 La fonctionsin(z) avecz € [0, 1] etw; = 12 bits subit une transformation
x «— 2'z — 1. L'étude en est ramenée a celle de(*t), oux € [-1,5 — 1] etw; =
(14)11 (1 bit de signe et 11 bits en entrée de l'unité de puissandlesjffit pour cela
de changer la signification des bits du= 0.zix,x3...115 Original, et de les lirec =
(—1)™ + 0.2923...212 (T1 est le signe etsxs...x15 les bits de rang-1 a —11 d’une
valeur en complément a 2).

De méme, I'étude de la fonctigr, otz € [, 4[ etw; = 16 bits est réduite a celle d&’,
oux € [—1,1] etw; = (1+)13 bits seulement. On interpréte= (—1)™ + 0.z4x5 . . . T15.
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1.4.2 Principe de la génération pour une seule fonction

La génération d’'un opérateur pour I'évaluation d’une séaretion sur I'intervall€a, b] (inclus
dans|—1, 1) part de 'approximation polynomiale minimax(z) de la fonctionf. Ce polynéme
a coefficients réels va subir plusieurs transformationar beit est d’éliminer toutes les multipli-
cations dans I'évaluation du polynéme, et ce faisant demisger la taille de I'opérateur tout en
limitant I'erreur introduite.

L’'algorithme effectue successivement les étapes suisatéerites en détail dans la section 1.5.

1. Oter les multiplicationg? x z*. Pour ce faire, les coefficients sont remplacés par des valeurs
q; proches dont la représentation borrow-save ne contieanquetit nombre; de chiffres
non nuls. Chaque multiplication peut alors étre remplacgep— 1 additions.

2. Eliminer les multiplications dans le calcul des puissane¢e©n part de puissances calculées
exactement a I'aide de réseaux cellulaires paralléles.gdtimationA’(z, c;) est donnée a
la place der; en tronquant le réseau du tableau de produits partiels,pouplanter que ses
¢; colonnes de poids forts. On réalise un compromis entreelerde I'estimation et le colt
matériel de I'opérateur tronqué en faisant varier le nompde colonnes implantées.

3. Ajuster les coefficientg; pour améliorer I'estimation des monémes. Ajuster aussbédficient
qo de degré 0, qui n’est pas quantifié, pour améliorer la pr@tigiobale de I'opérateur.

4. Explorer le voisinage des coefficients quantifigpour trouver d’autres solutions encore plus
précises ou qui correspondent a des opérateurs plus petits.

1.4.3 Fusion d’opérateurs

Une fois qu’un opérateur a été calculé pour chaque sousraile, il faut combiner les opéra-
teurs pour obtenir un composant qui évalue la fonction suirleodomaine de départ. Habituelle-
ment, on ajoute pour ce faire des multiplexeurs pilotés patgues uns des MSB (Most Significant
Bits) dex, et dont le réle est de choisir le résultat du bon sous-opérat

Dans notre méthode, une grande partie du matériel peuta@tiagge entre les sous-opérateurs.
Tout d’abord, I'unité de calcul des puissances peut étrencone. Il suffit simplement qu’elle
soit assez précise. On peut choisir pour chaque puissatestimationA’(z, ¢;) la plus précise
fournie par les unités de puissances trouvées dans lesopéuateurs (c’est a dire celle qui con-
tient le plus grand nombre de colonnggs L'arbre d’additionneurs utilisé pour sommegy et les
A'(z, ¢;) décalés (c’est a dire multipliés par lg$ peut lui aussi étre partagé.

Dans l'unité fusionnée, quelques MSB depilotent les entrées de I'arbre d’additionneurs
commun. Le reste des bits dealimente I'unité commune de calcul des puissances.d®rs de
la fusion, le programme optimise le routage des entréesaderé pour minimiser sa taille. Pour
ceci, il essaie de faire correspondre au mieux les partigsfigiatives (lesA‘(z, ;) décalés) des
différents sous-opérateurs afin de minimiser la largeunddtiplexeurs et celle des additionneurs
gu’ils alimentent.

L'étape de fusion décrite ci-dessus ne repose a aucun maunndetfait que les sous-opérateurs
approchent la méme fonction. En conséquence, il est pegdiltiliser la méme structure partagée
pour calculer non seulement une fonction sur plusieurs-saasvalles, mais aussi plusieurs fonc-
tions sur plusieurs sous-intervalles. Le choix de la farcé calculer est alors fait par une entrée
supplémentaire de I'opérateur. Le programme implantastabgorithmes est capable d’une telle
fusion. Quelques exemples sont présentés en section 1.6.
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1.5 Algorithme pour un opérateur eévaluant une seule fonctio

Dans cette section sont détaillées les étapes de la g@médatn opérateur évaluant une seule
fonction sur un intervalle. On illustre le fonctionnemeatl@lgorithme par I'étude d’un opérateur
pour la fonction sinus sur l'intervall®, = /4] , sans appliquer de transformation sur I'argument
pour plus de simplicité. On pose; = 12 bits, et on vise une erreur moyenne d’envigor- 2712,

Un polynéme de degré 3 est utilisé pour I'approximationagirécision interne de I'opérateur est
de 14 bits ¢ = 2).

L'approximation polynomiale de départ est estimée nunuérmigent par la commande ni max
de Maple. Le polyndme minimax de degré 3 pour la fonctionsswr l'intervalle[0, /4] , avec
des coefficients arrondis & 10 décimales, est :

p*(x) = —0.0000474553 + 1.0017332478 z — 0.0095826177 2° — 0.1522099691 .

Son erreur est d’'au plug, = 4.75x 107°, ce qui est équivalent a plus de 14.3 bits de précision,
dans le cadre d’une évaluation exacte avec des coefficiemts drécision infinie pour I'évaluation
du polynéme.

1.5.1 Etape 1 : quantification des coefficients;

Dans un premier temps, les multiplications utilisées p&waluation des mondmes x '
sont éliminées. Pour ce faire, la valeur théorigfiest remplacée par une valegmroche, mais
qui peut étre écrite sous la forme d’'un nombre en borrow-ssee seulement un petit nombre
n; de chiffres non nuls. Ceci permet d’approcher la multigimap; x z* a l'aide de(n; — 1)
additions seulement. Une erreur proportionnellgia— ¢;| est faite, qui dépend a la fois g et
den,. Cette erreur peut étre diminuée en accroissant la valeuy. de figure 1.1 montre I'erreur
commise lors de la quantification des valeurs écrites suitédractionnaires qui sont comprises
entre O et 1, poun, = 3 (en haut) eir; = 4 (en bas).

Algorithme de quantification

L'algorithme de quantification d’'un coefficiepf en utilisantn, bits non nuls ave¢ bits de
précision est décrit dans I'algorithme 1. A chaque itératia puissance de 2 la plus proche du
reste partiel (initialisé @}) est calculée et ajoutégia On itere jusqu’a ce que; chiffres non nuls
aient été ajoutés & ou qu’une erreur inférieure Zr' ait été atteinte (la puissance de 2 la plus
proche du reste est plus petite qiré).

Sin, est suffisant, le résultat de la quantification est une apmpEbion dep; ecrite avec aussi
peu de chiffres non nuls que possible et une erreur inf&iadr’. S'il n’est pas possible d’ap-
procherp; avec une erreur inférieure2a’, le coefficient quantifié est écrit suy chiffres non nuls
et aussi proche que possiblege

On veut aussi que le coefficient retourné ait la plus petitgelar possible, c’est a dire la plus
petite différence entre les rangs des bits de poids le pligfde plus faible. Par exemple, I'algo-
rithme devrait retourngl1.01) g plutdt que(101.01) g pour la valeur 3.25 quantifiée avec= 3
chiffres non nuls. A la premiére itération, on veut donc avet 1 plutdt quet = 2. Pour ce faire,
lorsqu’il reste plus d’un chiffre non nul a utiliser, au lidiincrémentet lorsquer > g x 2t on ne
va l'incrémenter que si > 18—3 x 2!, Le calcul def devient :



14 CHAPITRE 1. OPERATEURS MATERIELS POUR LEVALUATION DE FONCTIONS MULTIPLES

276 |
-7
2 i SRR R R
; Sy
b i b ioths
i EiidindiiinnEy
i‘% i is" iézg EHiH
L e
i il
ih ii i} A
_2—6 -
| | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figure 1.1 Erreur de quantification des valeurs 12 bits sur l'intee/@] 1| pourn; = 3 (en haut)
etn; = 4 (en bas).

t « [log, |r]];
sir > % x 2 alors
| t—t+1

sinon sin 4+ 1 > n; etr > 2 x 2" alors
| t—t+1

La conditionn + 1 > n,; permet de ne pas perdre de précision. En effet, sans cettigioanla

quantification de 3.25 aveg¢ = 1 chiffre non nul donnerait10),g, ce qui est une approximation
moins précise quél0)pg

Exemple 1.2 La quantification de; =

= 1.0017332478 se fait avec différentes précisions
suivant la valeur de, :
Siny =1, ¢ = 2° = (1.00000)pg approchep; avec une précision de 9.1 bits
(vt — q1 = 0.0017332478).
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Algorithme 1 : Algorithme de quantification.
Données:. un coefficienty!, une contrainte:; et une précisioi.
Résultat: ¢; coefficient borrow-save proche gg écrit sur au plus; chiffres non nuls.
n<«0;q«0;,r«p;
t < [logy |r|]
sir > 2 x 2 alors
L t—t+1
tantquen < n; et t > —[ faire
r «— r — 2" signe(r)
¢ — q; + 2 signe(r)
n+—n++1
t < |log, |r|]
sir > 2 x 2" alors
Lt—t+1

Siny =2, ¢ =2+ 277 = (1.000000001) pgapprochey; avec une précision de 12.1 bits
(vt — q1 = 0.0002198772).

Sin; =3, ¢ =2°+ 279 — 2712 = (1.000000001001) s @approchey; avec une précision
de 15.3 bits)f: — ¢, = 0.0000242634).

Selon le support d'implantation, certaines représematfeuvent étre préférables a d’autres.
Par exemple, dans une implantation sur ASIC, il peut s’ay#us efficace de favoriser les représen-
tations avec un minimum de chiffres négatifs, car une sacstm peut étre plus colteuse a
réaliser qu'une addition. Dans ce cas, lors de la quaniticate la valeur 1.375, la représenta-
tion (1.011),gdevra étre choisie plutdt que la représentation apparernéaeivalentg1.101)p

Quantification des coefficients d’un polynédme

On sait que le polyndme minimax est le meilleur polynéme ptagimation a coefficients réels
d’une fonction pour la norme du maximum, en supposant qué&galuation est faite exactement.
Cependant, dans un circuit des contraintes s’appliquextcagfficients du polynéme et a son
évaluation. Les coefficients sont par exemple arrondis weesvaleur en virgule fixe en précision
finie. Il n'y a alors aucune garantie que le polyndme réstilden’application de ces contraintes
sur les coefficients du minimax soit bien la meilleure appr@tion polynomiale a coefficients
contraints [14].

Afin d’améliorer la qualité de I'approximatiof(z) dont les coefficients (sauyf)) sont quan-
tifiés, on applique un procédé itératif ou la différence emdrvaleur du polynéme minimax et
celle du polynéme contraintest réutilisée pour ajuster lgs L'algorithme part des mondmes de
faible degré, et réinjecte cette erreur dans le calcul defficents de degré supérieur (a ce niveau,
le domaine d’étude est inclus dapsl, 1] , donc les monémes ont d’autant moins d'impact que
leur degré est élevé). Ce procédé itératif permet de coreiggoartie I'erreur due a I'application
des contraintes. On va ainsi obtenir une meilleure appratian contrainte de ce que donne I'ap-
plication directe des contraintes aux coefficiesjtdu minimax, comme c’était le cas dans I'article
d’ASAP [3].
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Calcul des contraintes de quantificationn;

Comme le montre la figure 1.1, lesont une influence majeure sur la précision des coefficients
quantifiésg; par rapport aux coefficients réeh$ du minimax. Dans l'article d’ASAP, on fixait
arbitrairement la valeur des a 3. Il est désormais possible de déterminer automatiqueunen
valeur minimale pour les; qui donne un polynéme d’approximation approchant la famctvec
une précision suffisante. Le calcul des contraintes esitakzars I'algorithme 2.

Algorithme 2 : Calcul des;.
Données:. le polynéme minimax*(z), 'erreur viséeu.
Résultat: les contraintes de quantificatian permettant d’atteindre.
(ny,na,...,nq) < (0,0,...,0)
On calculeg(z) pour les contrainte@y, no, . . ., ng).
tant que eavg(q(z)) > p faire
e(z) < minimax ((f — q)(y),y € [a, 0], d)
—eg+erw+ -+ eqat
pour i =1a dfaire
L Si [, l€i2’] > p alors
L ng«—mn;+1
On recalcule les coefficients quantifiésge) avec les nouvelles contraintes
| (n1,n9,...,n4q).

Le polynébmee(z) qui apparait dans I'algorithme sert & caractériser I'erceunmise en éval-
uant la fonctionf a I'aide d’un polyndme quantifi¢. Chaque mondme,z* dee(z) peut étre vu
comme la contribution a I'erreur du monéme de degdue a la fois a I'erreur du minimax et a la
guantification du coefficient;.

Exemple 1.3 On calcule des valeurs des contraintepour une approximation polynomiale
de degré 3 de la fonction sinus, avec une précision visée dutd2A chaque étape, la
contrainten; en gras a été incrémentée par l'algorithme, parce que le meu@ degré de
e(z) indiquait une trop grande contribution a I'erreur.

(n1,n2,13) | Vang (€N DItS)| Ve, (€N bitS)
(0,0,0) 1.1 0.2
(1,1,1) 7.3 5.3
(2,2,2) 9.8 7.5
(2,2,3) 12.6 9.2

Les contraintes,; calculées par I'algorithme refletent le besoin en précisiemhaque co-
efficient quantifiéy;. Elles dépendent de la magnitudejife du degré du monéme (on a

€ [-1,1[, donc un monéme a en général d’autant moins d’influence quelsgré est
haut), et de la difficulté d’approchet par un coefficient quantifié (figure 1.1). Bien que
le coefficientp; = 1.0017332478 ait une forte amplitudey, = 2 suffit carp; est proche
(a 12.1 bits pres) dg, = 2° + 27°. Par contrep; = —0.1522095004 est plus petit, mais
n3 = 3 chiffres non nuls sont requis pour avoir une approximatioffisamment proche
g3 = —273—27°+278 (4 12.9 bits pres).
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1.5.2 Etape 2 : approximation des puissances

Une fois les coefficients du polynéme quantifiés, on a togjasoin de quelques multiplieurs
pour évaluer(z) = qo+qr+qr?+. . .+qux?. En effet, il faut calculer les puissancésie I'argu-
ment. Puisqu’un schéma d’évaluation paralléle est utitigéa besoin de toutes ces puissances en
méme temps. Deux manieres de les calculer sont présenté@sparées ici. La premiére repose
sur des opérateurs optimisés calculant chacun une puesdamseconde utilise un réseau de mul-
tiplieurs de Booth modifiés et de squarers, qui implantengéquivalent matériel de I'algorithme
d’exponentiation rapide.

Opérateurs spécialisés pour le calcul des puissances

Dans [3], les estimations des puissances ddaient obtenues en développant le tableau de
produits partiels (Partial Products Array) depuis en y appliquant des simplifications logiques
classiques utilisées pour le carré [11, p.221], [13, p.20&k simplifications reposent sur I'appli-
cation de régles logiques qui permettent de diminuer le merdé produits partiels ou de modifier
leur répartition.

Dans le cadre de I'extension de la méthode présentée a AJAR[B avons étudié les opéra-
teurs pour les puissances entieres, et obtenu de nouvaiestions logiques ainsi qu’une stratégie
de réduction efficace. Ces travaux ont été présentés [4Hta conférence SPIE en 2006. Les
nouveaux opérateurs pour le calcul des puissances sonustgar une méthode hybride basée sur
ces travaux et ceux présentés dans [31]. Une descriptiailldéten est faite en section 1.9.

Structure square-and-multiply pour le calcul des puissances

Notre programme est aussi capable de calculer les puissdecea 'aide d’'un équivalent
matériel de I'algorithme d&xponentiation rapidésquare-and-multiply Cet algorithme calcule la
puissanceeme der récursivement de la fagon suivante :

T, Sit =1,
2t =14 (22)? sii est pair,
z x (22)7V? sii > 2 estimpair.

Par exemplez® est calculé sous la forme x ((z%)?). Dans le circuit, les composants sont
partagés entre les différentes puissances, c'est a dire‘gsert a calculer* qui lui-méme est
utilisé pour obtenir:®. La figure 1.2 montre une unité de ce type utilisée pour leut@kact des
puissances 2 a 6 de

Estimation des puissances

Les opérateurs calculant les puissances décrits ci-desgugnent un résultat exact, ce qui
est inutile dans le cadre de notre application. Il est dorsside de réduire la surface du circuit
en appliqguant un schéma de troncature aux tableaux de psquiutiels qu’ils contiennent. Dans
I'article d’ASAP [3], on appliquait un schéma de troncatalieecte, qui consiste a n’implanter
gu’une partie du tableau de produits partiels correspdralancolonnes de poids fort.

Le schéma de troncature variable [30] (VCT) est un bon candilds’agit d’'un schéma dépen-
dant des données, qui donne une précision meilleure quaderscde troncature directe. On aura
donc besoin de moins de colonnes dans les tableaux de @@duttels pour atteindre la méme
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Figure 1.2 Structure square-and-multiply pour le calcul exact desgarices 2 a 6 de

précision, d'ou des opérateurs plus petits. Le schéma deatore VCT approche la valeur des
retenues générées dans la partie tronquée en utilisanemaigre colonne des produits partiels
tronqués, qui est multipliée par 2 (décalée d’'une positens Va gauche). Les produits partiels de
poids plus faibles sont omis.

Lorsqu’on applique ce schéma aux opérateurs spécialigési@aalcul des puissances, on
déplace des produits partiels dans le PPA : il est possillepiiquer de nouveau le procédé de
réduction décrit en section 1.9 pour diminuer encore plssitéace de I'unité.

L'estimation tronquée de’, notéeA(x, ¢;), est caractérisée par le nombre de colonpek
tableau de produits partiels qui sont conservées et img#aniCe tableau tronqué est soit celui
d’'un opérateur optimisé, ou vient des multiplieurs et unié&lévation au carré d’'une structure
square-and-multiply.

Calcul des contraintes d’estimationc;

La valeur minimale de:; qui permet d’obtenir une estimation suffisamment précise:‘de
dépend principalement de. En effet, plusp; est petit et plus on peut se permettre d'utiliser
une estimation grossiére dé dans I'approximation du mondmez'. Les contraintes; étaient
fixées arbitrairement dans I'article d’ASAP [3]. Une prouésl automatique est maintenant inté-
grée a l'algorithme qui permet d’obtenir les valeurs mirlesasuffisantes des pour les deux
types d’unités de calcul des puissances.

Dans le cas des puissances calculées en parallele dansétateaps spécialisés, le nombre
de colonnes; utilisées pour I'estimation de’ est calculé en partant de = 1 et incrémentant;
jusqu’a ce que I'erreur faite en approchant le monginé parg; x A’(z, ¢;) soit inférieure &u.

Pour une structure square-and-multiply, I'estimation-tiest réutilisée dans le calcul des puis-
sances suivantes, comme le montre la figure 1.2. Il faut doncseulement que les soient
suffisants pour qug x A’(z, ¢;) approchep;x’ précisément, mais aussi qu’en réutilisanifz, c;)
on soit capable d’approcher les monémes suivants précigeéPeur ce faire, on détermine les
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dans l'ordre croissant. On part de= 1 et on I'incrémente jusqu’a ce que les approximations de
p;x* etde tous legiz’ avecj > i (en supposant que les multiplications et carrés aux étapes
sont calculés exactement) soient toutes assez précises.

Le colt matériel du calcul exact des puissances est propagl a(w;)? pour les opérateurs
optimisés paralleles, et proportionnehé;)? seulement pour la structure square-and-multiply. Les
optimisations, en particulier le tri et les réductions tpgs, ne servent qu'a diminuer la con-
stante de proportionnalité. On pourrait donc penser queussances paralleles ne sont pas aussi
efficaces qu’une structure square-and-multiply. C’estfft ke cas pour un calcul exact des puis-
sances, comme on peut le voir dans [31] pour un calcul du dibeéerateur spécialisé devient
plus gros poutv; > 16.

Cependant, on ne calcule ici qu’une estimation des puissamfin de remplir un critere de
précision finale. Les opérateurs tronqués, pour des deliaés$ msqu’a 6 et des précisions d’au
plus 24 bits, demandent en général des ressources simifrg les deux manieres de calculer
les puissances. Pour des fonctions impaires comme par éxéenpinus, les puissances paral-
leles sont souvent un meilleur choix, car les puissances ylsont calculées indépendamment.
Les puissances paires sont alors évaluées trés grossigrddams une structure de type square-
and-multiply, on est obligés d'évaluer les puissancesepdjpar exemple?) avec une précision
suffisante pour que les puissances impaires qui en dépegadentr x (2?)) soient assez précises.

Exemple 1.4 On calcule les; pour une évaluation sur 12 bits de la fonction sinus, avec un
polynéme de degré 3.

Si on calcule les puissances dea l'aide d’opérateurs spécialisés paralléles (a gauche),
on incrémente; jusqu’a ce que la précision moyenne (notgeobtenue en approchant le
monémev; ' parq; x A'(xz, c;) atteigne 12 bits.

Dans le cas d’une structure square-and-multiply (a draitejoit aussi étre suffisant pour
que la précision des monémes de degréi soit d’au moins 12 bits.

Opérateurs spécialise&/nité square-and-multiply

2 vV V3

co= 1 10 co= 1| 10 7.25
2 10.75 2110.25 7.5

3 11.5 31 11.5 8.75

4 12.25 4| 12 9.5

71 14.5 12.5
C3 = 1 6 C3 = 1 6

8 11.5 8 11.75

9 12.5 9 12.25

Lesc; refletent les besoins en précision pour chaque estimatitanddeur:’.

Dans le cas des puissances parallgles; —0.01 est tres petit, dons, = 4 colonnes donne
assez de précision pour une estimatjgrx A?(x,cy) depiz®. Par contrey ~ —0.15 est
plus grand, il faut au moins, = 9 colonnes pour obtenir une estimation précise a 12 bits du
monéme de degré 3.
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Dans le cas d’une unité square-and-multiply, ceci reste nais I'estimation qu’on fait de
x> dépend de celle de* (car A*(x, c,) est utilisé pour calculed?(x, c3)). Il faut donc au
moinsc, = 7 colonnes dans I'estimation dé.

1.5.3 Etape 3 : ajustement des coefficients

Il N’y a plus de multiplications exactes dans I'évaluatianld fonction. L'opérateur calcule
maintenant I'approximation :

q(r) =qo+q % Al(xacl) +...+qa X Ad(%cd)-

On sait qu'il se peut que I'approximation contrainte ob&mui découle de I'approximation
minimax, ne soit pas optimale. En particulier, ses coefitsiggeuvent souvent étre légerement
modifiés pour améliorer la qualité numérique de I'estimadiae f. L'erreur en sortie de 'opéra-
teur est notéé(x) = f(z) — ¢(x).

Ajustement du terme additif ¢

Le terme additify, de I'approximation polynomiale n’est pas quantifié. |l eabhuellement
possible de I'ajuster pour diminuer I'erreur absolue mayede I'évaluation. Le but de I'ajuste-
ment surg, est de minimisetayg, c’est a dire déterminer la valetirqui minimise la somme des
|€(x) — 0| pour tous les: dans le domaing:, b] . La valeurs est donaunemédiane de I'ensemble
des erreurs(x) (lorsqu’il y a un nombre pain d’éléments dans I'ensemble des erreurs, on prend
comme médiane la/2éme valeur, et non la moyenne de? et(n/2+1)éme valeurs). Son calcul
est détaillé dans I'algorithme 3.

Algorithme 3 : Ajustement dey,.
Données: la fonction f, et le polynéme d’approximatiog(z).
Résultat: La valeur dej, pour laguelle I'erreur absolue moyenne est minimale.
Soitt un tableau
10
pour chaque x dans [a, b| faire

\; t[i] «— &(z)

—(f=q)(=)
71— 1+ 1
Trier le tableau&
qo < qo — t[5]

Exemple 1.5 En utilisant une structure square-and-multiply, la priéasnoyenne de notre
exemple avant ajustement est d’environ 11.75 bits. L'aflgore modifieq, = —271* en
g = +271.

La précision moyennegygest alors portée a 12.25 bits.
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Ajustement des coefficientsgy;

Dans la mesure ou les coefficients du polyngmet les puissances desont seulement ap-
prochés, il arrive qu’une valeygy puisse étre ajustée pour gyex A'(z, ¢;) fournisse une meilleure
approximation de; x x'.

L'algorithme utilisé est une généralisation du procédéustment poug,. On veut cette fois
rendre aussi petite que possible I'erreur absolue moyammgnsmonéme, c’est a dire déterminer
la valeurs qui minimise la somme dédg;z’ — (¢; — 0)A’(x, ¢;)| pour tous les: € [a, b] . La valeur
§ est maintenant une médiane de I'ensemble des erreursveslatiz) = piz'/A(z, ;) — ¢,
pondérées pad\'(z, ¢;)|. La valeurs est obtenue en triant I'ensemble de ces valeurs dans 'ordre
lexicographique (erreur, poids), puis en prenant I'ergawicouple qui partitionne 'ensemble en
deux sous-ensembles de méme poids totaux. L'algorithmerdt tigjustement desg;.

Algorithme 4 : Ajustement desg;.
Données: le mondme théorique:z’ et celui d’approximatiom; x A’(z, ¢;).
Résultat: La valeur de; pour laquelle I'erreur absolue moyenne est minimale sur le
mondme.
Soitt un tableau de couples (erreur, poids)
j«—0;5<0
pour chaque = dans [a, b] faire
si A'(x, ¢;) # 0 alors
eilw) = plat AN (z,c) — q;
tlj]  (ei(x), |A (@, ¢)])
s «— s+ |A'(z, ¢;)]
Je—J+1
Trier t dans I'ordre lexicographique
J<=0
tant que s > 0 et|s| > 2 x poidgt[j]) faire
s «— s — 2 x poidgt[j])
L Je—=J+1
q; < quantifiefg;, — erreuft[;]), n;)

Commentaire

L'étape d’ajustement était une fonction heuristique dasidcle d’ASAP [3]. Elle est désor-
mais effectuée par un algorithme déterministe qui retoungevaleur optimale. On remarque que
les deux fonctions décrites ne font aucune hypothese sualesrs initiales de, et g;. Il est donc
possible de s’en servir pour calculer ces valeurs et pagmmeult les ajuster. L'ajustement ge
est utilisé de facon importante dans I'étape finale d’exgilon décrite en section 1.5.4, ou il sert
a calculery.

Il existe des algorithmes plus efficaces que ceux présecit@eiur calculer la médiane sans
faire appel a un tri [23, 25]. Ceux-ci seront prochainemeglantés, afin d’accélérer I'ajustement
de o, dont dépend I'étape d’exploration.
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1.5.4 Etape 4 : exploration
Motivation

Une fois connues les valeurs des ¢; et ¢;, les procédures d’ajustement sont utilisées pour
améliorer la qualité numérique de I'approximatigin). Cependant, il arrive que I'approximation
résultante ne soit toujours pas optimale, bien que procliegtemal.

Description de la recherche

Pour y remédier, on peut effectuer une derniere étape oyilen Elle consiste en une explo-
ration sur les coefficients quantifiés voisins gesCette exploration peut étre paramétrée par la
largeur du voisinage deg a explorer, c’est a dire le nombre de coefficients quantifiésdaents
ou suivaniy; (an; donné) que I'on teste. On peut aussi paramétrer cette @hear le temps de
calcul disponible. Il est en général difficile d’estimer éerips d’exploration en fonction du voisi-
nage. Le simple calcul des coefficients quantifiés précéstentivant; en fonction deq; se révele
difficile.

Cette exploration nous fournit habituellement de nougedi@utions un peu plus précises. De
plus, elle va aussi découvrir de nouvelles solutions avecanreur moyenne tres proche de celle
fournie par la meilleure solution, mais avec des valeyraoindres. Ces solutions généreront donc
des opérateurs plus petits.

Exemple 1.6 Considérons I'étude de la fonction sinus, avec des opésatiipuissances
Spécialisés. La meilleure solution que I'on trouve avaexploration offre une précision
moyenne de 12.1 bits justes avec = 2, n, = 2 etng = 3. Une exploration sur un
voisinage de largeur 10 autour des coefficients quantifiéscpune vingtaine de secondes
sur ordinateur. Elle permet d’obtenir une nouvelle soltibune précision moyenne de
12.1 bits, mais pour seulement,,n,,n3) = (1, 1,2) chiffres non nuls. Elle donne aussi
une solution avetn,, ny, n3) = (1, 1, 3) qui offre une précision moyenne de 12.6 bits.

L'ajustement du terme additif, devient crucial a cette étape. Par exemple, une des saution
obtenues pendant I'exploration est une évaluation d’uéeigion moyenne de 11.3 bits seulement
pour gy, = +2713 (la valeur deg, avant I'exploration). Aprées ajustemeng, = —2~12 donne une
nouvelle précision moyenne de 12.25 bits.

Les opérateurs présentés dans ce chapitre sont obtenuggaxplorations durant au plus
une douzaine d’heures. Ces explorations peuvent étrarierteaccélérées en évaluant dans un
premier temps les solutions sur un échantillon de valewsar Bne précision de 24 bits, on va
d’abord tester une dizaine de milliers d’entrées aléatojaal lieu de<?* entrées possibles) et
en déduire une estimation dgyg. Si on est proche de la meilleure solution, on recalealgy
exactement, sinon on passe a la solution suivante.

On gagne ainsi plusieurs ordres de grandeurs dans le terysl@ation. Lors de compara-
isons, nous n'avons pas vu se perdre de solutions pour dles @ I'échantillon suffisantes (en
pratique environ 5000 entrées).



1.5 ALGORITHME POUR UN OPERATEUR EVALUANT UNE SEULE FONCTION 23

1.5.5 Commentaire sur I'ajustement et I'exploration

Lors de I'étude la fonction sinus avec une précision de 12 bitaluée a I'aide d’un polynéme
de degré 3, plusieurs polyndmes sont apparus. On utilisaneopoint de départ le polyndme
minimax :

p*(x) = —0.0000474553 + 1.0017332478 z — 0.0095826177 2* — 0.1522099691

Aprés détermination des contraintes de quantificationn,, n3) = (2,2, 3), on arrive & un
polyndme dont les coefficients sont quantifiés :

Gr)=-2""4+ 2" +2 N+ (277 -2 2? + (-27% 277 4 278) 23

On détermine ensuite, pour une unité qui estime les puissater dans des opérateurs spé-
cialisés paralléles, que le nombre de colonnes minimal pestimation dez? est 4, et celui pour
I'estimation dez? est 9.

Apres les étapes d’ajustement et I'exploration, deux apprationsg; etg, sont trouvées, qui
génerent des opérateurs plus précis (12.1 bits et 12.628drécision moyenne respectivement)
et plus petits (1, 1, 2) et (1, 1, 3) bits non nuls dans les coefficients respectivement)gueui
offre 12 bits de précision moyenne pdur, ny, n3) = (2, 2, 3) bits non nuls.

q(r)=-2"8 4200 27822 4 (-27% —279%) 2

@) =0+202—28 22 4 (=273 —27° 4 2710) 43

erreur de g1 (x) --- -
erreur de qo(x) ------ erreur de go(x) -----

erreur de p*(x)

Figure 1.3Erreur du polynéme minimax‘ (z), du polynéme quantifié,(x), et des deux approx-
imationsy, (x) etgs(z). Les puissances et les calculs intermédiaires sont exacts.

La figure 1.3 montre que, dans le cadre d’'une évaluation poljale exacteq, et ¢, sont
d’'une qualité numérique bien moindre a celleggdell n’y a donc aucune raison de les considérer
a priori.
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Figure 1.4 Erreur commise lors de I'estimation du carré sur 4 coloneash@ut) et du cube sur 9
colonnes (en bas).

C’est I'estimation des puissances qui les rend intéressntutilisantA?(x, 4) et A3(z,9) a
la place des valeurs exactesfeet 3, on introduit une erreur qu'il est difficile de caractériser
(voir figure 1.4, en haut pour® et en bas pour?).

Cette erreur s'ajoute a celle introduite par la quantifaraties coefficients, et les erreurs d’ar-
rondi qui sont dues aux calculs intermédiaires sur un noiintirde bits. L'erreur d’évaluation par
rapport a la fonction sinus devient complexe.

La figure 1.5 montre I'erreur d’évaluation pogi{x) (en haut) etj,(z) (en bas). On constate
guegqs, qui dans le cadre d’'une évaluation exacte est un mauvaddznoffre une bien meilleure
précision pour une évaluation contrainte. Il n’est pas ipssle le savoir a priori, c’est pourquoi
I'étape d’exploration, et les procédures d’ajustemengligiutilise, sont nécessaires.

1.6 Résultats

1.6.1 Simulations VHDL

Les descriptions VHDL des opérateurs ont été testées paiation sur Modelsim pour s’as-
surer que les opérateurs générés se comportent de marmigtie|ice au modele logiciel utilisé par
le programme. Les courbes d’erreur obtenues sont iderst@uelles présentées dans les exemples
de la section précédente.
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Figure 1.5 Erreur d’évaluation de la fonction sinus pour les approxiams gy(x) (en haut) et
g2(x) (en bas).

1.6.2 Implantation sur FPGA

Différents opérateurs ont été générés par notre progranomepgbusieurs fonctions, degrés
d’approximation et découpages des domaines. Les résdiagnthese sont fournis par la suite
logicielle ISE 8.2 pour un FPGA Virtex Il v1000. La synthéese faite avec un effort de synthése
orienté en surface, et le placement-routage est effecte@ @v effort d’optimisation important.
L'utilisation de scripts et d’outils de génération autoigaés nous a permis d’obtenir de nombreux
résultats d’'implantation. Une partie des résultats d’anpation est reportée en table 1.1.

1.6.3 Opérateurs pour des fonctions multiples

La table 1.2 montre qu’un unique opérateur pour I'évaluaties fonctionsin(x), 2* — 1
etlog(1 + z) est jusqu‘a 44% plus petit que la somme des surfaces destepéraalculant ces
fonctions séparément.

Ce résultat s’explique facilement par le partage de I'ucétiéulant les puissances et de I'arbre
d’addition. Le seul surco(t est celui du routage et des piakteurs utilisés pour la sélection de la
fonction et de l'intervalle d’évaluation. Le gain de magddevient d’autant plus important que le
nombre de fonctions et d’intervalles est grand.
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Fonction | wy (en bits) 8 12 16 20 24
taille (tranches) 33 76 184 355 647
sin(x) deélai (ns) 11.6 188 257 39 40.3
vavg (bits) 8.6 126 16.7 205 24.4
taille (tranches) 42 86 175 395 599
log(x + 1) | délai (ns) 13.8 183 233 36 39.1
vavg (bits) 86 126 16.8 20.5 24.6
taille (tranches) 30 85 171 356 736
27 —1 deélai (ns) 11.9 205 227 375 431
vavg (bits) 8.2 128 16.6 20.1 24.2

Table 1.1Résultats d’implantation obtenus par notre méthadg,d= — log,(cavg))

wi (en bits) 8 12 16 20 24

Implantations séparées105 247 530 1106 1982
Opérateur fusionné 65 153 312 633 1095
Gain en surface 38% 38% 41% 42% 44%

Table 1.2 Tailles obtenues (en tranches) pour des implantationgé&gpat fusionnées des fonc-
tionssin(x) sur le domaing0, ;[ , et2” — 1 etlog(1 + x) sur(0,1] .

1.7 Comparaisons avec des méthodes existantes

Il n’existe pas a notre connaissance d’autres méthodesleldnt est d’évaluer une fonction
avec une erreur absolue moyenne minimale, éventuellennedét@iment de I'erreur maximum.
Les méthodes existantes minimisent I'erreur maximum,thaldement a moins d’'unss(arrondi
fidéele) ou moins d’'un demiss(arrondi correct). La méthode proposée a donc été comparée a
guelques méthodes existantes pour I'arrondi fidele. La ou&ttSMSO [26] évalue la fonction
sin(fx) sur l'intervalle [0, 1] au lieu desin(z) sur [0, 7 . Cette fonction permet une meilleure
utilisation du calcul des puissances, et est plus « étaléens, plus facile a approcher. Nous avons
donc étudié la méme fonction dans les comparaisons. Lestepés multipartites évaluent quant
a euxsin(xz) sur [0, F[ , mais la différence en termes de surface avec notre métheste tres
importante si notre méthode évalue auas{x).

La figure 1.6 illustre, pour ces trois méthodes, la surface ajgérateurs en fonction de la
précision dans le cas de la fonction sinus. Il est a noter gtree méthode assure une précision
moyenne proche de la précision de I'argument (c’est poulgaaroix ne sont pas exactement en
face des graduations), alors que les tables multipartite®&0O fournissent un arrondi fidele (une
erreur inférieure aussde I'argument).

Notre méthode génere des opérateurs 15% plus petits que PPLBAQNe précision de 24 bits.
De plus, les méthodes multipartites et SMSO sont dédiée® ainigue fonction. La taille d’'un
opérateur est donc linéaire en le nombre de fonctions quail&. Par contre notre méthode permet
le partage de matériel entre plusieurs évaluations deitors;tet devient d’autant plus intéressante
gue le nombre de fonctions a évaluer est grand.
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Figure 1.6 Comparaison des tailles d’opérateurs utilisant plusigiéthodes pour la fonction sinus

1.8 Conclusion

Nous avons présenté un algorithme pour la génération atitpmeal’opérateurs matériels éval-
uant des fonctions multiples. Il repose sur l'utilisaticagproximations polynomiales avec des
coefficients creux et des puissances tronquées. Les nitdtiphs exactes dans I'évaluation du
polyndme sont remplacées par de petits opérateurs sgésialu de courtes séquences d’'addi-
tions. Une grande partie du matériel est partagée entralliétion des différentes fonctions.

Ce chapitre est une extension du travail présenté dans[Bsmpérateurs généres étaient lim-
ités a une précision de 16 bits et évaluaient une seule tondtiest désormais possible d’évaluer
plusieurs fonctions au sein d’'un méme opérateur. Les pdrasn@e génération sont tous automa-
tiguement calculés de fagon efficace. Un nouveau schémamtsature plus précis est utilisé pour
I'estimation des puissances. Ces améliorations nous pembd’atteindre une précision de 24 bits
et des opérateurs plus petits, qui conviennent a des apptisan multimédia et en traitement du
signal

Dans I'avenir, nous comptons étendre le générateur pounifadu VHDL destiné a des cibles
de type ASIC, et mettre en pratique nos opérateurs dans gésadjons de traitement du signal.
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1.9 Opérateurs spécialisés pour le calcul des puissances

Cette section détaille la facon dont ont été obtenus lesatguéns spécialisés pour le calcul des
puissances entieres deCes unités sont basées sur deux méthodes. La premieresasttansion
des travaux de Liddicoat et Flynn sur le calcul du cube [3&]seconde méthode est une étude
d’opérateurs calculant des puissances entieres que nous présenté récemment [4].

Dans ce travail nous présentons des améliorations d’apésamatériels dédiés au calcul de
puissances avec un exposant entier fixé ¢, ...) en virgule fixe binaire ou en représentation
entiére. La méthode proposée réduit le nombre de produitiglsaen utilisant des simplifications
basées sur de nouvelles identités et transformations. ibgdifecations sont faites a la fois aux
niveaux logiques et arithmétiques. La méthode proposéeimgtantée sous la forme d’'un généra-
teur VHDL qui produit des descriptions synthétisables digpeurs optimisés. Les résultats ont été
illustrés sur des circuits FPGA.

1.9.1 Motivation

En dehors de l'utilisation faite dans ce chapitre, le cderéube et I'élévation a des puissances
supérieures avec un exposant entier fixe sont souvengstiis traitement du signal ou dans des
applications graphiques [35, 37]. Dans des implantatiansiscuits numériques de ces opérateurs
d’exponentiation, les multiplieurs sont souvent rempdgear des unités spécialisées pour le calcul
des puissances. Ces opérateurs utilisent des identitésiésgpour réduire le tableau de produits
partiels, ou PPA (pour Partial Products Array). Grace a glegtries et d’autres types de simpli-
fications possibles dans le PPA, les opérateurs spécialisggplus petits et plus rapides qu’une
implantation a base de multiplieurs.

Les opérateurs proposés ici utilisent & la fois des simptifics aux niveau logiques et arithmé-
tiques. Les simplifications classiques sont étendues érgksees. On introduit aussi de nouvelles
identités qui améliorent la réduction du PPA. Lordre d’iggtion de ces identités est un prob-
leme majeur si on veut minimiser la surface du circuit. Cetsnjest pourtant pas couvert dans
la littérature. On propose ici une méthode qui permet uneatimh rapide du tableau de produits
partiels. Notre méthode est applicable potyoun est un entier fixé supérieur ou égal a 3 (Pour
n = 2, notre méthode n’apporte pas d’amélioration par rapporinaéthodes existantes).

Cette section est organisée de la fagon suivante : quelgquiaBams utiles sont introduites en
section 1.9.2, puis un état de I'art du domaine est dress€%8. 1. es améliorations proposées
sont décrites dans la section 1.9.4, suivies de quelqueKatssd’implantation en section 1.9.6.
Enfin, nous présentons la combinaison entre notre méthokkexttnsion des travaux présentés
dans [31] qui a été utilisée pour le calcul des puissances @@nopérateurs spécialisés utilisés
dans ce chapitre.

1.9.2 Notations

Cette section traite du calcul d&. L'argumentz est une valeur de bits en virgule fixe binaire
non signée, ou dans un format entier. Les bits dent notés:,_1, z,,_», . .., xo. L'exposant: est
un entier fixé, vérifiant. > 3.

Les formules logiques se lisent de la facon suivante :

— a signifie « nona ».

— a A\ b, parfois notéub, se lit «a etb ».
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— a V bveutdire «a oub ».

— a = b signifie «a impliqueb »,

Le tableau de produits partiels (PPA) est représenté ggraphient comme sur la figure 1.7
(cas du cube d’'un entier non signé sur 4 bits). Tous les ptog@artiels (PP) de la colonne de rang
r ont un poids égal &".

X €3 T2 x Zo
X x3 X2 | Zo
X X3 X2 X1 Zo

T3TpXo T2ZoLo T1LoLo LoToLo
T3TpL1 ToXoX1 T1XoL1 LoLodl
T3T1Ty T2X1To T1T1To ToX1To
T3TpL2 TaTola T1XoL2 ToTol2
T3T1X1 TaX1x1 T1X1T1 ToX1T1
T3TaXy XXXy T1X2Xy ToL2Lo
T3Tpx3 TaZol3 T1Toxl3 LoToL3
T3T1Ty TaT1X2 XT1T1T2 ToT1T2
T3ToX1 TalaX1 X1X2X1 LoX2T1
T3T3Ty TaX3Loy T1X3Ly LT3
T3X1T3 ToX1X3 T1X1X3 ToL1T3
XT3XoLg XToXoXo XT1Xo2X2 ToL2X2
T3T3T1 T2X3T1 T1X3T1 TpT3T1
T3ToX3 TalaX3 XT1XX3 LT3
T3L3Lo Tzl T1X3L2 ToX3T2
T3X3xl3 TaX3l3 XT1X3T3 ToT3x3

Figure 1.7 Tableau de produits partiels pour le cube d’'un entier nonésgyr 4 bits.

Afin de pouvoir distinguer les formules logiques des praipértiels implantés, on utilise pour
représenter ceux-ci la notatidd] utilisée dans [22, p.23]. S est une proposition booléenne,
alors:

1 siS vautvrai,
5] = {

0 siS vaut faux.

La valeur « arithmétique » de;z; Vx| dans la colonne de rangest donc soit 0, soit” suivant
la valeur de la proposition;z; v x;. Cette notation permet l'interprétation et la manipulatio
d’expressions telles que;x; V zx] + [z;;].

Une regle de réduction est l'interprétation arithmétiquend identité logique. Les régles
utilisent la notation[S]. Par exemple, la commutativité der logique autorise la réduction :
[wiz;] + [zjzi] — 2 [mizy).

Une transformation est une séquence d'applications degéatg réduction. On montre plus
loin que I'ordre d’application des regles lors d’'une tramsfation est un parametre important. On
note7,_.,_..la transformation ou la regleaRest appliquée en priorité, suivie de la reglg, Ruis
finalement R.
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1.9.3 Travaux précédents
Pour le carré

L'optimisation d’'un opérateur calculant le carré d’'un nomlest un probléeme courant. Nous
présentons ici quelqgues méthodes existantes. Pour mématre méthode n’apporte pas d’amélio-
rations, dans la cas du carré, par rapport aux méthodeambastqui utilisent les identités logiques
standard.

Une méthode de calcul du carré basée sur des tables repigpsesentée dans [38]. La ta-
ble des carrés est repliée sur elle-méme plusieurs foisiksant les propriétés mathématiques
de I'élévation au carré. Les résultats d'implantation etntelogie CMOS montrent que cette ap-
proche apporte une amélioration importante par rapporedraplantation conventionnelle a base
de ROM.

Les symétries du PPA dans I'élévation au carré peuvent atresutilisées dans des architec-
tures qui calculent en série [34].

Des implantations de multiplications et d’élévation auréaur FPGA qui utilisent les blocs
multiplieurs spécialisés’ x 18 bits sont proposés dans [36]. Méme dans le cas d’une artirigéec
aussi hétérogene, une élévation carré par un opérateuakgEdemande environ moitié moins de
surface qu’une multiplication.

Des unités d’élévation au carré (ou squarers) dédiées peaussi étre mises au point pour
des entrées signées. Un squarer qui peut fonctionner ax shodes entrées non-signées ou en
complément a 2 est présenté dans [39].

Une implantation de squarers sur ASIC avec une réductiorPdudar arbres de Wallace et un
additionneur final a sélection de retenue est présentéd 83jns

Une unité spécialisée d’élévation au carré demande enagénéitié moins de matériel qu'une
multiplication directe, et est plus rapide. Elle est auiss petite qu’'un multiplieur avec recodage
de Booth modifié, car celui-ci demande une quantité de nedtdoin négligeable pour le recodage
du multiplicateur.

Il existe des symétries a l'intérieur du PPA lors d'une élivaa une puissance entiere. Les
réductions permettant de minimiser la taille et la hautautadbleau de produits partiels pour le
carré sont bien connues [11, p.221], [13, p.201]. Elles sepbsur I'application de trois regles
de réduction logique qui permettent de diminuer le nombr@rdeluits partiels ou de modifier
leur répartition. L'application de ces regles transfor@®PA de telle facon gu’il donne le méme
résultat, mais avec un colt matériel moindre et plus rapahem

Les deux premieres regles découlent de propriétés logapiespération de conjonctiorg() :

Lidempotence de la conjonction z; A x; = x;. La réduction associée supprime une parte

La commutativite de la conjonction z; A z; = z; A z;. On peut donc remplacer certaines addi-
tions de produits partiels avec des multiplications par 2 :

[wi A aj] + [ A wi] = 2 [ A ]
Le terme2 [z; A z;] de poids- est remplacé pdr; A ;] de poids- + 1.
Une troisiéme régle peut étre utilisée :
[JIZ' VAN l’j] + [l’l] =2 [JIZ AN l’j] + [l’l /\JJ—J]

Les deux premieres régles sont appliquées autant que [mssibelles diminuent strictement
le colt matériel de l'unité. La derniere regle est utiliséaipréduire la hauteur du tableau de
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produits partiels [11, p.221], et peut aussi servir a diraira longueur de I'addition finale lors de
sa somme [13, p.201].

Pour le cube

Le cube peut étre facilement calculé par une multiplicatiom: bits suivie d’'un multiplication
2n x n bits, mais il est aussi possible d’appliquer de nombreusaslifications sur le PPA d’'une
unité d’élévation au cube.

On trouve dans un papier de Liddicoat et Flynn [31] I'étuden& unité calculant le cube
de l'argument. Les réductions du PPA reposent sur une agtedgs deux premieres identités
classiques utilisées pour le carré :

Idempotence de la conjonction z; A z; A x; = x;,
Associativité et commutativité : x; Az, Az =z, ANop Axj =z, Aoy Axj = ...

Apres avoir utilisé les régles de réduction correspondaitds produits partiels sont divisés en
deux groupes : les PP de la formg:;x; = z;, qui apparaissent une seule fois, et ceux de la forme
rx;x; = vx; etx;x o, Ces derniers apparaissent respectivement 3 et 6 foischacu

Les auteurs proposent de sommer le tableau de produitelpastius la formeX; + 3 x X3,

ol X; contient les produits partiels qui apparaissent en un salroé, et X; contient une fois
les produits partiels qui apparaissent 3 fois (o¢ 3 x 2 fois) dans le PPA. Ce tri des produits
partiels permet une forte diminution du colt matériel papat a une implantation directe du
PPA, mais le temps de calcul dans le circuit augmente |éggrer@ette implantation reste plus
colteuse qu'un schéma a base de multiplieurs, mais estgpider

Autres méthodes de calcul des puissances

Une modification d’approximation linéaire par morceauxmésentée dans [21]. Elle calcule
une puissance? d’un opérande:. Le rationnelp est de la forme:2* ou bien+2% + 2% ouk et
k, sont des entiers ét, est un entier positif. Cette méthode peut étre utiliséeyldsg4 bits, mais
aucun résultat d'implantation n’est donné.

Dans le cas d’'un argument en virgule flottante, des apprdiomapolynomiales peuvent étre
utilisées. Dans [32], une approximation minimax de degrét2iglisée. Dans ce type de solution,
il existe un compromis complexe entre les performances gtdeision obtenue (par exemple un
arrondi fidele).

1.9.4 Nouvelles identités et transformations
Généralisation des régles existantes

La premiére régle se généralise facilement, en utilisadpotence de la conjoncti@r :

La seconde réduction est une simple extension utilisasgdeiativité et la commutativité de la
conjonction. La sortie d’une portr reste la méme quels que soient les permutations et regroupe-
ments appliqués a ses entrées. Par exemplezs Azz Axy = (x2 Azg) A (z1 Azz). On en déduit
la regle de réduction générale :
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(@25 - 2] + [To@)Togg) - Toy] = 2 [Tizj - - 2], (R1)

ol ¢ est une permutation quelconque des indigeg, . . ., [}.
La troisiéme réduction utilisée pour les opérateurs datién au carré peut s’étendre directe-
ment en :

[PAx;]+[P]=2[PAx;]+ [P AT,

ou P est une proposition logique. Cette réduction permet I'éoaie d’un peu de matériel, mais
une forme plus générale de la régle peut étre dérivée.

L'idée derriére la réduction générale est d’additionnandproduits partiels?; et P, ou P,
est toujours vrai s, I'est aussi (C’est a dire qu’'on B = P;). Le bit de somme vaut donc 1
lorsqueP; est vrai et queP; ne 'est pas (I'inverse ne peut pas se produire), et le bitetienue
vaut 1 lorsqueP;, est vrai (car alorg” I'est aussi). On en déduit la regle de réduction :

Si P, = Py, alors[P| + [P2] = 2 [Py] + [P A Py (R2)

Exemple 1.7 [{L'll'gflfg] + [[L’l] =2 [1'11'21'3] + [1'1 N (IL'_Q V l'_g)]

Cette réduction prise seule ne semble pas réduire le nonelpeoduits partiels. En fait, elle
remplace I'addition de deux PP de la méme colonne par celtede produits partiels dans des
colonnes consécutives, ce qui revient a simplement leajaser.

Exemple 1.8 La figure 1.8 illustre une transformation qui se produit doren réduit un
PPA pour I'élévation au cube en utilisant RO, R1 et R2.

3 4 3 4 3 5 4
ToT1X9 — ToT1Ty [ XT1XgT2 — ToT1T2 | ToT1 Lo — ToT1Xo 0 ToT1To
ToT2Z1 R1 ToT2 R2 ToT2ZT1 R1
T1T0T9
Lo

Figure 1.8 Exemple d’une séquence de réductions dans une unité diglewal cube.

Nouvelles identités et régles de réduction

La réduction R2 introduit des produits partiels ou certaits sont inversés. Dans certains cas,
la somme de deux PP ne peut pas produire de retenue. Par exempl] + [Tz2x3] < 2. Il est
alors possible de remplacer un demi-additionneur (Haligxcbou HA) par une simple porteu a
deux entrées. On en déduit une nouvelle regle de réduction :

Si Py A Py, alors[Py| + [P] = [P V Py]. (R3)
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ou P, et P, sont deux propositions logiques. La conditiBnA P, implique queP; et P, ne peuvent
pas tous deux étre vrais en méme temps. Il n’y a donc jamaistdeue dans leur addition, et la
portexoRr (ou exclusif) du HA peut étre remplacée par une simple pore

Une autre regle de réduction plus spécifique peut étre égiligui est basée sur la loi du tiers
exclu :

[P Ax;)+ [P AT = [P], (R4)

ou P est une proposition logique. L'application de cette regig@gorité sur R3 permet a d’autres
réductions d’étre appliquées plus tard.

1.9.5 Optimisation des transformations

La figure 1.8 montre que les produits partiels générés parathetion peuvent étre réutilisés
au cours des réductions suivantes. En conséquence, I'dajplication des regles de réduction
au cours de la transformation est un probléeme majeur si onrmagumiser la surface du circuit.
Ce probléme n’est pas couvert par les travaux existant®dt pas possible en général de calculer
la séquence optimale de réductions dans le PPA. On va panétibnner en donnant différentes
priorités aux regles de réduction. Une transformation saractérisée par cet ordre de priorités.

rang : 8 7 6 5 4 3 2 1 0
Z2 122 ToT2 Tor1x2 ToT2 ToT1 o
12 12 ToT2x1 ToT1 T1Zo
o1 o1 T1Txgxy T2y T1XQ
ToT2 I2T1To ToT1
o1 T1T2Xny X1XQ
T2Z0 T2ToT1 T2I
z1
ToT1T2 T1T2TQ l’g(w_l\/w_o) 0T $2($1\/l’0) ToTy T2Xo T1Xo Lo
ToT1 x1
T1ToT2 T2L1TQ To XoT1Xo T2Xo V T1Zg Tox1 V Tox1 ToXy ToX1 Lo
V12 VIoxoT1

Figure 1.9 Tableaux de produits partiels pour un cube sur= 3 bits avant réduction, apres
réduction pafly_.1_.o_.4_.3 €t apres réduction pdk_.s_.4_.3 1.

La figure 1.9 illustre la différence entre deux types de fi@nsations pour le PPA d’'un cube
calculé sur 3 bits. En haut de la figure, on voit le tableau deyits partiels avant réductions. Le
bas de la figure montre d’abord le PPA transforméfiar, _.,_,_.5. Dans cette transformation,
on applique d’abord RO autant que possible, puis R1, puiseR2,Si en appliquant R2 on fait
apparaitre de nouveaux PP pour lesquels on peut utilisealBfs on applique R1 en priorite.
On continue a appliquer les regles par priorité décroigsprsqu’a ce qu’aucune réduction ne
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soit possible. Le second PPA transformé est obtenulpas_.,_3_.;. On constate que le PPA
obtenu par application d&,_,;_.,_.4_.3 a besoin de 5 cellules d’additions (Full adder ou FA) et une
cellule HA pour étre sommé, alors qlig_.._.,_.3_.; donne une solution sans additions, bien que
les produits partiels soient plus compliqués.

Les figures 1.10 et 1.11 détaillent la réduction de la colotmeang 3 de la figure 1.9, en
utilisant les transformation®,_., 4.3 et Ty_.»_.4 .31 respectivement. La colonne de rang 3
est celle obtenue apres réductions des colonnes degsang

3 4 3
ToT1T2  —— Tol1X2 T
Tox2X1 R1 ToT1T9 ToXo
T1T0T2 Tol1T2
T1T2T9 R1 Loy
ooy
T221To R1

1o
r1xo R1
T2Lo

I

Figure 1.10Réduction de la colonne de rang 3 a l'aide de la transformd{a,_.o_., 3.

3 4 3 4 3
ToT1T2 SN ToT1T2 (2 (q;_z \V; q;_o) SN ToL1Lo ToTo -
1 R2 ToToT1 ToT1 Ty R2 ToToT1 ToT1T2 R2
ToTad1 T1T0To ToToT1 T1T0To -T/'Oml@
T2Zo |R2 T1T2%0 | xowox1 R4 T1T2Xq r1To  R3
T1L0To TaT1To “TOT1T2
r1xo JR2 ToX1To
T1T9X¢
12 R2 4 3 4 3
ToXoT1 ToX1T2 LoXoT1 — ToX1T2 Tox1 V Tox1 V ToXoXq
T2X1T0 Tox2x1 | 21(To V T2) R3 Toxay
T1XoT2 T1XoT2
T1T2X0 T1T9X0
“ToT1Ty “LoT1To
ToT1T2 Tol1To

Figure 1.11Réduction de la colonne de rang 3 a l'aide de la transformd{as_.,_.3 ..

On constate que chaque regle prend deux produits partieéd@aolonne de ranget introduit
au plus un produit aux rangset » + 1. Une bonne fagcon d’appliquer les regles est donc de
transformer le PPA depuis les colonnes de poids faibledeemoids forts. Ceci permet d’avoir un
maximum de produits partiels disponibles pour la rédudai@chaque colonne. On va « propager »
les produits partiels réduits vers la gauche.

Chaque fois qu’un couple de produits partiels est réduihauveau produit partiel peut étre
réintroduit dans la colonne courante. Il faut donc réegsskgeréductions. On peut réduire de
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transformation w = 16 w =24

#PP ratio] #PP ratio
To—o4—3—1 997 100%| 3723 100%
To—1-3-1-2 | 1090 109%| 3916 105%
Tooo—i1mams | 1127 113%| 4071 109%
Tooi—9—a—sz | 1134 114%| 4062 109%
To—4—3—91 | 1465 147%| 4892 131%

Table 1.3Nombre de produits partiels dans le tableau réduit pouémdifits ordres d’application
des regles.

plusieurs ordres le temps pris par la transformation enagangne trace des produits partiels déja
testés pour les réductions.

Différent ordres d’applications ont été testés. Une traimsétion évidente est celle obtenue
en étendant les méthodes classiques, et ou les nouvelles sEmt appliquées apres R1 et R2.
C’est un choix raisonnable, dans la mesure ou R1 est la r@glei$ efficace en termes de réduc-
tions de matériel, et ou les nouvelles regles R3 et R4 repasenes bits inversés introduits par
I'application de R2. La transformation obtenue €st.; .5 .4_.3.

Pourtant, I'ordre le plus efficace que nous avons trouve dess tests esty .o .4 .3 .1. En
appliquant d’abord la réduction R2, on introduit plus des Imiversés qui sont ensuite utilisés par
les nouvelles régles. Les produits partiels identiquesregtient sont ensuite simplifiés par R1.
Cet ordre permet d’avoir moins de produits partiels dansHa fansformé. lls sont par contre
plus compliqués (les fonctions logiques dépendent de usitd dex), mais ceci n’a que peu
d’influence dans une implantation sur un FPGA a base de thdnksup.

La table 1.3 donne le nombre de produits partiels restard darPPA calculant le cube d’un
opérande de 16 ou 24 bits pour différents ordres d’apptinates regles. On constate que 'ordre
d’application des régles est important si on veut minimiserombre de produits partiels duquel
dépend la taille de I'opérateur. La transformation,,_.,_.;_.; semble bien étre la plus efficace.

1.9.6 Reésultats pratiques

Des opérateurs ont été synthétisés en utilisant la méthagmeee pour le calcul du cube
avec des largeurs d’entrége € {4,8,12, 16, 20, 24} bits. Limplantation a été faite sur un FPGA
Spartan3 (S1500) de Xilinx a I'aide des outils ISE8.1. Latbgre est effectuée avec un effort
orienté en surface, et le placement-routage est fait avedfart d’optimisation standard.

La table 1.4 donne les résultats d'implantation obtenugdrasant sur les méthodes de réduc-
tion existantes. La table de gauche utilise seulement (gegd&R0 et R17;_.;). Ceci correspond
aux résultats des méthodes classiques [11, p.221] et [2@1]p.La partie droite est une simple
extension des regles de réductions connues.

La table 1.5 présente les résultats d’implantation obt@ansiotre méthode pour deux ordres
différents. La partie gauche contient les résultats potnalasformatioril},_;_.,_.,_.3 et la partie
droite donne ceux obtenus en appliqu@pt.,_4_3_.;. On constate qué&,_,_,_.3_.; donne en
général les meilleurs résultats, méme apres implantation.

La figure 1.12 résume ces résultats pour une unité élevantliun argument d’une largeur
dew € {4,8,12,16, 20, 24} bits. La réduction est moins efficace pour les grandes s$aillentrée.
Nous pensons que la structure du FPGA utilisé en est respientme amélioration plus constante
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To—n To—1-2
w | #PP Taille Délai Cellules w | #PP Taille Délai Cellules
(tranches) (ns) d’addition (tranches) (ns) d’'addition
4 30 22 9.4 22 4 26 21 8.5 17
8| 218 153 135 202 8| 182 139 153 166
12| 694 527 16.8 670 12| 594 519 164 577
16 | 1586 1223 19.7 1554 16 | 1390 1209 18.2 1362
20| 3022 2292 21.3 2982 20 | 2698 2145 21.1 2666
24 | 5130 3822 245 5082 24 | 4646 3799 243 4613

Table 1.4Résultats d’implantation des méthodes classiques ([122H.et [13, p. 201]).

TO—>1—>2—>4—>3 TO—>2—>4—>3—>1

w | #PP Taille Délai Cellules w | #PP Taille Délai Cellules

(tranches) (ns) d’'addition (tranches) (ns) d'addition
4 20 16 6.7 10 4 17 15 7.1 9
8| 126 120 11.8 110 8| 111 119 14.9 95
12| 454 445 149 436 12| 393 463 15.3 377
16 | 1134 1128 184 1106 16| 997 1068 18.6 971
20 | 2294 2060 21.7 2265 20 | 2058 1991 215 2030
24 | 4062 3750 23.2 4030 24 | 3723 3540 23.3 3693

Table 1.5Résultats d’implantation pour notre méthode

est probable sur des circuits de type ASIC.

30

25

20

15

10

Amélioration (en %)

pour la surface - o -

“ pour le délai ——

AN
b‘\ ~
. o
o - N
/\ Temimoo -0

| | | | | |
4 8 12 16 20 24

Taille de I’entrée (en bits)

Figure 1.12Améliorations en surface et vitesse obtenus par notre rdéthar rapport aux méth-
odes de réduction classiques, en fonction de la largeuredédée, pour un opérateur calculant le

cube.



1.9 OPERATEURS SPECIALISES POUR LE CALCUL DES PUISSANCES 37

1.9.7 Améliorations ultérieures

Les opérateurs pour les puissances ont bénéficié de plsisimdliorations depuis ceux présen-
tés lors de la conférence SPIE [4].

Tout d’abord, les arbres d’additions qui servent a sommiatieau de produits partiels étaient
jusqu’ici généres par le synthétiseur. Un algorithme a gétd, il décrit en VHDL des arbres
d’additions optimisés en taille.

D’autre part, les opérateurs pour les puissances sontrdasoobtenus par une méthode qui se
base a la fois sur les transformations présentées plustwutne idée de Liddicoat et Flynn [31].

Addition du tableau de produits partiels

Suite a des expérimentations, il apparait que les outilyaénése de la suite ISE ne sont pas
toujours capables d’organiser efficacement sous forméaies séries d’additions multiples.
C’est le cas en particulier pour celles qui correspondeatsoimmation d’'un PPA. Ces additions
contiennent de nombreux termes creux qui sont dus a I'ifeég@ du PPA. On retrouve le méme
probleme dans les tableaux de produits partiels des umjtese-and-multiply, et dans I'addition
des estimationd‘(x, ¢;) décalées pour les évaluations polynomiales.

Une fonction a donc été ajoutée a la partie du programme oérgéa description VHDL du
circuit. Lorsque plusieurs termes doivent étre additieno@ exploration heuristique est faite sur
les différentes fagcons d’agencer I'arbre d’addition, dertsut de minimiser a la fois le nombre de
cellules d’additions utilisées et la profondeur de l'arlidans le cas d’implantations sur FPGA,
on essaie d'utiliser au mieux les additions a propagatioretiue, qui bénéficient de la ligne de
fast-carrydisponible sur les circuits étudiés. Une exploration catgtles agencements possibles
se révele en pratique trop longue, méme pour un petit noniadelidons.

Le principe de I'algorithme utilisé est de réduire autané guossible le nombre de bits qui
restent & additionner en « payant » un minimum de cellulesditians. A chaque itération, une
fonction de colt est donc assignée aux additions possipesiépend du nombre de bits réduits
(additionnés), du nombre de cellules nécessaires et dg&¥ales termes additionnés (on essaie
d’équilibrer I'arbre en additionnant en priorité les teswgnérés le plus tot).

Les arbres d’additions obtenus a I'aide de cet algorithmérgaluits en moyenne de 20 a 25%,
par rapport aux mémes sommations ou I'on laisse le synéuétfaire seul.

Tri des produits partiels

La méthode présentée utilise des réductions logiques poumiser le nombre de produits
partiels dans le tableau de produits partiels. Ceci a pagémuence une réduction du colt matériel
des opérateurs.

Une autre approche évoquée plus haut est celle de Lidditddyren [31]. Leur étude porte
sur une unité calculant le cube de I'argument. Les prodaitigds du PPA y sont divisés en deux
groupes : ceux de la formez;x; = z;, qui apparaissent une seule fois, et ceux de la forme
riv;x; = x;v; etx;x;z,. Ces derniers apparaissent 3 et 6 fois chacun. Les auteurset le
tableau de produits partiels sous la fortkie + 3 x X3, ou X; contient les produits partiels qui
apparaissent en un seul endroitXgtcontient une fois les produits partiels qui apparaissents3 f
(ou6 = 3 x 2 fois) dans le PPA.

Ce tri des produits partiels permet de diminuer de maniepoitante le colt matériel des
opérateurs. En moyenne, les opérateurs utilisant l'iddadbicoat et Flynn sont 15% plus petits
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taille de| Tri des produits partiels Méthode hybride

'entrée | taille (tranches) délai (ns)taille (tranches) délai (ns)
8 129 24.4 119 20.5
12 373 47.1 359 39.3
16 806 75.7 782 64.6
20 1441 109.9 1422 96.4
24 2345 149.9 2335 133.9

Table 1.6Résultats d’implantation pour une élévation exacte au.cube

gue ceux obtenus par notre méthode de réduction présentBHE®DS Par contre ils sont plus
lents.

Méthode hybride pour le calcul des puissances

Il est possible d’obtenir des opérateurs a la fois plus petitplus rapides en combinant les
transformations logiques et le tri des produits partietspkocédé qui permet d’obtenir les opéra-
teurs les plus petits applique les étapes suivantes :

1. Appliquer la transformatiofi;_.; a travers le tableau de produits partiels.

2. Trier les produits partiels dans quatre sous-PRA X3, X, et X5 de telle facon que la somme
>~ 1 X; donne le méme résultat que le PPA de départ. Par exemplepdeduits partiels avec
un poids total d& x 2" (ils apparaissent aux rangset r + 3) du PPA vont étre remplacés
par un seul produit partiel identique de randansX,.

3. Appliquer la transformatiofiy_.,_.4_,3_.1 aux sous-PPA triéX;, X3, Xy et X;s.

4. Si des réductions ont été appliquées, on fusionne les d&iePon recommence a partir de
'étapel. Sinon on retourne les sous-PPA triés.

L'opérateur obtenu par cette méthode calcatilesous la forme :
Xp+ (28 +2% x X3+ (22 +2°) x Xo + (2" = 2°) x Xy5

La figure 1.13 illustre les étapes de la réduction d’une wniiécalcule un cube sur 8 bits. Le
nombre de produits partiels dans les table&yx X3, Xy et X5 est clairement inférieur a celui du
PPA du dessus, réduit sans tri des produits partiels. Laipér obtenu sera donc plus petit.

Les résultats de synthése, rapportés dans la table 1.6enbqtre la méthode hybride obtient
des opérateurs de 1 a 3% plus petits, et 11 a 17% plus rapidde qu des PP seul. L'écart en
taille devient plus grand pour une élévation a des puissasiggerieures, mais un calcul exact n'a
alors plus beaucoup de sens.

Opérateurs tronqués

Lorsque I'on tronque les tableaux de produits partiels cenaast le cas pour les approxi-
mations polynomiales de ce chapitre, on constate que laauéthybride présente un avantage
par rapport au tri des produits partiels seul. En effet, édenande une estimation sur un plus
petit nombre de colonnes pour atteindre la méme précision: B méme nombre de colonnes
implantées, elle permet aussi d’atteindre une précisiparseure.
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Figure 1.13Réduction du tableau de produits partiels calculant le clilbe argument de 8 bits.

La raison est que la transformati@p_»_4_3_.1, €n plus de diminuer le nombre de produits
partiels dans un tableau, fait « migrer » des produits partiers la partie du PPA correspon-
dant aux poids forts. En conséquence, pour un méme nombdatees implantées, la méthode
hybride prend en compte plus de termes, donc atteint undemn@lprécision. Cette propagation
logique explique aussi les délais moindres dans les unytésdes.

Exemple 1.9 Pour I'exemple présenté d’'un opérateur évaluant la fondinous sur 12 bits

a l'aide d’une approximation polynomiale de degré 3, omesti* sur 9 colonnes.

Avec la méthode hybride, on a obtenu deux opérateurs quiertdffrpour
(n1,n9,n3) = (1,1,2) une précision moyenne supérieure a 12.1 bits et pour
(n1,n9,n3) = (1,1, 3) une précision moyenne supérieure a 12.6 bits.

En triant simplement les produits partiels (sans appligigeréductions) et dans les mémes
conditions, on aboutit a deux autres solutions : p@ur,ns,n3) = (1,1,2) une préci-
sion moyenne supérieure a 11.8 bits et poyrns, n3) = (1, 1,3) une précision moyenne
supérieure a 12 bits.
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On arrive a gagner plus d’'un demi-bit de précision moyenna @ méme nombre de
colonnes implantées.

Les figures 1.14, 1.15 et 1.16 montrent 'amélioration emeed’erreur d’estimation qu’ap-
porte la méthode hybride par rapport a un tri des produitigisrseul. Pour un argument sur
16 bits, ils montrent en % la diminution d’erreur obtenuastpe I'estimation du résultat est
faite a 'aide du méme nombre de colonnes implantées. Ladfijur4 montre qu’on obtient des
améliorations ponctuelles pour un opérateur calculantulne cPour une élévation a la puissance
4 (figure 1.15), la diminution de I'erreur est en moyenne d¥&1Enfin, pour une puissance de 5
(figure 1.16) I'erreur faite lors de I'estimation est ré@uite moitié.

60 | |
Erreur moyenne
50 —-- Erreur maximum ------ -
;\O\ ==-]
s 40 .
2 —
=
z 30 — .
8 ;
o 20 , i
el '
= | |
S 10 ! ! |
= |
T = M =
g 0 . = =
a - - - .
-10 |- TS
-20 I I | |
5 10 15 20

Nombre de colonnes utilisées dans ’estimation

Figure 1.14 Diminution de I'erreur en % en fonction du nombre de colonimeglantées dans
I'estimation, en utilisant un opérateur hybride par rap@oun tri des produits partiels seul, pour
un argument de 16 bits élevé a la puissance 3
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Figure 1.15 Diminution de l'erreur en % en fonction du nombre de colonimeglantées dans
I'estimation, en utilisant un opérateur hybride par rap@oun tri des produits partiels seul, pour
un argument de 16 bits élevé a la puissance 4

Erreur moyenne 0

80 A Erreur maximum ------ —
S I — _
o 70 '
2L - — 7o
5 60 | = I S n
& —— L
8 50k ] L — - i
P W = ] o
- 40 — | 1 = |
.8
5 30 |
5
E 20
A

10

0

5 10 15 20

Nombre de colonnes utilisées dans I’estimation

Figure 1.16 Diminution de I'erreur en % en fonction du nombre de colonimglantées dans
I'estimation, en utilisant un opérateur hybride par rap@oun tri des produits partiels seul, pour
un argument de 16 bits élevé a la puissance 5






CHAPITRE

Geéneration automatique d’'opérateurs a
récurrence de chiffres

2.1 Introduction

Certaines fonctions algébriques sont utiles dans lesitsriruégrés modernes tels que les sys-
témes sur puce pour les télécommunications et les applitsatiu multimédia. Méme lorsqu’elles
ne sont pas utilisées fréquemment, leur temps de calculpftudr de maniere significative sur les
performances globales. Par exemple, la division et la eazanrée sont les opérations arithmétiques
de base les moins fréquemment utilisées, mais aussi les@igliquées. Des mesures réalisées
dans [45] sur les benchmarks SPECfp montrent que 40% deelackaty est due aux divisions et
racines carrées en virgule flottante, alors qu’elles nesgmtent que 3% des opérations flottantes
réalisées. Ceci montre qu’une implantation matérieller péwaluation a haute performance des
fonctions algébriques peut étre d’'une importance critique

La division et la racine carrée sont les fonctions algélasqyue I'on rencontre principalement.
Cependant, d’autres fonctions peuvent étre implantéesag@ri@l pour acceélérer les applications
courantes. Par exemple, I'inversion est récurrente dadér@odulation de fréquence. La norme
euclidienne 3D\/z2 + 32 + 22 est primordiale dans les applications graphiques sur atelim.
Son calcul a l'aide d’élévations au carré, puis d’additisawies d’'une racine carrée introduit un
délai tres long et demande la gestion des erreurs d’arrotetimédiaires, ce qui complique encore
les choses.

Les algorithmes dita récurrence de chiffresu algorithmes additions et décalagesvaluent
une fonction en produisant & chaque itération un nombre fixbits du résultat [11]. A chaque
itération, on obtient un chiffre du résultat (qui corresgp@un ou plusieurs bits), en partant des
chiffres ayant le poids le plus fort. Ces algorithmes samilaires aux méthodes « a la main » pour
la division et I'extraction de la racine carrée. Leur imgition ne demande que des décalages,
additions et soustractions, et quelgques petites tablasi@aalcul de chaque itération.

Une classe de ces algorithmes, celle des algorithmes SR&,d&éouverte indépendamment
par D.W. Sweeney, J.E. Robertson [48] et K.B. Tocher [50§ \&fin des années 50. En fournissant
un résultat écrit dans une représentation redondantestlggmt corriger une petite « erreur » faite
dans le choix d’un nouveau chiffre du résultat au cours daatibns suivantes. Ceci permet un
choix du chiffre plus simple, qui leur donne un avantage emés de colt matériel et de vitesse.
Les opérateurs SRT peuvent évaluer les fonctions algégsigsuelles, et une extension simple de
la classe SRT autorise le calcul de certaines fonctionsexliéaires comme I'exponentielle et le



44 CHAPITRE 2. GENERATION AUTOMATIQUE D’ OPERATEURS A RECURRENCE DE CHIFFRES

logarithme [12]. Un livre entier [51] est dédié au calcul dallvision et a I'extraction de la racine
carrée a l'aide d’algorithmes SRT.

Le nombre de paramétres est trop important pour qu’il s@sjibe de donner une description
générique d’'un algorithme a récurrence de chiffres opémaur n'importe quelle fonction. Méme
dans le cas simple de la division et de la racine carrée etyojau de paramétres donné, les for-
mules analytiqgues décrivant un opérateur sont complig[#83sOn ne sait pas si ces formules
existent dans tous les cas. Ces algorithmes sont complelas enise au point résulte d’un pro-
cessus long et sujet a erreur, a la fois au niveau mathéreatidars de la traduction en circuit. Par
exemple, le fameux bug dans 'unité de division flottante datRim était di a quelques entrées
incorrectes dans la table de sélection des chiffres duentdd0].

De nombreux opérateurs dédiés a une fonction, ou a un jeundtidas spécifiques ont été
développés par le passé. Par exemple, un opérateur cdltuigarse de la racine carrée est
présenté dans [53]. Un algorithme pour I'évaluation de larmeoeuclidienne en trois dimensions
est étudié dans [49]. Des algorithmes permettant de calpllsieurs fonctions dans un méme
opérateur ont aussi fait I'objet de publications, par exierppur la division et la racine carrée [52],
ou plus récemment pour la division, la racine carrée et lmeacarrée inverse [44]. Les travaux
qui traitent de ces algorithmes laissent souvent de cotgsigscts pratiques, en présentant I'algo-
rithme pour un jeu fixé de parametres sans donner de détade oésultats pour I'implantation.
La complexité du processus et I'absence de descriptionériakés font de ces opérateurs une
solution peu intéressante pour les non spécialistes.

Le but de nos travaux est la conception et I'implantatiorigiethmes pour la génération
automatique d’opérateurs matériels évaluant les fonstidgebriques couramment utilisées : divi-
sion, racine carré, norme euclidienne, etc. Bien que ddfeciécrire et a vérifier, un générateur au-
tomatique est capable de manipuler finement des bornes etrdess qui sont habituellement nég-
ligées dans une étude faite manuellement, car tres durgsia Géci permet en pratique d’obtenir
facilement des opérateurs petits et rapides. Un premi@rgéaur codé en C++ et nommEvgen
permet d’obtenir des descriptions en VHDL de diviseurs pbusieurs algorithmes existants, avec
des « options » qui consistent en diverses méthodes d’'gatron. Nous étendons actuellement ce
générateur pour générer des opérateurs calculant d’datretsons algébriques, avec la possibilité
d’effectuer de nouvelles optimisations. Nous souhaitarssigfournir en paralléle de la description
VHDL des outils pour la validation des opérateurs générémfmsant logiciel équivalent, banc
de test pour les simulations VHDL, démonstrationAdgX).

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Les notaitdes et quelques jalons sont présen-
tés dans la section 2.2. La section 2.3 décrit quelquesitiigus a récurrence de chiffres exis-
tants pour la division. Nous présentons ensuite en sectiblerogrammei vgen qui permet
d’obtenir facilement des descriptions VHDL optimisées daseurs. Cette description est suivie
d’une étude fine du cas de la racine carrée en section 2.5nGasipermet d’introduire la général-
isation qui permet d’évaluer une classe de fonctions aigees. Les premiers algorithmes pour
une génération optimisée d’opérateurs SRT sont présentsscéion 2.6. Il s’agit d’un travail en
cours.

2.2 Notations et notions utiles

Au cours de ce chapitre, les notations utilisées sont cetlesamment utilisées dans la commu-
nauté arithmétique, en particulier dans les travaux suiviaidn et la racine carrée de Ercegovac
et Lang [51, 11].
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Les algorithmes étudiés dans ce chapitre sont dits a rémarrde chiffres. Le résultat est
représenté en baseet un chiffre de celui-ci est obtenu a chaque itération. @alreux parametres
sontimpliqués, et la qualité d’une solution dépend desraonies particulieres a chaque implanta-
tion (par exemple le type de circuit ASIC ou FPGA), ce qui réespace de recherche immense.

Dans le cas de la divisionest ledividended le diviseur, q le quotientetw le reste L'opération
de division est définie sur les entiers par :

r=dXxq+w,

avec la contraint® < |w| < |d| et signéd) = signgw). L'extension au format virgule fixe est
immeédiate.

Lorsque I'on travaille sur un nombreen virgule fixe LSB(v) retourne le poids dusB dew.

La base- utilisée est en général 10 ou une puissance de 2. Chaqueitéralcule un nouveau
chiffre du quotient noté; en baser, a l'itération j. On peut essayer d’accélérer le calcul en
augmentant : on obtient alordog,r bits du quotient par itération. Par contre, le calcul fait a
chaque itération devient plus compliqué, et demande plusmes. Il est donc possible que le
temps de calcul global augmente.

La notationv|j] représente la valeur dea l'itération j. Lorsque 'on utilise une estimation de
la valeurv, on note celle-ci.

Pour déterminer le chiffrg;, on étudie les valeurs du divisediet du reste partieb[; — 1] de
I'itération j — 1. Le choix est fait par ldonction de sélectiong; = Seld, w[j —1]). Cette fonction
calcule chaque chiffre de fagon a ce que le reste partied besné Le reste partiel est défini par
récurrence paw(j| = rw[j — 1] — dg,. La valeur initialew[0] est égale & divisé par une puissance
de 2 telle que les bornes soient respectées a l'itératierd. Les bornes sont calculées de fagon a
assurer la convergence désultat partiel|j] vers le quotient. Le résultat partiel a l'itératigrest

défini par :
j
qlj] = Z g™,
i=1

et le quotient final esf[n|, oun est le nombre d'itérations nécessaires pour atteindreleigion
de la sortie sur laquelle est lue le résultat. On introdaitjrpoter les tailles en bits du dividende,
du diviseur et du quotient respectivement, les parametresze, d_size etq_size. Onaalors:

q_size
n = .
logy 7
Afin d’accélérer les itérations du calcul, on utilise souveme représentation redondante des
nombres. On travaille alors en basgur un ensemble symétrique de chiffres conséc{#ifs, —a+

1,...,a}. Pour étre redondante, cette représentation doit saéisfar [7]. En pratique, on im-
pose aussi la limitee < r — 1. On définitp le facteur de redondance de la base, qui vaut :

o
r—1

1
—<p= <1

2
Pour éviter les confusions entre les chiffres négatifs stgae de la soustraction, on note les
chiffres négatifs en les surmontant d’'une baré & 5). Un systéeme de représentation redondant
est caractérisé par la notation.
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Exemple 2.1 4-2 représente le systeme de numération redondante de hasat#ise les
chiffres de I'ensemblé2, 1,0, 1,2}, avec un facteur de redondance- % 4-3 représente
celui utilisant 'ensemble de chiffrd$,2,1,0,1,2,3}, avecp = 1.

2.3 Algorithmes de division

2.3.1 Division « a la main »

Dans la division apprise a I'école on travaille en représtom non redondante, avec= 10 et
des chiffres pris dans I'ensemblé, 1, . .., 9}.

Exemple 2.2 On effectue la division de = 137 pard = 1093 :

wl0] = 1370 1093
w[l]= 2770
w[2] = 5840
0125343 ...
3750
4710 q1 92 43

LesO0 en gras résultent d’'un décalage dans la base (une multiphqgaar 10).

On pose le reste partiel initiab[0] = x. On trouve ensuite un entief = 1 tel quew[l] =
10w[0] — ¢:1d reste positif et soit strictement inférieurdaPour toutes les étap@s< j < n, on
doit choisir un chiffreg; aussi grand que possible mais qui respecte la conditiof — 1] > dg;.
C’est a dire que I'on veut que[j] = 10w[j — 1] — dg; soit toujours compris dans l'intervalle, d|.

La sélection du chiffre;; demande donc de comparer le reste partiel déb@aié; — 1] aux
valeursd, 2d, ..., jusqu'a9d. Ces comparaisons sont colteuses en matériel, puisquanehac
demande une soustraction a propagation de retenue entistdepartiel et un multiple du diviseur.
C’est d’ailleurs d’ou vient la difficulté de la division a laaim : « deviner » le bon chiffre du
quotient & chaque itération.

2.3.2 Division restaurante

Ce choix devient plus facile dans le cas de la méme divisiopaser = 2, avec les chiffres
{0,1}. Lalgorithme correspondant est appelé un algorithmedifsion restauranteA chaque
itération, on soustrait le diviseur au reste partiel miikipar la base (cette multiplication par
2 consiste en un simple décalage, on «abaisse» un zéro)sukatéevient le nouveau résultat
partiel. S’il est positif ou nul, le nouveau chiffre du queatit est 1, sinon le nouveau chiffre devient
0 et on restaure la valeur du reste partiel (en lui ajoutamtiveseur d). Habituellement, cette
restauration n'est pas effectuée par une veritable additiais en stockant la vale@iw[j — 1]
au lieu dew[j]. Ceci permet de remplacer une addition dans le chemin weitjgar un simple
multiplexeur.



2.3 ALGORITHMES DE DIVISION 47

+d +d

wlj —1] wlj —1]

0 +d 0 +d

Figure 2.1 Diagrammes de Robertson pour la division restaurante en2dés gauche) et en base
4 (a droite).

La fonction de sélection demande ici de comparefj — 1] ad. Cette opération a un codt :
elle demande un comparateur, c’est a dire une soustracfiozpagation de retenue.

¢ = Selwlj — 1], d) :{ Lsi@ul—1) - d) 20

Algorithme 5 : Division restaurante.
w[0] «— x
pour j = 1a n faire

Si (2w[j — 1] —d) > 0 alors
‘ wlj] = 2w[j 1] —d
sinon
L wlj] = 2wlj —1]
¢ — 0

La fonction de sélection du chiffre peut s’illustrer par di@agramme de Robertsda8], qui
montre pour chaque choix valide du prochain chiffyelu quotient les valeurs que prendlj] en
fonction dew[j — 1]. La figure 2.1 illustre les diagrammes de Robertson de Isidivirestaurante
pour les bases 2 et 4.

2.3.3 Division non restaurante

Il est possible d’améliorer la division restaurante engra@t I'étape de restauration dans les
itérations suivantes. L'algorithme résultant est app&dérgéhme dedivision non restaurantél
utilise 'ensemble de chiffre§—1,+1} pour effectuer en méme temps la mise a jour du reste
partiel et la sélection du chiffre du quotient.
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La fonction de sélection demande toujours une comparaésdie, dew[j — 1] et de0. Cette
opération n’est pas colteuse lorsque le reste partiel estul@e représentation non redondante,
puisqu’il suffit de tester son bit de signe. Mais si I'on vetiliser un reste partiel redondant, afin
d’accélérer le calcul de la récurrenegj] = rw(j — 1] —dg;, le test du signe va de nouveau deman-
der une addition a propagation de retenue. On a donc tougounsoins une addition/soustraction
a propagation de retenue dans le chemin critique.

= setj = {7 Heh-Y

La division non restaurante permet d’effectuer la méme tjiéagte calculs a chaque itération,
ce qui équilibre les chemins critiques. La conversion duigaba partir de la représentation 2—1
vers la base de numération choisie pour la sortie peut Gteedar une soustraction ou par une
conversion au vol [11, p.256], présentée plus loin.

Algorithme 6 : Division non restaurante.
w[0] «— z
pour j = 1a n faire

siw[j — 1] > 0 alors
wlj] = 2w[j 1] —d
‘ g; < +1
sinon
w(j] — 2wlj — 1] +d
L qj — —1

La division non restaurante effectualécalages (du simple routage en matérieh) atiditions
/soustractions, ce qui en fait un algorithme plus rapidelguivision restaurante [51, p. 180]. La
figure 2.2 illustre les diagrammes de Robertson de la divisan restaurante pour les bases 2 et 4.

2.3.4 Division SRT

Pour accélérer les algorithmes de division restauranteretestaurante, on peut augmenter la
base de travait. La fonction de sélection demande alers- 1 comparateurs, ce qui en pratique
limite les implantations a la base 2 ou 4. Chaque comparaieorande en effet une soustraction a
propagation de retenue entre le reste partiel et un mutipléiviseur, ce qui est colteux a la fois
en temps et en surface de circuit.

La division SRT [48, 50] accélere le calcul de chaque itérag¢in facilitant le choix du nouveau
chiffre ¢; du quotient. Pour ce faire, I'algorithme utilise une repréation redondante du quotient.
Cette redondance autorise une certaine « erreur » lors dx db@; qui peut étre corrigée lors
des itérations suivantes. On utilise cette latitude darchtex deg; pour simplifier la fonction
de sélection : le choix d’'un chiffre ne se fait plus par une paraison exacte, mais en utilisant
desestimationsdu reste partiel et du diviseur. En pratique, la comparatEmestimations peut
s’implanter a I'aide d’une table (ou une structure a baseatkes : PLA, LUT, ...) qui sera plus
petite et plus rapide que des comparateurs.

La convergence du résultat partiel vers le quotient est gbaspliquée a assurer. On sait que
I'erreur finale sur le quotient doit étre positive et strioent inférieure au poids duse du quo-
tient :

x n

Oggzg—q<r_.
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wlj] wlj]
q; =—1 q; = +1 = -2
+d | @ ‘ +d
q; =+3
L= 41
_ ~ |
d . +d T [ / +d
— -3
—d 4 [ =12

Figure 2.2 Diagrammes de Robertson pour la division non restaurantase 2 (a gauche) et en
base 4 (a droite).

La récurrence doit faire converger le résultat vers cetiuerSi on note ;] I'erreur a l'itéra-

tion 7, alors :
T

elj] = i ql;]-
Une étape finale corrige 'erreutn|, qui peut étre négative, pour donner un résultat avec
arrondi fidéle. A l'itérationy, il est possible de diminuer au plus I'erreur de/, en choisissant
le chiffre le plus haut de la représentation utilisée. Pa@uvpir converger vers le bon résultat, on
doit veérifier :

«

e[l < lefn]l + ) ar™ = |e[n]] + (r —r™) = pr7 + (le[n]| — pr™™).

i=j+1

r—1

La convergence est assurééss$j|| < pr—/. Pourd > 0, cette borne sur I'erreur devient :
|z — dgj]| < pdr.

L'erreur et les bornes sur I'erreur décroissent en ampditaid cours des itérations. On obtient
le reste partiel, dont I'encadrement conserve le méme olelggrandeur (il ne dépend pas feen
multipliant la condition de convergence par:

wlj] = r(z — dglj]), bomé patwlj]| < pd.
De la définition du résultat partiel, on déduit I'équationrdeurrence :
—pd < w[j] = rwlj — 1] — dg; < +pd.

La valeur initiale du reste partiel doit permettre la cogegrce du quotient. Elle doit aussi
vérifier |w[0]| < pd. En posany[0] = 0, et sip = 1, on peut prendre[0] = z/2 < d. Sip < 1,
alors on doit avoiw|[0] = z/4 < pd.
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B w(j] q; = +1 B
q =~ q; = —1 q;=0 q; = ta
‘ | |
+pd
—(a+p)d —pd 0 +pd rw(j — 1]
+(a+ p)d
L, U,

Figure 2.3 Digramme de Robertson pour la division SRT en hageecp = 1.

Le choix de chaque chiffrg; du résultat doit étre fait de telle fagon que la borne sur d¢ere
partiel reste verifiée. La fonction de sélectipn= Sel(w[j — 1], d) est accéelérée en utilisant, a la
place des valeurs exactes du reste partiel et du diviseurn@®oomparaisons, des estimations de
ces valeurs notées|j — 1] etd. Une estimation d’une valeur est faite en lisant seulemeelgmes
uns des bits de poids forts de la valeur, et en négligeaniteddrang inférieur. On a alors :

%:sa@@—u@)

Fonction de sélection du chiffreg;

On cherche maintenant a déterminer une fonction de sébediale, et qui permette un calcul
rapide du nouveau chiffrg;.

On définit pour chaque chiffré € {—«,...,a} de la représentation utilisée l'intervalle
|Li(d), Ui(d)[ des valeurs dew[j — 1] pour lesquelles le choix du chiffr¢g; = k est correct.
Par définition :

Li(d) <rw[j — 1] < Up(d) = —pd < wlj]| = rwlj — 1] — kd < +pd.

On en déduit :

Sur le diagramme de Robertson correspondant, illustréapfigure 2.3, on constate que les
zones de sélection pour deux chiffres successifs se remouvg’est ce recouvrement qui permet
d’effectuer la sélection a I'aide d’estimations du resteipbet du diviseur, au lieu de devoir utiliser
des comparateurs exacts.

Les intervalles de sélectigl,(d), L,(d)[ servent a caractériser la fonction de sélection. Une
fonction de sélection peut étre représentée a l'aide desdieble de frontiere$s;}, ou k €
{—a,...,a}, vérifiant :

¢ =k Sisi(d) <rwl[j—1] <spp1(d) —LSB(w), avecLy(d) < si(d) < Ui(d).

La fonction de sélection doit aussi vérifier une conditiorcdatinuité : on doit toujours étre
capable de choisir un nouveau chiffre du quotient. On a dawne p > —a la contrainte supplé-
mentairesy (d) — LSB(w) < Ui_1(d). On en déduit 'encadrement :

Lk(d) < Sk(d) < Uk_l(d) + LSB(U)).
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Dans I'algorithme de division restaurante par exemplefrtagtieres de sélection sont définies
parkd < si(d) < kd + LSB(w), ce qui impose;, = kd. C’est la raison pour laquelle on a besoin
d’un comparateur pour chaque chiffre= {0,...,r — 1}.

En division SRT, 'encadrement devient :

(k—p)d < sp(d) < (k—1+ p)d + LSB(w). (2.1)

Cet encadrement a une largeur(dg — 1)d. Plus il est large, et plus on va pouvoir choisir une
frontieres(d) facile a calculer. En pratique, on cherche a définir chacqueires; a l'aide d’un
ensemble de constantes. ,. Chaque constante, , sert a indiquer la valeur dev[j — 1] a partir
de laquelle le choix du chiffrg; = k est valide. Cette constante doit étre valide pour toutes les
valeurs du diviseud dont I'estimationd vauto. Elle doit vérifier :

max (Ly(d)) < my, < min (Ug_1(d)) + LSB(w). (2.2)
d=v d=v
De la largeur de I'encadrement (2.1) va dépendre la sim@litiatérielle de la fonction de
sélection. Clairement, plus I'amplitude deest faible et plus la frontiérg, implantée a l'aide de
segmentsn,, , va étre composée de segments petits. Il faudra alors desagisins plus précises
du diviseur, ce qui entrainera une table de sélection plitease. Pour pallier ce probléme, on
normalise habituellement en restreignant sa valeur a I'intervalie 1[. Si on note Estl) le nom-

bre de bits del lus pour obtenir son estimatioh(puisqued € [%, 1], on lit les bits fractionnaires a
partir du rang -2), alors on définit :

d; = L oSt
2

D’autre part, le recouvrement entre les zones de choix msuchiffresk etk + 1 est nul pour
p = 1/2 (on a alors besoin de comparateurs), et d’autant plus irmpbdue la redondance est
grande, c’est a dire que le facteuest proche de 1. Typiquement, la fonction de sélection est pl
co(teuse en représentation 4—2 qu’en représentation fe3étude des différents compromis est
faite dans la prochaine section.

La figure 2.4 illustre les bornes de la valeuy, ,, pour Estd) = 0.

Estimation du diviseur et du reste partiel

En utilisant les estimations et w[j — 1] au lieu des valeurs exactes du diviseur et du reste
partiel, on commet une erreur qui dépend de leur format déseptation. On not&y) I'intervalle
de valeurs possibles ddorsque son estimation vagt En clair :

siy est estimé pa#, alorsy € §(7).

L'estimationy d’'une valeury est faite en ne considérant que quelques uns de ses bitsd¥e poi
forts. Lorsquey est écrite dans une notation redondante (par exemple ldarotaretenue con-
servée), on doit effectuer une addition pour convertitifeation vers un format classique (comme
du complément a 2). Pour plus de précision, on peut effecetéz conversion sur des estimations
utilisant g bits supplémentaires, dits bits de garde, que I'on additopuis prendre I'estimation
finale. La table 2.1 présente I'erreur d’estimation pousmurs formats de représentation. Cette
erreur doit étre prise en compte dans le calcul de la foncl&osélection.
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Figure 2.4Bornes deny, 4, (dy = % etk > 0).

Format dey | 6(9) —

Complémenta 2 [0, LS B(y) — LSB(y)]

Carry-Save 0, (1+279)LsSB(y) — 2 LSB(y)]
Borrow-Save [—279LSB(y) + LSB(y), LSB(y) — LSB(y)]

Table 2.1Valeur dej(y) pour plusieurs formats de représentation.

Les constantesy; 4, vont étre comparées a 'estimatianj — 1) du reste partiel. On cherche
donc a I'écrire avec une précision égale au paiss(w). L'équation (2.2) pour une fonction de
sélection exacte devient dans le cas d’estimations :

o (1) - o(0)|

d=v

< < fwin @) -3@)|  eise(@. (23

LSB(w) d=v J LSB(w)

ou |7 sB(s) (respectivementz | sp ;) estz arrondi au multiple dess(w) inférieur (respec-

tivement supérieur}i(w) (respectivement(w)) est la borne inférieure (respectivement supeérieure)
de l'intervalled(w).

On remarque que le termsB(w) qui vient de la condition de continuité dans I'équation }2.2
est devenuwss(w) dans I'équation (2.3). En effet, il suffit d’avoir un chiffsalide par couple
d’estimationg(@[j — 1], d) possible. Si on a négligéss(w), qui est petit, au cours de la démon-
stration, on perd plus tardss(w) qui lui est grand (on estime le reste partiel sur aussi peu de
bits que possible). Ce terme facilite beaucoup la créatimmedfonction de sélection valide, car il
élargit considerablement les plages de choix pourigg,.

Le but est d’obtenir une fonction de sélection économiquev@ut donc pouvoir utiliser des
estimations grossiéres du diviseur et du reste partiedt dealire qui reposent sur peu de bits. I
est possible d’établir des équations analytiques qui darieenombre minimum de bits pour ces
estimations [43].
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rx wlj —1] -
3 5 Us(d)
3 3
> L — Ls(d) = Uy (d)
3 2
1 Lo(d) = Up(d)
2 b
0T 3 ) Lyi(d) = U_1(d)
f% 2 1 -1
- 3 \ Lo(d) = U_»(d)
_2_§ _3 T L_(d) = U_3(d)
-3
I L_5(d)
L_(d)

Figure 2.5 Diagramme P-D d’une division SRT en représentation 4-3.

Le comportement d’une fonction de sélection s'illustregr@lement a I'aide d’'udiagramme
P-D, qui montre les zones de choix de chaque chiffre= k& en fonction des valeurs respectives
des estimationd du diviseur et[j — 1] du reste partiel. Le diagramme P-D d’une fonction de
sélection pour la division en représentation 4-3, pour gtergartiel en complément a 2, est illus-
tré par la figure 2.5. Chaque rectangle qui apparait sur cgatiane représente une combinaison
d’estimations(rw[j — 1], d), et donne un chiffrg;; du quotient valide qui y correspond. Par ex-
emple, si 'estimation vaut 2, et sir x wly — 1] vaut%, on peut lire quey; = 2 convient. La
complexité mathématique et matérielle de la fonction decti@n peut se caractéris@priori par
le nombre de « cases » qui sont ainsi spécifiées. Chaque caadseen matériel par une entrée
d’une table, avec en sortie le chiffge donné pour cette case.

Algorithme 7 : Division SRT.
sip = 1alors
| w[0] —z/2
sinon
[ w[0] — /4
pour j = 1a n faire
L ; = Sel(wfj - 1],d)

wlj] = rwlj — 1] — dg;

Exemple 2.3 On considere un diviseur SRT qui prend un dividende en camgié a 2 sur
16 bits, un diviseur non signé sur 8 bits et retourne un qabsa complément a 2 sur 8
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bits. Leurs tailles et formats respectifs permettent & et q d’étre tous considérés comme
entiers ¢ = 1). Ce diviseur travaille en représentation 4—3.

Dans ces conditions, il est possible d’obtenir une fonctiersélection qui prend un argu-
ment un seul bit dé (de rang -2), et quatre bits de

z = (30000)19 = (111010100110000)s,

d = (250)10 = (11111010)5,
reste partiel initial w[0] = x/2.

w[0] = (0)0111010100110000 (d, @[0]) = (1,0011) gy = 2

w[1] = (1)1111000001100000 (d,@[1]) = (1,1111) ¢ = —1

w[2] = (0)0111110100000000 (d, @[2]) = (1,0011) g = 2

w[3] = (0)0000000000000000 (d, ®[3]) = (1,0000) g5 =0

Le quotient calculé est = (2120), = (120),0. La simulation logique correspondante est
illustrée dans la figure 2.6.

dividende +30000

diviseur 250

quotient{ X0 2 (7 (30 )\ -120
clock| [ [ [ L [ LT L[ LI
reset N
start

complete— [

overflow—

Figure 2.6 Division de 30000 par 250.

2.3.5 Conversion du quotient

Le quotient obtenu par les divisions non restaurante et SiRErenotation redondante-.
Il doit étre reconverti en notation simple de position avdigtre réutilisé ou interprété. La facon
la plus naturelle de le reconvertir en complément a 2 est d&parer en deux vecteurs, 'un
contenant les chiffres positifs du quotient, I'autre leeuas absolues de ses chiffres négatifs, puis
de soustraire ces vecteurs entre eux. Un telle reconveirsimduit un délai dO a I'addition. Un
méthode de conversion au vol existe [41] qui permet d’effecta conversion au fur et a mesure
gue les chiffres du quotient sont produits. Cette convarsi@ussi été étendue pour permettre
I'arrondi du quotient [42]. Les détails peuvent étre trasid@ns [51].
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Soit ¢[j] le quotient partiel a litératiory, déja converti en numération simple de position.
Alors :

qlj + 1] = qlj] + gjrar 9T,

Puisquey;;, peut étre négatif, on distingue deux cas :

: qlj] + g~ Y Sigj41 >0,
q[JH]:{ o g 0
qlg] —r7 4+ (r = lgj+al)r SIgj+1 < 0.
Dans le cag,; > 0, 'addition consiste en une simple concaténation, car dmeag,.; < r.
Par contre, la soustractiafj] — 7 est colteuse, car elle demande la propagation d’une retenue
Pour la simplifier, on introduit une variabde [j] sur laquelle on applique le méme raisonnement.
Elle vaut :

q i) =qlj] — 7.

On note la concaténation du mgy] et du chiffrec sous la formey[j]&c. Le systeme résultant
ne contient plus d’additions ou soustractions a propagatiest défini par :

. qlj] & qjm Sigj41 >0,
+ 1| = o .
ab+ 1 o & (r—lgml)  Siga <0,
iy qlj] & (gj+1—1) Sigjt1 >0,
+ 1| = o .
4 ] ] & (r—1- |%‘+1D Slgj+1 < 0.

L'opérateur réalisant la conversion au vol est simple a anf@r. || demande deux registres et
deux multiplexeurs de la taille du quotient final, plus un peudogique pour le calcul du chiffre
ajouté et des signaux de contréle.

2.4 Le programmeDi vgen, un générateur de diviseurs

Di vgen est un générateur de diviseurs en virgule fixe. Etant donm@isemble de parameétres
et d’options, il généere automatiquement une descriptiodVéptimisée du diviseur correspon-
dant.Di vgen est un projet de recherche en cours, qui a été présenté ltescdaférence inter-
nationaleAdvanced Signal Processing Algorithms, Architectures lamplementations XVa San
Diego en 2005 [5]. Il est mis a disposition sous la licence @i?&c les possibilités décrites par la
suite. Ce travail sera complété par plus d’options et didlgmes, et étendu a d’autres opérateurs
arithmeétiques.

Les tailles de diviseurs rendues accessiblepaigen vont de 4 a 64 bits. En dehors de cette
fourchette, des méthodes et des architectures plus efiexcsent [11].

2.4.1 Architecture générale des diviseurs

Le programme génére un ficher résultat qui contient une if¢iser VHDL des composants
utiles et une architecture générale intitulée "Divideliuétrée dans les figures 2.7 et 2.8. La liste
des ports et leur fonction est décrite dans la table 2.2).
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Divider
71X qr—
x_size q_size
— d overflow——
d_size
— start completel——
clk
rst

Figure 2.7 Architecture générale du diviseur génére.

. in std_logic_vector(3ldownto 0);
in std_logic_vector(15downto 0);

: out std_logic_vector(15downto 0);

1 entity Divider is

2 port (

3 dividend

4 divisor

5 clock : in std_logic;

6 reset :in std_logic;

7 start : in std_logic;

8 gquotient

9 overflow : out std _logic;
10 complete : out std_logic );

u end entity;

12

[N

[...]

15 end architecture;

3 architecture arch of Divider is

Figure 2.8 En-téte VHDL du diviseur.

Nom du port| Entrée/Sortig Taille | Réle
x E entiere| entrée parallele du dividende
d E entiere| entrée paralléle du diviseur
start E 1 démarre le calcul
clock E 1 horloge
reset E 1 réinitialise 'opérateur
q S entiere| sortie paralléle du quotient
overflow S 1 signale un dépassement
complete S 1 complétion du calcul

Table 2.2Liste de ports du diviseur.

2.4.2 Options générales

Les valeurse, d et ¢ sont des entiers ou des hombres représentés en virgule @gezdleurs
en virgule flottante ne sont pas prises en compte dans cetierveChaque valeur est caractérisée
par sa taille en bits et sa représentation (non signée, sigvedeur absolue ou complément a 2).



2.4 LE PROGRAMMEDI VGEN, UN GENERATEUR DE DIVISEURS 57

dividende) -150000000
diviseur 50000
quotient{ X\ -32768 2 -7 f-29 )-117 J(-469 ) -1875 7500 -30000
clock
reset N
start [ ]
complete—, |
overflow—

Figure 2.9 Forme d’onde pour une division 32 bits en complément a 2 pdmtséon signés. La
sortie est en complément a 2 sur 16 bits, et I'algorithmeaitievdans la représentation 4-3.

L'utilisation de la notation a retenue conservée pour l¢erpartiel permet d’accélérer I'étape de
récurrence. Les algorithmes supportés ont été testés psunilles d’opérandes allant de 4 a 64
bits.

Trois algorithmes sont jusqu’ici disponibles : restauranh restaurant et SRT. Tous trois sont
des algorithmes a récurrence de chiffres, qui produisemounbre fixe de chiffres du quotient a
chaque itération [51, 11, 46] (un chiffre du quotient pegtrésenter plusieurs bits suivant la base
de numération), en partant des chiffres de poids fort. Gewitthmes utilisent des décalages, addi-
tions et un peu de logique supplémentaire, par exemple diégsgtables pour la fonction de sélec-
tion. Les choix de la base de travaiét de 'amplitude de I'ensemble redondant de chiffressdsi
{—a,...,+a} (pour la division SRT) ont une influence forte sur la latened’dpérateur [11].
De maniere générale, accroitre la base de travail diminoergbre d’itérations nécessaires pour
atteindre une précision équivalente du quotient. Par eplarsque la base augmente, les itérations
ont tendance a devenir plus compliquées, et la latence lgldlgala division n’est pas forcément
diminuée comme on s’y attend. A bases de travéijales, une amplitude deplus grande permet
généralement de simplifier la fonction de sélection (en argemtp, donc le recouvrement des
zones de sélection). Mais on doit alors générer plus de phedtdu diviseur, ce qui ajoute au colt
matériel de I'opérateur.

La différence majeure entre les algorithmes proposés daitlgue les divisions restaurantes
et non restaurantes peuvent travailler sur n'importe gaadhtrées, alors que la division SRT de-
mande la normalisation du diviseur, c’est a dire que I'ont déiifier :

2d—Size_1_sLSB(d) S ‘d| S 2d—Size_sLSB(d>,

oud_size représente la taille du diviseur, €t= 0 si d est non signés = 1 sinon.

Les paramétres communs a tous les algorithmes sont lesisiiva

— dividend_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement]
spécifie la représentation du dividende.

— divisor_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement ]
spécifie la représentation du diviseur.

— quotient_representation [ unsigned | sign-magnitude | 2s_complement ]
spécifie la représentation du quotient.

— dividend_size [ entier]
spécifie la taille du dividende en bits.

— divisor_size [ entier]
spécifie la taille du diviseur en bits.
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— quotient_size [ entier]
spécifie la taille du quotient en bits.
— component_algorithm [ restoring | nonrestoring | SRT ]
choisit I'algorithme de division.
Ci-dessous est présenté un exemple de fichier de configurgtiodemande la génération d’un
diviseur 32 bits non signé fonctionnant a I'aide de I'altjume restaurant.

X_representation unsi gned
d_representation unsi gned
g_representation unsigned
X_Size 32

d size 32

g_size 32
algorithmrestoring

2.4.3 Options spécifiques a la division SRT

Les diviseurs SRT peuvent étre générés avec plusieurssptio

— quotient_radix [ puissance_de P
la base de travail.

— quotient_max digit [ entier]
I'amplitude de 'ensemble de chiffres du quotient

— partial remainder representation [ 2S_complement | carry-save ]
la représentation redondante du reste partiel. On utiabéirellement une notation en com-
plément a 2 sur FPGA lorsque les lignesfdst-carrysont disponibles, et une notation a
retenue conservée sur circuits ASIC.

— step_adder [ RCA | CSA]

le type d’additions utilisées pour le calcul de la récureerits’agit habituellement d’addi-
tionneurs a propagation de la retenue (RCA) sur FPGA, editiadneurs paralleles carry-
save sur ASIC.

— #guard_bits [ entier]

bits supplémentaires utilisés pour le calcul d’'une esiimnaton redondante du reste partiel
guand on travaille avec un reste partiel en notation a retennservée.

— SRT_table_folding[yes | no]

repli de la table de sélection sur elle-méme, comme proparse[d 7]. Ceci permet de diviser
son colt matériel par 2, en ajoutant simplement quelqués$aDR.

— gray_encoding [ yes | no]

application d’'un code de Gray sur la table de sélection, aiprdserver la redondance
autant que possible. Cette redondance peut permettréenesr&amplifications logiques lors
de l'implantation (le choix final d’un chiffre est laissé agnghétiseur).

Chaque option a une influence complexe sur la fonction detsdteet sur les performances de
I'opérateur (voir [47] par exemple). Nous montrons pluslgiielques situations ou elles s’averent
utiles.

On illustre le comportement de la fonction de sélection @é&ale diagrammes P-D, générés
dans un fichiexfig par Di vgen en plus de la description VHDL de l'opérateur. Les bornes
théoriquesL,, et U, sont illustrées par les lignes continues d’origiiie0). Puisque le diviseur
et le reste partiel sont seulement estimés, la valeurSelj — 1]) sera toujours la méme pour
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une plage de etw|[j — 1] correspondant a la méme estimation. Ces plages sontéésspar des
rectangles, qui & leur tour seront implantés sous la forretoBes(d, w[j — 1]) d’'une table dont
la sortie esyy;. La taille de la table dépend directement de la précisionedémations : un bit
supplémentaire dans une des estimations double le nondmeéks.

Dans la suite, on caractérigepriori la complexité d’'une fonction de sélection par le nombre
de ses termes (le nombre de boites du diagramme P-D). It €agiratique d’'une assez bonne
estimation de son codt matériel.

Di vgen, pour un ensemble de paramétres, calcule automatiquemertable de sélection
valide et de taille minimale. Le fonctionnement de l'alglone utilisé est détaillé dans la sec-
tion 2.4.4.

Impactder et

Lorsque I'on augmente la valeur de la base de travailn diminue le nombre d’itérations
néecessaires. Mais ceci veut aussi dire que I'on va devoautsl plus de multiplesl x ¢; du
diviseurd. Il y a plus de valeurs possibles gg car on sait que: > 7. La fonction de sélection va
aussi étre plus compliquée, car chaque itération doit @niug, r chiffres du reste partiel.

A r donné, augmenter la valeur deveut dire que I'on doit générer plus de multiples du
diviseur. Mais ceci augmente aussi la valeursde- %, donc le recouvrement des zones de
sélection pour chaque chiffre. La fonction de sélection grnsanplifiée, ce qui diminue le colt
matériel de son implantation.

La figure 2.10 donne une idée générale de la facon dont saniéalles multiples du diviseur.
Onamg € {—2,-1,0,1,2},my € {—4,0,4} etm, € {-8,0, 8}.

La figure 2.11 présente les diagrammes P-D des fonctiondetstisé pour plusieurs représen-
tations du quotient. La table de sélection (a) comporte @itds, (b) 28 termes et (c) en comporte
400.

On constate que pour urdonné, unx plus grandgoeutcompliquer la génération des multiples.
Plus de multiples a générer ne veut pas forcément dire uratgugrplus complexe car la méme
structure de génération des multiples peut permettre ¢eilcdé plusieurs ensembles de multiples,
comme illustré dans la table 2.3. Par contre,auplus grand simplifie toujours la fonction de
sélection, parfois de facon impressionnante : on constataateur 10 dans le nombre de termes
entre les représentations 4-2 et 4-3.

o | 2 | 3 |4a6|7a10[11a14|15a26| 27 a42|
8 16 32 16
Structure 2 4 8 4|4 8 4|8 4
2 1|1 |2 1|2 1|2 1|2 1|2 1

Table 2.3Structures utilisées pour la génération des multiples. de

Redondance du reste partiel

L'utilisation d’un reste partiel écrit dans un systéeme dendation a retenue conservée ou en
borrow-save permet d’accélérer I'étape de récurrengé = rw(j — 1] — ¢;d. La latence de la
soustraction devient indépendante de la largeur des apesapt est en général bien plus faible
gu’avec un reste partiel en complément a 2.



60 CHAPITRE 2. GENERATION AUTOMATIQUE D' OPERATEURS A RECURRENCE DE CHIFFRES

selg sely sel; sely
sel; sely (SId)T‘ invg (4d); invy Win |<d)’(2|d)7 inv,
wi,  (d)i [ (2d); invy o U
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Figure 2.10Structures matérielles calculant la récurren¢g = rw[j — 1] + ¢;d poura = 2 (a
gauche) et0 < « < 14 (a droite).

Plut6t que d'utiliser une estimation redondanteden entrée de la table, on le reconvertit dans
une numération simple de position, ce qui diminue le nombrkits en entrée de la table. Onavu
(table 2.1) qu’une estimation en notation a retenue coBgesgra moins precise qu’une estimation
utilisant le méme nombre de bits en complément a 2. Une jpoéaisoindre dans I'estimation fait
diminuer la largeur des plages de sélection utilisables; dogmente le nombre de bits nécessaires
pour les estimations, et par la méme la taille de la table detsén. L'ajout de bits de garde pour
augmenter la précision de I'estimation permet souvent depemser I'effet d’'un passage vers une
représentation redondante et de simplifier la fonction teetén [47] au prix de quelques cellules
d’addition supplémentaires.

Exemple 2.4 Pour une division SRT 8—6 avec un reste partiel en compléai2ria fonction
de sélection est définie par 686 termes. Si on passe a un egitd pn notation a retenue
conservée, et sans bits de gargle=(0) pour I'addition précédent I'estimation, alors la table
est composée de 2702 entrégs- 1 conduit a 1358 termes, et pogyr= 4, on retombe a
une fonction de sélection en 686 cas.

A titre de comparaison, la figure 2.12 montre les tables decéh en SRT 4-3 pour un
reste partiel en complément a 2 et en notation a retenue meesgoury = 0.
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Figure 2.11Diagrammes P-D pour différentes représentations: 4-2 (a), 4-3 (b) et 8—7 (c).

Figure 2.12Diagrammes P-D pour différentes la division SRT 4—-3 avecasterpartiel en com-
plément a 2 (a gauche), et en notation a retenue conserveditade garde pour I'estimation (a
droite).
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Repli de la table

Du fait de la symétrie de I'ensemble de chifffesq, . . ., +a} de la représentation utilisée, la
table de sélection est presque symeétrique par rapportéuigk— 1] = 0. Presqueseulement, car
I'erreur d’estimationd(w) n'est en général pas symétrique (I'exception étant |'estiiom d’un reste
partiel en borrow-save sans bits de garde). Il est possileplier la table sur l'axe[j — 1] =
0 pour essayer de gagner un bit (le bit de signe) sur I'estamati; — 1] du reste partiel. On
multiplie simplement le chiffre en sortie de la table parit;e dew[j —1]. La fonction de sélection
n'étant pas parfaitement symétrique, ce repli peut padermander une meilleur estimation de
etw[j — 1], qui va contrebalancer le gain réalisé voire mener a une angtion globale du codt
matériel. En pratique, on ne replie pas exactement la tBhleffet, 'expressiof[j—1]| demande
de calculer I'opposé de I'estimatiaif; — 1] lorsque celle-ci est négative. En complément a 2, le
calcul de I'opposé d’'une valeur consiste a inverser ses bits puis a lui ajoutes(v), ce qui
demande une addition a propagation. On va plut6t se contéimeerser les bits de I'estimation
wlj — 1] lorsqu’elle est négative, en réalisantxmr des bits dev[; — 1] avec son bit de signe, et
sans ajouter less(w). Cette valeur est moins chére a calculer que la véritab&ivabsolue, mais
elle introduit de plus une erreur qui compense (pour le cémpht a 2) celle due aux estimations.
Au final, on paie moins de matériel, et le repli ne fait plus idiner la largeur des plages de
redondance.

Exemple 2.5 Le table de sélection pour une division SRT en représentdt® (respective-
ment 4-2) avec un reste partiel en complément a 2 est définig8garmes (respectivement
272). Aprés un replis exact a l'aide gej — 1]|, elle contient au total 52 termes (respec-
tivement 269). En approchant la valeur absolue a l'aide dt2pROR, la table ne contient
plus que 14 termes (respectivement 136). La figure 2.13nélues tables de sélection de la
division SRT repliées pour la représentation 4-3.

5 3
2

7l
1 1
0 0

Figure 2.13Diagrammes P-D apres repli pour la division SRT en utilisantaie valeur absolue
|w[j — 1]| comme estimation (a gauche), et la valeur approatige- 1] XOR signéw(j — 1]) (&
droite).

Codage de Gray

Le recouvrement des plages de sélection fait qu’il subdesentrées du tableau pour lesquelles
deux valeurs consecutives sont valides pguOn perd habituellement cette redondance en choi-
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sissant arbitrairement une des deux valeDrsigen permet via une option de préserver cette re-
dondance jusqu’au niveau du VHDL, en représentant a I'aigle code de Gray les deux chiffres
possibles (qui ne difféerent que d’'une position, ou on égritwon’t care »). Le synthétiseur peut
ensuite choisir d’'implanter I'une ou l'autre possibiligfjn de minimiser le colt matériel de la
table. Nous envisageons aussi de tirer parti de cette plitgsgour des applications ou la con-
sommation électrique est critique : si possible, on va ¢htaschiffre qui entrainera le moins
de transitions dans I'arbre de génération des multipleke 8odage de Gray n’est pas utilisé, le
générateur choisit le chiffre du quotient minimal. La fig@r&4 illustre la fonction de sélection
pour une division SRT 4-3 qui préserve la redondance.

Figure 2.14Diagrammes P-D pour la division SRT en représentation 43-8heisissant le chiffre
minimal (a gauche), et en préservant la redondance par ealéaGray (a droite).

2.4.4 Détails techniques
Le programme Di vgen

Di vgen est publié sous licence GPL. Ce programme consiste en umeétesale classes
C++ utilisées pour créer une image mémoire d’'un circuit qrutpetre traduite en une descrip-
tion VHDL. Tous les composants sont dérivés de la clatsarent , qui implante les attributs et
méthodes de base des composants. Chaque objet de laadl@ssent peut contenir de nombreux
autres éléments interconnectés et avec les ports de I'étagtabal, avec la possibilité de décrire
des comportements récursifs et conditionnels. Un compesaerée en lui spécifiant des ports et
des valeurs pour ses parametres génériques. Les fils etitugpsentés par la classiegnal .
Des opérateurs ont étés surchargés pour permettre uneutadiap simple et proche de celle du
VHDL (affectation, sélection, concaténation, . ..).
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Lors d’'une exécution dBi vgen, le fichier de configuration est lu, et le composant spécifié es
crée en mémoire, avec tous ses sous-composants. Cettergest ensuite parcourue et traduite
en VHDL. Les assignations de signaux et créations de compeosant automatiquement traduites
dans la grammaire, mais le comportement des composantgibasgst spécifié dans le programme.

La représentation en mémoire du composant est générique I'Patant, notre programme
ne permet qu’une traduction vers le VHDL. A terme, nous voslajouter d’autres grammaires,
comme Verilog ou SystemC. Nous voulons aussi étre capablegdérer automatiquement des
programmes C ou C++ se comportant exactement comme le camtp@eci permettra une vali-
dation fiable et rapide des opérateurs générés.

Les classes de composants utiliséespargen sont les suivantes :

el ement
| - logic
| | - and2
| |- or2
I |- ...
| - sequenti al
| | - register
| - arithmetic
I |- RCA
| | - divider
| | | - restoring
| | | - nonrestoring
I | |- SRT

Génération de la table SRT

Etant donné une représentatioay, Di vgen génére une table SRT optimisée qui lit en entrée
Est(w) bits dew[j — 1] et Estd) bits ded, et retourne un chiffre; tel quew|j] = rw[j — 1] — dg;
satisfait la condition de convergence.

On vise une taille d’entrée de la table &s}t + Estd) minimale. Le programme recherche
la meilleure table en incrémentant la taille totale de Féatjusqu’'a ce qu’une table valide soit
atteinte. Il s’agit d'un simple parcours dali$, avec une limite sur la taille d’entrée maximale. La
condition de validité utilisée est celle décrite dans lsprdation de la division SRT (section 2.3.4).

2.45 Résultats

On présente ici quelques résultats d’'implantation pourdigseurs générés par notre pro-
gramme. Les implantations sont réalisés sur des FPGA VEt8R0 de Xilinx.

Les performances globales des diviseurs sont testées etiofode la taille du quotient pour
plusieurs algorithmes et options. La taille du dividende ¢emplément a 2) est le double de
celle du diviseur (non signé) et du quotient (en complémet &a figure 2.15 donne la période
d’horloge, la figure 2.16 le temps de calcul total, la figuré72a surface des opérateurs, et la
figure 2.18 illustre le produit du temps de calcul par la stgfde tout en fonction de la taille du
quotient pour plusieurs algorithmes proposés.

Les tables 2.4 et 2.5 montrent l'influence des différentsreffde synthese et en placement-
routage, dans le cas d’un diviseur 32 bits par 16 bits. Laetal illustre 'impact des paramétres
sur la performance et le colt matériel des diviseurs.
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Effort de synthés Normal Fort
Effort P&R | Standard Moyen | Haut | Standard Moyen | Haut
Surface (tranches) 193 193| 193 193 193| 193
Période (nsj 18.6‘ 18.5‘ 18.5‘ 18.6‘ 18.5‘ 18.5

Table 2.4Impact des efforts de synthése et placement-routage poitetse.

Effort de synthes Normal Fort
Effort P&R | Standard Moyen | Haut | Standard Moyen | Haut
Surface (tranches) 100 100| 100 100 100| 100
Période (nsj 26.4‘ 28.2‘ 28.2‘ 26.4‘ 28.2‘ 28.2

Table 2.5Impact des efforts de synthése et placement-routage psurfice.

r—o | notation du| repli | code de Gray g Surface| Période

reste partiel (tranches) (ns)
2-1 | compl.az2 60 23.8
4-2 | compl.az2 111 28.1
4-2 | compl.az2 v 117 28.1
4-2 | compl.a2| v 95 29
4-2 | compl.a2| v v 101 27.4
4-3 | compl.a?2 100 26.4
4-3 | compl.az2 v 104 31.3
4-3 | compl.az2| v 101 24.3
4-3 | compl.a2| Vv v 104 31.6
4-3 | carry-save 0 108 18.7
4-3 | carry-save| Vv 0 108 20.2
4-3 | carry-save 1 108 20.1
4-3 | carry-save 2 108 22.2
4-3 | carry-save 3 108 23.1
4-3 | carry-save 4 110 24
4-3 | carry-save 5 111 21.6
8-4 | compl.a?2 378 41.4
8-6 | compl.a?2 220 334
8-7 | compl.a?2 158 34.6
8-7 | compl.a2| v 128 31.1
8-7| compl.a2| v v 129 31.1

Table 2.6 Quelques exemples de I'impact des options d’optimisatiur fa division SRT.
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Figure 2.15Période d’horloge en fonction de la taille du quotient.
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Figure 2.16 Temps de calcul total en fonction de la taille du quotient.

Nous avons validé le comportement des diviseurs générasde ke simulations VHDL. De
nombreux vecteurs aléatoires ont été testés avec succesgosules algorithmes, paramétres,
représentations et tailles.

2.4.6 Bilan

Nous avons présenté un programr@eygen, qui permet de générer automatiqguement des
descriptions VHDL de diviseurs optimisés. Plusieurs athores et options sont disponibles. La
version 0.1 déi vgen, qui implante les fonctionnalités décrites ici, est digpsen GPL sur le
webalurlhttp ://1ipforge.ens-1lyon.fr/ww di vgen/.

Les résultats obtenus pour le repli de la table de sélectioheicourageants. L'utilité du code
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Figure 2.17 Surface de I'opérateur en fonction de la taille du quotient.
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Figure 2.18Produit surface-temps de calcul en fonction de la taille wiotignt.

de Gray n’est pas immédiatement apparente, surtout darasldec tables relativement petites.
Une amélioration intéressante serait de pouvoir spécifies dies tables VHDL plusieurs valeurs
acceptables pour une entrée sans devoir passer par un cGaayde

2.5 Calcul de la racine carrée par l'algorithme SRT

L'algorithme SRT pour la division peut étre étendu au calbellla racine carrée en suivant
un raisonnement proche. Cependant, sa mise en place cengp@ifjues « piéges » qui peuvent
mener a des opérateurs incorrects, mais aussi a des fandaaglection plus colteuses que néces-
saire. Dans cette section, nous présentons les aspectswiéalgorithme SRT pour I'évaluation
de la racine carrée. Cette étude nous permet de mettre eanéeiglusieurs aspects du développe-
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ment d’algorithmes SRT qui seront utilisés lors de la cotioef’'un générateur automatique pour
des opérateurs basés sur ces algorithmes (section 2.6).

Comme pour la division, un chiffre du résultat est produibague itération par application de
la récurrence, en partant des poids forts. On spte résultat partiel a I'itératior.

Le résultat final doit vérifier :

0<e=+x—s<r".

2.5.1 Extraction de I'équation de récurrence et des bornes

Le résultat est déduit du résultat partiel a I'itératiarOn s’autorise une petite erreur dans le
choix des chiffres du résultat partiel qui sera corrigéeitérations suivantes. On notgj| I'erreur
a l'itérationj. La convergence correcte de I'algorithme est assurée manidition|s[j]| < pr—7,
c'estadire:

—pr~I < \Jx — s[j] < +pr.

Dans un premier temps, on essaie d’éliminer les termes <itiliffi» a calculer pour extraire
un reste partiel simple. Par difficile & calculer, on entend te qui contient des divisions et des
radicaux (des puissances rationnelles). Les termes at’ihgportant de simplifier sont ceux qui
ne font pas partie des bornes, c’est a dire ceux qui ne cowigmpas . On part de :

sljl = pr7 < Va < slj] + pr.
En élevant 'encadrement au carré, deux cas se présentent :
(slil = pr=9)* <o < (slj] + pr7)°  sis[j] = pr,
0<x<(sljl+pr3)°  sislj] < pr.

La seconde inégalité n’est pas satisfaisante : la conditien = est inutile. L'encadrement
devient :

—2prIs[j] + 7% <z — 5[] si s[j] > pr,
r— ] <+2pr7is[j]+ p*r~¥  toujours.

On en déduit un encadrement du reste patig| = r7/(x — s%[j]) :

Blj] < w[j] < B[j], avecB[j] = +2ps[j] + p*r~7

. —2pslj] + p?r7 sis[j] > pr, (2.4)
et BJj :{ 2 ] +p sinc[>jr]1. p

On note que les bornes du reste partiel pour la racine capéndént de l'itération, alors
gu’elles ne dépendaient que dest d pour la division. En utilisant les définitions du reste et du
résultat partiel, on déduit I'équation de récurrence :

wlj] = rwlj = 1] = Fljl, 0UF[j] = 2q;s[j — 1] + ¢r 7.
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avec la valeur initialev[0] = z — s[0].

Le choix de chaque chiffre du résuligtdoit étre fait de telle fagcon que la borne sur le reste
partiel reste vérifiee. Comme pour la division, on veut quéolaction de sélection du chiffre
n'utilise que des estimations. Cette fois, cette fonctiépehd du résultat partie(;] et du reste
partielw[j]. D'ou :

¢ = Sel(alj — 11,3 — 1).

2.5.2 Fonction de sélection du chiffrey;

On cherche maintenant une fonction de sélection qui assucalaul valide, et qui permette
un calcul rapide du nouveau chiffeg.

On définit pour chaque chiffré € {—«,...,a} de la représentation utilisée l'intervalle
1Uk(s)[5], Lk(s)[j][ des valeurs dew[j — 1] pour lesquelles le choix du chiffrg = & est cor-
rect. Par définition :

Ly(s)[j] < rwlj —1] < Uk(s)lj] = Blj] <wlj] = rw[j — 1] = F[j] < B[j].

On en déduit : |
Li(s)lj] = Blj) + 2ks[j — 1] + k>,
Ui(s)[§] = Blj] + 2ks[j — 1] + k>r .
D'ou:
— ;o 2. .—7 . 9 i L iy
Li(s)[j] = 2ps[j — 1] + p*r~7 + 2ks[j — 1] + k*r=7 sis[j] > pr 7,

e S| S[]] < p/r_j.
Urlj] = 2ps[j] + pr=7 + 2ks[j — 1] + k?r .

Qui donne :

L) = { 2= A=Al o > (o= B
N sisli— 1] < (p — k).
Uk[]] :2<k+p>s[j_1]+(k+p)2r_j, J %

Comme pour la division, la fonction de sélection est pluspsinsi on restreint la valeur de
'opérande a une partie du domaine d’entrée possible. Poeireprésentation virgule fixe (non
signée) sur le domainé, 1], on pose :

1 . 1
s =z, Z§x<1, cequermet§§3<1.

La fonction de sélection est encore caractérisée par umdrsele constantes. Cette fois, c’est
I'estimation du résultat partiel qui est utilisée, et palsecdu diviseur comme pour la division. Les
constantesn,, ; doivent verifier :

max (Ly(5)[]) < miy < min (U1 (5)[j]) + LSB(w).

En utilisant les estimationg; — 1] etw[j — 1] au lieu des valeurs exactes du résultat partiel et
du reste partiel, on commet une erreur qui dépend de leuettadtmreprésentation et, potjy|, de
Iitération. En effet, a I'itératiory, on aLsB(s[j]) = .
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La formule (2.3) de validité de la fonction de sélection sjpid facilement :

< iy < min (Ui (9)j = 1) = 000) |+ Lss(),

max (Li(s)) — 8(@) so

—W LSB(a)

ou |7 sB() (respectivementz | sp ;) estz arrondi au multiple dess(w) inférieur (respec-

tivement supérieur).(«w) (respectivemeni(w)) est la borne inférieure (respectivement supérieure)
de l'intervalled(w) défini précédemment.

Fonction de sélection unique par intersections

Une difficulté supplémentaire est apparue par rapport awleda division : les bornes du
reste partiel, donc les bornég et U, de sélection du chiffré, dépendent de l'itératiopn. Pour
des raisons de colt matériel, on ne veut avoir a implantamguseule fonction de sélection qui
devra marcher pour toutes les itérations. On va donc prgrarechaque chiffré, I'intersection

ﬂ 1Lk (s)[7], Ux(s)[j]| des intervalles de validité du chifféepour toutes les itérations.
0<j<n

Les borned.;, et U, ne sont pas toujours fines, en particulier pglyr— 1] < (p — k)r~7. On
introduit un autre encadrement utile du reste partiel, Basé&a définitionv[j] = r7(x — s*[j]) et
le domaine d'entrée € [1, 1] :

rj(i —s”[j]) <wlj] <77(1 = $?[j)),
dont on déduit : ]
(=S = 1) S rwli - <7 (1= 57 - 1)), (2.5)

Cet encadrement devient vite trés large, mais il reste caile€’est un encadrement des valeurs
possiblesdu reste partiel, qu’il est utile de recouper avec les bornest Uy, qui quant a elles
indiquent I'intervalle des valeurs pour lesquellestmix du chiffre ¢; estvalide

Par exemple en représentation 4-3, ppue 1 et s[j| € [}—g, 1], avec Edts) = 3, I'en-
cadrement (2.4) nous donne un intervalle de séledtigfi], U;[1][ . Normalement, on intersecte
cet intervalles avec ceux des autres itératipnafin d’obtenir un intervalle pour lequel le choix
¢; = 1 est valide tout le temps (sij] € [12,1[). Mais on sait d’aprés I'encadrement (2.5) que
le reste partiel n’atteindra jamais la borbig/1]. Il est donc inutile de la prendre en compte dans
I'intersection des intervalles de sélection (en pratiquresemplace les bornds, non atteintes par

—oo et lesU}, par+oo).

Prolongement de la fonction de sélection

Dans [51, p. 156], les auteurs étudient un opérateur SRTlealcune racine carré qui four-
nit un résultat en représentation 4-3. Le reste partiel mstogation a retenue conservée. Une
fonction de sélection valide est obtenue pgui> 3 par intersection des différents intervalles
1Lk (s)[7], Ux(s)[7]]- Il est encore possible d'y intégrer les intervalles dététion; = 2. Par con-
tre, il n'est plus possible d’obtenir une fonction de sétatui soit valide pour tous les couples
d’estimationgrw[j—1], s[j—1]) sil'on ajoute les itérationg = 1 etj = 0. Les auteurs réussissent
pourtant a mettre en place une fonction de sélection vakdd'ération 0.

La raison est la suivante : lorsque le numéro d'itérajiest faible, la condition de convergence
le[7]] < pr~7 autorise une latitude importante sur le résultat partiet. &xemple, en partant de
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j = 0 on n'arrive pas a obtenir une fonction de sélection validergoutes les valeurs d&0].
Cependant, on le peut posj0] = 1. La condition de convergence imposé < w([0] = /z —
s?[0] < 2. En initialisant le résultat partiel §0] = 1, le reste partielo[0] reste donc borné quelle
que soit la valeur de. La sélection marche pour l'itératign= 0. A l'itération j = 1, les seules
valeurs possibles de1] seront, 2 et1. Pour ces trois valeurs, la fonction de sélection est valide
a partir de I'itérationj = 1. L'encadrement du reste partiel est assez large pour peengetes
trois « boites » de couvrir tous les cas possibles. La fonat@sélection est valide pour l'itération
j = 1. En jouant sur le recouvrement qu'autorise la condition alevergence, les auteurs sont
capables d’obtenir une fonction de sélection qui marche fmues les itérations, éliminant ainsi
la nécessité d’une table d'initialisation.

Cette extension de la fonction de sélection a été obtenugfmmements dans le cas partic-
ulier de la racine carrée. Une partie du travail réalisé datie thése a été la formalisation et la
généralisation de la méthode de prolongement de la fondéaélection.

2.6 Genération d'opérateurs SRT pour certaines fonctions la
gebriques

En étudiant des algorithmes SRT pour plusieurs fonctions'apercoit qu’une grande partie
du travail suit le méme principe d’un algorithme a l'autre :

1. extraction du reste partiel et de ses bornes.
calcul des plages de sélection.
création d’'une fonction de sélection valide a partir dédationj, (aussi petite que possible).
création d’une fonction d'initialisation, qui fournitj,| et calculewj).

a kDN

implantation de tables de sélection et d'initialisatidal’équation de récurrence et de 'unité
de conversion au vol. Il s'agit d’une « traduction » physigeas définitions des variables et
fonctions.

2.6.1 Notations spécifiques a cette section

Les opérateurs SRT dont nous étudions la génération daesseetion sont dédiés a I'évalu-
ation d’une certaine classe de fonctions algébriques. Dearegénérale, une fonctighest dite
algébrique sur les réels s'il existe une polynéfMaon nul a coefficients réels, tel que :

P(X, f(X)) =0,

ouX = {xy,,...,r,} représente 'ensemble des variables de la fonction. Lesitighes SRT
permettent I'évaluation de certaines fonctions algélasqcaractérisées par les polynoniesu
f(X) n"apparait qu’une fois. Ceci recouvre par exemple :

— linversion : P (z1, f(z1)) =1 — 21 f(x1) =0

— la division : P (.CL’l, X, f(.l’l, .TQ)) =T — .I'Qf(ﬂ?l, .TQ) =0

— laracine carrée P (x1, f(x1)) = 21 — f2(z1) =0

— laracine carrée inverseP (zy, f(x1)) =1 — a1 f?(x,) =0

— la norme euclidienne P (z1, xa, f(x1,22)) = 23 + 22 — f*(x1,72) =0
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2.6.2 Equation de récurrence

La toute premiére étape de la génération d’'un algorithmeyple ERT consiste a déduire de
la condition de convergence une équation de récurrencebobiequation de récurrence décrit
le traitement a appliquer au reste partiel, et un encadredesnelui-ci assure la convergence du
résultat partiel vers la valeyi( X'). Cette premiere étape a été implantée en Maple.

On définit le résultat partiel par :

Le résultats est correct si :
0<e=f(X)—s<r

La récurrence doit faire converger le résultat vers cetiuerSi on note ;] I'erreur a l'itéra-

tion 7, alors :
elj]l = f(X) = sljl.

Comme précédemment, le calcul converge vers le bon résiltdy]| < pr=. De I'erreur
partiellec[n| €] — pr=",+pr="[, on se raméne a l'erredr € [0, "[ en examinant le signe du
reste partiel : si il est négatif, aloss= s[n] — ™, sinons = s[n|.

La condition de convergence est donc :

—pr < f(X) — s[j] < +pr.

Il s’agit maintenant d’extraire le reste partiel, et un edreanent sur celui-céquivalenta la
condition de convergence. On part donc de la condition deergence, que I'on transforme afin
d’obtenir par équivalences successives un encadrementedtarme central est « facile » a cal-
culer, et dont les bornes diminuent d’'un factewdr chaque itération. Plus formellement, on entend
par facile a calculer que le terme central ne contient pludidsions ni de radicaux, c’est a dire
des expressions élevées a une puissance négative ou edltomon entiere. Les bornes sont en
O(r~7), et le terme central ne contient plus de termes€n

Ce probléme revient & déduire de I'écriture fl&X) sous la forme d’'un polyndme radical en
X son polynéme caractéristiqgue(.X, f(X)). Le fait quef(X) puisse s’exprimer sous la forme
d’un polynéme radical eX est la raison pour laquelle on s’est restreint aux fonctadgébriques
caractérisées par un polynéme HUX ) n’apparait qu’une seule fois.

On transforme l'inéquation de convergence en :

s[t] = pr™? < f(X) < slj]+pr. (2.6)

Elimination des divisions

Dans un premier temps, on élimine les divisions qui appseaisdans I'inéquation. Il est tou-
jours possible d’écrirg (X)) comme une fraction irréductible de deux fonctions

a(X)

ou nia(X) ni b(X) ne contiennent de divisions. On étudieX) sous une représentation de la
forme
b(X) = (e(X) +d(X)",
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ouc(X) estun polyndme multivarié ekl sans radicauxi(.X ) est le radical d’'un polynéme radical
en X, ete un entier non nul aussi petit que possible (il peut valpir
On peut transformer I'inéquation (2.6) en :

b (X)(slj] = pr?)e < a®(X) < b°(X)(s[j] + pr)".
Cette condition est valide siest impair, ou sk[j] > pr~7. L'inéquation devient :
(X)) (slj] = pr77)e = d(X)s°[5] < a®(X) — d(X)s°[j] < 0°(X)(s[j] + pr™7) — d(X)s°[j].
Notée par la suite :
B < fi(X) < Bi. (2.7)

Les bornesB; et B; se développent toutes deux sous la forea&)s¢[j] + O(r~7). Si la
conditions[j] > pr~7 n'est pas vérifiée, alors la bordg < f,(X) va étre inutile, comme on I'a
vu dans le cas de la racine carrée. On pose dors —oo.

Dans le cas oif (X') ne contient pas de divisions, on prefik) = 1,d(X) =0ete =1:les
inéquations (2.6) et (2.7) sont alors identiques.

Suite a cette transformation, on peut assurer que quelleajuia puissance a laquelle on éléve
(2.7), les bornes de I'équation résultante ne contiendyoatdes termes sans divisions, ce qui sera
utile lors de I'extraction finale du reste partiel.

Notre programme demande a la fonction passée en paramétre déja écrite sous la forme
a(X)/(e(X) + d(X)) /.

Exemple 2.6 Si on cherche a calculer un opérateur pour la fonction

B 1
J1+ /2

on commence par transformer I’équation de convergence en :

a o Jm
VB VR ot em

Onadona(X) = /21, b(X) = /21 + /2122, ¢(X) = 21, d(X) = /7127 €te = 2.

L’encadrement calculé par le programme est alors

(1 + Varws) (s[j] — pr?)? < @y < (21 + anaz)(s[j] + pr )2,

f(X)

f(X) =

qui devient

215°[j] + (21 +\/$1$2)( 2ps|jlr= + p*r=%)
< T Ms ] |
< @18°j] + (21 + /@12) (+2ps[5]r 7 + pPr 7).

L’inéquation ne contient plus de divisions, et les terma#eonant des radicaux qui ne sont
pas erO(r~7) on tous été ramenés au centre.
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Elimination des radicaux

Il reste maintenant a manipuler 'encadrement (2.7) podaisser que des termes « faciles »
a calculer au centre, et des borne<Hn 7).

La méthode proposée repose sur le fait qu'’il n’existe quambre fini de radicaux pouvant ap-
paraitre dans un polynéme a coefficients entiers¥nf, (X )}. Ces radicaux peuvent étre calculés
a partir def; (X).

Considerons par exemple la fonctigQX) = |/z; + /z2. On veut éliminer les radicaux de
I'encadrement sans divisions obtenu (trivialement) &liesde I'étape précédente :

s[j] — pr? < /a1 + Ywa < sl + pr.

On veut par additions, multiplications et élévations a dégsgances arriver a un encadrement
sans radicaux dans les termes qui ne sont pad(en’). Les radicaux qui apparaissent dagis
sont{,/z1, ¢z, }. Lorsque I'on elévef; (X)) a une puissance entiere, de nouveaux radicaux appa-
raissent, en nombre fini.

L'idée est d’étudier le probléme du point de vue des espaeet®nels. Posoney = 1, e; =
V71 etey = ¥/, des vecteurs d’un espace vectoriel a coefficients polynaxgaX . Par produits
vectoriels successifs, on arrive a obtenir une base comgtes, . .., e5). La table des produits
(commutatifs) de vecteurs est la suivante :

€0 €1 €2 €3 €4 €5
€9 = 1 €p (S31 €9 €3 €4 €5
€1 = v T1€0 €4 €5 T1€2 T1€3
€ = Yo €3 €5 To€q

)
€3 = JTo To€2 T2€1 T2€4y
€4 = /X1 V2o T1X2€9 | T1X2€0
)

€5 = /T1 X2 T1X2€2

Il est maintenant possible d’exprimer un polyndme{éh f;(X)} sous la forme d’un vecteur
de la base que I'on vient de constituer.

Exemple 2.7 Pourf,(X) = /21 + ¢/22" :

B+ 1) A(X) - (X)) = 2\/?134‘\/714‘\7?2—3\/?1\3@_22—@
=~y + (201 + 1)VE + Yo = 3V )

& —x9eg + (21 + 1)eg + ex — 3es.
L'expression précédente se lit comme un vecteur de cooeésr o, 221+ 1,1,0,0, —3).

En traitant chaque radical comme une dimension d’'un espaatenel a coefficients polynomi-
aux enX, notre probléme se raméne a constituer une base de cet esgameael, puis a calculer
un vecteur non nul colinéaire au vecteyr On constitue cette base en calculant les différentes
puissances entiéres dig( X). Il suffit ensuite d’effectuer une triangularisation de Gapartielle
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(avec des coefficients polynomiaux &) sur la matrice constituée. Pour simplifier, on effectue
des pseudo-divisions.

Afin de calculer une solution pour la fonctigh(X) = \/z1 + /75", on constitue I'ensemble
de vecteurs suivant :

(AT [0 1 1 0 0 0 ]
fi(X)? 1 0 0 1 2 0
fi(X)? T 1 311 0 0 3
OO T a2 dvs @y 61 4z O
f(X)3 10z 2 x? 5 Ty  bwy 10z

L (X)6 | L sz{’ + JJ% 20x129 152179 15.7}% 61’% 62 ]

Apres trigonalisation on obtient le vecteur? — 23,0, 0,0, 0, 0), colinéaire ae, = 1 via la
transformation

F(X) = =622 f(X) + 327 f2(X) — 222 f3(X) = 321 f1(X) + fO(X).

Sion assure qu8, > 0 dans le cas oli(X) apparait élevé a une puissance paire, et en ayant
des garanties strictes sur le signe des coefficients miahigdes f*(X) dans la transformation, il
est possible de déduire un encadrement sur un terme cemgésqui assure la convergence du
calcul. Ici, si on garantit que; > 0 etxy, > 0 sur les domaines d'utilisation (ce qui constitue une
hypothése raisonnable), alors on peut déduire :

—6a112B1 + 323 B,* — 2%, Br — 30,8y + B,°
< xzf — x%

< —6z125B + 327B; — 22,B,* — 32, B,* + By .
On note le nouvel encadrement

By < fo(X) < Bs.

Extraction du reste partiel

On sait que le terme central est simple a calculer, et quelésusermes apparaissant dans les
bornes sont soit simples, soit multiples:dé. De plus tous les termes simples (€n]) apparais-
saient a I'identique dans les deux borrgset By, c’est aussi le cas dars et B,. On peut donc
les ramener au centre. Les bornes sontt)éfrﬂ) on multiplie le tout par’ pour obtenir le reste
partiel. Pour notre exemple, on obtient :

L[j] < w[j] = r?(z?} — 23 + 6x1295[j] — 322s[j]? + 2215[4]* + 3215[4]* — s[4]°) < U[j].

L’équation de récurrence est ensuite facilement obtenusyizstitution dans la définition de
w[j] du résultat partiek[j] pars[j — 1] + ¢;r~7. On arrive & I'’équation de récurrenag;j| =
rwlj — 1] = F,[j].
Le calcul des borneld.;, U, [ de sélection du chiffre; = k£ estimmédiat :

Li[j] = L{j] + Filj],
Uklj] = U] + Fly]-
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Implantation logicielle

L'extraction de reste partiel est implantée a I'aide d’'usemble de fonctions Maple, pour un
total de 250 lignes environ. Nous I'avons testée pour tolge$onctions algébriques usuelles, et
pour des fonctions plus compliqguées comme celles préseatéexemple.

Dans la mesure ou Maple est seulement utilisé pour la matipald’expressions (on n’ap-
pelle pas de fonctions complexes telles g ve par exemple), une traduction en C++ a l'aide
d’une bibliotheque libre de manipulation d’expressionmbygliques telle que Yacas ou Ginac de-
vrait étre assez simple.

2.6.3 Calcul de la fonction de sélection

La fonction de sélection d'un algorithme SRT prend commeup&tres une estimation des
variables deX, du résultat partiet[j; — 1] et du reste partieb[j — 1]. Elle retourne un nouveau
chiffre ¢; € {—a, ..., +a} du résultat partiel. La fonction de sélection doit assuter §j le reste
partiel est borné a l'itération — 1, alors le chiffreg; retourné assure que le nouveau reste partiel
wlj] = rw[j — 1] — F[j] sera aussi borné. On a:

g = Sel(X’, 8 — 1], ralj — 1]) .

Nous décrivons ici I'algorithme que nous avons implantérpewalcul de fonctions de sélec-
tion peu colteuses en termes de matériel. Cet algorithméEesen Maple, et représente environ
1500 lignes de code. Il lui reste encore a subir des tests,ihaaidéja permis d’obtenir des fonctions
de sélection de colt matériel faible pour la division, ldmacarrée et la racine carrée inverse. La
fonction de sélection est généralement implantée a I'digeedable, qui lit en entrée quelques-uns
des premiers bits d&, s[j] etw[j].

Pour obtenir une fonction de sélection, on effectue un pasceur le colt des estimations
de X et du résultat partie$[; — 1]. Pour chaque découpage, on cherche a obtenir une fonction
de sélection valide. Si une telle fonction existe, elle egpond & une précision minimale Est
de l'estimation sur le reste partiel[j — 1]. Plusieurs solutions sont retournées, qui réalisent un
compromis entre E&b) et l'itération j, a partir de laquelle la fonction de sélection est valide. En
effet, le colt de la fonction de sélection est d’autant phasid que Estv) est élevé, mais si c’est
Jjo qui est grand, on le paiera au niveau de la fonction d’ing#ion de la récurrence.

Le parcours sur les estimations deet du reste partied[j — 1] est un simple comptage dans
N™*1 oum est le nombre de variables de la fonctipiy ).

La suite décrit notre algorithme pour le calcul de fonctidasélection. Ce calcul est fait pour
un découpagéEst(z,), . .., Estx,,), Ests)) donné. On décrit successivement :

1. la notion de boite, qui servira par la suite.

2. le calcul réalisé par la fonctidBonput eVNRange, qui pour une itératiori donnée et pour
chaque « boite » correspondant a une entréé)%uﬁ[j — 1]), donne pour chaque choix du
chiffre ¢; = k possible a quel intervalle réel le reste partiel doit apgrartpour que ce choix
Soit correct.

3. lafonctiolrMRangeToWEst , qui calcule en utilisant les intervalles calculés @anput eWWRange
guelle estimation du reste partiel permet d’obtenir unefion de sélection valide.

4. ce que I'on entend par « couverture », et la fagon dontszellsont calculées par la fonction
Tabl eCovers.
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5. Enfin, nous présenterons I'algorithme qui utilise lesctamns précédentes pour calculer des
fonctions de sélection valides, pour un découpage donriésuariables d& et le résultat
partiel.

Notion de « boite »

Dans la suite, on appellera « boite » une combinaison diiatkss sur les variables, a x,,
et sur le résultat partielj — 1]. Ces intervalles correspondent a une estimation constientes
valeurs. C’est a dire qu’une boite est le produit cartésies idtervalles sur les variables et le
résultat partiel dans lequék , 3[j — 1]) reste constant.

Par exemple, pouX = {z;} avecz; € [3,1[ ets[j — 1] € [3,1], si on a un découpage
avec Estr) = 1 et Ests) = 3, il existe 8 boites. La boitél, 3) correspond a des intervalles
(xlv 8[] - 1]) < [%7 1[X[%7 %[

Pour chaque boite possible, connaissant les domaines daeblga et du résultat partiel, le
programme commence par pré-calculer les intervalles @ixabjui s’y rattachent. Les intervalles
calculés sont fins, c’est & dire que l'intervalle peudans l'intervalle précédent sera en fgit1 —
LSB(z)]. Le résultat partiel est un cas spécial. D’'une part, il atted borne supérieure, que I'on
traite a part. D’autre part, la largeur de l'intervalle @spondant a une valeur de I'estimation du
résultat partiel dépend de l'itération, cesB(s) = r~/. Lors du calcul de l'intervalle, on aura
slj —1] € [3, 22 — min(LSB(s), LSB(3))].

Plages de sélection & donné

Le but de la fonctionConput eWRange est le calcul, pour une itératiohdonnée et pour
chaque boite, c’est a dire pour chaque combinaison d’estinssur les:; et surs[j — 1] possible,
pour quels intervalles dew[j — 1] on peut choisir un chiffre; = &, et quelles valeursw[j — 1]
peut atteindre.

On parcourt donc toutes les boites. Dans un premier tempeegarde si la boite peut étre
utilisée a l'itération;. Il faut évidemment qu’elle corresponde a des intervalles wvides des
entrées (pensez par exemple a la baite= 0, ol z; € [1,1[ et Esfz;) = 2). Il faut aussi
gue cette boite puisse étre utilisée au regard de la condiBa@onvergence : les intervalles des
correspondant & cette boite définissent un intervalle plegsourf (X ). En notants, s[ I'intervalle
du résultat partiel pour cette boite, alors elle n'est s#ii que si l'intervallés — pr=7.5 + pr=7|
a un intersection non nulle avec l'intervalle d&sX) possibles. Si on oublie de filtrer ces boites,
on n'aura pas pour autant des fonctions de sélection fauBasexontre on risque d’obtenir des
fonctions plus colteuses ou de perdre des solutions, cajoateades contraintes inutiles sur
certaines boites.

Si la boite est utilisée, on parcourt les chiffless {—«, ..., +a}. Deux cas se présentent :
soit on veut obtenir des plages valides ppgeulement, soit on veut des plages qui marchent pour
toutes les itérationa partirde j.

— Sion cherche une plage pguseulement, on sait que le choix du chiffr@our la boite sera

correct lorsquéd.,[j] < rw[j—1] < Uy[j]. On effectue un calcul fin par intervalles des bornes
Ly[j] et Ux[j] pour la boite donnée. Ceci se fait en Maple en utilisant lation eval r .

En notant les intervalles obten{is;, L] et [Uy, U,] respectivement, un encadrement des
valeurs de-w[j — 1] (pas de son estimation) pour lesqueljes= k est correct est :

Ly < rwlj — 1] < Uy
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Pour obtenir des plages valables pour toutes les itéragorgratiqueil suffit de prendre
I'intersection des plages poyallant dej, an, oun est la derniére itération de I'algorithme,
celle ot I'erreur partiellés[n]| < " est atteinte.

— Si calculer les plages pour chague itération indépendarnest impossible, alors il faut
calculer des plages de valeurs qui restent valides powrgdes itérations a partir ge C'est
par exemple ce qui est fait dans [51] pour le calcul de la eacarrée.

Les bornesLy[j] et Ux[j] varient au cours des itérations. Une table qui fonctionner po
I'itération j peut donc ne plus étre valable a l'itération suivante. Afincdatourner cet
obstacle, on va introduire de nouvelles bornes dérivédg|, L, [j], U, [j] et U, [j]. Ces
bornes dépendent de la boite considérée. On sait que ldioardes bornes au cours des
itérations est due aux termesen, r 2 =3t .. qui apparaissent dans les bornes, et dont
la valeur décroit strictement en amplitude. Nous allonsoféser les termes de la borne
considérée selon les différentes puissanée®ar exemple.,.[j] = lo + l1777 + lor=% +
Isr~=37 + ... Lesl; sont sont des fonctions dé et s[j — 1]. Ceux qui décroissent au cours des
itérations { > 0) sont évalués par intervalles pour la boite considéréer Blotenir L, 7],

on va remplacer dans la bordg[j] tous les termes, i > 0 par le minimum entré), et

la borne inférieure de leur évaluation par intervalle. PbL[i]*, on les remplacera par le
maximum entré) et la borne supérieure de I'évaluation. On effectue le mé&aieiment sur
Uy, pour obtenitU,[j]* etUy[7] .

Ces bornes « pessimistes » peuvent exagérer I'effet degdérnPar exemple si;[j] =
23277 — x327%, dans une boite correspondant;ac [—1, 1], alorsL, [0] = —2, et L; [1] =
—3/4. La vraie borne inférieure poyr= 0 etj = 1 est—i (qui correspond &, [1] pour

xr1 = —1), les bornes pessimistes sont donc larges. Mais si on avgil p;j] directement,
alors on aurait une borne inférieure s 0 de0, qui n’est plus valable pour lg¢s> 0. Une
table basée sur cette borne serait donc fausse.

Les bornes;, et U, ne sont pas toujours fines, en particulier peyr— 1] < (p — k)r=.
Comme on I'a vu pour la racine carrée, il peut étre intérgsgamtroduire un autre encadrement
du reste partiel, basé sur sa définition et les intervallesttEe correspondant a la boite étudiée.
Pour ce faire, on effectue une évaluation fine par intersalkela valeut[j] = r7(- - ).

Cet encadrement devient vite tres large, mais il est utiléd danne un encadrement des valeurs
possibleslu reste partiel, qui peut étre recoupé avec les batpesU,, qui quant a elles indiquent
I'intervalle des valeurs pour lesquellesdeoix du chiffreg; est valide

On rappelle 'exemple donné pour la racine carrée : en reptéson 4-3, pouy = 1 et
slj] € [12, 1[ (Est(s) = 3), 'encadrement (2.4) nous donne un intervalle de séle¢fig(1], U [1]].
Normalement, on intersecte cet intervalle avec ceux dessitérationg, afin d’obtenir un inter-
valle pour lequel le choiy; = 1 est valide tout le temps (sij] € [12,1]). Mais on sait d'apres
I'encadrement introduit que le reste partiel n’atteindmaais la borné/; [1]. Il est donc inutile de
la prendre en compte dans l'intersection des intervallesitiction (en pratique, on remplace les

bornesL, non atteintes pafr oo et lesUy, par+oo).

Par la suite, on notgely, sely] I'intervalle des valeurs dew[;j — 1] pour lesquelles le choix
q; = k est correct.

En parallele des plages de sélection, on calcule aussidel@és borned,_, etU.,, et de
'encadrement de valeurs possibles du reste partiel, egislbnt les valeurs extrémes qu’il peut
atteindre. L'encadrement obtenu sera utilisé pour corakgtbit de poids fort (ou MSB pouviost
Significant Bil) de I'estimation du reste partiel.
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Format dey | 6(g) —

Complémenta 2 [0, LS B( ) — LSB(y)]

Carry-Save 0, (1+279)LSB(y) — 2 LSB(y)]
Borrow-Save [—279LSB(y) + LSB(y), LSB(y) — LSB(y)]

Table 2.7Erreur(y) faite en estimang pary (idem table 2.1).

Parameétres d’estimation du reste partiel

Connaissant pour une boite donnée les plages de sélectiohadgie chiffre; = k et la
dynamique du reste partiel, la foncti?®ange ToVEst , calcule I'estimation la plus grossiére qui
permet le calcul correct de la fonction de sélection pouedatite. On reporte la table des erreurs
d’estimations) (table 2.7). La condition que I'on a donnée pour I'encadneides constantes,,
pour la division et la racine carrée reste valide dans le éagml. Les constantes,  y . doivent
vérifier :

0 (Lilj]) < Mo € min (Ui [J]) + LSB(w)

Les valeursmaxy_, ._,, (Lx[j]) €t ming_, ., (Ur-1[j]) ont €té calculées par la fonction
Conput eWRange. Elles sont respectivement notées, pour une boite dornkest selj..

La formule (2.3) de validité de la fonction de sélection densas d’estimations reste la méme
que précédemment :

[sele = 8] (< < [sel —30@D) || LsB), (2.8)

ou |7 sBs) (respectivemenitz || sp(;)) €stz arrondi au multiple dess(w) inférieur (respec-
tivement supérieur}i(w) (respectivement(w)) est la borne inférieure (respectivement supeérieure)
de l'intervalled(w).

Pour déterminerss(w), I'algorithme part d’une valeur élevée. Si une notationorethnte
du reste partiel est utilisée, le nombre de bits de garéet calculé pour que I'on ait toujours
279LsB(w) = LSB(w), c'est & dire que I'on se raméne au cas du complément a 2.tEnsui
diviseLsB(w) par 2, jusqu’a ce qu'il soit possible de trouver une constant y . qui convienne.
C’est a dire que I'on le divise par 2 tant que :

{&l’“ B MW LSB(@) {;l’“ B WJ Lseeay T HSBD):

() ()

Si on ne sort pas de boucle, méme posB(w) = LSB(w), on en conclut que la fonction de
sélection dans cette boite ne peut pas fonctionner.

Une fois sorti de cette boucle, si une notation redondantetidisée, I'algorithme pose = 0
puis I'incrémente jusqu’a ce que la condition ci-dessusd®nouveau vérifiée.

Lorsque I'on veut replier la table, comme peut le faire legpaonmeDi vgen, la condition
devient :

[max(&lk,m) - M}

w

in(sely, sel_ —5AJ LSB(w).
LSBw) > Lmln(se K, sel_y) — 0(w) L SB) + LSB(w)

Ensuite on peut calculer le bit de poids le plus fort de ltestionrw[j — 1], en se servant de
I'intervalle extréme des valeurs du reste partiel calcalélg fonctionConput eWWRange.
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La méme estimation doit étre utilisée pour toutes les baiteka fonction de sélection. Pour
deux boites: et b, si on a besoin d’'une estimation du reste partiel qui va dissde poidsiy sz
aarsp (avec eventuellementi, bits de garde) pous d’'une part, deby, s abrsp (avech, bits
de garde) poub d’autre part part, alors une estimation qui marche pour &s<doites lit les
bits de poidanax(aysp,bysp) @min(arsp, brsge), €t utiliseg bits de garde, de telle fagon que
279 min(aLSB, bLSB) = miH(Q_g“CI,LSB, 2_gbbLSB).

Couverture de la fonction de sélection

Comme on I'a vu dans le cas de la racine carrée, il n'est pgeuminécessaire que toutes
les boites de la fonction de sélection soient valides. @@mens trois boites correspondant a des
estimationss[j — 1] du résultat partiel successives. Supposons que celle tdekumikst pas valide,
mais que les deux autres le sont. Si la marge autorisée pantition de convergence est suff-
isante, la boite du milieu est « couverte », et la fonction@ledion peut étre globalement valide
dans la mesure ou l'initialisation (ou les étapes précé&dgmrissurent que la boite du milieu ne sera
jamais utilisée.

Le but de la fonctionTabl eCover s est de calculer de telles couvertures. Elle retourne un
ensemble de couvertures possibles, chacune associée atutiesiimation du reste partiel. En
effet, plus on fait une estimation précise du reste papiels on a de chances qu’une boite soit
valide. A colt d’estimation égal, la couverture retournéecelle qui contient le plus de boites
valides.

Fonctions de sélection possibles

L'algorithme qui calcule, pour des estimations donnéedesivariables deX et le résultat
partiels[j—1], des fonctions de sélection efficaces fonctionne de la fagimante. Dans un premier
temps, on calcule les plages de sélection a l'aide de laitomCbnput eWRange. On prend leurs
intersections, en remontant depuis la derniére itératiogrs I'itération). De ces plages de valeurs,
on déduit pour chague boite une estimation requise sur te pastiel. Lorsque la condition de
convergence le permet, on calcule les couvertures posslbléa fonction de sélection.

On va alors créer a partir de ces éléments une liste contenaiitiération de départ, un schéma
d’estimation du reste partiel, une couverture indiquamdlgs boites (potentiellement toutes) sont
valides lors de la premiére itération, et pour chaque begglages de valeurs du reste partiel pour
lesquelles le choix du chiffrg; = k est valide. Il ne reste plus qu’a traduire ces plages enestré
toujours a I'aide de I'encadrement (2.8).

L’'algorithme pour le calcul de fonctions de sélection esitéan Maple. Il a été testé dans
guelques cas pour des algorithmes calculant la divisiomadane carrée et la racine carré in-
verse. Les options comme le repli de la table et la saturatiomeste partiel sont implantées.
Nous sommes actuellement en train d’ajouter la gestion cagrparticulier : lorsque I'on travaille
avec un reste partiel en notation redondante, en partideliearry-save, il se peut que le reste
partiel ne soit pas vraiment en représentation redondargalk I'itérationj, (il est représenté a
I'aide des bitss; du carry save, les bits restent a 0). Tirer parti de ce cas peut permettre de gagner
une itération sur la fonction de sélection.
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2.6.4 Etat actuel des travaux

A ce jour, le programme implantant nos algorithmes pour lzéggtion d’opérateurs SRT est
capable d’extraire I'équation de récurrence, et les esjwas des plaged.,, Ux|. Le calcul de la
fonction de sélection est implanté et en cours de test. Newssgplusieurs algorithmes pour une
fonction d'initialisation a base de tables, qui restenti@drécll pourrait aussi étre intéressant d’é-
tudier la précision requise pour une initialisation a laik polyndmes d’approximation. L'étape
de traduction vers le matériel, en particulier 'implamatdu calcul correspondant a I'équation de
récurrence, est a I'étude.

2.6.5 Perspectives

Dans I'avenir immédiat, nous comptons compléter ce géeéraét le tester afin de pouvoir
le mettre prochainement a la disposition de la communauté.fonctionnalité intéressante que
nous voulons implanter est la génération, en paralléle dkesaription VHDL d’opérateurs, de

programmes logiciels se comportant comme ces opératenssdes buts de tests et de validation
numerique.






CHAPITRE

Architectures partagées pour fonctions
cryptographiques

Nous montrons ici qu’une architecture partagée pour destifors cryp-
tographiques proches permet d’obtenir une performancgawable a des
implantations séparées tout en demandant bien moins de@haidus pro-
posons une implantation améliorée des fonctions de hadfedee famille
SHA-2, avec une latence des opérateurs minimale et desnsasaiériels
réduits. Nous proposons aussi une version fonctionnantite ieéequence
pour un colit de deux cycles de latence supplémentairessenti@ar mes-
sage. Finalement nous introduisons l'architecture naritifion capable d’-
effectuer soit un hachage SHA-384 ou SHA-512 ou de se coenapimme
deux opérateurs SHA-224 ou SHA-256 indépendants.

En septembre et octobre 2005, dans le cadre d’'une collaoettre le LIP et le laboratoire
ATIPS de I'Université de Calgary, j'ai eu I'occasion de tadler avec Ryan Glabb, alors en thése
a I'ATIPS. Ryan a travaillé un mois a Lyon, puis je suis parffuaiversité de Calgary pendant le
mois d’octobre.

Le but de notre collaboration était d'implanter efficacetypdusieurs fonctions cryptographiques
au sein d’'un méme composant, en partageant autant que ledssibatériel afin d’en minimiser
la taille.

Un candidat potentiel était la fonction de hachage WHIRLRQ&!], dont le principe math-
ématique est proche de la norme de chiffrement AES [58]. Qg les tables de substitution,
qui occupent la majorité de la surface lors de I'implantatizatérielle d’AES, ne sont pas a notre
connaissance partageables entre AES et WHIRLPOOL.

Nous avons finalement choisi de travailler sur les fonctambachage de la famille SHA-2 [61]
pour plusieurs raisons. Tout d’abord, la norme de hachagegente SHA-1 [60] a été « cassée » [57].
La nouvelle norme de hachage SHA-2 n’a jusqu’ici bénéficeédpipeu d’'implantations matérielles.
De plus toutes les fonctions définies par cette norme soiesasur des algorithmes proches, ce
qui a permis un fort partage de matériel.

Suite a cette collaboration, un article [6] a été présemnt de la conférence internationale
ERSA (Engineering of Reconfigurable Systems & Algorithiras as Vegas en 2006, et une version
plus compléte [7] est parue dans un numeéro spécial intititidbedded Cryptographic Hardware »
du Journal of System Architectures 2007.
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3.1 Introduction

3.1.1 Fonctions de hachage cryptographique

Une fonction de hachage [59] prend en entréemmssagale taille variable, et produit en
sortie uncondensdgen anglaishash-valug Plus formellement, une fonction de hachdgéait
correspondre a des chaines binaires de longueur arbitnaii® finie des chaines de longueur
fixe. En général, chaque condensé est I'image d’un grand reedeamessages différents, puisqu’en
supposant qu’on limite les entrées a une longueur maxineteds (¢ > n), et queh peut-étre
considérée comme aléatoire en ce sens que toutes les saniegquiprobables, alors chaque
condensé représente envirin™ messages différents.

Deux messages pris aléatoirement ont une probahititéed’étre hachés vers le méme con-
densé. L'idée des fonctions de hachage cryptographiqueesinsidérer le condensé comme un
représentant plus court du message dont il est I'image, &ttilisser comme s'il identifiait ce
message de maniére unique. Un tel condensé est alors apeaépreinte(en anglaisnessage
diges).

Les fonctions de hachage cryptographique sont un outildorahtal de la cryptographie mod-
erne, utilisées principalement pour assurer I'intégrigé données lors de transmissions sur des
canaux non sécurisés. Les fonctions de hachage sont ailisgiest pour I'implantation d’algo-
rithmes de signature numérique, des codes d’authentificaie message et dans les générateurs
de nombres aléatoires.

Une utilisation typique des fonctions de hachage pour asdimtégrité des données est la
suivante. L'empreinté(x) d'un message est calculée. Lintégrité de cette empreinte (pas celle
du message lui-méme) est protégée d’'une maniére quelcoPiyisetard, aprés un stockage sur un
support sujet a dégradation, ou apres avoir transféré Isagesur un réseau non sécurisé, on veut
savoir si le message récupéréorrespond bien au messageriginal. On calcule son empreinte
h(z"), que I'on compare a I'empreinte protégker). Si elles sont égales, on considére que les
entréesr et 2’ sont bien identiques, doncn’a pas été altéré. Le probleme d’assurer l'intégrité
d’'un long message est réduit a celui de I'intégrité de son empreihte) qui est bien plus courte,
donc plus facile a protéger. Par exemple, c’est de cettenfgge I'on s’assure de l'intégrité de
image CD d’une distribution Linux. Il suffit & un utilisabe de calculer le condensé de I'image
gu’il a téléchargé, habituellement avec la fonction MD5][6& de le comparer avec celui de
I'original disponible sur internet.

Dans la mesure ou le cardinal du domaine (les messages) dadioh /. est tres supérieur
a celui de son codomaine (les empreintes), I'existence tlsions (des messages différents
partageant une méme empreinte) est inévitable. Pourtantpndensé devrait ne pouvoir étre
identifiée qu’a un seul message pratiquec’est a dire que les collisions devraient étre difficiles a
trouver, voire impossible a calculer dans le cas des fonstite hachage cryptographique.

Une fonction de hachage cryptographidueoit remplir les conditions suivantes :
Compression La fonctionh fait correspondre a une entrée binairale longueur arbitraire mais
finie, une empreinté(z) de longueur fixe.
Facilité de calcul Pour tout message I'empreinteh(x) est facile a calculer.

Résistance aux pré-imagedour toute empreinte choisie a priori, le calcul d’'un messqgi
se hache vers cette valeur n’est pas faisable. C'est a diom q¢ peut pas en un temps
raisonnable calculer une pré-imagetelle queh(z’) = y, en ayant pour donnée une em-
preintey sans pré-image connue.
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Résistance aux secondes pré-imagékn’est pas possible de calculer de message qui aie laméme
empreinte qu'un message donné, c’est a dire qu’'on ne peldtpasdonné un message
trouver de second messagequi vérifiex’ # = eth(z) = h(z').

Résistance aux collisiondl n’est pas possible de calculer deux messages«’ différents qui
aient la méme empreinte, c’est & dire qui vérifiehtZ x eth(x) = h(2').

Un calcul que I'on qualifie de « facile » veut dire qu’il est pitde d’obtenir rapidement un ré-
sultat, en pratique en quelques secondes de calcul suatedimUn calcul « impossible » veut dire
gu’on ne peut espérer obtenir de résultat en un temps rabtsrsauf progres algorithmique im-
prévisible en I'état actuel des connaissances (par exetapie la factorisation de grands entiers).
Un seuil de robustesse généralement admis ezt’depérations nécessaires.

La résistance aux pré-images est liée a la fiabilité de osrfaiotocoles de signature a clé
publique, et les résistances aux secondes pré-images ebHisions déterminent le niveau de
sécurité des protocoles d’authentification et de vérificat’intégrité basés sur une fonction de
hachage.

De nombreuses fonctions de hachage existent [65, 63, 68,lewa véritable niveau de sécu-
rité est trés difficile a connaitre. Lorsque des faibleseas #écouvertes [66], la sécurité des don-
nées est compromise et toutes les implantations matéritilegicielles doivent étre remplacées,
ce qui entraine des mises a niveau colteuses vers de ngueelitions de hachage estimées sires
pour le moment.

Par exemple, un algorithme récemment découvert [57] a gattendiminuer la résistance aux
collisions de SHA-1 (Secure Hash Algorithm), la fonctionldhage la plus utilisée classique-
ment jusqu’ici. Le nombre d’opérations nécessaires ponéig des collisions s’en trouve ramené
de 28 a2%, ce qui place SHA-1 en deca du seuil de sécurité estimé suffieaur les opérations
critiques. Depuis lors, la famille de fonctions de hachalgd <, développée par l'institut national
des standards et technologies américain (NIST), est dedamouvelle norme.

A cause de leur complexité et de leur durée de vie limitéeptanitives cryptographiques
sont généralement implantées en logiciel sur des procesgénéralistes, plutbt qu’en matériel
sur support dédié. Une architecture matérielle est ausgperé@ral beaucoup plus chere et difficile
aréaliser de facon efficace. D’un autre coté, les algorithengptographiques en logiciel sont bien
moins rapides que leur contrepartie matérielle, typiquemetis lents par un facteur atteignant 1
a 3 ordres de grandeurs.

Une des raisons est que les primitives cryptographiquesecorent souvent des étapes qui re-
quierent un matériel spécialisé pour s’exécuter efficacen®ar exemple, une étape courante est la
diffusionqui permute les bits d’'un mot. En matériel une telle étap¢ @iee réalisée par du routage,
pour un codt et un délai presque nuls. En logiciel, il n’exigas d’instruction adéquate [54]. Il va
donc falloir sélectionner indépendamment chaque bit, leudgcaler et l'intégrer au résultat, ce
qui est trés lent et colteux.

Nombre d’algorithmes cryptographiques tels qu’AES (AdvethEncryption Standard) et SHA-
1 sont a I'origine crées en vue d’'une implantation matéjedt perdent leur efficacité de facon
dramatique quand ils sont codés en logiciel [59]. En mdiéeie deux principaux types de circuits
pour I'implantation sont les circuits ASIC (Applicatiorp&cific Integrated Circuits) et les FPGA
(Field-Programmable Gate Array). Les FPGA sont plus faail@ltilisation et ont un faible colt
d’exploitation. D’autre part, lors d’'une mise a niveau vere nouvelle norme cryptographique,
ou pour une amélioration de I'algorithme, on n’aura besaia d’appliquer un correctif logiciel
pour une implantation a base de FPGAs, alors que dans le casdies ASIC il faudra redessiner
des masques et fondre de nouveaux circuits, pour un cothiexatr. Notre choix s’est donc porté
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Algorithme Tailles : Niveau de sécurité
mot (w) messagdl) bloc(m) empreinte

SHA-224 32 < 2% 512 224 112

SHA-256 32 < 264 512 256 128

SHA-384 64 < 2128 1024 384 192

SHA-512 64 < 2128 1024 512 256

Table 3.1 Caractéristiques des algorithmes de hachage. Les talfe®£n bits.

sur des FPGA, des familles Virtex et Spartan3 de Xilinx, pesrphases de prototypage et pour
les résultats de synthese.

3.2 Le Standard SHA-2

Au cours de ce chapitre, les notations utilisées sont cetbesées dans les spécifications de la
norme SHA-2 [61]. Cette norme détaille toutes les étapesldesithmes et les constantes utilisées
dans le calcul de 'empreinte. Ici en sont seulement repsftigs parties utiles a la compréhension
de l'implantation et des problemes d’optimisation qui setcaités.

La norme de hachage SHA-2 comprend quatre algorithmes dadacsécurisés : SHA-224
(qui calcule une empreinte sur 224 bits), SHA-256, SHA-383HA-512. Ces quatre algorithmes
sont basés sur une amélioration de la norme précédente JA@}:1Ce sont des fonctions de
hachage cryptographique itératives qui traitent un messagroduisent une empreinte de taille
224, 256, 384 ou 512 bits. Chaque algorithme procede en @gopst: un pré-traitement suivi
du calcul de I'empreinte. Le pré-traitement demande toabafd de compléter le message par
remplissaggpadding, puis son découpage drocs de m bits, et I'initialisation des variables
utilisées au cours du hachage. Une suitesdes-messagdmmessage schedilest dérivée a par-
tir de chaque bloc du message complet. Cette suite et ureedriitonstantes sont utilisées dans
un calcul de ronde répéte 64 a 80 fois pour obtenir itératergmne série de hachés intermédi-
aires. Le dernier haché, résultant du traitement du debhderdu message complété et du haché
intermédiaire précédent, est utilisé pour déterminer jezinte.

Un messagé/ de longueut a hacher est traité par blocs aebits. Chaque bloc est divisé en
16 mots dew bits pour le calcul. La longueur des matsdépend de la fonction. On fait parfois
référence aux fonctions de hachage SHA-224 et SHA-256ranaitlent sur des mots de = 32
bits, comme aux fonctions 32 bits de la norme, et aux fonst#iHA-384 et SHA-512 comme aux
fonctions 64 bits. 32 ou 64 fait alors référence a la taille m®tsw dans l'algorithme, et non a la
taille de I'empreinte.

La principale différence entre les quatre algorithmesasaille de 'empreinte. De plus, les
algorithmes different en termes de taille de blocs et de més tailles sont décrites dans le
tableau 3.1. Pour un niveau de sécusitél faut 2° opérations pour calculer une collision, en
supposant que la fonction de hachage n’a pas de faille cachée
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3.2.1 Fonctions et constantes
Fonctions utilisées par les algorithmes

Chaque algorithme pour les fonctions de hachage utilistositions logiques. Ces fonctions
operent bit-a-bit sur des mots de bits, notész, y et z. Le résultat est lui aussi un mot de
bits. En plus de deux fonctions communes aux quatre algoesh Clix, y, ) (fonction de choix)
et Maj(z, y, z) (fonction de majorité), quatre fonctions sont définies ppHA-224 et SHA-256
(w = 32 bits) d’'une part, SHA-384 et SHA-512)(= 64 bits) d’autre part ; 'opérationu exclusif
() dans ces fonctions peut étre remplacée paour(A) et produira un résultat identique. Les
fonctionsrROR, (x) et SHR, () représentent respectivement la rotation vers la droite éétalage
vers la droite de, positions.

Ch(z,y,2) = (x Ay) & (- A 2)
Maj(z,y,z) = (x Ay) & (N z) & (YA z)
Les fonctions 32 bits utilisées pour SHA-224 et SHA-256 $esisuivantes :

2% () = ROR, (z) @ RORy3(x) & RORyy ()
252255665(93) = RORg; () @ RORy1(x) & RORy5(x)
0?256} () = RORy () © RORys(x) @ SHRs ()
o1 (z) = RORy7(z) @ RORyg(x) @ SHRyo()

() = RORyg(x) ® RORs4(x) @ ROR3g(x)
{92 (1) — ROR(1) & RORA(1) & RORa (1)

(z) = ROR; () ® RORs () @ SHRy ()
0" () = RORyg(z) © RORs; () ® SHRs ()

Constantes de ronde

Les fonctions SHA-224 et SHA-256 utilisent soixante-qeatonstantes de 32 bits, notées
K70 kP9 K2 Ces constantes sont en fait les parties fractionnairesatéses cu-
biques des 64 premiers nombres premiers.

Quatre-vingts constantes de 64 bits sont utilisées pour-38#et SHA-512. Elles sont notées
KPP KPP KR Ces constantes représentent les 64 premiers bits dessplasiition-
naires des racines cubiques des 80 premiers nombres psemier

3.2.2 Pré-traitement

Cette opération consiste en trois étapes :

— Le remplissage du messabg;

— Le découpage du message complété en bloes digs ;

— Linitialisation de la valeur de départ du haché internaéei notéeff ().
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Remplissage du message

Le r6le de la premiére étape est de s’assurer que la longoi@le tiu message qui sera traité
soit un multiple deéh12 ou 1024 bits.

Prenons un messagé d’une longueur dé bits. Un bit '1’ est concaténé a la fin, suivi de
bits '0". Pour SHA-224 et SHA-256); est le plus petit entier positif vérifiamt+ 1 + & = 448
(mod 512). Un bloc de 64 bits représentant la longuédu message est ensuite rajouté a la fin.
La longueur totale du message complété est bien un multgtd d bits.

Exemple 3.1 Le message « abc » (en ASCII 8 bits) devient :

423 64
01100001 01100010 01100011 1 O---0 00---011000
’ : : e e l
=24

Le remplissage suit le méme principe pour SHA-384 et SHA-&IIP message complété de
taille multiple de 1024 bits est obtenu cette fois akegatisfaisant I'équatioh+ 1 + k£ = 896
(mod 1024), et en utilisant une longueur représentée sur 128 bits.

Lareprésentation de la longueur du message sur 64 et 12&plique la limite sur la longueur
du message indiquée dans le tableau 3.1.

Découpage du message complété

Le message est découpé®rblocs dem bits, MW M@ .. M®) Lesm bits de chacun de
ces blocs peuvent étre exprimés comme 16 mots U&s chacun et ce pour tous les algorlthmes
de hachage. Les premiers bits dueme bloc sont notés/\” | lesw bits suivants sonM1 , et
ainsi de suite jusqu Mfg :

Initialisation de la valeur du haché intermédiaire ()

Avant que le hachage d’'un message ne commence, la vAl€uest stockée. Elle consiste en
huit mots dew bits «aléatoires».

SHA-224 : H® est obtenu en prenant les 33éme a 64éme bits de la partiefrzaire des racines
carrées du neuviéme au seizieme nombre premier.

SHA-256 : On aH(© en prenant les 32 premiers bits de la partie fractionnaiseateines carrées
des huit premiers nombres premiers.

SHA-384 : Les mots def/ (") sont constitués des 64 premiers bits de la partie fracticaies
racines carrées du neuvieme au seizieme nombre premier.

SHA-512 : H consiste en les 64 premiers bits de la partie fractionnaserdcines carrées des
huit premiers nombres premiers.
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3.2.3 Algorithmes de hachage sécurisés
Calcul du haché pour SHA-256 et SHA-512

La description suivante s’'applique a la fois a SHA-256 et SH&, afin de souligner leurs
nombreuses similitudes. On podéy = 256, w = 32 ettmax = 63 pour SHA-256, etdlg = 512,
w = 64 ettmax = 80 si c’est SHA-512 qui nous intéresse.

Les deux algorithmes utilisent :

— une suite demax+ 1 sous-messages debits ;

— huit variables:, b, . . . , h dew bits chacune;

— une valeur de haché intermédiaire de huit mots dts.

Aprés complétion du pré-traitement, chaque hié€), ..., MN) est traité dans I'ordre. Les
additions ¢) sont toutes effectuées mod@®. « || b représente la concaténation des mogsb.

Pouri allantdel a NV :
— Préparer le sous-message :
MO 0<t<15
W, =
UfAlg}(Wt—z) + W7 + UéAlg} (Wizis) + Witie 16 <t < thnas
— Initialiser les huit variablesy, b, ¢, d, e, f, g, eth, avec la(i — 1)-éme valeur du haché :

a= Héi_l)
b=H{™
h=H{""

— Pourt allant de0 at,,,, rondes, effectuer :

Ty = h+ S () + Che, £, 9) + KM + W,
Ty = 25" (a) + Maj(a, b, c)

O QU e =
Il
S0 QAU -

b=a
a = T1 + Tg
— Calculer lei-eme haché intermédiaire :

Y =a+Hy™
HY =b+ H™Y

Y = h+ HITY

Aprés avoir répété ces étapes un totalNddois (aprés avoir traitd/ M), 'empreinte deM

est:
N N N N N N N N
AN HN N N BN HY | HED | Y
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SHA-224

Cet algorithme est presque identiqgue a SHA-256, a la dift@&gres qu'il utilise une valeur
initiale HSO) du haché différente, et que seuls les 224 premiers bits chéHamal sont utilisés pour
'empreinte :

N N N N N N N
H N | B B ) | Y

SHA-384

De méme, SHA-384 se comporte presque identiqguement a SI2ARis avec une valeur de
H©O différente et en ne gardant que les 384 bits les plus a gawchaahé final comme empreinte ;

N N N N N N
AN EM ) BN N | Y | HY

3.3 Implantation des fonctions de SHA-2

Dans cette section est décrite une implantation matédeBdonctions de hachage de la famille
SHA-2 avec une latence nulle ; c’est a dire gu'il se passeterantt, ., +1 = 64 (respectivement
tmaee + 1 = 80) cycles entre I'entrée du premier mot d’un blbE® et la sortie du haché intermé-
diaire H® correspondant pour un algorithme SHA @U= 32 bits (respectivement = 64 bits).
Les donnéeMéi) aM{Q duiéme bloc sont envoyées au cours des 16 premiers cycles dil calc

Cette architecture minimise non seulement le surcolt epgaie calcul, mais est aussi tres
petite. La principale raison est qu’elle évite tout stoekagitile de données. Cependant, le débit
y est pénalisé par la longueur du chemin critique. Il est kagossible d’obtenir des vitesses
compétitives en pré-calculant une partie des données ¢'cle au cours du cycle précédent, ce
qui permet d’obtenir un chemin critique plus court. Cetteéaomation ne demande qu’une trés
petite quantité de matériel supplémentaire, et rajoutiesent deux cycles de latence par message
complet.

3.3.1 Structure générale des opérateurs

L'architecture générale, telle que présentée dans la figureest une représentation a haut
niveau de la division des principaux blocs fonctionnelstt€€architecture peut étre appliquée a
tous les modes de hachage décrits dans ce chapitre. Lesofdes principaux blocs sont les
suivantes :

L'unité de contrdle geére tout les processus et opérations de I'opérateur. S@stde coordonner
I'arrivée de nouveaux messages et le transfert des bloasngsbnt extraits, et d’assurer la
mise a jour au bon moment des variables et du haché interimeédia

L'unité de remplissage s'occupe du pré-traitement du message, et géere les morckablocs
Mj@ du message a hacher.

L'unité d’expansion du messagegéneére les sous-messadBsutilisés a chaque ronde de calcul.
L'unité des constantesest une mémoire ou sont lues les constahfepour chaque ronde.

L'unité de calcul de ronde met a jour les variablesah a partir de leur valeur précédente, le
et delV,.
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M, Expansion du

wDIN | Remplissage Constantes
. message

Bl T_VALI D
Wi K,

S

MBG NEW —» Unité de calcul

VIRD-NEW * Unité de de ronde

WRD LAST ——»|
Controle

CLK ——>

RST —
Variables

HRDY WRDREQ { !H(Z) ‘ ‘H(“)

. Y l:> Haché intermédiaire
w bits (8 x w) bits
%3

H.PART VRD_QUT

Figure 3.1 Structure générale des opérateurs de la famille SHA-2.

Le haché intermédiaire est initialisé a7 (*) pour chaque nouveau message, et mis a jour a la fin
du traitement de chaque bld¢®”) du message.

Le calcul réalisée par I'opérateur global commence lordgtransmission d’un nouveau mes-
sage a hacher est annoncée par le sitys& NEW Le haché intermédiaire est alors initialisé a
H®©. Au cours des seize premiers toufd; est calculé par 'unité de remplissage et envoyé a
I'unité d’expansion du message qui transmet directemsmiremiéeres valeurs d&;. Ensuite JI/;
est obtenu récursivement a partir des précédentes valgussW,_-, W;_15 et W;_15.

En parallele déV;, la constantey; est lue en mémoire a chaque ronde.

Les variables: a h sont quant a elles initialisées au début du traitement dgushhloc avec
la derniére valeur du haché intermédialfé—"). Elles sont mises & jour 64 (respectivement 80)
fois & 'aide delV, et K,. Ensuite, la nouvelle valeur du haché intermédiifé est produite par
addition des variables a h aux mots de7 1,

L'unité de remplissage recoit ses entrées via le WBR | N. Lorsque le dernier bit du message
arrive, le signaMRD_LAST l'indique, et le vecteuBl T_VALI D indique le nombre de bits du
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dernier mot transmis faisant effectivement partie du ngsshe haché peut étre lu sur le port
WRD_QUT mot par mot en utilisant le port d’adresdePART.

3.3.2 Détail de I'implantation des unités

Dans cette premiere partie, les algorithmes de hachage Skt#t implantés dans des com-
posants séparés. Le but est dans un premier temps de miniessecodt en temps de calcul, c’est
a dire de mettre au point des composants capables de commadraher un message aussitét que
possible.

Des qu'assez d’information est disponible, le calcul déinadrrer sans attendre que la totalité
du bloc (ou du message) soit arrivée. Bien que cette appnacioe plus difficile I'écriture de
composants se comportant correctement, elle a permis utgerémuction du colt matériel par
rapport a d’'autres architectures existantes. La prineipaison est gu’en échange d’un controle
plus compliqué, la mise en tampon de blocs du message eshétim_a quantité de matériel
dédié au contrdle s’accroit de facon négligeable, alordejgain sur la mise en tampon diminue
presque de moitié la surface des opérateurs.

Remplissage du message

Dans I'approche habituelle du probleme le message est fraitblocs successifs en stockant
un bloc complet dans un tampon, puis en le remplissant sesaae pour fournir des blocs com-
plétés entiers a chaque fois. C’'est une approche natureliegéiciel ou le stockage et la lecture
de données sont triviales, par exemple lors de I'écriturecdie destiné a étre exécuté sur un pro-
cesseur généraliste. Mais I'utilisation d’une stratégiecd type en matériel implique la présence
d’un registre de la taille d’un bloc, ainsi que des multigless permettant d’écrire et d’accéder aux
mots de ce bloc indépendamment. Ceci introduit de plus ueada qui va atteindre 16 cycles si
I'opérateur recoit un nouveau mot du message a chaque cycle.

Cette latence peut étre évitée, car a chaque ronde de calegkule valeur d&/; est requise.
W, est égal d/; pour les 16 premiéres rondes, et ne dépend que de I'unitpalskon du message
au cours des rondes suivantes. L'unité de remplissage mia daalculerM; que pour les 16
premiers cycles du traitement de chaque bloc, et ce calatkygs bien étre fait au vol, c’est a dire
au fur et a mesure que les blocs du mot sont disponibles.

L'architecture proposée pour l'unité de remplissage (BgIR) traite les mots de bits un par
un. La longueur du message est comptée a partir du premiegmi@tst fourni en méme temps que
le signalMSG_NEW L'unité incrémente le compteur pour chaque mot du messeggija la levée
du signaMRD_LAST, qui indique I'arrivée du dernier bit du message (indexégiar_VALI D).

Un masque filtre les bits valides, puis ajoute un bit '1’ au sage, suivi par autant de bits '0’ que
nécessaire. Lorsque les 14 premiers mots du dernier bldopsssés (on a ajouté bits '0’ au
message), la partie gauche puis droite du compteur, quiecdratiors la représentation binaire de
la taille du message, est envoyée dans l'unité d’expansianessage. Enfin, le sign@AD_END
est levé pour indiquer que le message complet a été traité.

L'unité de remplissage demande la suite du message vianalS$gD_REQ, lit 16 nouveaux
mots sur le portARD_| N, calcule les)M; et les envoie sur le poRD_OUT. Elle attend ensuite
48 (respectivement 64) cycles pour que le reste de I'opdraie fini de traiter le bloc courant.
Ensuite, sile message n’est pas termiW& LAST n’a pas été leve), I'unité requiert 16 nouveaux
blocs, sinon elle attend un nouveau message. Si l'unitéedgle nouveaux mots qui n'arrivent pas
(WRD_NEWN’est pas levé), 'opérateur complet suspend le calcul t'emdant la suite du message.
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Compteur
WRD.I N
VBG NEW — H
WRD_NEW ——» "4 '
WRD LAST — A
Controle Masque et
BI TVALID —=> Longueur du message . v s
ajout du "1
CLK —»

-

PAD END WRD_REQ

ﬁw bits 2 % w bits VIRD-QUT

Figure 3.2 Schéma d’implantation de I'unité de remplissage.

Expansion du message

Ris Ry Ris —»...| Ry Ry |—»...| Ry Ry

VVT,*Q Wt77 Wt715 Wt716

01 o]

+ mod 2% + mod 2%

+ mod 2%
W, |

M,

Figure 3.3 Schéma d’implantation de I'unité d’expansion du message.

De la norme, on sait que les mdig, a W5 ne sont pas calculés dans I'unité d’expansion,
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Kt{256} Kt{512}

428a2f 98 | 428a2f 98d728ae22
71374491 | 7137449123ef 65cd
b5cO0f bcf | b5¢cO0f bcf ec4d3b2f
e9b5dba5 | e9b5dba58189dbbc

WN P O+

Table 3.2Quelques valeurs d&; pourw = 32 etw = 64.

puisqu’ils sont égaux aux mofg, a M;s. Il sont donc routés directement a travers l'unité d’ex-
pansion (voir figure 3.3). Seuls 1&; suivants sont calculés. Chacun dépend de 4 des 16 valeurs
précédentes d&/; (W, o, W,_», W;_15 et W;_15). On doit donc stocker 16 mots contenant les
précédents$V; pour étre & méme de former les nouveaux sous-messages.deuaisonl; est
réinjecté dans un pipe-line de 16 registres.

Constantes de ronde

Les constantes de ronde sont simplement lues a chaque fomité, peut étre implantée dans
une mémoire ROM. Un bloc de type RAM est utilisé a la place didiala cible de type FPGA.
Chaque bloc RAM peut mémoriser 512 mots de 32 bits. Un seukdgdlocs est suffisant méme
pour les algorithmes SHA-384/512, car ces blocs sont capatd double port en lecture (deux
mots stockés a des adresses différentes peuvent étre l@sjaechycle). Les constantes 64 bits
de SHA-384 et SHA-512 sont mémorisées sur deux emplacerdentd’adresse différe sur le
premier bit. Elles sont lues en utilisant le double port, owmillustré dans la figure 3.4. La partie
gauche des constantes 64 bits est lue sur le port A, adres8&fa . . ¢, et sa partie droite sur le
port B adressé pdrts . . . to. Le port B n’est pas utilisé dans un opérateur SHA-224 ou 98-

La latence de 1 cycle de ces blocs RAM est prise en compte parii contrdle de I'archi-
tecture.

Dual-Port RAM

t =1tcts... 1
Otts . . . to 428a2f 98
71374491
I b5cOf bcf > Kt{256}
@A e9b5dba5s A

> Kt{au}

1%%.“m) d728a822
—— 23ef 65cd >
ec4d3b2f B
@B 8189dbbc

Figure 3.4 Schéma d’implantation de I'unité de constantes.
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Calcul de ronde, variablesa, b, ..., h

L'unité de calcul de ronde, étant donné le sous-mes$ggda constantds; et les variables
a,b, ..., h,calcule les valeurs suivantes des variables en applidematuations de la norme (fig-
ure 3.5). Ce calcul est effectué dans un arbre classiqueliti@theurs a propagation de retenue,
qui tirent partie des lignes de propagation rapide (fastyyaisponibles sur les FPGA cibles.

Les variables sont initialisées au début d’'un nouveau béomdssage par le haché intermédi-
aire H=1 | et mises a jour & chaque ronde avec la sortie de I'unité deladé ronde.

€ /g h Wy K a b ¢
3 Ch + mod 2% >0 Ch
l | l |
| |
+ mod 2% 4+ mod 2% + mod 2%
l |
| l l
15
+ mod 2%
.
a b ¢ d h e f g
15 T
' Y
+ mod 2% + mod 2%
¢ Y Y Y L v Y

a b c d e f g h

Figure 3.5 Schéma d’implantation du calcul de ronde.

Haché intermédiaire

Le haché intermédiaire est initialisé pdf® a chaque nouveau message, et mis a jour par ajout
des variables, b, . . . , h sur chacun de ses mots apres le traitement de chaque bloc.
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3.3.3 Analyse des opérateurs

En calculantM; et 1V, au vol, 'opérateur est capable de démarrer un calcul desvés du
premier mot d’un message. Il est donc possible d’obtenir latence nulle dans le calcul des
hachés intermédiaires. Ainsi, pour un hachage SHA-224(&tpectivement SHA-384/512), le
traitement d’'un message déblocs prendi4 x N (respectivemeri0 x N) cycles exactement, en
comprenant l'initialisation nécessaire au traitemenhdiouveau message.

L'autre avantage de cette approche est qu’en traitantddatedonnées au fur et a mesure
gu’elles arrivent, on se débarrasse du tampon habituetientdisé pour la mémorisation des
blocs du message. On réalise ainsi une économie importanteteriel par rapport a I'approche
habituelle, ou le calcul ne commence que lorsqu’un bloeerst entré. La mise en tampon ajoute
16 cycles de latence par bloc, et nécessite un registre déléad’'un bloc, plus le routage néces-
saire a I'écriture et a la lecture de mots dans ce registre.

3.3.4 Fusion des opérateurs SHA-224/256, puis de SHA-384%25

On constate que la seule différence entre SHA-224 et SHA:@a6se dans la valeur dé®)
et dans le nombre de bits de haché qui sont utilisés.

Ces deux différences n’ont pas de conséquence sur le coétiehatd (©) peut étre considéré
comme une séquence « aléatoire » de chiffres dans les dewt tagait de ne lire qu’une partie
du haché final pour 'empreinte ne permet pas d’économisenaktériel, puisque la totalité d’'un
haché intermédiaire est utilisée pour initialiser lesalales avant le traitement du bloc suivant.

Le méme raisonnement s’applique a SHA-384 et SHA-512 quiashel@nt pratiguement les
mémes ressources.

Deux composants supplémentaires, notés SHA-224/256 et34/512, ont été écrits. lls
possédent une entrée supplémentaltd HASH dont le role est de sélectionner quelle variante
de l'algorithme utiliser (SHA-224 ou SHA-256 pour I'opéeat SHA-224/256, et SHA-384 ou
SHA-512 pour I'opérateur SHA-384/512). Le seul matérigggd@mentaire dont ces composants
ont besoin par rapport aux implantations séparées desthlges est un multiplexeur utilisé pour
router la bonne valeur d&©,

3.4 Optimisation des opérateurs

La synthése des opérateurs sus-décrits montre que le chedtigoe est long, ce qui entraine
une vitesse de calcul faible, de I'ordre de 55 MHz pour SHAR-Zfin d’augmenter leur fréquence
de fonctionnement, la ronde de calcul est modifiée pour tiépgarchemin critique entre trois
cycles. Les performances s’en trouvent accrues (64 MHz Bblk-512), au prix de seulement
deux cycles de latence par message et d'un peu de maténmémgntaire.

3.4.1 Détermination du chemin critique

Les résultats de synthése fournis par Synplify Pro montreatie chemin critique traverse les
unités de remplissage, d’expansion du message et de calcohde (via I'évaluation d&)), puis
va a la mémorisation du haché intermédiaire (figure 3.6)stllp@ssible de réduire la longueur
du chemin critique, et donc d’augmenter la fréquence detimmeement des opérateurs, au colt
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M,
L Remplissage Y Sous- Constant
VRD.| N onstantes
—_—» Compteur o v ll}lessages
BI T VALI D 77
Wt Kt
\V NS
MBGNEW —» Unité de calcul
VRD-REW * Unité de g de ronde
WRD_LAST —»] N T
Controle
CLK —>
RST —*
Variables

HRDY WRDREQ H HO=Y

. H © |: Haché intermédiaire
w bits (8 x w) bits
J‘( 3

H.PART VRD_QUT

Figure 3.6 Chemin critique dans I'implantation de SHA-2 (trait épa3h optimise en partageant
le chemin critique entre trois cycles (barres).

d’une petite augmentation de la latence. Pour ceci on vallesla I'avance certaines des valeurs
utilisées par le calcul de ronde au cours de la ronde prét&den

3.4.2 Découpage du chemin critique

Il est possible de réduire la longueur du chemin critiqueaoutant a I'avance certains résul-
tats intermédiaires de la ronde de calcul. Par exenilgaeut étre mémorisé dans un registre pour
couper le chemin critique aprés les unités de remplissagegbansion du message. La latence
est maintenant d’un cycle, cat; n’est disponible pour le calcul qu’'un cycle plus tard. Cefpe
timisation se fait sans ajout de registre, 8gr ; est de toute fagon déja mémorisé pour permettre
I'expansion du message. Par conkfedoit aussi étre retardé d’un cycle, mais la encore on n’ajout
pas un registre de bits, puisqu’il suffit de retarder I'adresse envoyée au Béd/1. Cette adresse
est égale au numéro de ronde, elle se mémorise dans uneatgsira 7 bits.
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a b ¢ e f g h Wy K d
S0 Maj S Ch + mod 2%
| | | | I_I
|| ||
+ mod 2% + mod 2% + mod 2%
| | |
15
+ mod 2%
|
| " ||
+ mod 2% + mod 2%
a e

Figure 3.7 Chemin critique a travers le calcul de ronde, avant optitimedtrait épais).

En étudiant les équations qui régissent le calcul au coursedronde, on constate que les
variablese, d et g, h a I'itérationt sont identiques (& part pour le premier tour quand 0) aux
variablesb, c et f, g de l'itérationt — 1. Les pré-calculer est donc trivial. Il n’est par contre pas
possible de pré-calculer efficacemerdt e (respectivemernt et f) car leurs valeurs dépendent de
calculs sur les valeurs précédentesidd e au tempg (respectivement — 1).

Puisque le chemin critique passe paet ¢ (voir figure 3.7), on essaie de pré-calculer des
expressions permettant d’accélérer leur évaluation. kpeessionsi + h + K; + W, poure, et
h + K; + W, poura peuvent étre évaluées facilement des la rohdel. Il faut modifier les
expressions utilisées pour le pré-calculidet d (c’est a direg et ¢) afin de prendre en compte la

ronde initialet = 0 de hachage.
On introduit les nouvelles expressions :

CcC =

, {H:,EH) sit =0,

c sinon.
,_ [ HYTY sit=0,
g g sinon.

p=g+ K1+ Wi
g=c+¢ + K1 + Wiy
T3 - Z1(6) + Ch(€, f7 g)
T4 - ZO(a') + Maj(a'7 bv C)

Il est maintenant possible de calculer rapidemeste :

e=q+ 15
a:p+T3+T4
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Le chemin critique est désormais coupé apres l'unité de lisgage et I'unité d’expansion
du messageIV;_; est lu dans les registres de l'unité d’expansion a la plaa#lider le résultat
combinatoirdV; dans la ronde. Il est aussi coupé dans l'unité de calcul de ronde : on plciea
p etq, qui sont utilisés ave€; et T, pour obtenir rapidementete (cf figure 3.8).

Wy K g d e f g a b ¢
-+ mod 2% + mod 2" So May

|

=¥=}

+ mod 2% + mod 2% + mod 2% + mod 2%
|
13 || 1
D q + mod 2%
!
|
4+ mod 2% 4+ mod 2%
a e

Figure 3.8Chemin critique aprés optimisation (trait épais).

3.4.3 Analyse des opérateurs optimisés

La réduction du chemin critique a introduit deux cycles derae : I'un est di au fait de re-
tarder 1, et l'autre résulte du calcul des résultats intermédigire$ . RetarderlV; ne colte
aucun matériel, puisqué’;_; est mémorisé dans l'unité d’expansion du message. L'agltegs-
isée pour lireK; doit étre retardée (au colt de 7 flip-flops),peet ¢ sont mémorisés a chaque
ronde de calcul (2 registres debits). Un peu de logique et de routage supplémentaires ssst a
nécessaires au calcul deet ¢'.

Le hachage d'un message fieblocs prend désormais+ 64 x N (respectivemert + 80 x
N) cycles pour SHA-224/256 (respectivement SHA-384/512)dEcoupage du chemin critique,
en plus d’augmenter la vitesse de fonctionnement des @ugsata une autre conséquence sur-
prenante. Dans le cas d’un effort de synthése en vitessgtleétiseur a beaucoup moins de diffi-
cultés a obtenir un opérateur efficace, car le chemin catjaptimiser est plus simple. Il impose
donc moins de contraintes sur le placement. Le surco(t raBiérau pré-calcul est alors plus que
contrebalancé par la pression moindre le long du chemiigjgeit Raccourcir le chemin critique a
permis la synthése d’opérateurs plus petits! La vitess8partan 3 augmente en moyenne de 7%
pour des fonctions de hachage 32 bits, et de 17% pour desdosd4 bits. Le colt matériel est
quant a luiinférieurde 15% pour 32 bits et 7% pour 64 bits.



100 (HAPITRE 3. ARCHITECTURES PARTAGEES POUR FONCTIONS CRYPTOGRAPHIQUES

3.5 Fusion des opérateurs de la famille SHA-2

Lorsqu’on veut calculer plusieurs fonctions de hachagefusionner dans une seule architec-
ture est plus efficace que d'implanter des opérateurs separg chaque algorithme. Dans [55],
SHA-256, SHA-384 et SHA-512 sont chacun implantés dans unen@érateur, avec des unités
de calcul de rondes séparées. Au cours d’'un calcul avec @idonSHA-256, cette architecture
n'utilise que la moitié du chemin de données 64 bits, et fbexdre a zéro.

Nous avons congus notre propre architecture multifongbiaur SHA-2 a partir des implan-
tations séparées. Cette unité a été etudiée pour optimisidisation du matériel. Elle est donc
capable de calculer soit une fonction de hachage sur desdmots= 64 bits (SHA-384 ou 512),
ou deux fonctions ow = 32 bits (SHA-224 ou 256) fonctionnant de maniére concurreles
d’un calcul en mode concurrent, I'architecture peut étresabérée comme deux opérateurs séparés
calculant chacun une fonction de hachage 32 bits.

3.5.1 Comparaison entre les algorithmes

On veut fusionner les opérateurs en essayant de partageaximom de matériel. Dans un
premier temps on extrait autant de similitudes que possitiie les algorithmes.

Les fonctions de hachage de la famille SHA-2 sont tres siregaOn peut les diviser en deux
catégories : les fonctions ou = 32 bits, qui sont SHA-224 et SHA-256, et les fonctions ou
w = 64 bits, SHA-384 et SHA-512. Si on fait abstraction de la longue des mots, une grande
partie du matériel est identique, et le reste peut étrediaeht partagé :

Le Remplissageest le méme, a la longueur des mots prés. Un message de lorigesduraité
par blocs de 16 mots, un '1’ lui est ajouté, suivi d’autant deos ¢) que nécessaire pour
que I'on aiel + 1 + k£ = 14w (mod (16w)). Une représentation binaire décrite sur deux
mots est ensuite rajoutée.

Lexpansion du message est identique dans toutes les fonctions, lesdiosie mis a part. Ces
fonctions ne dépendent que de la largeur des mots (un jeundados pourv = 32 bits, un
autre pounv = 64 bits).

La valeur initiale du haché intermédiair& (©) est différente pour tous les algorithmes. On peut
cependant partager cette valeur entre les algorithmes deraafficace. En effet, la moitié
gauche des mots d&© pour SHA-512 sont les mots dé® pour SHA-256. De méme
pour SHA-384, les moitiés droites des motsié) sont les mots dé/(©) pour SHA-224.

Exemple 3.2 PourH” :

Fonction HY
SHA-256| 6a09e667
SHA-512| 6a09e667 f3bbc908
et
SHA-224 c1059ed8
SHA-384| cbbb9d5d c1059ed8

Des fonctions définies par la norme SHA-2, seules les fonctions Ch et Mdjidentiques pour les
guatre algorithmes. Les opérationgt X sont différentes, bien qu’effectuant un traitement
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similaire, c’est a dire umu exclusif bit-a-bit de trois rotations/décalages de leurém La
valeur du décalage ou de la rotation différe suivant lagaill mot, et le matériel ne peut donc
pas étre partagé. Puisque la valeur des rotations/désatatjéixe pour chaque algorithme,
nous I'avons implantée sous la forme d’un simple routageylh que deux jeux de fonctions
o et¥ aimplanter (un poutv = 32 et l'autre pourw = 64). Les deux versions de chaque
fonction sont donc implantées en paralléle, et le choix dultét se fait par un multiplexeur.
Le codt d’'une telle structure est tres inférieur a celui dpérateur générique basé sur des
opérateurs de décalage/rotation a barillet que I'on tralares [55].

Les constantesde ronde sont les mémes a taille de mot égale. De plus, landdela constante
K, pourw = 32 est identique a la partie gauche de la constdfiteorrespondante pour
w = 64.

Exemple 3.3 Pourt =0 :

Fonction | K,
SHA-224/256 428a2f98
SHA-384/512 428a2f98 d728ae22

Le calcul de ronde et les définitions des variables sont les mémes pour toutglesthmes, bien
que le nombre de rondes différe suivant la taille du mot. Grffectue que 64 rondes pour
un hachage de type = 32, et 80 pour un hachage = 64.

3.5.2 Partage physique du matériel

L'architecture multifonction présentée fait tenir dangiéme chemin de données deux calculs
de fonctions de hachage pour des mots de 32 bits, ou un seul ocpérant sur des mots de 64
bits. On notex et S les fonctions 32 bits qui utilisent respectivement les r@siggauche et droite
du chemin de donnée, etla fonction de hachage 64 bits qui en occupe la totalite.

Le partage physique est accompli en considérant toutepérations réalisées sur 64 bits par
~ comme la juxtaposition de deux opérations 32 bits séparéescpet 5. Pour ce faire on va
casser les dépendances entre les deux moitiés du chemiméaddors du calcul sur2 32 bits.

Pour les registres et autres opérations intrinsequemealigias, par exemple les fonctions
Ch et Maj, le partage physique n'impliqgue aucun surco(t eamhoitiés gauche et droite restent
indépendantes quel que soit le mode d’opération (cf figlgreeh haut).

Par contre, pour d’autres opérations comme les additiomsing™, il y a une propagation de
retenue entre les parties gauche et droite dans I'additmouin 2% de~ qui doit étre inhibée lors
du calcul de deux additions paralléles mod2ibpoura et 3 (cf figure 3.9, en bas).

En plus du faible ajout de matériel pour les opérations, lagaontréle doit étre dupliquée
afin de permettre & et 3 de fonctionner de maniére concurrente, et pas seulemerdratigte.
Typiquement, I'unité de remplissage concurrente déctits lpin devra étre capable de traiter des
blocs entrant poutr d’'une part, et? d’autre part. Cette unité ne fonctionne que 16 cycles taais le
64 cycles, et il se peut que et 5 ne soient pas en phase. De plus, tant qu’'une requéte pour un
nouveau mot n’'est pas satisfaite le calcul a travers I'dpé@raest suspendu, il faut pouvoir figer
indépendamment et ;5.

La figure 3.9 montre les modifications requises sur un addigar a propagation de retenue
pour qu'il soit capable d'effectuer en utilisant le méme énigl soit une addition modul2™ ou
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deux additions modul®*? paralleles.

a
; 64 ;
Reglstre jr ””” +>' f}/ j/”\f—b
¥
a2 by split ay by
J( 32 J( 32 J( - J( .
Add (yasB/5) . Add (155/a)
i Cout
J( 32 J( 32
Co a1

Figure 3.9 Les registres peuvent étre considérés soit comme un e@dtbits ou comme deux
registres 32 bits concurrents sans ajout de matériel, tidddeur fonctionnement intrinsequement
paralléle (en haut). Additionneur a sélection modiifo/ 2x23? (en bas).

Remplissage du message

Dans la version multifonction de I'unité de remplissage;denpteur de mots est modifié pour
gu'’il puisse étre utilisé soit comme un compteur 128 bit$, s@mme deux compteurs 64 bits
indépendants. Ceci implique un contréle assez compligeéetenues dans la mesure ou les 4
(respectivement 5) derniers bits de chaque longueur deagegsur un hachage = 32 bits
(respectivementy = 64 bits) sont transmis par I'entréd® T_VALI D. Si 'opérateur fonctionne
en mode concurrent, la retenue propagée entre les dewemditi compteur 128 bits doit étre
ignorée, eBl T_VALI Dutilisé pour les bits de poids faible de la longueur du mesgag

Expansion du message

L'expansion du message pour SHA-256 et SHA-512 est la métrexception de :

— La longueur des mots qui varie du simple au double ;

— Les fonctionsy, et o; qui doivent étre implantées pour chaque mode, comme digtusé

haut;

— Le nombre de rondes, qui n'affecte pas la combinatoireutgté (seulement le controle).

La figure 3.10 illustre la partie combinatoire du calcul nfakiction delV;. Des multiplexeurs
routent le bon résultat pour chaque mode, et les additiosreesélection décrits plus haut sont
utilisés pour les additions moduly .
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Figure 3.10Implantation multifonction du calcul du sous-mess#ge

Constantes de ronde

Un seul bloc RAM 32 bits avec double port suffit pour obteng t®nstantes de ronde 64
bits de SHA-384 et SHA-512 (voir figure 3.4). Le méme bloc psrvir, moyennant un ajout
de logique pour le contrdle, a fournir les constantes de denstions de hachage 32 bits SHA-
244/256 fonctionnant séparément. Les constaﬁﬁééz} bits dey sont toujours lues surAetB ala
fois. Le port A est utilisé pour la constanle{%ﬁ} bits de« et le port B sert a obtenir la constante
K> pour 3. Pour ce faire, le port B est maintenant adress§@arit) tgts . . . to, oll le signal
spl i t indique si I'architecture fonctionne en mode concurrent.

Pour assurer la méme latence que dans les architecturegegpafaut aussi ajouter un peu
de logique pour assurer une initialisation correcte quantidde de calcul vient de changer. En
effet, I'unité de constantes doit alors fournir inmédiaéemsoit la constante 64 bits,>* =
428a2£98d7282e22, soit deux constantes 32 bik§\**® = 428a2£98 en paralléle. Cependant, la
lecture des constantes en mémoire introduit un cycle dadatd?our résoudre ce probleme, lors
du cycle suivant un changement de mode de fonctionnemesoriee du port B de la mémoire
est modifiée par exclusiom) avec la valeuf428a2f98 @ d728ae22). Ainsi si la sortie du port
B est la moitié droite dek;>'*! et que le mode devient concurrent, on obtient biefi*®, et
inversement, et ce malgré la latence qu’'impose le bloc m&moi

Calcul de ronde, variablesa, b, ..., h

Les équations pour le calcul des nouvelles valeurs desblesia, b, ..., h sont les mémes
pour toutes les fonctions de la famille SHA-2, a la longuees thots pres et a I'exception des
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fonctionsX. La seule modification sur I'unité de calcul de ronde pour ldtifonction va donc
consister a utiliser des additionneurs a sélection de noogluh implante {12} et 1256} pour
chaque fonctiort, a 'image de ce qui s’est fait pour I'unité d’expansion dessages 3.10.

Haché intermédiaire

La valeur initiale du haché intermédiaifé(®) est choisie a travers un circuit logique simple
a base de multiplexeurs. Ce circuit utilise la similitudeaditée plus haut de cette valeur pour les
différents modes. La mise a jour du haché intermédiaire iseffautilisant les additionneurs a
sélection.

3.5.3 Analyse de I'architecture multi-mode

L'architecture multifonction partage les mémes propgéjée les architectures séparées pour
ce qui est de la latence et de la vitesse. La méme amélioimprécédemment permet de diviser
le chemin critique en trois pour acceélérer la vitesse detfonnement en ajoutant deux cycles de
latence par message.

3.6 Synthese et résultats d'implantation

Cette section résume les résultats d’'implantation obt@ows les architectures présentées.
Les synthéses sont effectuées par le logiciel Synplify Pes.critéres étudiés sont I'occupation
du FPGA en tranches, le débit maximum en Mbit/s et le ratiat@é&zupation qui nous sert a
caractériser I'efficacité de 'opérateur. Les opératetmp@ses ont étés synthétisés sur deux cibles :
le Spartan3-XC3S400 et le Virtex 200/400XCV. La premiétdecia été choisie car elle contient
des ressources en quantité suffisante pour y implanterésusddes SHA-2, tout en étant d’'une
taille et d'un codt raisonnables. L'implantation sur Vitta été effectuée a fins de comparaisons
avec des architectures existantes. Le XCV200 est utilisgé pplA-224 et SHA-256, et le XCV400
pour les fonctions 64 bits, qui demandent plus de ressouressimulations du VHDL sont faites
en utilisant Modelsim.

Chaque fonction de hachage dans la famille SHA-2 a été sysdleédans un opérateur séparé
(224, 256, 384 et 512), puis fusionnée par taille de mot @z8lou 384/512). Les résultats pour
I'architecture multifonction sont aussi donnés. Cettdiiecture est capable d’effectuer toutes les
fonctions de la norme SHA-2, et peut se comporter comme deérateurs 32 bits (SHA-224/256)
séparés opérant de maniére concurrente.

Le choix d’'un opérateur normal, fusionné ou multifonctist &ite avant synthese. Aprés
implantation, des signaux de contréle pilotent le mode d=ita

Tous les opérateurs peuvent étre synthétisés avec delesayellatence pour une fréquence
accrue, ou sans latence mais avec un chemin critique plgs lon

3.6.1 \Vérification des opérateurs

La vérification des opérateurs s’est faite en deux partiassin premier temps, un ensemble
de tests implantant les vecteurs de tests spécifiés par haenarété écrit. Leur hachage a été
vérifié en comparant non seulement 'empreinte mais aussidehés intermédiaires et I'état des
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variables avec leurs valeurs spécifiées par la norme. Dassaamd temps, le comportement des
composants a éteé testé intensivement par des simulatidisanttModelsim.

La suite de test comprend un programme C qui génére aléatemtedes couples de test fonc-
tion/ message et les écrit dans un fichier, un second progeaguiirit des triplets fonction/ mes-
sage/ empreinte dans un fichier et les vérifie a l'aide destifors logicielles SHA-2 fournies
par le NIST. Au milieu, un script Tcl pilote la simulation Meldim d’'un opérateur. Il lit les
vecteurs de test fonction/message, et les envoie a I'apéran suivant le protocole décrit plus
haut. Lorsque I'opérateur signale gu’il a fini un calcul, tigt parcourt 'empreinte et écrit le
vecteur fonction/message/empreinte dans le fichier répdrsenchainant les vecteurs de test, on
va non seulement vérifier que les empreintes sont corre@essaussi le protocole et le contréle du
composant. La fonction (224, 256, 384 ou 512) est tirée @il&mhent en fonction de I'opérateur a
tester.

Dans le cas particulier de I'architecture multifonctioa,dcript Tcl simule de plus un com-
portement d’ordonnanceur, et peut lancer plusieurs cBHIA-224/256 de maniére concurrente.
Il a ainsi été possible de tester le comportement de cettétecture en mode concurrent, mais
aussi au passage d’'un mode a l'autre. C’est par exemple éocgsltests qu’est apparu le prob-
leme de l'unité de constantes au passage d’'un mode 64 bite@da 32 bits, résolu plus tard par
modification de la sortie B avec la vale{428a2£98 & d728ae22).

Tous les opérateurs ont été testés avec les vecteurs deria,nmuis avec plusieurs milliers de
messages aléatoires enchainés, en alternant les modéspopérateurs fusionnés. La suspension
puis la bonne reprise du calcul en cas de famine a aussi &é tes

3.6.2 Résultats de synthése

Tous les opérateurs ont été synthétisés d’une part en plagaffort sur la minimisation de la
surface occupée, d’autre part en maximisant la vitessegiEsigurs.

L'efficacité d’'une architecture est d’abord évaluée en ee surface, mesurée en tranches
(ou sliceg du FGPA, ou en blocs logiques combinatoires (CLB). Le sdamitere est le débit
maximum de 'opérateur, en mégabits par seconde. Enfin |[gorapébit par surface, évalué en
Mbit par seconde et par tranche, permet d’évaluer I'efftéagés architectures.

En termes de surface occupée, on s’attend a obtenir detatésiimilaires pour les opérateurs
séparés SHA-224, SHA-256 et I'opérateur fusionné SHA-22@/ En effet, les algorithmes sont
quasiment identiques, et opéerent sur des mots de la ménee Bl méme, on s’attend a avoir des
résultats proches pour les opérateurs SHA-384, SHA-51HAt34/512. L'architecture multi-
fonction pour la famille SHA-2, quant a elle, devrait occupae surface Iégérement supérieure
a celle de SHA-512. Une partie du matériel ne peut pas éttageser entre tous les modes, et la
majorité du contrble est dupliquée pour permettre I'exécutoncurrente de deux fonctions de
hachage 32 bits. Cependant, on s’attend a ce que la flegibiitrue, en particulier la possibil-
ité de doubler le débit lorsqu’on travaille sur SHA-224/2t6se plus que contrebalancer le colt
matériel supérieur.

En termes de débit, les modes d’opération 32 bits (SHA-223H#A-256) sont capables de
fournir une empreinte de 224 ou 256 bits tous les 64 toursligague les modes d’opérations 64
bits calculent une empreinte de 384 ou 512 bits tous les 8egysoit en 20% de temps en plus a
fréquence d’horloge égale. De plus, le chemin critique\&etisaun chemin de données 64 bits est
forcément plus long, puisqu’il comprend par exemple destiatd & propagation de retenue. On
peut donc s’attendre a une fréquence d’horloge réduitelpsunodes 64 bits, donc une diminution
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Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MHz) par bloc (Mbit/s)  (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1488 65 64 227,5 0,153
SHA-256 1492 65 64 260 0,174
SHA-224/256 1509 64 64 224/256 0,170
SHA-384 2781 55 80 264 0,095
SHA-512 2781 55 80 352 0,127
SHA-384/512 2781 53 80 254,4/339,2 0,122
SHA-2 Multifonction 3245 45 64 %180/288 0,111/0,089

Table 3.3Résultats de synthese avec effort en vitesse pour Spartars®ptimisation.

Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MHz) par bloc (Mbit/s)  (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1272 70 64 245 0,193
SHA-256 1306 70 64 280 0,214
SHA-224/256 1231 67 64 234,5/268 0,218
SHA-384 2609 64 80 307,2 0,118
SHA-512 2545 64 80 409,6 0,161
SHA-384/512 2485 62 80 297,6/396,8 0,160
SHA-2 Multifonction 2957 55 64 %220/352 0.149/0,119

Table 3.4Résultats de synthése avec effort en vitesse pour Spartat®ptimisation.

relative du débit au lieu d’'une augmentation linéaire emildetde I'empreinte.

3.6.3 Comparaisons entre les fonctions de hachage

Les résultats de synthése sur Spartan 3, avec effort erceudaur des opérateurs de latence
minimale (donc avec un long chemin critique) montrent qeeleerateurs SHA-224, SHA-256 et
SHA-224/256 occupent des surfaces tres proches avec tiespeent 1488, 1492 et 1509 tranches.
Les légéres variations peuvent étre imputées en partie riglgour la sélection dé&/©) dans
'opérateur SHA-224/256, mais aussi aux optimisationsatffées par le synthétiseur. Les sur-
faces pour des opérateurs SHA-384, SHA-512 et SHA-384/64Pidentiques, et occupent 2781
tranches. Les tailles quasiment identiques pour les apéaB2 bits d’une part, et 64 bits d’autre

Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MH2z) par bloc (Mbit/s) (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1321 68 64 238 0,180
SHA-256 1310 68 64 272 0,208
SHA-224/256 1338 66 64 231/264 0,197
SHA-384 2518 65 80 312 0,124
SHA-512 2524 65 80 416 0,165
SHA-384/512 2710 62 80 297.6/396,8 0,146
SHA-2 Multifonction 3330 46 64 2<184/294.4 0.111/0,088

Table 3.5Résultats de synthese avec effort en vitesse pour Virtex@atimisation.
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Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MH2z) par bloc (Mbit/s)  (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1297 77 64 269,5 0,208
SHA-256 1306 77 64 308 0,236
SHA-224/256 1260 69 64 241.5/276 0,219
SHA-384 2581 69 80 331,2 0,128
SHA-512 2545 69 80 441.,6 0,174
SHA-384/512 2573 66 80 316.8/422,4 0,164
SHA-2 Multifonction 2951 50 64 %200/320 0.136/0,108

Table 3.6 Résultats de synthése avec effort en vitesse pour Virtex@vemisation.

Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MH2z) par bloc (Mbit/s) (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1125 50 64 175 0,156
SHA-256 1123 50 64 200 0,178
SHA-224/256 1147 50 64 175/200 0,174
SHA-384 2297 46 80 220,8 0,096
SHA-512 2297 46 80 294.,4 0,128
SHA-384/512 2319 46 80 220.8/294,4 0,127
SHA-2 Multifonction 2687 38 64 %152/243.2 0,113/0,091

Table 3.7Résultats de syntheése avec effort en surface pour Spartars®ptimisation.

Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MHz) par bloc (Mbit/s) (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1099 59 64 206,5 0,188
SHA-256 1098 59 64 236 0,215
SHA-224/256 1110 58 64 203/232 0,209
SHA-384 2210 50 80 240 0,109
SHA-512 2210 50 80 320 0,145
SHA-384/512 2172 50 80 240/320 0,147
SHA-2 Multifonction 2853 46 64 %184/294.4 0.129/0,103

Table 3.8Résultats de synthese avec effort en surface pour Spartat®gatimisation.

Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MHz) par bloc (Mbit/s) (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1111 48 64 168 0,151
SHA-256 1110 48 64 192 0,173
SHA-224/256 1120 47 64 164.5/188 0,168
SHA-384 2288 44 80 211,2 0,092
SHA-512 2288 44 80 281,6 0,123
SHA-384/512 2350 43 80 206.4/275,2 0,117
SHA-2 Multifonction 2562 36 64 %144/230.4 0.112/0,090

Table 3.9Résultats de syntheése avec effort en surface pour Virtex@atimisation.
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Opérateur Surface  Fréquence Cycles Débit Débit/Surface
(Tranches) (MHz) par bloc (Mbit/s) (Mbit/s/tranche)
SHA-224 1159 56 64 196 0,169
SHA-256 1158 56 64 224 0,193
SHA-224/256 1108 53 64 185.5/212 0,191
SHA-384 2382 48 80 230,4 0,097
SHA-512 2384 48 80 307,2 0,129
SHA-384/512 2281 49 80 235.2/313,6 0,137
SHA-2 Multifonction 2464 42 64 %168/268.8 0.136/0,109

Table 3.10Résultats de synthese avec effort en surface pour Virtex @vémisation.
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Figure 3.11Graphe débit/surface pour Spartan avec effort en surfacged les architectures sont
présentées sous leur forme normale (ligne continue) etleatufrme rapide (en pointillés). Multi
désigne l'architecture multifonction.

part, sont particulierement apparentes en synthése deetsefr la surface. Ce résultat correspond
bien a ce qu’on attendait lors de I'étude des algorithmemalhtre aussi que les modes alternat-
ifs de calcul (SHA-224 et SHA-384) demandent les mémes vesss que les modes principaux.
La fusion des modes principaux et alternatifs dans les opé®a SHA-224/256 et SHA-384/512
n’accroit pas le colt matériel de facon notable pour un effieisurface. Pour un effort en vitesse,
les versions fusionnées occupent parfois moins de place.

Analyse des ressources utilisées

La comparaison des implantations avec latence minimaleeaiun latence de deux cycles fait
apparaitre plusieurs résultats intéressants. L'optimisaroposée devrait théoriquement accélérer
la fréequence de fonctionnement des opérateurs en décdepdo@min critique, mais au prix d’'une
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Figure 3.12Graphe débit/surface pour Spartan avec effort en vitesgged les architectures sont
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Figure 3.13Graphe débit/surface pour Virtex avec effort en surfaceitd®les architectures sont

présentées sous leur forme normale (ligne continue) etleatufrme rapide (en pointillés). Multi
désigne l'architecture multifonction.
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Figure 3.14Graphe débit/surface pour Virtex avec effort en vitessetd®les architectures sont
présentées sous leur forme normale (ligne continue) etlsauforme rapide (en pointillés).

petite quantité de matériel supplémentaire. Cependamésestats pour en effort de synthése en
vitesse montrent au contraire une diminution du nombre alectres occupés. En moyenne, les
ressources apres optimisation représentent 85% de cedlesraodification pour les fonctions 32
bits, 93% pour les fonctions 64 bits et 91% dans le cas dedatpar multifonction.

La raison derriére cette diminution est que bien qu’on aseité de la logique pour permettre
le pré-calcul de certaines valeurs, la réduction de la lengdu chemin critique facilite le travail
du synthétiseur. Les nouveaux chemins critiques sont méguiibrés, il n’y a plus un seul long
chemin a privilégier, et moins de logique redondante eiséé. Le placement des ressources en
est facilité et la surface occupée diminue.

La diminution des ressources occupées est moins claire poeffort de synthese en sur-
face. L'opérateur multifonction devient alors plus coktsous sa version rapide (4% de tranches
occupés en plus). Ceci est di au fait que le synthétiseuGhhenoins a optimiser le chemin cri-
tique, la surface dépend donc plus directement de la qaatditogique. Le matériel utilisé pour
I'optimisation proposée transparait alors dans le résulta

L'effort imposé au synthétiseur a un effet important surnddace des opérateurs. En moyenne
un opérateur synthétisé avec un effort en surface occuped®dtessources dédiées au méme
opérateur synthétisé pour la vitesse.

Analyse de la fréquence de calcul

Pour les opérateurs présentés, deux facteurs influentfertesur la vitesse de calcul. D’abord
I'effort demandé au synthétiseur (surface ou vitesse).réquence d’opération varie presque de
moitié suivant I'effort demandé au synthétiseur.

L'amélioration proposée diminue la longueur du cheminiquig, ajoute une faible quantité
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Figure 3.15Surface des différents opérateurs sous leur forme rapidgpartan3.

de matériel, et introduit deux cycles de latence par messagé. L'analyse des résultats de
placement-routage montre que la fréequence d’horloge sart&@pen est accrue en moyenne de
7% pour les fonctions 32 bits, de 17% pour les fonctions &l bitde 22% pour I'opérateur mul-
tifonction. Sur Virtex, la fréquence est accrue en moyermé&@% pour les fonctions 32 bits, de
6% pour les fonctions 64 bits, et de 9% pour I'opérateur rfauitition.

Analyse du débit maximum

La fréquence d’horloge a un effet linéaire sur le débit. Ltarlae de deux cycles qu’entraine
I'amélioration proposée peut étre négligée dans le calgulébit. En effet elle n’est que de deux
cycles par message, et dans un cadre d’utilisation coresctanctions de la norme, la taille des
messages est trés supérieure a celle d'un bloc.

Les débits maximum pour Spartan 3, avec une optimisatiotitesse, sont de 280 Mbit/s pour
SHA-256, 409 Mbit/s pour SHA-512 et 440 Mbit/s ou 350 Mbitfsup I'architecture multifonc-
tion, selon si on considere 2 fonctions SHA-256 concureateune fonction SHA-512. Dans les
mémes conditions, les débits correspondants sur Virtek d®308 Mbit/s pour SHA-256, 441
Mbit/s pour SHA-512 et 400 ou 320 Mbit/s pour I'architectuneltifonction. Dans la mesure ou
les opérateurs SHA-224 et SHA-256 d’une part, SHA-384 et SHA d’autre part sont identiques,
les ratio entre leurs débits respectifs est simplement dekitailles d’empreinte qu’ils généerent,
c’'est a dire7/8 et3/4.

Analyse du rapport Débit sur Surface

Le critere le plus représentatif de I'efficacité des opénatest le ratio débit sur surface, qui
prend en compte le codt matériel et la vitesse de calcult itemesuré en Mbit par seconde et par
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Figure 3.17Débit maximum des opérateurs sous leur forme rapide sute8izar

tranche. Il va permettre une exploration des compromisséésurface. La différence d’efficacité
entre les opérateurs SHA-256 et SHA-512 et leurs variariéP 384 est constante, puisque les
ressources et fréquence de calcul sont presque identiques.

Lefficacité de SHA-256 avec I'amélioration du chemin aqite est de 21% contre 17% sur
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Architectures Surface  Fréquence  Cycles Débit Débit/Surfee
de référence (Tranches) (MH2z) par bloc (Mbit/s)  (Mbit/s/tranche)
[55] SHA-256 *2120 83 81 262 0.123
[55] SHA-384 *3932 74 97 293 0.075
[55] SHA-512 *4474 75 97 396 0.089
[56] SHA-384/512 *5828 38 pipe-line 479 0.082
[65] SHA-256/384/512  *4768 74 81/97  233.9/390.6 0.049/0.082
Architectures proposées

SHA-224 1297 77 64(+2) 269.5 0.208
SHA-256 1306 77 64(+2) 308 0.236
SHA-224/256 1260 69 64(+2) 276 0.219
SHA-384 2581 69 80(+2) 331 0.128
SHA-512 2545 69 80(+2) 442 0.174
SHA-384/512 2573 66 80(+2) 422 0.164
*SHA-2 Multi-mode 2951 50 64/80(+2) 2200/320 0.136/0.108

*1 CLB=2 tranches pour Virtex, cible :Virtex 200/400XCYV,
**Le débit maximum en multifonction est de 400 Mbit/s poux 22 bits,
et de 320 Mbit/s pour 64 bits

Table 3.11Résultats de synthese et comparaisons avec les architepidcédentes.

Spartan3 avec effort en vitesse, et de 21% contre 18% avext eff surface. Elle est de 16%
contre 13%, et de 14% contre 13% pour SHA-512. Enfin pour Higecture multifonction en
2x 32 bhits, elle est de 15% contre 11% et de 13% contre 11% ; dacesle’un calcul 64 bits,
elle est de 12% contre 9% et 10% contre 9%. L'amélioratioppsée augmente I'efficacité dans
tous les cas (pour le critere d’efficacité proposé). Si lesaarces disponibles le permettent, il sera
toujours plus efficace d’appliquer le découpage du chenitiigge.

3.6.4 Opérateur concurrent multifonction

L'architecture proposée pour I'opérateur multifoncticst aouvelle en ce sens qu’elle offre
une plus grande flexibilité, en permettant non seulemenalieut de toutes les fonctions de la
norme SHA-2 dans un seul composant, mais aussi en optiniistlitation du matériel dans ce
composant. Elle permet en effet a deux calculs SHA-224 ou-836@\de s’exécuter de maniere
concurrente, comme s’ils se faisaient dans des opératelépendants (et pas seulement en paral-
lele). Cette flexibilité ne requiert que peu de ressourcpplémentaires par rapport a celles qu’on
trouve dans un opérateur SHA-512, car une grande partie thriglaast commun a tous les modes
de calcul.

Dans le cadre d’'un systeme ou toutes les fonctions de hackealgdamille SHA-2 sont requi-
ses, il est clair que I'opérateur multifonction est pluscetie en termes de surface. Sur un Spartan3,
pour un effort en vitesse, les architectures séparées demb25% de surface supplémentaire par
rapport a I'opérateur multifonction, et 15% pour un effanteirface. En termes de débit, I'archi-
tecture reconfigurable offre des performances prochesndglamtations séparées. Au regard du
critere débit sur surface, les architectures séparéemigpes présentées ici restent plus efficaces.



114 (HAPITRE 3. ARCHITECTURES PARTAGEES POUR FONCTIONS CRYPTOGRAPHIQUES

3.6.5 Comparaisons avec les architectures existantes

La comparaison des architectures proposées est faite agoed implantations de fonctions
séparees, et une architecture multifonction [55, 56].r(\oiableau 3.11)

Le but de [55] était d'implanter SHA-256, 384 et 512 dans uigue opérateur avec pour cible
le Virtex XCV200. Lors d’un calcul de la fonction SHA-256,r@oitié du chemin de donnée (donc
du matériel) reste inutilisée. La référence [56] étudie arhitecture pipe-line ASIC pour SHA-
384/512. Dans les deux travaux, de 16 (pous 32 bits) a 32 (pouk= 64 bits) cycles sont exigés
pour acquérir et remplir chaque bloc du message avant quece® soit haché. A ceci s’ajoute
un cycle pour le contréle. Ces cycles supplémentaires satdisedans le systeme propose ici, qui
grace un traitement « au vol » des données demande 25% ds eyaieoins que [56] pour traiter
chaque bloc. De plus, grace au pré-calcul les fréquenceg®dition obtenues sont supérieures a
celles de [56] et proches de [55], pour un colt matériel trésieur.

Dans le cas des opérateurs séparés, nous obtenons un gébiesuaux implantations de [55]
de 10 a 18%, avec une réduction de la surface des opérateansde 40 a plus de 45% (nous
n‘avons pas pris en compte 'opérateur SHA-384). D’autrd, gmen que leur débit soit de 8 a
12% inférieur & celui de I'implantation pipe-line de [S6hshopérateurs occupent moins de 45%
de sa surface. En conséquence, I'efficacité de nos opédteuatio débit par tranche) est double.

De méme, I'opérateur multifonction emploie considératdatrmoins de ressources que l'ar-
chitecture 256/384/512 présentée dans [55], avec 295dhtearcontre 4768 tranches, soit presque
40% plus petit. Du fait de sa fréquence d’opération moindré/gtex, notre opérateur multifonc-
tion obtient un débit plus faible pour les opérations 64, laitec 320 Mbit/s contre 390 Mbit/s. De
méme en ne calculant qu’une fonction 32 bits, le débit esO@e\2bit/s contre 234. Cependant ce
débit peut étre doublé, soit 400 Mbit/s en faisant calcuganxdonctions 32 bits en paralléle dans
le méme composant. L'efficacité de notre opérateur et de).068 = 0.136 Mbit/s/tranche en
mode 232 bits, ou 0.108 Mbit/s/tranche en mode 64 bits, contre D&140.082 Mbit/s/tranche
pour [55], soit presque 40% de mieux pour une seule foncthit3, 177% pour deux fonctions
32 bits concurrentes et plus de 30% pour une fonction 64 bits!

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des opérateurs femilla SHA-2 qui optimisent I'u-
tilisation du chemin de données et éliminent toutes lesitae inutiles. L'architecture a plusieurs
modes proposée peut exécuter soit une fonction SHA-384 A+S2, ou se comporter comme
deux opérateurs indépendants calculant des fonctions &4/u SHA-256, et ce avec un surcodt
matériel minimal. Nous avons démontré I'avantage d’irdégin mode 32 bits concurrent quand
une fonction de hachage 64 bits est requise.

De plus, la nouvelle architecture réalise des performaocoeparables aux réalisations préce-
dentes tout en exigeant beaucoup moins de matériel. Etusuleés architectures présentées sont
plus efficaces vis a vis du rapport débit sur surface.
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Conclusion

Les différents travaux réalisés dans le cadre de cette threiseermis d’obtenir des implan-
tations efficaces d’opérateurs arithmétiques dédiés apeations spécifiques sur FPGA. Des
générateurs automatiques ont été développés qui serverit@ et valider facilement des opéra-
teurs adaptés a de nombreuses cibles et utilisations. ddelfds résultats pour chaque chapitre,
en y ajoutant les perspectives de développements futurs.

Nous avons travaillé sur des opérateurs évaluant un ensateldbnctions a I'aide d’approx-
imations polynomiales. Un algorithme implanté dans un mogne C++ de plus de 5000 lignes
fournit des approximations avec des coefficients creux etesipuissances sont tronquées pour
minimiser leur colt matériel. Un grande partie du matéselpartagée entre I'évaluation des dif-
férentes fonctions, ce qui permet d’en faire une solutien lplus intéressante qu’une implantation
séparée des opérateurs. Le choix du langage C++ et une satiiom poussée de notre programme
rendent possible une exploration vaste de I'espace desnptes. La version initiale de cette
méthode a été présentée lors del&eme International Conference on Application-specifis-Sy
tems, Architectures and Processors (ASAPHamos en 2005 [3]. Elle y a remporté le prix du
meilleur papier. La méthode de génération des opérate@csatisés dans le calcul des puissances
utilisés par nos approximations a été présentée lors denféremce internationalédvanced Sig-
nal Processing Algorithms, Architectures and Implemeontat XVI, a San Diego en 2006 [4].
Un article de journal en cours de finalisation présente ¢esiton de cette méthode décrite dans
le premier chapitre. Le programme pour la génération autigonead’opérateurs d’évaluation sera
prochainement mis a la disposition de la communauté artikyon

Le logicielDi vgen, présenté lors de la conférence internatioaleanced Signal Processing
Algorithms, Architectures and Implementations XA/San Diego en 2005 [5], permet d’obtenir
facilement les descriptions VHDL de diviseurs optimiséss @iviseurs sont générés pour dif-
férents algorithmes et options passés en parametresgii d¢’'an programme C++ de 5000 lignes
environ. Une extension vers d’autres fonctions algébsagst implantée (en partie) par un pro-
gramme Maple de 2000 lignes environ. Ce programme permétealioc- des opérateurs a récur-
rence de chiffres tres efficaces grace a un calcul fin des @ndes erreurs. En effet, il peut
manipuler des termes qu'il est difficile de gérer lors d’ugendnstration manuelle. De plus, une
étude compléte faite a la main pour un jeu de paramétres destrebuvent fastidieuse et sujette
a de nombreuses erreurs. La génération automatique depdiess VHDL d’opérateurs a addi-
tions et décalages optimisés et validés numériquemenddait de ces opérateurs une solution
intéressante pour des non spécialistes.

En septembre et octobre 2005, dans le cadre d'une collatoeattre le LIP et le laboratoire
ATIPS de I'Université de Calgary, j'ai eu I'occasion de tadler avec Ryan Glabb, alors en thése a
I'ATIPS. Nous avons réalisé une implantation amélioréefdestions de hachage cryptographique
de la norme SHA-2, avec des besoins matériel réduits. Naymopons aussi une version fonction-
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nant & haute fréquence. Finalement nous avons obtenu uniteatgre multifonction capable de
calculer toutes les fonctions de la norme, et se comportane® deux opérateurs SHA-224 ou
SHA-256 indépendants. Cette capacité en fait une solutanntéressante pour une implantation
matérielle de la norme. Ces travaux ont donné lieu a un agiidsenté lors de 006 International
Conference on Engineering of Reconfigurable Systems & Atlymis (ERSA 2006)6], et a un ar-

ticle plus détaillé qui est paru dans le numéro spéeimbedded Cryptographic Hardwaia jour-

nal Journal of Systems Architecturette année [7]. De nombreuses fonctions cryptographiques
peuvent bénéficier d’'une implantation matérielle dans w@ratpur spécialisé. Il est aussi possible
de calculer certaines familles de fonctions cryptograpésgdans une architecture partagée, avec
des performances proches d’'implantations séparées, pawa(t matériel bien moindre.

Perspectives

D’ici la fin de 'année, nous pensons mettre en ligne notrgEmme de génération d’approx-
imations polynomiales. Il devrait par la suite étre étendaneélioré pour autoriser d’autres types
de schémas d’évaluation, de découpages d’intervalleagatxploration plus compléte de I'espace
des parameétres. Un article de journal est en cours de rédacti

Une nouvelle version du génératddirvgen, étendue a d’autres fonctions calculables par les
algorithmes SRT, est en cours d’écriture. Il nous reste diétweffet de certaines techniques
d’optimisation, comme le repli des tables ou la saturat®autres variations des algorithmes
SRT (schémas récursifs, avec prédiction ou par arrondixy@nple) [51] restent a ajouter. Nous
comptons aussi adapter ce générateur a des cibles ASI@. &étinsion de I'outiDi vgen sera
présentée en détail dans un rapport de recherche.

J'envisage de partir pour un séjour post-doctoral a I'Ursité de Calgary au Canada a la fin
de ma these. J'espére pouvoir mettre a profit mon séjour gmarotondir I'étude d’opérateurs
arithmétiques matériels dédiés a la cryptographie, eirmost mes travaux sur les opérateurs SRT.
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