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INTRODUCTION

DANS LA LANGUE DE DESPROGES

LE CONTEXTE GENERAL

Le sujet de cette thése est le retournement de mot, une neatbatbinatoire permettant
d’étudier certains monoides spécifiés par une présentatjdypiquement, de résoudre le
probléme de mot associé.

PRESENTATIONS DE SEMIGROUPE ET DIAGRAMMES DE VAN KAMPEN

Les présentations auxquelles la méthode du retournementsfappliquer sont des
présentations de semigroupe, c'est-a-dire les présensatiu type(S,R), ou S est un
ensemble non vide de générateurs (ou lettres) R @st une famille de relations de se-
migroupe surS, c'est-a-dire une famille de relations du type= v ou u etv sont des
motsnon videssur l'alphabetS. Un exemple typique de présentation de semigroupe est
la présentation standard du monoide de tresses poskiyepour laquelle I'alphabet est
{o1,...,0,_1} etles relations sont

(1) 0,00, = 0;0,0; pourl|i — j| =1,
(2) 0i0; = 0;0; pour|i — j| > 2.

D’une fagon générale, on notef&; R)" le monoide associé a une présentafiSyir ).

Par définition, si un monoid&/ est engendré par une famillg alors tout élément
de M peut s’exprimer comme un produit (éventuellement vide)é'eents deS, c’est-
a-dire qu’il est I'évaluation dansd/ d’'un motsur I'alphabetS. On noteraS* I'ensemble
des mots sur l'alphabef et, dans le contexte précédentusest un mot deS, on notew
I'élément deM représenté pan.

Dire alors que le monoid&/ admet la présentatiai®, R) signifie, par définition, que
deux motsw, w’ de S* représentent le méme élémentde c’est-a-dire vérifientv = w’,
si et seulement si il existe urfé-dérivation dew a w’, définie comme une suite finie de
motswy, ..., wy de S* vérifiantw, = w, wy = w’, et telle que, pour tout, le motw;
s’obtient & partir dev,_; en appliquant une relation d@, c’est-a-dire qu’il existe une
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relationu = v dansRk et des mots./, " vérifiant
wi_q = vuu” etwy, = v, ou  wy_; = v etwy, = vun.
Par exemple, les mots de tresse,o1030.071 €tozo,03010203 représentent le méme élé-

ment du monoidés; puisqu’il existe une dérivation de I'un a l'autre a I'aidesdelations
de tresse (1) et (2), par exemple la suite de long@€huit relations appliquées)

(3) 0102[0103]0201, 010203[010201], 01[020302]0102,
[0103]02030'1027 030'102[030'1]0'2, 03[01020'1]0'3027
030201[020302], 0302[0103]0203, 030203010203,

ou, a chaque étape, on a indiqué en gras le sous-mot auquelatien va étre appliquée.
Une fagon équivalente de dire qu’il existe uRedérivation d’'un motv en un motw’
est de dire gu'il existe udiagramme de van Kampelont le bord est étiquetév, w’). Un
tel diagramme est un graphe planaire orienté dont les asétesetiquetées par les lettres
de S, dont les faces sont étiquetées par des paires de (mai$ telles queu=v est une
relation deR, et dont le bord consiste en deux chemins respectivemepistéisw et w’,
voir la figure 1. Si(wy, ..., wy) est uneR-dérivation dew a w’, alors on obtient un dia-
gramme de van Kampen po(p, w’) en partant d’'un chemin étiquetéet en juxtaposant
dans une direction orthogonale des pavés correspondamekations successivement ap-
pliguées. Inversement, &i est un diagramme de van Kampen p6urw’), on obtient une
R-dérivation dew a w’ en partant dev et en lisant les étiquettes d’'une suite de chemins
obtenus en franchissant un a un les pavés qui comp#fisent

<<<g7

FIGURE 1 —Diagramme de van Kampen associé a la dérivation (3).



RETOURNEMENT DE MOT : LE PRINCIPE

Apparemment introduite pour la premiére fois par P. Dehpdans [11] afin d’étudier
un certain monoide lié a la loi d’autodistributivité [13},méthode du retournement de mot
apparait indépendamment chez K. Tatsuoka dans [26] etus@uorme un peu différente
mais essentiellement équivalente chez R. Corran dans {ItBee S. Hermiller et J. Meier
dans [19]. La méthode a ensuite été étudiée de fagcon pluEnsgsue dans [12], pour les
groupes de tresses, puis dans [14] et [16] pour des cas plésayi.

Le retournement de mot est une stratégie pour tenter deraorstiesR-dérivations
ou, de facon équivalente, des diagrammes de van Kampem@nPdg deux mots, w’
deS*, cette stratégie cherche a obtenir dtx@érivation dew aw’ en considérant a chaque
fois le premier désaccord entre les mots de la dérivatioroarsae construction ou, si on
préfere, le motif ouvert le plus a gauche dans le diagrammedéampen en cours de
construction. Un tel motif a la forme générale

ou s ett sont deux lettres dé&, et la stratégie retenue consiste a fermer un tel motif en
adjoignant a droite des moitswv tels quesv = tu est une des relations de:

ot

et a itérer la construction. Ainsi, il s’agit simplement dater de construire un diagramme
de van Kampen en partant toujours de la gauche. On voit parg@raue le diagramme de
la figure 1 peut s’obtenir de la sorte.

A ce stade, il n’est pas clair que le retournement de mot déivssir, au sens o, méme
sion part de mots initiaux, w’ qui sontR-équivalents, donc tels gu'il existe un diagramme
de van Kampen poumw, w’), rien ne prouve en général que la stratégie de retournement
doive fournir un tel diagramme : il se peut que le retournentdoque (pas de relation
s... = t... permettant de continuer), ou encore qu'’il ne termine janigtons aussi que
la stratégie de retournement ne fournit un algorithme qleemiésentation considérée a la
propriété que, pour chaque paire de lettses il existe au plus une relation de la forme
S...=1....
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RETOURNEMENT DE MOT : FORMALISATION

Pour décrire précisement le retournement de mot, il estodthbommode de dessiner
les diagrammes de van Kampen associés d’'une facon un péuedit, de sorte qu’ils
soient inscrits sur une grille rectangulaire et que lesearébient exclusivement verticales
orientées vers le bas ou horizontales orientées vers ledie la sorte, I'étape de base du
retournement illustrée ci-dessus correspond a

[4 [4
s‘ complétéen s u  poursv = tu dansR.

v

Pour pouvoir maintenir cette convention (qui jouera un rathématique, et pas seule-
ment notationnel, dans les chapitres 4 et 5), on doit infredun troisiéme type d’arétes,
étiquetées par le mot vide reliant des sommets qui doivent étre identifiés. En pratiqu
cescz-arétes seront représentées comme des arcs en pointsléitdeue le schéma général
correspondant a I'étape de base devient

t t
I'_’ 1
8[ complétéen <" |u poursv = tu dansR,
v
y compris le cas de lettres coincidentes
S S
I'_> I'_>l|
*) complété en
SI 3\[ A

qui entre dans le cas général si on considéres comme une relation par défaut.

De la sorte, on obtient ce qu’on appelleradiagramme de retournementoir la fi-
gure 2. Celui-ci n’est pas un diagramme de van Kampen, mdes devient lorsqu’on
contracte sur un point lesarétes.

Il est alors facile de traduire en termes purement syntasde retournement de mot.
Pour ce faire, on introduit une copie not§e! de I'alphabetS, contenant une lettre!
pour chaque lettre de S, et on code les chemins dans un diagramme de retournement par
la suite des étiquettes des arétes parcourues, avec lantimmvgue la contribution d'une
aréte étiquetée parcourue dans le sens opposé a son orientatiom &st

Si alors on parcourt du coin inférieur gauche au coin supédeoite les chemins suc-
cessifs obtenus lors de la construction d’'un diagrammetdamgement contenai étapes
élémentaires, on obtief + 1 motswy, ..., wy sur I'alphabetS U S~!, dont le premier est
w~lw' et le dernier est le mot vide Chaque étape élémentaire correspond alors a rem-
placer un sous-mot du type 't par un motvu~! oli su = tu est une relation d&, y



03 02 03 01 02 O

0 10'1'
o1 o1 03 [52
02 Y ’ -
03 09 01 |03 09 01 ________
09 " :
09 D2 03
o3 oy 193 o0y |
ol o1 01
O3 |09 01 2 .
03 K ! o
oo
0'1[ -------

FIGURE 2 — Diagramme de retournement correspondant au diagramme de van Kampen de la
figure 1 : les arétes sont toutes verticales orientées vers le bas ou horizontales orientées vers
la droite; lorsqu’'on contracte les arétes en pointillé sur un point, on obtient le diagramme de
van Kampen de la figure 1.

compris le cas particulier ou on remplace s par le mot vide, qui correspond a la relation
implicite s = s. On voit que cette étape de base consiste a remplacer un doatifies
signes sont--+ par un nouveau motif dont les signes sent, et c’est ce qui explique la
dénomination "retournement”.

Dans le contexte ci-dessus, c'est-a-dire dés (UéR) est une présentation de semi-
groupe, on peut donc introduire une regle de réécritugesur les mots déS U S—1)* en
déclarant quev ~J, w’ est vrai siw’ s’obtient a partir dev en remplagant un sous-mot de
la formes—!t parvu~! tel quesv = tu est une relation d&, et en appelanty la cloture
réflexive—transitive de~ 1.

LES RESULTATS PRECEDEMMENT CONNUS

On déclare qu’une présentati@fi, R) estcomplétgpour le retournement) si la straté-
gie de retournement réussit toutes les fois que cela esibpmssest-a-dire si, toutes les
fois quew,w’ sont des motfR-équivalents deS*, alors le retournement fournit un dia-
gramme de van Kampen po(r, w’), soit encore, en termes de mots, si le motw’ de
(SUS~1)* se retourne en le mot vide.

Le principal résultat de [12] et (dans un cadre plus généeallL6] est qu’il existe un
critére effectif pour reconnaitre la complétude d’'une enéation. On en déduit par exemple
gue la présentation d’Artin des monoides de tresses domuEssus est compléte et, de
la, on obtient grace au retournement une solution algorghement efficace au probleme
de mot du monoidés;. On peut également utiliser le retournement pour recorendés
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propriétés du monoidg; R)* ou du group&sS; R), typiquement pour établir qu&; R)*
est un monoide de Garside.

LES RESULTATS DE CE TRAVAIL

Dans ce travail, nous approfondissons I'étude du retouem¢ste mot a la fois comme
outil général et dans des cas particuliers intéressantssipalement ceux du monoide
d’Heisenberg et des monoides de tresses d’Artin. Nouswéici-dessous les principaux
résultats nouveaux obtenus.

COMPARAISON AVEC LES BASES DE GROBNER—SHIRSHOV

Les résultats de [16] donnent davantage qu’un critere peaimte— dans les bons cas
— de reconnaitre I'éventuelle complétude d’'une présemtatis-a-vis du retournement.
Dans le cas ou le critére n’est pas satisfait, et ou donc keptétion initialg S, R) n’est
pas complete, le critére fournit une nouvelle relatioa: v, qui est conséquence des rela-
tions deR, et dont I'ajout &R Iéve I'obstruction particuliere constatée a la satistactiu
critere. NotanfR’ I'ensembleR U {u=v}, on peut alors rappliquer le critere a la présenta-
tion (S, R’), qui définit le méme monoide qyé&, R). La procédure peut ou bien s’arréter,
c’est-a-dire qu’on a obtenu une présentation complétejeude poursuivre. Dans tous les
cas, on a un processus demplétionqui, a partir d’'une présentation initiale incompléte,
mene, en un nombre fini ou infini d’étapes, a une présentatiomplete.

Formellement, cette procédure de complétion est analofpueastruction d’une base
de Grobner-Shirshov. D’abord introduite par Buchbergersdan contexte d’algebre com-
mutative pour étudier les idéaux d’'une algebres, la métdeddases de Grobner a été éten-
due par Shirshov et ses successeurs au cas des semigrodpsgeiupes [5, 18, 22, 24].
Comme dans le cas du retournement, la construction d’'une #@sGrobner-Shirshov
consiste a partir d’'une présentatiofi, R) et a ajouter des relations redondantes consé-
guences d& jusqu’a ce qu’un certain critere de complétion soit saitisfa

Le point de départ de notre travail a été I'observation dudae, sur certaines présen-
tations simples, les complétions liées au retournemeniebases de Grébner-Shirshov
coincident, rendant tres naturelle la comparaison des ohgtitodes et rendant méme une
conjecture de coincidence plausible.

Nous réfutons complétement cette conjecture : les deuxstgeecomplétion, a sa-
voir la complétion pour le retournement, diRecomplétiorci-dessous, et la complétion
de Grobner-Shirshov, dit€-complétionci-dessous, divergent en général. Le résultat que
nous démontrons est le suivant (proposition 11.4.1) :

Proposition : Chacune des situations suivantes est possible : il exist@de
sentations de semigroups, R ) telles que



(7) la R-complétion et la G-complétion coincident,
(71) la R-complétion est strictement incluse dans la G-conymiéti

(171) la G-complétion est strictement incluse dans la R-conpiéti
1) la R-complétion et la G-complétion ne sont pas comparaldes finclu-

)
sion.

La démonstration se fait en construisant des exemplegiéfpour chacun des types
— en fait des familles d’exemples pour lesquels on peut neomkes comportements uni-
formes. Par ailleurs, les résultats de divergence peutenaffinés pour prendre en compte
d’autres propriétés comme la finitude éventuelle de la cétigel. Dans tous les cas, on
conclut a des comportements non corrélés en général.

Les résultats de cette partie ont fait I'objet d’'une pulilar, a paraitre dariSuropean-
Asian Journal of Mathematidg].

RETOURNEMENT ITERE

Soit (S, R) une présentation de semigroupe. Poun’ dans(SUS™1)*, déclarons que

w m w' est vrai s'il existe deux mots, v deS* vérifiant

wrout et uwlv g w.

De la méme fagon, déclarons ~,

deS* vérifiant

w’ vrai si, pourl < i < k, il existe des mots;, v;

wg vyt et ullyy A vuyt et..et utve g g w

Autrement dit, on alterne retournement et permutation duérateur et du dénominateur.

La relationm sera appelémtournement itéré de deg¥e et on dira que le probleme de

mot du monoidéS; R)* (resp.du groupgS; R)) est résoluble par retournement de degré
si, quels que soient les mats v’ de S* (resp.quel que soit le motv de (S U S71)*), les
motsw etw’ représentent le méme élément@e’R )+ (resp.w représente I'élément neutre
de(S;R)) si et seulement si onatw’ m e (resp.w m £).

Dans le cas d’'une présentatiofl, R) R-compléte et telle que le monoid§; R)* ad-
met la simplification a droite, qu'il existe dari® au plus une relation... = ¢... pour
chaque paire de lettrest deS, et qu'il existe un ensemble fini de madle S* qui est clos
par retournement au sens otl, quels que seientlanss, il existew’, v’ dansS vérifiant
u v ~g v'u'~! — toutes hypothéses satisfaites notamment par la prémensaandard
des monoides de tresses, et, plus généralement, par lestatéms canoniques des mo-
noides de Garside — alors le probleme de mot du mon@dR)* est résoluble en temps
guadratique par retournement itéré de dagi@est-a-dire par retournement simple), tandis
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que le probleme de mot du groupg; R) est résoluble, également en temps quadratique,
par retournement itéré de degré

La question posée était de savoir ce qui peut se passer longoprt d’une présentation
non compléte ou d’'un groupe de fonction de Dehn plus que qtigde. Nous étudions
plus particulierement la version discréte du groupe d’elgierg, qui est associée a la pré-
sentation

(4) (a,b,c| ab = bac, ac = ca,bc = cb).

Le résultat, assez surprenant, est que, bien que la préeani) ne soit pas compléte,
on obtient encore une solution par retournement itéré aokl@mes de mot du monoide
et du groupe associés, mais en augmentant le degré d’urgepamitapport aux exemples
antérieurs (proposition 111.2.5) :

Proposition : Le probleme de mot du monoide d’Heisenberg est résoluble par
retournement itéré de degee Le probléme de mot du groupe d’Heisenberg est
résoluble par retournement itéré de degré

Cet exemple n’est pas isolé et nous construisons d’'autess@es ou le méme com-
portement est observé.

DISTANCE COMBINATOIRE ENTRE MOTS DE TRESSE ET ENTRE EXPRESSI ONS RE-
DUITES DE PERMUTATION

Dans le cas particulier de la présentation d’Artin des moe®ide tresseB,” a par-
tir des relations (1) et (2), on sait que le retournement (itné) résout le probleme du
mot du monoide, et, pour chaque valeur de l'indicéixée, on a une borne supérieure
en /2 sur le nombre d'étapes élémentaires de retournement éreepsur retourner des
mots de longueuf. Par contre, extrémement peu de choses étaient connugg’rdait
varier I'indice n, c’est-a-dire quand on consideére le retournement de motkagphabet
infini {0'1, 09, }

D’une fagon générale, si, w’ sont deux mots sur I'alphabét, o, ...}, on peut leur
associer deux nombres entiers :

- le nombre d’étapes élémentaires (desquelles on exclétdges de typéx)) néces-
saire pour retourner le mat—'w’, appelédistance de retournemende (w,w’) et qu’on
notedist -~ (w, w’),

- et, dans le cas ow etw’ sont équivalents vis-a-vis des relations de tresse, cexqu’o
noteraw = w’, la distance combinatoirentrew etw’, définie comme le nombre minimal
de relations de tresse nécessaires pour passerde et notéelist(w, w’).

Comme le retournement est une stratégie particuliere detremtion d’un diagramme
de van Kampen (donc d’'une dérivation), on a la majoration

(5) dist(w, w") < dist~ (w, w")
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pour tout couple de mots de treqse w’) vérifiantw = w’. L'objet de notre étude est de
borner, inférieurement et supérieurement, les nombiregw, w') etdist, (w, w’).

Un cas particulier important est celui des mots de tressesighitples qui sont les mots
codant des diagrammes de tresse dans lesquels deux briosrgpees se croisent au plus
une fois. L'intérét particulier de ces mots est qu’on pewiément les voir comme des dé-
compositions réduites d’'une permutation en termes deqoaitions. Le classique lemme
d’échange des groupes de Coxeter affirme que deux décoimpesiduites d’'une méme
permutation sont toujours reliées par les relations (12gtde sorte que, pour des mots
de tresses simples, le nomhbiet(w, w’) est également la distance combinatoire entre les
décompositions réduites associées.

Dans ce contexte, nous démontrons (corollaire 1V.1.19) :

Proposition : Pour chaquen, il existe des mots de tresse simplesy’ en les
lettresoy, ..., 0,1 Vérifiantdist (w, w’) > n'/8.

D’ou, en termes de permutations,

Corollaire : Pour chaquen, il existe des décompositions réduitesw’ d’'une
méme permutation del, ..., n} vérifiantdist (w, w’) > n/8.

Ces résultat sont optimaux, car il existe une borne supérigw méme ordre de gran-
deur.

OPTIMALITE DU RETOURNEMENT

Il est facile de montrer que l'inégalité (5) peut étre stictpar exemple, siv et v’
sont les mots de tressgo,0,030,01 €tozoy03010905 considérés plus haut, alors on lit sur
les figures 1 ou 2 que la distance de retournement, (w,w’) vaut8, alors qu’'on peut
construire une dérivation de aw’ de longueut, mais pas moins, de sorte que la distance
combinatoirelist(w, w’) vaut6.

Par conséquent, le retournement n’est pas toujours optenkl question se pose na-
turellement de reconnaitre les cas ou il I'est, c’est-a-tis cas ou (5) est une égalité.
Plus généralement, que les mots initiawxo’ soient ou non équivalents, c’est-a-dire, que
le retournement du mat~—!w’ se termine avec le mot vide ou non, on souhaite pouvoir
reconnaitre quand un diagramme de retournement est opanaens ou le diagramme
de van Kampen obtenu en contractant sur un point toutes-deétes réalise la distance
combinatoire entre les mots qui étiquettent son bord ; ontrada résultat suivant (propo-
sition IV.4.5) :

Proposition : Un diagramme de retournement ne contenant aucun pavé de
type(x) est optimal.

La démonstration de ce résultat fait appel a la notiorséearatrices qui sont des
courbes transversales aux arétes d’'un diagramme de vandfapnpvenant de la dualité

—-11 -
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nom/position dans les permutations. Le point importangastn diagramme de van Kam-
pen ou deux séparatrices quelconques se coupent au plusisiestfnécessairement opti-
mal, et que deux séparatrices ne peuvent se couper dewufpla®que s’il existe des pa-
vés de typé=x). Le critére ci-dessus est d’autant plus intéressant dafidique également
a des diagrammes de retournement légerement modifiés danels plusieurs étapes sont
regroupées, ce qui a pour effet d’éliminer un grand nombrpaies de typé«) et donc
d’étendre la portée du critere.

COMPLEXITE DU RETOURNEMENT DES MOTS DE TRESSE

Pour des motsv, w’ sur l'alphabet{o, 0s,. ..}, la 2-complexitéL,(w~'w’") du mot
wlw' est le nombre de pavés (y compris ceux de tigpe du diagramme de retourne-
ment dew'w’. Les résultats suivants visent a encadrer cette complé&dtdr les bornes
inférieures, nous montrons (proposition V.2.1) :

Proposition : Pour chaqué/, il existe des mots de tresse simplesy’ de lon-
gueur? vérifiantLy(w'w’) > £4/8.

Cette proposition améliore la meilleure borne infériewerwe jusqu’a présent [12] et
n'est pas une conséquence du corollaire 1V.1.19 établissenborne inférieure quartique
sur la distance combinatoire : les mots utilisés pour proogecorollaire sont de longueur
n?/2 + O(1), donc une transposition de ce résultat a I'aide de I'inégdb) ne donne
qu’une borne inférieure e®(¢?) pour la complexité de retournement(w—'w’), et non
enO(¢*) comme ci-dessus.

L'étude des bornes supérieures se révele nettement plicatéeINous conjecturons
I'existence d’'une borne supérieure @¢*) pourL,(w~'w’) lorsquew etw’ sont des mots
de tresse de longueur au pljsmais nous n’avons pour le moment aucune démonstration
compléte. Par contre, nous établissons plusieurs résphatiels.

D’abord, nous améliorons la seule borne supérieure conoagaur, établie dans [17],
en introduisant un raffinement du retournemente®urnement pacifiqyeyant la pro-
priété de s’effectuer en plus d’étapes que le retournent@sgique, quel que soit le mot ini-
tial. En bornant supérieurement le retournement pacifiguejontre (proposition V.4.11) :

Proposition : Quels que soient les mots de tressav’ de longueur/, on a
Lo(w™tw') < 3%¢2 /4.

Puis nous utilisons la méthode des courbes séparatricesapalyser les diagrammes
de retournement et obtenir des majorations sur le nombrawEsgpouvant y figurer. Cette
analyse mene a I'introduction deotifs répétiteursdes sous-diagrammes particuliers, dont
I'apparition dans un diagramme de retournement est écarit@hbu fait que des séparatrices
se recoupent plusieurs fois — c’est-a-dire, d'aprés ce @iéanentionné plus haut, lors-
gu’on a un diagramme de retournement non optimal. On moniedas motifs répétiteurs
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sont caractérisés par la donnée d'un type (parmi trois) wt quadruplet de parameétres
(pris dans un ensemble fini dont la taille dépend du nombreide du mot de tresse ini-
tial).

Plus un retournement requiert d’étapes, plus les sépagatdu diagramme associé se
croisent souvent. On observe toutefois que le cas de sépasate croisant beaucoup n’ar-
rive pas. On est mené a poser (conjecture V.6.12) :

Conjecture : Un diagramme de retournement ne contient au plus qu’un seul
motif répétiteur pour chaque type et chaque valeur des patess.

Moyennant cette hypothéese, on démontre (proposition $)6.1

Proposition : Sous I'hypothése que la conjecture ci-dessus est vraigisies
une constant& telle que, quels que soient les mots de trasse’ de lon-
gueur’, on aly(w™tw'") < C /8.

Ce résultat reflete I'expérimentation de maniere plus pentie que la meilleure borne
prouveée, qui est exponentielle en la longueur, puisquawalcule ne dépasse la borne
guartique. Un résultat analogue vaut encore sous I'hygetipdus faible que le nombre
d’occurrences de chaque type de motif répétiteur est banpérieurement pap (/).

Les résultats des trois derniéres parties font I'objet d’'saumission [3].

ORGANISATION DU TEXTE

La rédaction de la these suit I'ordre des résultats dédrtiessus. La premiére partie
est consacrée a la méthode générale du retournement. Licehaonne les définitions de
base et un certain nombre de résultats existant dans atitté. Le chapitre Il est consacré
a la comparaison entre les complétions associées au retoant et aux bases de Grobner-
Shirshov. Le chapitre Il est consacré au retournemeré @éau monoide d’Heisenberg.

La seconde partie concerne le retournement des mots de.tBss le chapitre IV, on
étudie les liens entre retournement et distance combneaidans le chapitre V enfin, on
établit les bornes sur la complexité du retournement des detresse.
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INTRODUCTION

PAS DANS LA LANGUE DE DESPROGES

GENERAL SETTING

This thesis deals with word reversing, a combinatorial mégpine allowing the study
of certain monoids given by a presentation. In particulgpyovides some of the times a
solution to the associated word problem.

SEMIGROUP PRESENTATIONS AND VAN KAMPEN DIAGRAMS

The presentations to which the word reversing method maypbea are semigroup
presentations, that is presentations of the typeR ), whereS is a nonempty set of gener-
ators (or letters) and whefR is a family of semigroup relationsg., a family of relations
of the formu = v, with v andv nonempty words on the alphab8t A typical example
of such presentation is the standard presentation of théveolsraids monoidB;’, whose
alphabet i oy, ..., 0,1} and whose relations are

(6) 0i0j0; = 0;0,0; for|i —j| =1,
(7) 0i0; = 0;0; for |i — j| > 2.

In the sequel, we not&S; R)* the monoid whose presentation&, R ).

By definition, if a monoid) is generated by a family, then every element af/
may be expressed as a product (possibly empty) of elemedtsid, it is the evaluation
in M of aword on the alphabef. We noteS* the set of all the words on the alphalet
and, within the previous setting, if is a word ofS*, we noteeval,,;(w), or simplyw, the
element ofM represented by.

Thus, to say that the monoit/ admits the presentatiof$, R) amounts to say, by
definition, that two wordsu, w’ of S* represent the same element/df i.e., satisfyw =
w', if and only if there exists &-derivation fromw to «’, that is a finite sequence of
wordswy, ..., wy of S* verifying wy = w, wy = w’, and such that, for every, one obtains
the wordw, from w,,_; by applying a relation oR, that is to say that there exist a relation
u = v in R and words.’, " satisfying

wi—1 = vuu” etw, = vvu”, or wy_; = vvu” andwy, = v'uu”.
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For instance, the braid wordso,o, 030,01 andososo3010903 represent the same element
of the monoidB; since there exists a derivation from one to the other usirg loraid
relations (6) and (7), for example the sequence of lead#ight relations applied)

(8) 010’2[010'3]020'1, 010203[01020'1]7 01[0’2030'2]010'2,
[0103]02030'1027 030'102[030'1]0'2, 03[01020'1]0'3027
030201[020302], 0302[0103]0203, 030203010203,

where, at each step, the bold subword is the one on whicht#orela about to be applied.

Saying that there exists a@R-derivation from a wordw to a wordw’ is equivalent
to saying that there exists\aan Kampen diagramvhose border is labeleftv, w’). A
van Kampen diagram is a directed planar graph whose edgédsbmied by letters of,
whose faces are labeled by pairs of wofdsv) such thatu=v is a relation ofR, and
whose border consists in two paths respectively labeladdw’, see Figure 3. If the finite
sequencéuwy, ..., wy) is an’R-derivation fromw to w’, then one obtains a van Kampen
diagram for(w, w’) by starting from a path labeled and by putting next to each other,
according to a perpendicular direction, tiles correspogdb the relations successively
applied. Conversely, i is a van Kampen diagram fdtv, w'), one gets arR-derivation
from w to w’ by starting fromw and by reading the labels of a sequence of paths obtained
by visiting one after the other the tiles compositg

Figure 3:Van Kampen diagram associated to the derivation (8).

WORD REVERSING: THE PRINCIPLE

It seems that word reversing was introduced by P. Dehorngy/lihwith the intention
of studying a monoid linked to self-distributivity [13]. ®word reversing technique inde-
pendently appears in K. Tatsuoka’s work [26] and, in a shgdifferent—but essentially
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the same—manner in R. Corran’s [10], as well as in [19] by Sntiléer et J. Meier. The
method was then studied in a more systematic way in [12], fardbgroups, followed
by [14] and [16] in more general settings.

Word reversing is a strategy that, when it succeeds, previdderivations or, equiv-
alently, van Kampen diagrams. Starting from two wordsy’ in S*, this strategy aims at
building anR-derivation fromw to w’ by considering at each step the first disagreement
between the words of the derivation that is being built oyiegjently, the leftmost open
pattern in the van Kampen diagram that is being built. Sucateep has the general form

wheres andt are two letters of, and the strategy of word reversing is to complete such a
pattern with words:, v such thatv = tu is one of the relations ok

ot

and to iterate the construction. Thus, word reversing mereds to build a van Kampen
diagram starting from the left. We see for instance that wegsd the diagram of Figure 3
in such a way.

So far, it is not obvious whether word reversing should sedcén the sense that, even
if we start with twoR-equivalent wordsv, w’, hence such that there exists a van Kampen
diagram for(w, w’), there is no reason why the strategy of word reversing shonadide
such a diagram: this is possible that word reversing stomaterely (no relation... = t...
is available to pursue the procedure) or, on the contranyitimever stop. Also, note that
the strategy of reversing provides an actual algorithm dnllye considered presentation
has the property that, for every pair of letters, there exists at most one relation of the
types... =t....

WORD REVERSING: FORMALIZATION
To describe precisely word reversing, it is convenient emdthe associated van Kam-

pen diagrams in a slightly different way: we ask that the diags be drawn on a rectangular
grid such that the edges only be vertical and down-orientédozontal and right-oriented.
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Hence the basic reversing step illustrated before now |oké&s

t t

5‘ completedin s u forsv=tuinR.

v

So as to ensure this convention (which will play a matherabti@as well as notational—
role in chapters 4 and 5), we introduce a third kind of edgeseled by the empty word
linking vertices that must be identified. In practice, thessiges will be drawn as dotted
arcs, and the general representation of a basic revergpgmetv looks like

I'L} It
completed in [ ‘u for sv = tuin R,
s[ s
v
and, in the case of identical letters, like
S S
I'_> I'_>l|
* x4 . ‘,/ /’
*) Ny completed in s

which agrees with the general case provided we takes to be a default relation.

With these rules, we getraversing diagramsee Figure 4. The reversing diagram of
Figure 4 is not a van Kampen diagram, but it becomes one byauiirtg thez-edges on
one point.

03 02 03 01 02 01
01 10'1'
01 01 03 [52
09 Y. -
03 oy 0103 09 |O1 .
09 02 03 ":
g3 o 193 0y g
o1 o1 01 ______
o3 oo oy |92 -
03 o ! ,'""
0'2"—-
o[

Figure 4:Reversing diagram corresponding to the van Kampen diagram of Figure 3: the edges are
either vertical, and oriented downward, or horizontal, and oriented rightward; when contracting
the dotted edges to a point, we get the van Kampen diagram of Figure 3.
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It is then easy to translate word reversing in purely symtaerms. To this end, we
introduce a copy of the alphab8t that we denote&s—!, containing a lettes~! for each
letter s of S, and we code a path in a reversing diagram with the sequerlabedt of the
edges belonging to this path, according to the conventiahah edge labeles crossed
contrary to its orientations contributes!.

It follows that, by listing all the paths starting at the lowit left corner and reaching the
top right corner—by going either upward or rightward at eatdp—that are successively
obtained while constructing a reversing diagram mad¥ etementary steps, we gat+ 1
wordswy, ..., wy on the alphabe$ U S—!; the first word isw~'w’ and the last ig. Each
elementary step amounts to replacing a subword of thedypewith a wordvu—! where
sv = tu is a relation ofR, including the case where s is replaced by the empty word,
which corresponds to the implicit relation= s. We see that this basic step consists in
replacing a pattern whose signs are- by a new one with signs-—, which explains the
denomination “reversing”.

With this settingj.e., as soon a&S, R) is a semigroup presentation, one can introduce
a rewriting rule~x on the words of S U S~!)* by putting thatw ~4, w’ holds if one
getsw’ from w by replacing a subword of the forat !t with vu~! such thatsv = tu is a
relation of R, and by defining~x to be the reflexive—transitive closureof},.

KNOWN RESULTS

A presentationS, R) is complete(with respect to reversing) if the reversing strategy
succeeds as soon as it is possibleiw®, if for every pair of R-equivalent wordsu, v/,
reversing provides a van Kampen diagram (fot w’) or, reformulated in terms of words,
if the wordw 1w’ of (S U §~1)* reverses to the empty word.

The mainresult of [12] and (in a more general framework) 61 tates that there exists
an effective criterion to recognize whether a presentai@omplete. Applying this crite-
rion, we deduce for instance that the Artin presentationrafdomonoids aforementioned
is complete and, from there, we get, using reversing an idtgoically efficient solution to
the word problem of the monoif;. One can also employ reversing to prove properties of
the monoid(S; R)™ or of the group(S; R), typically to establish tha{S; R)" is a Garside
monoid.

THE RESULTS OF THIS WORK
In this work, we first investigate properties of word revegsof various presentations

and, in a second time, we concentrate on the Artin presentatf braid monoids. We
describe below the main new results.
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COMPARISON WITH GROBNER—SHIRSHOV BASES

The results of [16] give more than a criterion allowing—inogocases—to detect
whether a presentation is complete with respect to revgrsictually, when the crite-
rion is not fulfilled,i.e. when the initial presentatiofsS, R) is not complete, the criterion
computes a new relation = v, consequence of the other relationsfand which, when
added toR, removes the obstruction to the fulfillment of the criteridie can then apply
the criterion to the presentatids, R’), where we denote bR’ the setR U {u=v}, whose
associated monoid is sti{lS; R) . This procedure can either stag. we obtained a com-
plete presentation, or carry on. Either way, this isoanpletionprocess, which, starting
from an incomplete presentation, leads in finitely or in&hitmany steps to a complete
presentation.

Formally, this completion procedure is analogous to thestraction of a Grobner-
Shirshov basis. At first introduced by Buchberger in theisgtof commutative alge-
bra to study ideals in algebras, the Grobner bases tectmigeee generalized to wider
frameworks such as semigroups and groups by Shirshov asddatessors [5, 18, 22, 24].
Similarly to reversing, building a Grobner-Shirshov basissists, starting from a presen-
tation (S, R), in adding (redundant) relations, consequences of thoge, inntil some
completion criterion be satisfied.

The starting point of our work was the observation that, otec® simple presentations,
the completions with respect to reversing and Grobners8bir bases were the same, mak-
ing the comparison of the two methods natural and even allgwo conjecture that this
coincidence behaviour be identical for all— or at leastdai@milies of—presentations.

We totally refute this conjecture: the two types of completinamely the completion
with respect to reversing, calld@-completiorbelow, and the Grébner-Shirshov comple-
tion, calledG-completionbelow, do not agree in general. The result that we prove is as
follows (Proposition 11.4.1):

Proposition : Each of the following situations exists: there exist seougr
presentation$S, R) such that

(1) the R-completion and the G-completion are the same,

(17) the R-completion is a proper subset of the G-completion,

(771) the G-completion is a proper subset the R-completion,

(1v) the R-completion and the G-completion are not comparabile respect
to inclusion.

We prove this result by exhibiting examples for each of the types—actually, fam-
ilies of examples for which one proves uniform behavioursorébver, the divergence
results may be refined to take into account some other piepatch as the possible finite-
ness of the completion. In every case, we conclude to uecklahaviours in general.

The results of this part are to appeaEaropean-Asian Journal of Mathemati&.
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| TERATED REVERSING

Let (S,R) be a semigroup presentation. Forw’ in (S U S™1)*, we declare that

w m w’ holds if there exists two words, v in S* verifying

1

wngout and v g W

Similarly, we declare that m w’ holds if, for1 < ¢ < k, there exists words;, v; in §*

satisfying
wg et and  uitv; Ag veu,t and ..o and up vl g W
In other words, we alternate reversing and permutation@htimerator and the denomi-

nator. The relatiom shall be calledterated reversing of degrée and we shall say that
the word problem of the monoi@; R)* (resp.of the group(S; R)) is solvable by iterated
reversing of degre# if, for all wordsw, w’ of S* (resp.for every wordw of (S U S71)*),
the wordsw andw’ represent the same element{&t R)* (resp.w represents the identity
element in(S; R)) if and only if w~"w’ ~L = holds ¢esp.if and only if w ~Z = holds).

In case of a R-complete presentatidh R) such that the monoidS; R)* admits right
cancellation, and there exists at most one relation= t¢... in R for every pair of letters
in S, and there exists a finite set of worfsn S* closed under reversinge., for all u, v
in S, there exists//, v’ in S verifying u~'v ~x v'u/~'—all these hypotheses being satis-
fied by the standard presentations of braid monoids, and gemerally, by the canonical
presentations of Garside monoids—then the word problerheofitonoid(S; R)* is solv-
able in quadratic time by iterated reversing of degrdee., by mere reversing), whereas
the word problem of the groufsS; R) is solvable, in quadratic time as well, by iterated
reversing of degreg.

The question was to understand what behaviours should lBedgwhen dealing with
an R-incomplete presentation or with a group whose Dehrtifumés more than quadratic.
In particular, we study the discrete version of Heisenbeayp, associated to the presen-
tation

(9) (a,b,c| ab = bac,ac = ca,bc = cb).

The result, quite surprising, is that, though the presemtg®) be R-incomplete, one ob-
tains again solutions to the word problems of the assocgtedp and monoid by means
of iterated reversing, with the minor drawback of incregdiy one unit the degree of the
iterated reversing in comparison to previous known regiltsposition 111.2.5):

Proposition : The word problem of Heisenberg monoid is solvable by iterate
reversing of degre@. The word problem of Heisenberg group is solvable by
iterated reversing of degre®

Heisenberg presentation is not the sole presentationrfiegtilis property and we con-
struct other presentations where the same behaviour isvaose
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COMBINATORIAL DISTANCE BETWEEN BRAID WORDS / REDUCED EXPRESSIONS
OF PERMUTATIONS

In the particular case of the Artin presentation of braid pida B; , we know that
(non iterated) reversing solves the word problem of the nthramd, for each value of the
indexn, we also have an upper bounddfon the number of elementary steps required
to reverse words of length However, little was known when the indexwas allowed to
vary, i.e., when we consider reversing of words on the infinite alphdbetos, ...}.

For two wordsw, w’ on the alphabefo, 09, ...}, we can associate the two following
integers:

— the number of elementary steps (excl. the typgsteps) required to reverse the
word w~1w’, calledreversing distanceetweeny andw’ and notedlist - (w, w’),

—and, whenv andw’ are equivalent with respect to braid relations, what wel stodé
w = w', thecombinatorial distancéetweenw andw’, defined to be the minimal number
of braid relations needed to transfoeminto w’ and notedlist (w, w’).

Since reversing is a strategy to build van Kampen diagramesadg a derivation), we
have the inequality

(10) dist(w, w") < dist~ (w, w")

for every couple of braid word&v, w’) satisfyingw = w’. This study aims at establishing
lower and upper bounds for the numbéis (w, w’) anddist - (w, w’).

Amongst braid words, the ones coding braid diagrams in whia@hstrands cross at
most once are callesimple Simple words play a key role in our work. The fact is that
these particular words can be seen as reduced decompsesifianpermutation in terms
of transpositions. The classical Exchange Lemma for Coxgteups states that two re-
duced decompositions of a same permutation are transféermabach other by applying
the braid relations (6) and (7), from what we deduce thatafbsimple braid words, the
numberdist(w, w’) is also the combinatorial distance between the associatkdaed de-
compositions.

In this setting, we prove (Corollary IV.1.19):

Proposition : For everyn, there exist simple braid words, w’ on the letters
o1, ..., 01 Satisfyingdist (w, w') > n/8.

Hence, in terms of permutations,

Corollary : For everyn, there exist reduced decompositiansw’ of a same
permutation of 1, ..., n} verifyingdist (w, w’) > n'/8.

These results are optimal in the sense that there existseanm bpund of the same order.
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OPTIMALITY OF REVERSING

It is easy to show that the inequality (10) might be strictr iftstance, ifw andw’
are the aforementioned braid wordgr,o, 030001 andososo30104203, then one reads on
the Figures 3 or 4 that the reversing distadée - (w, w’) equalss, despite the existence
of a derivation of lengtlé from w to w’, which is the shortest, hence implying that the
combinatorial distancéist(w, w’) equals.

As a consequence, reversing is not always optimal, and thsssathe question of
identifying the cases when it isg., the cases when (10) is an equality. More generally,
whether the initial words), w’ are equivalent or not.e., whether reversing the word ™’
ends with the empty word or not, we wish to be able to recogntzen a reversing diagram
is optimal, in the sense that the van Kampen diagram obtdigezbntracting to a point
every e-edge realizes the combinatorial distance between thesnaizkling the border
(Proposition 1V.4.5).

Proposition : A reversing diagram with no type) tile is optimal.

The proof of this result relies on the notions#paratriceswhich are curves transverse
to the edges of a van Kampen diagram coming from the dualityeosition in the per-
mutations. The crux is that a van Kampen diagram in which amydeparatrices cross a
most once is necessarily optimal, and that two separattee®nly cross twice or more if
there are typéx) tiles in the diagram. The above criterion is all the moreriegéing that it
stays valid for slightly altered diagrams, in which speqgtfars of tiles are combined into
one, thus eliminating several type) tiles.

COMPLEXITY OF BRAID WORD REVERSING

For wordsw, w’ on the alphabefo, oy, ...}, we define the2-complexity L, (w1 w’)
of the wordw~'w’ to be the number of tiles (incl. type) tiles) in the reversing diagram
of w™lw'. In the sequel, we bound tiecomplexity. For the lower bounds, we show

(Proposition V.2.1):

Proposition : For every/, there exist simple braid words, v’ of length/
verifying Ly (wtw') > ¢1/8.

This result is an improvement of the best lower bound knowfas¢12] and is not a
consequence of the Corollary 1V.1.19 establishing a guéwer bound for the combina-
torial distance: the words used to prove this corollary drieegthn?/2 + O(1), hence
a transposition of this result by means of the inequality) (&6uld yield a lower bound
in O(¢?) for the reversing complexit, (w='w’), and not inO(¢*) as stated above.

Establishing upper bounds appears much trickier. We camgcthe existence of an
upper bound irO(¢*) for Ly(w~'w’) whenw andw’ are braid words of length at mo&t
but we have no proof of it so far. However, we prove partiabhess
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First, we improve the only upper bound known so far, esthbtisn [17], by introducing
a refinement of reversing, thpacific reversingwhose execution requires more steps than
classic reversing, this holding for every initial word. Bgroputing an upper bound for
pacific reversing, we prove (Proposition V.4.11):

Proposition : For all braid wordsw, w’ of length?, we have the upper bound
Lo(w™lw') < 3102 /4.

Then, we use a method involving separatrices to analyzeetrersing diagrams and
obtain upper bounds on the number of tiles that they can lplgdst made of. This analysis
leads to the introduction okpeatersspecific subdiagrams, whose presence in a reversing
diagram is equivalent to the crossing more than once of aapags,i.e., by previous argu-
ments, equivalent to having a non optimal reversing diaghaf@ obtain that repeaters are
characterized by the following data: a type (amongst thae€)a quadruple of parameters
(taken in a finite set depending on the number of strandsvedah the initial braid word).

The more a reversing sequence is long, the more the sepagtf the associated
diagram have to cross. We observe, however, that diagraatgiiey separatrices crossing
more thant twice do not occur. This leads us to:

Conjecture : A reversing diagram contains at most one repeater for eagé ty
et each value of the parameters.

Assuming this hypothesis, we prove (Proposition V.6.13):

Proposition : If the above conjecture is true, then there is consi@rguch
that, for all braid wordsw, w’ of length?, we havel,(w~tw') < C 5.

This result describes in a more accurate way what expersrsdiaw: the better upper
bound known so far is exponential in the length of the inivakd, whereas no family of
complexity more than quartic could be exhibited. An analegesult remains valid under
the weaker assumption that the number of occurrences oftgaelof repeaters is bounded
above byO(¢).

The results of the last three parts are submitted for puindic§3].

ORGANIZATION OF THE TEXT

The text of the thesis follows the order of the results désdiabove. The first part is
devoted to the reversing method in general. Chapter | giasglefinitions and recalls
several known results. Chapter Il is devoted to the compargetween the completions
associated to reversing and Grobner-Shirshov bases. Ipt€hldl, we concentrate on
iterated reversing and, in particular, to Heisenberg miabnoi
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The second part deals more specifically with braid wordsregwvg. In Chapter 1V, we
compare reversing distance and combinatorial distana&lli#i in Chapter V, we bound
reversing complexity of braid words.
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Partie A

Retournement : cas général
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CHAPITRE |

RETOURNEMENT

Ce chapitre présente les définitions et résultats de base wlavail de thése, en parti-
culier ceux concernant la transformation syntaxique agpedtournement.

Une maniere privilégiée d’étudier une structure algélaitglle qu’un groupe ou un
monoide est de s’en donner une présentation, c’est-a-dediste de générateurs et des
relations entre eux. Par I'étude de cette présentationcogda — dans les bons cas — a
des informations sur la structure algébrique elle-mémenxema finitude du nombre d’élé-
ments, la simplification pour un monoide, etc. Etudier ugsentation implique de possé-
der un outil pour manipuler (efficacement) des mots en legmgéaurs de la présentation.
Le retournement de mot est un tel outil : retourner un motistem&n une transformation
de ce mot selon des régles déterminées par les relationgpdéskntation qu’on étudie.

Une des propriétés du retournement est que, moyennant pogi@ge combinatoire de
complétude que doit vérifier la présentation, il fournit weeni-solution au probleme du
mot, c’est-a-dire que si deux mots sont équivalents, lairaEment le prouve en un temps
fini mais que, dans le cas contraire, le retournement peutisdgsminer. De plus, si la
présentation ne vérifie pas I'hypothése de complétude, ahypeemédier en complétant
la liste des relations de la présentation par des relatiédsiites de celles initialement
présentes dans la présentation.

L'opération combinatoire de retournement de mot paraiiraté introduite dans [11]
avant d'étre étudiée d’abord pour un type de présentatemparticulier, dit complémenté,
dans [12], [14], [15] puis dans un cadre plus général [16]].[1

Apres les sections 1 et 2 dans laquelle nous définissonsolerneiment et les notions
attachées, nous présentons la notion de complétude ergéngdealité dans la section 3. A
la section 4, nous introduisons une hypothése combinatanactéristique de la complé-
tude dans certains cas. Cette hypothese est appelée ldiaomnidi cube. Nous donnons un
moyen de réparer un défaut de complétude a la section 5 emat@ann algorithme ajou-
tant des relations a une présentation incompléte jusquadioune nouvelle présentation
satisfaisant la condition du cube. Finalement, nous dosidenx applications du retourne-
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ment a la section 6 : la premiére est un critére pour détemsiie monoide associé a une
présentation admet la simplification, la seconde est un mdgecalculer le ppcm de deux
éléments dans certains monoides.

1 LE RETOURNEMENT DE MOT
1.1 PRESENTATION DE MONOIDE

On appellemotsur un ensemblé&, qu'on nommealphabet une suite finie d’éléments
de S, c’est- a-dire une application d’un intervallé, /] de N dansS. On dit dans ce cas
que le mot est déongueur?. On note|u| la longueur d’'un mot:. Les éléments dé&, et
par extension les éléments d’'un mot, sont appel#®s La concaténatiore deux mots
etv est le mot de longueut:| + |v| dont les|u| premiéres lettres sont celles det les|v|
dernieres celles de Si S est un ensemble non vide, on né&tel’ensemble des mots écrits
sur I'alphabetS. L'ensembleS* muni de la concaténation est un monoide libre de sase
On note= I'unique mot de longueud et on I'appelle lanot vide On appellesous-moti’'un
motu égal au, . .. us, OUuy, . .., u, SONt des lettres, toute suite de lettres consécutivas de
Le mot vides est donc un sous-mot de tout commeu; etus . .. u,_;.

Un couple d’ensembldsS; R) est appel@résentation de monoideR est un ensemble
de paires de mots non vides sirSi (S; R) est une présentation de monoide, un élément
de S (resp.R) est appel@énérateur(resp.relation). On notera souvent = v ou (u, v)
la relation{w, v}. Dans la suite, on travaillera avec des monoides plutdtvga’des semi-
groupes; on notéS; R)* le monoideS*/ =, ou=_ est la plus petite congruence siir
contenantR, c’est-a-dire la plus petite relation d’équivalence coar@’R et compatible
avec la loi du monoide. On définit la relatied}!) par : «on aw =) ' si et seulement si
on peut passer de aw’ en n'utilisant qu’une seule relation @& » Autrement dit=_, est
la cl6ture transitive de=(1.

Soit (S; R) une présentation de monoide. Pour toute letdle S, on introduit une co-
pie disjointes—! des et on noteS~! I'ensemble des éléments! et (S; R) le groupe(S U
S7')/ ==, ou=Z est la plus petite congruence $8tUS~!) contenanR (donc=,, aussi)
et toutes les pairefss !, ¢}, {s7's, e}, c'est-a-dire toutes les relations™! = s7!s = ¢,
pour s dansS. Une lettre de S (resp.S—1) est ditpositive(resp.négativg. Un mot est
positif (resp.négatif) s'il n'est composé que de lettrgmsitives(resp. négatives Un
mot sy ... st ... t,, Notons-le w, avec less; positives et les; négatives est dipositif-
négatif De fagon identique, on dit que estnégatif-positifsi lest; sont positives et les;
négatives. Siu est le mot positifs; ... s,,, on définit +~! comme étant le mot néga-

it 1 -1
tif st .. 51
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1.2 RETOURNEMENT ET SUITES DE RETOURNEMENT

Définition 1.1 (retournement). A toute présentation de monoidé;R), on associe la
relation binaire~!) surS U S~!. Soient les motsw et w’ de S U S~'. On dit qu’on
aw mg) w’ — et on dit qu’onretournew enw’ en une étape — si on peut obtenif
depuisw
— soit en supprimant un sous-mot's avecs € S,
— soit en remplagant un sous-mot't, avecs, t des lettres positives, par un mat !
tel quesu = tv soit une relation d&.

Il est clair que le retournement d’un mot dépend de la présent considérée et que
la mention de I'ensemble des relations devrait, en toutgerg apparaitre sur le symbole
du retournement. Toutefois, quand la présentation sena a&prés le contexte, on no-
tera~ () au lieu de~(!) pour le retournement associé a la présentetfrR ).

Afin d’améliorer la lisibilité des exemples suivants, on patera souvent dans un mot
les lettres négatives par la lettre capitale correspordainsi on notera poura! ouB
pourb~t. De plus, lors du retournement d’'un moten un motw’, la présence de crochets
autour d’'un sous-mot de signifie que c’est le retournement de ce sous- mot qui méne
aw'.

Exemple 1.2.Prenons la présentation d’Artin standard (4] b; bab = aba) du monoide
de tresse$3; . Retournons maintenant le mi?, c’est-a-direa~'b? :

Ab? = [Ab]b A baB[Ab] ~) Dba[BbJaBA ~Y) bacaBA = ba’BA.

Remarquons que le retournement associé a la présen{&i@t) est un systéme de
réécriture des mots suff. Les regles de réécriture pour la présentation de I'exemge
cédent sontb — baBA, Ba — abAB, Bb — ¢, Aa — ¢ ainsi que toutes les regles évidentes
faisant intervenir le mot vide. Naturellement, des questions de convergence du procedé
de réécriture se posent. On donnera quelques résultatsroamt ce sujet a la section 2.

Soit (S; R) une présentation de monoide. On ditwdg wy, . . ., une suite (finie ou in-
finie) de mots, que c’est urslite de retournement®s qu’on aw; m%’ w;1 pour tout:.

On écritw mgj) w’ s'il existe une suite de retournements de longuedew aw’; on dit

alors quew estretournableenw’ enk étapes ou, simplement, quese retourneenw’. Un

mot estterminal (ou final) s’il n’est pas retournable. Une suite de retournementmesi-

malesi son dernier mot est final. On note,, la cl6ture transitive de~("). Ceci revient a
dire que sion av ~, w’, il existe un entier nature! pour lequel on av mgj) w'. Dans
'exemple 1.2, on &b ~%) ba’BA, et doncAb? M, ba?BA.

1. En anglaisreversing.
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1.3 DIAGRAMMES DE RETOURNEMENT

Le retournement de mot est fastidieux et peu lisible lorsgmanipule les mots comme
dans I'exemple 1.2, surtout s’ils sont longs. On introdaitsl cette section un outil qui pal-
lie ce probleme : a toute suite de retournements, on assogephe orienté qu’on nomme
diagramme de retournemendn diagramme de retournement est (essentiellement) un dia
gramme de Van Kampen — voir définition précise au chapitre I\dun type particulier.
Pour l'instant cependant, on se contente de définir les aliagres de retournement de fa-
con directe.

Chacune des arétes du graphe est étiquetée par un éléméntlidg a trois types
d’arétes : les arétes horizontales, orientées vers laedies$ arétes verticales, orientées
vers le bas, et les arétesou s-arétes, sans orientation. On associe a la suite de retour-
nementswy, . .., w, le diagramme de retournementwy, . . ., w, ), défini par récurrence
surn, c'est-a-dire sur le nombre d’étapes de retournement,udlgpssede la propriété
gue le mot formé par les étiquettes du bord gauchevgst que le mot formé par les éti-
guettes du bord droit est,, — la lecture d’'un mot sur le graphe se fait en respectant la
convention que toute aréte traversée a I'endroit (resperavérs) contribue positivement
(resp. négativement) (voir figure 3).

Pourn = 0, le diagramme de retournemedntw,) de la suite réduite au mat, est
construit comme suit. On se donne un point de départ et sidmipre lettre deuv, est
positive (resp. négative) on trace une aréte horizontelp(rverticale) d’origine (resp. de
but) le point de départ. Pour chaque lettre suivantegleon attache une nouvelle aréte a
I'extrémité libre de la derniere aréte posée en respedaajaurs la condition que sila lettre
lue est positive (resp. négative), on attache une arétedmiéle (resp. verticale). Chacune
de ces arétes est étiquetée avec la lettre a laquelle elfssstiée. Sur 'exemple de la
figure 1, on lit que la premiére lettre du mot est', la deuxiémer,, la troisiémeo, *,
puisc; ' et enfing,.

Supposons > 1. Le motw, est obtenu a partir de,,_; en supprimant un motif~!s,
pours dans S, ou en remplacant un motif-'¢ paruv—!, avecs, t dansS etu, v dansS*
tels quesu = tv est une relation d&. Dans les deux cas, d’apres les conventions de signe
adoptées ci-dessus, ce sous-mot négatif-positif dans tesmq correspond dans le dia-
grammel’(wy, . .., w,_1) & une fleche horizontale et une fléche verticale divergegntisle
un méme point ou a un motif comprenantainomme illustré dans les diagrammes de la
figure 2. Pour passer d&wy, . .., w,_1) al'(wo, ..., w,), on compléte la diagramme de la
facon adéquate parmi les différentes manieres de compigtemotif ouvert » illustrées a
la figure 2.

Exemple 1.3.Posonsw, = oy ‘0.0, ‘05 '0,. On considére le retournement associé a la
présentation de monoide

(01, 092,03,010201 = 020102,020302 = 030203,0103 = 0301)-
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%]

—>
03
4
o2 ['(wo)
02 Yy

01

FIGURE 1 —A la suite de retournements réduite au seul mot wy = o7 ‘o905 *o3 ' o2, on associe
le diagramme de retournement I'(wg). En lisant les lettres le long des arétes depuis le coin
inférieur gauche jusqu'au coin supérieur droit, avec la convention qu'une fleche parcourue dans
le sens de son orientation (resp. a 'envers) contribue au mot positivement (resp. négativement),
on retrouve le mot wy.

La figure 3illustre les différentes étapes de la constraadiwdiagramme associé a la suite
— unigue — de retournements issueuwde:

o toyoy ostos] ~ ot ouoyton)osos togt
oy a]osoy tog

1 -1 —1_—1
090105 |0y 03)0y 04

1 _—-1_-1

11 -1
oy 03 .

o901]05 103]01_

PR

020103020510;10f

1.4 PREMIERS RESULTATS

Avant de montrer les deux résultats importants de ce paghgra- la proposition 1.5
et le lemme 1.6 —, on énonce le lemme suivant, dont on ometelavpren raison de sa
technicité et du peu d’éclairage qu’elle apporte sur I'esifhon.

Lemme 1.4([16, Lem. 1.7]) Soit(S;R) une présentation de monoide. Soientin mot
surSUS™! etu, v des mots positifs satisfaisantmgﬁ) vu~!. Alors, pour toute décomposi-
tion w = wywy, avecw;, wy € (SUS1)*, il existe dansS* des décompositions= wu;us,
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(d)

FIGURE 2 —Les motifs (@), (b), (C)et (d) sont les quatre motifs possibles lors de la construction
d'un diagramme de retournement — si on exclut le cas ol le motif a retourner contient des &-
arétes. Sur chacun de ces quatre diagrammes, on lit le long du trait plein le motif qu’on retourne
et le long du trait tireté le mot retourné. Le cas général est représenté sur le schéma (€) : le motif
a retourner peut contenir des e-arétes en nombre arbitraire, ici représentées par le trait pointillé.
Ainsi, en (@), on lit u='v ~AM &=L En (b) : u v A Ve, En (€) : ule AV /"1 En
@d):uu B e En(€):uto AW o/

v = 1109 €tuyg, vy Satisfaisanty, mgfl) viug Wy mg”) vouy ' etug vy mgfo) vouy b avec
]{Z - kl + ]{?2 + ]{Zo.

Soit (S; R) une présentation de monoide. La premiére proposition goiontre est
particulierement importante car elle ke, et=_,. On montre que bien que les opérations
sur les mots semblent se passer au niveau du gr@ide), I'’équivalence qu’on obtient se
comprend au niveau du monoide, et ce méme si le moriSide) " ne se plonge pas dans
le groupe(S; R).

Proposition 1.5 ([16, Prop. 1.9]) Soit (S; R) une présentation de monoide. Soient les
motsu, v, v/, v’ deS*. Alorsu™'v ~, v'u/~ impliqueuv’ =, vu'.

Démonstration.On procede par récurrence gule nombre d’étapes requises pour retour-
neru'v env'u/~!, c’est-a-dire qu'on suppose v ~¥ /! Pourk = 0, la seule
possibilité est que ou v soit vide, auquel cas omd = v ouv’ = v et le résultat est vrai.
Supposong > 1. Dans ce cas, les motset v ne peuvent pas étre vides. Posans suy
etv = tuy, ol s, t sont des lettres d§. La premiere étape dans le retournement.dé&

en o'u/~!' concerne forcément le sous-meot't, donc il existe une relationv; = tu
dansR telle que la suite de retournements se décompose en

1, _ o —1.-1 -1, -1 (k=1) 1, 1—1
UV =y s Ttug L UgTuiUy g v v
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F(’wo) F(wo,wl) F(wo,wl,wg)

10'2 m(l) £

—1 1 -1 _—1 —

o

() &0y

CoToTo

1—

To

FIGURE 3 —Les diagrammes illustrent les différentes étapes de la suite de retournements wy, w1,
. issue du mot wq de I'exemple 1.3, a savoir 01_10202_103_102. On trouve que la suite est de

longueur 6 et on a w5 = 0201030203—102—101—102—1051_ A la suite de retournements wy, ..., ws;
est associé le diagramme I'(wy,...,ws) dont la construction a partir de I'(wg) est illustrée
ici en cinq étapes. Le passage de I'(wy,...,w;) a T'(wp,...,w;t+1) se fait en complétant un

motif ouvert (entouré ici en tireté) grace aux relations 010201 = 020102, 020309 = 030903 et
0103 = 0301 de la présentation standard d'Artin de B .
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D’aprés le lemme 1.4, il existe des mots positifsv., us, v3, us, v4 €t des entiers naturels
ko, k3, ky @aveCks + ks + kg = k — 1, v/ = usuy etv’ = vyuy tels qu’on ait les relations
ug vy mg”) vatiy L, ug Mg mgf?’) vsug "t etuy v mgﬁ‘*) vquy ' Pouri dans{2, 3,4}, on
ak; < k et donc on peut utiliser 'hypothése de récurrence pournibles équivalences
UgUy =, VU2, U1V3 =, Vol €LUusvy =, V3Uy, d’ou

uv' = Suguay =, SUIUVY =, tugugVy =, tugvzuy = tuguguy = vu,

ce qui donne I'équivalence annonceée. O

Une application importante de la proposition précéderitieésmme suivant qui donne
un moyen différent de la proposition 1.5 de former des paiesnots equivalents par
retournement. On verra plus loin que sur ce lemme repogolithme 5.1 de complétion
du retournement.

Lemme 1.6([16, Lemma. 1.10]) Soit(S; R) une présentation de monoide et soient,
w, v, v" des mots sus vérifiantu~lww v ~ v'u/~t. Alors on auv’ = vu'.

Démonstration.Par le lemme 1.4, la relatiom 'ww~'v ~_, v'v'~! implique I'existence
de deux décompositiong = uub, v’ = v|v}, et dewy, v, satisfaisanttw ~,, viug?,

w™lv A, voul ! etug vy N, vhub t. Puis, par la proposition 1.5, on obtient

r I /o /o ror /
UV = UV Uy =, WUgUy =, WUy =, VU Uy = VU

O

Jusqu’a présent on a toujours considéreé les monoides pésgmr les présentations de
semigroupe. La proposition suivante énonce un résultatazoant le groupe présenté par
une présentation de monoide. On rappelle qU&sR) est une présentation de monoide,
le symbolezfz désigne I'équivalence dans le grouf@® R) des mots écrits s U S~.

Proposition 1.7 ([16, Lemma. 1.6]) Soit(S; R) une présentation de monoide. Soient
etw’ deux mots sus U S~! satisfaisants ~, w'. Alors on aw == w'.

Démonstration.ll suffit de montrer le résultat pour mg) w'. Le cas oll un sous-met's
a été supprimeé est trivial. Supposons donc gui@ été obtenu depuis par substitution
de s~'t parvu~! ol sv = tu est une relation d&. Alors on asv =, tu et, a fortiori,
SV Ei tu, d'oU st Ei vu~t, ce qui conduit av Ej; w'. O
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2 CONVERGENCE ET CONFLUENCE

Les questions de savoir si le retournement d’'un mot aboutinenombre fini d’étapes
(probléme de convergence), a quels mots il aboutit (probléenconfluence) et en combien
d’étapes (probléme de complexité) sont difficiles en génkéegprobleme de la complexité
est traité dans le cas particulier des mots de tresse damstia B. Dans cette section on
aborde la convergence et la confleunce ; on montre que toésemation n'admet pas en
général un retournement qui aboutit, méme dans des casesin(pdpendant, nous énon-
¢cons une proposition établissant un critére pour qu’unureEment termine et faisons le
lien avec la notion de multiple commun dans un monoide.

Définition 2.1. On dit que le retournement associé a une présentatioroasergentsi,
pour tout motw, il existe une borne supérieure a la longueur des suitestdernrements
maximales partant de.

Lorsqu’une suite de retournements maximale est de longiurear— comme dans la
suite issue de | ‘0,0, 'o; 'oy dans I'exemple 1.3 — et de dernier mot, cela signifie
soit quew’ est positif-négatif, soit que pour tout sous-mot de deutxdst 't de w’ il
n’existe aucune relation... = t... dans la présentation considérée. Cependant, il existe
des présentations dont le retournement associé n’est pasrgent, c’est-a-dire qu’il existe
des mots admettant des suites de retournements infinies.

Exemple 2.2.Considérons la présentation de Baumslag-Solitab; ba = ab) et le mot
de déparBab. On a alors la suite de retournements

[BaJb ~ aB[Ab] ~) aBaba.

Apres deux retournements deb, le motif Bab apparait comme sous-mot, d’ot on conclut
gue la suite de retournements issuede est de longueur infinie. Un autre exemple de re-
tournement non convergent est fourni par les les présentadi’ Artin-Tits non sphériques :
considérons la présentatioa, b, c; aba = bab,aca = cac,bcb = cbc) et le motAbc;

par retournements successifs, on obtient

[Ab]c ~Y baB[Ac] ~ (Y baBcaCA.

Remarquons que dans cette présentation, les trois gamérgdeient un role symeétrique
et que dans le dernier mot on trouve le maitk, qui est une « permutation circulaire »
du mot initial Abc. En poursuivant le retournement, on trouve une autre peatioatdu
mot de départ, a savodab ; encore plus loin dans la suite de retournements, on obdent
sous-mottbc, montrant que le retournement n’est pas convergent.

On donne a la proposition 2.11 un critere simple permettardéderminer si une pré-
sentation admet un retournement convergent. Auparavadgfinit les termes nécessaires.
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Définition 2.3 (présentation complémentéé)ne présentatio(sS; R) estcomplémentési,
pour tout couple de lettres distinctes de S, il existe au plus une relation... = ¢...
dansR.

Remarque2.4. La terminologie ici employée a un équivalent en termesa®plément
notion étudiée dans [12] puis dans [14]. Une présentdtioR ) estcomplémentési elle
admet un complémerjt, c’est-a-dire une application (partiellg): S x S — S* dont I'en-
semble de définition est un sous-ensemble symétrique desS, satisfaisantf(z,z) =

e pour toutz de S, et telle queR soit 'ensemble des relationsf (z,y) = yf(y,z)

pour(x,y) dans I'ensemble de définition deavecr # y.

A partir d’'un méme mot sont issues possiblement plusieltsssde retournements. ||
n’est pas clair que ces suites, méme maximales, admettenbtfinal commun (voir le
paragraphe suivant la remarque 2.7 pour une courte discyssi

Définition 2.5 (confluence) Soit (S; R) une présentation de monoide. Le retournement
associé dS;R) estconfluentsi lorsqu’on a trois motsv, w’ et w” vérifiantw ~ w’,
w ~ w” alors il existe un mot” satisfaisanty’ ~ w” etw” ~ w".

Dans le cas des présentations complémentées — en partitaitie le cas des présen-
tations d’Artin des monoides de tresses donc —, on a le gggldtconfluence suivant.

Proposition 2.6 ([13, Prop. 11.1.10]) Soit une présentation complémen{&eR). Le re-
tournement associé @; R ) est confluent.

Démonstration.Soient trois motso, w’ etw” vérifiantw ~™) w', w ~™) w”. |l suffit
de montrer qu'il existe: et w” satisfaisantup(n/,n”) < n < n' + 0", w’ AL W
etw” A=) w”. Pourn’ = 0, on aw = w' et on peut prendre. = n”, w” = w’.
Pourn” = 0, on emploie un argument similaire. Supposons maintemaatn” = 1. Alors
il existe des sous-mots !t et s'~'t' dew, avecs, t, s’,t' des lettres positives, qui ont été
retournés pour obtenir’ et w”. Ces sous-mots sont soit le méme, auquel cas on prend
n=1,w" = v = w", soit disjoints, auquel cas on prend= 2 et on pose que le" est
le mot obtenu depuig en retournant les deux sous-mots ci-dessus.

On raisonne maintenant par récurrence su# n”. On a prouvé le cas’ < 1 et
n” < 1. Supposons dong’ + n” > 2. Soitw; un mot vérifiantw A~ w; A2 w”
avecn| + ny = n” etn] > 1, ni > 1. Par hypothése de récurrence, il existen, avec
ny < n'+nf etny < ny—nf+nf, etw}, w” satisfaisanty’ ~17") w, wy AT

" " /
wh A2 )" etw” ~A0M272) 4 Pourn = nf + na, on aw’ AT W, O

Remarque.7. Cette proposition s’illustre bien avec les diagrammes tieiraement : c’est

dire que, partant d’'un mab, le retournement associé a une présentation complémentée
produit un unique diagramme de retournement maximal, etjeel, que soit I'ordre des
étapes de retournement.
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Ce résultat de confluence du retournement est faux en gé&énalne suppose pas la
présentation complémentée : prenons la présent@atianab® = b%a, a?b = ba?) et consi-
dérons les retournements du nabt on aAb ~(!) abAA d’'une part etib ~") bbAB d’autre
part. Ces deux mots sont finaux et par conséquent on ne peireesgs retourner en un
méme mot. On remarque avec la suite de retournements

[Abla ~Y bbA[Ba] ~!) bbAba

gue ce le retournement associé a cette présentation n®abpaglus convergent.

Remarque2.8. La confluence et la convergence sont deux propriétés difféselLa con-
fluence assure I'existence d’'un élément en lequel se retaudeux mots distincts prove-
nant de retournements différents d’'un méme mot; la connemassure que le proces-
sus s’arréte en un temps fini. Le retournement associé a @sergation complémen-
tée — qui est donc confluent n'est pas nécessairement gamer la présentation
(a,b;a?b = b) est complémentée et la suite de retournements issBetdest périodique
de période 2. De la méme maniére, la convergence n'impligsdgconfluence : la pré-
sentation(a, b; ab = b, a = ba) n’est pas confluente cab se retourne eh et A, qui sont
finaux. En revanche, le retournement associé est convergesuffit de voir que si on a
w ~ w' alors|w’| est strictement inférieur ja| et donc les suites de retournements issues

dew sont de longueur bornée supérieurement par

Lorsque le retournement est confluent, on définit une opératir les mots.

Définition 2.9 (opération\ ;). Soit une présentation de monoi@de R) dont le retourne-
ment associé est confluent. Soierdtv deux mots sus. On définitu\ ,v comme l'unique
motv’ satisfaisant~'v ~,, v'v/~!, avecu’ un mot surS, si un tel mot’ existe.,

De méme que poury, et=_, 'opération\ , dépend évidemment de la présentation
considérée. Et de méme, on omettra la référence a I'ensateblelations lorsque la com-
préhension n’en patira pas.

L'opération\ , est bien définie car I'unicité du mot est garantie par la confluence. En
revanche, I'existence d€ n’est pas automatique.

Définition 2.10 (convergence forte)On dit que le retournement associé a la présentation
complémentééS; R) converge fortemerdi «\ . v existe pour tous etv deS*.

Il est clair que la convergence forte du retournement inygi convergence. La pro-
position suivante en donne une caractérisation.

Proposition 2.11([13, Prop. 3.5]) Soit(S;R) une présentation de monoide complémen-
tée. Le retournement associé¢$; R) est fortement convergent si et seulement s’il existe un
sous-ensembl&’ deS* contenants et tel queu\ , v existe et appartienne& pour tousu

etv deS'.
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Démonstration.Supposons que le retournement soit fortement convergémts A suffit
de prendreS’ = S*. Réciproquement, supposons qu’il existe un sous-ensetebteotssS’
contenant et tel queu) , v existe et appartienne & pour tousu etv deS’. Soitw un mot
surS U St On peut écrirev = uf' ... uS, avecu; € S, e; = +1 pour touti, etr < |w|.
Soitp le nombre de; positifs. Une simple récurrence montre quest retournable en un
motu; ... vu, ) ... v L, avecu, ... ., v, des mots de’. O
On dira qu'un ensemblé&’ tel queu\ v appartient &’ des queu et v appartiennent
aS’ estclos par\ ,,. Le plus petit ensemble clos par contenantS est appel€&loturedeS
par .
Remarque.12 Une application de la proposition 2.11 est que, pour 3, le retournement
associé a la présentation d’Artin-Tits du groupe de treBsesst fortement convergent [13,
Prop 3.8]. En outre, on montre facilement a partir de cetv@@sition que si la cléturé’
de I'ensemble des génératedtsst finie, alors la longueur d’une suite de retournements
issue d’'un mot de longuedrest dang)(¢?). C’est le cas des présentations des groupes de
tressed3,,. On établit dans la partie B des bornes inférieures et sey&s pour la longueur
des suites de retournements en fonction de la longueur dssmitcaux. Mais, en général,
la cl6ture par\ . de I'ensemble des générateidtsi’'une présentation de monoid&; R)
n'est pas finie : la cléture de I'ensemble des générateurs geésentation du monoide
des tresses positivds est infinie et vérifie les hypothéses de la proposition 2.Iicdo
le retournement associé est fortement convergent. Tastiefoneilleure borne supérieure
gu’on montre sur la longueur de la suite de retournemenexgsmnentielle en la longueur
du mot de départ (voir la partie B pour des détails).

3 COMPLETUDE

Retourner un moty consiste en I'application @ d’'une suites de regles de réécriture
déterminées par la présentation qu’on étudie. Si leimest de la forme,~'v avecu etv
des mots positifs, et si le retournement est fortement cgewe, c’est-a-dire qu'’il existe
des motsu’ et v’ positifs vérifiantu=!'v ~ v'u/~!, alors on a I'équivalence entre mots
positifsuv’ = vu’ (prop. 1.5) ; autrement dit, s'il existe un multiple commux &léments
que représententetv dans le monoidéS; R) ", alors le retournement en trouve un.

Question 3.1.Que valent.’ etv’ danslecasi = v ?

Si on avaitu’ = v = ¢ des qu'on a I'équivalence = v alors ce serait dire que
le retournement fournit une solution au probleme du motuyfiiit en effet de produire
toutes les suites de retournements issuas de et les mots: etv seraient équivalents si et
seulement sion avait 'v ~ . Ce n’est pas le cas en général : il existe des présentations e
des mots: etv équivalents tels qu’aucune suite de retournements issue'dae s'achéve
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par le mot vides. Dans cette section, nous caractérisons les présentptiongesquelles le
retournement résout le probleme du mot et énoncons diffeceiteres pour les reconnaitre.

Définition 3.2 (complétude) Une présentation de monoi(lg; R) estR-completesiu = v
impliqueu~'v ~ &, pour tous mots, v deS*.

Il est clair, d’aprés la proposition 1.5, que'v ~ ¢ impliqgueu = v. Une présentation
est donc dite R-compléte si cette implication est en réali équivalence, autrement dit,
si I'équivalence entre deux mots positifs est calculablergmurnement. Le préfixe « R-»
indique qu’on parle de la propriété de complétude d’'unegmtdion vis-a-vis du retour-
nement. On verra au chapitre Il une autre notion de compétadGrobner-complétude,
pour laguelle on emploiera le préfixe « G- ».

Telle qu’elle est définie, la complétude d’'une présentati@st pas une propriété qui
peut étre testée dans la pratique : il faudrait en effet vourgoutes les paires de mots
positifs équivalentgu, v) si on au~'v ~ ¢, ce qui présuppose une solution au probléme
de mot. Dans le but d’énoncer une caractérisation de la cgog® pour laquelle le re-
tournement suffit a tout montrer — c’est-a-dire pour laguelbus n’avons pas recourt a
une solution au probleme du mot —, nous énoncons la proposstiivante qui est une
premiéere reformulation de la complétude :

Proposition 3.3([16, Prop. 3.34)]). (Figure 4.) La présentatiofiS; R) est R-compléte si
et seulement si pour tous metsv, v/, v deS* on a I'implication suivante :

Sion auv’ = v/, alors il existeu”, v”, w de S*
vérifiantu v ~ V"1, v = vw ety = v"w.

(1)

Démonstration.On suppose qu’on a (1) et on montre la R-complétude. Suppasan v,
c'est-a- direus =, ve. D'aprés (1), il existe des motg’, v” etw tels qu’on aitu'v ~,
V" e =, vw ete =, v"w. Comme(S; R) est une présentation de monoides
u"w impliqueu” = w = ¢ ete =/ v'w impliquev” = . On en déduitquona'v N, e.
Réciproquement, supposons qi& R) est R-complete et montrons (1). Supposons
wv’ = vu’ donc, par R-complétudéuv’)~*(vu') =, . Du lemme 1.4, on déduit I'exis-
tence des mots”, v”, w’, w” tels qu'on au™'v ~, VU VW AL W' W T A~
w” etw'"'w” ~, e (voir figure 5). D’apres la proposition 1.5, on déduit=_, u"w”,
w' =, w ety =, v"w' =, v"w", ce qui montre (1). O

Autrement dit, cette proposition affirme quewsiet v (ou on rappelle qu& désigne
I'élément du monoide représenté par le mpont un multiple commun représenté par
et vu/, alors I'équivalenceur’ = vu’ se factorise par le retournement de'v (voir fi-
gure 4).

Remarque3.4. Une autre maniére encore d’exprimer cette caractérisdgéda R-complé-
tude de la présentatigid; R) est de le voir de la fagon suivante : 'équivalence= tv,
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U Y u N e

v e lw' e e
v y y
3 3
FIGURE 4 —Une autre facon de définir la R- FIGURE 5 —Partant de I'équivalence uv’ =,
complétude d'une présentation, c'est-a-dire vu/, on montre qu'il existe une factorisation
I'équivalence entre u = v et u=lv N ¢, par le retournement de u " 1v.

est de dire que chaque équivalence uv’ =
v/ peut se factoriser par le retournement
de utv.

avecs, t deux lettres distinctes d& et u, v dansS*, signifie qu'il existe des mots’, v’
etw deS* tels qu'on aitsu = su'w = tv'w = tv etsu’ = tv’ soit une relation d& ; la R-
complétude exprime ici le fait qu’il n’est pas nécessairerpasser d’'un mot débutant par
a un mot équivalent débutant pad’introduire une lettre intermédiaireen appliquant, par
exemple, d’abord une relation .. = r... puis une relatiom... =+¢.. ..

4 CONDITION DU CUBE
4.1 DEFINITION ET EQUIVALENCE AVEC LA R-COMPLETUDE

Aucune des formulations de la R-complétude données juguésent n’est satisfai-
sante d’un point de vue pratique. On s’appuie sur la remagupour donner de nouvelles
caractérisations de la R-complétude dans le cas de présestprésentant différentes pro-
priéteés.

Définition 4.1 (condition du cube)Soit (S; R) une présentation de monoide. Poup, w
dansS*, on dit que(S; R) satisfait lacondition du cubédresp. lacondition du cube forfe
enu, v, w Si on a l'implication suivante :

Si on au tww v ~ Vu/T! avecd/, v dansS*, alors il
existeu”, v”, w"” dansS* vérifiantu—'v ~ v"u" 1, v = u"w”,
v' = v"w” (resp. alors on &uv’) ! (vu') ~ g).

On énonce maintenant la caractérisation de la R-compléjudest la plus utile : la
proposition suivante établit que demander la R-complétlidee présentation revient a
demander que la condition du cube soit satisfaite en tquletrde mots.
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Proposition 4.2([16, Prop. 3.2]) Pour toute présentation de monoi@de R), les proprié-
tés suivantes sont équivalentes :

e (S;R) est R-compleéte;

e (S;R) satisfait la condition du cube en tout triplet & ;

e (S;R) satisfait la condition du cube forte en tout triplet gé.

4.2 CRITERES DE R-COMPLETUDE

Vérifier la R-complétude d’une présentation revient donesaer la condition du cube
sur tous les triplets de mots positifs. Plus précisémestagit de tester la condition du
cube forte, ce qui est d’'un point de vue calculatoire beapquus faisable puisque tout
s’exprime en termes de retournements. Toutefois, vérdiarohdition du cube forte sur
tous les triplets d&* nécessite une infinité de retournements. En se restreigraamtains
types de présentations, on peut considérablement dimlimmsemble sur lequel tester
la condition du cube. La premiere famille de présentatiansrmgconsidere est celle des
présentations admettant une fonction une pseudolongueur.

Définition 4.3 (homogénéité, pseudolongueu®n dit qu'une présentation de monoide
(S;R) esthomogénesi elle admet ung@seudolongueurc’est-a-dire une applicatioh :

S§* — N satisfaisani\(su) > A(u) pour touts de S etu de S*, invariante sous=. On dit
que(S; R) esthomogéneai = préserve une pseudolongueur.

Remarqued.4. Si les relations déS; R) conservent la longueur, autrement dit, si pour
chaque relatiom = v deR on aju| = |v|, alors la longueuy.| est elle-méme une pseudo-
longueur pourS; R).

La premiére amélioration qu’on donne de la proposition ér&cerne les présentations
homogenes.

Proposition 4.5([16, Prop. 4.4]) Supposons qugeS; R) est une présentation de monoide
homogéne. Alors une condition suffisante (et nécessaitg)qee (S; R) soit R-compléte
est que I'une des propriétés équivalentes suivantes Sufitees:

¢ la condition du cube forte est satisfaite stir

¢ la condition du cube est satisfaite sir

On omet la preuve de cette proposition qui est longue. Letp@hde la démonstration
est de voir que grace a ’lhomogénéité de la présentationeaohpgyocéder par récurrence
sur la pseudolongueur ; la pseudolongueur est le paramétdeégroit dans la preuve, c’est
celui qui mesure, disons, la distance a un multiple commamsDe cas général, c’est-a-
dire sans pseudolongueur — et sans complémentation —, conmait pas de tel critere.

La proposition 4.5 présente une trés nette amélioratiomgpguort a la proposition 4.2
puisqu’elle permet de réduire les vérifications de la cooditlu cube a tous les triplets de
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lettres (qui sont en nombre fini dés que la présentation estpaefini). En outre, le fait
gu'’il suffise de vérifier la condition du cube forte permetrdié@cer un critére tres simple
pour tester — en n’utilisant que des retournements — la Rpdétude d’une présentation.
Le critere est présenté sous la forme de I'algorithme 4.@@llg proposition 4.7 donne
une justification.

Algorithme 4.6. Soit(S; R) une présentation de monoide homogéne. Pour tout triplet de
lettress, t, r deS :

1. Retourner—!rr~!t en tous les mots positifs-négatifs possibles.
2. Pour tout motv~! ainsi obtenu, vérifier si on ésu)~*(tv) ~ e.

Proposition 4.7 ([16, Algorithm 4.8]) Soit (S;R) une présentation de monoide homo-
géne. La présentatiofS; R) est R-compléte si et seulement si la réponse a I'étape 2 de
I'algorithme 4.6 est positive pour tout triplet de lettrgs s, t) et pour tout motv~—! obtenu

a l'étape 1.

On illustre I'application de ce critere aux présentatiotessiques des monoides de
tresses.

Exemple 4.8([16, Ex. 4.10]) Considérons la présentation standard d’Artin

(Ulu <3 0n—1

du monoide de tressesnabrins B;. Nous allons montrer que cette présentation est R-
complete. Ily a deux types de relations mises en jeu : lesoakade longueur 33,0, 10; =
0i+10,0:11, €t les relations de longueur@g; = o,0;, pour|i — j| > 2. Cette présentation
est donc homogeéne puisque les relations préservent lesdang (remarque 4.4). Par la
proposition 4.7, il nous suffit donc de raisonner sur leddtgde lettres. Or, il est clair
d’apres les relations qu’il suffit de vérifier la condition dube sur seulement trois types
de triplets : les triplets de typk 3, 2, ceux de type, 2, 2 et ceux de type, 2, 2. (Figure 6)
Pour le type3, 3, 2 on teste sur le tripletoy, 02, 03) :

0,00, = 0;0;0; pour|j—i| =1
00 = 0;0; pour|j —i| > 2

(o7 00 (o5t 03] ~ 090105 oy tos|ogos toyt

~ 0301[05 03] [o7 'oa)oy oyt

—1y_—1 —1_-1_—1_—1
N 0901030905 |04 03]0105 07 05 0y

-1 -1 _—-1_-1_-1
N 0901030905 01]0y 0] 05 05
m 0201030201030;101_105102_1.
La présentation (4.8) est complémentée donc il N’y a qu'wite sle retournements issue
deoy 'oy0; Los. Il reste A tester qu'on @, 0201030901 ) Lo3020301 0903 ~ €. On effectue

le retournement a la figure 6.
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1 1 vo y, g g
v3 w2 12!73; 2;3’ €
3 2
2
2 4 \
3 1
2 y3 . 2w Y
1 1] 11 5
1 v3.y21]2
2 = |3 \
v, r=3 y 2
21 321 .
1
A

FIGURE 6 — Pour une raison de lisibilité, sur les diagrammes, une étiquette i doit étre
lue o;. On considére la présentation d'Artin standard (01, 092,03;010901 = 090109,0301 =
0103,030203 = 020302) du monoide de tresses Bgr. Pour tester la condition du cube forte sur le
triplet (01,02, 03), on commence par retourner oy *o205 '03 en ga010309010305 Loy tag tay L.
La présentation d'Artin étant complémentée, il n'y a qu'un seul mot terminal possible. On vérifie
ensuite qu'on a (0'10'20'10'30'20'1)710'30'20'30'10'20'3 N E.

Comme le retournement s’achéve par le mot vide, on conclatlgucondition du
cube est vérifiée sur le triplét,, 09, 03). On fait de méme avec les triplets;, oo, 04)
et (o1, 03,05) et on prouve ainsi que les présentations d’Artin des morsaiddresses sont
R-completes.

Toutes les présentations ne sont pas homogenes et on nespértgreutiliser le critére
de la proposition 4.7 pour toutes les présentations. Cepegndians le cas des présentations
complémentées, on peut, comme pour les présentations ko@egestreindre I'ensemble
de mots sur lequel vérifier la condition du cube.

Proposition 4.9([15, Prop. 6.5]) Supposons qugeS; R) est une présentation de monoide
complémentée et qu& est un ensemble incluast et clos par\ . Alors une condition
suffisante (et nécessaire) pour qié& R) soit complete est que la condition du cube soit
vraie surS’.

Avant de terminer cette section, citons une applicatiomdi&sultat plus général —
mettant en jeu l&-cohérence (qu’'on n’a pas définie ici) — nous fournissantnigre de
R-complétude concernant le cas trés particulier des piatsams complémentées a deux
générateurs.
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Proposition 4.10([15, Prop. 6.4]) Une présentation de monoide complémentée a deux
générateurs est R-compléte.

5 COMPLETION

Dans la section précédente on a donné plusieurs critéresgmamnnaitre une présenta-
tion R-complete. Au-dela de la détection de la propriété dmRplétude d’'une présenta-
tion donnée, on peut dans les bons cas compléter une priégeman R- compléte : le fait
gu’une présentatiofiS; R) ne soit pas R-compléte signifie qu’il existe une paire de mots
équivalentgu, v) tels qu’on n'ait pas:—'v ~ e. Pour réparer ce défaut, on a la possibilité
d’ajouter la relation: = v a la présentation ; cela ne modifie évidemmentpas on a do-
rénavant. v ~ e, par définition du retournement. R-Compléter une présientabnsiste
ainsi a détecter une obstruction et I'éliminer en ajoutamelation correspondante a la liste
des relations de la présentations.

5.1 METHODE DE COMPLETION

En se fondant sur I'algorithme 4.6 et la proposition 4.7, parie un algorithme pour
construire une présentation de monoide R-complete a gartie présentation de monoide
homogeéne qui ne I'est pas.

Algorithme 5.1. Le contexte est celui de I'algorithme 4.6.

REPETER
Retourners—'rr~!t en tous les mots positifs-négatifs possibles;
POUR toutuv~! ainsi obtenu :

ST (su)~(tv) A e

ALORS ajouter la relationsu = tv a la présentation;;
TANT QUE on a ajouté de nouvelles relations a la présentation;;
SORTIE : une présentation.

C’est le résultat suivant qui donne une utilité a I'algamia précédent.

Proposition 5.2([16, 85]). Quand l'algorithme 5.1 termine, sa sortie est une présémmat
R-complete.

5.2 UN EXEMPLE DETAILLE

On calcule ici la R-complétion de la présentatianb; bab = baa). Malgré 'apparente
simplicité de cette présentation, le retournement assoegt pas complet : pour montrer
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cela, on utilise le critére de la proposition 4.7 qui s’agpé aux présentations homogeénes.
Or la présentatioita, b; bab = baa) est homogéne puisque I'unique relation conserve la
longueur (voir remarque 4.4). D’aprés le critére de R-ca@tyale, il faut étudier les retour-
nements de tous les mots 'rr~'t, avecs, r,t dans{a,b}. Remarquons toutefois qu'il
N’y a aucune relation de la forme. .. = b. . .; ceci implique que seuls les retournements
issus deb~ bbb sont susceptibles de donner un mot positif-négatif.

Le motb~'bb 'b se retourne en les mots positifs-négasifs8A® et a’BA, et, symétri-
guement, ena®bA* etabA? (Fig. 7).

b b
a a
b \ 4 b 4
a b
b ya by b ya ay
aj al aj
b \ \ 4 b \ c
b b el
\ 2N y o y \ A
Ll Ll Ll
a a a a a b

FIGURE 7 —Cas de la présentation (a,b;bab = ba?). Le mot BbBb se retourne en a*BA3 et a?BA
ou, symétriquement, en a®bA* et abA?. Le mot BbBb se retourne en plusieurs mots positifs-
négatifs car le retournement associé a la présentation (a,b;bab = ba?) n'est pas déterministe :
face au motif Bb, on peut retourner en &, abA? ou a?BA. Parmi les multiples retournements
de BbBb, on ne considére que ceux s'achevant par un mot positif-négatif afin de pouvoir appliquer
le critere de la proposition 4.7.

Donc, d’aprés 'algorithme 4.6, on doit vérifier qu’on a lesgaurnements*Bba®b ~ ¢
et A2Bbab ~ ¢ (les cas symétriques sont similaires). Puisgale = ba? est une relation
de la présentation, on a trivialemertBbab ~ . Autrement dit, s'il existe une fagon de
retournerA*Bba®b qui s’acheve enr alors la présentation est R-compléte, sinon on ajoute
la relationba* = ba®b a la présentation et on reprend I'algorithme 5.1 avec, potrée, la
présentatior{a, b; bab = ba?, ba®b = ba*). On réalise tous les retournementsddbab
et aucun ne se termine pafvoir figure 8).

On ajoute donc la relatioha®b = ba* a la présentation et on cherche a nouveau les
obstructions a la R-complétude en retourngtsib. Munie de la relatiorba®b = ba?, la
présentation permet maintenant (entre autres) le retmen#bBb ~ a®bA®. On doit alors
testeBA®Bba® ~ . On montre de maniére similaire a la figure 8 que ce retourneniest
pas possible. En ajoutant encore une relation, on ajoute@ualeeties obstructions. En fait,
pourm > 1, aucune présentation

(a,b;bab = a’b,...,ba"" 'b = ba®")

n'est R-compléte. Appliquons l'algorithme 5.1. On a trgités haut le casn = 1. Sup-
posons maintenamt. > 2. Il s’agit donc de retourner de toutes les fagons possiiBs

2m
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A*Bba’b
e
A*a’b A%abA%a’b  A*a?BAa’b
l W
Ab A%bab A?Ba?b
| l |
1 1 1

FIGURE 8 — Afin de déterminer la R-complétude de la présentation (a,b;bab = ba?), I'algo-
rithme 4.6 méne 3 retourner A*Bba®b. Comme aucun de ses retournements ne se termine par ¢,
on en déduit que la présentation n'est pas R-compléte et qu'il faut ajouter la relation ba* = ba®b
a I'ensemble des relations.

a partir du jeu de relation§bab = ba?, ..., ba?" b = ba?"}. Le fait que chaque mo-
tif Bb puisse se retourner de nombreuses maniéres rend le calcaigge On montre sur la
figure 9 les différentes suites de retournements issues tBURD.

Comme pour le casm = 1 et toujours en suivant I'algorithme 5.1, retourrBxBb
conduit a difféerents mots positifs-négatifs (mots enteudté la figure 9). Chacun de ces
motsw S’écritw,w_ avecw, ,w_ des mots positifs ; I'algorithme 5.1 conduit alors a tes-
terw;'Bbw_ ~ e. Les cagl] et étant similaires, on ne réalise que le retournement du
cas. Le diagramme de la figure 10 montre que le retournementrerpare. Le cas
est trivial puisqu’on ne fait que remplacer un motifc pars a chaque étape. Le cas
ne pose pas de probléme (figure 11). Finalement, il ne réssegpe le retournement

lié a gu’on réalise a la figure 12. On y montre qu’on n’aboutit pasnet vide au seul
moyen des relations de la forrbe?" b = ba?", avecn < m. Toutefois, ajouter toutes les
relationsba®*~'b = ba?", avecn > m, résout le probléme : reprenant la figure 9, on voit

que seul le cal5| différe lorsqu'on travaille avefba®~'b = ba?";n > 1} ; dans ce cas,
on peut compléter le diagramme par le mot vigdenontrant que la présentation

(a,b; ba® 'b = ba®",n > 1).

est R-compléte.
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2n 1ba2p 2nBA2p— .
_ _ n>p .
a2n 1bA2n anBAQp 1 2n 1bA2n 2pBA2p 1

o aQnB_a2p72n+1BA2p71 L
_ _ 4 ~ |4
BbBb —— aQnBAQn 1 anBAQp 1 Qn——l>2p) aQnBAQn 1 2pBA2p
aQnB;an_anAQP i
aZnppAZn—1520—1pHp2p n>p aZnBAZn—2Ppp2P L

x
aQTL@AQn a2n+2p*1bA2n+2p

FIGURE 9 — Parmi tous les retournements possibles de BbBb dans la présenta-
tion (a,b;bab = a2b,...,ba2m_1b = ba?™), les mots entourés sont les seuls & étre positifs-
négatifs. C'est grace a ces mots que va déterminer si la présentation est R-compléte ou non.
Tous les retournements ne se terminent pas par un mot positif-négatif car les motifs Ab et Ba
ne sont pas retournables : les relations de la présentation sont toutes du typesb... ="b..., per-
mettant ainsi uniquement le retournements des motifs Bb. Lorsqu’une suite de retournements

se termine par L, cela signifie que les mots terminaux ne sont pas positifs-négatifs.

6 APPLICATIONS

Outre la propriété de détecter, dans les bons cas, les énoes, nous décrivons dans
cette section deux applications du retournement de motrémipre consiste a déterminer
si un monoide) est simplifiable a gauche a partir de la donnée d'une présemta-
complete deV/. La deuxiéme est un critere pour qu’'un monoide admette das.pp

6.1 SMPLIFIABILITE

La question de déterminer si un monoide est simplifiablest&edire, pour la simpli-
fiabilité a gauche, st, x, y sont des éléments du monoide alers= ay impliquex = y)
n'est pas facile en général. Dans le cas des présentatioamRlétes toutefois, le retourne-
ment est trés efficace et on lit directement sur la présentédisimplifiabilité du monoide
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2p—1 2n—2p
b ~a” be» a™t”
b
b
a’ |
|
Y € Y
a2n—2p—1 : : a2n—2p—1
| |
v € \ 4
b b
v € \
FIGURE 10 — Lors de I'exécution de I'algorithme 5.1, on est amenés a chercher

si BA2"~1Bba??~'ba®?"~?P peut se retourner en le mot vide € en utilisant les relations de la
forme ba?*~1b = ba?*, avec k < m et p,n < m. Ce diagramme montre que cela est possible.

b @¥ L b ¥ b

FIGURE 11 — Lors de I'exécution de I'algorithme 5.1, on est amenés a chercher
si A2"Bba?’~1ba?" 2Pt} peut se retourner en le mot vide £ en utilisant les relations de la
forme ba?*~1b = ba?*, avec k < m et p,n < m. Ce diagramme montre que c'est possible.

associé.

Proposition 6.1 ([16, Prop. 6.1]) Soit (S;R) une présentation de monoide R-compléte.
Alors le monoidéS; R)* est simplifiable & gauche si et seulement si arma ~, € pour
toute relation de la formeu = sv de’R avecs € S.

En particulier, on en déduit que prouver qu’un mondifigR )™ n’est pas simplifiable &
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b a2n+2p71b
e
b :a2t
aZ by
a?l ¢
[
| J_ +
q2nt+2p—2t a2n+2p—2t |
[ [
| |
v v
FIGURE 12 — Lors de I'exécution de I'algorithme 5.1, on est amenés a chercher

si A2"T2PBba?"t2P—1p peut se retourner en le mot vide ¢ en utilisant les relations de la
forme ba?*~'b =ba?#, avec k < m et p,n < m. Avec n + p < m, il est clair que le re-
tournement en le mot vide est possible puisque ba?"t?P = ba?"t2P~1p est une relation. En
revanche, si on a n 4+ p > m alors le diagramme montre que ce n'est pas possible.

gauche revient a trouver une relati@n= sv dansR pour laquelle on n'a pag—'v ~, ¢,
c’est-a-dire, la présentation étant R-complete, uneioglat, = sv pour laquelle on n'a
pasu =, v. Ceci signifie que s’il y a une obstruction a la simplifiatéjialors elle apparait
déja dans les relations de la présentation dés que cel&Ri-eompléte.

Exemple 6.2.Pour unn fixé, considérons la présentation d’Artin standardRje On a
montré a I'exemple 4.8 que cette présentation était R-cet@plComme de plus elle est
complémentée, il N’y a pas de relation. = sv et on déduit de la proposition 6.1 que le
monoideB; .

Dans le chapitre I, on sera amenés a calculer de nombreusempétions. Toutes
les R-complétions infinies, c’est-a-dire des présentataonnt I'ensemble des relations est
infini, auront la particularité d’étre associées a des naewnon simplifiables a gauche.
Cette remarque mene a la question de savoir si cette situesiogénérale. Il ne semble
pas qu'il y ait dans la littérature d’exemple de présentatie monoide étudiée du point
de vue du retournement possédant a la fois une R-compléiiimei et la propriété d’étre
simplifiable a gauche. Nous montrons avec la propositiovasié qu’il existe une telle
présentation.

Proposition 6.3. Il existe une présentation de monoide finie admettant uneniplétion
infinie et dont lem monoide associé est simplifiable a gauche.
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Démonstration.Soit la présentation
(2) (a,b,c,d; ab = bac,bc = cbd,da = ad, bd = db,dc = cd).

Notonst,.,(u) (resp.fy<a(u)) le nombre de paire§, j) aveci < j telles que la®™lettre
dew soit una (resp.b) et la j™¢lettre soit unb (resp.a). On définit\ sur 'ensemble des
mots comme suit :

A(u) = [u] + 2facn(u) + foca(u).

On veérifie sur les relations de (2) queest une pseudolongueur. L'exécution de I'algo-
rithme 5.1 calcule la R-complétion

{ab = bac,bc = cbd,da = ad,bd = db,dc = cd} U {b(ac)"c = da"cb;n > 0},

qui est infinie. Finalement, comme il n’y a aucune relatioted®rmes... = s...dans la
présentation (2), la proposition 6.1 permet de conclurelgmeonoide associé est simpli-
fiable a gauche.

la présentation (2) est R-complete a gauche. En employargriaon de la proposi-
tion 6.1 pour le retournement a gauche, on conclut a la R-t&toge a gauche de la pré-
sentation et donc a la simplifiabilité a droite. O

6.2 EXISTENCE ET CALCUL DE PPCM

Nous illustrons dans cette section une autre applicatiaehwrnement : le calcul des
ppcm. Avec la proposition 1.5 nous avons vu que le retournéiceculait des multiples
communs a droite (lorsqu’ils existent). Parmi les multgp®mmuns (a droite) de deux

éléments, il est naturel de considérer, s'il existe, le plest vis-a-vis de la divisibilité,
celui gu’on I'appelle Igppcm Plus formellement, on a la définition :

Définition 6.4 (divisibilité, ppcm) Soit M un monoide. Soient ety deux éléments d&/.
On dit quex divise a gauchéresp. a droitey s'il existe un élément de M vérifianty = xz
(resp.y = zzx). On dit qu'un élément de M est leppcm a droitede x ety dans)M si tout
multiple commun de: ety est divisible a gauche par

La proposition suivante donne des conditions suffisantes goe le monoide associé
a une présentation de monoide admette des ppcm. De pluscelaas, le retournement
calcule les ppcm.

Proposition 6.5([13, Prop. 2.16]) Soit M un monoide associé a une présentatiSnR)
complémentée et R-compléte. Soieet v des mots sus. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

e Le motu\ v existe.
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e Les éléments et admettent un multiple commun a droite.
Si ces conditions sont veérifiées, les élémerdsy admettent dang/ un (unique) plus petit
commun multiple représenté pafu\ ,v) etv(v\,u).

Démonstration.Supposons que\ ,v existe. Alors on au(u\,v) =, v(v\,u), ce qui
implique une égalité du type: = vb dansM, aveca etb des éléments d&/. Réciproque-
ment, supposons queet v possedent un multiple commun dahs Alors il existe deux
motsu’ etv’ surS pourlesquels onav’ = vu'. Comme le retournement associ€aR)
est complet, on &uv') " lvu’ ~, € et donC(uv)\R(vu)etu\Rv aussi. De plus, du retour-
nement’'u"tou ~, v/ (u\72 )(v\,u) "' et du lemme 1.4 on déduit I'existence de
deux motsu’ etw” verlflantv’ =, (W\zv)w', v = (v\u)w" etw’ =, w”. Ceci signifie
quevu’ est un multiple commun a droite déu\  v). O

Les présentations d’Artin-Tits standard des groupes dsdevérifient les hypothéses
de la proposition 6.5. Le retournement calcule donc le pperdedlix mots de tresse. Mais
toutes les présentations n‘admettent pas des ppcm. Il deepeaffet qu’il y ait plusieurs
éléments minimaux, aucun d’entre eux ne divisant aucunutessa

Définition 6.6 (mcm). Soit M un monoide. Pour, y, = dansM, on dit quez est unmultiple
commun minimal a droitéou mcn) dex ety si z est un multiple commun a droite deety
mais qu’aucun diviseur a gauche proprezde’est-a-dire différent dé et z) n’en est un.

Dans le cas ou un monoidé; R)*" n'admet pas de ppcm mais uniguement des mcm
et méme si la présentatids§; R) est R-compléte, le retournement ne calcule pas nécessai-
rement un mcm. Plus précisément, si la présentdtfofR ) est R-compléte, alors tous les
mcm sont atteints par retournement mais tous les mots @tjgan retournement ne sont
pas des mcm. Pour illustrer ce phénomeéne, considérons sergedion homogene et R-
compléte(a, b; ab = ba, a? = b?). Le motAb? se retourne eb?A maisab? ne représente
pas un mcm da etb? puisqueza divise a droitez etb2.
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CHAPITRE ||

BASES DEGROBNER

Dans ce chapitre, nous expliquons comment adapter aux ohesprésentés le voca-
bulaire et les résultats classiques de la théorie des bas@sdbner — dont les algébres
constituent le cadre naturel. Puis nous analysons sur dénemises présentations de mo-
noide les bases de Grobner et les complétions par retoumigurien obtient.

La théorie des bases de Grébner — aussi appelées bases deE8bhirshov — est
une théorie qui nait dans la deuxiéme moiti&dxi° siécle dans trois contextes différents :
Buchberger [8] dans le cadre de I'algébre commutative s8bir [25] dans le milieu des
algébres de Lie et Hironaka [21] en géométrie algébriquasDes trois cas, le probleme
motivant était d'ordre calculatoire. Pour Buchberger paneple, étant donnée une algebre
commutative libred et un idéall de A, il introduit les bases de Grobner pour répondre a
la question de I'appartenance d’'un élémentda /.

L'extension du cadre originel des algébres commutativeBuighberger a celui plus
large des algebres libres [22] permet, via le plongement doaide libre de bas§ dans
une algébre libre de basede développer la théorie en direction des monoides [24].

Etant donné un idéal présenté’une algébred— c’est-a-dire qu’on donne une famille
génératriceFr de I —, calculer une base de Grébner pour cet idéal consiste aramasin
ensemble par ajouts d’élémentsFade telle sorte que tout élément de I'idéal s’exprime
comme combinaisosl-linéaire des éléments de la familfé« augmentée ».

Apres transport au contexte des monoides, la constructiore dase de Grobner re-
vient au procédé itératif suivant : partant de I'ensemble rd¢ations d’'une présentation,
on construit une relation qu’on ajoute a la liste des refegisi une condition de divisibilité
n'est pas vérifiée. Dans le vocabulaire des algebres, ggidisiqu’on a formé un élément
de lidéal qui ne s’exprime pas comme combinaiséinéaire d’éléments de la famille
generatrice dé, éventuellement augmentée d’élémentd @eix étapes précédentes.

Ce moyen de compléter une structure présentée initialemeotnplete par des élé-
ments qui sont conséquences des éléments initiaux, qujmellap G-complétion, est pa-
rallele a la technique de R-complétion du chapitre I. Onitldless exemples pour lesquels
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les deux complétions coincident, ce qui conduit & conjectgu’au moins pour des classes
importantes, la R-complétion et la G-complétion sont leses
Le but de ce chapitre est de réfuter cette conjecture. Onmaproposition 4.1) :

Proposition : Chacune des situations suivantes est possible : il exist@e
sentations de semigroups, R) telles que

(7) la R-complétion et la G-complétion coincident,

(77) la R-complétion est strictement incluse dans la G-conmiéti

(731) la G-complétion est strictement incluse dans la R-congméti

(1v) la R-complétion et la G-complétion ne sont pas comparaldes pinclu-
sion.

Le chapitre est organisé comme suit. On rappelle a la settiertadre usuel des bases de
Grobner non commutatives. Dans la section 2, on définit dalamtjage des monoides tous
les concepts relatifs aux bases de Grobner en s’appuygetiant sur les définitions issues
du cadre classique. Dans la section 3, on montre que la baedaer et la R-complétion
de la présentation de monoide traitée au chapitre | cointiBeais nous énongons et prou-
vons le résultat principal du chapitre a la section 4. On kane chapitre par la section 5.
On y montre ce que les bases de Grobner apportent au proberaesunplification d’'un
monoide avec un paralléle avec les présentations R-coesplet

1 BASES DEGROBNER— CAS DES ALGEBRES LIBRES

Nous rappelons les principaux résultats concernant laart®n des bases de Grobner
dans le cadre des algebres libres. On se reportera a [224,%4], [@our plus de détails. Pour
ce chapitre X' désigne un corps.

Définition 1.1. Soit M un monoide. On dit qu’'un ordre sur M estadmissiblesi
e < estun ordre total;
e < estun bon ordre;
e < est compatible avec la loi d¥.

On rappelle qu’un ordre: sur un ensemblé& esttotal (oulinéaire) siles éléments d&
sont comparables deux a deux ; autrement dit, pouritouslistincts deF, on a soitr < y
soity < z. On dit que< est unbon ordresi toute partie dé” admet un plus petit élément.
En particulier, il N’y a pas de suites infinies décroissaaté®&ments de&~ qui ne soient
pas ultimement stationnaires. &i est un monoide, dire que I'ordrke estcompatibleavec
la loi de M signifie qu'on a

Vf,ge M)(f<g = (VYu,v e M)(ufv < ugv)).
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Remarquel.2 De tels ordres existent. Saft un ensemble fini. On appelegré (et on
notedeg(.)) oulongueur(et on notd.|) d’'un mot ou d’'un monéme écrit s, le nombre de
lettres nécessaires a son écriture. Autrement dit, en pasanw; . .. w,, avecws, . .., w,
dansS, on a|w| = deg(w) = p. Tout ordre total< sur un alphabet finS induit un
ordre < sur I'ensemble des motS*, qu'on appelleordre du degré lexicographiguet
souvent,deglex qu’on note encore< et qu’'on définit récursivement comme suit : si on
auw=u...u, €tv =1, ...v, avecu;, v; des lettres d&, alors on a

n < p, ou

U<v {Tl::])etUQ...un < Vy...Up.

C’est un exercice simple de montrer que I'ordre du degrécteyiaphique est un ordre
admissible.

Si S est un ensemble (fini), on nof&(S) I'algébre libre de bas8. L'ensemble des mo-
némes de€s (S) muni de la multiplication des monémes forme un monoide lilrdases.
A partir de maintenant, on fixe un ordre admissiblsur I'ensemble des monémés. A
tout polyndmeu de K (S) on associe son plus grand monétnet on étend 'ordre total sur
les mondmes a un ordre partiel bKS) paru < v < 4 < 0.

Définition 1.3 (base de GrébnerSoit 7 un idéal bilatére de I'algébr& (S). Un ensemble
de polyndmes3 dans! est unebase de Grébnede ! si, pour tout polyndme: de /, il
existe un polynémeé de 3 tel queb soit un sous-mot deé.

Construire une base de Groébner repose sur les trois op&atidvantes qu’on itére
jusqu’a ce qu’une certaine condition d’arrét soit vérifiéece-gui n’est pas nécessairement
le cas:

e La normalisation: normaliser un polyndme consiste a le remplacer par l'unique
polyndme unitaire proportionneha Normaliser 'ensemblé’ consiste a normaliser
chaque polynéme dE.

e Laréduction: soient deux polynébmes unitaire®tv tels qu’on aiti = gtvh, oug eth
sont deux monémes. Sionia= i — v’ etv = 0 — v, réduireu parv consiste a rem-
placeru par le polyndbme unitaire proportionnela’h — /. Réduire un ensemble
consiste a effectuer toutes les opérations de réductiailpes.

e Lacomposition deux polyndmes unitairesetv sont composables si un suffixe @de
est également un préfixe de autrement dit, s'il existe un chevauchement entre les
mots« et v. Soity un de ces chevauchements. Il existe doret = des mondémes
tels qu'on aiti = xy etv = yz. Posonsu = 4 — v’ etv = © — v'. Le resultat de
la composition de: etv au-dessus dg est le polyndmev’ — /2. Remarquons que
deux polynémes unitaires peuvent avoir plusieurs comiposidifférentes.

Algorithme 1.4 (construction d’'une base de Grobner)
ENTREE : Un ensemble de polyn6mes
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0. Poser; = 0 etl; le normalisé de- ;
1. Réduird/; ;
2. 81 il existe une composition dang
ALORS Poserlf; ;1 = U; U {la compositior} ;
Incrémenter; et retour a I'étape 1;
SINON Renvoyet/;.

SORTIE : Un ensemble de polyndomés

Proposition 1.5([27, p. 30]) Soit.4 une algebre libreK(S) de baseS. Soit/ un idéal
bilatére présenté patP;, P, ..., P,) et notonsE' I'ensemble{P;;1 < i < n}. Si E est
I'entrée de l'algorithme 1.4 et qu'’il termine, alors sa sierest une base de Grobner de

2 BASES DEGROBNER— CAS DES MONOIDES
2.1 ADAPTATION AUX MONOIDES

Dans cette section, on se concentre sur I'application auxoides des techniques ha-
bituellement utilisées dans des contextes algébriquesg@néraux (voir section 1). Pour
tout ce qui concerne les présentations de monoide, oniséutls notations définies a la
section I.1.1.

Les résultats permettant d’adapter les techniques clesside Grobner au cas parti-
culier des monoides ne sont pas compliqués. On trouve desaxs dans [22] et ils sont
explicitement mentionnés dans [20]. On les rappelle icsgapuves. La premiére proposi-
tion constitue la premiére étape pour adapter au cadre desides la machinerie usuelle
de Grobner : les égalités dans le monoide présght® )+ correspondent aux égalités de
mondmes dans un certain quotiéntS) /I .

Proposition 2.1. Soit(S; R) une présentation de monoide. Sgitl'ideal bilatere de I'al-
gébre libreK (S) engendré par les relations, v) deR. Alors, pour tous mots, w’ surS,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) w=uw';

(17) w—w' € Ig.

Le lemme suivant établit que si un idéal est engendré paristeede générateurs d’'un
certain type, a savoir des difféerences de mondémes, aldgetithme classique de calcul de
base de Grdbner n'ajoute que des générateurs de la méme fiwnmedes différences de
monomes.
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Lemme 2.2. Soit ! I'idéal bilatére de l'algébrei (S) engendré paty — vy, ..., u, — vy,
avec lesu; etv; des mots dé&*. Alors les éléments calculés par I'algorithme 1.4 sont eaco
du typeu — v, avecu etv dansS*.

Ainsi, au cours du calcul (au moyen de l'algorithme 1.4) dedae de Grobner d’un
idéal engendré par des différences de monémes, les élémqeantsest amenés a insérer
dans la liste des générateurs de l'idéal sont des diffésedeanondmes. Par la proposi-
tion 2.1, ces différences de mondmes correspondent a déggdans le monoides; R)*,
avecR = {(uy,v1),. .., (up, vp)}, OU encore & des mof@-équivalents sus. En d’autres
termes, la proposition 2.1 et le lemme 2.2 affirment queli&atiion et la construction d’'une
base de Grbbner peuvent se faire directement au niveau danoice dés que l'idéal
considéré est un idédlr, avecR un ensemble de relations d’'une présentation de mo-
noide(S;R). Afin de ne plus du tout dépendre d’'une algébre dans laquelf@ange le
monoide — le corpg( est en effet superflu dans le cadre particulier des monoides+—
redéfinit les opérations nécessaires au calcul des bases)tiadgs dans le cas particulier
des monoides.

Soit (S; R) une présentation de monoide. Du fait qaesoit un ensemble de relations,
si (w,w’) estune relation, alorg’, w) est également une relation. Toutefois, I'introduction
d’'un ordre sur les mots implique que les relations sont taiges. On notera=w’ la
relation(w, w’) si en plus dev =, ', on aw > w’. Dans ce cas-la, on dira de plus que
est lemot dominantle la relation.

Définition 2.3 (réduction d’une relation)Soit (S; R ) une présentation de monoide. Soient
les relations(w, w') et v=0v' satisfaisantv = v,vv,, avecuv;, vy, € S*. Alors laréduc-
tion de (w, w') parv=v’ est la relation(v;v'vg, w'). On dit que la relatior{w, w’) se ré-
duit & 0 par rapport a I'ensemble de relatio®s ou simplement, lorsque I'ensemble de
relations est clair, quéw, w’) se réduit &), s'il existe une suite de relatiorns, w') =
(wo, wp), ..., (wp,wy,) = (u,u) de = telle que chaquéw;,,,w;,,) est une réduction

de (w;, w;) par une relatiorju,, u;) deR.

On notergw, w') ~ (v;v'vg, w') la réduction déw, w’) a (vv'vy, w') avec éventuelle-
ment au-dessus du symbaole une indication de la relation qui permet la réduction. Dans
le cas d’une relation qui se réduitaon conclura la chaine de réductions pa.

Exemple 2.4.Soit la présentatioria, b;bab = aba). |l est nécessaire d’avoir un ordre
sur{a,b}* pour pouvoir réaliser des réductions. On fixe I'ordre degheluit para < b.
Prenons la relatiofibaba, abaa) et 'ensemble de relation® = {bab = aba}. On en
déduit, en remplagardab par aba, la réduction(baba, abaa) ~» (abaa,abaa) ~» 0.
Considérons maintenant la relatigraaba, abaab) et le méme ensemble de relations. Cette
relation n’est pas réductible par rappofR&ar nibaaba hi abaab n'admettenbab comme
sous-mot. Remarquons que nous n‘avons pas prouve l'éguisebaaba = abaab avant
d'utiliser (baaba, abaab) comme une relation. On justifie ce point dans I'exemple 2.10.
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Remarque2.5. On ne peut réduire une relation qu’'un nombre fini de fois. Hatefle

la réductionw = w' ~~ z = 2z’ on déduit I'une des deux inégalites< w etz <

w’. Une infinité de réductions produirait une suite infiniect&ment décroissante, ce qui
contredirait le fait que I'ordre admissibte est un bon ordre. Lorsque plus aucune relation
ne peut réduire une relation, on dit de cette derniére quédiréduite

Définition 2.6 (divisibilité). SoitR un ensemble de relations. Soienetr, deux relations
deR. On dit quer; diviser,, ou, de facon équivalente, queestdivisibleparr, sir; est
un sous-mot dé,. On le noter; < r,. Plus généralement, on dit que la relatiodivise
I'équivalenceu =, v Si est un sous-mot deax(u, v).

Remarque.7. Alors que « étre un sous-mot de » est un ordre partiel sur |¢s, lagelation
binaire< ne définit pas un ordre partiel sur I'ensemble des relatiGumsedprésentation de
monoide puisque I'antisymétrie n’est pas satisfaite eigén la relatioru=v diviseu=w

et réciproquement, mais les relations ne sont pas égalassi ¢ w. Toutefois, la relation
< est réflexive et transitive ; ces propriétés sont facilendéduites de la relation « étre un
sous-mot de ».

Comme on I'a vu dans la section 1, pour traiter les paireggoes, c’est-a-dire les
chevauchements entre termes dominants de deux polyn8aigerithme 1.4 réalise des
compositions de polyndmes. On adapte ici cette définitiorralations.

Définition 2.8 (composition de relations)Soit (S;R) une présentation de monoide et
soientw=w’" et v=v" des relations dan® telles quew et v se chevauchent, c’est-a-dire
telles qu'on aitw = zy etv = yz, avecr, y, z des mots suf ety non vide. Lacomposition
dew=w' etv=v" avec chevauchementest I'élémentzv’, w'z) deS* x S*.

Fait 2.9. La composition de deux éléments=dest un élément de.

Démonstration.En reprenant les notations de la définition 2.8, on veut neonts’ =

=R
/ ’ _ _ _ /
w'z. Onazry' =, 2v = ryz = wz =, W'z. O

En d’autres termes, lorsqu’on a deux relations=l®n peut en créer une troisieme
par composition. Pour réaliser le calcul de composition elexdelations de la présenta-
tion (S;R), on préférera souvent le réaliser comme on le ferait daigebae correspon-
danteK (S)/Ir, et donc en traitant les relations comme des différencesat®mes, ce
qui est équivalent d’apres la proposition 2.1. Pour cafclaleeomposition decy = w’
etyz =x v’ avec chevauchement on écrit

(wy —w')z —x(yz —v') = a0 —w'z

et on en déduit que le résultat de composition(est, w’z). On ne sait paa priori si on
arv’ < w'z ou l'inégalité inversev'z < zv’ .
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Exemple 2.10.Soit la présentatiofa, b; bab = aba) et I'ordre deglex induit pat < b.
Composons la relatiobab=aba avec elle-méme au-dessusideOn trouve

(bab — aba)ab — ba(bab — aba) = baaba — abaab.

Le résultat de composition est donc la relatjpaaba, abaab). On justifie ainsa posteriori
I'emploi de cette relation dans I'exemple 2.4.

2.2 BASES DE GROBNER

On donne maintenant la définition d’'une base de Grobner dacesdre des monoides.

Définition 2.11 (base de Grobner et G-complétud8pit (S; R) une présentation de mo-
noide. Un sous-ensembfede la congruence: engendrée pak est unebase de Grobner
de la présentatio(S; R) si tout élémentu, v) de B vérifie uw > v et si, pour toute paire de
mots équivalents), w’ deS* avecw > ', il existe un élémentu, v) de B tel queu soit un
sous-mot dev. SiR est une base de Grébner @& R), on dit que(S; R) estG-compléte

Remarque2.12 Comme le montre I'exemple 2.4, toutes les présentation®nepas G-
complétes : bien qu’'on aitaaba =, abaab, le seul élément d&, a savoitbab = aba, ne
divise pasbaaba=abaab. L'ensemble de relation® n’est donc pas une base de Grobner
pour cette présentation. Supposons qu’on ajoute cettigoreka ’ensembleR. On a alors

la nouvelle présentation

Q) (a,b; bab = aba, baaba = abaab).

Cette présentation présente le méme monoide que précéaenarsavoirB;, le monoide
de tresses a trois brins. La question naturelle est de ssivoétte présentation « augmen-
tée » est G-complete. D’aprés la définition 2.11, il s’agivdefier que toute relation=v
vérifiée dans (1) est divisible soit patb=aba Soit parbaaba=abaab. Ceci n’est pas une
solution viable algorithmiquement.

Malgré tout, pour chaque présentation il existe une basedler®r. Il suffit de complé-
ter 'ensemble des relations d’une présentati®siR ) avec toutes les égalitéssv verifiées
dans le monoidéS; R)*. L'ensemble étendu obtenu est alors une base de Grobneupuis
toute relation est au moins divisible par elle-méme maigétiét pratique d’'une telle base
est tres faible dans la mesure ou pour la construire il fauhatire une solution au probléeme
du mot. En outre, cette base de Grobner présente une redmntitas élevée dans le sens
ou la présence de la relatiarzv dans la base entraine la présencevdezwv pour tout
mot w. Or cette derniere relation est réductibledjgpar u=v, autrement dit, sa présence
dans la base ne change rien au fait d’étre une base de Grélbneno

Toutefois, nous allons voir par la suite que I'algorithm22résout ces deux problémes::
pour fonctionner, I'algorithme ne nécessite pas de salioprobléme de mot associé a la
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présentation, et s'il termine, il renvoie une base de Gridadaquelle toute la redondance
mentionnée plus haut a disparu.

Définition 2.13 (ensemble réduit)Un ensemble de relations esduit si toute relation de
'ensemble est réduite par rapport a toutes les autres.

L'ensemble{bab = aba, baaba = abaab} est réduit car le matab n’est sous-mot ni
de baaba ni de abaab et symétriguementyaaba n’est sous-mot ni déab ni de aba.
Ce n’est pas le cas en revanche des ensembles de relétiels- aba, baba = abaa}
et{bab = aba, baaba = babab}. Dans le premier ca®ab est un sous-mot deaba ; dans
le deuxieme caab est un sous-mot deabab.

Remarque.14 Un ensemble de relations dans lequel au moins deux relairine méme
mot dominant, n’est pas réduit. Soiertv etu=w deux relations avee > w. La réduction
deu=v paru=w donnev=w. Ces deux relations ne se réduisent plus entre elles. Leatss m
dominants sont différents.

Fait 2.15. La relation binaire< sur un ensemble de relations réduit est un ordre partiel.

Démonstration.D’aprés la remarque 2.14, deux relations d’un ensemblatrédypeuvent
avoir le méme mot dominant, d’ou I'antisymétrie de la raatiDe plus, d’apres la re-
marque 2.7, la relatior est également transitive et réflexive. O

Tester si un ensemble (fini) est réduit est algorithmiquerae@. Donc étant donnée
une base de Grobner (finie), on peut vérifier qu’elle corestitn ensemble réduit.

Fait 2.16. La réduction d’'une base de Grobner est une base de Grobner.

Démonstration.Supposons qu’une base de Grobffeme soit pas réduite. Il existe alors
deux relations+, r, de B avecr, < r; et, par transitivité, toute équivalence que divigse
est divisible par-. O

On appellebase de Grdbner réduitene base de Grobner qui en tant qu’ensemble de
relations est réduit.

Proposition 2.17. Une base de Grobner réduite est unique.

Demonstration.SoientB, = {ui=u}, ..., u,=u,} €t B, = {vi=vy,...,v,=v,} deux
bases de Grobner réduites d’une présentgttorR ). On va montrer l'inclusior3, C 5,
I'inclusion inverse se montrant de la méme maniere. Comfinest une base de Grobner,
la relationu, = est divisible par la relation;=v, pour un certairi. Mais B, est une base
de Grobner, donc la relatian=v; est divisible par la relation; =’ pour un certairy. Par
transitivité, on en déduit quejéu;. diviseu;=u. Or B, est réduite donc nécessairement
onaj = 1 etdoncu; = v;. On a donc les équivalences de mafs=,, u; = v; v, d’'ou

:R 7;,
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la relationu) = v}. Siw} etv] sont disctincts, alors la relation est réductible par chaales
bases de Grobner, ce qui contredit le fait qu’on les a sugsaséluites. Donc on@ = v,
et doncu,=u} € B,. Un raisonnement identique sur les autres éléments,deontre
B, C B, O

2.3 DETECTION D’'UNE BASE DE GROBNER

Donc pour obtenir une base de Grobner réduite a partir d'ase de Grébner, il suffit
de laréduire. Quel que soit I'ordre des réductions, I'ertderterminal sera I'unique base de
Grobner réduite de la présentation considérée. Mais celkgooed pas au probleme soulevé
plus haut de déterminer si un ensemble donné est une basébleeGd’une présentation
donnée. La proposition suivante nous donne un critere.

Proposition 2.18(Diamond Lemma) Soient(S; R) une présentation de monoideléun
ensemble vérifiarlR C U C=. Sil/ est réduit et si toutes les compositions de relations
del{ se réduisent &, alors!{ est la base de Grobner réduite (8; R).

Le résultat n’est qu’une récriture du Lemma on Compositieia¥, p. 30] adaptée au
cadre des monoides par la proposition 2.1.

Il est maintenant clair qu’on peut reconnaitre si un enserdblrelations est une base
de Grobner : il suffit de réaliser toutes les compositionsidss et de vérifier quelles se
réduisent bien toutes(a

Exemple 2.19.Soit la présentationfa, b;bab = aba,baaba = abaab). On a vu plus
haut qu’elle était réduite. On a également vu que I'enserfibd® = aba} sans la rela-
tion baaba = abaab n'était pas G-complet. Pour vérifier la G-complétude on a ls p
haut qu’il nous fallait tester toutes les relations, ce détait pas algorithmiquement rai-
sonnable. Maintenant, par la proposition 2.18, il suffitelter que toutes les compositions
se réduisent &. Composond®ab=aba avecbaaba=abaab au-dessus diea. On trouve

(baaba — abaab)b — baa(bab — aba) = baaaba — abaabb.

La relationbaaaba=abaabb n’est divisible par aucune relation de donc la présenta-
tion n’est pas G-compléte. Un réflexe naturel est d’ajoudtteaelation a la présentation.
Non seulement cela engendre le méme monoide mais en plusetirtades obstructions,
puisque désormais de nouvelles relations sont réeductiisleke nouvel ensemble de rela-
tions de la nouvelle présentation.

2.4 CONSTRUCTION D'UNE BASE DE GROBNER

La proposition 2.18 donne le critére d’arrét de I'algorithde construction de base de
Grobner qu’on présentera précisément plus loin (algoktBr22). L'idée pour réaliser cet
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algorithme est de suivre I'idée de I'exemple 2.19 en ajousaccessivement les résultats
de compositions d’éléments de I'ensemble des relationbutee cette procédure, quand
on l'itére, est de rendre confluent le graphe orienté desctémhs issues d’'un mot. C’est-
a-dire que quelles que soient les réductions successivas galise a partir d’'un mot, on
veut obtenir un unique mot terminal, mot qu’on qualifieraéguit

Pour rendre le processus de réduction confluent, I'algoet.22 force la confluence.
En effet, le probleme vient de ce qu’il 'y a pas nécessairgmee seule facon de réduite
un mot. On peut donc avoir ~~ v etw ~~ v/, avecw, v, v’ des mots distincts. Forcer
la confluence revient donc a ajouter la relaticAv’ ou v'=v. Pour créer des ambigui-
tés, c'est-a-dire des mots qu’on peut réduire de deux fagifigsentes, I'algorithme 2.22
compose des relations, c’est-a-dire qu'il crée effectertun mot qui a deux réductions
différentes, et ajoute, le cas échéant, le résultat de Iposition a I'ensemble des relations
(voir figure 1).

abaab€¢ - - - - - - baaba

FIGURE 1 —Le mot babab est réductible de deux facons différentes par la relation bab=aba. En
effet, deux motifs bab se chevauchent donnant lieu 3 une ambiguité. Pour lever cette ambiguité,
on pose la nouvelle relation baaba=abaab de telle sorte que quelle que soit la réduction qu’on
applique en premier a babab, il existe toujours une suite de réductions qui arrive a abaab. On
rend ainsi le processus de réduction confluent.

Pour rendre l'algorithme de calcul de base de Grébner détest@, on fixe un ordre
total sur les paires de relations afin de pouvoir décidedgaeemposition effectuer lorsque
plusieurs compositions de relations sont possibles.

Remarque2.20 Dans la pratique, peu importe I'ordre dans lequel on réddiseomposi-
tions, dans la mesure ou la base de Grébner réduite est Upiqumosition 2.17).

Lemme 2.21.Soit donc un ordre admissible sur un ensemble de ma$s et soit’R un
ensemble de relations réduit. Soient les relationSv, , us=v,, us=vs etu,=v,. L'ordre <
défini surR x R a partir de I'ordre < surS* par

(ulévl, Uy = Ug) < (u35v3, Uy = U4) < U1U2 < U3U4
est total.

Démonstration.On ne prouve que le fait que est un ordre total. Il s’agit de montrer
gu’on ne peut pas avoir u, = usu, dés qu’on a deux paires de relatigns=v,, us = vy)
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et (us=vs,uy = vy) distinctes. D’apres la remarque 2.14, on ne peut pas ayoi us
etus; = uy doncuius = usuy iMmplique queu, est un préfixe de; ou la situation inverse.
Dans chacun de ces deux cas, cela signifie que I'un est souderfiautre, ce qui contredit
le fait queR est réduit. O

Il ne reste plus maintenant qu’a décrire précisément lidlgme. On adapte a notre
situation I'algorithme de [27] présenté dans un contextaetocabulaire d’algébres libres.

Algorithme 2.22 (G-complétion)
ENTREE : Une présentation de monoids; R ).

0. Poseri =0 etl; =R;
1. Réduird/; ;
2. Supprimer toutes les relations= v delf; ;
3. SI deux relations dé{; sont composables
ALORS Poserlf; ;1 = U; U {la composition de la plus petite paire composghle
Incrémenter; et retour a I'étape 1;
SINON Renvoyet/;.

SORTIE : Un ensemble de relatiodg.

Remarque2.23 Afin que I'algorithme 2.22 ne boucle pas en composant togjauméme
paire de relations, on déclare que deux relations smmiposabledans le contexte de cette
algorithme si et seulement si leur composition au-dessuis diotif est réalisable d’'une
part et si cette composition (mémes relations, méme ordiagosition, méme motif)
n'a pas déja été effectuée.

Le résultat est que cet algorithme produit, s’il termineéydae de Grébner réduite de la
présentation de monoide donnée en entrée.

Proposition 2.24. Si I'algorithme 2.22 termine, alors 'ensemble de relasgoroduit est
la base de Grobner réduite de la présentation fournie enéntr

Démonstration.ll suffit de vérifier que I'ensemble de relations produit fiéries hypo-
theses de la proposition 2.18 et de conclure par unicité dm$e de Grobner réduite
(proposition2.17). O

Exemple 2.25.Considérons la présentation
(a,b;aba = b?)

et I'ordre deglex induit paa < b. Calculons la G-complétion de la présentation, c’est-a-
dire sa base de Grobner réduite. On suit I'algorithme 2.2 gtose{, = {aba = b?}. La
seule composition possible esta=b? avec elle-méme au-dessusae

(aba — b?)ba — ab(aba — b*) = —b%a + ab®.
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On trouve donc par composition la relatista=ab? et on forme
Uy = Uy U {ba® = ab’} = {aba = b* b’a = ab’}.

Il N’y a aucune réduction a opérer, toutes les relations gaEhtites. Il n’y a plus non plus
de relations composables donc l'algorithme termine enayat 'ensemblé/; .

Malheureusement, il se peut trés bien que I'algorithme B22e termine pas. C'est
dire donc que parmi les relations qu’on ajoute a I'ensemblergcalcule, il y en a toujours
qui sont composables avec des relations déja présentegoelies-mémes. Le processus
est alors sans fin, mais méme dans cette situation, il extessteals ou on peut calculer la
base de Grobner réduite de la présentation. En effet, Eremrésenté a la proposition 2.18
ne nécessite pas que I'ensemble de relations soit fini. Zapeatique, I'algorithme 2.22
ne termine pas la plupart du temps, mais il décrit souvenaderf suffisamment précise la
base de Grébner pour qu’on puisse en terminer le calcul &ade e I'algorithme. Nous
illustrons cette derniére phrase un peu vague dans la s&ttio

3 R-COMPLETION ETG-COMPLETION EGALES

Les deux procédés de R-complétion et G-complétion ajoutérativement des rela-
tions a une présentation ne vérifiant pas un certain critéreothplétude. On a calculé a
la section 1.5.2 la R-complétion de la présentation de mimgi, b; bab = ba?). Le but
de cette section est de calculer la G-complétion de cetseptation et de montrer qu’elle
coincide avec la R-complétion. Le calcul de la base de Grdiddeite de cette présentation
est également traitée dans [18].

3.1 CaLcuL DE LA G-COMPLETION

Proposition 3.1. La G-complétion de la présentation de monojaeb; bab = ba?) munie
de I'ordre deglex induit paa < b est{ba? b = ba?";n > 2}.

Démonstration.Pour calculer la G-complétion de la présentatianb; bab = ba?), on
exécute pas a pas l'algorithme 2.22. On ne se soucie pasrdeel’des compositions (re-
marque 2.20). On podd, = {bab = ba?}, qui est réduit puisqu’il N’y a qu’une seule
relation, qu’on appellél). Composons1) avec elle-méme :

(2) (bab — ba?)ab — ba(bab — ba?) = —ba’b + baba® “ —ba’b + ba.
Remarquons que la réduction gaj ne devrait pas avoir lieu dés ici. L'algorithme prévoit
gu’'on ajoute d’abord la relation issue de la compositioris muw’'on réduise I'ensemble
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des relations. On se permet la aussi cet écart sans incidende calcul. On obtient la
relationba®b=ba* qu’on ajoute d/, pour obteniis, = {bab = ba? ba’b = ba’}. Toutes
les relations dé/, sont réduites. La composition d2) avec(1) donne
(3) (ba®b — ba')ab — ba®(bab — ba®) = —ba’b + ba’ba? “ —ba’b + ba’.
Ainsi on alf; = {bab = ba?ba’b = ba* ba’b = ba®}. Continuer & composer la nouvelle
relation ave¢1) a chaque nouvelle itération nous méne a considérer 'erlsatalvelations
infini

Uy, = {ba® o = ba®";n > 1}.
Il suffit de voir que la relatiorin) composée avec la relatigh) donne la relatiorin + 1) :
(n+1)
(ba®"1b—ba®")ab—ba?""! (bab—ba?) = —ba?"1b+ba2lba® Y —ba+btbat?,

Enfin, il suffit de montrer quél,, vérifie les conditions de la proposition 2.18 pour montrer
gu’on a obtenu une base de Groébner réduite. Montrons donogtes les compositions de
relations dé/., se réduisent 8. Soient donc deux relatiorig) et (p) et composons-les :

(ba"b — ba")a’b — ba"(ba’b — ba?™) =  —ba""a’b + ba"bal"
@ _ban+1+pb + ban+1ap+1

(D _pgntpt2 + ba" P2 = (.

Toutes les compositions se réduisefitd 'ensemble est réduit : la base de Grébner réduite
de la présentation de monoite b; bab = ba?) est dond/... O

3.2 EGALITE DES COMPLETIONS

Bien que les opérations constitutives des deux procédé&splétion soient de natures
différentes, en combinant les propositions 1.5.2 et 3.1 on a

Fait 3.2. La R-complétion et la G-complétion de la présentatjanb; bab = ba?) coin-
cident et valen{ba®'b = ba?";n > 2}.

D’autres présentations simples telles qageb; a?b = ba? b%a = ab?) ou les présen-
tations de type Baumslag-Solitét, b; ba = a™b) donnent lieu & un phénoméne identique
d’égalité des complétions. Il en découle la question nd&useivante.

Question 3.3.La R-complétion et la G-complétion coincident-elles poutéd présentation
de monoide — ou, au moins, pour toute présentation de modaide famille naturelle ?

Cette remarque est a l'origine de I'étude menée dans [2] et d® chapitre est une
version étoffée.
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4 DIVERGENCE DES COMPLETIONS

Dans cette section, nous répondons a la question 3.3 pagaaived

Proposition 4.1. Il existe des présentations de monoide finies pour lesguill&-com-
plétion et la R-complétion ne coincident pas. Plus précgsémen notanR¢ (resp.R%?)
pour la G-complétion (resp. la R-completion), il existe ge&sentations de monoide fi-
nies(S; R) exhibant chacun des comportements suivants :

type 1 :RE est un sous-ensemble propre7§1€ avecRE fini et RC infini;

type 1’ : R® est un sous-ensemble propre?ﬂ@ avecR% etRC finis

type 2 *RC est un sous-ensemble propreﬁ@ avecRC fini et R% infini;

type 3 ‘R et RE ne sont pas comparables en terme d’inclusion.

Pour montrer la proposition, nous allons construire poacah des types des exemples
de présentations de monoide du type en question.

4.1 CONTRE-EXEMPLES DE TYPE 1

Il est relativement facile de trouver des contre-exempkesyge 1, et nous allons en
exhiber diverses familles.

Proposition 4.2. Toute présentation
(2) (a,b,c,...; bwb =abw), w e {a,b,c,...}"
munie de I'ordre deglex avecminimal est un contre-exemple de type 1.

Démonstration.Soit I1,, la présentation de (2). Chaque présentafignest homogeéne :
les relations conservent les longueurs donc la longuewrespseudolongueur. De plus,
chaque présentation a exactement une relation et celi-duetypea... = b...; par la
proposition 1.4.7, la présentatidh, est donc R-complete.

Regardons maintenant la G-complétude. Premierementjdévoss le casw = «.
Alors la composition deob=ab avec elle-méme puis avec le résultat de la composition
meéne aux relation®,,, : ba™b = a™"!b. Or la composition de?,, avecR, se réduit
a0. La proposition 1.4.7 implique québa™b = a™*1b;m > 0} est une base de Grébner
réduite ddI.. Donc, dans ce cas, la R-complétionldle qui estll., est strictement incluse
dans la G-complétion dH., etIl. est bien un contre-exemple de type 1.

Supposongv # . La composition déwb = abw avec elle-méme donnavabw =
abw?b, qui, composée aveiswb = abw, donnebwa’bw = abw?b?. Litération de ces
compositions, c'est-a-dire composerb = abw avec le résultat de composition précé-
dente, produit toutes les relatiobga™bw = abw?b™ avecm > 1.
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On veut prouver que la G-complétighde la présentatiofl,, est infinie. On a vu que,
pour chaquen > 1, on abwa™bw = abw?b™. Il suffit de montrer qu’aucune relation ¢
ne peut réduire un nombre infini de mots différemisa™bw. Raisonnons par I'absurde et
supposons qué&) u=v est une relation d& avecl := |u| et (i7) il existe A C N infini
avec/ < min A tel queu=v réduise tous les motava™bw pourm € A.

Dans la suite, un mab est ditisolé s'il n’est =-équivalent a aucun autre mot. Pour un
motw, on noted, (w) le nombre de fois ou la lettieapparait dans le ma.

Sion al <1+ |w| alorsu est trop court pour admettbevb ou abw comme sous-mot,
et doncu est isolé, contredisart).

Cas 0: le motu ne débute pas avant la positidr- |w| et termine au plus tar2l + |w|
avant la fin, dona: est de la forme’. Mais a’ n’inclut pasbwb ni abw et de ce fait est
isolé, ce qui contredit;).

Cas 1: il existe un entier naturej tel queu est un préfixe dewa?. Commem > /,
le motu est de la form&wa”, p > 1. Donc il ne contient pas de sous-moitb puisqu’on
a fy(bwb) > f,(bwaP). De fagcon analogue, le mat ne contient pas de sous-matiw
puisqueabw C bwa? impligueabw C waP, donct,(bw) < f,(w), et doncu est isolé, ce
qui contredit(7).

Cas 2: le motu débute a la positiofy avec: > 2; d’ou, il existe un entier natureltel
quewu est un préfixe dev’a?, ouw’ est un suffixe dev. On aff,(u) < f,(bwb) ety (u) <
f»(abw) et donc nbwb Ni abw ne sont sous-mots de doncu est isolé, ce qui contred(t).

Cas 3: le motwu termine au plus tard & la positidr+ |w| avant la fin. Alors on a =
a’bw’ avecp > 1 etw’ préfixe dew; puisquel > 1 + |w|, on exclut les cas ou est un
préfixe dew. En raison de I'ordre deglex, un motjui conviendrait serait de la formaév’
et donc, par simplification (voir prop |.6.1)w se réduit &', ce qui est impossible parce
quebw est de longueut + |w| et de ce fait est trop court pour ne pas étre isolé. Ceci
contredit(i). ]

Parmiles remarques de la section 3.2, on notait que lorsldul cBune base de Grébner
infinie, bien que l'algorithme 2.22 ne puisse pas termingrouvait fournir suffisamment
d’intuition sur les relations pour que finisse le calcul mallement. Ici, la situation differe
en ce sens qu'on ne peut pas connaitre la forme exacte désmejaon n'a pas d’ex-
pression réguliere en les lettres de I'alphabet ; c’est guoniron a été obligés de prouver
l'infinitude de la base de Grdbner réduite par un autre moyenl'gsage classique de la
proposition 2.18.

Un exemple typique d’application de la proposition 4.2 agtiésentation standard du
monoide des tressés; .

Exemple 4.3.La présentation standafd, b; bab = aba) du monoide de tressés;, avec

'ordre deglex induit pam < b, satisfait les hypothéses de la proposition 4.2 et est par
conséguent un contre-exemple de type 1. Un calcul faciledByma 4.1] donne la base de
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Grobner réduite
{bab = aba} U {ba"ba = aba’»" " ';n > 2},

gui est compatible avec la proposition 4.2. Considéronsiteaant une présentation non
standard de ce monoide. Prenons la présentation de Birmdre&(a, b, c;ab = bc =
ca), connue sous le nom de présentation duale. Il a été étalslidhgue cette présentation
homogene satisfaisait la condition du cube. Elle est donompléete. On fixe I'ordre deglex
induit para < b < c. Remarquons que les générateurs apparaissant de manieaefad
symétrique dans les relations, les différentes bases den@rdéduites qu’on obtiendrait
en faisant varier I'ordre sont les mémes, a permutation elt®$ pres. Pour cet ordre, la
base de Grobner réduite qu’on obtient par calcul est

{ca = ab,bc = ab} U {ba"b = abac™ ';n > 1},
faisant de cette présentation un contre-exemple de type 1.

Nous allons maintenant donner d’autres contre-exempkegrésentation standard du
monoide de tresseB;™ est le premier cas non trivial d’'une présentation d’Artineuxl
générateurs, et on peut obtenir plus de contre-exemplggdelten considérant des pré-
sentations d’Artin plus générales.

Proposition 4.4. Toute présentation d’Artin a deux générateurs

(a,b;baba.., = abab...)
longueurm longueurm

est un contre-exemple de type 1, quel que soit I'ordre deglagidéré.

Démonstration.ll y a deux cas. Si la présentation est du typeb; (ba)"b = (ab)"a),
avecn > 1, alors, d’aprés la proposition 4.2, la présentation estamtre-exemple de
type 1.

Supposons donc que la présentation est de la foanie (ba)” = (ab)"), avecn > 1.
Composongba)™ = (ab)" avec elle-méme comme suit :

((ba)" — (ab)") ba — ba ((ba)" — (ab)") = —(ab)"ba + ba(ab)".
Composons la nouvelle relation avga)" = (ab)”. On obtient
(ba(ab)” — (ab)"ba)a — ba? ((ba)” — (ab)") = —(ab)"ba® + ba*(ab)".
En itérant les compositions, on obtient I'ensemble de iaiat

{(ba)" = (ab)"} U {ba’(ab)" = (ab)"ba’;p > 1}.
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Par la proposition 2.18, il suffit de vérifier que chaque cositjen se réduit 0.
Pourp et ¢ dansN, on calcule explicitement la composition de”(ba)” = (ba)"ba?
avecba’(ba)" = (ba)"ba’:

(baP(ab)"—(ab)"ba”)a’(ab)” — baP(ab)" 'a(ba’(ab)” — (ab)"ba?)
—(ab)"ba?*?(ab)" + ba”(ab)" 'a(ab)"ba’
—(ab)"(ab)"b ap+q+bap(ab)"72aba(ab) ba’
ab)*"ba’* + ba?*!(ab)" (ba)""
ab)*"ba?*? + (ab)"ba?*!(ba )
ab)*"baP*? + (ab)"ba’(ab)"a
)

ab)*"ba?*? + (ab)"(ab)"ba’a? = 0.

—(
—(
—(
—(
0

Une autre famille infinie de contre-exemples de type 1 gdisérd, mais dans une autre
direction que la proposition 4.4, le résultat de 'exemp&ekt la famille des présentations
standard des monoides de tresses :

Proposition 4.5. Pourn > 3, la présentation d’Artin-Tits

3) <01, ey Opq

0,05 = 040 pour\j—i\ > 2

0,00, = 0;0;0; pour\j — ’l‘ =1 )

du monoide de tressé% est un contre-exemple de type 1.

Démonstration.On a montré a I'exemple 1.4.8 que les monoid&ssont R-complets.
Prenons un < n—2; poson® = max(o;, 0;,1) €ta = min(o;, 0;41). Comme dans le
cas deBjy, la relationbab = aba de B;" conduit I'algorithme 2.22 a ajouter toutes les rela-
tionsba"ba = aba®b™ !, avecn > 2. Il suffit de prouver que ces relations ne sont pas ré-
duites par les relations de la base de Grobner rédluiRaisonnons par I'absurde et suppo-
sons qu'il existe une relatiom= v de B — ({bab = aba} U {ba"ba = aba?b" !;n > 2})
réduisant au moins une relatiba"ba = aba®)"~!. Donc on au € {a,b}". Maintenant,
I'équivalenceu = v implique qu'il existe une suite de mots, u., . . . , u,, satisfaisant

uw=ug ="y = ... =04, =0y, =0.

Mais il N’y a qu’une seule relation dans la présentation3jen’impliquant que des et
desb, & savoimab = aba. De ce faitu, = u; impliquew,; € {a,b}", etil s’ensuit quey
est élément déa, b} et que la relatiom = v a lieu dansB; ; donc les relationsa”ba =
aba?b™"!, avecn > 2, etbab = aba réduisent: = v a0, contredisant le fait qu# était
réduite. O
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A titre d'illustration de la proposition précédente, on derdans I'exemple suivant la
base de Grobner réduite dans le cas de la présentation duaed.

Exemple 4.6.Par la proposition 4.5, on sait que la présentation d’Artamdard du mo-
noide de tresseB;

(a,b, c;bab = aba, ca = ac, cbc = bcb)

avec I'ordre deglex induit par < b < c est un contre-exemple de type 1. En fait, un calcul
direct montre que la G-complétion est

bab = aba,
cbc = bcb,
ca = ac,

ba"ba = aba’d" ! n>2,

cb"cb = bcb*c" 1t n > 2,

cbac = bcba",n > 1,

cba"b’cb = bcba"bc?,n>2.p > 1,
cb™a™b™ .. .b™cba = bcbiac™ b"2c" ... ",
aveck > 2, et lesn; sont des entiers naturels satisfaisantns, ..., n,_; > 2, avec les

conditions supplémentaires suivantes :> 2 sionak = 20uk = 3, etn, > 2 si k est
impair. Toutes ces conditions sur les puissances desdettiervenant dans les relations
garantissent le caractére réduit de la base de Grobnerc8am®ntraintes, la plupart des
relations seraient encore vraies mais la base ne seraitquuge.

Remarqued.7. Bokut et al. [5, Th. 4.2] donnent des bases de Grdbner pour toutes les
présentations d’Artin des monoides de tresBgs avecn > 3. Ces derniéres coincident
avec celles qu'on a calculées dans les exemples exemplex 4.8. Bien que presque
explicites, ces bases ne sont pas réduites dans les ezaset de ce fait ne permettent pas
de conclure que les présentations de (3) sont des contrepde® de type 1, contrairement

a la proposition 4.5.

Jusqu’a présent, nous n‘avons considéré que des contngptese de type 1. Nous
concluons cette section avec ce qu'on a appelé les contraggs de typd’ dans la
proposition 4.1, c’est-a-dire les présentations pourdeligs la R-complétion est un sous-
ensemble propre de la G-complétion et toutes deux sont fi@irsdonne ici I'exemple
d’une présentation généralisant la présentation du merdgdsarsidé/, de [23].

Proposition 4.8. Pour toutn > 1 etp > 1, la présentation
(4) (a,b; (ab)"a = b”)

munie de I'ordre deglex induit par < b est un contre-exemple de typge
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Démonstration.D’aprés la proposition 1.4.10, la présentation (4) est Rygléte puisque
sa seule relation est du type... = b.... Puis, on vérifie avec la proposition 2.18 que
'ensemble

B = {(ab)"a = b?, b’ 'a = ab’™!}

est la base de Grobner réduite de la présentation (4). O

4.2 CONTRE-EXEMPLES DE TYPE 2

Dans cette section, on donne des exemples de présentation®ds-complétion est
strictement incluse dans leur R-complétion.

Lemme 4.9. Soit (a,b; R) une présentation avec aucune relation de la forme. =
a...oub... = b.... Alors, pour chaque mot non vide sur {a,b}, la R-complétion
de(a,b; R,bw = b) inclut {bw™ = b;n € N}.

Démonstration.La relationbw = b impligue buw™ = b, avecn > 1. On prouve par
récurrence sun, que (bw”) 'b ne peut pas étre retourné erméme si toutes les rela-
tionsbw™ = b, m < n, ont été ajoutées a la présentation. Puis(qmez)*lb se retourne
enw™!, on suppose > 2. Par hypothése, il n'y a pas de relation.. = s... dansR et
donc, les seuls retournements(da;")_lb sont, pour toup etm satisfaisanp < m < n,
(bw™) b ~ wmw? ~ (w™P)""; ceci achéve la récurrence. O

Proposition 4.10. Avec les hypothéses du lemme 4.9, toute présentation Giétendp la
forme(a, b; bw = b) est un contre-exemple de type 2.

Démonstration.D’aprés le lemme 4.9, la R-complétion ¢& b;bw = b) contient I'en-
semble{bw” = b;n € N} qui, & son tour, contient la G-complétion, & savfitw =
b}. O

Exemple 4.11.Lillustration la plus simple de la proposition 4.10 éstb; ba = b) dont la
base de Grdbner réduite consiste simplement en la reladienb et dont la R-complétion
est{ba™ = b;n € N}.

Le résultat suivant est une autre application du lemme 4f@rdnt de la proposi-
tion 4.10 en ce que I'ensembfe est non vide.

Proposition 4.12. Pour tousn, ¢, p satisfaisant: + ¢ > p, les présentations
(a,b; a"b? = b”, ba = b)

munies de I'ordre deglex induit pér> a sont des contre-exemples de type 2.

—73-—



CHAPITRE Il — BASES DEGROBNER

Démonstration.On calcule tout d’abord la G-complétion. Il N’y a qu’une seabmposi-
tion a calculer :

(a"b? —bP)a —a"b? '(ba —b) = —bPa+a"b?
~  —bP+a"? ~ 0.

Donc la présentatiofe, b; a"b? = b”, ba = b) est G-compléte. Le lemme 4.9 permet de
conclure. O

Tous les contre-exemples de type 2 ci-dessus présenteattieuparité d’étre déja G-
complets, autrement dit, 'ensemiftede chaque présentation de monai8eR) de type 2
considérée jusqu’a présent est une base de Grobner. On dwingenant deux contre-
exemples de type 2 qui ne sont pas d’emblée G-complets. beigra une base de Grobner
réduite finie, ce qui, dans la pratique, est plutot rare. Lex@gne a une base infinie. Dans
les deux cas, par définition du type 2, la R-complétion lesienh

Proposition 4.13. Quel que soit I'ordre deglex, la présentati¢n b; ba? = ab, a’b = b?)
est un contre-exemple de type 2.

Démonstration.L'algorithme 2.22 donne pour I'ordre induit par> a la base de Grébner
réduite
{ba® = ab, a’b = ab,b? = ab,bab = ab}
et pour I'ordre induit par. > b la base
{ab = b* ba® = b b = b*}.

Il suffit ensuite de montrer pour chacune de ces relations v qu'on n’a pasu='v ~
E. L]

Pour le deuxiéme contre-exemple, on utilise une présental® monoide proche de
celle qu’on a vue aux sections 1.5.2 et 3.1. On y calculaitclesplétions pour la rela-
tion ba"b = ba""! avecn = 1. Ici on considére le cas = 0.

Proposition 4.14. La présentatior(a, b; bb = ba) est un contre-exemple de type 2 pour
tout ordre admissible.

Démonstration.Le cas ou l'ordre vérifi® < a impliquebb < ba et donc la présentation
est G-complete puisque la seule relatiba=bb, n'est pas composable avec elle-méme.
Pour tout ordre admissible satisfaisank a, le calcul est tout a fait similaire a celui qu’on
a effectué dans I'exemple de la section 3.1. On trouve la thag&rébner réduite

{ba"b =ba"";n > 0}.

On peut reprendre le calcul de la section 1.5.2 pour trouverlg R-complétion contient la
base de Grobner réduite. Mais la R-complétion est plus grokésguivalencev?a? = ba?
n’est pas prouvable par retournement. O
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Remarqued.15 Il est naturel, comme dans la section 4.1, de définir la nad®contre-
exemple de type’ comme étant une présentation de mong&ieR) satisfaisanR¢ C R”?
et|R%| < co. Cependant, contrairement au tygeon ne connait pas de présentation de
type2’ a ce jour. La plus grosse difficulté réside dans le calcul éRd¢amplétion. En effet,

au cours du processus de complétion, le retournement deadevent, si ce n’était pas déja

le cas, non déterministe : si, a un moment donné, on a un@rekat. . = s. .. disponible

et qu’on doit retourner un motif!s, alors on a deux fagons de le retourner, menant a deux
mots terminaux différents en général.

4.3 CONTRE-EXEMPLES DE TYPE 3

On conclut la liste des contre-exemples avec les contreygbes de type3, c’est-a-
dire les présentations de monoide pour lesquelles les ébioms ne sont pas comparables
en terme d’inclusion. D’abord, nous verrons qu’on peut cféeilement de tels contre-
exemples a partir de contre-exemples de typede type2. Ensuite, nous montrerons qu'il
existe des contre-exemples moins artificiels comme la ptésen standard d’Heisenberg.

On noteX; U X, I'union disjointe des ensemble$; et X,, c’est-a-dire

X1|_|X2:X1 X{l}UXQX{2}

Définition 4.16. Le produit directdes présentation&S;, R;) et (Sz, R,) est la présen-
tation qu’on note(S;, R1) x (Sz, Ry) et égale &(S; U S;, R1 U R, U R) avecR =
{5180 = $251; 81 € 51,82 € Sa}.

Dans la suite, les ordres considérés sur le produit diredéde présentations ordonnées
seront I'ordre deglex avec les lettres ordonnées comme Bstordres susS; et S, sont
préserves et on poseax S; < min Ss.

Lemme 4.17.SoitP le produit direct des présentations de monoide, R, ) et (Sz, Rs).
Alors, en utilisant les notations introduites a la propasit4.1, la base de Grobner réduite
de P estR,% U R,“ LR et son ensemble de relations R-complétédast L R, LIR.

Démonstration.Pour prouver qu@?" L 7/€\2G LI R est la base de Grobner réduiteBeil
suffit, d’apres la proposition 2.18, de vérifier que toutssdempositions se réduisenba

Il 'y a pas de composition possible daRs“ ni dansR,“ puisque ces deux ensembles
de relations sont réduits. Il est clair q@@&ne contient pas non plus de composition. Les
seules compositions ne se réduisant pasiaivent donc impliquer des relations de deux
ensembles distincts parﬂ/ﬁ\lc, 7/520 et R. CommesS; etS, sont d’intersection vide, il n'y

a pas de composition possible erite” etR,C. De plus, puisqu’on a; > s; pour touss,
des, ets, deSy, la premiere lettre du mot dominant de toute relatiofkdest danss, et la
derniére est dans,. On laisse les détails de la vérification que toute compmosideR,“
et’R se réduit &. Le cas mettant en jeﬁ\lc est similaire.
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Pour prouver qués; LI Sy; R, % LU R, LI R) est R-compléte, il suffit de vérifier que
des qu’on a deux mots équivalents, on peut le prouver pannregenent. Or, si; et v sont
équivalents, alors on a = wjuy etv = vjve, avecuy, v, danss; et ug, v, danss;,
satisfaisant;; = v; uy = v9. Ces derniéres équivalences sont prouvables par retoaniem
(puisgqu’on a toutes les relations (ke et@R) et on peut vérifier que trouver une suite de
retournements de v < revient a trouver des retournementsigév; etuy v, de. O

La proposition suivante exploite ces résultats pour créaramtre-exemple de typgea
partir de contre-exemples de type 1 et de type 2.

Proposition 4.18. Soit (S;, R1) un contre-exemple de type 1, et S@t, R2) un contre-
exemple de type 2. Alof$;, R1) X (S2, R2) est un contre-exemple de type 3.

Démonstration.Par hypothése, les ensembleg IR, % et R, LR, ne sont pas compa-
rables. Ainsi, par le lemme 4.17, la G-complétion et la R-pt#tion de(S;, R1) X (Sa, R2)
ne sont pas comparables. O

Cette derniere proposition fournit un moyen de construeeabntre-exemples de type 3
comme produit direct de contre-exemples de tiypede type. Il y a cependant des présen-
tations moins triviales de type 3 qui ne sont pas des prodisists d’autres présentations.

Proposition 4.19. Munie de I'ordre deglex induit pas < b < c, la présentation d’Hei-
senberg
(a,b, c;ab = bac,ac = ca,bc = cb)

est un contre-exemple de type 3.
Démonstration.D’aprés [16, Ex. 5.4], la présentation d’'Heisenberg R-clétée est
(a,b, c;ab = bac,ac = ca,bc = cb, cba = ab).
Par ailleurs, I'exécution de I'algorithme 2.22 donne la @nplétion suivante :
{cb="bc,ca=ac} U {ba""'c=aba™n >0}
U {ba®b =a"b%a";n > 1} U {ba®"'b = a"baba™;n > 1}.
On remarque que la G-complétion est infinie et donc la prétsentd’Heisenberg n’est ni

de typel’, ni de type2 ni de type2’. De plus, la relatiorba = ab de la R-complétion n’est
pas dans la G-complétion et donc la présentation d’Heisgnbest pas de type 1. [

La présentation d’'Heisenberg est un contre-exemple dexglmat la R-complétion est
finie. De cette R-complétion et de la proposition 1.6.1 onudégue le monoide d’Heisen-
berg est simplifiable a gauche. Cette situation, a savoiromtre-exemple de type 3 dont
la R-complétion est finie d’une part et qui est est associéraamoide simplifiable d’autre
part, n’est a nouveau pas générale comme le montre la ptiposilivante.
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Proposition 4.20. (i) |l existe un contre-exemple de type 3 & R-complétion finie. De
plus, le monoide associé est simplifiable & gauche.
(#7) 1l existe un contre-exemple de type 3 & R-complétion infidéeplus, le monoide
associé n'est pas simplifiable a gauche.
(7i7) 1l existe un contre-exemple de type 3 a R-complétion finieplDg, le monoide
associé n’est pas simplifiable a gauche.

Démonstration.On a montrgi) dans la proposition 4.19, la présentation d’Heisenberg est
un tel contre-exemple.
Montrons(ii). Considérons la présentation

(5) (a,b,c;ab = ba,ac = ca,bb = ca)

munie de I'ordre deglex induit par < b < c. Une autre application de I'algorithme 2.22
meéne a considérer deux familles infinies de relations qu’ontne faire partie de la base de
Grobner réduite par la proposition 2.18. La base de Groladhrite de cette présentation
est

{ba = ab,ca = ac,bb = ac} U {ac"b = abc™;n > 1} U {abc"b = a’c"*;n > 1}.

De I'équivalenceacb = abc et du fait quebc est isolé, on déduit que le monoide associé a
la présentation (5) n’est pas simplifiable a gauche.

On remarque immédiatement que la présentation (5) n'esRpaampléte car on a
les relationsac = ca etbb = ca mais pasb = ac. Les trois relations conservant la lon-
gueur, la présentation est homogene (remarque 1.4.4) ;ieutdonc l'algorithme 1.5.1
pour R-compléter la présentation (5). Sans calculer tafRed¢omplétion, on trouve qu’elle
contient néanmoins I'ensemble de relations

{ac"b = abc™;n > 1}

ainsi que la relatiorabc = cab. La R-complétion est donc infinie et nest pas incluse
dans la G-complétion car la relati@bc = cab ne fait pas partie de la base de Grobner
réduite. Réciproqument, la relatiaibcb = a%c? de la G-complétion n’est pas dans la
R-complétion : en effet, les relations qu’on connait de ladrRiplétion suffisent a mon-
trer 'équivalenceabcb = a%c? par retournement, autrement dit, otfadcb) 'a?c? ~ ¢,
comme l'illustre le diagramme de la figure 2.

Pour montrer(iii) on considére la présentatida, b, c; ab = ba, bc = cb, ab = cb),
qui est homogéne (remarque 1.4.4). L'application classide la proposition 1.5.2 montre
gu'’il faut ajouter les relationsa = bc, ab = bc et cb = ba. Un autre calcul a I'aide de
I'algorithme 2.22 et de la proposition 2.18 méne a la G-catigh

{ba = ab,bc = ab} U {ca"b = a""'b;n > 0}.
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FIGURE 2 — En montrant qu'on peut retourner (abcb) !a%c? en le mot vide &, on
montre que la relation abcb = a?c? n'est pas dans la R-complétion de la présenta-
tion (a,b,c;ab = ba,ac = ca,bb = ca) alors qu'elle appartient a la G-complétion. Cette pré-

sentation est donc un bon candidat pour étre un contre-exemple de type 3.

La présentation n’est pas un contre-exemple de type 1 caliathoncb = be n’est pas dans
la base de Grobner. La présentation n’est pas non plus d@tyaecab = a%b ne fait pas
partie de la R-complétion. Quant a la simplifiabilité a gajdhsuffit de remarquer qu’on
a ajouté la relatioma = bc et que dés lors ontsa = bc mais pas = c. O

5 SIMPLIFIABILITE

Onavualasectionl.6.1 qu’'une application du retourneraside déterminer si le mo-
noide associé a une présentation R-compléte est simgdiftabauche. Dans le cas d’'une
présentation de monoide R-compléte, on sait en effet quffit s'examiner les relations de
la formes... = s...pour déterminer la simplifiabilité & gauche du monoide dégpco-
position 1.6.1). Etant donnée la forte ressemblance eatenstruction de la G-complétion
et de la R-complétion d’'une présentation, il est naturdiudi@r I'information qu’apporte
la G-complétion d’'une présentation sur la simplifiabilittrdonoide associé.

Quand on considere des présentations G-complétes, leecdé&la proposition 1.6.1
reste nécessaire, mais n'est plus suffisant.

Proposition 5.1. (i) Soit(S;R) une présentation de monoide G-compléte et réduite.
Si'R contient une relation de la forma: = sv avecu, v des mots non vides d¢,
alors le monoidésS; R) " n'est pas simplifiable a gauche.

(77) Il existe une présentation de monoide G-comp&teR ) telle queR ne contienne
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aucune relation du typeu = sv avecu, v des mots non vides d#, et pour laquelle
le monoidgS; R)™ n'admet pas la simplification a gauche.

Démonstration.(i) Supposons que le monoid&; R)* soit simplifiable a gauche. Alors
onau =, v etu = v n'est pas une relation d&, sinon la présentatioR ne serait pas
réduit. Prouvons que ce n’est pas possible.

Puisqu’on a fixé un ordre compatible avec la concaténatiois amonoide, I'inéga-
lité su > sv impliqueu > v. Cette derniére inégalité combinée avec I'équivalence v
signifie queu ou v est réductible. Dés lors, supposons qu'il y ait une relatios= w’
de R avecw un sous-mot de. Ceci signifie que la relatiopu = sv n’était pas réduite,
ce qui contredit I'nypothese. Le méme argument s’applique/Ainsi, il n’y a pas de re-
lation w = w’ avecw un sous-mot de ou v. Doncwu etv sont nécessairement réduits et
comme ils sont équivalents, ils sont égaux, ce qui contiedht.

(77) Prenons le monoide présenté parb, c; ca = ba,cb = ba), muni de I'ordre
deglex induit pam < b < c. Cette présentation est G-compléte. &e= ba etcb = ba
on déduitca = cb. Or on n‘a pasa = b et donc le monoide n’est pas simplifiable a
gauche. O

La proposition 5.1 établit que pour qu’une présentatiom associée a un monoide
simplifiable a gauche, il est nécessaire qu’il N’y ait pasealation s... = s... et réci-
proquement, que méme sans relation de ce type, il existerdssrations G-completes
associées a des monoides non simplifiables. Dans la prasveslations de la présenta-
tion (a, b, c; ca = ba, cb = ba) suggerent que la simplifiabilité puisse étre liée a la forme
particuliere de cette présentation, c’'est-a-dire possétiux relationsu = w etsv = w
avecu # v etw he commengant pas par anCe n’est pas le cas :

Proposition 5.2. Il existe une présentation G-complé&i§; R) dont le monoide associé
(S;R)* est non simplifiable a gauche et telle gRene contienne pas de paire de rela-
tionssu = w, sv = w avecu # v etw ne commengant pas par

Démonstration.Soit la présentation
(S;R) = (a,b,c,r,s,t; sba = tca, cab = bb, tbb = rcb, sa = rc)

munie de l'ordre deglex induit pat < b < ¢ < r < t < s. Par la proposition 2.18 cette
présentation est G-compléte. On a cependant, eaba= rcb et sbab = rcb et donc
sbab = sab. Si le monoide est simplifiable a gauche, alors arala= ab. Or bab et ab
sont tous deux réduits : comme ils sont non égaux, ils sonégaivalents. O

Contrairement au retournement, il n’apparait donc pasectant de caractérisation ou
méme de critére permettant de déterminer si une présamtiiononoide G-compléte est
associée a un monoide simplifiable ou non.
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CHAPITRE ||

RETOURNEMENT ITERE

Dans ce chapitre, nous introduisons une relation moins fiee-g mais basée sur—le
retournement, permettant ainsi de détecter plus d’éqencals, notamment dans des cas de
présentations de monoides R-incomplétes.

Le retournement de mot est un procédé de réécriture des inptlesa décrire et qui est
bien adapté a I'utilisation d’un ordinateur, particuligrent lorsqu’a chaque étape il n’existe
gu’une régle de réécriture — ce cas est dit complémenté. intgéréts du retournement
est de résoudre — dans les bons cas — le probleme du mot assoog présentation.
Toutefois, on a vu au chapitre | que le retournement ne pgratetie répondre au probleme
dans tous les cas, par exemple lorsque la présentation gormidere n’est pas R-compléte
ou bien lorsque la présentation est R-compléte mais queuiesssde retournement ne
sont pas de longueur finie. Dans cette derniére situatior{d&irnement donne une semi-
solution au probléme du mot : toutes les équivalences stetide&s en un temps fini mais
le processus de retournement peut ne pas terminer dansderdaaire.

Dans les bons cas, on peut R-compléter une présentatiamifhige 1.5.1) de telle sorte
gue le monoide associé a la présentation R-complétée adrpedibléme du mot résoluble
par retournement. Mais en général, on ne sait pas si unenpaéisa est R-compléte et on
ne sait pas si la R-compléter est réalisable en un temps fimbou

Dans ce chapitre on définit un nouveau procédé de réécriasrendts, fondé sur le re-
tournement de mot, et qu’on appel&ournement itérépartant d’'un motv, on le retourne
d’abord enu;v; !t avecu,, v, positifs, on permute les facteurs en'u,, qu’on retourne a
son tour enu,vy ' avecus,, v, Positifs, on permute les facteurs en'u,, et on recommence.
On montre qu’il existe des présentations (R-incompléeted que deux mots et v re-
présentent le méme élément du monof8eR)* si et seulement si le retournement itéré
du motu~1v aboutit au mot vide. En appelad¢gréd’un retournement itéré le nombre de
retournements réalisés, on montre :

Proposition : Le probleme de mot du monoide d’Heisenberg est résoluble par
retournement itéré de degee Le probléme de mot du groupe d’Heisenberg est
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résoluble par retournement itéré de degré

La présentation standard du monoide d’Heisenberg fut lmigre pour laquelle on
prouva que le probleme de mot du monoide nécessitait unrnetiment double. On donne
dans ce chapitre d’autres exemples de présentation paésemtte méme propriété. Par
contre on ne connait pas d’exemples de monoide ou un retoemniglus que double est
nécessaire.

Par ailleurs, on aborde le lien entre retournement et pnodlée mot du groupe et on
montre

Proposition : Si le probléme de mot du monoid§; R)* est résoluble par

retournement itéré de degré(c’est-a-dire qu’on procede d retournements

successifs) et qug; R)* se plonge dansS; R), alors le probleme de mot du
groupe(S; R) est résoluble par retournement itéré de dedré 1.

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1, néfirsissons le retourne-
ment itéré et les notions rattachées. Nous montrons ergilita groupe possédant admet-
tant une présentation dite RI-compléte a un probleme du atabke et on étend le résultat
aux monoides, sous certaines conditions. Nous introdsisgalement un nombre — qu’on
appelle le RI-degré — décrivant une propriété du retourmegritéré et nous déecrivons les
présentations de RI-degré 1 et 2. Dans la section 2, nousdsrdes exemples de présen-
tations de RI-degré 3, dont la présentation standard déddbisrg fait partie. Finalement,
dans la section 3 nous montrons qu'il existe également deseptations RI-incomplétes et
en donnons des exemples.

1 RETOURNEMENT ITERE ETRI-COMPLETUDE
1.1 RETOURNEMENT ITERE

Rappelons deux définitions du chapitre I.

Définition 1.1 (présentation complémentée, forte convergendele présentation de mo-
noide(S; R) estcomplémentési, pour tout couple de lettres distinctes de S, il existe

au plus une relation... = t.... Le retournement associé a la présentation de monoide
complémentéésS; R) estfortement convergent- ou simplement, la présentatids; R )
estfortement convergente- si, pour tous mots etv surS, il existe des mots’ etv’ surS

tels qu'on aitu~'v ~, v'u/" L.

Remarquel.2 Il ne suffit pas qu’une présentation complément8eR) possede, pour
toute paire de lettres t deS, au moins une relatiof. .. = ¢ . .. pour qu’elle soit fortement
convergente. Considérons la présentation de BaumslagSal b; ba = ab) ; la suite de
retournements issue du mot'ab est de longueur infinie. On a cependant la réciproque :
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Fait 1.3. Soit(S; R) une présentation de monoide complémentée fortement gemer
Pour touss, t de S, il existe une relation ... =t ... dansR.

Démonstration.Soient deux lettres et deS et montrons qu’il existe une relation . . =
t.... Comme(S;R) est fortement convergente, il existe des motst v sur S vérifiant
s~'t ~, uv™!, ce qui, par définition du retournement, montre gue= v est une relation
deR. 0

Définition 1.4 (présentation rectifiante)On dit que la présentatioff; R) estrectifiante
si (S;R) est une présentation de monoide complémentée fortemerdrgemte.

Des exemples de présentations rectifiantes sont les paéiseistd’Artin-Tits des grou-
pes de tresses (voir p. 71), qui sont de plus R-complétete Siatation n'est pas générale :
les présentations rectifiantes ne sont pas nécessairertampletes. Toutefois, dans cer-
tains cas — dont un exemple typique est la présentation détéierg (exemple 1.13) —,
itérer le retournement pallie la R-incomplétude, c’esti@ que partant de deux mois
etv positifs et équivalents, une suite de retournements pateaur v s’achéve par le mot
vide.

Définition 1.5 (retournement itéré)Soit (S; R) une présentation rectifiante et saitun
mot surS U §~!. La suite, finie ou infinie, de couples de mots positif§ (w), Dy(w)),
(N1(w), Dy(w)), ... est unretournement itéréle w si elle vérifie

— w v, No(w)Do(w)™ ouw = Ny(w)Dy(w)™,

— pourz > 0, Dz(w)_lNZ(w) NNy Ni+1(w)DZ~+1(w)_1, et

— aucune suite plus longue ne vérifie les deux premiers points

Par définition de la notion de présentation rectifiante, ommédiatement le fait sui-
vant.

Fait 1.6. Sous les hypothéses de la définition 1.5, tout mot admet oumrretment itéré et
celui-ci est unique.

Démonstration.L'unicité provient du fait que la présentation est complétée. La forte
convergence du retournement implique que, pour toutunaé (S U S~1)*, il existe deux
motsu, v deS* vérifiantw ~ uv!. O

Définition 1.7 (longueur) Soit (S; R) une présentation rectifiante et seiun mot sutS U
S~!. LalongueurA(w) du retournement itéré de est la longueur, c’est-a-dire le nombre
d'éléments, de la suiteVy(w), Do(w)), (N1 (w), D1(w)), . .. si elle est finie eto sinon.

Notation. Soit (S; R) une présentation rectifiante. Soientw’ des mots sutS U S™).
Pourp € N*, la notationw m w' signifie qu'on aA(w) = p etw’ = N,_1(w) D, (w).
La notationw m w’ signifie qu'il existep deN* pour lequel on av m w'.
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Exemple 1.8.La présentation d’Artin-Tits du monoide de tresgsest
(a,b, c;bab = aba, ca = ac, cbc = bcb)

et est donc rectifiante. On calcule facilement que le reement itéré d&€a est la suite
infinie constantea, c), (a,c),... et donc on aA(Ca) = oo. Pour le motABaAba, on
obtient la suite finiéb, b), (¢, ) d’ou on déduitA (ABaAba) = 2.

Remarquel.9. Dans la définition du retournement itéré, on peut affailds hypothéses
et ne plus supposer la présentat{dh R ) rectifiante mais seulement saturée, c’est-a-dire
gue pour toute paire,t de S il existe une relatiors... = ¢... dansR. Dans ce cas,

la notion de retournement itéré existe encore, mais on penicité et des comporte-
ments trés différents apparaissent sur des exemples siny@erésentation de monoide
(a,b;ab? = b%a, ba? = a’b) est complémentée et saturée. Soite mot AABaab. Nous
allons construire des retournements itérés finis et infssas dew. Comme on a la re-
lation baa = aab, on a le retournement itéré de longueufcle), c’est-a-direNy(w) =
Dy(w) = . Mais, comme Tlillustre la figure 1, on a aussi le retournetrnlongueur 2
(b,b), (g,¢).

Retournement 1
P ———>— - — ¥

| Y |

| | | Retournement 2

FIGURE 1 — Les fleches pleines représentent la lettre a, les tiretées représentent la lettre b.
Dans le cas des présentations non complémentées, d'un méme mot peuvent étre construits
plusieurs retournement itérés différents. Comme baa = aab est une relation de la présenta-
tion (a,b;ab? = b%a,ba® = a?b), on a le retournement (itéré) AABaab ¢ de longueur 1. Le
diagramme de gauche montre un autre retournement de AABaab menant a un retournement
itéré de longueur 2.

Outre ces retournements itérés finis, le moadmet des retournements itérés de lon-
gueurs infinies : le mokABaab Se retourne emabbaBBBAA, qui, a son tour, se retourne
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enabaabAAABB. Or le motAAABBabaab se retourne en le mot de dépanBaab, d’ou on
conclut que dev sont issus des retournements itérés arbitrairement gtaonidigure 2).

Retournement 2

,,,,, » »,,,,,,y,,,,,» >

Retournement 1
!—’l—’[’—’;”»
I | -
- , o
] \ 4 ) <

€ € +—5,v

,,,,, I AN SN \ 4

vy

FIGURE 2 — Les fleches pleines représentent la lettre a, les tiretées la lettre b. Dans le
cas des présentations non complémentées, d'un méme mot peuvent étre construits plu-
sieurs retournement itérés différents. Comme baa = aab est une relation de la présenta-
tion (a,b;ab? = b%a,ba? = a?b), on a le retournement (itéré) AABaab ~ ¢ de longueur 1.
Le diagramme de gauche montre un autre retournement de AABaab menant a un retournement
itéré de longueur infinie : 3 la deuxiéme étape de retournement (diagramme de droite), le re-
tournement de BBBAAbabba conduit a retourner BBAbba. Comme les relations de la présentation
sont symétriques en les lettres a et b, retourner BBAbba revient a retourner AABaab, le mot de
départ.

On rappelle quelques notations introduites a la sectiof.|Soit(S; R) une présenta-
tion de monoide. On note , la plus petite congruence sircontenan®k et on notezi la
plus petite congruence sur I'ensemBle) S—! contenantR (donc=_ aussi) et toutes les
paires{ss~! ¢}, {s~'s,e} avecs dansS.

Définition 1.10(trivialité). Soit(S; R) une présentation de monoide. Soitin mot suS U
S~'. On dit quew est==-trivial sion aw == «.

Exemple 1.11.Etant donnée une présentation de mon¢&ieR ), siu est un mot sus U
S~!, alors le motuwu ! est==-trivial. Un cas plus intéressant de msf -trivial est le mot
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formé comme suit : soient et v deux mots positifs et ,-équivalents; alors le mat~'v
est==:-trivial.

Définition 1.12 (RI-complétude, RI-degré)Soit (S;R) une présentation rectifiante. La
présentationS; R) estRI-complétesi pour tout moEj;-triviaI w deS U S il existe un
entierp = p(w), le RI-degréde w, pour lequel on av m e. Si la présentationiS; R)
est RI-compléte, I®I-degré ou simplement lelegré de (S; R) estsup{p(w);w € (S U
S etw == ¢}

L'exemple suivant montre que la notion de RI-complétudédif de celle de R-com-
plétude, a savoir qu’il existe des présentations RI-coteplaon R-completes.

Exemple 1.13.La présentation d’Heisenberg
(H) (a,b, c;ab = bac,ac = ca,bc = cb)

est rectifiante : posonS’ = {a,b} U {c",ac”;n € N}. On vérifie facilement que I'en-
sembleS’ contient{a, b, c} et est clos pax, et queu, v € &’ implique I'existence de:\v.
D’apreés la proposition 1.2.11, le retournement associé@édaentation{ est donc forte-
ment convergent montrant qade est rectifiante. On sait qu est R-incompléte (propo-
sition 11.4.19) : I'équivalencecba = ab n’est pas prouvable par retournement sans avoir
R-complétéH préalablement. On montrera toutefois a la proposition Bélg présenta-
tion d’Heisenberg est RI-compléete de degré 3 : par exemplééduivalencecba = ab on

tire que le motABCab est==-trivial et donc le retournement itéré ddCab aboutit en au
plus trois étapes au mot videOn a tout d’abord la suite de retournements

AB[Ca]b m A[Ba|Cb ~ AacB[Cb] ~ [Aa]c[Bb]C ~ cC.

Malgré I'équivalencecba = ab, on n'a pas(cba) 'ab ~ ¢ (la présentatiori{ n'est pas
R-compléte). On vérifie cependant qu’oficda) *ab A e puisqueCc se retourne en.

1.2 RI-COMPLETUDE

A partir des résultats classiques concernant le retourngrme montre une condition
nécessaire a la RI-complétude puis on donne des conditaursyoie le retournement itéré
associé a la présentati¢§; R) résolve les problémes du mot du monoideR)* et du
groupe(S; R).

Lemme 1.14.Soit(S; R) une présentation rectifiante. Les conditions suivantes &gui-
valentes.

(1) Le motw est="-trivial ;

(#1) il existe un entiep tel queN,,(w)D,(w)~" soit==-trivial ;
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(#41) pour tout entier, le MotN,(w)D,(w)~"! est==-trivial.

Démonstration.Soit w un mot et considérons son retournement itéré. Poggns w et
pourn > 0, posonsw, = D,_(w) !N, _(w). De méme, on pose) = Ny(w)Dy(w)™*

et pourn > 0, on posew!, = N,,(w)D,(w)~!. Pour montrer le lemme, il suffit de montrer
quon aw, =* w!, =* w,,; pourn > 0. La premiere équivalence est donnée par la
proposition 1.1.7. Quant a la deuxiéme, oNgw) D,,(w) ! =* e d'ou N, (w) =* D, (w).

On en déduit I'équivalenc®,,(w) 1N, (w) =* ¢ de laquelle on tireV,, (w) D, (w)~* ==

D, (w)™IN,, (w) soitw], =F wy,, ;. O

D’aprés le lemme précédent, 4a--trivialité d’'un mot est lisible dans le retournement
itéré a tout rang. Mais cela ne fournit pas un moyen de détkecte*-trivialité. Le lemme
suivant donne un tel moyen dans le cas des présentatioifmrges RI-completes.

Lemme 1.15.So0it(S; R) une présentation rectifiante Rl-compléte. Alors un mde (SU

S1)* est==-trivial si et seulement siona ~; «.

Démonstration.Soitw un mot dgSUS!)*. Comme(S; R) est RI-compléte, si est=>-
trivial, alors il existe un entiep pour lequel on &,(w) = N,(w) = ¢ . Réciproquement,
si le retournement itéré finit pav,(w) = D,(w) = ¢ alors le motN,(w)D,(w)! est
="-trivial et, par le lemme 1.14y aussi. O

On donne maintenant une condition nécessaire a la RI-conagé

Proposition 1.16. Soit (S; R) une présentation rectifiante RI-compléte. Alors quels que
soient les mots, v deS*, on a I'équivalence

u=-ve JweS, (uw=, vw).

Démonstration.On suppose que la présentati@ R) est RI-compléte. Soient, v des
mots deS* tels qu’il existew dansS* vérifiantuw =, vw. On a doncuw Ei vw et,

par multiplication a droite paw—!, on au Ej_; v. Réciproquement, supposons qu’on a
u == v avecu, v deux mots des*, autrement dit.~'v est==-trivial. Comme(S; R) est
RI-compléte, il existe un entier positifsatisfaisant\ (v ~'v) = p. Posons, pour < i < p,

u; = D;(w) etv; = N;(w). D’aprés le diagramme de retournements de la figure 3 et la
proposition 1.1.5 , on aw =, vw avecw = vy . .. Up_1. O

1.3 SOLUTION AU PROBLEME DU MOT

Lorsque le degré d’'une présentation RI-compl&teR) est fini, le retournement itéré
est un moyen simple de résoudre le probleme du mot du gr@ge).
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v Y \ A €
Vo (%1

FIGURE 3 —Comme la présentation (S;R) est Rl-compléte, le retournement itéré du mot Ei-
trivial u~'v se termine par le mot vide . On lit sur le diagramme I'équivalence dans le monoide
U-v9...%9-1=V-09...0p—-1-

Proposition 1.17. Soit (S; R) une présentation rectifiante RI-compléte de degré fini. Le
retournement itéré fournit une solution au probléme du mogbupe(S; R).

Démonstration.Soitw un mot de(S U S~1)* et notonsd le degré d€S; R). Supposons
qu'on aitA(w) = p avecp < d. SupposonsV,(w) = D,(w) = . Du lemme 1.14, on
déduit que le motw estzfz-trivial et donc qu'il représente I'élément neutre @& R).
L'autre cas est qu'un seul des deux mats(w), D,(w) est le mot vide. Dans ce cas
le mot D,(w)~'N,(w) n'est pas==-trivial et doncw non plus. Supposons maintenant
A(w) > d. D’aprés le lemme 1.15, le mat n'est paF_j;-triviaI, donc ne représente pas
I'élément neutre déS; R). O

Remarquel.18 La proposition 1.17 ne se prolonge pas telle quelle au menddR) " :

le fait que le retournement itéré d’'un mot négatif-positif-v termine par le mot vide
ne prouve pas en général I'équivalence: v. Autrement dit, le fait que deux mots st
représentent le méme élément du gro(®eR ) n'implique pas qu'’ils représentent le méme
élément du monoideS; R)*. En effet, considérons la présentation rectifigate, c; ab =
ba,bc = cb,ab = cb) et le motw valantAc. Le retournement itéré de méne en deux
étapes au mot vide : le premier retournementest. bB et le deuxiem@&b ~ . Pourtant,
on n‘a pasa = c puisque qu’aucune relation de la présentation ne faitueter de mots
d’une lettre. On donne toutefois un résultat partiel datie cirection a la proposition 1.19.

Proposition 1.19. (i) Supposons queS; R) est une présentation rectifiante RlI-compléte
et que le monoidéS; R)* est simplifiable & droite. Alors, pour tous les mots surS, on
a

_ -1
U=, VS U UV E.

(77) De plus, si(S; R) est de degré + 1, alors on a, ave& < d,

— -1 K
U=, V&S U UV E.

Démonstration.De u =, v, on déduit que.”'v est="-trivial et comme(S; R) est RI-
compléte, le retournement itéré de'v s'achéve pafz, ). Réciproquement, si le retourne-
ment itéré de:'v s'achéve pafz, ¢), alorsu™'v est==-trivial. On en déduii. == v puis,
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par la proposition 1.16, qu'il existe un motde §* vérifiantuw = vw. Comme(S; R)*
est simplifiable a droite, on conclut par=,, v.

Finalement, supposons q(8; R) est de degré + 1. De A(vu™!) = A(u~'v) + 1, on
déduit que si la présentation itérée est de ddgtél alors le retournement itéré de'v
est au plus de longuedr 0

On déduit de la proposition 1.19 une nouvelle condition saffie pour que le mo-
noide(S; R)* se plonge dans son groupe de fractiQfisR).

Corollaire 1.20. Soit (S;R) une présentation rectifiante RI-compléte telle que le mo-
noide(S; R)* soit simplifiable a droite. AlorgS; R)* se plonge dansS; R). En parti-
culier, (S; R)* est simplifiable & gauche.

Démonstration.D’apres la proposition 1.19, si la présentati@h R) est RI-complete,
alors pour deux mots, v deS*, u =, v est équivalenta == v. Ceci signifie quéS; R)*

se plonge dansS; R). Or un monoide se ploge dans son groupe de fractions si e-seul
ment s’il vérifie les conditions de Ore [9], c’est-a-dire fjfdut qu’il soit simplifiable et que
deux éléments aient un multiple commun. On en déduit dongHUR)* est simplifiable

a gauche. O

On conclut par une solution au probléme du mot du monQd& ) *.

Corollaire 1.21. Soit(S; R) une présentation rectifiante RI-compléte de degré fini. Si le
monoide(S; R) " est simplifiable a droite alors le retournement itéré fotiume solution
au probléme du mot deS; R) ™.

Démonstration.Sous ces hypothéses,siv sont des mots suf, alorsu =, v est équi-

valenta IeEi-trivialité dew~'v. La démonstration est alors similaire a celle de la proposi-
tion 1.17. O

1.4 PRESENTATIONS DE PETIT RI-DEGRE

On identifie dans cette section les présentations recgfaRt-complétes de degré 1
et 2.

Proposition 1.22. Aucune présentation rectifiante RI-compléte n’est de dégré

Démonstration.Supposons quesS; R) est une présentation rectifiante Rl-compléte de de-
gré 1. Posonw, ., = u 'zz"'v, avecu etv deux mots positifs équivalents etun mot
positif quelconque. Le mab, ., est==-trivial car on au'zz7'v == v lv =% ¢, et
puisque quéS; R) est RI-compléte de degré 1, ong ., ~, € etw,,. ~, €. De ces
retournements on déduit'v ~, ¢, pour tousz etwv. De la proposition 1.1.5 on déduit

I'équivalencez =, v puis qu’il n'y a qu’une seule classe d’équivalence sayset donc
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gu’un seul élément dans le monoi@® R)*. SiS n'a qu'un seul élément alors I'ensemble
des relationsR est vide et la présentatids; R) présente le monoide libre & un générateur,
ce qui contredit quéS; R) " ne possede qu’un élément. Supposons dSh¢e- 2. Soients

et ¢ distincts deS. Puisque(S; R) est rectifiante, il existe une unique relatiem = tv,
avecu,v € §*. Comme(S; R)* ne posséde qu’un élément, le mott est==-trivial et
comme(S; R) est RI-compléte de degré 1, orsa't ~, ¢, etdoncu = v = . On en
déduit que le monoidéS; R)* est le monoide libre a un générateur, ce qui estimpossible.
Il N’y a donc pas de présentation rectifiante RI-completeatgél 1. O

Par construction du retournement itéré, on a le fait simypiasit :

Proposition 1.23. Une présentation rectifiante est RI-complete de degré 2ss@ement
si elle est R-complete.

2 DES PRESENTATIONS DERI-DEGRE3

Les présentations de RI-degré 3 sont les premiéres préisastpour lesquelles le re-
tournement itéré differe du retournement : il existe deswadences de mots =, v dans
le monoide(S; R) pour lesquelles le retournement itéré«de v termine par le mot vide
contrairement au retournement simple.

2.1 EXEMPLE MOTIVANT : LA PRESENTATION D 'HEISENBERG
La présentation d’Heisenberg
(H) (a,b, c;ab = bac,ac = ca,bc = cb).

est rectifiante (exemple 1.13) et n'est pas R-compléte @witipn 11.4.19), ce qui montre
gu’elle n'est pas de RI-degré 2 (proposition 1.23). On nedans cette section que la pré-
sentation d’'Heisenberg est RI-compléete de degré 3 et ceaquiedune nouvelle résolution
du probléme du mot associé au groupe (resp. monoide) d'hisg.

Définition 2.1 (relations-équilibrée) Soientu et v deux mots susS. Pour touts de S, on
dit que la relation: = v ests-équilibréesi on af;(u) = £5(v).

Exemple 2.2.Les relations de la présentation d’Heisenberg seétuilibréesb-équili-
brées mais pas-équilibrées — pour cette derniere affirmation, il suffit d@rwqu’on a
ab =,, bac mais pag.(ab) = f.(bac).

Les deux lemmes suivants décrivent les mots produits patdeimement itéré associé
a la présentation d’Heisenberg.
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Lemme 2.3. SoientN;, D;, N, et D, des mots positifs sur I'alphabégt, b, c} tels qu’on
ait D; =,, N et DN, ~,, N.D;'. Alors N, et D, ne contiennent pas la lettre,
autrement ditV, et D, sont des mots sy, c}.

Démonstration.Supposons quéV, contienne au moins ua. Considérons celui le plus a
gauche dan$/,, c'est-a-dire le seu vérifiant NV, = uav, avecu un mot sana etv un mot
guelconque. Cette letteeest produite par un retournementa ou un retournement a ;
donc, dans le diagramme de retournemenfxie N;, au-dessus de ceil y a un autrea
(voir figure 4).

FIGURE 4 —Dans la présentation d'Heinsenberg H, seules les relations ca = ac et ab = bac
produisent une fleche horizontale étiquetée a.

Ce deuxieme est également produit par un des retournements oub~'a, et donc a
nouveau ura horizontal apparait. On en déduit qu’au sommet de la piletiirnements
au-dessus du premieril y a déja una et que cea est donc dansv;. On voit sur le dia-
gramme de la figure 5 que le mot vertizalu sur le bord gauche de la pile de retournements
au-dessus du premierest de la forme"bec?, avecn > 0,e € {0,1},p > 0.
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FIGURE 5 —Présentation d'Heisenberg. Au-dessus d'une fleche étiquetée a se dresse une pile de
retournements. Tout mot de la forme c"bc? (avec n > 0, e € {0,1}, p > 0) peut apparaitre
sur le bord gauche de cette pile et ce mot la caractérise compléetement.
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Supposons maintenant qu’il y ait brdansw et supposons que S’écrivec™bc? pourn
et p deux entiers naturels. Les diagrammes de la figure 6 momensoitw n’est pas
produit par un retournement saitest produit par le retournement (foc” 'bc?) ba.
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FIGURE 6 — Les différents diagrammes représentent tous les retournements possibles menant a
la pile de retournements au-dessus du premier a de N,.

Si w n’est pas produit par retournement, oa= w et donct,(D;) = f.(w) = 0.
D’autre part, on ga(/N;) > 0. Or les relations de la présentati@h sonta-équilibrées,
donc N, =,, D, implique #.(D;) = #a(/N;), ce qui est une contradiction. On suppose
donc quew est produit par le retournement @ebc™ 'bc?)ba. Le diagramme de la fi-
gure 7 montre queabc™ 'bc? ne peut pas étre le résultat d’un retournement, donc on en
déduitD; = abc™ 'bcP.

C

aa
bb

Ll
i b_a_a
: c c
c Y !
b c. .c
b a_a .y
c > >
a
: b" c c
c v € ,ya.y
l b b b
Y WY ¥
€ ac
FIGURE 7 — Le diagramme montre
que abc™ 'bcP ne peut pas étre obtenu FIGURE 8 —L'équivalence ba? - c™*lb =,
par retournement dans la présentation Cmab2 - ac montre que ba2 ne divise pas
d'Heisenberg. c™Mab?.

On en déduit que le mata® est un préfixe deV; et donc, comme on a I'équiva-
lenceN; =,, Dy, on déduit quepa? divise D, (on rappelle que si. est un mot, alors il
représente I'élément du monoide). Or le diagramme de la figure 8 montre fu@’est
pas divisible paba?. D’ou, on conclut que le mat ne contient pas la lettieet donc que ce
mot est de la forme™, pourn > 1. Les diagrammes de la figure 6 montrent que'spro-
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vient d’un retournement, alors le bord le plus a gauchemst ! ou encoree™. Commec”
estisolé, c’est-a-dire qug’ est seul dans sa classe d’équivalence, on ne peutyeirc”
et donc on exclut ce cas. L'autre cas est similaire au(egs" 'bc?) 'ba ~ w et on
conclut a son impossibilité. Par suite, la supposition §ueontenait la lettra est fausse.

Il reste a montrer qué, ne contient pas non plus de D’apres la proposition 1.1.5
, le retournemenD; ' N, ~,, N,D; implique D,N, =,, N,D, et donc, puisque que le
monoide d’Heisenberg admet la simplification a gauche=,, D,. Comme les relations
de la présentation d’'Heisenberg saréquilibrées, on déduit de cette derniere équivalence
ta(N,) = fa(D,), prouvant ainsi qué®, non plus ne contient pas de O

Lemme 2.4. SoientN;, D;, N, et D, des mots positifs sur I'alphabégt, b, c} tels qu’on
ait D, =, N, et Dl‘lNl ~,, N,D;'. Alors N, et D, ne contiennent pas la lettre,
autrement ditV,., D, sont des mots sufa, c}.

La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemBieARec ces deux
lemmes, on montre la RI-complétude de la présentation détdierg.

Proposition 2.5. La présentation d’Heisenberg est RI-complete de degré 3.

Démonstration.Le retournement associé a la présentation d’Heisenbefgrésihent con-
vergent (exemple 1.13) et donc, pour tout na;j‘g-trivial w, il existe des motsv,, D,
dans{a, b, c}* vérifiantw ~, N,D;"; de plus,w == ¢ implique N, =* D, et, comme
le monoide d’Heisenberg se plonge dans son groupe de fiachip =,, D;. D’apres les
lemmes 2.3 et 2.4, les madé. et D, satisfaisanD; ' N; ~,, N, D; ! sontdangc}*. De la
proposition I.1.5 on deduid, N, =,, N, D, et par simplification a gauche, on troute =,
D,.. Mais commeN,. et D, sont danq c}* et que tous les mots de}* sont isolés, on a en
fait N, = D,, donc finalemenD, ' N, ~, ¢. d

2.2 PRESENTATIONS A R-COMPLETION FINIE

A partir de la présentation d’Heisenberg, on construit padpit direct une présenta-
tion de RI-degré 3 et de R-complétion finie arbitrairemeange (proposition 11.4.17). On
donne dans cette section un exemple de présentation degfd-8edont la R-complétion
nécessite I'ajout de plus d’une relation, et qui ne provpad d’'un produit direct.

Lemme 2.6.La présentation de monoide
Q) (a,b, c;ab = ba,bc = cb,ab = cb)

est rectifiante. De plus, &V, et D, sont deux mots sy, b, ¢} =-équivalents, alors il existe
un entierp de 0, | N; — #,(IN;)|] vérifiant D; * N; ~ bPbP.
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Démonstration.Comme chacune de ses relations impliqgue des mots de longukeupré-
sentation (1) est fortement convergente et donc rectifid#dsonsS = {a,b, c}. Soient
deux mots équivalentd’; et D, surS vérifiant D; ' N, ~ N,D:!, avecN, et D, deux
mots deS*. Comme les relations de (1) sasequilibrées, on &,(V,) = #,(D;). Suppo-
sons qu’il y ait une lettre dans le motV; et marquons-l&. Alors, dans le retournement
de D; ' N, enN, D!, trois cas se présentent : soit oada ~ ¢, soiton ac™'a ~ bb~,
soiton ab~'a ~ ab~!. Dans les deux premiers cas, il N’y a plusadgans la partie retour-
née. Dans le troisieme cas, il resteaupositif. Mais comme les relations saséquilibrées,

il y a autant de lettres nob-dans/N;, que dandD;. Ainsi, chaquea de NV, est, lors du retour-
nement deD; ' N;, impliqué dans un retournemetit'a ~ bb~! ou dans un retournement
a~!'a ~ ¢.0On en déduit queV, ne contient pas de. Par un raisonnement identique, on
obtient queN, ne contient pas non plus deet queD, ne contient que des. Enfin, par
homogénéité de la présentation, oy @V,) = t(D,). O

On en déduit :

Corollaire 2.7. La présentatiorfl) est de RI-degré 3 et la R-compléter nécessite I'ajout de
trois relations.

Démonstration.On a montré précédemment qu’il faut ajouter trois relatiania présen-
tation (1) pour obtenir une présentation R-compléte (psajum 11.4.20,(zii)). De plus le
lemme 2.6 implique que tout retournement itéré d’'un méttrivial est de longueur au
plus 3 et se termine pat, <). O

2.3 R-COMPLETION INFINIE

Toutes les présentations RI-complétes vues jusqu’a nmentent des R-complétions
finies : vides dans le cas des présentations de RI-degré Bigamement grandes dans le
cas des présentations de RI-degré 3.

Question 2.8.Les présentations rectifiantes RI-complétes de degré 3alastles présen-
tations R-incomplétes a R-complétion finie ?
Le but de cette section est de répondre par la négative aoueststion.

Lemme 2.9. La présentation(a, b, c;ba = ab, ca = ac, ca = bb) est rectifiante et RI-
compléte de degré 3.

Avant de montrer le lemme, on introduit quelques outils ¢ations utiles a la preuve.
Considérons le systeme de réécriture dont les régles sont

Bb
Cc
Bc
Cb

)

Ll
W o Mo
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auxquelles on adjoint les régles naturetes— =z, pourx € {B,C}, ainsi quesx — =,
pourx € {b, c}. En appliquant ces régles, on a par exemple la suite de iédscuivante
(on note entre crochets le motif qu’on réduit pour passer ausoivant)

BBBC[Bc]ccbc — BBB[Cb|ccbe — BBB[Bc|cbc — BB[Bbjcbc — B[Bc]bc — [Bb]bc — be,

Ou encore
BB[Bb|c — B[Bc] — [Bb] — &.

Soitu un mot sur{a, b, c}. On définit I'applicatiorb : {a, b, c}* — N par

b(u) = fo(u) + 2fc(u).

Lemme 2.10.Soientu etv des mots sufb, c} verifiantb(u) = b(v). Alors la réduction
maximale sous le systéme de réécrittirdu motu v este .

Démonstration.Aprées une réduction par une des quatre premiéres regleédéuée de-,
le motu~'v est réécrit eni; 'v; avecu, etv; deux mots positifs. Quelle que soit la régle
appliquée pour cette réduction, onbéu) > b(u;) et b(u;) = b(vq) : la premiére, la
troisiéme et la quatriéme régle font diminuet:) et b(v) de 1 et la deuxiéme d&. On
démontre donc le résultat par récurrence sr). La propagation de la récurrence est
claire, il suffit de montrer l'initialisation.

Le casb(u) = 1 correspond & = v = b et on aBb — <. Au casb(u) = 2 corres-
pondent les différentes possibilités suivantes :

—onau =v = c,d'olu"'v = Cc puisCc — ¢ ;

—on au = v = bb, d'olu~'v = BBbb puUiSB[Bb]b — Bb — ¢ ;

—onau =bbetv=c,dolu v =BBc puisB[Bc] — Bb — ¢ ;

—on au = c etv = bb, d'olu~'v = Cbb puis[Cb]b — Bb — &. O

On est maintenant en mesure de prouver le lemme 2.9.

Démonstration du lemme 2.%oientV;, D; deux mots équivalents satisfaisdhllel N
N,.D; ! avec N, et D, deux mots positifs. Comme la letteecommute avec toutes les
autres, hormis le motika, chaque retournement d’'un motif de deux lettres impliquant
lettrea (doncAb, Ac, Ba etCa) préserve l'autre lettre.

Partant du mot négatif-positif, = D; ' N;, on effectue d’abord tous les retournements
impliquant desa, ce qui méne a un mot de la forméw,a*, ou la notation:* désigne un
nombre quelconque de concaténations @w; est un mot négatif-positif écrit syb, c}.

On effectue le seul retournement possibledesuivi, le cas échéant, de tous les retourne-
ments possibles impliquant desOn obtient un mo&*ws,a* avecw, un mot négatif-positif
écrit sur{b, c}. On itére ce processus. Le passage du mpau motw, _; correspond a
'application d’une regle du systeme de réécritbtréécrit plus haut. Comme les mats

et D, sont équivalents, on & N;) = b(D;) et, appliquant le lemme 2.10, on conclut que
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les motsN, et D, sont dans{a}*. Finalement, I'équivalencé®, N, = N, D, implique
|D,N,.| = |N,D,|, puis, comme les relations de la présentation préservelonueur,
D, = N, implique |D;| = |N,| et donc|N,| = |D,|, ce qui revient &V, = D, = a?
pour un certain entier positif. Le troisieme retournement du retournement itéré retourne
donca?aP, avecp > 0, en le mot vides . O

La proposition suivante répond par la négative a la que&ti®n

Proposition 2.11. Il existe une présentation rectifiante RI-compléte de d8giént la R-
complétion est infinie.

Démonstration.La présentatioria, b, c;ba = ab, ca = ac, ca = bb) possede, d'apres la
proposition 11.4.20(7i), une R-complétion infinie. On conclut grace au lemme 2.9. O

3 PRESENTATIONSRI-INCOMPLETES

On ne connait pas a ce jour de présentation rectifiante Rplgaende degré supérieur
a 3. Dans cette section, on montre, en donnant des exempkegesprésentations recti-
fiantes et non R-complétes ne sont pas RI-complétes en géREm@ement on montre,
pour les présentations vérifiant une certaine hypothesendiede, a savoir que la cloture
par 'opération\ de I'alphabet considéré est fini, que la longueur du retouem itéré est
soit inférieure a une borne explicite, soit infini.

3.1 DEeES COMPORTEMENTS DIVERS
Si une présentatio(S; R) est Rl-incompléte, cela signifie qu’il existe un motzfz-

trivial tel que soit le retournement itéré est de longueuefet ne termine pas pas, <),
soit le retournement itéré de est de longueur infinie. Les deux situations se produisent.

Exemple 3.1.Soit la présentation
(2) (a,b,c,d;ab = bac,bc = cbd, ab = cbd,da = ad,db = bd,dc = cd).

Les deux relationab = bac etab = cbd impliquentcbd = bac. Le mot(bac) 'cbd est
donc=*-trivial. Itérons le retournement a partir de ce mot :

ac) ¢ Y c) -,

bac) ‘cbd bd(bdc)*
B cC N C.

(bd) 'bd

Le retournement itéré d@ac) ' cbd termine par(e, ¢) et donc la présentation (2) est R-
incompléte.
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La présentation suivante montre qu'il est possible quetturaement itéré d’'un mot
=*-trivial ne termine pas.

Exemple 3.2.Soit la présentation
3) (a,b, c,d;ab = bc,bc = cbd, ac = cbd,da = ad, db = bd,dc = cd).

Le motc~'aa~!d se retourne eidd(ac) '. Du lemme 1.1.6 on déduitac = cbdd et

donc la==-trivialité de (cbd?) ~'dac. En itérant le retournement, on obtient .
(cbd?®)"'dac ~, c(bd)™!
(bd)'c ~, c(bd®)!
(bd*)'c ~, c(bd®) "t

On voit par récurrence que ¢ retournement estbd”!)~'c ~ c(bd®)~!. On en dé-
duit que le retournement itéré debd?) 'dac est de longueur infinie. Comme le mot
(cbd?)"'dac est=*-trivial, la présentation (3) est Rl-incompléte.

3.2 BORNES SUPERIEURES

Si (S;R) est une présentation Rl-incompléte, il se peut que le retuent itéré d’'un
mot ==-trivial soit infini (exemple 3.2). Nous montrons maintehgoe dans certains cas
de présentations RI-incomplétes, soit la longueur du ratuent itéré d’un motv est
inférieure a une certaine borne dépendanidsoit le retournement itéré de est infini.

Notation. Soit la présentation de monoid&; R) et soit.X un ensemble de mots conte-
nantS. Siw est un mot sus, alors on notéw|x le nombre minimap de motsu,, .. ., u,
de X intervenant dans une décomposition en prodylit . u, dew. On posée|x = 0. Siw
estun motsufSUS™"), alorsw se décompose de maniére unique en un pragit. . we?
avec chaque mat; positif,e; = +1 et deuxe; successifs sont différents. On pose dans ce
cas|w|x = X0, Jw;|x. Si(S; R) est complémentée, on nafda cléture par\ , deS.

Exemple 3.3.Soit la présentation standard d’Artin-Tits, b; bab = aba) et posonsS =
{a,b}. On calcule la clétureS de S par\ . et on trouveS = {,a,b,ba,ab}. On a
donclalg = |b|¢ = |ablg¢ = |balg = 1. Puis on daal¢ = |bb|s = 2, etc. Finalement
calculons/baabBAbbabBaaal :

|baabBAbbabBaaa|s = |baab|g + |ab|¢ + |bbab|g + |b|¢ + |aaa|¢ = 10.
—_—— = —— —~ ——

2 1 3 1 3
Si w est un mot etX un ensemble, on dit quev|x est laX-longueurde w. Jusqu’a
présent, la seule longueur dont on disposait sur les matdet@ombre de lettres; or le
nombre de lettres varie par retournement, autrement ditp siw ~ w’, on N’a pas en
généralw| = |w'| — ou mémew| > |w’'|. La S-longueur est mieux adaptée au retourne-
ment :
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Lemme 3.4.Soit(S; R) une présentation de monoide et soient’ deux mots sufS U
S7H*. Alorsw ~, w' implique|w|s > |w’

g
Démonstration.On ne montre que le cas ou le moest négatif-positif, le cas général étant
une juxtaposition de retournements de mots négatifsifogosonsy = u~'v avecu, v
des mots d&s* de S-longueurp etq. On noteu’, v’ les deux mots suf de S-longueursy’
etq vérifiantw ~ v'v/~'. On montre par récurrence sur- g qu'onap > p' etq > ¢
Supposon® + ¢ = 2. Le seul cas est = u~'v avecu, v positifs deS-longueur 1.
CommeS est clos par retournement, les mots positifstv’ sont deS-longueur 1 au plus.
On suppose maintenaptt ¢ = n. Un des deux mots et v, disonsu, est deS-longueur
supérieure & 1. Soitun préfixe dev deS-longueurp — 1 et soitz le mot vérifianty = 2.
Posons: = p + ¢. Soit?’ le mot positif satisfaisant~'v ~,, ©'v'~!. Par hypothese de
récurrenceju o = n—1implique|?’|s < g—1 et|u'~!|s < p. Puis, de» < n on déduit
par hypothese de récurrence'z ~ 2'v"~!, avecz’, u” des mots suf et|2'|s < 1. En
combinant ces deux retournements, on conclut qu'gnap etq¢’ < q. O

Proposition 3.5. Soit(S; R) une présentation rectifiante. Supposons que la clafude S
par \, est finie. Soitv un mot de(S U S~')* de S-longueurp. Alors on a soitA (w) <
(IS] = 1)?, soit A(w) = co.

Démonstration.Par le lemme 3.4, si est un mot su(SUS1) deS-longueurp, alors pour
touti, la S-longueur deD; (w) ' N;(w) est inférieure &. Or il y a au plug(|S| — 1)” mots
de S-longueurp. Donc soit le retournement itéré deest de longueur (finie) inférieure
a(|S| — 1)», soit le retournement itéré deest périodique, donc infini. O

Remarques.6. Supposons que s'écriveuv—! avecu, v des mots deS et qu’'on a en plus
lu|l¢ = |v]¢. Comme les retournements des metsv etv~'u sont symétriques, I'égalité
de la proposition 3.5 devierf(w) < (ww ou [x] désigne la partie entiére supérieure
dex.

Une présentatio(S; R) pour laquelle calculer la cloturd de S est simple est le cas
ou toutes les relations = v de (S;R) vérifient |u| < 2 et |v] < 2. Dans ce cas, on a
S = SU {e} etdoncS est finie siS est finie.

Exemple 3.7.Considérons la présentation
(a,b,c;ab = bc,ba = c? ac = cb).

La clotureS par\ de S estS U {¢}. Posonsw = CABacb. D’aprés la proposition 3.5,
commeuw est de longueur 6, on a au pls&retournements a effectuer. Le premier retour-
nement donneccBCA et le deuxieme:B; ceci signifie que la troisieme étape consiste a
retourner le moBc, de longueur 2. D’aprés la remarque 3.6, [I%Qﬂ premiers termes du
retournement itéré dec suffisent. Le calcul montre que le retournement itéré&dest
périodique de période 3 et donc qu’ol\gw) = oo.
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3.3 PRESENTATION RI-INCOMPLETE A RETOURNEMENTS ITERES FINIS

Si (S;R) est une présentation de RI-degré inférieur ou égal a 3 lenmtaent itéré
d’'un motzj;-trivial termine par(e, ) est au plus de longueur 3 étapes. Nous ne connaissons
pas a ce jour de présentation de RI-degré 4 ou plus, et donektign suivante se pose :
existe-t-il une présentation pour laquelle des retourmesniéérés de mots=*-triviaux se
terminent en plus de trois étapes parc) ?

Dans cette section, on donne une présentation non RI-cterqiérépond affirmative-
ment a la question précédente.

Proposition 3.8. Il existe une présentatiof&; R) satisfaisant 'énoncé suivant :

(@) Pour4 < ¢ < 12, il existe un moty; sur (S U §™*)* ==-trivial
aveCA(wi) =1 etNZ(wl) = Dl(wl) = ¢c.

Démonstration.Montrons qu’une présentation vérifiant I'énoncé (4) est
(5) (a,b,c,d;adc = bdc,aa = cd,ad = db, bca = cda,bc = da, cba = dcb).
Soitw, le motbBCdcA. Le retournement itéré de, est

(ba, ab), (caa,dca), (dca,dca), (¢,¢).

Posonsus; = cbBCdcAB, wg = BCCbad, w; = CCCbcb, wg = acBCACad, wg = acDcbCCC,
wip = dccACaCaCA, wy; = dbaCBcdcbCDADB et w;, = cacacbccDDDDBBCB. C’est une
simple — mais longue — vérification de voir qu'onw;) = i et N;(w;) = D;(w;) = ¢
pour tout:. ]

Remarque3.9. La présentation de la preuve est la plus petite possible serie qu’'on
n'a pas trouvé de présentation sur trois lettres pour légiedxiste un retournement itéré
de mot==-trivial de longueur supérieure a 3. De plus, nous n'avorsstpauvé de mots
=*-triviaux dont la longueur du retournement itéré dépaskaitTrouver le motv,, de

la preuve (dont le retournement itéré est de longueur 12fasséé plusieurs dizaines de
millions d’étapes de retournements et pour trouver un=aotrivial dont le retournement
itéré est de longueur supérieure a 13, on a calculé les retments itérés de plus de vingt
millions de mots=*-triviaux.

Puisqu'il existe des retournements itérés de longueumdsrgupes a 3, la présentation 4
n'est pas R-compléte. Elle n’est pas non plus RI-compléte :

Proposition 3.10. La présentatiorf5) est RI-incompléte.
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Démonstration.Le calcul du retournement itéré d montre qu'on aA(Ca) = oo.
Pour montrer que la présentation (5) n’est pas RI-compiegeiffit de montrer queca
est=*-trivial. La relationadc = bdc implique a =* b, d’ou de la relationad = db on
tire ad =* da et debc = da on déduitac =* da. En combinant ces résultats, on trouve
ac =7 ad, puisc =* d. Finalement, de la relatiotba = dcb on obtient d’abordiba =*
dca puisb = c. Les équivalences=* b =* ¢ =* d impliguent gu’un mot est*-trivial
dés que la somme des exposants est nulle. Lecaest donc biers*-trivial. O

On conclut ce chapitre sur la question ouverte suivante :

Question 3.11.EXxiste-t-il une présentation RI-compléte de degré supéae ?
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Retournement : cas des mots de tresses
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CHAPITRE IV

DISTANCE COMBINATOIRE

Dans ce chapitre, nous étudions la distance combinatotre emts de tresse et en
particulier établissons des criteres afin de pouvoir lautaica partir de diagrammes de
van Kampen — et donc de diagrammes de retournement.

Etant donnés deux mots de tresse équivalents v, on ne connait pas de procédé
général pour calculer la distance combinatoire entet v, notéedist(u, v), c’est-a-dire,
partant de:, le nombre minimal de relations a appliquer pour obtenidne méthode pour
majorerdist(u, v) est de trouver un diagramme de van Kampen gaur), c’est-a-dire un
pavage du plan représentant une suite de relations a apppqur passer deaw, un type
particulier de tel diagramme étant un diagramme de retooene

Le point de départ consiste a associer a tout mot de tiesse suiteP(u) d’éléments
de{l,...,n}? x {1,...,|u|} et a minoredist(u,v) par une fonction explicite dB(u) et
P(v). D’'une part on en déduit

Proposition : Pourn > 3, il existe des mots de tresse positifs arins u,, et
vy, Vérifiantdist(u,, v,) > n/8.

D’autre part, on en déduit plusieurs criteres permettadétiadhlir qu’un diagramme de
van Kampen poufu, v), notons-1elC, — ou un diagramme de retournement — est optimal,
c’est-a-dire que le nombre de pavéskdégaledist(u, v).

Dans le cas des mots de tresse, on montre qu’il existe une égnommer chacun des
paves d’'un diagramme de van Kamp€rmpour des mots équivaleniset v, d’ou on tire le
premier critere d’optimalité :

Critére 1 : Si tous les pavés d'un diagramme de van Kamjeportent un
nom différent, alorgC est optimal.

Dans la section 3, on introduit dans tout diagramme de vang€arit associé a des
mots de tresse équivalentsv des courbes, appeléséparatricesréalisant une partition
des arétes dE. On prouve alors un nouveau critéere d’optimalité, refortioh du premier
dans le langage des séparatrices :
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Critére 2 : Si les séparatrices d’'un diagramme de van Kamfiese croisent
au plus une fois, alor& est optimal.

Si u,v sont des mots de tresse équivalents, les deux criteressusli@tablissent un
moyen de calculedist(u, v) ou, au pire, majoredist(u, v), moyennant la connaissance
d'un diagramme de van Kampen pdur, v). Le retournement du maet'v, avecu, v des
mots de tresse, fournit un tel diagramme : partant du diagraote retournement de v,
on obtient un diagramme de van Kampen pur) en identifiant les sommets reliés par
desz-arétes. Ce lien entre les deux types de diagrammes nougip@erprouver un critere
d’optimalité pour les diagrammes de retournement :

Critere 3 : Si un diagramme de retournemeRtne contient aucune-aréte,
alors D est optimal.

Dans la section 1, on rappelle la notion de tresse, de diageade tresse et de tresse
simple. On montre dans cette section une minoration queera le nombre de brinsde
la plus grande distance combinatoire entre deux expressiome tresse a brins. Dans
la section 2, on définit dans le cadre des tresses la notiorageadhme de van Kampen et
on établit un critere sur les pavés pour qu’un diagramme dd@anpen réalise la distance
combinatoire, autrement dit, pour qu’il soit optimal. Ddasection 3, on définit la notion
de séparatrice et on reformule le critéere concernant leégpan termes de séparatrices.
Dans la derniére section, on rapproche la notion connueadgatinme de retournement de
celle de diagramme de van Kampen et on établit un criterdidhaité dans le vocabulaire
du retournement.

1 TRESSES

Dans cette section, nous rappelons les définitions stamdeucernant les tresses, no-
tamment celle de tresse simple. Puis, en considérant unenotsse comme une suite de
permutations de brins, on donne une nouvelle minoratioa destance combinatoire entre
deux mots représentant une tresse simple.

1.1 DIAGRAMMES DE TRESSE

Pourn > 2, la présentation standard d’Artin-Tits est

0i0;0; = 0;0;0; pour|j —i| =1
(An) (Ul""’an_l ‘ 0i0; = 0;0; pour|j_i| > 2 .

On appellen-tresse ou plus simplementresse un €lément du groupe de tresses a
brins B,,, de présentation4,,). On appelle:-mot de tressen mot représentant une tresse.
Un n-mot de tresse est ainsi un élément du groupe libre.sud générateurs,,...o,_;.
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Définition 1.1 (monoide de tressd3’). On noteB;" le monoide présenté padf).
C’est un résultat standard que le monoRje se plonge dans,, [16].
Définition 1.2 (tresse positive)On appelleresse positiveine tresse du monoide! .

Remarquel.3. Tout mot écrit uniqguement en des puissances positives desajéurss;
représente une tresse positive. Inversement, un mot canttdas puissances négatives peut
représenter une tresse positive : la tresse représentés par,o, est positive. En effet,

le moto, ‘o007 est équivalent &, ‘0,010, et donc & o».

A chaque lettrer;, on associe le diagramnie,,

12 i\i—l—l n

Définition 1.4 (diagramme de tressej\ tout mot« positif, on associe lgiagramme de
tresseD,, compose par 'empilement (du haut vers le bas) des diagraminecorrespon-
dant aux lettres de.

Remarquél..5. Pour des questions de place, on pourra représenter le oiagg®,, a I'ho-
rizontale, la lecture se faisant alors de la gauche versigedr

On appelley® brin, oubrin p, d’'un diagrammeD,, le brin initialement a la° position a
partir de la gauche en haut du diagramme (resp. a partir da gasche du diagramme) si
le diagramme est présenté verticalement (resp. horizmtait).

Exemple 1.6.Le diagramme du mot de tressgrio,0, est
K /\

Définition 1.7. Une tresseé est simple sb est positive et s'il existe un diagramme de tresse
représentani tel que chaque brin croise au plus une fois tout autre brin.

1.2 TRESSES SIMPLES

Remarquédl.8 Unen-tresse simple a au plugn — 1)/2 croisements puisque tout brin ne
peut croiser qu’une fois au plus tout autre brin (voir la fegay.
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FIGURE 1 —Le diagramme de gauche représente une tresse simple : chacun des brins croise une
fois au plus tout autre brin. Le diagramme de droite représente une tresse qui n'est pas simple :
les brins 1 et 2 de la tresse se croisent deux fois.

Exemple 1.9.La tresse représentée pajo; est simple alors que la tresse représentée
paro? ne I'est pas (figure 1). L'exemple 1.6 présente une tresse’gsii pas simple car les
brins 1 et 3 se croisent plus d’'une fois. La tregseest la plus grande tresse simple sur
quatre brins : tous les brins se croisent une fois exacte(figute 2).

Remarqud.1Q Par la suite, on direnot (de tresse) simpfgourmot représentant une tresse

4 /_//ﬂ//
,_/

{12y {13y {23} {14} {24} {34} 3.4y {24} {14} {23} {13} {L1,2}

|
)

7

FIGURE 2 —Deux diagrammes de tresse représentant des expressions de I'élément de Garside Ay,
la tresse simple la plus complexe sur quatre brins. Tous les brins se croisent exactement une fois.
Le diagramme de gauche représente le mot u4, donné par o109010309207 et celui de droite, vy,
donné par g30901030203. Sous chaque croisement est indiqué son nom.

Notation. On noteS,, 'ensemble des-mots simples. On rappelle que la notatjdg, est
définie a la section 111.3.2.

1.3 MOTS DE PERMUTATION

Un mot de tresse décrit une tresse en explicitant chagugsecnaint en termes locaux :
la lettres; du mot de tressao;v signifie qu’il faut croiser les brins sortant en position
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et + 1 du diagrammeD,, avant d’effectuer les croisements décrits dan®n donne dans
cette section une réécriture d’'un mot de tresse fourniagaamtdescription globale de la
tresse en explicitant pour chaque croisement les noms dag)(drins concernés.

Notation. On notef[1, n] I'ensemble{1, . .., n} et[1,n]*) 'ensemble de toutes les parties
de[1,n] dont le cardinal est.

Définition 1.11 (nom de croisement)Soitu unn-mot positif et soit un entier def1, |u|].
Le nomdu ¢ croisement deD,, est le couple{p, ¢}, 1) de [1,n]® x [1,|uls,] si le
croisement deD,, concerne les bring et ¢ et que c’est lgu® fois que ces deux brins se
croisent.

Remarquel.12 Dans le cas ou est un mot simple, on considere que le nom d’un croise-
ment consiste uniquement en une pdiveg} (au lieu de({p, ¢}, 1)).

Définition 1.13 (mot de permutation)Pour toutn-mot positif u, le n-mot de permuta-
tion P(u) est la suite des noms des croisements du diagramyme

50005 250

({2,3},1)({1,3},1)({1,3},2)({1,3},3)({1,2},1)({2,3},2) {123, 1)({1,3},1)({2,3},1)({2,3},2)({1,3},2)({1,3},3)

FIGURE 3 —Deux diagrammes de tresse représentant la méme tresse. Sous chaque croisement est
indiqué son nom. Ce dernier est formé de deux entiers correspondant aux brins qui se croisent,
et d'un troisieme entier indiquant le nombre de fois que ces deux brins se sont déja croisés.

Exemple 1.14.Notonso;, le moto;_10;_5...0;110; pourj > 7 et le mot vide pour
j < i. Soitu, le motoy 1095 ...0,-11. Le motu, est simple et représente I'élément de
GarsideA,, (voir [15]). Par récurrence on calcul&w,,) et on trouve

Plu,) = ({1,2},{1,3},{2,3}, ... {n — 2,n — 1}, {1,n},.... {n — 1,n}).

Une autre écriture,, de A,,, obtenue en lisant le diagramme de tresse.gden sens
inverse, estr,_110,-12 . ..0,—1,—2. ONn trouve alors

P(v,) = ({n—1,n},... {20} {Ln}, {n—2,n—1},...{2,3},{1,3}, {1,2})

c’est-a-dire la suitd(u,,) €crite a I'envers.
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Remarquel.15 Par construction, les brinset ¢ de la tresse représentée pase croisent
dans le diagramme de tresBe si et seulement si le couplép, ¢}, 1) apparait dan® (u).
Deux motsu et v équivalents représentent la méme tresse donc leurs diagramom-
portent les mémes croisements de brins, et donc les motsrdeutagionP(u) et P(v)
contiennent les mémes noms de croisements.

Plus précisément, on a le lemme suivant :

Lemme 1.16.Soientu etv deux mots équivalents. AloPg«) est une anagramme d¥v),
c’est-a-dire qu’'un nom de croisement apparait ddhs:) si et seulement s'il apparait
dansP(v).

1.4 DISTANCE COMBINATOIRE

En observant les changements qu’impliquent les relationks mots de permutation,
on établit une minoration de la distance combinatoire efggemots équivaleniset v en
comparant les mots de permutati®fu) etP(v).

Notation. On note[1, n]?? 'ensemble des parties d&, n]* dont le cardinal est 2, c’est-
a-dire I'ensemble des paires de paires distinctes.

Notation. Une relation de tresse est type Isi elle est de la forme;o; 10, = 0,110,011
pour un certain, et detype Il si elle est de la forme;o; = o0, pour des entiers j.

Définition 1.17. Soientu, v deuxn-mots de tresse équivalents. On ndteP(u), P(v)) le
nombre de trlplet{({pu Q}7 ,ul)a ({p7 T}v ,u2)7 ({Q7 T}v ,u3)} tels que I'ordre dé{p7 Q}u Ml)a
({p, 7}, p2), {g.7}, nus) n'est pas le méme dai¥u) etP(v). On notely »(P(u), P(v)) le

nombre de paire$({p, ¢}, 1), {¥, ¢'}, p2)} telles que({p, ¢}, 11) et ({p', ¢'}, p2) n'ap-
paraissent pas le méme ordre d&s) etP(v).

Proposition 1.18. Pour tousn-mots équivalents, v, on a
dist(u,v) > I3(P(u), P(v)) + I2(P(u), P(v)).

Démonstration.On considéere d’'abord le calst(u,v) = 1, c’est-a-dire, le cas ou on ob-
tient v en appliquant une relation de tresse.a8Supposons en premier queest obtenu

a partir deu en appliquant une relation de type |, disans,0;0;,1 = 0;0;.10;. Alors il
existe un unique triplefy, disons{({p, ¢}, 1), {p, 7}, u2), {q, 7}, us)}, tel que le mot
de permutatiorP(v) est obtenu a partir d&(u) en remplacant la sous-suite de noms
(<{p7 Q}7 :ul)v ({p7 T}v qu), ({Q7 T}v :u3)) par (({Q7 T}7 /~L3>7 ({p7 T}7 /~L2)7 ({p7 Q}u :ul)) (VOir fi-
gure 4). Donc I'ordre des trois noms de croisement n’est @asdme dan® (u) et P(v).
D’un autre c6té, tout autre triplét de noms dé1,n]® x [1, |u|s,] @ au plus deux noms en
commun aved et donc 'ordre des trois noms déest le méme dan3(u) etP(v). On a
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doncls;(P(u),P(v)) = 1 dans ce cas. De plus, toute paire de nomglde]® x [1, |uls,]
contient au plus un des trois noti, ¢}, 1), ({p,r}, 2), ({g, 7}, 1u3) et donc l'ordre de
cette paire est le méme daRgu) etP(v). On en déduit I'égalitd, »(P(u), P(v)) = 0 dans
ce cas.

Supposons maintenant qu’on applique une relation de typsbnss;o; = o;0;, pour
transformern: env. Il existe alors une unique paite, disons{({p, ¢}, i11), ({P', ¢}, 1) },
telle que le mot de permutatidi(v) est obtenu a partir dB(u) en remplagant la sous-
suite (({p, ¢}, 1), ({p', ¢'}, n2)) par ({p', ¢'}, p2), ({p, ¢}, 1)) (figure 5). Donc T'ordre
des deux noms considérés n’est pas le méme Bénmgset P(v). D’'un autre coté, toute
autre paire de nom® de [1,n]® x [1,|uls,] @ au plus un nom en commun aveg, et
donc les deux noms de apparaissent dans le méme ordre dafig etP(v). On a dans ce
cas I'égalitél, »(P(u), P(v)) = 1. De plus, tout triplet de noms de, n]® x [1, |u|s,] ne
peut engendrer qu’un des deux noffig, ¢}, i1) et ({¢’, ¢'}, p2). Donc l'ordre de ces trois
noms est le méme dagu) etP(v), d’ou I'égalité I3(P(u), P(v)) = 0.

Dans chacun des deux cas, la quanfif@®(u), P(v)) + Io(P(u), P(v)) varie de 1

lorsqu’un on applique une relation de tresse. Ceci impliguésultat. 0
Oig1 1 0p 1 Oigl o i Oipr i 0
- X \/ g

gy P ot b {gr) {ery  {pr} | {pg}

FIGURE 4 — Le passage du mot 0;410;0;4+1 au mot o;0;410; a pour effet de transposer deux
éléments du mot de permutation associé a 0;410;0;+1 : on remplace ({p,q},{p,7},{q,r}) par

(e, v} Ap, v} A a})-

On déduit de la proposition 1.18 une minoration de la plusdgalistance combinatoire
entren-mots simples.

Corollaire 1.19. Pour toutn, il existe desi-mots simples vérifiant
1
dist(u,v) > §n4 +O(n?).

Remarquel.2Q Dans le cas des-mots simples, au triplet d’entiefs, ¢, 7} dans]1, n]®
correspond le triplet de nomg{p,q},1), {p,7},1), ({q,7},1)}. De maniére similaire,
a la paire de paires d’entief$p, ¢}, {¢’, ¢'}} dans[1,n]?? correspond la paire de noms
{({p,q},1),{?,q'},1)}. Cette correspondance justifie par la suite I'utilisatiercds deux
écritures simplifiées.
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u
I

/\/"_

{p,ay * {¥.q} {r,d}y ' {p.¢}

FIGURE 5 —Le passage du mot 0;0; au mot 0;0;0; a pour effet de transposer deux éléments
du mot de permutation associé a g;0; : on remplace {p,q}, {p,¢'} par {p',¢'}, {p,q}.

Démonstration.Considérons les mots, et v, de I'exemple 1.14. On a remarqué plus
haut que la suité(u,) est la suiteP(v,) écrite a I'envers. Ainsi tout triplet dil, n]®
contribue 1 &5, donnant

15(P (), P(0n) = #([1,n]®) = (g‘)

De maniére identique, toute paire de paifég, ¢}, {1, ¢'}} dans[1,n]?? contribue 1
al,,, donnant

(Pl P = (0112 = 5 (5)(" 5 2) =3(}). m

Remarquel.21 Appelonslargeur d’'un mot de tresse le nombres,; — o, + 1, aveco,,
(resp.o,,) le générateur de plus haut (resp. bas) indice apparaidaast:. Le corollaire
montre que la distance combinatoire entre deux mots deetssgples peut croitre quarti-
guement en la largeur de Dans le chapitre V, on étudie l'incidence de la longueur.

2 DIAGRAMMES DE VAN KAMPEN

Si deux motsu et v représentent la méme tresse, il existe, par définition, uite de
relations a appliquer successivement pour passerde. On introduit dans cette section
une représentation graphique de cette suite de relatipps)ee diagramme de van Kam-
pen, et on établit un critere pour que le diagramithentre les mots et v soit optimal en
le sens que la suite de relations représenté&psoit de longueur minimale, c’est-a-dire
pour que le diagrammi donne la distance combinatoire entretv.
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2.1 DIAGRAMMES DE VAN KAMPEN

On définit dans cette section la notion de diagramme de varpkardans le cas parti-
culier des mots de tresse.

Définition 2.1 (diagramme de van Kampen$oientu, v des mots de tresse positifs. Un
diagramme de van Kampgrour (u, v) est un diagrammg pavant une région connexe et
simplement connexe du plan a l'aide des pavés des deux typests, de telle sorte que
le bord dekC consiste en deux chemins dont les étiquettes forment riagpeenty et v
(figure 6) :

g;

avec|i — j|>2.

avec|i — j|=1, typell:
ay

gj

Remarque.2 Ces deux chemins, en raison de I'orientation des arétesadés psont issus
du sommesource— le seul du diagramme qui n’est le but d’aucune aréte — etitem
par le sommepuits— le seul qui n’est la source d’aucune aréte.

On a le résultat standard suivant.

Proposition 2.3 ([7]). Soientu,v deux mots. Il existe un diagramme de van Kampen
pour (u, v) Si et seulement si on peut passerdé&v par des relations de tresse.

2.2 OPTIMALITE D 'UN DIAGRAMME DE VAN KAMPEN

Si u, v sont des mots de tresse positifs, alors il existe un diageugenvan Kampen
pour (u, v) Si et seulement si les motset v sont équivalents (proposition 2.3). Parce que
chaque pavé correspond a une relation, compter le nombravés pu diagramme fournit
une borne supérieure a la distance combinatoire engéte). On donne ici un critére pour
gu’un diagramme de van Kampen réalise la distance comliiaato

Définition-Proposition 2.4 (nom d’une aréte)Soit/C un diagramme de van Kampen pour
les motsu etv. Soita une aréte deéC et o son étiquette. Alors il existe un chemijrde la
source defC jusqu’a son puits passant par Soitw., le mot que forment les étiquettes des
arétes par lesquelles passeLe nomde l'arétea, indépendant du mat.,, est le nom du
croisement qu'implique dansD,,. .

Démonstration.Soients; et s, respectivement les source et but de I'arét@ar construc-
tion de C, il existe un chemin de la source jusquaet un chemin de, jusqu’au puits.
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En reliant ces deux chemins payon obtient un cheminy de la source d& vers son
puits, et on notev,, le mot formé par les étiquettes dedans le diagramme. Le mat, est
equivalent au puisque le sous-diagramme klebordé pary et le chemin étiquete est un
diagramme de van Kampen pauetw., (proposition 2.3). On attribue ensuite &on nom
dansP(w.) (définition 1.13 et remarque 1.15).

Soienty ety deux chemins passant par I'arétd_es deux mots.,, etw; correspondants
sont équivalents. Pour montrer que le nonuaee dépend pas du chemin choisi, il suffit de
consideérer qu’on peut passerdeaws; par application d'une seule relation de tresse. Sion
applique la relation apres cela signifie que les cheminset d sont identiques jusqu’a,
et donc les noms des arétes également. Si la relation a let @von observe que les
positions des brins aprés un matifr;. 10, ou 0;,10;0,,1 sont les mémes, et on tient un
raisonnement identique pour une relation de type Il (figdres5). O

Remarque2.5. 1l est clair qu’en nommant les arétes ainsi, seulement dguestde pavés
apparaissent dans un diagramme de van Kampen, a savoir

({pr}n2)

({p,a}.p3) {p'.a'} ) ({p.a},u2)
pourle type |, et pour le type II.

({q,r},m) ({p’q}"u'2) ({plvq/}uul)

({gr},m1)

({p.a}.p3)

({pr}n2)

Cette remarque permet de nommer de maniére univoque les gavediagramme de
van Kampen.

Définition 2.6 (hom d’un pavé) Soientu, v des mots de tresse positifs et skitun dia-
gramme de van Kampen pou, v). Le nomd’un pavé du diagrammg est défini par
I'ensemble des noms des arétes qui le bordent, c’est-a-dire

— pour un pavé de type I, c'est un triplet{p, ¢}, 11), ({p. 7}, 112), ({q. 7} 13}

— pour un paveé de type Il, c’est une pa{ep, ¢}, i), ({r', ¢'}, 12) }-

Remarque.7. Dans le cas des mots simples (voir remarque 1.20), les nosrzadés sont
du type{p,q,r} ou{{p.q}.{r'. ¢'}}.

Définition 2.8 (diagramme de van Kampen optimaBoientu, v des mots de tresse positifs.
Un diagramme de van Kampénpour (u, v) estoptimalsi le nombre de pavés de égale
la distance combinatoire entueet v.

Le critere d’optimalité d’'un diagramme de van Kampen s’@soalors comme suit.

Proposition 2.9. Soientu etv deux mots de tresse équivalents et £biin diagramme de
van Kampen poufu, v) dans lequel tous les noms de pavés sont différents. Alagst
optimal.
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FIGURE 6 —Deux diagrammes de van Kampen pour les mots 010201030203 et 0302030102073 :
le pavage par des pavés hexagonaux (de type |) et quadrilatéraux (de type I) montre que les deux
mots représentent la méme tresse. Chacun des pavés porte un nom dépendant des séparatrices
(les courbes X, ;) qui s'y croisent. Dans le diagramme du haut, tous les pavés portent un nom
différent et le diagramme est optimal : le nombre de pavés réalise la distance combinatoire, qui
est donc égale a 6. Dans le diagramme du bas, le pavé {{1,4},{2,3}} apparait deux fois et le
diagramme n'est pas optimal.

Démonstration.La preuve de la proposition 1.18 montre quesiontient exactement un
pavé nommé& ({p, q}, 1), {p,r}, u2), {q, 7}, pus)}, alors 'ordre d’apparition des noms
{p,q}, 1), {p, 7}, p2), ({q,7}, u3) n'est pas le méme dartd(u) et P(v). Donc, siK
contientNV pavés de type | — de noms différents deux a deux par hypothéssdors on
al;(P(u),P(v)) > N. De méme, sile diagrammié contient exactement un pavé nommeé
{{p,q}, 1), {P, ¢}, 12) }, alors 'ordre des nomdp, ¢}, 111) et({p’, ¢'}, o) est différent
dansP(u) etP(v). Donc, siK contientN’ pavés de type Il — de noms différents deux a
deux par hypothése —, alors odg(P(u), P(v)) > N'. De la proposition 1.18 on déduit
dist(u,v) > N + N’ et du fait quelC est un diagramme de van Kampéist(u,v) <
N+ N'. L
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3 SEPARATRICES

Dans cette section, on établit une particularité des dimgras de van Kampen pour les
mots de tresse, disomsetv : on peut relier les arétes de méme nom par une courbe reliant
le bord étiqueté: au bord étiquet@, en ne croisant jamais deux fois un méme chemin
reliant la source au puits. On établit alors un critere dioptité pour les diagrammes de
van Kampen en termes de séparatrices.

Définition 3.1 (fragment de séparatrice(Figure 7) SoitC un diagramme de van Kampen.
Un fragment d€{p, ¢}, i)-séparatriced’un pavé deC est une courbe (intérieure au pave)
reliant les milieux des arétes nomméés, ¢}, 1), si elles existent.

Remarque3.2 Cette définition posant des problémes d’unicité, dans k& soin ne consi-
dere les fragments qu’a isotopie pres.
({p.r}sn2)

({a:r}m1) ({p,a},u3) ({p',q'} 1) ({p,q},p2)

Typel: Type Il :

({p,a},u3) ({g,r},p1) {p,q},p2) ¢ }1)

({p,r},,ug)

FIGURE 7 — Fragments de séparatrices pour les pavés de type | et Il dans un diagramme de
van Kampen : un fragment de séparatrice relie deux arétes de méme nom a l'intérieur d'un pavé.

Définition 3.3 (séparatrice)(Figure 6) Soient:, v deux mots de tresse positifs et sgitun
diagramme de van Kampen palr, v). La ({p, ¢}, n)-séparatrice est la courbe formée de
tous les fragments dg p, ¢}, 11)-séparatrice.

Notation. On noteX la ({p, ¢}, u)-séparatrice et, si les mots considéres sont simples,
pour chaque pairép, ¢}, il N’y a qu’une seule séparatrice, qu’on natg,.

On reformule le critére d’optimalité de la proposition 2rbtermes de séparatrices.

Proposition 3.4. Soientu, v deuxn-mots de tresse positifs et équivalents et &oitin
diagramme de van Kampen pow, v) tel que deux séparatrices distinctes se croisent
au plus une fois. Alor& est optimal.

Démonstration.Par construction, pour tout tripletp, ¢, r} et toute paire{u, uo}, les
seuls endroits o/, et Xk peuvent se croiser est a l'intérieur de paves de type | nom-
més{({p, ¢}, 1), {p, 7}, u2), ({q,7}, u3)} avecus un entier, et réciproquement, les trois
séparatrices d’'un pavé de type | se croisent deux a deuxdfiguDe méme, pour toute

—114 -



4 — DIAGRAMMES DE RETOURNEMENT

FIGURE 8 —Diagramme de van Kampen pour (02020101,010201071). Les arétes pleines (resp.
tiretées) représentent o (resp. o2). Les séparatrices relient les arétes de méme nom ; contraire-
ment au cas d'une tresse simple (figure 6), deux brins peuvent se croiser plusieurs fois : ici les
brins 2 et 3 se croisent deux fois, ce dont témoignent les séparatrices ¥j 3 et X3 5.

paire de paireg{p, q}, {1, ¢'}}, le seul endroit ou peuvent se croigelf: et ¥)? , est a
l'intérieur d’un pavé de type Il nommE{p, ¢}, 1), {p’, ¢'}, p2) }, €t, remproquement les
deux séparatrices d’un tel pavé se croisent.

Ainsi, le nombre de fois que deux séparatrices, et X7 , se croisent est exacte-
ment le nombre de pavés de type | nommiép, ¢}, i11), ({p,'r’} w2), ({q,7}, ns)} avec
us < |uls,, si 'ensemble{p, ¢, 7', ¢’} a trois éléments, et le nombre de pavés de type Il
nommeés{({p, ¢}, 1), {7, ¢}, o)} sinon. On en déduit que tous les pavéskdportent
un nom différent. Il ne reste plus qu’a appliquer la proposiR.9. 0

4 DIAGRAMMES DE RETOURNEMENT
4.1 LIEN AVEC LES DIAGRAMMES DE VAN KAMPEN

On a décrit au chapitre | les diagrammes de retournementargate deux mots de
tresse positifs, v, on retourne:~'v env’v’~! avecy’, v’ deux mots de tresse positifs. Alors
le diagramme de retournementae v est un diagramme de van Kampen (particulier) pour
les motsuv’ etvu’ @ en plus des pavés de type | (a six arétes) et des pavés dé (supibhtre
arétes), il peut y avoir des pavés de type Il (a deux arétew+-aréte) correspondant aux
retournements de sous-mets's; enc.

Si un diagramme de retournement contient eva@éte, alors on obtient un diagramme
de van Kampen en identifiant, pour chaque pavé de type llaiétes liées pard-aréte.
On a alors, par construction :

Fait 4.1. Siu, v, u’,v" sont des mots de tresse positifs vérifiantv ~ v'v/~1, alors le
diagramme de retournement de'v fournit un diagramme de van Kampen pgur’, vu’).

Démonstration.Si le diagramme de retournementde!v contient des pavés de type llI,
on les supprime en identifiant les arétes liées par-m®tes. Ensuite, il suffit de voir, par la
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proposition 1.1.5, que les mots’ etvu’ sont équivalents et que chaque pavé du diagramme
de retournement de v est soit un pavé de type I, soit un pavé de type II. O

Définition 4.2 (hexagone, carré, digone$oit D un diagramme de retournement. Un pavé
de type | deD est appeldhexagoneUn pavé de type Il d® est uncarré et un pavé de
type 11l deD est undigone

{a,r} {r',q'} {p,a}
{p,r}
{p,q} \ {p,q} {rat {pa}
€
{p.q}
v, y y
{p,r}{ar} {p'.q'}

() (b) (c)

FIGURE 9 —Le pavé (a) est un hexagone et correspond a un pavé de type I. Le pavé (b) est un
carré et correspond a un pavé de type Il. Le pavé (c) est un digone et correspond a un pavé de
type Ill.

La notion de séparatrice est la méme pour les diagrammesalemement que celle
définie a la section 3 pour les diagrammes de van Kampen, eti@®digones, cela re-
vient a tracer une courbe entrant horizontalement dangtmdiet ressortant verticalement
(figure 10).

ﬁr _\v \ 4
vi, y v y v, ly v y v y
» Ll

FIGURE 10 —Les courbes en trait gras sont les fragments des différentes séparatrices. Une
séparatrice relie deux arétes si elles portent le méme nom (figure 9). Un hexagone est traversé
par trois séparatrices, un carré par deux et un digone par une.

4.2 DIAGRAMMES DE RETOURNEMENT OPTIMAUX

Les diagrammes de retournement sont essentiellementafganimes de van Kampen,
et on peut s’y ramener en supprimant les digones — voir lasegrécédente. Ainsi,
pouru, v des mots de tresse positifs, le diagramme de retournefdet,~'v donne une
meéthode pour passer du mat’ au mot équivalentu’ avecu’, v’ les mots uniques mots de
tresse positifs vérifiant—'v ~ v'v/~1; partant deuv’, le nombre de relations a appliquer
pour obteniru’ est le nombre de pavés dans le diagramme de van Kampen aordesy
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— qui vaut la somme des nombres de carrés et d’hexagon&s-de, qui est donc, par
définition, minoré par la distance combinatadiet (uv’, vu').

Dans cette section, on donne une condition sur le diagranemetdurnement de~'v
pour que le diagramme de van Kampen pur, vu’) soit optimal, c’est-a-dire qu'il réalise
la distance combinatoire entre’ etvu’.

Notation. Soientu, v des mots de tresse positifs et sbile diagramme de retournement
deu~'v. On notedist - (u, v) la somme des nombres d’hexagones et de carrés de

Définition 4.3 (diagramme de retournement optimaboientu, v, v/, v" des mots de tresse
positifs vérifiantu—'v ~ v+/~1. On dit que le diagramme de retournem@&ntle v v est
optimalsi le diagramme de van Kampen obtenu a partibdest optimal, c’est-a-dire si on
adist~ (u,v) = dist(uv', vu).

Remarqued.4. D'apres ce qui précede, ondast(uv’, vu’) < dist~(u,v) puisque tout
diagramme de retournement donne un diagramme de van Kampen.

Nous montrons maintenant le critére d’optimalité annoncé.

Proposition 4.5. Soientu, v des mots de tresse positifs. Supposons que le diagramme de
retournemen® dew v ne contienne pas de digone. Aldpsest optimal.

03 09 o3t g O O1
01 oy . :
o1 o1 oy S
09\ V..o -
O3 oy 01 o3 oy |91 .

02
O 09

03

22 3 J1 or oyl
o m ________
21’4 B__/ ; ;
oo™
o[

FIGURE 11 —Diagramme de retournement pour o7 ‘o5 to3 to oy Loy tosoao3010901. En iden-

tifiant les sommets aux extrémités des c-arétes, on retrouve le diagramme de van Kampen du
bas de la figure 6. La non-optimalité du diagramme est claire : les séparatrices ¥ 4 et g3 se
croisent deux fois (carrés grisés).

Démonstration.NotonsD le diagramme de retournement de'v. D’aprés 'orientation
gu’on a donnée aux séparatrices, toute aréte verticaleakd traversée par une séparatrice
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de la gauche vers la droite et toute aréte verticale estrg@gear une séparatrice du bas
vers le haut. De plus, on remarque que seuls les digones &ssep l'orientation d’'une
séparatrice de horizontale a verticale, et que seuls legjoees peuvent changer l'orienta-
tion d’'une séparatrice de verticale a horizontale. On olesaussi que si deux séparatrices
se croisent dans un polygone, alors en entrant dans le pwygtlies sont toutes les deux
verticales ou I'une est verticale et I'autre horizontale.

Supposons maintenant que deux séparatiices’ se croisent au moins deux fois
dansD. On distingue deux cas, selon que les noms des séparatmpdiguent trois ou
quatre noms de brins. D’abord, supposons qu'il existe dgersn, g, r (et u, 1/) satisfai-
santy = ¥b ety = E“ Alors ¥ et > se croisent nécessairement dans un hexagone
nomme{({p, q} w), {p, r} W), ({q,r}, )} pour un certain entiex”. Soit H, (resp.Hs)
le premier (resp. deuxieme) hexagone dans lefguel>’ se croisent. Soit et Y’ sortent
de H, horizontalement soit 'une des deux sort verticalemenndla premier cas, comme
il 'y a qu’'une des deux séparatrices qui peut rentrer hatedement dang/, c’est que
'autre change d’orientation entié; et H,, ce qui témoigne de la présence d’'un digone.
Dans le second cas, quitte a permuter les réles des sépasaimn suppose que (resp.
Y) est horizontale (resp. verticale) en sortantifie Alors X reste en dessous d& (plus
loin dev) jusqu’a entrer danél,. Ainsi, la seule possibilité est qu€& soit horizontale a
I'entrée (par la gauche) dH, et queX soit verticale a I'entrée (par le bas) d&. Ceci
n'est possible que si I'orientation deest modifiée de horizontale a verticale, c’est-a-dire
si Y traverse un digone entiié; et H,.

Supposons maintenant qu'il existe des entigig p', ¢’ (et p') satisfaisant = ¥k

ety = E“, - Alors les séparatrices et >’ se croisent nécessairement dans des carres
nommes{({p, qt, 1), {p',q'}, 1)} SoitC; (resp.Cy) le premier (resp. le deuxiéme) carré
dans lequel’; et C; se croisent. Quitte & permuter les rblesXdet >, on peut supposer
gu’a la sortie de; X est horizontale eE’ est verticale. Alors, comme pour le cas des
hexagones;. reste en dessous d&jusqu’au carré’,. Ceci implique qué&:’ est horizontal
en entrant dan§’;, et queX est verticale, ceci signifiant giea traversé un digone enttg
et (.

On a montré que deux séparatrices se croisent au moins disudaiosD seulement
si D contient un digone. On en déduit que deux séparatrices sentau plus une fois
dansD et on applique la proposition 3.4. O

Remarquet.6. La proposition 4.5 s’appuie sur le fait que deux séparatrive peuvent

se croiser deux fois s'il n'y a pas de digones : pour se craseouveau, chacune des
séparatrices doit changer d’orientation, ce qui nécesnitdigone (et un hexagone). Mais,
lorsqu’un digone est convenablement accolé a un hexagomeséparatrice passant par
I’hexagone et le digone ne change pas d’orientation — danadénexagone-puis-digone,
la séparatrice est verticale avant 'hexagone et aprégtendiet dans le cas digone-puis-
hexagone, la séparatrice est horizontale avant le digoapres I'hexagone —, ce qu’on
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Voit sur

Dans une suite de retournement, ces situations correspbade présence d’'un sous-mot
de la formeo; ‘0,104, pour lequel on do; ‘0,100 ~ 01005 (07 o] ~ 000,
ou de la former; 0.} 0, se retournant efy; 'oi]o 107 o ~ 007 to

Ces deux derniéres suites de retournement motivent ldnttion de deux nouveaux
types d’hexagones.

Définition 4.7. Pour|: — j| = 1, les hexagones de types I et I” sont :

9j
g; g;
—L— 0 0
type ' 1o, oj, typel”:
> > O' O'
0j a; J J
0

Remarque4.8. Une séparatrice traversant un hexagone de type I' ou I’ nagthgas
d’orientation : on a k

.1 _<_,

AN _>
|

Définition 4.9 (diagramme compact)Soienti, j deux entiers vérifiant — j| = 1. Un

diagramme de retournement est dimpactsi tout sous-mot; 'o;0; (resp.o; 'o; 'o;)

borde un hexagone de type I (resp. type I”).

Remarque4.10 1l existe un unique diagramme de retournement partant d’'obunet
dont les pavés sont de types I, Il et lll. Ce n’est pas le casjldon utilise également les
hexagones de types I’ et I” car un digone peut étre accoléxliexagones en méme temps
(figure 12).
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o3 o2 034 01T o2 03 o3 02 o3foif o2 o3

J 7

o1 (—-» S o1 /—-»

w7 wl 7]
o1 (e o1
223 | /. Yo3 [ .
2174 U_3J’," 3 2174 a3/
o2 . g2
o1 o1

FIGURE 12 —Deux diagrammes de retournement compacts correspondant au diagramme de
retournement non compact de la figure 11.
Le méme argument que pour la proposition 4.5 donne :

Proposition 4.11. Soientu, v des mots de tresse positifs. Supposonsusit un dia-
gramme de retournement de'v compact et sans digone. AloFsest optimal.

Démonstration.Les hexagones de types I’ et I” ne changent pas I'orientatemsépara-
trices (remarque 4.8), et donc leur présence dans un diaggaihe retournement n’altére
pas I'argument utilisé dans la preuve de la proposition 4.5. O

On verra a la section V.2.1 une application de la propos#idd, ou un exemple y sera
développé.
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CHAPITRE YV

COMPLEXITES DU RETOURNEMENT

Dans ce chapitre, on établit des bornes concernant deuxitfisaattachées au retourne-
ment des mots de tresse : d'un mot v de longueu¥, avecu, v des mots de tresse positifs,
est issue une suite de retournement ; on appetiemplexitda longueur du mot terminal et
2-complexitda longueur de la suite de retournement. Le but de ce chagstrd’encadrer
ces deux complexités en fonction éle

Nous distinguons deux cas : dans un premier temps, nousrtnag le cas des mots de
tresse écrits sur un nombre fini de générateurs et le cadiétded sera donBW,, ; dans
un deuxieme temps, nous traiterons le cas des mots écrissinfinité de générateurs et le
cadre de I'étude sefdW .. Dans le cas ou la largeur est fixée, c’est-a-dire que le nembr
de générateurs est fini, les résultats sont connus [12] etroontre que ld-complexité
(resp.2-complexité) est linéaire (resp. quadratique).

Lorsque l'indice des mots de tresses n’est pas fixé, pratigné aucun résultat n’est
connu concernant lek et 2-complexités du retournement. On commence par améliorer
une borne cubique de [12] :

Proposition : Pour tout/ suffisamment grand, il existe un mot de longuéur
dont la2-complexité est supérieure(as*)/3.

On rameéne I'étude des complexités dans le cas arbitrairelange au cas de largeur
finie en observant que les complexités n‘augmentent pasimmaént avec la largeur des
mots : les mots larges et courts n'ont pas une complexitérgupé a celle de mots moins
larges et de méme longueur. On montre :

Proposition : Les mots de longueuret del-complexité (resp2-complexité)
maximale sont de largeur inférieure2d.

Ce résultat suffit pour montrer que lacomplexité est au plus cubique. Le reste du
chapitre est dévolu a obtenir une majoration d2-mplexité.

Le défaut de connaissance du nombre-@tournements rend la majoration de2ka
complexité délicate. On introduit un cas particulier devehement, le retournement paci-
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fique, qui ne comporte pas d’étape de suppression de lglinasjue opération du retourne-
ment pacifique laisse une trace lisible dans le mot reto@nénontre que tout mot’ issu

par retournement pacifique de unn-mot de longueuf, est de longueur inférieure@,/,
ouC,, ne dépend que de On écrit alors tous les mots de la suite de retournemerfigaei
issue dew dans une grille”,,¢ x C),¢ et on montre que sb se retourne pacifiquement en
w’, alors on aUL(w’) > UL(w), ou UL est une fonction a valeurs entieres majorée par
I'aire de la grille. On en déduit une borne supérieure po@-t@amplexité, améliorant un
résultat de [14] de plusieurs ordres de grandeur :

Proposition : Les mots de longueuront une2-complexité inférieure 3*//2,

On ne sait pas évaluer correctement le nombre de digonesldigramme de retourne-
ment. En conséquence, on a une mauvaise connaissance aeges répétitions d’hexa-
gones, c'est-a-dire d’hexagones portant le méme nom. Earmaant avec les séparatrices
du diagramme, on montre que si deux hexagones portent le mé&mgalors ils font partie
d’un sous-diagramme patrticulier, qu’on appetietif répétiteuy et qu’on décrit. En parti-
culier, on montre qu’il N’y a qu’'un nombre fini de sous-diagraes possibles :

Proposition : Si un diagramme de retournemeRtcontient deux hexagones
de méme nom, alof® contient un motif répétiteur d’une des trois famillés
B ouB.

Finalement, I'expérience nous menant a conjecturer quiagrdmme de retournement
ne peut pas contenir beaucoup de motifs répétiteurs (donge.12), on énonce :

Proposition : Supposons que la conjecture 6.12 est vérifiée. Alossdam-
plexité d’'un mot.~1v de longueur, avecu, v simples, est quartique en

Le chapitre est organisé comme suit. Dans la section 1, omeddes équivalents asymp-
totiques pour les- et2-complexités dans le cas particulier ou la largeur des nuithee.
A partir de la section 2, les mots ne sont plus de largeur fiRées la section 2, on montre
gu'’il existe des mots de-complexité quartique en leur longueur. Dans la sectionn3, o
montre qu’a longueur donnée, les mots larges ne sont paspinplexes. Dans la sec-
tion 4, on décrit le retournement pacifique et on borne sapé&ment I&2-complexité du
retournement. Dans la section 5, on utilise les séparatpoer ameéliorer la borne de la
partie 4 et pour décrire les répétitions d’hexagones. A tdige 6, on définit les motifs
répétiteurs et on établit des bornes supérieures paictanplexité.

1 MOTS DE LARGEUR FIXEE

La complexité du retournement d’'un mot dépend de sa lardeungdmbre de brins
tressés) et de sa longueur (le nombre de croisements d¢. s, a largeur fixée, la dé-
composition d’un mot de tresseen produits de mots simples — qui sont en nombre fini —
permet de majorer lels et 2-complexités dev en fonction de sa longuedmuniquement.
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1.1 NOTIONS PRELIMINAIRES

Comme la présentation standard d’Artin-Tit$,() est complémentée, de towtmot de
tressew est issu une unique suite de retournement. De plus, comnatdernement des
mots de tresses est fortement convergent, toute suitea&meiment maximale se termine
par un motuv~! avecu, v positifs. On a alors la définition suivante :

Définition 1.1 (1-complexité) Soit w un mot de tresse. On appellecomplexitéde w,
et on notel; (w), la longueur du mouw~—! vérifiantw ~ wv™! avecu,v positifs. On
poseL; (¢,n) = sup{L;(w); w n-mot de longueur}.

On définit une deuxieme notion de complexité.

Définition 1.2 (2-complexité) Soitw un mot de tresse. On appellecomplexitéde w, et
on noteL,(w), la longueur de la suite de retournement maximale issue, dest-a-dire de
la suite de retournement terminant par un mot! avecu, v positifs. On posé.,(¢,n) =
sup{Lz(w); w n-mot de longueufr}.

Remarquel.3. Pouru, v deux mots positifs, et en notadtu—'v) le nombre de digones
dans le diagramme de retournementdév, on adist - (u, v) + d(u~'v) = Ly(u~tv) (voir
la section 1V.4.2).

Proposition 1.4 ([13]). L'ensemble des-mots simples5,, est clos par\. Autrement dit,
si u, v sont des-mots simples, alors les deuwxmots/, v’ vérifiantu=1'v ~ v'v’'~! sont
simples.

Proposition 1.5([13]). L'ensemble des-mots simples,, est fini.

1.2 BORNES INFERIEURES ET SUPERIEURES

Lemme 1.6. Soientu, v des mots positifs. Posong) = max{Ls(z 1y);z,y € S,} et
e(n) =n(n—1)/2. Alorson a

Lo(u™'v) <i(n)luls,|vls, et Li(u™'v) <e(n)(luls, +[v]s,)-

Démonstration.D’aprés la proposition 1.4, le retournement de'v nécessite au plus
luls, |v]s,| retournements du type~'y ~ y'2’~! avecx,y,2’,y’ des mots simples. Or
'ensemble des:-simples est fini (prop. 1.5), donc la quantit&) est finie et, par dé-
finition, chacun des mots~!'y est de2-complexité inférieure d(n), d’'ot la majora-
tion deLy(u~'v). D’aprés le lemme I11.3.4, pour tout mat vérifiantu='v ~ w, on a
lu=tv|s, > |w|s,. De plus, la longueur maximale d’urmot simple esti(n — 1)/2 (cha-
cun des: brins croise exactement une fois tes 1 autres brins). On en déduit la majoration
annonceée. O
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Remarquel.7. Aucune majoration fine dén), le nombre maximal de retournements élé-
mentaires requis pour retourner v avecu,v deuxn-mots simples, n’est connue a ce
jour. Toutefois, d’apres le corollaire IV.1.19 sur la miation de la distance combinatoire,
i(n) croit au moins quartiquement avecce qu’on montre a la proposition 2.1 dans le cas
spécifique du retournement.

Exemple 1.8.Soient les familles de mots de tresgesg),>1 et (v,),>1. Pourp > 1, on
poseu, = o} etv, = of. Pouri > 1, le moto? n’est pas simple donc, pour> 1, on en
déduit|u,|s, = |v,|s, = p- Du retournement; ‘o3 N, o307 on déduit, poup > 1, que
le retournement comple&;lvl? . vpu, ' Nécessite® étapes, soifu,|s,.[vp]s,, et le mot
terminal est de longue@p, soit |u,|s, + |vpls,-

Le lemme dit que siles motsetv sont de longueuf, alors le nombre maximal d’étapes
que requiert le retournement du mot'v est dang)(¢?) et la longueur du mot terminal est
dansO(?). Il reste a étendre ce résultat pour les mots qui ne sont grgifgepositifs.

Proposition 1.9. Soitw unn-mot de tresse. On a les majorations
Lo(w) < Tlwf%, et Ly(w) < Eluls,.
ou/ et £ ne dépendent pas de

Démonstration.Posonsu = w{' ... w;? la décomposition de de la section 111.3.2. Pour

tout ¢, on ae;e; ;1 = —1. On montre la majoration de,(w) par récurrence suys. Le
casp = 2 correspond au lemme 1.6, ou on a pdsé i(n). Supposong > 2. Le cas
e, = —lestclair : on als(w) = Lo(wi'...w," ") < Iwi' .. w, % < I|w|f, . On

suppose maintenart, = 1. Posonsw;, = wf'...w,;”3 etw) = w,jw, On a alors

Lo(w) < [wifg, + [wil5, + [wils, [wils, < (Jwils, + [whls,)* < w3, .

La majoration dd.; (w) est celle du lemme 1.6, ou on a pdsé-= e(n). O

De la proposition 1.9 et du fait que, pour toumotw, on a l'inégalitéw|s, < |w|, on

déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 1.10. On aly(¢,n) € O(¢%) etLy(¢,n) € O().

Finalement, en combinant, les majorations obtenues ali@ioedl.10 aux minorations
de I'exemple 1.8, on obtient les équivalences asymptosiguezantes.

Proposition 1.11.Pourn > 3,0n a

Li(6,n) € ©(0) et Ly(l,n) € O().
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2 BORNES INFERIEURES

Dans cette section et les suivantes, on ne restreint plusire de brins et on cherche
a évaluer leg- et2-complexités de mots de tresse arbitrairement largesiAgssmots de
tresse dont on calcule les complexité représentent desgtérdu monoidd&; présenté
par

0,00, = 0;0;0; pour|j —i| =1
(AOO) <O-1’0-2’“. | 0;0; = 0;0; pour|j_i| > 2 .

A la différence du cas ou la largeur est fixée, les simples negas en nombre fini et
les majorations de la proposition 1.9 n’ont plus d’intédétsupremum du nombre d’étapes
de retournement pour retourner!v, avecu, v des simples, n’est pas fini, tout comme le
supremum des longueurs des mots simples. On montre daasseetion que les équiva-
lences asymptotiques de la proposition 1.11 ne sont plabhed lorsque: n'est pas fixe.

2.1 2-COMPLEXITE QUARTIQUE

Proposition 2.1. Pour tout/ il existe des mots, v de longueur satisfaisant
Li(utv) > 207 et Ly(utv) >4

pour ¢ suffisamment grand.

Avant de montrer la proposition, on montre un lemme prépasatOn rappelle que
w ~®) ' signifie qu'il existe une suite de retournement de longuetew aw'.

Lemme 2.2. Pouri,p >1,0n poser; , = 01 p—10i1p—2..-0;, bm, = 0i0i4+1---Ojt1p—1: Cip =
@i pQit1p, €Ld; , = bitq pb; ». AlOrs, pour tous, p, on a

—1 (N) —1
(1) bi,p Ait1,p P Ajpya bi,erl’
!

(2) di,p_l Cit+2,p AN Cip+2 dz‘_,;+27

avecN, = p> +p — 1 et N) = 4p* 4+ 8p — 3.

Démonstration.Pour (1) on raisonne par récurrence guire casp = 1 est
1

bm bit1,1 AL a;2 bm’

ou, autrement dity; 'o;.1 Y 0,100, 07! Supposong > 2. En utilisant I'hypothése
de récurrence une fois, plus une étape de type | et une étagpaldl — ou une étape I
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CHAPITRE V — COMPLEXITES DU RETOURNEMENT

a la place — efp — 2 étapes de type Il, on obtient

—1 . _
bim Ait1,p = Z+p 1 [b -1 Uz-i—p] Qit1,p—1

(»-1) ;-1 _ 1 _
~ Oitp—1 Oitp [bi,pfl az+1,p—1]

(Np—1) [51 . - pL
AP [Uz‘+p—1 Tigp] Qip bi,p

1 4 . -1 1 .—1 . -1
~ Oitp Titprl Oiqp [ai+p+1 it 1,p) bi,p

AL Oitp Oitp+1 [Uz‘;lp Qiy1p1] b;;}
AP i i Qi1 CTZ-_J; b;; = Qjpt1 b;z}+1'
On en déduitV,, = N, 1 +2p =p* +p — 1.

Les calculs pour (2) sont illustrés a la figure 1. En utiligdntquatre fois, pludp + 1
étapes de type Il, on obtient

_1 i _ _
di,p Cit2p = b [ H—lp a’2+27p] Ai+3,p

(Np) 1 A .
A bz‘,p Ait+1,p+1 bz‘+17p+1 Ai+3,p

—1 —1
= [bi,p 0'z‘+p+1] Qit+1,p bi+1,p+1 Ait3,p

(p) . Y —1 .
e Tispt [Dip Givrp] biv1pr1 Givsp

(Np) . , -yl :
A Oiprt Qipt1 bypin iy Ginap

—1
o Gip+2 bz ,p+1 b2+2p [ 0511 ai+3,p]

(») ) ) -1
~ Qj,p+2 bi p+1 [bi+2 P iy3,p) 041

(Np)
AN Qg pro bz p+1 Qit3p+1 bz+3 p+1 Jz—i—l

-1
= Qi p+2 bz+1 p[ 0;  Oi+p+2 az+27p] i+2,p+2

(p+1) .
~ Qi p+2 [bZJrl,p Titpy2) Qitap O bz+1 prl

(») . 4
f\/ Qip+2 Oitpt2 [szrl,p a’2+2,p] bz+1 ,p+1

(N,) ~1 , 1
AP Ui pt2 Oigpy2 Git1,pt1 bz—l—l p+1 i bz—l—l pi1 = Cipy2 i pio.

— 2
La somme donn&/, = 4p° + 8p — 3. O
On peut maintenant prouver la proposition 2.1.
Démonstration de la proposition 2.1Figure 2.) On pose
Uy = O9p09¢_o...00 €t vy = 0103...090_1,

et on considére le retournement:e v,. On distingue trois suites d’étapes. Premiérement,
((¢ —2)/2 étapes de type Il ménent a

-1 -1 -1
Oy 0104 03...09p O2¢—1.
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C2.3
T 1
-~ as 3 Q4.3 .
09 09
a
52,3 b2,4 e bz,5
53,3 b3,4
dy 3 as.4 N 4,4 R di5
05 a2 3 006 . asz3 p
1 1 1
06 a3.3
51,3 51,3 b1,3 b1,5
52,3 52,3 b2,3
L v 95y 434y O aga |
. 1,5 2.5 .
C15

FIGURE 1 —Démonstration de la relation 2, ici avec i = 1 et p = 3; les rectangles gris corres-
pondent a la relation 1.

Puis, / étapes de type | ménentoao,o; oy ' o30405 oyt .. ou_ 10005t 105}, quion
réécrit sous la forme
—1 -1 —1
Cradyy €31 dyy - Cop11 Ay
Ensuite, on applique (2) a répétition : avee 1 applications, on obtient

-1 -1 -1 -1,
C11°C13dy3 €33 dyg .. Cor33 Aoy o3 doyy;

puis aved — 2 applications supplémentaires, on arrive a

-1 -1 —1 —1 —1
Ci,1 €13 C15 d2,5 €35 d4,3 e G255 d2274,5 “ 82023 Bor1s

et ainsi de suite. Finalement, aprés avoir utilisé/(2)- 1)/2 fois, on obtient

0171 0173...017244_1 dQ_éZ—l ;%Z—?) 2_41_273 d;ﬁ%h
qui est de longueu/(¢ — 1), montrant que ld-complexité deu, v, est quadratique ef
De plus, en sommant toutes les étapes, on montre Qaedenplexité deu, ‘v, c'est-a-dire
la longueur de la suite de retournement maximale issug, de;, est(8¢* — 23¢% + 9¢ +
12)/6. U

Remarque2.3. On ne connait pas de mots dont2dacomplexité soit supérieure a celle
donnée par les mots etv, de la preuve de la proposition 2.1. Il est remarquable que ces
mots soient des mots simples (au sens de la définition 1V.1.7)
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Remarque2.4. En faisant passer la borne inférieure de cubique a quartlquyaroposi-
tion 2.1 améliore d’'un ordre de grandeur la derniere minematonnue [12, p. 13] de la
2-complexité au pire : le retournement des m@tsos ... oo 1) to204 ... 09 €St de2-
complexité(8¢3 — 9¢% + 4¢) /3 — et del-complexité quadratique.

(%51 03 Os (e

(oF: oF] 0g g d8,1
01 03 Os5 Cra

o O¢ O¢ d6,1 d6,3
01 03 Cs51 Cr3

04 04 d4,1 d4,3 d4,5
01 C31 C5.3 C75

09 d2,1 d2,3 d2,5 d2,7
Ci1 €33 C5,5 Cr1

FIGURE 2 — (Démonstration de la proposition 2.1.) Diagramme de retournement simplifié dans
le cas, ici pour £ = 4; chaque rectangle grisé correspond a une relation (2), leur nombre est
quadratique en la longueur du mot initial.

¢ 214 8| 16
Li(wy) |4 24| 112 480
Lo(wy) | 1] 112885230

TABLE 1 —Dans le cas de mots de tresse de largeur non bornée, le nombre d'étapes de
retournement Ly peut dépasser la borne quadratique (du cas borné) et croitre quartique-
ment. La longueur du mot terminal L; peut avoir une croissance quadratique — alors
qu'elle est linéaire dans le cas n fixé (section 1). Ici le mot wy est le mot u; ‘v, donné
dans la preuve de la proposition 2.1 par uy = 09/09y_5...09 €t vy = 0103...097_1.

De ce calcul, on tire deux corollaires :

Corollaire 2.5. Pour ¢ > 1, posonSu, = 0909¢_3...05 €tv, = 0103...09_1. Le dia-
gramme de retournement a@g'v, est optimal et on aist - (u,, v,) € O(£*).

Démonstration.D’apreés les calculs du lemme 2.2 et de la proposition 2.ligigrdmme de
retournement de;, 'v, est compact et sans digones. Donc d’aprés la propositidnlly,
le diagramme est optimal. De plus, le nombre de pavés de tgse duadratique ehet il
n'y a ni pavés de type I” ni pavés de type lll, d’ou I'équival@symptotique. O
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Notation. On posel.; () = sup{Li(¢,n);n € N} etLy(¢) = sup{Ls(¢,n);n € N}.
Corollaire 2.6. On a les minorations asymptotiques

Li(0) € Q%) et Ly(0) € QY.

2.2 ESTIMATIONS PAR ORDINATEUR

Le retournement d’'un mot (de tresse) est une opération aisr@alisable sur ordina-
teur. Le calcul deg- et2-complexités est donc simple a réaliser.

Expérimentalement, on ne trouve pas de familles de motsld@atomplexité dépasse
la borne quartique établie plus haut. Sans obligatoireroleatcher de familles, on peut
toutefois pour chaque longueur de mots, chercher celuida)ale complexité maximale.
En raison du trop grand nombre de mots, la recherche desqasefar exhaustion) est
rapidementimpossible : au-dela de la longueur 14, nou®n&pas retourné tous les mots.

Grace aux premiers cas, on est en mesure de décrire un ssersige de 'ensemble
des mots dans lequel on conjecture trouver les mofsaemplexité maximale.

Conjecture 2.7. Soientu, v deux mots dont la somme des longueurgésilors les mots
etv maximisantl,(u~1v) satisfont les contraintes suivantes :

e ¢ etv sont positifs;

e u etv sont de longueuf ;

e tous les générateurs d’'indice pair (resp. impair) sont dar{gesp.v) ;

e chaque générateur d’indice compris entre Réfpparait exactement une fois;

e pour: </, sila® lettre deu esto;, alors la:® lettre dev esto, ;.

Remarque2.8. NotonsE,, I'ensemble des mots v vérifiant les conditions de la conjec-
ture 2.7. On a procédé a la recherche exhaustive de I'ensdbjusqu’a’ = 10 (voir
tableau 2). Pour chaque le mot deF,, de 2-complexité maximale a été comparé a un
grand nombre (plusieurs millions) de mots de longu¥ule BW , \ Ey, : pour2¢ < 20,

le maximum est toujours trouvé dahs,.

3 MAJORATION DE LA 1-COMPLEXITE
Le but de cette section est de montrer quellest 2-complexités des mots de tresse

de longueur atteignent leurs maxima sur des mots dont la largeur estus2pl ce qui
traduit le fait intuitif que des croisements sur des brimsgiés n’interférent pas.
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Nombre d’étapes
de retournement

A
18000 -

16000
14000 A
12000

10000 +

8000
6000
4000 ~
2000

\

T

T

0

Interpolation de Lagrange :
polynéme de degré 4

2-complexité la plus grande
trouvée a l'ordinateur

0

N\

2-complexité de la fa-
mille de la proposition 2.1
(quartique)

| | .

18 920 Longueur
des mots

FIGURE 3 — (Tableau 2). On obtient par ordinateur les mots de 2-complexité la plus élevée
possible jusqu'a la longueur 20 (points). Leur répartition suggére qu'il n'existe pas de famille
de mots dont la complexité croitrait plus vite qu'un polynéme de degré 4 (courbe épaisse). La
2-complexité des mots de la proposition 2.1 a une croissance quartique (courbe fine).

—-130 -
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2¢ | E | Mot de plus grand@-complexité LM | Ly

4 v (0’20’4)710'30'1 v 18

6 v (0-20-40-6)710-50-30-1 v 97

8 v (0’40’20’80'6)_10'50'70'10'3 v 328
10| v | (06080100904)  to503010907 v’ | 859
12 | V' | (06040901001208)  L0709011030107 v | 1870
14 (06080402012014010) ' 0907011013030107 v | 3649
16 (01008012014016020406)710’70'90'50'30'10'150'130'11 v 6660
18 (08010060402016018014012)710’110'90'130'150'170-30'10'50-7 v 11313
20 (01201001401601802002040608)710’90'1107050301019017015013 v 18000

TABLE 2 — 2-complexités (Ls) les plus élevées par longueur (¢). Pour les petites lon-
gueurs, la recherche exhaustive (E) fut possible. Pour les longueurs supérieures a 14, on
a testé I'ensemble des mots décrits a la conjecture 2.7. On indique si le mot ayant la plus
grande complexité est de largeur maximale (LM ), autrement dit si ses largeur et longueur
coincident.

3.1 NOTIONS PRELIMINAIRES

Définition 3.1 (support) On appellesupportdu mot de tresse, et on note&Supp(u), I'en-
semble{i ; o' est une lettre de}.

Définition 3.2 (ensemble connexe, composante conne®ejt £ une partie finie deN.
On dit queE estconnexesi F vérifie max(E) — min(E) = #FE — 1. Soient] et F' des
ensembles satisfaisant les inclusidns. /' C P(N). On dit que/ est unecomposante
connexe dé’ si [ est un sous-ensemble connexe maximak'de’est-a-dire que s'il existe
un ensemble contenant alorsonal = J.

Exemple 3.3.Soit F I'ensemble{0, 1,2, 3,4}. LensembleE’ est connexe. En effet, on a
max (F) —min (F) =4 -0 =4 = #F — 1. L'ensembleE\{1} n’est pas connexe car il
a deux composantes connexes, qui Jortet {2, 3,4}.

Notation. Soit £ un ensemble. On noté( £) 'ensemble des composantes connexeg'de
Soitw un mot deBW . On noteC(u) pour C(Supp(u)).

Remarqued.4. Deux composantes et J connexes distinctes d’'un ensemi#fesont dis-
jointes. On ordonne aloks(E) par<enposant < J < Jie [,35 € J, i < j.

Notation. On noteC;(w) la ® composante connexe depour I'ordre <. Soitw un mot

de BW,,. On noteWC;(w), le sous-mot maximal de suppdrt(w) parmi tous les mots
obtenus a partir de& en n’appliquant que des relations de type Il, c’est-a-da® reélations

de la formes;o; = 0,0, avec|j — i| > 2, et uniquement entre lettres dont les indices sont
dans des composantes connexes différentes.
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Exemple 3.5.Soitw le moto,o,0; tos05. On aSupp(w) = {1,2,4,5}, Cy(w) = {1,2}
etCy(w) = {4,5}. Par application de relations de type II, on obtiept; 'oy0,405 et donc
WCl(U)) = 020;102 etWCg(w) = 0405.

Définition 3.6 (opératiorsh). Le décalé a droite d’'un mow est le mokh(w) dans lequel
chaque lettrer; dew a été remplacée pat, ;. On dit quew est un décalé de’ s’il existe
un entier positifp satisfaisanth?(w’) = w, avecsh”(w') = sh(sh?*(w’)) etsh'(w’) =

sh(w’).

Lemme 3.7. Pour tout motw deBW ,, on al.; (w) = L;(sh(w)) etLy(w) = La(shw).
Démonstration.ll suffit de remarquer que pouret j positifs, on a
0:0i110; = 0;110;0;+1 < sh(0;0,410;) = sh(0i110:0:41)

et
0;0; = 0j0; < sh(o,0;) = sh(o;0;).

]
Lemme 3.8.Soientw, w’ des mots dBW ,, ayant chacun deux composantes connexes. On

suppose qu'on AVC;(w) = WC;(w') et queWCy(w') est un décalé d&VCy(w). Alors
on aLl(w) = Ll(w’) etLg(w) = LQ(U}I).

Démonstration.C’est une application directe du lemme 3.7. O

Remarque3.9. Le lemme permet de restreindre I'étude de la complexité thureement
aux seuls mots dont la distance entre les composantes @sesix2.

3.2 BORNES SUPERIEURES

On obtient immédiatement le lemme suivant.

Lemme 3.10.Pour? > 2, 0on a
Li(0) = Ly(¢,20).

Démonstration.Soit un motw de longueu¥ dansBW .. Posons: = max(Supp(w)) + 1.

On en déduitv € BW,,. D’aprés le lemme 3.8, on peut supposer que les composantes
connexes de: sont a distance 2. D’'apres le lemme 3.7, quitte a déeajam peut sup-
posermin(Supp(w)) = 1. Or le mot le plus large gu’on puisse former dans lequel ap-
paraito;, qui soit de longueur et pour lequel les composantes connexes sont a dis-
tance 2 est de large@¥f — 1, par exemple le mat, o5 ... 09 1. On peut dés lors supposer
quew est dandBW,,, d’ou on obtientl,; (¢) < L (¢, 2¢). Or, par définition dd.;(¢), on a
aussily (¢) > Ly (¢, 2¢), d'ou en faitL; (¢) = L, (¢, 20). O
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Remarque3.11 Plus le nombre de brins qu’on s’autorise a croiser augmeihis, la1-
complexité augmente puisque toute tresse dans laqudilns se croisent peut toujours
étre vue comme tresse spibrins,p > n, dans laquelle lep — n derniers brins ne sont
pas tresses. Donc, pour tout entier pogitia suite(L, (¢, n)), >3 est croissante. Le lemme
précédent montre qu’en réalité cette suite est statiomdais le rang/.

Proposition 3.12. Pour tout entier positif, la suite(L, (¢, n)), >3 est stationnaire a partir
du rang2/ — 1.

Démonstration.D’aprés la remarque 3.11 et le lemme 3.10, il s’agit de voioga I'éga-

lité Ly (¢,2¢ — 1) = Ly (¢, 2¢). Considérons donc les mots de longuéurar le lemme 3.7,

on se restreint aux mots contenant Les mots de longueur de BW,, qui ne sont pas
dansBW,,_; sont les mots de large@¢ — 1. Ces mots possedent une copie de chaque
générateur (ou de son inverse) d'indice impair et sont dentadormeoi'os! ... o3 |

(& permutation des lettres prés). Pour tout male cette forme, on &;(w) = ¢, ce qui
n'est pas le maximum qu’on peut obtenir avec un mot de longtéuoir par exemple la
famille de mots présentée a la proposition 2.1). On en dédyit2¢ — 1) > L, (¢, 2(), ce

gui achéve la preuve. O

Remarque3.13 La proposition établit qu’en termes de complexité du ratearent, les
mots de longueuf sont les plus complexes des qu'’ils sont dBRE,_ ;.

A la proposition 1.9 on a borné supérieurement — et expiivitet en fonction de —
la 1-complexité des mots d&W,,, pour unn fixé. En reliant ce résultat et la remarque 3.13,
on borne supérieuremeht (/).

Proposition 3.14. Pour tout entier positif, on a

(-D@E-2)
2 B )

L.(0) < ¢. (

Démonstration.D’apres le lemme 3.12, onlg (¢) = L, (¢,2¢ — 1) puis en appliquant la
proposition 1.9 avee = 2¢ — 1, pour tout motw de longueu¥, on obtient

Ll(w> < €(2£ - 1)|w‘52271'

La premiere remarque est qu'onals,, , < (. La deuxieme remarque est que la valeur
n(n — 1)/2 donnée &(n) au lemme 1.6 peut étre affinée pour la raison suivante : pour
donner une valeur &n) on a majoré la taille des mots\v, pouru et v simples, par la
longueur de I'élément de Garsidg,, & savoim(n — 1)/2; or les motsu\v qu’on obtient

ne représentent pas, mais sont des préfixes stricts d’expressiong\gde En combinant
ces deux remarques, on obtient le résultat annoncé. O
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On pourrait encore améliorer la borne de quelques unitésuetia@t avec un peu de
soin les retournements des mots de longéeirde largeu/ — 2, puis2/ — 3, etc. En fait,
nous pensons que le résultat suivant est vrai :

Conjecture 3.15. Pour tout entier positif, la suite(L, (¢, n)),>3 est stationnaire a partir
du rang? + 1.

Remarque3.16 Montrer cette conjecture ameéliorerait la borne de la pridjpos3.14 d’'un
facteur 4. Ceci n’est pas le meilleur résultat espéré : oronaait aucune famille de mots
dont lal-complexité croit plus vite que quadratiquement alors qu@orne de la proposi-
tion 3.14 est cubique.

Plus que le résultat de cette conjecture donc, ce que I'extpe mene a croire est la
conjecture suivante :

Conjecture 3.17.0n a
L,(0) € ©(£%).

Remarque3.18 En réalité, la fagcon qu’on a de borner supérieurememntdamplexité du
retournement fait intervenir une borne intermédiaire : ommence par borner supérieu-
rement lal-complexité dex—'v, oliu etv sont des simples, puis, s’appuyant sur le fait
que tout mot se décompose en produit de simples d’'une paueat\@ et v\u sont des
simples d’autre part, on énonce une borne supérieure poucdanplexité du retourne-
ment d’un mot quelconque. La borne pour les simples est qtigde et est optimale : la
suite(Ll(uglw))Ql, avec, pour > 1,u; = oy ...09_1 €tv, = 09.. .09, Croit quadrati-
guement aveé. C’est donc en établissant la deuxieme borne que le caltttbgsgrossier ;
la majoration qu’on donne pour le cas d’'un mot quelconquéegaprincipe que le « pire
global » est une juxtaposition de « pires locaux ». Cetteayh@ ne tient pas compte du fait
gu’on ne peut — apparemment — pas cumuler uniqguement descasment les pires. |l
s’agirait donc, pour améliorer significativement la borobique de la proposition 3.14, de
mieux comprendre les relations entre les différents retements de simples qu’implique
le retournement d’'un mot quelconque.

4 MAJORATION DE LA 2-COMPLEXITE : RETOURNEMENT PACIFIQUE

Contrairement aux méthodes employées pour les résultatsragation et de majora-
tion desl- et 2-complexités obtenus jusqu’a maintenant, ce sont des a@émdions géo-
métriques et non plus seulement combinatoires qui nousgitant dans cette section de
calculer une borne supérieure simplement exponentielle.

Partant d’un mot.~'v avecu etv positifs, on a montré a la proposition 3.14 que la lon-
gueur du mot terminal était au plus cubigue en la longueurde. Cette borne n’est pas
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suffisante pour majorer le nombre d’étapes de retournemdrge pourrait que les mots
intermédiaires, c’est-a-dire les mots de la suite de rement issue de'v, croissent
fortement, ce qui nécessiterait un grand nombre d’étapestdarnement, avant de dé-
croitre d’autant, ce phénomeéne étarpriori rendu possible par I'ajout de lettres dans un
mot intermédiaire lors d’un retournement utilisant unatieh de type | ou la suppression
de lettres dans un mot intermédiaire lors dairetournement.

Dans cette section, nous introduisons une version moditi¢éetdurnement, qui garde
une trace des-retournements, et qui permet de majorer la longueur deita da retour-
nement issue de'v, c'est-a-dire l&2-complexité de:'v.

4.1 GRILLE DE RETOURNEMENT

Le premier résultat donne une majoration de la longueur ads dune suite de retour-
nement.

Proposition 4.1. [17, Proposition 3(i)] Soitw unn-mot de tresse de longuedrTout mot
obtenu depuis par retournement est de longueur au plug’ avecC,, = %3”.

Définition 4.2. On appellegrille de retournementz (¢, n) la grille deC,,¢ x C,¢ mailles
carrées, o, est donné a la proposition 4.1.

Définition 4.3. Un n-motw estécrit dans une grille de retourneme®t/, n) si
e onajw| < Gy,
e w a une lettre par c6té de maille avec la regle qu’une lettréipegresp. négative)
est écrite sur un segment horizontal (resp. vertical),
e la premiére lettre de est sur le coté gauche d&/, n) et la derniére est sur le bord
supérieur d& (¢, n) (voir la figure 4).

D’apres la proposition 4.1, tout mot issu du retournemeunhd-mot de tressev de
longueur? est inscriptible dans la grille de retournemétit, n).

Remarquet.4. Le but est que, partant d’ummot w de longueur, chacun des retourne-
ments successifs produise un mot qui progresse dans le, griist-a-dire que le nombre
de mailles dans la région au-dessus a gauche d’'un mot augioesqu’on le retourne. Ce
faisant, le nombre d’étapes de retournementvdest majoré par le nombre de mailles de
G(¢,n), a savoir(C,0)>.

4.2 LIMITE DU RETOURNEMENT

Notation. Soitw unn-mot de tresse de longuetrOn noteUL(w) le nombre de mailles
dans la région au-dessus a gauchevderit dans la grille= (¢, n).
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777777777777777777777777777777777777777

777777777777777777777777777777777777777

FIGURE 4 —Dans une grille C,¢ x C,¢, avec C,, = 3" /2, on écrit un mot w en respectant les
régles suivantes : le mot w touche le bord gauche (avec sa premiére lettre) et le bord supérieur
(avec sa derniére lettre), chaque lettre positive (resp. négative) s'écrit horizontalement (resp.
verticalement) et on écrit une seule lettre par segment. Sur ce diagramme, le chemin représente
— par exemple — le mot 01_2030202_10103_10304_103_102.

Si len mot de tressev de longueur est écrit dan€(¢, n), un motw’ obtenu depuis
w par retournement ne borde pas nécessairement une régnmesup gauche plus grande
quew (figure 6) :

Fait 4.5. Il existew, w’ desn-mots de tresse vérifiamt ~V w’ et inscriptibles dans une
grille G(¢,n) tels qu'on aitUL(w’) > UL(w).

4.3 RETOURNEMENT PACIFIQUE

Afin de tenir compte des-retournements, on introduit un nouveau procedé de réécri-
ture, tres similaire au retournement de mot mais qui a laqueatité de ne jamais supprimer
de lettres.

Définition 4.6. Soient deux mots etw’ de{oy,...,0,-1,50}". On dit quew seretourne
pacifiquement en’ en une étapeet on notaw ~" w’, si on peut passer de aw’
— soit en remplagant un sous-mqt'o;, avec|j — i| = 1, paro;o;o; 'o; ',
— soit en remplagant un sous-mqt'o;, avec|j — i| > 2, paro;o;
— soit en remplagant un sous-mot'o; parsge, ',
soit en remplagant un sous-mgt'e, parsge;, '
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a la figure 4, on trace dans la grille de gauche
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de w en g1o907 o, ! et la réécriture adéquate du mot retourné dans la grille de droite permet

le mot Jf20302051010§10304 103 oy que I'on note w. Le retournement du motif o, Loy
d’accroitre la zone supérieure gauche (cases grisées).
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FIGURE 6 —En respectant les régles
mot 0;2030202 10103 10304 103 159, que I'on note w. Le retournement du motif 05103 de w
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De méme que pour le retournement classique, on ditgeeretourne pacifiquement
enw’, et on note encore ~" w’, s'il existe une suite de mots = wy, wy, ..., w, = W’
tels qu’on ait, pour tout, w; ~F w;, ;.

Remarquet.7. On étend naturellement la définition 2leomplexité d’'un motv au retour-
nement pacifique : Ia2-complexité du retournement pacifique pauest le nombre d’étapes
de retournement pacifique requises pour obtenir un motipoéiatif a partir dew.

Le premier résultat compare lescomplexités du retournement pacifique et du retour-
nement (classique).

Lemme 4.8. La 2-complexité du retournement pacifique du mogést supérieure a la-
complexité du retournement de

Démonstration.ll suffit de remarquer que toute étape de retournement nésepeur pas-
ser dew a un mot positif-négatif est également requise pour passeralun mot positif-
négatif par retournement pacifique. O

On adapte maintenant la proposition 4.1 pour cette varduntetournement. On a :

Lemme 4.9. Soitw un mot de tresse a brins de longueur. Tout mot obtenu de par
retournement pacifique est de longueur au gly$ avecC,, = 3.

Démonstration.La preuve est en fait celle de la proposition 4.1 dans laguellprend soin

de vérifier que la majoration donnée tient compte des reewnemts de sous-mots 'o;
—1

€eNepeg - U

Avec la proposition suivante, on établit une premiére baungérieure pour la-com-
plexité du retournement.

Lemme 4.10.Pour tout/ et pour toutn, on a la majoration

Lo(f,n) < 332”62.

Démonstration.Soitw unn-mot de tresse de longuefiécrit sur une grille de retournement
G(¢,n). Comme le motv se retourne pacifiquement en un mot positif-négatif', il existe
une suite de mots = wy, ... w, = uv~' tels que le passage de aw;,, se fait en une
étape de retournement pacifique. Il suffit de montrer que uh&tape de retournement
pacifique produit un motv; a partir dew;_; satisfaisantUL(w;) > UL(w;_1). En effet,
la suite(UL(w;));>o étant majorée par le nombre de mailles dans la grille, céfa paur
conclure que le nombre d'étapes ne peut excétigt /4.

Montrons donc que la suit@/L(w;));>o est strictement croissante. Il y a quatre trans-
formations élémentaires a étudier. Les trois cas de retouent par commutativité sont
évidents, une maille est ajoutée a la partie supérieurehgalizeste le cas;,',o; dans un
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mot w,o;,' o;ws. Dans ce cas, on remarque qu'écrire le mgt;o;10; 'o; ) w, dans la
grille revient a translater le préfixe, du mot precédent d’'une maille vers le bas et le suffixe
w, d’'une maille vers la droite (voir la figure 5). On peut toujpuealiser ces opérations de
translation car la grille est prévue pour accueillir n’imgoguel mot issu du retournement
pacifique dew (voir le lemme 4.9). O

D’apres la section 3, on peut considérer qu’'un mot de longtiest un mot dé38W,.
Du lemme précédent on tire alors la premiére majoration aabme d’étapes maximal que
requiert le retournement d’'un mot de longuéur

Proposition 4.11.Pour/ > 1,0n a
1 44 2
Ly(f) < 13 =

Remarquet.12 Ce résultat améliore le résultat précédent [14, CorollaBy(3)] de plu-
3_
sieurs ordres de grandeur : la meilleure borne connue éérieure a2

5 MAJORATION DE LA 2-COMPLEXITE : SEPARATRICES
5.1 AMELIORATION DE LA BORNE

Dans ce paragraphe, on démontre une nouvelle borne sugspeur la2-complexité,
meilleure que celle de la proposition 4.11. Ce résultat@sdé sur 'observation que tout
pavé d'un diagramme de retournement est traversé au moam$oimpar au moins une
séparatrice. Il en découle que majorer le nombre de pavérauerse chacune des sépara-
trices donne immédiatement une majoration du nombre degpoBs dans le diagramme,
et donc, de I2-complexité.

Pour compter le nombre de pavés que traverse une séparam@®mmence par y
associer une notion de longueur.

Définition 5.1 (longueur d’une séparatricepn appelldongueurde la séparatricg, et on
la note|X|, le nombre de polygones gu’elle traverse.

Exemple 5.2.Dans la figure 7, les séparatrices du diagranumeont de longueur 4, 5 et 6
et celles du diagramm@) sont de longueur 3 et 5.

Les longueurs des séparatrices ne sont pas des donnéesgii’caiculer ou du moins
facilement borner. Toutefois, en associant chaque séjarat un mot tracé dans le dia-
gramme, on parvient a une majoration.
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Définition 5.3 (mot de séparatrice)A toute séparatrice on associe le plus long mot in-
termédiaire possédant au moins une lettre sur le bord deuehaalygone traversé par la
séparatrice.

On montre alors la borne supérieure annoncée.

Proposition 5.4. Soientu etv deux simples tels qu’on git ~'v| = ¢. On a alors
Lo(u™1v) € O(3%6%).

Démonstration.Si w est le mot d’'une séparatrice, alors on a par définitior:| < |w|.
Or, d’aprés la proposition 4.1, tout mot intermédiaire @skuhgueur inférieure 3¢/2. On
obtient dondX| < 32¢/2. On obtient le résultat en combinant cette borne avec lej€sit
y a au plug(2¢ — 1) séparatrices dans le diagramme de retournememt tlecaru, v sont
simples. O

Remarqueb.5. Ce résultat, énoncé dans le cas des simples, est géndmbsabas non
simple. On multiplie alors la borne supérieure par un factpiadratique’?. Bien que la
borne qu’on donne ici en utilisant les séparatrices anglibun facteur exponentiel la
borne calculée a I'aide du retournement pacifique (sectjple4ésultat n’est pas pleine-
ment satisfaisant : les calculs suggerent que la longusundés intermédiaires est cubique
au plus en la longueur des mots initiaux.

5.2 FORMALISME PRELIMINAIRE

Définition 5.6 (séparatrices horizontale, verticale et médiaf®) appelle séparatrideori-
zontale(resp.verticale d’'un hexagone la séparatrice y entrant et en sortant haament
(resp. verticalement). La troisieme séparatrice estrdédiane Dans un carré, on appelle
séparatricéhorizontale(resp.verticalg la séparatrice y entrant et en sortant horizontale-
ment (resp. verticalement).

Notation. Pour un hexagong, on noteX,,(h) (resp.X,(h), resp.X,(H)) la séparatrice
médiane (resp. verticale, resp. horizontale)d@our un carré, on noteX; (c) (resp.X,(c))

la séparatrice horizontale (resp. verticaleydgoitD un diagramme de retournement. Pour
touss, j, k, on noteH,; (D), ou simplement];; ;, I'ensemble des hexagones fedont

la séparatrice mediane €st; et dont les deux autres séparatrices sont et 3, .. On
poseH;;, = {H;H € Hy;, X(H) = %} etH,, = {H; H € Hyji, 5o(H) = Sjx}-

On noteH;;;, la réunionH,; ;, U H;;, ; U Hj;, ;. On notePol(D) I'ensemble des polygones
deD.

Dans ce formalisme, on a le lemme suivant :
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03 %1

02 09 04
4 01 /
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FIGURE 7 —Dans le schéma (a), le diagramme de retournement de (020102) ‘o301 montre
qu'un diagramme de retournement peut comporter deux hexagones portant le méme nom, c’est-
a-dire deux hexagones dans lesquels les trois mémes séparatrices se croisent. Les trois séparatrices
(en trait gras) se rencontrent dans les deux hexagones grisés. Le schéma (b) illustre une répétition

de carrés (en grisé).
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Lemme 5.7. SoitD un diagramme de retournement. Pour taus & distincts, on a
Hijr #0 = Hiy UHj, = 0.

Démonstration.Supposons qu'’il existe un hexagohede D nommeé{i, j, k} tel qu'on
ait ¥,,(h) = %,;, c'est-a-dire un hexagone d&; (D). Par I'argument de la proposi-
tion 1V.4.5, siD contient un autre hexagone nomri&j, k}, alors ce dernier est dans
Hij O

Définition 5.8. On dit qu’un carrée (resp. un hexagonk) estsur une separatrice; ;,
si¥; ; estla separatrice verticale ou horizontale gesp. verticale, horizontale ou médiane
de h). Réciproquement, on dit que, ; est une separatricde c (resp. deh) si c (resp.h)
est sur; ;.

Notation. On ordonne I'ensemble Pgldes polygones sur une séparatni¢g par < en
posantp; < p,, pour deux polygones de Rg] si et seulement gi; apparait sur la sépa-
ratrice; ; avantp, lorsqu’on parcourt; ; depuis le bord inférieur gauche du diagramme
vers le bord supérieur droit. On étend classiquement ce¢ stdct en un ordre large, qu’on
notera<. Par exemple, dans la figure 9, oha< h,.

Définition 5.9 (intervalle) Soit D un diagramme de retournement. Soigntet p, deux
polygones dé vérifiantp; < ps. On appellehaine entre, et p, toute suite de polygones
qo, - - -, gr Verifiantgy = p1, ¢ = p2 €tg; < gj11, pourd < j < r—1. On appellentervalle
entrep, etp, un des ensembles suivants :

— [p1,p2) = {p € Pol(D); p est dans une chaine enfreetp,} ;
— Ip1, 2] = {p € Pol(D)\{p:}; p est dans une chaine enfreetp,} ;
— [p1,p2[= {p € Pol(D)\{p2}; p est dans une chaine entreetp,} ;
— |p1,p2[= {p € Pol(D)\{p1, p2}; p est dans une chaine entreetp, }.

Définition 5.10(hexagones conseécutifdpeux hexagones, eth, deH,; , sontconsécutifs
si I'ensemblghy, ho[NH;; 1, est vide.

Définition 5.11 (courbe d’ordre) On appellecourbe d’ordred’'un diagramme de retourne-
ment toute courbe passant par les coins supérieur gauchi@eeur droit du diagramme
et qui ne traverse un segment que de gauche a droite ou demiaas e

Définition 5.12 (ordre, ordre local) Soientp;, p, deux polygones sur une séparatricg
avecp; < po. On ordonne les séparatricEset >’ sur l'intervalle[p;, po] en posant <
Y (resp.X <* ¥) si toute (resp. au moins une) courbe d’ordre passant paoleaau
de X’ entrep; et p, croiseX avantX’. On dit alors ques estinférieure(resp.localement
inférieure a%’. Symétriquement, on dit qu€& estsupérieurgresp.localement supérieuye
ax.
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Notation. Si deux séparatrices et ¥’ se croisent (resp. ne se croisent pas) dans un poly-
gonep, on dit qu’enp, on aX = ¥’ (resp.X # ).

Définition 5.13 (voisinages inférieur, supérieun)Figure 8) Unvoisinage inférieurresp.
supérieul d’'un polygonep est un ouvert’ deR?, disjoint dep, dont la réunion aveg est
convexe, qui ne contient aucun croisement des séparattecgsdont I'intersection avec
chacune des séparatrices;dest non vide, et dont I'intersection avec les droites pdssan
par les bords supérieur et droit (resp. inférieur et gauebeyide.

A

(@) (b) (©) (d) (€)

FIGURE 8 —Les parties grisées ne sont pas toutes des voisinages des polygones. Seuls les schémas
(a) et (b) représentent un voisinage. Le premier est un voisinage inférieur et le second un voisinage
supérieur. Le schéma (c) ne représente pas un voisinage car |'intersection avec la droite portée
par le bord supérieur est non vide. Dans le schéma (d), il manque la convexité. Dans le schéma
(e), toutes les séparatrices de I'hexagone ne sont pas dans la partie grisée.

Les hexagones jouent un rble particulier vis-a-vis de Ieégmaratrices médianes puis-
gu’ils en modifient I'orientation. On atteste de ce réle @adéfinition suivante :

Définition 5.14 (hexagone réorienteurpoit la séparatricel. L'hexagoneh est unhexa-
gone réorienteur d& si X est la séparatrice médiane kle

5.3 CONSTRUCTION DES MOTIFS REPETITEURS

Pour toute cette section, on travaille dans un méme diageaderetournemerid et
on suppose qu’il existe deux hexagones de méme fwmk}. Soient deux hexagones
consécutifsh, et h, deH;; ;, vérifianth; < hy. Posons,(h;) = X, ;. Nous construisons
dans la suite de cette section les difféerents diagrammesoit la répétition du croisement
des séparatrices, ;, ¥; , ety ;.

DeX,(h1) = X1 (hs) ontire qu'il existem pour lequeld,y, ., est non vide. Posorig =
max (H;x ., N [h1, he]). Cette définition dé; a un sens puisque le retournement des mots
de tresses étant convergent, le nombre d’étapes de retoanhest fini. De plus, on sup-
pose

(3) Zh(h?)) = Zj,m-
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FIGURE 9 —Deux fragments extraits de diagrammes de retournement dans lesquels on ne fait
figurer que certains éléments : deux hexagones consécutifs et les séparatrices les reliant. Les
polygones représentent des hexagones. Les tracés courbes représentent des séparatrices. Les
hexagones h; et hy sont deux hexagones consécutifs de H;; . D'aprés le lemme 5.7, seul le
schéma (a) peut étre issu d'un diagramme de retournement. En effet, dans le schéma (b),
I'hypothese que les deux hexagones sont consécutifs impose aux séparatrices de se croiser autour
d'une autre séparatrice que J; ;.

Lemme 5.15.Soient deux séparatrices >’ et deux polygones;, p». Si la séparatrice:
est localement inférieure et localement supérieud &ur [p;, p,] alors il existe un poly-
goneps duquelX etY’ sont des séparatrices.

Démonstration.La distance entre les deux séparatrigest >’ est une fonction continue
prenant des valeurs négatives et positives|sum,|. Par suite du théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe un polygome a I'intérieur duquel: et >’ se croisent. O

Lemme 5.16(lemme du passagefpoient trois séparatriceXx, >’ et X" et deux poly-
gonesp; et p,. On suppose que sup;,pof On ay < X, 3 <* ¥ et¥ < ¥ On
suppose de plus qu'egn on a¥’ = X" ety # . Alors il existe un polygong; de|p;, po|
tel que

(1) enpgonaX =", et

(17) sur[pi,psfona¥ < X",

Démonstration.Supposons que s, po[ on aX < ¥”. Comme erp, on a¥’ = ¥, on
a egalemenkt = X" ce qui n'est pas possible. La séparatiicest localement supérieure
aX". Sur[py,pe[, on aains <* ¥’ ety <* 3. D'aprés le lemme 5.15, il existe un po-
lygonep; dont les séparatrices santet>”, ce qui montrgi). Parmi les polygones; qui
conviennent, on choisit le premier (dans le sens du parc®i$ pour lequel, dans un voi-
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sinage inférieur, on alt <* ¥”. Donc sur{p,, p3[, la séparatric& est partout localement
inférieure &2", ce qui donne le pointz). O

Lemme 5.17.L’'ensemble;; ,, N [hs, ho] €St non vide.

Démonstration.La situation est celle de la figure 10. Comiagest le dernier hexagone
réorienteur de la séparatri¢g , avanth,, sur l'intervalle[hs, ho], on a3, > X;,. De
plus, dehs € [hy, ho] et dehs € Hji ., ON déduit ques, (hs) est localement inférieure
ax; ;. D'aprés le lemme 5.16, on déduit que la séparafYigg:;) croise la séparatrice, ;
avanth,. Comme on a posg&j(h;) = ¥;,,, on en déduit que la séparatrigg,, croise
la séparatric&; ; dans un hexagone avamt. Posonsiy = min (H;j,, N [he, hs)). D’aprés
le lemme 5.16, 'hexagonk; appartient a 'un des trois ensembles suivaﬂ{ﬁﬁ’j, H!

1 gm,i
ouH;; ..
2ijm
Zk,m
Al .
hy hy
FIGURE 10 —(Lemme 5.17) Des hexagones FIGURE 11 —(Lemme 5.17, cas hy € Hj,, ;).
consécutifs hy et ho on déduit I'existence de On montre en supposant le contraire que
I'hexagone hg. I'ensemble H;gy, N [y, hy] est vide.

e Cash, € H}m,j : (Fig. 11) Supposons que I'ensemblg,,, N [h1, hy) N'eSt pas vide
et notonsh; son plus petit élément. La séparatrice,, est localement inférieure 3, ;
au voisinage inférieur dé, et surfhy, hy) on ak%;; < 3,,. De plus,on &, = %,
enhs, donc surhy, hy), la séparatric&; ,,, est localement supérieure a la séparatiice
Du lemme 5.15, on déduit que I'ensemblg, ; N [h1, hy| N'est pas vide et on note; son
plus petit élément. D’aprés I'hypothéBe.,, N [hy, ha] # 0, 'hexagonehg est dandt;,, ..
Sur [he, hs) on adoncs; ; < %, < ¥;,,,. Or on a égalemeri;;, < %, ;. On en déduit
Yk < Xjm, PUISEy,, < X;;, donck,, < X;; etenfinX,,, < X,;. Cette derniére
inégalité contredit 'existence deg puisqu’enh; on axy ,, = % ;.

Du paragraphe précédent, on déduit que I'enserfible, N [h4, hs[ N'est pas vide et
gue son plus petit élément, disons I'hexagdne est dansH},ﬁm. Par conséquent, I'en-
semblet,,,, ;N [h1, k7] €st non vide et son plus petit élément, I'nexagbpeest dansi?

im,j"
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Mais ceci implique sufh,, hs] qu'on a%;,, > %, ,, > ¥, ;, et par suite qu&l,,,, N [hi, hs]
est non vide. On a prouveé plus haut dans ce point que ce rpéspossible.

e Cashy € Hjlm . (Fig. 12) Surlhs, h4[, on a%;,,, < %;,, mais on a également
Yk < Xim. Or, enhg onak;,, = ¥;; donc du lemme du passage 5.16 on deduit
queH;,.; N [hs, hy] €St NON vide, ce qui contredit la minimalité de

e Cashy, € H}., : (Fig. 13) On sait quél;;,,, N [hs, ho] €st non vide et on a montré

ij,m
que surlhs, ho| les ensembleH,,, ; etH;,, ; étaient vides. On a donc s{irs, ko) I'égalité
H;jm = Hi;m etdoncH;; .., N [hs, ko] €St non vide. O
z]k,m h2

3
M i,m
Elk,m > hg b 7(
4k -
| hy )
e e

e L 1 L N1
} [h i ik
hs Ej,m Ei,j 4
FIGURE 13 —(Lemme 5.17, cas hy € Hj;,,
FIGURE 12 —(Lemme 5.17, cas hy € Hjlmz) et lemme 5.18) L'hexagone hy ne peut
La séparatrice J; ,,, est contrainte de croiser qu'appartenir a Hilj,m' Dans les autres cas,
la séparatrice ¥;,, sur l'intervalle [h3, hy], on obtient des contradictions. lci, on a illus-
contredisant la définition de hg4. tré le cas hy = hg.

Nous poursuivons la construction des motifs répétiteuex d& lemme suivant, qui
prouve a posteriori le choix de dessiner les séparatticgsety:; ,, dans cette configuration
alafigure 13.

Notation. Pour tous entiers positifs ¢, p’, ¢’, on noteC,, -, 'ensemble des carrés de
nommés{{p, q},{r’,¢'}}. On noteC, . (resp.C2, ) le sous-ensemble des carrése

Cpypq Vérifianty,(c) =3, , (resp.X,(c) = Xy o).
Lemme 5.18.Les ensembl€eS;y. ;,,, N [k, ho] € Ciy, jm N [ha, he] SONt NON Vides.

Démonstration.Posonshy = max (H;; ., N [h4, ho]). Supposons que 'hexagorig soit
élément dell?; . Lhexagoneh, est dansHj;, donc, surfhy, ho], on a%;; < X et
donc, dans le voisinage supérieur kig on aX;;, < %;,, < X;;. Parle lemme du
passage 5.16, 'ensemb(&,;, ., U H;;,,)Nhe, ho| €St non vide. Or par définition de,
I'ensembleH,; ,,,N]hg, ho[. On en déduit que 'ensemble;; ,,,Nhg, ho[, CE qui contredit la
définition de I'hexagonés. Donc on obtient une contradiction. On conclut duyeast un
élément deH}j,m et on prouve I'énoncé apres deux emplois du lemme du passagel[]
Remarqueb.19 Dans la voisinage inferieur de 'hexagohgon aX;, < ¥;,, < X, et
du lemme du passage on déduit que I'ensenioll, ;; U Hin) N [hy, hy) est non vide.

Notonsp;, son élément le plus petit.
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Lemme 5.20.0n a

P1o € Cl E min (Cik,jm M [hl, h4]) eC

1
im,J ik,jm"

Démonstration.Posons:;y = pip. Decyy € C§m7jk, on tire que la séparatrice, ,,, est loca-

lement inférieure et localement supérieurg;g sur [h4, k4] donc, d’aprés le lemme 5.15,
'ensembleH,; ., N [k, k4] €St non vide. De plus, en notaht; son plus petit élément,
on ah;; € szj,m' On en déduit que la separatrige,,, verifie localement 'encadrement

Yi; < Xjm < Xk On conclut par minimalité dé,; et par application du lemme du
passage. ]

On étudie l'autre possibilité dans le lemme suivant.

Lemme 5.21.0n a
P10 € Higmw = D10 € szmk

Démonstration.Posonshyy = p1o. Lhexagoneh;, est sur la séparatricgy, ,,. Or, dans
le voisinage inférieur dé,4, on aX;,,, < %, < X, De cet encadrement, on déduit
hio € Hip k. Supposongy € H}mk. On a linégalitéy; ,,, < 3, sur [hy, hio]. Donc
localement sufh,, ko), la Séparatric&; ,,, est comprise entrg; , etX; ;. Puisqu’enm; on
aY,, = X, parle lemme du passage, on obtient qUg. ;,, U Hixm) N [A1, hio €St NON
vide, ce qui contredit la minimalité dg,. O

6 MAJORATION DE LA 2-COMPLEXITE : MOTIFS REPETITEURS
6.1 DEFINITION DES MOTIFS REPETITEURS

En reprenant les notations de la section 5.3, on définit typiss de sous-diagrammes
d’un diagramme de retournement, dont la présence signifileycquune répétition d’hexa-
gones. Du lemme 5.20 on tire la définition suivante.

Définition 6.1 (motif répétiteurA). Pourl € {1,2}, on appellemotif répétiteur de type
Aﬁj,k(m) deux hexagones consécutifset h, deH,; ;, satisfaisant

— hl < hg,

— hy € H,,,
— hs estun hexagone dés, (1, ) m,

— pio €stun carré.
Avec le résultat du lemme 5.21, on définit un autre type defrrépiétiteur.

Définition 6.2 (motif répétiteurB). Pourl € {1,2}, on appelle motif répétiteur de type
Bl-j’k(m) deux hexagones consécutifset h, deH,; ;, satisfaisant

?
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- hl < h/2’
— hy € Hljy,
— hg estun hexagone dél, , ..

— p1o €st un hexagone.

Remarqué.3. Dans la définition du motif répétiteur de typg le fait quehs soit un hexa-
gone delev(hl)’m provient de I'hypothése (3). Remplacer cette hypothéséipgrothése
symétriqueh; € Hg, , ), méne ala définition d’un nouveau motif.

Définition 6.4 (motif répétiteurB). Pourl € {1,2}, on appelle motif répétiteur de type

Elijk(m) deux hexagones consécutifset h, deH,; ;, satisfaisant
— hl < h/21
— h estun hexagone dé&, , , ..,

— p1o €st un hexagone.

Définition 6.5. On dit d’'un motif répétiteum qu'il est suri, j, k, m s'il existe X parmiA,
B etB et/ dans{1, 2} tels quem soit un motif de typeX}; , (m).

O Sx DR §
LFE)E) LA VAR
AN AN AN
| 1 1 | 1 1 | |
AN AN AN
Ek,m_ \\\ _Ei,j Ej,m_ \\\ _Ei,j Ek,m_ \\\ _Ei'yj
Simm v FEjk oSk Dm0 Y
N N N i,m
ik S PXim Lk S Xim Bk N =
1~ 1T~ 1~
Motif A Motif B Motif B

FIGURE 14 —Chacun des trois motifs répétiteurs est schématisé en ne tenant compte que des
positions relatives des séparatrices et de leurs orientations. Un motif de type A est symétrique
par rapport a I'axe diagonal NO/SE. Les motifs de type B et B sont images les uns des autres
par cette symétrie.

On conclut en énongant la proposition résumant les lemnigg 5.18, 5.20 et 5.21
et exprimant le fait qu’une répétition d’hexagones donneessairement lieu a un motif
répétiteur.

Proposition 6.6. SoitD un diagramme de retournement. Supposons que deux hexagones
deD portent le méme nory, j, k}. Alors il existe un entiern distinct dei, j, k tel queD
admette un motif répétiteur surj, k, m.
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6.2 BORNES SUPERIEURES

Le but de cette section est de montrer que, moyennant uneatorg sur les dia-
grammes de retournement, la borne supérieure naturellelp@icomplexité des mots
u~1lv, avecu, v des mots simples, est quartique en la longueurde.

Notation. Soientu, v des mots positifs. On notgu'v) (resp.c(u=1v), resp.d(u='v)) le
nombre d’hexagones (resp. de carrés, resp. de digonedediingramme de retournement
deu'v.

Lemme 6.7. Soientu, v deux mots simples vérifiaht—'v| = ¢. On a alors
h(u='v) € O(0* + d(u'v)).

Démonstration.Soit wy, . . ., w, une suite de retournement maximale issuexdév. Le
retournement d’un sous-met ';, pour|j — i| = 1, dans le motu,, implique |w,, 1| —
lw,,| = 2. De fagon analogue, le retournement d’un sous-mob; dans un motu,, im-
plique [wy, 41| — |w,,| = —2. Finalement, le retournement d’un sous-mpto;, avec|i —

j| > 1, dans un motw,, implique |w,, 1| — |w,| = 0. Autrement dit, un hexagone du
diagramme contribue-2 a la longueur dev,, un digone contribue-2 et un carré contri-
bue0. On a done2|h(wy) — d(wo)| = ||wo| — |w,||. Le mot terminakw, s'écrit comme
le produitv’v'~!, avecw’ etv’ deux mots simples puisqueet v sont simples. On en dé-
duit, d’aprés le lemme 3.10, que les longudurset |'| sont inférieures &(2¢ — 1) donc
dansO(¢?). O

Le lemme précédent établit que dans un diagramme de retoemeal’un mot négatif-
positif les nombres de digones et d’hexagones ne differaatdjune quantité quadra-
tique en la longueur du bord supérieur gauche. On relie eyaa@mit le nombre de carrés
au nombre de digones.

Lemme 6.8. Soientu, v deux mots simples vérifiant—!v| = ¢. On a alors
clu™'v) € O(L* + h(u'v)).

Remarqué.9. Contrairement a la preuve du lemme 6.7, on ne peut pas cotaptembre
de carrés dans un diagrammes en mesurant la différence gigelenentre le mot initial et
le mot final puisque le carré ne modifie pas la longueur des quote bordent ; autrement
dit, appliquer une relation de commutation a un mot ne mogdgsa longueur.

Démonstration.D’aprés la section 3, on peut considérer sans perte de diéhégae la
largeur deu~'v est inférieure &¢. Donc le nombre de noms de carrés est dagg').
Enfin, chaque répétition de carrés nécessite un hexagonem-digone (figure 7b)). O
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Lemme 6.10.Soientu etv deux mots simples vérifiant~'v| = ¢. On a
Lo(u=tv) = O(£* + h(u"'w)).
Démonstration.D’aprés les lemmes 6.7 et 6.8, on a
Lo(u ') =c(uv) + d(u"'v) + h(u"'v)

=O0(* + h(u™')) + O(h(u™'v) + €%) + h(u " 'v)
=O(l* + h(u')).

On établit maintenant des bornes supérieures paxctamplexité.

Proposition 6.11.Soientu, v deux mots simples vérifiapt—'v| = ¢ et soitD le diagramme
de retournement de'v. Supposons quB contienneD(¢*) motifs répétiteurs, alors on a

Ly(u~'v) € O(4Y).
La preuve est immédiate.

Démonstration.Le nombre de noms d’hexagones est daé’), donc, en tenant compte
des motifs répétiteurs, il y a au play¢*) hexagones. On applique ensuite le lemme 6.10.
L

En réalité, on ne connait pas de diagramme de retournemetenemt plus de (¢*)
motifs répétiteurs. On conjecture :

Conjecture 6.12. Un diagramme de retournement ne contient au plus qu’'un sedf m
répétiteur pour chaque type et chaque valeur des parametres

En supposant cette conjecture vraie, de la propositiondghldbtient immédiatement :

Proposition 6.13. Supposons la conjecture 6.12 vraie. Soient deux mots de tresse
simples (resp. quelconques) vérifigntv| = ¢ et soitD le diagramme de retournement
deu~'v. Alors on a

Lo(u=tv) € O(£Y)  (resp. Ly(utv) € O(£°)).

Démonstration.En supposant la conjecture 6.12 vraie, le nombre de motifétitéurs
dansD est dang)(¢*). On conclut grace a la proposition 6.11. O

La motifs répétiteurs sont des agencements complexes deasépes, d’hexagones de
carrés et de digones. Leur riche structure donne I'espéimgpuisse prouver la conjec-
ture 6.12 simplement en montrant que la coexistence de #opadifs est impossible.
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