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❘és✉♠é

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛❜✲✐♥✐t✐♦ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛

t❤é♦r✐❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❧❛ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭◗❈❉✮✳ ❈❡tt❡

t❤é♦r✐❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❧❡s q✉❛r❦s ❡t ❧❡s ❣❧✉♦♥s✱ ❛ été ❜✐❡♥ t❡sté❡ ❞❛♥s ❧❡s

❡①♣ér✐❡♥❝❡s à ❤❛✉t❡ é♥❡r❣✐❡ ❝❛r ❧❛ ❧✐❜❡rté ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✬❛♥♥✉❧❡ à

❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳ P♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés

q✉✐ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ❣r❛♥❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛ss❡s ♦✉ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t✱ ✐❧

❢❛✉t ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ❡①❛❝t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞✐s❝rét✐sé❡ s✉r ✉♥ rés❡❛✉ q✉❛❞r✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧

❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s q✉❛♥t✐q✉❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ❝♦♠♠❡

❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ■■ ❡t ■■■✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ■❱ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés ♣❛r

❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❡t ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❝❤♦✐① r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛

❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ✏à ❧❛ ❲✐❧s♦♥✑ ❛✈❡❝ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡✳ ❊❧❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❡✛❡ts

❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

❛✈❡❝ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✏❍②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✑✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡

♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♥❞s

s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❝r❡✉① q✉✐ ❛♣♣❛r❛îss❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡

❛✉ss✐ ❧❡s ❛s♣❡❝ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♠❛ss✐❢ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s

❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱■ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡

s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐❢s ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡ ❡t ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é ♣❡♥❞❛♥t

❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t ❝♦♥s❛❝rés ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡t à

❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs

❞❡ q✉❛r❦✱ ❛ été rés♦❧✉❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡s ❢❡r♠❡s ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ♣❛rt

✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♥♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧✬ét❛t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ❡t ♥♦✉s

❞✐s❝✉t♦♥s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡s

❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ré❝❡♥ts✳

▼♦ts✲❝❧❡❢s ✿ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ s✉r rés❡❛✉✳ ❈❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▼♦❞è❧❡s ❡t ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s

♠❛ss❡s ❞❡s ❤❛❞r♦♥s✳ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ▼ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳



❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢r♦♠ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♥✉❝❧❡♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠

t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ t❤❡♦r② ♦❢ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ q✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s ✭◗❈❉✮✳ ❚❤✐s t❤❡♦r②✱

✇❤♦s❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❛r❡ q✉❛r❦s ❛♥❞ ❣❧✉♦♥s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❧❧ t❡st❡❞ ✐♥ ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

t❤❛♥❦s t♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢r❡❡❞♦♠✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝❛♥❝❡❧s ❛t s❤♦rt ❞✐st❛♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ t❤❡♦r②✳ ❚♦ ♣r❡❞✐❝t ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡ ❧♦♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❧✐❦❡ ♠❛ss❡s

♦r ❝✉rr❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s ❛♥ ❡①❛❝t tr❡❛t❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r②✳ ■t ✉s❡s ❛ ❢♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

❧❛tt✐❝❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤❡♦r② ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♣❛t❤

✐♥t❡❣r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡rs ■■ ❛♥❞ ■■■✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ■❱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣r♦❜❧❡♠s

❢❛❝❡❞ ✇❤❡♥ ❢❡r♠✐♦♥s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s

✐❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ à ❧❛ ❲✐❧s♦♥ ♣❧✉s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✇✐st❡❞ ♠❛ss✳ ■ts ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡

❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ s♣❛❝✐♥❣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t✉♥❡❞✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ✐♠✲

♣♦rt❛♥❝❡ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✏❍②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ ✐s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ❱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♠❡t❤♦❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♥❡❝❡ss❛r②

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡s ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ s♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡rs ✉s❡❞✳ ■♥

❝❤❛♣t❡r ❱■ ✇❡ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❣❛✉❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤✐s st❡♣ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❞♦♥❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝❤❛♣t❡rs ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② ✇❤✐❝❤ ✐s t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r q✉❛r❦ ♣r♦♣❛❣❛t♦rs ❤❛s ❜❡❡♥

♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣r♦❝❡ss♦r ❢❛r♠s ❛t t❤❡✐r ❜❡st✳ ❆ ❣♦♦❞ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥

❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤✐s✳

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇❡ ❝♦♠♠❡♥t ♦♥ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss✳

❑❡②✇♦r❞s ✿ ▲❛tt✐❝❡ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r②✳ ◗✉❛♥t✉♠ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ❍❛❞r♦♥ ♠❛ss ♠♦❞❡❧s ❛♥❞

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♠❡t❤♦❞s✳





❘❡♠❡r❝✐❡♠❡♥ts

❏❡ t✐❡♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à r❡♠❡r❝✐❡r ♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ t❤ès❡✱ P✐❡rr❡ ●✉✐❝❤♦♥ ❡t ❖❧✐✈✐❡r
Pè♥❡✱ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❡♥❝❛❞ré ❡t s♦✉t❡♥✉ ❞✉r❛♥t ❝❡s tr♦✐s ❛♥♥é❡s ❞❡ t❤ès❡✱ s✉rt♦✉t ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❞✐✣❝✐❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧❡ ❣r❛♥❞ ♣❧❛✐s✐r ❞❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡t ❞✬❛♣♣r❡♥❞r❡ ❛✈❡❝
❡✉①✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s ❡①♣r✐♠❡r ♠❛ ❣r❛t✐t✉❞❡ à ❆s♠❛❛ ❆❜❛❞❛ ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞❡ ♣rés✐❞❡r ♠♦♥
❥✉r② ❞❡ t❤ès❡✱ à ❱ér♦♥✐q✉❡ ❇❡r♥❛r❞ ❡t ❋❡❞❡r✐❝♦ ❘❛♣✉❛♥♦ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❛❝❝❡♣té ❞✬êtr❡ ♠❡s
r❛♣♣♦rt❡✉rs✱ ❡t ❡♥✜♥ à ❈❤r✐st✐♥❡ ❊✐s❡♥❜❡✐s ❡t ▼✐❝❤❡❧ ●❛rç♦♥ q✉✐ ♦♥t ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ❥✉r②✳

❏❡ s♦✉❤❛✐t❡ ❡♥s✉✐t❡ r❡♠❡r❝✐❡r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ❛✈❡❝ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❥✬❛✐ ♣✉ ❝♦❧❧❛❜♦r❡r ❞✉r❛♥t
♠❛ t❤ès❡✳ ❊♥ têt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦♥❣✉❡ ❧✐st❡ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼
✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❚✇✐st❡❞ ▼❛ss✮ ❞♦♥t ❑❛r❧ ❏❛♥s❡♥ ❡st ❧❡ ♣♦rt❡✲♣❛r♦❧❡✳ ▲❡s ré✉♥✐♦♥s ♦r❣❛♥✐sé❡s
❡♥ ❛❧t❡r♥❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐✈❡rs ♣❛②s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❝❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♦♥t t♦✉❥♦✉rs été ♣♦✉r
♠♦✐ ❞❡ très ❜♦♥ ♠♦♠❡♥ts✳ ❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❆❧❜❡rt ❉❡✉③❡♠❛♥✱
●r❡❣♦r✐♦ ❍❡r❞♦✐③❛✱ ❚♦♠❛s③ ❑♦r③❡❝✱ ❩❤❛♦❢❡♥❣ ▲✐✉✱ ❙✐❡❜r❡♥ ❘❡❦❡r✱ ❉r✉ ❘❡♥♥❡r✱ ❈❛rst❡♥
❯r❜❛❝❤✱ ▼❛r❝ ❲❛❣♥❡r✱ ❯rs ❲❡♥❣❡r✳

❋✐❣✳ ✶ ✕ ▲♦❣♦ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼

❏❡ ♥✬♦✉❜❧✐❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❏❡❛♥✲❈❤r✐st✐❛♥
❆♥❣❧ès ❞✬❆✉r✐❛❝✱ ❇❡♥♦✐t ❇❧♦ss✐❡r✱ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇♦✉❝❛✉❞✱ ▼❛r✐❛♥❡ ❇r✐♥❡t✱ ❏❛✉♠❡ ❈❛r❜♦♥❡❧❧✱
❱✐♥❝❡♥t ❉r❛❝❤✱ P✐❡rr❡✲❆♥t♦✐♥❡ ❍❛rr❛✉❞✱ ❱✐♥❝❡♥t ▼♦r❡♥❛s✱ ▼❛✉r♦ P❛♣✐♥✉tt♦✳ ❏✬❛✐ ❜❡❛✉✲
❝♦✉♣ ❛♣♣r✐s ❡t é❝❤❛♥❣é à ❧❡✉r ❝♦♥t❛❝t ❝❛r ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥✳
❏❡ s✉✐s r❡❞❡✈❛❜❧❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥✈❡rs ❱✐♥❝❡♥t ❉r❛❝❤ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s rés✉❧t❛ts ❜r✉ts ❝♦♥✲
❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞✉ ❞❡❧t❛✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ s✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞♦✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ à
✉♥ ❝♦✉rs ❞❡ P❤✐❧✐♣♣❡ ❇♦✉❝❛✉❞ ♦r❣❛♥✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ●❉❘ P❤②s✐q✉❡ s✉❜❛t♦♠✐q✉❡ ❡t
❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉✳

❏❡ ✈♦✉❞r❛✐s r❡♠❡r❝✐❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ❞❡s ❞✐✈❡rs
❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés✳ ❈❡tt❡ ❧✐st❡ q✉✐ ♥✬❛ ❝❡ssé ❞❡ s✬❛❧❧♦♥❣❡r ❝♦♠♣r❡♥❞
♥♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣❛r ♦r❞r❡ ❤✐st♦r✐q✉❡✱ ❧❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ❞✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞❡ P❤②s✐q✉❡ ❚❤é♦r✐q✉❡
❞✬❖rs❛② ✭▲P❚✮✱ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❘❡ss♦✉r❝❡s ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✭❈❘■✮ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞
✶✶✱ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ❞❡ ❈❛❧❝✉❧ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ✭❈❈❘❚✮✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬■◆✷P✸
✭❈❈✲■◆✷P✸✮✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❈◆❘❙ ✭■❉❘■❙✮ ❡t ❡♥✜♥ ❧❡ ❈❡♥tr❡ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
◆❛t✐♦♥❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r ✭❈■◆❊❙✮✳ P❛r♠✐ ❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥s ❥❡ ✈♦✉❞r❛✐s
s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❖❧✐✈✐❡r ❇r❛♥❞✲❋r♦✐ss❛❝ à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛✉ ▲P❚ ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ◆✐❡❢ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❙❘❇ ✭tr❛♥s❢❡rt ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮ q✉✐ ❢✉t ❡①trê♠❡♠❡♥t
✉t✐❧❡✳



❏✬❛✐ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♣❡♥sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t ❆◆❘ P❡t❛◗❈❉ ❛✉q✉❡❧ ❥✬❛✐ ♠♦❞❡s✲
t❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉é ❝❛r ✐❧ ❛ ❞é❜✉té ❧♦rs ❞❡ ♠❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡✳

❏❡ r❡♠❡r❝✐❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞✉ ❙P❤◆ ❡t ❞✉ ▲P❚ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛❝❝✉❡✐❧✳ ▼❡r❝✐ ❛✉① s❡❝rét❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❡✉r ❛✐❞❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡ ♣ré❝✐❡✉s❡✳ ▼❡r❝✐ ❛✉ss✐ à ▼❛❞❡❧❡✐♥❡ ❙♦②❡✉r✱ ❝❤❡❢ ❞✉ ❣r♦✉♣❡
t❤é♦r✐❡✱ ❡t ❛✉① ♣❤②s✐❝✐❡♥s ❞✉ ❙P❤◆ ❞♦♥t ◆✐❝♦❧❡ ❞✬❍♦s❡✱ ❊t✐❡♥♥❡ ❇✉rt✐♥✱ ❉❛✈✐❞ ▲❤✉✐❧❧✐❡r
q✉✐ ♠✬♦♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s ❞✐✈❡rs❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧s tr❛✈❛✐❧❧❛✐❡♥t✳ ❈❡❧❛
♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ♠♦♥ tr❛✈❛✐❧ ❛✉ q✉♦t✐❞✐❡♥ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
tâ❝❤❡s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t❡✉rs q✉✐ ❡ss❛✐❡♥t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés q✉❡
♥♦✉s ❡ss❛②♦♥t ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣❛rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳

❏❡ s❛❧✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞♦❝t♦r❛♥ts ❞✉ ▲P❚ ❡t ❞✉ ❙P❤◆ ❝♦♠♠❡ ❇❡♥♦✐t ❆✈❡③✱ ❏♦❤❛♥
❉✉r❛♥❞✱ ❇❡♥❥❛♠✐♥ ❍❛❛s✱ ●✉✐❧❧❛✉♠❡ ❏❡❣♦✉✱ ❚❤♦♠❛s ▼✉❡❧❧❡r ♣♦✉r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❛❣ré❛❜❧❡s
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛rt❛❣é ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥ ❝❛❢é ♦✉ ❞✬✉♥ ❝❤♦❝♦❧❛t ❝❤❛✉❞ ❡t ❥❡
s♦✉❤❛✐t❡ ❜♦♥ ❝♦✉r❛❣❡ à ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ s♦✉t❡♥✉ ❧❡✉r t❤ès❡✳ ▼❡r❝✐ é❣❛❧❡♠❡♥t
à t♦✉s ❝❡✉① q✉✐ ♦♥t ♣✉ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉❡r à ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝✐tés
✐❝✐✳

▼❡r❝✐ ❡♥✜♥ à ♠❡s ♣❛r❡♥ts ♣♦✉r ❧❡✉r s♦✉t✐❡♥ ❡t ❧❡✉rs ❡♥❝♦✉r❛❣❡♠❡♥ts ❞✉r❛♥t t♦✉t❡s
❝❡s ❛♥♥é❡s ❞✬ét✉❞❡s✳





❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶✸

■■ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s s✉r rés❡❛✉ ✶✽

✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✶✾

✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ✷✷

■■■ ❈❤❛♠♣s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ✷✺

✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ✷✻

✹ ❆❝t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦ré❡s ✷✽

✺ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✷✾

✻ ❋✐①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✸✵

■❱ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✸✷

✼ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✸✸

✼✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t t❡r♠❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✼✳✸ ❙②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✼✳✹ ❋❡r♠✐♦♥s ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✽ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉ ✹✵

✽✳✶ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❧é❣èr❡s ❞é❣é♥éré❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✽✳✷ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

❱ P❛rt✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ✹✹

✾ ❘és✉♠é ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✹✺



✶✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✹✻

✶✵✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✶✵✳✷ ◆♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✵✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✵✳✹ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✵✳✺ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✶✵✳✻ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✶✶ ❈♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ✺✷

✶✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✶✶✳✷ ❊rr❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✶✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✺✺

✶✷✳✶ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✶✷✳✷ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

❱■ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✻✺

✶✸ Nf = 2 ✻✻

✶✸✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✶✸✳✷ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✶✸✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✶✹ Nf = 2 + 1 + 1 ✼✷

✶✹✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ P❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✶✹✳✷ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✶✹✳✸ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✶✹✳✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✶✹✳✺ ❙❡❝t❡✉r ❧é❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✶✹✳✻ ❙❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

❱■■ ❋♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❧❡ ❉❡❧t❛ ✽✹

✶✺ ❈❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✽✻



✶✻ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ✽✼

✶✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ✽✽

✶✽ ❙♠❡❛r✐♥❣ ✽✾

✶✽✳✶ ❙✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✶✽✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✶✽✳✸ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✶✾ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2 ✾✸

✶✾✳✶ ❊✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✶✾✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✶✾✳✸ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✷✵ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s Nf = 2 + 1 + 1 ✶✵✷

❱■■■ ❋♦♥❝t✐♦♥s à ✸ ♣♦✐♥ts ✶✵✺

✷✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✵✻

✷✶✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✷✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✷✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ✶✶✵

✷✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✶✶✸

✷✹ ❖♣ér❛t❡✉rs ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✶✶✹

✷✺ ❘és✉❧t❛ts ✶✶✻

✷✺✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✷✺✳✷ 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

■❳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✹

❳ ❆♥♥❡①❡s ✶✷✽



✷✻ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✶✷✾

✷✼ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥ ✶✷✾

✷✽ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥ ✶✸✵

✷✾ ❖r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ✶✸✶

✸✵ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ✶✸✶

✸✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝r✐♣t ♣♦✉r ❇❧✉❡●❡♥❡ ✶✸✹

❘é❢ér❡♥❝❡s ✶✸✻



✶✸

Pr❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥



✶✹

▲❛ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ✭♦✉ ◗❈❉✱ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❛✐s ◗✉❛♥t✉♠ ❈❤r♦♠♦❉②♥❛♠✐❝s✮✱
❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❤②s✐q✉❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s q✉❛tr❡ ❢♦r❝❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥✲
t❛❧❡s ❝♦♥♥✉❡s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❣r♦✉♣❡ SU(3) q✉✐✱ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
é❧❡❝tr♦❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ s♦♥t ❧❡s q✉❛r❦s ❡t ❧❡s ❣❧✉♦♥s✳

▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❡①♣r✐♠é❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✿

LQCD = ψ̄(iγµDµ −M)ψ − 1

4
F a
µνF

µν
a , ✭✶✮

♦ù ψ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ q✉❛r❦ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❞❡ s❛✈❡✉r ❡t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t
M ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ M = diag(mu,md,ms,mc,mb,mt)✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ Dµ

s✬é❝r✐t

Dµ = ∂µ + igAaµ
λa
2

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s λa✱ q✉✐ ❛❣✐ss❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥
✭✈♦✐r ❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✷✼✮✱ Aaµ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t g ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡✳ ▲❡ t❡♥s❡✉r
F a
µν ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ − gfabcAbµA

c
ν

■❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠♦❞❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ✿

Aµ =
∑

a

Aaµ
λa
2
, Fµν =

∑

a

F a
µν

λa
2

q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❧♦❝❛❧❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ✿

ψ(x) → G(x)ψ(x), ✭✷✮

Aµ(x) → G(x)(Aµ(x) − ig∂)G(x)−1 ✭✸✮

♦ù G(x) ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ SU(3)✳ ▲♦rs ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛

Fµν(x) → G(x)FµνG
−1(x).

▲❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✮ ❡st ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧❡s tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈❡tt❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ q✉❛r❦✲❣❧✉♦♥
❡t ❣❧✉♦♥✲❣❧✉♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐s✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛
♣rés❡r✈❡r ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ ❣✉✐❞é
❑✳❲✐❧s♦♥ ❬✶✸✶❪ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳

▲✬é❝r✐t✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬✉♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t
r❡♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭t❡r♠❡ θ✮ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧
à F a

µνF̃
aµν ♦ù F̃ aµν = ǫµναβF a

αβ✳ ❈❡ t❡r♠❡ ✈✐♦❧❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❈P ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❞❡ ❧✬✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ♦r ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ✭♠♦♠❡♥t é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ❞✉ ♥❡✉tr♦♥✮
✐♥❞✐q✉❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ③ér♦✳ ❈❡ t❡r♠❡ s❡r❛ ❞♦♥❝ ✐❣♥♦ré ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❛ ◗❈❉ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ♣r♦♣r✐étés s✐♥❣✉❧✐èr❡s q✉✐ s♦♥t ❧❛ ❧✐❜❡rté ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❧❡
❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❧✐❜❡rté ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s q✉❛r❦s ❡t ❧❡s ❣❧✉♦♥s ♥✬✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t
♣❛s à ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❡t ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱



✶✺

❜❛sés s✉r ◗❈❉✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
é❝❤❡❧❧❡ ❝✐♥é♠❛t✐q✉❡ ❞✉r❡ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝♦♥✈♦❧✉é❡
❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ré❛❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s✳ ❯♥ ❞❡s ❞é✜s ♣r♦♣♦sé ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉
❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❛❜✲✐♥✐t✐♦ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té é✈✐❞❡♥t❡ ❞❡ ◗❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞✐✈❡rs❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✐♥s♣✐rés ❞❡ ◗❈❉ ❡t ✈✐s❛♥t à ❞é❝r✐r❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❤❛❞r♦♥s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ q✉❛r❦s

✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡s q✉❛r❦s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❬✼✷✱ ✽✷❪
✕ ▼♦❞è❧❡ ❞✉ s❛❝ ❬✷✾✱ ✷✸❪
✕ ▼♦❞è❧❡ ❞❡ s♦❧✐t♦♥s ❬✺✹❪

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣❧♦✐t❡ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❛♥s
❧❛ t❤é♦r✐❡ ✿

✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ 1/Nc ♦ù Nc ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❬✶✷✷❪
✕ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐q✉❡ ✭h→ 0✮ ❬✶✷✸✱ ✷✻❪

❉❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡✱ ♠❛✐s à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♣❧✉s q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
✕ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞
❡st ♣❡t✐t❡ ❝♦♠♣❛ré❡ à ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❤❛❞r♦♥✐q✉❡ t②♣✐q✉❡ ❬✶✷✼✱ ✺✼✱ ✺✽❪

✕ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞❡s q✉❛r❦s ❧♦✉r❞s ❬✼✸❪
q✉✐ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♦♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣r❡ ♠❛✐s ❞❡ ♣❧✉s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♥❛❧②s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✾✳✸✳

▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣rét❡♥❞ rés♦✉❞r❡
◗❈❉ ❡♥ ❞✐s❝rét✐s❛♥t ❧❛ t❤é♦r✐❡ s✉r rés❡❛✉✱ ❡t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t s❡s ♣ré❞✐❝✲
t✐♦♥s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ✈❛r✐❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ◗❈❉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❡r♥❡r ❧❡s
❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ✭❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✮✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ré❛❧✐s❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡ ♣❡✉t ❛❜♦r❞❡r t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
♣❤②s✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤❛❞r♦♥✲❤❛❞r♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧
s❡♠❜❧❡ ❤♦rs ❞❡ ♣♦rté❡✳ ❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉
❝ô♥❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s✱ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♣r♦❧♦♥❣és ❞❛♥s
❧✬❡s♣❛❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ s❡ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t✳ ❆✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s à
t❡♠♣ér❛t✉r❡ ✜♥✐❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝❤✐♠✐q✉❡ ✜♥✐ ♥✬❡st ♣❛s rés♦❧✉✳ ▲❛ ❧✐st❡
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♥❝❡♣t✉❡❧s ❧✐és à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ s✉r rés❡❛✉ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡
♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❧❡ s✉❣❣èr❡♥t ❧❡s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝✐tés✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❝✐t❡ à
❜✐❡♥ ❞é❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❊ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣rét❡♥❞
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ ✈✐❞❡ ❡t ❞✉ ❤❛❞r♦♥ ✐s♦❧é ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ à
✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ t❤é♦r✐❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♣♦sé❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♣❛r ❑✳❲✐❧s♦♥ ❬✶✸✶❪ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛r❦s✱
❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ❛ été s✐♠✉❧é ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ▼✳❈r❡✉t③ ❬✸✸❪✱ ♦✉✈r❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ✈♦✐❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛
♣❤②s✐q✉❡✳

▲❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ré❝❡♥t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ t✇✐st❡❞
♠❛ss ◗❈❉ ❬✺✷❪✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❤❛❞r♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥
❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛ss❡s
❞❡ q✉❛r❦s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♣❤②s✐q✉❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s



✶✻

❈♦♥st❛♥t❡ ❞❡
❝♦✉♣❧❛❣❡

❈❤✐r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②

❍❡❛✈② ◗✉❛r❦ ❊✛❡❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r②

▲❆❚❚■❈❊ ◗❈❉

▼
❛s
s❡

❞❡
s
q✉
❛r
❦s

mq

∼ 4 GeV

◗
❈
❉
♣
❡r
t✉
r❜
❛t
✐♦
♥
t❤
❡♦
r②

∼ 200 MeV

∼ 1 g2

❋✐❣✳ ✷ ✕ ❉♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ◗❈❉✳ ❋✐❣✉r❡ r❡✲
♣r♦❞✉✐t❡ ❞❡ ❬✻✻❪✳

q✉❛r❦s s♦♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝ré❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ✈✐rt✉❡❧❧❡s✳
▲❡ t❡r♠❡ t✇✐sté ❡st ❛♣♣❛r✉ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ ♣❛♣✐❡r ❞✬❆♦❦✐ ❬✽❪ ét✉❞✐❛♥t ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ◗❈❉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s
❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s♦♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ rés♦♥❛♥❝❡ ∆(3/2, 3/2)✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❛st✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ❯♥ ❞❡s
♦❜❥❡❝t✐❢s ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ ♠❛✐s
❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s ♥✬❡st ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡t à ❧❛
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ q✉✐ s♦♥t ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ t♦✉t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r
rés❡❛✉✳ ❯♥ ❝❤❛♣✐tr❡ s❡r❛ ❞é✈♦❧✉ ❛✉① ❛s♣❡❝ts ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡♥s✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳

❚♦✉t ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡s q✉❛r❦s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✬✉♥ q✉❛r❦ ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ▲✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛ ❛✉ss✐ été ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

❚♦✉t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ été ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❡✉r♦♣é❡♥♥❡ ❊❚▼ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❚✇✐st❡❞ ▼❛ss✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ r❡❣r♦✉♣❡ ❤✉✐t ♣❛②s ✿

✶✳ ❆❧❧❡♠❛❣♥❡ ✿ ❇❡r❧✐♥✴❩❡✉t❤❡♥✱ ❍❛♠❜♦✉r❣✱ ▼ü♥st❡r

✷✳ ❊s♣❛❣♥❡ ✿ ❱❛❧❡♥❝❡

✸✳ ❋r❛♥❝❡ ✿ ❖rs❛②✱ ●r❡♥♦❜❧❡✱ ❙❛❝❧❛②

✹✳ ■t❛❧✐❡ ✿ ❘♦♠❡ ■✱ ■■✱ ■■■✱ ❚r❡♥t❡

✺✳ ❍♦❧❧❛♥❞❡ ✿ ●r♦♥✐♥❣✉❡

✻✳ ❘♦②❛✉♠❡✲❯♥✐ ✿ ▲✐✈❡r♣♦♦❧

✼✳ ❙✉✐ss❡ ✿ ❇❡r♥❡



✶✼

❋✐❣✳ ✸ ✕ ❙é❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞❡ ❊❚▼❈ ✭❱✐tt♦r✐♦ ▲✉❜✐❝③✮✳

✽✳ ❈❤②♣r❡ ✿ ◆✐❝♦s✐❡

q✉✐ ♣❛rt❛❣❡♥t ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✈❛st❡
♣❛❧❡tt❡ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s✳ ✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞é❥à ♣✉❜❧✐és ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉①
s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞é❣é♥érés ♣rés❡♥t❡♥t ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♠és♦♥s
❧é❣❡rs ❬✶✾✱ ✷✵❪✱ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❞✉ ♣✐♦♥ ❬✶✵❪✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ❞❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❬✸✾✱ ✽✻❪✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s ❧é❣❡rs ❬✽✼✱ ✶✺✱ ✶✻❪✱
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ❬✶✶✻❪✱ ❧❡s ♠és♦♥s ♥❡✉tr❡s ❬✾✺✱ ✼✺❪✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ω✲
ρ ❬✾✷❪✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ■s❣✉r✲❲✐s❡ ❬✶✼❪ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❤❛❞r♦♥✐q✉❡s à ❣✲✷ ❬✶✶✷❪✳



✶✽

❉❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s s✉r rés❡❛✉

❙♦♠♠❛✐r❡
✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ✶✾

✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ✷✷



✶✾

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ s♦♥t ❜❛sés s✉r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐q✉❡s ✉♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥
s✬❡st ❞♦♥♥é ❧✬❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ à ❝❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✐s❛♥t à ✉♥ ❝❤❛♠♣
s❝❛❧❛✐r❡✳ ❯♥ ❡①♣♦sé ❡①❤❛✉st✐❢ s✉r ❝❡ s✉❥❡t ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶✷✽❪✳

✶ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ q✉❛♥t✐q✉❡ à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❙♦✐t V (x) ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ s✬é❝r✐✈❡ ✿

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (q̂).

▲❡ s②♠❜♦❧❡ ˆ ❡st ✐❝✐ ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ p̂ ❡t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ q̂ s♦♥t ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ [q̂, p̂] = i✳ ❙♦✐t |ψ〉 ❧❡s ét❛ts ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❍✐❧❜❡rt✳

▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ré❣✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ✿

i
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ|ψ〉.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ |ψ(0)〉 à t = 0 ❡st

|ψ(t)〉 = e−iĤt|ψ(0)〉.

▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ q̂ s✉r ❧❡s ét❛ts ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ |q〉 ❡st

q̂|q〉 = q|q〉.

▲❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st 〈q′|q〉 = δ(q′ − q) ❡t ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ψ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t
ψ(q, t) = 〈q|ψ(t)〉 = 〈q|e−iĤt|ψ(0)〉✳ ❊♥ ✐♥sér❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬ét❛ts

∫

R

dq′|q′〉〈q′| = 1

♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

ψ(q, t) =

∫

R

dq0 〈q|e−iĤt|q0〉︸ ︷︷ ︸
♦♣ér❛t❡✉r ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥

ψ(q0, 0).

❘é♣ét♦♥s ❝❡❧❛ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ✿
t0 = 0 < t1 = δt < . . . < tr = rδt < . . . < tn = nδt < tn+1 = T ♦ù δt = T

n+1
❞❡ t❡❧❧❡

s♦rt❡ q✉❡

ψ(q, T ) =

∫

R

n∏

r=0

dqr〈qr+1|e−iĤ(tr+1−tr)|qr〉ψ(q0, 0).

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ δt t❡♥❞❡ ✈❡rs ③ér♦ ✭T
❡st ✜①é✮ ❡t ❡①❛♠✐♥♦♥s Kr = 〈qr+1|e−iĤδt|qr〉✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❇❛❦❡r✲❈❛♠♣❜❡❧❧✲❍❛✉s❞♦r✛
❞♦♥♥❡

Kr ≈ 〈qr+1|e−i
p̂2

2m
δte−iV (q̂)δt|qr〉.



✷✵ ■♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

q0

q

0 T
t

q

❋✐❣✳ ✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤❡♠✐♥s ❛❧❧❛♥t ❞❡ q0 à q✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s
e−iV (q̂)δt|qr〉 = e−iV (qr)δt|qr〉

❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡s ét❛ts ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ |p〉

〈q|e−i p̂2

2m
δt|q′〉 =

∫
dp〈q|e−i p̂2

2m
δt|p〉〈p|q′〉 =

√
m

2πiδt
e−im

(q−q′)2

2δt .

❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡ t♦✉t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ♥ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥

〈q|e−iĤT |q0〉 =

∫

tous chemins q(t)
q(0)=q0
q(T )=q

[dq]eiS[q] ✭✹✮

♦ù [dq] ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

lim
n→∞

n∏

r=1

√
m

2πiδt
dqr

❡t ❧✬❛❝t✐♦♥

S[q] =

∫ T

0

dt
q̇2

2m
− V (q)

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ ❡st ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧✐q✉❡ ♣♦✉r
❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ n t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡✳

▲✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❧✬❛❝t✐♦♥ S[q] ❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ s②stè♠❡
❞✬✉♥✐tés ♦ù ~ = 1✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à S[q] ≫ 1 ❡t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣❤❛s❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♥♦✉s ❞✐t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ s❡✉❧s ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t

δS

δq
= 0



✷✶

❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✭✹✮✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❝❧❛ss✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡s ❝❤❡♠✐♥s st❛t✐♦♥♥❛✐r❡s✳

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞✐s❝r❡ts ❡st é✈✐❞❡♥t❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ φ(t, ~x) ♣❛r s❡s ✈❛❧❡✉rs
❛✉① ♣♦✐♥ts xi ❞✬✉♥ rés❡❛✉ à tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❡t ♦♥ r❡t♦♠❜❡ s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ à N
❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

❖♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s s✉✐✈❛♥t

〈T (φ(x1)φ(x2) · · · )〉 =
1

Z

∫
[dφ] φ(x1)φ(x2) · · · eiS[φ]

♦ù Z ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Z =

∫
[dφ] eiS[φ].

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r i ❞❛♥s ❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♦s❝✐❧❧❛♥t❡s q✉✬✐❧
❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ t❡♠♣s ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡
❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❝❦✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥♦✉s tr♦✉✈❡r✐♦♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡

〈q|e−Ĥτ |q0〉 =

∫

tous chemins q(t)
q(0)=q0
q(T )=q

[dq]e−SE [q] ✭✺✮

♦ù SE ❡st ❧✬❛❝t✐♦♥ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡

SE[q] =

∫ T

0

dt
q̇2

2m
+ V (q)

q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ s✐ V (q) ❡st ❜♦r♥é ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
exp(−SE) ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té✲
❣r❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s st♦❝❤❛st✐q✉❡s✳

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ r❡❣❛r❞♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ❈♦♥s✐❞✲
ér♦♥s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r Oφ(t) t❡❧ q✉❡ Oφ(t)|0〉 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛ss♦❝✐é à ❧❛
♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s q✉✐ ❝♦♠♣♦s❡♥t
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♣♦✉r q✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t s♦✐t ♥✉❧❧❡ ❡t t ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❝♦♠♠✉♥ à t♦✉s ❧❡s
❝❤❛♠♣s φ(t, ~x)✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐❞ér❡r

Oφ(t) =

∫
d~x φ(t, ~x)2.

❈❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦r❞♦♥♥é s♦✐t é❣❛❧ ❛✉
♣r♦❞✉✐t ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é✈❛❧✉❡r ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r 〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❞❡ ❝❤❡♠✐♥

〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 =
1

Z

∫
[dφ] Oφ(t1)Oφ(t2)e

−S[φ]

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛

〈Oφ(t1)Oφ(t2)〉 = 〈0|Oe−H(t1−t2)O|0〉 ✭✻✮

=
∑

n

|〈0|O|n〉|2e−Mn(t1−t2). ✭✼✮



✷✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡

❋✐❣✳ ✺ ✕ ❘és❡❛✉ ré❣✉❧✐❡r ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

❊♥ ét✉❞✐❛♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t1−t2 ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❝❝é❞❡r ❛✉①
♠❛ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ s♦♥t ❝réé❡s ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉rO ❛❣✐ss❛♥t s✉r ❧❡ ✈✐❞❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
q✉❛♥❞ t1 − t2 t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ s❡✉❧ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧❛ s♦♠♠❡ ✭✼✮✳

✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡

P♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ✐❞é❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✈❡rs ❧❡ ❞✐s❝r❡t ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡
❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❡①❛♠✐♥❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ré❡❧ φ ♦❜é✐ss❛♥t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥✳ ❆✜♥
❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ à ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❝❡ q✉✐ ❛ été ❢❛✐t
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t φ(~x, t) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ~x ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥ rés❡❛✉ à ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞é✜♥✐
♣❛r aZ3 ♦ù a ❡st ❧❡ ♣❛s ❞✉ rés❡❛✉✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ♠❛✐❧❧❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞✐s❝rét✐s❡r
❧❡ t❡♠♣s ❡t ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té ♥♦✉s ♣r❡♥❞r♦♥s ❧❡ ♣❛s ❡♥ t❡♠♣s é❣❛❧ à a ❛✉ss✐✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st
♣❛s ♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✐❧ ❡st ♠ê♠❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s q✉✬❡♥ ❡s♣❛❝❡✳ ❊♥✜♥ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ✉♥ rés❡❛✉ ❤②♣❡r❝✉❜✐q✉❡ ✜♥✐

Λ = {x/xµ = mµa ♦ù mµ = 0, 1, ..., N − 1 ❡t µ = 0, 1, ..., 3}

❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s ✭❧✬❤②♣❡r❝✉❜❡ ❛ ❞♦♥❝ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ t♦r❡✮✳
❖♥ ✈❡rr❛ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐
✉t✐❧✐sé❡s✱ ♠❛✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s s♦♥t ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

▲❡s ❞ér✐✈é❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❡t ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s s✉r



✷✸

❧✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s s♦♠♠❡s s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ rés❡❛✉ ✿

∂µφ(x) −→
{

∇µφ(x) ≡ φ(x+aµ̂)−φ(x)
a

µ̂ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ
✭✽❛✮

∫
d4x −→

∑

x∈Λ

a4 ✭✽❜✮

❆✐♥s✐ ♣♦✉r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉
✭a −→ 0✮ ✿

∇µf(x) −−→
a→0

∂µf(x)
∑
x∈Λ

a4f(x) −−→
a→0

∫
V={x : 0≤xµ≤L}

d4xf(x) N → +∞, L = Na ✜①é

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✭éq✉❛t✐♦♥s ✭✽✮✮ ❛ été ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉
❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r rés❡❛✉ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✐ ❧❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t
❛ss❡③ ré❣✉❧✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❛✉tr❡ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡

∂µφ(x) −→
{

∇µφ(x) ≡ φ(x+aµ̂)−φ(x−aµ̂)
2a

µ̂ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐té ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ µ

▲❡s ❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ♣♦✉r
❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦✉ ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs✳

▲❡ ♣❛s ❞✉ rés❡❛✉ ét❛♥t ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❝❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✉t♦✛ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s s♦♥t ❞✐s❝rèt❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❛s ❞❡ 2π

L
❞❛♥s ❝❤❛q✉❡

❞✐r❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞✉ ❝❤❛♠♣

φ̃(p) =
∑

x∈Λ

a4e−ip·xφ(x), ♦ù p · x =
∑

µ

pµxµ,

❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡

φ̃(pµ +
2π

a
) = φ̃(pµ) ∀µ.

❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥

B =
{
p : −π

a
< pµ ≤ π

a

}
.

▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❝❛r ❡❧❧❡ s❡ ré❞✉✐t à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s φ(x) ♣♦✉r x ∈ Λ ✿

∫
[dφ] →

∫ ∏

x∈Λ

dφ(x).

❈❛❧❝✉❧♦♥s ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ❧✐❜r❡✳
❈❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡rr❛ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✼✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
❑❧❡✐♥✲●♦r❞♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ✿

1

2

∫
d4x((∂µφ(x))2 +m2φ(x)2).



✷✹ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡

❯♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s ❝♦♥❞✉✐t à

1

2

∫
d4x(φ(x)(� +m2)φ(x)), ♦ù � = −

∑

µ

∂µ∂µ

❝❛r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ s✬❛♥♥✉❧❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ♣ér✐♦❞✐q✉❡s✳ ❈❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ s✉r rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

S =
1

2

∑

x∈Λ

a4φ(x)(� +m2)φ(x) =
1

2

∑

x,y∈Λ

Sxyφ(x)φ(y)

♦ù ♠❛✐♥t❡♥❛♥t

�f(x) = − 1

a2

∑

µ

(f(x+ aµ̂) − 2f(x) + f(x− aµ̂))

❡t
Sxy = a4(� +m2)δx,y

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s s♦♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r s✉r rés❡❛✉ ❡st
❧✬✐♥✈❡rs❡✱ ❛✉ s❡♥s ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ ❞❡ Sxy ✿

∑

y∈Λ

SxyGyz = δx,z ✭✾✮

❊♥ s✉❜st✐t✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

Gyz =
1

L4

∑

p∈B
eip·(y−z)G̃(p)

❞❛♥s ✭✾✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

1

L4

∑

p∈B
a4(m2 + �)eip·(x−z)G̃(p) = δx,z

1

L4

∑

p∈B
a4(m2 + a−2

∑

µ

(−eiapµ + 2 − e−iapµ))eip·(x−z)G̃(p) = δx,z

1

L4

∑

p∈B
a4(m2 + a−2

∑

µ

(2 − 2 cos(apµ)))G̃(p)eip·(x−z) =
1

L4

∑

p∈B
a4eip·(x−z)

❉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡

G̃(p) =
1

m2 + a−2
∑

µ(2 − 2 cos(apµ))

❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭a −→ 0✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

G̃(p) =
1

m2 + p2
+O(a2)

❈✬❡st ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛♠✐❧✐èr❡ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❊✉✲
❝❧✐❞✐❡♥✳



✷✺

❚r♦✐s✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈❤❛♠♣s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉

❙♦♠♠❛✐r❡
✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ✷✻

✹ ❆❝t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦ré❡s ✷✽

✺ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✷✾

✻ ❋✐①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✸✵



✷✻ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ◗❈❉ ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❊✉❝❧✐❞✐❡♥ s✬é❝r✐t

SYM =
1

4

∫
d4xF a

µνF
µν
a

❈♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ s♦✉❧✐❣♥é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡
à ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❣❧✉♦♥✲❣❧✉♦♥ ❡t q✉❛r❦✲❣❧✉♦♥✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣r✐♠♦r❞✐❛❧ q✉❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝t❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡✳

✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥

❉❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
✈❡❝t❡✉r Aµ q✉✐ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝♦♠♠❡

Aµ(x) → G(x)(Aµ(x) − ig∂)G(x)−1

❧♦rs ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡G(x) ∈ SU(3)✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥
❡st ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Aµ ♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥

U(x, x+ aµ̂) = P exp(ig

∫ x+aµ̂

x

Aµ(x)dx
µ)

♦ù P ❡st ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♦r❞♦♥♥é ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❧✐❡♥ x→ x+ aµ̂✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

Uµ(x) ≡ U(x, x+ aµ̂)

❊❧❧❡ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❝♦♠♠❡

U(x, x+ aµ̂) → G(x)U(x, x+ aµ̂)G(x+ aµ̂)−1

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ♠❛tr✐❝✐❡❧
❛♣♣❡❧é ♣❧❛q✉❡tt❡ ✿

U(x, µ, ν) = U(x, x+ aν̂)U(x+ aν̂, x+ aν̂ + aµ̂)U(x+ aν̂ + aµ̂, x+ aµ̂)U(x+ aµ̂, x)

♦♥ ✈♦✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

U(x, µ, ν) → G(x)U(x, µ, ν)G(x)−1

❉♦♥❝ TrU(x, µ, ν) ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té

ψ̄(x)U(x, x+ aν̂)ψ(x+ aν̂)

♦ù ψ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ q✉❛r❦✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐t à ❞é✜♥✐r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ s✉r rés❡❛✉
✈❡rs ❧✬❛✈❛♥t

∇µψ(x) =
1

a

[
U−1(x, µ)ψ(x+ aµ̂) − ψ(x)

]
✭✶✵✮

❡t ✈❡rs ❧✬❛rr✐èr❡

∇∗µψ(x) = −1

a

[
U(x− aµ̂, µ)ψ(x− aµ̂) − ψ(x)

]
✭✶✶✮



✷✼

▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
↔
∇µ=

∇µ + ∇∗µ
2

t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ Dµ ❧♦rsq✉❡ a t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✱ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❛♥t✐✲❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✳

❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ψ̄γ·
↔
∇ ψ ❝♦♠♠❡ t❡r♠❡ ❝✐♥ét✐q✉❡ ❞✐s❝rét✐sé✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❥❛✉❣❡

q✉❡❧q✉❡ s♦✐t a✳ ❖♥ ✈❡rr❛ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
❢❡r♠✐♦♥s ❞✐t❡ ♥❛ï✈❡ ❞♦✐t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡ ❢❛♠❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs✳

x x+ aµ̂

x+ aν̂

❋✐❣✳ ✻ ✕ ❯♥❡ ♣❧❛q✉❡tt❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s µ✱ ν✳

❖♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡
✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ♣❛r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡
❧✬❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣❧✉♦♥s ♣❛r ❲✐❧s♦♥ ❬✶✸✶❪

Sg =
∑

plaquettes

β

[
1 − 1

3
Re TrU(x, µ, ν)

]

t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ SYM s✐ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ β = 6/g2✳

❉❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r O ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡
q✉❛♥t✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ]Oe−SW , [dU ] =

∏

liens b

dU(b)

❛✈❡❝

Z =

∫
[dU ]e−SW

▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ [dU ] ❞✉ ❣r♦✉♣❡ SU(N) q✉✐ ❡st ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡
♥♦♠ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ♦✉ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❍❛❛r✳ ❆✉❝✉♥❡ ✜①❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♥✬❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ s✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❝❛r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ q✉✐
❡st ✜♥✐ ❡st ❝♦♠♣❡♥sé ♣❛r ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ Z✳ ▲❡s ♦❜❥❡ts ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡
❥❛✉❣❡ s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ✿ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s r❡❧✐és ♣❛r ✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧✐❡♥s✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❢❡r♠é❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ q✉❛♥t✐tés ♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s
❞❡ ❥❛✉❣❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✉ q✉❛r❦✱ ✐❧ ❢❛✉t ✜①❡r ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳



✷✽ ❆❝t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦ré❡s

❋✐❣✳ ✼ ✕ ❘❡❝t❛♥❣❧❡✳
❋✐❣✳ ✽ ✕ P❛r❛❧❧é❧♦❣r❛♠♠❡✳ ❋✐❣✳ ✾ ✕ ❈❤❛✐s❡✳

✹ ❆❝t✐♦♥s ❛♠é❧✐♦ré❡s

■❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❣❧✉♦♥s ❞♦♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡
q✉❛♥❞ a t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦ r❡❞♦♥♥❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s✳ ▲✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❡st ❧❛ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❞❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❜♦✉❝❧❡s ❢❡r♠é❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡✱
❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ▲♦rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
❲✐❧s♦♥ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❛♣rès ❧❡ t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ O(a6)✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s
❜♦✉❝❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❝❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ O(a6) s♦♥t ♠♦♥tré❡s s✉r
❧❡s ✜❣✉r❡s ❡♥ tr❛✐ts ♣❧❡✐♥s ✼✱ ✽ ❡t ✾ ♦ù ❧❡s tr❛✐ts ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és s♦♥t ❧à ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧✬♦❡✐❧✳

▲✬❛❝t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞✐t❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❞❡ ❙②♠❛♥③✐❦ ❬✶✷✾❪ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡ a6 ❞❛♥s ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡✱ ♥♦té❡ U1×1

x,µ,ν ✱ ❡t ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡✱
♥♦té U1×2

x,µ,ν ✳ ❊❧❧❡ s✬é❝r✐t ✿

Sg =
β

3

∑

x

(
5

3

4∑

µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1 − Re TrU1×1

x,µ,ν

]
− 1

12

4∑

µ,ν=1
µ 6=ν

[
1 − Re TrU1×2

x,µ,ν

]
)

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❢♦♥❞é❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ✶✾✽✸ ♣❛r
■✇❛s❛❦✐ ❬✼✹❪ ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s r❡❝t❛♥❣❧❡s✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ♣♦✉r✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ✢♦t ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡
r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡✳ ❆♣rès ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ■✇❛s❛❦✐ ❡st

Sg =
β

3

∑

x

(
3.648

4∑

µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1 − Re TrU1×1

x,µ,ν

]
−0.331

4∑

µ,ν=1
µ 6=ν

[
1 − Re TrU1×2

x,µ,ν

]
)

▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❣é♥ér❛❧❡ q✉✐ ♣❛r❛♠étr✐s❡ ❧❡s ❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❊❚▼ ❡st

Sg =
β

3

∑

x

(
c0

4∑

µ,ν=1
1≤µ<ν

[
1 − Re TrU1×1

x,µ,ν

]
+c1

4∑

µ,ν=1
µ 6=ν

[
1 − Re TrU1×2

x,µ,ν

]
)

✭✶✷✮

❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ c0 = 1 − 8c1✳ P♦✉r c1 = 0 ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥✱ ♣♦✉r
c1 = −1/12 ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❙②♠❛♥③✐❦ ❡t ♣♦✉r c1 = −0.331 ♦♥ ❛
❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ■✇❛s❛❦✐✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞é❣é♥érés Nf = 2 ♦♥t
✉t✐❧✐sé ❧✬❛❝t✐♦♥ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ❙②♠❛♥③✐❦✱ ❝❡❧❧❡s ♦ù ❧❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝ ♦♥t été ❛❥♦✉tésNf = 2+1+1
✉t✐❧✐s❡♥t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬■✇❛s❛❦✐✳



✷✾

✺ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣✉r❡ ❥❛✉❣❡ s✉r rés❡❛✉ q✉✐
❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❝❛r ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s✳ ❯♥
tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✈❡❝ q✉❛r❦s ♥✬❡st ♣❛s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❡t
♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✾✻❪✳

▲❡ ❝♦♥t❛❝t ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s❡ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛
♠❛✐❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ③ér♦✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧♦rs ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡
❞❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ ✉♥✐tés rés❡❛✉① ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ g✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t ❧❡ ♣❛s ❞✉ rés❡❛✉ s♦♥t
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡❧✐és ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦✉s ♠❡s✉r♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ a✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧✬♦♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r a t❡♥❞❛♥t ✈❡rs ✵✳

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t g ✈❛r✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
a✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❡♥tr❡ g ❡t a✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ g ❡st

−a∂g
∂a

= β(g) = −β0g
3 − β1g

5 + . . . ✭✶✸✮

♦ù β0 = 11
3

N
16π2 ❡t β1 = 34

3
( N

16π2 )
2✳ ❈❡s ❞❡✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ t❤é♦r✐❡

❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❛r ✐❧s s♦♥t ✉♥✐✈❡rs❡❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✉ s❝❤é♠❛ ❞❡ ré❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✾✻❪✳ ▲❡
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ β0 ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é ❞❛♥s ❬✹✺❪ ❡t ♣♦✉r β1 ❞❛♥s ❬✼✽❪✳ ▲❡ s✐❣♥❡ ♠♦✐♥s ❞❡✈❛♥t ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ g3 ❡st très ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛r ✐❧ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t
❧✐❜r❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✸✮ ❡st

a = exp(−
∫ g dg′

β(g′)
)

= Λ−1
L exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0 (1 +O(g2))

❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ ΛL ❛♣♣❡❧é Λ✲♣❛r❛♠ètr❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞✬✐♥té✲
❣r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

ΛL = lim
g→0

1

a
exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0

❊♥ rés♦❧✈❛♥t ✭✶✸✮ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡ g ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s

g2 = − 1

β0 log(a2Λ2
L)

+ . . .

❝❡ q✉✐ ♣r♦✉✈❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✱

a −→ 0 q✉❛♥❞ g −→ 0.

▲✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ tr❛♥s♠✉t❛t✐♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✳



✸✵ ❋✐①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡

❆✐♥s✐ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉✐ ❛ ❧❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
à Λd

L à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❛ss❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s m = CmΛL ♦ù Cm
❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à

am ∼ Cm exp(− 1

2β0g2
)(β0g

2)
− β1

2β2
0 q✉❛♥❞ ❣ −→ 0

❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡t ❝❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝ s❝❛❧✐♥❣✳ ▲❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ♠❛ss❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡

m1

m2

=
Cm1

Cm2

(1 +O(a2m2))

❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ s❝❛❧✐♥❣ ♦✉ ❧♦✐ ❞✬é❝❤❡❧❧❡✳

✻ ❋✐①❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡

▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✉r rés❡❛✉ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ a → 0 ❡♥
✐♠♣♦s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts
❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧❛✐ss❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
t♦✉t❡s ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r
é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬❡①tr❛♣♦❧❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ♠❛ss❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s q✉❛r❦s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
mπ ≃ 139 ▼❡❱✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛❝t✉❡❧s s♦♥t ❢❛✐ts ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ & 300 ▼❡❱
❝❡tt❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ❡rr❡✉r s②sté♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛✈♦✐r ✐♥térêt
à ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ très ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ r0 ❞✐t é❝❤❡❧❧❡ ❞❡
❙♦♠♠❡r ❬✶✶✽❪ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

r2
0

∂V (r)

∂r
|r0 = 1.65

♦ù V (r) ❡st ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡♥tr❡ ✉♥ q✉❛r❦ ❡t ✉♥ ❛♥t✐q✉❛r❦ st❛t✐q✉❡s✳ ❈❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡st
❛ss❡③ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡
r0 ≃ 0.5 ❢♠✳

▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ W(r, T )✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ tr❛❝❡
❞✉ ♣r♦❞✉✐t ♦r❞♦♥♥é ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ r❡❝t❛♥❣❧❡ ❞❡ ❝ôtés r✱T ✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♣❛r

V (r) = − lim
T→∞

1

T
log〈W(r, T )〉

T

r

❋✐❣✳ ✶✵ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ W(r, T ) ✭r✱T ❡♥ ✉♥✐tés rés❡❛✉✮✳



✸✶

❉✬❛✉tr❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r à ✜①❡r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♦♥ fπ ♦✉ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♠és♦♥s ❧♦✉r❞s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥❝r❡t
❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✸✺❪ ❡t ❬✸✻❪ ♣❛r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞✉ Υ = bb̄✳



✸✷

◗✉❛tr✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉

❙♦♠♠❛✐r❡
✼ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ✸✸

✼✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t t❡r♠❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✼✳✸ ❙②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✼✳✹ ❋❡r♠✐♦♥s ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✽ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉ ✹✵

✽✳✶ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❧é❣èr❡s ❞é❣é♥éré❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵

✽✳✷ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷



✼✳✶ ✲ ●é♥ér❛❧✐tés ✸✸

✼ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s s✉r rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r
❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡✱ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s très s♦✉✈❡♥t ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡
❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s✳ P♦✉r ✜①❡r ❧❡s ✐❞é❡s ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s
✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✶✵✮ ❡t ✭✶✶✮✳

❈❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡
♣❛r ❲✐❧s♦♥ ❬✶✸✵❪✳ ▲❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❝♦♥✢✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥
❡t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞❡ ◗❈❉ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♠❛✐s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡
◗❈❉✳ ▲❛ r❡st❛✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ ❞❡s q✉❛r❦s
à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❝❡ q✉✐✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✉❣♠❡♥t❡ sé✈èr❡♠❡♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t✱
❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣❡✉t êtr❡ ❞é❧✐❝❛t à ré❛❧✐s❡r ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ♥✉❧s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝
❞✐s❝rét✐sé❡✳

❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛ttr❛②❛♥t❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹ ❡st ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡
t②♣❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡
❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❡st très ❝♦ût❡✉① à s✐♠✉❧❡r ❝❡ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r
❧✬✐♥st❛♥t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥
❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❬✺✷❪ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❛✈❡❝ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❡st ❜✐❡♥ ◗❈❉✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❛✈❡❝ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦♥ ♥♦♠
❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡❧❧❡ ❜r✐s❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ♠❛✐s ❧❛ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r r❡st❛✉r❡r ❧❛
s②♠étr✐❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❝✬❡st ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛ss❡
♥✉❡ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ✜①❡ ❧❛ ♠❛ss❡ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❡s q✉❛r❦s ✭❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉
♣✐♦♥✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t✇✐sté❡ à t✇✐st ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝✬❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ ♥♦♥ t✇✐sté❡ q✉✐
❡st ❛❥✉sté❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ q✉✐ ✜①❡ ❧❛ ♠❛ss❡ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡
❞❡s q✉❛r❦s✳ ❚❛♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♥✉❧❧❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♥✉❧s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ♥❡
♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛♣♣❛r❛îtr❡✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞é❝✐s✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st q✉❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥
s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ✭❧❛ ♠❛ss❡ ❝r✐t✐q✉❡✮ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ q✉✐ s❡ tr♦✉✈❡♥t r❡❥❡tté❡s à ❧✬♦r❞r❡ a2✳

✼✳✶ ●é♥ér❛❧✐tés

P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❡♥t✱ ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ♠és♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ π+✳ ▲✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❡st

S[ψ,U ] = Sg +
∑

x,y

∑

f

ψ̄f (y)(iγµ
↔
∇µ +mf )(x, y)ψf (x)

♦ù f ♥♦t❡ ❧❛ s❛✈❡✉r✳ ▲❡ ♥♦②❛✉ iγµ
↔
∇µ +mf ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❞❡

❝♦✉❧❡✉r ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ✐❝✐ ❧❡ rés❡❛✉ ✐♥✜♥✐ ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳



✸✹ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉

❖♥ s❛✐t ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶ éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✮ q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r
C(t) ✿

C(t) = 〈T Π†(t)Π(0)〉
♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t Π(t) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

Π(t) =
∑

~x

ψ̄u(t, ~x)γ5ψd(t, ~x)

♦ù ψu ❡t ψd s♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❡s s✐t❡s ❞✉ rés❡❛✉ ❤②♣❡r❝✉❜✐q✉❡✳
■❧ ❝ré❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s q✉❛♥t✐q✉❡s ❞✉ ♣✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ t
❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ C(t) ∼ exp(−mπt)✳ ▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♣♦✉r ❝❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❡st ✿

C(t) =
1

Z

∫ ∏

f

[dψ̄f ][dψf ][dU ] Π†(t)Π(0)e−S[ψ,U ]

▲❛ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❢❡r♠✐♦♥✲
✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬✶✷✽❪✳ ▲✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✷✽ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ✉t✐❧❡s✳
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ●r❛ss♠❛♥ q✉✐ ❛♥t✐❝♦♠✲
♠✉t❡♥t ❡t ❛✉❝✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♥✬❛ ❞♦♥♥é ❞❡ rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts✳
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✉r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡s✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✷✽ ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬é❝r✐r❡ ✿

C(t) =
1

Z

∑

~x,~y

∫
[dU ] det(γ·

↔
∇ +M) Tr[γ5Su((t, ~x), (0, ~y))γ5Sd((0, ~y), (t, ~x))]e

−S[ψ,U ]

♦ù Sq ✭q❂✉✱❞✮ ❡st ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞✉ q✉❛r❦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❥❛✉❣❡ U ✳ ■❧ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✿

(γ·
↔
∇ +M)(x, y)S(y, z) = δ4(x, z) ✭✶✹✮

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ét❛♥t ❝♦ût❡✉s❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ♣❛r❢♦✐s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

q✉❡♥❝❤❡❞✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ det(γ·
↔
∇ +M) = 1 ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s❛✈❡✉rs✳ ❙✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡

❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s s❛✈❡✉rs ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉❡♥❝❤❡❞ ♦✉ Nf = 0✳
❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ q✉❛r❦✲❛♥t✐q✉❛r❦✳ ▲❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ❛✉ ❞é❜✉t ❝♦♠♣r❡♥❛✐❡♥t ✷
s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞é❣é♥érés ❞❛♥s ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Nf = 2✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s
♣❛rt✐❝✐♣é à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✹ s❛✈❡✉rs ✭✉ ❡t ❞ ❞é❣é♥érés✱ s ❡t ❝ ♥♦♥
❞é❣é♥érés✮ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ Nf = 2 + 1 + 1✳

▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ 12N×12N ♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ rés❡❛✉✱
t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 106✱ r❡♥❞ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♦♥ ❧❡ ré❡①♣r✐♠❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ s✉r ❞❡s ❝❤❛♠♣s
❜♦s♦♥✐q✉❡s φ ❞✐ts ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✾✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡♥
♣❧✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s U ✱ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡r❛ ❞♦♥❝ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❤❛♠♣s φ✳

▲♦rs ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✐t❡
♣❛rt✐❛❧❧② q✉❡♥❝❤❡❞✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❉✐r❛❝ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❡t ❞❛♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ q✉✐ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❆✐♥s✐ s✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥sNf = 2✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r
❞✬✉♥ q✉❛r❦ s ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ ❞✉ q✉❛r❦ s✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❜❛r②♦♥s étr❛♥❣❡s ♦ù
❧❡ q✉❛r❦ s ❛♣♣❛r❛ît ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ q✉❛r❦ ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡✳
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(A) Quenched QCD: quark loops neglected

(B) Full QCD

❋✐❣✳ ✶✶ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ q✉❡♥❝❤❡❞ ❡t ❢✉❧❧ ◗❈❉✳

✼✳✷ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t t❡r♠❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥

P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s q✉❛r❦s ❡t ❧❡s
❣❧✉♦♥s ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à ♠❡ttr❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s à ❧✬✐❞❡♥t✐té✳ ❙✐ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡
♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✹✮ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡
❛✉ ❝❛s s❝❛❧❛✐r❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❛✈❡✉r✱ m ét❛♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ✿

S̃(p) =
m− i

a

∑
µ γµ sin(apµ)

m2 + 1
a2

∑
µ sin2(apµ)

❚♦✉t s❡♠❜❧❡ ❝♦rr❡❝t ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✭a −→ 0✮

S̃(p) ∼
m− i

∑
µ γµpµ

m2 + p2

❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♣ô❧❡ ♣♦✉r p2 = −m2 ❞é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r apµ −→ 0✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡ s✐♥✉s
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s q✉✐♥③❡ ✈❡❝t❡✉rs

Vi ∈ {(0, 0, 0, π), (0, 0, π, 0), (0, 0, π, π) . . . (π, π, π, π)}

❡t é❝r✐✈♦♥s apµ = Vi µ+akµ✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t akµ −→ 0 ❡t ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r
s✬é❝r✐t m2 + k2 + O(a2) ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣ô❧❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ Vi✳ ▲❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ♥❡ ❞é❝r✐t
❞♦♥❝ ♣❛s ✉♥❡ ♠❛✐s 24 = 16 ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ❢❡r♠✐♦♥ ❞♦✉❜❧✐♥❣ s❡r❛✐t
✐♥♦✛❡♥s✐❢ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐❜r❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ✈♦♥t s❡
♠é❧❛♥❣❡r ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛✐♥s✐ s✐♠✉❧é❡ ♥✬❡st ♣❛s ◗❈❉✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ✈♦✐r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❞❡ tr❛❝❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥
❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡✉r✱
❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ π/a✱ ❡st ❞é❣é♥éré ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉✱



✸✻ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉

✐❧ ❛✉r❛✐t ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ t②♣✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ s♣✐♥
❞❡♠✐✲❡♥t✐❡r✱ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡st ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞ér✐✈é❡s✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ s♣✐♥ ❡♥t✐❡r ❝❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ❞♦✉❜❧❡✉r ❡st ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳

E(p)

pπ/a

−π/a

❋✐❣✳ ✶✷ ✕ ❘❡❧❛t✐♦♥ é♥❡r❣✐❡✲✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥t✐♥✉ ✭❧✐❣♥❡ ❞r♦✐t❡✮ ❡t ❧❡ ❝❛s ❞✐s❝r❡t
✭s✐♥✉s✮✳ ▲❡ ♣♦✐♥t −π/a ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❬✶✸✵❪ ♣♦✉r s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t ❞✬❛❥♦✉t❡r à
❧✬❛❝t✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡ ♣❛s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t q✉✐ r❡♥❞ ❧❡s
❞♦✉❜❧❡✉rs ✐♥✜♥✐♠❡♥t ♠❛ss✐❢s✳ ❈❡ t❡r♠❡ ❡st

−a
5

2
ψ̄(x)

∑

µ

∇∗µ∇µψ(x) ✭✶✺✮

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r

S̃(p) =
E(p) − i

a

∑
µ γµ sin(apµ)

E(p)2 + 1
a2

∑
µ sin2(apµ)

♦ù E(p) = m+ 1
a

∑
µ(1 − cos(apµ))

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✈❡❝ apµ −→ 0 ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♠ê♠❡ rés✉❧t❛t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▼❛✐s
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ s✉r ❧❡s ❜♦r❞s ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ apµ = Vi µ + akµ ❧❡ ❞é♥♦♠✐♥❛t❡✉r s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡

(m+ 2
nπ
a

)2 + k2 +O(a)

♦ù nπ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ π ❞❛♥s Vi✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡ q✉❡ ❧❡s q✉✐♥③❡ ❢❡r♠✐♦♥s ♥♦♥ ❞és✐rés
❛❝q✉✐èr❡♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ♣❛s ❞✉ rés❡❛✉ a ❡t ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✐♥✜♥✲
✐♠❡♥t ♠❛ss✐❢s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ s❡ ❞é❝♦✉♣❧❛♥t ❛✐♥s✐ ❞✉ r❡st❡✳
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❊♥ rés✉♠é ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❡st

SF,W = a4
∑

x

ψ̄(x)
[
γµ
↔
∇µ +m− a

2

∑

µ

∇∗µ∇µ

]
ψ(x)

❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡

∑

x

{
ψ̄(x)ψ(x)−κ

∑

µ

ψ̄(x)
[
U(x;µ)(1− γµ)ψ(x+ µ̂)+U(x− µ̂;µ)−1(1+ γµ)ψ(x− µ̂)

]}

❛✈❡❝

κ =
1

8 + 2am

❛♣♣❡❧é ❤♦♣♣✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡t ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞✬é❝❤❡❧❧❡

ψ →
√

2κ

a3/2
ψ, x→ ax.

✼✳✸ ❙②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡

▲❛ ❝❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❞✉❡ ❛✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s q✉❛r❦s u ❡t d s♦♥t ♣❡t✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❤❛❞r♦♥✐q✉❡
t②♣✐q✉❡✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❧❡s s♣✐♥❡✉rs ❞r♦✐ts ❡t ❣❛✉❝❤❡s ✿

ψR =
1 + γ5

2
ψ, ψL =

1 − γ5

2
ψ

❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✿
(
ψu
ψd

)

R

→ ei~ωR·~τ
(
ψu
ψd

)

R

(
ψu
ψd

)

L

→ ei~ωL·~τ
(
ψu
ψd

)

L

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ~τ s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ ❛❣✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡ s❛✈❡✉r ❞❡s q✉❛r❦s
u, d ❡t ~ωR,L s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ré❡❧s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r♠❡♥t ✉♥
❣r♦✉♣❡ SU(2)R×SU(2)L ❞✐t ❣r♦✉♣❡ ❝❤✐r❛❧ ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡
❞❡ ◗❈❉ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❝❡ ❣r♦✉♣❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡s ♠❛ss❡s mu ❡t md✳ ❈❡tt❡
s②♠étr✐❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡ ✈✐❞❡
♥✬❡st ♣❛s ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s t♦✉t❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ❣r♦✉♣❡✳ ❙❡✉❧❡s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ωR = ωL✱ q✉✐ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲❣r♦✉♣❡ SU(2)V ✱ ♦✉ ❣r♦✉♣❡ ❞✬✐s♦s♣✐♥
❧❛✐ss❡♥t ❧❡ ✈✐❞❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ P❛r ❝♦♥tr❡ s♦✉s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s {Qa

A, a = 1, 3} ❞✉ s♦✉s✲
❣r♦✉♣❡ SU(2)A ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ωR = −ωL ♦♥ ❛

Qa
A|0〉 6= |0〉.

P❛r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ✐❧ ❡①✐st❡ tr♦✐s ♠♦❞❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡ q✉✬♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❛✉①
tr♦✐s ♣✐♦♥s π+, π0, π−✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st q✉❛♥t✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ♣✐♦♥s ∼ 140 ▼❡❱ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❤❛❞r♦♥ t②♣✐q✉❡ ∼ 1 ●❡❱✳ ▲❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s
❞❡ ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ s♦♥t ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✐♦♥ ♠♦✉✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❡t ❞❡
♠❛ss❡ ♥✉❧❧❡✱ q✉✐ r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♣✐♦♥ ♠♦✉ à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ é❧❛st✐q✉❡

〈f, π✭♠♦✉✮|T |i〉 → 〈f |T |i〉



✸✽ ❋❡r♠✐♦♥s s✉r ❧❡ rés❡❛✉

▲❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣✐♦♥s ♠♦✉s à été ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡♥s❡ ❛❝t✐✈✐té
♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡ ❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ◗❈❉ ❬✶✵✻❪✳ ■❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❡ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 140

1000
= 14 %✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❧❛ ré❛❧✐té ✐❧ ❢❛✉t q✉✬✐❧s

r❡s♣❡❝t❡♥t ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ♣rès✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥
❡st q✉✬✐❧ ❜r✐s❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ♣♦✉r a 6= 0✳ P♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❝❡t ❛rt❡❢❛❝t
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ ❞❡s q✉❛r❦s ✉✱❞ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t
❛①✐❛❧ s✬❛♥♥✉❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♣✐♦♥ ❡t ❧❡ ✈✐❞❡✳ ❈❡❝✐ r❡✈✐❡♥t à ✉♥❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡
❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡✈✐❡♥❞r❛ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ s✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✽ s✉r ❧❡s ♠❛ss❡s
t✇✐sté❡s✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t ♥é❣❧✐❣❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ q✉❛r❦ s✱ ❛❧♦rs ◗❈❉ ♣♦ssé❞❡r❛✐t ✉♥❡ s②♠étr✐❡
❝❤✐r❛❧❡ SU(3)R×SU(3)L ❛✈❡❝ ❤✉✐t ❜♦s♦♥s ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ {π+, π0, π−, K0, K̄0, K+, K−, η}✳
❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❣r♦ss✐èr❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ té♠♦✐❣♥❡
❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s K ❡t ❞✉ η✳

❙✐ ❧❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞ ét❛✐❡♥t s❛♥s ♠❛ss❡ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✐♥✈❛r✐❛♥t s♦✉s ❧❡s
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛①✐❛❧❡s UA(1)

(
ψu
ψd

)
→ e−iθγ5

(
ψu
ψd

)

❈❡tt❡ s②♠étr✐❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❜r✐sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ q✉❛♥t✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❝❡
q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ q✉❛tr✐è♠❡ ❜♦s♦♥ ❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t
s✬② ❛tt❡♥❞r❡ ❛ ♣r✐♦r✐✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛♣♣❡❧é ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❛①✐❛❧ ❡st ❞✉❡ à ❧❛
♥♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❬✺✺❪✳ ❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t
❝❡tt❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❛ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ♣❛r ❆❞❧❡r✲❇❡❧❧✲❏❛❝❦✐✇ ❬✶❪✳ ▲❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡ à ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞ét❛✐❧❧é s✉r ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❡st ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✾❪✳ ▲✬❛♥♦♠❛❧✐❡

✁
γλγ5

γµ

γν

❋✐❣✳ ✶✸ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥ ❡♥ tr✐❛♥❣❧❡✳

❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ π0 ❡♥ γγ✳

▲✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ◗❈❉✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣♦✉r
❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❝❤✐r❛❧❡s ❛ s✉s❝✐té ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡♥t❛t✐✈❡s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❞♦✉❜❧❡✉rs q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛ été ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ◆♦✲●♦ ❞❡ ◆✐❡❧s❡♥✲◆✐♥♦♠✐②❛ ❬✶✵✵✱ ✶✵✷✱ ✶✵✶❪ q✉✐ ❡st rés✉♠é
❝✐✲❞❡ss♦✉s

❙♦✐t ❧✬❛❝t✐♦♥ ❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s s✉r rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t❡ ✭D ❡st ❜✐❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❤❡r♠✐✲



✼✳✹ ✲ ❋❡r♠✐♦♥s ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ✸✾

t✐❡♥✮

S = a4
∑

x∈Λ

ψ(x)D(x, y)ψ(x)

❡t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

✶✳ D✭①✱②✮ ❡st ❧♦❝❛❧

✷✳ P♦✉r pµ ≪ π
a

D(p) = iγµpµ +O(ap2)

✸✳ D(p) ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♥♦♥ ♥✉❧❧❡s ✭♣❛s ❞❡ ❞♦✉❜❧❡✉rs s❛♥s
♠❛ss❡✮

✹✳ D ❛♥t✐❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ γ5 ✭♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡✮

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❛✣r♠❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✹ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s s✐♠✉❧t❛♥é✲
♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ r❡❢✉s❡ ❞✬❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✶✱ ✷✱ ✸✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✼✳✹ ❋❡r♠✐♦♥s ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥

▲❛ s❡✉❧❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♥♦✲❣♦ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♥❡ ♣❛s s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹✳ ❊♥ ✶✾✽✷✱ ●✐♥s♣❛r❣ ❡t ❲✐❧s♦♥ ♦♥t tr♦✉✈é✱ ❞❛♥s ✉♥ ❛✉tr❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❬✻✷❪✱ ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ✿

{γ5,D} = γ5D + Dγ5 = aDγ5D.

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ❡st ♠♦✐♥s ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t✐♥✉

{γ5,D} = 0.

▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❡①❛❝t❡ s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ♠ê♠❡
à ♠❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛①✐❛❧❡s ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡s

δψ(x) = ωγ5(1 − 1
2
aD)ψ(x), δψ(x) = ωψ(x)(1 − 1

2
aD)γ5 ω ≪ 1.

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛ été ♦✉❜❧✐é❡ ♣❡♥❞❛♥t ♣rès ❞❡ q✉✐♥③❡ ❛♥s✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡
❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❉✐r❛❝ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞❡♥t✐té✳ ❯♥❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛
été tr♦✉✈é❡ ♣❛r ◆❡✉❜❡r❣❡r ❡t ◆❛r❛②❛♥❛♥ ❬✾✽✱ ✾✾❪ ❡t ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛✉① ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡
◆❡✉❜❡r❣❡r ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ♦✈❡r❧❛♣✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r D ❡st

D =
1

a

[
1 − A√

A†A

]

❛✈❡❝ A = 1 − aDW ❡t DW = γµ
↔
∇µ +m− a

2

∑
µ∇∗µ∇µ✳

❯♥ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧✱ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❑❛♣❧❛♥ ❬✽✵❪ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡
❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ◗✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡
❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦✈❡r❧❛♣✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞és❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ❡st q✉✬✐❧s s♦♥t très
❝♦ût❡✉① à s✐♠✉❧❡r✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① q✉❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐❢ ❡t ❞❡s ♣r♦❣rès
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛tt❡♥❞✉s✳



✹✵ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉

✽ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉

✽✳✶ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❧é❣èr❡s ❞é❣é♥éré❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❧é❣èr❡s
❞é❣é♥éré❡s ✉ ❡t ❞✳ ▲✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s t✇✐stés ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s χ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❞✐ts ❞❛♥s ❧❛
❜❛s❡ t✇✐sté❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡sq✉❡❧s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❞✐t❡ t♠◗❈❉ s✬é❝r✐t

SF,TM [χ, U ] =

∫
d4xχ̄(γµDµ +m+ iµγ5τ

3)χ

♦ù µ ❡st ❛♣♣❡❧é ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❡t τ 3 ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ P❛✉❧✐ q✉✐ ❛❣✐t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
s❛✈❡✉rs ✉✱❞✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ m ❡t µ s♦♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉s✳ ❖♥ ❛

m+ iµγ5τ
3 = m̄eiωγ5τ

3

❛✈❡❝ m̄ =
√
m2 + µ2 ❡t tan(ω) = µ

m
✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

ψ = exp(iγ5
ω

2
τ 3)χ, ψ̄ = χ̄ exp(iγ5

ω

2
τ 3) ✭✶✻✮

♦♥ ♦❜t✐❡♥t

SF,TM [χ, U ] = SF [ψ,U ] =

∫
d4xψ̄(γµDµ + m̄)ψ

❈♦♠♠❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ s♦✉s ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✶✻✮✱
♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ t♠◗❈❉ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❝❡❧❧❡s
❞❡ ◗❈❉✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r γ · D ❝♦♠♠✉t❡
❛✈❡❝ γ5✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ✭✶✺✮✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ❞♦✉❜❧❡✉rs✱ ♥✬❛ ♣❛s ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été s❛✉❢ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ a = 0✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✐s❝rét✐sé❡
❛✈❡❝ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❛✐t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ♠❛ss❡
♥♦♥ t✇✐sté❡✳

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ [ψ, ψ̄] ❧❛ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ◗❈❉ ♣r❡♥❞
s❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡ ❝❛r
❝✬❡st ❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞❡s ❧❡ttr❡s
❝❛❧❧✐❣r❛♣❤✐é❡s ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t ♥♦r♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛
❜❛s❡ t✇✐sté❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡ ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ❛①✐❛❧ ❡t ✈❡❝t♦r✐❡❧ s♦♥t

Aaµ = χ̄γµγ5
τa

2
χ, V a

µ = χ̄γµ
τa

2
χ,

❡t ❧❡s ❞❡♥s✐tés ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ ❡t s❝❛❧❛✐r❡

P a = χ̄γ5
τa

2
χ, S0 = χ̄χ.

❆✈❡❝ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✭✶✻✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡

Aa
µ ≡ ψ̄γµγ5

τa

2
ψ=

{
cos(ω)Aaµ + ε3ab sin(ω)V b

µ (a = 1, 2),

A3
µ (a = 3),

✭✶✼✮

Vaµ ≡ ψ̄γµ
τa

2
ψ =

{
cos(ω)V a

µ + ε3ab sin(ω)Abµ (a = 1, 2),

V 3
µ (a = 3),



✽✳✶ ✲ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❧é❣èr❡s ❞é❣é♥éré❡s ✹✶

❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡♥s✐tés

Pa ≡ ψ̄γ5
τa

2
ψ=

{
P a (a = 1, 2),

cos(ω)P 3 + i sin(ω)1
2
S0 (a = 3),

✭✶✽✮

S0 ≡ ψ̄ψ = cos(ω)S0 + 2i sin(ω)P 3.

P♦✉r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉és ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❞❡s ❜❛r②♦♥s ✭s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✺✮ ♦♥ ♣❡✉t ❞ér✐✈❡r ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ ❲❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡ ❡st ❛✉ss✐ ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❞✉ ❝♦✉r❛♥t ❛①✐❛❧ ✭P❈❆❈✮ ❡t ❞✉ ❝♦✉r❛♥t ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✭P❈❱❈✮ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t

∂µA
a
µ = 2mP a + iµδ3aS0, ✭✶✾✮

∂µV
a
µ = −2µ ε3abP b.

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ❬✶✽❪

∂µAa
µ = 2m̄Pa, ∂µVaµ = 0.

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s r❡♠❛rq✉é ♣❧✉s ❤❛✉t ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥tr❡ t♠◗❈❉
❡t ◗❈❉✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡

〈O[ψ]〉 = Z−1

∫
[dU ][dψdψ̄]O[ψ]e−SQCD

❡t ❝❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡

〈O[χ]〉 = Z−1

∫
[dU ][dχdχ̄]O[χ]e−StmQCD

s♦♥t r❡❧✐é❡s ♣❛r
〈O[ψ]〉QCD = 〈O[χ]〉tmQCD ✭✷✵✮

s✐
O[χ] = O[ψ = exp(iµγ5

ω

2
τ 3)χ]

P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ s❡ s❡r✈❛♥t ❞❡ ✭✶✼✮ ❡t ✭✶✽✮

〈A1
µ(x)P1(y)〉QCD = cosω〈A1

µ(x)P
1(y)〉tmQCD + sinω〈V 2

µ (x)P 1(y)〉tmQCD

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ ◗❈❉ ♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♠❜✐✲
♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡ t♠◗❈❉✳

❈❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ r❡st❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❛✉① ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
♣rès✱ s✐ ❡❧❧❡ ❡st r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥ s❝❤é♠❛ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐❢ q✉✐ ❡st ❧❡ ♥♦tr❡ ❝❡❧❛ ❡st ré❛❧✐sé ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❛
♠❛ss❡ ♥✉❡ m à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ mcr ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ P❈❆❈ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

mPCAC =
〈∂0A

a
0(x)P

a(0)〉
2〈P a(x)P a(0)〉 ❛❂✶✱✷

s♦✐t é❣❛❧❡ à ③ér♦✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝✬❡st κ = 1/(8 + 2am) q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥✉st❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡✳
❈♦♠♠❡ ❛❂✶✱✷ ♦♥ ✈♦✐t s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮ q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ♥♦♥ t✇✐sté❡ q✉✐ ❡st ❛❥✉sté❡✳



✹✷ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉

❈❡tt❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❬✺✷❪ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✷✵✮ ❡①♣❧♦✐t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥ ✭s❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✮ q✉✐ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ♣♦✉r a ✜♥✐✳ ▲❛
❢♦r♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ◗❈❉ ❡t t♠◗❈❉ ❛♣rès
❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ m r❡st❡ ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥ ❛♥❣❧❡ ω = π

2
✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❛ ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❛♥❣❧❡ ❞❡ t✇✐st ♠❛①✐♠✉♠✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡

❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ t✇✐st r❡♥♦r♠❛❧✐sé s✬é❝r✐r❛✐t

tan(ω) =
Zµ
Zm

µ

m−mcr

♦ù Zµ ❡t Zm s♦♥t ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

mR = Zm(m−mcr), µR = Zµµ

❆ t✇✐st ♠❛①✐♠✉♠ ✭mR = 0✮ ❧❛ ♠❛ss❡ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡ m̄R =
√
m2
R + µ2

R ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝
q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ µR✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s❡ ♠❡ttr❡ à t✇✐st ♠❛①✐♠✉♠ ❡st q✉✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Zµ ❡t Zm✳

▲❡ ❣r❛♥❞ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s q✉❛r❦s t✇✐stés à t✇✐st ♠❛①✐♠✉♠ ❡st q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ O(a2)✳ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣❛r ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t
❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ♦♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❙②♠❛♥③✐❦ ❬✶✶✾✱ ✶✷✵❪✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ♣❛✐rs q✉✐ s♦♥t
❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦rés à ❧✬♦r❞r❡ O(a2)✱ ❝❡ q✉✐ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦r✲
ré❧❛t❡✉rs s❡r✈❛♥t à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ♠❛ss❡s✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té
❡t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✬✐s♦s♣✐♥✱ ♠❛✐s ❝❡s ❜r✐s✉r❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ O(a2) ❬✹✾❪ ❡t ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳

❊♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡tt❡ ❜r✐s✉r❡ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ a q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s
❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❝♦♥st❛t❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱■■✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣✐♦♥
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ m±π − m0

π ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ a2 q✉✐ ❡st ❡①❝❡♣t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t
❣r❛♥❞❡ ❬✺✶❪✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❞✉ ♣✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞é❝♦♥✲
♥❡❝tés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ q✉❛r❦s ♥❡ s♦♥t ❝♦♥♥❡❝té❡s ❛✉① ❛✉tr❡s q✉❡ ♣❛r
❧❡s ❣❧✉♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ r❡♥❞ ❧❡✉r é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥♦t♦✐r❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s
♣✐♦♥s ❝❤❛r❣és ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥✳

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡♠♣❧♦②é ♣♦✉r ❥✉❣❡r ❞✉ ré❣❧❛❣❡ ❞❡ κ à s❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡
P❈❆❈ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❡rr❡✉r s♦✐❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✉♥ ❞✐①✐è♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡
t✇✐sté❡ ♥✉❡ ❞✉ s❡❝t❡✉r ❧é❣❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❬✷✵❪ ♦♥ s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐s❡ à ✉♥ ❜♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❧♦✐s
❞✬é❝❤❡❧❧❡✳ ❈❡ ♠ê♠❡ ❛rt✐❝❧❡ ♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥t❡♥t❡r ❞❡ ré❣❧❡r ❧❡ κ à
s❛ ✈❛❧❡✉r ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ µ✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
O(a) q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❛î♥❡ s♦♥t t♦❧ér❛❜❧❡s ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❣❛✐♥ ❡♥ t❡♠♣s
❝❛❧❝✉❧✳

✽✳✷ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛r❦s s
❡t ❝✳ ❯♥ ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡ ❬✶✵✽❪ ❡st ❞✬é❝r✐r❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r q✉❛tr❡ s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡

SF [χ, U ] =

∫
d4xχ̄(γµDµ + m + iµγ5)χ ✭✷✶✮



✽✳✷ ✲ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲❞é❣é♥éré ✹✸

♦ù ♠❛✐♥t❡♥❛♥t χ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❡s q✉❛tr❡ s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s χT = (u, d, s, c) ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s
❞❡ ♠❛ss❡ ♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡

m =




mu 0 0 0
0 md 0 0
0 0 ms 0
0 0 0 mc


 =




Mu cosωl 0 0 0
0 Md cosωl 0 0
0 0 Ms cosωh 0
0 0 0 Mc cosωh


 ,

µ =




µu 0 0 0
0 µd 0 0
0 0 µs 0
0 0 0 µc


 =




Mu sinωl 0 0 0
0 −Md sinωl 0 0
0 0 Ms sinωh 0
0 0 0 −Mc sinωh


 .

◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✉t✐❧✐sés ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❡t q✉✐ s♦♥t ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❱ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✐♥tè❣r❡ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❡st ré❡❧ ❡t ♣♦s✐t✐❢✳ P♦✉r q✉✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s❛t✐s❢❛ss❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ ❧❡s q✉❛r❦s s ❡t
❝ s♦✐❡♥t ❞é❣é♥érés✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ tr♦♣ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ♣❤②s✐q✉❡✳

❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❬✺✵❪ q✉✐ ❛ été ❛❞♦♣té ♣♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❞♦✉❜❧❡t ♥♦♥✲
❞é❣é♥éré ♥♦té χh ❞❡ q✉❛r❦s ❧♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1✳ ■❧ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬❛❥♦✉t✱
♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞✱ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Sh[χ, U ] =

∫
d4xχ̄h(m+ iγ5τ

1µσ + τ 3µδ)χ
h ✭✷✷✮

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ τ 3 ❛ ❝❤❛♥❣é ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ❞é❣é♥éré✳ ▲❛ ♠❛ss❡ ♥♦♥✲t✇✐sté❡
m ✭♦✉ κ✮ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s q✉❛r❦s ❧é❣❡rs q✉✐ ❛ été ❛❥✉sté❡ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r ❧❛
♠❛ss❡ P❈❆❈✳ ▲❡s ♠❛ss❡s ❞❡s q✉❛r❦s étr❛♥❣❡ ❡t ❝❤❛r♠❡ s♦♥t ❛❧♦rs ✜①é❡s ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s µσ ❡t µδ s✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ♠és♦♥s étr❛♥❣❡s ❡t ❝❤❛r♠és ❬✷✽✱ ✶✶❪✳ ❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ s ❡t ❝✱ ♦♥ ❣❛r❛♥t✐t ❛✉ss✐ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡
❖✭❛✮ ❞❛♥s ❝❡ s❡❝t❡✉r ❬✺✵❪✳

▲❛ ♣♦s✐t✐✈✐té ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ❣❛r❛♥t✐❡ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❤♦✐① ❞❡ µσ ❡t
µδ✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡❧❛ s❡ ♣r♦❞✉✐t ♦♥t ✉♥
♣♦✐❞s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❬✷✽❪✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛s Nf = 2✱ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ κ ❝r✐t✐q✉❡ s✬❡✛❡❝t✉❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ❝❛r ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t
❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝r❡ts ❞❡ ❝❤♦✐① ❞❡ κ ❝r✐t✐q✉❡ s✉r ❧❡s ❞✐✈❡rs ❡♥s❡♠❜❧❡s
♣♦✉r Nf = 2 + 1 + 1 s❡r♦♥t ♠♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❱■ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✳



✹✹

❈✐♥q✉✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

P❛rt✐❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
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✶✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✹✻

✶✵✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✶✵✳✷ ◆♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✶✵✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✵✳✹ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✶✵✳✺ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✶✵✳✻ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✶✶ ❈♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ✺✷

✶✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✶✶✳✷ ❊rr❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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✹✺

✾ ❘és✉♠é ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

▲✬❛❝t✐♦♥ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s t✇✐stés ❡st

SF,TM =
∑

x

{
χ̄(x)

[
1 + 2iκaµγ5τ

3
]
χ(x) ✭✷✸✮

− κ
∑

µ

χ̄(x)
[
U(x;µ)(1 − γµ)χ(x+ µ̂) + U(x− µ̂;µ)−1(1 + γµ)χ(x− µ̂)

]}

=
∑

x,y

χ̄(x)D(U)(x, y)χ(y)

❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❧✉♦♥✐q✉❡ s❡r❛ ♥♦té❡ Sg✱ ❧✬❛❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ét❛♥t S = Sg + SF,TM ✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❣é♥ér✐q✉❡

〈O[U, χ, χ̄]〉 ≡ 〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ][dχdχ̄]P (U)a,b,...,a′,b′...χaχb . . . χ̄a′χ̄b′ . . . e

−StmQCD

♦ù P (U)a,b,...,a′,b′... ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳ ▲❡s ✐♥❞✐❝❡s
a, b, . . . , a′, b′ . . . s♦♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡
s❛✈❡✉r ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐t à

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ]

[
(−1)ǫP (U)a,b,...,a′,b′...S(U)aa′S(U)bb′ . . .+ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

]
detD(U)e−Sg

✭✷✹✮
♦ù S ❡st ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

D(U)abS(U)bc = δac

❡t ǫ ❡st ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

❙✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞é❣é♥éré❡s Nf = 2✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
♣❡✉t s❡ ré❡①♣r✐♠❡r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s φ s✉✐✈❛♥t

detD(U) =

∫
[dφdφ̄]e−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ ✭✷✺✮

♦ù Du(U) ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ D à ✉♥❡ s❡✉❧❡ s❛✈❡✉r✳ ▲❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
D(U) ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ µ q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✸✮✳
P❧✉s µ ❡st ❢❛✐❜❧❡ ♣❧✉s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡
❧✬❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✉ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❍❛s❡♥❜✉s❝❤ ❬✻✽❪ ❡st ❞✬é❝r✐r❡

detD(µ) = det[D(µ)D(µ1)] det[D−1(µ1)]

❡t ❞✬❛❥✉st❡r µ1 ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r q✉✐ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝
s❡s ♣r♦♣r❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✳ ▲❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❝❡
q✉✐ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♥♦✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡✉① ♦✉
tr♦✐s✳



✹✻ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

▲❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s φ s♦♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡
❢❡r♠✐♦♥s✱ ♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✉♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ❜♦s♦♥✐q✉❡✳ ❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s❡✉❧
♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r

〈O〉 =
1

Z

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U
e−Sg−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❖♥ ❣é♥èr❡ ❞♦♥❝ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ {U}✱ {φ} ❡t {φ̄} ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

Π(U, φ, φ̄) =
1

Z
e−Sg−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ ✭✷✻✮

▲❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s {U}✱ ❝❛r ✿

〈O〉 =

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U
Π(U, φ, φ̄) ≃ 1

N

∑

{U}

[
. . .
]
U

❛✈❡❝ N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❛♥s ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ {U}✳ ❖♥ ♥✬❛ ❞♦♥❝ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡ st♦❝❦❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✳ ▲✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ r❡♣rés❡♥t❛t✐❢ ❡st ❞♦♥❝
❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s {U} ❞♦♥t ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳

❙✐ ❧❡s ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❣é♥éré❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝✱
❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✺✮ ♣♦✉r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐s❛❜❧❡✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡
❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❛✈❡✉r f s✉✐✈❛♥t

detDf (U) = det
√
D†f (U)Df (U) =

∫
[dφdφ̄]e−φ̄[Df (U)†Df (U)]−1/2φ ✭✷✼✮

▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✲✶✴✷✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s
♣❧✉s ❝♦✉r❛♥t❡s s♦♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r X−1/2 ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❘❛t✐♦♥❛❧ ❍▼❈ ❬✸✶❪✮ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✭❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❍▼❈ ❬✺✸❪✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✶✵✳✺✳

✶✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

✶✵✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦

▼ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡✉r ✈❡rs✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉✲
❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✭❡t ♠ê♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❤❡ ❢✉t✉r✮ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥ ✐♥té❣r❛♥t
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❡t ❝❤❛q✉❡ ❧✐❡♥✳ P♦✉r ❛♣♣ré❝✐❡r ❝❡❧❛✱ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠✲
♣❧❡ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ SU(3) ❡t ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❛✈❡❝ L = 30 ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠✉♥ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s 4 × L4 = 3 240 000 ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ❛♣✲
♣❛rt❡♥❛♥t à SU(3)✳ ❈❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t à ✽ ❧✐❡♥s ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❞✐✈✐s❡r ♣❛r ✷ ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥
❞♦✉❜❧❡ ❝♦♠♣t❛❣❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ✹✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ SU(3) ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ✽ ♣❛r❛♠ètr❡s ré❡❧s✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐♦♥s✳



✶✵✳✶ ✲ ▼ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✹✼

❆✐♥s✐ t♦✉t❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r s✉r rés❡❛✉ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ♦✉ ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s tr❛♣è③❡s ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❙✐♠♣s♦♥
❡st ✈♦✉é❡ à ❧✬é❝❤❡❝✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ❝❛s à ✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ ❝r♦✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❣✐❣❛♥t❡sq✉❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s✉❣❣èr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
st❛t✐st✐q✉❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s ✐♥té❣r❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❧❡s ♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ♣♦✉r
é✈❛❧✉❡r ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❡t s♦✉✈❡♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✱ ❞♦♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ◗❈❉ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❬✸✹❪ ❡t ❬✾✻❪✳ ▲❛ ❧♦✐ ❞❡s
❣r❛♥❞s ♥♦♠❜r❡s ❣❛r❛♥t✐r❛ ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❡rr❡✉r st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦♠♠✐s❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r❛✱ q✉❡❧❧❡
q✉❡ s♦✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ 1√

N
♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t✐r❛❣❡✳

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ V ✱

I =

∫

V
f(x)dx

♦ù ❧❡ s②♠❜♦❧❡
∫

♣❡✉t s✐❣♥✐✜❡r ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❝rèt❡ q✉❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡
❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡st

✶✳ ❈ré❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ♣♦✐♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s x(i) ❞✐str✐❜✉és ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s V

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r V ol(V)
N

N∑
i=1

f(x(i)) ♦ù V ol(V) ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ V

◆é❛♥♠♦✐♥s ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ❢❛✐r❡ à ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ♦✉ ♣♦✐❞s ❛♣♣❛r❛ît✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st

I =

∫

V
f(x)Π(x)dx

♦ù Π(x) ❡st ✉♥❡ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

Π(x) ≥ 0 ❡t
∫

V
Π(x)dx = 1

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss✉s ❛ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❤❛♥❝❡s ❞❡ ♥❡
♣❛s êtr❡ ❡✣❝❛❝❡ s✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té Π(x) ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♣✐❝s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ x✳ P♦✉r
♣r❡♥❞r❡ ❝❡❧❛ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s t✐r❡r ♣❧✉s ❞❡ ♣♦✐♥ts ❧à ♦ù ❧❡ ♣♦✐❞s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t
❡t ♠♦✐♥s ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✭✐♠♣♦rt❛♥❝❡
s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ q✉✐
❡ss❛✐❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s ❡st✐♠❛t❡✉rs ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝

✶✳ ❈ré❡r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ N ♣♦✐♥ts ❛❧é❛t♦✐r❡s x(i) ❞✐str✐❜✉és ❞❛♥s V s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡♥s✐té
Π(x)

✷✳ ❈❛❧❝✉❧❡r 1
N

N∑
i=1

f(x(i))

■❧ r❡st❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❣é♥ér❡r ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡♥s✐té Π(x)✳ ❍♦r♠✐s ❞❡ r❛r❡s
❝❛s ♦ù ❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡①❛❝t❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡
r❡❝♦✉r✐r à ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ▼❛r❦♦✈✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é❥à ❝réé✱ ♣✉✐s
❞❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❡♥ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✳ ▲❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞❡



✹✽ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

♣❧✉s ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡s♣❡❝t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st
❧❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣♦ssé❞❡r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
✉♥✐q✉❡✳ ❙♦✐t Πeq(ξi) ❝❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ét❛t ξi ❡t P (ξi → ξj) ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬ét❛t ξi ❡t ξj ❛❧♦rs ❧❛ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r

Πeq(ξi)P (ξi → ξj) = Πeq(ξj)P (ξj → ξi) ✭✷✽✮

❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❡st ❛tt❡✐♥t❡ ❛♣rès ✉♥ t❡♠♣s✱ ♦✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s✱ ❛♣✲
♣❡❧é t❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❡t q✉✐ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❡r❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡r✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❧❡s
♣❧✉s ✉t✐❧✐sés ♦♥ ❛ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❬✾✸✱ ✼✵❪✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ❬✶✶✼❪ ❡t
❧❡ ❜❛✐♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❬✸✸❪✳ ■❧s ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞✬❡r❣♦❞✐❝✐té ❛✜♥ ❞✬❡①❛♠✐♥❡r
t♦✉t ❧✬❡s♣❛❝❡ s❛♥s ❛✈♦✐r ❞❡ ❜✐❛✐s ❡♥ r❡st❛♥t ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥✳

▲❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s ❡rr❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ q✉✐
✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✱ ♣❡✉t
êtr❡ ré❛❧✐sé ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❏❛❝❦❦♥✐❢❡ ❬✶✶✶❪ ❡t ❇♦♦tstr❛♣ ❬✹✸❪✳

✶✵✳✷ ◆♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s✳ ▲❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ét❛♥t
❞ét❡r♠✐♥✐st❡s✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣s❡✉❞♦❛❧é❛t♦✐r❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s ❜♦♥s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❞❡
♥♦♠❜r❡s ♣s❡✉❞♦❛❧é❛t♦✐r❡s ♦♥ tr♦✉✈❡ ❘❛♥❧✉① ❬✽✽❪ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 10171 s✬✐❧ ❡st
❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧✐sé ❡t ▼❡rs❡♥♥❡ ❚✇✐st❡r ❬✾✶❪ ❞♦♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r
❞❡ ▼❡rs❡♥♥❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛♥t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♠✉♥❡ ❛ ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ 219937 − 1 ≃ 4 × 106001✳ ▲❡
❣é♥ér❛t❡✉r ❘❛♥❧✉① q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ r❡t♦✉r♥❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ✉♥✐❢♦r♠é✲
♠❡♥t ❞✐str✐❜✉és ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [0; 1[✳

❉❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭❍▼❈✮ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞✬❡s♣ér❛♥❝❡ µ ❡t ❞✬é❝❛rt t②♣❡ σ✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞❡♥s✐té
❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❡st ✿

ϕ(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−µ)2

2σ2

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦①✕▼✉❧❧❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝ré❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✶ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❇♦①✕▼✉❧❧❡r
✶✿ ❚✐r❡r ✷ ♥♦♠❜r❡s ❛✉ ❤❛s❛r❞ U1,2 ∈]0; 1] ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡
✷✿ ❈❛❧❝✉❧❡r θ = 2πU1 ❡t ρ =

√
−2 lnU2

✸✿ ρ cos θ ❡t ρ sin θ s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t ❞✐str✐❜✉és s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦r♠❛❧❡ ❝❡♥tré❡
ré❞✉✐t❡ ✭❝❛s µ = 0 ❡t σ = 1✮

▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✽✶❪✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ♣♦❧❛✐r❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❣é♥érés
❧❡ s♦♥t s❡❧♦♥ ❧❛ ❞❡♥s✐té

ϕ(x) =
1√
π
e−x

2

q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s µ = 0 ❡t σ = 1√
2
✳



✶✵✳✹ ✲ ❍▼❈ ✹✾

✶✵✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s

■❧ ❛ été ♣✉❜❧✐é ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ❬✾✸❪ ❡♥ ✶✾✺✸ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés
r❡❧❛t✐✈❡s ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞✬ét❛t ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ✉♥❡
ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ✉♥ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s
✶✿ P❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ét❛t ✐♥✐t❛❧ ❞❡s ❝❤❛♠♣s q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ξi✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡

✉♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré✈❡rs✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝ré❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ξf ✳
✷✿ ❖♥ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ét❛t ❞❛♥s

❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té

min(1,
Π(ξf )

Π(ξi)
),

s✐♥♦♥ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ét❛t✳

❯♥❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s ❡st ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ●✐❜❜s
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ❞❡✉① ét❛♣❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❝❤❛q✉❡ ❞❡❣ré ❞❡ ❧✐❜❡rté ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝❤❛♠♣s s✉r ❧❡s s✐t❡s ♦✉ ❧❡s ❧✐❡♥s✮ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡
●✐❜❜s s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞❡s t❤é♦r✐❡s ❧♦❝❛❧❡s ♠❛✐s é❝❤♦✉❡♥t ❧♦rsq✉❡
t♦✉s ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❡♠♣s ❞❡
t❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧♦♥❣ ❡t ❧❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ s♦♥t ❢♦rt❡s✳

✶✵✳✹ ❍▼❈

P♦✉r ♣❛❧✐❡r ❛✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❞❡s é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥♥❡✉rs ❞❡ ●✐❜❜s✱ ✐❧ ❛ été ♣r♦♣♦sé ❡♥
✶✾✽✼ ❬✹✷❪ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✳ ▲✬ét❛t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ s♦✉♠✐s ❛✉ t❡st
❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✻✮✱ ♦♥ ✈❛ ❛❥♦✉t❡r ✉♥
♥♦✉✈❡❛✉ t❡r♠❡ 1

2
P 2 ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té

Π′(U, P, φ, φ̄) =
1

Z ′
e−Sg− 1

2
P 2−φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ ✭✷✾✮

▲✬❛❥♦✉t ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❡✛❡t

〈O〉 =

∫
[dU ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U
Π(U, φ, φ̄) =

∫
[dU ][dP ][dφdφ̄]

[
. . .
]
U
Π′(U, P, φ, φ̄)

❖♥ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté
❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t P ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ❝♦♥❥✉❣✉és ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❝❧❛ss✐q✉❡ ❣♦✉✈❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞♦♥❝

H =
1

2
P 2 + Sg(U) + φ̄[Du(U)†Du(U)]−1φ

▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s

dU

dτ
=
δH
δP

,
dP

dτ
= −δH

δU
✭✸✵✮



✺✵ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡t ♠ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s

s♦♥t ✐♥té❣ré❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ t❡♠♣s ✜❝t✐❢ τ ✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ♠ê♠❡ é♥❡r❣✐❡ ♠❛✐s très ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉
❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸✳

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈
✶✿ ❖♥ ♣❛rt ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s Ui
✷✿ ❚✐r❡r ❧❡s ♠♦♠❡♥ts ✐♥✐t✐❛✉① Pi ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡
✸✿ ❚✐r❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s η ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ P✉✐s ❝❛❧❝✉❧❡r φ = Du(Ui)

†η
✹✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ Ei = 1

2
P 2
i + Sg(Ui) + φ̄[Du(Ui)

†Du(Ui)]
−1φ

✺✿ ■♥té❣r❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣♦✉r U, P ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡ ❤❛♠✐❧✲
t♦♥✐❡♥ H✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✳

✻✿ ❈❛❧❝✉❧❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ✜♥❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ Ef = 1
2
P 2
f + Sg(Uf ) + φ̄[Du(Uf )

†Du(Uf )]
−1φ ❡t

❛✐♥s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ∆E = Ef − Ei
✼✿ ❆❝❝❡♣t❡r ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ✜♥❛❧❡s Uf ✱ ❛✈❡❝

❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
PA = min(1, e−∆E)

■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❡t ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡

Πeq = Π′(U, P, φ, φ̄)

❛✈❡❝ Π′ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✾✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥té❣r❛t❡✉rs q✉✐ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡
✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❡t s♦♥t ré✈❡rs✐❜❧❡s✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ✐♥té❣r❛t❡✉rs ré✈❡rs✐❜❧❡s
s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❧❡❛♣✲❢r♦❣ ❬✻✺❪ ♦✉ ❞❡ ❙❡①t♦♥✲❲❡✐♥❣❛rt❡♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✷▼◆ ❬✶✵✹✱ ✶✵✺❪ ✭✷♥❞ ♦r❞❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ♥♦r♠✮ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞♦♥t ✉♥❡ ét✉❞❡
♣♦✉r ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶✷✹❪✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬❊✉❧❡r
st❛♥❞❛r❞ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♥✬❡st ♣❛s s②♠♣❧❡❝t✐q✉❡ ❡t ♥❡ ♣❡✉t
❞♦♥❝ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

❙✐ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡ ✭∆E 6= 0✮ ♦✉ s✐ ❧✬♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ H ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡r ✈❡rs ❧❛ ❞✐s✲
tr✐❜✉t✐♦♥ ✈♦✉❧✉❡ ✭✷✾✮ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✭ét❛♣❡ ✼✮ s♦✐t ❢❛✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡
∆E ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡①❛❝t✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ✐❧
❢❛✉t q✉❡ ∆E s♦✐t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0.1 ❛❧♦rs q✉❡ E ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 106✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡
❞✬êtr❡ ❛tt❡♥t✐❢ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛rr♦♥❞✐s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ −δH/δU ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭✸✵✮ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s
✐♥✈❡rs✐♦♥s✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① r❛✣♥❡♠❡♥ts
❡①✐st❡♥t ❞♦♥t ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t à ❧❛ ❍❛s❡♥❜✉s❝❤✱ ❧❡s ✐♥té❣r❛t❡✉rs ♠✉❧t✐✲st❡♣s ✭♣♦✉r
❧❡ ❧❡❛♣❢r♦❣ ❬✶✶✺❪✮✱ ❧❡s ✐♥✈❡rs❡✉rs ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✷✷❪✳

✶✵✳✺ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❍▼❈

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ♥♦♥✲
❞é❣é♥érés ❝♦♥❞✉✐t à ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✲✶✴✷ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ r❡♠✲



✶✵✳✻ ✲ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✺✶

♣❧❛❝❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 1/
√
x ♣❛r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ P ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛

ré❢ér❡♥❝❡ ❬✺✸❪✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✺✮ ♦♥ é❝r✐t
∫

[dφdφ̄]e−φ̄[Df (U)†Df (U)]−1/2φ ≃
∫

[dφdφ̄]e−φ̄ P (Df (U)†Df (U)) φ ✭✸✶✮

❖♥ ❝♦♥str✉✐t P à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ P ❡st ❝♦♥str✉✐t ♣♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 1/

√
x s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳

P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❚❝❤❡❜②❝❤❡✈ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❝✉rs✐❢ ❞❡
❈❧❡♥s❤❛✇ q✉✐ ❡st r♦❜✉st❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐ ❬✷✹❪✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈ ♦ù ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉✲
❧❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r
❞✐✛ér❡♥ts ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ◆♦✉s t✐r♦♥s ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡
❞❡ ❞❡❣ré ♠♦❞❡st❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✮ ❞❛♥s ❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡t ✉♥
♣♦❧②♥ô♠❡ ♣ré❝✐s ✭❞❡ ❞❡❣ré ❡♥✈✐r♦♥ ✶✽✵✵✮ ♣♦✉r ❧❡ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✳ ▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣♦✉r
❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡ ❡st é✈❛❧✉é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❢♦✐s ❞✉r❛♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❡t ✐❧
❡st ❞♦♥❝ ❛✈❛♥t❛❣❡✉① ❞❡ ❧✐♠✐t❡r s♦♥ ❞❡❣ré✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡t ❧❛
❝ré❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❞✐t❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✹✳✶✳

✶✵✳✻ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❡st très s♦✉✈❡♥t ❛♠❡♥é à rés♦✉❞r❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
❢♦r❝❡s ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs s✉r
✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ t❡♠♣s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡
♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs s✉✐✈❛♥t ❧❡ t②♣❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ✉t✐❧✐sé❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✶✽✮✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ à rés♦✉❞r❡ ❡st✱ ♣♦✉r ❧❛ s❛✈❡✉r A

Dab
A, αβ(x, y)S

bc
A, βγ(y, z) = Σac

A,αγ(x, z)

♦ù a, b, c s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ α, β, γ s♦♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ré♣étés ② ❝♦♠♣r✐s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ x, y, z✳

Σ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ♦♥ ❛

Σac
A,αγ(x, z) = δacδαγδ(x, z)

❈♦♠♠❡ ❞é❥à é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r D ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ très ❣r❛♥❞❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♠❛✐s ❝r❡✉s❡ ❝❛r ♥❡ ❝♦✉♣❧❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ♣✐✈♦t ❞❡ ●❛✉ss ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐♥❡✣❝❛❝❡ ❡t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
♣❧✉tôt ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐tér❛t✐✈❡s ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é✳ ▲❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❝♦♥❥✉❣✉é✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s✱ ❢❛✐t ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈✳ ❉✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❞❡ ❑r②❧♦✈ s♦♥t
❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❜✐❝♦♥❥✉❣✉é st❛❜✐❧✐sé ♦✉ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ●▼❘❊❙ ✭●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ▼✐♥✐♠❛❧ ❘❡s✐❞✉❛❧
▼❡t❤♦❞✮✳ ❊♥✜♥ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞✬❛✉tr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞é✢❛t✐♦♥ ✐♥❡①❛❝t❡ ❬✽✾❪ ❞❡ ▲üs❝❤❡r
q✉✐ ✈✐s❡ à ❡♥❧❡✈❡r ❧❡s ♣❡t✐ts ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ♣♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳



✺✷ ❈♦❞❡ t♠▲◗❈❉

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ Ax = b ♦ù ❆ ❡st ✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡ M †M ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥

f : x 7→ 1

2
(Ax, x) − (b, x)

q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❣r❛❞✐❡♥t ∇f(x) = Ax − b✳ ▲❡ s②♠❜♦❧❡ (, ) r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❛
s♦❧✉t✐♦♥ xk+1 à ❧✬ét❛♣❡ k+1 ❡st r❡❧✐é❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❛r xk+1 = xk+αkpk✳
▲❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t αk ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ✱ ❡t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ pk ❡st ❝❤♦✐s✐❡
✏❆✲❝♦♥❥✉❣é❡✏ ❛✉① ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡

(pi, Apk) = 0 ♣♦✉r ✐ ❁ ❦

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ét❛♣❡s✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st

❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ✹ ●r❛❞✐❡♥t ❝♦♥❥✉❣✉é
✶✿ ❈❤♦✐s✐r ✉♥ ✈❡❝t❡✉r x0 ♣♦✉r ❞é♠❛rr❡r✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥

❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧✬✉t✐❧✐s❡r✱ s✐♥♦♥ x0 = 0 ❝♦♥✈✐❡♥t✳
✷✿ r0 = b− Ax0

✸✿ p0 = r0
✹✿ k = 0
✺✿ ❚❛♥t q✉❡ k < kmax ❢❛✐r❡
✻✿ αk = (rk,rk)

(pk,Apk)

✼✿ xk+1 = xk + αkpk
✽✿ rk+1 = rk − αkApk
✾✿ ❙✐ (rk+1, rk+1) < ǫ2(r0, r0) ❛❧♦rs

✶✵✿ ❖♥ s♦rt ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡
✶✶✿ ✜♥ ❙✐

✶✷✿ βk = (rk+1,rk+1)

(rk,rk)

✶✸✿ pk+1 = rk+1 + βkpk
✶✹✿ k = k + 1
✶✺✿ ✜♥ ❚❛♥t q✉❡

✶✻✿ ❘❡t♦✉r♥❡r xk+1

✜①é ♣❛r kmax ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✈♦✉❧✉❡ ♣❛r ǫ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥
❛❜s♦❧✉❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✉❞❡♥t ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ rés✐❞✉ à ❧❛
✜♥ ❝❛r ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞✬❛rr♦♥❞✐ ♣❡✉✈❡♥t s✬❛❝❝✉♠✉❧❡r ❛✉ ✜❧ ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞✬❛❝✲
❝é❧ér❡r ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♣❛✐r✴✐♠♣❛✐r ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ ❜❧♦❝s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❝❤❛q✉❡
s✐t❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ t+ x+ y + z✳

✶✶ ❈♦❞❡ t♠▲◗❈❉

❈❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♠❡♥é❡s à ❝❤❛♥❣❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝♦❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳



✶✶✳✶ ✲ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✺✸

✶✶✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

▲❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼
♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t ❢❛✐r❡ ❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r
❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s✳ ■❧ ❛ ❢❛✐t ré❝❡♠♠❡♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ ❬✼✻❪✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝♦❞❡
é❝r✐t ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✱ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡ s✉r ❞✐✈❡rs ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✭P❡♥t✐✉♠✱ ❳❡♦♥✱ ■t❛♥✐✉♠✱ ❆t❤❧♦♥✱
P♦✇❡rP❈✱ ❆❧♣❤❛✱ ✳✳✳✮✱ ❞✐✈❡rs s②stè♠❡s ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ✭▲✐♥✉①✱ ❆■❳✱ ❚r✉❡✻✹✱ ✳✳✳✮ ❡t ❞✐✈❡rs
❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ✭❣❝❝✱ ✐❝❝✱ ①❧❝✱ ♣❣❝❝✱ ✳✳✳✮✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s s♣é❝✐✜q✉❡s à ❝❡rt❛✐♥❡s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❙❙❊ ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ♣♦✉r
t✐r❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❞♦✉❜❧❡ ✉♥✐té ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ s✉r ❇❧✉❡●❡♥❡✳

▲❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧✐♠❡ ❬✷✺❪ ✭▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ■♥t❡r❝❤❛♥❣❡ ▼❡ss❛❣❡ ❊♥❝❛♣s✉❧❛t✐♦♥✮ ❞é✈❡❧♦♣♣é
♣❛r ❧❡ ❙❝✐❉❆❈ ❬✶✶✹❪ ✭❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❉✐s❝♦✈❡r② t❤r♦✉❣❤ ❆❞✈❛♥❝❡❞ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ Pr♦❣r❛♠✮ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦❞❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❡♥❝❛♣s✉❧❡r ❞❛♥s ✉♥
✜❝❤✐❡r ❞✐✈❡rs ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞❡ t②♣❡ ❆❙❈■■ ♦✉ ❜✐♥❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❡st
✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ■▲❉● ❬✼✶❪ ✭■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ▲❛tt✐❝❡ ❉❛t❛ ●r✐❞✮ q✉✐
❛ ❞é✜♥✐ ✉♥ ❢♦r♠❛t ❝♦♠♠✉♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ à tr❛✈❡rs
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❣r✐❧❧❡✳ ▲❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❇❧❛s✱ ▲❛♣❛❝❦✱ ❆r♣❛❝❦ ❡t P❛r♣❛❝❦
♣❡✉✈❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳

▲❡ ❝♦❞❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❧✉s✐❡✉rs ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ✿

✶✳ ❤♠❝❴t♠ ✿ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♣♦✉r Nf = 2

✷✳ ♣❤♠❝❴t♠ ✿ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♣♦✉r Nf = 2 + 1 + 1

✸✳ ✐♥✈❡rt ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ✭s❡❝t❡✉r ❧é❣❡r ✿ q✉❛r❦s ✉✱❞✮

✹✳ ✐♥✈❡rt❴❞♦✉❜❧❡t ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ✭s❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ ✿ q✉❛r❦s s✱❝✮

✺✳ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✿ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
❉✐r❛❝

❈❡s ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ♦♥t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦♥♦♣r♦❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥
♣❛r❛❧❧è❧❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ▼P■ ✭▼❡ss❛❣❡ P❛ss✐♥❣ ■♥t❡r❢❛❝❡✮ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ✶✱ ✷✱ ✸ ♦✉ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❡ rés❡❛✉ ❡st
❞é❝♦✉♣é ❡♥ s♦✉s✲rés❡❛✉① ❛✈❡❝ ✉♥ ❤❛❧♦ q✉✐ s❡rt ♣♦✉r ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s
✈♦✐s✐♥s✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
s❡❧♦♥ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ♣❛r❛❧❧é❧✐s❛t✐♦♥ s✬❡✛❡❝t✉❡✳ ▲✬❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ s❡ ❢❛✐t ❛✈❡❝ ✲✲
❡♥❛❜❧❡✲♠♣✐ ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛✈❡❝ ✲✲✇✐t❤✲♠♣✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ✿

✶✳ ✶ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t

✷✳ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s t ❡t ①

✸✳ ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s t✱ ① ❡t ②

✹✳ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s t✱ ①✱ ② ❡t ③

■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ r❡♥❞ ❧❛ r❡♣r♦❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡
♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉ ✈♦❧ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s q✉❛♥t✐tés ✭❝♦rré❧❛t❡✉r ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡✲
♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡✱ ❛①✐❛❧✲♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡✱ ✳✳✳✮✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ré❣❧❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ❡♥
❛♣♣❡♥❞✐❝❡ ✸✵✳

P♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❳❡♦♥ ♠✉❧t✐✲❝♦❡✉rs ❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❏❛❞❡ ❞✉ ❈■◆❊❙✱ ✐❧ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♣❡♥s❡r à ❞és❛❝t✐✈❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❙❙❊✱ ♣✉✐s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ❛✈❡❝



✺✹ ❈♦❞❡ t♠▲◗❈❉
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Extension du sous-réseau dans chaque direction

500

1000

1500

2000

P
er

fo
rm

an
ce

 p
ar

 c
oe

ur
 e

n 
M

flo
ps

4 noeuds
8 noeuds
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Code benchmark avec 32 process MPI (Jade)

❋✐❣✳ ✶✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ s✉r ❏❛❞❡ ✭❈■◆❊❙✮ s❛♥s ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s
❙❙❊ ❡t ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ■♥t❡❧ ✐❝❝✳

❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ■♥t❡❧ ✐❝❝ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ♣❡t✐ts ✈♦❧✉♠❡s ❧♦❝❛✉①✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡
❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ♦♥ ❛✱ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❛✈❡❝ ❣❝❝ ❡t ❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❙❙❊ ❛❝t✐✈é❡s s✉r ❏❛❞❡
✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❛r ❝♦❡✉r ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✶✼✵ ▼✢♦♣s ❡♥✈✐r♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✶✳✹ ✪ ❞❡ ❧❛
♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ✦ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✹ ♠♦♥tr❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
♦❜t❡♥✐r✱ ♠❛✐s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❜✐❡♥ s✉♣ér✐❡✉r❡s à ✶✼✵
▼✢♦♣s ♣❛r ❝♦❡✉r✳

❉❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s s❡ ❢❛✐t ✈✐❛ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ré♣❛rt✐❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ tr❛♥❝❤❡

❞❡ t❡♠♣s✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r −1 =
[
eiπ/T

]T
♦ù T ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✱ ❡st

❞✐str✐❜✉é ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ tr❛♥❝❤❡ t ❛ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ eiπt/T ✳ ■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs✳

✶✶✳✷ ❊rr❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s

▲❛ ❧✐st❡ ♥♦♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s r❡❝❡♥s❡ ❧❡s ❡rr❡✉rs ❝♦✉r❛♥t❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞✉ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ✿

✶✳ ❯♥❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❢réq✉❡♥t❡s ❛rr✐✈❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ✭✉♥❞❡✜♥❡❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t♦t♦✮✳ ❈✬❡st ❧❡ s✐❣♥❡ q✉❡ ❧✬é❞✐t❡✉r ❞❡ ❧✐❡♥s ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s à tr♦✉✈❡r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t♦ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♥♠ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✐st❡r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s
❞❛♥s ❧❡s ✜❝❤✐❡rs ♦❜❥❡ts✱ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥



✶✷✳✶ ✲ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✺✺

t♦t♦ ❡st ❞é✜♥✐❡✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t♦ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡①❛♠✐♥❡
❛✈❡❝ ♥♠ ❛❧♦rs ❧❛ ❧❡ttr❡ ❚ ❛♣♣❛r❛îtr❛ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠ t♦t♦✳ ❙✐ ❧❛ ❧❡ttr❡ ❯ ❛♣♣❛r❛ît
❛❧♦rs ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡✳

✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐té ❡♥tr❡ ✸✷ ❡t ✻✹ ❜✐ts✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ❧❡s ✜❝❤✐❡rs s♦✉r❝❡s
❡♥ ❛❝t✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞❡ ✻✹ ❜✐ts✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❧✬é❞✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛✉ss✐
❞❡s ❧✐❜r❛✐r✐❡s ✻✹ ❜✐ts✳

✸✳ ❙✉r ❇❧✉❡●❡♥❡✱ ♦♥ ♥❡ s❡ ❝♦♥♥❡❝t❡ ❥❛♠❛✐s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♠❛✐s
s✉r ✉♥❡ ❢r♦♥t❛❧❡✳ ❖r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t❛❧❡
❡t ❞❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞✐✛ér❡♥ts✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ✏❝r♦ss✲❝♦♠♣✐❧❡r✑ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
✈❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡❝✐ ❡st ❛✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s
❧✐❜r❛✐r✐❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✐♠❡✳

✹✳ ▲❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ s♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞✉❡s à ❞❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❞✬❛❝❝ès ❛✉✲❞❡❧à ❞❡s
❧✐♠✐t❡s ❞❡s t❛❜❧❡❛✉① ❛❧❧♦✉és ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥ ❞é❜♦❣✉❡✉r ❝♦♠♠❡ ❣❞❜ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
▼❡♠❝❤❡❝❦ ❞❡ ❱❛❧❣r✐♥❞ s♦♥t très ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rr✐❣❡r✳

✺✳ ❙✉r ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❆■❳✱ ❧❛ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ♠❛❦❡ ♥✬❡st
♣❛s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ●◆❯ ❞❡ ♠❛❦❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❣♠❛❦❡✳

✻✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛❧❧♦✉❡ st❛t✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ très ❣r♦s t❛❜❧❡❛✉① ✭♣❧✉s ❞❡ ✷●♦✮ ❛❧♦rs ✐❧ ♣❡✉t êtr❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉❧✐♠✐t ♣♦✉r ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ✭st❛❝❦✮ ❡t ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❡r
❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♠é♠♦✐r❡ ❛❞éq✉❛t ✭✲♠❝♠♦❞❡❧❂♠❡❞✐✉♠ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮

✼✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♠♣✐❧❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r
❧❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ❛❞❛♣tés à ▼P■ ✭✇r❛♣♣❡rs✮ ❝♦♠♠❡ ♠♣✐❝❝✳ ▲✬♦♣t✐♦♥ ✲s❤♦✇ ♣❡r♠❡t
❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ✐♥✈♦q✉é ♣❛r ❧❡ ✇r❛♣♣❡r ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s
❧✐❜r❛✐r✐❡s ❛ss♦❝✐é❡s✳

✽✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬❛ss❡♠❜❧❡✉r ✐♥❧✐♥❡ ❞❡ ❣❝❝ ♣♦✉r t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❙❙❊ ❛❧♦rs
✐❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ à ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠♦t✲❝❧é
❴❴❛ttr✐❜✉t❡❴❴ ❡t ❧✬❛ttr✐❜✉t ❛❧✐❣♥❡❞ ❛✈❡❝ ❣❝❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❙✐ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
♠❛❧ ❛❧✐❣♥é❡s ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ s❡❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡✳

✾✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ①❧❝ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ ✢❛❣ ✲▼ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❣❝❝✱ ❝❡
q✉✐ ♣❡✉t ♣♦s❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ▼❛❦❡✜❧❡s✳

✶✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

✶✷✳✶ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡

❉❡♣✉✐s ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✽✵ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥
◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ ♦♥t ❡✉ ❧✐❡✉✱ ❞✐✈❡rs❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❞é❞✐é❡s ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ♦♥t été
❝♦♥str✉✐t❡s✳ P❛r♠✐ ❡❧❧❡s ❧❛ sér✐❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❆P❊ ✭❆P❊✶✵✵✱ ❆P❊♠✐❧❧❡✱ ❛♣❡◆❊❳❚✮ ❝♦♥✲
str✉✐t❡s ♣❛r ❧✬■◆❋◆ r❡❥♦✐♥t ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❉❊❙❨ ♣✉✐s ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té P❛r✐s✲❙✉❞
✶✶✳ ▼❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ◗❈❉❙P ♣✉✐s ◗❈❉❖❈ ❝♦♥str✉✐t❡s ♣❛r ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞✬❊❞✐♠✲
❜♦✉r❣✱ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❈♦❧✉♠❜✐❛✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❘■❑❊◆ ❇r♦♦❦❤❛✈❡♥ ❡t ■❇▼ ❡t
❡♥✜♥ ❧❡ ♣r♦❥❡t P❆❈❙✲❈❙ à ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❚s✉❦✉❜❛✳ ❈❡ s♦♥t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❝❛r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ s❡ ♣rêt❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s✳

▲❡ rés❡❛✉ ❤②♣❡r❝✉❜✐q✉❡ à ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✹❉✮ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ s♦✉s✲rés❡❛✉① ❤②♣❡r❝✉✲
❜✐q✉❡s ✹❉ ♣❧✉s ♣❡t✐ts ❡t ❝❤❛❝✉♥ ❡st ❛❧♦rs tr❛✐té sé♣❛ré♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ✭♦✉ ♣❧✉s



✺✻ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ❙P▼❉
✭❙✐♥❣❧❡ Pr♦❣r❛♠ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❉❛t❛✮ ❡t ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ▼P▼❉ ✭▼✉❧t✐♣❧❡ Pr♦❣r❛♠ ▼✉❧t✐♣❧❡
❉❛t❛✮ ✉t✐❧✐sé ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❝♦✉♣❧❡r ❞❡s ❝♦❞❡s✳ ▲❡s ❝♦❞❡s ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ s♦♥t
très ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ❙P▼❉✱ ❝❛r ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛✐s à ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❡s ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❤♦♠♦❣è♥❡s✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s s✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳

▲❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ s❛✉❢ ❡♥ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭s♦♠♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦✉ ❞✉
♠❛①✐♠✉♠ s✉r t♦✉t ❧❡ rés❡❛✉✱ ✳✳✳✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ s✐ ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡st ré❣✉❧✐❡r✱ ❝❤❛q✉❡
❝♦❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛✐t❡r ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✬éq✉✐❧✐❜r❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛r❣❡✳

▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ é❧❡✈é❡ ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ très ❜♦♥
rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✉rt♦✉t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ❡♥
◗❈❉ s♦♥t ❞♦♥❝ très ❡①✐❣❡❛♥ts à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐ts à ✏♣❛r❛❧✲
❧é❧✐s♠❡ ❡♠❜❛rr❛ss❛♥t✑ ✭♦✉ ❣r♦s ❣r❛✐♥✮ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ② ❛ ♣❡✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❝❛s✱ ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❞❡ t②♣❡ ❣r✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é❡
♦✉ ❝❧✉st❡r s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s✳ ◆♦t♦♥s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞♦♥♥é❡✱ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥st❛❧✲
❧❛t✐♦♥ ✭❣r✐❧❧❡✱ ❝❧✉st❡r✮ s✐ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ s♦♥t
s✉✣s❛♥t❡s✳ ❈❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ s♦✐❡♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❛❝❝❡ss✐❜❧❡s ❞❡♣✉✐s ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞✳ ▲❛ s❝❛❧❛❜✐❧✐té ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té s♦♥t ❛❧♦rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ♣✉✐sq✉❡
❛✉❝✉♥ é❝❤❛♥❣❡ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ tr❛♥s❢éré❡✳

❙✐ ❧❡s é❝❤❛♥❣❡s ❡♥tr❡ ♥♦❡✉❞s ✈♦✐s✐♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t s❛ ♠é♠♦✐r❡ ✭♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❝❤❡✮✳ ❊♥
❡✛❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❛ï✈❡✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✈❡❝ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥✲
♥❡♠❡♥t ♣❛✐r✴✐♠♣❛✐r s✉r ✉♥ s✐t❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✸✷✵ ♦♣ér❛t✐♦♥s ✢♦tt❛♥t❡s
♣❛r s✐t❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ♦♥ ❞♦✐t ❝❤❛r❣❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✶✹✹✵ ♦❝t❡ts s✐ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡
❡♥ s✐♠♣❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♦✉ ✷✽✽✵ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳ ▲❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❞♦✐t êtr❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r ♦❝t❡t ❝❤❛r❣é✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r
❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❝❛❧❝✉❧ s✉r ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❡st ❞❡ r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❛✉ ✈♦❧ ❝❡rt❛✐♥s
é❧é♠❡♥ts ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s SU(3) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛②❛♥t s✉r ❞❡s ❛r✲
❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡st
❢❛✐❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

P♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♦✉ ❧✬✐♥✈❡rs✐♦♥ s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s rés❡❛✉①
❧✬❛❝❝ès à ❞❡s s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ♦♣t✐♠✐s❡r
❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞✉ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧✴❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ♣❡✉t t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡
s✉✐✈❛♥t ✿

✭✐✮ ❖♥ ❧❛♥❝❡ ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ❡♥tr❡ ❤❛❧♦s ❞❡s ♥♦❡✉❞s ✈♦✐s✐♥s

✭✐✐✮ ❙✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♥♦❡✉❞ q✉✐ ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❤❛❧♦

✭✐✐✐✮ ❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥tér✐❡✉r ✜♥✐✱ ♦♥ t❡st❡ s✐ ❧❡s tr❛♥s❢❡rts s♦♥t ✜♥✐s

✭✐✈✮ ❙✐ ♦✉✐✱ ❛❧♦rs ♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❙✐♥♦♥ ♦♥ ❛tt❡♥❞ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡s tr❛♥s❢❡rts
❡♥ t❡st❛♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ❧❡✉r ❛✈❛♥❝❡♠❡♥t✳



✶✷✳✷ ✲ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✺✼

✶✷✳✷ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡

✶✷✳✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

▲❡ ♣r♦❥❡t ❇❧✉❡●❡♥❡ ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ■❇▼✳ ❯♥ ❞❡s
❜✉ts ❞❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ét❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ r❡♣❧✐❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s✱ ❡t ❛✉ss✐
❞✬❡①♣❧♦r❡r ❧❛ ✈♦✐❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✉r ❞❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♠❛ss✐✈❡♠❡♥t ♣❛r❛❧✲
❧è❧❡s✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢✉t ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ◗❈❉❙P ❡t ◗❈❉❖❈
q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t été ❝♦♥str✉✐ts ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ sér✐❡ ❢✉t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡✴▲ ❞♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❛✐r❡ ❞é♣❛ss❛ ❡♥
s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✹✱ ❛✈❡❝ ✸✻✳✵✶ tér❛✢♦♣s✱ ❧❡ s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉r ❥❛♣♦♥❛✐s ❊❛rt❤ ❙✐♠✉❧❛t♦r✱ ❞❡✲
✈❡♥❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣✉✐ss❛♥t❡ ❞✉ ♠♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ♠❛❝❤✐♥❡ s✐t✉é❡ ❛✉ ▲❛✇r❡♥❝❡
▲✐✈❡r♠♦r❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜♦r❛t♦r② ❡st r❡sté❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❞✉ t♦♣✺✵✵ ❞❡ ♥♦✈❡♠❜r❡ ✷✵✵✹ à ❥✉✐♥
✷✵✵✽ ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ❢❛✐r❡ ❞é♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❤②❜r✐❞❡ ❘♦❛❞r✉♥♥❡r ❞❡ ■❇▼✳ ▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡
❣é♥ér❛t✐♦♥ s❡r❛ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴◗ q✉✐ ✈✐s❡ ✷✵ ♣ét❛✢♦♣s ♣✐❝ ❡♥ ✷✵✶✶✳

▲❛ sér✐❡ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴▲✳ ❆✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡
❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs✱ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❞❡✉① à q✉❛tr❡ ❝♦❡✉rs ♣❛r
♥♦❡✉❞✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✱ ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ r❛❝❦s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✶✵✷✹ ♥♦❡✉❞s s♦✐t ✹✵✾✻ ❝♦❡✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❝❤❛❝✉♥✳ ▲✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ❡st ♣❧✉tôt ❧❡ ❞❡♠✐✲r❛❝❦ ✭♦✉ ♠✐❞♣❧❛♥❡✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✺✶✷ ♥♦❡✉❞s✳
❈✬❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ t♦r❡ ✸❉
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✽①✽①✽ ♥♦❡✉❞s✳ ■❧ ❡①✐st❡ s✉r ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ✿
❙▼P✱ ❉❯❆▲✱ ❱◆✱ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❞❡ ❤②❜r✐❞❡ ❖♣❡♥▼P✴▼P■✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧✐sé ❧❡ ♠♦❞❡ ❱◆ q✉✐ ♦✛r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦❡✉rs ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥
♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ✺✶✷ ▼♦ ♣❛r ❝♦❡✉r ❝❡ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♥♦✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❡✉r ♥❡ tr❛✐t❛♥t
q✉✬✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦❞❡st❡✳ ▲❡ ♠❛♥✉❡❧ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ❡st ❧❡
❘❡❞❜♦♦❦ ❞✬■❇▼ ❬✷✼❪✳

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P s♦♥t

✶✳ ❯♥ très ❜♦♥ r❛♣♣♦rt ✢♦♣s ♣❛r ✇❛tt ❞û ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳

✷✳ ❯♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳

✸✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❝❛r ❝♦❡✉r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ♠é♠♦✐r❡ s♦♥t ✐♠♣❧❛♥tés s✉r ✉♥❡
♠ê♠❡ ❝❛rt❡✳

✹✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ❞é❜✐t✳

✺✳ ❯♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❣râ❝❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡
rés❡❛✉①✳ ❯♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞❡ t♦r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱
✉♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡t ✉♥ ❞é❞✐é ♣♦✉r ❧❡s ❡♥✲
tré❡s✴s♦rt✐❡s✳

✻✳ ❯♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❛❝❝r✉❡ ❝♦♠♣❛ré❡ ❛✉① ❝❧✉st❡rs ❞❡ P❈✳

❈❡❧❛ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳

▲♦rsq✉✬✉♥ ❥♦❜ ♣❛ss❡ ❡♥ ❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧❧♦✉❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❛♣♣❡❧é ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ✭❜♦♦t✮ ❧♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❛♣♣❡❧ à ♠♣✐r✉♥
❝❡ q✉✐ ♣r❡♥❞ ❞❡ ✸✵ s❡❝♦♥❞❡s à ✷ ♠✐♥✉t❡s ❡♥✈✐r♦♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥
❞és✐r❡ ❡♥❝❤❛î♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♣✐r✉♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❥♦❜ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥✈❡rs✐♦♥s ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❛❧♦rs ❧✬♦♣t✐♦♥ ✲♥♦❢r❡❡ ❞❡ ♠♣✐r✉♥ ❡st ✉t✐❧❡ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
s♦✐t ❛rrêté❡ à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♠♣✐r✉♥✱ ♣♦✉r êtr❡ ré✐♥✐t✐❛❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ ♠♣✐r✉♥ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❡ s②stè♠❡



✺✽ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

❋✐❣✳ ✶✺ ✕ ❋✐❣✉r❡ é❝❧❛té❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❇●✴P ❞❡ ❧✬■❉❘■❙✳

❞❡ ❜❛t❝❤ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡✉r ▲♦❛❞▲❡✈❡❧❡r✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❡♥✲têt❡ ❞❡ ❥♦❜
♣♦✉r ❇❧✉❡●❡♥❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ ✸✶✳

▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ t❤é♦r✐q✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r PP❈✹✺✵ q✉✐ éq✉✐♣❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P
❡st ❞❡ ✸✳✹ ●❋❧♦♣s ❝❛r ♦♥ ❛ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ✹ ♦♣ér❛t✐♦♥s ✢♦tt❛♥t❡s ♣❛r ❝②❝❧❡ ❡t ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ✽✺✵ ▼❍③✳ ▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❞✉
❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✺✹✵ ▼❋❧♦♣s s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✶✻ ✪ ❞✉ ♣✐❝✳ ❈✬❡st ✉♥❡ très ❜♦♥♥❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳

✶✷✳✷✳✷ P❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s

▲❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭♠❛♣♣✐♥❣✮ ❝♦rr❡❝t ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ▼P■ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s
♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❆ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ♦♥ ❝ré❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♠♠✉✲
♥✐❝❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ▼P■❴❈❖▼▼❴❲❖❘▲❉✱ ✉♥❡ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ à ✶✱✷✱✸ ♦✉ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳
❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✉r ❇❧✉❡●❡♥❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ t♦✉❥♦✉rs ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳
▲✬♦♣t✐♦♥ ✲♠❛♣✜❧❡ ❞❡ ♠♣✐r✉♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s♣é❝✐✜❡r très ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❡♥❞r♦✐t ♦ù ❝❤❛q✉❡
♣r♦❝❡ss✉s ❞♦✐t s❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡✳ P♦✉r ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ♥✬♦♥t ♥✐ s✐t❡s✱ ♥✐ ❞✐r❡❝t✐♦♥s
♣r✐✈✐❧é❣✐és✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧❡ ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ❝❡tt❡ ♦♣t✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❛ s✬❛rr❛♥❣❡r ♣♦✉r
❡✛❡❝t✉❡r ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ré❛❧✐s❡ ✉♥ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
❝❡tt❡ ❣r✐❧❧❡ s♦✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭à ❞❡s r♦t❛t✐♦♥s ♣rès✮ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✈❛
❛❧❧♦✉❡r ♣♦✉r ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❙✐♥♦♥ ❧❡ r✐sq✉❡ ❡st ❞❡ ✈♦✐r ❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs q✉✐ s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s
❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡✱ ❞♦♥❝ q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❡♥tr❡ ❡✉①✱ s❡ r❡tr♦✉✈❡r ♣❤②s✐q✉❡♠❡♥t
❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ é❧♦✐❣♥és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t ♣❛ss❡r



✶✷✳✷ ✲ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✺✾

❋✐❣✳ ✶✻ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❝♦♥♥❡①✐♦♥ t♦r✐q✉❡✳

♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ❧✐❡♥s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦✈♦q✉❡ ✉♥❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉ très
♣é♥❛❧✐s❛♥t❡✳

▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ ❡st s♣é❝✐✜é❡ ❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❝♦❞❡
❛✈❡❝ ◆r❳Pr♦❝s✱ ◆r❨Pr♦❝s ❡t ◆r❩Pr♦❝s✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞é❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs
s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s à
❧✬■❉❘■❙ s❡ s❡r✈✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ▲♦❛❞▲❡✈❡❧❡r ✏❜❣❴s❤❛♣❡✑ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❤♦✐① ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ✻✹✱ ✶✷✽✱
✷✺✻✱ ✺✶✷✱ ✶✵✷✹✱ ✷✵✹✽✱ ✹✵✾✻✱ ✻✶✹✹✱ ✽✶✾✷ ♦✉ ✶✵✷✹✵✳

▼❛✐s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡st ❛❧❧♦✉é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❝❝é❞❡r à s❛ ❢♦r♠❡ ✈✐❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
▲♦❛❞▲❡✈❡❧❡r ▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊✳ ❊❧❧❡ ❞é❝r✐t ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❞❡♠✐✲r❛❝❦✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊ ❂ ✶①✷①✶ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✶ ❞❡♠✐✲r❛❝❦ s❡❧♦♥ ❧❛
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❳ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✷ ❞❡♠✐✲r❛❝❦ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❨ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ✶ ❞❡♠✐✲r❛❝❦
s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❩ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳

❱♦✐❝✐ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦ù ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛
♣✉ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✉r ✹ r❛❝❦s



✻✵ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊ ❂ ✷①✷①✷
❲❡❞ ❏✉♥ ✹ ✶✺ ✿✷✶ ✿✶✹ ❈❊❙❚ ✷✵✵✽
❈r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❢♦r ❛ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s❛t✐♦♥ ✿
✶✻ ① ✶✻ ① ✶✻ ① ✹
✭✳✳✳✮
Pr♦❝❡ss ✸✻✽✸ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ♦♥ ❘❛♥❦ ✸✻✽✸ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ❁✶✹✱✻✱✸✱✵❃ ❘✶✵✲▼✶✲◆✶✸✲❏✶✽ ✿ ❝❛rt❴✐❞ ✸✺✶✷✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭✸ ✻ ✶✹ ✵✮
Pr♦❝❡ss ✸✻✻✼ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ♦♥ ❘❛♥❦ ✸✻✻✼ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ❁✶✹✱✺✱✸✱✵❃ ❘✶✵✲▼✶✲◆✶✸✲❏✶✼ ✿ ❝❛rt❴✐❞ ✸✹✹✽✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭✸ ✺ ✶✹ ✵✮

✭✳✳✳✮

✭✺✸✺ ▼✢♦♣s ❬✻✹ ❜✐t ❛r✐t❤♠❡t✐❝❪✮ ✭P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✮

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛
✭✻✹✷ ▼✢♦♣s ❬✻✹ ❜✐t ❛r✐t❤♠❡t✐❝❪✮ ✭P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r s❛♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ✽✷✾✹✹ ❇②t❡
❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✺✾✵✳✷✷ ✰ ✺✾✵✳✷✷ ▼❇✴s❡❝

▲❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❡♥tr❡ ❝❤❡✈r♦♥s
❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ❁❳✱❨✱❩✱❚❃✳ ❚ ❡st ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ ♥♦❡✉❞✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❝❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❛♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡
s♦♥t ❢♦✉r♥✐❡s ♣❛r ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❛✈❡❝ ❧✬♦r❞r❡ ✭t ① ② ③✮✳ P♦✉r ✈ér✐✜❡r
q✉❡ ❧❡ ♠❛♣♣✐♥❣ ❡st ❝♦rr❡❝t ✐❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❛
❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❡s
♣r♦❝❡ss✉s ✸✻✽✸ ❡t ✸✻✻✼ q✉✐ s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❝❛rtés✐❡♥♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ①✱ ❡t
✈♦✐s✐♥s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❨✳

❊t ✈♦✐❧à ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦ù ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t
♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t s✉r ✹ r❛❝❦s ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
◆r❳Pr♦❝s✱ ◆r❨Pr♦❝s ❡t ◆r❩Pr♦❝s ❝❤♦✐s✐❡s✳

▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊ ❂ ✷①✷①✷
❲❡❞ ❏✉♥ ✹ ✶✶ ✿✶✼ ✿✹✺ ❈❊❙❚ ✷✵✵✽
❈r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛rt❡s✐❛♥ ❣r✐❞ ❢♦r ❛ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧✐s❛t✐♦♥ ✿
✸✷ ① ✶✻ ① ✽ ① ✹
✭✳✳✳✮
Pr♦❝❡ss ✾✸✼✷ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ♦♥ ❘❛♥❦ ✾✸✼✷ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ❁✶✷✱✾✱✹✱✷❃ ❘✸✶✲▼✵✲◆✵✻✲❏✷✷ ✿ ❝❛rt❴✐❞ ✾✸✼✷✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭✶✽ ✹ ✼ ✵✮
Pr♦❝❡ss ✾✽✽✹ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ♦♥ ❘❛♥❦ ✾✽✽✹ ♦❢ ✶✻✸✽✹ ❁✶✷✱✾✱✻✱✷❃ ❘✸✶✲▼✵✲◆✵✼✲❏✷✷ ✿ ❝❛rt❴✐❞ ✾✽✽✹✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
✭✶✾ ✹ ✼ ✵✮

✭✳✳✳✮

✭✹✷✸ ▼✢♦♣s ❬✻✹ ❜✐t ❛r✐t❤♠❡t✐❝❪✮ ✭P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✮

❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡❞ ♦✛
✭✻✹✹ ▼✢♦♣s ❬✻✹ ❜✐t ❛r✐t❤♠❡t✐❝❪✮ ✭P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦❡✉r s❛♥s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✮

❚❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❛❣❡ ✐s ✼✷✺✼✻ ❇②t❡
❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✷✵✵✳✷✵ ✰ ✷✵✵✳✷✵ ▼❇✴s❡❝

❖♥ ♥♦t❡ ✉♥❡ ❝❤✉t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛ss❛♥t❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦❡✉❞s✱ ❡t ❧❛ ré♣❡r❝✉t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s q✉✐ ♣❛ss❡ ❞❡
✺✸✺ à ✹✷✸ ▼✢♦♣s✳ ▲❡s ♣r♦❝❡ss✉s ✾✸✼✷ ❡t ✾✽✽✹ q✉✐ s♦♥t ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t ♥❡ ❧❡



✶✷✳✷ ✲ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✻✶

s♦♥t ♣❧✉s ❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❩✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♠❛✉✈❛✐s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❈❡t
❡✛❡t ♣❡✉t ♠ê♠❡ êtr❡ ♣❧✉s ❝❛t❛str♦♣❤✐q✉❡✳

❘✐❡♥ ♥✬✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦❡✉❞s ❞♦♥♥é ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❧❧♦✉❡r❛ t♦✉❥♦✉rs
✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❝♦♥s❡✐❧❧é ❞❡ ♠❡ttr❡ ✉♥ t❡st ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❥♦❜ ♣♦✉r
♠♦❞✐✜❡r é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ◆r❳Pr♦❝s✱ ◆r❨Pr♦❝s ❡t ◆r❩Pr♦❝s✳

✶✷✳✷✳✸ ❙❝❛❧❛❜✐❧✐té

▲❛ s❝❛❧❛❜✐❧✐té ♦✉ ❧✬❡①t❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡st s❛ ❝❛♣❛❝✐té à s✬❡①é❝✉t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❊❧❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ét✉❞✐❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❞❡ ❡st str✉❝t✉ré ❡t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡✳
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦✉r❛♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ à ♣r♦♣♦s ❞❡
❧❛ s❝❛❧❛❜✐❧✐té✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡s✉r❡r ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❡st ❧❡ ✇❡❛❦ s❝❛❧✐♥❣ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❣❛r❞❡r ✜①❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r
❡t à ♠❡s✉r❡r ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳

❆ ♣❛rt✐r ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ T (n) ♣♦✉r n ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❡t ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ Tref
♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r nref ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ A(n) ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té E(n) ♣♦✉r
✉♥ t❡st ❞❡ t②♣❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r

A(n) =
Tref
T (n)

E(n) = A(n)
nref
n

❡t ♣♦✉r ✉♥ t❡st ❞❡ t②♣❡ ✇❡❛❦ s❝❛❧✐♥❣ ♣❛r

A(n) =
n

nref

Tref
T (n)

E(n) =
Tref
T (n)

❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ❧✬✐❞é❛❧ ❡st ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✉♥✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♠❡s✉r❡r
❧❡ t❡♠♣s ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦✉t❡♥✉❡ t♦t❛❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✢♦tt❛♥t❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡s✳

❙✐ ❧❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❛❧♦rs à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ♣❛r ✷✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✐✈✐sé ♣❛r ✷ ♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❡st ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ✷✳ ■❧ ❛rr✐✈❡ q✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ s♦✐t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡ ♣❛r ♣❧✉s q✉❡
✷ s✐ ❞❡s ❡✛❡ts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❝❛❝❤❡s ♠é♠♦✐r❡s ❡♥tr❡♥t ❡♥ ❥❡✉✳ P♦✉r ❧❛ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉
❧❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧é ♣❛r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉✬✉♥
♣r♦❝❡ss❡✉r ❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❡t ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s à tr❛♥s♠❡ttr❡✳ ❈❡ r❛♣♣♦rt✱ q✉✐ ❡st ♦♣t✐♠❛❧
♣♦✉r ✉♥ ❤②♣❡r❝✉❜❡ ré❣✉❧✐❡r✱ ✜♥✐t ♣❛r ❞✐♠✐♥✉❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶✼
✐❧❧✉str❡ ❧❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤♠❝❴t♠ ❞✉ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✶✽
❡t ✶✾ ♠♦♥tr❡♥t ❧✬❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦✉❥♦✉rs
❧♦rs ❞✬✉♥ t❡st ❞❡ str♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣✳

▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ s♦♥t ♣❧✉tôt ❞✉ t②♣❡ ✇❡❛❦ s❝❛❧✐♥❣✳ ❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
à ❧❛ ❢♦✐s à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡t à ❣❛r❞❡r



✻✷ ▲❡s ♠❛❝❤✐♥❡s

256 512 1024 2048 4096
Nombre de processeurs

1000

10000

T
em

ps
 d

e 
ca

lc
ul

 (
en

 s
ec

on
de

s)
 p

ou
r 

1 
tr

aj
ec

to
ire

Ensemble tlSym_b3.90_L32T64_k0.160856_mu0.003

Scaling test HMC code
(Blue Gene P IDRIS)

❋✐❣✳ ✶✼ ✕ ❙tr♦♥❣ s❝❛❧✐♥❣ ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤♠❝❴t♠✳

✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣❤②s✐q✉❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✳ ❈❡❧❛ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥✳ ▲❡s rés❡❛✉① ❡♥
t♦r❡ ❡t ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ✉♥❡ ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r
rés❡❛✉ ❥✉sq✉✬❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ s❛♥s ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳



✶✷✳✷ ✲ ▲✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❇❧✉❡●❡♥❡ ✻✸
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Benchmark tmLQCD (réseau global 48
3
 x 96)

(Blue Gene/P IDRIS)

❋✐❣✳ ✶✽ ✕ ❆❝❝é❧ér❛t✐♦♥ ✭s♣❡❡❞✲✉♣✮ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳
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Benchmark tmLQCD (réseau global 48
3
 x 96)

(Blue Gene/P IDRIS)

(Découpage du réseau différent pour les cas 256 et 512)

❋✐❣✳ ✶✾ ✕ ❊✣❝❛❝✐té ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳



✻✺

❙✐①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✸ Nf = 2 ✻✻

✶✸✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✶✸✳✷ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✶✸✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✶✹ Nf = 2 + 1 + 1 ✼✷

✶✹✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ P❍▼❈ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✶✹✳✷ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✶✹✳✸ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻

✶✹✳✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✼

✶✹✳✺ ❙❡❝t❡✉r ❧é❣❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✶✹✳✻ ❙❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷



✻✻ Nf = 2

▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡♥ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳
❊❧❧❡ s❡r❛ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✱ ♣✉✐s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥s ❡t ❡♥✲
✜♥ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs✳ ❈❡s ❞✐✈❡rs❡s ét❛♣❡s ✈♦♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s
❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ à ❧❛ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉s❡✳ ▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞♦✐t
♦❜❧✐❣❛t♦✐r❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐r❡ s✉r ❞❡s s✉♣❡r❝❛❧❝✉❧❛t❡✉rs✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs q✉✐
♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ tér❛♦❝t❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡t ❞♦✐t s❡
❢❛✐r❡ s✉r ❞❡ ❣r♦ss❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♣♦✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s✳

❆✉ ♠♦♠❡♥t ♦ù ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥❝é ✜♥ ✷✵✵✻✱ ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s
❡♥ ❋r❛♥❝❡ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ Nf = 2✳ ▲❡s
❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❆♣❡◆❊❳❚ ❢r❛♥ç❛✐s❡s s♦♥t ❛rr✐✈é❡s ❛ss❡③ t❛r❞ ❡t ❧❡✉r ♣✉✐ss❛♥❝❡ ét❛✐t ❞❡
t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥ tr♦♣ ♠♦❞❡st❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐
❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Nf = 2 ♦♥t été ♣r♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❛❧❧❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼✳ ▲❛ ♠✐s❡ ❡♥ s❡r✈✐❝❡ ♠✐✲✷✵✵✽ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P à ❧✬■❉❘■❙
❛ ❝❤❛♥❣é ❧❛ ❞♦♥♥❡ ❡t ❛ ♣❡r♠✐s à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❢r❛♥ç❛✐s❡ ❞❡ ❞❡✈❡♥✐r ❧✬❛❝t❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ❯♥ ❡✛♦rt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛ été ❝♦♥s❛❝ré à ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 + 1 + 1 ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛tr❡ q✉❛r❦s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ✉✱ ❞✱ s ❡t ❝ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Nf = 2
♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β = 4.2 ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à a ≃ 0.056 ❢♠ ❛✜♥ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ✺✵ ✵✵✵ ✵✵✵ ❞✬❤❡✉r❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ♦♥t été ❝♦♥s♦♠✲
♠é❡s s✉r ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ❡♥ ✷✵✵✽✳ ❊♥ ✷✵✵✾✱ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✶✷✵ ✵✵✵ ✵✵✵ ❞✬❤❡✉r❡s✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és à ❧✬■❉❘■❙✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦❧❧❡❝tés ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥s ✶✹✳✺ ❡t ✶✹✳✻✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ❡♥tr❡ Nf = 2 ❡t Nf = 2+1+1 s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥
❞❡ ❥❛✉❣❡ ✉t✐❧✐sé❡✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 + 1 + 1 ❛ été ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠✲
♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ à ✉♥ st❛❞❡
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡
♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Nf = 2✳

✶✸ Nf = 2

▲♦rs ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞é❣é♥érés✱ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❥❛✉❣❡ ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ β ❞♦♥❝ ♣♦✉r tr♦✐s ♠❛✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✈❛✐❡♥t été
♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ❧❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❛♣♣❛r✉❡s à β = 3.8 ♥❡
♣❡r♠❡tt❛✐❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❞✉ κ ❝r✐t✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ♥✬♦♥t s❡r✈✐ q✉❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❧❛ ❝♦❤ér❡♥❝❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①tr❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s
❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs β = 3.9, β = 4.05✱ ❡t ♥✬♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❛s été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❢❛✐r❡
❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ♣❛s ❞❡ rés❡❛✉ ❞✐✛ér❡♥ts ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✲
trô❧❡r ✜♥❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡
♣♦✉r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à β = 4.2✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ a ≃ 0.056 ❢♠✳
❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡ ♣✐♦♥ ❛✉① ❛❧❡♥t♦✉rs ❞❡ ✸✵✵ ▼❡❱ t♦✉t ❡♥ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t mπL > 3.5✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❢❛✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s rés❡❛✉① ❛✈❡❝ ▲❂✹✽



✻✼

◆♦♠ ▲ ❚ aµ κ ❚❡♠♣s ♠♦②❡♥✴tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✭❡♥ s✮ ❘❛❝❦s ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s t❤❡r♠❛❧✐sé❡s

Nf = 2✱ β = 4.20
✷✹ ✹✽ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✹✵✼✸ ≃ 216 ✵✳✺ ≃ 5700
✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✻✺ ✵✳✶✺✹✵✼✸ ≃ 323 ✶ ≃ 5700
✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✹✵✼✾ ≃ 1617 ✷ ≃ 2000
✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✹✵✼✸ ≃ 1503 ✷ ≃ 4700

Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19
A1 ✷✹ ✹✽ ✵✳✵✶✵ ✵✳✶✻✸✷✺✺ ≃ 343 ✵✳✺ ≃ 5000
A2 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✸ ✵✳✶✻✸✷✼✷ ≃ 1045 ✶ ≃ 5400
A3 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✹ ✵✳✶✻✸✷✼✵ ≃ 976 ✶ ≃ 5000
A4 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✺ ✵✳✶✻✸✷✻✼ ≃ 855 ✶ ≃ 5000

Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17
B1 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✶✻✶✷✹✷ ≃ 972 ✶ ≃ 5800
B2 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✶✻✶✷✹✵ ≃ 866 ✶ ≃ 5200
B3 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✺✺ ✵✳✶✻✶✷✸✻ ≃ 769 ✶ ≃ 5600
B4 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✼✺ ✵✳✶✻✶✷✸✷ ≃ 777 ✶ ≃ 5600

Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 2.00✱ aµσ = 0.13 ❡t aµδ = 0.16
C1 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✶✺✾✸✺ ≃ 874 ✶ ≃ 500
C2 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✶✺✾✺✵ ≃ 944 ✶ ≃ 1500
C3 ✸✷ ✻✹ ✵✳✵✵✷✺ ✵✳✶✺✾✹✸ ≃ 956 ✶ ≃ 1000

Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 2.10✱ aµσ = 0.12 ❡t aµδ = 0.135
D1 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✻✵ ≃ 2585 ✷ ≃ 130
D2 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✼✺ ≃ 2493 ✷ ≃ 200
D3 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✻✸✺ ≃ 2934 ✷ ≃ 150

Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 2.10✱ aµσ = 0.12 ❡t aµδ = 0.1385
D4 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✻✸✼ ≃ 3270 ✷ ≃ 400
D5 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✻✸✺✼ ≃ 2993 ✷ ≃ 300
D6 ✹✽ ✾✻ ✵✳✵✵✸ ✵✳✶✺✻✸✺✺ ≃ 3287 ✷ ≃ 450

❚❛❜✳ ✶ ✕ ❚❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2 ❡t Nf = 2 + 1 + 1✳



✻✽ Nf = 2

❡t ❚❂✾✻✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❧✬■❉❘■❙ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢❛✐r❡✳

✶✸✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❍▼❈

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à β = 4.2 ❛ ❞é❜✉té ♣♦✉r aµ = 0.002 ❡t κ = 0.154079✳ ❈❡s
✈❛❧❡✉rs ♦♥t été ❡①tr❛♣♦❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡❧❧❡s ❢❛✐t❡s ❛✉① ❛✉tr❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ β✳ ■❧ ❛ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❢❛❧❧✉ ré❣❧❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ ♠❛ss❡s ❞❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s ❡t ❧❡s ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥
t❡♠♣s ♣❛r tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✼✵✪ ♦✉ ♣❧✉s✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✷ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡t ❛❥✉st❡♠❡♥t ❛ été ré❛❧✐sé✳ ❈❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡①tr❛✐t❡s ❞✉ ✜❝❤✐❡r ♦✉t♣✉t✳❞❛t❛ ♣r♦❞✉✐t ❞✉r❛♥t ❧❡ r✉♥✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s✱ ❞♦♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❛ été ❧✐♠✐té à q✉❛tr❡ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ∆E q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❛❝❝❡♣✲
t❛♥❝❡✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥✈❡rs❡✉r ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥ ❝✉♠✉❧é❡s s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ▲❛ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝❡♣té❡✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡st ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✳

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ N1✱N2✱N3 ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣♦✉r
❧❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✱ ♦♥ é❝r✐t

N1 = p1 N2 = p2N1 N3 = p3N2

❡t p1, p2, p3 s♦♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s aµ1, aµ2, aµ3✱ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❥✉st❛✲
❜❧❡s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ aµ1 = 0.000616292 ❡st r❡sté❡ ✐♥❝❤❛♥❣é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡
❞❡ ré❣❧❛❣❡✳

▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s aµ2, aµ3 ❡①✐st❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❤♠❝❴t♠✱
q✉❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s p1, p2, p3 ❡❧❧❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉✱ ■♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉✷ ❡t ■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉✸✳

✕ ▲✬ét❛♣❡ ✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ré❣❧❛❣❡s ❞é❞✉✐ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ P♦✉r q✉❡
❧❡ ♣ré❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ré❛❧✐sé à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✷ ❡t ✸✮
s♦✐t ❡✣❝❛❝❡ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥✉st❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t❡❧❧❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s
❛❥♦✉té❡s ♣❛r ❧❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s ✷ ❡t ✸ s♦✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥
✶✳

✕ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ✶ ♦♥ ❛ ❝❤❛♥❣é aµ2 = 0.006 → 0.004 ❞✬♦ù ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ IterPF2

❝❛r ♦♥ ❛ ❞é❣r❛❞é ❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥ ✷✳
✕ ❆ ❧✬ét❛♣❡ ✷ ♦♥ ❛ ❞✐♠✐♥✉é p3 = 4 → 2 ❞✬♦ù ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✷ ❞❡
IterPF3✳

✕ ▲❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t aµ3 = 0.015 → 0.6 ❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ✸ ❡st ♠❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t ❡①❝❡ss✐❢ ❝❛r ∆E
❡st ❞❡✈❡♥✉ é♥♦r♠❡ ❝❡ q✉✐ ❞étr✉✐t ❧❡ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡✱ r❡♥❞❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ s✉r IterPF3

✐❧❧✉s♦✐r❡✳
✕ ❆ ❧✬ét❛♣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✹✮ ♦♥ ❝❤♦✐s✐ ♣❧✉tôt aµ3 = 0.1 ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ∆E ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡
❡t ❞✐♠✐♥✉❡r IterPF3 ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥séq✉❡♥t❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❛❧♦rs ✉♥ ❜♦♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❞❡s tr♦✐s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s✳

✕ ❆ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ✭✺✮ ♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ p1 = 8 → 6 ❝❡ q✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛✲
t✐♦♥s ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣s❡✉❞♦❢❡r♠✐♦♥s ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣❛❣♥❡r ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s
s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳



✶✸✳✶ ✲ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❍▼❈ ✻✾

∆E IterPF3 IterPF2 IterPF1 ❆❝❝❡♣t ❄ ❚❡♠♣s

➱t❛♣❡ ✵ ✿ p1 = 8, p2 = 2, p3 = 4, aµ2 = 0.006, aµ3 = 0.015
✲✵✳✵✻✸✻✾✵✾✵✾✼✹✸ ✶✷✾✶✶✵ ✸✺✻✼✷ ✻✹✶✷✹ ✶ ✷✳✷✹✽✻✶✼❡✰✵✸
✲✵✳✽✹✵✺✸✼✼✽✹✾✾✸ ✶✷✽✾✻✼ ✸✺✽✵✹ ✻✸✾✼✸ ✶ ✷✳✷✹✺✽✵✾❡✰✵✸
✵✳✾✽✸✻✶✵✺✾✷✼✽✷ ✶✷✽✾✶✸ ✸✺✻✼✾ ✻✹✻✾✷ ✶ ✷✳✷✹✾✽✹✾❡✰✵✸
✲✵✳✵✻✻✻✺✷✺✶✶✵✻✵ ✶✷✾✶✹✾ ✸✺✽✽✼ ✻✹✼✵✻ ✶ ✷✳✷✺✶✾✶✼❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✶ ✿ p1 = 8, p2 = 2, p3 = 4, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.015
✲✵✳✶✹✼✾✸✼✹✽✷✺✾✻ ✶✷✾✵✾✶ ✺✵✻✺✹ ✻✸✻✻✼ ✶ ✷✳✸✸✼✵✾✷❡✰✵✸
✵✳✵✽✻✵✻✻✾✹✹✽✾✽ ✶✷✽✽✶✷ ✺✵✻✻✼ ✻✸✼✾✽ ✶ ✷✳✸✸✻✽✵✽❡✰✵✸
✲✵✳✸✷✶✻✽✸✷✶✻✵✾✻ ✶✷✾✷✻✸ ✺✵✹✽✶ ✻✷✾✼✽ ✶ ✷✳✸✸✷✺✶✵❡✰✵✸
✵✳✵✾✶✹✻✺✾✵✺✸✵✾ ✶✷✾✶✼✸ ✺✵✺✷✸ ✻✸✶✶✷ ✶ ✷✳✸✸✸✾✾✹❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✷ ✿ p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.015
✲✵✳✸✷✺✽✾✾✼✵✻✼✽✶ ✻✹✺✽✶ ✺✵✺✵✸ ✻✹✸✽✼ ✶ ✶✳✽✽✹✽✶✽❡✰✵✸
✵✳✶✸✷✷✵✾✷✻✻✼✷✷ ✻✹✻✾✾ ✺✵✺✸✺ ✻✹✸✵✸ ✶ ✶✳✽✽✺✷✶✼❡✰✵✸
✲✵✳✵✶✻✵✺✶✸✻✻✾✷✺ ✻✹✻✷✺ ✺✵✹✶✻ ✻✸✾✷✷ ✶ ✶✳✽✽✷✹✵✼❡✰✵✸
✲✵✳✶✸✷✹✽✸✾✻✽✶✸✾ ✻✹✼✸✷ ✺✵✺✸✹ ✻✸✼✻✾ ✶ ✶✳✽✽✷✺✷✼❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✸ ✿ p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.6
✶✾✶✾✷✼✷✷✻✽✻✳✻✺✵ ✸✹✺✺ ✸✺✷✻✺ ✸✵✵✾✵ ✵ ✶✳✶✻✽✻✾✽❡✰✵✸
✷✼✶✼✽✹✹✽✺✺✻✳✶✺✾ ✸✹✺✵ ✸✼✽✹✸ ✸✸✶✼✼ ✵ ✶✳✷✵✵✷✾✺❡✰✵✸
✷✻✾✾✶✻✺✾✺✶✹✳✻✾✹ ✸✹✹✽ ✸✽✼✻✸ ✸✸✽✷✶ ✵ ✶✳✷✵✾✶✽✷❡✰✵✸
✷✻✷✹✶✼✷✵✾✵✷✳✵✾✻ ✸✹✸✽ ✹✹✸✽✺ ✸✽✹✹✼ ✵ ✶✳✷✻✼✶✸✸❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✹ ✿ p1 = 8, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.1
✵✳✷✼✹✵✽✷✺✺✸✸✽✼ ✶✷✽✺✵ ✺✵✹✸✾ ✻✹✵✷✶ ✶ ✶✳✺✽✶✹✷✵❡✰✵✸
✵✳✷✻✶✾✶✹✸✺✶✺✽✸ ✶✷✽✸✹ ✺✵✺✹✸ ✻✹✹✾✺ ✶ ✶✳✺✽✹✾✺✻❡✰✵✸
✵✳✺✵✺✷✻✺✽✹✽✸✸✽ ✶✷✽✵✸ ✺✵✻✾✼ ✻✹✶✶✾ ✵ ✶✳✺✽✸✾✽✶❡✰✵✸
✵✳✶✽✾✺✽✷✹✼✸✵✹✵ ✶✷✽✺✵ ✺✵✽✸✶ ✻✹✶✹✵ ✶ ✶✳✺✽✺✾✶✻❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✺ ✿ p1 = 6, p2 = 2, p3 = 2, aµ2 = 0.004, aµ3 = 0.1
✲✵✳✽✷✼✶✾✽✺✾✶✽✷✽ ✾✻✸✺ ✸✽✵✷✾ ✹✾✵✹✽ ✶ ✶✳✸✽✽✻✼✺❡✰✵✸
✲✵✳✸✼✸✶✷✵✵✼✺✹✻✹ ✾✻✺✵ ✸✽✵✼✸ ✹✽✼✶✵ ✶ ✶✳✸✽✹✻✷✺❡✰✵✸
✵✳✶✷✷✷✼✼✼✹✶✶✸✹ ✾✻✺✵ ✸✽✵✶✵ ✹✽✾✹✾ ✶ ✶✳✸✽✺✼✷✼❡✰✵✸
✲✵✳✸✺✷✹✻✽✺✷✻✸✻✹ ✾✻✹✻ ✸✽✶✷✵ ✹✽✹✶✾ ✶ ✶✳✸✽✸✶✹✽❡✰✵✸

❚❛❜✳ ✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈✳



✼✵ Nf = 2

aµ κ amπ afPS amPCAC ◆♠❡❛s r0/a

483 × 96
✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✹✵✼✸ ✵✳✵✼✹✵✭✸✮ ✵✳✵✸✾✽✭✷✮ ✵✳✵✵✵✵✻✭✻✮ ✹✸✶ ✽✳✷✾✺✭✹✺✮
✵✳✵✵✷ ✵✳✶✺✹✵✼✸ ✵✳✵✼✸✹✭✶✷✮ ✵✳✵✹✵✶✭✹✮ ✵✳✵✵✵✵✻✭✻✮ ✸✶✺✵

323 × 64
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❚❛❜✳ ✸ ✕ ◗✉❛♥t✐tés ❞✐✈❡rs❡s ♠❡s✉ré❡s à β = 4.2✳ ▲❛ ✷è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛✉
✈♦❧✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ fPS =

√
2fπ✳

❖♥ ✈♦✐t q✉✬❛✈❡❝ ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ♦♥ ❛ ❣❛❣♥é ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ≃ 2 s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t ✉♥ ❜♦♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ q✉✐ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
❡st ❞❡ ✼✷✳✺✪✳

✶✸✳✷ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ

❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛❥✉st❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ κ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r mPCAC ✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❛✉ ✈♦❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs
♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡✲♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❛①✐❛❧✲♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞❡mPCAC ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ r✉♥✳ ❆♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ t❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♠❡s✉r❡s
♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ mPCAC ét❛✐t ❢❛✐❜❧❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡✳ ■❧ ❛ ❛❧♦rs été ❞é❝✐❞é✱ t♦✉t ❡♥ ❧❛✐ss❛♥t
s❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡ r✉♥ à ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ✱ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s
❛✈❡❝ ✉♥ κ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t κ = 0.154073✳ ❆♣rès ✉♥❡ t❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ très ❝♦✉rt❡ ❝❛r
♥♦✉s ❛✈✐♦♥s r❡♣r✐s ✉♥❡ ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r κ = 0.154079✱ ❧❡s
♣r❡♠✐èr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mPCAC ♦♥t été t♦✉❥♦✉rs ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ③ér♦ ♠❛✐s ♣♦s✐t✐✈❡s✳ P❡♥❞❛♥t ❝❡
t❡♠♣s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mPCAC ♣♦✉r ❧❡ r✉♥ ❛✈❡❝ κ = 0.154079 ❛ ❝❤❛♥❣é ❞❡ s✐❣♥❡ ♣♦✉r ❞❡✈❡♥✐r
♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❡ r✉♥ ❛✈❡❝ κ = 0.154073 ❛ ❧✉✐ ❛✉ss✐ été ♠❛rq✉é ♣❛r ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ s✐❣♥❡
❞❡ mPCAC ✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛ été q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ κ s✉r mPCAC ét❛✐t
❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s st❛t✐st✐q✉❡s✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛ été ❢❛✐t ❛✈❡❝
κ = 0.154073✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é♠❛rré ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❧♦✉r❞❡ aµ =
0.0065 ♣♦✉r ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉
q✉✐ ♥✬❛ été q✉❡ ❞❡ 323 × 64 ♣♦✉r ❝❡tt❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠❛ss❡ P❈❆❈ ♠❡s✉ré❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t
❡st ♣❧✉s é❧❡✈é❡ q✉✬à aµ = 0.002 ♠❛✐s r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à aµ/10✳

❙✉✐✈❛♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r Nf = 2 ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s❡r✈é ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ κ ❝r✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ ❝r✐t✐q✉❡ ♥❡
❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡ β✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ♣rés❡r✈❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ O(a) ❡t ❣❛r❞❡
❧❡s ❡rr❡✉rs ❡♥ O(a2) ♣❡t✐t❡s ❬✷✵✱ ✹✽❪✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ sér✐❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ été ♣r♦❞✉✐t❡ s✉r ✉♥ ♣❡t✐t ✈♦❧✉♠❡ ♣❤②s✐q✉❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 243 × 48 ❛✈❡❝ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❡s ✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ s❛♥s ❛✈♦✐r à ✉t✐❧✐s❡r ❞❡ ❣r♦s rés❡❛✉① s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
✐♥✈❡rs✐♦♥s s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s✳

❉❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r β = 4.2 s♦♥t r❡❣r♦✉♣és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✸✳



✶✸✳✸ ✲ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 ✼✶

〈P 〉

MC traj.

5000450040003500300025002000150010005000
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0.6182

0.61815

0.6181

❋✐❣✳ ✷✵ ✕ ❍✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ♣♦✉r β = 4.2✱ L = 48 ❡t aµ = 0.002✳

❉❛♥s ❝❡ t❛❜❧❡❛✉✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ✭❝❤❛r❣é✮ s❡r❛ ♥♦té❡
✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t mπ ♦✉ mPS✳ ▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♥♦té❡ fPS ❡st ♣❛r ❝♦♥tr❡
r❡❧✐é❡ à fπ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ fPS =

√
2fπ✳ ▲❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ µ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t

♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ t❡♥t❡r ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ♣♦✉r
❝❡❧❛ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛ss❡ µ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ✵✳✵✵✷
❡t ✵✳✵✵✻✺✳ ❈❡❧❛ ♥✬❛ ♣❛s été ❢❛✐t ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❝❛r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♦♥t été
❝♦♥❝❡♥tré❡s s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1✳

❆ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥ ✜①é❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ✉♥❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à β = 4.2✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ s❡r❛ ♠♦♥tré à
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✾✳

✶✸✳✸ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2

P♦✉r ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à β = 4.2✱ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ♥❡
♣rés❡♥t❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t s❡ ✈♦✐r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡t ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✷✾✮✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✶ ♠♦♥tr❡ ❧✬❤✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ s✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❤❡r♠❛❧✐sé❡s
❞✬✉♥ r✉♥ à β = 4.2✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉ss✐✲
❡♥♥❡✱ ❡t ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ✉♥ ❞♦✉❜❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥
❞❡ ♣❤❛s❡✳



✼✷ Nf = 2 + 1 + 1

❋✐❣✳ ✷✶ ✕ ❍✐st♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ♣♦✉r β = 4.2✱ L = 48✱ κ = 0.154073 ❡t aµ =
0.002✳

✶✹ Nf = 2 + 1 + 1

❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ q✉❛r❦ s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉
étr❛♥❣❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❡✛❡t
❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❞❡ q✉❛r❦s s ❛ été ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t✇✐st❡❞ ♠❛ss✱ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s q✉❛r❦s s♦♥t ✐♥❝❧✉s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❞♦✉❜❧❡t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡
❛✉ss✐ ❧❡ q✉❛r❦ ❝✳ ❱✉ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡♥tr❡ q✉❛r❦s s ❡t ❝✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞♦✉❜❧❡t ❞é❣é♥éré ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ✉ ❡t ❞✳
▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❝❡s q✉❛tr❡ s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ❡①♣❧✐q✉é
❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✺✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s Nf = 2 + 1 + 1✳

▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ❬✷✽❪ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡
t❛✐❧❧❡ 123 × 24 ❡t 163 × 32 ♣♦✉r ❡①♣❧♦r❡r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s
rés❡❛✉① ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ♦♥t ❞é♠❛rré ✈❡rs ✜♥ ✷✵✵✼✳ ▲❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❈❊❆ ✭❈❈❘❚✮ ❡t
❧❡s ❆♣❡◆❊❳❚ ❢r❛♥ç❛✐s❡s à ❘♦♠❡ ♦♥t s❡r✈✐ à q✉❡❧q✉❡s r✉♥s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐
s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t κ✱ ❡t µσ✱ µδ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ❝♦♥trô❧❡♥t ❧❡s ♠❛ss❡s t✇✐sté❡s
❞❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✷✮✮✳ ▲❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❛ss✐✈❡ ❞❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛ été
❢❛✐t❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ❞❡ ❧✬■❉❘■❙✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✷ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s ❡ss❛✐s
❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳



✶✹✳✶ ✲ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ P❍▼❈ ✼✸

β = 1.90 µ = 0.0040 µσ = 0.185 µδ = 0.236

β = 1.90 µ = 0.0100 µσ = 0.150 µδ = 0.190

β = 1.90 µ = 0.0080 µσ = 0.150 µδ = 0.190

β = 1.90 µ = 0.0060 µσ = 0.150 µδ = 0.190

β = 1.90 µ = 0.0040 µσ = 0.150 µδ = 0.190

β = 1.90 µ = 0.0060 µσ = 0.110 µδ = 0.120

β = 1.90 µ = 0.0040 µσ = 0.110 µδ = 0.120

β = 1.90 µ = 0.0040 µσ = 0.110 µδ = 0.090

1/2κ

a
m

P
C

A
C

3.06403.06303.06203.06103.0600

0.020

0.015

0.010

0.005

0.000

-0.005

-0.010

❋✐❣✳ ✷✷ ✕ ❱✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡s r✉♥s ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ♣♦✉r Nf = 2 + 1 + 1 ❡t β = 1.90✳ P♦✉r êtr❡
❡①❛❝t ❝❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s µ✱ µσ ❡t µδ q✉✐ ❞❡✈r❛✐❡♥t ✜❣✉r❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧é❣❡♥❞❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt aµ✱
aµσ ❡t aµδ✳

✶✹✳✶ ❘é❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ P❍▼❈

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s❛✈❡✉rs ❞é❣é♥éré❡s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s s♦♥t
à ré❣❧❡r✳ ▲❡ ❞♦✉❜❧❡t ❞é❣é♥éré ✉✱❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ à ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❍▼❈ ♠❛✐s✱ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✺✱ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡t s✱❝ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♥♦♠♠é❡ P❍▼❈✳
❈❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ r❛❥♦✉t❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❊①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t ♦♣t✐♠✐sés✳ ❖♥ ❞❡✈✐♥❡ ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡
[s̃min, s̃max] q✉✐ ❡♥❝❛❞r❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛♣♣r♦①✐♠❡r✳
P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ❤✐st♦r✐q✉❡s ♦♥ ♥♦r♠❛❧✐s❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡♥ ❧❡ ❞✐✈✐s❛♥t ♣❛r s̃max ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ s♦♥ s♣❡❝tr❡ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s [ǫ = s̃min/s̃max, 1]✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t
❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❍▼❈ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ❞❡
1/
√
x ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛s tr♦♣ é❧❡✈é ♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ P♦✉r

❝❡❧❛ ✐❧ ❢❛✉t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❡ ♠♦✐♥s ét❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛✐s q✉✐ ❡♥❝❛❞r❡
❜✐❡♥ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥trô❧é à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s λmin ❡t ♠❛①✐♠❛❧❡ λmax ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ♥♦r♠❛❧✐sé✳ ❖♥ ❞❡✈r❛
❛✈♦✐r

ǫ . λmin ❡t λmax . 1

❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ✐❧ ❢❛✉t s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ∆E r❡st❡ ♣❡t✐t✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹ ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ q✉✐ ❛ s❡r✈✐
❞❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❞❡s ét❛♣❡s ✶✱ ✷ ❡t ✸ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳

✕ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✱ ❧✬ét❛♣❡ ✵ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ré❣❧❛❣❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ D2



✼✹ Nf = 2 + 1 + 1

λmin λmax s̃min s̃max ∆E ❚❡♠♣s

➱t❛♣❡ ✵ ✿ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡❂✶✳✵❡✲✽ ❡t P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P❂✶✺✵
✻✳✼✼✵✻✺❡✲✵✺ ✾✳✶✶✽✵✽❡✲✵✶ ✹✳✽❡✲✵✺ ✷✳✹ ✵✳✷✺✷✸✺✻✺✸✻✻✽✻ ✷✳✹✾✸✻✹✺❡✰✵✸
✻✳✼✼✵✻✺❡✲✵✺ ✾✳✶✶✽✵✽❡✲✵✶ ✹✳✽❡✲✵✺ ✷✳✹ ✵✳✺✽✺✶✾✾✻✵✶✾✹✽ ✷✳✹✸✹✶✾✹❡✰✵✸
✼✳✵✹✾✷✹❡✲✵✺ ✾✳✶✶✽✶✸❡✲✵✶ ✹✳✽❡✲✵✺ ✷✳✹ ✲✵✳✵✹✺✶✺✻✾✹✵✽✶✽ ✷✳✹✹✵✽✷✾❡✰✵✸
✼✳✶✷✵✾✺❡✲✵✺ ✾✳✶✵✾✹✷❡✲✵✶ ✹✳✽❡✲✵✺ ✷✳✹ ✲✵✳✶✶✼✼✻✺✵✷✹✸✵✹ ✷✳✹✵✽✶✺✶❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✶ ✿ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡❂✶✳✵❡✲✽ ❡t P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P❂✽✵
✼✳✻✼✽✺✸❡✲✵✺ ✾✳✾✺✻✼✾❡✲✵✶ ✽✳✽❡✲✵✺ ✷✳✷ ✵✳✷✸✹✹✹✵✵✹✸✺✻✾ ✷✳✶✻✹✺✾✹❡✰✵✸
✼✳✹✷✸✾✹❡✲✵✺ ✾✳✾✹✵✺✽❡✲✵✶ ✽✳✽❡✲✵✺ ✷✳✷ ✲✵✳✸✵✹✽✹✻✹✹✸✷✸✻ ✷✳✶✶✹✼✹✸❡✰✵✸
✻✳✼✸✽✷✻❡✲✵✺ ✾✳✾✸✹✻✻❡✲✵✶ ✽✳✽❡✲✵✺ ✷✳✷ ✲✵✳✵✺✸✵✷✾✻✻✸✽✻✶ ✷✳✶✵✼✺✻✻❡✰✵✸
✼✳✶✼✻✾✽❡✲✵✺ ✾✳✾✻✵✽✵❡✲✵✶ ✽✳✽❡✲✵✺ ✷✳✷ ✵✳✷✼✶✹✼✾✼✺✺✻✹✵ ✷✳✶✹✺✸✶✺❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✷ ✿ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡❂✶✳✵❡✲✽ ❡t P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P❂✽✵
✼✳✶✻✵✽✼❡✲✵✺ ✾✳✶✶✶✹✵❡✲✵✶ ✾✳✻❡✲✵✺ ✷✳✹ ✵✳✵✽✺✽✽✹✶✺✸✽✹✸ ✷✳✶✻✾✸✷✻❡✰✵✸
✻✳✾✹✽✽✸❡✲✵✺ ✾✳✶✷✾✾✷❡✲✵✶ ✾✳✻❡✲✵✺ ✷✳✹ ✲✵✳✷✺✾✼✾✽✷✾✺✼✾✻ ✷✳✵✾✷✶✺✻❡✰✵✸
✻✳✾✹✸✼✶❡✲✵✺ ✾✳✶✶✻✷✹❡✲✵✶ ✾✳✻❡✲✵✺ ✷✳✹ ✵✳✶✽✵✸✾✹✵✵✶✸✵✺ ✷✳✵✾✽✻✽✹❡✰✵✸
✼✳✸✵✷✵✷❡✲✵✺ ✾✳✶✷✼✺✷❡✲✵✶ ✾✳✻❡✲✵✺ ✷✳✹ ✵✳✵✼✸✾✾✽✹✶✸✾✽✵ ✷✳✶✵✵✽✺✾❡✰✵✸

➱t❛♣❡ ✸ ✿ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡❂✶✳✵❡✲✽ ❡t P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P❂✽✵
✼✳✹✶✸✷✾❡✲✵✺ ✾✳✺✶✷✸✽❡✲✵✶ ✾✳✷❡✲✵✺ ✷✳✸ ✵✳✸✷✷✸✾✾✾✹✹✵✻✼ ✷✳✶✼✼✸✾✻❡✰✵✸
✼✳✷✽✵✼✻❡✲✵✺ ✾✳✺✵✽✵✼❡✲✵✶ ✾✳✷❡✲✵✺ ✷✳✸ ✲✵✳✶✷✻✸✹✷✻✻✶✻✼✾ ✷✳✶✵✽✸✶✺❡✰✵✸
✼✳✷✽✵✼✻❡✲✵✺ ✾✳✺✵✽✵✼❡✲✵✶ ✾✳✷❡✲✵✺ ✷✳✸ ✶✳✷✷✸✾✺✵✵✹✸✸✷✶ ✷✳✶✶✶✶✸✾❡✰✵✸
✼✳✷✽✵✼✻❡✲✵✺ ✾✳✺✵✽✵✼❡✲✵✶ ✾✳✷❡✲✵✺ ✷✳✸ ✵✳✼✽✹✺✵✵✺✶✻✾✺✶ ✷✳✶✵✾✷✶✸❡✰✵✸

❚❛❜✳ ✹ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❍▼❈✳



✶✹✳✷ ✲ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✼✺

min. eigenvalue

MC traj.

650060005500500045004000350030002500200015001000

7e-05

6.5e-05

6e-05

5.5e-05

5e-05

4.5e-05

4e-05

3.5e-05

❋✐❣✳ ✷✸ ✕ ❱❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧♦rs ❞❡
❧✬❤✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 1.9✱
L = 24✱ κ = 0.163255 ❡t aµ = 0.010✳

max. eigenvalue

MC traj.

650060005500500045004000350030002500200015001000

0.964

0.962

0.96

0.958

0.956

0.954

0.952

❋✐❣✳ ✷✹ ✕ ❱❛❧❡✉r ♣r♦♣r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡
▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 1.9✱ L = 24✱ κ =
0.163255 ❡t aµ = 0.010✳

q✉✐ ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣♦✉r Nf = 2 + 1 + 1 ❛✈❡❝ β = 2.1✳
✕ ▲✬ét❛♣❡ ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ❞❡ s̃max ❡t ǫ✳ ▲❡
t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❞✐♠✐♥✉é✱ ∆E ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ♠❛✐s λmax s✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❛♥❣❡r❡✉s❡✲
♠❡♥t ❞❡ ✶✳

✕ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♣♣♦rté❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ✷ s✉r s̃max ❛ été tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❝❛r λmax ❡st
♠❛✐♥t❡♥❛♥t très ❧♦✐♥ ❞❡ ✶✳

✕ ❆✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛♣❡ ✸ ♦♥ t♦♠❜❡ s✉r ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳

■❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛✐ss❡r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡♥tr❡ λmin ❡t ǫ q✉✬❡♥tr❡ λmax ❡t ✶✱
❝❛r λmin ✢✉❝t✉❡ ♣❧✉s q✉❡ λmax✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✸ ❡t ✷✹ ♠♦♥tr❡♥t ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳

✶✹✳✷ ❈ré❛t✐♦♥ ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡

❉❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❤♠❝❴t♠ ❞✉ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉✱ ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t s♦♥t

✕ P❤♠❝❙t✐❧❞❡▼❛① ❡t P❤♠❝❙t✐❧❞❡▼✐♥ ✭♥♦tés r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t s̃max ❡t s̃min✮ ♣♦✉r ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡

✕ P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P ♣♦✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
✕ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥
▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉ ❞❡❣ré ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♠♣❧♦②é ❞❛♥s

❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉✐ ré❣✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳ ❈❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❧✉ ❞❡♣✉✐s ❞❡✉①
✜❝❤✐❡rs ❙q✉❛r❡❴r♦♦t❴❇❘❴r♦♦ts✳❞❛t ❡t ♥♦r♠✐❡r✉♥❣▲♦❝❛❧✳❞❛t q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝ré❡s
❛✈❛♥t✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❤❡❜②❘♦♦t ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ❞❛♥s ❧❡ ré♣❡rt♦✐r❡
❤♠❝✴✉t✐❧✴❧❛❣✉❡r✴ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❝❡s ✜❝❤✐❡rs✳ ❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡
❈▲◆ ✭❈❧❛ss ▲✐❜r❛r② ❢♦r ◆✉♠❜❡rs✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ✈✐r❣✉❧❡ ✢♦tt❛♥t❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ très ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❝ré❡r ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ A2 ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤♦✐s✐r
❞❛♥s ❧❡ ✜❝❤✐❡r ❝❤❡❜②❘♦♦t✳❍ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s



✼✻ Nf = 2 + 1 + 1

★❞❡✜♥❡ ▼❆❳❖❘❉ ✶✵✵✵
★❞❡✜♥❡ ❉■●■❚ ✶✻✵✵
✐♥t ▼❆❳P❖❲ ❂ ✶✺✵ ❀
❝❧❴❋ ❆▲P❍❆ ❂ ✧✵✳✺✵✵❡✰✵❴✶✻✵✵✧✱
❊P❙■▲❖◆ ❂ ✧✵✳✵✵✵✵✷❡✰✵❴✶✻✵✵✧✱
▲❆▼❇❉❆ ❂ ✧✶✳❡✰✵❴✶✻✵✵✧ ❀

▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ▼❆❳P❖❲ ❡st ❡♥ ❢❛✐t P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P✳ ▲❡ ❢♦r♠❛t ✏❡✰✵❴✶✻✵✵✑ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ✶✻✵✵ ❞é❝✐♠❛❧❡s ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞❡ ❉■●■❚✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❉■●■❚ ✐❧ ❢❛✉t ❝❤❛♥❣❡r ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ✦

▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ ❡♥tr❡ ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥s
❧❡ t❡st ❞✬❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ❡st ❧✉✐ ❞ét❡r♠✐♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣❤♠❝❴t♠✳ ❙♦♥ ❞❡❣ré✱
s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞é❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡✱ ❡st ❝♦✉r❛♠✲
♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✽✵✵ ❝❛r ✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s q✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✳

▲♦rs ❞✉ r✉♥ ✉♥ ✜❝❤✐❡r ♣❤♠❝✳❞❛t❛ ❡st ♣r♦❞✉✐t✱ ❞♦♥t s❡✉❧❡s ❧❡s q✉❛tr❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
s♦♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✹✳ ▲❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐èr❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ✜❝❤✐❡r
♦✉t♣✉t✳❞❛t❛✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✺ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉✐ ♦♥t été r❡t❡♥✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✳

■❞❡♥t✐✜❛♥t P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡ P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P s̃max s̃min

A1 ✶✳✵❡✲✾ ✶✺✵ ✷✳✹✼✵ ✵✳✵✵✵✵✼✹✶
A2 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
A3 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
A4 ✶✳✵❡✲✾ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✼✷
B1 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
B2 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
B3 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
B4 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
C1 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽
C2 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✸ ✵✳✵✵✵✵✹✻
D1 ✷✳✵❡✲✾ ✽✵ ✷✳✷✺ ✵✳✵✵✵✶
D2 ✷✳✵❡✲✾ ✽✵ ✷✳✷✺ ✵✳✵✵✵✶
D3 ✷✳✵❡✲✾ ✽✵ ✷✳✷✺ ✵✳✵✵✵✶
D4 ✶✳✵❡✲✽ ✶✺✵ ✷✳✹ ✵✳✵✵✵✵✹✽

❚❛❜✳ ✺ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ P❍▼❈ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡s✳

✶✹✳✸ ❆❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ

❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ♣♦✉r Nf = 2 s❛✉❢ q✉❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
❧❡ κ ❝r✐t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ Nf = 2 + 1 + 1 ❢❛✐t❡ s✉r
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❋✐❣✳ ✷✺ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ κ ♣♦✉r ❛♥♥✉❧❡r mPCAC ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ▲❂✷✹✱
β = 1.95 ❡t aµ = 0.0085✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ κ r❡t❡♥✉❡ s❡r❛ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧❡ q✉✐ ❡st κ =
0.1612312✳

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❧✬■❉❘■❙ ❢✉t β = 1.90✱ aµ = 0.01 ❡t ▲❂✷✹✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
♥♦té A1 ❞❛♥s ❧❡s t❛❜❧❡❛✉①✳ P♦✉r ❝❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥t✐♥✉é ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞é❜✉té❡ ♣❛r ●r❡❣♦r✐♦ ❍❡r❞♦✐③❛ s✉r ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢✉t ❝❡❧❧❡
❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ B2 q✉✐ ❛✈❛✐t été ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ♣❛r ❙✐❡❜r❡♥ ❘❡❦❡r✳ ❊♥s✉✐t❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❡♥s❡♠✲
❜❧❡s Ai ❡t Bi ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶ ♦♥t été s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛♥❝és✳ P♦✉r t♦✉s ❝❡s ❝❛s✱
❧❡s ❡ss❛✐s rés✉♠és ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✷ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♣❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ κ q✉✐ r❡♥❞ mPCAC ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✵ ❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ µ✳ P♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à
β = 2.0 ❡t β = 2.1 ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❣❧❛❣❡ ❝❛r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✉① ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉♣ ❧❡ κ ❝r✐t✐q✉❡✳ ■❧ ② ❛ ❛✐♥s✐ ❞é❥à ❡✉ ❞❡✉①
t❡♥t❛t✐✈❡s à β = 2.0 ❡t q✉❛tr❡ à β = 2.1✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✷✺ ♠♦♥tr❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❡ss❛✐s
❞❡ κ ❢❛✐ts ♣♦✉r β = 1.95 ❡t aµ = 0.0085✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✷✻ ❡t ✷✼ ♠♦♥tr❡♥t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ µ✱
❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ mPCAC ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ κ ❞❡ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳

✶✹✳✹ ❈♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥

P♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à ❢❛✐❜❧❡ β✱ ♣❡t✐t µ ❡t s✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐ts rés❡❛✉① ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✾✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡
✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥
τ plaqint ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♣♦✉r aµ = 0.004✳ ❈❡
t❡♠♣s ❞✐♠✐♥✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡st ❛✉❣♠❡♥té ❞❡ 243 × 48 à 323 × 64 t♦✉t ❡♥
❧❛✐ss❛♥t ✜①❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P♦✉r ❧❡s ❛♥❛❧②s❡s✱ ✐❧ ❛ été ❝♦♥✈❡♥✉ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ ❞❡✉①
✈♦❧✉♠❡s ét❛✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ❥❡✉① ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧❡ ♣❧✉s
✐♠♣♦rt❛♥t s❡r❛✐t ❝❤♦✐s✐✳

❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈♦✐t s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✽ ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
♣❧✉s ✜♥❡✱ ✉♥❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥ ♣❧✉s é❧❡✈é❡ ❡t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ♣❛s ❞❡



✼✽ Nf = 2 + 1 + 1
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❋✐❣✳ ✷✻ ✕ mPCAC ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ aµ ♣♦✉r
β = 1.90✳ P♦✉r aµ = 0.004✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉①
✈♦❧✉♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❞é❝❛❧és ♣♦✉r ♣❧✉s
❞❡ ❝❧❛rté✳

❋✐❣✳ ✷✼ ✕ mPCAC ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ aµ ♣♦✉r
β = 1.95✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ♥♦✐r à aµ = 0.0085 ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞ ❛✉ κ r❡t❡♥✉ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ aµ✳
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❋✐❣✳ ✷✽ ✕ ❍✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡tt❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 1.95✱
L = 32✱ κ = 0.161236 ❡t aµ = 0.0055✳
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❋✐❣✳ ✷✾ ✕ ❍✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❞❡ ❧❛
♣❧❛q✉❡tt❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 1.9✱
L = 32✱ κ = 0.163272 ❡t aµ = 0.003✳
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Phase comparisons

Trajectory number

<
P

>

0.572

0.573

0.574

0.575

0.576

0.577

0.578

0 500 1000 1500

start

cold

hot

❋✐❣✳ ✸✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ❡♥tr❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❢r♦✐❞
✭❜❧❡✉✮ ❡t ❝❤❛✉❞ ✭r♦✉❣❡✮✳

✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♥♦t❛❜❧❡s✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ♣r♦①✐♠✐té ❞✬✉♥❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡st ❞❡
r❡❣❛r❞❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞❡ ❞é♣❛rt
très ❞✐✛ér❡♥ts ✭♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬❤②stérés✐s✮✳ ▲❡ ❞é♣❛rt ❞✐t ❢r♦✐❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥
❞é♠❛rr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s s♦♥t é❣❛❧❡s à ❧✬✐✲
❞❡♥t✐té✳ ▲❡ ❞é♣❛rt ❞✐t ❝❤❛✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❞é♠❛rr❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐❡♥ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡ SU(3)✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✵ ♠♦♥tr❡
✉♥ t❡❧ t❡st✳ ❆♣rès ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ t❤❡r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♠♦②❡♥♥❡s
❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❝❛s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝❤❛q✉❡ ❤✐st♦✐r❡ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ❛✉r❛✐t ♣✉ ❛✈♦✐r s❛ ♣r♦♣r❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡✳

✶✹✳✺ ❙❡❝t❡✉r ❧é❣❡r

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧é❣❡r ♣♦✉r β❂✶✳✾✵ ❡t ✶✳✾✺✱
❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à a = 0.0853(5)❢♠ ❡t a = 0.0785(7)❢♠ s✐ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛
❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥✱ ❛✉ss✐ ♥♦té❡ fPS✱ fπ ≃ 93 ▼❡❱ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣♦✉r ✜①❡r ❧✬é❝❤❡❧❧❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣❤②s✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à β = 2.0 ❡t β = 2.1 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❝❛r ❧❡ ré❣❧❛❣❡ ❞✉ κ ❝r✐t✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝ ❡♥
❡st à s♦♥ ❞é❜✉t✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛tt❡♥❞✉s ❡♥ ❝❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❜r✐s✉r❡
❞✬✐s♦s♣✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✱ ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❡st ❡♥❝♦r❡
très ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ♣♦✉r β = 1.95✳ ▲❡ ♣✐♦♥ ♥❡✉tr❡ ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✶✳✼ ❢♦✐s ♣❧✉s ❧é❣❡r q✉❡ ❧❡ ♣✐♦♥
❝❤❛r❣é✳

❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✈✐s✐❜❧❡s s✉r ❧❛ ✈✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ✷✷ ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
1/2κ ❝♦♠♣r✐s❡s ❡♥tr❡ ✸✳✵✻✷✹ ❡t ✸✳✵✻✷✽✱ ♦♥t été ❝♦♥t✐♥✉é❡s ❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♣♦✐♥ts
❛✈❡❝ β = 1.9 ❡t L = 24 ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳ ▲❡ r✉♥ à aµ = 0.0040 ❡t L = 24 s✬❡st ❞ér♦✉❧é



✽✵ Nf = 2 + 1 + 1

aµ κ τ plaqint amπ amPCAC afPS amπ0

243 × 48✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19
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323 × 64✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19
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323 × 64✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17
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243 × 48✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17
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❚❛❜✳ ✻ ✕ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧é❣❡r✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ fPS =√
2fπ✳

❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✺✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s t❤❡r♠❛❧✐sé❡s ♦♥t été
♣r♦❞✉✐t❡s ♣✉✐s ❛✉ ✈✉ ❞✉ t❡♠♣s ❞✬❛✉t♦❝♦rré❧❛t✐♦♥ très ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛q✉❡tt❡ ✐❧ ❛ été ❞é❝✐❞é
❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ s✉r ✺✵✵✵ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✶ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t fπ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ Nf = 2 à Nf = 2+1+1
♣♦✉r ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✳ ▲❡s q✉❛♥t✐tés mπ ❡t fπ s♦♥t ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❙♦♠♠❡r
r0 ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✐t ✉♥ s❡♥s✳ ❖♥ ♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ❞❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❝❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✉r♣r✐s❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✷ ✐❧❧✉str❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥
✭❝❤❛r❣é✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❧é❣èr❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡
♣ré❞✐t ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥✱ ❖❛❦❡s✱ ❘❡♥♥❡r✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❡①tr❛♣♦✲
❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ SU(2) ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ❬✺✾✱ ✸✷❪

fPS(L) = F [1 − 2ξg̃1(λ)]
[
1 − 2ξ log(2B0µ/Λ

2
4)
]
, ✭✸✷✮

♦ù

ξ = 2B0µ/(4πF )2 , λ =
√

2B0µL2 . ✭✸✸✮

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g̃1(λ) q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❢♦✐s ♣❛r ●❛ss❡r ❡t ▲❡✉t✇②❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✺✾❪✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t
❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✸✷❪✳ ▲❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❝❤✐r❛❧❡s ◆◆▲❖ s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ♥é❣❧✐❣❡✲
❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✷✮✳ ▲❡s tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥❝♦♥♥✉s B0✱ F ❡t Λ4 s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥és
♣❛r ❧❡ ✜t✳ P❛r ❞é❢❛✉t✱ ❝✬❡st fπ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✜①❡r ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✳



✶✹✳✺ ✲ ❙❡❝t❡✉r ❧é❣❡r ✽✶

Nf = 2 + 1 + 1 β = 1.9 L = 32
Nf = 2 + 1 + 1 β = 1.9 L = 24

Nf = 2 β = 3.9 L = 32
Nf = 2 β = 3.9 L = 24

r0fPS

(r0mPS)
2

2.01.51.00.50.0

0.42

0.38

0.34

0.30

0.26

❋✐❣✳ ✸✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r fPS =
√

2fπ ❡♥tr❡ Nf = 2 ❡t Nf = 2 + 1 + 1✳

l l
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Pion mass squared vs. bare quark mass
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Pion decay constant vs. bare quark mass

❋✐❣✳ ✸✷ ✕ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❝❤✐r❛❧❡s à β = 1.95✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ fPS =
√

2fπ✳



✽✷ Nf = 2 + 1 + 1

aµ amK amD r0/a

243 × 48✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19
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323 × 64✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19
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323 × 64✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17
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243 × 48✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17
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❚❛❜✳ ✼ ✕ ▼❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞✲❧é❣❡r ❡t ✈❛❧❡✉r ❞❡ r0/a✳

✶✹✳✻ ❙❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞

❈❡ s❡❝t❡✉r✱ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2✱ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ré❣❧❡r ❞❡✉①
♣❛r❛♠ètr❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t µσ ❡t µδ✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✈✉❡ ❣❧♦❜✲
❛❧❡ ✷✷ ❞✐✈❡rs❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♥t été ❡ss❛②é❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s
❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❛ss❡s ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡s ♠és♦♥s ❑ ❡t ❉ ❡t ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r
♣❤②s✐q✉❡ mK ≃ 494 ▼❡❱ ❡t mD ≃ 1870 ▼❡❱✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣♦✉r ❝❡ s❡❝t❡✉r✳ ❙✉r ❧❡s ✜❣✲
✉r❡s ✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺ ❡t ✸✻ ❧❡ ♣♦✐♥t ♥♦✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✸
❡t ✸✹ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❑ ❡t ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡①tr❛♣♦❧é❡ à
❧❛ ♠❛ss❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ❡st ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r β = 1.95
❡t ❞é✈✐❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷✵✪ ♣♦✉r β = 1.90✳ ▲❡s ✜❣✉r❡s ✸✺ ❡t ✸✻ ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❉
❡t ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❡①tr❛♣♦❧é❡ à ❧❛ ♠❛ss❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉
♣✐♦♥ ♣♦✉r β = 1.90 ❡t β = 1.95 ❡st ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✪ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳
❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❧❡ s❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r été ♠✐❡✉① ❛❥✉sté à β = 1.95 q✉✬à β = 1.90✳



✶✹✳✻ ✲ ❙❡❝t❡✉r ❧♦✉r❞ ✽✸
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❋✐❣✳ ✸✸ ✕ ▼❛ss❡ ❞✉ ❦❛♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣♦✉r β = 1.90✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ✈✐♦❧❡tt❡
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♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣♦✉r β = 1.95✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ✈✐♦❧❡tt❡
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❋✐❣✳ ✸✺ ✕ ▼❛ss❡ ❞✉ ♠és♦♥ ❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ β = 1.90✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ✈✐♦❧❡tt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
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❋✐❣✳ ✸✻ ✕ ▼❛ss❡ ❞✉ ♠és♦♥ ❉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ β = 1.95✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ✈✐♦❧❡tt❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳



✽✹

❙❡♣t✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❋♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t

❧❡ ❉❡❧t❛

❙♦♠♠❛✐r❡
✶✺ ❈❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ✽✻

✶✻ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ✽✼

✶✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ✽✽

✶✽ ❙♠❡❛r✐♥❣ ✽✾

✶✽✳✶ ❙✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✶✽✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✵

✶✽✳✸ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✶✾ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2 ✾✸

✶✾✳✶ ❊✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✶✾✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✶✾✳✸ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵

✷✵ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s Nf = 2 + 1 + 1 ✶✵✷



✽✺

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ t♦✉t ❝❛❧❝✉❧ s✉r rés❡❛✉✳ ❯♥ ❝♦rré❧❛t❡✉r

〈O(t+ τ)O(t)〉, τ > 0

♣❡✉t êtr❡ é✈❛❧✉é s✉✐✈❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡

〈O(t+ τ)O(t)〉 =
1

Z

∫
[dψdψ̄dU ] O(t+ τ)O(t)e−S[ψ,U ]

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♦♥ ❛

〈O(t+ τ)O(t)〉 = 〈0|Oe−HτO|0〉 ✭✸✹✮

=
∑

n

|〈0|O|n〉|2e−Mnτ ✭✸✺✮

◗✉❛♥❞ τ t❡♥❞ ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❧❛ s♦♠♠❡ ❡st ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧✬ét❛t N ❝ré❡ ♣❛r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O
❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❜❛ss❡✳ ■♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ O ❡st ✐♥✈❛r✐❛♥t ♣❛r
tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s❛ ♠❛ss❡✳

❖♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ♣❧✉s✐❡✉rs ♦♣ér❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

〈O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)〉 = 〈O(t)e−H(τ−τ ′)A(t)e−HτO(t)〉, τ > τ ′ > 0

❞♦♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡st

〈O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)〉 =
1

Z

∫
[dψdψ̄dU ] O(t+ τ)A(t+ τ ′)O(t)e−S[ψ,U ]

❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛♥❞ τ, τ − τ ′ t❡♥❞❡♥t ✈❡rs ❧✬✐♥✜♥✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ 〈N |A|N〉
♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ✭❞✐t ❞✬♦✈❡r❧❛♣✮ |〈0|A|N〉|2✳

▲✬♦♣ér❛t❡✉r ✐♥✐t✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ✜♥❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ O ❝ré❡ ✉♥
♣✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ k ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r

〈A5
µ(t+ τ, ~x)O(t)〉

♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

〈0|A5
µ|π(k)〉 = −ikµfπe−ikx ✭✸✻✮

♦ù A5
µ ❡st ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❛①✐❛❧✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝✐✲❞❡ss✉s s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❡st ✐♥✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡
♠♦❞✐✜é q✉❛♥❞ ❝❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡✳

▲❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ❝♦♥t❡♥❛♥t n ♦♣ér❛t❡✉rs s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à n ♣♦✐♥ts✳ ❈❡
❝❤❛♣✐tr❡ ❞ét❛✐❧❧❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛✉
❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s ❜❛r②♦♥s ✭♥✉❝❧é♦♥ ❡t ∆✮✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r O q✉✐ ❝ré❡ ❧✬ét❛t ✈♦✉❧✉ ❡st
❛♣♣❡❧é ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s
q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡♥t✳



✽✻ ❈❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts

❋✐❣✳ ✸✼ ✕ P❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦❝t❡t ❡t ❞✉ ❞é❝✉♣❧❡t ❝❧❛ssé❡s ♣❛r ❝❤❛r❣❡ Q ❡t étr❛♥❣❡té S✳

✶✺ ❈❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts

▲❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❞♦✉❜❧❡t ❞✬✐s♦s♣✐♥ ✭♣✱♥✮ ❞❡ ❧✬♦❝t❡t
♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✼ s♦♥t

Proton : J(x) = ǫabcu
T
a (x)Cγ5db(x)uc(x) ✭✸✼❛✮

Neutron : J(x) = ǫabcd
T
a (x)Cγ5ub(x)dc(x) ✭✸✼❜✮

♦ù u ❡t d s♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞ ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❡t C ❡st ❧❛ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❞❡ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ C = γ0γ2✳ P♦✉r ❧❡ ∆ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ q✉❛❞r✉♣❧❡t ❞✬✐s♦s♣✐♥
✭∆++✱∆+✱∆0✱∆−✮ ❞✉ ❞é❝✉♣❧❡t✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t

∆++ : Jµ(x) = ǫabcu
T
aCγµubuc ✭✸✽❛✮

∆+ : Jµ(x) =
1√
3
ǫabc

[
2uTaCγµdbuc + uTaCγµubdc

]
✭✸✽❜✮

∆0 : Jµ(x) =
1√
3
ǫabc

[
2uTaCγµdbdc + dTaCγµdbuc

]
✭✸✽❝✮

∆− : Jµ(x) = ǫabcd
T
aCγµdbdc ✭✸✽❞✮

❉❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❝ré❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ P♦✉r
sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ✉♥ ét❛t ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ~k ♦♥ ❝♦♥str✉✐t

J(~k) =
1

V

∑

~x

ei
~k·~xJ(x)

♦ù V ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡

〈J(~k)J̄(~k)〉 = 〈J(~k)J̄(~x = 0))〉

❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ✉♥❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ s✉r
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❞❡s ét❛ts ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❝❛r ❝❡❧❛ ❡st
s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ♠❛ss❡s✳ ▼❛✐s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♦♥t été
ré❛❧✐sés ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ E =

√
k2 +m2 ❡st ❜✐❡♥ s❛t✐s❢❛✐t❡✳



✽✼

J
x 0

J̄

❋✐❣✳ ✸✽ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✷ ♣♦✐♥ts ♣♦✉r ✉♥ ❜❛r②♦♥✳

✶✻ ▼❡s✉r❡ ❞❡s ♠❛ss❡s

❉❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡s q✉❛r❦s ✉ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦♥✱
❞ ♣♦✉r ❧❡ ♥❡✉tr♦♥ ♦♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❧✐❜r❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡ ♣♦✉r ❝❡t ♦♣ér❛t❡✉r
❡st ❞♦♥❝ Jα ❡t ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r s✬é❝r✐t

Cαβ(τ) = 〈Jα(τ)J̄β(0)〉

♦ù ❧❛ ❜❛rr❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r s✐❣♥✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s

C±(τ) =
∑

αβ

(1 ± γ0)αβCαβ(τ)

▲❡s s②♠étr✐❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✲t❡♠♣s ❞❡ ❧✬❛❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛♥t✐✲♣ér✐♦❞✐❝✐té ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s
❝♦♥❞✉✐s❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ❛✈❡❝ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

C+(τ) = −C−(T − τ)

♦ù T ❡st ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡
❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡st ❞♦♥❝

CN(τ) = C+(τ) − C−(T − τ)

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs exp (−mNτ) ♣♦✉r τ ❣r❛♥❞ ♠❛✐s ✐♥❢ér✐❡✉r à T/2✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡

meff
N (t) = − log

C(t)

C(t− 1)

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ∆ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❝♦♠♣♦rt❡ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❧✐❜r❡✱
✉♥ ✐♥❞✐❝❡ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❡❧ µ✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ❡st ♥♦té Jµα ❡t ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❡st

Cµν
αβ(τ) = 〈Jµα(τ)J̄νβ (0)〉

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t

C±(τ) =
∑

αβ

(1 ± γ0)αβ

3∑

i=1

Cii
αβ(τ)

❡t ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❡st

C∆(τ) = C+(τ) − C−(T − τ)



✽✽ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs

❋✐❣✳ ✸✾ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✉ ∆++ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 3.9✱ aµ =
0.0085 ❡t L = 24 ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥✳ ▲❡s ❝❛rrés ✈✐❞❡s ♦♥t été ❞é❝❛❧és ♣❛r
s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✳ ✾✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡ t❡st✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s q✉✐ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ❛✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❡ ∆ ♦♥t ❛
♣r✐♦r✐ s♣✐♥ ✶✴✷ ♦✉ ✸✴✷✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ∆ ❡st ✉♥ ét❛t ❞✬✐s♦s♣✐♥ ✸✴✷ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡
s♣✐♥ ✶✴✷ ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥ ét❛t ❡①❝✐té ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ τ ❡st
❣r❛♥❞✳ ❈❡❝✐ ❛ été t❡sté ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❬✸❪ ❡♥ ✐♥sér❛♥t ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ s♣✐♥ ✸✴✷ ❞❛♥s ❧❡
❝♦rré❧❛t❡✉r✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✾✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s
❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉rs✳

✶✼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬é✲
✈❛❧✉❡r

Cγρ = 〈Jγ(x)J̄ρ(0)〉
♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Jγ(x) = ǫabcψ
a
A,α(x)Γαβψ

b
B,β(x)ψ

c
C,γ(x) ✭✸✾✮

♦ù ψaA,α(x) ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ q✉❛r❦ ❞❡ s❛✈❡✉r A✱ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r a ❡t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ α ❡t
Γ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✼✮
❡t ✭✸✽✮✮✳ ❙✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ g ≡ (A,α, a)✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

J(x) = Λg1g2g3χg1(x)χg2(x)χg3(x)

♦ù ❧❡ t❡♥s❡✉r Λ t✐❡♥t ❛✉ss✐ ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♣❤②s✐q✉❡ à ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡✳ ❈❡
t❡♥s❡✉r ❞é♣❡♥❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡s q✉✐ s♣é❝✐✜❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✾✮ ❡t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❡♥ s❛✈❡✉r✳ ❙✐ ❧✬♦♥
é❝r✐✈❛✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t Λ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦♥ ♦♥ ❛✉r❛✐t ✿

Λγ,proton
(A1α1a1,A2α2a2,A3α3a3) = δ(A1, u)δ(A2, d)δ(A3, u)δ(α3, γ)ǫa1a2a3Γα1α2

▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ♦♠✐s ♣❛r ❛❧❧é❣❡r ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡t s♦♥t
r❡st❛✉rés ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❜❡s♦✐♥✳



✶✽✳✶ ✲ ❙✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ✽✾

▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡ ❞♦♥♥❡♥t

〈J(x)J̄(0)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−Sg

[
(−1)ǫΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g

′
3

SUg1g′1(x, 0)SUg2g′2(x, 0)SUg3g′3(x, 0) + ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
]

♦ù ǫ ❡st ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡
SUg1g′1

(x) ❡st ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❞❡ q✉❛r❦ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❥❛✉❣❡ U ❞é✜♥✐ ♣❛r

DU
g1g2

(x, y)SUg2g3(y, z) = δg1g3δ(x, z)

P♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❞♦♥♥é❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❙✐ ♦♥ r❡st❛✉r❡ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ✐❧ s✬é❝r✐t ❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
s✉r U ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r

Dab
A,αβ(x, y)S

bc
A, βγ(y, z) = δacδαγδ(x, z)

♦ù ❧✬♦♥ ♥❡ s♦♠♠❡ ♣❛s s✉r ❧✬✐♥❞✐❝❡ A q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s❛✈❡✉r✳

❆ ❝❛✉s❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♣♦✉r
❝♦♥♥❛îtr❡ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r S(y, z) q✉❡❧q✉❡ s♦✐t y ❡t z✳ ▲❡ st♦❝❦❛❣❡ s❡r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦❜✲
❧é♠❛t✐q✉❡✳ ❖♥ ❛rr❛♥❣❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ♥✬❛✈♦✐r
❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r q✉✬❡♥ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ❞✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ z ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲
❞❡ss✉s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♥♦t♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧❡

SabA, αβ(0, x) = (γ5S
†γ5)

ab
B, αβ(x, 0)

▲❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❛❣ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ q✉✬❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❞❡
❝♦✉❧❡✉r✳ P♦✉r ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❞❡ ❲✐❧s♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛✐t A = B✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ❢❡r♠✐♦♥s t✇✐stés
✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ s❛✈❡✉r ✿ s✐ A = u ❛❧♦rs B = d✳

✶✽ ❙♠❡❛r✐♥❣

✶✽✳✶ ❙✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s

▲❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✺ ❝ré❡♥t ❞❡s ét❛ts q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
✉♥ ❣r❛♥❞ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬ét❛t ♣r♦♣r❡ ❞❡ ◗❈❉ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❡st q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❡✉t t❡♥❞r❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ✈❡rs s❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ♣❛r ❧❡s ét❛ts ❡①❝✐tés✳ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡t ét❛t ❞❡ ❢❛✐t
✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t q✉❡ ❧✬ét❛t ❝réé ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ✏r❡ss❡♠❜❧❡✑ ♣❧✉s à ❧✬ét❛t q✉❡ ❧✬♦♥
❝❤❡r❝❤❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉
s♠❡❛r✐♥❣✱ q✉✐ r❡✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ét❛❧❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t❡s✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st q✉❡ ❝❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s
q✉❛♥t✐q✉❡s ❞❡s q✉❛r❦s✳ ❈✬❡st à ❝❡ ♣r✐① q✉✬♦♥ ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s✉❜st✐t✉és ❛✉① ❝❤❛♠♣s
❞❡ q✉❛r❦s ❧♦❝❛✉①✳

■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❧❡ s♠❡❛r✲
✐♥❣ ❣❛✉ss✐❡♥ ❬✸✼❪✳ ▲❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s ❞és✐❣♥❡r♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣✱
❧❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❞és✐❣♥❡r♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s s❛♥s s♠❡❛r✐♥❣✳



✾✵ ❙♠❡❛r✐♥❣

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❡st ✿

Qa
α(x) = T aa

′

αα′(x, y, Uµ)q
a′

α′(y)

♦ù
T aa

′

αα′(x, y, Uµ) ✭✹✵✮

❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❡♠♣❧♦②é✳ Uµ ❡st ✐❝✐ ♣rés❡♥t ♣♦✉r
s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧✐❡♥s ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐♥✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ❞❡ ❥❛✉❣❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ tr❛✐t❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡
✉♥ s❡✉❧ ✐♥❞✐❝❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✬é❝r✐t

Q = Tq

❖♥ ❞ér✐✈❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❝♦♥❥✉❣✉é ✿

Q̄ = q̄a
′

ρ (y)(γ0)ρβT
∗aa′
ηβ (x, y, Uµ)(γ0)ηα

❊♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ✿

Q̄ = q̄γ0T
†γ0 = q̄ T̃

♦ù T̃ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r T̃ = γ0T
†γ0

❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❡st ❝ré❡ ♣❛r ré❝✉rs✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ❡st
❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛tr✐❝❡ F ✮

{
Q(0) = q
Q(n) = FQ(n−1)

♦ù

F bb′

ββ′(x, y, Uµ) =
δββ′

1 + 6α


δbb

′

δ(x, y) + α
∑

µ spatial
seulement

[
U bb′

µ (x)δ(x+ µ, y) + U †
bb′

µ (x− µ)δ(x− µ, y)
]



■❝✐ α ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡ r❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ à ét✉❞✐❡r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❤❛❞r♦♥✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✽ rés✉♠❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣
❣❛✉ss✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐és✳

✶✽✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣

❈❡ s♠❡❛r✐♥❣ ♥❡ ♠é❧❛♥❣❡ ♣❛s ❧❡s s❛✈❡✉rs ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❛❧❧é❣❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♦♥ ✐❣♥♦r❡
❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ s❛✈❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡
s♠❡❛r✐♥❣ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t q✉✐ ❝ré❡ ❧✬ét❛t ✭s♦✉r❝❡✮✱ à ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❧❡ ❞étr✉✐t ✭♣✉✐ts✮ ♦✉
❛✉① ❞❡✉①✳ ❙✐ ❛✉❝✉♥ s♠❡❛r✐♥❣ ♥✬❡st ❛♣♣❧✐q✉é✱ ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r
❧♦❝❛❧✲❧♦❝❛❧ ✭✐♥❞✐❝❡ ▲▲ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❞♦♥t ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥

Dab
αβ(x, z)S

bc
LL, βγ(z, ys) = δacδαγδ(x, ys)

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ δacδαγδ(x, ys) = Σac
L, αγ(x, ys) ❧❛ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ♦♥ rés❡r✈❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❧❛

✈❛r✐❛❜❧❡ ys à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳



✶✽✳✸ ✲ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✾✶

β Ngauss αgauss

✸✳✽ ✸✵ ✹✳✵
✸✳✾ ✺✵ ✹✳✵
✹✳✵✺ ✼✵ ✹✳✵
✹✳✷ ✾✵ ✹✳✵
✶✳✾✵ ✺✵ ✹✳✵
✶✳✾✺ ✺✵ ✹✳✵

❚❛❜✳ ✽ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❣❛✉ss✐❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2 ❡t
Nf = 2 + 1 + 1✳

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✲s♠❡❛r❡❞
❞é✜♥✐ ♣❛r

SabLS, αβ(x, ys) = SacLL, αγ(x, y)T̃
cb
γβ(y, ys)

❝❡ q✉✐ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ✧❛❧❧✲t♦✲❛❧❧✧ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ SLL(x, y)
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s x ❡t y✳

▼❛✐s ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✲s♠❡❛r❡❞ ❡♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ s✉r
❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✲s♠❡❛r❡❞

Dab
αβ(x, z)S

bc
LS, βγ(z, ys) = Dab

αβ(x, z)S
bd
LL, βη(z, y)T̃

dc
ηγ(y, ys)

= Σad
L,αη(x, y)T̃

dc
ηγ(y, ys)

▲❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✲s♠❡❛r❡❞ ❡st ❞♦♥❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉r❝❡
❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣

Σac
S,αγ(x, ys) = Σad

L,αη(x, y)T̃
dc
ηγ(y, ys)

❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❛✉ ♣✉✐ts ♦♥ ❛✉r❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r s♠❡❛r❡❞✲❧♦❝❛❧
❞é✜♥✐ ♣❛r

SabSL, αβ(x, ys) = T acαγ(x, y)S
cb
LL, γβ(y, ys)

❝❡ q✉✐ ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ✐❧ ❡st s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r à ❧❛ ❢♦✐s s♠❡❛r✐♥❣ à
❧❛ s♦✉r❝❡ ❡t ❛✉ ♣✉✐ts s✉r ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r✳ ❖♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❧♦❝❛❧✲s♠❡❛r❡❞✱ ♣✉✐s ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡
❞❡ s♠❡❛r✐♥❣ ❛✉ ♣✉✐ts q✉✐ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r s♠❡❛r❡❞✲s♠❡❛r❡❞✳ ◆♦✉s ❛✈✐♦♥s
❝♦♠♠❡♥❝é ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❜❛r②♦♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉①✱ ♠❛✐s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❝✉ré❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s♠❡❛r✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✵✱ ♥♦✉s ❛ ❢❛✐t ❝❤♦✐s✐r ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs s♠❡❛r❡❞✲s♠❡❛r❡❞ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥
❡t ❞✉ ∆ ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✾✳

✶✽✳✸ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡

◆♦t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ q✉❡ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉①
❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ q✉✐ ❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ T ✭✈♦✐r éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✵✮✮✳
❈❡✉① q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ ◗❈❉ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝❤❛♥❣és✳



✾✷ ❙♠❡❛r✐♥❣
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❋✐❣✳ ✹✵ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ s✉r ✶✺✵ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡♥✈✐r♦♥ ❞❡s ♠❛ss❡s ❡✛❡❝t✐✈❡s
♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s s♠❡❛r✐♥❣ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 3.9✱ L = 24 ❡t aµ = 0.0085✳

▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs
❞✬♦♥❞❡ ❡♥ ❧❡s ♠♦②❡♥♥❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞❡
s♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ s♦♥t ❧❡ ❤②♣❡r❝✉❜✐❝ ✭❍❨P✮ s♠❡❛r✐♥❣ ❬✻✾❪✱ ❧❡ st♦✉t s♠❡❛r✐♥❣ ❬✾✼❪
❡t ❧❡ s♠❡❛r✐♥❣ ✸❉ ❆P❊ ❬✹✻✱ ✷❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
✐tér❛t✐✈❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ s♠❡❛r✐♥❣ ✸❉ ❆P❊ ❞♦♥t ❧❡s ét❛♣❡s s♦♥t ✿

■✮ ■♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ♦r✐❣✐♥❛✉① U (0)
µ (x) = Uµ(x)

■■✮ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❧✐❡♥ é♣❛✐ss✐

U (n+1)
µ (x) = U (n)

µ (x) + αAPE
∑

ν 6=µ
ν spatial

U (n)
ν (x)U (n)

µ (x+ ν)U (n)†
ν (x+ µ)

❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r µ 6= 0✮✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡
✈✐❡♥t ❞✉ ❢✉③③✐♥❣ ❬✾✹❪✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❛❣r❛❢❡✳ ▲❛ s♦♠♠❡
❝♦♠♣♦rt❡ q✉❛tr❡ t❡r♠❡s ❝❛r ♦♥ ✐♥❝❧✉t ❧❡s ❛❣r❛❢❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ❛✉ss✐
❜✐❡♥ q✉❡ ♥é❣❛t✐✈❡s✳

■■■✮ ✏Pr♦❥❡❝t✐♦♥✑ ❞❡ U (n+1)
µ (x) ❞❛♥s ❙❯✭✸✮

■❱✮ ❖♥ ré♣èt❡ ❧❡s ét❛♣❡s ✷ ❡t ✸ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ NAPE ❞❡ ❢♦✐s

▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ✏♣r♦❥❡❝t✐♦♥✑ ❞❛♥s ❙❯✭✸✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡ ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥t été
♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡M ❞❡ t❛✐❧❧❡ 3×3✱ s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ U
❞❛♥s ❙❯✭✸✮ ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ U ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❙❯✭✸✮ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
Re Tr(UM †)✳ ❯♥❡ ♣r♦❝é❞✉r❡ ✐tér❛t✐✈❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠✳
❯♥ ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① ❡st ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ U t❡❧❧❡ q✉❡

U = M(M †M)−1/2 det(M−1M †)1/6

❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦♣té✳ ❙✉✐✈❛♥t ❬✽✸❪✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❧❡s ét❛♣❡s s✉✐✈❛♥t❡s ♣♦✉r ♣r♦❥❡t❡r ❞❛♥s ❙❯✭✸✮ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ▼ ❞♦♥♥é❡

✶✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t H = M †M



✶✽✳✸ ✲ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✾✸

x+ aµ̂x

x+ aν̂

❋✐❣✳ ✹✶ ✕ ▲✐❡♥ ✭❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é✮ ❡t s❡s ✷ ❛❣r❛❢❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭µ̂✱ν̂✮✳

✷✳ H ét❛♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r✲
♠é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ T ♣♦✉r é❝r✐r❡

H = TΛT †

♦ù Λ = diag(λ1, λ2, λ3) ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ H✳

✸✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t W = MH−1/2 = TΛ−1/2T † q✉✐ ❡st ❛❧♦rs ❞❛♥s ❯✭✸✮

✹✳ ❖♥ ❞✐✈✐s❡ W ♣❛r det(W )1/3✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐q✉❡
♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t❡ ❛♠❜✐❣✉ïté✳

❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st ♠♦t✐✈é❡ ♣❛r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦❧❛✐r❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡
t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡
✉♥✐t❛✐r❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✼✾❪ ❝♦♠♣❛r❡
❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡t ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts
♥✉♠ér✐q✉❡s très ♣r♦❝❤❡s✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé NAPE = 20 ❡t αAPE = 0.5 ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡♥s❡♠❜❧❡s s✉r
❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛✈❛✐❧❧é ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1✳

✶✾ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ∆
s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ Nf = 2 ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ ❞é❥à été ♣✉❜❧✐é ❬✸❪✱
♠❛✐s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♣♦✉r β = 4.2 ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ❉❡s rés✉❧t❛ts
♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 s♦♥t ♠♦♥trés✱ ♠❛✐s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s Nf = 2 ❝❛r ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡
❥❛✉❣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❝♦✉rs✳

▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2 q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ β✱ L ❡t
aµ s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✵✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ré♣ét♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✾
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ a ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β ❞é❞✉✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉



✾✹ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2

Nf = 2
β a ❡♥ ❢♠ r0/a
✸✳✽ ✵✳✵✾✾✺✭✼✮ ✹✳✹✻✭✸✮
✸✳✾ ✵✳✵✽✺✺✭✻✮ ✺✳✷✷✭✷✮
✹✳✵✺ ✵✳✵✻✻✻✭✻✮ ✻✳✻✶✭✸✮
✹✳✷ ✵✳✵✺✷✾✭✺✮ ✽✳✹✷✭✼✮

Nf = 2 + 1 + 1
β = 1.90 a = 0.0853(5) ❢♠
β = 1.95 a = 0.0785(7) ❢♠

❚❛❜✳ ✾ ✕ ❱❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ♣❛r fπ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r0/a
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ❢♦✉r♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2✳
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Plateau
Smeared-Smeared

❋✐❣✳ ✹✷ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 3.9✱ L = 24 ❡t
aµ = 0.0085✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡✱ ✸✹✽ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s✳

♣✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❙♦♠♠❡r ❡①tr❛♣♦❧é à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❬✶✷✺❪✳ ▲❛ ❢❡♥êtr❡ ❡♥
β q✉✐ ✈❛ ❞❡ ✸✳✽ à ✹✳✷ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r t❡st❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❧❡s ❧♦✐s ❞✬é❝❤❡❧❧❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ❤❛❞r♦♥ ❡♥ ✉♥✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ a/r0✳

▲❡s ♠❛ss❡s ❞❡ ♣✐♦♥s ❝♦✉✈r❡♥t ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ✷✼✵ à ✺✵✵ ▼❡❱ ❬✶✷✺❪✳ P♦✉r mπ ≈
300 ▼❡❱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ s♣❛t✐❛❧❡ ❡st ❞❡ Ls = 2.1 ❢♠ ❡t Ls = 2.7 ❢♠
♣♦✉r β = 3.9 ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡st❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✷ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉
❝♦rré❧❛t❡✉r s♠❡❛r❡❞✲s♠❡❛r❡❞ ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡
♣❛r ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ❡♥ ✜tt❛♥t ❧❛ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❛♥s
❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❡t ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❜✉t ❞✉ ✜t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ χ2 ♣❛r ❞❡❣ré ❞❡
❧✐❜❡rté s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r à ✉♥✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✶ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞❡s ∆
❡♥ ✉♥✐tés rés❡❛✉ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ♥✉❡ ❞✉ q✉❛r❦ t✇✐sté ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β✳
▲❡s ❡rr❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s ♦♥t été ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❥❛❝❦❦♥✐❢❡ ❬✶✶✶❪ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡



✶✽✳✸ ✲ ❙♠❡❛r✐♥❣ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ✾✺

β = 4.2✱ a = 0.0529(5) ❢♠
323 × 64✱ Ls = 1.69 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✻✺

❙t❛t✳ ✺✷✷
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✹✾✸✽✭✺✵✮
mπL ✹✳✷✹

483 × 96✱ Ls = 2.54 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✷
❙t❛t✳ ✹✸✶
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✷✼✺✻✭✷✽✮
mπL ✸✳✺✺

β = 4.05✱ a = 0.0666(6) ❢♠
323 × 64✱ Ls = 2.13 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✶✷

❙t❛t✳ ✷✻✾ ✷✺✸ ✹✵✾ ✶✽✷
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✸✵✼✵✭✶✽✮ ✵✳✹✷✸✻✭✶✽✮ ✵✳✹✽✽✹✭✶✺✮ ✵✳✻✽✽✶✭✶✽✮
mπL ✸✳✸✶ ✹✳✺✼ ✺✳✷✼ ✼✳✹✸

β = 3.9✱a = 0.0855(6) ❢♠
243 × 48✱ Ls = 2.05 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✵✹✵ ✵✳✵✵✻✹ ✵✳✵✵✽✺ ✵✳✵✶✵

❙t❛t✳ ✲ ✼✽✷ ✺✹✺ ✸✹✽ ✹✼✼
mπ ✭●❡❱✮ ✲ ✵✳✸✶✸✶✭✶✻✮ ✵✳✸✾✵✸✭✾✮ ✵✳✹✹✼✵✭✶✷✮ ✵✳✹✽✸✾✭✶✷✮
mπL ✸✳✷✺ ✹✳✵✺ ✹✳✻✸ ✺✳✵✸

323 × 64✱ Ls = 2.74 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✸✵ ✵✳✵✵✹✵
❙t❛t✳ ✻✺✾ ✷✸✷
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✷✻✾✻✭✾✮ ✵✳✸✵✽✷✭✻✮
mπL ✸✳✼✹ ✹✳✷✽

β = 3.8✱ a = 0.0995(7) ❢♠
243 × 48✱ Ls = 2.39 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✶✶✵ ✵✳✵✶✻✺

❙t❛t✳
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✸✻✻✼✭✶✼✮ ✵✳✹✶✷✽✭✶✻✮ ✵✳✹✼✾✾✭✾✮ ✵✳✺✽✺✺✭✶✵✮
mπL ✹✳✹✹ ✺✳✵✵ ✺✳✽✶ ✼✳✵✾

❚❛❜✳ ✶✵ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ β, L, µ ❞❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ a ❡t ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ mπ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳



✾✻ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2

aµ st❛t✳ amN am∆++,− am∆+,0

β = 3.9✱ 243 × 48
✵✳✵✵✹✵ ✼✽✷ ✵✳✺✶✶✶✭✺✽✮ ✵✳✻✻✵✭✶✹✮ ✵✳✻✼✵✭✶✸✮
✵✳✵✵✻✹ ✺✹✺ ✵✳✺✺✶✹✭✹✾✮ ✵✳✼✵✾✭✶✶✮ ✵✳✼✶✶✭✶✷✮
✵✳✵✵✽✺ ✸✹✽ ✵✳✺✼✽✻✭✻✼✮ ✵✳✼✶✹✭✶✷✮ ✵✳✼✸✸✭✶✸✮
✵✳✵✶✵✵ ✹✼✼ ✵✳✺✾✼✸✭✹✸✮ ✵✳✼✺✸✶✭✻✼✮ ✵✳✼✺✺✾✭✼✺✮

β = 3.9✱323 × 64
✵✳✵✵✸✵ ✻✺✷ ✵✳✹✾✺✽✭✹✸✮ ✵✳✻✷✸✹✭✶✸✾✮ ✵✳✻✹✾✼✭✶✸✸✮
✵✳✵✵✹✵ ✷✸✷ ✵✳✺✶✷✻✭✹✻✮ ✵✳✻✺✶✭✶✻✮ ✵✳✻✺✾✭✶✺✮

aµ st❛t✳ amN am∆++,− am∆+,0

β = 4.05✱ 323 × 64
✵✳✵✵✸✵ ✷✻✾ ✵✳✹✵✾✶✭✻✵✮ 0.5381(93) 0.5441(93)
✵✳✵✵✻✵ ✷✺✸ ✵✳✹✹✹✹✭✹✼✮ 0.5505(77) 0.5581(90)
✵✳✵✵✽✵ ✹✵✾ ✵✳✹✼✶✹✭✸✶✮ 0.5918(60) 0.5906(63)

aµ st❛t✳ amN am∆++,− am∆+,0

β = 4.2✱ 323 × 64
✵✳✵✵✻✺ ✸✽✵ ✵✳✸✽✵✭✸✮ ✵✳✹✼✸✭✺✮ ✵✳✹✼✼✭✺✮

β = 4.2✱ 483 × 96
✵✳✵✵✷✵ ✷✼✸ ✵✳✸✵✻✭✹✮ ✵✳✹✸✶✭✻✮ ✵✳✹✸✸✭✼✮

❚❛❜✳ ✶✶ ✕ ▼❛ss❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞❡s ∆ ♠❡s✉ré❡s s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2✳

Γ ❬✶✸✷❪✳

P♦✉r ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t s❡ ♣❧❛❝❡♥t ♥♦s rés✉❧t❛ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ❝♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♦♥s ✭▲❍P❈ ❬✶✷✻❪ ❡t P❆❈❙✲❈❙ ❬✼❪✮ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s s✉r ❧❡ ✜❣✉r❡ ✹✸ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
à β = 3.9 ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳

✶✾✳✶ ❊✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐

▲❡s ✈♦❧✉♠❡s ♣❤②s✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s
❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ s♦✐❡♥t ❞♦♠✐♥és ♣❛r ❧❛ ❞✐st♦rs✐♦♥ ❞✉ ♥✉❛❣❡ ♣✐♦♥✐q✉❡✳ ▲✬❤②♣♦t❤ès❡
❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t
❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ♠❛ss❡s✳ ❈❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s
❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✻❪ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❤✐r❛❧❡s SU(2) ❬✶✶✵❪✳ ▲❡s
❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ O(p4) s♦♥t ✿

mN(∞) = mN(L) − δma(L) − δmb(L) ✭✹✶✮

♦ù

δma(L) =
3g2

Am
0
Nm

2
π

16π2f 2
π

∫ ∞

0

dx
∑

n

K0

(
L|n|

√
m02
N x

2 +m2
π(1 − x)

)

δmb(L) =
3m4

π

4π2f 2
π

∑

n

[
(2c1 − c3)

K1 (L|n|mπ)

L|n|mπ

+ c2
K2 (L|n|mπ)

(L|n|mπ)
2

]
. ✭✹✷✮
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❋✐❣✳ ✹✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❊❚▼❈ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ▲❍P❈ ❡t
P❆❈❙✲❈❙ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳

Kν(x) ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❇❡ss❡❧ ♠♦❞✐✜é❡ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ♣♦rt❡ s✉r t♦✉s ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬❡♥t✐❡rs
n ❡♥ ❡①❝❧✉❛♥t n = 0✳ ▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡✉① c2 = 3.2 ●❡❱−1

❡t c3 = −3.45 ●❡❱−1 ♦♥t été ❞ét❡r♠✐♥é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✹✼❪ ❡t ❬✶✹✱ ✶✵✾❪✳ ▲❡s
♣❛r❛♠ètr❡s c1 ❡t m0

N s♦♥t t✐rés ❞✉ ✜t ❝❤✐r❛❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✾✳✸✳ ▲❡s ré✲
s✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦❧❧❡❝tés ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✷✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❧❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s s♦♥t✱
♣♦✉r ♥♦s ✈♦❧✉♠❡s ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❡①trê♠❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡s ✭. ✶✪✮ ❡t ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞✉ t❡♠♣s ✐♥✲
❢ér✐❡✉r❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs st❛t✐st✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝♦♥✜r♠é ♣❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ s✉r rés❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡✉①
✈♦❧✉♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭243 × 48 ❡t 323 × 64✮ ♣♦✉r aµ = 0.004 ✭✈♦✐r t❛❜❧❡❛✉ ✶✶✮✳ P♦✉r ❧❡ ∆
❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳

✶✾✳✷ ▲✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉

P♦✉r ❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ♦♥ ❞♦✐t ❡①♣r✐♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s q✉❛♥t✐tés ❡♥ ✉♥✐tés
♣❤②s✐q✉❡s ❡t ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ a → 0✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❧✲
❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❝♦♠♠❡ ✉♥✐té ♣❤②s✐q✉❡ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❙♦♠♠❡r r0✱ ❡①tr❛♣♦❧é à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❞és✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞✉ ♣✐♦♥✳
▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ r0mπ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t à ❢❛✐t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ β✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ r0/a✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r r❛♠❡♥❡r
mNr0 ❡t m∆r0 à ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ r0mπ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s
❞✐s♣♦s♦♥s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t r❛ss❡♠❜❧és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✸ ❡t ♠♦♥trés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✹✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r✐s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ a/r0 → 0 ❡♥ ❛❥✉st❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
à β❂✸✳✾✱ ✹✳✵✺ ❡t ✹✳✷ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s ❡①✐st❡♥t✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ à β = 3.8✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐♥❝❧✉s
❞❛♥s ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ✐❧s s♦♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦♥s✐st❛♥t
❛✈❡❝ ♥♦tr❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ ✶✸ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①tr❛♣♦❧é❡s
à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥t✐♥✉✳



✾✽ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2

amπ amN(L) aδa(L) ✰ aδb(L)
β = 3.9 243 × 48
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β = 3.9 323 × 64
✵✳✶✶✻✽ ✵✳✹✾✺✽✭✸✹✮ ✵✳✵✵✶✹
✵✳✶✸✸✽ ✵✳✺✶✷✻✭✹✻✮ ✵✳✵✵✶✶

β = 4.05 323 × 64
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❚❛❜✳ ✶✷ ✕ ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2✳
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❋✐❣✳ ✹✹ ✕ ❊①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ▲✬❡①✲
tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✹ ♣♦✐♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s r0mπ = 0.70 ❡t r0mπ = 1.10 s♦✐t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡
♣❧✉s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s✳ ▲❡ ♣♦✐♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✈✐❡♥t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à
β = 4.2 ❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t aµ = 0.002 ❡t aµ = 0.0065✳
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r0mπ r0mN r0m∆++,− r0m∆+,0

β = 3.8
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β = 3.9
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β = 4.05
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✵✳✾✵ ✷✳✾✵✸✭✹✵✮ ✷✳✾✶✵✭✷✹✮ ✸✳✻✻✾✭✹✺✮ ✸✳✼✵✶✭✸✺✮ ✸✳✻✾✵✭✹✺✮ ✸✳✼✷✼✭✸✵✮
✶✳✵✵ ✸✳✵✵✸✭✹✵✮ ✸✳✵✵✼✭✶✻✮ ✸✳✼✼✶✭✹✺✮ ✸✳✽✶✺✭✶✽✮ ✸✳✼✾✸✭✹✻✮ ✸✳✽✷✼✭✶✽✮
✶✳✶✵ ✸✳✵✽✻✭✷✹✮ ✸✳✵✼✾✭✶✾✮ ✸✳✾✸✷✭✹✸✮ ✸✳✾✵✺✭✸✺✮ ✸✳✾✸✻✭✺✵✮ ✸✳✾✵✷✭✸✼✮
✶✳✷✺ ✸✳✷✽✼✭✷✹✮ ✸✳✶✷✻✭✹✷✮ ✹✳✵✶✼✭✹✽✮ ✸✳✾✽✷✭✽✺✮ ✹✳✵✸✽✭✹✾✮ ✸✳✾✺✸✭✽✹✮

β = 4.2
✵✳✼✵ ✷✳✻✼✹✭✹✶✮ ✸✳✻✽✹✭✻✵✮ ✸✳✼✵✹✭✻✼✮
✶✳✶✵ ✸✳✶✼✽✭✸✻✮ ✸✳✾✼✶✭✺✸✮ ✹✳✵✵✹✭✺✸✮

❈♦♥t✐♥✉✉♠
✵✳✼✵ ✷✳✻✻✼✭✷✹✮ ✷✳✻✼✶✭✶✻✮ ✸✳✺✺✶✭✺✹✮ ✸✳✹✼✷✭✸✷✮ ✸✳✺✾✺✭✻✺✮ ✸✳✹✾✷✭✸✽✮
✵✳✽✵ ✷✳✽✹✵✭✷✺✮ ✷✳✽✵✼✭✶✷✮ ✸✳✻✷✷✭✺✾✮ ✸✳✻✵✽✭✷✸✮ ✸✳✻✸✽✭✺✸✮ ✸✳✻✷✻✭✷✼✮
✵✳✾✵ ✷✳✾✸✻✭✶✾✮ ✷✳✾✷✾✭✶✶✮ ✸✳✻✽✼✭✸✺✮ ✸✳✼✷✽✭✶✺✮ ✸✳✼✵✺✭✸✹✮ ✸✳✼✹✻✭✶✻✮
✶✳✵✵ ✸✳✵✵✾✭✷✺✮ ✸✳✵✷✺✭✶✶✮ ✸✳✼✾✹✭✸✻✮ ✸✳✽✷✻✭✶✸✮ ✸✳✽✷✼✭✸✸✮ ✸✳✽✹✹✭✶✷✮
✶✳✶✵ ✸✳✶✵✾✭✶✼✮ ✸✳✶✵✶✭✶✹✮ ✸✳✾✷✻✭✸✸✮ ✸✳✾✶✻✭✷✸✮ ✸✳✾✸✾✭✸✺✮ ✸✳✾✷✹✭✷✹✮
✶✳✷✺ ✸✳✷✽✾✭✷✸✮ ✸✳✶✻✽✭✷✻✮ ✹✳✵✷✶✭✸✾✮ ✸✳✾✼✽✭✹✼✮ ✹✳✵✹✷✭✹✹✮ ✸✳✾✽✹✭✺✵✮

❚❛❜✳ ✶✸ ✕ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❡rs ❧❡s r0mπ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s♦♥t
❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✷✱✹ ❡t ✻✳ ▲❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ✸✱✺ ❡t ✼ ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❡ ✜t ❝❤✐r❛❧ à ❧✬♦r❞r❡
m3
π ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥✳ P♦✉r β = 4.2✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥

❧✐♥é❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳



✶✵✵ ❘és✉❧t❛ts Nf = 2

❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❡st ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞✬✐s♦s♣✐♥
q✉✐ ❧è✈❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❡♥ ♠❛ss❡ ❞✬✉♥ ♠ê♠❡ ♠✉❧t✐♣❧❡t✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ✉♥
❛rt❡❢❛❝t ❞✬♦r❞r❡ a2✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs s♦♥t ré❡❧s ❡t q✉✬✐❧s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥ts s♦✉s
❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ u ↔ d ❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❥✉❣❛✐s♦♥ ❤❡r♠✐t✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (n, p)✱
(∆++,∆−) ❡t (∆+,∆0) s♦♥t ❞é❣é♥érés✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡
♠❛ss❡ ❞✬♦r❞r❡ a2 ❡♥tr❡ ∆++ ❡t ∆+✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✸ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❝❡t ❡✛❡t ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❡rr❡✉rs✳

✶✾✳✸ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉①

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡ s✐♠✉❧❡ ♣❛s ◗❈❉ à ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①tr❛♣♦✲
❧❛t✐♦♥ s❡ ♣♦s❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❝❤✐r❛❧❡s q✉✐ ❡st ❜❛sé❡ s✉r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛ss❡s ❞❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞ s♦♥t ♣❡t✐t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❤❛❞r♦♥✐q✉❡
t②♣✐q✉❡✳ ❙✐ ♦♥ ♦♠❡t ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞✉ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❞❡ ◗❈❉ ♦♥ ❛ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ q✉✐
♣♦ssè❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡ ❡st s♣♦♥t❛♥é♠❡♥t ❜r✐sé❡ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠♦❞❡s
❞❡ ●♦❧❞st♦♥❡ ❛ss♦❝✐és ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜és ❛✉① ♣✐♦♥s✳ ◗✉❛♥❞ ♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ❞♦✐t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✉
t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❞é❣é♥ér❡s❝❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ✉♥ ❤❛❞r♦♥ ❡t ❝❡ ♠ê♠❡
❤❛❞r♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é ❞✬✉♥ ♣✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❜❛ss❡ é♥❡r❣✐❡ ❬✶✵✻❪ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❧♦✉r❞
❡t ♣❡✉ tr❛♥s♣❛r❡♥t✳ ❖♥ ♣ré❢èr❡ ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡✛❡❝✲
t✐✈❡ ❬✶✷✼✱ ✺✽❪ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ❞❡s ❤❛❞r♦♥s ♣♦♥❝t✉❡❧s ❡t ❞❡s ♣✐♦♥s✳ ❊❧❧❡
❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣♦✉r r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉✐
❡st ❝♦♥tr❛✐♥t ♣❛r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ◗❈❉✳ ▲❡ t❡r♠❡ s②♠étr✐q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣✐♦♥ q✉❡
♣❛r ❞❡s ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ s❡s ❞ér✐✈é❡s✳ P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r tr♦♥q✉❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞❡ t❡r♠❡s ✐❧ ❢❛✉t s❡ ❧✐♠✐t❡r à ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ✐♠♣✉❧s✐♦♥s ❞❡s ♣✐♦♥s s♦♥t ♣❡t✐t❡s✳ ▲❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡✳
❉❡s r❡✈✉❡s ré❝❡♥t❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❬✶✶✸✱ ✶✷❪✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❞✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❧❡s ♠❛ss❡s
❞❡s ❤❛❞r♦♥s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❧❡ ∆
s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

mN(mπ) = m0
N − 4c1Nm

2
π −

3g2
A

32πf 2
π

m3
π + . . . ✭✹✸✮

m∆(mπ) = m0
∆ − 4c1∆m

2
π −

3g2
A

32πf 2
π

m3
π + . . . ✭✹✹✮

♦ù ❧✬❡❧❧✐♣s❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♥é❣❧✐❣é ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ▲❡ t❡r♠❡ m0
N ❡st ❧❛

♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡✱ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t c1N ❡st r❡❧✐é ❛✉ t❡r♠❡ σ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳
▲❡ t❡r♠❡ ❝✉❜✐q✉❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ m3/2

q ✱ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣ré❞✐t ♣❛r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♠♠❡ t♦✉s
❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡s q✉❛r❦s✳ ■❧ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ré❣✐♦♥ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡
❞❡ ❧❛ s❡❧❢ é♥❡r❣✐❡ ♣✐♦♥✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❛①✐❛❧❡ ❞✉
♥✉❝❧é♦♥ gA ❡t ❞❡ fπ s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ s✐ ♦♥ tr♦♥q✉❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ m3

π✱ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s gA = 1.2695(29) ❡t
fπ = 92.42 ▼❡❱ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞✉ t❡r♠❡
❝✉❜✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❧❡ ∆ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ SU(6)✳

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
♠❛✐s ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s s❡♠❜❧❡♥t ❜✐❡♥



✶✾✳✸ ✲ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉① ✶✵✶
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❋✐❣✳ ✹✺ ✕ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉① ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❧❡ ∆++ ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✹✸✮ ❡t ✭✹✹✮✳

r0m
0 c1/r0 r0mphys r0mexp

◆ ✷✳✵✸✾✭✸✹✮ ✲✵✳✺✷✸✭✶✵✮ ✷✳✷✵✾✭✸✺✮ ✷✳✶✶✵✺
∆ ✷✳✽✾✶✭✼✷✮ ✲✵✳✺✶✶✭✷✵✮ ✸✳✵✺✻✭✼✺✮ ✷✳✼✼✷

❚❛❜✳ ✶✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥ ✜t ❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✹✸✮ ❡t ✭✹✹✮✳

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ tr♦♥❝❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ m3
π s✐ ♥♦✉s ❡①❝❧✉♦♥s ❧❡ ♣♦✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à

❧❛ ♣❧✉s ❤❛✉t❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥✱ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ q✉✐ s✉✐t à ❝❡t ♦r❞r❡✳ ▲✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸❪
♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛✉① ♠ê♠❡s rés✉❧t❛ts✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✹✺ ♠♦♥tr❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ✜t q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✳ ❙✐ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ ✜t ✈❡rs ❧❡s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ♠❛ss❡s ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s
❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉rs✳ ❈❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ mπ ❡st ❜✐❡♥
❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ m3

π✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé r0 = 0.444 ❢♠✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✹ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ♣♦✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s m0

N,∆ ❡t c1N,∆ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♠❛ss❡s ❡①tr❛♣♦❧é❡s ❛✉ ♣♦✐♥t
♣❤②s✐q✉❡✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ❞❡ ✺ ✪ ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞❡ ✶✵ ✪ ♣♦✉r ❧❡ ∆✳

▲❛ ♣❡♥t❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2
π ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱

♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st r❡❧✐é❡ ❛✉ t❡r♠❡ σ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❜r✐s✉r❡
❞❡ s②♠étr✐❡✱ q✉✐ ❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥ ❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣✐♦♥✲
♥✉❝❧é♦♥✳ ■❧ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

σN = 〈N |muūu+mdd̄d|N〉 ✭✹✺✮

≃ m̂〈N |ūu+ d̄d|N〉 ✭✹✻✮

= m̂
∂N

∂m̂
✭✹✼✮

= m2
π

∂N

∂m2
π

✭✹✽✮

♦ù ♦♥ ❛ ✉t✐❧✐sé s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❍❡❧❧♠❛♥ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ●❡❧❧✲
▼❛♥♥✱ ❖❛❦❡s✱ ❘❡♥♥❡r✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c1 ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❧♦rs ❞✉ ✜t ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s ❛✉ ♣♦✐♥t ♣❤②s✐q✉❡ σN = 66.7 ± 1.3 ▼❡❱✱ ♦ù ❧✬❡rr❡✉r ✐♥❞✐q✉é❡ ❡st st❛t✐st✐q✉❡✳



✶✵✷ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s Nf = 2 + 1 + 1

β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19✱ a = 0.0853(5) ❢♠
243 × 48✱ Ls = 2.05 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✹✵ ✵✳✵✵✻✵ ✵✳✵✵✽✵ ✵✳✵✶✵✵

❙t❛t✳ ≃ 400 ≃ 400 ≃ 400 ≃ 400
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✸✸✻✶✭✷✷✮ ✵✳✸✾✾✸✭✷✺✮ ✵✳✹✺✾✹✭✷✾✮ ✵✳✺✶✺✸✭✸✷✮
mπL ✸✳✹✾ ✹✳✶✹ ✹✳✼✼ ✺✳✸✺

323 × 64✱ Ls = 2.73 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✹ ✵✳✵✵✺
❙t❛t✳ ≃ 400 ≃ 400 ≃ 400
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✷✽✺✹✭✷✵✮ ✵✳✸✷✻✻✭✷✶✮ ✵✳✸✻✸✶✭✷✸✮
mπL ✸✳✾✺ ✹✳✺✸ ✺✳✵✸

β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17✱ a = 0.0785(7) ❢♠
243 × 48✱ Ls = 1.88 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✽✺

❙t❛t✳ ≃ 400
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✹✽✻✶✭✹✻✮
mπL ✹✳✻✺

323 × 64✱ Ls = 2.51 ❢♠ aµ ✵✳✵✵✸✺ ✵✳✵✵✺✺ ✵✳✵✵✼✺
❙t❛t✳ ≃ 400 ≃ 400 ≃ 400
mπ ✭●❡❱✮ ✵✳✸✶✻✼✭✸✵✮ ✵✳✸✽✾✶✭✸✺✮ ✵✳✹✺✷✼✭✹✷✮
mπL ✹✳✵✹ ✹✳✾✻ ✺✳✼✼

❚❛❜✳ ✶✺ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞✬❡♥tré❡ β, L, µ, µσ, µδ ❞❡ ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ❛✈❡❝ ❧❛
♠❛✐❧❧❡ a ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ mπ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳

❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❛❞♦♣té❡ ❞❡ 45 ± 8 ▼❡❱ ❬✻✵❪ ♠❛✐s
❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ❬✶✵✼❪ q✉✐ ✐♥❝❧✉t ♣❧✉s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ q✉❛r❦ étr❛♥❣❡
❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡r♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❬✺✼❪✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ σ ❛ ❛✉ss✐ ❞❡s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉r ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ♥♦✐r❡ ❬✹✹❪✳

✷✵ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s Nf = 2 + 1 + 1

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r é❧❛r❣✐t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s
❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❝❡❧❛ ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡
❞❡ ❝❧❛r✐✜❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s♦♥ ❝♦♥t❡♥✉ étr❛♥❣❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❡t très ♣❛r❝❡❧❧❛✐r❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡
❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ■❧s s❡r♦♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡ts à ❧✬❛✉t♦♠♥❡ ✷✵✵✾✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✺ rés✉♠❡ ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ β❂✶✳✾ ❡t β❂✶✳✾✺✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬■✇❛s❛❦✐✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥t❡s
❞✉ ❝❛s Nf = 2✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s ❡t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥✳

▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✻ ré❝❛♣✐t✉❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛❝t✉❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡❧❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs très ✈♦✐s✐♥❡s ❞❡ ❧❛
♠❛✐❧❧❡ ✭a = 0.0785 ❢♠ ❡t a = 0.0853 ❢♠✮ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳
▲❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ s♦♥t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s à ❝❡✉① ♦❜s❡r✈és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Nf = 2✳

❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✻✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2✱ β = 3.9



✶✾✳✸ ✲ ❋✐ts ❝❤✐r❛✉① ✶✵✸

aµ ❙t❛t✳ amN r0/a

243 × 48✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19

✵✳✵✵✹✵ ≃ 400 ✵✳✺✹✵✭✻✮ ✺✳✶✼✽✭✹✹✮
✵✳✵✵✻✵ ≃ 400 ✵✳✺✻✾✭✼✮ ✺✳✷✵✾✭✺✽✮
✵✳✵✵✽✵ ≃ 400 ✵✳✺✾✷✭✼✮ ✹✳✾✽✾✭✹✵✮
✵✳✵✶✵✵ ≃ 400 ✵✳✻✷✸✭✻✮ ✹✳✽✻✹✭✷✶✮

323 × 64✱ β = 1.90✱ aµσ = 0.15 ❡t aµδ = 0.19

✵✳✵✵✸✵ ≃ 400 ✵✳✺✶✻✭✼✮ ✺✳✷✶✼✭✸✵✮
✵✳✵✵✹✵ ≃ 400 ✵✳✺✷✻✭✹✮ ✺✳✶✼✾✭✹✾✮
✵✳✵✵✺✵ ≃ 400 ✺✳✵✽✶✭✹✺✮

323 × 64✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17

✵✳✵✵✸✺ ≃ 400 ✵✳✹✻✹✭✺✮ ✺✳✻✶✻✭✸✶✮
✵✳✵✵✺✺ ≃ 400 ✵✳✺✵✾✭✹✮ ✺✳✻✻✷✭✸✸✮
✵✳✵✵✼✺ ≃ 400 ✺✳✺✻✻✭✹✹✮

243 × 48✱ β = 1.95✱ aµσ = 0.135 ❡t aµδ = 0.17

✵✳✵✵✽✺ ≃ 400 ✵✳✺✺✽✭✸✮ ✺✳✹✾✸✭✹✶✮

❚❛❜✳ ✶✻ ✕ ▼❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Nf = 2 + 1 + 1✳

❡t Nf = 2 + 1 + 1✱ β = 1.9 ♣♦✉r amN ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ aµ✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ a s♦♥t
é❣❛❧❡s à ✷ ✪✘ ♣rès✱ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛ ✉♥ s❡♥s✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ mπ ❡st
❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛✐s ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✻✵ ▼❡❱ ♣♦✉r
Nf = 2 + 1 + 1✳ ❈❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣❡✉t ✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ a ♣♦✉r Nf = 2 + 1 + 1 ❡t
β = 1.9 ❡st ♠❛❧ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✉♥❡ ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥t❡♥✉ étr❛♥❣❡
❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥❝❧✉r❡✳

▲❡s ❞♦♥♥é❡s à β = 1.95 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Nf = 2✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ♦♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞❡ t✐r❡r ♣❛rt✐ ❞❡
❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❡st ❛ss❡③ ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡s ❞❡ Nf = 2 ❡①tr❛♣♦❧é❡s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ ❈❡❝✐ ❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❥✉st✐✜é ♣❛r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✶✾✳✷✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ r0/a ❡①tr❛♣♦❧é à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝❤✐r❛❧❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✻ ❡st 5.68(5)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♥♦♥ ❝♦rr✐❣és ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ s♦♥t ♠♦♥trés
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✼ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ✜t ❝❤✐r❛❧ à ❧✬♦r❞r❡ m3

π✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛s β = 1.9✱
❝❡s ❞♦♥♥é❡s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s s❡♠❜❧❡♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts Nf = 2 ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡
✜t ❝❤✐r❛❧ s♦✐t ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ✉♥ t❡r♠❡ σ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡
✽✪✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣ér❛t✐❢ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ✱
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ β ❛✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ❡t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉
❝♦♥t✐♥✉✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r β❂✷✳✵ ❡t ✷✳✶ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡
❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✳



✶✵✹ ❘és✉❧t❛ts ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s Nf = 2 + 1 + 1
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❋✐❣✳ ✹✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ β = 3.9✱ Nf = 2 ❡t β = 1.9✱ Nf = 2 + 1 + 1 ♣♦✉r ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ▲❡s ❧✐❣♥❡s ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♥❡ s♦♥t ❧à q✉❡ ♣♦✉r ❣✉✐❞❡r ❧✬♦❡✐❧✳ ❊❧❧❡s ♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❛✉❝✉♥ ✜t✳
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Fit chiral O(mπ
3)
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=2 extrapole au continu

Valeur exp.
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❋✐❣✳ ✹✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s Nf = 2 ❡①tr❛♣♦❧é❡s à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t
❧❡s ❞♦♥♥é❡s Nf = 2 + 1 + 1 ♣♦✉r β = 1.95✳



✶✵✺

❍✉✐t✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❋♦♥❝t✐♦♥s à ✸ ♣♦✐♥ts

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✵✻

✷✶✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✷✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✷✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs ✶✶✵

✷✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✶✶✸

✷✹ ❖♣ér❛t❡✉rs ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✶✶✹

✷✺ ❘és✉❧t❛ts ✶✶✻

✷✺✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✷✺✳✷ 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶



✶✵✻ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és à ♣❛rt✐r ❞❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥s à ✸ ♣♦✐♥ts✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡t ♣✉✐ts q✉✐ ❝ré❡♥t ❡t ❞étr✉✐s❡♥t ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥
♦♥t été ❞✐s❝✉tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ✐❝✐ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❣é♥ér❛❧✐sés✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥✈❡rs✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡
❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ✈❡rt❡① ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠❡♥és ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❯♥ ♣r♦❜✲
❧è♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞é❝♦♥♥❡❝té❡s✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t r❡❧✐é❡s
❛✉① q✉❛r❦s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❣❧✉♦♥s✳ ❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r
❝❛r ❡❧❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✈❡rs
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs ✧❛❧❧✲t♦✲❛❧❧✧ ❛ été é✈✐té ❞❛♥s ❝❡
tr❛✈❛✐❧ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞é❝♦♥♥❡❝tés ♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t ♣❛s✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ s②♠étr✐❡ ❞❡
s❛✈❡✉r ❞✉❡ ❛✉① ♠❛ss❡s t✇✐sté❡s ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

✷✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s
❣é♥ér❛❧✐sé❡s

▲❡ ❜✉t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
〈N(pf , sf )|O|N(pi, si)〉 ♦ù |N(p, s)〉 ❡st ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❛✈❡❝ ✐♠♣✉❧s✐♦♥
p ❡t ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♣✐♥ s✱ ❡t O ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣❤②s✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

✷✶✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡

❙✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ♣♦✉r O ❧❡ ❝♦✉r❛♥t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳ ❙✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉① q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞
✭s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2✮✱ ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ✿

Vµ =
2

3
ūγµu−

1

3
d̄γµd

❛ ♣♦✉r ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✿

〈N(pf , sf )|Vµ(0)|N(pi, si)〉 = ū(pf , sf )

[
γµF1(Q

2) +
iσµνQν

2m
F2(Q

2)

]
u(pi, si) ✭✹✾✮

❡t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉r❛♥t ❛①✐❛❧ ✿
Aµ = ūγµγ5u− d̄γµγ5d

♦♥ ❛ ✿

〈N(pf , sf )|Aµ(0)|N(pi, si)〉 = ū(pf , sf )

[
γ5γµGA(Q2) +

Qµγ5

2m
Gp(Q

2)

]
u(pi, si) , ✭✺✵✮

♦ù Q = pf − pi✱ σµν = i[γµ, γν ]/2✱ m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣r♦t♦♥ ❡t u(p, s) ❡st ✉♥ s♣✐♥❡✉r ✶

s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❧✐❜r❡✳

❆✉ ❧✐❡✉ ❞✬é❝r✐r❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡❧♦♥ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t P❛✉❧✐ F1 ❡t
F2✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞❡ ❙❛❝❤s ❞é✜♥✐s ♣❛r

GE = F1(Q
2) − Q2

4m2
F2(Q

2) , GM = F1(Q
2) + F2(Q

2) . ✭✺✶✮

✶❆ ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ q✉❛r❦ ✉✳



✷✶✳✷ ✲ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✵✼

❡t q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥ s✉r ♥✉✲
❝❧é♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ st❛t✐q✉❡ ✭m→ ∞✮✱ GE ❡t GM ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r♣rétés r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠é❡s ❞❡ ❋♦✉r✐❡r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❤❛r❣❡ ❡t ❞❡ ♠❛❣♥ét✐s❛t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ♥✉❝❧é♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✭✹✾✮ ❡t ✭✺✵✮ s✉♣♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❡t ❧❡s
s♣✐♥❡✉rs s♦♥t ♥♦r♠❛❧✐sés s✉✐✈❛♥t ✿

〈~p|~p ′〉 = (2π)32Epδ(~p− ~p ′), ū(p)u(p) = 2m

▲❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ✭♣r♦t♦♥✱ ♥❡✉tr♦♥✮ s♦♥t ❜✐❡♥
❝♦♥♥✉s ❡t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♣rés❡♥tés s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❬✺✻❪

Gp
E ≃ Gp

M

µp
≃ Gn

M

µn
≃ 1

(1 + Q2

M2
V
)2

✭✺✷✮

❛✈❡❝ MV ≃ 0.84 ●❡❱✱ µp = 2.79µN ✱ µn = −1.91µN ✱ µN = e/(2m) ❡t ♣❛r

Gn
E ≃ Aτ

1 +Bτ

1

(1 + Q2

M2
V
)2

✭✺✸✮

♦ù τ = Q2

4m2 ✱ A = 1.7 ❡t B = 3.3✳

P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ ❡t ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❡st
♠♦✐♥s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ▲❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✶✸❪ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ré❝❡♥t❡✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡
❛①✐❛❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❛♠étr✐sé s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

GA(Q2) =
GA(0)

(1 + Q2

M2
A
)2
, GA(0) = 1.2695(29) ✭✺✹✮

❡t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉tr✐♥♦ ❞♦♥♥❡ MA ≃ 1.03 t❛♥❞✐s q✉❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐♦♥ ❛✉
s❡✉✐❧ ❞♦♥♥❡ MA ≃ 1.07✳ ▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ GP (Q2) ♥✬❡st ♠❡s✉r❛❜❧❡
q✉✬❡♥ é❧❡❝tr♦♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐♦♥ ✷ ❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❬✸✵❪ q✉✐ ❛ ♠❡s✉ré
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❞✉ ♣ô❧❡ ❞❡ ♣✐♦♥ ✿

G♣✐♦♥ ♣♦❧❡

P (Q2) =
4m2GA(Q2)

Q2 +m2
π

✷✶✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
q̄(x)Γq(0) ❛✈❡❝ x ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ✿ x2 = 0✳ ❙❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♠❡s✉rés ❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ✐♥é❧❛st✐q✉❡ ✭❉■❙✮ ❞❡ ❧❡♣t♦♥s✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❞❡ ♣❛rt♦♥s✱ ❡t ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s ❡①❝❧✉s✐❢s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❈♦♠♣t♦♥ très ✈✐rt✉❡❧❧❡
✭❉❱❈❙✮✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sés ✭●P❉s✮✳ ▲✬✐♥térêt ♣♦✉r ❝❡s
❞❡r♥✐èr❡s ❛ été ❞é❝❧❡♥❝❤é ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ❏✐ ❬✼✼❪ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t
❞❡s ●P❉s ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❛♥❣✉❧❛✐r❡ t♦t❛❧ ♣♦rté ♣❛r ❧❡s q✉❛r❦s✳ ❯♥ ❣r❛♥❞ ❡✛♦rt ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
s✬❡st ❛❧♦rs ♠✐s ❡♥ r♦✉t❡ à ❍❊❘▼❊❙✱ ❍❊❘❆✱ ❏▲❛❜ ❡t ❈❖▼P❆❙❙ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s
●P❉s✳ ❯♥❡ r❡✈✉❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡
❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✸✽❪✳

✷❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧❡ ♠❡s✉r❡r ❡♥ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ♠✉♦♥ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t à ✉♥ tr❛♥s❢❡rt Q2 ≃ m2
µ ≃ 0.01GeV

2✳



✶✵✽ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s

▲❡s ●P❉s H,E, H̃, Ẽ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❛✈❡✉r ❞❡ q✉❛r❦ q✱ ♣❛r

1

2

∫
dz

2π

−
eixP

+z−〈N(pf , sf )|q̄(−z/2)γ+q(z/2)|N(pi, si)〉|z+=0, ~z⊥=0 =

1

2P+
ū(pf , sf )

[
Hq(x, ξ, t)γ+ + Eq(x, ξ, t)

iσ+µ∆µ

2m

]
u(pi, si) ✭✺✺✮

❡t

1

2

∫
dz

2π

−
eixP

+z−〈N(pf , sf )|q̄(−z/2)γ5γ
+q(z/2)|N(pi, si)〉|z+=0, ~z⊥=0 =

1

2P+
ū(pf , sf )

[
H̃q(x, ξ, t)γ5γ

+ + γ5Ẽ
q(x, ξ, t)

i∆+

2m

]
u(pi, si) ✭✺✻✮

❊❧❧❡s s♦♥t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr♦✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞✉ ♣❛rt♦♥ ❛❝t✐❢ x ✱ ❧❡
tr❛♥s❢❡rt t = ∆2 = (pf − pi)

2 ❡t ❧❡ tr❛♥s❢❡rt ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ξ = ∆+/(2P+) ♦ù P =
(pf + pi)/2✳ ▲❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✉ ❝ô♥❡ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ z± ❡t ~z⊥ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r

z± =
z0 ± z3

√
2

, ~z⊥ = (z1, z2)

❉❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ pf = pi ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡s
q(x) ❡t ∆q(x) ✿

Hq(x, 0, 0) = q(x) H̃q(x, 0, 0) = ∆q(x)

❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ●P❉s ❡st r❡❧✐é ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❛st✐q✉❡s

∫ 1

−1

dxHq(x, ξ, t) = F q
1 (t) ✭✺✼✮

∫ 1

−1

dxEq(x, ξ, t) = F q
2 (t) ✭✺✽✮

∫ 1

−1

dxH̃q(x, ξ, t) = Gq
A(t) ✭✺✾✮

∫ 1

−1

dxẼq(x, ξ, t) = Gq
P (t) ✭✻✵✮

♦ù F q
1 ✱ F

q
2 ✱ G

q
A ❡t Gq

P ❞és✐❣♥❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ q✉❛r❦ q ❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡✳

▲❡s ●P❉s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ q✉✐ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ µ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ●P❉s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡
✈ér✐t❛❜❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣✉✐sq✉❡ ❧❡✉r ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ◗❈❉
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡✸✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✽✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s ❞❡ ❇❥♦r❦❡♥ ✭Q2 → ∞, Q2/s ✜①é✮ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❡st ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r ❞✉r ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❡♥ ◗❈❉ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ♠♦✉ q✉✐ ❞é✜♥✐ ❧❡s ●P❉s✳
❖♥ ❞♦✐t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ µ≫ ΛQCD ❛✜♥ q✉❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s s♦✐t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳

▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ 1/Q2 ❝❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛rt♦♥s é❝❤❛♥❣és ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ❡st

✸❉❛♥s ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♠❛✐s ❝✬❡st ◗❊❉ q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥t
❞❛♥s ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳



✷✶✳✷ ✲ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✵✾

♠✐♥✐♠❛❧✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❝✬❡st ❧❛
r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉ t✇✐st ❞❡✉① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❡s ●P❉s✳ ▲❛ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✐♠✲
♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ❧❡s ✈✐rt✉❛❧✐tés ❞❡s ♣❛rt♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞✉r ❡t ♠♦✉✳ P♦✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞✉r✱ ❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝✉t♦✛ ✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡ ❢❛❝t❡✉r
♠♦✉✱ ❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝✉t♦✛ ✉❧tr❛✈✐♦❧❡t✳ ▲✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ t♦t❛❧❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡
é❝❤❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ µ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✉r✱ ❝❡❧❧❡
❞✉ ❢❛❝t❡✉r ♠♦✉ s✬❡♥ ❞é❞✉✐t✳ ❚♦✉t ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ❞❡s ●P❉s ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♥s✐st❛♥t
❛✈❡❝ ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥✳

Mou

Dur

N N

γ

µ

❋✐❣✳ ✹✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉r❡ ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
♠♦❧❧❡✳

❙✉r ❧❡ rés❡❛✉✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ●P❉s ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐
✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❡♥r❡ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥tr❡ ❧❡ q✉❛r❦ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧ ✭z+ = 0 ❡t
~z⊥ = 0✮✳ ❉❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❝❡❝✐ ❞❡✈✐❡♥t z = 0✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❜✐❧♦❝❛✉① q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✺✮ ❡t ✭✺✻✮ ❡♥
♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ z ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ●P❉s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❧♦❝❛✉①
❞é✜♥✐s ♣❛r ❬✸✽❪

Oµ1...µn
q (x) = in−1q̄(x)

↔
D

(µ1...↔
D
µn−1

γµn)q(x) ✭✻✶✮

Õµ1...µn
q (x) = in−1q̄(x)γ5

↔
D

(µ1...↔
D
µn−1

γµn)q(x) ✭✻✷✮

♦ù
↔
D= (

→
D −

←
D)/2 ❡t D ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡✳ ▲❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s ❡♥ ❡①♣♦s❛♥t s✐❣♥✐✜❡♥t

q✉❡ ❧✬♦♥ s②♠étr✐s❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s µi ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr❛♥❝❤❡ ❧❛ tr❛❝❡✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s
s✉r rés❡❛✉ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à tr♦✐s ♣♦✐♥ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❝❡s ♦♣ér❛t❡✉rs✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t r❡❧✐és ❛✉① ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ●P❉s✳ ❊♥ ❡✛❡t s✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t



✶✶✵ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs

❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sés

〈N(pf , sf )|Oµ1...µn
q |N(pi, si)〉 =

ū(pf , sf )
[ ∑

i=0
i pair

Aqni(t)γ
(µ1∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+
∑

i=0
i pair

Bq
ni(t)

iσ(µ1α∆α

2m
∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+ δnpair
Cq
n(t)

m
∆(µ1 . . .∆µn)

]
u(pi, si) ✭✻✸✮

❡t

〈N(pf , sf )|Õµ1...µn
q |N(pi, si)〉 =

ū(pf , sf )
[
γ5

∑

i=0
i pair

Ãqni(t)γ
(µ1∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

+γ5

∑

i=0
i pair

B̃q
ni(t)

∆(µ1

2m
∆µ2 . . .∆µi+1P µi+2 . . . P µn)

]
u(pi, si) ✭✻✹✮

♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s
∫ 1

−1

dxxn−1Hq(x, ξ, t) =
∑

i=0
i pair

Aqni(t)(−2ξ)i + δnpairC
q
n(t)(−2ξ)n ✭✻✺✮

∫ 1

−1

dxxn−1Eq(x, ξ, t) =
∑

i=0
i pair

Bq
ni(t)(−2ξ)i − δnpairC

q
n(t)(−2ξ)n ✭✻✻✮

∫ 1

−1

dxxn−1H̃q(x, ξ, t) =
∑

i=0
i pair

Ãqni(t)(−2ξ)i ✭✻✼✮

∫ 1

−1

dxxn−1Ẽq(x, ξ, t) =
n−1∑

i=0
i pair

B̃q
ni(t)(−2ξ)i ✭✻✽✮

✷✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à tr♦✐s ♣♦✐♥ts ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♦♥ ❛
❜❡s♦✐♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

C3(x, y, z) = 〈J(x)O(y)J̄(z)〉
❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦♥ ✜①❡ z = 0✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛
s✉✐t❡✳

❙✐ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❣❧♦❜❛❧ g ≡ (A,α, a) ✭A r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s❛✈❡✉r✱ a ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❡t α ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝✮ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ✈✉ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✼✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✐♥t❡r♣♦❧❛♥t ♣❡✉t
s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

J(x) = Λg1g2g3χg1(x)χg2(x)χg3(x)



✷✶✳✷ ✲ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✶✶

O

d

u
J̄J

u

y, y′

x z = 0

❋✐❣✳ ✹✾ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ à ✸ ♣♦✐♥ts ❛✈❡❝
✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞é❝♦♥♥❡❝té❡✳

y, y′
O

d

u
J̄

u

J
x z = 0

❋✐❣✳ ✺✵ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥ à ✸ ♣♦✐♥ts s❛♥s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞é❝♦♥♥❡❝té❡✳

♦ù ❧❡s ❝❤❛♠♣s χ s♦♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ t✇✐sté❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ q✉❛r❦s ❛✈❡❝ s♠❡❛r✐♥❣✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r
O ♣❡✉t ❛✉ss✐ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér✐q✉❡

O(y) = O(y, y′) = χ̄j1(y)Γj1j2χj2(y
′)

▲❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐♥❞✐❝❡ y′ ❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ s✉r rés❡❛✉ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦✈❛r✐❛♥t❡
✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❡t s♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ✈♦✐s✐♥✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Γ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡s ❧✐❡♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡
à tr❛✈❡rs ❧❡s ❞ér✐✈é❡s ❝♦✈❛r✐❛♥t❡s✳

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞♦♥♥❡

〈J(x)O(y)J̄(z)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−Sg

[
(−1)ǫΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g

′
3
Γj1j2

SUg1j1(x, y)S
U
g2g′2

(x, z)SUg3g′3(x, z)S
U
j2g′1

(y′, z) + ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s
]

✭✻✾✮

♦ù ǫ ❡st ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡ ❧❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s✳

❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♥♦té❡s ✿

✕ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st q✉✬✉♥❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❡♥tr❡
y ❡t y′✱ q✉✐ ♥✬❡st r❡❧✐é ❛✉① q✉❛r❦s ❞❡ ✈❛❧❡♥❝❡ q✉❡ ♣❛r ❧❡s ❣❧✉♦♥s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❞✐t❡ ❞é❝♦♥♥❡❝té❡ ❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✾✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
ét❛♥t ❝♦ût❡✉s❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s
❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧❧❡s✱ ❛✉① ❡✛❡ts ❞❡ ❜r✐s✉r❡ ❞✬✐s♦s♣✐♥ ♣rès✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞é❝♦♥♥❡❝tés s❡
❝♦♠♣❡♥s❡♥t✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ é✈❛❧✉é q✉❡ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❝♦♥♥❡❝té❡s ❞♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❡st ♠♦♥tré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✵✳

✕ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ r❡♠❛rq✉❡ t✐❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝♦♥✲
♥❛îtr❡ ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❡♥tr❡ ❧❡ ♣♦✐♥t x ❡t ❧❡ ♣♦✐♥t y✳ ❖r ❝❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ♥✬❡st ♣❛s
❝♦♥♥✉ ❝❛r ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts s❡✉❧ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❡♥tr❡
z = 0 ❡t ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞✉ rés❡❛✉ ❛ été ❝❛❧❝✉❧é✳

P♦✉r ♦r❣❛♥✐s❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✾✮ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

〈J(x)O(y)J̄(z)〉 =
1

Z

∫
[dU ] detD(U)e−SgBj1g′1

(x, y, z)Γj1j2S
U
j2g′1

(y′, z)

♦ù ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé B ✹ ✭✈♦✐r ✜❣✉r❡ ✺✶✮ ♣❛r

Bj1g′1
(x, y, z) = (−1)ǫΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g

′
3
SUg1j1(x, y)S

U
g2g′2

(x, z)SUg3g′3(x, z) + ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s

✹B ♣♦✉r ❜❛❝❦✇❛r❞



✶✶✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦rré❧❛t❡✉rs

y
J̄J

x z = 0

❋✐❣✳ ✺✶ ✕ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé ✭♣❛rt✐❡ r♦✉❣❡✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ♠❛♥q✉❛♥t❡
♣♦✉r ❢❡r♠❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡♥tr❡ y ❡t z = 0 ❡st ✉♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ✏♥♦r♠❛❧✑ ❞é❥à ❝❛❧❝✉❧é ❧♦rs
❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts✳

q✉✐ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
∑

y,j1

DU
g1j1

(x, y)Bj1g′1
(x, y, z) = Σg1g′1

(x, z) ✭✼✵✮

❛✈❡❝ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡

Σg1g′1
(x, z) = (−1)ǫΛg1g2g3Λ̄g′1g

′
2g

′
3
SUg2g′2(x, z)S

U
g3g′3

(x, z) + ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭✼✶✮

❉❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ♦♥ ❞♦✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

SabA, αβ(0, x) = (γ5S
†γ5)

ab
B, αβ(x, 0)

♣♦✉r ♣❡r♠✉t❡r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✳

❆ ❝❡ st❛❞❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❣é♥ér❛❧✐sé ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O✱ ♠❛✐s q✉✬✐❧ ❞é♣❡♥❞ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ à tr❛✈❡rs ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡s ❝❤❛♠♣s ✐♥t❡r♣♦❧❛♥ts ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ Λ ❡t Λ̄✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦t♦♥✱ Λ ❡t Λ̄
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❝❤❛❝✉♥✱ ❝♦♠♠❡ ✈✉ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✼✱ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ❧✐❜r❡✳ ▲❡ ❝♦ût
❝❛❧❝✉❧ ét❛♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✼✵✮ ♣♦✉r
❧❡s 4 × 4 = 16 ❝❤♦✐① ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s
q✉✐ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sés✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡
❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❡t ❢❛✐❜❧❡s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡
❉✐r❛❝ ❞✉ ❝♦rré❧❛t❡✉r ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

1 + γ0

4
,

3∑

k=1

1 + γ0

4
iγ5γk

♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡✉① ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ♥♦s rés✉❧t❛ts s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡ H ❡t
H̃ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ∆ = 0✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ✭✻✸✮ ❡t ✭✻✹✮ ✐❧ ♥✬②
❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❝❛s✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳

▲❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝♦♥s✐❞érés ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❞❡s ét❛ts ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞é✜♥✐❡✳ P♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬ét❛t ✜♥❛❧ ❛✐t ✉♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t à
♠♦②❡♥♥❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ s✉r ~x✳ ❖♥ ✐♠♣♦s❡ ❧✬✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥ r❡♠✲
♣❧❛ç❛♥t ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O(y) ♣❛r s❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

O(~k) =
1

V

∑

~x

ei
~k·~xO(x)

❝❡ q✉✐✱ ❣râ❝❡ à ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t
✐♥✐t✐❛❧ ❞♦♥t ♦♥ ✜①❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ à z = 0 ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳



✷✶✳✷ ✲ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✶✸

0 5 10 15
t

1

m
ef

f(t
)

Plateau
Smeared-Smeared

Position du puits (t
f
)

❋✐❣✳ ✺✷ ✕ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣✉✐ts ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✸ ♣♦✐♥ts✳
▲❡ t❡♠♣s ❞✉ ♣✉✐ts s❡ s✐t✉❡ à ♣❡✉ ♣rès ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞✉ ♣❧❛t❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❆ ❝❡t
❡♥❞r♦✐t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❞♦♠✐♥❡✳

✷✸ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧

◆♦t♦♥s ✿
C3(tf , t;~k) =

∑

~x,~y

ei
~k·~yC3(x, y, z)|x0=tf ,y0=t,z=0

❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r tf − t≫ 1 ❡t t≫ 1✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡

C3(tf , t;~k) → 〈0|J |N(~0)〉 〈N(~0)|O|N(~k)〉 〈N(~k)|J̄ |0〉e−E(~k)(tf−t)e−E(~0)t

♣♦✉r ✉♥ rés❡❛✉ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ tf ✭❧❡ ♣✉✐ts ❞✉ ❤❛❞r♦♥✮
❡st ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❡①✐❣❡♥❝❡s ✿

✕ tf − t ❡t t ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛ss❡③ ❣r❛♥❞s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❝♦rré❧❛t❡✉r s♦✐t ❞♦♠✐♥é ♣❛r ❧❛
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥✳

✕ ▲❡ s✐❣♥❛❧✱ q✉✐ ❞é❝r♦ît ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ tf − t ❡t t✱ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t ❣r❛♥❞
♣♦✉r êtr❡ ♠❡s✉r❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

❈♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✷ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❝❤♦✐s✐ ❞❛♥s ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❡st tf = 12 = T/4 ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ rés❡❛✉ T ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐❡✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛ss❡s✱ ♦♥ ♥✬❡①♣❧♦✐t❡ ♣❛s ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❡♥tr❡ T/2 ❡t T ✳

P♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ 〈N(~0)|O|N(~k)〉✱ ♦♥ ❛ ✐♥térêt à ❝♦♠✲
♣❡♥s❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬♦✈❡r❧❛♣ ❡♥ ✉t✐❧✲
✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ✷ ♣♦✐♥ts C2(t,~k)✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt

R(t,~k) =
C3(tf , t;~k)

C2(tf ,~0)

√
C2(tf − t,~k)C2(t,~0)C2(tf ,~0)

C2(tf − t,~0)C2(t,~k)C2(tf , ~k)

▲❡s ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡s t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞✬♦✈❡r❧❛♣ s❡ ❝♦♠♣❡♥s❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t
❡t R(t,~k) t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉❛♥❞ t ❞❡✈✐❡♥t ❣r❛♥❞ ✭t♦✉t ❡♥ r❡st❛♥t ♣❡t✐t ❞❡✈❛♥t
tf ✦✮✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡❝❤❡r❝❤é✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♣♦✉r ❧❡
❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ à tr❛♥s❢❡rt ♥✉❧ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✸✳



✶✶✹ ❖♣ér❛t❡✉rs ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

❋✐❣✳ ✺✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣❧❛t❡❛✉ ♣♦✉r GA(0) ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t✳ ▲❛ st❛t✐st✐q✉❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ❞❡
✺✺✺ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ β = 3.9✱ L = 24 ❡t aµ = 0.0064✳

✷✹ ❖♣ér❛t❡✉rs ❡t ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s♦♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s
✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s V u

µ − V d
µ ❡t Auµ − Adµ ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts

V q
µ = q̄(x)γµq(x), Aqµ = q̄(x)γµγ5q(x)

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ●P❉s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡t ❧❡s ♦✉t✐❧s s♦✐❡♥t ❡♥ ♣❧❛❝❡✱
✐❧ r❡st❡ ✉♥ ❣r♦s tr❛✈❛✐❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ à ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ◆♦✉s
♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s pf = pi✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ♦r❞✐♥❛✐r❡s ❡t
❞❡ ♣❧✉s à ❧❡✉r ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t s♦♥t

O00
q (x) = q̄(x)

[
γ0

↔
D0 −

1

3
(γ1

↔
D1 +γ2

↔
D2 +γ3

↔
D3)

]
q(x)

♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé ❡t

Õi0
q (x) = q̄(x)γ5(γi

↔
D0 +γ0

↔
Di)q(x), i = 1, 2, 3

♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♣♦❧❛r✐sé✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡
❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r rés❡❛✉ ❛✉① q✉❛♥t✐tés ♣❤②s✐q✉❡s q✉✐
❡❧❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t✐♥✉✱ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❝❤é♠❛✱
✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞✉ rés❡❛✉✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞✐t❡ ❘■✴▼❖▼ ❬✾✵❪ ✭r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠♦♠❡♥t✉♠ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✮ q✉✐ à
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r O ❡♥tr❡ ❞❡s ét❛ts ❞❡ q✉❛r❦s✱ ❞✬✐♠♣✉❧s✐♦♥
p ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♠❛ss❡✳ ▲❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞✬✐♠♣♦s❡r q✉❡
❧❛ ✈❛❧❡✉r à p2 = µ2 ♦ù µ ❡st ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✺✱ s♦✐t é❣❛❧❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s
❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r r❡♥♦r♠❛❧✐sé ❡st

OR = ZO(µa, g(a))O(a)

✺à ♥❡ ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡



✷✶✳✷ ✲ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s ✶✶✺

µ

00

0
0

❋✐❣✳ ✺✹ ✕ ❈♦♥st❛♥t❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ O00 ♣♦✉r β = 3.9✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ a =
0.0855(6) ❢♠ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ aµ q✉✐ ❡st ✐❝✐ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳

♦ù ZO ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
P♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ q✉✐ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ µ ❧❛ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡st
❛r❜✐tr❛✐r❡ ❝❛r s✐ µ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s
♣♦✉r r❡❧✐❡r ✉♥❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✭s❝❤é♠❛✮ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳ P♦✉r ❝❡❧❧❡s q✉✐ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s
❞❡ µ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r ❬✾✵❪ q✉✬❡❧❧❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡
❲❛r❞✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✉ ♣r♦t♦♥ ❡st é❣❛❧❡ à ✉♥✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✜①❡r ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❢❛✉t❡ ❞❡ q✉♦✐ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ s❡r❛✐t
♥✉❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ q✉❛r❦s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐♥❣❧❡ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧❛ ❥❛✉❣❡ ❞❡ ▲❛♥❞❛✉✳ ▲✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ΛQCD ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s
s♦✐❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❡ t❡st❡r ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ZO ❛✈❡❝ µ s✉✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥
♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✐ ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✹ ♦ù ❧❡s ♣♦✐♥ts r♦✉❣❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉rO00 ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❜❧❡✉s
s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s ♣❛r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ à tr♦✐s ❜♦✉❝❧❡s ❬✻✶❪
✈❡rs ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ µ0 = 2 ●❡❱✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣❧❛t❡❛✉ ♣♦✉r µ & 2 ●❡❱✳
❯♥❡ ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✱ s✉r ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♣❧✉s ❧❛r❣❡✱ ❞❡✈r❛ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❝♦rr❡❝t✐♦♥s ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❞✉✐t ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❲✐❧s♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡s ❬✻✸❪ ♣♦✉r r❡❧✐❡r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡
r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ s❝❤é♠❛ ❘■✴▼❖▼ à ❝❡❧❧❡s ❞✉ s❝❤é♠❛ MS ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s
❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ♦✉ ❧❡s ●P❉s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳

▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ZV ✱ ZA ❞❡s ❝♦✉r❛♥ts ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s V ❡t A s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✬é❝❤❡❧❧❡ ❝❛r ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✜♥✐❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❧❡s
✜①❡r ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❧❡s ✐❞❡♥t✐tés ❞❡ ❲❛r❞✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝



✶✶✻ ❘és✉❧t❛ts

β ZV ZA ZMS
00 (✷ ●❡❱) Z̃MS

00 (✷ ●❡❱)
✸✳✾ ✵✳✻✺✭✸✮ ✵✳✼✻✭✷✮ ✶✳✷✵✭✸✮ ❄

❚❛❜✳ ✶✼ ✕ ❈♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
❘■✴▼❖▼✳

❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘■✴▼❖▼✳ ▲❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✼ rés✉♠❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs q✉❡ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✳ ❊❧❧❡s s♦♥t t✐ré❡s ❞❡ ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✸✾❪ ♣♦✉r ZV ❡t ZA✱ ❡t Z00 ♥♦✉s
❛ été ❝♦♠♠✉♥✐q✉é ♣❛r ❩✳▲✐✉ à t✐tr❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❬✽✺❪✳

✷✺ ❘és✉❧t❛ts

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
β = 3.9 ♦✉ a = 0.0855(6) ❢♠✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ét✉❞✐❡r ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ à ❧❛
❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡ ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡
q✉❛r❦s✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛✈❛✐❡♥t été ♣rés❡♥tés ❧♦rs ❞❡
❧❛ ❝♦♥❢ér❡♥❝❡ ▲❛tt✐❝❡ ✷✵✵✽ ❬✺❪ ♣❛r ❚♦♠❛s③ ❑♦r③❡❝ q✉❡ ❥❡ r❡♠❡r❝✐❡ ♣♦✉r ♠✬❛✈♦✐r ❢♦✉r♥✐ ❧❡s
❞♦♥♥é❡s ❜r✉t❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ♦♥t ❛✉ss✐ ❝❛❧❝✉❧é ❝❡s q✉❛♥t✐tés ❝♦♠♠❡ ❘❇❈ ❡t
❯❑◗❈❉ ❬✶✸✸❪ ❛✈❡❝ Nf = 2+1 s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧ ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ▲❍P❈ ❬✶✷✶❪
❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❛r❦s✱ ◗❈❉❙❋ ❡t ❯❑◗❈❉ ❬✻✹❪ ❛✈❡❝ Nf = 2 s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s
❲✐❧s♦♥ ❝❧♦✈❡r ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥é✲
t✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡♥tr❡ Nf = 0 ✭q✉❡♥❝❤❡❞✮ ❡t Nf = 2 s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s ❞❡ ❲✐❧s♦♥ ❛ été
❡✛❡❝t✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✹❪✳

✷✺✳✶ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s

❙✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✺✱ ✺✻ ❡t ✺✼ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s é❧❡❝tr✐q✉❡✱
♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❡t ❛①✐❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Q2 ❡t ♣♦✉r q✉❛tr❡ ♠❛ss❡s ❞❡ ♣✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ✜ts
♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s L = 24 ❡t L = 32 s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐q✉❡r
q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ s♦♥t ♠♦❞érés ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ a ❡t ❞❡ mπ✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♣❡✉t êtr❡ tr♦♠♣❡✉s❡ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ✈❡rr❛ ♣❧✉s ❧♦✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Q2 ❡t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣♦✐♥ts à ❢❛✐❜❧❡ tr❛♥s❢❡rt ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡s✳ ▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❝❛❧❝✉❧és q✉❛♥❞ ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ t❡♥❞ à r❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ❛tt❡♥❞✉✳

▲❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ ♠♦♥tré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✽ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r s♦✉s ✉♥
❥♦✉r ❞✐✛ér❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬à ♣❡t✐t Q2 ✐❧ ❡st ❞♦♠✐♥é ♣❛r
❧❡ ♣ô❧❡ ❞✉ ♣✐♦♥✳ ■❧ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞✬♦❜s❡r✈❡r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♥ 1/(Q2 +m2

π)
q✉❛♥❞ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❛❝❝♦r❞ ♥✬❡st q✉❡ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ❡t ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♥✜r♠❡r✳

❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s♣♦s✐♦♥s q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ a = 0.0855 ❢♠ ❝❡ q✉✐ ❡①❝❧✉t ❧✬❡①✲
tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❝❤✐r❛❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ MV ✱
MA✱ GM(0) ❡t GA(0) q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ♥♦s ❞♦♥♥é❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥



✷✺✳✶ ✲ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s ✶✶✼
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❋✐❣✳ ✺✺ ✕ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ à β = 3.9
s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳
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❋✐❣✳ ✺✻ ✕ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ à
β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳



✷✺✳✶ ✲ ❋❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧s ✶✶✾
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❋✐❣✳ ✺✼ ✕ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ à β = 3.9 s♦✐t
a = 0.0855(6) ❢♠✳
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❋✐❣✳ ✺✽ ✕ ❋❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❡ mπ à
β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳
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❋✐❣✳ ✺✾ ✕ ▼❛ss❡MV t✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡
❞✉ ♣r♦t♦♥ ❡t ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ à β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳

✜t ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭✺✷✮✱ ✭✺✸✮✱ ✭✺✹✮ ❡t ❧❡ rés✉❧t❛t ❡st ♠♦♥tré s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✾✱
✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷ ❡t ✻✸✳ ❙✉r t♦✉t❡s ❝❡s ✜❣✉r❡s✱ ❧✬ét♦✐❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ ▲❡s
❣r❛♥❞❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r GM(0) s♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❞✉❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ✜t ❝♦♥✲
t✐❡♥t ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❧✬❛❝❝♦r❞ s❡♠❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs
❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r L = 24 ❡t L = 32
♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ❚♦✉t ❝❡❝✐ ❡st
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t à ❝♦♥✜r♠❡r ♣❛r ✉♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ ❡t ❞✉
✈♦❧✉♠❡✳

✷✺✳✷ 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d

▲❡s ✜❣✉r❡s ✻✹ ❡t ✻✺ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ q✉❛r❦s ✐s♦✈❡❝✲
t♦r✐❡❧❧❡s ♥♦♥ ♣♦❧❛r✐sé❡s 〈x〉u−d ❡t ♣♦❧❛r✐sé❡s 〈x〉∆u−∆d ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π✳ ■❧s s♦♥t r❡❧✐és
❛✉① ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ♣❛r ✿

〈x〉u−d = Au−d20 (t = 0), 〈x〉∆u−∆d = Ãu−d20 (t = 0)

❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✻✸✮ ❡t ✭✻✹✮ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❛✉ ❝❛s pi = pf ✳ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs
s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✶✽✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✐s✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ β✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡✈r❛ ❛tt❡♥❞r❡ q✉❡
❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡ s♦✐❡♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲✬❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡ ✭❝♦♥t✐♥✉❡✮ ♥✬❡st
❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡♥ m2

π ❝♦✉✈❡rt ♣❛r ♥♦s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡st
très ♠♦❞éré❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✷✶❪✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ♥✬❡①❝❧✉t ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❛♣✐❞❡
❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣♦✐♥t ♣❤②s✐q✉❡ ❬✷✶❪✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡ s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✲
✐sé❡s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❡st ❡♥❝♦r❡ à ✉♥ st❛❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣ré♠❛t✉ré❡✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛♣✲
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❋✐❣✳ ✻✵ ✕ ▼❛ss❡ MV t✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡
❞✉ ♣r♦t♦♥ ❡t ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ à β = 3.9 s♦✐t
a = 0.0855(6) ❢♠ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2
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❋✐❣✳ ✻✶ ✕ ❱❛❧❡✉r à tr❛♥s❢❡rt ♥✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ❞✉
♣r♦t♦♥ ❡t ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ à β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π✳

0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25

mπ
2
(GeV

2
)

0,8

0,9

1

1,1

1,2

1,3

1,4

1,5

1,6

1,7

1,8

M
A
(G

eV
)

L=32
L=24
Valeur exp.

❋✐❣✳ ✻✷ ✕ ▼❛ss❡ MA t✐ré❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ ❞✉
♣r♦t♦♥ ❡t ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ à β = 3.9 s♦✐t
a = 0.0855(6) ❢♠ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r
❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ✐♥❞✐q✉é❡ ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡
♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ♥❡✉tr✐♥♦ MA ≃ 1.03 ❡t ❝❡❧❧❡
❡♥ é❧❡❝tr♦♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣✐♦♥ ❛✉ s❡✉✐❧ MA ≃ 1.07✳
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❋✐❣✳ ✻✸ ✕ ❱❛❧❡✉r à tr❛♥s❢❡rt ♥✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥
✐s♦✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ ❞✉ ♣r♦t♦♥
❡t ❞✉ ♥❡✉tr♦♥ à β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π✳



✷✺✳✷ ✲ 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d ✶✷✸
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❋✐❣✳ ✻✹ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♥♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ 〈x〉u−d
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2

π à β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳
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❋✐❣✳ ✻✺ ✕ ❱❛❧❡✉rs ♥♦♥ r❡♥♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❡ 〈x〉∆u−∆d

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ m2
π à β = 3.9 s♦✐t a = 0.0855(6) ❢♠✳

aµ 〈x〉u−d ♥✉ ❙t❛t✐st✐q✉❡ 〈x〉∆u−∆d ♥✉ ❙t❛t✐st✐q✉❡
✵✳✵✵✹ ✵✳✷✻✵✭✶✼✮ ✾✹✹ ✵✳✷✺✽✭✶✶✮ ✾✹✹
✵✳✵✵✻✹ ✵✳✷✻✼✭✶✸✮ ✺✺✻ ✵✳✷✼✻✭✶✵✮ ✺✺✻
✵✳✵✵✽✺ ✵✳✷✺✽✭✶✷✮ ✸✼✸ ✵✳✷✽✷✭✾✮ ✸✻✺
✵✳✵✶ ✵✳✷✻✾✭✶✶✮ ✹✼✵ ✵✳✷✽✾✭✼✮ ✹✼✵

❚❛❜✳ ✶✽ ✕ ▼❡s✉r❡s ♣♦✉r 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d ❡t st❛t✐st✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ aµ à β = 3.9✳

♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ ZMS
00 (✷ ●❡❱) = 1.20(3) ❡st✐♠é

♣❛r ❩✳▲✐✉ ❬✽✺❪ ❛✉① rés✉❧t❛ts à ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ♣✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡

〈x〉R,u−d = 0.312(22), 〈x〉R,∆u−∆d = 0.310(15) s❝❤é♠❛ MS à ✷ ●❡❱

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✷ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣❤é♥♦♠é♥♦❧♦❣✐q✉❡s t✐ré❡s ❞❡
❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❬✹✵❪ ✿

〈x〉u−d = 0.154(3), 〈x〉∆u−∆d = 0.196(9) s❝❤é♠❛ MS à ✷ ●❡❱

❈❡tt❡ s✉r❡st✐♠❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s♣é❝✐✜q✉❡ à ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊❧❧❡ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s
❛✉tr❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥s ▲❍P❈ ❬✻✼❪✱ ❘❇❈ Nf = 2 ❬✽✹❪✱ ❘❇❈ Nf = 2 + 1 ❬✶✵✸❪✱ ◗❈❉❙❋✲
❯❑◗❈❉ ❬✷✶❪✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ♣❧✉s ❡♥ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ●P❉s ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧
❢❛✉t rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s 〈x〉u−d ❡t 〈x〉∆u−∆d s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s s❛♥s
❛♠❜✐❣✉ïté ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✳



✶✷✹

◆❡✉✈✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥



✶✷✺

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦r✐❡s
❞❡ ❝❤❛♠♣s s✉r rés❡❛✉ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡✳ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t
❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❡t ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s✉r rés❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧✉✐
❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ♣ré❝✐s✳ P✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝♦♠♠❡♥t ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❣❧✉♦♥s
❡t ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s q✉✐ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ q✉✬❡st ❧❛ ❝❤r♦♠♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉❛♥t✐q✉❡✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦✉❧❡✈és ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ét❛♣❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡s
❞♦✉❜❧❡✉rs ❡t ❞❡ ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❝❤✐r❛❧❡✱ ♦♥t été ❞ét❛✐❧❧és✳ ❈❡rt❛✐♥❡s s♦❧✉t✐♦♥s
❞♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❑✳❲✐❧s♦♥ ❛✉① ❞é❜✉ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ♦♥t été ❞é❝r✐t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳ ▲❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✱ ❛✉① ❝❛❧✲
❝✉❧s ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣✉✐s ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s
♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ♣❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré❡ ❛✉① ❛s♣❡❝ts
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ❛ ♠♦♥tré ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳

▲❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ♠❛ss❡ t✇✐sté❡ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉ s♦♥t ❞✬✉♥❡
♣❛rt ❧❛ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♥✉❧s ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❉✐r❛❝✱ ✉♥ ❞❡s ♦❜st❛❝❧❡s ❛✉①
❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞❡ q✉❛r❦s ré❛❧✐st❡s ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✱
❛✉ ♣r✐① ❞❡ ❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s q✉❛♥t✐tés
♣❤②s✐q✉❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
♣❡✉ ❝♦ût❡✉s❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬❛✉tr❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s
❞❡ ●✐♥s♣❛r❣✲❲✐❧s♦♥✳ ▲❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❜r✐s✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛
s②♠étr✐❡ ❞❡ s❛✈❡✉r ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ♣❛r ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ a2✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦✐t êtr❡ ✈ér✐✜é ❛✉ ❝❛s ♣❛r ❝❛s✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à β = 4.2 ♣♦✉r Nf = 2 q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳

▲❡s rés✉❧t❛ts✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s Nf = 2 ♣♦✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡t ❞✉ ∆ s♦♥t ❡♥ très ❜♦♥
❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡①tr❛♣♦❧és ✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❛✉ ♠♦②❡♥
❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡✳ ❯♥ ♣♦✐♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡✱ ❛✉① ❡rr❡✉rs
st❛t✐st✐q✉❡s ♣rès✱ ❞❡ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❞✬✐s♦s♣✐♥ ♣♦✉r ❧❡ ∆✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ❛✈❡❝ q✉❛tr❡ s❛✈❡✉rs ❞❡ q✉❛r❦s
s♦✐❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✱ ❝❛r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥
❝♦✉rs✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❛✉ss✐ ❜♦♥✳ P♦✉r ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ♦♥
♥✬♦❜s❡r✈❡ ♣❛s ❞✬❡✛❡t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞û à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ q✉❛r❦ s ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ q✉❡
❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ étr❛♥❣❡ ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥ ❡st ♣❧✉tôt ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬❡✛♦rt ❛❝t✉❡❧ ♠✐s ♣❛r ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
❊❚▼ s✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 + 1 + 1 ❞❡✈r❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❜✐❡♥tôt ❞✬✉♥ ❥❡✉
❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡r❛ ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ♠❛ss❡s ❞✉ ♥✉❝❧é♦♥
❡t ❞✉ ∆ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r Nf = 2✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣♦✉rr❛ ♠ê♠❡ êtr❡ ♣❧✉s r❛✣♥é❡
❛✈❡❝ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✉ q✉❛r❦ s ❞❛♥s ❧❛ ♠❡r ❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❥✉sq✉✬❛❧♦rs✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❞❡s ❜❛r②♦♥s étr❛♥❣❡s s✉r ❞❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s Nf = 2 q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ♠❛✐s à
❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥ ré❝❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❬✹✶❪ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ✉t✐❧✐sé ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✏♣❛rt✐❛❧❧② q✉❡♥❝❤❡❞✏✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s q✉❡ s♦♥t ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❡s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s
✉♥ ét❛t ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s Nf = 2 ❡t ♥✬❛ ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
Nf = 2 + 1 + 1✳ ▲❡s ❞✐✣❝✉❧tés ♣r❛t✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉①
❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♠❛ss❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞❡s ét❛ts ❤❛❞r♦♥✐q✉❡s ✭s♣✐♥✱ ✐♠♣✉❧s✐♦♥✮✱ ❛✉
❝❤♦✐① ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡t à ❧❛ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉ ♣r❡♠✐❡r
♠♦♠❡♥t ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐❢ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ t✇✐st ♥✬❡st ♣❛s t♦t❛❧❡♠❡♥t t❡r♠✐♥é ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ t♦✉t❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥



✶✷✻

sér✐❡✉s❡ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ P♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧é❡s ♥♦♥ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❘■✴▼❖▼ s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ P♦✉r ❧❡s
❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st s❡♠✐✲q✉❛♥t✐t❛t✐❢
❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ à ✷✵✪✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①tr❛✐t❡s
♣♦✉r ❧❡s ♠❛ss❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡s ❡t ❛①✐❛❧❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ tr❛♥s❢❡rt ♥✉❧✳ P♦✉r
❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ❛①✐❛❧ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡
é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✳ ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛✐r❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡r ❧❡
❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣ô❧❡ ❞❡ ♣✐♦♥✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❛✐❧❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à β = 3.9 ❛ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❝❡ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ t♦✉t❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥
✈❡rs ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❞♦♥❝ t♦✉t❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❝❤✐r❛❧❡✳ ❆✐♥s✐ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡①❝❧✉r❡
q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s s✬❡st♦♠♣❡ ❛♣rès ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳
▲❡s rés✉❧t❛ts à ♣r♦♣♦s ❞❡s ♠♦♠❡♥ts ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s s❡♠❜❧❡♥t ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és
❞❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♠❛✐s ✐❧s s♦♥t ♣❧✉s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡s ❝❛r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ r❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞é✜♥✐t✐✈❡✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣❛rt♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s✱ q✉✐ ét❛✐t ❡♥ ✜❧✐❣r❛♥❡ ❞✉ s✉❥❡t
❞❡ t❤ès❡ ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❞é❜♦✉❝❤é s✉r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❝♦♥❝r❡ts✳ ■❧ ❢❛✉t ♥♦t❡r q✉❡ t♦✉t❡
❧✬✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ✭❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡✱ ❝♦❞❡s ❡t ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✮ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡t q✉❡ ❧❡✉r ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡t❛r❞é❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t
❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬♦❡✉✈r❡✳

❯♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥✲
✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ Nf = 2 ❛✈❡❝ β = 4.2 ❛✜♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ✜♥❡ s✉♣♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❡t Nf = 2+1+1 ♦ù ❧❡s q✉❛r❦s s ❡t ❝ s♦♥t ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t
❛✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❢❡r♠✐♦♥✐q✉❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s q✉❛r❦s ✉ ❡t ❞✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❧✬❛❥✉st❡✲
♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❍▼❈ ❡t P❍▼❈ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s
❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ❛ ❛✉ss✐ ❢❛❧❧✉ ❛❥✉st❡r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ κ q✉✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡ ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡
❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ❡t ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞❡ ❥❛✉❣❡ ♣r♦❞✉✐t❡s s♦♥t
❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♣❛❧❡tt❡ ❞❡ ♣r♦❥❡ts✱
♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❜❛r②♦♥s✳ ❆ t❡r♠❡ ❧✬❛❝❝ès à ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❡st ♦✉✲
✈❡rt ❛✉ ♣✉❜❧✐❝✳ ❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✳ ❊❧❧❡ ♥✬❛ ♣✉ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❇❧✉❡●❡♥❡✴P ♣❛r ❧✬■❉❘■❙ ❡♥ ✷✵✵✽✳ ❙❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❡t ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ♣✉ ❛✈♦✐r ❧✐❡✉✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♥♦t❡r
q✉❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❋r❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s tr♦✐s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❛t✐♦♥❛✉① ✭■❉❘■❙✱ ❈❈❘❚
❡t ❈■◆❊❙✮ s✬❡st ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❛♠é❧✐♦ré❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❤❛✉t❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ■❧ ❢❛✉t ❡s♣ér❡r q✉❡ ❝❡tt❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛ ❝♦♥t✐♥✲
✉❡r ❝❛r ❧✬èr❡ ❞✉ ♣ét❛✢♦♣ s♦✉t❡♥✉ ❛ été ❛tt❡✐♥t❡ ré❝❡♠♠❡♥t ❡t q✉❡ ❧❡s ❜❡s♦✐♥s s♦♥t ❛✉ss✐
✐♠♣♦rt❛♥ts ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢✉t✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❧✐é ❛✉① ♣r♦❣rès ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✐s❝rét✐sé❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧❡s ♣r♦❣rès s✉r ❝❡s ❞❡✉① ❛①❡s q✉✐
♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡s ❛✈❛♥❝é❡s s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡s ❞✉r❛♥t ❧❡s ✈✐♥❣t ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✳ ▼❛✐s s✉rt♦✉t✱
✐❧ s❡r❛ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦♥✐❜✐❧✐té ❞❡ ♠♦②❡♥s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛❞❛♣✲
tés✳ ▲✬❛rr✐✈é❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ♠❛ss✐❢ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❝❛rt❡s ❣r❛♣❤✐q✉❡s✱ ❡st ✉♥❡ ❞❡s ✈♦✐❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s ❞❡
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ▲✬❛✈❡♥✐r ❞✐r❛ s✐ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❝♦♥❝✉rr❡♥❝❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ◗❈❉ s✉r rés❡❛✉✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t P❡t❛◗❈❉ ✜♥❛♥❝é ♣❛r ❧✬❆◆❘ ❡t
q✉✐ ❛ ❞é❜✉té ❡♥ ✷✵✵✾ ❞♦✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s ❡t ❧❡s ❛❧✲



✶✷✼

❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥✈✐s❛❣és ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣ét❛✢♦♣ ❛✉ s❡r✈✐❝❡
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r rés❡❛✉✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ r❡♥❞r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ❧❛
♠❛ss❡ ❞✉ ♣✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡♥✈✐r♦♥ 1283 × 256 ❡t ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❛✐❧❧❡
s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ✜♥✐ ❡t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
✐❧ ❡st ré❛❧✐st❡ ❞❡ ♣❡♥s❡r ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣♦✉r ❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❝❤❛✐♥❡s ❛♥♥é❡s ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧✬❡rr❡✉r t❤é♦r✐q✉❡ q✉✐ ❞♦♠✐♥❡ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
q✉❛♥t✐tés à ♣❛rt✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳



✶✷✽

❉✐①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡

❆♥♥❡①❡s

❙♦♠♠❛✐r❡
✷✻ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ✶✷✾

✷✼ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥ ✶✷✾

✷✽ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥ ✶✸✵

✷✾ ❖r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs ✶✸✶

✸✵ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ✶✸✶

✸✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝r✐♣t ♣♦✉r ❇❧✉❡●❡♥❡ ✶✸✹

❘é❢ér❡♥❝❡s ✶✸✻



✶✷✾

✷✻ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s

✕ A,B, ... ✭❧❡ttr❡s ❧❛t✐♥❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ s❛✈❡✉r✳
✕ a, b, ... ✭❧❡ttr❡s ❧❛t✐♥❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
✕ α, β, ... ✭❧❡ttr❡s ❣r❡❝q✉❡s✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝✳
✕ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❡♥t❡♥❞✉❡✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s γ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❤❡r♠✐t✐❡♥♥❡s ❡t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t {γµ, γν} = 2δµ,ν (µ, ν ∈
{0, 1, 2, 3})✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❣❛♠♠❛ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

γ0 =




0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0


 γ1 =




0 0 0 i
0 0 i 0
0 −i 0 0
−i 0 0 0




γ2 =




0 0 0 1
0 0 −1 0
0 −1 0 0
1 0 0 0


 γ3 =




0 0 i 0
0 0 0 −i
−i 0 0 0
0 i 0 0




γ5 = γ0γ1γ2γ3 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


 C = γ0γ2 =




0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0




▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ P❛✉❧✐ s♦♥t

τ1 =

(
0 1
1 0

)
τ2 =

(
0 −i
i 0

)
τ3 =

(
1 0
0 −1

)

✷✼ ▼❛tr✐❝❡s ❞❡ ●❡❧❧✲▼❛♥♥

λ1 =




0 1 0
1 0 0
0 0 0


 λ2 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0


 λ3 =




1 0 0
0 −1 0
0 0 0




λ4 =




0 0 1
0 0 0
1 0 0


 λ5 =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0


 λ6 =




0 0 0
0 0 1
0 1 0




λ7 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0


 λ8 =

1√
3




1 0 0
0 1 0
0 0 −2




❈❡s ♠❛tr✐❝❡s s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ Tr(λaλb) = 2δab ❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉✲
t❛t✐♦♥ [λa, λb] = 2ifabcλc



✶✸✵ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥

✷✽ ❆❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥

▲✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢❡r♠✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡
s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ st❛t✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s✱ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❋❡r♠✐✲❉✐r❛❝✳ ❊♥ ❡✛❡t ❧❡s
❝❤❛♠♣s ❞❡ ❢❡r♠✐♦♥s s❛t✐s❢♦♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞✬❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❜♦s♦♥✐q✉❡s✳

▲❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs θj ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥ à N ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✈ér✐✜❡♥t

{θj, θk} = θjθk + θkθj = 0 ∀i, j = 1, 2, · · ·N

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r θ2 = 0✱ ❝❡ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ sér✐❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

eθ = 1 + θ

❙♦✐❡♥t θi ❡t θ̄i ❧❡s ❣é♥ér❛t❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ●r❛ss♠❛♥♥✱
❛❧♦rs ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✭❇❡r❡③✐♥✮ s♦♥t ✿

∫
dθi =

∫
dθ̄i = 0

❡t ∫
dθi θi =

∫
dθ̄i θ̄i = 1

P♦✉r é✈✐t❡r ✉♥❡ ❛♠❜✐❣✉ïté ❞❡ s✐❣♥❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
∫
dθ̄idθj θj θ̄i = 1

▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ❞♦♥♥❡

b ∈ R
∗
+

∫
dθ̄dθe−θ̄ b θ =

∫
dθ̄dθ(1 − θ̄bθ) = b

∫
dθ̄dθθθ̄ = b

❛❧♦rs q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢
∫
dx̄dxe−x̄bx =

2π

b

❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❡st
∫

[dΨ1][dΨ1] · · · [dΨN ][dΨN ] Ψj1Ψi1 · · ·ΨjnΨine
−

R

ψ(x)Mψ(x)

= det(M)
∑

k1···kn

ǫk1k2···kn
j1j2···jn M

−1
k1i1

· · ·M−1
knin

✭✼✷✮

❛✈❡❝

ǫk1k2···kn
j1j2···jn =





1 s✐ (k1k2 · · · kn) ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❡ (j1j2 · · · jn)

−1 s✐ (k1k2 · · · kn) ❡st ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❡ (j1j2 · · · jn)

0 s✐ (k1k2 · · · kn) ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ (j1j2 · · · jn)



✶✸✶

✷✾ ❖r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉rs

▲❡s t❛✐❧❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ♠é❣❛♦❝t❡ts ✭✶ ▼♦ ❂ ✶ ✵✵✵ ✵✵✵ ♦❝t❡ts✮✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ ✉♥ st♦❝❦❛❣❡ ❡♥ ❞♦✉❜❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✭✽ ♦❝t❡ts✮ ❡t ❧✬♦♥ ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❡♥✲têt❡s✳

▲ ❚ ❚❛✐❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❚❛✐❧❧❡ tr❛♥❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
✷✹ ✹✽ ✸✽✷✳✷ ✽
✸✷ ✻✹ ✶ ✷✵✽✳✵ ✶✽✳✾
✹✽ ✾✻ ✻ ✶✶✺✳✸ ✻✸✳✼
✻✹ ✶✷✽ ✶✾ ✸✷✼✳✹ ✶✺✶✳✵
✾✻ ✶✾✷ ✾✼ ✽✹✹✳✼ ✺✵✾✳✻

❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ t♦✉s ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❉✐r❛❝ ❡t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r à ❧❛ ❢♦✐s à ❧❛ s♦✉r❝❡
❡t ❛✉ ♣✉✐ts s♦♥t ❝♦♠♣r✐s✳

▲ ❚ ❚❛✐❧❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r ❚❛✐❧❧❡ tr❛♥❝❤❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡✉r
✷✹ ✹✽ ✶ ✺✷✽✳✽ ✸✶✳✾
✸✷ ✻✹ ✹ ✽✸✶✳✽ ✼✺✳✺
✹✽ ✾✻ ✷✹ ✹✻✶✳✷ ✷✺✹✳✽
✻✹ ✶✷✽ ✼✼ ✸✵✾✳✹ ✻✵✹✳✵
✾✻ ✶✾✷ ✸✾✶ ✸✼✽✳✾ ✷ ✵✸✽✳✹

✸✵ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ✜❝❤✐❡rs ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♠✲
▲◗❈❉

■❧ ❢❛✉t ❢❛✐r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡rs✐♦♥s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✺ ❞✉ ❝♦❞❡ ❝❛r ✐❧ ❢❛✉t

❡♥tr❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ 2κµ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✬♠✉❂✬✳ ❈❡ ❢❛❝t❡✉r 2κ ❡st ❛✉ss✐ à ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ✬P❤♠❝▼✉❇❛r❂✬ ❡t ✬P❤♠❝❊♣s❇❛r❂✬

❋✐❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛❧❡

▲❂✷✹

❚❂✹✽

◆r❳Pr♦❝s❂✶

◆r❨Pr♦❝s❂✶

✺ ◆r❩Pr♦❝s❂✶

❈❙❲❂✵✳✵

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts❂✶

❜❡t❛❂✸✳✾

♠✉❂✵✳✵✵✸✷✶✼✶✷

✶✵ ▼❛ss◆✉♠❜❡r❂✵

❦❛♣♣❛❂✵✳✶✻✵✽✺✻

▼❛①❙♦❧✈❡r■t❡r❛t✐♦♥s❂✶✵✵✵✵

●❛✉❣❡❈♦♥❢✐❣■♥♣✉t❋✐❧❡❂❝♦♥❢✳✷✼✸✵

❙♦❧✈❡rPr❡❝✐s✐♦♥❂✶✳❡✲✶✹

✶✺ ❯s❡❘❡❧❛t✐✈❡Pr❡❝✐s✐♦♥❂②❡s



✶✸✷ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢✐❝❤✐❡rs ❞✬❡♥tré❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❡ t♠▲◗❈❉

❙♣❧✐tt❡❞Pr♦♣❛❣❛t♦r❂♥♦

❇❈❆♥❣❧❡❚❂✶✳✵

❘❡❝❊✈❂✵

❘❡❛❞❙♦✉r❝❡❂♥♦

✷✵ ❙♦✉r❝❡■♥♣✉t❋✐❧❡♥❛♠❡❂s♦✉r❝❡❴❣❛✉ss❴❢♦r♠❛t❴❤♠❝

❙♦✉r❝❡▲♦❝❛t✐♦♥❂✵

❉❡❜✉❣▲❡✈❡❧❂✵

❋✐❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ❧✐s❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡

❚❂✹✽

▲❂✷✹

◆r❳Pr♦❝s❂✶

✺ ◆r❨Pr♦❝s❂✶

◆r❩Pr♦❝s❂✶

❙♦❧✈❡r❋❧❛❣❂❈●

▼❛①❙♦❧✈❡r■t❡r❛t✐♦♥s❂✶✵✵✵✵

✶✵ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts❂✶

❜❡t❛❂✶✳✾✵

♠✉❂✵✳✵✵✸✷✻✺✶

P❤♠❝▼✉❇❛r❂✵✳✵✹✽✾✼✻✺

P❤♠❝❊♣s❇❛r❂✵✳✵✻✷✵✸✻✾

✶✺

❦❛♣♣❛❂✵✳✶✻✸✷✺✺

❇❈❆♥❣❧❡❚❂✶✳

❈●▼❛①■t❡r❂✶✵✵✵✵

●❛✉❣❡❈♦♥❢✐❣■♥♣✉t❋✐❧❡❂❝♦♥❢

✷✵ ❉❡❜✉❣▲❡✈❡❧❂✵

❘❡❛❞s♦✉r❝❡❂②❡s

❯s❡❘❡❧❛t✐✈❡Pr❡❝✐s✐♦♥❂②❡s

✷✺ ❙♦❧✈❡rPr❡❝✐s✐♦♥❂✶✳❡✲✶✹

●❛✉❣❡❈♦♥❢✐❣❘❡❛❞Pr❡❝✐s✐♦♥❂✻✹

❙♣❧✐tt❡❞❙♦✉r❝❡❂②❡s

❙♣❧✐tt❡❞Pr♦♣❛❣❛t♦r❂②❡s

Pr♦♣❛❣❛t♦rPr❡❝✐s✐♦♥❂✸✷

✸✵ ■♥❞✐❝❡s❂✵✲✼

❙♦✉r❝❡■♥♣✉t❋✐❧❡♥❛♠❡❂s♦✉r❝❡✳✵✷✵✽✳✹✷

■♥✐t✐❛❧❙t♦r❡❈♦✉♥t❡r❂✷✵✽

❙♦✉r❝❡❚✐♠❡❙❧✐❝❡❂✹✷



✶✸✸

❋✐❝❤✐❡r ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣♦✉r ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✷✰✶✰✶

▲❂✷✹

❚❂✹✽

◆r❳Pr♦❝s ❂ ✽

◆r❨Pr♦❝s ❂ ✽

✺ ◆r❩Pr♦❝s ❂ ✹

▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❂ ✶

st❛rt❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❂ ❝♦♥t✐♥✉❡

✶✵ ❘●■❈✶ ❂ ✲✵✳✸✸✶

❜❡t❛ ❂ ✶✳✾

♠✉ ❂ ✵✳✵✵✸✷✻✺✶

♠✉✷ ❂ ✵✳✵✷✻

♠✉✸ ❂ ✵✳✷✻

✶✺ P❤♠❝▼✉❜❛r ❂ ✵✳✵✹✽✾✼✻✺

P❤♠❝❊♣s❜❛r ❂ ✵✳✵✻✷✵✸✻✾

★

★ ❘❡♠❡♠❜❡r✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❁♠✉❃✱ ❁P❤♠❝▼✉❜❛r❃ ❛♥❞ ❁P❤♠❝❊♣s❜❛r❃

★ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✷✯❦❛♣♣❛ ✦✦✦

✷✵ ★

❦❛♣♣❛ ❂ ✵✳✶✻✸✷✺✺

◆s❦✐♣ ❂ ✷

❇♦✉♥❞❛r②❈♦♥❞ ❂ ✶✳

❇❈●st❛❜▼❛①■t❡r ❂ ✶✵✵✵

✷✺ ❈●▼❛①■t❡r ❂ ✼✵✵✵

●❛✉❣❡❈♦♥❢✐❣■♥♣✉t❋✐❧❡ ❂ ❝♦♥❢✳s❛✈❡

■♥t❡❣r❛t♦r ❂ ✷▼◆

★■♥t❡❣r❛t♦r ❂ ❙❡①t♦♥❲❡✐♥❣❛rt❡♥

✸✵

t❛✉ ❂ ✶✳✵

■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s●❛✉❣❡ ❂ ✶

■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉ ❂ ✶✽

✸✺ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉✷ ❂ ✶

■♥t❡❣r❛t✐♦♥❙t❡♣s▼✉✸ ❂ ✷

❚✐♠❡❙❝❛❧❡❍❡❛✈②❉♦✉❜❧❡t ❂ ✶

❈❙●❍✐st▼✉ ❂ ✵

✹✵ ❈❙●❍✐st▼✉✷ ❂ ✵

❈❙●❍✐st▼✉✸ ❂ ✵

❯s❡❘❡❧❛t✐✈❡Pr❡❝✐s✐♦♥ ❂ ②❡s

❆❝❝❡♣t❛♥❝❡Pr❡❝✐s✐♦♥ ❂ ✶✳❡✲✷✷

✹✺ ❋♦r❝❡Pr❡❝✐s✐♦♥▼✉ ❂ ✶✳❡✲✶✹

❋♦r❝❡Pr❡❝✐s✐♦♥▼✉✷ ❂ ✶✳❡✲✶✹



✶✸✹ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝r✐♣t ♣♦✉r ❇❧✉❡●❡♥❡

❋♦r❝❡Pr❡❝✐s✐♦♥▼✉✸ ❂ ✶✳❡✲✶✷

★❧❡✈❡❧ ♦❢ ♦✉t♣✉t

❉❡❜✉❣▲❡✈❡❧ ❂ ✶

✺✵ ★♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ s②♠♣❧❡❝t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦r✳

✷▼◆▲❛♠❜❞❛▼✉ ❂ ✵✳✷✶

✷▼◆▲❛♠❜❞❛▼✉✷ ❂ ✵✳✷

✷▼◆▲❛♠❜❞❛▼✉✸ ❂ ✵✳✷

✷▼◆▲❛♠❜❞❛●❛✉❣❡ ❂ ✵✳✶✾

✺✺ ●❛✉❣❡❈♦♥❢✐❣❘❡❛❞Pr❡❝✐s✐♦♥ ❂ ✻✹

❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②❈❤❡❝❦ ❂ ②❡s

❘❡✈❡rs✐❜✐❧✐t②❈❤❡❝❦■♥t❡r✈❛❧❧ ❂ ✺✺

✻✵ ■♥✐t✐❛❧❙t♦r❡❈♦✉♥t❡r ❂ r❡❛❞✐♥

P❤♠❝◆♦❋❧❛✈♦✉rs❂✷✰✶✰✶

P❤♠❝Pr❡❝✐s✐♦♥Pt✐❧❞❡ ❂ ✶✳✵❡✲✾

P❤♠❝❉❡❣r❡❡❖❢P❂✶✺✵

✻✺ P❤♠❝❙t✐❧❞❡▼❛①❂✷✳✹✼✵

P❤♠❝❙t✐❧❞❡▼✐♥❂✵✳✵✵✵✵✼✹✶

P❤♠❝❘❡❝❊❱■♥t❡r✈❛❧❂✶

P❤♠❝❈♦♠♣✉t❡❖♥❧②❊❱s❂♥♦

P❡r❢♦r♠❖♥❧✐♥❡▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❂ ②❡s

✼✵ ❖♥❧✐♥❡▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts❋r❡q ❂ ✷

✸✶ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ s❝r✐♣t ♣♦✉r ❇❧✉❡●❡♥❡

P♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜❛t❝❤ ▲♦❛❞▲❡✈❡❧❡r ❞✬■❇▼

✶ ★ ❅ ❥♦❜❴♥❛♠❡ ❂ ◆❋✷❴✹✽❝✾✻❴✶✺✹✵✼✸

✷ ★ ❅ ❡rr♦r ❂ ✩✭❥♦❜❴♥❛♠❡✮✳✩✭❥♦❜✐❞✮✳❡rr

✸ ★ ❅ ♦✉t♣✉t ❂ ✩✭❥♦❜❴♥❛♠❡✮✳✩✭❥♦❜✐❞✮✳♦✉t

✹ ★ ❅ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❂ ❈❖P❨❴❆▲▲❀

✺ ★ ❅ ✇❛❧❧❴❝❧♦❝❦❴❧✐♠✐t ❂ ✶✵✿✵✵✿✵✵

✻ ★ ❅ ❥♦❜❴t②♣❡ ❂ ❇▲❯❊●❊◆❊

✼ ★ ❅ ❜❣❴s✐③❡ ❂ ✷✵✹✽

✽ ★ ❅ ❜❣❴❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❂ t♦r✉s

✾ ★ ❅ ♥♦t✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❂ ❛❧✇❛②s

✶✵ ★ ❅ q✉❡✉❡

✶✶

✶✷ ★✦✴❜✐♥✴❜❛s❤

✶✸

✶✹ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❙❚❊P❴❈▲❆❙❙ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❙❚❊P❴❈▲❆❙❙

✶✺ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❇●❴❙■❩❊ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❇●❴❙■❩❊

✶✻ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❙❚❊P❴■❉ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❙❚❊P❴■❉



✶✸✺

✶✼ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❇●❴❇P❙ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❇●❴❇P❙

✶✽ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❇●❴■❖◆❖❉❊❙ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❇●❴■❖◆❖❉❊❙

✶✾ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❇●❴❈❖◆◆❊❈❚■❖◆ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❇●❴❈❖◆◆❊❈❚■❖◆

✷✵ ❡❝❤♦ ▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊ ❂ ✩▲❖❆❉▲❴❇●❴❙❍❆P❊

✷✶

✷✷ ♠♣✐r✉♥ ✲❡①❡ ❤♠❝❴t♠ ✲❛r❣s ✧✲❢ ❤♠❝✳✐♥♣✉t✧ ✲❡♥✈ ✧❉❈▼❋❴❊❆●❊❘❂✺✵✵✵✵✵✵✵✵✧ ❭

✷✸ ✲♠♦❞❡ ❱◆ ✲♥♣ ✩✭✭✹✯✩▲❖❆❉▲❴❇●❴❙■❩❊✮✮ ✲✈❡r❜♦s❡ ✶

✷✹



✶✸✻ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙

❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ❙t❡♣❤❡♥ ▲✳ ❆❞❧❡r✳ ❆①✐❛❧ ✈❡❝t♦r ✈❡rt❡① ✐♥ s♣✐♥♦r ❡❧❡❝tr♦❞②♥❛♠✐❝s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱
✶✼✼ ✿✷✹✷✻✕✷✹✸✽✱ ✶✾✻✾✳

❬✷❪ ▼✳ ❆❧❜❛♥❡s❡ ❡t ❛❧✳ ●❧✉❡❜❛❧❧ ▼❛ss❡s ❛♥❞ ❙tr✐♥❣ ❚❡♥s✐♦♥ ✐♥ ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❇✶✾✷ ✿✶✻✸✕✶✻✾✱ ✶✾✽✼✳

❬✸❪ ❈✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✉ ❡t ❛❧✳ ▲✐❣❤t ❜❛r②♦♥ ♠❛ss❡s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✽ ✿✵✶✹✺✵✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✹❪ ❈✳ ❆❧❡①❛♥❞r♦✉✱ ●✳ ❑♦✉ts♦✉✱ ❏♦❤♥ ❲✳ ◆❡❣❡❧❡✱ ❛♥❞ ❆✳ ❚s❛♣❛❧✐s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ❡❧❡❝✲
tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✹ ✿✵✸✹✺✵✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✺❪ ❈♦♥st❛♥t✐❛ ❆❧❡①❛♥❞r♦✉ ❡t ❛❧✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ t✇✐st❡❞ ♠❛ss
❢❡r♠✐♦♥s✳ ✷✵✵✽✳

❬✻❪ ❆✳ ❆❧✐ ❑❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ♠❛ss ✐♥ ◆✭❢✮ ❂ ✷ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✿ ❋✐♥✐t❡ s✐③❡ ❡✛❡❝ts
❢r♦♠ ❝❤✐r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✻✽✾ ✿✶✼✺✕✶✾✹✱ ✷✵✵✹✳

❬✼❪ ❙✳ ❆♦❦✐ ❡t ❛❧✳ ✷✰✶ ❋❧❛✈♦r ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉ t♦✇❛r❞ t❤❡ P❤②s✐❝❛❧ P♦✐♥t✳ ✷✵✵✽✳

❬✽❪ ❙✐♥②❛ ❆♦❦✐✳ ◆❡✇ P❤❛s❡ ❙tr✉❝t✉r❡ ❢♦r ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✇✐t❤ ❲✐❧s♦♥ ❋❡r♠✐♦♥s✳ P❤②s✳
❘❡✈✳✱ ❉✸✵ ✿✷✻✺✸✱ ✶✾✽✹✳

❬✾❪ ❆✳❩❡❡✳ ◗✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡♦r② ✐♥ ❛ ♥✉ts❤❡❧❧✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵❪ ❘é♠✐ ❇❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ ♠❡s♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✶✺✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✶❪ ❘é♠✐ ❇❛r♦♥ ❡t ❛❧✳ ❙t❛t✉s ♦❢ ❊❚▼❈ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ◆❢❂✷✰✶✰✶ t✇✐st❡❞ ♠❛ss
❢❡r♠✐♦♥s✳ P♦❙✱ ▲❆❚❚■❈❊✷✵✵✽ ✿✵✾✹✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✷❪ ❱ér♦♥✐q✉❡ ❇❡r♥❛r❞✳ ❈❤✐r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❇❛r②♦♥ Pr♦♣❡rt✐❡s✳ Pr♦❣✳
P❛rt✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ✻✵ ✿✽✷✕✶✻✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✸❪ ❱ér♦♥✐q✉❡ ❇❡r♥❛r❞✱ ▲❛t✐❢❛ ❊❧♦✉❛❞r❤✐r✐✱ ❛♥❞ ❯❧❢✳ ●✳ ▼❡✐ss♥❡r✳ ❆①✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥✳ ❏✳ P❤②s✳✱ ●✷✽ ✿❘✶✕❘✸✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✹❪ ❱ér♦♥✐q✉❡ ❇❡r♥❛r❞✱ ❚❤♦♠❛s ❘✳ ❍❡♠♠❡rt✱ ❛♥❞ ❯❧❢✲●✳ ▼❡✐ss♥❡r✳ ❈✉t♦✛ s❝❤❡♠❡s
✐♥ ❝❤✐r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ t❤❡ q✉❛r❦ ♠❛ss ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥ ♠❛ss✳
◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❆✼✸✷ ✿✶✹✾✕✶✼✵✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✺❪ ❇✳ ❇❧♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ ▲✐❣❤t q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ◆❢❂✷
▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✇✐t❤ t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s✳ ❏❍❊P✱ ✵✹ ✿✵✷✵✱ ✷✵✵✽✳

❬✶✻❪ ❇✳ ❇❧♦ss✐❡r ❡t ❛❧✳ Ps❡✉❞♦s❝❛❧❛r ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ ❦❛♦♥ ❛♥❞ ❉✲♠❡s♦♥s ❢r♦♠ ◆❢❂✷
t✇✐st❡❞ ♠❛ss ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ ✷✵✵✾✳

❬✶✼❪ ❇❡♥♦✐t ❇❧♦ss✐❡r✱ ▼❛r❝ ❲❛❣♥❡r✱ ❛♥❞ ❖❧✐✈✐❡r P❡♥❡✳ ▲❛tt✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■s❣✉r✲
❲✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s tau1/2 ❛♥❞ tau3/2 ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ q✉❛r❦s✳ ✷✵✵✾✳

❬✶✽❪ ▼❛r❝♦ ❇♦❝❤✐❝❝❤✐♦✱ ▲✉❝✐❛♥♦ ▼❛✐❛♥✐✱ ●✉✐❞♦ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ●✐❛♥ ❈❛r❧♦ ❘♦ss✐✱ ❛♥❞ ▼❛s✲
s✐♠♦ ❚❡st❛✳ ❈❤✐r❛❧ ❙②♠♠❡tr② ♦♥ t❤❡ ▲❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ❲✐❧s♦♥ ❋❡r♠✐♦♥s✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱
❇✷✻✷ ✿✸✸✶✱ ✶✾✽✺✳

❬✶✾❪ P❤✳ ❇♦✉❝❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s ✇✐t❤ ❧✐❣❤t q✉❛r❦s✳ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❇✻✺✵ ✿✸✵✹✕✸✶✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✵❪ P❤✳ ❇♦✉❝❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❚✇✐st❡❞ ▼❛ss ❋❡r♠✐♦♥s ✇✐t❤ ▲✐❣❤t ◗✉❛r❦s ✿ ❙✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ❉❡t❛✐❧s✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✶✼✾ ✿✻✾✺✕✼✶✺✱ ✷✵✵✽✳



❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ ✶✸✼

❬✷✶❪ ❉✐r❦ ❇r♦♠♠❡❧ ❡t ❛❧✳ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ q✉❛r❦ ❛♥✲
❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡♦♥✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✶✺✽✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✷❪ ❘✳ ❈✳ ❇r♦✇❡r✱ ❚✳ ■✈❛♥❡♥❦♦✱ ❆✳ ❘✳ ▲❡✈✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ◆✳ ❖r❣✐♥♦s✳ ❈❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❉✐r❛❝ ♠❛tr✐① ✐♥ ❤②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✹✽✹ ✿✸✺✸✕✸✼✹✱
✶✾✾✼✳

❬✷✸❪ ●✳ ❊✳ ❇r♦✇♥ ❛♥❞ ▼❛♥♥q✉❡ ❘❤♦✳ ❚❤❡ ▲✐tt❧❡ ❇❛❣✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✽✷ ✿✶✼✼✕✶✽✵✱ ✶✾✼✾✳

❬✷✹❪ ❇✳ ❇✉♥❦✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❊❧s❡r✱ ❘✳ ❋r❡③③♦tt✐✱ ❛♥❞ ❑✳ ❏❛♥s❡♥✳ ❖r❞❡r✐♥❣ ♠♦♥♦♠✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ♦❢
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✶✶✽ ✿✾✺✕✶✵✾✱
✶✾✾✾✳

❬✷✺❪ ❈✲▲■▼❊✳ ❤tt♣✿✴✴✉sq❝❞✳❥❧❛❜✳♦r❣✴✉sq❝❞✲❞♦❝s✴❝✲❧✐♠❡✴✳

❬✷✻❪ ❏r✳ ❈❛❧❧❛♥✱ ❈✉rt✐s ●✳✱ ❘♦❣❡r ❋✳ ❉❛s❤❡♥✱ ❛♥❞ ❉❛✈✐❞ ❏✳ ●r♦ss✳ ❚♦✇❛r❞ ❛ t❤❡♦r② ♦❢
t❤❡ str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✶✼ ✿✷✼✶✼✱ ✶✾✼✽✳

❬✷✼❪ ❇r❛♥t ❑♥✉❞s♦♥ ❈❛r❧♦s ❙♦s❛✳ ■❜♠ s②st❡♠ ❜❧✉❡ ❣❡♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❇❧✉❡ ❣❡♥❡✴♣ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳r❡❞❜♦♦❦s✳✐❜♠✳❝♦♠✴❛❜str❛❝ts✴s❣✷✹✼✷✽✼✳❤t♠❧✳

❬✷✽❪ ❚✳ ❈❤✐❛r❛♣♣❛ ❡t ❛❧✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◗❈❉ ✇✐t❤ ✉✱ ❞✱ s ❛♥❞ ❝ q✉❛r❦s ✐♥ t❤❡
t✇✐st❡❞✲♠❛ss ❲✐❧s♦♥ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳✱ ❈✺✵ ✿✸✼✸✕✸✽✸✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✾❪ ❆✳ ❈❤♦❞♦s✱ ❘✳ ▲✳ ❏❛✛❡✱ ❑✳ ❏♦❤♥s♦♥✱ ❈❤❛r❧❡s ❇✳ ❚❤♦r♥✱ ❛♥❞ ❱✳ ❋✳ ❲❡✐ss❦♦♣❢✳ ❆
◆❡✇ ❊①t❡♥❞❡❞ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛❞r♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✾ ✿✸✹✼✶✕✸✹✾✺✱ ✶✾✼✹✳

❬✸✵❪ ❙❡♦♥❤♦ ❈❤♦✐ ❡t ❛❧✳ ❆①✐❛❧ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ♥✉❝❧❡♦♥ ❢♦r♠✲❢❛❝t♦rs ❢r♦♠ ❧♦✇✲ ❡♥❡r❣②
♣✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✼✶ ✿✸✾✷✼✕✸✾✸✵✱ ✶✾✾✸✳

❬✸✶❪ ▼✳ ❆✳ ❈❧❛r❦ ❛♥❞ ❆✳ ❉✳ ❑❡♥♥❡❞②✳ ❚❤❡ ❘❍▼❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✷ ✢❛✈♦rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧
st❛❣❣❡r❡❞ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ Pr♦❝✳ ❙✉♣♣❧✳✱ ✶✷✾ ✿✽✺✵✕✽✺✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✸✷❪ ●✐❧❜❡rt♦ ❈♦❧❛♥❣❡❧♦✱ ❙t❡♣❤❛♥ ❉✉rr✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤ ❍❛❡❢❡❧✐✳ ❋✐♥✐t❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡✛❡❝ts
❢♦r ♠❡s♦♥ ♠❛ss❡s ❛♥❞ ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✼✷✶ ✿✶✸✻✕✶✼✹✱ ✷✵✵✺✳

❬✸✸❪ ▼✳ ❈r❡✉t③✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙t✉❞② ♦❢ ◗✉❛♥t✐③❡❞ ❙❯✭✷✮ ●❛✉❣❡ ❚❤❡♦r②✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱
❉✷✶ ✿✷✸✵✽✕✷✸✶✺✱ ✶✾✽✵✳

❬✸✹❪ ▼✳ ❈r❡✉t③✳ ◗✉❛r❦s✱ ❣❧✉♦♥s ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ✶✾✽✸✳

❬✸✺❪ ❈✳ ❚✳ ❍✳ ❉❛✈✐❡s ❡t ❛❧✳ ❆ Pr❡❝✐s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧♣❤❛✲s ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❇✸✹✺ ✿✹✷✕✹✽✱ ✶✾✾✺✳

❬✸✻❪ ❈✳ ❚✳ ❍✳ ❉❛✈✐❡s ❡t ❛❧✳ ❙❝❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❯♣s✐❧♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ◆❘◗❈❉✳ P❤②s✳
❘❡✈✳✱ ❉✺✽ ✿✵✺✹✺✵✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✸✼❪ ❚❤♦♠❛s ❆✳ ❉❡●r❛♥❞ ❛♥❞ ❘✐❝❤❛r❞ ❉✳ ▲♦❢t✳ ❲❛✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❡sts ❢♦r ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉
s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✻✺ ✿✽✹✕✾✶✱ ✶✾✾✶✳

❬✸✽❪ ▼✳ ❉✐❡❤❧✳ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ♣❛rt♦♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡♣t✳✱ ✸✽✽ ✿✹✶✕✷✼✼✱ ✷✵✵✸✳

❬✸✾❪ P✳ ❉✐♠♦♣♦✉❧♦s ❡t ❛❧✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛r❦ ❜✐❧✐♥❡❛rs ✇✐t❤ ◆❢❂✷ ❲✐❧s♦♥
❢❡r♠✐♦♥s ❛♥❞ tr❡❡✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❣❛✉❣❡ ❛❝t✐♦♥✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✷✹✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✹✵❪ ❉✳ ❉♦❧❣♦✈ ❡t ❛❧✳ ▼♦♠❡♥ts ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥ ❧✐❣❤t ❝♦♥❡ q✉❛r❦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥
❢✉❧❧ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✻✻ ✿✵✸✹✺✵✻✱ ✷✵✵✷✳

❬✹✶❪ ❱✐♥❝❡♥t ❉r❛❝❤ ❡t ❛❧✳ P❛rt✐❛❧❧② q✉❡♥❝❤❡❞ st✉❞② ♦❢ str❛♥❣❡ ❜❛r②♦♥ ✇✐t❤ ◆❢ ❂ ✷
t✇✐st❡❞ ♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s✳ P♦❙✱ ▲❆❚❚■❈❊✷✵✵✽ ✿✶✷✸✱ ✷✵✵✽✳

❬✹✷❪ ❙✳ ❉✉❛♥❡✱ ❆✳ ❉✳ ❑❡♥♥❡❞②✱ ❇✳ ❏✳ P❡♥❞❧❡t♦♥✱ ❛♥❞ ❉✳ ❘♦✇❡t❤✳ ❍②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦✳
P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✶✾✺ ✿✷✶✻✕✷✷✷✱ ✶✾✽✼✳



✶✸✽ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙

❬✹✸❪ ❇✳ ❊❢r♦♥ ❛♥❞ ❘✳ ❏✳ ❚✐❜s❤✐r❛♥✐✳ ❆♥ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❇♦♦tstr❛♣✳ ▼♦♥♦❣r❛♣❤s ♦♥
❙t❛t✐st✐❝s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❱♦❧✳ ✺✼✱ ❈❘❈ Pr❡ss✳ ❈❤❛♣♠❛♥ ✫ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇
❨♦r❦✱ ✶✾✾✸✳

❬✹✹❪ ❏♦❤♥ ❘✳ ❊❧❧✐s✱ ❑❡✐t❤ ❆✳ ❖❧✐✈❡✱ ❛♥❞ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❙❛✈❛❣❡✳ ❍❛❞r♦♥✐❝ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥
t❤❡ ❊❧❛st✐❝ ❙❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❙✉♣❡rs②♠♠❡tr✐❝ ❉❛r❦ ▼❛tt❡r✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✼ ✿✵✻✺✵✷✻✱
✷✵✵✽✳

❬✹✺❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❊✳P❡s❦✐♥ ❛♥❞ ❉❛♥✐❡❧ ❱✳❙❝❤r♦❡❞❡r✳ ❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ q✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞ t❤❡✲
♦r②✳ ❲❡st✈✐❡✇ Pr❡ss✱ ✶✾✾✺✳

❬✹✻❪ ▼✳ ❋❛❧❝✐♦♥✐✱ ▼✳ ▲✳ P❛❝✐❡❧❧♦✱ ●✳ P❛r✐s✐✱ ❛♥❞ ❇✳ ❚❛❣❧✐❡♥t✐✳ ❆❣❛✐♥ ♦♥ ❙❯✭✸✮ ❣❧✉❡❜❛❧❧
♠❛ss✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✷✺✶ ✿✻✷✹✕✻✸✷✱ ✶✾✽✺✳

❬✹✼❪ ◆❛❞✐❛ ❋❡tt❡s✱ ❯❧❢✲●✳ ▼❡✐ss♥❡r✱ ❛♥❞ ❙✈❡♥ ❙t❡✐♥✐♥❣❡r✳ P✐♦♥ ♥✉❝❧❡♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥
❝❤✐r❛❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ■ ✿ ■s♦s♣✐♥✲s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❆✻✹✵ ✿✶✾✾✕✷✸✹✱
✶✾✾✽✳

❬✹✽❪ ❘✳ ❋r❡③③♦tt✐✱ ●✳ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ▼✳ P❛♣✐♥✉tt♦✱ ❛♥❞ ●✳ ❈✳ ❘♦ss✐✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣ ❝✉t♦✛ ❡✛❡❝ts
✐♥ ♠❛①✐♠❛❧❧② t✇✐st❡❞ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ❧✐♠✐t✳ ❏❍❊P✱ ✵✹ ✿✵✸✽✱ ✷✵✵✻✳

❬✹✾❪ ❘✳ ❋r❡③③♦tt✐ ❛♥❞ ●✳ ❈✳ ❘♦ss✐✳ ❈❤✐r❛❧❧② ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❲✐❧s♦♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳ ■ ✿ ❖✭❛✮ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❏❍❊P✱ ✵✽ ✿✵✵✼✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✵❪ ❘✳ ❋r❡③③♦tt✐ ❛♥❞ ●✳ ❈✳ ❘♦ss✐✳ ❚✇✐st❡❞✲♠❛ss ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✇✐t❤ ♠❛ss ♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡r❛t❡
q✉❛r❦s✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ Pr♦❝✳ ❙✉♣♣❧✳✱ ✶✷✽ ✿✶✾✸✕✷✵✷✱ ✷✵✵✹✳

❬✺✶❪ ❘✳ ❋r❡③③♦tt✐ ❛♥❞ ●✳ ❈✳ ❘♦ss✐✳ ❖✭a2✮ ❝✉t♦✛ ❡✛❡❝ts ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐❧s♦♥ ❢❡r♠✐♦♥ s✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡s ✐♥t❡r♥❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼❈✱ ✷✵✵✾✳

❬✺✷❪ ❘♦❜❡rt♦ ❋r❡③③♦tt✐✱ P✐❡tr♦ ❆♥t♦♥✐♦ ●r❛ss✐✱ ❙t❡❢❛♥ ❙✐♥t✱ ❛♥❞ P❡t❡r ❲❡✐s③✳ ▲❛tt✐❝❡
◗❈❉ ✇✐t❤ ❛ ❝❤✐r❛❧❧② t✇✐st❡❞ ♠❛ss t❡r♠✳ ❏❍❊P✱ ✵✽ ✿✵✺✽✱ ✷✵✵✶✳

❬✺✸❪ ❘♦❜❡rt♦ ❋r❡③③♦tt✐ ❛♥❞ ❑❛r❧ ❏❛♥s❡♥✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❤②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✹✵✷ ✿✸✷✽✕✸✸✹✱ ✶✾✾✼✳

❬✺✹❪ ❘✳ ❋r✐❡❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❚✳ ❉✳ ▲❡❡✳ ◗❈❉ ❛♥❞ t❤❡ ❙♦❧✐t♦♥ ▼♦❞❡❧ ♦❢ ❍❛❞r♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱
❉✶✽ ✿✷✻✷✸✱ ✶✾✼✽✳

❬✺✺❪ ❑❛③✉♦ ❋✉❥✐❦❛✇❛✳ P❛t❤ ■♥t❡❣r❛❧ ▼❡❛s✉r❡ ❢♦r ●❛✉❣❡ ■♥✈❛r✐❛♥t ❋❡r♠✐♦♥ ❚❤❡♦r✐❡s✳
P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱ ✹✷ ✿✶✶✾✺✱ ✶✾✼✾✳

❬✺✻❪ ❙✳ ●❛❧st❡r ❡t ❛❧✳ ❊❧❛st✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥ ✲ ❞❡✉t❡r♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♥❡✉tr♦♥
❢♦r♠✲❢❛❝t♦r ❛t ❢♦✉r ♠♦♠❡♥t✉♠ tr❛♥s❢❡rs ✺✲❢♠✯✯✲✷ ❁ q✯✯✷ ❁ ✶✹✲❢♠✯✯✲✷✳ ◆✉❝❧✳
P❤②s✳✱ ❇✸✷ ✿✷✷✶✕✷✸✼✱ ✶✾✼✶✳

❬✺✼❪ ❏✳ ●❛ss❡r ❛♥❞ ❍✳ ▲❡✉t✇②❧❡r✳ ◗✉❛r❦ ▼❛ss❡s✳ P❤②s✳ ❘❡♣t✳✱ ✽✼ ✿✼✼✕✶✻✾✱ ✶✾✽✷✳

❬✺✽❪ ❏✳ ●❛ss❡r ❛♥❞ ❍✳ ▲❡✉t✇②❧❡r✳ ❈❤✐r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② t♦ ❖♥❡ ▲♦♦♣✳ ❆♥♥✳
P❤②s✳✱ ✶✺✽ ✿✶✹✷✱ ✶✾✽✹✳

❬✺✾❪ ❏✳ ●❛ss❡r ❛♥❞ ❍✳ ▲❡✉t✇②❧❡r✳ ▲✐❣❤t ◗✉❛r❦s ❛t ▲♦✇ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱
❇✶✽✹ ✿✽✸✱ ✶✾✽✼✳

❬✻✵❪ ❏✳ ●❛ss❡r✱ ❍✳ ▲❡✉t✇②❧❡r✱ ❛♥❞ ▼✳ ❊✳ ❙❛✐♥✐♦✳ ❙✐❣♠❛ t❡r♠ ✉♣❞❛t❡✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱
❇✷✺✸ ✿✷✺✷✕✷✺✾✱ ✶✾✾✶✳

❬✻✶❪ ❱✳ ●✐♠❡♥❡③✱ ▲❡♦♥❛r❞♦ ●✐✉st✐✱ ❋✳ ❘❛♣✉❛♥♦✱ ❛♥❞ ▼✳ ❚❛❧❡✈✐✳ ◆♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡
r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛r❦ ❜✐❧✐♥❡❛rs✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✺✸✶ ✿✹✷✾✕✹✹✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✻✷❪ P❛✉❧ ❍✳ ●✐♥s♣❛r❣ ❛♥❞ ❑❡♥♥❡t❤ ●✳ ❲✐❧s♦♥✳ ❆ ❘❡♠♥❛♥t ♦❢ ❈❤✐r❛❧ ❙②♠♠❡tr② ♦♥
t❤❡ ▲❛tt✐❝❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✷✺ ✿✷✻✹✾✱ ✶✾✽✷✳



❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ ✶✸✾

❬✻✸❪ ▼✳ ●♦❝❦❡❧❡r ❡t ❛❧✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✿ ◆♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡♥♦r✲
♠❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳ Pr♦❝✳ ❙✉♣♣❧✳✱ ✼✸ ✿✷✾✶✕✷✾✸✱ ✶✾✾✾✳

❬✻✹❪ ▼✳ ●♦❝❦❡❧❡r ❡t ❛❧✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ❲✐❧s♦♥ ❢❡r♠✐♦♥s✳
P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✶✻✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✻✺❪ ❙t❡✈❡♥ ❆✳ ●♦tt❧✐❡❜✱ ❲✳ ▲✐✉✱ ❉✳ ❚♦✉ss❛✐♥t✱ ❘✳ ▲✳ ❘❡♥❦❡♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ▲✳ ❙✉❣❛r✳ ❍②✲
❜r✐❞ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ❉②♥❛♠✐❝s ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠
❈❤r♦♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✸✺ ✿✷✺✸✶✕✷✺✹✷✱ ✶✾✽✼✳

❬✻✻❪ ❘❛❥❛♥ ●✉♣t❛✳ ●❡♥❡r❛❧ ♣❤②s✐❝s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠
✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ✶✾✾✾✳

❬✻✼❪ P❤✳ ❍❛❣❧❡r ❡t ❛❧✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ P❛rt♦♥ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ❋✉❧❧ ▲❛tt✐❝❡
◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✼ ✿✵✾✹✺✵✷✱ ✷✵✵✽✳

❬✻✽❪ ▼❛rt✐♥ ❍❛s❡♥❜✉s❝❤✳ ❙♣❡❡❞✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❍②❜r✐❞✲▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧
❢❡r♠✐♦♥s✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✺✶✾ ✿✶✼✼✕✶✽✷✱ ✷✵✵✶✳

❬✻✾❪ ❆♥♥❛ ❍❛s❡♥❢r❛t③ ❛♥❞ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❑♥❡❝❤t❧✐✳ ❋❧❛✈♦r s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ st❛t✐❝ ♣♦t❡♥✲
t✐❛❧ ✇✐t❤ ❤②♣❡r❝✉❜✐❝ ❜❧♦❝❦✐♥❣✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✻✹ ✿✵✸✹✺✵✹✱ ✷✵✵✶✳

❬✼✵❪ ❲✳ ❑✳ ❍❛st✐♥❣s✳ ▼♦♥t❡ ❝❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞s ✉s✐♥❣ ♠❛r❦♦✈ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡✐r
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✺✼✭✶✮ ✿✾✼✕✶✵✾✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✼✵✳

❬✼✶❪ ■▲❉●✳ ❤tt♣✿✴✴✐❧❞❣✳s❛sr✳❡❞✉✳❛✉✴P❧♦♥❡✳

❬✼✷❪ ◆❛t❤❛♥ ■s❣✉r ❛♥❞ ●❛❜r✐❡❧ ❑❛r❧✳ P ❲❛✈❡ ❇❛r②♦♥s ✐♥ t❤❡ ◗✉❛r❦ ▼♦❞❡❧✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱
❉✶✽ ✿✹✶✽✼✱ ✶✾✼✽✳

❬✼✸❪ ◆❛t❤❛♥ ■s❣✉r ❛♥❞ ▼❛r❦ ❇✳ ❲✐s❡✳ ❲❡❛❦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢♦r♠✲❢❛❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥ ❤❡❛✈②
♠❡s♦♥s✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✷✸✼ ✿✺✷✼✱ ✶✾✾✵✳

❬✼✹❪ ❨✳ ■✇❛s❛❦✐✳ ❘❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❣r♦✉♣ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❧❛tt✐❝❡
❛❝t✐♦♥✳ ✷✳ ❋♦✉r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥♦♥❛❜❡❧✐❛♥ ❙❯✭◆✮ ❣❛✉❣❡ ♠♦❞❡❧✳ ❯❚❍❊P✲✶✶✽✳

❬✼✺❪ ❑✳ ❏❛♥s❡♥✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❛♥❞ ❈✳ ❯r❜❛❝❤✳ ❚❤❡ ❡t❛✬ ♠❡s♦♥ ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡
◗❈❉✳ ❊✉r✳ P❤②s✳ ❏✳✱ ❈✺✽ ✿✷✻✶✕✷✻✾✱ ✷✵✵✽✳

❬✼✻❪ ❑✳ ❏❛♥s❡♥ ❛♥❞ ❈✳ ❯r❜❛❝❤✳ t♠▲◗❈❉ ✿ ❛ ♣r♦❣r❛♠ s✉✐t❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❲✐❧s♦♥ ❚✇✐st❡❞
♠❛ss ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ ✷✵✵✾✳

❬✼✼❪ ❳✐❛♥❣✲❉♦♥❣ ❏✐✳ ●❛✉❣❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♥✉❝❧❡♦♥ s♣✐♥✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ▲❡tt✳✱
✼✽ ✿✻✶✵✕✻✶✸✱ ✶✾✾✼✳

❬✼✽❪ ❉✳ ❘✳ ❚✳ ❏♦♥❡s✳ ❚✇♦ ▲♦♦♣ ❉✐❛❣r❛♠s ✐♥ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s ❚❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✼✺ ✿✺✸✶✱
✶✾✼✹✳

❬✼✾❪ ❲✳ ❑❛♠❧❡❤✱ ❉✳ ❇✳ ▲❡✐♥✇❡❜❡r✱ ❛♥❞ ❆✳ ●✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ ❉②♥❛♠✐❝❛❧ ❋▲■❈ ❢❡r♠✐♦♥s✳
◆✉❝❧✳ P❤②s✳ Pr♦❝✳ ❙✉♣♣❧✳✱ ✶✷✾ ✿✽✷✻✕✽✷✽✱ ✷✵✵✹✳

❬✽✵❪ ❉❛✈✐❞ ❇✳ ❑❛♣❧❛♥✳ ❆ ▼❡t❤♦❞ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❝❤✐r❛❧ ❢❡r♠✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❇✷✽✽ ✿✸✹✷✕✸✹✼✱ ✶✾✾✷✳

❬✽✶❪ ❲❡r♥❡r ❑r❛✉t❤✳ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✿ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✭❖①❢♦r❞
▼❛st❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧✱ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧✱ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✮✳ ❖①❢♦r❞
❯♥✐✈ Pr ✭❚①t✮✱ ♣❛♣✴❝❞r ❡❞✐t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✻✳

❬✽✷❪ ❆✳ ▲❡ ❨❛♦✉❛♥❝✱ ▲✳ ❖❧✐✈❡r✱ ❖✳ P❡♥❡✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ❘❛②♥❛❧✳ ❍❛❞r♦♥ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
q✉❛r❦ ♠♦❞❡❧✳ ●♦r❞♦♥ ❛♥❞ ❇r❡❛❝❤ ❙❝✐❡♥❝❡ P✉❜❧✐s❤❡r✱ ✶✾✽✽✳

❬✽✸❪ ❨✳ ▲✐❛♥❣✱ ❑❡❤✲❋❡✐ ▲✐✉✱ ❇✐♥❣✲❆♥ ▲✐✱ ❙✳ ❏✳ ❉♦♥❣✱ ❛♥❞ ❑✳ ■s❤✐❦❛✇❛✳ ▲❛tt✐❝❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ❣❧✉❡❜❛❧❧ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥ts✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✸✵✼ ✿✸✼✺✕✸✽✷✱ ✶✾✾✸✳



✶✹✵ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙

❬✽✹❪ ❍✉❡②✲❲❡♥ ▲✐♥✱ ❚♦♠ ❇❧✉♠✱ ❙❤✐❣❡♠✐ ❖❤t❛✱ ❙❤♦✐❝❤✐ ❙❛s❛❦✐✱ ❛♥❞ ❚❛❦❡s❤✐ ❨❛♠❛③❛❦✐✳
◆✉❝❧❡♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ t✇♦ ✢❛✈♦rs ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✲ ✇❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥s✳ P❤②s✳
❘❡✈✳✱ ❉✼✽ ✿✵✶✹✺✵✺✱ ✷✵✵✽✳

❬✽✺❪ ❩✳ ▲✐✉✳ ◆♦t❡s ♦♥ t❤❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t✇✐st✲✷ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐t❤ t✇✐st❡❞
♠❛ss ❢❡r♠✐♦♥s✳ ◆♦t❡s ✐♥t❡r♥❡s ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❊❚▼❈✱ ✷✵✵✾✳

❬✽✻❪ ❏✳ ●♦♥③❛❧❡③ ▲♦♣❡③✱ ❑✳ ❏❛♥s❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ❙❤✐♥❞❧❡r✳ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❙❝❤r♦❡❞✐♥❣❡r ❋✉♥❝✲
t✐♦♥❛❧ ✇✐t❤ ❈❤✐r❛❧❧② ❘♦t❛t❡❞ ❇♦✉♥❞❛r② ❈♦♥❞✐t✐♦♥s✳ P❖❙✱ ▲❆❚❚■❈❊✷✵✵✽ ✿✷✹✷✱
✷✵✵✽✳

❬✽✼❪ ❱✐tt♦r✐♦ ▲✉❜✐❝③✱ ❙✐❧✈❛♥♦ ❙✐♠✉❧❛✱ ❛♥❞ ❈❡❝✐❧✐❛ ❚❛r❛♥t✐♥♦✳ ▲✐❣❤t q✉❛r❦ ♠❛ss❡s ❛♥❞
♣s❡✉❞♦s❝❛❧❛r ❞❡❝❛② ❝♦♥st❛♥ts ❢r♦♠ ◆❢❂✷ t✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✸✼✹✱
✷✵✵✼✳

❬✽✽❪ ▼❛rt✐♥ ▲üs❝❤❡r✳ ❆ P♦rt❛❜❧❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r ❢♦r ❧❛tt✐❝❡
✜❡❧❞ t❤❡♦r② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✼✾ ✿✶✵✵✕✶✶✵✱ ✶✾✾✹✳

❬✽✾❪ ▼❛rt✐♥ ▲üs❝❤❡r✳ ▲♦❝❛❧ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡✢❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ q✉❛r❦ ♠♦❞❡s ✐♥ ❧❛tt✐❝❡
◗❈❉✳ ❏❍❊P✱ ✵✼ ✿✵✽✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✾✵❪ ●✳ ▼❛rt✐♥❡❧❧✐✱ ❈✳ P✐tt♦r✐✱ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❚✳ ❙❛❝❤r❛❥❞❛✱ ▼✳ ❚❡st❛✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱❧❛❞✐❦❛s✳
❆ ●❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥♦♥♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ r❡♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ◆✉❝❧✳
P❤②s✳✱ ❇✹✹✺ ✿✽✶✕✶✵✽✱ ✶✾✾✺✳

❬✾✶❪ ▼❛❦♦t♦ ▼❛ts✉♠♦t♦ ❛♥❞ ❚❛❦✉❥✐ ◆✐s❤✐♠✉r❛✳ ▼❡rs❡♥♥❡ t✇✐st❡r ✿ ❛ ✻✷✸✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧②
❡q✉✐❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❣❡♥❡r❛t♦r✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s✳ ▼♦❞❡❧✳
❈♦♠♣✉t✳ ❙✐♠✉❧✳✱ ✽✭✶✮ ✿✸✕✸✵✱ ✶✾✾✽✳

❬✾✷❪ ❈✳ ▼❝◆❡✐❧❡✱ ❈✳ ▼✐❝❤❛❡❧✱ ❛♥❞ ❈✳ ❯r❜❛❝❤✳ ❚❤❡ ♦♠❡❣❛✲r❤♦ ♠❡s♦♥ ♠❛ss s♣❧✐tt✐♥❣ ❛♥❞
♠✐①✐♥❣ ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✻✼✹ ✿✷✽✻✕✷✾✵✱ ✷✵✵✾✳

❬✾✸❪ ◆✳ ▼❡tr♦♣♦❧✐s✱ ❆✳ ❲✳ ❘♦s❡♥❜❧✉t❤✱ ▼✳ ◆✳ ❘♦s❡♥❜❧✉t❤✱ ❆✳ ❍✳ ❚❡❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❊✳ ❚❡❧❧❡r✳
❊q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❢❛st ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❏✳ ❈❤❡♠✳ P❤②s✳✱
✷✶ ✿✶✵✽✼✕✶✵✾✷✱ ✶✾✺✸✳

❬✾✹❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ▼✐❝❤❛❡❧ ❛♥❞ ▼✳ ❚❡♣❡r✳ ❚❤❡ ●❧✉❡❜❛❧❧ ❙♣❡❝tr✉♠ ✐♥ ❙❯✭✸✮✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱
❇✸✶✹ ✿✸✹✼✱ ✶✾✽✾✳

❬✾✺❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ▼✐❝❤❛❡❧ ❛♥❞ ❈❛rst❡♥ ❯r❜❛❝❤✳ ◆❡✉tr❛❧ ♠❡s♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞✐❛✲
❣r❛♠s ✐♥ ❚✇✐st❡❞ ▼❛ss ◗❈❉✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✶✷✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✾✻❪ ■✳ ▼♦♥t✈❛② ❛♥❞ ●✳ ▼✉♥st❡r✳ ◗✉❛♥t✉♠ ✜❡❧❞s ♦♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✶✾✾✹✳

❬✾✼❪ ❈♦❧✐♥ ▼♦r♥✐♥❣st❛r ❛♥❞ ▼✐❦❡ ❏✳ P❡❛r❞♦♥✳ ❆♥❛❧②t✐❝ s♠❡❛r✐♥❣ ♦❢ ❙❯✭✸✮ ❧✐♥❦ ✈❛r✐❛❜❧❡s
✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✻✾ ✿✵✺✹✺✵✶✱ ✷✵✵✹✳

❬✾✽❪ ❍❡r❜❡rt ◆❡✉❜❡r❣❡r✳ ❊①❛❝t❧② ♠❛ss❧❡ss q✉❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ P❤②s✳ ▲❡tt✳✱ ❇✹✶✼ ✿✶✹✶✕
✶✹✹✱ ✶✾✾✽✳

❬✾✾❪ ❍❡r❜❡rt ◆❡✉❜❡r❣❡r✳ ▼♦r❡ ❛❜♦✉t ❡①❛❝t❧② ♠❛ss❧❡ss q✉❛r❦s ♦♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ P❤②s✳
▲❡tt✳✱ ❇✹✷✼ ✿✸✺✸✕✸✺✺✱ ✶✾✾✽✳

❬✶✵✵❪ ❍♦❧❣❡r ❇❡❝❤ ◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐♥♦♠✐②❛✳ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✉tr✐♥♦s ♦♥ ❛ ▲❛tt✐❝❡✳ ✶✳
Pr♦♦❢ ❜② ❍♦♠♦t♦♣② ❚❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✶✽✺ ✿✷✵✱ ✶✾✽✶✳

❬✶✵✶❪ ❍♦❧❣❡r ❇❡❝❤ ◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐♥♦♠✐②❛✳ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✉tr✐♥♦s ♦♥ ❛ ▲❛tt✐❝❡✳ ✷✳
■♥t✉✐t✐✈❡ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ Pr♦♦❢✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✶✾✸ ✿✶✼✸✱ ✶✾✽✶✳

❬✶✵✷❪ ❍♦❧❣❡r ❇❡❝❤ ◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ▼✳ ◆✐♥♦♠✐②❛✳ ❊rr❛t✉♠✳ ❆❜s❡♥❝❡ ♦❢ ◆❡✉tr✐♥♦s ♦♥ ❛
▲❛tt✐❝❡✳ ✶✳ Pr♦♦❢ ❜② ❍♦♠♦t♦♣② ❚❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✶✾✺ ✿✺✹✶✱ ✶✾✽✷✳



❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙ ✶✹✶

❬✶✵✸❪ ❙❤✐❣❡♠✐ ❖❤t❛ ❛♥❞ ❚❛❦❡s❤✐ ❨❛♠❛③❛❦✐✳ ◆✉❝❧❡♦♥ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✭✷✰✶✮✲
✢❛✈♦r ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥s ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ ✷✵✵✽✳

❬✶✵✹❪ ■✳ P✳ ❖♠❡❧②❛♥✱ ■✳ ▼✳ ▼r②❣❧♦❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋♦❧❦✳ ❖♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡r❧❡t✲❧✐❦❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r
♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳ ❊✱ ✻✺✭✺✮ ✿✵✺✻✼✵✻✱ ▼❛② ✷✵✵✷✳

❬✶✵✺❪ ■✳ P✳ ❖♠❡❧②❛♥✱ ■✳ ▼✳ ▼r②❣❧♦❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋♦❧❦✳ ❙②♠♣❧❡❝t✐❝ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✐♥t❡❣r❛❜❧❡
❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✿ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ♠♦❧❡❝✉✲
❧❛r ❞②♥❛♠✐❝s✱ q✉❛♥t✉♠ ❛♥❞ ❝❡❧❡st✐❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r P❤②s✐❝s
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✺✶✭✸✮ ✿✷✼✷ ✕ ✸✶✹✱ ✷✵✵✸✳

❬✶✵✻❪ ❍❡✐♥③ P❛❣❡❧s✳ ❉❡♣❛rt✉r❡s ❢r♦♠ ❈❤✐r❛❧ ❙②♠♠❡tr② ✿ ❆ ❘❡✈✐❡✇✳ P❤②s✳ ❘❡♣t✳✱ ✶✻ ✿✷✶✾✱
✶✾✼✺✳

❬✶✵✼❪ ▼✳ ▼✳ P❛✈❛♥✱ ■✳ ■✳ ❙tr❛❦♦✈s❦②✱ ❘✳ ▲✳ ❲♦r❦♠❛♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ❆r♥❞t✳ ❚❤❡ ♣✐♦♥ ♥✉❝❧❡♦♥
❙✐❣♠❛ t❡r♠ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② ❧❛r❣❡ ✿ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ●❲❯ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♣✐ ◆ s❝❛tt❡r✐♥❣
❞❛t❛✳ P✐◆ ◆❡✇s❧❡tt✳✱ ✶✻ ✿✶✶✵✕✶✶✺✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✵✽❪ ❈❛r❧♦s P❡♥❛✱ ❙t❡❢❛♥ ❙✐♥t✱ ❛♥❞ ❆♥❛st❛ss✐♦s ❱❧❛❞✐❦❛s✳ ❚✇✐st❡❞ ♠❛ss ◗❈❉ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ❉❡❧t❛✭■✮ ❂ ✶✴✷ r✉❧❡✳ ❏❍❊P✱ ✵✾ ✿✵✻✾✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✵✾❪ ▼✳ Pr♦❝✉r❛✱ ❇✳ ❯✳ ▼✉s❝❤✱ ❚✳ ❲♦❧❧❡♥✇❡❜❡r✱ ❚✳ ❘✳ ❍❡♠♠❡rt✱ ❛♥❞❲✳❲❡✐s❡✳ ◆✉❝❧❡♦♥
♠❛ss ✿ ❋r♦♠ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉ t♦ t❤❡ ❝❤✐r❛❧ ❧✐♠✐t✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✸ ✿✶✶✹✺✶✵✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✶✵❪ ▼❛ss✐♠✐❧✐❛♥♦ Pr♦❝✉r❛✱ ❚❤♦♠❛s ❘✳ ❍❡♠♠❡rt✱ ❛♥❞ ❲♦❧❢r❛♠ ❲❡✐s❡✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ♠❛ss✱
s✐❣♠❛ t❡r♠ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✻✾ ✿✵✸✹✺✵✺✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✶✶❪ ▼✳ ❍✳ ◗✉❡♥♦✉✐❧❧❡✳ ◆♦t❡s ♦♥ ❜✐❛s ✐♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❇✐♦♠❡tr✐❦❛✱ ✹✸✱ ◆♦✳ ✸✴✹ ✿✸✺✸✕✸✻✵✱
✶✾✺✻✳

❬✶✶✷❪ ❉r✉ ❇✳ ❘❡♥♥❡r ❛♥❞ ❳✉ ❋❡♥❣✳ ❍❛❞r♦♥✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❣✲✷ ❢r♦♠ t✇✐st❡❞ ♠❛ss
❢❡r♠✐♦♥s✳ ✷✵✵✾✳

❬✶✶✸❪ ❙t❡❢❛♥ ❙❝❤❡r❡r✳ ❈❤✐r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❘❡❝❡♥t ❘❡s✉❧ts ✐♥
t❤❡ ❖♥❡✲◆✉❝❧❡♦♥ ❙❡❝t♦r✳ ✷✵✵✾✳

❬✶✶✹❪ ❙❝✐❉❆❈✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❞❛❝✳❣♦✈✴✳

❬✶✶✺❪ ❏✳ ❈✳ ❙❡①t♦♥ ❛♥❞ ❉✳ ❍✳ ❲❡✐♥❣❛rt❡♥✳ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤②❜r✐❞ ▼♦♥t❡
❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✸✽✵ ✿✻✻✺✕✻✼✽✱ ✶✾✾✷✳

❬✶✶✻❪ ❙✳ ❙✐♠✉❧❛✳ Ps❡✉❞♦✲s❝❛❧❛r ♠❡s♦♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ♠❛①✐♠❛❧❧② t✇✐st❡❞ ❲✐❧s♦♥
❢❡r♠✐♦♥s ❛t ◆❢ ❂ ✷✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✸✼✶✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✶✼❪ ❏❛♥ ❙♠✐t✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ◗✉❛♥t✉♠ ❋✐❡❧❞s ♦♥ ❛ ▲❛tt✐❝❡✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✷✵✵✷✳

❬✶✶✽❪ ❘✳ ❙♦♠♠❡r✳ ❆ ◆❡✇ ✇❛② t♦ s❡t t❤❡ ❡♥❡r❣② s❝❛❧❡ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r✐❡s ❛♥❞ ✐ts
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ st❛t✐❝ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ ❛❧♣❤❛✲s ✐♥ ❙❯✭✷✮ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧s t❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳
P❤②s✳✱ ❇✹✶✶ ✿✽✸✾✕✽✺✹✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✶✾❪ ❑✳ ❙②♠❛♥③✐❦✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▲✐♠✐t ❛♥❞ ■♠♣r♦✈❡❞ ❆❝t✐♦♥ ✐♥ ▲❛tt✐❝❡ ❚❤❡♦r✐❡s✳ ✶✳
Pr✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ♣❤✐✯✯✹ ❚❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✷✷✻ ✿✶✽✼✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✷✵❪ ❑✳ ❙②♠❛♥③✐❦✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▲✐♠✐t ❛♥❞ ■♠♣r♦✈❡❞ ❆❝t✐♦♥ ✐♥ ▲❛tt✐❝❡ ❚❤❡♦r✐❡s✳ ✷✳ ❖✭◆✮
◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙✐❣♠❛ ▼♦❞❡❧ ✐♥ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❚❤❡♦r②✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✷✷✻ ✿✷✵✺✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✷✶❪ ❙✳ ◆✳ ❙②r✐ts②♥ ❡t ❛❧✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ❊❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❋♦r♠ ❋❛❝t♦rs ❢r♦♠ ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉
✉s✐♥❣ ✷✰✶ ❋❧❛✈♦r ❉♦♠❛✐♥ ❲❛❧❧ ❋❡r♠✐♦♥s ♦♥ ❋✐♥❡ ▲❛tt✐❝❡s ❛♥❞ ❈❤✐r❛❧ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❚❤❡♦r②✳ ✷✵✵✾✳

❬✶✷✷❪ ●❡r❛r❞ ✬t ❍♦♦❢t✳ ❆ ♣❧❛♥❛r ❞✐❛❣r❛♠ t❤❡♦r② ❢♦r str♦♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱
❇✼✷ ✿✹✻✶✱ ✶✾✼✹✳



✶✹✷ ❘➱❋➱❘❊◆❈❊❙

❬✶✷✸❪ ●❡r❛r❞ ✬t ❍♦♦❢t✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ❞✉❡ t♦ ❛ ❢♦✉r✲ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♣s❡✉❞♦♣❛rt✐❝❧❡✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✶✹ ✿✸✹✸✷✕✸✹✺✵✱ ✶✾✼✻✳

❬✶✷✹❪ ❚❡ts✉②❛ ❚❛❦❛✐s❤✐ ❛♥❞ P❤✐❧✐♣♣❡ ❞❡ ❋♦r❝r❛♥❞✳ ❚❡st✐♥❣ ❛♥❞ t✉♥✐♥❣ ♥❡✇ s②♠♣❧❡❝✲
t✐❝ ✐♥t❡❣r❛t♦rs ❢♦r ❤②❜r✐❞ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ◗❈❉✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱
❊✼✸ ✿✵✸✻✼✵✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✷✺❪ ❈❛rst❡♥ ❯r❜❛❝❤✳ ▲❛tt✐❝❡ ◗❈❉ ✇✐t❤ t✇♦ ❧✐❣❤t ❲✐❧s♦♥ q✉❛r❦s ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧❧② t✇✐st❡❞
♠❛ss✳ P♦❙✱ ▲❆❚✷✵✵✼ ✿✵✷✷✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✷✻❪ ❆✳ ❲❛❧❦❡r✲▲♦✉❞ ❡t ❛❧✳ ▲✐❣❤t ❤❛❞r♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✉s✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧ ✈❛❧❡♥❝❡ q✉❛r❦s
♦♥ ❛♥ ❆sqt❛❞ s❡❛✳ ✷✵✵✽✳

❬✶✷✼❪ ❙t❡✈❡♥ ❲❡✐♥❜❡r❣✳ P❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥s✳ P❤②s✐❝❛✱ ❆✾✻ ✿✸✷✼✱ ✶✾✼✾✳

❬✶✷✽❪ ❙t❡✈❡♥ ❲❡✐♥❜❡r❣✳ ❚❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❋✐❡❧❞s✱ ❱♦❧✉♠❡ ■ ✿ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s✳ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ ▼❛② ✷✵✵✺✳

❬✶✷✾❪ P✳ ❲❡✐s③✳ ❈♦♥t✐♥✉✉♠ ▲✐♠✐t ■♠♣r♦✈❡❞ ▲❛tt✐❝❡ ❆❝t✐♦♥ ❢♦r P✉r❡ ❨❛♥❣✲ ▼✐❧❧s ❚❤❡♦r②✳
✶✳ ◆✉❝❧✳ P❤②s✳✱ ❇✷✶✷ ✿✶✱ ✶✾✽✸✳

❬✶✸✵❪ ❑❡♥♥❡t❤ ●✳ ❲✐❧s♦♥✳ ◗✉❛r❦s ❛♥❞ ❙tr✐♥❣s ♦♥ ❛ ▲❛tt✐❝❡✳ ◆❡✇ P❤❡♥♦♠❡♥❛ ■♥ ❙✉❜♥✉✲
❝❧❡❛r P❤②s✐❝s✳ P❛rt ❆✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ❍❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✶✾✼✺ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙❝❤♦♦❧
♦❢ ❙✉❜♥✉❝❧❡❛r P❤②s✐❝s✱ ❊r✐❝❡✱ ❙✐❝✐❧②✱ ❏✉❧② ✶✶ ✲ ❆✉❣✉st ✶✱ ✶✾✼✺✱ ❡❞✳ ❆✳ ❩✐❝❤✐❝❤✐✱
P❧❡♥✉♠ Pr❡ss✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✼✼✱ ♣✳ ✻✾✱ ❈▲◆❙✲✸✷✶✳

❬✶✸✶❪ ❑❡♥♥❡t❤ ●✳ ❲✐❧s♦♥✳ ❈♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ q✉❛r❦s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✶✵ ✿✷✹✹✺✕✷✹✺✾✱ ✶✾✼✹✳

❬✶✸✷❪ ❯❧❧✐ ❲♦❧✛✳ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ❧❡ss ❡rr♦rs✳ ❈♦♠♣✉t✳ P❤②s✳ ❈♦♠♠✉♥✳✱ ✶✺✻ ✿✶✹✸✕
✶✺✸✱ ✷✵✵✹✳

❬✶✸✸❪ ❚❛❦❡s❤✐ ❨❛♠❛③❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ◆✉❝❧❡♦♥ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦rs ✇✐t❤ ✷✰✶ ✢❛✈♦r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✲
✇❛❧❧ ❢❡r♠✐♦♥s✳ P❤②s✳ ❘❡✈✳✱ ❉✼✾ ✿✶✶✹✺✵✺✱ ✷✵✵✾✳


