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San VŨ NGO. C (Professeur, Université de Rennes 1), Directeur

Au vu des rapports de Thierry PAUL et Didier ROBERT





S’entrassi ’ndru Paradisu santu, santu,

E nun truvassi a tia, mi n’esciria.
- SERENATA DI ZICAVO.





Remerciements
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Résumé

La dynamique semi-classique d’un opérateur pseudo-différentiel Ph sur une va-
riété M est l’analogue quantique du flot classique de son symbole principal p sur la
variété T∗M. Cette dynamique semi-classique est décrite par l’équation de Schrödinger
de l’opérateur Ph ; alors que le flot classique hamiltonien est, lui, donné par les équa-
tions d’Hamilton associées a la fonction p. Le spectre de l’opérateur pseudo-différentiel
Ph permet donc de pouvoir décrire les solutions générales en fonction du temps de
l’équation de Schrödinger associée. Le comportement en temps long de la dynamique
semi-classique donnée par ces solutions reste cependant sur bien des points mysté-
rieux. La dynamique semi-classique dépend donc directement du spectre de l’opéra-
teur Ph et aussi par conséquent de la géométrie sous jacente dans T∗M induite par la
fonction symbole classique p. Dans cette thèse, on décrit d’abord la dynamique semi-
classique en temps long dans le cas de la dimension 1 avec une fonction symbole p
n’ayant pas de singularité ou bien avec une singularité non-dégénérée de type ellip-
tique : le feuilletage dans T∗M de p est alors elliptique. Les règles de Bohr-Sommerfeld
régulières fournissent alors le spectre d’un tel opérateur. On traite aussi le cas de la
dimension 2 qui nous amène à quelques discussions de théorie de nombres. Pour fi-
nir, on s’intéresse au cas d’un opérateur pseudo-différentiel Ph avec une singularité
non-dégénérée de type hyperbolique : le feuilletage dans T∗M de p est alors un ”huit
hyperbolique” (modèle difféomorphe au Schrödinger avec un potentiel double puits).

Mots-clés

Systèmes complètement intégrables, singularités non-dégénérées, spectre, opéra-
teur de Schrödinger, double puits, analyse semi-classique, analyse microlocale, dyna-
mique semi-classique, équation de Schrödinger, règles de Bohr-Sommerfeld, asympto-
tiques des valeurs propres, formes normales.

Abstract

The semi-classical dynamics of a pseudo-differential Ph operator on a manifold M
is the quantum analogous of the classical flow of his main symbol p on the manifold
T∗M. This semi-classical dynamics is described by the Schrödinger equation of the
operator Ph whereas the classical Hamiltonian flow is given by the Hamilton’s equa-
tions associated with the function p. Thus the spectrum of the pseudo-differential ope-
rator Ph enable to describe the general solutions of the associated Schrödinger equa-
tion. The long time behavior of these solutions remains in many ways mysterious.
The semi-classical dynamics depends directly on the spectrum of the operator Ph and
consequently also on the underlying geometry into T∗M induced by the classical sym-
bol p. In this thesis, we first describe the long time semi-classical dynamics of an Ha-
miltonian in the one-dimensional case with a symbol function pwith no singularity or
with non-degenerate elliptic singularity type : the associated fibers are closed elliptic
orbits. The regular Bohr-Sommerfeld rules supply the spectrum of the operator. We
are also interested in the elliptic case of the dimension 2 which leads to some discus-
sion of numbers theory. Finally we consider the case of a one-dimensionnal pseudo-
differential operator Ph with a non-degenerate hyperbolic singularity : the singular fi-
ber of p in T∗M is a “hyperbolic eight” (this model is diffeomorphic to the Schrödinger
operator with a double wells).

Key-words

Completely integrable systems, non-degenerate singularities, spectrum, Schrödin-
ger operator, double wells, semi-classical analysis, microlocal analysis, semi-classical
dynamics, Schrödinger equation, Bohr-Sommerfeld rules, eigenvalues asymptotics, nor-
mal forms.
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Prologue

Motivation et contexte

En physique quantique, les questions de stabilité de la dynamique engen-
drée par une perturbation d’un hamiltonien ont été très étudiées ces dernières
années, surtout dans le domaine du chaos quantique [GVJZ]. Même dans le
cas de l’opérateur de Schrödinger l’étude de la dynamique peut être très dif-
ficile ; aussi on aimerait pouvoir disposer de n’importe quelles approxima-
tions physiques raisonnables nous permettant de prévoir quelques proprié-
tés quantiques d’un système. La mécanique classique, qui, sur beaucoup de
points est plus simple que la mécanique quantique, décrit parfaitement bon
nombre de systèmes physiques élémentaires. Ainsi on peut espérer que la mé-
canique quantique soit une généralisation de la mécanique classique, dans le
sens où on aimerait récupérer les propriétés classiques d’un système en faisant
des approximations sur les propriétés quantiques de ce même système. En
fait, le principe de correspondance de Bohr affirme que lamécanique classique
est dans un sens la limite de la mécanique quantique quand h tend vers zéro.
Ainsi, une des voies possibles pour l’étude d’un opérateur perturbé consiste
à se placer à l’interface entre théorie classique et quantique. Le régime, ap-
pelé semi-classique, dans lequel ces deux théories se recouvrent, correspond à
des systèmes dont les actions mises en jeu sont beaucoup plus grandes que la
constante de Planck h. Mathématiquement l’analyse semi-classique consiste
donc à étudier les propriétés spectrales d’un opérateur auto-adjoint sur un
hilbert quand h tend vers zéro.

En mécanique quantique non relativiste l’état d’un système est régi par
l’équation de Schrödinger sur la variété riemanienne (M, g) :

ih
∂ϕ(t)

∂t
= Phϕ(t)

avec

Ph := −h2

2
∆g + V;

h étant le paramètre semi-classique, ∆g désignant l’opérateur de Laplace-Beltrami
avec la convention “analyse”ou bien plus généralement Ph est un opérateur
pseudo-différentiel sur L2(M). En dimension 1 ou dans des situations com-
plètement intégrables on sait généralement bien décrire les états stationnaires,
qui correspondent aux valeurs propres de l’opérateur Ph. Par linéarité, on a
donc, en principe, accès aux solutions générales de l’équation de Schrödinger.
Pourtant la dynamique des solutions (comportement lorsque le temps évolue)
reste sur bien des aspects mystérieuse. Dans un contexte général on s’attend
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à ce qu’un état initial localisé suive en première approximation (dans la limite
h → 0) la trajectoire classique associée, c’est à dire le flot hamiltonien associé
à la fonction classique définie sur la variété symplectique T∗M par :

p(x, ξ) = ‖ξ‖2g /2+ V(x).

Des versions de ces affirmations existent dans la littérature physique pour des
échelles de temps très courtes. En dimension 1 ou dans des situations complè-
tement intégrables on s’attend à beaucoupmieux. Dans cette thèse on propose
une compréhension pour des échelles de temps beaucoup plus longues (de
l’ordre de 1/hs avec s > 0 dans un contexte elliptique ; ou bien de l’ordre de
|ln(h)|s avec encore s > 0 dans un contexte hyperbolique). Cette étude a per-
mis de prouver l’existence de “renaissances” du paquet d’onde, récemment
mis en évidence par les physiciens ([Av-Pe], [LAS], [Robi1], [Robi2], [BKP],
[Bl-Ko]). Une partie du travail que j’ai fait a été de se placer sous différentes
hypothèses géométriques : le cas régulier et le cas des singularités elliptiques
en dimension 1 [He-Ro] (traité indépendamment parM. Combescure et D. Ro-
bert [Co-Ro], [Rob2]), le cas elliptique en dimension 2 et le cas hyperbolique
en dimension 1 [Lab2]. Le cas hyperbolique a nécessité le calcul du spectre
d’un opérateur de Schrödinger autour d’une singularité hyperbolique ; voir
[Lab2].

Dynamique quantique

Généralités

La dynamique constitue un aspect essentiel de la mécanique quantique,
elle détermine au cours du temps les états quantiques, et par conséquent l’es-
pace de Hilbert des états ou des opérateurs agissant sur cet espace. En consi-
dérant une grandeur physique mesurable par un observateur, les postulats
de la mécanique quantique indiquent qu’il peut être associé à cette grandeur
physique un opérateur auto-adjoint agissant sur l’espace des états, et que le
résultat de la mesure donnera : soit la valeur propre de l’opérateur considéré
si l’état quantique est unique (cas pur), soit la valeur propre pondérée par la
probabilité d’existence d’un état quantique. La mesure de l’observable peut
changer au cours du temps, est-ce l’état quantique qui va évoluer au cours
du temps ? Ou est-ce l’opérateur ? Ou encore les deux en même temps ? Ces
différents points de vue conduisent à des descriptions différentes de la dyna-
mique quantique. Le point de vue de Schrödinger est que l’espace des états
du Hilbert évoluent au cours du temps tandis que les opérateurs sont inva-
riants temporellement. A partir d’un opérateur auto-adjoint Ph sur un espace
de Hilbert séparable H, on lui associe le groupe unitaire fortement continu
(voir aussi les rappels du chapitre 1) :

U(t) =
{
e−i

t
h Ph
}
t∈R

.

Pour tout état initial ψ0 ∈ H, l’évolution quantique du vecteur ψ0 par l’hamil-
tonien Ph au cours du temps est donnée par

ψ(t) = U(t)ψ0 ∈ H;
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notons bien qu’en dérivant la précédente expression on obtient :

d
dt

ψ(t) = − i
h
Phψ(t)

c’est l’équation de Schrödinger qui régit toute la mécanique quantique !

Fonction de retour et d’auto-corrélation

Un moyen1 simple pour essayer de comprendre une dynamique quan-
tique est celui consistant à mesurer comment un état “revient ou non sur sa
position initiale”. On va définir et utiliser un analogue quantique de la fonc-
tion de retour de Poincaré de la mécanique classique hamiltonienne.

Définition. On définit la fonction de retour quantique r de l’hamiltonien Ph
et de vecteur initial ψ0 par :

r(t) := 〈ψ(t),ψ0〉H ;

et la fonction d’auto-corrélation quantique par :

a(t) := |r(t)| = |〈ψ(t),ψ0〉H| .

Cette quantité mesure en quelque sorte dans la dynamique le retour sur
l’état initial. Si le vecteur ψ(t) est complètement délocalisé par rapport au vec-
teur initial ψ0 alors la fonction a(t) est nulle ; si par contre le vecteur ψ(t) est
localisé la fonction a(t) est alors égale à 1.

Cas d’un opérateur diagonalisable en base hilbertienne

Considérons le cas d’un opérateur linéaire auto-adjoint Ph sur un espace
de Hilbert séparableH tel que son spectre est constitué d’une suite de valeurs
propres (λn(h))n≥1 de multiplicité finie et s’accumulant en +∞ :

λ1(h) ≤ λ2(h) ≤ · · · ≤ λn(h)→+ ∞

et tel que la famille (en)n∈N des vecteurs propres associés forment une base
hilbertienne de l’espaceH.

Exemple. L’opérateur de Schrödinger sur (M, g) une variété riemannienne
complète connexe de dimension n ≥ 1 :

Ph = −h2

2
∆g + V

avec V une fonction de L∞
loc(M) telle que lim

|x|→∞
V(x) = +∞. La théorie géné-

rale (voir chapitre 1) nous informe que le spectre de l’opérateur de Schrödin-
ger Ph est constitué d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie s’accu-
mulant en +∞ et que les vecteurs propres forment une base hilbertienne de
L2(M).

1Il faut noter que ce moyen est pertinent dans le cadre des systèmes intégrables avec des
trajectoires fermées.
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Dans ce contexte les expressions de la fonction de retour et d’auto-corrélation
prennent alors une forme plus familière. En effet, lorsque on connaît le spectre
de l’opérateur Ph, les fonctions de retour et d’auto-corrélation s’expriment
simplement avec des séries de fonctions. Expliquons ceci : pour tout réel t
et quel que soit l’entier n nous avons :

(
e−i

t
h Ph
)
en =

(
e−i

t
h λn(h)

)
en;

ainsi pour un vecteur initial ψ0 ∈ D(Ph) ⊂ H et en notant par (an(h))n∈N

la suite de l2(N) donnée par an(h) := π(ψ0) où π est l’opérateur unitaire de
projection suivant :

π :






H → l2(N)

ϕ 7→< ϕ, en >H
on obtient alors que pour tout réel t :

ψ(t) = U(t)ψ0 =
(
e−i

t
h Ph
)(

∑
n∈N

an(h)en

)

= ∑
n∈N

an(h)e−i
t
h λn(h)en.

Un simple calcul donne l’expression des fonctions de retour et d’auto-corrélation
dans la base des vecteurs propres (en)n∈N : pour tout réel t nous obtenons les
égalités

r(t) = ∑
n∈N

|an(h)|2 e−i
t
h λn(h).

On vient de voir qu’un moyen de comprendre la dynamique quantique d’un
système est d’étudier la fonction a(t) au cours du temps. La principale diffi-
culté est alors purement spectrale, en effet cette méthode nécessite de plus ou
moins connaître (au moins localement) les valeurs propres (λn(h))n de l’opé-
rateur Ph.

Etude de la fonction d’auto-corrélation

Sous les hypothèses précédentes la fonction d’auto-corrélation quantique
s’écrit :

a(t) =

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an(h)|2 e−i
t
h λn(h)

∣∣∣∣∣ .

Ensuite la première idée pour l’étude d’une telle série de fonctions (idée que
l’on trouve dans la littérature physique [Av-Pe], [LAS], [BKP], [Bl-Ko], [Robi1],
[Robi2]) consiste grosso-modo à faire un développement limité des valeurs
propres (λn(h))n autour d’un niveau d’énergie E fixé. Plus précisément sup-
posons que les valeurs propres (λn(h))n de notre opérateur Ph s’écrivent sous
la forme λn(h) = fh(n) avec fh une fonction de classe C∞ . On écrit alors une
formule de Taylor formelle autour du nombre entier quantique n0 (qui cor-
respond le plus souvent à l’indice de la valeur propre la plus proche du réel
E) :

fh(n) = fh(n0)+ f ′h(n0) (n− n0)+
f ′′h (n0)

2
(n− n0)

2 +
f (3)h (n0)

6
(n− n0)

3 + · · ·
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et donc
∑
n∈N

|an(h)|2 e−i
t
h λn(h)

= ∑
n∈N

|an(h)|2 e
−it
[

fh(n0)
h +

f ′h(n0)

h (n−n0)+
f ′′h (n0)

2h (n−n0)2+
f
(3)
h (n0)

6 (n−n0)3+···
]

;

et par conséquent la fonction d’auto-corrélation quantique s’écrit

a(t) =

∣∣∣∣∣∣∣
∑
n∈N

|an(h)|2 e
−it
[

f ′h(n0)

h (n−n0)+
f ′′h (n0)

2h (n−n0)2+
f
(3)
h (n0)

6 (n−n0)3+···
]∣∣∣∣∣∣∣

.

La seconde idée de l’étude est de simplifier cette série : en commençant par ne
garder que la partie linéaire du développement limité :

a1(t) = ∑
n∈N

|an(h)|2 e−it
f ′h(n0)

h (n−n0);

puis ensuite en gardant à la fois la partie linéaire et la partie quadratique du
développement limité :

a2(t) = ∑
n∈N

|an(h)|2 e
−it
[

f ′h(n0)

h (n−n0)+
f ′′h (n0)

2h (n−n0)2
]

.

Maintenant la question sous-jacente à tout celà est la suivante : “dans quelle
mesure à t’on le droit de faire ceci ? Et comment faire ?”. Les étapes a cette
problématique sont :

1. d’abord il faut légitimer cette “formule” de Taylor sur les valeurs propres.

2. Ensuite, il faut dire dans quelles conditions, en particulier sur quelles
échelles de temps on peut approximer la fonction d’auto-corrélation a
par les fonctions a1 et a2?

3. Enfin vient la question de comment étudier ces fonctions d’approxima-
tions a1 et a2.

La réponse à la première question vient du contexte mathématique : de l’ha-
miltonien de départ et plus précisément de son spectre. Il faut en effet que
le spectre de notre opérateur puisse effectivement s’écrire sous une forme du
type λn(h) = fh(n). Dans cette thèse, on se place dans trois contextes géomé-
triques différents qui nous amène a ce type d’écriture :

“Théorème”. Sous des hypothèses géométriques et autres... le spectre de l’opérateur
Ph s’écrit sous la forme λn(h) = fh(n); où fh est une fonction admettant un dévelop-
pement asymptotique en puissance de h avec des coefficients de classe C∞.

Ensuite les conditions d’approximations dépendent de la géométrie sous
jacente au symbole principal p de l’opérateur Ph et de l’état initial ψ0. Ces
approximations sont bien sur valides sur des échelles de temps qui dépendent
du contexte géométrique et encore de l’état initial ψ0 .Dans les chapitres de
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cette thèse on aura a disposition des théorèmes d’approximations analogue
au :

“Théorème”. Sous des hypothèses géométriques et autres... pour j ∈ {1, 2} , sur une
certaine échelle de temps

[
0, Tj

]
nous avons a(t) = aj(t) + rj(h); où pour h → 0 le

reste rj(h)→ 0 uniformément sur le compact
[
0, Tj

]
.

Enfin, on voit immédiatement que la fonction t 7→ a1(t) est Tcl-périodique,
où Tcl :=

2πh
f ′h(n0)

. L’étude de la fonction t 7→ a2(t) nous amène une nouvelle

période égale à Tren := 4πh
f ′′h (n0)

: on a effet des théorème du type :

“Théorème”. (Théorème de pleine renaissance). La fonction t 7→ a2(t) est
(modulo un reste dépendant du contexte géométrique) Tren-périodique.

Dans ces chapitres on s’intéresse aussi a ce qui se passe en t = p
q Tren où

p
q est une fraction rationnelle, et là dans la plupart des cas un phénomène
de clonage multiples du vecteur initial ψ0 apparait. Pour être précis on a des
théorèmes du type :

“Théorème”. (Théorème de renaissances fractionnaires). Pour tout couple (p, q) ∈
Z×N∗ tel que p∧ q = 1 ; il existe une famille de q nombre complexes dépendant du
paramètre h ; (bk(q))k∈{0...q−1} telle que sur une certaine échelle de temps et modulo
un reste dépendant du contexte géométrique

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)
=

q−1
∑
k=0

bk(q)a1

(
t + Tcl

(
k
q

+
p
q
Nh

))
.

où Nh := E
[
Tren
Tcl

]
.

On arrive d’ailleurs à donner une formule pour calculer le module de cha-
cun des coefficients bk(q) suivant la parité de l’entier q. Dans le cas où q est
impair on dispose de :

“Théorème”. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p ∧ q = 1 et q impair,
alors nous avons pour tout k ∈ {0...q− 1}

|bk(q)|2 =
1
q
.

Et puis, dans le cas où q est pair :

“Théorème”.Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p∧ q = 1 et q pair ; nous
avons pour tout k ∈ {0...q− 1}

si
q
2
est pair, alors |bk(q)|2 =





2
q si k est pair

0 sinon;

si
q
2
est impair, alors |bk(q)|2 =





0 si k est pair

2
q sinon.
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Plan de la thèse

Chapitre 1 : une vue panoramique sur l’analyse semi-classique

Ce premier chapitre est destiné aux lecteurs non-spécialistes de l’analyse
semi-classique. Ce chapitre est une tentative de panorama, personnel et donc
forcément partiel, de l’analyse semi-classique. Sa présence sert aussi à rappe-
ler quelques définitions, outils et théorèmes bien utiles dans la suite de cette
thèse. Une partie de ce chapitre a fait l’objet d’une publication [Lab1].

Chapitre 2 : dynamique elliptique en dimension 1

Dans ce chapitre on se place dans la cadre d’un hamiltonien classique p
sans singularités (ou avec une singularité du type elliptique). Les règles de
Bohr-Sommerfeld régulières donnent alors le spectre de l’hamiltonien quan-
tique Ph associé : le spectre de l’opérateur Ph est alors une suite de valeurs
propres régulièrement espacées avec un interstice d’ordre h. L’étude de la dy-
namique semi-classique associée à un tel hamiltonien n’est pas vraiment nou-
velle : dans la littérature physique les articles de Averbukh, Pereleman [Av-
Pe] ; Leichtle, Averbukh, Schleich [LAS] ; Bluhm, Kostelecky, Porter [BKP],
[Bl-Ko] et de Robinnet [Robi1], [Robi2] semblent faire référence pour l’as-
pect physique. Ces articles de physique théorique donnent les idées mathé-
matiques essentielles mais n’offrent pas des justifications mathématiques très
rigoureuses. Indépendamment de mes travaux M. Combescure et D. Robert
[Co-Ro] et [Rob2] ont précisément travaillé sur une justification mathéma-
tique rigoureuse de cette dynamique en temps long. Très récemment T. Paul
[Pau1], [Pau2], [Pau3] a aussi travaillé sur ce sujet. Dans ce chapitre on trou-
vera une présentation légèrement différente et des détails supplémentaires
par rapport aux travaux de M. Combescure et de D. Robert. En particulier en
ce qui concerne les renaissances fractionnaires des paquet d’ondes. Dans ce
chapitre on montre d’abord que sur des échelles de temps courtes la dyna-
mique est périodique et suit le mouvement géométrique classique associé. Un
vecteur initial ψ0 localisé suit la dynamique classique associée à p, c’est à dire
une trajectoire elliptique et périodique avec une période Tcl indépendante de
h. Ensuite sur des échelles de temps plus grandes une nouvelle période non
géométrique apparaît. Cette période Tren (dite période de renaissance) est de
l’ordre de 1/h ; le vecteur ψ (Tren) reprend sa forme initial ψ0. Encore plus
surprenant quand on observe ce qui se passe aux temps p

q Tren, où
p
q est une

fraction rationnelle, on constate qu’il y a un phénomène de clonage du vecteur

initial : en quelque sorte que le vecteur ψ
(

p
q Tren

)
s’écrit comme une combinai-

son linéaire complexe finie de translaté du vecteur initial ψ0. Dans ce chapitre
on arrive à décrire ces coefficients complexes : on arrive, suivant les propriétés
arithmétiques de la fraction p/q à donner le nombre de coefficients non nuls
et la valeur de leurs modules. Pour finir on se placera dans un cadre gaus-
sien (i.e on choisira une gaussienne pour vecteur initial ψ0) ce qui permettra
de pouvoir faire des calculs exacts et de faire une description analytique plus
détaillée de ces phénomènes.
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Chapitre 3 : Dynamique elliptique en dimension 2

Dans ce chapitre on se concentre sur le pendant en dimension 2 de la dyna-
mique du modèle elliptique uni-dimensionnelle traité au chapitre précédent.
Ici l’hamiltonien de la dynamique est alors un opérateur auto-adjoint avec
domaine inclus dans l’espace L2

(
R2) ; et ayant un spectre discret du type

F(hZ, hZ), F étant un polynôme à deux indeterminées sur le corps des réels.
A l’instar de la dimension 1 un vecteur initial ψ0 localisé suit en première ap-
proximation la dynamique classique associée à l’hamiltonien de départ. En
dimension 2, sur des échelles de temps courtes cette dynamique est nettement
plus complexe. Le flot hamiltonien classique s’enroule autour d’un tore de di-
mension 2, il y a alors deux périodes classiques (qui sont d’ordre O(1)). En
première approximation la fonction d’auto-corrélation (qui une fois réécrite
est toujours une série de fonctions) de notre système bi-dimensionnel reste
en principe aussi simple à étudier qu’en dimension 1, mais la présence des
deux périodes classiques compliquent nettement la compréhension de l’évo-
lution de la fonction d’auto-corrélation pour les échelles de temps courtes.
Dans ce chapitre on propose une étude au premier ordre de la dynamique
semi-classique en fonction de la commensurabilité de ces deux périodes clas-
siques ; ce qui nous amène à quelques discussions de théorie des nombres.
Lorsque on regarde la dynamique sur des échelles plus grandes il y a 3 pé-
riodes de renaissance (d’ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothèse de
commensurabilité entre ces 3 périodes on arrive à écrire un analogue du théo-
rème de renaissance du cas uni-dimensionnel.

Chapitre 4 : Sur le spectre semi-classique d’un système intégrable de
dimension 1 autour d’une singularité hyperbolique

Dans une série de trois articles [Co-Pa1], [Co-Pa2] et [Co-Pa3] Y. Colin de
Verdière et B. Parisse se sont intéressés au spectre semi-classique de l’opéra-
teur de Schrödinger, en dimension 1 avec un potentiel ayant un maximum
local non-dégénéré, c’est à dire avec un potentiel type double puits. Dans
la classification des singularités de l’application moment d’un système com-
plètement intégrable le double puits représente le cas des singularités non-
dégénérées de type hyperbolique. Dans [Co-Pa3] Y. Colin de Verdière et B.
Parisse traitent de manière générale l’étude des singularités. Dans [Co-Pa1]
et [Co-Pa2] les deux auteurs donnent une condition nécessaire et suffisante
pour trouver le spectre semi-classique dans un compact de diamètre h centré
autour de l’origine de l’opérateur linéaire :

Ph := −h2

2
d2

dx2
+V

avec un potentiel V type double puits : c’est-à-dire avec une fonction poten-
tielle V ∈ C∞(R) telle que

lim
|x|→∞

V(x) = +∞

et V possédant exactement un maximum local non dégénéré, que l’on sup-
posera par exemple atteint en 0. Dans la première partie de ce chapitre on
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rappelle la formule donnée par Y. Colin de Verdière et B. Parisse. Dans la se-
conde partie on utilise cette formule pour expliciter, dans une certainemesure,
le spectre de l’opérateur Ph. On montre en particulier le :

Théorème. [Lab2]. Le spectre semi-classique de l’opérateur Ph dans le compact[
−
√
h,
√
h
]
s’écrit comme la réunion disjointe

(αk(h))k∈Ih
⊔

(βl(h))l∈Jh

de deux familles (αk(h))k et (βl(h))l s’écrivant αk(h) :=
√
hAh(2πk), βl(h) :=√

hBh(2πl) ; les fonctionsAh et Bh étant de classe C∞. De plus les familles (αk(h))k
et (βl(h))l sont strictement décroissantes et en quinconce :

βk+1(h) < αk(h) < βk(h) < αk−1(h).

En outre l’interstice spectral est de l’ordre de O(h/ |ln(h)|) : il existe C,C′ deux
constantes réelles strictement positives telles que :

Ch
|ln(h)| ≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| ,

Ch
|ln(h)| ≤ |βk+1(h)− βk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| .

Qui a pour conséquence immédiate le :

Corollaire. Le nombre de valeurs propres de l’opérateur Ph dans le compact
[
−
√
h,
√
h
]

est de l’ordre de |ln(h)| /
√
h.

Ce chapitre a fait l’objet d’une pré-publication aux Actes du Séminaire de
Théorie Spectrale et Géométrie, et une publication auxAnnales Scientifiques section
Mathématique de Toulouse [Lab2].

Chapitre 5 : Dynamique hyperbolique

Dans ce chapitre on étudie la dynamique semi-classique en temps long
dans le cas d’un hamiltonien quantique Ph de dimension 1 avec une singula-
rité du type hyperbolique ; ce qui est localement, plus ou moins isomorphe au
cas d’un opérateur de Schrödinger avec un potentiel type double puits. C’est
en fait exactement le cadre mathématique du précédent chapitre. La singu-
larité de l’hamiltonien classique se situe donc au maxima local du potentiel
(donc en 0 ici). On va alors utiliser la description locale autour de l’origine du
spectre de l’opérateur Ph pour comprendre la dynamique semi-classique en-
gendrée par ce dernier. A l’instar des chapitres 2 et 3 on propose une étude de
la dynamique en temps long de ce modèle. Le modèle du double puits étant
par nature plus complexe que le modèle elliptique ; l’étude de la dynamique
est tout de même beaucoup plus partielle et moins descriptive que dans les
cas elliptiques de la dimension 1 et 2.
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Chapitre 1

Une vue panoramique sur l’analyse
semi-classique

Passer de la mécanique de Newton à celle d’Einstein doit être un peu, pour le mathématicien
commme de passer du bon vieux dialecte provençal à l’argot parisien dernier cri. Par contre,

passer à la mécanique quantique, j’imagine c’est passer au chinois.

-ALEXANDRE GROTHENDIECK [Grot], Récoltes et Semailles (1986).

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente un rapide et partiel survol de l’analyse semi-
classique. Cette théorie mathématique est un carrefour entre la géométrie et la
théorie spectrale. Comme ce chapitre ne contient que des résultats standards,
on ne trouvera que quelques démonstrations, mais on donnera des références
précises. Ce chapitre ne prétend à aucune originalité dans les résultats. Pour
plus de détails sur la géométrie symplectique voir par exemple les premiers
chapitres des livres de M. Audin [Aud1] et [Aud2], voir aussi les ouvrages de
A.T. Fomenko [Fom1], [Fom2]. On peut aussi consulter le très bon livre de D.
McDuff et D. Salomon [MD-Sa]. Pour les généralités sur le formalisme ma-
thématique de la mécanique quantique on peut se reporter au livre [Gu-Si]
ou bien au polycopié de P. Cartier [Cart]. Pour la partie théorie spectrale, voir
par exemple le livre de P. Lévy-Bruhl [Le-Br], le livre de T. Kato [Kat1], ou en-
core la collection des Reed-Simon [Re-Si]. En ce qui concerne la quantification
voir par exemple le livre A. Catteneo, B. Keller, C. Torrosian et A. Bruguières
[CKTB]. Enfin, pour l’analyse semi-classique voir les références classiques : le
livre de D. Robert [Rob1], celui deM. Dimassi et J. Sjöstrand [Di-Sj], le livre de
A.Martinez [Mar] et le polycopié de Y. Colin de Verdière [Col9]. Pour la partie
analyse microlocale, voir [VuN3], [VuN4], [Col9], [Gr-Sj]. En ce qui concerne
les systèmes intégrables symplectique on pourra voir [Aud1], [Aud2], [Mir]
et [VuN4]. Le récent livre de S. Vu Ngoc [VuN4] propose un grand panorama
très complet sur les systèmes intégrables symplectique et semi-classique.
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1.2 La géométrie symplectique

A la différence de la géométrie riemannienne, la géométrie symplectique
est une géométrie de mesure de surface, dédiée à la base pour la formula-
tion de la mécanique de Hamilton, elle joue aussi un rôle très important à
l’intérieur même des mathématiques, notamment en topologie. Pour com-
mencer on définira la notion de variété symplectique, on donnera ensuite des
exemples simples, comme par exemple le fait que pour n’importe quelle va-
riété différentiable M, on peut munir son fibré cotangent T∗M d’une structure
symplectique. On verra ensuite les principales caractéristiques de la géomé-
trie symplectique.

1.2.1 La mécanique de Hamilton

Lamécanique de Hamilton par rapport à la formulation de Lagrange n’ap-
porte rien de nouveau sur le contenu physique, mais elle offre un cadre géo-
métrique puissant, elle apporte une nouvelle façon de voir la physique : une
façon moderne et géométrique. Une des principales caractéristique de la phy-
sique moderne, c’est la géométrie (relativité générale, cordes...). La géomé-
trie riemannienne est une généralisation de l’ancienne géométrie euclidienne,
elle est liée à la théorie de la relativité générale et à la théorie des jauges. Il
existe une autre géométrie, encore plus liée à la physique : la géométrie sym-
plectique. Moins connue que sa cousine riemannienne, elle est pourtant très
riche, elle formalise parfaitement la mécanique de Hamilton. Dans la théo-
rie d’Hamilton, les particules physiques sont décrites par leurs positions et
leurs vitesses ; par exemple dans l’espace euclidien R3 un point matériel est
caractérisé par un vecteur (x1, x2, x3, ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R6. Pour un hamitonien
f ∈ C∞(R6,R), la dynamique est alors donnée par les équations de Hamil-
ton : 





ξ̇ j = − ∂ f
∂x j

ẋj = ∂ f
∂ξ j

.

1.2.2 Les variétés symplectiques

Définition 1.2.1. Une variété symplectique (M,ω) est une variété différen-
tiable de dimension m muni d’une 2-forme ω fermée et non-dégénérée.

Rappelons que non-dégénérée signifie que pour tout point x de la variéte
M, la forme bilinéaire ω(x) est non-dégénérée sur l’espace vectoriel T∗xM.
Ainsi comme pour tout point x de M, la forme bilinéaire ω est à la fois non-
dégénérée et alternée, la dimension de l’espace T∗xM doit être nécessairement
paire ; ainsi la dimension de la variété M est elle aussi paire : m = 2n. Une
variété symplectique (M,ω) est naturellement munie d’une forme volume
τ = 1

n!ω
n, où ωn = ω ∧ ω ∧ ... ∧ ω, on a donc à disposition une orientation

et une mesure de Lebesgue sur la variété M. Donnons maintenant quelques
exemples standards et importants de variétés symplectiques :

Exemple 1.2.2. L’espaceR2n : c’est l’exemple type, en notant par (x1, x2, ..., x2n)
la base canonique de l’espace vectoriel R2n, et en notant par dxj :=

(
xj
)∗ , j ∈
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{1, ..., 2n} la base duale de R2n ; alors la 2-forme ω0 =
n

∑
i,j=1

dxi ∧ dxj munie la

variété R2n d’une structure symplectique. Si en particulier n = 1, le 2-forme
ω0 est un déterminant, c’est alors une mesure d’aire algébrique sur le plan.

Remarque 1.2.3. Il est bon de noter que la géométrie symplectique ne donne
que des notions d’aire, il n’y a pas de notions de longueurs, encore moins de
notions d’angles, en effet, tout vecteur est orthogonal à lui même !

Exemple 1.2.4. La sphère S2 : sur S2 on définit pour tout x ∈ S2 la 2-forme
ωx(η, ξ) := 〈x, η ∧ ξ〉R3 avec (η, ξ) ∈ (TxS2)2 ⊂ R3 ce qui munie la 2-sphère
d’une structure de variété symplectique.

Plus généralement on a :

Exemple 1.2.5. Sur une surface : il suffit de prendre ω =
√
|g| dq ∧ dp, où

|g| = det(gi,j) dans la carte de coordonnées locales (p, q).

Finissons maintenant l’exemple fondamental :

Exemple 1.2.6. Sur le fibré cotangent d’une variété : Le fibré cotangent d’une
variété différentiable est naturellement muni d’une structure symplectique.
En effet, pour toute variété M de classe C∞ de dimension n, on peut munir de
façon intrinsèque son fibré cotangent T∗M d’une structure de variété symplec-
tique (T∗M,ω) de dimension 2n définie par la différentielle extérieure ω = dα
de la 1-forme de Liouville α.

1.2.3 Le théorème de Darboux

Définition 1.2.7. Soient (M1,ω1) et (M2,ω2) deux variétés symplectique de
même dimension, un symplectomorphisme de M1 sur M2 est un difféomor-
phisme f : M1 → M2 tel que f ∗ω2 = ω1.

Sur les variétés symplectique, le premier résultat géométrique majeur est
le théorème de Darboux qui donne la “géométrie” locale de ces variétés.

Théorème 1.2.8. (Darboux). Toute variété symplectique (M,ω) de dimension 2n
est localement symplectomorphe à

(
R2n,ω0

)
.

Ce qui signifie que pour tout point x0 ∈ M, il existe un ouvert U de M
contenant x0 et il existe un système (x1, ..., xn, ζ1, ..., ζn) de coordonnées lo-
cales1 tel que sur l’ouvert U on ait l’expression :

ω =
n

∑
i,j=1

dζi ∧ dxj.

Le théorème de Darboux établit une différence majeure entre les géométries
riemannienne et symplectique, en effet : dans le premier cas, il y a un invariant
local : la courbure, alors que dans le second cas tout est localement isomorphe
à
(
R2n,ω0

)
.

1dites coordonnées canonique, ou encore coordonnées de Darboux.
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1.2.4 Flot hamiltonien

Comme la 2-forme ω est non-dégénérée, pour tout point x0 de M, on
peut avec la 2-forme ω, identifier les deux espaces vectoriels T∗x0M et Tx0M.
Ainsi pour toute fonction f ∈ C∞(M), par dualité il existe un unique vecteur

χ f (x0) ∈ Tx0M tel que pour tout vx0 ∈ Tx0M on ait ω(x0)
(

χ f (x0), vx0
)

=

−d f (x0).vx0. Ensuite, pris fibres par fibres, nous avons l’existence et l’unicité
d’un champs de vecteur χ f ∈ Γ(M) tel que pour tout champs de vecteur

v ∈ Γ(M) on ait :ω
(

χ f , v
)

= −d f .v ; c’est-à-dire tel que iχ f (ω) = −d f . En
coordonnés locales de Darboux on a alors l’écriture :

χ f =
n

∑
j=1

∂ f
∂ξ j

(
∂

∂xj

)
− ∂ f

∂xj

(
∂

∂ξ j

)
.

On note par ϕ
f
t le flot associé au champs de vecteur χ f : ϕ

f
t : m = m 7→ ϕ

f
t (m).

Ce flot est donné comme étant la trajectoire associé au champs de vecteur χ f
passant par le point m. C’est à dire que :





d
dt

(
ϕ
f
t (m)

)
= χ f

(
ϕ
f
t (m)

)

ϕ
f
0(m) = m;

où d
dt

(
ϕ
f
t (m)

)
∈ T

ϕ
f
t (m)

M. En coordonnés de Darboux on a l’expression fa-

milière des équations de Hamilton :





ξ̇ j = − ∂ f
∂x j

ẋj = ∂ f
∂ξ j

.

Sur une variété riemannienne (X, g) le flot géodésique est donné parGt (x, v) =
(γ(t), γ̇(t)) où γ est la géodésique de X telle que γ(0) = x ∈ X et γ̇(t) = TxX.
Le groupe Gt à un paramètre est un groupe de difféomorphismes de T∗X (que
l’on a identifié à TX via la métrique g) qui conserve le fibré unitaire UX. Ce
flot est exactement le flot hamiltonien sur T∗X associé à la fonction

f (x, ξ) =
1
2 ∑

i,j
gi,j(x)ξiξ j.

Remarque 1.2.9. Revenons maintenant à un fait important, qui justifie que la
2-forme doit être fermée : la forme ω (ainsi que la forme volume associée) est

conservée par le flot hamiltonien : pour tout t ≥ 0 on a
(

ϕ
f
t

)∗
ω = ω. Pour le

voir il suffit d’écrire la définition de la dérivée de Lie : Lχ f (ω) = d
dt

(
ϕ
f
t

)∗
et

d’utiliser la formule de Cartan pour voir que Lχ f (ω) = 0.

1.2.5 Crochets de Poisson

A partir du champ χ on peut munir C∞(M) d’une structure d’algèbre de
Lie : avoir une application à valeurs dans C∞(M) , bilinéaire, alternée et véri-
fiant l’identité de Jacobi. Pour toutes fonctions ( f , g) ∈ (C∞(M))2 on définit
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les crochets de Poisson :

{., .} :






C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

( f , g) 7→ { f , g} := ω(χ f , χg).

En fait l’application :

χ : C∞(M), {., .} → Γ(M), [., .]

est alors un homéomorphisme d’algèbre de Lie. En coordonnées de Darboux,
le crochet de Poisson de deux fonctions f et g s’écrit simplement :

{ f , g} =
n

∑
j=1

∂ f
∂ξ j

∂g
∂xj
− ∂ f

∂xj

∂g
∂ξ j

.

Soient f et g deux fonctions de C∞(M), et notons simplement par ϕt le flot
hamiltonien associé à f , alors pour tout point m ∈ M nous avons que

d
dt

(g ◦ ϕt(m)) = {g, f} ◦ ϕt(m).

Ainsi la fonction g est constante le long des trajectoires du flot hamiltonien
associé à f , si et seulement si {g, f} = 0.

1.2.6 Pour finir : un peu de topologie symplectique

Finissons cette partie sur un résultat étonnant. Comme on vient de voir,
la géométrie symplectique est isochore : elle conserve le volume ; de plus par
l’absence de courbure, elle est moins rigide que la géométrie riemannienne,
et on peut espérer que dans une telle géométrie on puisse “faire passer un
chameau par le chat d’une aiguille”, plus précisément on peut se deman-
der si on peut plonger de manière symplectique une boule dans un cylindre
de rayon plus petit. Cette question est restée ouverte jusqu’en 1985 où M.
Gromov à répondu par la négation [Gro]. En notant B2n(r) := BR2n(0, r) et
Z2n(R) := BR2(0, R)×R2n−2 on a le fameux :

Théorème 1.2.10. (Gromov). Si il existe un plongement symplectique (un plonge-
ment qui conserve la 2-forme ω0) de B2n(r) dans Z2n(R), alors r ≤ R.

1.3 Mécanique quantique et théorie spectrale

1.3.1 La révolution de la physique

La physique jusqu’à la fin du XIX siècle était constituée par deux entitées :
tout d’abord les corpuscules, c’est-à-dire les points matériels, qui constituent
la matière, la seconde entité est les ondes, qui constituent les vibrations et les
rayonnements. Le mouvement des corpuscules est décrit par des trajectoires
déterministes dans l’espace, on connaît à tout instant la position et la vitesse
d’une corpuscule. Les ondes sont quand à elles non localisées, elles amenent
des phénomènes d’interférences. Alors que les physiciens pensaient encore
pouvoir tout décrire avec ces deux entités, certaines expériences, comme celle
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des fentes de Young, de la photo de Wilson (1911) et même l’effet photo-
électrique qui datait de 1887 ne pouvait s’expliquer avec les deux entités de
base. On peut alors situer la naissance de la mécanique quantique au mo-
ment où a débuté l’interrogation des physiciens au sujet de l’interprétation
des ces fameuses expériences. Au début de XX siècle, ce furent les idées révo-
lutionnaires de Bohr, Einstein, Heisenberg, et Schrödinger qui fournirent une
théorie respectable. Construite pour expliquer des phénomènes de rayonne-
ment, cette théorie débouche sur beaucoup d’autres thèmes de la physique.
Un des grands succès de la théorie quantique est que celle-ci s’attaque di-
rectement à la structure fondamentale de la matière, en expliquant notam-
ment les structures moléculaires, atomiques et les propriétés des électrons. La
mécanique quantique est à la fois un bouleversement intellectuel, culturel et
philosophique. En effet, c’est une toute nouvelle façon de penser, opposée à
l’intuition immédiate, et qui est nécessaire pour comprendre le monde sous
un aspect quantique. Par sa puissance analytique et prédictive, elle a permis
d’ouvrir de nouvelles voies dans la recherche scientifique et dans l’évolution
de la technologie. La mécanique quantique décrit la réalité physique avec des
principes et des postulats. Afin de mieux comprendre l’origine du cadre ma-
thématique de cette théorie, citons quelque postulats (pour plus de détails
voir par exemple [Mes]). Dans l’espace euclidien Rn la description quantique
d’un point à l’instant t se fait avec une fonction d’onde, c’est-à-dire un vecteur
ϕ(t) ∈ L2(Rn) que l’on interprète de la manière suivante : pour toute partie
Ω de Rn le réel

∫
Ω
|ϕ(t)|2dx1...dxn est la probabilité de présence de la parti-

cule dans le domaine Ω à l’instant t ; bien sur ceci impose la normalisation∫
Rn |ϕ(t)|2dx1...dxn = 1. Un second principe donne la dynamique (l’analogue

quantique des équations de Hamilton) : lorsque la particule est soumise à un
champs de forces dérivant d’un potentiel V, la fonction d’onde associé vérifie
l’équation de Schrödinger

ih
dϕ(t)
dt

= Hϕ(t)

où H = − h̄2
2 ∆ + V. L’équation de Schrödinger tient sa justification physique

des ses conséquences. Un autre principe, encore bon a mentionner est celui
concernant les observables : a toute grandeur physique a on lui associe un
opérateur linéaire (à domaine) auto-adjoint A agissant sur l’espaces des fonc-
tions d’ondes de sorte que le réel

∫
Ω
Aϕ(t)ϕ(t)dx1...dxn représente la valeur

moyenne des résultats de la mesure de la grandeur a.

1.3.2 Rappels de théorie spectrale hilbertienne

La théorie des opérateurs linéaires à domaine et l’étude de leurs réduction,
ce qu’on nomme théorie spectrale constitue les fondements mathématiques de
la mécanique quantique. En 1932, J. Von Neumman donne la définition abs-
traite des espaces de Hilbert et il montre que les points de vue de Heisenberg
et de Schrödinger sont équivalent, en même temps il développe la théorie de
réduction des opérateurs à domaine. Le théorème spectral est l’un des résul-
tat les plus profond de l’analyse moderne, et est fondamental en mécanique
quantique. Grâce à ce théorème on peut introduire la notion de mesure spec-
trale associé à un état, cette mesure conduit à une loi de probabilité sur R, qui
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amène à l’interprétation probabiliste de la mécanique quantique. Le théorème
spectral permet aussi des opérations sur les observables, comme la compo-
sition, qui est similaire a ce qu’on sait déjà faire en mécanique classique. En
mécanique quantique, les observables sont des opérateurs auto-adjoints à do-
maine, et d’un point de vue technique, la difficulté de définir des fonctions
d’opérateurs non bornée est levée en grande partie par le théorème spectral,
plus précisément par son corollaire : le calcul fonctionnel. Un autre fait remar-
quable en mécanique quantique est que les opérateurs ne commutent pas, ceci
conduit aux fameuses relations d’incertitude de Heisenberg.

On va rappeler quelques résultats de théorie spectrale avec cette fois des
démonstrations : le lemme central au théorème spectral concernant les opéra-
teurs non bornés est le suivant :

Lemme 1.3.1. Soit (X,F , µ) un espace mesuré, que l’on notera plus simplement
(X, µ) et F une fonction réelle finie µ presque partout sur X. Alors l’opérateur de
multiplication par F définit par :

MF : D(MF) =
{

ϕ ∈ L2(X, µ), Fϕ ∈ L2(X, µ)
}
→ L2(X, µ)

ϕ 7→ Fϕ

est un opérateur à domaine dense et auto-adjoint. En outre si F est bornée, l’opérateur
MF est continue sur L2(X, µ) avec |||MF||| = ‖F‖∞ .

Démonstration. Vérifions dans un premier temps que D(MF) est dense dans
L2(X, µ) : Pour cela soit ϕ ∈ L2(X, µ) et considérons la suite (ϕn)n de L2(X, µ)
définie par ϕn = ϕχ(|F|≤n), χ désignant la fonction indicatrice. Compte tenu
que pour tout n ∈ N , |Fϕn| ≤ nϕ, on a que (ϕn)n est une suite de D(M f ).
Ensuite comme F est finie presque partout il est clair que (ϕn)n converge sim-
plement presque partout sur X vers ϕ. Enfin comme pour tout n ∈N , |ϕn| ≤
ϕ ∈ L2(X, µ) on à grâce au théorème de convergence dominé de Lebesgue
que (ϕn)n converge dans L2(X, µ) vers ϕ. Vérifions que l’opérateur MF est
férmé : considérons donc une suite (ϕn)n ∈ (D(MF))

N telle que ϕn converge
dans L2(X, µ) vers un certain ϕ ∈ L2(X, µ) et que MF(ϕn) converge dans
L2(X, µ) vers un certain ψ ∈ L2(X, µ). Avec la réciproque du théorème de
convergence dominé de Lebesgue on à d’une part que, quitte à extraire une
sous suite, ϕn converge simplement presque partout sur X vers ϕ, donc en
particulier Fϕn converge simplement presque partout sur X vers Fϕ, ainsi
ψ = Fϕ presque partout. Donc ϕ ∈ D(MF) et MF(ϕ) = ψ. Ensuite montrons
que MF est auto-adjoint : comme F est à valeurs réelles MF est trivialement sy-
métrique sur D(MF), maintenant pour montrer que MF est auto-adjoint mon-
trons que ker(M∗F ± iI) = {0}, prenons donc ϕ ∈ ker(M∗F − iI), on a d’une
part que M∗F(ϕ) = iϕ, et d’autre part comme pour tout ψ ∈ D(MF) on a <

M∗F(ϕ),ψ >L2=< ϕ,MF(ψ) >L2 , ainsi pour tout ψ ∈ D(MF) on a
∫
X iϕψ dµ =∫

X ϕFψ dµ c’est à dire que pour tout ψ ∈ D(MF),
∫
X ϕ(i− F)ψ dµ = 0. Donc

comme D(MF) est dense dans L2(X, µ) et F est à valeurs réelles, on a que
ϕ = 0. De même on a que ker(M∗F + iI) = {0}. Donc MF est bien auto-adjoint.
Ensuite le cas où F bornée est trivial.

Citons un théorème issu de la théorie spectrale sur les C∗algèbres [Arv1],
[Arv2] :
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Théorème 1.3.2. (Théorème spectral des opérateurs normaux bornés). Soit N
un opérateur borné normal sur un Hilbert H séparable. Il existe un espace mesuré
fini (Y,µ) et une fonction bornée F sur Y, tels que N soit unitairement équivalent à
la multiplication par F dans L2(X, µ) au sens du lemme .

A partir de ce théorème, on va pouvoir en donner une version pour les
opérateurs auto-adjoint non bornés. Commençons par des notations :

Notation 1.3.3. On va considérer un opérateur à domaine (A,D(A)) auto-
adjoint sur un Hilbert H,< . >H séparable. Comme σ(A) ⊂ R, on a que
±i ne sont pas dans le spectre de A ; on notera alors R±i = (±iI + A)−1 les
résolvantes en ces points.

Du précédent théorème et avec les notations ci-dessus on a :

Corollaire 1.3.4. Avec les notations précédentes, il existe un espace mesuré fini
(Y, µ), un opérateur unitaire U : H → L2(Y, µ) et une fonction bornée F non
nulle µ presque partout sur Y, tels que avec les notations du lemme :

URiU
−1 = MF.

Démonstration. Vérifions dans un premier temps que les opérateurs R±i sont
normaux : comme Im(±iI + A) = H, on en déduit donc que : ∀(u, v) ∈ H2,
∃!(z,w) ∈ D(A)2 tel que v = (−iI + A)(z) et u = (iI + A)(w), donc on a :

〈v, Riu〉H = 〈(−iI + A)(z),w〉H
= 〈z, (−iI + A)∗w〉H = 〈z, (iI + A)w〉H

= 〈R−i(v), u〉H ;

ce qui prouve que R∗±i = R∓i. D’autre part d’après l’équation résolvante, les
résolvantes Ri et R−i commutent, ainsi Ri et R−i sont des opérateurs bornés
normaux. On utilise ensuite le théorème 1.3.2 : le seul point non contenu dans
le théorème 1.3.2 est la non nullité de la fonction F : par définition Ri est in-
jectif, donc par conjugaison unitaire MF doit l’être aussi, c’est à dire que F soit
non nulle µ presque partout.

Du cas particulier de la résolvante on a le théorème spectral sous sa forme
multiplicative pour les opérateurs auto-adjoints à domaine :

Corollaire 1.3.5. (Théorème spectral multiplicatif). Toujours avec les notations
précédentes, il existe un espace mesuré fini (Y, µ), un opérateur unitaire U : H →
L2(Y, µ) et une fonction réelle f finie µ presque partout sur Y, tels que avec les
notations du lemme v ∈ D(A)⇔ U(v) ∈ D(M f ) et puis sur U(D(A)) on a

UAU−1 = M f .

Démonstration. Posons f = 1
F − i qui est donc finie µ presque partout sur Y

car F est elle même non nulle µ presque partout sur Y. Notons bien que par
construction F( f + i) = 1 et URi = MFU. Montrons que v ∈ D(A)⇔ U(v) ∈
D(M f ) : soit v ∈ D(A) alors ∃!u ∈ H tel que v = Riu. Donc Uv = MFUu.
En multipliant cette égalité par f on a : fUv = (1 − iF)Uu. Comme Uu ∈
L2(Y, µ) et que la fonction F est bornée on en déduit que fUv ∈ L2(Y, µ), ie :
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Uv ∈ D(M f ). Réciproquement si Uv ∈ D(M f ) alors d’une part ( f + i)Uv ∈
L2(Y, µ), d’autre part comme U est unitaire entre H et L2(Y, µ), ∃!u ∈ H tel
que ( f + i)Uv = Uu. Enfin en multipliant cette égalité par F on obtient :Uv =
FUu, donc v = U−1FUu = Riu donc en particulier v ∈ D(A). Montrons
maintenant UAU−1 = M f sur U(D(A)) : notons bien que ∀u ∈ H FUu =

URiu et donc Uu = 1
FURiu. Prenons v ∈ D(A) ∃!u ∈ H tel que v = Riu ; avec

l’équation résolvante on obtient que Av = u − iv, donc UAv = ( 1
F − i)Uv,

soit encoreUAv = fUv ce qui montre l’égalité. Reste à vérifier que la fonction
f est à valeurs réelles : si on suppose que la partie imaginaire Im( f ) de f est
strictement positive sur un sous ensemble Ω de Y tels que µ(Ω) > 0, compte
tenu que (Y, µ) est un mesuré finie χΩ ∈ D(M f ). Maintenant on sait avec le
lemme précédent que M f est auto-adjoint, donc 〈χΩ, fχΩ〉L2 ∈ R, ce qui est
absurde par définition de Ω, donc au final f est à valeurs réelles µ presque
partout.

A partir de ce corollaire on en déduit le calcul fonctionnel borné standard :

Définition 1.3.6. Soit h ∈ L∞(R), avec les notations du corollaire précédent,
on définit l’opérateur borné h(A) sur H par :

h(A) = U−1Mh◦ fU.

On montre facilement le théorème suivant qui servira fortement dans la
suite :

Théorème 1.3.7. (Calcul fonctionnel borné). Soit A,D(A) un opérateur auto-
adjoint sur H. L’application φ définit par :

φ :





L∞(R)→ Lc(H)

h 7→ h(A)

vérifie les propriétés suivantes :
(i) φ est un ⋆-homomorphisme d’algèbre normées continu, et on a pour toute fonc-

tion h ∈ L∞(R)
|||h(A)||| ≤ ‖h‖∞ .

(ii) Si (hn)n ∈ (L∞(R))N telle que (x 7→ hn(x))n converge simplement vers x 7→ x
et ∀(x, n) ∈ R×N on ait |hn(x)| ≤ |x| alors pour tout u ∈ D(T)

hn(A)u→ Au dansH.

(iii) Si (λ, u) ∈ σp(A) × (H − {0}) tels que Au = λu, alors si h ∈ L∞(R),
h(λ) ∈ σp(h(T)) et

h(A)u = h(λ)u.

1.3.3 Dynamique quantique et groupe d’évolution

Mathématiquement, à partir d’un opérateur auto-adjoint on peut définir
la dynamique quantique associée via le calcul fonctionnel borné comme étant
un groupe unitaire à un paramètre (ici le temps) fortement continu, en effet
(voir par exemple [Kat1] ou [Le-Br]) :
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Théorème 1.3.8. Soit A,D(A) un opérateur auto-adjoint sur un hilbert H alors la
famille d’opérateur bornée :

U(t) =
{
eitA
}
t∈R

est un groupe unitaire fortement continu, de générateur (iA,D(A)).

L’évolution d’un système physique S au cours du temps peut donc être re-
présentéemathématiquement par un groupe unitaire de générateur (iA,D(A))
dans un hilbert H associè à S, plus précisément si l’état initial à l’instant 0 est
représenté par le vecteur ψ0 ∈ D(A), l’état à l’instant t est représenté par le
vecteur ψ(t) = U(t)ψ0 avec U(t) = eitA ∈ Lc(H). L’opérateur H = −hA est
appelé hamiltonien du système S et représente l’observable énergie totale de
S ; on a donc que pour tout ψ0 ∈ D(A) nous avons ψ(t) = e−i

t
hHψ0.

1.4 Spectre du laplacien et de l’opérateur de Schrödinger

On va faire quelques rappels sur la théorie spectrale du laplacien et de
l’opérateur de Schrödinger. Pour plus de détails on pourra consulter l’article
[Lab1] qui donne un panorama partiel et historique sur l’étude spectrale du la-
placien et de l’opérateur de Schrödinger sur des variétés riemanniennes. Dans
un système physique constitué d’une particule se déplaçant dans une partie
ouverte X de Rn, l’espace de Hilbert associé est L2(X), et, si la particule n’est
soumise à aucune force, l’hamiltonien est

H = − h̄2

2m
∆

où ∆ =
n

∑
j=1

∂2

∂x2j
est le laplacien de Rn, m la masse de la particule, et h̄ la

constante de Planck. Si au contraire la particule est soumise à un champ de
force dérivant d’un potentiel réel V, l’hamiltonien est alors

H = − h̄2

2m
∆ + V;

V désignant l’opérateur de multiplication par la fonction V.
En géométrie riemannienne, l’opérateur de Laplace-Beltrami2 est la géné-

ralisation du laplacien de Rn. Pour une fonction f de classe C2 à valeurs réelles
définie sur une variété riemannienne (M, g), et pour φ : U ⊂ M → Rn une
carte locale de la variété M, l’opérateur de Laplace-Beltrami, ou plus simple-
ment laplacien de (M, g), appliqué à la fonction f est donné par la formule
locale :

∆g f =
1√
g

n

∑
j,k=1

∂

∂xj

(√
ggjk

∂( f ◦ φ−1)
∂xk

)

2On utilise ici la convention de signe des analystes pour l’opérateur de Laplace-Beltrami.

Dans la convention des géomètres ∆g f = − 1√
g

n

∑
j,k=1

∂
∂xj

(√
ggjk ∂( f ◦φ−1)

∂xk

)
.
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où g = det(gij) et gjk = (gjk)−1. Cet opérateur joue un très grand rôle au
sein même des mathématiques : son spectre est un invariant géométrique ma-
jeur. L’apparition de l’opérateur de Schrödinger en géométrie riemannienne,
en particulier lorsqu’il s’agit d’estimer les variations d’un invariant rieman-
nien provoquées par une modification de la métrique, s’explique par le fait
que tout opérateur différentiel linéaire A d’ordre 2 réel auto-adjoint sur une
variété riemannienne (M, g), et dont le symbole principal est égal à la mé-
trique riemannienne duale (définie sur T∗M) est de la forme : A = −∆g + V.
(Pour les détails voir [Gal]).

1.4.1 Le contexte

Considérons une variété riemannienne (M, g) complète connexe de di-
mension n ≥ 1. On lui associe l’espace de Hilbert L2(M) = L2(M, dVg), Vg
désignant le volume riemannien associé à la métrique g. L’opérateur de Schrö-
dinger H associé à la variété (M, g) de potentiel V, V étant une fonction de
M dans R, est défini comme l’opérateur linéaire non-borné sur les fonctions
lisses à support compacte C∞

c (M,R) par :

H = −h2

2
∆g + V (1.1)

∆g étant le laplacien de la variété (M, g).

1.4.2 Motivation

On s’intéresse au problème spectral : trouver les couples non-triviaux (λ, u)
de scalaires complexes et de fonctions tels que :

−∆gu +Vu = λu

(avec u ∈ L2(M) dans le cas non compact).

Dans le cas des variétés à bord on a besoin en supplément d’imposer des
conditions au bord sur les fonctions u, comme par exemple les conditions de
Dirichlet : on impose u = 0 sur le bord de M, ou celles de Neumann : ∂u

∂n = 0
sur le bord de M, n étant la normale extérieure au bord de M. Dans le cas
des variétés compactes sans bord, comme par exemple la sphère, on parle
de problème fermé. Il y a deux problématiques majeures liées au spectre du
laplacien (ou de l’opérateur de Schrödinger) sur une variété riemannienne
complète (M, g) :

1. les problèmes directs : étant donnée une variété riemannienne (M, g),
que dire du spectre de l’opérateur−∆g ou de celui de l’opérateur−∆g +
V ?

2. Les problèmes inverses : étant donné le spectre de l’opérateur −∆g, que
dire géométriquement de la variété (M, g) ?

Avant de répondre à ces questions, examinons quelques propriétés générales
du spectre.
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1.4.3 Le caractère auto-adjoint

Une des premières questions à traiter lors de l’étude spectrale d’un opé-
rateur linéaire est celle du caractère auto-adjoint, ou à défaut du caractère
essentiellement auto-adjoint. Rappelons que un opérateur linéaire H est es-
sentiellement auto-adjoint si son unique fermeture H est auto-adjointe. Quel
est l’intérêt du caractère auto-adjoint ? Il y a au moins deux bonnes raisons
d’en parler :

1. si H est auto-adjoint, on a déjà une première information spectrale im-
portante : le spectre de l’opérateur H est une partie de R.

2. Le caractère auto-adjoint assure en mécanique quantique l’unicité de
la solution de l’équation de Schrödinger : en effet, à partir de l’hamil-
tonien auto-adjoint H, on peut, via le calcul fonctionnel construire de
manière unique le groupe unitaire fortement continu {U(t)}t∈R où :

U(t) = e−i
t
hH .

Quels sont les principaux résultats connus sur le caractère auto-adjoint ?
– Dans le cas où la variété M = Rn avec sa métrique standard, T. Carle-
man [Car] en 1934 à montré que si la fonction V est localement bornée et
globalement minorée, alors l’opérateur de Schrödinger H est essentiel-
lement auto-adjoint.

– En 1972, T. Kato [Kat1] amontré que l’on pouvait remplacer dans l’énoncé
de Carleman l’hypothèse V ∈ L∞

loc(M) par V ∈ L2loc(M).
– En 1994, I. Olenik [Ole1], [Ole2], [Ole3] donne un énoncé très général
concernant des variétés riemanniennes complètes connexes quelconques
avec des hypothèses plus complexes sur la fonction V. Un corollaire
sympathique de cet énoncé est le suivant :

Théorème 1.4.1. Soit (M, g) une variété riemannienne complète connexe de dimen-
sion n ≥ 1, et V une fonction de L∞

loc(M) telle que ∀x ∈ M, V(x) ≥ C, où C est une
constante réelle, alors l’opérateur H = −∆g +V est essentiellement auto-adjoint.

1.4.4 Le spectre de l’opérateur est-il discret ?

Hormis le fait que le spectre est réel, que savons nous de plus ? En 1934
K. Friedrichs [Fri] a montré que dans le cas où la variété M = Rn avec sa
métrique standard, si la fonction V est confinante, ie lim

|x|→∞
V(x) = +∞, alors

le spectre de l’opérateur de Schrödinger H est constitué d’une suite de valeurs
propres de multiplicités finies s’accumulant en +∞ :

λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · ·

Dans le contexte d’une variété riemannienne compacte avec un laplacien pur
(V ≡ 0) nous savons aussi que le spectre de l’opérateur −∆g est constitué
d’une suite de valeurs propres positives, de multiplicités finies, et s’accumu-
lant en +∞

0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · ·
Qu’en est-il des variétés non compactes ? Commençons par donner une défi-
nition :
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Définition 1.4.2. Soit (M, g) une variété lisse et V une fonction de M dans R,
on dira que lim

|x|→∞
V(x) = +∞, si et seulement si :

∀A > 0, ∃K ⊂⊂ M, ∀x ∈ Mr K, | f (x)| ≥ A.

Un des théorèmes concernant le spectre de l’opérateur de Schrödinger est
celui de Kondratev et Shubin [Ko-Sh1], [Ko-Sh2] qui donnent un énoncé as-
sez technique sur les variétés à géométrie bornée ; de cet énoncé, on a le corol-
laire bien pratique suivant :

Théorème 1.4.3. Soit (M, g) une variété riemannienne complète connexe de dimen-
sion n ≥ 1, et V une fonction de L∞

loc(M) telle que lim
|x|→∞

V(x) = +∞. Alors le

spectre de l’opérateur H = −∆g + V est constitué d’une suite de valeurs propres de
multiplicités finies s’accumulant en +∞ :

inf
x∈M

V(x) ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · ·

Le théorème de Courant de 1953 [Co-Hi], assure en particulier que la pre-
mière valeur propre λ1 de l’opérateur H est simple.

1.4.5 Un aperçu sur les problèmes directs

L’objectif est, à géométrie fixée, de pouvoir calculer, ou à défaut de don-
ner des propriétés sur le spectre de l’opérateur−∆g ou de celui de l’opérateur
−∆g + V. On va d’abord parler de résultats exacts, puis de méthodes qualita-
tives.

Calcul explicite de spectre

Il n’y a bien sur pas deméthodes générales pour calculer un spectre d’opé-
rateur linéaire ; même dans le cas de Schrödinger sur une variété raisonnable,
le calcul est souvent difficile, et finalement on dispose de peu d’exemples ou
l’on peut expliciter complètement le spectre. Voici tout de même un exemple
de calcul exact : l’oscillateur harmonique, ou opérateur d’Hermite comme on
le nomme en analyse harmonique. C’est l’un des rares exemples d’opérateur
de Schrödinger sur une variété non compacte pour lequel on arrive à calculer
explicitement son spectre. L’oscillateur harmonique joue un rôle très impor-
tant dans l’étude des systèmes intégrables en classification symplectique : il
sert en effet de modèle de référence des équilibres stables de type elliptique ;
pour plus de détails, on peut consulter le livre de Vu Ngoc [VuN4]. Ici on
prend M = R et H = − 1

2
d2
dx2 + x2

2 . Les propriétés spectrales de l’opérateur H
sont très remarquables : on arrive à calculer son spectre et les vecteurs propres
associés de manière explicite. Ces calculs, d’un point de vu très formel, se
trouvent dans n’importe quel bon livre de mécanique quantique. Pour des dé-
monstrations précises, on conseille par exemple le livre de M.E. Taylor [Tay].
Le résultat est alors le suivant, le spectre de l’opérateur H est

σ(H) =

{
n +

1
2
, n ∈ N

}
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avec comme vecteurs propres associés la base hilbertienne de L2(R) consti-
tuée des fonctions d’Hermite :

en(x) = (2nn!
√

π)−
1
2 e−

x2
2 Hn(x) où Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x

2
) .

Etude qualitative spectrale en bas du spectre

Dans nombre de cas on ne sait pas calculer un spectre, on essaye alors de
le décrire de manière qualitative. Il y a disons deux sous thèmes :

– le premier concerne le bas du spectre : on s’intéresse aux plus petites
valeurs propres de l’opérateur.

– Le second est l’étude de l’asymptotique des grandes valeurs propres :
analyse semi-classique.

Donnons quelques exemples de résultats concernant le bas du spectre. Com-
mençons par des résultats de comparaison des premières valeurs propres.

Théorème 1.4.4. (Théorème de Faber-Krahn, 1953). Soit M une partie bornée de
Rn. En notant par λ1(M) la première valeur propre de l’opérateur −∆ avec condi-
tions de Dirichlet, on a λ1(M) ≥ λ1(BM) ; BM désignant la boule euclidienne de
volume égal à Vol(M). Et on a égalité si et seulement si M est isométrique à BM.

Dans le même style, on a aussi la version avec conditions de Neumann où
l’inégalité est dans l’autre sens :

Théorème 1.4.5. (Théorème de Szegö-Weinberger, 1954). Soit M une partie bor-
née de Rn. En notant par µ1(M) la première valeur propre de de l’opérateur−∆ avec
conditions de Neumann, on a µ1(M) ≤ µ1(BM); BM désignant la boule euclidienne
de volume égal à Vol(M). Et on a égalité si et seulement si M est isométrique à BM.

Un autre type de résultat classique concerne les constantes de Cheeger :
soit (M, g) une variété riemannienne connexe et compacte de dimension n ≥
1. Pour toute partie bornée régulière D de M, on considère la quantité

h(D, g) =
Vol(∂D, g)
Vol(D, g)

où Vol(∂D, g) est le volume n− 1 dimensionnel. On définit ensuite la constante
de Cheeger par

h(M, g) = inf
D∈X

h(D, g)

X étant l’ensemble de tous les domaines deM de volumesmajorés par Vol(M,g)
2 .

Alors un des résultats de Cheeger est que la première valeur propre non nulle

du laplacien est minorée par h(M,g)2

4 [BGM].
Pour finir, donnons un autre résultat intéressant qui concerne la multipli-

cité des valeurs propres en fonction de la topologie. Pour cela plaçons nous un
instant dans le cas des surfaces : si (M, g) est une surface complète connexe, et
H = −∆g + V avec V ∈ C∞(M,R) telle que lim

|x|→∞
V(x) = +∞. En notant par

λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · le spectre de l’opérateur H et par mk la multiplicité
de la k-ème valeur propre λk, nous avons le résultat dû à S. Y. Cheng [Che2]
et amélioré par G. Besson [Bes] , Y. Colin De Verdière [Col5], N. Nadirashvili
[Nad] et B. Sévennec [Sev] :
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Théorème 1.4.6. Sous les hypothèses précédentes nous avons :
- Si M = S2 ou R2, alors pour tout k ≥ 3, mk ≤ 2k− 3.
- Si M = P2(R) ou K2 (la bouteille de Klein), alors pour tout k ≥ 1, mk ≤

2k + 1.
- Si M = T2, alors pour tout k ≥ 1, mk ≤ 2k + 2.
- En notant par χ(M) la caractéristique d’Euler-Poincaré, si χ(M) < 0, alors

pour tout k ≥ 1, mk ≤ 2k− 2χ(M).

Etude qualitative spectrale en haut de spectre

L’exemple de base est la formule asymptotique de Weyl de 1911, [BGM].
Pour le laplacien dans un domaine rectangulaire Ω de R2 avec des conditions
de Dirichlet aux bords, le physicien P. Debye conjectura que le nombre de
valeurs propresN (λ) inférieure à un réel positif λ, vérifie l’équivalence, pour
λ→ +∞

N (λ) ∼Vol(Ω)

4π
λ

oùVol(Ω) est l’aire du rectangle Ω. En 1911, H. Weyl démontra cette conjec-
ture.

Théorème 1.4.7. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte connexe de dimen-
sion n, si on note par λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · les valeurs propres de l’opérateur
−∆g sur M, on a l’équivalent pour λ→ +∞

Card ({k ∈ N, λk ≤ λ})∼BnVol(M, g)
(2π)n

λ
n
2

où Bn = π
n
2

Γ( n
2 +1)

est le volume de la boule unité de Rn.

On reviendra dans la dernière partie à l’étude du ”haut” du spectre en
utilisant l’analyse semi-classique.

1.4.6 Problèmes inverses : la géométrie spectrale

Le son détermine t-il la forme d’un tambour?

La problématique inverse est la suivante : étant donné le spectre d’un la-
placien ou d’un opérateur de Schrödinger, quelles informations géométriques
sur la variété (M, g) peut-on avoir ? Dans le cas du laplacien, un des premiers
à formaliser mathématiquement cette question est sans doute M. Kac [Kac]
en 1966 dans son célèbre article ”Can one hear the shape of a drum?”3 : pour
le laplacien riemannien, une suite de valeurs propres (un ensemble d’harmo-
niques du tambour) caractérise-t’elle, à isométrie près, la variété de départ (la
géométrie du tambour) ? Il est connu que si deux variétés sont isométriques,
elles sont alors isospectrales (c’est-à-dire ont le même spectre). Mais qu’en est
t-il de la réciproque ? On sait depuis 1964, que la réponse au problème de M.
Kac est négative ; en effet, J. Milnor [Mil] donne comme exemple de variétés
isospectrales mais non isométriques, une paire de tores plats de dimension 16.

3”Peut-on entendre la forme d’un tambour ?”
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Depuis, de nombreux autres exemples ont été trouvés, a commencer par T. Su-
nada [Sun], qui en 1985 donne une méthode de construction systématique de
variétés isospectrales non isomorphes. C. Gordon et E.N. Wilson [Go-Wi] ont
aussi donné en 1984 une méthode de construction de déformations continues
de variétés qui sont isospectrales sans être isométriques. L’histoire ne s’arrête
pas là, d’autres méthodes de construction apparaissent, comme par exemple
la méthode de transplantation de P. Bérard [Ber2], [Ber3] etc... En 1992, C.
Gordon, D. Webb et S. Wolpert [GWW1] donnent le premier exemple de deux
domaines plans non isométriques, mais ayant tout de même un spectre com-
mun pour le laplacien avec conditions de Neumann ou de Dirichlet.

Fig 1. Une photographie de C. Gordon et D. Webb avec leurs fameux domaines plans
isospectraux mais non isométriques.

Pour plus de détails sur cet exemple ou pourra consulter les auteurs [GWW1],
[GWW2] mais aussi voir les articles très pédagogiques de P. Bérard [Ber5],
[Ber6], [Ber7]. Mentionnons aussi le travail de S. Zelditch [Zel] datant de 2000,
où il montre que si on se restreint à des parties de R2 simplements connexes
avec un bord analytique et possédant deux axes de symétrie orthogonaux,
alors le spectre détermine complètement la géométrie.

Spectre des longueurs et formules de traces

La donnée du spectre du laplacien donne des informations sur d’autres
invariants géométriques comme la dimension, le volume et l’intégrale de la
courbure scalaire. En fait le laplacien fournit aussi d’autres invariants, comme
par exemple le spectre des longueurs d’une variété. Le spectre des longueurs
d’une variété riemannienne est l’ensemble des longueurs des géodésiques pé-
riodiques. En 1973 Y. Colin de Verdière [Col1], [Col2] montre que dans le
cas compact, modulo une hypothèse de généricité toujours vérifiée à cour-
bure sectionnelle négative, le spectre du laplacien détermine complètement
le spectre des longueurs. La technique utilisé par Y. Colin de Verdière repose
sur les formules de traces. Ces dernières s’utilisent dans un cadre beaucoup
plus général que celui des opérateurs de Schrödinger. Le principe formel des
formules de traces est le suivant : considérons d’abord un opérateur linéaire

44



H non-borné sur un Hilbert ayant un spectre discret : σ(H) = {λn, n ≥ 1},
et puis une fonction f ”sympathique”. La formule de trace consiste alors à
calculer la trace de l’opérateur f (H) de deux façons différentes :

– la première façon, lorsque que cela a un sens, avec les valeurs propres
de l’opérateur linéaire f (H) :

Tr( f (H)) = ∑
k≥1

f (λk).

– La seconde façon, avec le noyau de Schwartz de l’opérateur f (H) : si

f (H)ϕ(x) =
∫

M
K f (x, y)ϕ(y) dy, alors :

Tr( f (H)) =
∫

M
K f (x, x) dx.

Ainsi

∑
k≥1

f (λk) =
∫

M
K f (x, x) dx.

La difficulté réside alors dans le choix de la fonction f , d’une part pour lé-
gitimer ces formules, et d’autre part pour arriver à en tirer des informations
spectro-géométriques. Les choix de fonctions f les plus courants sont : f (x) =
e−xt où t ≥ 0 (fonction de la chaleur) ; f (x) = 1

xs , où s ∈ C, avec Re(s) > 1

(fonction zêta de Riemann) ; f (x) = e−
itx
h où t ≥ 0 (fonction de Schrödin-

ger) ; etc ... Pour fixer les idées, donnons un exemple simple de formule de
trace exacte : la formule sommatoire de Poisson pour un réseau Γ de Rn. La
formule de Poisson sur le tore Γ \Rn nous donne l’égalité :

∑
λ∈σ(∆g)

e−λt =
Vol (Γ \Rn)

(4πt)
n
2

∑
l∈Σ

e−
l2
4t (1.2)

où σ(∆g) est le spectre de l’opérateur ∆g et Σ le spectre des longueurs comp-
tés aves leurs multiplicités, la multiplicité d’une longueur étant le nombre de
classes d’homotopies de lacets du tore plat Γ \ Rn représentées par une géo-
désique périodique de cette longueur. Dans l’égalité (4.2) le terme de droite
correspond à la partie géométrique (volume, dimension,...) alors que le terme
de gauche contient les informations spectrales. Pour une référence récente voir
[Col10].

1.4.7 Métrique de Agmon et puits multiples

Définition de la métrique

Dans toute la suite (M, g) est, soit une variété riemannienne compacte,
ou bien l’espace Rn tout entier. L’opérateur de Schrödinger Ph associé à la
variété (M, g) de potentiel V, V étant une fonction de M dans R, est défini
comme l’opérateur linéaire non-borné sur les fonctions lisses à support com-
pact C∞

c (M,R) par :

Ph = −h2

2
∆g + V (1.3)
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avec une fonction V localement bornée, globalement minorée et confinante :

lim
|x|→∞

V(x) = +∞;

ce qui assure un spectre réel discret constitué de valeurs propres. Soit E > 0 ;
dans le cas où M = Rn on suppose en outre que lim

|x|→0
V(x)− E > 0.

Définition 1.4.8. Lamétrique de Agmon est donnée parmax (V(x)− E, 0) dx2

où dx2 = g(x) ; g étant la métrique de la variété (M, g).

Ainsi l’application mA : x ∈ M 7→ max (V(x)− E, 0) g(x) est un produit
scalaire sur l’espace produit TxM× TxM.

Remarque 1.4.9. C’est une métrique dégénérée sur (M, g).

Définition 1.4.10. La distance de Agmon sur (M, g) est définie par :

dA(a, b) = inf
γ:a→b

L(γ)

où

L(γ) =
∫ 1

0

√
mA(γ(t) (γ̇(t); γ̇(t)) dt;

γ : [0, 1]→ M est un arc de classe C1 de M tel que γ(0) = a et γ(1) = b.

Si on se place sur M = Rn et si on considère deux réels a et b avec a < b
nous avons que

dA(a, b) =
∫ 1

0

√
mA(γ(t) (γ̇(t); γ̇(t)) dt

avec γ(t) = at + (1− t)b, t ∈[0, 1] ; ainsi γ̇(t) = a− b; et donc

dA(a, b) =
∫ 1

0

√
V(γ(t))− E |a− b| dt =

∫ b

a

√
V(x)− E dx.

Application aux puits multiples

Pour plus de commodité on prendra E = 0 et on suppose que la fonction
potentiel à N puits :

{x ∈ M; V(x) ≤ 0} =
N

∐
j=1

Uj

où N est un entier et les Uj sont des compacts de M (on parle de puits). Avec
la distance dA on peut définir S0 : la distance de Agmon entre deux puits

S0 := min
j 6=k

dA
(
Uj,Uk

)
.

Soit s ∈]0, S0[ et posons

BA
(
Uj, s

)
:=
{
x ∈ M, dA

(
x,Uj

)
< s
}
;
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alors si j 6= k on a B
(
Uj, s

)
∩ Uk = ∅ et on peut trouver des variétés com-

pactes à bords C2-lisses (Mj
)
j ⊂ M telles que B

(
Uj, s

) ⊂ Int
(
Mj
)
et si j 6= k

alors Mj ∩ Uk = ∅. Sur les Hilberts L2
(
Mj
)
on considère les restrictions

(avec conditions de Dirichlet) auto-adjointes de Ph à Mj, notée Pj. Soit I(h) =
[α(h), β(h)] un intervalle qui tend vers le singleton {0} quand h→ 0. On a le :

Théorème 1.4.11. [He-Sj] Il existe s1 < s0 tel que pour hassez petit, il existe une
bijection

b : σ (Ph) ∩ I(h)→
N

∐
j=1

(
σ
(
Pj
) ∩ I(h)

)

telle que pour tout τ < s1 on ait b(λ)− λ = O
(
e−

τ
h

)
.

Ce théorème explique le phénomène de séparation des valeurs propres
dans chaques puits ; avec une distance exponentiellement petite.

1.5 Quantification et limite semi-classique

1.5.1 Problématique

Le principe de correspondance est à la base des postulats de la méca-
nique quantique, c’est le ”dictionnaire” entre le monde classique et le monde
quantique. La quantification est la théorie mathématique qui a pour but d’es-
sayer de justifier ce dictionnaire ; plus précisément d’essayer de construire un
morphisme entre ces deux mondes. La quantification est le passage du clas-
sique au quantique ; l’opération inverse est qualifiée de limite semi-classique.
Pour plus de détails sur la quantification voir par exemples les livres [Fed] et
[CKTB].

Mécanique classique Mécanique quantique

(M,ω) variété symplectique H ⊂L2(X), où X variété
Points x ∈ M Vecteurs ϕ ∈ H

Algèbre C∞(M) Algèbre d’opérateurs sur H
Crochet de Poisson{.} Commutateur [.]

Équation de Hamilton Équation de Schrödinger

On voit très nettement les premières grosses difficultés mathématiques du
passage d’un monde à l’autre : passage de la dimension finie à infinie, pas-
sage du commutatif au non commutatif, linéarité qui apparaît en mécanique
quantique, etc...

1.5.2 Impossibilité de la quantification idéale

Commençons par le passage de la mécanique classique à la mécanique
quantique ; la question mathématique précise de ce passage se formule par
l’existence de :
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Définition 1.5.1. On appelle quantification (idéale) de la variété symplectique
(M,ω) toute application linéaire :

Q : C∞(M)→ {Algèbre d’opérateurs sur un Hilbert}

vérifiant les quatres axiomes suivants :

(i) Q(1) = Id;

(ii) Q ({ f , g}) =
i
h

[Q( f ),Q(g)] ;

(iii) Q(xk) = xk et Q(ξk) = −ih ∂

∂xk
;

(iv) (Q( f ))∗ = Q( f ).

En fait si on se place sur la variété symplectique la plus simple possible :
R2n ; il n’existe pas de quantification idéale : en effet on a le fameux (voir par
exemple [Fol]) :

Théorème 1.5.2. (Van Hove, 1952). Il n’existe pas de quantification :

Q : R[x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn]→ {Algèbre d’opérateurs sur L2(Rn)}.

Il faut alors affaiblir la définition de la quantification idéale, en particulier
l’axiome (ii). Cela est possible dans le cas de R2n. On verra ça dans la partie
1.6 à l’aide des opérateurs pseudo-différentiels.

1.5.3 Principe de l’analyse semi-classique

Demanière extrêmement simple et naïve l’idée de l’analyse semi-classique
est de comprendre le quantique lorsque le paramètre h → 0. Pour le lecteur
qui voudrait en savoir plus sur l’analyse semi-classique, on conseille la lit-
térature suivante : Y. Colin de Verdière [Col9], Dimassi-Sjöstrand [Di-Sj], L.
Evans et M. Zworski [Zwo], A. Martinez [Mar], D. Robert [Rob1], S. Vu Ngoc
[VuN4]. Revenons un instant à la limite h → 0, quel est son sens physique ?
En ”principe” tout système physique est de par nature quantique. D’après les
fameuses inégalités d’incertitude de Heisenberg, on ne peut pas mesurer pré-
cisément à la fois vitesse et position d’un électron, sauf si h = 0. En fait plus
h est petit, plus on peut faire des mesures simultanées précises. Ainsi plus
h → 0, plus on se rapproche du déterminisme de la mécanique classique sur
le fibré cotangent T∗M. En pratique quand on fait de l’analyse semi-classique,
on travaille à la fois avec des objets classiques (variétés symplectiques, algèbre
des fonctions C∞, crochet de Poisson, équations de Hamilton,...) et des objets
quantiques (espace de Hilbert, algèbre d’opérateurs, commutateur, équation
de Schrödinger,...). Une autre philosophie de l’analyse semi-classique est la
suivante : dans la limite des grandes valeurs propres, le spectre de l’opérateur
de Schrödinger sur une variété riemanienne (M, g)

H = −h2

2
∆g +V
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ou plus généralement d’un opérateur pseudo-différentiel, est remarquable-
ment liée à une géométrie sous-jacente. Celle-ci vit sur le fibré cotangent T∗M,
vu comme une variété symplectique : c’est la géométrie de l’espace des phases.
C’est d’ailleurs le même phénomène qui permet de voir la mécanique clas-
sique (structure de variété symplectique) comme limite de lamécanique quan-
tique (structure d’algèbre d’opérateurs). Voyons pourquoi s’intéresser à l’asymp-
totique du spectre de l’opérateur H, revient dans une certaine mesure à faire
tendre le paramètre h vers 0 (limite semi-classique). Par exemple, pour E > 0
fixé, l’équation − h2

2 ∆gϕ = Eϕ admet ϕk, le k-ième vecteur propre du lapla-

cien ∆g, comme solution si− h2
2 λk = E. Ainsi si h→ 0+, alors λk → +∞. C’est

pourquoi la limite semi-classique peut aussi se voir comme l’asymptotique
des grandes valeurs propres du laplacien.

1.6 Opérateurs pseudo-différentiels

1.6.1 De Fourier à nos jours...

Historiquement on peut dire que c’est Fourier en utilisant la transformée
de Fourier pour résoudre l’équation de la chaleur ∂u

∂t = △u qui fut le pionnier
des opérateurs pseudo-différentiels. Dans le début des années 60, Caldéron et
Zygmund introduisent les opérateurs intégraux à noyaux singuliers en vue de
résoudre des équations aux dérivées partielles avec des coefficients variables.
Entre 60 et 70, Niremberg et Hörmander ont donné la théorie des opérateurs
pseudo-différentiels sans le paramètre semi-classique h. Un peu plus tardMa-
slov, Helffer, Robert et Sjöstrand se sont intéressés à l’étude avec h. Il y a en
réalité moulte opérateurs pseudo-différentiels, destinés à tel ou tel applica-
tion et il est difficile de présenter une théorie très générale. Dans la suite, on
va rapidement décrire ”une” théorie des opérateurs pseudo-différentiels avec
le paramètre semi-classique h. De nos jours la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels est devenue un outil d’analyse très puissant, en particulier en
équations aux dérivées partielles, en analyse sur les variétés et même en géo-
métrie algébrique complexe. On va rappeler brièvement une des définitions
des opérateurs pseudo-différentiels : celle de la quantification de Weyl sur
R2n (ou sur T∗X) et donner les principales propriétés. de ce type d’opérateurs
pseudo-différentiels. Pour plus de détails, voir [Di-Sj].

1.6.2 Symboles et transformée de Weyl

De manière très formelle, la quantification de Weyl consiste à associer à
une fonction symbole convenable a : (x, ξ) 7→ a(x, ξ) ∈ C∞(R2n) un opéra-
teur linéaire Ow

p (a) de S(Rn) dans lui même et admettant une représentation
intégrale :pour toute fonction u ∈ S(Rn) et pour tout x ∈ Rn :

(
Ow

p (a)(u)
)

(x) :=
1

(2πh)n

∫ ∫

Rn×Rn
e

i
h (x−y)ξa

(
x + y
2

, ξ
)
u(y) dydξ.

Une des premières difficulté de la théorie des opérateurs pseudo-différentiels
est de donner un sens à ce type de formule. Bien sur pour des symboles a ∈
S(R2n) c’est plutôt facile à définir, mais pour faire de la quantification il faut
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au moins autoriser des symboles polynomiaux en x et ξ. On va définir une
classe de symboles usuelles pour faire de la quantification : sur la variété X :=
Rn, et pour k,m ∈ Z2, on définit l’ensemble de symboles d’indice k et de poids

〈z〉m sur la variété X où 〈z〉 = 〈x, ξ〉 :=
(
1+ |z|2)

1
2 , par :

Sk
(
X, 〈z〉m

)

:=
{
ah(z) ∈ C∞ (T∗X) , ∀α ∈ Nn, ∃Cα ≥ 0, ∀z ∈ T∗X, |∂α

z ah(z)| ≤ Cαhk 〈z〉m
}
.

Avec des intégrations par parties habiles (technique des intégrales oscillantes),
voir [Di-Sj] ou [Mar] on montre que :

Théorème 1.6.1. Si a ∈ Sk
(
X, 〈z〉m

)
, avec m ≥ 0, alors Ow

p (a) est un opérateur
linéaire de S(Rn) dans lui même.

Donnons un exemple très important de calcul de transformée de Weyl : la
quantification des variables canoniques.

Exemple 1.6.2. Le quantifié de Weyl de la fonction (x, ξ) 7→ 1 est l’opérateur iden-
tité. Le quantifié de Weyl de la fonction (x, ξ) 7→ xj est l’opérateur de multiplication
par la variable xj. Le quantifié de Weyl de la fonction (x, ξ) 7→ ξ j est l’opérateur de
dérivation −ih ∂

∂x j
.

En analyse semi-classique, on est aussi amené à considérer des symboles
ayant des développements asymptotiques en puissance de h : soit ah ∈ S0

(
X, 〈z〉m

)
,

on dira que ce symbole est semi-classique si et seulement s’il existe une suite
de symboles

(
aj
)
j∈N
∈ S0

(
X, 〈z〉m

)N indépendant de h tels que pour tout

k′ ≥ 0, on ait : (
ah(z)−

k′

∑
j=0

aj(z)h
j

)
∈ Sk

′+1 (X, 〈z〉m
)
.

On note alors ah =
+∞

∑
j=0

ajh
j, on dira aussi que a0 est le symbole principal de ah.

Le théorème de resommation de Borel (voir [Mar]) assure que pour toute suite
arbitraire de symboles

(
aj
)
j∈N
∈ S

(
X, 〈z〉m

)
, il existe une unique, modulo

O(h∞), fonction symbole ah telle que ah =
+∞

∑
j=0

ajh
j .

1.6.3 Quelques propriétés

Si on fait le produit de deux opérateurs pseudo-différentiels de symboles
a et b, alors l’opérateur produit est encore un opérateur pseudo-différentiel :

Théorème 1.6.3. Quel que soient les symboles (a, b) ∈ S
(
X, 〈ξ〉m

)×S
(
X, 〈ξ〉m′

)
,

il existe un symbole c ∈ S
(
X, 〈ξ〉m+m′

)
tel que

Ow
p (a) ◦Ow

p (b) = Ow
p (c).
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De plus un choix possible pour le symbole c est donné par la formule de Moyal :

c = a ⋆ b :=
+∞

∑
j=0

hj

j!(2i)j
a

(
n

∑
p=1

←−
∂ξp

−→
∂xp −

←−
∂xp
−→
∂ξp

)j

b

où la flèche indique sur quelle fonctions, a ou b la dérivée doit opérer.

Citons maintenant un théorème de continuité fondamental :

Théorème 1.6.4. (Caldèron-Vaillancourt) Si le symbole a ∈ Sk (X, 1) , k ≥ 1,
alors l’opérateur Ow

p (a) est un opérateur linéaire continu de L2(Rn) dans L2(Rn) :

∃C,M > 0, |||Ow
p (a)||| ≤ C ∑

|α|≤M

||∂αa||L∞(R2n).

Une des principales applications de ce théorème de continuité est l’inver-
sion des opérateurs pseudo-différentiels : un symbole a ∈ S

(
X, 〈z〉m

)
est el-

liptique en (x0, ξ0) ∈ T∗X si et seulement si |a(x0, ξ0)| 6= 0.

Théorème 1.6.5. Soit m ∈ R et a ∈ S
(
X, 〈ξ〉m

)
elliptique sur T∗X, alors il existe

un symbole b ∈ S
(
X, 〈ξ〉−m

)
tel que :

Ow
p (a) ◦Ow

p (b) = Id + R1, O
w
p (b) ◦Ow

p (a) = Id + R2

où R1, R2 sont des opérateurs linéaire continus de L2(Rn) dans L2(Rn) et vérifiant
|||R1|||+ |||R2||| = O(h∞).

1.7 Analyse microlocale

Il semble que l’analyse microlocale prenne naissance dans les années 70
pour des applications en équations aux dérivés partielles. Aujourd’hui l’ana-
lyse microlocale est présente dans beaucoup de mathématiques, comme la to-
pologie, la géométrie analytique,... Le principe moral de l’analyse microlocale
est d’utiliser des variétés symplectique pour faire de l’analyse : pour des ob-
jets vivants naturellement sur une variété quelconque X, on peut aussi les
faire vivre sur la variété T∗X. Donnons ici quelques éléments d’analyse mi-
crolocale, pour plus de détails voir par exemple [VuN3], [VuN4], [Col9] ou
[Gr-Sj].

1.7.1 Fonctions admissibles

Pour h0 > 0 fixé, l’ensemble

A :=
{

λ(h) ∈ C]0,h0], ∃N ∈ Z, |λ(h)| = O(h−N)
}

est un anneau commutatif pour les opérations usuelles sur les fonctions. On
voit aussi sans peine que l’ensemble

I := {λ(h) ∈ A, λ(h) = O(h∞)}
est un idéal bilatère de A, on définit alors l’anneau Ch des constantes admis-
sibles comme étant l’anneau quotient A/I. On peut alors définir le Ch-module
des fonctions admissibles :
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Définition 1.7.1. L’ensemble Ah(X) des fonctions admissibles sur X est l’en-
semble des distributions uh ∈ D′(X) tels que pour tout opérateur pseudo-
différentiel Ph dont le symbole dans une carte locale est a support compact

∃N ∈ Z, ‖Phuh‖L2(X) = O(hN).

L’ensemble Ah(X) est un Ch-module pour les lois usuelles des fonctions.
Un premier fait important est que par le théorème de Calderon-Vaillancourt,
on a l’inclusion : L2(X) ⊂ Ah(X).

Exemple 1.7.2. Les fonctions WKB4 de la forme : uh(x) = α(x)ei
S(x)
h , S étant

une fonction réelle C∞, sont des fonctions admissibles stables par l’action d’un
opérateur pseudo-différentiel.

1.7.2 Micro-support et microfonctions

Lorsque on regarde une équation du type Phuh = 0, l’étude dans T∗X de la
fonction symbole p de l’opérateur pseudo-différentiel Ph permet de localiser
les singularités de la solution uh grâce à la notion de micro-support. Histori-
quement la notion de micro-support à été introduite par Sato et Hörmander.
On va donner une définition proche de celle de Hörmander : à tout élément
uh du Ch-module des fonctions admissibles est associé un sous-ensemble de
T∗X, cet ensemble, nommé micro-support5 décrit la localisation de la fonction
uh dans l’espace des phases.

Définition 1.7.3. Soit uh ∈ Ah(X), on dira que uh est négligeable au pointm ∈
T∗X, si et seulement s’il existe Ph un opérateur pseudo-différentiel elliptique
en m tel que :

‖Phuh‖L2(X) = O(h∞).

On définit alors MS(uh), le micro-support de uh comme le complémentaire
dans T∗X de l’ensemble des points m ∈ T∗X où uh est négligeable.

Moralement le micro-support de uh est le complémentaire de l’ensemble
des directions où, à une variante près, la transformée de Fourier de uh est à
décroissance rapide. Parmi les propriétés liées au micro-support nous avons
que si Ph est un opérateur pseudo-différentiel de symbole principal p alors on
a l’implication :

Phuh = O(h∞)⇒ MS(uh) ⊂ p−1(0).

Donc si par exemple Ph est un opérateur de symbole principal p, λ un sca-
laire, et si uh est une fonction non nulle telle que : (Ph − λId) uh = O(h∞) alors
MS(uh) ⊂ p−1(λ). Ceci est une propriété fondamentale de l’analyse micro-
locale : elle donne une localisation des fonctions propres dans l’espace des
phases.

Exemple 1.7.4. Pour une fonctionWKB on aMS(uh) = {(x, dS(x)) , α(x) 6= 0} .
Définition 1.7.5. Soient uh, vh ∈ Ah(X)2, on dira que uh = vh +O(h∞) sur un
ouvert U ⊂ T∗X si et seulement si MS(uh − vh) ∩U = Ø.

4Pour Wentzel, Kramers et Brillouin.
5Ou front d’ondes.
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Avec les propriétés du micro-support, on peut montrer que pour tout ou-
vert U de T∗X, l’ensemble {uh ∈ Ah(X), MS(uh) ∩U = Ø} est un Ch−sous-
module de Ah(X), on peut alors définir l’espace des micro-fonctions :

Définition 1.7.6. Soit U un ouvert non vide de T∗X, on définit l’espace des
micro-fonctions sur U comme étant le Ch−module quotient :

Mh(U) := Ah(X)/ {uh ∈ Ah(X), MS(uh) ∩U = Ø} .

Les opérateurs pseudo-différentiels agissent sur Mh(U), en effet : pour
tout opérateur pseudo-différentiel Ph on a

MS(Phuh) ⊂ MS(uh)

et ainsi Ph (Mh(U)) ⊂ Mh(U).

1.7.3 Analyse microlocale et faisceaux

Le langage le plus adapté à l’analyse microlocale est le langage des fais-
ceaux. Sans rentrer dans les détails, en voici le principe : a tout triplet (Ph, λ,U)
où Ph est un opérateur pseudo-différentiel, λ un scalaire de l’anneau Ch et
U un ouvert non vide de T∗X, on peut associer l’ensemble L (Ph, λ,U) des
microfonctions uh solutions dans l’ouvert U de (Ph − λId) uh = O(h∞). L’en-
semble L (Ph, λ,U) est un Ch-module, et si Ω désigne un ensemble d’indices
quelconque, la famille d’ensembles {L (Ph, λ,Ux) , x ∈ Ω} est un (pré)faisceau
au dessus de

⋃

x∈Ω

Ux. En effet toute solution peut être restreinte sur des ouverts

plus petits d’une unique manière, et deux solutions uh définie sur un ouvert
Ux et vh définie sur un autre ouvert Uy et telles que uh = vh sur l’ouvert
Ux ∩Uy peuvent être misent ensemble pour former une solution globale sur
l’ouvert Ux ∪Uy. Ce faisceau est supporté6 sur l’ensemble p−1(λ) ⊂ T∗X.

1.7.4 Théorème d’Egorov et opérateurs intégraux de Fourier

Pour finir donnons le théorème d’Egorov qui permet de définir rapide-
ment la notion d’opérateur intégral de Fourier, voir par exemple [Ego], [Col9] :

Théorème 1.7.7. (Egorov) : Soient (T∗X, dα) et (T∗Y, dβ) deux variétés symplec-
tomorphe : il existe χ un symplectomorphisme de T∗X dans T∗Y. On supposera que
χ est exact : χ∗β− α est une 1-forme exacte sur X. Alors il existe χ̃ un morphisme de
Ch-module deMh(X) dansMh(Y) inversible tel que pour tout a ∈ Mh(Y), en no-
tant par â = Ow

p (a), l’opérateur B = χ̃−1 ◦ â ◦ χ̃ est un opérateur pseudo-différentiel
surMh(X), et dont le symbole principal est donné par a0 ◦ χ, a0 étant le symbole
principal de â. On dit que χ̃ est un opérateur intégral de Fourier associé à χ.

En fait il y a toute une théorie sur les opérateurs intégraux de Fourier (voir
[Dui] et [Du-Ho]), ces derniers on en effet une représentation intégrale. Leurs
noyaux sont cependant plus compliqués et plus délicats à manipuler que les
noyaux des opérateurs pseudo-différentiels.

6Au sens du micro-support.
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1.8 Vers la quantification par déformation

Avec la théorie des opérateurs pseudo-différentiels, on dispose d’une quan-
tification sur R2n ou sur T∗X . Cette quantification n’est en fait pas idéale au
sens où l’axiome (ii) est vérifié avec un reste en O(h2). Donc si on accepte de
laisser tendre le paramètre h vers 0 on se rapproche alors d’une quantification
idéale.

1.8.1 Cas de T∗X

Sur la variété symplectique R2n ou sur T∗X la théorie des opérateurs pseudo-
différentiels fournit une quantification (pas idéale mais presque). De manière
concrète pour toute fonction symbole a “convenable” on a l’existence d’un
opérateur linéaire â définit par la quantification de Weyl â := Ow

p (a). Dans
l’exemple 1.6.2 on a vu que les axiomes (i) et (iii) de la quantification sont
vérifiés ; l’axiome (iv) est lui aussi vrai. Par contre l’axiome (ii) pose pro-
blème : généralement pour tout couple de symboles ϕ,ψ on a que Ow

p (ϕ) ◦
Ow

p (ψ) 6= Ow
p (ϕψ); mais le théorème 1.6.3 assure l’existence d’un unique

symbole π donné par la formule de Moyal (voir théorème 1.6.3) vérifiant la
relation Ow

p (ϕ) ◦Ow
p (ψ) = Ow

p (π). On définit alors le produit de Moyal des
symboles ϕ et ψ par :

(ϕ,ψ) 7→ ϕ ⋆ ψ := π

soit encore :
ϕ̂ ⋆ ψ = ϕ̂ψ̂.

Et comme d’aprés la formule de Moyal : ϕ ⋆ ψ := ϕψ + O(h), on en déduit
alors la formule :

ϕ̂ ⋆ ψ = ϕ̂ψ +O(h).

Par conséquent si on calcul le commutateur de deux symboles quantifiés ϕ̂ et
ψ̂ on obtient : [

ϕ̂, ψ̂
]

= ϕ̂ψ̂− ψ̂ϕ̂

= ϕ̂ ⋆ ψ− ψ̂ ⋆ ϕ = ̂ϕ ⋆ ψ− ψ ⋆ ϕ;

et comme par la formule de Moyal ϕ ⋆ ψ− ψ ⋆ ϕ = h
i {ϕ,ψ}+O(h2) on arrive

la formule :
[
ϕ̂, ψ̂

]
=

h
i
{̂ϕ,ψ}+O(h2).

On vient donc de montrer que l’axiome (ii) est vrai modulo O(h2). En fait, on
peut voir le produit non-commutatif ⋆ comme définit sur un anneau de fonc-
tions en oubliant la représentation par les opérateurs pseudo-différentiels. La
quantification apparaît donc comme une déformation du commutatif vers le
non-commutatif, la trace de la non-commutativité étant donné par les crochets
{., .}.

1.8.2 Cas général

Le programmede quantification par déformation est initié par Bayer, Flato,...
il consiste à essayer de définir sur chaque variété symplectique un produit ⋆

analogue à celui de Moyal. Localement cela est facile (on se ramène à R2n
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par le théorème de Darboux), mais bien évidement la difficulté de ce pro-
gramme est le passage du local au global. Concrètement quand on dispose
d’un produit ⋆ sur une variété M, on peut quantifier : on associe à chaque
fonction u ∈ C∞(M) un opérateur û définit par û(v) := u ⋆ v. Le problème
des produits ⋆ sur des variétés est d’abord celui de leurs existences et de leurs
classifications. Parmis les résultats majeurs citons d’abord les travaux de De
Wilde-Lecompte [DW-Le] qui en 1983 montrent que toute variété symplec-
tique admet un produit ⋆. En 1997, Kontsevitch [Kon] montre que toute va-
riété de Poisson admet un produit ⋆.

1.9 Les systèmes complètement intégrables

Pour finir ce chapitre on va donner les principaux résultats connus sur
les systèmes complètement intégrables symplectiques et semi-classique. On
reprend et on résume une partie du livre de S. Vu Ngoc [VuN4].

1.9.1 Définitions

En physique hamiltonienne un système intégrable est un système possé-
dant un nombre suffisant de constantes de mouvement indépendantes ; ma-
thématiquement on a la définition suivante :

Définition 1.9.1. Un système intégrable classique est la donnée d’une variété
symplectique (M,ω) de dimension 2n et de n fonctions ( f1, ..., fn) de l’algèbre
C∞(M) telles que les différentielles (d fi(x))i=1,...,n sont libres presque- partout
sur M ; et telles que pour tout indices i, j on ait

{
fi, f j

}
= 0. On définit alors

l’application moment classique associée :

f :






M→ Rn

x 7→ ( f1(x), ..., fn(x)) .

Exemple 1.9.2. L’oscillateur harmonique classique : sur la variété symplec-
tique R2 on note par p l’oscillateur harmonique : p(x, ξ) = p(x, ξ) =

(
x2 + ξ2

)
/2.

En effet dp =

(
x
ξ

)
est non nul presque partout, donc libre presque partout.

Définition 1.9.3. Un système complètement intégrable semi-classique sur une
variétéX est la donnée de n opérateurs pseudo-différentiels P1, ..., Pn sur L2(X)
telle que pour tout indices i et j on ait

[
Pi, Pj

]
= 0 et dont les symboles princi-

paux forment un système complètement intégrable classique sur M := T∗X.
On notera par P := (P1, ..., Pn) l’application moment quantique et par p :=
(p1, ..., pn) l’application moment classique associée aux symboles principaux
de P.

En géométrie symplectique et en analyse semi-classique, l’application mo-
ment joue un rôle important pour classifier les systèmes complètement inté-
grables.

Définition 1.9.4. Le spectre exact σ(P1, ..., Pn) d’un système complètement in-
tégrable semi-classique (X, P), ou encore spectre conjoint exact des opérateurs
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pseudo-différentiels P1, ..., Pn est définit par :

σ(P1, ..., Pn)

:=
{
(λ1, · · · , λn) ∈ Rn, ∃u ∈ L2(Rn), u 6= 0; Pju = λju

}
.

La définition semi-classique est :

Définition 1.9.5. Le spectre semi-classique Σh(P1, ..., Pn) d’un système com-
plètement intégrable semi-classique (X, P), ou encore spectre conjoint des opé-
rateurs pseudo-différentiels P1, ..., Pn est définit par :

Σh(P1, ..., Pn)

:=
{
(λ1(h), · · · , λn(h)) ∈ Rn, ∃uh ∈ L2(Rn), uh 6= 0;

(
Pj − λj(h)Id

)
uh = O(h∞)

}

Id étant l’opérateur identité.

On appelle multiplicité microlocale de Eh la dimension du Ch-module des
solutions microlocales de cette équation. Moralement le spectre semi-classique
(ou microlocal) correspond aux valeurs propres approchées avec une préci-
sion d’ordre O(h∞). Le lien précis entre spectre exact et semi-classique est
donné par la [VuN4] :

Proposition 1.9.6. Sur un compact K de R, le spectre semi-classique conjoint Σh(P1, ..., Pn)
et le spectre exact σ(P1, ..., Pn) sont liés par :

Σh(P1, ..., Pn) = σ(P1, ..., Pn) ∩ K +O(h∞)

au sens où si λh ∈ Σh(P1, ..., Pn) alors il existe µh ∈ σ(P1, ..., Pn) ∩ K tel que λh =
µh +O(h∞) ; et si µh ∈ σ(P1, ..., Pn) ∩ K alors il existe λh ∈ Σh(P1, ..., Pn) tel que
µh = λh + O(h∞). De plus pour toute famille λh ayant une limite finie λ ∈ K
lorsque h → 0, si la multiplicité microlocale de λh est bien définie et est finie, alors
elle est égale pour h assez petit au rang du projecteur spectral conjoint des Pj sur une
boule de diamètre O(h∞) centrée autour de λh.

Exemple 1.9.7. L’oscillateur harmonique quantique : ici on prend M = R et
P = P = − h2

2
d2
dx2 + x2

2 alors l’application moment classique est p(x, ξ) =

p(x, ξ) =
(
x2 + ξ2

)
/2. Dans cet exemple, le spectre exact et semi-classique

coincide et σ(P) =
{
h
(
n + 1

2

)
, n ∈N

}
.

1.9.2 Théorie locale

Des points réguliers ...

Les points réguliers de l’application moment classique sont les points m ∈
M tels que les différentielles (dpi(m))i=1,...,n sont libres. Les points réguliers
d’un système complètement intégrable ont une description symplectique lo-
cale simple donnée par le théorème deDarboux-Carathéodory (voir par exemple
[Aud2]) :
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Théorème 1.9.8. (Darboux-Carathéodory). Soit (M,ω, p = (p1, ..., pn)) un sys-
tème complètement intégrable de dimension 2n. Pour tout point m ∈ M régulier, ie :
(dpi(m))i=1,...,n est une famille libre ; il existe un système de coordonnées canonique
locales (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) tel que sur un voisinage de m :

ζ j = pj − pj(m).

Ce théorème a un analogue semi-classique du à Y. Colin de Verdière en
1979 [Col3] :

Théorème 1.9.9. Soit (M,ω, F = ( f1, ..., fn)) un système complètement intégrable
de dimension 2n. Pour tout point m ∈ M régulier, il existe U un opérateur intégral de
Fourier unitaire défini microlocalement prés de m tel que sur un voisinage microlocal
de m :

U
(
Pj − pj(m)Id

)
U−1 =

h
i

∂

∂xj
.

Le théorème deDarboux-Carathéodory semi-classique permet de faire une
description précise de l’ensemble des micro-solutions des équations Pjuh =
O(h∞). Les résultats d’analysemicrolocale nous informe déjà que les solutions

uh sont localisées sur
n⋂

j=1

p−1j (0) ; mais en fait on a bien mieux :

Théorème 1.9.10. Pour tout point m ∈ M régulier de p = (p1, ...pn) tel que
p(m) = 0, le faisceau des micro-solutions de l’équation

Pjuh = O(h∞)

est un faisceau en Ch module libre de rang 1 engendré par U−1(1), où U est donné
par le précédent théorème et 1 est une micro-fonction égale à 1 près de l’origine.

... aux points singuliers non-dégénérés

Il y a toute une théorie sur l’étude et la classification des singularités des
applications moment. Le cas de certaines singularités générique, dites singu-
larités non-dégénérées est bien connu. Suivant une classification algébrique
dut à Williamson [Wil] datant de 1936, ces singularités sont de trois types :

1. les singularités elliptiques : qi = xiξi;

2. les singularités hyperboliques qi = (x2i + ξ2i )/2;

3. et les singularités loxodromique (ou focus-focus) qi = xiξi+1− xi+1ξi et qi+1 =
xiξi + xi+1ξi+1.

D’après un théorème d’Eliasson de 1984 [Eli1], [Eli2] toutes ces singularités
non-dégénérées sont linéarisable : il existe χ un symplectomorphisme local de
R2n dans M tel que : pi ◦ χ = gi(q1, q2, . . . , qn). En réalité Y. Colin de Verdière
et J. Vey ont traités le cas de la dimension 1 de ce théorème en 1979 [Co-Ve].
Par quantification de Weyl on obtient l’analogue semi-classique du théorème
d’Eliasson (voir le livre de S. Vu Ngoc [VuN4] pour un énoncé précis).
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1.9.3 Théorie semi-globale

Des fibres régulières ...

Une fibre Λc := p−1(c) est régulière si et seulement si tous les points
de Λc sont réguliers pour p. Les fibres régulières sont décrites par le théo-
rème actions-angles, nommé aussi théorème d’Arnold-Liouville-Mineur, qui
donne la dynamique classique au voisinage d’une fibre régulière connexe
et compacte : le flot hamiltonien associé à une intégrale première est quasi-
périodique (droite s’enroulant sur un tore) :

Théorème 1.9.11. (Actions-angles). Soit (M,ω, p = (p1, ..., pn)) un système com-
plètement intégrable de dimension 2n. Soit Λc une composante connexe compacte de
p−1(c) telle que tous les points de la fibre Λc sont réguliers ; alors toutes les fibres
dans un voisinage de Λc sont des tores et il existe ϕ un symplectomorphisme :

ϕ : T∗Tn → M

qui envoi la section nulle Tn × {0} de T∗Tn sur Λc et tel que :

p ◦ ϕ = χ (ξ1, ..., ξn)

où χ est un difféomorphisme local de R2n laissant fixe l’origine.

On dit que les variables (x1, ..., xn) sont les variables actions et (ξ1, ..., ξn)
les variables angles. San Vu Ngoc a donné la version semi-classique de ce
théorème [VuN1],[VuN2] :

Théorème 1.9.12. (Actions-angles semi-classique). Si la fibre Λc est régulière il
existe U un opérateur intégral de Fourier associé à χ un symplectomorphisme exact :

χ : T∗Tn → M

qui envoi la section ζ = a sur Λc et il existe aussi des séries formelle λj(h) ∈C[[h]],
j = 1, ..., n telles que microlocalement au voisinage de la section ζ = a on ait

U (P1 − p1(m)Id, ..., Pn− pn(m)Id)U
−1 = N

(
h
i

∂

∂x1
− λ1(h)Id, ...,

h
i

∂

∂xn
− λn(h)Id

)

où m est un point quelconque de la fibre Λc et N est un matrice 2×2 inversible à
coefficients dans le Ch-module des opérateurs pseudo-différentiel.

Le théorème actions-angles semi-classique fournit donc une description
locale du spectre d’un système intégrable ; en effet autour d’une valeur régu-
lière de l’application moment classique p le spectre conjoint semi-classique
Σh(P1, ..., Pn) est localement difféomorphe au réseau hZn (voir [VuN4]). Pré-
cisément du théorème actions-angles semi-classique on arrive aux fameuses
règles de quantification de Bohr-Sommerfeld :

Théorème 1.9.13. (Règles de Bohr-Sommerfeld). Il existe n fonctions Sj(E) =
Sj(E, h), j = 1, ..., n admettant des développements asymptotiques en puissance de h
avec des coefficients de classe C∞ par rapport à E = (E1, ..., En) ∈ Rn, telles que les
équations : (

Pj − Ej Id
)
uh = O(h∞)

admettent une solution microlocale uh avec son microsupport MS(uh) = ΛE si et
seulement si Sj(E) ∈ 2πhZ.
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Décrivons un peu la construction de ces fonctions Sj(E). Pour fixer les
idées, plaçons nous dans le cas de la dimension symplectique deux ; donc
P = P. D’après le théorème 1.9.10 pour une fibre ΛE := p−1(E) compacte,
connexe et régulière, toute microsolution uh de (P− EId) uh = O(h∞) est en-
gendré par U−1(1). La théorie des opérateurs intégraux de Fourier montre
que uh est nécessairement du type WKB. On va maintenant décrire comment
on prolonge une microsolution d’un ouvert à un autre le long d’une fibre
régulière (pour plus de détails, voir [VuN4]). Pour commencer on se donne
un recouvrement fini (Uα)α∈Ω d’ouverts de la fibre compacte ΛE. Pour tout
couple d’ouverts non vides Uα et Uβ du recouvrement tel que Uα ∩ Uβ est
non vide et connexe ; si on considère alors deux microfonctions ϕα et ϕβ so-
lutions de (P− λId) uh = O(h∞) microlocalement sur les ouverts respectifs
Uα et Uβ ; les microfonctions ϕα et ϕβ sont alors respectivement engendrées
par U−1 (1α) et par U−1

(
1β

)
, 1α et 1β étant égale à 1 microlocalement sur

Uα et respectivement sur Uβ. En se plaçant sur Uα ∩ Uβ et en utilisant l’ar-
gument de la dimension 1 on a l’existence d’un scalaire cα,β ∈ Ch tel que
sur l’ouvert Uα ∩Uβ on ait U−1 (1α) = cα,βU−1

(
1β

)
et donc, sur Uα ∩Uβ on

a 1α = cα,β1β. La théorie des opérateurs intégraux de Fourier montre (voir

[VuN3],[VuN4]) que la constante cα,β s’écrit sous la forme cα,β = e
iSα,β
h , le sca-

laire Sα,β étant dans Ch est dépendant de la variable E. Plus généralement
pour une famille finie (Uk)k=1,...,l d’ouverts non vides recouvrant une par-
tie compacte et connexe de la fibre régulière ΛE telle que pour tout indice
k ∈ {1, ..., l− 1} , Uk ∩Uk+1 est non vide et connexe. Sur chaque ouvert Uk on
a un générateur 1k de L (P, λ,Uk) et pour tout indice k ∈ {1, ..., l− 1} il existe
ck,k+1 = e

iSk,k+1
h ∈ Ch tel que 1k = ck,k+11k+1 ainsi nous avons alors l’égalité

11 = c1,2c2,3 . . . cl−1,l1l . On peut donc écrire 11 = e
iS1,l
h 1l où on a posé

S1,l =
l−1
∑
k=1

Sk,k+1.

On notera par S sa classe de cohomologie à valeur dans R/2πhZ associée. La
dépendance en la variable E est lisse : les fonctions E 7→ S.(E) sont C∞(voir
[VuN1],[VuN3] et [VuN4]). Ainsi, avoir une solution globale sur la fibre signi-
fie que le réel S(E) est un multiple de 2πh.

Fig. 2. Un recouvrement par des ouverts d’une fibre régulière.

59



... aux fibres singulières

On ne va pas décrire ici toute la théorie des fibres singulières ; on rappelle
juste que dans le cas elliptique : lorsqu’on a une application moment p =
(p1, ..., pn) avec un point fixe m elliptique, il existe χ un symplectomorphisme
local de R2n vers M envoyant 0 sur le point m tel que :

p ◦ χ = ϕ ◦
(
x21 + ζ21

2
, . . . ,

x2n + ζ2n
2

)
.

En version semi-classique, si on est dans le cas de la dimension 2, P = P1 avec
p = p1 ayant une singularité elliptique en m, il existe alors un opérateur inté-
gral de Fourier U et une série formelle λ(h) ∈C[[h]] tels que microlocalement
prés de l’origine on ait :

U (P− p(m)Id)U
−1 = N (Q− hλ(h)Id)

où Q est l’oscillateur harmonique de dimension 1 et N un opérateur pseudo-
différentiel elliptique en 0. De là on en déduit une condition de quantifica-
tion sur la série formelle λ(h) et aussi que l’ensemble des micro-solutions de
l’équation :

Puh = O(h∞)

est un Ch module libre de rang 1. Pour le cas hyperbolique, on va juste parler
du ”huit” en dimension 2 (voir aussi le chapitre 4). Pour cela, considérons
donc un hamiltonien p : R2 → R tel que 0 soit valeur critique de p = p
et telle que la fibre p−1(0) est compacte et ne contient qu’un unique point
critique m ∈ M non-dégénéré de type hyperbolique.

Fig. 3. Un “huit” hyperbolique.

La fibre Λ0 = p−1(0) est alors un ”huit” : le feuilletage dans un voisinage
de la fibre singulière Λ0 est difféomorphe à celui du double puits en dimen-
sion 1 (voir [Lab2]). Dans le cas de la dimension 2, P = P avec p = p ayant
une singularité hyperbolique, Y. Colin de Verdière et B. Parisse on montré que
l’ensemble des micro-solutions de l’équation :

Puh = O(h∞)

est un Ch module libre de rang 2. (voir aussi [Co-Pa1], [Co-Pa2], [Co-Pa3] et
[Lab2]). Dans l’étude des singularités de l’application moment d’un système
complètement intégrable, l’opérateur de Schrödinger avec double puits est le
modèle type pour les singularités non-dégénérées de type hyperbolique. En
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effet, pour un hamiltonien p : M → R tel que 0 soit valeur critique de p, et
tel que les fibres dans un voisinage de 0 soient compactes et connexes et ne
contiennent qu’un unique point critique non-dégénéré de type hyperbolique :
la fibre Λ0 := p−1(0) est alors un ”huit” et le feuilletage dans un voisinage de
la fibre singulière Λ0 est difféomorphe à celui du double puits. Dans [Lab2]

on montre que le spectre de l’opérateur P dans le compact
[
−
√
h,
√
h
]
est

constitué de deux familles de réels (αk(h))k et (βl(h))l vérifiant :

· · · < βk+1(h) < αk(h) < βk(h) < αk−1(h) < · · ·

et, il existe C,C′ deux constantes réelles strictement positives telles que

Ch
|ln(h)| ≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| ,

Ch
|ln(h)| ≤ |βk+1(h)− βk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| .

Pour le cas loxodromique (qui existe à partir de la dimension symplectique 4)
on renvoie aux travaux de S. Vu Ngoc [VuN3], [VuN4].

61





Chapitre 2

Dynamique dans le cas elliptique
en dimension 1

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se place dans la cadre d’un hamiltonien classique p
sans singularités (ou avec une singularité du type elliptique). Les règles de
Bohr-Sommerfeld régulières donnent alors le spectre de l’hamiltonien quan-
tique Ph associé : le spectre de l’opérateur Ph est alors une suite de valeurs
propres régulièrement espacées avec un interstice d’ordre h. L’étude de la dy-
namique semi-classique associée à un tel hamiltonien n’est pas vraiment nou-
velle : dans la littérature physique les articles de Averbukh, Pereleman [Av-
Pe] ; Leichtle, Averbukh, Schleich [LAS] ; Bluhm, Kostelecky, Porter [BKP],
[Bl-Ko] et de Robinnet [Robi1], [Robi2] semblent faire référence pour l’as-
pect physique. Ces articles de physique théorique donnent les idées mathé-
matiques essentielles mais n’offrent pas des justifications mathématiques très
rigoureuses. Indépendamment de mes travaux M. Combescure et D. Robert
[Co-Ro] et [Rob2] ont précisément travaillé sur une justification mathéma-
tique rigoureuse de cette dynamique en temps long. Très récemment T. Paul
[Pau1], [Pau2], [Pau3] a aussi travaillé sur ce sujet. Dans ce chapitre on trou-
vera une présentation légèrement différente et des détails supplémentaires
par rapport aux travaux de M. Combescure et de D. Robert. En particulier en
ce qui concerne les renaissances fractionnaires des paquet d’ondes. Dans ce
chapitre on montre d’abord que sur des échelles de temps courtes la dyna-
mique est périodique et suit le mouvement géométrique classique associé. Un
vecteur initial ψ0 localisé suit la dynamique classique associée à p, c’est à dire
une trajectoire elliptique et périodique avec une période Tcl indépendante de
h. Ensuite sur des échelles de temps plus grandes une nouvelle période non
géométrique apparaît. Cette période Tren (dite période de renaissance) est de
l’ordre de 1/h ; le vecteur ψ (Tren) reprend sa forme initial ψ0. Encore plus
surprenant quand on observe ce qui se passe aux temps p

q Tren, où
p
q est une

fraction rationnelle, on constate qu’il y a un phénomène de clonage du vecteur

initial : en quelque sorte que le vecteur ψ
(

p
q Tren

)
s’écrit comme une combinai-

son linéaire complexe finie de translaté du vecteur initial ψ0. Dans ce chapitre
on arrive à décrire ces coefficients complexes : on arrive, suivant les propriétés
arithmétiques de la fraction p/q à donner le nombre de coefficients non nuls
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et la valeur de leurs modules. Pour finir on se placera dans un cadre gaus-
sien (i.e on choisira une gaussienne pour vecteur initial ψ0) ce qui permettra
de pouvoir faire des calculs exacts et de faire une description analytique plus
détaillée de ces phénomènes.

2.2 Le contexte

2.2.1 Règles de Bohr-Sommerfeld régulières

On considère un opérateur pseudo-différentiel Ph sur L2(R). On notera par
p son symbole de Weyl de sorte que Ph = Ow

p (p). Dans les zones régulières
(elliptique) les règles de quantification de Bohr-Sommerfeld (voir chapitre 1)
sont : pour un réel E tel que tout les points de p−1(E) sont réguliers, l’équation
(Ph − EId) uh = O(h∞) admet une solution microlocale uh avec son microsup-
port MS(uh) = p−1(E) si et seulement si S(E) ∈ 2πhZ; où S(E) = S(E, h) est
une fonction admettant un développement asymptotique en puissance de h
avec des coefficients de classe C∞ par rapport à E. Dans les travaux de B. Hell-
fer et de D. Robert ([He-Ro]) on trouve un énoncé légérement différents des
règles de Bohr-Sommerfeld avec un indexage non pas sur Z mais sur N . Par
la suite on va précisément utiliser leur énoncé des règles de Bohr-Sommerfeld.

Les hypothèses fonctionnelles de B. Hellfer et D. Robert [He-Ro] et [Rob3]
sont les suivantes :

(H1) Le symbole p de Ph est réel et de classe C∞ ; on suppose que p n’a pas
de symbole sous-principal : p1 ≡ 0.

(H2) Le symbole principal p0 de Ph est borné inférieurement : il existe c0 >

0 et γ0 ∈ R tels que pour tout z ∈ T∗R, c0 < p0(z) + γ0. De plus on suppose
que p(z) + γ0 est un poids tempéré : il existe C > 0 et M ∈ R tels que pour
tout (z, z′) ∈ (T∗R)2 on ait

p0(z) + γ0 ≤ C
(
p0(z

′) + γ0
) (

1+
∥∥z− z′

∥∥)M .

(H3) Pour tout indice j ∈ N et pour tout multiindex α il existe c > 0 tel
que pour tout z ∈ T∗R

∣∣∣∣
∂αHj

∂zα

∣∣∣∣ ≤ c (p0(z) + γ0) .

(H4) Il existe N0 ∈N tel que pour tout N ≥ N0 et pour tout γ > 0 il existe
A > 0 tel que pour tout z ∈ T∗R

∣∣∣∣∣
∂α

∂zα

(
p(z)−

N

∑
j=0

pj(z)h
j

)∣∣∣∣∣ ≤ AhN+1.

Remarque 2.2.1. Sous ces 4 hypothèses l’opérateur Ph est essentiellement auto-
adjoint ([Rob1]).

Les hypothèses géométriques sont les suivantes : pour un compact I =
[E−, E+], avec E− et E+ deux réels et posons aussi F+/− := A (E+/−) avec

A(x) :=
∫

p(y)≤x
dy.
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(H5) L’ensemble p−1(I) est un anneau topologique de T∗R feuilleté par
des trajectoires périodiques du flot hamiltonien.

(H6) La fonction p n’a pas de points critiques sur p−1(I).

Remarque 2.2.2. Si p(x, ξ) = ξ2

2 + V(x) on peut relaxer les hypothèses (H2) et
(H3) (voir [He-Ro]).

Fig. 4. Courbes p−1(c) elliptiques.

Théorème 2.2.3. ([He-Ro]) Sous les hypothèses précédentes (H1) à (H6) ; il existe
une fonction fh définie sur J := [F−, F+] admettant un développement asymptotique
en puissance de h avec des coefficients de classe C∞ sur J :

fh(x) =
+∞

∑
j=0

f j(x)h
j;

de sorte que les valeurs propres (λn(h))n de Ph dans le compact I sont données par

λn(h) = fh

(
h
(
n +

1
2

))
+O(h∞)

avec n ∈N tel que h
(
n + 1

2

)
∈ J. En outre f0(x) = A−1(2πx) et f1 ≡ 0.

Ainsi localement le spectre de Ph est une suite de valeurs propres avec un
interstice constant d’ordre h.

Fig. 5. Le spectre de Ph : les croix obliquent rouges représentent les valeurs propres.

Remarque 2.2.4. Dans [Bil] (voir aussi [Rob3]) on trouve une preuve de ce
résultat utilisant les états cohérents.
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Récemment dans [Col8] Y. Colin de Verdière donne le calcul de tous les
coefficients dans le développement asymptotique de la fonction fh.

Notation 2.2.5. On notera par en = en(h) ∈ L2(R) les vecteurs propres de Ph
associés aux valeurs propres λn(h) : Phen = λn(h)en.

2.2.2 Forme normale autour d’une singularité elliptique

Avant de passer à la suite, il bon de remarquer que le cas où la fonc-
tion symbole p admet une singularité elliptique en un point m0 ∈ T∗R (par
exemple un fond de puit), l’utilisation d’une forme normale semi-classique
([Col9], [VuN4], [Ch-VuN]) montre que le spectre de l’opérateur Ph reste une
suite de valeurs propres avec un interstice d’ordre h, ce qui nous ramène
grosso modo au cas des zones régulières. En effet pour un paramètre réel
E ∈ [−δ, δ], où δ est une constante réelle strictement positive et indépendante
de h, nous avons l’égalité microlocale

U−1(Ph − EId)U = N (q̂− α(E)Id)

où q̂ est l’opérateur oscillateur harmonique : q̂ := − h2
2

d2
dx2 + x2

2 Id; U est un
opérateur intégral de Fourier ; N un opérateur pseudo-différentiel elliptique,
α = αh une fonction ayant un développement asymptotique en puissance de
h :

αh(E) = ∑
j≥0

αj(E)hj

où les fonctions αj sont de classe C∞ par rapport à E et indépendante de h.
Notons bien que dans le cas particulier de l’opérateur de Schrödinger Ph =

− h2
2 ∆g + V, par une symétrie du paramètre h, tous les termes de degrés im-

pairs dans le développement asymptotique de la fonction αh sont nuls. Ainsi
en utilisant le fait que le spectre de l’oscillateur harmonique q̂ est

{
h
(
n +

1
2

)}

n∈N

on obtient que le spectre semi-classique de l’opérateur Ph près de la singularité
elliptique est donné par la suite :

{
α−1h

(
h
(
n +

1
2

))}

n∈N

.

2.2.3 Fonctions d’auto-corrélation

Pour un vecteur initial ψ0 ∈ D(Ph) ⊂ L2(R), la suite de l2(N) donnée
par an(h) = π(ψ0) où π est la projection sur les vecteur propres (en)n∈N ; la
fonction d’auto-corrélation dans la base des vecteurs propres s’écrit donc :

a(t) =

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an(h)|2 e−i
t
h λn(h)

∣∣∣∣∣ .
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2.3 Préliminaires

2.3.1 Choix d’un état initial localisé en énergie

Définissons un état initial ψ0 ∈ L2(R) de la dynamique dépendant de h et
localisé autour d’un nombre réel fixé E ∈ J indépendant de h.

Définition 2.3.1. On définit le nombre n0 = n0(h) par

n0 := argmin
n∈J
|λn(h)− E| .

L’entier n0 est donc l’indice de la valeur propre de Ph la plus proche du réel E.

Remarque 2.3.2. Dans le cas où le réel E serait exactement au milieu de deux
valeurs propres λn(h) et λn+1(h) on choisira de prendre n0 = n. On supposera
ainsi que l’entier n0 est unique.

On a alors le lemme :

Lemme 2.3.3. Il existe une constante C > 0 indépendante de h tel que|λn0(h)− E| ≤
Ch. Ainsi pour h → 0 on a l’équivalent n0 ∼ N

h où N := f−10 (E) est un réel non
nul.

Démonstration. Or comme

λn+1(h)− λn(h) = fh

(
h
(
n +

3
2

))
− fh

(
h
(
n +

1
2

))
;

par le théorème des accroissements finis : il existe ξ = ξn,h,E ∈ J tel que

λn+1(h)− λn(h) = f ′h (ξ) h.

on a donc que pour tout n ∈ N tel que h
(
n + 1

2

)
∈ J et h

(
n + 3

2

) ∈ J

|λn+1(h)− λn(h)| ≤ h sup
x∈J

∣∣ f ′h(x)
∣∣

≤ h sup
x∈J

∣∣ f ′0(x)
∣∣+O(h3) = O(h).

Ensuite comme

|λn0(h)− E| ≤ max
{∣∣λn0+1(h)− λn0(h)

∣∣ ,
∣∣λn0(h)− λn0−1(h)

∣∣}

il existe bien C > 0 indépendant de n et de h tel que|λn0(h)− E| ≤ Ch; c’est-

à-dire fh
(
h
(
n0 + 1

2

))
= E + O (h). Nous avons alors h

(
n0 + 1

2

)
= gh(E +

O(h)) où gh := f−1h et donc hn0 = g0(E +O(h)) +O(h). Par conséquent on a

lim
h→0

n0h = g0(E) 6= 0

d’où le lemme.
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Définition 2.3.4. Considérons la suite (an)n∈Z définie par :

an := an(h) = Khχ

(
λn(h)− λn0(h)

hδ′

)
, n ∈ Z

où χ ∈ S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire ; δ′ un
nombre réel et Kh est une constante de normalisation de sorte que ∑

n∈N

|an|2 = 1+O(h∞).

On va détailler ce choix d’état initial :

1. Le terme χ
(

λn(h)−λn0(h)

hδ′

)
sert à localiser autour, non pas de E directe-

ment, mais pour des raisons techniques, autour de la valeur propre la
plus proche de E. Un exemple typique de choix de fonction χ est la
gaussienne.

2. Les constantes δ′ et γ′ servent à modifier la dilatation de la fonction χ.

Ensuite comme

λn(h)− λn0(h) = fh

(
h
(
n +

1
2

))
− fh

(
h
(
n0 +

1
2

))
;

avec le théorème des accroissements finis : il existe ξ = ξn,h,E ∈ J tel que

λn(h)− λn0(h) = f ′h (ξ) (n− n0) h.

On a donc
λn(h)− λn0(h) = f ′0(ξ) (n− n0) h +O(h2).

On est alors amené à la définition (définitive et plus facile à manipuler) sui-
vante :

Définition 2.3.5. Considérons la suite (an(h))n∈Z définie par :

an := Khχ

(
n− n0
hδ′−1

)
, n ∈ Z

où χ ∈ S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire ;
0 ≤ δ′ < 1 ; et

Kh :=
∥∥∥∥χ

(
n− n0
hδ′−1

)∥∥∥∥
l2(N)

.

2.3.2 Premières propriétés de la suite (an)n

Proposition 2.3.6. La suite (an)n∈Z ∈ l2(Z).

Démonstration. Comme χ ∈ S(R), ils existe (Nh,Mh) ∈N×R∗+ tel que : pour
tout n ≥ Nh ,|an(h)| ≤ Mh

(1+n2)
∈ l2(Z) et ainsi (an(h))n ∈ l2(Z).

Par la suite on va souvent utiliser le résultat classique suivant :
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Lemme 2.3.7. Pour toute fonction f ∈ S(R) et pour tout triplet de scalaire (α, β, γ) ∈
R∗+ × R2 on a la relation de dilatation-changement d’échelle suivante ; pour tout
ζ ∈ R

F

(
f (−αt + β)eiγt

)
(ζ) =

1
α
eiγ

β
α e−2iπζ

β
α F ( f )

(
− ζ

α
+

γ

2πα

)

où la transformée de Fourier est définie par : F( f )(ζ) :=
∫ ∞

−∞
f (t)e−2iπζtdt.

On sait calculer la valeur de la constante de normalisation Kh. On va d’abord
montrer le :

Lemme 2.3.8. Soit une fonction ϕ ∈ S(R) et ε ∈ ]0, 1] ; alors :

∑
l∈Z, |l|≥1

∣∣∣∣ϕ
(
l
ε

)∣∣∣∣ = O(ε∞).

Démonstration. Le premier point est que pour toute fonction ψ ∈ S(R) et pour
tout ε ∈ ]0, 1] nous avons

∑
l∈Z, |l|≥1

∣∣∣∣ϕ
(
l
ε

)∣∣∣∣ = O(1).

Ensuite on applique ceci à la fonction ψ(x) := x2Nϕ(x), où N ∈ N ; et on
obtient alors pour tout entier N ≥ 1 :

∑
l∈Z, |l|≥1

∣∣∣∣ϕ
(
l
ε

)∣∣∣∣ ≤ ε2N ∑
l∈Z

∣∣∣∣ψ
(
l
ε

)∣∣∣∣ = O(ε2N).

D’où le lemme.

Théorème 2.3.9. Nous avons

Kh =
1

h
δ′−1
2
√

F (χ2) (0)
+O (h∞) ;

et ainsi ‖an‖l2(N) = 1+O(h∞).

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson et les deux précédents
lemmes nous avons l’égalité :

∑
n∈Z

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)
= hδ′−1 ∑

l∈Z

F

(
χ2
) (
−lhδ′−1

)

= hδ′−1


F

(
χ2
)

(0) + ∑
l∈Z, |l|≥1

F

(
χ2
) (
−lhδ′−1

)



= hδ′−1F
(

χ2
)

(0) +O (h∞) .
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On va maintenant revenir à l’indexage sur N de la série. Comme χ2 ∈ S(R)
on dispose de :

∀k ∈ N∗, ∃Ck > 0, ∀x ∈ R,
∣∣∣χ2(x)

∣∣∣ ≤ Ck

(1+ |x|)k
;

ensuite on part de l’égalité :

∑
n∈N

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)
= ∑

n∈Z

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)
−

−1
∑

n=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)

= hδ′−1F
(

χ2
)

(0) +O (h∞)−
−1
∑

n=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)
.

Par parité de la fonction χ2 :

−1
∑

n=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′−1

)
=

+∞

∑
n=1

χ2
(
n + n0
hδ′−1

)

≤
+∞

∑
n=1

Ck(
1+ |n+n0|

hδ′−1

)k ≤ Ckh
k(δ′−1)

+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k

et par les théorèmes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on
obtient la majoration :

Ckh
k(δ′−1)

+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k
≤ Ckh

k(δ′−1)
∫ ∞

0

du
(u + n0)k

= hk(δ′−1) Ck

(k− 1)
1

nk−10

.

Maintenant, quand h → 0, on sait que n0 ∼ N
h où N 6= 0, ainsi, quand h → 0

on a :

hk(δ′−1) Ck

(k− 1)
1

nk−10

∼ Ck

Nk−1(k− 1)
hkδ′−1

et par conséquent pour k arbitrairement grand on obtient ∑
−1
n=−∞ χ2

(
n−n0
hδ′−1

)
=

O(h∞). Au final on a bien :

∥∥∥∥χ

(
n− n0
hδ′−1

)∥∥∥∥
2

l2(N)
= hδ′−1F

(
χ2
)

(0) +O (h∞) ;

d’où Kh = 1

h
δ′−1
2
√

F(χ2)(0)
+O (h∞) . Ensuite il suffit de réécrire que

‖an‖2l2(N) = K2
hh

δ′−1
[
F

(
χ2
)

(0) +O(h∞)
]

= 1+O(h∞).
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2.3.3 Découpe de la série

Commençons par une définition :

Définition 2.3.10. On définit les ensembles d’entiers ∆ = ∆(h, E) et Γ =
Γ(h, E) par :

∆ :=
{
n ∈ N, |n− n0| ≤ hδ−1

}
; Γ := N− ∆

où le réel δ ∈ ]0, 1[ vérifie δ′ > δ.

Remarque 2.3.11. Pour h assez petit on a donc que 1 ≪ hδ′−1
< hδ−1, c’est à

dire que l’ensemble ∆ est “plus grand” que la localisation du vecteur initial
(an)n; le lemme suivant illustre parfaitement ceci.

Lemme 2.3.12. Nous avons l’égalité :

∑
n∈Γ

|an|2 = O(h∞).

Démonstration. Partons de :

∑
n∈Γ

|an|2 ≤ ∑
n∈Z, |n−n0|>hδ−1

|an|2.

Ensuite, avec le même argument que dans la preuve du lemme précédent on
montre que pour tout entier N ≥ 1

∑
n∈Z

(
n− n0
hδ′−1

)2N

|an|2 = O(1).

Sans perdre de généralités on peut supposer que n0 = 0. Ensuite écrivons :

∑
n∈Z, |n|>hδ−1

|an|2 = h2N(δ′−1) ∑
n∈Z, |n|>hδ−1

|an|2
(

n
hδ′−1

)2N 1
n2N

≤ h2N(δ′−1)

h2N(δ−1) ∑
n∈Z

|an|2
(

n
hδ′−1

)2N

= O
(
h2N(δ′−δ)

)
.

Ainsi comme δ′ > δ on a bien ∑
n∈Γ

|an|2 = O(h∞).

2.3.4 Stratégie de l’étude dynamique

On va étudier les fonctions de retour r(t) et d’auto-corrélation a(t) en uti-
lisant leurs expressions sous forme de séries de fonctions. Ensuite l’idée est
de simplifier ces séries en utilisant un développement de Taylor des valeurs

propres λn(h) = fh
(
h
(
n + 1

2

))
+O (h∞) . Précisément on fera des dévelop-

pements limités autour, non pas du réel E, mais autour de la valeur propre
λn0(h) la plus proche de E.
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2.4 Période classique et terme principal de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique

2.4.1 Définition d’une échelle de temps spécifique

Dans cette section on fera un développement limité à l’ordre 1 des valeurs
propres : on conservera juste la partie affine de λn(h).

Lemme 2.4.1. Quelque soit n ∈ ∆ et quelque soit t ∈ R nous avons :

tλn(h)
h

=
tλn0(h)

h
+ t (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+O

(
th2δ−1

)
.

Démonstration. Comme pour tout n ∈ N, λn(h) = fh
(
h
(
n + 1

2

))
; en écri-

vant une formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 de la fonction fh autour du

point h
(
n0 + 1

2

)
on a

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+ (n− n0) f ′h

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (n− n0)
2

2
f ′′h (ζ)

avec ζ = ζn,h,E ∈ J. Ensuite on utilise le développement asymptotique de la
fonction fh pour tout n ∈ ∆ et on obtient

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+ (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+O

(
h2δ−1

)
.

D’où le lemme.

Proposition 2.4.2. Soit α un réel vérifiant l’inégalité : α > 1 − 2δ. On a alors
uniformément pour t ∈ [0, hα] :

∑
n∈N

|an|2 e−it
λn(h)

h = ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)

+O
(
hα+2δ−1

)
.

Démonstration. Étudions la différence ε(t) := ε(t, h) définie par

ε(t) :=

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈N

|an|2


e−it
λn(h)

h − e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)



∣∣∣∣∣∣

donc à l’aide des ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire on a pour tout
t ≥ 0

ε(t) ≤

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈∆

|an|2

e−it

λn(h)
h − e

−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)


∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈Γ

|an|2


e−it
λn(h)

h − e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)



∣∣∣∣∣∣
.
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Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion ε(t) :

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈Γ

|an|2

e−it

λn(h)
h − e

−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)


∣∣∣∣∣∣

≤ 2 ∑
n∈Γ

|an|2 = O(h∞)

d’après le lemme 2.3.12. Ensuite pour tout n ∈ ∆ et et pour tout t ∈ [0, hα]
avec le précédent lemme on obtient que :

e−it
λn(h)

h − e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2))
)

= e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
) [

et
h(n−n0)

2

2 f ′′h (ζ) − 1

]
= O

(
hα+2δ−1

)
;

et ainsi pour tout t ∈ [0, hα] nous obtenons
∣∣∣∣∣∣
∑
n∈∆

|an|2

e−it

λn(h)
h − e

−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)


∣∣∣∣∣∣

≤ O
(
hα+2δ−1

)
∑
n∈∆

|an|2 ≤ O
(
hα+2δ−1

)
∑
n∈N

|an|2 = O
(
hα+2δ−1

)

Aufinal, on a,montré que uniformément en t ∈ [0, hα] on a ε(t) = O
(
hα+2δ−1) .

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation dans l’échelle [0, hα] est la série de fonctions :

Définition 2.4.3. Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série de
fonctions

r1 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(

λn0 (h)
h +(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))
)

;

et son module est le même que celui de la série de fonctions :

a1 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−it((n−n0) f
′
0(h(n0+

1
2 ))).

Étudions maintenant cette série en détails :

2.4.2 Périodicité du terme principal en limite semi-classique

Le module du terme principal de la fonction d’auto-corrélation est une
fonction périodique de période 2π

f ′0(h(n0+
1
2 ))

.

Définition 2.4.4. On définit la période classique Tcl = Tcl(h, E) par

Tcl :=
2π

f ′0
(
h
(
n0 + 1

2

)) .
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La période Tcl de l’approximation à l’ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation
quantique correspond géométriquement à la période du flot classique associé,
en effet on a la :

Proposition 2.4.5. Nous avons :

lim
h→0

Tcl = τ(E).

τ(E) désignant la période du flot hamiltonien associé à la fonction symbole p avec une
condition initiale sur la fibre p−1(E).

Démonstration. Partons du fait que pour tout réel x on a

f ′0(x) =
2π

A′(A−1(2πx))
,

ensuite comme A′(y) = τ(y) [Gu-St] on en déduit que Tcl = τ(A−1(2πhn0)).
Puis comme, pour h→ 0 on a l’équivalent

n0 ∼
f−10 (E)

h
,

on obtient alors immédiatement

lim
h→0

Tcl = τ(A−1(2π f−10 (E))) = τ(E).

Remarque 2.4.6. Notons que comme la seule contrainte sur la constante α de
l’échelle spécifique est que α > 1− 2δ, avec δ ∈]0, 1[ ceci autorise donc d’avoir
α < 0 ; et donc d’avoir un choix de α pertinent : pour h assez petit, l’échelle de
temps spécifique d’approximation est plus grande que la période classique,
en effet pour h assez petit on a :

[0, Tcl] ⊂ [0, hα] .

2.4.2.1 Comportement sur une période classique

Étudions donc la fonction a1(t) sur une période [0, Tcl] , on a :

∑
n∈N

|an|2 e−it(n−n0) f
′
0(h(n0+

1
2 )) = ∑

n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl .

Proposition 2.4.7. Pour tout t ≥ 0, on a l’égalité :

∑
n∈Z

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl =

1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))
.

Démonstration. L’ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Considérons la fonction Ωt définie par :

Ωt :





R→ C

x 7→ |ax|2 e−it2π(x−n0) 1
Tcl
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où t ∈ R, et ax est, rappelons le, la fonction définie par :

ax =
1

√
F (χ2) (0)h

δ′−1
2

χ

(
x− n0
hδ′−1

)
.

Clairement Ωt ∈ S(R), calculons donc F (Ωt) sa transformée de Fourier ; on
obtient avec le lemme 2.3.7 que quel que soit ζ ∈ R

F (Ωt) (ζ) =
1

F (χ2) (0)
e−2iπn0ζF

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
ζ +

t
Tcl

))
.

Maintenant avec l’égalité de Poisson appliquée à la fonction Ωt on obtient :

∑
n∈Z

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl =

1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))
.

Pour comprendre la fonction a1(t) on va donc s’intéresser à la nouvelle
série de fonctions :

t 7→ 1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))
.

On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance à l’infini de la fonction
F
(
χ2) ∈ S(R) que les termes prépondérants dans la série correspondent aux

indices l tels que
(
l + t

Tcl

)
soit le plus proche de zéro. Précisons cela avec une

définition et un théorème.

Définition 2.4.8. Pour tout t ∈ R, on définit l’entier l(t) = l(t, h, E) comme
étant l’entier le plus proche du réel − t

Tcl
; on note alors par d (t, TclZ) la dis-

tance entre le réel t et le réseau TclZ.

Remarque 2.4.9. Quitte à modifier le paramètre h, donc quitte à modifier la
valeur de Tcl, on supposera que l’entier l(t) est unique. Par ailleurs pour tout
l ∈ Z tel que l 6= l(t) on a : ∣∣∣∣l +

t
Tcl

∣∣∣∣ ≥
1
2
.

On aura besoin du :

Lemme 2.4.10. Soit une fonction ϕ ∈ S(R) et ε ∈ ]0, 1] ; alors uniformément pour
u ∈ R nous avons

∑
l∈Z, |l+u|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u

ε

)∣∣∣∣ = O(ε∞).

Démonstration. On montre facilement qu’uniformément pour u ∈ R

∑
l∈Z, |l+u|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u

ε

)∣∣∣∣ = O(1).
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Ecrivons ensuite que

∑
l∈Z, |l+u|≥ 1

2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u

ε

)∣∣∣∣ = ∑
l∈Z, |l+u|≥ 1

2

(
l + u

ε

)2N ∣∣∣∣ϕ
(
l + u

ε

)∣∣∣∣
ε2N

(l + u)2N

≤ ε2N4N ∑
l∈Z

(
l + u

ε

)2N ∣∣∣∣ϕ
(
l + u

ε

)∣∣∣∣ .

Ensuite on applique ceci à la fonction ψ(x) := x2Nϕ(x) pour conclure.

Théorème 2.4.11. On a uniformément pour tout t ∈ R :

∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl =

1
F (χ2) (0)

F

(
χ2
) (
−hδ′−1d (TclZ, t)

)
+O(h∞).

Démonstration. On va commencer parmontrer ce résultat avec la série indexée
sur Z : or d’après la précédente proposition on a :

∑
n∈Z

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl =

1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))

=
1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
) (
−hδ′−1d (t, TclZ)

)
+

1
F (χ2) (0) ∑

l 6=l(t)

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))
.

Avec le lemme précédent on a

∑
l 6=l(t)

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))
= O(h∞)

On va maintenant montrer le résultat avec la série indexée sur N. On part de
l’égalité

∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl = ∑

n∈Z

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl −

−1
∑

n=−∞

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl

qui avec la proposition 2.4.7 se réécrit aussi

∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl =

1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))

−
−1
∑

n=−∞

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl .

Ainsi
∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl − 1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
) (
−hδ′−1d (TclZ, t)

)∣∣∣∣∣

est, par inégalité triangulaire, majorée par

≤ ∑
l 6=l(t)

∣∣∣∣
1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
)(
−hδ′−1

(
l +

t
Tcl

))∣∣∣∣+
+∞

∑
n=1
|a−n|2 .

Par définition de la suite (an)n on a aussi que (voir preuve du théorème 2.3.9)
∑

+∞
n=1 |a−n|

2 = O(h∞).
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Finissons par un corollaire d’affinage qui explique le comportement de la
fonction d’auto-corrélation sur une période classique Tcl. Le résultat suivant
montre que le graphe de la fonction d’auto-corrélation est très “piquée” sur la
valeur 1 autour de la période classique.

Corollaire 2.4.12. Nous avons que :
(i) pour t ∈ TclZ ; c’est à dire : d (TclZ, t) = 0; on a

∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl = 1;

(ii) pour tout ε > 0 tel que ε < 1− δ
′
et pour t tel que d (TclZ, t) > h1−δ′−ε, on a

∑
n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl = O(h∞).

Démonstration. Le premier point découle directement du précédent théorème.

Pour le second point : si
∣∣∣−hδ′−1

(
l + t

Tcl

)∣∣∣ > h−ε on a donc :

∣∣∣∣F
(

χ2
)(
−hδ′−1

(
l(t) +

t
Tcl

))∣∣∣∣ ≤
Bk(

1+
∣∣∣−hδ

′−1d (TclZ, t)
∣∣∣
)k

≤ Bk

(1+ h−ǫ)k

Ceci étant vrai quel que soit l’entier k; le second point est démontré.

2.4.3 Comparaison de la période classique avec l’échelle hα

Rappelons que δ ∈]0, 1[, et que α doit vérifier : α > 1− 2δ , on peut donc
choisir α tel que

−1 < α < 0

ce qui permet, pour h assez petit d’avoir les inclusions :

[0, Tcl] ⊂ [0, hα] .

2.5 Terme d’ordre deux de la fonction d’auto-corrélation en
limite semi-classique

On va utiliser la même démarche que dans l’étude précédente : on va trou-
ver une échelle de temps sur laquelle on peut simplifier la fonction d’auto-
corrélation dans un régime semi classique. Dans cette section on fera un déve-
loppement limité à l’ordre 2 : on conservera les parties affine et quadratique
de λn(h).
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2.5.1 Définition d’une nouvelle échelle de temps spécifique

Lemme 2.5.1. Quelque soit n ∈ ∆ et quelque soit t ∈ R nous avons :

tλn(h)
h

=

tλn0(h)
h

+ t (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ th

(n− n0)
2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+O

(
th3δ−1

)
.

Démonstration. On écrit une formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 de la fonc-

tion fh autour du point h
(
n0 + 1

2

)
on a :

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+(n− n0) f ′h

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (n− n0)
2

2
f ′′h

(
h
(
n0 +

1
2

))

+h2
(n− n0)

3

6
f (3)h (ζ)

avec ζ = ζn,h,E ∈ J. Ensuite on utilise à nouveau le développement asympto-
tique de la fonction fh : on a alors que pour tout n ∈ ∆,

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+(n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (n− n0)
2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))

+O
(
h3δ−1

)
.

Notation 2.5.2. On notera par Q2(X) = Q2(h, E,X) le polynôme de R2[X]
donné par :

Q2(X) :=
λn0(h)

h
+(X− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (X− n0)
2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
.

De sorte que λn(h)
h = Q2(n) +O

(
h3δ−1) .

Proposition 2.5.3. Soit β un réel vérifiant l’inégalité : β > 1 − 3δ. On a alors
uniformément en t ∈

[
0, hβ

]

∑
n∈N

|an|2 e−it
λn(h)

h = ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n) +O
(
hβ+3δ−1

)
.

Démonstration. Étudions la différence ε(t) := ε(t, h) définie par

ε(t) :=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−it
λn(h)

h − ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n)

∣∣∣∣∣ .

Ainsi à l’aide des ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire, pour tout t ≥ 0
on a

ε(t) ≤
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−it
λn(h)

h − ∑
n∈∆

|an|2 e−itQ2(n)

∣∣∣∣∣+ 2 ∑
n∈Γ

|an|2 .
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Étudions donc le terme de gauche de la précédente inégalité :
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−it
λn(h)

h − ∑
n∈∆

|an|2 e−itQ2(n)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2
(
e−it

λn(h)
h − e−itQ2(n)

)∣∣∣∣∣

et comme pour tout n ∈ ∆ et que que soit t ∈ [0, hβ
]

e−it
λn(h)

h − e−itQ2(n) = e−itQ2(n)

[
eth

2 (n−n0)
3

6 f (3)h (ζ) − 1

]

on a alors pour tout t ∈ [0, hβ
]

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2
(
e−it

λn(h)
h − e−itQ2(n)

)∣∣∣∣∣ ≤ O
(
hβ+3δ−1

)
∑
n∈∆

|an|2

≤ O
(
hβ+3δ−1

)
∑
n∈N

|an|2 = O
(
hβ+3δ−1

)
.

Au final, on amontré que uniformément en t ∈ [0, hβ
]
on a ε(t) = O

(
hβ+3δ−1) .

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation dans l’échelle

[
0, hβ

]
est la série de fonctions :

Définition 2.5.4. L’approximation à l’ordre 2 de la fonction de retour semi-
classique r(t) est la série de fonctions :

r2 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n)

et son module est le même que celui de la série de fonctions :

a2 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(
h(n−n0) f ′0(h(n0+ 1

2 ))+
h2(n−n0)

2

2 f ′′0 (h(n0+
1
2 ))

)

.

2.5.2 Théorème de pleine renaissance

On va mettre en évidence une nouvelle période, bien plus grande que
la période classique, où l’on trouve des phénomènes particuliers purements
quantiques. Commençons par des notations relatives à la période renaissance :

Définition 2.5.5. On définit la période renaissance Tren = Tren(h, E) par

Tren :=
4π

h f ′′0
(
h
(
n0 + 1

2

))

et on notera par Nh = N(h, E) la partie entière de la division euclidienne de
Tren par Tcl

Nh := E
[
Tren
Tcl

]
∈ N.
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De sorte que par division euclidienne : il existe un unique Θh ∈ [0, 1[ tel que :

Tren
Tcl

= Nh + Θh.

Et ainsi

a2(t) = ∑
n∈N

|an|2 e−2iπt
(
(n−n0) 1

Tcl
+(n−n0)2 1

Tren

)

.

Théorème 2.5.6. Avec les précédentes notations nous avons :
(i) Si Θh = 0, alors pour tout t ∈ R :

a2(t + NhTcl) = a2(t + Tren) = a2(t).

(ii) Si Θh ∈]0, 1[, alors pour tout t ∈ R :

a2(t + Tren) = a2(t) +O(h2δ−1).

Démonstration. Comme Tren = TclNh + TclΘh, on a pour tout t ∈ R

a2(t+ NhTcl) = ∑
n∈N

|an|2 e−2iπ
t+NhTcl

Tcl
(n−n0)e−2iπ

(t+Tren−TclΘh)
Tren

(n−n0)2

= ∑
n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

(t−TclΘh)
Tren (n−n0)2 .

Donc si on suppose que Θh = 0 on obtient bien sur que :

a2(t+ NhTcl) = a2(t).

Maintenant si on suppose que Θh ∈]0, 1[, étudions la différence :|a2(t + NhTcl)− a2(t)|.
Or par définition pour tout t ∈ R on a

|a2(t+ NhTcl)− a2(t)|

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

t
Tren (n−n0)2

(
e2iπΘh

Tcl
Tren (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣

puis en partitionnant N avec ∆ et Γ, et par inégalité triangulaire :

≤
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

t
Tren (n−n0)2

(
e2iπΘh

Tcl
Tren (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

t
Tren (n−n0)2

(
e2iπΘh

Tcl
Tren (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣ .

Majorons le premier terme : or quel que soit n ∈ ∆ nous avons que

Tcl
Tren

(n− n0)
2 ≤ Mh2δ−1

où M > 0, ainsi quand h→ 0, on obtient que quel que soit n ∈ ∆ :

e2iπΘh
Tcl
Tren (n−n0)2 = 1+O

(
h2δ−1

)
.
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Donc il existe C > 0 telle que pour tout t ∈ R+

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

t
Tren

(n−n0)2
(
e2iπΘh

Tcl
Tren

(n−n0)2 − 1
)∣∣∣∣∣

≤ Ch2δ−1 ∑
n∈∆

|an|2 ≤ Ch2δ−1 ∑
n∈N

|an|2 = O(h2δ−1).

Ensuite pour le second terme :
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
(n−n0)e−2iπ

t
Tren

(n−n0)2
(
e2iπΘh

Tcl
Tren

(n−n0)2 − 1
)∣∣∣∣∣

≤ ∑
n∈Γ

2 |an|2 = O(h∞)

ce qui achève la démonstration.

Remarque 2.5.7. Nous avons quand h→ 0 que :

NhTcl
Tren

=
Tren −ΘhTcl

Tren
= 1− ΘhTcl

Tren
→ 1

ainsi NhTcl ∼ Tren quand h → 0. On a aussi l’équivalence, quand h → 0,
Nh ∼ K

h où K > 0.

La proposition précédente montre que t 7→ a2(t), est, modulo O
(
h2δ−1),

périodique, avec une période équivalente, quand h → 0 à Tren. C’est ce qu’on
appellera le phénomène de pleine renaissance (voir annexe).

2.5.3 Théorème de renaissances fractionnaire

On va s’intéresser à ce qui se passe sur des temps proches de p
q Tren où p

q
sera un nombre rationnel. Commecons par quelques préliminaires :

2.5.3.1 Préliminaires arithmétiques

Notation 2.5.8. Pour tout couple (p, q) ∈ Z×N∗, on considère la suite (σh(p, q))
indexée sur Z :

(σh(p, q))n := e−2iπ
p
q (n−n0)2 , n ∈ Z.

La périodicité de cette suite est caractérisée par la :

Proposition 2.5.9. Quel que soit le couple d’entiers (p, q) ∈ Z ×N∗, la suite
(σh(p, q))n est l-périodique si et seulement si l’entier l est solution de l’équation sui-
vante :

∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
≡ 0 (mod 1).

Démonstration. C’est évident : en effet, une fois le couple (p, q) ∈ Z×N∗ fixé,
pour tout entier relatif n nous avons :

(σh(p, q))n+l = (σh(p, q))n
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⇔ ∀n ∈ Z,
p
q
(n− n0 + l)2 ≡ p

q
(n− n0)

2 (mod 1)

⇔ ∀n ∈ Z,
2pl
q

(n− n0) +
pl2

q
≡ 0 (mod 1).

Ce qui montre la proposition.

Maintenant on va résoudre cette équation :

Proposition 2.5.10. Supposons que les entiers p et q sont premiers entre eux ; alors
l’ensemble E des solutions l de l’équation :

∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
≡ 0 (mod 1)

est caractérisé par :
(i) si q impair alors E = {qZ} ;
(ii) si q pair et q

2 impair alors E = {qZ} ;
(iii) si q pair et q

2 pair alors E =
{ q
2Z
}
.

Démonstration. Déjà notons bien que dans les trois cas le fait d’êtremultiple de
q est une condition suffisante pour être solution de l’équation ; voyons main-
tenant les conditions nécessaires. Par définition nous avons :

l ∈ E ⇔ ∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
≡ 0 (mod 1)

⇔ ∀m ∈ Z, q|(2plm+ pl2);

et comme p ∧ q = 1, par le lemme de Gauss, nous avons donc

l ∈ E ⇔ ∀m ∈ Z, q|(2lm+ l2).

Soit maintenant l un entier solution de E ; d’une part on a en particulier (en
prenant m = 0) que q|l2, ainsi il existe α ∈ Z tel que l2 = αq. D’autre part,
comme pour tout m ∈ Z on a q|(2lm + l2), on en déduit que quel que soit
m ∈ Z, il existe βm ∈ Z vérifiant l’égalité 2lm + l2 = βmq ; ainsi comme
l2 = αq, nous avons alors pour tout m ∈ Z l’égalité 2lm + αq = βmq. En
particulier avec m = 1 on déduit que :

2l = (β1 − α)q.

• Si q est impair : alors β1 − α est pair ; et donc l =
(β1 − α)

2︸ ︷︷ ︸
∈Z

q, ainsi q|l,

d’où E = {qZ}.
• Si q est pair : alors l = (β1 − α)

q
2 ; donc

q
2 |l. Ecrivons que l = k q

2 avec
k ∈ Z, alors :

∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
= kpm+

pk2q
4

.

Ainsi comme

∀m ∈ Z, kpm+
pk2q
4
∈ Z ⇔ pk2q

4
∈ Z
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⇔ pk2q ∈ 4Z.

Et comme p impair, on a finalement, avec l = k q
2 que :

∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
∈ Z⇔ k2q ∈ 4Z.

Distinguons alors deux autres sous cas :
• Si q

2 est impair : alors k2q ∈ 4Z ⇔ k2 est pair, donc équivalent à k pair,
ainsi l = k q

2 est un multiple de q, d’où E = {qZ}.
• Si q

2 est pair : alors q = 4q′ où q′ ∈ Z∗, donc quel que soit k ∈ Z; k2q =

k24q′ ∈ 4Z , d’où E =
{ q
2Z
}
.

Remarque 2.5.11. Dans le cas où les entiers p et q ne sont pas premiers entre
eux, la proposition précédente reste vraie et applicable, il suffit de réduire p et
q : prendre p

p∧q et
q

p∧q à la place des entiers p et q.

Maintenant pour une période l fixée, munissons l’ensemble des suite l-
périodiques à valeurs complexes d’une structure hermitienne de la façon sui-
vante :

Définition 2.5.12. Pour un entier l∈ Z∗ fixé ; on définit Sl(Z) l’ensemble des
suites périodiques de période l par :

Sl(Z) :=
{
un ∈ CZ; ∀n ∈ Z, un+l = un

}
.

On a alors la :

Proposition 2.5.13. L’application :

〈 , 〉Sl
:





Sl(Z)2 → C

(u, v) 7→ 〈u, v〉Sl
:= 1
|l|

|l|−1
∑
k=0

ukvk

munie Sl(Z) d’une structure hermitienne de dimension l.

Démonstration. Il est évident que Sl(Z) est un C−espace vectoriel de dimen-
sion |l| ; il suffit juste de vérifier que 〈 , 〉Sl

est bien un produit scalaire hermi-
tien ; ceci est classique et immédiat.

Proposition 2.5.14. En notant par φk
n := e−

2iπkn
l où (k, n) ∈ Z2 ; la famille{(

φk
n

)
n∈Z

}

k=0...l−1
est une base orthonormée de Sl(Z).

Démonstration. Avec l > 0, la famille
{(

φk
n

)
n∈Z

}

k=0...l−1
est clairement une

famille formée de l vecteurs non nuls de Sl(Z), ensuite pour tout couple
(p, q) ∈ {0...l− 1}2 calculons le produit scalaire de φp et de φq :

〈φp, φq〉Sl
=

1
l

l−1
∑
k=0

φ
p
k φ

q
k =

1
l

l−1
∑
k=0

(
e
2iπ(q−p)

l

)k

= δp,q.

Donc
{(

φk
n

)
n∈Z

}

k=0..l−1
est bien une base orthonormée de Sl(Z).
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2.5.3.2 Le principal théorème

Maintenant énonçons le théorème sur les renaissances fractionnaires :

Théorème 2.5.15. Pour tout couple (p, q) ∈ Z ×N∗ tels que p ∧ q = 1 ; il existe

une famille de l nombre complexes dépendant du paramètre h ;
(
b̃k(l)

)
k∈{0...l−1}

où

l’entier l ∈ Z est solution de l’équation de la proposition 2.5.10 ; tels que pour tout
t ∈ [0, hα] on ait l’égalité :

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)
=

l−1
∑
k=0

b̃k(l)a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))
+O(h2δ−1).

Les coefficients b̃k(l) sont nommés coefficients fractionnaires, et sont donnés par : quel
que soit k ∈ {0...l− 1}

b̃k(l) = e−
2iπkn0

l bk(l)

où

bk(l) = bk(h, l) =
〈

σh(p, q), φ
k
〉

Sl
=

1
l

l−1
∑
n=0

e−2iπ
p
q (n−n0)2e−

2iπkn
l .

En outre en supposant de plus que Tren
Thyp
∈ Q, on a alors l’égalité stricte :

a2

(
t +

p
q
Tren

)
=

l−1
∑
k=0

b̃k(l)a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))
.

Démonstration. Pour plus de commodité pour l’écriture, posons ñ := n− n0.
Soit aussi l ∈ Z solution de l’équation de l’énoncé. Ainsi d’une part nous
avons

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)
= ∑

n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
ñ
e−2iπ

t
Tren

ñ2e−2iπ
p
q ñNh e−2iπ

p
q
NhTcl
Tren

ñ2 .

Alors comme Tren = NhTcl + ΘhTcl on a :

e−2iπ
p
q
NhTcl
Tren

ñ2
= e−2iπ

p
q ñ

2
e2iπ

p
q

ΘhTcl
Tren

ñ2

et que clairement par définition de l’entier l, la suite e−2iπ
p
q ñ

2
= e−2iπ

p
q (n−n0)2 ∈

Sl(Z) ; ainsi on peut décomposer demanière unique la suite
(
e−2iπ

p
q (n−n0)2

)
n

sur la base orthonormée
(

φk
)

k∈{0...l−1}
de Sl(Z) :

e−2iπ
p
q ñ

2
= e−2iπ

p
q (n−n0)2 =

l−1
∑
k=0

〈
σh(p, q), φ

k
〉

Sl
φk
n =

l−1
∑
k=0

bk(l)e
−2iπ k

l n.

Par conséquent

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)

= ∑
n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
ñ
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e−2iπ

p
q ñNh

(
l−1
∑
k=0

bk(l)e
−2iπ k

l n

)
e2iπ

p
q

ΘhTcl
Tren ñ2
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= ∑
n∈N

l−1
∑
k=0

bk(l) |an|2 e
−2iπ t

Tcl
ñ
e−2iπ

t
Tren

ñ2e−2iπ
p
q ñNhe−2iπ

k
l ne2iπ

p
q

ΘhTcl
Tren ñ2 .

D’autre part

a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))
= ∑

n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
ñ
e−2iπ

k
l ñe−2iπ

p
q Nhñ

d’où
l−1
∑
k=0

b̃k(l)a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))

=
l−1
∑
k=0

e−
2iπkn0

l bk(l) ∑
n∈N

|an|2 e−2iπ
t

Tcl
ñ
e−2iπ

k
l ñe−2iπ

p
q Nhñ

= ∑
n∈N

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

k
l ne−2iπ

p
q Nhñ.

Ainsi ∣∣∣∣∣a2
(
t +

p
q
NhTcl

)
−

l−1
∑
k=0

b̃k(l)a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q Nh ñe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e+2iπ p

q
ΘhTcl
Tren ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣ ;

puis en partionnant N avec ∆ et Γ au niveau de la première série, et par in-
égalité triangulaire on a :

≤
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q ñNhe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren

ñ2e+2iπ p
q

ΘhTcl
Tren

ñ2 − 1
)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∑n∈∆

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q ñNh e−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren

ñ2e+2iπ p
q

ΘhTcl
Tren

ñ2 − 1
)∣∣∣∣∣ .

Majorons la première somme :
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q ñNhe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren

ñ2e+2iπ p
q

ΘhTcl
Tren ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣

≤ 2

(

∑
n∈Γ

|an|2
)(

l−1
∑
k=0
|bk(l)|

)
= O(h∞).

Ensuite pour la seconde somme, examinons le terme :

e−2iπ
t

Tren
ñ2e+2iπ p

q
ΘhTcl
Tren ñ2

= e
−2iπ

(
t+ΘhTcl

p
q

)
1

Tren ñ
2
.

Or quel que soit n ∈ ∆ et pour tout t ∈ [0, hα] on a qu’il existe C > 0 telle que

∣∣∣∣
(
t + ΘhTcl

p
q

)
(n− n0)2

Tren

∣∣∣∣ ≤ C
(
hα+2δ−1 + h2δ−1

)
≤ 2Chα+2δ−1.
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Ainsi pour tout t ∈ [0, hα]

∣∣∣∣∣∑n∈∆

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q ñNhe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e+2iπ p

q
ΘhTcl
Tren ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣

≤ O(hα+2δ−1) ∑
n∈∆

|an|2 ≤ O(hα+2δ−1)
+∞

∑
n=0
|an|2 = O

(
hα+2δ−1

)
.

Ensuite dans le cas particulier où t = 0 et Tren
Tcl
∈ Q alors Θh = 0 et on ob-

tient alors immédiatement l’égalité stricte proposée en fin d’énoncé, d’où le
théorème.

Corollaire 2.5.16. Nous avons l’égalité ∑
l−1
k=0 |bk|

2 = 1.

Démonstration. C’est simple : comme bk(l) =
〈

σh(p, q), φk
〉

Sl
et que

(
φk
)

k∈{0...l−1}
est

une base orthonormée Sl(Z) avec l’égalité de Parseval nous obtenons que
1
l ∑

l−1
k=0 |bk(l)| = ‖σh(p, q)‖

2
Sl

= 1.

Examinons deux cas particulier du théorème : le cas où p
q = 1 et le cas où

p
q = 1

2 .

Corollaire 2.5.17. Avec les mêmes notations qu’au précédent théorème ;
(i) pour tout t ∈ [0, hα]

a2(t + NhTcl) = a1(t) +O
(
hα+2δ−1

)
;

(ii) pour tout t ∈ [0, hα]

a2

(
t +

NhTcl
2

)
= a1

(
t +
(
Nh + 1

2

)
Tcl

)
+O

(
hα+2δ−1

)
;

en particulier si Nh est impair, alors :

a2

(
t +

NhTcl
2

)
= a1(t) +O

(
hα+2δ−1

)

et si Nh est pair, alors :

a2

(
t +

NhTcl
2

)
= a1

(
t +

Tcl
2

)
+O

(
hα+2δ−1

)
.

Démonstration. Commençons par le cas (i) : ici p = 1, q = l = 1 donc par le
précédent théorème on a l’égalité (valable pour tout t ∈ [0, hα]) suivante :

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)
= b̃0(1)a1 (t + TclNh) +O

(
hα+2δ−1

)

= b̃0(1)a1(t) +O
(
hα+2δ−1

)
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et b0(1) = 1
1 e
−2iπn20 = 1, donc et b̃0(1) = 1. Ensuite pour le second cas , on a

que p = 1, q = l = 2 et par conséquent

a2

(
t+

p
q
NhTcl

)
=

b̃0(2)a1

(
t +

TclNh

2

)
+ b̃1(2)a1

(
t + Tcl

(
1
2

+
Nh

2

))
+O

(
hα+2δ−1

)
.

Calculons ensuite les coefficients :

b0(2) =
1
2
e−2iπ

1
2 n0

2
+

1
2
e−2iπ

1
2 (1−n0)2 = 0

donc b̃0(2) = 0. Ensuite :

b1(2) =
1
2
e−2iπ

1
2 n

2
0e

2iπ0
2 +

1
2
e−2iπ

1
2 (1−n0)2e

2iπ
2

=
1
2

(
e−iπn02 + (−1)e−iπ(n0−1)2

)
= (−1)n0

et donc b̃1(2) = e−iπn0(−1)n0 = 1. Enfin la discussion suivant la parité de
Nh vient directement de la propriété de Tcl-périodicitée de la fonction t 7→
a1(t).

2.5.4 Comparaison des échelles de temps d’approximation,
classique et de renaissances

Rappelons que
(

δ
′
, δ
)
∈]0, 1[2, avec δ

′
> δ, et que les échelles de temps

d’approximation données par les coefficients α et β doivent vérifier : α > 1−
2δ et β > 1− 3δ, on peut donc choisir les coefficients α et β tels que :

β < −1 < α < 0

ce qui permet, pour h assez petit d’avoir les inclusions :

[0, Tcl] ⊂ [0, hα] ⊂
[
0,

pTren
q

]
⊂ [0, Tren] ⊂

[
0, hβ

]
.

2.6 Calcul explicite du module des coefficients de
renaissance

2.6.1 Quelques remarques préliminaires

Concernant les coefficients b̃k(l) du théorème de renaissances, on sait juste
l−1
∑
k=0

∣∣∣b̃k(l)
∣∣∣
2

= 1. Mais on peut mieux faire ; en effet on va donner une formule

pour calculer le module de chacun des coefficients b̃k(l). D’après la proposi-
tion 2.5.10, il y a deux cas à traiter : le premier cas où l = q et l’autre cas où
l = q

2 . On se propose donc de calculer :

∣∣∣b̃k(l)
∣∣∣ = |bk(l)| =

∣∣∣∣∣
1
l

l−1
∑
n=0

e−2iπ
p
q (n−n0)2e

2iπkn
l

∣∣∣∣∣
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pour tout entier k ∈ {0...l− 1}. On supposera pour la suite que les entiers p
et q sont premiers entre eux. Notons bien que pour faire le calcul de |bk(l)| on
peut supposer que l’entier n0 est nul, en effet :

Proposition 2.6.1. Pour tout k ∈ {0...l− 1}

|bk(l)| =
1
l

∣∣∣∣∣ ∑
m∈Z/lZ

e−2iπ
p
qm

2
e
2iπkm

l

∣∣∣∣∣ .

Démonstration. On part de
∣∣∣b̃k(l)

∣∣∣ = |bk(l)| ; ainsi pour tout k ∈ {0...l− 1}

∣∣∣b̃k(l)
∣∣∣ =

1
l

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Z/lZ

e−2iπ
p
q (n−n0)2e

2iπkn
l

∣∣∣∣∣

=
1
l

∣∣∣∣∣ ∑
m∈Z/lZ

e−2iπ
p
qm

2
e
2iπk(m+n0)

l

∣∣∣∣∣ =
1
l

∣∣∣∣∣ ∑
m∈Z/lZ

e−2iπ
p
qm

2
e
2iπkm

l

∣∣∣∣∣ .

D’où la formule.

2.6.2 Cas où on choisit l = q

Définition 2.6.2. Pour q ∈ N∗fixé, on notera par χ le caractère suivant :

χ :





Z/qZ →֒ C∗

a 7→ e−2iπ
a
q .

On a alors que

Proposition 2.6.3. Pour tout entier k ∈ {0...q− 1} nous avons :

|bk(q)|2 =
1
q2 ∑

(x,y)∈(Z/qZ)2
χ (p(x− y)(x + y)− k(x− y)) .

Démonstration. C’est calculatoire, écrivons simplement que

|bk(q)|2 =
1
q2

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Z/qZ

e−2iπ
p
q n

2
e
2iπkn

q

∣∣∣∣∣

2

=
1
q2

(

∑
x∈Z/qZ

e−2iπ
p
q x

2
e
2iπkx

q

)(

∑
y∈Z/qZ

e−2iπ
p
q y

2
e
2iπky

q

)

=
1
q2

(

∑
x∈Z/qZ

χ(px2 − kx)

)(

∑
y∈Z/qZ

χ(−py2 + ky)

)

=
1
q2 ∑

(x,y)∈(Z/qZ)2

(
χ(px2 − kx)

) (
χ(−py2 + ky)

)

=
1
q2 ∑

(x,y)∈(Z/qZ)2
χ (p(x− y)(x + y)− k(x− y)) .

Ce qui donne bien la formule proposée.
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Au vu de cette formule, on a envie d’effectuer le changement d’indice z =
x− y et t = x + y ; précisons cela :

Notation 2.6.4. Soit ϕ le morphisme de module suivant :

ϕ :





(Z/qZ)2 → (Z/qZ)2

(x, y) 7→ (x− y, x + y).

Nous avons alors que :

Proposition 2.6.5. L’application ϕ est un automorphisme de (Z/qZ)2 si et seule-
ment si q est impair.

Démonstration. Il suffit par exemple d’écrire la matrice de ϕ dans la base ca-
nonique ; celle ci s’écrit :

A =

(
1 −1
1 1

)
∈ M2 (Z/qZ)

donc ϕ est inversible si et seulement si det(A) ∈ (Z/qZ)× ; c’est à dire si et
seulement si 2 ∈ (Z/qZ)×. Comme (Z/qZ)× = {k ∈ Z, k ∧ q = 1}, on en
déduit que ϕ inversible si et seulement si 2 ∧ q = 1 ce qui équivaut à dire que
q est impair.

Pour le calcul des coefficients, distinguons alors deux cas, suivant la parité
de l’entier q.

2.6.2.1 Cas où q est impair

C’est donc le cas où ϕ est un automorphisme de (Z/qZ)2 ; on arrive alors
au :

Théorème 2.6.6. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p∧ q = 1 et q impair,
alors nous avons pour tout k ∈ {0...q− 1} :

|bk(q)|2 =
1
q
.

Démonstration. Dans ce cas là, ϕ est un automorphisme de (Z/qZ)2 ; on a
donc que :

∑
(x,y)∈(Z/qZ)2

χ (p(x− y)(x + y)− k(x− y)) = ∑
(z,t)∈(Z/qZ)2

χ (pzt− kz)

= ∑
t∈Z/qZ

(

∑
z∈Z/qZ

χ ((pt− k)z)

)
.

Or comme

∑
z∈Z/qZ

χ ((pt− k)z) =





q si pt− k ≡ 0 [q]

0 sinon
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on a donc que

∑
t∈Z/qZ

(

∑
z∈Z/qZ

χ ((pt− k)z)

)
= q.Card ({t ∈ Z/qZ, pt− k ≡ 0 [q]}) .

Ensuite comme p ∧ q = 1, p est alors inversible modulo q, donc pt − k ≡
0 [q]⇔ t ≡ p−1k [q] ; de là on voit que Card ({t ∈ Z/qZ, pt− k ≡ 0 [q]}) = 1 ;
ainsi au final quel que soit k ∈ {0...q− 1} on a :

|bk(q)|2 =
1
q2

q =
1
q
.

Ce qui établit une formule pour le cas impair.

2.6.2.2 Cas où q est pair

Dans ce cas là, ϕ n’est plus inversible, cependant comme le changement
d’indice apparaît explicitement dans la formule de la proposition 2.6.3, en
sommant seulement sur l’image dumorphisme ϕ, et enmultipliant cette somme
par le nombre d’antécédents de chaque élément, c’est à dire par la cardinalité
du noyau de ϕ, on arrive alors à déterminer la valeur du module des coeffi-
cients de renaissance, en effet :

Théorème 2.6.7. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p ∧ q = 1 et q pair ;
nous avons pour tout k ∈ {0..q− 1}

si
q
2
est pair, alors |bk(q)|2 =





2
q si k est pair

0 sinon;

si
q
2
est impair, alors |bk(q)|2 =






0 si k est pair

2
q sinon.

Démonstration. D’une part, comme p ∧ q = 1, avec q pair ; p est alors impair,
d’autre part nous avons aussi que p ∧ q

2 = 1. D’après la proposition 2.6.3

|bk(q)|2 =
1
q2 ∑

(x,y)∈(Z/qZ)2
χ (p(x− y)(x + y)− k(x− y))

=
1
q2 ∑

(x,y)∈(Z/qZ)2
χ (pπ1(ϕ(x, y))π2(ϕ(x, y))− kπ1(ϕ(x, y)))

où π1 et π2 désignent respectivement les projections sur les deux coordonnées
de (Z/qZ)2 ; de là, on a l’égalité :

∑
(x,y)∈(Z/qZ)2

χ (pπ1(ϕ(x, y))π2(ϕ(x, y))− kπ1(ϕ(x, y)))

= Card (ker(ϕ)) ∑
(z,t)∈(Im(ϕ))2

χ (pzt− kz) .
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Maintenant déterminons l’image du morphisme ϕ : si (z, t) ∈ Im(ϕ), alors il
existe (x, y) ∈ (Z/qZ)2 tel que z = x − y et t = x + y, ce qui implique que
z + t = 2x, ainsi z + t est pair dans Z/qZ. Réciproquement, soit un couple
(z, t) ∈ (Z/qZ)2 tel que z + t soit pair dans Z/qZ, alors z et t sont de même
parité. Si z et t sont pairs, alors z et t peuvent s’écrire z = 2i et t = 2j, ainsi
en prenant x = i + j et y = −i + j on a z = x− y et t = x + y. Si maintenant
z et t sont impairs alors z et t s’écrivent z = 2i + 1 et t = 2j + 1, donc avec
x = i + j + 1 et y = −i + j, on a encore bien que z = x− y et t = x + y. Donc
le couple (z, t) s’écrit comme élément de l’image du morphisme ϕ ; ainsi au
final :

Im(ϕ) =
{

(z, t) ∈ (Z/qZ)2 , z + t pair
}
.

Notons bien alors que Card (Im(ϕ)) = q2

2 , ainsi comme (Z/qZ)2 / ker(ϕ) ≃
Im(ϕ), on a Card (ker(ϕ)) = 2. En écrivant que

Im(ϕ) =
{
(z, t) ∈ (Z/qZ)2 , z + t pair

}

=
{

(z, t) ∈ (Z/qZ)2 , (z, t) pairs
}

∐
{
(z, t) ∈ (Z/qZ)2 , (z, t) impairs

}

nous obtenons

∑
(z,t)∈Im(ϕ)

χ (pzt− kz) = ∑
(z,t)∈(Z/qZ)2

χ (pzt− kz) + ∑
(z,t)∈(Z/qZ)2

χ (pzt− kz) ;

(z, t) pairs (z, t) impairs

posons alors

Σp := ∑
t∈Z/qZ

∑
z∈Z/qZ

χ (pzt− kz) ;

t pair z pair

Σi := ∑
t∈Z/qZ

∑
z∈Z/qZ

χ (pzt− kz) .

t impair z impair

Traitons d’abord le cas particulier où q = 2 ; ainsi p est impair (car on a sup-
posé que p ∧ q = 1) :

|bk(2)|2 =
1
2

(
Σp + Σi

)

avec ici Σp = χ(0) = 1 et Σi = χ(p− k) = e−iπ(p−k) et comme p est impair
Σi = −e−iπk ; d’où si k est pair on a Σi = −1 et donc |bk(2)|2 = 0; par contre
si k est impair on a Σi = 1 et ainsi |bk(2)|2 = 1. Revenons maintenant au cas
général : commençons par calculer la somme Σp ; comme q > 2, en écrivant z
sous la forme z = 2z′ , avec z′ ∈ Z/ q

2Z nous avons

Σp = ∑
t∈Z/qZ

∑
z′∈Z/ q

2Z

χ
(
(pt− k) 2z′

)

t pair
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puis comme

∑
z′∈Z/ q

2Z

χ
(
(pt− k) 2z′

)
=





q
2 si pt− k ≡ 0 [

q
2 ]

0 sinon

on a donc

Σp =
q
2
.Card

({
t ∈ Z/qZ, t pair, pt− k ≡ 0

[ q
2

]})
.

Il faut maintenant calculer l’autre somme, en écrivant alors z sous la forme
z = 2z′ + 1 , avec z′ ∈ Z/ q

2Z on obtient :

Σi = ∑
t∈Z/qZ


 ∑

z′∈Z/ q
2Z

χ
(
(pt− k)

(
2z′ + 1

))

 ,

t impair

puis comme χ est un caractère

Σi = ∑
t∈Z/qZ


 ∑

z′∈Z/ q
2Z

χ
(
(pt− k) 2z′

)
χ (pt− k)




t impair

= ∑
t∈Z/qZ

χ (pt− k)


 ∑

z′∈Z/ q
2Z

χ
(
(pt− k) 2z′

)

 .

t impair

Ici la somme Σi est plus difficile à calculer que dans le cas pair. Considérons
pour k fixé dans {0...q− 1} l’ensemble Ek défini par

Ek :=
{
t ∈ Z/qZ, pt− k ≡ 0

[ q
2

]}
.

Alors pour tout k ∈ {0...q− 1} il est clair que Card(Ek) = 2 ; en effet : l’équa-
tion pt ≡ k [ q2 ] à deux solutions dans Z/qZ, la première est t = p−1k, qui est
unique dans Z/ q

2Z (car p∧ q
2 = 1 et donc p est inversible modulo q

2 ) et l’autre
solution est p−1k+ q

2 . Maintenant on a deux cas suivant la parité de l’entier q
2 .

• Si q
2 est impair : alors les deux solutions de Ek ont des parités différentes,

car la différence des deux est égale à q
2 , donc une des deux solutions est paire

et l’autre impaire ; on est alors déjà assuré que Σp = q
2 . Ensuite en notant par

ti la solution impaire de Ek ; il existe un unique m ∈ Z tel que pti − k = m q
2 ,

ainsi

Σi = χ (pti − k)
q
2

= e−2iπ
m q
2
q
q
2

= (−1)m q
2
.

Il faut donc utiliser la parité de l’entier m ; en fait comme p impair et ti impair,
avec l’égalité :

pti︸︷︷︸
impair

−k = m
q
2︸︷︷︸

impair
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on en déduit que k et m sont de parité opposée. D’où, si k est pair, alors m est
impair, ainsi dans ce cas là Σi = − q

2 et donc Σp + Σi = 0 ; puis par conséquent
|bk(q)|2 = 0. Si par contre k est impair,m est alors pair et par suite Σi = q

2 d’où
Σp + Σi = q et donc |bk(q)|2 = 2

q .

• Si q
2 est pair : alors les deux solutions t1 et t2 de Ek sont de même parité.

De plus, comme pour tout indice j ∈ {1, 2} on a ptj − k = mj
q
2 avec p impair

et q
2 pair ; alors k et tj sont de même parité. Il y a donc deux sous cas à voir :

si k est pair, alors les deux solutions sont paire, et donc Σp = q et Σi = 0 d’où
|bk(q)|2 = 2

q . Si par contre k est impair, alors les deux solutions sont impaires
et on a déjà que Σp = 0. Ensuite par différence des deux solutions nous avons

p(t2 − t1)︸ ︷︷ ︸
=p q

2

= (m2 −m1)
q
2

donc p = m2 − m1 ainsi comme p est impair, m1 et m2 sont de parités diffé-
rentes ; et donc Σi = 0 ; d’où |bk(q)|2 = 0.

2.6.3 Cas où l = q
2

C’est donc le cas où q ∈ 4Z et en fait on peut se ramener assez facilement
au cas précédent.

Théorème 2.6.8. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p∧ q = 1 et q ∈ 4Z∗ ;
pour tout k ∈ {0... q2 − 1

}
nous avons que

∣∣∣bk
( q
2

)∣∣∣
2

=
2
q
.

Démonstration. Nous avons vu que :

|bk(l)| =
1
l

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Z/lZ

e−2iπ
p
q n

2
e
2iπkn

l

∣∣∣∣∣ .

En écrivant alors que q = 2q′ = 4q′′ on obtient alors

∣∣∣bk
( q
2

)∣∣∣ =
1
q′

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈Z/q′Z
e
−2iπ p

2q′ n
2

e
2iπkn
q′

∣∣∣∣∣∣
=

1
q′

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈Z/q′Z
e
−2iπ p

2q′ n
2

e
2iπ(2k)n

2q′

∣∣∣∣∣∣
.

Comme q′ est pair , la suite
(
e
−2iπ p

2q′ n
2

e
2iπ(2k)n

q′
)

n
est q′-périodique et ainsi

1
q′

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈Z/q′Z
e
−2iπ p

2q′ n
2

e
2iπ(2k)n

2q′

∣∣∣∣∣∣
=

1
2q′

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈Z/2q′Z
e
−2iπ p

2q′ n
2

e
2iπ(2k)n

2q′

∣∣∣∣∣∣

=
1
q

∣∣∣∣∣ ∑
n∈Z/qZ

e−2iπ
p
q n

2
e
2iπ(2k)n

q

∣∣∣∣∣

et donc pour tout k ∈ {0... q2 − 1
}
nous avons

∣∣bk
( q
2

)∣∣ = |b2k(q)| et en utili-
sant le précédent théorème, comme q

2 est pair, on a pour tout k ∈ {0... q2 − 1
}
,

|b2k(q)| = 2
q .
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2.7 Quelques raffinements

2.7.1 Théorèmes d’écroulement

Notation 2.7.1. Pour α ≥ 0 on note par ϕα la fonction définie sur R par ϕα(x) :=
χ2(x)e−2iπx2α.

Lemme 2.7.2. Soit γ
′ ∈ R tel que −δ

′
< γ

′
< 1− 2δ

′
; pour tout entier k on a

sup
t∈[0,hγ′ ]

∥∥∥∥∥(1+ u2)
∂k

∂uk
(

ϕth2δ′−1(u)
)
∥∥∥∥∥

∞, u∈R

= O
(
hk(γ

′
+2δ

′−1)
)
.

Démonstration. Avec la formule de Leibnitz on a

∂kϕα

∂uk
=

k

∑
j=0

Cj
k

∂k−j

∂uk−j

(
χ2
)

(u)
∂j

∂uj

(
e−2iπu2α

)

=
k

∑
j=0

Cj
k

∂k−j

∂uk−j

(
χ2
)

(u)Pj(α, u)e−2iπu2α

où Pj ∈ C[X,Y] avec degX Pj ≤ j et degY Pj ≤ j. Donc pour tout u ∈ R

∣∣∣∣∣(1+ u2)
∂k

∂uk
(ϕα(u))

∣∣∣∣∣ ≤ (1+ u2)
k

∑
j=0

Cj
k

∣∣∣∣∣
∂k−j

∂uk−j

(
χ2
)

(u)

∣∣∣∣∣Qj(α, u) ∈ Su(R)

avec Qj ∈ R[X,Y] avec degX Qj = j et degY Qj = j; notons bien que la fonc-
tion

u 7→ (1+ u2)
k

∑
j=0

Cj
k

∣∣∣∣∣
∂k−j

∂uk−j

(
χ2
)

(u)

∣∣∣∣∣Qj(α, u) ∈ L∞
u (R)

et par conséquent
∣∣∣∣∣(1+ u2)

∂k

∂uk
(ϕα(u))

∣∣∣∣∣ ≤
k

∑
j=0

Cj
k

∥∥∥∥∥(1+ u2)
∂k−j

∂uk−j

(
χ2
)

(u)Qj(α, u)

∥∥∥∥∥
∞, u∈R

qui pour α > 1 est égale à unO
(

αk
)
; et pour α ≤ 1 est égale à unO (1) . D’où

pour α = th2δ′−1 avec t ∈ [0, hγ′] , comme γ
′ − 1+ 2δ

′
< 0 on a donc

sup
t∈[0,hγ′ ]

∥∥∥∥∥(1+ u2)
∂k

∂uk
(

ϕth2δ′−1(u)
)
∥∥∥∥∥

∞, u∈R

= O
(
hk(γ

′
+2δ

′−1)
)
.

Théorème 2.7.3. Pour tout t ∈ [0, hγ′ ] on a uniformément :

a2(t) =
1

hδ′−1F (χ2) (0)
F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)
(d (TclZ, t)) +O (h∞) .
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Démonstration. Ecrivons que

a2(t) = K2
h ∑
m∈Z

χ2
(

m

hδ′−1

)
e
−2iπt m

Tcl e−2iπt m2
Tren −

−1
∑
n=∞

|an|2 e−2iπt (n−n0)
Tcl e−2iπt

(n−n0)2
Tren

−
−1
∑
n=∞

|an|2 e−2iπt (n−n0)
Tcl e−2iπt

(n−n0)2
Tren

avec K2
h = 1

hδ′−1F(χ2)(0)
. Ensuite avec la formule sommatoire de Poisson

∑
m∈Z

χ2
(

m

hδ′−1

)
e
−2iπt m

Tcl e−2iπt m2
Tren = ∑

l∈Z

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)

= F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l(t) +

t
Tcl

)
+ ∑

l 6=l(t)

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)
.

Or quel que soit ξ ∈ R on a

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)
(ξ) =

∫ +∞

−∞
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren e−2iπξx dx

avec le changement de variable u := x

hδ′−1 on a

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)
(ξ) = h

δ′−1
∫ +∞

−∞
χ2(u)e−

2iπu2h
2δ′−2

t
Tren e−2iπξuhδ′−1

du

= h
δ′−1

∫ +∞

−∞
χ2(u)e−2iπtu2h

2δ′−1
Bhe−2iπξuhδ′−1

du

avec Bh :=
f ′′0 (h(n0+

1
2))

4π qui, pour h → 0, tend vers une constante indépen-
dante de h. Par conséquent

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)
(ξ) = h

δ′−1
∫ +∞

−∞
ϕBhth2δ′−1(u)e−2iπξuhδ′−1

du

= h
δ′−1

F

(
ϕBhth2δ′−1

)
(ξh

δ′−1
).

Ensuite pour tout ξ non nul et pour tout entier k ≥ 0 avec la relation

∣∣∣∣F
(

ϕBhth2δ′−1

)
(ξh

δ′−1
)

∣∣∣∣ =

∣∣∣F
(

∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1(u)

))
(ξh

δ′−1
)
∣∣∣

(2π)k |ξ|k hk(δ′−1)

≤

∥∥∥F
(

∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1

))∥∥∥
∞

(2π)k |ξ|k hk(δ′−1) ≤

∥∥∥ ∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1

)∥∥∥
L1

(2π)k |ξ|k hk(δ′−1) .

Ensuite comme
∥∥∥∥∥

∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1

)∥∥∥∥∥
L1

=
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣
∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1

)
(u)

∣∣∣∣∣ du
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avec le lemme précédent et comme Bh = O(1) on a :

sup
t∈[0,hγ′ ]

∥∥∥∥∥(1+ u2)
∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1(u)

)∥∥∥∥∥
∞, u∈R

≤ Mkh
k(γ
′
+2δ

′−1)

ainsi
∥∥∥∥∥

∂k

∂uk

(
ϕBhth2δ′−1

)∥∥∥∥∥
L1
≤
∫ +∞

−∞

Mkhk(γ
′
+2δ

′−1)

1+ u2
du ≤ Mk

π

2
hk(γ

′
+2δ

′−1).

Donc
+∞

∑
l=l(t)+1

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)

= h
δ′−1 +∞

∑
l=l(t)+1

F

(
ϕBhth2δ′−1

)((
l +

t
Tcl

)
h

δ′−1
)

≤ Ckh
δ′−1 +∞

∑
l=l(t)+1

hk(γ
′
+2δ

′−1)hk(1−δ′) 1
∣∣∣l + t

Tcl

∣∣∣
k

≤ Ckh
δ′−1

hk(δ′+γ′)
+∞

∑
l=l(t)+1

1
∣∣∣l + t

Tcl

∣∣∣
k ;

ensuite

+∞

∑
l=l(t)+1

1
∣∣∣l + t

Tcl

∣∣∣
k =

1
∣∣∣l(t) + 1+ t

Tcl

∣∣∣
k +

+∞

∑
l=l(t)+2

1
∣∣∣l + t

Tcl

∣∣∣
k

≤ 2k +
∫ +∞

−∞

du
(
u + t

Tcl

)k ≤ 2k +
1

(k− 1)
(
l(t) + 1+ t

Tcl

)k−1

≤ 2k +
2k−1

(k− 1)
.

D’où pour tout k ≥ 0

+∞

∑
l=l(t)+1

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)
≤ Dkh

δ′−1
hk(δ′+γ′),

comme δ′ + γ′ > 0 on a alors

+∞

∑
l=l(t)+1

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)
= O(h∞);

et donc

K2
h ∑
m∈Z

χ2
(

m

hδ′−1

)
e
−2iπt m

Tcl e−2iπt m2
Tren
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= K2
h ∑
l∈Z

F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l +

t
Tcl

)

=
1

hδ′−1F (χ2) (0)
F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l(t) +

t
Tcl

)
+O(h∞).

Enfin comme

−1
∑

n=−∞

|an|2 e−2iπt (n−n0)
Tcl e−2iπt

(n−n0)2
Tren = O(h∞)

on a finalement que pour tout t ∈ [0, hγ′ ]

a2(t) =
1

hδ′−1F (χ2) (0)
F

(
χ2
(

x

hδ′−1

)
e−

2iπx2t
Tren

)(
l(t) +

t
Tcl

)
+O (h∞) .

Ensuite on examine un cas particulier très étudié par les physiciens : le
cas des paquets d’ondes gaussien : le cas où le vecteur ψ0 est précisément
distribué suivant une gaussienne. On va montrer que pour des échelles de
temps très grande, mais plus petite que la période de renaissance, la fonc-
tion d’auto-corrélation tend vers 0 : c’est un phénomène d’écroulement des
paquets d’ondes. On va dès maintenant se placer dans le cas où

χ(x) = e−x
2 ∈ S(R).

Commençons par un calcul de transformée de Fourier d’une Gaussienne com-
plexe :

Lemme 2.7.4. Soit z ∈ C tel que Re(z) > 0, alors pour tout ζ ∈ R on a

F

(
e−zx

2
)

(ζ) =

√
π

z
e−

π2ζ2
z .

Démonstration. Commençons par le cas standard où z = a ∈ R∗+ et posons
ψa(x) = e−ax

2 ∈ S(R). Or clairement quel que soit x ∈ R cette fonction
vérifie :

ψ
′
a(x) + 2axψa(x) = 0

donc en appliquant la transformée de Fourier on a pour tout ζ ∈ R

F

(
ψ
′
a

)
(ζ) + 2aF (xψa) (ζ) = 0.

D’où avec les formules usuelles de dérivation sur la transformée de Fourier
on obtient

F (ψa)
′
(ζ) = −2π2ζ

a
F (ψa) (ζ);

donc en intégrant cette équation différentielle linéaire d’ordre un, on obtient

F (ψa) (ζ) = Ce−
π2ζ2
a où C ∈ R est la condition initiale donnée par l’égalité

C = F (ψa) (0) =
∫ ∞

−∞
e−at

2
dt ; ainsi en effectuant le changement de variable :

97



u =
√
at, donc t = u√

a
on obtient C =

∫ ∞

−∞
e−u

2
√
a
du =

√
π
a . Au final, on arrive

à l’égalité, pour tout a > 0

F

(
e−ax

2
)

(ζ) =

√
π

a
e−

π2ζ2
a .

Établissons ce même type de résultat sur l’ouvert P+ := {p ∈ C; Re(p) > 0}.
D’une part pour tout ζ ∈ R la fonction z 7→

√
π
z e
− π2ζ2

z est holomorphe sur

P+. D’autre part pour tout (ζ, t) ∈ R2 la fonction z 7→ e−zt
2
e−2iπζt est holo-

morphe sur P+. Et pour toute partie K compacte de P+, il existe ε > 0 tels
que pour tout z ∈ K, Re(z) ≥ ε. Ainsi pour tout (ζ, t, z) ∈ R2 ×K

∣∣∣e−zt
2
e−2iπζt

∣∣∣ ≤ e−Re(z)t
2 ≤ e−εt2 ∈ L1(R).

Donc d’après le théorème d’holomorphie sous le signe intégral, on a que pour
tout ζ ∈ R la fonction

z 7→
∫ ∞

−∞
e−zt

2
e−2iπζt dt

est holomorphe sur P+. Au final, comme les fonctions z 7→
√

π
z e
− π2ζ2

z et z 7→
∫ ∞

−∞
e−zt

2
e−2iπζt dt sont holomorphes sur P+ et coincident sur la sous partie

R∗+ de P+, avec le théorème du prolongement analytique on a que pour tout
(ζ, z) ∈ R×P+ ∫ ∞

−∞
e−zt

2
e−2iπζt dt =

√
π

z
e−

π2ζ2
z .

Ce qui montre le lemme .

Théorème 2.7.5. Soit γ
′ ∈ R tel que γ

′
> −δ

′
. On a que pour tout t ∈ [0, hγ

′
] :

+∞

∑
n=0
|an|2 e−2iπ

t
Tcl

(n−n0)e−2iπ
t

Tren
(n−n0)2 =

h1−δ
′

√
πZh(t)

e
−π2d(TclZ,t)2 1

Zh(t) +O(h∞);

où Zh(t) := h2−2δ
′
+ 2iπt

Tren
∈ P+.

Démonstration. Le précédent lemme appliquée à z = 1 fournit F
(
χ2) (0) =√

π. Or comme

x 7→ e
−x2

(
1

h2δ
′−2

+2iπ t
Tren

)

∈ S(R)

avec les formules de translations de transformées de Fourier on obtient que
pour tout ζ ∈ R

F


e
−x2

(
1

h2δ
′−2

+2iπ t
Tren

)

e
−2iπ t

Tcl
x


 (ζ) = F


e
−x2

(
1

h2δ
′−2

+2iπ t
Tren

)

(

ζ +
t
Tcl

)
.

Et comme 1
h2δ
′ −2

+ 2iπ t
Tren
∈ P+ avec le lemme on arrive à :

F



e
−x2

(
1

h2δ
′−2

+2iπ t
Tren

)

e
−2iπ t

Tcl
x



 (ζ) =

√
π

Zh(t)
e
−π2

(
ζ+ t

Tcl

)2 1
Zh(t)
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où Zh(t) := h2−2δ
′
+ 2iπt

Tren
. Ensuite il ne reste plus qu’a appliquer le précédent

théorème pour conclure.

Corollaire 2.7.6. Soient (γ, γ
′
) ∈ R2 tels que γ

′
> −δ

′
et γ

′
< γ < 0. Alors si

γ < 1− 2δ
′
on a pour tout t ∈ [hγ, hγ

′
]

+∞

∑
n=0
|an|2 e−2iπ

t
Tcl

(n−n0)e−2iπ
t

Tren (n−n0)2 = O
(
h

1−2δ′−γ
2

)
.

Démonstration. On part de

∣∣∣∣∣
h1−δ

′

√
Zh(t)

e
−π2d(TclZ,t)2 1

Zh(t)

∣∣∣∣∣ =
h1−δ

′

√
|Zh(t)|

e
−π2d(TclZ,t)2Re

(
1

Zh(t)

)

=
1

(
1+

t2h4δ
′ −2 f ′′0 (h(n0+ 1

2))
2

4

) 1
4
e
−π2d(TclZ,t)2

(
h2−2δ

′
+ t2h2δ

′

σ2h

)

qui pour tout t ∈ [hγ, hγ
′
] est majoré par

≤ 1
(
1+

h4δ
′−2+2γ f ′′0 (h(n0+ 1

2))
2

4

) 1
4
.

Comme par hypothèse 2γ + 4δ
′ − 2 < 0, on obtient

1
(
1+

h4δ
′−2+2γ f ′′0 (h(n0+ 1

2 ))
2

4

) 1
4

=

√
2h−δ

′
+1/2−γ/2

√
f ′′0
(
h
(
n0 + 1

2

)) (
h−4δ

′
+2−2γ + 1

) 1
4

= O(h−δ
′
+1/2−γ/2).

2.7.2 Affinage d’ordre 3

Toujours dans le cas d’un état initial type gaussien, on va affiner l’étude
des renaissances en approximant la fonction d’auto-corrélation à l’ordre 3.
Cette approximation cubique fait apparaître la fonction d’Airy (voir l’annexe
pour sa définition). L’intérêt majeur de ceci concerne l’étude locale de la fonc-
tion d’auto-corrélation : plus précisément de la disymétrie des pics des renais-
sances et de la présence de petites oscillations autour des ces mêmes pics. La
fonction d’Airy explique ce phénomène. Dans [LAS] on trouve une étude de
cette disymétrie des pics de renaissances ; D. Robert [Rob2] donne aussi une
analyse mathématique bien détaillée de la disymétrie et des oscillations. Dans
cette sous-section on va montrer comment la fonction d’Airy apparaît dans
l’approximation de l’auto-corrélation à l’ordre 3.
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Lemme 2.7.7. Si δ ∈
]
1
2 ,

2
3

[
alors quelque soit n ∈ ∆ et quelque soit t ∈ R nous

avons :
tλn(h)

h
=

tλn0(h)
h

+ t (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))

+th
(n− n0)

2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ th2

(n− n0)
3

6
f (3)0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+O

(
th4δ−1

)
.

Si δ ∈ ] 23 , 1
[
alors quelque soit n ∈ ∆ et quelque soit t ∈ R nous avons :

tλn(h)
h

=
tλn0(h)

h
+ t (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))

+th
(n− n0)

2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ th2

(n− n0)
3

6
f (3)0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+O

(
thδ+1

)
.

Démonstration. On écrit une formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 4 de la fonc-

tion fh autour du point h
(
n0 + 1

2

)
:avec

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+(n− n0) f ′h

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (n− n0)
2

2
f ′′h

(
h
(
n0 +

1
2

))

+h2
(n− n0)

3

6
f (3)h

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ h3

(n− n0)
4

24
f (4)h (ζ)

avecζ = ζn,h,,E ∈ J. Puis on utilise encore le développement asymptotique de
la fonction fh : pour tout n ∈ ∆ nous avons

λn(h)
h

=
λn0(h)

h
+ (n− n0) f ′0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ (n− n0) h

2 f ′2

(
h
(
n0 +

1
2

))

+ (n− n0) h
2 f ′2

(
h
(
n0 +

1
2

))
+

h (n− n0)
2

2
f ′′0

(
h
(
n0 +

1
2

))

+h2
(n− n0)

3

6
f (3)0

(
h
(
n0 +

1
2

))
+ h3

(n− n0)
4

24
f (4)0 (ζ) +O

(
th2δ+1

)
.

Or quel que soit n ∈ ∆

(n− n0) h
2 f ′2

(
h
(
n0 +

1
2

))
= O(hδ+1)

et

h3
(n− n0)

4

24
f (4)0 (ζ) = O(h4δ−1).

C’est donc pourquoi on distingue les cas δ ∈
]
1
2 ,

2
3

[
et δ ∈ ] 23 , 1

[
.

Notation 2.7.8. Soit Tsr := 12π

h2 f (3)0 (h(n0+ 1
2))

.
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Proposition 2.7.9. Si le paramètre δ ∈
]
1
2 ,

2
3

[
alors pour un réel µ vérifiant l’inéga-

lité : µ > 1− 4δ on a, uniformément en t ∈ [0, hµ],

∑
n∈N

|an|2 e−it
λn(h)

h

= ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(

λn0 (h)
h +

2π(n−n0)
Tcl

+
2π(n−n0)2

Tren +
2π(n−n0)3

Tsr

)

+O
(
hµ+4δ−1

)
.

Si par contre le paramètre δ ∈
] 2
3 , 1
[
alors pour un réel υ vérifiant l’inégalité : υ >

−1− δ on a, uniformément en t ∈ [0, hυ],

∑
n∈N

|an|2 e−it
λn(h)

h

= ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(

λn0 (h)
h +

2π(n−n0)
Tcl

+
2π(n−n0)2

Tren +
2π(n−n0)3

Tsr

)

+O
(
hυ+1+δ

)
.

Dans le cas où δ ∈
]
1
2 ,

2
3

[
on a donc que 1− 4δ ∈

]
− 5

3 ,−1
[
; ainsi on peut

choisir un réel µ tel que −2 < µ < −1, de sorte que pour h assez petit nous
ayons

1
h

< hµ
<

1
h2

.

Dans l’autre cas : δ ∈ ] 23 , 1
[
on a −1− 4δ ∈ ]−2,− 5

3

[
; ainsi on peut choisir un

réel υ tel que −2 < υ < − 5
3 , de sorte que pour h assez petit nous ayons

1
h

<
1

h
5
3

< hυ
<

1
h2

.

Remarque 2.7.10. Ces deux échelles d’approximation ne sont pas bonnes pour
voir apparaître une éventuelle nouvelle période : la période Tsr qui est d’ordre
1/h2. Ces deux échelles d’approximation servent à avoir plus de précision
dans la compréhension des phénomènes de renaissances, en particulier pour
étudier la disymétrie et les petites oscillations des pics de renaissance (pour
plus de détails sur ces phénomènes voir [Rob2]).

Définition 2.7.11. Le terme d’ordre 3 de la fonction d’auto-corrélation par-
tielle a(t) est la série de fonctions :

a3 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(

2π(n−n0)
Tcl

+
2π(n−n0)2

Tren +
2π(n−n0)3

Tsr

)

.

Dans notre cadre gaussien on a donc :

a3(t) =
1

F (χ2) (0)hδ
′−1 ∑

n∈N

e
− (n−n0)2

h2δ′−2 e
−it
(

2π(n−n0)
Tcl

+
2π(n−n0)2

Tren
+

2π(n−n0)3
Tsr

)

.

Pour une commodité technique on va rajouter des termes dans l’indiçage de
la série, en effet :
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Proposition 2.7.12. Pour tout t on a :

a3(t) =
1

F (χ2) (0)hδ
′−1 ∑

m∈Z

e
− m2

h2δ′−2 e
−it
(
2πm
Tcl

+ 2πm2
Tren

+ 2πm3
Tsr

)

+O(h∞).

Démonstration. Cela tient encore juste du fait que ∑
+∞
n=1 |a−n|

2 = O(h∞).

Ensuite un simple calcul nous donne la :

Proposition 2.7.13. Pour tout t on a :

a3(t) =
1

F (χ2) (0)hδ
′−1 ∑

m∈Z

e−(m+αt)
3iωte−2πiβtmeθt i +O(h∞);

où

ωt :=
2πt
Tsr

> 0, αt :=
Tsr
3

(
1

Tren
− i

2πth2δ′−2

)
∈ C,

βt := t

[
1
Tcl
− Tsr

3

(
1

Tren
− i

2πth2δ′−2

)2
]
∈ C, θt := α3

t ωt ∈ C.

L’idée est alors de calculer la transformée de Fourier d’une fonction du
type : e−(x+α)3iω avec α un nombre complexe et ω > 0. Commecons par rap-
peler le :

Lemme 2.7.14. Pour α ∈ C tel que Im(α) < 0; la fonction fα(x) := e−i(x+α)3 ∈
S(R). Et d’autre part, l’intégrale

∫ +∞

−∞
e−ix

3
dx est convergente et vérifie l’égalité :

∫ +∞

−∞
e−i(x+α)3 dx =

∫ +∞

−∞
e−ix

3
dx.

Démonstration. Pour le premier point comme
∣∣∣e−i(x+α)3

∣∣∣ = e3Im(α)x2e6xRe(α)Im(α)xe3Re(α)2Im(α)−Im(α)3 ,

et que Im(α) < 0 ; on a bien que la fonction e−i(x+α)3 ∈ S(R). Esnuite, la
fonction g(x) := e−ix

3
vérifie l’équation−g′(x)+ g(x) =

(
3ix2 + 1

)
g(x), ainsi

pour A, B ∈ R2 on a
∫ B

A
g(x) dx =

∫ B

A

g(x)
1+ 3ix2

dx−
∫ B

A

g′(x)
1+ 3ix2

dx.

Comme la fonction x 7→ g(x) est majorée par 1, il est clair que l’intégrale∫ +∞

−∞

g(x)
1+3ix2 dx converge. Une intégration par parties donne ensuite que

∫ B

A

g′(x)
1+ 3ix2

dx =

[
g(x)

1+ 3ix2

]B

A
+ 6i

∫ B

A

xg(x)

(1+ 3ix2)2
dx;

alors, comme
∣∣∣∣

xg(x)

(1+3ix2)2

∣∣∣∣ ≤
|x|

1+9x4 , en faisant tendre A → −∞ et B → +∞,

on en déduit que l’intégrale
∫ +∞

−∞

g′(x)
1+3ix2 dx converge. Pour finir on va montrer
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l’égalité proposée en utilisant une déformation de contour ; comme la fonction
x 7→ e−i(x+α)3 est entière

∫ A

−A
e−i(x+α)3 dx =

∫

γ(A)
e−i(z+α)3 dz

où γ(A) est le chemin orienté : [−A,−A− α] ∪ [−A− α, A− α] ∪ [A− α, A]
où A > 0. On a donc ∫

γ(A)
e−i(z+α)3 dz =

∫

[−A,−A−α]
e−i(z+α)3 dz +

∫

[−A−α,A−α]
e−i(z+α)3 dz +

∫

[A−α,A]
e−i(z+α)3 dz.

Pour commencer calculons la seconde intégrale : en faisant le changement de
variable z = u− α on a
∫

[−A−α,A−α]
e−i(z+α)3 dz =

∫ A

−A
e−iu

3
du −→

∫

R
e−iu

3
dupour A→ +∞.

Ensuite, pour la troisième intégrale en faisant le changement de variable z =
A− α + tα

∫

[A−α,A]
e−i(z+α)3 dz = α

∫ 1

0
e−i(A+tα)3 dt.

Comme
∣∣∣e−i(A+tα)3

∣∣∣ = e3A
2tIm(α)+6Re(α)Im(α)At2+3Re2(α)Im(α)t3−t3Im(α)3;

pour tout t ∈ [0, 1] presque partout nous avons alors

lim
A→+∞

e3A
2tIm(b)+6Re(α)Im(α)At2+3Re2(α)Im(α)t3−t3Im(α)3 = 0

et puis
∣∣∣e−i(A+tα)3

∣∣∣ ≤ e−t
3Im(α)3 ∈ L1 ([0, 1]) ; d’où par le théorème de conver-

gence dominé :

lim
A→+∞

∫

[A−α,A]
e−i(z+α)3 dz = 0.

Pour finir en faisant le changement de variable z = −A − α(1− u) dans la
première intégrale on obtient :

∫

[−A,−A−α]
e−i(z+α)3 dz = −α

∫ 1

0
e−i(−A+αu)3ω du.

Et comme
∣∣∣e−i(−A+αu)3

∣∣∣ ≤ e3A
2uIm(α)−6Re(α)Im(α)Au2+3Re2(α)Im(α)u3−u3b3 ;

et donc pour tout u ∈ [0, 1] presque partout on a

lim
A→+∞

e3A
2uIm(α)−6Re(α)Im(α)Au2+3Re2(α)Im(α)u3−u3Im(α)3 = 0
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donc A 7→ e3A
2uIm(α)−6Re(α)Im(α)Au2+3Re2(α)Im(α)u3−u3Im(α)3 est bornée pour tout

u ∈ [0, 1] presque partout : ∃M > 0 tel que ∀A ≥ 0 et ∀u ∈ [0, 1] presque
partout

e3A
2uIm(α)−6Re(α)Im(α)Au2+3Re2(α)Im(α)u3−u3Im(α)3 ≤ M ∈ L1([0, 1])

d’où par le théorème de convergence dominé :

lim
A→+∞

∫

[−A,−A−α]
e−i(z+α)3 dz = 0.

Lemme 2.7.15. La fonction ζ 7→ F ( fα,ω) ∈ S(R) admet un prolongement holo-
morphe à U := {z ∈ C; |Im(z)| ≤ 1} et pour tout z ∈ U on a :

F ( fα,ω) (z) =
∫ +∞

−∞
fα,ω(x)e−2iπzx dx.

Démonstration. Déjà pour tout x ∈ R presque partout et pour tout z ∈ U la
fonction z 7→ fα,ω(x)e−2iπzx est entière. Ensuite comme
∣∣∣ fα,ω(x)e−2iπzx

∣∣∣ ≤ e3x
2Im(α)ω+6Re(α)Im(α)xω+3Re2(α)Im(α)ω−Im(α)3ωe2πIm(z)x;

≤ e3x
2Im(α)ω+6Re(α)Im(α)xω+3Re2(α)Im(α)ω−Im(α)3ωe2πx ∈ L1x(R)

donc avec le théorème d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction

z→
∫ +∞

−∞
fα,ω(x)e−2iπzx dx

est holomorphe sur U.

Lemme 2.7.16. Pour tout β ∈ U on a pour tout ξ ∈ R

F

(
fα,ω(x)e−2iπβx

)
(ξ) = F ( fα,ω) (ξ + β).

Démonstration. Le cas où β est réel est usuel. Ensuite, d’une part pour tout
ξ ∈ R presque partout la fonction β 7→ F ( fα,ω) (ξ + β) est entière, en effet
cette fonction s’exprime comme une combinaison linéaire des fonctions d’airy,
qui sont entières (voir la preuve du théorème suivant). D’autre part pour tous
ξ ∈ R et x ∈ R presque partout β 7→ fα,ω(x)e−2iπξxe−2iπβx est entière ; et
comme
∣∣∣ fα,ω(x)e−2iπξxe−2iπβx

∣∣∣ ≤ e3x
2uIm(α)ω+6Re(α)Im(α)xω+3Re2(α)Im(α)ω−b3ωe2πIm(β)x

≤ e3x
2uIm(α)ω+6Re(α)Im(α)xω+3Re2(α)Im(α)ω−b3ωe2πx ∈ L1x(R)

avec le théorème d’holomorphie sous le signe intégral, la fonction

β 7→ F

(
fα,ω(x)e−2iπβx

)
(ξ)

est holomorphe surU pour tout x ∈ R presque partout. Comme les deux fonc-
tions β 7→ F

(
fα,ω(x)e−2iπβx

)
(ξ) et β 7→ F ( fα,ω) (ξ + β) sont holomorphes sur

U et coincident sur R ⊂ U, elle coincident alors sur U.
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Théorème 2.7.17. Pour tout ζ ∈ R on a :

F ( fα,ω) (ζ) = Ce2iπξαAi

(
k
2
3 ξ
)
;

où Ai est la première fonction d’Airy. Les réels k = k(ω) et C = C(ω) sont donnés
par :

k :=
2
√
2π

3
2√

3ω
, C = 3

2
3 Γ

(
2
3

)
1

ω
1
3

∫ +∞

−∞
e−ix

3
dx.

Démonstration. Notons bien que
∣∣∣e−(x+α)3iω

∣∣∣ = e3ωIm(α)x2e2ωRe(α)Im(α)xeωIm(α3),

ainsi comme on a supposé que Im(α) < 0 et ω > 0 on a bien que e−iω(x+α)3 ∈
S(R). Ensuite quel que soit x ∈ R nous avons

f ′α,ω(x) + 3iω(x+ α)2 fα,ω(x) = 0

donc en appliquant la transformée de Fourier on a pour tout ζ ∈ R

F
(
f ′α,ω

)
(ζ) + 3iωF

(
(x + α)2 fα,ω

)
(ζ) = 0.

D’où avec les formules usuelles de dérivation sur la transformée de Fourier
on obtient que

F ( fα,ω)′′ (ζ)− 4απiF ( fα,ω)′ (ζ)−
(
4π2α2 +

8π3

3ω
ζ

)
F ( fα,ω) (ζ) = 0

c’est à dire que la fonction fα,ω est solution de :

y′′ − 4απiy−
(
4π2α2 +

8π3

3ω
x
)
y = 0.

Alors on vérifie sans peine que la nouvelle fonction gα,ω(x) := e−2iπxαF ( fα,ω) (x)
est solution de :

y′′ − 8π3

3ω
xy = 0.

Posons k := 2
√
2π

3
2√

3ω
> 0 de sorte que pour tout x réel on ait :

g′′α,ω(x)− kxgα,ω(x) = 0;

ainsi par définition des fonctions d’Airy Ai et Bi (voir annexe) il existe deux
scalaires C = C(α,ω) et D = D(α,ω) tels que pour tout x réel

gα,ω(x) = CAi

(
k
2
3 x
)

+ DBi

(
k
2
3 x
)
;

i.e.
e−2iπxαF ( fα,ω) (x) = CAi

(
k
2
3 x
)

+ DBi
(
k
2
3 x
)
.
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Or on sait que (voir annexe) pour x → +∞ on a

Ai

(
k
2
3 x
)
∼ e−

2
3 x

3
2

2
√

πx
1
4
et Bi

(
k
2
3 x
)
∼ e

2
3 x

3
2

√
πx

1
4

donc comme
∣∣e−2iπxα

∣∣ = e2πxIm(a) avec Im(α) < 0 et que F ( fα,ω) ∈ S(R),
alors

lim
x→+∞

e−2iπxαF ( fα,ω) (x) = 0

par conséquent D = 0. La constante C dépend de α et de ω; en effet

C = 3
2
3 Γ

(
2
3

)
F ( fα,ω) (0) = 3

2
3 Γ

(
2
3

) ∫ +∞

−∞
e−i(x+α)3ω dx

= 3
2
3 Γ

(
2
3

) ∫ +∞

−∞
e−ix

3ω dx = 3
2
3 Γ

(
2
3

)
1

ω
1
3

∫ +∞

−∞
e−iu

3
du.

Enfin pour conclure on a le :

Théorème 2.7.18. Pour tout t > 0 nous avons :

|a3(t)| =
|C(t)|
hδ′−1

∣∣∣∣∣∑
l∈Z

e2iπαt(l+βt)Ai

(
k
2
3
t (l + βt)

)∣∣∣∣∣+O(h∞).

avec

αt :=
Tsr
3

(
1

Tren
− i

2πth2δ′−2

)
∈ C,

βt := t

[
1
Tcl
− Tsr

3

(
1

Tren
− i

2πth2δ′−2

)2
]
∈ C,

kt :=

√
2π

3
Tsr
t

> 0, C(t) = 3
2
3 Γ

(
2
3

)
1

ω
1
3
t

∫ +∞

−∞
e−iu

3
du

où ωt := 2πt
Tsr

> 0.

Démonstration. On a vu que pour tout t > 0

|a3(t)| =
1

F (χ2) (0)hδ
′−1

∣∣∣∣∣ ∑
m∈Z

e−(m+αt)
3iωte−2πβtme−θt i

∣∣∣∣∣+O(h∞),

en posant ϕt(x) := e−(x+αt)
3iωt on a alors que

|a3(t)| =
1

F (χ2) (0)hδ
′−1

∣∣∣∣∣ ∑
m∈Z

ϕt(m)e−2πβtm

∣∣∣∣∣+O(h∞)

puis d’après la formule sommatoire de Poisson

=
1

F (χ2) (0)hδ
′−1

∣∣∣∣∣∑l∈Z

F

(
ϕt(x)e−2πβtx

)
(l)

∣∣∣∣∣+O(h∞)
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=
1

F (χ2) (0)hδ
′−1

∣∣∣∣∣∑l∈Z

F (ϕt) (l + βt)

∣∣∣∣∣+O(h∞)

=
|C(t)|
hδ′−1

∣∣∣∣∣∑
l∈Z

e2iπαt(l+βt)Ai

(
k
2
3
t (l + βt)

)∣∣∣∣∣+O(h∞)

d’après le précédent lemme.

2.8 Bilan des résultats obtenus dans ce chapitre

2.8.1 Échelles de temps

Dans ce chapitre beaucoup de différentes échelles de temps sont apparues,
on va les rappeler brièvement et les comparer :

– l’échelle de temps d’approximation à l’ordre 1 de la fonction d’auto-
corrélation : [0, hα];

– la période classique : Tcl;
– l’échelle de temps d’approximation à l’ordre 2 de la fonction d’auto-
corrélation : [0, hβ];

– la période de renaissance : Tren;

– l’échelle de temps d’écroulement (cas gaussien) de t 7→ a2(t) : [hγ, hγ
′
].

Hormis la période classique, toutes ces échelles de temps sont des puissances
négatives de h. Et mise à part les périodes Tren et Tcl, ces échelles sont sou-
misent à des conditions dépendants des paramètres δ ∈]0, 1[ et δ

′ ∈]0, 1[. La
première condition est que (voir remarque 2.3.11 et lemme 2.3.12) :

δ
′
> δ.

La seconde, exprimée à la proposition 2.4.2 est :

1− 2δ < α < 0.

Celle de la proposition 2.5.3 est

1− 3δ < β < −1.
Puis celle du théorème 2.7.5 :

γ
′
> −δ

′
.

Et enfin celles du corollaire 2.7.6 :




γ
′
< γ < 0

γ < 1− 2δ′.

Remarquons bien que, en prenant seulement l’hypothèse :

2
3

< δ < δ
′
< 1
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on a immédiatement que :




−1 < 1− 2δ
′
< 1− 2δ < 0

−1 < −δ
′
< 1− 2δ

′

1− 3δ < −1
d’où :

1− 3δ < −1 < −δ
′
< 1− 2δ

′
< 1− 2δ < 0

donc ∃(α, β, γ, γ
′
) ∈ R4 tels que :

1− 3δ < β < −1 < −δ
′
< γ

′
< γ < 1− 2δ

′
< 1− 2δ < α < 0

d’où pour h assez petit :

Tcl < hα
< hγ

< hγ
′
<

pTren
q

< Tren < hβ.

Il est donc possible de faire le choix des coefficients (α, β, γ, γ
′
) de manière

cohérente. Ainsi l’interprétation physique des différentes propriétés mathé-
matiques énoncées devient pertinente.

2.8.2 Période classique

Dans l’échelle de temps [0, hα] où α > 1− 2δ, le terme principal de la fonc-
tion de retour semi-classique de la dynamique quantique associé à Ph est la
fonction

r2(t) = e−it
λn0
h ∑

n∈N

|an|2 e−it2π(n−n0) 1
Tcl

Mis à part le terme oscillant e−it
λn0
h de module constant égale à 1, le terme

principal de la fonction d’auto-corrélation est une fonction Tcl-périodique. En-
suite au voisinage des t ∈ TclZ le module de la fonction d’auto-corrélation est,
modulo h∞, égale à 1, alors qu’entre deux périodes consécutives, ce module
est nul (modulo h∞).

2.8.3 Pleine renaissance

On a grâce à la proposition 2.5.3 que t 7→ a2(t) est une approximation à
l’ordre 2 de la fonction d’auto-corrélation 〈ψ(t),ψ0〉L2 valable sur [0, hβ] avec
β > 1− 3δ. Et ci dessus on a remarqué que quitte à prendre δ >

2
3 on a pour h

assez petit :

[0, Tcl] ⊂ [0, hα] ⊂
[
0,

pTren
q

]
⊂ [0, Tren] ⊂

[
0, hβ

]
.

Le théorème 2.5.6 montre que t 7→ a2(t) c’est à dire le module de l’approxi-
mation, est périodique de période NhTcl modulo h2δ−1 :

a2(t + NhTcl) = a1(t) +O
(
hα+2δ−1

)
;

cette période NhTcl est équivalente à Tren quand h → 0. C’est le phénomène
de renaissances.
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2.8.4 Phénomènes de renaissances fractionnaires

Le théorème 2.5.15 montre que la fonction d’auto-corrélation à l’ordre 2
près de p

qNhTcl s’écrit comme une combinaison linéaire complexe finie de
translatée de la fonction d’auto-corrélation à l’ordre 1 :

a2

(
t +

p
q
NhTcl

)
=

l−1
∑
k=0

b̃k(l)a1

(
t + Tcl

(
k
l

+
p
q
Nh

))
+O(h2δ−1),

l étant un entier dépendant du rationnel p/q. Physiquement celà s’interprète
comme un phénomène de “clonage” du paquet d’onde ψ0, le nombre de clones
(le nombre de coefficients b̃k(l) non nuls) et leurs hauteurs (le module des co-
efficients b̃k(l)) dépendent des propriétés arithmétiques de p/q. Sur les figures
suivantes on observe bien ces renaissances partielles : par exemple sur la fi-
gure 19 on distingue 3 “clones” ; sur la figure 21 on a 2 clones.

2.8.5 Phénomènes d’écroulement des paquets d’ondes Gaussien

Si on se place dans le cas particulier où on prend un état initial localisé
en énergie suivant une distribution Gaussienne, le théorème 2.7.5 montre que

dans une certaine échelle de temps [0, hγ
′
] ⊂ [0, Tren] la fonction t 7→ a2(t) est

décrite, modulo h∞ par la fonction :





[0, hγ
′
] −→ C

t 7→ h1−δ
′

√
πZh(t)

e
−π2d(t,TclZ)2 1

Zh(t) .

Et en examinant (corollaire 2.7.6) cette fonction on a en particulier que t 7→
a2(t) converge uniformément vers 0 sur [hγ, hγ

′
] quand h → 0. Ce qui, physi-

quement, signifie que pour des échelles de temps très grande, mais plus petite
que la période de renaissance, la fonction d’auto-corrélation est très petite et la
période classique a disparu, ceci s’interprète comme une forte délocalisation
du vecteur initial, c’est un phénomène d’écroulement des paquets d’ondes.
Par exemple sur les figures 16 et 17 (voir aussi la figure 23) on observe bien
cette écroulement du paquet initial.

2.8.6 Approximation cubique : fonction a3(t)

L’apparition de la fonction d’Airy dans l’approximation d’ordre trois de la
d’auto-corrélation (voir théorème 2.7.18) explique en partie le phénomène de
disymétrie des pics des renaissances et de la présence de petites oscillations
autour des ces pics. Pour des détails complet de ces phénomènes on conseille
au lecteur l’article de D. Robert [Rob2].

2.9 Simulations numériques

On présente ici quelques illustrations numériques de simulation de la dy-
namique. Ces différentes simulations sont réalisées avec différents logiciels et
langage (Maple, Python).
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Dynamique du paquet d’ondes

Ces 16 premières figures illustrent l’évolution au cours du temps de l’état
initial ψ0 (ici une gaussienne) en 3 dimensions. Le plan du bas représente le
plan de phase. Cette simulation part de t = 0 jusqu’à environ t = Tren/4. Au
début : en t = 0 le paquet d’ondes initial est une gaussienne localisée dans
le plan de phase. Ensuite le paquet suit la dynamique en tournant le long des
trajectoires classiques (ici des ellipses). Comme le paquet est supporté sur plu-
sieurs trajectoires classiques, où les vitesses sont différentes, le paquet d’onde
commence à se disperser le long des trajectoires classiques (figures 10 à 15)
jusqu’à s’écrouler complètement (figures 16 et 17). Ensuite, quand t =

p
qTren,

le paquet initial se clone en q “mini” paquets décalés l’un de l’autre (voir par
exemple les figures 18 à 21 avec différentes valeurs de l’entier q).

Fig. 6 & 7.

Fig. 8 & 9.
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Fig. 10 & 11.

Fig. 12 & 13.

Fig. 14 & 15.
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Fig. 16 & 17.

Fig. 18 & 19.

Fig. 20 & 21.

Fonction d’auto-corrélation

Les trois figures suivantes sont les graphes de la fonction d’auto-corrélation
(sur l’axe des ordonnées : la valeur de la fonction, sur l’axe des abscisses le
temps ).
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Fig. 22. Période classique de la fonction d’auto-corrélation.

Sur la figure 22, on trouve le tracé de t = 0 jusqu’à t = 4Tcl. On voit par-
faitement la Tcl−périodicité de la fonction d’auto-corrélation sur des échelles
de temps courtes.

Fig. 23. Écroulement de la fonction d’auto-corrélation.

Ensuite, la figure 23 est le tracé de fonction d’auto-corrélation sur un inter-
valle du type [ATcl/2, BTcl/2] avec A, B assez grand. On voit ici encore “un
peu” la Tcl−périodicité de la fonction et on voit aussi que la fonction s’écroule
(elle n’atteint plus 1).

113



Fig. 24. Périodes de renaissances pleine et fractionnaires de la fonction
d’auto-corrélation.

Pour finir on trouve sur la figure 24 le tracé de la fonction d’auto-corrélation
sur [0, Tren]. On y aperçoit très nettement la pleine renaissance en t = Tren, et
les renaissances fractionnaires (en particulier en t = Tren/2).
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Chapitre 3

Dynamique dans le cas elliptique
en dimension 2

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on se concentre sur le pendant en dimension 2 de la dyna-
mique du modèle elliptique uni-dimensionnelle traité au chapitre précédent.
Ici l’hamiltonien de la dynamique est alors un opérateur auto-adjoint avec
domaine inclus dans l’espace L2

(
R2
)
; et ayant un spectre discret du type

F(hZ, hZ), F étant un polynôme à deux indeterminées sur le corps des réels.
A l’instar de la dimension 1 un vecteur initial ψ0 localisé suit en première ap-
proximation la dynamique classique associée à l’hamiltonien de départ. En
dimension 2, sur des échelles de temps courtes cette dynamique est nettement
plus complexe. Le flot hamiltonien classique s’enroule autour d’un tore de di-
mension 2, il y a alors deux périodes classiques (qui sont d’ordre O(1)). En
première approximation la fonction d’auto-corrélation (qui une fois réécrite
est toujours une série de fonctions) de notre système bi-dimensionnel reste
en principe aussi simple à étudier qu’en dimension 1, mais la présence des
deux périodes classiques compliquent nettement la compréhension de l’évo-
lution de la fonction d’auto-corrélation pour les échelles de temps courtes.
Dans ce chapitre on propose une étude au premier ordre de la dynamique
semi-classique en fonction de la commensurabilité de ces deux périodes clas-
siques ; ce qui nous amène à quelques discussions de théorie des nombres.
Lorsque on regarde la dynamique sur des échelles plus grandes il y a 3 pé-
riodes de renaissance (d’ordre 1/h) qui apparaissent. Sous une hypothèse de
commensurabilité entre ces 3 périodes on arrive à écrire un analogue du théo-
rème de renaissance du cas uni-dimensionnel.

3.2 Contexte

3.2.1 Introduction

Dans ce chapitre on se place en dimension classique égale à 4. On prend
comme hamiltonien quantique, l’opérateur Ph := F (P1, P2) où F est un poly-
nôme de R [X,Y] indépendant de h ; P1 et P2 sont les quantifiés deWeyl des os-

cillateurs harmonique classiques pj (x1, ξ1, x2, ξ2) = ωj
x2j +ξ2j

2 avec ω1,ω2 > 0.
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L’étude de l’oscillateur harmonique permet par exemple d’étudier tous les ha-
miltoniens sur R4 définis à partir d’une forme quadratique définie positive ;
en effet (voir par exemple le livre de S. Vu Ngoc [VuN4]) :

Proposition 3.2.1. Toute forme quadratique q définie positive sur R4 est un oscil-
lateur harmonique : il existe ω1,ω2 > 0 et un changement de coordonnées symplec-

tiques telles que q (x1, ξ1, x2, ξ2) = ω1
x21+ξ21

2 + ω2
x22+ξ22

2 .

Ce modèle d’opérateur Ph := F (P1, P2) est moins particulier qu’il ne le pa-
raît, puisque, à un difféomorphisme près, il donne le spectre de tout système
complètement intégrable en dimension deux autour d’une singulartité de type
elliptique. L’étude de l’hamiltonien Ph = F (P1, P2) permet donc de faire une
étude assez générale non triviale en dimension 2. Notons bien aussi que notre
contexte induit un système complètement intégrable, ici l’applicationmoment
est donnée par





R4 → R2

m := (x1, ξ1, x2, ξ2) 7→ (p1(m), p2(m)) .

3.2.2 Oscillateur harmonique quantique en dimension 2

Définition 3.2.2. L’oscillateur harmonique quantique de l’espace L2
(
R2
)
est

défini par l’opérateur linéaire à domaine

D (Hosc) :=
{

ϕ ∈ H1
(

R2
)
; ‖(x, y)‖2 ϕ(x, y) ∈ L2

(
R2
)}

et pour toute fonction ϕ ∈ D (Hosc)

Hoscϕ :=
ω1

2

(
−h2 ∂2

∂x2
+ x2

)
ϕ +

ω2

2

(
−h2 ∂2

∂y2
+ y2

)
ϕ.

La théorie générale (voir chapitre 1) nous apprend que l’opérateur Hosc est
auto-adjoint sur son domaine et que son spectre est donné par :

Λh =

{
λn,m := ω1h

(
n +

1
2

)
+ ω2h

(
m +

1
2

)}

n,m∈N2

avec comme vecteur propres associés les fonctions d’Hermite en,m(x, y) =
(en ⊗ em) (x, y) où

en(x) =
1

h
1
4

ψn

(
x√
h

)
, n ∈ N

avec

ψn(x) = (2nn!
√

π)−
1
2 e−

x2
2 Hn(x) et Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x

2
).

Bien sur on a Hosc = P1 + P2 et pour tout n entier naturel et quel que soit
l’indice j ∈ {1, 2} nous avons

Pj (en) = ωjh
(
n +

1
2

)
en;
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par conséquent pour tout couple (n,m) d’entiers naturels et pour tout (x, y) ∈
R2 nous avons

Hosc (en ⊗ em) (x, y) =

(
ω1h

(
n +

1
2

)
+ ω2h

(
m +

1
2

))
(en ⊗ em) (x, y).

Ainsi, en posant

τn := ω1h
(
n +

1
2

)
, µm := ω2h

(
m+

1
2

)
;

on a par conséquent l’égalité λn,m = τn + µm et pour tous n,m entiers natu-
rels Hosc (en ⊗ em) = λn,m(h) (en ⊗ em) . De plus comme (en ⊗ em)n,m∈N2 est

une base hilbertienne de L2(R)⊗ L2(R) ; et que L2(R)⊗ L2(R) = L2
(
R2) ; la

famille (en ⊗ em)n,m∈N2 est alors une base hilbertienne de L2
(
R2) formées de

vecteurs propres de Hosc.

3.2.3 Polynôme d’oscillateur harmonique

A partir des deux opérateurs auto-adjoints P1, P2 en involution1 et du po-
lynôme F ∈ R [X,Y] ; on va construire un nouvel opérateur F (P1, P2). On note
par π l’opérateur unitaire suivant :

π :





L2(R2)→ l2(N2)

ϕ 7→< ϕ, en ⊗ em >L2(R2) .

Considérons aussi l’opérateur de multiplication par la suite F (λn, µm) sur
l2(N2) : son domaine est donné par

D
(
MF(λn,µm)

)
:=
{
(un,m)n,m ∈ l2(N2); F (τn, µm) un,m ∈ l2(N2)

}

et l’opérateur est alors définit par

MF(τn,µm)un,m = F (τn, µm) un,m.

Cet opérateur est auto-adjoint (c’est un cas particulier du lemme 1.3.1 du cha-
pitre 1). A partir de cette opérateur on va définir le nouvel opérateur à do-
maine F (P1, P2) de la manière suivante :

Définition 3.2.4. Pour F ∈ R [X,Y] ; le domaine de l’opérateur F (P1, P2) est
donné par :

D (F (P1, P2)) = π−1
{
D
(
MF(τn,µm)

)}
;

et l’opérateur F (P1, P2) est égale à :

F (P1, P2) = π−1 ◦MF(τn,µm) ◦ π.

1

Remarque 3.2.3. Les deux opérateurs commutent : P1 ◦ P2 = P2 ◦ P1
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Ensuite, par construction on a immédiatement que :

Proposition 3.2.5. Nous avons :
(i) L’opérateur F (P1, P2) est auto-adjoint sur son domaine.
(ii) Pour tout couple (n,m) d’entiers naturels

F (P1, P2) (en ⊗ em) = F (τn, µm) (en ⊗ em) .

(iii) Si F(X,Y) = ∑
i,j

αi,jX
iY j; alors sur l’espace S(R2)

F (P1, P2) = ∑
i,j

αi,jP
i
1◦P

j
2 = ∑

i,j
αi,jP

j
2◦Pi

1.

Remarque 3.2.6. Le dernier point montre que la définition de F (P1, P2) coincide
sur S(R2) avec l’idée intuitive que l’on a pour définir un polynôme d’opera-
teurs F (P1, P2).

Démonstration. Démontrons points par points.
(i) Le premier point est clair par le lemme 1.3.1.
(ii) Fixons nous d’abord un couple (n0,m0) ∈ N2 puis calculons F (P1, P2) (en0 ⊗ em0) ;

par définition on a :

F (P1, P2) (en0 ⊗ em0) = π−1 (F (τn0 , µm0) π (en0 ⊗ em0))

= π−1
(
F (τn0 , µm0) (δn,n0δm,m0)n,m

)
= F (τn0 , µm0) π−1

(
(δn,n0δm,m0)n,m

)

= F (τn0 , µm0) (en0 ⊗ em0) ;

et donc pour tout (n,m) ∈ N2 on a bien F (P1, P2) (en ⊗ em) = F (τn, µm) (en ⊗ em) .

(iii) Pour le dernier point, d’une part pour tout (n,m) ∈N2 nous avons :

∑
i,j

αi,jP
i
1◦P

j
2 (en ⊗ em) = ∑

i,j
αi,jP

i
1

(
en ⊗ Pj

2em
)
,

puis avec les propriétés spectrales des opérateurs P1 et P2 on obtient

= ∑
i,j

αi,jP
i
1

(
en ⊗ µ

j
mem

)
= ∑

i,j
αi,jµ

j
mP

i
1(en)⊗ em

= ∑
i,j

αi,jτ
i
nµ

j
men ⊗ em = F (τn, µm) (en ⊗ em) .

D’autre part

∑
i,j

αi,jP
j
2◦Pi

1 (en ⊗ em) = ∑
i,j

αi,jP
j
2

(
Pi
1en ⊗ em

)

= ∑
i,j

αi,jP
j
2

(
τi
nen ⊗ em

)
= ∑

i,j
αi,jτ

i
n

(
en ⊗ Pj

2em
)

= ∑
i,j

αi,jτ
i
nµ

j
men ⊗ em = F (τn, µm) (en ⊗ em) .

Ainsi les deux formules coincident sur la base hilbertienne (en ⊗ em)n,m∈N2 ,
elle coincident donc partout sur l’espace S(R2).
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3.2.4 Dynamique semi classique associée

Dans ce chapitre l’hamiltonien est l’opérateur auto-adjoint F (P1, P2) et pour
tout triplet (t, n,m) ∈ R×N2 nous avons

(
e−i

t
h F(P1,P2)

)
en ⊗ em =

(
e−i

t
h λn,m

)
en ⊗ em.

Soit un vecteur initial ψ0 ∈ D (F (P1, P2)) ⊂ L2(R2) et notons par (an,m)n,m =

(an,m(h))n,m la suite de l2(N2) donnée par a = π(ψ0), avec a = (an,m)n,m . On
obtient alors que pour tout t réel

ψ(t) = U(t)ψ0 =
(
e−i

t
h F(P1,P2)

)(

∑
n,m∈N2

an,m(en ⊗ em)

)

= ∑
n,m∈N2

an,me−i
t
h F(τn,µm)en ⊗ em;

et par conséquent pour tout t réel

r(t) =
+∞

∑
n=0

+∞

∑
m=0
|an,m|2 e−i

t
h F(τn,µm); a(t) =

∣∣∣∣∣
+∞

∑
n=0

+∞

∑
m=0
|an,m|2 e−i

t
h F(τn,µm)

∣∣∣∣∣ .

Avant d’étudier ces quantités en détails on va d’abord définir un état initial
pour la dynamique.

3.3 Préliminaires sur la dynamique

3.3.1 Choix d’un état initial localisé en énergie

Définissons un état initial ψ0 de la dynamique dépendant de h et localisé
autour des nombres réel E1, E2. Soit deux réels E1 ∈ [−1, 1] et E2 ∈ [−1, 1]
indépendant de h.

Définition 3.3.1. On définit les entiers naturels n0 = n0(h) etm0 = m0(h) par :

n0 := argmin
n
|τn − E1| ; m0 := argmin

m
|µm − E2| .

L’entier n0 (resp. m0) est donc l’indice de la valeur propre de l’opérateur P1
(resp. de P2) la plus proche du réel E1 (resp. E2).

On a alors la :

Proposition 3.3.2. Nous avons :
(i) |E1 − τn0 | ≤ ω1h et |E2 − µm0 | ≤ ω2h.
(ii) Pour h→ 0 on a les équivalences

n0 ∼
E1

ω1h
; m0 ∼

E2

ω2h
.
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Proof. Démontrons points par points.
(i)Comme les valeurs propres de P1 (resp. celles de P2) sont distantes l’une

de l’autre de ω1h (resp. de ω2h) le point (i) est alors immédiat.

(ii) En partant de
∣∣∣E1 −ω1h

(
n0 + 1

2

)∣∣∣ ≤ ω1h on en déduit

∣∣∣∣
E1

ω1h
− n0 −

1
2

∣∣∣∣ ≤ 1

et donc
E1

ω1h
− 3

2
≤ n0 ≤

1
2

+
E1

ω1h

on en déduit alors facilement que pour h → 0 on a n0 ∼ E1
ω1h

. De la même

façon pour h→ 0 on a aussi m0 ∼ E2
ω2h

.

Définition 3.3.3. Considérons la suite (an,m)n,m∈Z2 = (an,m(h))n,m∈Z2 définie
par :

an,m := Khχ

(
τn − τn0

hδ′1
,

µm − µm0

hδ′2

)
= Khχ

(
ω1

n− n0
hδ′1−1

,ω2
m−m0

hδ′2−1

)
;

où χ ∈ S(R2) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire. Les
paramètres (δ′1, δ

′
2) ∈]0, 1[2. Et avec

Kh :=
∥∥∥∥χ

(
τn − τn0

hδ′1
,

µm − µm0

hδ′2

)∥∥∥∥
l2(N2)

.

On va détailler ce choix d’état initial :

1. Le terme χ

(
τn−τn0

hδ′1
,

µm−µm0

hδ′2

)
sert à localiser autour, non pas autour de

(E1, E2) directement, mais pour des raisons techniques, autour des valeurs
propres les plus proches du couple (E1, E2).

2. Les constantes δ′1 et δ′2 servent à modifier la dilatation de la fonction χ.

La raison du choix 0 < δ′j < 1 est la suivante : c’est l’unique choix possible
pour avoir à la fois une localisation pertinente (qui ne tend pas vers {0}) et
une localisation plus grande que l’interstice spectral hδ′j ≫ h.

Enonçons maintenant les premières propriétés de la suite (an,m)n,m.

Proposition 3.3.4. La suite (an,m)n,m ∈ l2(Z2); et le vecteur ψ0 := π−1 (an,m(h)) ∈
D (F (P1, P2)) .

Démonstration. D’une part comme χ ∈ S(R2), il existe Mh ∈ R∗+ tel que :

|an,m| ≤
M

(1+ n2)(1+ m2)
∈ l2(Z2);

et par conséquent (an,m)n,m ∈ l2(Z2). D’autre part comme la fonction

(x, y) 7→ (1+ x2)(1+ y2)F
(
h
(
x +

1
2

)
, h
(
y +

1
2

))
Khχ

(
ω1

x− n0
hδ′1−1

,ω2
y−m0

hδ′2−1

)
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est une fonction de S(R2) ; il existe donc Mh > 0 tel que pour tout n,m ∈ N2

on ait :
∣∣∣∣(1+ n2)(1+ m2)F

(
h
(
n +

1
2

)
, h
(
m +

1
2

))
Khχ

(
ω1

n− n0
hδ′1−1

,ω2
m−m0

hδ′2−1

)∣∣∣∣ ≤ Mh

ie :
∣∣∣∣F
(
h
(
n +

1
2

)
, h
(
m +

1
2

))
an,m

∣∣∣∣ ≤
Mh

(1+ n2)(1+ m2)
∈ l2(N2).

De manière analogue au cas de la dimension 1 (voir chapitre 2, lemme
2.3.8) on dispose du

Lemme. Soit une fonction ϕ ∈ S(R2) et (ε1, ε2) ∈ ]0, 1]2 ; alors :

∑
l,s∈Z2, |l|+|s|≥1

∣∣∣∣ϕ
(

l
ε1
,
s
ε2

)∣∣∣∣ = O(ε∞
1 + ε∞

2 ).

Théorème 3.3.5. Nous avons

Kh =
1

√
F (χ2) (0, 0)h

δ′1+δ′2−2
2

+O (h∞) ;

et ainsi ‖an,m‖l2(N2) = 1+O(h∞).

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson et le lemme précédent
nous avons les égalités

∑
n,m∈Z2

χ2
(

ω1
n− n0
hδ′1−1

,ω2
m−m0

hδ′2−1

)

= hδ′1+δ′2−2 ∑
l,s∈Z2

F

(
χ2
)(
−l h

δ′1−1

ω1
,−s h

δ′2−1

ω2

)

= hδ′1+δ′2−2


F

(
χ2
)

(0, 0) + ∑
l,s∈Z2, |l|+|s|≥1

F

(
χ2
)(
−l h

δ′1−1

ω1
,−s h

δ′2−1

ω2

)


= hδ′1+δ′2−2F
(

χ2
)

(0, 0) +O (h∞) .

On va maintenant revenir à l’indexage de la série sur l’ensemble N2 ; sans
perdre de généralités on va supposer maintenant que ω1 = ω2 = 1. Comme
F
(
χ2
)
∈ S(R2) et χ2 ∈ S(R2) on a l’inégalité suivante à disposition :

∀k, d ∈ N∗2, ∃Ck,d > 0, ∀x1, x2 ∈ R2,
∣∣∣χ2(x1, x2)

∣∣∣ ≤ Ck,d

(1+ |x1|)k (1+ |x2|)d
.

Partons de l’égalité :

∑
n,m∈N2

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
= ∑

n,m∈Z2

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
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−
−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
−

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)

= hδ′1+δ′2−2F
(

χ2
)

(0, 0) +O (h∞)

−
−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
−

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
.

D’une part, par parité de la fonction χ2 par rapport aux deux variables nous
avons

−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
=

+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

χ2
(
n + n0
hδ′1−1

,
m + m0

hδ′2−1

)

+
+∞

∑
n=1

χ2
(
n + n0
hδ′1−1

,
m0

hδ′2−1

)
+

+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

χ2
(
n + n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)

≤
+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d

+
+∞

∑
n=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k +
+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m−m0|

hδ′2−1

)d

≤
+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d +
+∞

∑
n=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k

+
+∞

∑
n=1

∑
m 6=m0

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m−m0|

hδ′2−1

)d +
+∞

∑
n=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k .

Ensuite comme

+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d

≤ Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1)

(
+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k

)(
+∞

∑
m=1

1

|m + m0|d

)

et par les théorèmes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on
obtient la majoration :

≤ Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1)

∫ ∞

0

du
(u + n0)k

∫ ∞

0

dv
(v + m0)d

= Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1) 1

(k− 1)nk−10

1

(d− 1)md−1
0

.
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Maintenant, on sait que quand h → 0 on a n0 ∼ N
h , m0 ∼ M

h où N,M 6= 0 ;
ainsi, quand h→ 0 on a l’équivalent

hk(δ′1−1)+d(δ′2−1)

nk−10 md−1
0

∼ hkδ′1+dδ′2−2

Nk−1Md−1 ;

d’où
+∞

∑
n=1

+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d = O(h∞).

Ensuite

+∞

∑
n=1

∑
m 6=m0

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m−m0|

hδ′2−1

)d ≤
+∞

∑
n=1

∑
p∈Z∗

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |p|

hδ′2−1

)d

≤ 2Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1)

(
+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k

)(
+∞

∑
p=1

1
pd

)

≤ Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1)

∫ ∞

0

du
(u + n0)k

(
+∞

∑
p=1

1
pd

)

= Ck,dh
k(δ′1−1)+d(δ′2−1) 1

(k− 1)nk−10

(
+∞

∑
p=1

1
pd

)
.

Et quand h → 0 on a

hk(δ′1−1)+d(δ′2−1)

nk−10

∼ hkδ′1+d(δ′2−1)−1

Nk−1

et par conséquent pour k assez grand par rapport à d :

+∞

∑
n=1

∑
m 6=m0

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k (
1+ |m−m0|

hδ′2−1

)d = O(h∞).

Enfin

+∞

∑
n=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k ≤ Ck,dh
k(δ′1−1)

∫ ∞

0

du
(u + n0)k

= Ck,dh
k(δ′1−1) 1

(k− 1)nk−10

;

et quand h→ 0 on a hk(δ′1−1)

nk−10
∼ hkδ′1−1

Nk−1 d’où

+∞

∑
n=1

Ck,d(
1+ |n+n0|

hδ′1−1

)k = O(h∞).
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On vient donc de montrer que

−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
= O(h∞).

D’autre part
+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)

= ∑
n 6=n0

+∞

∑
m=1

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m + m0

hδ′2−1

)
+

+∞

∑
m=1

χ2
(
0,

m + m0

hδ′2−1

)

≤
+∞

∑
p=1

+∞

∑
m=1

2Ck,d(
1+ p

hδ′1−1

)k (
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d +
+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d

≤
+∞

∑
m=1

Ck,d(
1+ |m+m0|

hδ′2−1

)d

(
2hk(δ′1−1)

+∞

∑
p=1

1
pk

+ 1

)

≤ Ck,dh
d(δ′2−1)

∫ ∞

0

dv
(v + m0)d

(
2hk(δ′1−1)

+∞

∑
p=1

1
pk

+ 1

)

= Ck,dh
d(δ′2−1) 1

(d− 1)md−1
0

(
1+ 2hk(δ′1−1)

+∞

∑
p=1

1
pk

)
;

et pour h → 0 on a hd(δ′2−1)

md−1
0
∼ hdδ′2−1

Md−1 et par conséquent pour d assez grand par

rapport à k nous obtenons alors

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

χ2
(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)
= O(h∞).

Au final on a bien :
∥∥∥∥χ

(
n− n0
hδ′1−1

,
m−m0

hδ′2−1

)∥∥∥∥
2

l2(N2)
= F

(
χ2
)

(0, 0)hδ′1+δ′2−2 +O (h∞) ;

d’où

Kh =
1

√
F (χ2) (0, 0)h

δ′1+δ′2−2
2

+O (h∞) .

Ensuite il suffit de réécrire que

‖an,m‖2l2(N2) = K2
h ∑
n∈Z

∣∣∣∣χ
(

ω1
n− n0
hδ′1−1

,ω2
m−m0

hδ′2−1

)∣∣∣∣
2

= K2
hh

δ′1+δ′2−2
[
F

(
χ2
)

(0, 0) +O(h∞)
]

= 1+O(h∞).
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3.3.2 Découpe de la série

Commençons par une définition :

Définition 3.3.6. On définit les ensemble d’entiers ∆ = ∆(h, E1, E2) et Γ =
Γ(h, E1, E2) par :

∆ :=
{

(n,m) ∈ N2; |τn − τn0 | ≤
hδ1

2ω1
et |µm − µm0 | ≤

hδ2

2ω2

}

=

{
(n,m) ∈ N2; |n− n0| ≤

hδ1−1

2ω1
et |m−m0| ≤

hδ2−1

2ω2

}

où 0 < δi < δ′i < 1 ; et on considère aussi Γ le complémentaire de ∆ dans N2 :

Γ := N2 − ∆.

Lemme 3.3.7. Si on suppose que pour tout indice i ∈ {1, 2}, δ′i > δi on a alors

∑
n,m∈Γ

|an,m|2 = O(h∞).

Démonstration. La preuve est l’analogue en dimension deux du lemme 2.3.12.
Ecrivons :

∑
n,m∈Γ

|an,m|2 ≤ ∑
n,m∈Z2, |n−n0|>hδ1−1

|an,m|2 + ∑
n,m∈Z2, |m−m0|>hδ2−1

|an,m|2 .

Comme χ2 est à decroissance rapide, pour tout entier N ≥ 1 on a

∑
n,m∈Z2

(
n− n0
hδ′1−1

)2N

|an,m|2 + ∑
n,m∈Z2

(
m−m0

hδ′2−1

)2N

|an,m|2 = O(1).

Sans perdre de généralités on peut supposer que n0 = m0 = 0. Ensuite nous
avons comme pour la dimension 1

∑
n,m∈Z2, |n|>hδ1−1

|an,m|2 = O
(
h2N(δ′1−δ1)

)
,

∑
n,m∈Z2, |m|>hδ2−1

|an,m|2 = O
(
h2N(δ′2−δ2)

)

et ainsi ∑
n,m∈Γ

|an,m|2 = O(h∞).

3.4 Etude à l’ordre 1

Lorsque on approxime au premier ordre la fonction d’auto-corrélation il
apparait deux constantes ; ces deux constantes sont les périodes classiques
géométriques associées à l’hamiltonien classique du système. Cette étude à
l’ordre un va naturellement nous amené à considérer deux cas suivant que les
deux périodes classiques sont commensurables ou non.

125



3.4.1 Périodes semi-classiques et classiques

En tout premier lieu introduisons les périodes semi-classiques et classiques
du système. On va en effet introduire deux paires de périodes classiques ; la
première paire sort naturellement de la formule de Taylor effectuée sur les
valeurs propres dans la fonction d’auto-corrélation.

Hypothèses 3.4.1. On suppose ici que

∂F
∂X

(E1, E2) 6= 0,
∂F
∂Y

(E1, E2) 6= 0.

3.4.1.1 Périodes semi-classique

Définition 3.4.2. On définit les périodes semi-classiques Tscl1et Tscl2 par :

Tscl1 :=
2π

∂F
∂X (τn0 , µm0) ω1

et Tscl2 :=
2π

∂F
∂Y (τn0 , µm0) ω2

.

En première approximation la fonction d’auto-corrélation est alors égale à:

Proposition 3.4.3. Soit α un réel vérifiant l’inégalité : α > 1− 2min δi. On a alors
uniformément pour tout t ∈ [0, hα] :

r(t) = e−itF(τn0 ,µm0)/h ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

+O
(
hα+2min δi−1

)
.

Démonstration. Étudions la différence ε(t) := ε(t, h) définie par

ε(t) :=

∣∣∣∣∣∣
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e−i
t
h F(τn,µm) − e−itF(τn0 ,µm0)/h ∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)∣∣∣∣∣∣
.

Écrivons maintenant la formule de Taylor-Lagrange d’ordre 2 sur la fonction
F autour du point (τn0 , µm0) ; pour tout couple (n,m) ∈ N2, il existe un réel
ρ = ρ (n,m, n0,m0) ∈ ]0, 1[ tel que

F (τn, µm) = F (τn0 , µm0)

+
∂F (τn0 , µm0)

∂X
(τn − τn0) +

∂F (τn0 , µm0)

∂y
(µm − µm0)

+
1
2

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X2 (τn − τn0)
2

+
1
2

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂Y2 (µm − µm0)
2

+
∂2F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X∂Y
(τn − τn0) (µm − µm0) ;
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et donc en utilisant les expressions de τn et de µm on obtient

F (τn, µm) = F (τn0 , µm0) +
h (n− n0)

Tscl1
+

h (m−m0)

Tscl2

+
1
2

∂2F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X2 ω2
1h

2 (n− n0)
2

+
1
2

∂2F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂Y2 ω2
2h

2 (m−m0)
2

+
∂2F

∂X∂Y
(τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0)) ω1ω2h

2 (n− n0) (m−m0) .

Et ainsi

ε(t) =

∣∣∣∣∣∣
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)
[
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣

où on a posé

Rn,m(h) :=
hω2

1(n− n0)2

4π

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X2

+
hω2

2(m−m0)
2

4π

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂Y2

+
hω1ω2(n− n0)(m−m0)

2π

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X∂Y
.

Ensuite à l’aide des ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire pour tout
t ≥ 0 on a

ε(t) ≤

∣∣∣∣∣∣
∑

n,m∈∆

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)
[
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣
+ 2 ∑

n,m∈Γ

|an,m|2 .

D’une part (voir le lemme 3.3.7) on sait que ∑
n,m∈Γ

|an,m|2 = O(h∞). D’autre

part ; pour tout t ≥ 0, pour h assez petit et quel que soit (n,m) ∈ ∆ nous
avons :

thω2
1(n− n0)2

4π

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X2 ≤ tK1h
2δ1−1;

thω2
2(m−m0)

2

4π

∂2F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂Y2 ≤ tK2h
2δ2−1;

thω1ω2(n− n0)(m−m0)

2π

∂2F (τn0 + ρ(τn− τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X∂Y
≤ tK1,2h

δ1+δ2−1;

où K1,K2,K12 > 0 sont des constantes indépendantes de h, en effet : en notant
par B ((E1, E2), r) la boule euclidienne de dimension 2 de centre (E1, E2) et de
rayon r ; comme

lim
h→0

(τn0 , µm0) = (E1, E2)
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∀ε > 0, ∃h0 > 0, tel que pour tout h ≤ h0, (τn0 , µm0) ∈ B ((E1, E2), ε) ; ensuite
pour tout couple (n,m) ∈ ∆

|ρ(τn− τn0)| = hω1ρ |n− n0| ≤ ω1h
δ1 ,

|ρ(µm − µn0)| = hω2ρ |m−m0| ≤ ω2h
δ2

donc pour h assez petit, disons h ≤ h0

(τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0)) ∈ B ((E1, E2), ε) ;

et ainsi pour tout h ≤ h0,

∣∣∣∣
∂2F
∂X2 (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∣∣∣∣ ≤ sup
(x,y)∈B((E1,E2),ε)

∣∣∣∣
∂2F
∂X2 (x, y)

∣∣∣∣

qui est une constante positive indépendante de h. Ensuite comme α > 1 −
2min δi, on en déduit que α > 1− 2δ1 ; α > 1− 2δ2 et α > 1− δ1 − δ2; d’où
pour tout t ∈ [0, hα] on a

t |Rn,m(h)| ≤ K1h
α+2δ1−1 + K2h

α+2δ2−1 + K1,2h
α+δ1+δ2−1

≤ Mhα−1
(
h2δ1 + h2δ2 + hδ1+δ2

)

avec M := max (K1,K2,K3)

≤ 3Mhα−1max
(
h2δ1 , h2δ2 , hδ1+δ2

)
= 3Mh2min δi+α−1

où par hypothèse 2min δi + α− 1 > 0. Et ainsi pour tout t ∈ [0, hα] et quel que
soit le couple (n,m) ∈ ∆ nous avons

e−i2πtRn,m(h) − 1 = O
(
h2min δi+α−1

)
;

d’où
∣∣∣∣∣∣

∑
n,m∈∆

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)
[
e−i2πtRn,m(h) − 1

]
∣∣∣∣∣∣
= O

(
h2min δi+α−1

)
.

Au final, on a,montré que pout t ∈ [0, hα] on a uniformément ε(t) = O
(
h2min δi+α−1) .

3.4.1.2 Périodes classiques

Les deux périodes semi-classiques Tscli dépendent de h ; comme par la

suite on va distinguer les cas où
Tscl1
Tscl2
∈ Q ou non ; il est préférable de sup-

primer la dépendance en h du quotient
Tscl1
Tscl2

afin de ne pas faire faire des hy-

pothèses de commensurabilité valide pour tout h > 0. On va donc remplacer
les périodes semi-classique Tscli par les périodes classique Tcli .
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Définition 3.4.4. Les périodes classiques Tcl1et Tcl2 sont défnies par :

Tcl1 :=
2π

∂F
∂X (E1, E2) ω1

et Tcl2 :=
2π

∂F
∂Y (E1, E2) ω2

.

On a evidemment que pour tout j ∈ {1, 2}

lim
h→0

Tscl j = Tcl j.

Proposition 3.4.5. Soit τ un réel vérifiant l’inégalité : τ > −min δi. On a alors
uniformément pour tout t ∈ [0, hτ] :

∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

= ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

+O
(
hτ+min δi

)
.

Démonstration. Observons que
∣∣∣∣∣∣

∑
n,m∈N2

|an,m|2


e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

− e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)



∣∣∣∣∣∣

≤ ∑
n,m∈Γ

2 |an,m|2

+2 ∑
n,m∈∆

|an,m|2
[∣∣∣∣2πt(n− n0)

(
1

Tscl1
− 1

Tcl1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣2πt(m−m0)

(
1

Tscl2
− 1

Tcl2

)∣∣∣∣
]
,

car ∣∣∣eiX1eiX2 − eiY1eiY2
∣∣∣ ≤

∣∣∣ei(X1+X2) − ei(Y1+Y2)
∣∣∣

≤ 2 |(X1 + X2)− (Y1 + Y2)| ≤ 2 |X1 − Y1|+ 2 |X2 − Y2| .
Ensuite pour tout t ≥ 0 nous avons

∣∣∣∣2πt(n− n0)
(

1
Tscl1

− 1
Tcl1

)∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣2πt(n− n0)

(
Tcl1 − Tscl1
Tscl1Tcl1

)∣∣∣∣ ,

or

Tcl1−Tscl1 =
2π

∂F
∂X (E1, E2) ω1

− 2π
∂F
∂X (τn0 , µm0) ω1

=
2π

ω1

∂F
∂X (τn0 , µm0)− ∂F

∂X (E1, E2)
∂F
∂X (E1, E2)

∂F
∂X (τn0 , µm0)

;

=
2π

ω1

∂F
∂X (τn0 , µm0)− ∂F

∂X (E1, E2)
∂F
∂X (E1, E2)

∂F
∂X (τn0 , µm0)

;

et d’une part, par l’inégalité des accroissements finis, en notant par B ((E1, E2), 1)
la boule euclidienne de dimension 2 de centre (E1, E2) et de rayon 1, on obtient
la majoration ∣∣∣∣

∂F
∂X

(τn0 , µm0)−
∂F
∂X

(E1, E2)

∣∣∣∣

≤ sup
x,y∈B((E1,E2),1)

∥∥∥∥∇
(

∂F
∂X

)
(x, y)

∥∥∥∥
R2
‖(τn0 , µm0)− (E1, E2)‖R2
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≤ M
√

(τn0 − E1)
2 + (µm0 − E2)

2 ≤ Mh

√
2
2

.

où M > 0 est une constante indépendante de h. D’autre part comme on sup-
pose que ∂F

∂X (E1, E2) 6= 0 il existe ε1 > 0 et r1 > 0 tels que pour tout couple
(x, y) ∈ B ((E1, E2), r1) ∣∣∣∣

∂F
∂X

(x, y)
∣∣∣∣ ≥ ε1;

donc comme lim
h→0

τn0 = E1 et lim
h→0

µm0 = E2 il existe alors h1 > 0 tel que pour

tout h ∈ ]0, h1[
(τn0 , µm0) ∈ B ((E1, E2), r1) ;

ainsi h 7→ 1
∂F
∂X (E1,E2)

∂F
∂X (τn0 ,µm0)

est bornée sur l’ouvert ]0, h1[, en effet pour tout

h ∈ ]0, h1[ ∣∣∣∣∣
1

∂F
∂X (E1, E2)

∂F
∂X (τn0 , µm0)

∣∣∣∣∣ ≤
1
ε21

< +∞

d’où avec M′ := 2π
Mh

√
2
2

ε21
, pour tout h ∈ ]0, h1[ nous avons

∣∣Tcl1 − Tscl1
∣∣ ≤ hM′.

Puis comme
∣∣∣∣

1
Tscl1Tcl1

∣∣∣∣ ≤
ω1ω2

4π2

∣∣∣∣
∂F
∂X

(E1, E2)
∂F
∂X

(τn0 , µm0)

∣∣∣∣

≤ ω1ω2

4π2

(
sup

x,y∈B((E1,E2),1)

∣∣∣∣
∂F
∂X

(x, y)
∣∣∣∣

)2

< ∞

on arrive au fait qu’il existe une constante C1 > 0 indépendante de h (C1 :=
KM′) telle que pour tout h ∈ ]0, h1[

∣∣∣∣
1

Tscl1
− 1

Tcl1

∣∣∣∣ ≤ C1h.

De même il existe C2 > 0 et h2 > 0 tels que pour tout h ∈ ]0, h2[
∣∣∣∣

1
Tscl2

− 1
Tcl2

∣∣∣∣ ≤ C2h.

Ainsi pour tout h ∈ ]0, h∗[ où h∗ = min hi et pour tout t ∈ [0, hτ] avec τ ∈ R,
et quel que soient (n,m) ∈ △ on a :
∣∣∣∣t(n− n0)

(
1

Tscl1
− 1

Tcl1

)∣∣∣∣ ≤ C1h
υ+δ1,

∣∣∣∣t(m−m0)

(
1

Tscl2
− 1

Tcl2

)∣∣∣∣ ≤ C2h
υ+δ2;

ainsi pour tout (t, n,m) ∈ [0, hυ]× ∆

∣∣∣∣t(n− n0)
(

1
Tscl1

− 1
Tcl1

)
+ t(m−m0)

(
1

Tscl2
− 1

Tcl2

)∣∣∣∣ ≤ Mhτ+min δi .
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Donc
∣∣∣∣∣∣

∑
n,m∈N2

|an,m|2

e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

− e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)


∣∣∣∣∣∣

≤ 4πMhτ+min δi ∑
n,m∈∆

|an,m|2 +O (h∞) = O
(
hτ+min δi

)
.

3.4.1.3 Remarques sur les échelles de temps

Notons que comme la seule contrainte sur le α de l’échelle spécifique est
que α > 1 − 2min δi avec le choix de prendre δi ∈] 12 , 1[ ceci autorise donc
d’avoir α < 0 ; ce qui donne un un choix de α pertinent : pour h assez pe-
tit, l’échelle de temps spécifique d’approximation est plus grande que les pé-
riodes classiques, en effet pour h assez petit on a :

[
0, Tcli

] ⊂ [0, hα] .

Ensuite comme −min δi − (1− 2min δi) = −1+min δi ≤ 0, on a donc

h−min δi ≫ h1−2min δi ;

on peut donc faire le choix de prendre τ = α. En conclusion, on a immédia-
tement que le terme principal de la fonction d’auto corrélation dans l’echelle
[0, hα] est :

Définition 3.4.6. Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série de
fonctions

r1 : t 7→ e−itF(τn0 ,µm0)/h ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

et son module est le même que celui de la série de fonctions

a1 : t 7→ ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

.

3.4.1.4 Interprétation géometrique des périodes

Les deux périodes classiques Tcli ont une interprétation géometrique bien
précise ; considérons pour E1 > 0 et E2 > 0 le sous-ensemble de R4 :

ME1,E2 :=
{

(x1, ξ1, x2, ξ2) ∈ R4; p1 (x1, ξ1, x2, ξ2) = E1 et p2 (x1, ξ1, x2, ξ2) = E2

}

= p−11 (E1) ∩ p−11 (E1) ⊂ R4;

où rappellons le pj (x1, ξ1, x2, ξ2) = ωj
x2j +ξ2j

2 . Ainsi ME1,E2 est isomorphe au

tore T = T (E1, E2) donné par T =
√

2E1
ω1

S1 ×
√

2E2
ω2

S1.
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Fig. 25. Les deux générateurs du tore T .

On va calculer le flot hamiltonien de p = F(p1, p2) avec un point initial :

m0 =




x1,0
x2,0
ξ1,0
ξ2,0


 ∈ ME1,E2 .

Les équations de Hamilton sont :




ẋ1(t)
ẋ2(t)
ξ̇1(t)
ξ̇2(t)


 =




∂F
∂X

(
ω1

x21(t)+ξ21(t)
2 ,ω2

x22(t)+ξ22(t)
2

)
ξ1(t)ω1

∂F
∂Y

(
ω1

x21(t)+ξ21(t)
2 ,ω2

x22(t)+ξ22(t)
2

)
ξ2(t)ω2

− ∂F
∂X

(
ω1

x21(t)+ξ21(t)
2 ,ω2

x22(t)+ξ22(t)
2

)
x1(t)ω1

− ∂F
∂Y

(
ω1

x21(t)+ξ21(t)
2 ,ω2

x22(t)+ξ22(t)
2

)
x2(t)ω2




.

Ensuite comme
d
dt

(p1 ◦ ϕt) = {p1, p} ◦ ϕt

= {p1, F (p1, p2)} ◦ ϕt =
∂p1
∂x1

∂F (p1, p2)
∂ξ1

− ∂p1
∂ξ1

∂F (p1, p2)
∂x1

= ω1x1
∂F
∂X

(
ω1

x21 + ξ21
2

,ω2
x22 + ξ22

2

)
ξ1− ξ1

∂F
∂X

(
ω1

x21 + ξ21
2

,ω2
x22 + ξ22

2

)
ω1x1

= 0;

on en déduit alors que la fonction p1 ◦ ϕt ne dépend pas de t, donc pour tout
t nous obtenons

ω1
x21(t) + ξ21(t)

2
= ω1

x21,0 + ξ21,0
2

= E1.

De même pour tout t réel on a aussi l’égalité

ω2
x22(t) + ξ22(t)

2
= ω2

x22,0 + ξ22,0
2

= E2.

Donc le flot est bien tracé sur le tore T .
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Fig. 26. Le flot hamiltonien sur le tore T .

Par conséquent, en posant

a :=
∂F
∂X

(E1, E2) ω1, b :=
∂F
∂Y

(E1, E2) ω2

les équations de Hamilton se réecrivent plus simplement :



ẋ1(t)
ẋ2(t)
ξ̇1(t)
ξ̇2(t)


 =




αξ1(t)
βξ2(t)
−αx1(t)
−βx2(t)


 ;

et en posant pour tout indice j ∈ {1, 2}, Zj(t) := xj(t) + iξ j(t) ∈ C on a
immédiatement les deux égalités ˙Z1(t) = −iaZ1(t), ˙Z2(t) = −ibZ2(t). Et
par conséquent en intégrant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 on
obtient alors

Z1(t) = Z1(0)e
−iat, Z2(t) = Z2(0)e

−ibt

ainsi que

|Z1(0)|2 = x21(0) + ξ21(0) =
2E1

a
, |Z2(0)|2 = x22(0) + ξ22(0) =

2E2

b
;

par conséquent le flot hamiltonien dans le repére (x1, ξ1, x2, ξ2) est donné par :

ϕt :




Re (Z1(0))
Im (Z1(0))
Re (Z2(0))
Im (Z2(0))


 7→




Re (Z1(t))
Im (Z1(t))
Re (Z2(t))
Im (Z2(t))


 ,

qui en coordonnées complexe est

ϕt :
(

Z1(0)
Z2(0)

)
7→
(

Z1(t)
Z2(t)

)
.

En coordonnées angulaire le flot s’écrit alors linéairement :

ϕt :
(

θ1,0
θ2,0

)
7→
(

θ1,0 − at
2π

θ2,0 − bt
2π

)

avec θj,0 ≡
argZj(0)

2π [1] .

133



Fig. 27. Le flot hamiltonien tracé sur le tore T et sur son revêtement universel.

On retrouve alors bien les périodiques classiques du flot hamiltonien ϕt

2π

a
=

2π
∂F
∂X (E1, E2) ω1

= Tcl1,
2π

b
=

2π
∂F
∂Y (E1, E2) ω2

= Tcl2.

Un résultat classique affirme (voir par exemple [Ar-Av]) que si les deux pé-
riodes sont commensurables alors le flot s’enroule périodiquement sur le tore ;
si par contre les deux périodes ne sont pas commensurables le flot s’enroule
densement sur le tore. Sur la figure suivante on trouve un exemple où le quo-
tient des deux périodes est commensurable : le flot est alors périodique sur le
tore.

Fig. 28. Le flot hamiltonien tracé sur le tore dans le cas d’une pente rationnelle.

La figure suivante illustre un exemple où le quotient des deux périodes est
non-commensurable, c’est à dire non-rationnel : le flot est alors dense sur le
tore2.

2On parle aussi de quasi-périodicité.
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Fig. 29. Le flot hamiltonien tracé sur le tore dans le cas d’une pente irrationnelle.

3.4.1.5 Comportement sur les périodes classiques

Étudions donc la fonction a1(t) sur une période
[
0,maxTcli

]
.

Proposition 3.4.7. Pour tout t ≥ 0, on a l’égalité :

∑
n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

=
1

F (χ2) (0, 0) ∑
l,s∈Z2

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1

(
l +

t
Tcl1

)
,−hδ′2−1

ω2

(
s +

t
Tcl2

))
.

Démonstration. L’ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Pour celà considèrons la fonction Ωt définie par :

Ωt :





R2 → C

(x1, x2) 7→ |ax1,x2 |2 e
−2iπt (x1−n0)

Tcl1 e
−2iπt

(x2−n0)
Tcl2

où t est un paramètre réel, et ax1,x2 est, rappelons le, définie par :

ax1,x2 =
1

√
F (χ2) (0)h

δ′1+δ′2−2
2

χ

(
ω1

x− n0
hδ′1−1

,ω2
y−m0

hδ′2−1

)
;

et ainsi pour tout couple (n,m) ∈ Z2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

= Ωt(n,m).

Clairement, uniformément par rapport à t, la fonction Ωt ∈ S(R2). Calculons
F (Ωt) sa transformée de Fourier ; on obtient alors que quel que soit ζ1, ζ2 ∈
R2

F (Ωt) (ζ1, ζ2) =
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Ωt (x1, x2) e−2iπx1ζ1e−2iπx2ζ2 dx1dx2;
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et donc on trouve que que soit ζ1, ζ2 ∈ R2

F (Ωt) (ζ1, ζ2) =
e−2iπ(n0ζ1+m0ζ2)

F (χ2) (0, 0)
F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1

(
ζ1 +

t
Tcl1

)
,−hδ′2−1

ω2

(
ζ2 +

t
Tcl2

))
.

Maintenant avec l’égalité de Poisson appliquée à la fonction Ωt on obtient :

∑
n,m∈Z2

Ωt(n,m) = ∑
l,s∈Z2

F (Ωt) (l, s)

=
1

F (χ2) (0, 0) ∑
l,s∈Z2

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1

(
l +

t
Tcl1

)
,−hδ′2−1

ω2

(
s +

t
Tcl2

))
.

Ce qui donne bien l’égalité énoncée dans la proposition .

On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance à l’infini des deux
variables de la fonction F

(
χ2) ∈ S(R2) ; que les termes prépondérants dans

la série correspondent aux indices l et s tels que l + t
Tcl1

ou s + t
Tcl2

soient le

plus proche de zéro. Précisons cela avec une définition et une proposition.

Définition 3.4.8. Pour tout réel positif t, on définit les entiers li(t) = li(t, h)
comme étant les entiers le plus proche des réels− t

Tcli
; on note alors par d

(
t, TcliZ

)

la distance entre le réel t et le réseau TcliZ :

d
(
t, TcliZ

)
= li(t) +

t
Tcli

.

Remarque 3.4.9. Par définition, on a immédiatement que quel que soit l ∈ Z

tel que l 6= li(t) on a la minoration
∣∣∣l + t

Tcl1

∣∣∣ ≥ 1
2 .

On aura besoin du lemme suivant (qui l’analogue en dimension deux du
lemme 2.4.10 au chapitre 2) :

Lemme 3.4.10. Soit une fonction ϕ ∈ S(R2) et (ε1, ε2) ∈ ]0, 1]2 ; alors uniformé-
ment pour (u1, u2) ∈ R2 on a

∑
l,s∈Z, |l+u1|≥ 1

2 , |s+u2|≥ 1
2

∣∣∣∣ϕ
(
l + u1

ε1
,
s + u2

ε2

)∣∣∣∣ = O(ε∞
1 + ε∞

2 ).

Théorème 3.4.11. On a uniformément pour t réel

∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

=
1

F (χ2) (0, 0)
F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

+O (h∞) .
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Démonstration. On va commencer parmontrer ce résultat avec la série indexée
sur Z2. Comme F

(
χ2) ∈ S(R2) on a

∀k, d ∈N∗2, ∃Bk,d > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣∣F
(

χ2
)

(ζ1, ζ2)
∣∣∣ ≤ Bk,d

(1+ |ζ1|)k (1+ |ζ2|)d
.

Ensuite, d’après la précédente proposition et le lemme précédent, on a l’éga-
lité, uniforme pour t réel :

∑
n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

=
1

F (χ2) (0) ∑
l,s∈Z2

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1

(
l +

t
Tcl1

)
,−hδ′2−1

ω2

(
s +

t
Tcl2

))

=
1

F (χ2) (0, 0)
F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
t, Tcl1Z

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
t, Tcl2Z

)
)

+O (h∞) .

Maintenant établissons ce même type de résultat avec la série indexée sur
l’ensemble N2. Partons simplement de l’égalité

∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

)

= ∑
n,m∈Z2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

− ∑
n,m∈Z2−N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

ainsi ∣∣∣∣∣∣
∑

n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tcl1

+
m−m0
Tcl2

)

− 1
F (χ2) (0, 0)

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)∣∣∣∣∣

≤ ∑
n,m∈Z2−N2

|an,m|2 +O (h∞) .

Pour finir la preuve il suffit donc demontrer que ∑n,m∈Z2−N2 |an,m|2 = O (h∞) .
Écrivons alors :

∑
n,m∈Z2−N2

|an,m|2 =
+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 +
−1
∑

n=−∞

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 +
−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=0
|an,m|2 .

Or

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 =
1

F (χ2) (0, 0)hδ
′
1+δ

′
2−2

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

χ2
(

ω1

(
n− n0

hδ
′
1−1

)
,ω2

(
m−m0

hδ
′
2−1

))
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=
1

F (χ2) (0, 0)hδ
′
1+δ

′
2−2

+∞

∑
n=0

+∞

∑
m=1

χ2
(

ω1

(
n− n0

hδ
′
1−1

)
,ω2

(
m + m0

hδ
′
2−1

))

≤ Bk,q

F (χ2) (0, 0)hδ
′
1+δ

′
2−2




+∞

∑
n=0

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k







+∞

∑
m=1

1(
1+ ω2h1−δ

′
2 |m + m0|

)q


 .

Posons :

Rh :=
+∞

∑
n=0

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k , Sh :=
+∞

∑
m=1

1(
1+ ω2h1−δ

′
2 |m + m0|

)q .

D’une part nous avons

|Sh| ≤
1

ω
q
2

h(δ
′
2−1)q

+∞

∑
m=1

1
|m + m0|q

≤ 1
ω

q
2

h(δ
′
2−1)q

∫ +∞

0

dv
(m0 + v)q

=
1

ω
q
2

h(δ
′
2−1)q 1

(q− 1)(m0)q−1

∼ hqδ
′
2−1

ω2(q− 1)Eq−1
2

pour h→ 0. D’autre part

|Rh| ≤ 1+ ∑
n 6=n0

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k

= 1+
n0−1
∑
n=0

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k +
+∞

∑
n=n0+1

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k .

Or
+∞

∑
n=n0+1

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k =
+∞

∑
N=1

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1N
)k

≤ 1
ωk
1

h(δ
′
1−1)k

(
+∞

∑
N=1

1
Nk

)
;

et
n0−1
∑
n=0

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1 |n− n0|

)k =
n0

∑
N=1

1
(
1+ ω1h1−δ

′
1N
)k

≤
+∞

∑
N=1

1

ωk
1h

(1−δ
′
1)kNk

≤ 1
ωk
1

h(δ
′
1−1)k

(
+∞

∑
N=1

1
Nk

)

et ainsi |Rh| ≤ 1+ Mh(δ
′
1−1)k ; où M > 0 est une constante indépendante de h.

Par conséquent il existe une constante Ck,q > 0 indépendante de h telle que

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 ≤ Ck,qh
2−δ′1−δ′2

(
1+ Mh(δ

′
1−1)k

)
hδ
′
2q−1
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= Ck,qh
δ′2(q−1)+1−δ′1 + Ck,qMhδ

′
2(q−1)+(k−1)(δ

′
1−1);

donc en prenant q assez grand par rapport à k, comme par exemple q >

E
[

(k−1)(δ
′
2−1)

δ
′
2

+ 1
]
on obtient

+∞

∑
n=0

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 = O (h∞) .

De la même façon nous avons

−1
∑

n=−∞

−1
∑

m=−∞

|an,m|2 = O (h∞) ,
−1
∑

n=−∞

+∞

∑
m=0
|an,m|2 = O (h∞)

par suite ∑n,m∈Z2−N2 |an,m|2 = O (h∞) . Ce qui montre le théorème.

3.4.2 Cas où
Tcl1
Tcl2

= b
a ∈ Q

On va supposer dans cette sous section que
Tcl1
Tcl2

= b
a ∈ Q; ainsi aTcl1 =

bTcl2 . Il existe alors une période commune et le flot hamiltonien est périodique
sur le tore.

Définition 3.4.12. Si les deux périodes classiques sont commensurables ; la
période classique totale du système est définie par Tcl := aTcl1 = bTcl2 .

Le premier résultat que nous avons explique le comportement de la fonc-
tion d’auto-corrélation sur une période classique Tcl. Dans le théorème sui-
vant on montre que le graphe de la fonction d’auto-corrélation est très “pi-
quée” sur la valeur 1 autour de la période classique.

Théorème 3.4.13. Nous avons :
(i) Pour t tel que t ∈ TclN (i.e pour tout i ∈ {1, 2}, d

(
t, TcliZ

)
= 0) :

a1(t) = 1.

(ii) Si il existe un indice i ∈ {1, 2} tel que d (TcliZ, t
)

> h1−δ′i alors :

a1(t) = O(h∞).

Démonstration. Le premier point (i) est immédiat. Démontrons le second point :
en partant de l’égalité donnée par le précédent théorème :

a1(t) =
1

F (χ2) (0, 0)
F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

+O (h∞) ;

et en utilisant toujours le fait que la fonction F
(
χ2) ∈ S(R2) on a une inégalité

du type

∀q ∈ N, ∃Dq > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣∣F
(

χ2
)

(ζ1, ζ2)
∣∣∣ ≤ Dq

(1+ |ζ1|+ |ζ2|)q
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et ainsi ∣∣∣∣∣F
(

χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)∣∣∣∣∣

≤ Dq(
1+ hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
+ hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

))q .

Par conséquent s’il existe un indice i ∈ {1, 2} tel que d
(
TcliZ, t

)
> ωih1−δ′i

alors il existe ε > 0 de sorte que d
(
TcliZ, t

)
≥ ωih1−δ′i−ε et ainsi nous avons

pour tout q ∈ N l’inégalité suivante :
∣∣∣∣∣F
(

χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)∣∣∣∣∣ ≤ Dqhεq.

Par conséquent, comme ceci est vrai pour tout entier q ∈ N on en déduit que

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

= O(h∞).

3.4.3 Cas où
Tcl1
Tcl2

= b
a /∈ Q

Le cas où le réel b
a =

Tcl1
Tcl2

n’est plus une fraction rationnelle est beaucoup

plus délicat, en effet il n’existe plus de période classique commune. Le flot
hamiltonien est lui dense sur le tore. Le théorème 3.4.11 nous indique que le
comportement à l’ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation est donné par la
fonction :

t 7→ 1
F (χ2) (0, 0)

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)
.

Pour comprendre cette fonction il faut donc analyser l’évolution des distances
entre la demi-droite (OMt) oùO := (0, 0),Mt := (t, t) et les réseaux Tcl1Z, Tcl2Z

en fonction du temps t et du nombre
Tcl1
Tcl2

= b
a . On va donc débuter cette sous-

section par des résultats géométriques, puis on reviendra à l’étude de la fonc-
tion d’auto-corrélation a1(t).

3.4.3.1 Généralités

Dans le cas où
Tcl1
Tcl2

= a
b /∈ Q, le flot classique sur le tore n’est pas pério-

dique, mais il est dense sur le tore T . On a vu qu’en coordonnées angulaires
le flot hamiltonien est donné par

ϕt :





[0, 1]2 → [0, 1]2

(
θ1,0
θ2,0

)
7→
( − at

2π + θ1,0
− bt

2π + θ2,0

)
.

140



Sans perdre de généralité on va supposer que la condition initiale est
(

θ1,0
θ2,0

)
=

(
0
0

)
et que a, b < 0. En posant a := − a

2π > 0 et b = − b
2π > 0, le flot hamil-

tonien s’écrit alors plus simplement

ϕt =

(
at
bt

)
.

Rappelons aussi que Tcl1 =
∣∣ 2π

a

∣∣ =
∣∣∣ 1a
∣∣∣ et Tcl2 =

∣∣ 2π
b

∣∣ =
∣∣∣ 1b
∣∣∣ . La compréhen-

sion de la fonction

t 7→ 1
F (χ2) (0, 0)

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

passe donc par l’étude de l’évolution de la distance d
(

ϕt,Z2
∗
)
en fonction du

temps t et du nombre a
b . Commençons tout de suite par une première estima-

tion de la distance entre le point du flot ϕt et l’ensemble Z2
∗ :

Proposition 3.4.14. Pour tout T > 0, les deux assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) il existe CT > 0 tel que pour tout (n,m) ∈ Z2
∗ et quel que soit t ∈]0, T]

‖(ne1 + me2)−(at, bt)‖R2 ≥ CT

T
;

où (e1, e2) est la base canonique de R2.
(ii) Il existe KT > 0 tel que pour tout (n,m) ∈ Z2

∗ avec |n| ≤ aT ; |m| ≤ bT

∣∣∣
n
a
−m

b

∣∣∣ =

∣∣∣∣
2πn
a
−2πm

b

∣∣∣∣ ≥
KT

T
.

Cette proposition affirme que si on suppose qu’à un temps T fixé, la dis-
tance entre la partie du flot {ϕt}t∈[0,T] et l’ensemble Z2

∗ est minorée par un co-
efficient de l’ordre de 1/T ; alors la distance entre les deux périodes classiques
Tcli est aussi minorée par un coefficient de l’ordre de 1/T ; et réciproquement.

Démonstration. Montrons que (i)⇒ (ii) : supposons qu’il existe une constante
CT > 0 telle que pour tout couple (n,m) ∈ Z2

∗ et quel que soit t ∈]0, T]

‖(ne1 + me2)−(at, bt)‖R2 ≥ CT

T

alors (comme les normes ‖(x, y)‖R2 et |x| + |y| sont équivalentes sur R2) il
existe une constante DT > 0 telle que pour tout couple (n,m) ∈ Z2

∗ et quel
que soit t ∈]0, T]

|n−at|+ |m−bt| ≥ DT

T
.

D’une part en prenant t = m
b (avec donc m ≤ Tb) on obtient

|nb−ma| ≥ bDT

T
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d’autre part en prenant t = n
a (avec donc n ≤ Ta) on obtient

|ma−nb| ≥ aDT

T

d’où en posant ET := min(a, b)DT, pour tout couple (n,m) ∈ Z2
∗ vérifiant

|n| ≤ aT et |m| ≤ bT nous obtenons

|nb−ma| ≥ ET

T

i.e. ∣∣∣
n
a
−m

b

∣∣∣ ≥ ET

abT

ainsi avec KT := ET
ab , on a bien pour tout couple (n,m) ∈ Z2

∗ vérifiant |n| ≤ aT
et |m| ≤ bT l’inégalité ∣∣∣

n
a
−m

b

∣∣∣ ≥ KT

T
.

Réciproquement, montronsmaintenant que (ii)⇒ (i) : s’il existe une constante
KT > 0 telle que pour tout couple (n,m) ∈ Z2

∗ vérifiant |n| ≤ aT et |m| ≤ bT
on ait ∣∣∣

n
a
−m

b

∣∣∣ ≥ KT

T
,

alors pour tout réel positif ou nul t on a aussi par inégalité triangulaire

∣∣∣
n
a
−t
∣∣∣+
∣∣∣
m
b
−t
∣∣∣ ≥ KT

T

d’où

|n−at|+ |m−bt| ≥ KT min (a, b)

T
;

et donc, (comme les normes ‖(x, y)‖R2 et |x|+ |y| sont équivalentes sur R2) il
existe une constante CT > 0 telle que pour pour tout couple (n,m) ∈ Z2∗ tel
que |n| ≤ aT et |m| ≤ bT on ait

‖(ne1 + me2)−(at, bt)‖R2 ≥ CT

T
.

3.4.3.2 Cas où b
a vérifie une condition diophantienne

Quelques rappels

Au milieu du XIXème siècle, J. Liouville a demontré le

Théorème 3.4.15. (Liouville). Soit θ un nombre irrationnel algébrique réel de degré
d ≥ 2. Il existe une constante C = C(θ) > 0 tel que pour tout nombre rationnel p

q
on ait ∣∣∣∣θ −

p
q

∣∣∣∣ ≥
C
qd

.
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En d’autres termes, un nombre algébrique ne s’approche pas bien par les
rationnels. Vers le milieu du XXème siècle, K. F. Roth a considérablement amé-
lioré ce résultats (ce qui lui a valu la médaille Field en 1958).

Définition 3.4.16. On dit qu’un nombre θ irrationnel vérifie une condition
diophantienne d’ordre ε si et seulement si il existe une constante Cε > 0 telle
que pour tout couple (p, q) ∈ Z×N∗

∣∣∣∣θ−
p
q

∣∣∣∣ ≥
Cε

q2+ε
.

On note par Cε l’ensemble des nombres θ irrationnels qui vérifie une condition
diophantienne d’ordre ε. On dit qu’un nombre θ irrationnel est un nombre de
Roth si et seulement si θ ∈

⋂

ε>0

Cε ; i.e.

∀ε > 0, ∃Cε > 0; ∀(p, q) ∈ Z×N∗;
∣∣∣∣θ−

p
q

∣∣∣∣ ≥
Cε

q2+ε
.

Il y a beaucoup d’exemple de nombre de Roth, par exemple :

Théorème 3.4.17. (Thue-Siegel-Roth). Tout nombre irrationnel algébrique réel de
degré d ≥ 2 est de Roth.

Il est aussi connu que (voir par exemple [Cas]) :

Théorème 3.4.18. La mesure de Lebesgue des nombres de Roth est pleine.

Remarque 3.4.19. Si un nombre θ est un nombre ε-diophantien alors comme∣∣θ− p
1

∣∣ ≥ Cε et que |θ − p| ≤ 1
2 ≤

√
2
2 on en déduit alors que pour tout ε > 0

on a 0 < Cε ≤ 1
2 .

Estimation de la distance d
(

ϕt,Z2
∗
)

On va maintenant estimer la distance euclidienne entre la partie du flot
{ϕt}t∈[0,T] et l’ensemble Z2∗ .

Notation 3.4.20. Notons par ∆ et Γ les deux droites vectorielles orthogonales

∆ := Vect(ae1 + be2), Γ := Vect(−be1 + ae2)

où (e1, e2) est la base canonique de R2. Considérons aussi π∆ le projecteur
orthogonal sur la droite ∆ et πΓ le projecteur orthogonal sur la droite Γ.
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Fig. 30. Les deux droites orthogonales ∆ et Γ .

Par la suite on suppose que θ = b
a est un nombre de Roth.

Lemme 3.4.21. Pour tout ε > 0, il existe Kε > 0 telle que Kε ≤ Cε où Cε est la
constante de Roth du nombre θ = b

a ; telle que pour tout couple (n,m) ∈ Z2
∗

‖π∆ (ne1 + me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

; ‖πΓ (ne1 + me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

.

Démonstration. En notant par

u =

(
u1
u2

)
:=

1√
a2 + b2

(
a
b

)

le vecteur directeur normé de la droite ∆, nous avons

‖π∆ (ne1 + me2)‖R2 = |〈u, ne1 + me2〉R2 |
= |nu1 + mu2| = |u1| |n + mθ| ;

comme θ est un nombre de Roth, pour tout ε > 0 il existe une constante Cε > 0
telle que

‖π∆ (ne1 + me2)‖R2 ≥ |u1|
Cε

|m|1+ε

≥ |u1|Cε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

.

De la même façon nous avons

‖πΓ (ne1 + me2)‖R2 ≥ |u2|
Cε

|n|1+ε
≥ |u2|Cε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

;

ainsi en posant Kε := min (|u1|Cε, |u2|Cε) ≤ Cε on a bien

‖π∆ (ne1 + me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

; ‖πΓ (ne1 + me2)‖R2 ≥ Kε

‖ne1 + me2‖1+ε
R2

.

Ce qui montre le lemme.
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De ce lemme on en déduit le :

Théorème 3.4.22. Pour tout ε > 0, il existe une constante Kε ≤ Cε où Cε est la
constante de Roth du nombre θ = b

a ; telle que pour tout t ≥ 0

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≥ Kε(√

2
2 + t

√
a2 + b2

)1+ε
.

Démonstration. Pour tout t ≥ 0, le point ϕt ∈ ∆ ; il existe donc un couple
(nt,mt) ∈ Z2∗ tel que

d
(

ϕt,Z2
∗
)

=
∥∥∥
−−→
Oϕt − (nte1 + mte2)

∥∥∥
R2

≥ ‖πΓ (nte1 + mte2)‖R2 ;

et avec le lemme précédent on en déduit alors

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≥ Kε

‖nte1 + mte2‖1+ε
R2

.

Par ailleurs, nous avons la majoration

∥∥∥
−−→
Oϕt − (nte1 + mte2)

∥∥∥
R2
≤
√
2
2

,

et par l’inégalité triangulaire renversée on obtient

‖nte1 + mte2‖R2 ≤
∥∥∥
−−→
Oϕt

∥∥∥
R2

+

√
2
2

.

D’où, comme
∥∥∥
−−→
Oϕt

∥∥∥
R2

= t
√
a2 + b2 pour tout t ≥ 0 et quel que soit ε > 0

nous avons

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≥ Kε(

t
√
a2 + b2 +

√
2
2

)1+ε
.

Corollaire 3.4.23. Pour tout ε > 0 et quel que soit η ∈
]
0,
√
2
1+ε

2

[
⊂
]
0,
√
2
2

[
nous

avons l’implication suivante :

d
(

ϕt,Z2
∗
)

< η ⇒ t >
1√

a2 + b2

((
Kε

η

) 1
1+ε

−
√
2
2

)
.

Démonstration. Supposons que d
(

ϕt(0),Z2
∗
)

< η, ainsi par le précédent théo-

rème pour tout ε > 0 il existe une constante Kε ∈
]
0, 12
[
telle que

Kε(√
2
2 + t

√
a2 + b2

)1+ε
< η
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i.e. (
Kε

η

) 1
1+ε

<

√
2
2

+ t
√

a2 + b2

et par conséquent on en déduit l’inégalité souhaitée :

1√
a2 + b2

((
Kε

η

) 1
1+ε

−
√
2
2

)
< t.

Remarque 3.4.24. Comme η ∈
]
0,
√
2
1+ε

2

[
⊂
]
0,
√
2
2

[
on a

(
Kε
η

) 1
1+ε ≥

√
2
2 .

Notation 3.4.25. Pour ε > 0 et η > 0, on note :

tη(ε) :=
1√

a2 + b2

((
Kε

η

) 1
1+ε

−
√
2
2

)
.

Théorème 3.4.26. Pour tout ε > 0 et quel que soit η ∈
]
0,
√
2
1+ε

2

[
avec η assez petit

pour que tη(ε) ≥ max Tcli; pour tout entier k ≥ 1 il existe une constante Dk > 0
telle que pour tout t ∈[maxTcli, tη(ε)] on ait uniformément

|a1(t)| ≤ Dkh
k(1−max δ′i)η−k.

Démonstration. Par définition de d
(
t, TcliZ

)
, on a la simple relation valide

pour tout t ≥ maxTcli > 0

d
(
t, TcliZ

)
= d

(
t, TcliN

∗) ,

puis comme Tcl1 =
∣∣∣ 1a
∣∣∣ et Tcl2 =

∣∣∣ 1b
∣∣∣ on a

d
(
t, Tcl1Z

)
= d (at,N∗) , d

(
t, Tcl2Z

)
= d (bt,N∗) .

Ainsi par contraposée du précédent corollaire nous obtenons que pour tout
t ∈[max Tcli, tη(ε)]

d
(
(at, bt),Z2

∗
)
≥ η;

ce qui implique (comme les normes ‖(x, y)‖R2 et |x| + |y| sont équivalentes
sur R2) l’existence d’une constante C > 0 telle que pour tout t ∈[maxTcli, tη(ε)]

d
(
t, Tcl1Z

)
+ d

(
t, Tcl2Z

)
≥ Cη.

Puis comme la fonction F
(
χ2
)
∈ S(R2)

∀k ∈ N2, ∃Mk > 0, ∀ζ1, ζ2 ∈ R2,
∣∣∣F
(

χ2
)

(ζ1, ζ2)
∣∣∣ ≤ Mk

(|ζ1|+ |ζ2|)k
;

d’où pour tout t ∈[max Tcli, tη(ε)]
∣∣∣∣∣F
(

χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
t, Tcl1Z

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
t, Tcl2Z

)
)∣∣∣∣∣
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≤ Mk(
hδ′1−1

ω1
d
(
t, Tcl1Z

)
+ hδ′2−1

ω2
d
(
t, Tcl2Z

))k

≤ max(ωi)
kMk

hkmax(δ′i)−k
(
d
(
t, Tcl1Z

)
+ d

(
t, Tcl2Z

))k

≤ max(ωi)
kMk

hkmax(δ′i)−k
1

Ckηk = max(ωi)
Mk

Ck h
k(1−max(δ′i))η−k;

d’où le théorème énoncé.

Puis en appliquant ce théorème avec η = hs, où s est un réel de
]
0, 1−max δ′i

[

on obtient immédiatement le :

Corollaire 3.4.27. Pour tout ε > 0, pour tout s ∈ ]0, 1−max δ′i
[
et pour h assez

petit tel que ths(ε) ≥ maxTcli; alors uniformément pour tout t ∈ [max Tcli, tη(ε)]
nous avons

a1(t) = O(h∞).

Remarques sur les échelles de temps

Pour que le précédent lemme ait un intérêt il faut vérifier que pour tout
ε ≥ 0

ths(ε) ≤ hα

où on rappelle que α > 1− 2min (δi) .

Proposition 3.4.28. En supposant que min δi >
2
3 , pour tout ε > 0 et pour tout

s ∈ ]0, 1−max δ′i
[
on a

ths(ε) ≤ 1

2
√
a2 + b2

(
h1−2min δi −

√
2
)
.

Démonstration. D’une part pour tout s > 0 et pour tout ε > 0 comme

thS(ε) =
1√

a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h−

s
1+ε −

√
2
2

)

pour h→ 0 on a donc l’équivalence ths ∼ Dεh−
s

1+ε où Dε := 1√
a2+b2 (Kε)

1
1+ε >

0. D’autre part pour tout ε > 0 on a

1− 2min δi ≤
max δ′i − 1

1+ ε
,

en effet en posant φ(ε) := (1 + ε)
(
1− 2min δi − max δ′i−1

1+ε

)
de sorte que 1 −

2min δi −
max δ′i − 1

1+ ε
=

φ(ε)

1+ ε
. On note que la fonction ε 7→ φ(ε) est décrois-

sante sur R+, ainsi pour tout ε ≥ 0

φ(ε) ≤ φ(0) = 2− 2min (δi)−max
(
δ′i
) ≤ 2− 3min (δi) ≤ 0
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donc pour tout ε ≥ 0, φ(ε) ≤ 0 et ainsi

1− 2min δi ≤
max δ′i − 1

1+ ε
.

Par suite

h
max δ′i−1

1+ε ≤ h1−2min δi

et par conséquent

thS(ε) ≤ 1√
a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h

max δ′i−1
1+ε −

√
2
2

)

≤ 1√
a2 + b2

(
(Kε)

1
1+ε h1−2min δi −

√
2
2

)
≤ 1√

a2 + b2

(
1
2
h1−2min δi −

√
2
2

)
.

3.4.3.3 Utilisation des fractions continues

On peut se demander quels sont les temps précis où d
(

ϕt,Z2
∗
)

< η ? Pour
répondre à cette problématique on va utiliser les fractions continues.

Quelques rappels

Les fractions continues sont surtout utilisées pour l’approximation des
nombres irrationnels par des nombres rationnels. Il existe deux types de frac-
tions continues : les fractions continues finies qui représentent les nombres
rationnels et les infinies qui représente eux les irrationnels. Pour tout nombre
réel irrationnel θ il existe une suite de couple (qn, pn) ∈N2 telle que pour tout
n ∈ N ∣∣∣∣θ −

pn
qn

∣∣∣∣ ≤
1
q2n

.

Cette suite est donnée par l’algorithme des fractions continues (voir [Ro-Sz],
[Khi]). Géométriquement, le principe de construction de cette suite est le sui-
vant (voir [Arn2]) : on pose v0 := (0, 1) et v−1 := (1, 0). Il est clair que ces deux
points se situe d’une part et d’autre de la droite d’équation y = θx. Par récur-
rence : supposons construits les vecteurs vk−1 et vk alors pour construire le
vecteur vk+1 on ajoute à vk−1 autant de fois que nécessaire le vecteur vk pour
que le nouveau vecteur vk+1 se situe du même coté de la droite d’équation
y = θx que vk−1 :

vk+1 = akvk + vk−1

i.e 




qk+1 = akqk + qk−1

pk+1 = akpk + pk−1

où (ak)k≥0 est une suite d’entiers strictement positifs.
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Fig. 31. L’algorithme des fractions continues ; en gras quelques vecteurs vk.

De là on en déduit en particulier que la suite (qn)n est strictement crois-
sante. Avec la notation standard des fractions continues

[a0, a1, . . . , an, . . .] := a0 +
1

a1 + 1
a2+ 1

a3+...

on a (voir par exemple [Khi]) la relation usuelle entre la fraction pn
qn

et la suite
(an)n :

[a0, a1, . . . , an] =
pn
qn

.

Exemple 3.4.29. Le nombre π s’écrit : π = [3, 7, 15, 1, 292, 1 . . .] .

Temps d’approche

Notons par D la droite d’équation y = b
a x = θx. Ainsi pour tout t ≥ 0 ;

[Oϕt] ⊂ D.

Pour n ≥ 0 fixé on va déterminer le point de la droite D qui réalise la distance
entre D et le point (qn, pn) ∈ N2; ce qui revient à trouver le temps τn tel que
d (ϕτn , (qn, pn)) = d (D, (qn, pn)) .

Proposition 3.4.30. Pour tout n ≥ 1 ; l’unique τn ≥ 0 tel que d (ϕτn , (qn, pn)) =
d (D, (qn, pn)) est donné par

τn =
aqn + bpn
a2 + b2 .

De plus nous avons

d
(

ϕτn ,Z
2
∗
)
≤ a√

a2 + b2

1
qn

<
1
qn

.

Démonstration. Pour n fixé non nul, on va chercher t ≥ 0 tel que d (ϕt, (qn, pn)) =
d (D, (qn, pn)) . Il faut donc trouver t ≥ 0 tel que :

−−→
Oϕt ⊥

(
(qne1 + pne2)−

−−→
Oϕt

)
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ie : il faut donc trouver t ≥ 0 tel que :

〈−−→
Oϕt, (qne1 + pne2)−

−−→
Oϕt

〉
R2

= 0.

On doit donc résoudre at(qn − at) + bt(pn− bt) = 0. On trouve comme solu-
tion non nulle

t =
aqn + bpn
a2 + b2 .

Et ainsi à t = τn := aqn+bpn
a2+b2 on obtient

d (ϕτn , (qn, pn)) = d
((

a2qn + abpn
a2 + b2 ,

abqn + b2pn
a2 + b2

)
, (qn, pn)

)

=

√(
a2qn + abpn − a2qn − b2qn

a2 + b2

)2

+

(
abqn + b2pn − a2pn − b2pn

a2 + b2

)2

=
1

a2 + b2

√
b2 (apn − bqn)

2 + a2 (bqn − apn)
2.

Or comme pour tout entier n on a
∣∣∣θ − pn

qn

∣∣∣ ≤ 1
q2n
, c’est-à-dire pour tout entier

n
|qnb− pna| ≤

a
qn

;

on en déduit donc l’inégalité valide quel que soit n

d (ϕτn , (qn, pn)) ≤
1

a2 + b2

√

b2 a
2

q2n
+ a2

a2

q2n

≤ a√
a2 + b2

1
qn

<
1
qn

.

Pour conclure il suffit de noter que pour tout entier n on a d (ϕτn , (qn, pn)) ≥
d
(

ϕτn ,Z
2
∗
)
.

Généralisons un peu ce résultat en regardant comme évolue la distance
entre l’ensemble Z2∗ et la partie du flot ϕt lorsque t est dans un voisinage de
τn.

Notation 3.4.31. Pour tout réel r > 0, en note par I(r) la boule fermée de centre
τn et de rayon r > 0 :

I(r) :=
[
aqn + bpn
a2 + b2 − r,

aqn + bpn
a2 + b2 + r

]
.

Proposition 3.4.32. Pour tout réel r > 0; quel que soit t ∈ I(r)

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≤ 1

a2 + b2

√((
ab
qn

)
+ ra(a2 + b2)

)2

+

(
a2

qn
+ rb(a2 + b2)

)2

.
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Démonstration. Partons de l’inégalité vraie pour tout réel t ≥ 0.

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≤ d (ϕt, (qn, pn)) .

Ensuite pour tout t ∈ I(r) on a très clairement que

ϕt ∈ BR

(
a2qn + abpn

a2 + b2 , ra
)
× BR

(
abqn + b2pn

a2 + b2 , rb
)

où BR (X, R) := [X− R,X + R] . Par conséquent

d (ϕt, (qn, pn))

≤
√(

a2qn + abpn
a2 + b2 + ra− qn

)2

+

(
abqn + b2pn

a2 + b2 + rb− pn

)2

=
1

a2 + b2

√
(abpn − b2qn + ra(a2 + b2))

2 + (abqn − a2pn + rb(a2 + b2))
2

≤ 1
a2 + b2

√((
ab
qn

)
+ ra(a2 + b2)

)2

+

(
a2

qn
+ rb(a2 + b2)

)2

.

Ce qui montre l’inégalité proposée.

Remarque 3.4.33. Pour r = 0 on obtient

d
(

ϕt,Z2
∗
)
≤ 1

a2 + b2

√((
ab
qn

))2

+

(
a2

qn

)2

≤ a√
a2 + b2

1
qn

et on retrouve bien le résultat de la précédente proposition.

On va maintenant donner un équivalent pour n→ ∞ du réel τn :

Proposition 3.4.34. Pour n → ∞ on a l’équivalent τn ∼ Ωqn où on a posé Ω :=
a+bθ
a2+b2 > 0.

Démonstration. Écrivons le quotient τn sur Ωqn :

τn
Ωqn

=
aqn + bpn
a2 + b2

a2 + b2

qn(a+ bθ)
=

a
a + bθ

+
bpn

qn(a+ bθ)

et comme limn→∞
pn
qn = θ on en déduit que limn→∞

τn
Ωqn = 1.

Revenons maintenant à la fonction d’auto-corrélation a1.

Notation 3.4.35. Pour µ > 0 fixé, on note par Ah = Ah(θ, µ) l’ensemble sui-
vant :

Ah :=
{
qn ∈ N, qn ∈

[
hmin δ′i−1+µ, h1−2min δi−µ

]}
.

Remarque 3.4.36. Pour µ > 0 on a
[
hmin δ′i−1−µ, h1−2min δi+µ

]
⊂
[
hmin δ′i−1, h1−2min δi

]
.

Théorème 3.4.37. Supposons que Ah 6= ∅, alors

sup
n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}

|a1(τn)− 1| = O(hµ).
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Démonstration. Appliquons pour commencer la formule de Taylor-Lagrange
d’ordre 1 sur la fonction (x, y) 7→ F

(
χ2) (x, y) autour de l’origine : pour tout

réel t ≥ 0 il existe un réel ρ = ρ
(
t, h, Tcl1, Tcl2

) ∈ ]0, 1[ tel que :

F

(
χ2
)(
−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
,−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

= F

(
χ2
)

(0, 0)

−hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

) ∂F
(
χ2)

∂x

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)

−hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

) ∂F
(
χ2)

∂y

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, t

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, t

)
)
.

Nous venons de voir que pour tout entier n ≥ 1 la distance entre la partie du
flot ϕτn et l’ensemble Z2∗ est strictement plus petite que 1

qn . Ainsi si on suppose

qu’a partir d’un certain rang la suite
(

1
qn

)

n
devient très petite, disons que pour

tout n ≥ N on ait
1
qn

< hs

avec s > 0. Alors dans ce cas là nous obtenons la majoration

d
(

ϕτn ,Z
2
∗
)
≤ hs;

et par conséquent pour tout indice i ∈ {1, 2} on a aussi

d
(
τn, TcliZ

) ≤ hs.

Par conséquent, pour tout indice i ∈ {1, 2} nous avons

hδ′i−1d
(
τn, TcliZ

) ≤ hδ′i−1+s

et comme on suppose que s ≥ −min δ′i + 1+ µ avec µ > 0

hδ′i−1d
(
τn, TcliZ

)
≤ hµ;

et comme pour h assez petit
∣∣∣∣∣
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

) ∂F
(
χ2
)

∂x

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, tτn

)
)∣∣∣∣∣ ≤ Mhµ,

∣∣∣∣∣
hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, τn

) ∂F
(
χ2)

∂y

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, tτn

)
)∣∣∣∣∣ ≤ Nhµ;

où M, M′ sont des constantes positives indépendantes de h. Ainsi avec la for-
mule de Taylor précédemment écrite on a immédiatement

sup
n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}

|a1(τn)− 1| = 1
F (χ2) (0, 0)
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sup
n∈{m∈N, qm(θ)∈Ah}

∣∣∣∣∣
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

) ∂F
(
χ2)

∂x

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, τn

)
)

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, τn

) ∂F
(
χ2
)

∂y

(
ρ
hδ′1−1

ω1
d
(
Tcl1Z, τn

)
, ρ

hδ′2−1

ω2
d
(
Tcl2Z, τn

)
)∣∣∣∣∣

≤ hµM.

3.4.4 Comptage de la suite (qn(θ))n

Généralités

Au vu du précédent théorème il est intéressant de déterminer la cardinalité
de l’ensemble Ah. Comme la suite (qn(θ))n∈N est strictement croissante

card {Ah} = card {n ∈ N, qn(θ) ∈ Ah} .

Commerçons par une minoration simple de card {Ah} :

card {Ah} ≤ card
{

N ∩
[
hmin δ′i−1−µ, h1−2min δi+µ

]}
≤ E [δ(h)] + 1

où δ(h) := h1−2min δi+µ− hmin δ′i−1−µ. On a alors que pour h→ 0 l’équivalence
δ(h) ∼ h1−2min δi+µ. Pour minimiser card {Ah} c’est beaucoup plus dur ; ce-
pendant il est clair que pour tout n∗ > 1, il existe h∗ ∈ ]0, 1[ tel que :

[
h
∗min δ′i−1−µ, h∗1−2minδi+µ

]⋂
(

∞⋃

n=0

qn(θ)

)
= {qn∗(θ)} .

Pour pouvoir estimer l’entier card {Ah} il faut connaître la distribution des

(qn(θ))n∈N sur la droite des réels (en particulier sur le compact
[
hmin δ′i−1−µ, h1−2min δi+µ

]
)

en fonction du nombre θ. Essayons de donner quelques exemples de distribu-
tion de (qn(θ))n∈N .

Un exemple : le nombre d’or

Le nombre d’or est le nombre l’unique racine réelle de X2 − X − 1 = 0,

c’est à dire 1+
√
5

2 . La fraction continue approximant le nombre d’or possède
systématiquement la plus petite valeur possible pour chacun des coefficients,
à savoir 1 :

ϕ = [1, 1, . . . , 1, . . .] = 1+
1

1+ 1
1+ 1

1+...

.

En conséquence le nombre d’or est l’irrationnel qui s’approxime le plus mal
par des rationnels. Une autre des particularité de ce nombre est que la suite
des dénominateurs qn de l’algorithme des fractions continues est égale à la
suite de Fibonacci Fn :

Fn :=
1√
5

(
1+
√
5

2

)n

− 1√
5

(
1−
√
5

2

)n

.
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Notons bien que

lim
n→+∞

Fn+1

Fn
= ϕ.

Ensuite pour n→ +∞ on a aussi :

Fn ∼
1√
5

(
1+
√
5

2

)n

.

Proposition 3.4.38. En notant par qn(x) le n−ème dénominateur de l’algorithme
des fractions continues de x ; pour tout θ ∈ R nous avons pour tout n ≥ 0

qn(θ) ≥ Fn.

Démonstration. On va démontrer cette proposition par récurrence. Au rang
n = 0 on a q0(θ) = 1 ≥ F0. Ensuite supposons la relation vraie au rang n ; alors
comme qn+1(θ) = anqn(θ) + qn−1(θ) avec an ≥ 1 on a alors qn+1(θ) ≥ qn(θ) +
qn−1(θ) ≥ Fn + Fn−1 et par définition même de la suite de Fibonacci : Fn+1 =
Fn + Fn−1; ainsi on vient de montrer exactement que qn+1(θ) ≥ Fn+1.

Cas général

Dans le cas général où θ est un irrationnel quelconque on dispose du théo-
rème d’arithmétique analytique suivant (voir par exemple [Ro-Sz]) :

Théorème 3.4.39. (Khintchine-Lévy, 1952). Pour presque tout θ ∈ R; nous avons

lim
n→+∞

qn(θ)
1
n = K

où K est la constante de Khintchine-Lévy K := e
π

12 ln(2) > 1.

Ainsi, par exemple, a partir d’un certain rang on a :

(
1
2
K
)n

≤ qn(θ) ≤
(
3
2
K
)n

.

L’étude de la distribution des suites géométriques
((

1
2K
)n)

n∈N
et
(( 3

2K
)n)

n∈N

sur le compact
[
hmin δ′i−1−µ, h1−2min δi+µ

]
est assez simple à faire ; malheureu-

sement ceci ne fournit pas beaucoup d’informations exactes sur la distribution
de la suite (qn(θ))n∈N .

Question ouverte

Connaît t’on la distribution des dénominateurs (qn(θ))n∈N sur les réels
en fonction de θ ; plus précisément pour un compact non vide fixé de R∗+ est
t’il possible d’estimer le nombre d’éléments de la suite (qn(θ))n∈N dans ce
compact en fonction du réel θ et du diamètre de ce compact ?
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3.5 Étude à l’ordre 2

Hypothèses 3.5.1. Dans cette section on supposera que

∂2F
∂X2 (E1, E2) 6= 0,

∂2F
∂X∂Y

(E1, E2) 6= 0,
∂2F
∂Y2 (E1, E2) 6= 0.

L’approximation à l’ordre deux de la fonction d’auto-corrélation fait appa-
raître trois nouvelles quantités : les périodes de renaissances.

3.5.1 Périodes de renaissances

Définition 3.5.2. Ondéfinit les périodes de renaissances semi-classiques Tsren1,
Tsren2 et Tsren12 du système par :

Tsren1 :=
4π

h ∂2F
∂X2 (τn0 , µm0) ω2

1

; Tsren2 :=
4π

h ∂2F
∂Y2 (τn0 , µm0) ω2

2

;

Tsren12 :=
4π

h ∂2F
∂X∂Y (τn0 , µm0) ω1ω2

.

De sorte que :

Proposition 3.5.3. Soit β un réel vérifiant l’inégalité : β > 1− 3min δi. On a alors
uniformément pour tout t ∈ [0, hβ

]
:

e+itF(τn0 ,µm0)/hr(t)

= ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tsren1

+
(m−m0)

2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

)

+O
(
hβ+3min δi−1

)
.

Démonstration. Le principe de la démonstration est lemême que dans la preuve
de la proposition 3.4.3. Ici il faut par contre écrire une formule de Taylor-
Lagrange à l’ordre 3 : pour tout couple (n,m) ∈ N2, il existe ρ = ρ (n,m, n0,m0) ∈
]0, 1[ tel que

F (τn, µm) = F (τn0 , µm0)

+
∂F (τn0 , µm0)

∂X
ω1h (n− n0) +

∂F (τn0 , µm0)

∂y
ω2h (m−m0)

+
1
2

∂2F (τn0 , µm0)

∂X2 ω2
1h

2 (n− n0)
2 +

1
2

∂2F (τn0 , µm0)

∂Y2 ω2
2h

2 (m−m0)
2

+
1
2

∂2F
∂X∂Y

(τn0 , µm0) ω1ω2h
2 (n− n0) (m−m0)

+
1
6

∂3F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X3 ω3
1h

3 (n− n0)
3

+
1
2

∂3F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X2∂Y
ω2
1ω2h

3 (n− n0)
2 (m−m0)
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+
1
2

∂3F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X∂Y2 ω1ω2
2h

3 (n− n0) (m−m0)
2

+
1
6

∂3F (τn0 + ρ(τn − τn0), µm0 + ρ(µm − µm0))

∂X3 ω3
2h

3 (m−m0)
3 .

Ensuite il suffit de noter que pour tout couple (n,m) ∈ ∆ et pour tout t ∈
[0, hβ]

∣∣∣t (n− n0)
3 h2
∣∣∣ ≤ hβ+3δ1−1;

∣∣∣t (n− n0)
2 (m−m0) h

2
∣∣∣ ≤ hβ+2δ1+δ2−1;

∣∣∣t (n− n0) (m−m0)
2 h2
∣∣∣ ≤ hβ+δ1+2δ2−1;

∣∣∣t (m−m0)
3 h2
∣∣∣ ≤ hβ+3δ2−1;

et donc comme

β > 1−min (3δ1, 2δ1 + δ2, δ1 + 2δ2, 3δ2) = 1− 3min δi,

quel que soit t ∈ [0, hβ
]
et pour tout couple (n,m) ∈N2 nous avons

e−2iπt((n−n0)3h2+(n−n0)2(m−m0)h2+(n−n0)(m−m0)
2h2+(m−m0)

3h2)

=
(
1+O

(
hβ+3δ1−1

)) (
1+O

(
hβ+2δ1+δ2−1

))

(
1+O

(
hβ+δ1+2δ2−1

)) (
1+O

(
hβ+3δ2−1

))

= 1+O
(
hβ−1+3min δi

)
.

Ce qui permet de simplifier la fonction d’auto-corrélation.

Définition 3.5.4. On définit les périodes de renaissances Tren1 , Tren2 et Tren12
par :

Tren1 :=
4π

h ∂2F
∂X2 (E1, E2) ω2

1

; Tren2 :=
4π

h ∂2F
∂Y2 (E1, E2) ω2

2

;

Tren12 :=
4π

h ∂2F
∂X∂Y (E1, E2) ω1ω2

.

On a evidemment que pour tout indice j ∈ {1, 2, 12}

lim
h→0

Tsrenj
Trenj

= 1.

Les trois périodes semi-classiques Tsrenj dépendent de h ainsi que leurs quo-
tients. Comme par la suite on va faire des considérations sur les quotients des
périodes, il est préférable de travailler plutôt avec les périodes de renaissances
qu’avec les périodes de renaissances semi-classique ; pour celà nous disposons
en effet de la :

Proposition 3.5.5. Soit υ un réel vérifiant l’inégalité : υ > −2min δi. On a alors
uniformément pour t ∈ [0, hυ] :

∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tsren1

+
(m−m0)

2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

)
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= ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)

+O
(
hυ+min(δ1,δ2)

)
.

Démonstration. Le principe de la preuve est le même que celle de la proposi-
tion 3.4.5. Observons qu’avec la partition N2 = ∆∐ Γ et par inégalité triangu-
laire nous obtenons :

∣∣∣∣∣∣
∑

n,m∈N2

|an,m|2

e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tsren1

+
(m−m0)

2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

)

e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)


∣∣∣∣∣∣

≤ ∑
n,m∈Γ

2 |an,m|2

+2 ∑
n,m∈∆

|an,m|2
[∣∣∣∣2πt(n− n0)

2
(

1
Tsren1

− 1
Tren1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣2πt(m−m0)

2
(

1
Tsren2

− 1
Tren2

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣2πt(n− n0)(m−m0)

(
1

Tsren12
− 1

Tren12

)∣∣∣∣ ;

on a utilisé ici que pour tout (X,Y) ∈ R2

∣∣∣eiX − eiY
∣∣∣ ≤ 2 |X −Y| .

En écrivant
1

Tsren1
− 1

Tren1
=

Tren1 − Tsren1
Tsren1Tren1

et en remarquant

Tsren1 − Tren1 =
4π

ω2
1h

(
1

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

− 1
∂2F
∂X2 (E1, E2)

)

=
4π

ω2
1h




∂2F
∂X2 (E1, E2)− ∂2F

∂X2 (τn0 , µm0)

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

∂2F
∂X2 (E1, E2)


 ;

d’une part avec l’inégalité des acroissements finis nous avons

∣∣∣∣
∂2F
∂X2 (E1, E2)−

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

∣∣∣∣

≤ sup
(x,y)∈B((E1,E2),1)

∥∥∥∥∇
(

∂2F
∂X2

)
(x, y)

∥∥∥∥
R2
‖(E1, E2)− (τn0 , µm0)‖R2

≤ M
√

(E1 − τn0)
2 + (E2 − µm0)

2 ≤ Mh

√
2
2

;
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où M est une constante strictement positive et indépendante de h. D’autre
part comme on suppose que ∂2F

∂X2 (E1, E2) 6= 0; il existe ε1 > 0 et r1 > 0 tels que
pour tout (x, y) ∈ B ((E1, E2), r1)

∣∣∣∣
∂2F
∂X2 (x, y)

∣∣∣∣ ≥ ε1;

donc comme lim
h→0

τn0 = E1 et lim
h→0

µm0 = E2 il existe h1 > 0 tel que pour tout

h ∈ ]0, h1[
(τn0 , µm0) ∈ B ((E1, E2), r1) ;

ainsi l’application

h 7→ 1
∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

est bornée sur l’ouvert ]0, h1[, en effet pour tout h ∈ ]0, h1[
∣∣∣∣∣

1
∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

∣∣∣∣∣ ≤
1
ε21

< +∞;

d’où avec M′ := 2π M
√
2

ε21
, pour tout h ∈ ]0, h1[ nous avons |Tsren1 − Tren1 | ≤

M′. Aprés, comme

∣∣∣∣
1

Tsren1Tren1

∣∣∣∣ ≤ h2

∣∣∣ ∂2F
∂X2 (E1, E2)

∂2F
∂X2 (τn0 , µm0)

∣∣∣
16π2 ≤ Kh2

où

K :=
1

16π2 sup
(x,y)∈B((E1,E2),1)

∣∣∣∣
∂2F
∂X2 (x, y)

∣∣∣∣
2

;

par conséquent il existe une constante C1 > 0 indépendante de h telle que
pour tout h ∈ ]0, h1[ ∣∣∣∣

1
Tsren1

− 1
Tren1

∣∣∣∣ ≤ C1h
2

(il suffit de prendre C1 := KM). De la même façon on montre l’existence de
deux autres constantes C2,C12 > 0 indépendantes de h telles que pour tout
h ∈ ]0, h2[ on ai ∣∣∣∣

1
Tsren2

− 1
Tren2

∣∣∣∣ ≤ C2h
2

et pour tout h ∈ ]0, h12[ on ait
∣∣∣∣

1
Tsren12

− 1
Tren12

∣∣∣∣ ≤ C12h
2.

Ensuite quel que soit t ≥ 0, quel que soit (n,m) ∈ ∆ et que que soit h <

min (h1, h2, h12) nous avons
∣∣∣∣t (n− n0)

2
(

1
Tsren1

− 1
Tren1

)∣∣∣∣ ≤ C1|t|h2δ1 ;
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∣∣∣∣t (n− n0) (m−m0)

(
1

Tsren12
− 1

Tren12

)∣∣∣∣ ≤ C12|t|hδ1+δ2 ;

∣∣∣∣t (m−m0)
2
(

1
Tsren2

− 1
Tren2

)∣∣∣∣ ≤ C2|t|h2δ2 ;

et donc pour tout t ∈ [0, hυ] où υ est un réel tel que υ > −2min δi, nous avons
∣∣∣∣t (n− n0)

2
(

1
Tsren1

− 1
Tren1

)∣∣∣∣+
∣∣∣∣t (m−m0)

2
(

1
Tsren2

− 1
Tren2

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣t (n− n0) (m−m0)

(
1

Tsren12
− 1

Tren12

)∣∣∣∣

≤ Mhυ+min(2δ1,δ1+δ2,2δ2) = Mhυ+2min δi

où M := 3max (C1,C2,C12) . Au final on vient de montrer qu’il existe une
constante M > 0 telle que pour tout h < min (h1, h2, h12) et pout tout υ >

−2min δi
∣∣∣∣∣∣

∑
n,m∈N2

|an,m|2


e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tsren1

+
(m−m0)

2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

)

e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)



∣∣∣∣∣∣

≤ 2 ∑
n,m∈Γ

|an,m|2 + Mhυ+2min δi ∑
n,m∈∆

|an,m|2 .

Ensuite comme d’aprés le lemme 3.3.7

∑
n,m∈Γ

|an,m|2 = O (h∞)

et que

∑
n,m∈∆

|an,m|2 ≤ ∑
n,m∈N2

|an,m|2 = 1+O (h∞)

on en déduit que
∣∣∣∣∣∣

∑
n,m∈N2

|an,m|2


e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tsren1

+
(m−m0)

2

Tsren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tsren12

)

e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)


∣∣∣∣∣∣

= O
(
hυ+2min δi

)
.

Ainsi le terme d’ordre deux de la fonction d’auto corrélation dans l’echelle[
0, hβ

]
est :
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Définition 3.5.6. Le terme principal de la fonction de retour r(t) est la série de
fonctions

r2 : t 7→ e−itF(τn0 ,µm0)/h ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)

et son module est le même que celui de la série de fonctions

a2 : t 7→ ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt

(
n−n0
Tscl1

+
m−m0
Tscl2

+
(n−n0)2
Tren1

+
(m−m0)

2

Tren2
+

(n−n0)(m−m0)
Tren12

)

.

3.5.2 Remarque sur les échelle des temps

Rappelons que
(

δ
′
i , δi
)
∈] 12 , 1[

2, avec δ
′
i > δi, et que les échelles de temps

d’approximation données par les coefficients α et β doivent vérifier : α > 1−
2min δi et β > 1− 3min δi. Remarquons aussi que

1− 3min δi − (1− 2min δi) = −min δi < 0,

−2min δi − (1− 3min δi) = min δi − 1 < 0,

ainsi pour h assez petit on a

h1−2min δi < h1−3min δi < h−2min δi .

On peut donc choisir les coefficients α, β et υ tels que :

υ ≤ β < −1 < α < 0

ce qui permet, pour h assez petit d’avoir les inclusions :

[
0, Tcli

] ⊂ [0, hα] ⊂ [0, Treni] ⊂
[
0, hβ

]
⊆ [0, hυ] .

3.5.3 Théorème de renaissance

3.5.3.1 Hypothèse de résonance

Définition 3.5.7. On dira que les trois périodes de renaissances Tren1 , Tren2 , Tren12
sont en résonances si et seulement si il existe un triplet

(
p1
q1
, p2q2 ,

p12
q12

)
∈ Q3 tel

que
p1
q1

Tren1 =
p2
q2

Tren2 =
p12
q12

Tren12 ;

Notation 3.5.8. Dans le cas où les trois périodes de renaissances Tren1, Tren2, Tren12
sont en résonances on pose :

Tf rac :=
p1
q1

Tren1 =
p2
q2

Tren2 =
p12
q12

Tren12 .

Pour tout indice j ∈ {1, 2} on note aussi rj := p12qj, sj := q12pj, de sorte que
pour j ∈ {1, 2}

Trenj =
rj
sj
Tren12.
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Définition 3.5.9. On définit la fonction classique ψcl à deux variables temps t1
et t2 :

ψcl (t1, t2) := ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt1

n−n0
Tscl1

−2iπt2
m−m0
Tscl2 .

On a alors immédiatement les propriétés évidentes suivantes :
(i) pour tout t ≥ 0, ψcl(t, t) = a1(t);
(ii) pour tous t1, t2 ≥ 0, ψcl

(
t1 + Tscl1, t2

)
= ψcl (t1, t2) ;

(iii) pour tous t1, t2 ≥ 0, ψcl
(
t1, t2 + Tscl2

)
= ψcl (t1, t2) .

3.5.3.2 Quelques lemmes

Notation 3.5.10. On considère la suite (θn,m)n,m = (θn,m(h))n,m indexée sur Z2

par :

θn,m := e
−2iπ

(
p1
q1

(n−n0)2+ p12
q12

(n−n0)(m−m0)+
p2
q2

(m−m0)
2
)

.

Proposition 3.5.11. Il existe deux entiers l1 et l2 tels que pour tout couple d’entiers
(n,m) ∈ Z2





θn+l1,m = θn,m

θn,m+l2 = θn,m

si et seulement si les entiers l1 et l2 vérifient les équations suivantes :

∀(n,m) ∈ Z2,
l21p1
q1

+
2p1l1
q1

n +
p1r1l1
s1q1

m ≡ 0 [1]

∀(n,m) ∈ Z2,
l22 p2
q2

+
2p2l2
q2

m +
p2r2l2
s2q2

n ≡ 0 [1].

Démonstration. Pour tout couple d’entier relatif n,m nous avons :

θn+l1,m = θn,m

⇔ ∀(n,m) ∈ Z2, θn+l1,m = θn,me
−2iπ

(
l21 p1
q1

+
2p1l1
q1

n+
p1r1l1
s1q1

m
)

⇔ ∀(n,m) ∈ Z2,
l21 p1
q1

+
2p1l1
q1

n +
p1r1l1
s1q1

m ≡ 0 [1].

De même pour l’autre période l2.

Exemple 3.5.12. Une solution de ces deux équations est l1 = q1s1 et l2 = q2s2.

Maintenant pour une paire de périodes l1, l2 fixées, munissons l’ensemble
des suite (l1, l2)-périodiques à valeurs complexes d’une structure hermitienne
de la façon suivante :

Définition 3.5.13. Pour une paire d’entier l1, l2∈ (Z∗)2 fixés ; on définit l’en-
semble :

Sl1,l2(Z) :=
{
un,m ∈ CZ2

; ∀n,m ∈ Z2, un+l1,m = un,m; et un,m+l2 = un,m
}
.
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On a alors trivialement la :

Proposition 3.5.14. L’application :

〈 , 〉Sl1,l2
:





Sl1,l2(Z)2 → C

(u, v) 7→ 〈u, v〉Sl1,l2
:= 1
|l1l2|

|l1|−1
∑
n=0

|l2|−1
∑
m=0

un,mvn,m

munie Sl1,l2(Z) d’une structure hermitienne de dimension l1l2.

Puis on a la

Proposition 3.5.15. En notant par φ
k,p
n,m := e

− 2iπkn
l1 e

− 2iπpm
l2 où (k, p) ∈ Z2 ; la

famille
{(

φ
k,p
n,m

)
n,m∈Z2

}

k=0...l1−1,p=0..l2−1
est une base orthonormée de Sl1,l2(Z).

Démonstration. La preuve est analogue au cas de la dimension 1.

Théorème 3.5.16. Sous l’hypothèse de résonance il existe une famille de l1 + l2
nombre complexes dépendant de h ;

(
b̃k1,k2

)
k1∈{0...l1−1},k2∈{0...l2−1}

où les entiers

l1, l2 ∈ Z2 sont solutions des équations de la proposition 3.5.11 ; telle que pour tout
t ∈ [0, hα] on ait l’égalité :

a2
(
t + Tf rac

)
=

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t + Tf rac +

k1
l1
Tscl1, t+ Tf rac +

k2
l2
Tscl2

)

+O
(
hα+2min δi−1

)
.

En outre quel que soient les indices k1 ∈ {0...l1 − 1} , k2 ∈ {0...l2− 1} les coeffi-
cients b̃k1,k2 sont données par

b̃k1,k2 = e
− 2iπk1n0

l1 e
− 2iπk2m0

l2 bk1,k2

avec
bk1,k2 = bk1,k2(h) =

〈
σh, φ

k1,k2
〉

Sl1,l2

=
1
|l1l2|

|l1|−1
∑
n=0

|l2|−1
∑
m=0

e
−2iπ

(
p1
q1

(n−n0)2+ p12
q12

(n−n0)(m−m0)+
p2
q2

(m−m0)
2
)

e
2iπk1n

l1 e
2iπk2m

l2 .

Démonstration. L’idée générale de cette preuve est proche de celle du théo-
rème de renaissances fractionnaire de la dimension 1. Posons ñ := n−n0, m̃ :=
m−m0 et considérons la différence ε(t) définie par :

ε(t) :=

∣∣∣∣∣a2
(
t + Tf rac

)
−

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t + Tf rac +

k1
l1
Tcl1, t+ Tf rac +

k2
l2
Tcl2

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt ñ

Tscl1 e
−2iπTf rac

ñ
Tscl1 e

−2iπt m̃
Tscl2 e

−2iπTf rac
m̃

Tscl2
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e
−2iπt ñ2

Tren1 e−2iπ
p1ñ

2

q1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e−2iπ
p2m̃

2

q2 e
−2iπt ñm̃

Tren12 e−2iπ
p12ñm̃
q12

−
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t + Tf rac +

k1
l1
Tcl1, t+ Tf rac +

k2
l2
Tcl2

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

|an,m|2 θn,me
−2iπt ñ

Tscl1 e
−2iπTf rac

ñ
Tscl1 e

−2iπt m̃
Tscl2 e

−2iπTf rac
m̃

Tscl2

e
−2iπt ñ2

Tren1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e
−2iπt ñm̃

Tren12

−
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t + Tf rac +

k1
l1
Tcl1, t+ Tf rac +

k2
l2
Tcl2

)∣∣∣∣∣ .

Comme la suite (θn,m)n,m ∈ Sl1,l2(Z) où l1 = q1s1 et l2 = q2s2 on peut dé-
composer d’une manière unique la suite (θn,m)n,m sur la base orthonormée{(

φ
k,p
n,m

)
n,m∈Z2

}

k=0...l1−1,p=0...l2−1
de l’espace Sl1,l2(Z) :

θn,m =
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

bk1,k2φ
k1,k2
n,m .

où bk1,k2 =
〈

θ, φk1,k2
〉

Sl1,l2

. Par suite nous avons :

δ(t) =

∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0
|an,m|2 bk1,k2e

−2iπt ñ
Tscl1 e

−2iπTf rac
ñ

Tscl1 e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2

e
−2iπt ñ2

Tren1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e
−2iπt ñm̃

Tren12 φk1,k2
n,m

−
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
t+ Tf rac +

k1
l1
Tscl1, t+ Tf rac +

k2
l2
Tscl2

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0
|an,m|2 bk1,k2e

−2iπt ñ
Tscl1 e

−2iπTf rac
ñ

Tscl1 e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2

e
−2iπt ñ2

Tren1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e
−2iπt ñm̃

Tren12 φ
k1,k2
n,m

−
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2 ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt ñ

Tscl1 e
−2iπTf rac

ñ
Tscl1 e

−2iπk1
ñ
l1

e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2 e

−2iπk2 m̃
l2

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0
|an,m|2 bk1,k2e

−2iπt ñ
Tscl1 e

−2iπTf rac
ñ

Tscl1 e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2
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e
−2iπt ñ2

Tren1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e
−2iπt ñm̃

Tren12 e
− 2iπk1n

l1 e
− 2iπk2m

l2

−
l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2 ∑
n,m∈N2

|an,m|2 e
−2iπt ñ

Tscl1 e
−2iπTf rac

ñ
Tscl1 e

−2iπk1
ñ
l1

e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2 e

−2iπk2 m̃
l2

∣∣∣∣ .

Et comme b̃k1,k2e
−2iπk1

ñ
l1 e
−2iπk2 m̃

l2 = bk1,k2e
− 2iπk1n

l1 e
− 2iπk2m

l2 on en déduit alors

ε(t) =
∣∣∣∣∣ ∑
n,m∈N2

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0
|an,m|2 bk1,k2e

−2iπt ñ
Tscl1 e

−2iπTf rac
ñ

Tscl1 e
−2iπt m̃

Tscl2 e
−2iπTf rac

m̃
Tscl2 e

− 2iπk1n
l1 e

− 2iπk2m
l2

(
−1+ e

−2iπt ñ2
Tren1 e

−2iπt m̃2
Tren2 e

−2iπt ñm̃
Tren12

)∣∣∣∣∣ .

Ensuite, en s’inspirant encore du cas de la dimension 1, on partionne N2 avec
les ensembles ∆ et Γ et il suffit alors d’étudier la série sur l’ensemble ∆. Il existe
des constantes C1,C2,C12 > 0 telles quel que soit le couple (n,m) ∈ ∆ et pour
tout t ∈ [0, hα] :

∣∣∣∣t
(n− n0)2

Tren1

∣∣∣∣ ≤ C1h
α+2δ1−1;

∣∣∣∣t
(m−m0)

2

Tren2

∣∣∣∣ ≤ C2h
α+2δ2−1;

∣∣∣∣t
(n− n0)(m−m0)

Tren12

∣∣∣∣ ≤ C12h
α+δ1+δ2−1.

Par conséquent pour tout t ∈ [0, hα] et quel que soit (n,m) ∈ ∆ nous avons :

e
−2iπt ñ2

Tren1 e
−2iπt m̃2

Tren2 e
−2iπt ñm̃

Tren12 − 1 = O
(
hα+2min δi−1

)
.

En prenant t = 0 on obtient le :

Corollaire 3.5.17. Sous les mêmes hypothèses :

a2
(
Tf rac

)
=

l1−1
∑
k1=0

l2−1
∑
k2=0

b̃k1,k2ψcl

(
Tf rac +

k1
l1
Tscl1, Tf rac +

k2
l2
Tscl2

)
.

3.5.3.3 Calcul des coefficients

Dans cette sous section on s’inspire directement des résultats établis en
dimension 1.

Théorème 3.5.18. Supposons que l’hypothèse de résonance soit vérifiée avec en plus
p12
q12
∈ Z; alors :

∣∣bk1,k2
∣∣2 =

1
l21 l

2
2

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Z/l1Z

e
−2iπ p1s1

l1
x2
e
2iπk1
l1

x

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣∣ ∑
y∈Z/l2Z

e
−2iπ p2s2

l2
y2
e
2iπk2
l2

y

∣∣∣∣∣

2

.
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Démonstration. Demême que dans la proposition 2.6.1 du cas de la dimension
1 on a déjà que pour tous indices k1 ∈ {0...l1 − 1} , k2 ∈ {0...l2 − 1}

∣∣bk1,k2
∣∣ =

1
l1l2

∣∣∣∣∣∣
∑

(n,m)∈Z/l1Z×Z/l2Z

e
−2iπ

(
p1
q1

n2+ p12
q12

nm+
p2
q2

m2
)

e
2iπk1n

l1 e
2iπk2m

l2

∣∣∣∣∣∣
;

=
1
l1l2

∣∣∣∣∣
l2−1
∑
m=0

e
2iπk2m

l2 e−2iπ
p2
q2

m2 l2−1
∑
m=0

e−2iπ
p1
q1

n2e
2iπn
l1

(
k1− p12

q12
l1m
)∣∣∣∣∣

et comme l1 = q1s1 = q1q12p1 nous obtenons que

∣∣bk1,k2
∣∣ = 1

l1l2

∣∣∣∣∣
l2−1
∑
m=0

e
2iπk2m

l2 e−2iπ
p2
q2

m2 l2−1
∑
m=0

e
−2iπ p1

q1
n2
e
2iπn
l1

(k1−p12q1s1m)

∣∣∣∣∣ .

Pour j ∈ {1, 2}, on considère χj les caractères donnés par

χj :






Z/ljZ →֒ C∗

a 7→ e
−2iπ a

lj ;

et ainsi

∣∣bk1,k2
∣∣ =

1
l1l2

∣∣∣∣∣
l2−1
∑
m=0

χ2

(
p2s2m

2 − k2m
) l1−1

∑
n=0

χ1

(
p1s1n

2 − n(k1 − p12q1p1m
)∣∣∣∣∣ ;

par conséquent

∣∣bk1,k2
∣∣2 =

1
l21 l

2
2

(

∑
x∈Z/l1Z

∑
y∈Z/l2Z

χ1

(
p1s1x

2 − x(k1 − p12q1p1y
)

χ2

(
p2s2y

2 − k2y
))

(

∑
z∈Z/l1Z

∑
t∈Z/l2Z

χ1

(
−p1s1z

2 + z(k1 − p12q1p1t
)

χ2

(
−p2s2t

2 + k2t
))

=
1
l21 l

2
2

(

∑
x∈Z/l1Z

∑
y∈Z/l2Z

∑
z∈Z/l1Z

∑
t∈Z/l2Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z) + p12q1p1(xy− zt)

)
χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y− t)

))
.

Maintenant comme p12
q12
∈ Z alors l1 = q1q12p1|q1p1p12 et donc pour tout

x, y, z, t nous avons p12q1p1(xy− zt) ∈ l1Z ; d’où pour tout x, y, z, t on a χ1 (p12q1p1(xy− zt)) =
1. Ainsi

∣∣bk1,k2
∣∣2 =

1
l21 l

2
2

(

∑
x∈Z/l1Z

∑
y∈Z/l2Z

∑
z∈Z/l1Z

∑
t∈Z/l2Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z)

)
χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y− t)

))

=
1
l21 l

2
2

(

∑
x∈Z/l1Z

∑
z∈Z/l1Z

χ1

(
p1s1

(
x2 − z2

)
− k1(x− z)

)
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∑
y∈Z/l2Z

∑
t∈Z/l2Z

χ2

(
p2s2

(
y2 − t2

)
− k2(y− t)

))

=
1
l21

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Z/l1Z

e
−2iπ p1s1

l1
x2
e
2iπk1
l1

x

∣∣∣∣∣

2
1
l22

∣∣∣∣∣ ∑
y∈Z/l2Z

e
−2iπ p2s2

l2
y2
e
2iπk2
l2

y

∣∣∣∣∣

2

.

Ensuite les résultats établis dans le cas de la dimension 1 nous permettent
de calculer les deux termes

1
l1

∣∣∣∣∣ ∑
x∈Z/l1Z

e
−2iπ p1s1

l1
x2
e
2iπk1
l1

x

∣∣∣∣∣ ,
1
l2

∣∣∣∣∣ ∑
y∈Z/l2Z

e
−2iπ p2s2

l2
y2
e
2iπk2
l2

y

∣∣∣∣∣

en fonction des entiers li, pi, si et ki.
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Chapitre 4

Sur le spectre semi-classique d’un
hamiltonien de dimension 1 autour
d’une singularité hyperbolique

Ce chapitre a fait l’objet d’une pré- publication au actes du Séminaire de Théorie Spectrale et
Géométrie de Grenoble et d’une publication aux Annales de la Faculté des sciences de Toulouse

[Lab2].

4.1 Introduction

Sur la variétéM = R, l’opérateur de Schrödinger Ph de potentielV,V étant
une fonction de R dans R, est l’opérateur linéaire non-borné sur l’espace des
fonctions C∞ à support compact C∞

c (R,R) définit par :

Ph := −h2

2
∆ +V,

où V est l’opérateur de multiplication par la fonction V, le laplacien est donné
par ∆ = d2

dx2 et h est le paramètre semi-classique. Le spectre semi-classique
d’un opérateur de Schrödinger en dimension 1 est bien connu [Ge-Gr], [He-
Ro] et [Col8] dans les zones dites elliptiques, c’est-à-dire en dehors desmaxima
locaux de la fonction potentielV ; on parle alors de règles de Bohr-Sommerfeld
régulières. Dans ce chapitre on se concentre sur le cas d’un opérateur de Schrö-
dinger avec un potentiel type double puits, c’est-à-dire que V ∈ C∞(R) avec
lim
|x|→∞

V(x) = +∞ etV possédant exactement unmaximum local non-dégénéré,

que l’on supposera par exemple atteint en 0. Le modèle du double puits à
été beaucoup étudié [BPU], [He-Sj2], en particulier dans [He-Ro] et [Fu-Ra]
pour l’étude de la transition de l’espacement des valeurs propres. Cepen-
dant le spectre du double puits reste globalement assez mystérieux. Dans
l’étude des singularités de l’application moment d’un système complètement
intégrable, l’opérateur de Schrödinger avec double puits est le modèle type
pour les singularités non-dégénérées de type hyperbolique [VuN4]. En ef-
fet, pour un hamiltonien p : M → R tel que 0 soit valeur critique de p, et
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tel que les fibres dans un voisinage de 0 soient compactes et connexes et ne
contiennent qu’un unique point critique non-dégénéré de type hyperbolique :
la fibre Λ0 := p−1(0) est alors un ”huit” et le feuilletage dans un voisinage de
la fibre singulière Λ0 est difféomorphe à celui du double puits.

Fig. 32. Le feuilletage autour d’une singularité hyperbolique.

Dans une série de trois articles [Co-Pa1], [Co-Pa2] et [Co-Pa3] Y. Colin de
Verdière et B. Parisse se sont intéressés au spectre semi-classique de l’opéra-
teur de Schrödinger, en dimension 1 avec un potentiel ayant un maximum
local non-dégénéré. Dans [Co-Pa3] ils traitent de manière générale l’étude des
singularités. Dans [Co-Pa1] et [Co-Pa2] les deux auteurs donnent une condi-
tion nécessaire et suffisante pour trouver le spectre semi-classique dans un
compact centré autour de l’origine de l’opérateur linéaire :

Ph := −h2

2
d2

dx2
+V

avec un potentiel V type double puits. Dans la première partie de ce chapitre
on rappelle d’abord la formule donnée par Y. Colin de Verdière et B. Parisse.
Dans la seconde partie on utilise cette formule pour expliciter, dans une cer-
taine mesure, le spectre de l’opérateur Ph. On montre en particulier que le

spectre de l’opérateur Ph dans le compact
[
−
√
h,
√
h
]
est constitué de deux

familles de réels (αk(h))k et (βl(h))l vérifiant :

· · · < βk+1(h) < αk(h) < βk(h) < αk−1(h) < · · ·

et, il existe C,C′ deux constantes réelles strictement positives telles que

Ch
|ln(h)| ≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| ,

Ch
|ln(h)| ≤ |βk+1(h)− βk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| .
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Fig. 33. Le spectre de Ph : les croix obliquent rouges représentent les valeurs propres
issues de la famille (αk(h))k ; et les les croix verticales-horizontales vertes

représentent les valeurs propres issues de la famille (βk(h))k.

4.2 La formule de Colin de Verdière-Parisse

4.2.1 Le cadre

Soit V ∈ C∞(R) telle que lim
|x|→∞

V(x) = +∞ et V possédant exactement un

maximum local strict non dégénéré, que l’on supposera atteint en 0, ainsi :
V(0) = 0, V′(0) = 0, V′′(0) < 0. On supposera aussi que la fonction possède
exactement deux puits : il existe x1 < 0 < x2 tels que V(x1) = V(x2) =
0, V > 0 dans ]−∞, x1[ ∪ ]x2,+∞[ et V ≤ 0 dans [x1, x2]. En plus V′(x1) < 0
et V′(x2) > 0.

Exemple 4.2.1. Un exemple typique non-générique est la fonction potentiel
V(x) = x4 − x2.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Fig. 34. La courbe représentative de la fonction potentiel V(x) = x4 − x2. On
distingue les deux puits (les minima) du potentiel, le droit et le gauche.

On notera par p la fonction définie sur le fibré cotangent de R par :

p(x, ξ) :=
ξ2

2
+ V(x) ∈ C∞(T∗R,R).

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1
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Fig. 35. Courbes de p−1(c) avec des c> 0 : une seule composante connexe, c=0 : le
huit hyperbolique, c < 0 : deux composantes connexes.

Son quantifié de Weyl Ph est donné par :

Ph = −h2

2
∆ +V.

4.2.2 Énoncé de la formule

Y. Colin de Verdière et B. Parisse ont donné les règles de Bohr-Sommerfeld
dans le cas singulier sous la forme suivante :

Théorème 4.2.2. Pour E ∈ [−δ, δ] ; où δ est un réel strictement positif suffisamment
petit et indépendant de h ; l’équation :

(Ph − EId) uh = O(h∞)

admet une solution uh ∈ L2(R) non triviale avec son microsupport MS(uh) =
p−1{E} si et seulement si le réel E vérifie l’équation suivante :

1√
1+ e

2πε
h

cos
(

θ+ − θ−
2

)
= cos

(
− θ+ + θ−

2
+

π

2
+

ε

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

)))

(4.1)
où :

ε := ε(E), θ+/− := θ+/−(E) = S+/−(E)/h.

Les fonctions ε et S+/− admettant des développements asymptotiques en puissance
de h avec des coefficients C∞ par rapport à E.

4.2.3 Les grandes étapes de la preuve

On résume [Co-Pa1], [Co-Pa2] et une bonne partie de [Co-Pa3]. La preuve
de la formule se décompose en plusieurs grandes étapes.

La stratégie

La première étape de la preuve est une étude locale autour de la singula-
rité. Pour ça on utilise une forme normale de Birkhoff quantique de manière à
se ramener à une équation différentielle linéaire du premier ordre. On exhibe
alors quatre solutions et on utilise le fait que l’ensemble des solutions est de
dimension 2, pour en déduire une dépendance linéaire entres ces solutions. La
seconde étape consiste à prolonger de manière globale les fonctions solutions,
ce qui donnera à nouveau une dépendance linéaire entres les solutions. A la
fin, on exprime simultanément ces relations linéaires avec un déterminant et
un peu d’algèbre linéaire.

Première étape : Étude locale autour de la singularité

Pour un réel E ∈ [−δ, δ], où δ est une constante réelle strictement posi-
tive et indépendante de h, on va étudier l’équation (Ph − EId) uh = O(h∞)
avec une forme normale quantique autour de l’origine, utilisons le théorème
suivant (voir [CLP]) :
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Théorème 4.2.3. Il existe U un opérateur intégral de Fourier, N un opérateur pseudo-
différentiel elliptique en 0 et une fonction ε ayant un développement asymptotique en
puissance de h : ε(E) = ∑j≥0 ε j(E)hj où les fonctions ε j sont de classe C∞ par rap-
port à E et indépendante de h ; tels que microlocalement dans un ouvert Ω0 contenant
l’origine, on ait pour tout E ∈ [−δ, δ] :

U−1(Ph − EId)U = N
(
x̂ξ − ε(E)Id

)

où x̂ξ := h
i

(
x d
dx + 1

2 Id
)
avec ε0(0) = 0 et ε′0(0) = 1√

−V ′′ (0)
.

La démonstration de ce théorème de forme normale quantique est don-
née dans [CLP], ou [Co-Pa1], la preuve utilise le lemme de Morse isochore
[Co-Ve]. L’analogue analytique de cette forme normale est donné dans [He-
Sj2]. Le cas de la catégorie C∞ de ce type de forme normale est prouvé par J.
Sjöstrand [Sjo1], [Sjo2].

Remarque 4.2.4. Cette forme normale reste valide uniquement pour |E| ≤ δ,
où δ est un réel strictement positif suffisamment petit mais indépendant de h.

Pour tout |E| ≤ δ on a :

ε(E) = ε0(E) +
+∞

∑
j=1

ε j(E)hj;

ainsi, en appliquant la formule de Taylor sur la fonction de classe C∞ ε0 ; pour
tout E ∈ [−δ, δ] nous avons :

ε(E) =
E√
−V ′′(0)

+O(E2) +
+∞

∑
j=1

ε j(E)hj.

Par la suite on va utiliser ce théorème avec E = λhα où λ ∈ [−1, 1] ; α ≥ 0 et h
assez petit pour que [−hα, hα] ⊂ [−δ, δ]. Ainsi, pour tout réel λ ∈ [−1, 1] :

ε(λhα) =
λhα

√
−V ′′ (0)

+O(h2α) +
+∞

∑
j=1

ε j(λhα)hj. (4.2)
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Fig. 36. Ouvert Ω0 où la forme normale est valide.

Grâce à ce théorème de forme normale semi-classique on a un lien très
simple entres les vecteurs propres des opérateurs (Ph − EId) et x̂ξ − ε(E)Id ;
en effet on voit facilement que :

(Ph − EId)uh = O(h∞)⇔
(
x̂ξ − ε(E)Id

)
U−1(uh) = O(h∞).

Ainsi si on travaille sur l’ouvert Ω0 où la forme normale est valide, on est
amené à résoudre :

(
x̂ξ − ε(E)Id

)
vh = O(h∞), ie, résoudre :

xv′h(x) +

(
1
2
− i

ε(E)

h

)
vh(x) = O(h∞).

Alors, par simple intégration d’équation différentielle ordinaire linéaire du

premier ordre, les solutions exactes de
(
x̂ξ − ε(E)Id

)
vh = 0 sont engendrées

par les deux fonctions :

ϕ1(x) := x
− 1

2+i ε
h

+ = 1R∗+(x)e−
1
2 ln(x)+i ε

h ln(x);

ϕ2(x) := x
− 1

2+i ε
h

− = 1R∗−(x)e−
1
2 ln(−x)+i ε

h ln(−x).

Ensuite, l’idée est de construire deux autres solutions de l’équation différen-

tielle
(
x̂ξ − ε(E)Id

)
vh = 0. L’idée est de pouvoir écrire une relation linéaire

entre ces quatres solutions. Pour cela on utilise la h-transformée de Fourier
définie par :

Fh( f )(x) :=
1√
2πh

∫ +∞

−∞
f (t)e−

ixt
h dt.

En effet, en utilisant les propriétés usuelles sur la dérivation des h-transformées
de Fourier on a la :

Proposition 4.2.5. En posant ϕ∗1(x) := x
− 1

2−i ε
h

+ et ϕ∗2(x) := x
− 1

2−i ε
h

− , les deux
fonctions ϕ3 et ϕ4 définies par

ϕ3(ξ) := e−i
π
4 Fh (ϕ∗1) (−ξ) et ϕ4(ξ) := e−i

π
4 Fh (ϕ∗2) (−ξ)

sont aussi solutions exactes de x̂ξ − ε(E)Id = 0.

Maintenant si uh est solution de
(
x̂ξ − ε(E)Id

)
uh = bh où le secondmembre

bh est un O(h∞), on peut, en utilisant essentiellement la méthode de la varia-
tion de la constante, voir [Co-Pa1], montrer que nécessairement il existe un
unique couple x1, x2 ∈ C2

h tel que uh = x1ϕ1 + x2ϕ2 +O(h∞), en effet :

Théorème 4.2.6. [Co-Pa1] L’espace des solutions microlocales de l’équation (Ph − EId) uh =
O(h∞) dans Ω0 est un Ch- module libre de rang 2.

En notant par B := {ϕ1, ϕ2} et B′ := {ϕ3, ϕ4} les deux bases de solutions,
la matrice de passage Q de la base B′ à B est donnée par :
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Théorème 4.2.7. La matrice de passage Q de la base B′ à B s’écrit :

Q = E
(

1 ie−
ε
h

ie−
ε
h 1

)

où

E :=
Γ( 12 + i ε

h )√
2π

e
ε
h ( π

2 +ln(h)) =
1√

1+ e−2π ε
h

ei arg(Γ( 1
2+i ε

h ))+i ε
h ln(h).

Pour prouver celà on a besoin du (voir annexe) :

Lemme 4.2.8. Pour tout λ ∈ C−Z∗ on a, au sens des distributions, que :

Fh

([
xλ

+

])
(ξ) =

iΓ(λ + 1)√
2π

hλ+ 1
2

[
ei

π
2 λξ−λ−1
− − e−i

π
2 λξ−λ−1

+

]
;

Fh

([
xλ
−
])

(ξ) =
iΓ(λ + 1)√

2π
hλ+ 1

2

[
ei

π
2 λξ−λ−1

+ − e−i
π
2 λξ−λ−1
−

]

Γ désignant la fonction Gamma d’Euler usuelle.

Démonstration. (du théorème) Ce type de calcul exact de matrice de passage
est écrit dans de nombreux endroits de la littérature (voir [Ge-Sh] pour le

calcul des transformées de Fourier des distributions
[
xα

+/−
]
et voir [Co-Pa1],

[He-Sj2], [Ram] pour le calcul des matrices). Du lemme, on en déduit l’égalité
suivante :

Fh (ϕ1) (ξ) = Fh

([
x
− 1

2+i ε
h

+

])
(ξ)

=
iΓ( 12 + i ε

h )√
2π

hi
ε
h

[
e−

π
2

ε
h e−i

π
4 ξ
− 1

2−i ε
h

− − ei
π
4 ei

π
2

ε
h ξ
− 1

2−i ε
h

+

]
.

En appliquant à nouveau Fh on a :

(Fh ◦ Fh) (ϕ1)(x)

=
iΓ( 12 + i ε

h )√
2π

hi
ε
h

[
e−

π
2

ε
h e−i

π
4 Fh

([
ξ
− 1

2−i ε
h

−

])
(x)− ei

π
4 e

π
2

ε
hFh

([
ξ
− 1

2−i ε
h

+

])
(x)
]

ie

ϕ1(−x) =
iΓ( 12 + i ε

h )√
2π

hi
ε
h

[
e−

π
2

ε
h e−i

π
4 Fh (ϕ∗2) (x)− ei

π
4 e

π
2

ε
hFh (ϕ∗1) (x)

]

=
iΓ( 12 + i ε

h )√
2π

hi
ε
h

[
e−

π
2

ε
h ϕ4(−x)− ei

π
2 e

π
2

ε
h ϕ3(−x)

]

et donc :

ϕ1(x) =
Γ( 12 + i ε

h )e
π
2

ε
h

√
2π

hi
ε
h

[
ϕ3(x) + ie−π ε

h ϕ4(x)
]
.

De la même manière on exprime la fonction ϕ2 comme combinaison linéaire
des fonctions ϕ3 et ϕ4

ϕ2(x) =
Γ( 12 + i ε

h )e
π
2

ε
h

√
2π

hi
ε
h

[
ϕ4(x) + ie−π ε

h ϕ3(x)
]
.
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Par conséquent la matrice Q s’écrit

Q = E
(

1 ie−
ε
h π

ie−
ε
h π 1

)

avec E =
Γ( 1

2+i ε
h )√

2π
e

ε
h ( π

2 +ln(h)). Pour finir la démonstration, il reste juste à véri-
fier que :

Γ( 12 + i ε
h )√

2π
e

ε
h ( π

2 +ln(h)) =
1√

1+ e−2π ε
h

ei arg(Γ( 1
2+i ε

h ))+i ε
h ln(h);

en effet comme

arg
(

Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
= −i ln

(
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
+ i ln

(∣∣∣∣Γ(
1
2

+ i
ε

h
)

∣∣∣∣
)

on a donc

ei arg(Γ( 1
2+i ε

h )) =
Γ( 12 + i ε

h )∣∣∣Γ( 12 + i ε
h )
∣∣∣
.

Et comme
∣∣∣∣Γ
(
1
2

+ i
ε

h

)∣∣∣∣
2

= Γ

(
1
2

+ i
ε

h

)
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

)
= Γ

(
1
2

+ i
ε

h

)
Γ

(
1
2
− i

ε

h

)

en appliquant la formule des compléments on a :
∣∣∣∣Γ
(
1
2

+ i
ε

h

)∣∣∣∣
2

=
π

cos(πi ε
h )

=
π

cosh(π ε
h )

et donc

ei arg(Γ( 1
2+i ε

h )) =
Γ( 12 + i ε

h )√
2π

√
eπ ε

h + e−
ε
h π ;

ainsi
1√

1+ e−2π ε
h

ei arg(Γ( 1
2+i ε

h )) =
Γ( 12 + i ε

h )√
2π

e
ε
h

π
2 .

Ce qui montre le théorème.

Remarque 4.2.9. Dans [Ram] on trouve un calcul similaire de ce type de ma-
trice ; T. Ramond utilise une forme normale analytique pour calculer une ma-
trice de diffusion au sommet d’une barrière de potentiel.

Revenons maintenant à l’étude de (Ph − EId)uh = O(h∞) : si uh est une
solution globale non triviale, en se plaçant sur l’ouvert Ω0 où la forme normale
est valide, il existe alors un quadruplet (x1,x2, x3,x4) ∈ (Ch)

4 tel que U−1uh =
x1ϕ1 + x2ϕ2 = x3ϕ3 + x4ϕ4. Ensuite en posant pour tout indice j ∈ {1, 2, 3, 4} ,
φj := Uϕj , les deux familles de fonctions C := {φ1, φ2} et C ′ := {φ3, φ4} sont
deux bases de solutions de (Ph − EId) uh = O(h∞) dans l’ouvert Ω0. Donc,
dans Ω0 on a uh = x1φ1 + x2φ2 = x3φ3 + x4φ4. Et ainsi on a la relationmatrice-
vecteur suivante :

(
x3
x4

)
= Q

(
x1
x2

)
. (4.3)
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Seconde étape : Étude globale

Toutes les fibres ΛE := p−1(E) sont compactes, pour E 6= 0, la fibre
Λ0 := p−1(0) étant l’unique fibre singulière du feuilletage. L’ensemble Υ0 :=
p−1(0)−Ω0 est une partie régulière de la fibre Λ0, pour E ∈ [−δ, δ] le faisceau
des solutions microlocales de (Ph − EId)uh = O(h∞) au dessus de ΛE est un
fibré plat de dimension 1 (voir [VuN2], [VuN3], [VuN4]).

Fig. 37. Les ouverts U1,U2,U3,U4 et Ω0.

La fonction φ1 est une solution microlocale de (Ph − EId)uh = O(h∞) sur
l’ouvertU1 et la fonction φ4 est solution sur l’ouvertU4 ; avec l’argument de la
dimension 1 on peut montrer ([VuN2], [VuN3], [VuN4]) qu’il y a une unique
façon de prolonger la solution φ1 le long de la courbe en évitant la singularité
pour arriver sur l’ouvert U4 ; la solution finale φ̃1 diffère alors de la solution
φ4 par un facteur de phase ([VuN2], [VuN3], [VuN4]) :

φ̃1 = eiS
+(E)/hφ4;

où la fonction S+ admet un développement asymptotique en puissance de h :

S+(E) =
+∞

∑
i=0

S+
j (E)hj;

avec des coefficients S+
j qui sont C∞ par rapport à la variable E. De la même

façon on a que
φ̃2 = eiS

−(E)/hφ3

avec aussi une fonction S− ayant un développement asymptotique en puis-
sance de h :

S−(E) =
+∞

∑
i=0

S−j (E)hj

avec des coefficients S−j qui sont C∞ par rapport à la variable E. Ces deux

séries formelles S+/− sont appelées actions singulières. On posera pour la
suite

θ+/−(E) :=
S+/−(E)

h
.
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A ce stade là, il ne reste plus qu’à écrire les relations locales et globales pour
montrer le théorème : soit uh une solution globale de (Ph − EId)uh = O(h∞),
telle que sur chacun des ouvertsU1,U2,U3,U4 (voir Figure 37) on ait pour tout
indices j ∈ {1, 2, 3, 4} :

uh|Uj
= xjφj;

on a alors que :
(

x3
x4

)
= Q

(
x1
x2

)
et
(

x3
x4

)
=

(
0 eiθ−(E)

eiθ+(E) 0

)(
x1
x2

)
.

Ainsi il existe une fonction uh = x1φ1 + x2φ2 = x3φ4 + x4φ4 solution globale
non triviale de (Ph − EId)uh = O(h∞) si et seulement si :

det
(
Q−

(
0 eiθ−(E)

eiθ+(E) 0

))
= 0

⇔ det
(
Q
(

0 e−iθ+(E)

e−iθ−(E) 0

)
− I2

)
= 0

⇔ 1 ∈ Spec(T(E ));
où on a posé

T(E ) := Q
(

0 e−iθ+(E)

e−iθ−(E) 0

)
= E

(
e−iθ−(E)ie−ε(E)π/h e−iθ+(E)

e−iθ−(E) e−iθ+(E)ie−ε(E)π/h

)
.

Et maintenant à ce stade là, pour conclure on utilise le lemme 1 de [Co-Pa1],
rappelons le :

Lemme 4.2.10. [Co-Pa1] Soit U =

(
a b
c d

)
une matrice unitaire de M2(C),

telle que U 6=
(

0 eiθ1

e−iθ2 0

)
; alors

1 ∈ Spec(U)⇔ |a| cos
(
arg(da)

2
− arg(a)

)
= cos

(
arg(da)

2

)
, |d| = |a| .

En appliquant ce lemme à la matrice T(E ) on arrive bien à :

1 ∈ Spec(T(E ))⇔
1√

1+ e
2πε
h

cos
(

θ+ − θ−
2

)
= cos

(
− θ+ + θ−

2
+

π

2
+

ε

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

)))
.

Ce qui donne bien la formule proposée dans le théorème 4.2.2.

Remarque 4.2.11. Dans [Co-Pa3], Y. Colin de Verdière et B. Parisse montrent
que dans le cas où E = λh avec λ ∈[−1, 1], les actions singulières peuvent
s’écrire avec des invariants symplectiques :

S+/−
0 (E) = A+/−(E) + ε0(E) ln |ε0(E)| − ε0(E)

où A+/−(E) :=
∫

P=E,+/−
ξ dx.
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4.2.4 Du singulier au régulier

L’asymptotique de la formule de Y. Colin de Verdière et de B. Parisse dans
les zones ε

h → +∞ et ε
h → −∞ nous redonne bien les règles de quantification

régulière. Soient E+, E− ∈ [−1, 1]2 tels que 0 < E− < E+ avec E− > ǫ où ǫ est
un réel strictement positif indépendant de h.

Haut de spectre

C’est le cas où E ∈ I+ := [E−, E+], l’ensemble J+ := p−1 (I+) est alors un
anneau topologique. Pour tout E ∈ I+, limh→0+

ε
h = +∞ donc en utilisant la

formule de Stirling, pour h→ 0 on a

arg
(

Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
=

ε

h
ln
∣∣∣

ε

h

∣∣∣− ε

h
+ o(1)

d’où pour h→ 0 :

− θ+ + θ−
2

+
π

2
+

ε

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
= −1

h
A+/−(E) +

π

2
+ o(1).

D’autre part comme limh→0+
1√

1+e
2πε
h

= 0 ; l’asymptotique de la formule de

Colin de Verdière-Parisse est alors :

0 = cos
(
−A(E)

2h
+

π

2
+ o(1)

)

où A(E) = A+(E) + A−(E), ce qui donne bien les règles de Bohr-Sommerfeld
régulières pour un puit : 1

hA(E) + o(1) ∈ πZ.

Bas de spectre

C’est le cas où E ∈ I− := [−E+,−E−], l’ensemble J− := p−1 (I−) est alors
la réunion de deux anneaux topologiques. Pour tout E ∈ I−, limh→0+

ε
h = −∞

donc toujours avec la formule de Stirling, pour h→ 0 :

arg
(

Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
=

ε

h
ln
∣∣∣

ε

h

∣∣∣− ε

h
+ o(1)

d’où pour h→ 0 :

− θ+ + θ−
2

+
π

2
+

ε

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε

h

))
= −1

h
A+/−(E) +

π

2
+ o(1).

D’autre part comme limh→0+
1√

1+e
2πε
h

= 1 ; l’asymptotique de la Colin de

Verdière-Parisse est :

cos
(
A+(E)− A−(E)

2h
+O(1)

)
= cos

(
−A+(E) + A−(E)

2h
+

π

2
+ o(1)

)
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ce qui implique donc





A+(E)
h + π

2 +O(1) ∈ 2πZ

et
A−(E)

h + π
2 +O(1) ∈ 2πZ.

Ce sont bien les règles de Bohr-Sommerfeld régulières pour les deux puits.

4.3 La forme du spectre autour de la singularité

4.3.1 Introduction et résultats

On va dans cette partie utiliser la formule du théorème 4.2.2 pour en dé-
duire des informations sur le spectre semi-classique autour de l’origine de
l’opérateur :

Ph := −h2

2
∆ + V.

Précisément on va démontrer le :

Théorème 4.3.1. Le spectre semi-classique de l’opérateur Ph sur le compact
[
−
√
h,
√
h
]

s’écrit comme la réunion disjointe

(αk(h))k∈Ih
⊔

(βl(h))l∈Jh

de deux familles (αk(h))k et (βl(h))l s’écrivant αk(h) :=
√
hAh(2πk), βl(h) :=√

hBh(2πl) ; les fonctionsAh et Bh étant de classe C∞. De plus les familles (αk(h))k
et (βl(h))l sont strictement décroissantes et en quinconce :

βk+1(h) < αk(h) < βk(h) < αk−1(h).

En outre l’interstice spectral est de l’ordre de O(h/ |ln(h)|) : il existe C,C′ deux
constantes réelles strictement positives indépendantes de h et de l’indicage telles que :

Ch
|ln(h)| ≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| ,

Ch
|ln(h)| ≤ |βk+1(h)− βk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| .

Qui a pour conséquence immédiate le :

Corollaire 4.3.2. Le nombre de valeurs propres de l’opérateur Ph dans le compact[
−
√
h,
√
h
]
est de l’ordre de |ln(h)|/

√
h.

Avant de démontrer le théorème on va d’abord interpréter géométrique-
ment le terme en ln(h).

4.3.2 Interprétation géométrique

Le terme |ln(h)| est la signature de la singularité hyperbolique : en effet
géométriquement il correspond au temps de parcours du flot classique avec
un point initial situé a une distance

√
h de l’origine.
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Théorème 4.3.3. Soit mh ∈ T∗R de coordonnées
(√

h, 0
)
dans le repère (0, x, ξ) .

Alors le flot hamiltonien associé à p et de point initial mh est périodique et sa période
τh vérifie pour h→ 0 l’équivalent suivant :

τh ∼
|ln (h)|

K

où K est une constante réelle non nulle et indépendante de h.

Démonstration. Sans perdre de généralités comme V′′(0) < 0 on peut suppo-
ser que −V′′(0) = 1. Ensuite notons par Λh = p−1 {p (mh)} l’unique fibre
régulière contenant le point mh; le flot hamiltonien ϕt (mh) associé à p et de
point initial mh est alors périodique et supporté sur la fibre Λh. Pour estimer
la période de ce flot on va faire deux étapes : d’abord une étape en se plaçant
autour de la singularité (en 0) où on peut utiliser une forme normale classique
symplectique pour estimer le temps de visite du flot dans un voisinage de la
singularité. Ensuite la seconde étape consiste à estimer le temps de visite du
flot en dehors de ce voisinage.

Première étape. Avant d’utiliser une forme normale on va d’abord faire un
changement de repère préliminaire : en faisant un développement limité de la
fonction V autour de 0 :

p(x, ξ) =
ξ2

2
+ V(x) =

ξ2

2
+V(0) +V′(0) +

V′′(0)
2

x2 + o(x3)

=
ξ2

2
− x2

2
+ o(x3);

donc sur un voisinage de (0, 0) nous avons que

p(x, ξ) =

(
ξ√
2
− x√

2

)(
ξ√
2

+
x√
2

)
+ o(x3).

L’application :

ϕ :





R2 → R2

(x, y) 7→
(

ξ√
2
− x√

2
, ξ√

2
+ x√

2

)

est un C1- difféomorphisme linéaire et son inverse ϕ−1 est égale à ϕ. Ainsi
dans les nouvelles variables (X,Ξ) := ϕ(x, ξ) on a

p(X,Ξ) = XΞ + o
(
X3Ξ3

)
;

et le point initial mh a pour nouvelles coordonnées mh =

(√
h
2 ,
√

h
2

)
. Main-

tenant le théorème 2 de forme normale de Moser (voir [Mos]) assure l’exis-
tence d’un ouvert U de R2 contenant l’origine, d’un symplectomorphisme
ψ : U → R2 et d’une fonction F : R → R de classe C∞ telle que pour
tout (X,Ξ) ∈ U on ait

p(X,Ξ) = F(XΞ).
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Ainsi les équations de Hamilton du flot sont alors :





Ẋ = F′ (XΞ)X

Ξ̇ = −F′ (XΞ) Ξ.

Notons bien que t 7→ X(t)Ξ(t) est constante, ainsi pour tout t ≥ 0 on a l’égalité

X(t)Ξ(t) = X(0)Ξ(0) = h
2 . En posant Ch := F′

(
h
2

)
et pour h assez petit pour

que le point mh soit dans l’ouvert U et que F′
(
h
2

)
6= 0 (en effet F′

(
h
2

)
=

F′(0) + F′′(0) h2 + o(h2) avec F′(0) 6= 0) ; nous avons donc que pour tout t ≥ 0 :




X(t) =
√

h
2 e

Cht

Ξ(t) =
√

h
2 e
−Cht.

Or commeU est un ouvert non vide contenant 0, il existe une constante A > 0
telle que la boule B∞(0, A) (pour la distance infinie de R2) de centre 0 et de
rayon A soit incluse dans U. Sans perdre de généralité on va supposé que
Ch < 0. On va calculer le temps τ1(h) pour que le flot hamiltonien partant du

point mh = (X(0),Ξ(0)) =

(√
h
2 ,
√

h
2

)
sorte de la boule carré B∞(0, A) : il

faut donc trouver t tel que Ξ(t) = A. On a alors immédiatement que :

τ1(h) =
1
Ch

ln

(√
h
2

)
− 1

Ch
ln(A)

=
1

2Ch
ln (h)− 1

2Ch
ln(2)− 1

Ch
ln(A).

Ainsi sur une période complète du flot hamiltonien partant du point mh le
temps total de parcours du flot dans la boule B∞(0, A) est 2τ1(h).

Seconde étape. Il reste donc maintenant a estimer le temps de parcours du
flot hamiltonien en dehors de la boule B∞(0, A). En fait, on va montrer que
ce temps est négligeable par rapport à τ1(h). Considérons alors le point a =
(0, A) et comme l’unique fibre ΛA = p−1 {p(a)} qui contienne ce point a ne
contient pas de singularité en dehors de la boule B∞(0, A), le flot hamilto-
nien de point initial a va nécessairement revenir en temps fini dans la boule
B∞(0, A), on peut alors considérer le réel :

t∗ := inf
{
t > 0; ϕt(a) ∈ B∞(0, A)

}

et poser b := ϕt∗(a). Notons aussi par Ta l’hyperplan transverse au flot (ϕt(a))t≥0
au point a, et par Tb l’hyperplan transverse au flot (ϕt(a))t≥0 au point b.
Comme le flot hamiltonien est associé au champs de vecteur C∞

χp =

(
Ξ

V′(X)

)
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qui ne s’annule pas en a et en b, par un théorème classique de calcul différen-
tiel de type application de Poincaré (voir par exemple [Lau]) il existe Ωa un
voisinage ouvert de a dans le plan Ta, une fonction θ de Ωa dans R de classe
C∞ telle que θ(a) = 0 avec les propriétés suivantes :

1) pour tout x ∈ Ωa on a ϕt∗+θ(x)(x) ∈ Tb ;
2) l’application x 7→ ϕt∗+θ(x)(x) est un difféomorphisme local de Ωa dans

Ωb un voisinage ouvert de b dans le plan Tb.
Autrement dit, partant d’un point voisin de a sur l’hyperplan Ta le flot

rencontre l’autre hyperplan Tb en un temps voisin de t∗ qui est une fonction
différentiable du point de départ. Donc en particulier comme Ωa est un voisi-
nage ouvert de a dans Ta ≃ R, par compacité locale il existe Ka un compact de
R tel que a ∈ Ka ⊂ Ωa avec Ka 6= {a} et donc évidemment pour tout x ∈ Ka
on a |θ(x)| ≤ sup

x∈Ka

|θ(x)|. Ainsi, comme :

ϕτ1(h)(mh) =

(
h
2A

, A
)

pour h assez petit on a que ϕτ1(h)(mh) ∈ Ka × {A} et donc :
∣∣∣θ
(

ϕτ1(h)(mh)
)∣∣∣ ≤ sup

x∈Ka

|θ(x)| ;

d’où au final la période totale τh du flot hamiltonien est égale à

τ(h) = τ1(h) + θ
(

ϕτ1(h)(mh)
)

=
1

2Ch
ln (h)− 1

2Ch
ln(2)− 1

Ch
ln(A) + θ

(
ϕτ1(h)(mh)

)
;

et donc pour h→ 0 on a l’équivalent suivant τ(h) ∼ ln(h)
2F′( h

2 )
; et comme F′

(
h
2

)
=

F′(0) + F′′(0) h2 + o(h2) avec F′(0) 6= 0 ; pour h → 0 on a l’équivalent τ(h) ∼
ln(h)
2F′(0) .

Remarque 4.3.4. Pour un calcul voisin voir l’article de S. De Bièvre et D. Robert
[DB-Ro].

4.3.3 Démonstration du théorème 4.3.1

Stratégie

La formule du théorème 4.2.2 est une équation fonctionnelle implicite ; on
va inverser (au sens bijectif) cette fonction de manière à pouvoir expliciter les
valeurs propres. Pour celà on va utiliser ce théorème avec E = λhα où la va-
riable λ ∈ [−1, 1] et le paramètre α ≥ 0 . Par la suite on va voir que si l’on choi-

sit α ∈
[
1
2 , 1
[
de sorte qu’on ait l’inclusion évidente [−hα, hα] ⊆

[
−
√
h,
√
h
]
,

on peut montrer assez facilement le théorème 4.3.1 avec des techniques d’ana-
lyse réelle assez basiques. Afin de comprendre pourquoi on suppose que le

paramètre α ∈
[
1
2 , 1
[
, plutôt qu’écrire la preuve directement avec α = 1

2 on

écrira toute la preuve avec α ∈
[
1
2 , 1
[
(voir dans la preuve de la proposition

4.3.5 les majorants des égalités 4.4 et 4.5).
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Prologue

On va commencer par des notations : pour alléger l’écriture on définit sur
le compact [−δ, δ] la fonction de la variable E :

Fh(E) := − θ+(E) + θ−(E)

2
+

π

2
+

ε(E)

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(E)

h

))

et sur le compact [−1, 1] la fonction de la variable λ :

fh(λ) := Fh(λhα)

= − θ+(λhα) + θ−(λhα)

2
+

π

2
+

ε(λhα)

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))
;

puis sur [−δ, δ] la fonction de la variable E :

Gh(E) :=
θ+(E)− θ−(E)

2

et sur [−1, 1] la fonction de la variable λ

gh(λ) := Gh(λhα) =
θ+(λhα)− θ−(λhα)

2
.

Pour finir avec les notations, sur le compact [−1, 1], on définit les deux fonc-
tions Yh et Zh par

Yh(λ) := fh(λ)− arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)
;

Zh(λ) := fh(λ) + arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)
.

Le théorème 4.2.2 affirme alors exactement que :

hαλ ∈ Σh(Ph, [−hα, hα])⇔ cos (gh(λ))√
1+ exp (2πε(λhα)/h)

= cos ( fh(λ))

⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fh(λ) ≡ arccos
(

cos(gh(λ))√
1+exp(2πε(λhα)/h)

)
[2π]

ou

fh(λ) ≡ − arccos
(

cos(gh(λ))√
1+exp(2πε(λhα)/h)

)
[2π]

⇔

∣∣∣∣∣∣

Yh(λ) ∈ 2πZ

ou
Zh(λ) ∈ 2πZ.

L’idée pour expliciter le spectre est d’inverser les fonctions Yh etZh pour avoir
une formule explicite. On va d’abord montrer que :
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Proposition 4.3.5. Pour h assez petit, la fonction Yh (resp. la fonction Zh) réalise
une bijection strictement décroissante de [−1, 1] sur Yh ([−1, 1]) (resp. surZh ([−1, 1])).
En outre, on a uniformément sur le compact [−1, 1] que

hα−1 ln(h)√
−V ′′(0)

+O(hα−1) ≤ Y ′h(λ) ≤ αhα−1 ln(h)√
−V ′′ (0)

+O(hα−1).

De même pour la fonction Zh.

Démonstration. Avec la définition de la fonction Yh, pour tout λ ∈ [−1, 1] on
a :

Y ′h(λ) = f ′h(λ)− ∂

∂λ

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)]

= −hα θ′+(λhα) + θ′−(λhα)

2
+ hα−1ε′(λhα) ln(h)

+
∂

∂λ

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))]
− ∂

∂λ

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)]
.

On va estimer, un par un, les quatres éléments de cette somme. Comme la
fonction E 7→ − (Θ′+(E) + Θ′−(E)) /2 admet un développement asympto-
tique en puissance de h de −1 à +∞, avec des coefficients de classe C∞ par

rapport à E, on a donc que la fonction λ 7→ −hα θ′+(λhα)+θ′−(λhα)
2 admet un

développement asymptotique de α − 1 à +∞, avec des coefficients C∞ par
rapport à λ, ainsi nous avons sur le compact [−1, 1]

−hα θ′+(λhα) + θ′−(λhα)

2
= O(hα−1).

Ensuite on va estimer le terme λ 7→ hα−1ε′(λhα) ln(h) : en utilisant le dévelop-
pement asymptotique de la fonction ε et en le dérivant on a :

ε′(λhα) =
+∞

∑
j=0

ε′j(λhα)hj = ε′0(λhα) +
+∞

∑
j=1

ε′j(λhα)hj

= ε′0(0) +O(hα) +
+∞

∑
j=1

ε′j(λhα)hj

=
1√
−V ′′(0)

+O(hα) +
+∞

∑
j=1

ε′j(λhα)hj.

Par conséquent nous obtenons que sur le compact [−1, 1]

hα−1ε′(λhα) ln(h) =
hα−1 ln(h)√
−V ′′(0)

+O(h2α−1 ln(h)) +
+∞

∑
j=1

ε′j(λhα)hj+α−1 ln(h).

Estimons maintenant le terme λ 7→ ∂
∂λ

[
arccos

(
cos(gh(λ))√

1+exp(2πε(λhα)/h)

)]
: par un

simple calcul de dérivée on a pour tout λ ∈ [−1, 1] l’égalité :

∂

∂λ

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)]
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=
sin(gh(λ))g′h(λ) [1+ exp (2πε(λhα)/h)] + πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

=
sin(gh(λ))g′h(λ)√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

+
πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))
.

Or pour tout λ ∈ [−1, 1], comme : 1 + exp (2πε(λhα)/h) ≥ 1 on a donc la
minoration :
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ)) ≥
√

1− cos2 (gh(λ)) = |sin (gh(λ))| ;

d’où pour tout λ ∈ [−1, 1] :
∣∣∣∣∣

sin(gh(λ))g′h(λ)
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣g′h(λ)

∣∣

=

∣∣∣∣
∂

∂λ

[
θ+(λhα)− θ−(λhα)

2

]∣∣∣∣ = hα

∣∣∣∣
θ′+(λhα)− θ′−(λhα)

2

∣∣∣∣

=
hα

2

∣∣∣∣∣
S′0,+(λhα)− S′0,−(λhα)

h

+
(
S′1,+(λhα)− S′1,−(λhα)

)
+

+∞

∑
j=2

(
S′j,+(λhα)− S′j,−(λhα)

)
hj−1

∣∣∣∣∣

= O(hα−1)

sur tout le compact [−1, 1]. Ensuite comme pour tout réel λ ∈ [−1, 1] :
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ)) ≥ exp (πε(λhα)/h) ;

nous avons alors que pour tout scalaire λ ∈ [−1, 1] :
∣∣∣∣∣

πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣πhα−1ε′(λhα)

∣∣∣ exp (πε(λhα)/h) ;

avec d’une part

∣∣∣πhα−1ε′(λhα)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
πhα−1

√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1) +
+∞

∑
j=1

πε′j(λhα)hj+α−1

∣∣∣∣∣∣

= O(hα−1)
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sur le compact [−1, 1], et d’autre part

exp (πε(λhα)/h) = exp


 πλhα−1
√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1) +
+∞

∑
j=1

πε j(λhα)hj−1


 ;

(4.4)
comme α ≥ 1

2 , on en déduit alors que sur le compact [−1, 0]
λ 7→ exp (πε(λhα)/h) = O(1);

ainsi sur tout le compact [−1, 0]

λ 7→
∣∣∣∣∣

πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

∣∣∣∣∣ = O(hα−1).

D’autre part, pour tout λ ∈ [−1, 1] on a aussi
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))︸ ︷︷ ︸
≥exp(2πε(λhα)/h)

√
1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

︸ ︷︷ ︸
≥exp(πε(λhα)/h)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

≤ πhα−1ε′(λhα) exp (2πε(λhα)/h)
exp (3πε(λhα)/h)

= πhα−1ε′(λhα)︸ ︷︷ ︸
=O(hα−1)

exp (−πε(λhα)/h) ;

avec

exp (−πε(λhα)/h) = exp



− πλhα−1
√
−V ′′(0)

+O(h2α−1)−
+∞

∑
j=1

πε j(λhα)hj−1



 ;

(4.5)
donc toujours comme α ≥ 1

2 , on en déduit que sur tout le compact [0, 1] on a

λ 7→ exp (−πε(λhα)/h) = O(1);

ainsi sur tout le compact [0, 1] on obtient

λ 7→
∣∣∣∣∣

πhα−1ε′(λhα) cos(gh(λ)) exp (2πε(λhα)/h)

(1+ exp (2πε(λhα)/h))
√

1+ exp (2πε(λhα)/h)− cos2 (gh(λ))

∣∣∣∣∣ = O(hα−1).

On vient donc de montrer que sur [−1, 1]

λ 7→ ∂

∂λ

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)]
= O(hα−1).

Ensuite, pour finir, on va calculer et estimer la fonction

λ 7→ ∂

∂λ

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))]
;
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pour tout λ ∈ [−1, 1] nous avons :

∂

∂λ

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))]
=

∂

∂λ

[
Im
(
ln
(

Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

)))]

= Im
[

∂

∂λ

(
ln
(

Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

)))]
= Im




Γ′
(
1
2 + i ε(λhα)

h

)
ihα−1ε′(λhα)

Γ
(
1
2 + i ε(λhα)

h

)





= hα−1ε′(λhα)Re




Γ′
(
1
2 + i ε(λhα)

h

)

Γ
(
1
2 + i ε(λhα)

h

)



 = hα−1ε′(λhα)Re
(

Ψ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))
;

où Ψ est la fonction di-Gamma définie sur C −Z− par Ψ(z) := Γ′(z)
Γ(z) (voir

[Ab-St]). Rappelons que pour tout réel λ ∈ [−1, 1],

ε(λhα)

h
=

λhα−1
√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1) +
+∞

∑
j=1

ε j(λhα)hj−1.

Donc comme la fonction x 7→ Re
(

Ψ
(
1
2 + ix

))
est paire et strictement crois-

sante sur R+, on en déduit l’encadrement pour tout λ ∈ [−1, 1] :

Re
(

Ψ

(
1
2

+ iO(h2α−1)
))
≤ Re

(
Ψ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))

≤ Re



Ψ



1
2

+
ihα−1

√
−V ′′(0)

+ iO
(
h2α−1

)






 .

Alors d’une part, comme α ≥ 1
2 nous avons que sur le compact [−1, 1] :

Re
(

Ψ

(
1
2

+ iO(h2α−1)
))

= O(1);

d’autre part, comme (voir [Ab-St]) pour |y| → +∞

Re
(

Ψ

(
1
2

+ iy
))

= ln |y|+O
(

1
y2

)

on en déduit (car α < 1)

Re


Ψ


1
2

+
ihα−1

√
−V ′′(0)

+ iO(h2α−1)






= ln

∣∣∣∣∣∣
hα−1

√
−V ′′(0)

+O(h2α−1)

∣∣∣∣∣∣
+O




1
(

hα−1√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1)
)2


 ;
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puis comme

1
(

hα−1√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1)
)2 =

1
h2α−2
−V ′′ (0) +O(h3α−2)

=
−V ′′ (0)h2−2α

1+O(hα)
= −V ′′(0)h2−2α +O(h2−α) = O(h2−2α);

et que

ln

∣∣∣∣∣∣
hα−1

√
−V ′′ (0)

+O(h2α−1)

∣∣∣∣∣∣
= ln

∣∣∣∣∣∣
hα−1

√
−V ′′(0)

(1+O(hα))

∣∣∣∣∣∣

= ln

∣∣∣∣∣∣
hα−1

√
−V ′′ (0)

∣∣∣∣∣∣
+ ln |1+O(hα)| = (α− 1) ln |h| − ln

∣∣∣∣
√
−V ′′(0)

∣∣∣∣+O(hα);

on en déduit l’égalité

Re


Ψ


1
2

+
ihα−1

√
−V ′′ (0)

+ iO(h2α−1)




 .

= (α− 1) ln |h| − ln
∣∣∣∣
√
−V ′′(0)

∣∣∣∣+O(hα) +O(h2−2α).

Par conséquent, pour tout λ ∈ [−1, 1] nous avons l’encadrement :

mα(h) ≤
∂

∂λ

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λhα)

h

))]
≤ Mα(h);

où les fonctions m(λ) = m(λ, α, h) et M(λ) = M(λ, α, h) sont définies pour
tout λ ∈ [−1, 1] par :

m(λ) := hα−1ε′(λhα)Re
(

Ψ

(
1
2

+ iO(h2α−1)
))

= O(hα−1);

et

M(λ) := hα−1ε′(λhα)Re



Ψ



1
2

+
ihα−1

√
−V ′′ (0)

+ iO(h2α−1)









=


 hα−1
√
−V ′′(0)

+O(h2α−1)



[
(α− 1) ln |h| − ln

∣∣∣∣
√
−V ′′(0)

∣∣∣∣+O(hα) +O(h2−2α)

]

=
(α− 1)hα−1
√
−V ′′(0)

ln(h) +O
(
hα−1

)
.
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Ainsi au final, on en déduit que pour tout λ ∈ [−1, 1] :

hα−1 ln(h)√
−V ′′ (0)

+O(hα−1) ≤ Y ′h(λ) ≤ αhα−1 ln(h)√
−V ′′(0)

+O(hα−1).

Ensuite pour h assez petit on conclut que pour tout λ ∈ [−1, 1], Y ′h(λ) < 0
et donc la fonction Yh est bien strictement décroissante sur le compact [−1, 1].
De même pour la fonction Zh.

Existence des deux familles de valeurs propres

Comme les fonctions Yh et Zh sont toutes deux bijectives, considérons
leurs bijections réciproques, que l’on renote par :

Ah := Y−1h : Yh ([−1, 1])→ [−1, 1];

Bh := Z−1h : Zh ([−1, 1])→ [−1, 1].
Ainsi la condition nécessaire et suffisante des valeurs propres semi-classique
devient :

hαλ ∈ Σh(Ph, [−hα, hα])

⇔

∣∣∣∣∣∣

Yh(λ) ∈ 2πZ avecλ ∈ [−1, 1]
ou

Zh(λ) ∈ 2πZ avecλ ∈ [−1, 1]

⇔ λ ∈

⋃

k∈Ih
Ah(2πk)


⋃


⋃

l∈Jh
Bh(2πl)




où on a posé

Ih := {k ∈ Z, 2πk ∈ Yh ([−1, 1])} =
Yh ([−1, 1])

2π
∩Z,

Jh := {l ∈ Z, 2πl ∈ Zh ([−1, 1])} =
Zh ([−1, 1])

2π
∩Z.

En résumant nous avons alors la :

Proposition 4.3.6. L’équation (Ph − hαλId)uh = O(h∞) admet une solution uh ∈
L2(R) non triviale avec son microsupport MS(uh) = p−1{0} si et seulement si :

λ ∈


⋃

k∈Ih
Ah(2πk)



⋃


⋃

l∈Jh
Bh(2πl)





où Ah = Y−1h , Bh = Z−1h et Ih = Yh([−1,1])
2π ∩Z, Jh = Zh([−1,1])

2π ∩Z.

Notons bien que les ensembles Ih et Jh ne sont pas vides, en effet on a
même un encadrement du nombre d’éléments de ces deux ensembles :
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Proposition 4.3.7. Pour h assez petit, nous avons les encadrements suivants :

E


− αhα−1 ln(h)

π
√
−V ′′ (0)

+O(hα−1)


 ≤ Card(Ih) ≤ E


− hα−1 ln(h)

π
√
−V ′′(0)

+O(hα−1)


+ 1

où E[x] désigne la partie entière de x. On a le même encadrement pour le cardinal de
l’ensemble Jh.

Démonstration. On va faire la preuve de la proposition uniquement pour l’en-
semble Ih. Comme la fonction Yh est strictement décroissante sur le compact
[−1, 1], le diamètre du compact Yh ([−1, 1]) est simplement donné par la rela-
tion :

diam (Yh ([−1, 1])) = Yh(−1)−Yh(1).
Par le théorème des accroissements finis il existe un réel ξ = ξ(h) ∈ ]−1, 1[ tel
que :

Yh(−1)−Yh(1) = −2Y ′h(ξ) > 0.

On obtient donc avec l’estimation de la fonction Y ′h l’encadrement suivant :

−2α
hα−1 ln(h)√
−V ′′(0)

+O(hα−1) ≤ diam (Yh ([−1, 1])) ≤ −2h
α−1 ln(h)√
−V ′′ (0)

+O(hα−1).

La suite de la preuve est alors directe.

Quinconce et interstice

Comme on l’a vu, dans le compact [−hα, hα] (avec α ≥ 1
2 ) le spectre semi-

classique de l’opérateur :

Ph = −h2

2
d2

dx2
+ V

est constitué de deux familles : d’abord la famille

αk(h) := hαAh(2πk), k ∈ Ih;

puis la famille
βl(h) := hαBh(2πl), l ∈ Jh.

Donnons les propriétés importantes de ces deux familles de nombres réels

Proposition 4.3.8. Pour h assez petit, les deux familles de réels (αk(h))k∈Ih et (βl(h))l∈Jh
sont strictement décroissantes.

Démonstration. Celà tient juste du fait que les fonctions Yh et Zh sont de classe
C1 et strictement décroissante, donc leurs bijections réciproques le sont aussi.

Proposition 4.3.9. La famille
{
(αn(h))n∈Ih , (βl(h))l∈Jh

}

est une famille de réels deux à deux bien distincts ; en d’autre termes :

(αn(h))n∈Ih
⋂

(βl(h))l∈Jh = ∅.
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Démonstration. Les familles {αn(h)}n∈Ih et {βl(h)}l∈Jh étant des familles de
réels strictement décroissantes, il suffit juste de vérifier que ces deux familles
n’ont pas de valeur commune. Raisonnons par l’absurde : supposons donc
qu’il existe un couple (k, l) ∈ Ih × Jh tel que αk(h) = βl(h), ie : Ah(2πk) =
Bh(2πl). En notant par λ cette valeur commune, c’est-à-dire :

λ := Ah(2πk) = Bh(2πl);

puis en appliquant les fonctions Yh et Zh sur le réel λ, on a que

Yh(λ) = 2πk ∈ 2πZ et Zh(λ) = 2πl ∈ 2πZ

et par conséquent :
Yh(λ)−Zh(λ) ∈ 2πZ;

donc par définition des fonctions Yh et Zh nous avons

−2 arccos
(

cos (gh(λ))√
1+ exp (2πε(λhα)/h)

)
∈ 2πZ

d’où :

arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λhα)/h)

)
∈ πZ;

ainsi nécessairement on a

cos (gh(λ))√
1+ exp (2πε(λhα)/h)

∈ {−1, 1} .

Ce qui implique finalement l’égalité :

cos2 (gh(λ))︸ ︷︷ ︸
≤1

= 1+ exp (2πε(λhα)/h)︸ ︷︷ ︸
>1

qui est absurde, d’où la proposition.

On va maintenant s’intéresser à comparer ces deux familles entre elles,
pour cela il faut prendre des indices appartenant à Ih ∩ Jh. On va donc d’abord
s’assurer que l’ensemble Ih ∩ Jh⊂ Z est non vide.

Proposition 4.3.10. Pour h assez petit, nous avons

E


α(ξ − 1)hα−1 ln(h)

π
√
−V ′′ (0)

+O(hα−1)


 ≤ Card(Ih ∩ Jh)

≤ E


 (ξ − 1)hα−1 ln(h)

π
√
−V ′′ (0)

+O(hα−1)


+ 1

où ξ = ξ(h) ∈]− 1, 1[.
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Démonstration. Écrivons juste la différence entre les fonctions Yh et Zh , pour
tout λ ∈ [−1, 1] nous avons

Yh(λ)−Zh(λ) = −2 arccos
(

cos (gh(λ))√
1+ exp (2πε(λhα)/h)

)

︸ ︷︷ ︸
∈[−2π,0]

donc en particulier

Yh(−1)−Zh(−1) < 0 et Yh(1)−Zh(1) < 0

(pour le strict dans les inégalités, voir la démonstration de la précédente pro-
position) ; et donc

Yh(1) < Zh(1) < Yh(−1) < Zh(−1).
Ensuite comme d’après la preuve de la proposition 4.3.5 on a l’encadrement :

−2α
hα−1 ln(h)√
−V ′′ (0)

+O(hα−1) ≤ diam(Yh([−1, 1])) ≤
−2hα−1 ln(h)√
−V ′′(0)

+O(hα−1)

et en utilisant aussi que pour tout λ ∈ [−1, 1]

|Yh(λ)−Zh(λ)| ≤ 2π

on voit immédiatement que pour h assez petit Yh ([−1, 1])∩Zh([−1, 1]) 6= ∅ ;
et on a même mieux, en effet comme :

diam (Yh ([−1, 1]) ∩ Zh ([−1, 1])) = Yh(−1)−Zh(1)

puis que
Zh(1) < Yh(−1) < Zh(−1)

par le théorème des valeurs intermédiaires il existe un réel ξ = ξ(h) ∈]− 1, 1[
tel que Yh(−1) = Zh(ξ), par conséquent nous avons

diam (Yh ([−1, 1]) ∩ Zh ([−1, 1])) = Zh(ξ)−Zh(1)

= Z ′h(θ)(ξ − 1);

où θ = θ(h) ∈ ]ξ, 1[ est donné par le théorème des accroissements finis ; d’où
au final l’encadrement :

αhα−1 ln(h)(ξ − 1)√
−V ′′(0)

+O(hα−1) ≤ diam (Yh ([−1, 1]) ∩ Zh ([−1, 1]))

≤ hα−1 ln(h)(ξ − 1)√
−V ′′(0)

+O(hα−1)

et on en déduit alors la proposition.
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Proposition 4.3.11. Pour h assez petit et pour tout k ∈ Yh([−1,1])∩Zh([−1,1])
2π ∩Z

αk(h) < βk(h).

Démonstration. On sait déjà que pour tout réel λ ∈ [−1, 1]

Yh(λ)−Zh(λ) = −2 arccos
(

cos (gh(λ))√
1+ exp (2πε(λhα)/h)

)

︸ ︷︷ ︸
∈[−2π,0]

≤ 0.

La proposition 4.3.9 nous informe de plus que la précédente inégalité est stricte :
pour tout λ ∈ [−1, 1]

Yh(λ) < Zh(λ).

De là on déduit que pour tout indice k ∈ Yh([−1,1])∩Zh([−1,1])
2π ∩Z

Yh (Ah(2πk)) < Zh (Ah(2πk))

ie :
2πk < Zh (Ah(2πk)) .

Comme par hypothèse 2πk ∈ Zh ([−1, 1]) en appliquant sur la dernière inéga-
lité la fonction Bh : Zh ([−1, 1]) → [−1, 1] (qui est strictement décroissante)
on arrive a :

Bh(2πk) > Ah(2πk)

et donc
αk(h) < βk(h).

Ensuite dans le même style on a la :

Proposition 4.3.12. Pour h assez petit et pour tout indice k ∈ Yh([−1,1])∩Zh([−1,1])
2π ∩

Z nous avons :
βk(h) < αk−1(h).

Démonstration. Pour tout indice k ∈ Yh([−1,1])∩Zh([−1,1])
2π ∩ Z, considérons les

deux réels θk = θk(h), ζk = ζk(h) donnés par

θk := Bh(2πk) ∈ [−1, 1];

ζk := Ah(2πk)−Ah(2π(k− 1)) < 0.

Alors comme :
Yh(θk + ζk)−Zh(θk)

= fh(θk + ζk)− fh(θk)− arccos

(
cos (gh(θk + ζk))√

1+ exp (2πε((θk + ζk)hα)/h)

)

− arccos

(
cos (gh(θk))√

1+ exp (2πε((θk + ζk)hα)/h)

)

= fh(θk + ζk)− fh(θk) +O(1)
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= f ′h(τk)ζk +O(1)
︸ ︷︷ ︸

>0 (car ζk<0)

où τk = τk(h) est donné par le théorème des accroissement finis ; alors :

Yh(θk + ζk) > Zh(θk)

ie :
Yh(Bh(2πk) + ζk) > 2πk.

D’où en appliquant la fonction Ah (qui est strictement décroissante) nous ob-
tenons alors :

Bh(2πk) + ζk < Ah(2πk)

et ainsi

Bh(2πk) +Ah(2πk)−Ah(2π(k− 1)) < Ah(2πk)

soit encore

βk(h) < αk−1(h).

Pour finir, estimons la distance entre les valeurs propres :

Proposition 4.3.13. Il existe C et C′ deux nombres réels strictement positifs et indé-
pendant de h tels que :

Ch
|ln(h)| ≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

C′h
|ln(h)| ,

Ch
|ln(h)| ≤ |βl+1(h)− βl(h)| ≤

C′h
|ln(h)| .

Démonstration. Or pour tout indice k ∈ Yh([−1,1])∩Zh([−1,1])
2π ∩Z, on a :

|αk+1(h)− αk(h)| = hα |Ah (2π(k + 1))−Ah (2πk)|

= 2πhα
∣∣A′h(ξk)

∣∣

où le réel ξk = ξk(h) ∈ ]k, k + 1[ est donné par le théorème des accroissements
finis. Il reste alors à écrire simplement que

∣∣A′h(ξk)
∣∣ =

∣∣∣∣
1

Y ′h(Ah(ξk))

∣∣∣∣

pour avoir l’encadrement suivant :

2πhα

hα−1|ln(h)|√
−V ′′ (0)

+O(hα−1)
≤ |αk+1(h)− αk(h)| ≤

2πhα

αhα−1|ln(h)|√
−V ′′ (0)

+O(hα−1)
.

Ensuite il reste juste a noter que :

hα

hα−1 |ln(h)|+O(hα−1)
=

h
|ln(h)|+O(1)
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=
h

|ln(h)|
1

1+O
(

1
|ln(h)|

) =
h

|ln(h)|

(
1+O

(
1

|ln(h)|

))

et comme pour h assez petit h/ ln(h)2 ≪ h/ |ln(h)| on démontre la proposi-
tion.

En résumant toute cette partie 4, on a bien montré le théorème 4.3.1.

4.3.4 Quelques remarques

Pour finir, on va donner deux remarques, la première est technique et
concerne le diamètre du compact où le théorème principal 4.3.1 est valide.
Dans la seconde remarque on tente de donner un panorama global sur l’allure
du spectre du double puits à l’aide des résultats connus sur le haut de spectre
[Ram], [Col8] et sur le bas de spectre [He-Sj1]. Quelques tracés numériques
sont aussi proposés.

Une remarque technique

Dans la preuve du théorème 4.3.1 on a vu la nécessité technique d’avoir
supposé α ≥ 1

2 (voir en particulier dans la preuve de la proposition 4.3.5
les majorants des égalités 4.4 et 4.5). Cependant, malgré cette hypothèse, le
théorème 4.3.1 reste assez intéressant, notamment en vue d’applications : par
exemple pour l’étude de la dynamique quantique d’un paquet d’ondes, en ef-
fet la taille

√
h est (modulo un facteur multiplicatif) la taille d’un boule d’aire

h, c’est à dire en physique la taille d’un quanta.

Une remarque sur le spectre global du double puits

Pour fixer les idées, on va supposer que le double puits est symétrique
(la fonction V est paire), le bas du spectre est alors uniquement constitué de
quasi-doublets1 de valeurs propres distant l’un de l’autre de h. Le haut de
spectre est constitué de valeurs propres régulièrement espacées de taille h
(voir [He-Ro], [Col8]). Sur la figure 38 on voit le passage du spectre quasi-
double correspondant au bas du spectre au spectre simple correspondant au
haut du spectre. On voit aussi que les valeurs propres se resserrent entre elles
au passage du maximum local et s’écartent lorsque on monte vers le haut du
spectre.

1En fait les valeurs propres sont toutes simples, mais la présence des deux puits induit deux
spectres exponentiellement proches l’un de l’autre ; voir [He-Sj1].
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Fig. 38. Tracé numérique d’une partie du spectre du double puits symétrique : sur
l’axe des abscisses on trouve un indexage des valeurs propres, et sur l’axe des

ordonnées on trouve les valeurs propres.

La figure 39 ci dessous décrit la différence entres 2 valeurs propres consé-
cutives : en passant du bas au haut du spectre on voit que l’oscillation in-
duite par le phénomène de quasi-doublets diminue jusqu’à disparaître. Sur
cette même figure 39 on distingue aussi très bien le resserrement “logarith-
mique” des valeurs propres au passage du maximum local, puis l’écartement,
lui aussi “logarithmique”, des valeurs propres quand on remonte dans la haut
du spectre.
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Fig. 39. Tracé numérique de la différence entres 2 valeurs propres consécutives dans
le cas du double puits symétrique : sur l’axe des abscisses on trouve un indexage des
valeurs propres, et sur l’axe des ordonnées on trouve la différence entres 2 valeurs

propres consécutives.

Cet chapitre donne le trait d’union entre ces deux zones : même si les tran-
sitions restent mathématiquement délicates à écrire, on peut imaginer qu’en
partant du bas de spectre et en montant vers le maximum local, la quin-
conce exponentielle des quasi-doublets augmente jusqu’à apparaître claire-
ment. Dans le même temps, toutes les valeurs propres se resserrent (passage
de la distance spectrale h à h/ |ln(h)|). Ensuite quand on continue de monter
du maximum vers le haut de spectre, il faut là aussi imaginer que la quin-
conce devient équidistante et que les valeurs propres s’écartent (passage de la
distance h/ |ln(h)| à h ).
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Chapitre 5

Dynamique hyperbolique

5.1 Introduction

Ce chapitre propose une étude la dynamique semi-classique en temps long
dans le cas d’un hamiltonien quantique de dimension 1 avec une singularité
hyperbolique ; c’est-à-dire dans le cas d’un opérateur de Schrödinger avec un
potentiel type double puits. Ce chapitre est l’analogue hyperbolique du cha-
pitre 2. A l’instar du chapitre 2 on va aussi utiliser la description locale du
spectre (en particulier autour de la singularité) pour comprendre la dyna-
mique semi-classique associée. Le chapitre précédent donne justement une

description locale dans le compact
[
−
√
h,
√
h
]
du spectre de l’opérateur de

l’opérateur de Schrödinger en dimension 1 :

Ph = −h2

2
∆ +V

avec V un potentiel double puits ; c’est-à-dire : V ∈ C∞(R) telle que

lim
|x|→∞

V(x) = +∞

et V possédant exactement un maximum local non dégénéré, que l’on suppo-
sera atteint en 0, ainsi : V(0) = 0; V′(0) = 0; V′′(0) < 0. Dans ce chapitre
(et ceux pour des raisons techniques) on va seulement “utiliser” le spectre de

l’opérateur Ph dans le compact [−h, h] ⊂
[
−
√
h,
√
h
]
. Précisément on va tra-

vailler avec un état initial (vecteur initial dans la dynamique) microlocalisé
dans un compact de diamètre de taille h. La raison de ce choix est technique ;
en effet les estimations des lemmes 5.5.1 et 5.7.1 sont très délicates à faire dans
le contexte plus “général”

[
−
√
h,
√
h
]
.

Dans ce chapitre on utilisera les résultats du chapitre précédent avec α = 1.

La théorie générale (voir le chapitre 1) nous informe que le spectre semi-
classique de l’opérateur Ph est constitué d’une suite de valeurs propres de
multiplicité finie s’accumulant en +∞ :

min
x∈R

V(x) ≤ λ1(h) < λ2(h) ≤ · · · ≤ λn(h)→+ ∞.
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Notation 5.1.1. On notera par en les vecteurs propres de Ph associés Phen =
λn(h)en. Ces vecteurs propres forment une base hilbertienne de L2(R).

On a vu dans le chapitre précédent que le spectre de l’opérateur Ph dans le
compact [−h, h] est constitué d’une réunion disjointe :

(αk(h))k∈Ih
⊔

(βl(h))l∈Jh

de deux familles de réels (αk(h))k et (βl(h))l s’écrivant αk(h) := hAh(2πk), βl(h) :=
hBh(2πl) ; les fonctionsAh et Bh étant de classe C∞ uniformément par rapport
à h > 0. De plus les familles (αk(h))k et (βl(h))l sont strictement décroissantes
et en quinconce :

βk+1(h) < αk(h) < βk(h) < αk−1(h).

En outre l’interstice spectral est de l’ordre deO(h/ |ln(h)|).
Notation 5.1.2. On notera par Θh l’ensemble des indices des valeurs propres
de l’opérateur Ph dans le compact [−h, h] Θh := {n ∈N, λn(h) ∈ [−h, h]} .

5.2 Expression de la fonction d’auto-corrélation

Soit maintenant un vecteur initial ψ0 ∈ D(Ph) ⊂ L2(R) et notons par
(cn(h))n∈N la suite de l2(N) donnée par (cn(h))n∈N = π(ψ0). La fonction
de retour dans la base des vecteurs propres s’écrit sous la forme

r(t) = ∑
n∈N

|cn|2 e−i
t
h λn(h).

Ici, on va juste utiliser “la connaissance” des valeurs propres de Ph dans le
compact [−h, h] ; on va donc réécrire la précédente série en faisant apparaître
l’ensemble Θh : pour tout réel t

r(t) = ∑
n∈Θh

|cn|2 e−i
t
h λn(h) + ∑

n∈N−Θh

|cn|2 e−i
t
h λn(h).

Par la suite, avec un choix d’était initial localisé autour de l’origine ; la seconde

série sera alors nulle (modulo un reste enO
∣∣∣ 1
ln(h)∞

∣∣∣). Ensuite pour la série qui
reste l’idée naturelle est alors de la découper en deux de manière à faire appa-
raître les deux familles (αk(h))k et (βl(h))l . Pour faire ce découpage il faut être
un peu prudent car les ensembles d’indices Ih et Jh ne forment pas directement
une partition de Θh. On va cependant en construire une : comme les valeurs
propres de l’opérateur Ph dans le compact [−h, h] sont toutes distinctes ; pour
tout indice k ∈ Ih (resp. l ∈ Jh) il existe un unique indice σ1(k) ∈ Θh (resp.
σ2(l) ∈ Θh) tel que : 





hAh(2πk) = λσ1(k)(h)

hBh(2πl) = λσ2(l)(h).

On peut alors définir les applications :

σ1 :





Ih → Θh

k 7→ σ1(k)
et σ2 :





Jh → Θh

l 7→ σ2(l)
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Ces deux applications σ1 et σ2 sont clairement injectives ; ainsi Ih et σ1(Ih) sont
en bijection et Jh et σ2(Jh) le sont aussi. D’autre part, on a aussi que σ1(Ih) et
σ2(Jh) forment une partition de Θh. Ainsi la fonction de retour r(t) se reécrit
comme suit :

r(t) = ∑
k∈σ1(Ih)

|ck|2 e−i
t
h λk(h) + ∑

l∈σ2(Jh)
|cl |2 e−i

t
h λl(h)

+ ∑
n∈N−Θh

|cn|2 e−i
t
h λn(h)

= ∑
k∈Ih

∣∣∣cσ1(k)

∣∣∣
2
e−itAh(2πk) + ∑

l∈Jh

∣∣∣cσ2(l)

∣∣∣
2
e−itBh(2πl)

+ ∑
n∈N−Θh

|cn|2 e−i
t
h λn(h).

On va alors étudier ces deux premières séries de fonctions indépendamment
l’une de l’autre.

Définition 5.2.1. On considère les fonctions d’auto-corrélation partielle de
notre système hamiltonien

a(t) := ∑
k∈Ih

∣∣∣cσ1(k)

∣∣∣
2
e−itAh(2πk), b(t) := ∑

l∈Jh

∣∣∣cσ2(l)

∣∣∣
2
e−itBh(2πl).

Avant d’étudier ces quantités en détails ; on va d’abord définir un état ini-
tial pour la dynamique semi-classique.

5.3 Choix d’un état initial localisé en énergie

5.3.1 Préliminaires

Définissons un état initial ψ0 de la dynamique dépendant de h et localisé
autour d’un nombre réel Eh proche de l’origine. Soit un réel E ∈ [−1, 1] indé-
pendant de h et posons Eh := hE.

Définition 5.3.1. On définit n0 = n0(h, E) et m0 = m0(h, E) les entiers natu-
rels :

n0 := argmin
n∈Ih
|hAh(2πn)− hE| et m0 := argmin

m∈Ih
|hBh(2πm)− hE| .

Remarque 5.3.2. Dans le cas où le réel hE serait exactement au milieu de deux
valeurs propres consécutives hAh(2πn) et hAh(2πn+ 2π) on choisira de prendre
n0 = n. On supposera ainsi que l’entier n0 est unique. De même pour l’entier
m0. On va supposer ici que ces deux entiers n0 et m0 sont uniques.

L’entier n0 (resp. m0) est donc l’indice de la valeur propre de la famille
(αk(h))k (resp. de la famille (βl(h))l) la plus proche du réel hE. Ainsi comme
l’interstice spectral est de l’ordre deO(h/ |ln(h)|) il existe une constante réelle
C > 0 telle que :

|hAh(2πn0)− hE| ≤ Ch
|ln h| , |hBh(2πm0)− hE| ≤ Ch

|ln h| .

On a alors le lemme :
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Lemme 5.3.3. Pour h→ 0 on a les équivalents suivants :

n0 ∼
N
h

et m0 ∼
M
h

où N et M sont des réels non nuls.

Démonstration. On va donner la preuve uniquement pour l’entier n0. Comme

|Ah(2πn0)− E| ≤ C
|ln h| ;

c’est-à-dire que Ah(2πn0) = E +O
(

1
|ln h|

)
nous avons alors

2πn0 = Yh
(
E +O

(
1
|ln h|

))

= fh

(
E +O

(
1
|ln h|

))
− arccos




cos
(
gh
(
E +O

(
1
|ln h|

)))

√
1+ exp

(
2πε

(
hE +O

(
h
|ln h|

))
/h
)


 .

Avec par définition (voir chapitre précédent)

fh

(
E +O

(
1
|ln h|

))
= Fh

(
hE +O

(
h
|ln h|

))

= − θ+ (hE +O (h/ |ln(h)|)) + θ− (hE +O (h/ |ln(h)|))
2

+
π

2

+
ε (hE +O (h/ |ln(h)|))

h
ln(h) + arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε (hE +O (h/ |ln(h)|))

h

))
.

En multipliant 2πn0 par h nous avons donc :

2πn0h = −h θ+ (hE +O (h/ |ln(h)|)) + θ− (hE +O (h/ |ln(h)|))
2

+
π

2
h+ ε (hE +O (h/ |ln(h)|)) ln(h)+ h arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε (hE +O (h/ |ln(h)|))

h

))

−h arccos




cos
(
gh
(
E +O

(
1
|ln h|

)))

√
1+ exp

(
2πε

(
hE +O

(
h
|ln h|

))
/h
)


 .

Evaluons un par un les cinq termes de droite de la précédente égalité. Comme
la fonction

E 7→ − θ+ (hE +O (h/ |ln(h)|)) + θ− (hE +O (h/ |ln(h)|))
2

admet un développement asymptotique en puissance de h de −1 à +∞, nous
avons

−h θ+ (hE +O (h/ |ln(h)|)) + θ− (hE +O (h/ |ln(h)|))
2

= O(1);
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on a même mieux, pour h→ 0

−h θ+ (hE +O (h/ |ln(h)|)) + θ− (hE +O (h/ |ln(h)|))
2

→ −1
2

(
S+
−1(0) + S−−1(0)

) 6= 0

où les quantités S+/S−sont définies au chapitre précédent. Ensuite :

ε (hE +O (h/ |ln(h)|)) ln(h) =


hE +O (h/ |ln(h)|)√

−V ′′(0)
+O(h2)


 ln(h)→ 0.

Pour finir, comme

arg
(

Γ

(
1
2

+ i
ε (hE +O (h/ |ln(h)|))

h

))
= O(1)

et

arccos




cos
(
gh
(
E +O

(
1
|ln h|

)))

√
1+ exp

(
2πε

(
hE +O

(
h
|ln h|

))
/h
)


 = O(1);

on a que, pour h→ 0 :

h arg
(

Γ

(
1
2

+ i
ε (hE +O (h/ |ln(h)|))

h

))
→ 0

et

h arccos




cos
(
gh
(
E +O

(
1
|ln h|

)))

√
1+ exp

(
2πε

(
hE +O

(
h
|ln h|

))
/h
)


→ 0.

Ainsi au final

lim
h→0

2πn0h = −1
2

(
S+
−1(0) + S−−1(0)

)
;

d’où le lemme proposé.

5.3.2 Première définition (provisoire)

Pour une commodité technique on va d’abord introduire la nouvelle suite :

Définition 5.3.4. Pour tout entier n ∈ Θh on considère la famille :

µn,0 :=





hAh(2πn0) si n ∈ σ1(Ih)

hBh(2πm0) si n ∈ σ2(Jh).

On étend ensuite cette famille en une suite indexée sur N en posant µn,0 = 0
pour les entiers n ∈ N−Θh.

Cette suite prend uniquement deux valeurs suivant l’entier n : soit la va-
leur propre de la famille (αk(h))k la plus proche du réel hE ; ou bien la valeur
propre de la famille (βl(h))l la plus proche de hE. A ce stade là on peut donner
la première définition (provisoire) de notre état initial localisé autour de hE :
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Définition 5.3.5. Considérons la suite (cn(h))n∈Z définie par :

cn := cn(h) = Khχ

(
µn − µn,0

hα′ |ln h|γ′
)

χ0

(
µn − µn,0

2h

)
, n ∈ Z

où χ ∈ S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire ; α′

et γ′ sont deux réels ; χ0 ∈ D(R) telle que χ0 ≡ 1 sur ]−1, 1[ et supp(χ0) ⊂
[−1, 1] ; et

Kh :=
∥∥∥∥χ

(
µn − µn,0

hα′ |ln h|γ′
)

χ0

(
µn − µn,0

2h

)∥∥∥∥
l2(N)

.

On va détailler ce choix d’état initial :

1. La terme χ
(

µn−µn,0

hα′ |ln h|γ′
)
sert à localiser autour, non pas de Eh di-

rectement, mais pour des raisons de commodité technique, autour de la
valeur propre la plus proche de hE.

2. Les constantes α′ et γ′ servent à modifier la dilatation de la fonction χ.

3. La fonction χ0 sert a tronquer les valeurs propres qui sont en dehors du
compact [−h, h].

5.3.3 Ajustement des constantes de dilatation α′ et γ′

L’unique choix possible pour avoir à la fois une localisation de l’état initial
plus grande que l’interstice spectral de l’opérateur et pour avoir une localisa-
tion dans le compact [−h, h] ; c’est à dire avoir en même temps

hα′

|ln h|γ′
≫ h
|ln h| ;

hα′

|ln h|γ′
≤ h

est de prendre :
α′ = 1; 0 ≤ γ′ < 1.

Remarque 5.3.6. Le choix le plus “large” de hα′/ |ln h|γ′ = h/ |ln h|γ′ est le
choix consistant à prendre γ′ = 0.

Sous ces hyphothèses on peut donc supprimer la fonction χ0 et on arrive
donc à la seconde définition provisoire suivante :

5.3.4 Seconde définition (provisoire)

Définition 5.3.7. Considérons la suite (cn(h))n∈Z définie par :

cn := Khχ

(
µn − µn,0

h
|ln h|γ′

)
, n ∈ Z

où χ ∈ S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire ;
0 ≤ γ′ < 1 ; et

Kh :=
∥∥∥∥χ

(
µn − µn,0

h
|ln h|γ′

)∥∥∥∥
l2(N)

.
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Quand on écrit alors les fonctions d’auto-corrélation partielles a(t) et b(t)

il apparait les suites
(
cσ1(k)

)
k
et
(
cσ2(l)

)
l
; pour alléger l’écriture :

Notation 5.3.8. On pose

an := cσ1(n) = Khχ
(
(Ah(2πn)−Ah(2πn0)) |ln h|γ′

)
;

bm := cσ2(m) = Khχ
(
(Bh(2πm)−Bh(2πm0)) |ln h|γ′

)
.

5.4 Etude d’une fonction d’auto-corrélation partielle

On va dans cette partie étudier une des fonctions d’auto-corrélation par-
tielle ; disons par exemple la fonction t 7→ a(t). Avant de commencer l’étude
on va donner une définition définitive d’un état initial. Par le théorème des
accroissements finis il existe un réel ζ = ζ(n, h, E) ∈ Yh ([−1, 1]) tel que

Ah(2πn)−Ah(2πn0) = A′h(ζ)2π(n− n0)

ainsi comme

A′h(ζ) =
2π

|ln(h)|√
−V ′′ (0)

+O(1)
;

nous avons donc

Ah(2πn)−Ah(2πn0) =
2π(n− n0)

√
−V ′′(0)

|ln h|

(
1+O

∣∣∣∣
1
|ln h|

∣∣∣∣
)
.

On est donc amené à la définition (définitive et plus facile à manipuler) sui-
vante :

Définition 5.4.1. Considérons la suite (an(h))n∈Z définie par :

an := Khχ

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
, n ∈ Z

où χ ∈ S(R) est une fonction non identiquement nulle, positive et paire ;
0 ≤ γ′ < 1 ; et

Kh :=

∥∥∥∥∥χ

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)∥∥∥∥∥
l2(N)

.

Enonçons les premières propriétés de la suite an :

Proposition 5.4.2. La suite (an(h))n ∈ l2(Z).

Démonstration. Comme χ ∈ S(R), il existe Mh ∈ N × R∗+ tel que |an| ≤
M

(1+n2) ∈ l2(Z) et ainsi (an(h))n ∈ l2(Z).
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Théorème 5.4.3. Nous avons que

Kh =
1

√
F (χ2) (0) |ln h|

1−γ′
2

+O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ ;

et ainsi

‖an‖l2(N) = 1+O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Démonstration. Avec la formule sommatoire de Poisson, le précédent lemme
et le lemme 2.4.8 du chapitre 2 nous avons l’égalité :

∑
n∈Z

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
= |ln h|1−γ′

∑
l∈Z

F

(
χ2
) (
−l |ln h|1−γ′

)

= |ln h|1−γ′
[
F

(
χ2
)

(0) +O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣
]

On va maintenant revenir à l’indexage sur N ; on part de la simple égalité :

∑
n∈N

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
= ∑

n∈Z

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
−

−1
∑

n=−∞

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)

= |ln h|1−γ′
F

(
χ2
)

(0) +O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣−
−1
∑

n=−∞

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
.

Par parité de la fonction F
(
χ2) :

−1
∑

n=−∞

χ2

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)
=

+∞

∑
n=1

χ2

(
n + n0
|ln h|1−γ′

)
≤ Bk |ln h|(1−γ′)k

+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k
.

Par les théorèmes généraux de comparaisons entre séries et intégrales, on ob-
tient la majoration suivante :

Bk |ln h|(1−γ′)k
+∞

∑
n=1

1

|n + n0|k
≤ Bk |ln h|(1−γ′)k

∫ ∞

0

du
(u + n0)k

= |ln h|(1−γ′)(k−1) Bk

(k− 1)
1

nk−10

.

Maintenant, on sait que quand h → 0on a n0 ∼ N
h où N 6= 0, ainsi, quand

h → 0 on obtient

|ln h|(1−γ′)k Bk

(k− 1)
1

nk−10

∼ Bk

Nk−1(k− 1)
hk−1 |ln h|(1−γ′)k

et par conséquent ∑
−1
n=−∞ χ2

(
n−n0
|ln h|1−γ′

)
= O

∣∣∣ 1
ln(h)∞

∣∣∣ . Au final on a bien :

∥∥∥∥∥χ

(
n− n0
|ln h|1−γ′

)∥∥∥∥∥

2

l2(N)

= |ln h|1−γ′
F

(
χ2
)

(0) +O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ ;
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d’où Kh = 1√
F(χ2)(0)|ln h|

1−γ′
2

+O
∣∣∣ 1
ln(h)∞

∣∣∣ . Ensuite il suffit de réécrire que

‖an‖2l2(N) = K2
h |ln h|1−γ′

[
F

(
χ2
)

(0) +O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣
]

= 1+O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ .

5.4.1 Découpe de la série

Commençons par une définition :

Définition 5.4.4. On définit les ensemble d’entiers ∆ = ∆(h, E) et Γ = Γ(h, E)
par :

∆ :=
{
n ∈ N, |n− n0| ≤ |ln(h)|γ

} ⊂N

et
Γ := N− ∆

où le réel γ vérifie γ < 1 et γ + γ′ > 1.

Remarque 5.4.5. Comme γ < 1 nous avons que |ln(h)|γ < |ln(h)| et donc
par conséquent comme pour h → 0 on a Card (Ih) ∼ |ln(h)| ; on obtient,
pour h assez petit, l’inclusion : ∆ ⊂ Ih. D’autre part comme γ + γ′ > 1 on a

|ln(h)|1−γ′ ≪ |ln(h)|γ ce qui signifie que l’ensemble ∆ est plus “grand” que
la localisation de l’état initial.

Lemme 5.4.6. Nous avons :

∑
n∈Γ

|an|2 = O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Démonstration. La démonstration est analogue à celle du lemme 2.3.12 du cha-
pitre 2.

5.5 Détermination du terme principal de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique

5.5.1 But

On va étudier la série de fonctions

a : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−itAh(2πn);

que par une formule de Taylor à l’ordre 2, on écrira :

a(t) = ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0)+A′′h (ζ)2π2(n−n0)2)

où ζ = ζ(n, h, E) ∈ Yh ([−1, 1]).
Lemme 5.5.1. Nous avons uniformément sur le compact [−1, 1] que :

λ 7→
(
A′′h ◦ Yh

)
(λ) = O

∣∣∣∣
1

ln(h)3

∣∣∣∣ .
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Démonstration. Les formules de dérivation donnent que pour tout réel x ∈
Yh ([−1, 1])

A′′h (x) =
− (Y ′′h ◦ Ah

)
(x)

(Y ′h ◦ Ah
)3

(x)
;

et donc pour tout λ ∈ [−1, 1]

(
A′′h ◦ Yh

)
(λ) =

−Y ′′h (λ)
(
Y ′h
)3

(λ)
.

Estimons d’abord la fonction Y ′′h . Pour tout réel λ ∈ [−1, 1] nous avons

Y ′′h (λ) = −h2 θ′′+(λh) + θ′′−(λh)
2

+ hε′′(λh) ln(h)

+
∂2

∂λ2

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]
− ∂2

∂λ2

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
.

Or pour tout λ ∈ [−1, 1] on a

−h2 θ′′+(λh) + θ′−(λh)
2

= O(h)

et
hε′′(λh) ln(h) = O(h ln(h)).

Estimons ensuite le terme ∂2

∂λ2

[
arg

(
Γ
(
1
2 + i ε(λh)

h

))]
; un simple calculmontre

que
∂2

∂λ2

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

=
∂

∂λ

[
ε′(λh)Re

(
Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

= hε′′(λh)Re
(

Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
− (ε′(λh)

)2 Im
(

Ψ(1)
(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
,

où Ψ(1) est la première dérivée de la fonction di-Gamma d’Euler [Ab-St]. Ainsi
clairement la fonction

λ 7→ ∂

∂λ

[
ε′(λh)Re

(
Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

est égale à un O(1) sur le compact [−1, 1]. Pour finir estimons le terme

λ 7→ ∂2

∂λ2

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
,

par un calcul un peu laborieux, pour tout scalaire λ ∈ [−1, 1]

∂2

∂λ2

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
=

Nh(λ)

Dh(λ)
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où le numérateur Nh(λ) est un polynome de degré fini indépendant de h en
les variables

(
cos (gh(λ)) , sin (gh(λ)) ,

∂

∂λ
(gh(λ)) ,

∂2

∂λ2 (gh(λ))

∂

∂λ

(
ε(λh)
h

)
,

∂2

∂λ2

(
ε(λh)
h

)
, exp (2πε(λh)/h)

)
.

Ainsi λ 7→ Nh(λ) = O(1) sur tout le compact [−1, 1] . Ensuite le dénominateur
est donné précisément par

Dh(λ) = (1+ exp (2πε(λh)/h))2
(
1+ exp (2πε(λh)/h)− cos2 (gh(λ))

) 3
2 ;

alors comme la fonction λ 7→ exp (2πε(λh)/h) est unO(1) toujours positif sur
le compact [−1, 1] , on voit sans peine que sur [−1, 1]

λ 7→ 1
Dh(λ)

= O(1).

Ainsi au final sur le compact [−1, 1]

λ 7→ ∂2

∂λ2

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
= O(1).

Par conséquent sur [−1, 1] nous avons que λ 7→ Y ′′h (λ) = O(1). Pour finir
comme on a uniformémént sur le compact [−1, 1] l’égalité

Y ′h(λ) =
ln(h)√
−V ′′ (0)

+O(1),

on en déduit alors λ 7→ (A′′h ◦ Yh
)
(λ) = O

∣∣∣ 1
ln(h)3

∣∣∣ sur tout le compact [−1, 1].

5.5.2 Définition d’une échelle de temps spécifique

Proposition 5.5.2. Soit α un réel vérifiant l’inégalité : α < 3 − 2γ. On a alors
uniformément pour t ∈ [0, |ln(h)|α

]
:

∑
n∈N

|an|2 e−itAh(2πn) = ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0)) +O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
.

Démonstration. Etudions la différence ε(t) := ε(t, h) définie par

ε(t) :=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−itAh(2πn)− ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
∣∣∣∣∣ .

La formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 2 donne l’existence d’un réel ζ =
ζ(n, h, E) ∈ Yh ([−1, 1]) tel que

Ah(2πn) = Ah(2πn0) +A′h(2πn0)2π(n− n0) +A′′h (ζ)2π2(n− n0)
2
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et ainsi pour tout réel t

ε(t) =

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0)+A′′h (ζ)2π2(n−n0)2)

− ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
[
e−itA

′′
h (ζ)2π2(n−n0)2 − 1

]∣∣∣∣∣ .

Avec les ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire on obtient pour tout
t ≥ 0

ε(t) ≤
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
[
e−itA

′′
h (ζ)2π2(n−n0)2 − 1

]∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
[
e−itA

′′
h (ζ)2π2(n−n0)2 − 1

]∣∣∣∣∣ .

Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion δ(t) :

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
[
e−itA

′′
h (ζ)2π2(n−n0)2 − 1

]∣∣∣∣∣

≤ 2 ∑
n∈Γ

|an|2 = O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣

d’après le lemme 5.4.6. Maintenant étudions le terme de gauche majoration
de ε(t). Avec le précédent lemme : pour tout entier n ∈ ∆ et pour tout réel
t ∈ [0, |ln(h)|α

]

tA′′h (ζ)2π2(n− n0)
2 ≤ M |ln(h)|α+2γ−3

où M > 0 est une constante indépendante de h ; par conséquent pour tout
entier n ∈ ∆ et pour tout réel t ∈

[
0, |ln(h)|α

]

e−itA
′′(ζ)2π2(n−n0)2 − 1 = O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)
;

et ainsi pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|α

]
nous obtenons

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0))
[
e−itA

′′
h (ζ)2π2(n−n0)2 − 1

]∣∣∣∣∣

≤ O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
∑
n∈∆

|an|2

≤ O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
∑
n∈N

|an|2 = O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
.

Au final, on a montré que uniformémént pour t ∈ [0, |ln(h)|α
]
on a ε(t) =

O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
. C’est exactement l’égalité proposée dans l’énoncé.
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En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction
d’auto corrélation partielle a(t) dans l’échelle

[
0, |ln(h)|α

]
est :

Définition 5.5.3. Le terme principal de la fonction d’auto-corrélation partielle
a(t) est la série de fonctions :

a1 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−it(Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0)).

On définit aussi la fonction ã1 par

ã1 :t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−itA
′
h(2πn0)2π(n−n0).

Ainsi que quel que soit t ∈ [0, |ln(h)|α
]

a1(t) = e−itAh(2πn0)ã1(t).

Étudions maintenant cette série en détails :

5.6 Comportement semi-classique du terme principal

5.6.1 Périodicité du terme principal en limite semi-classique

Ainsi le module du terme principal de la fonction d’auto-corrélation par-
tielle a(t) est une fonction périodique de période 1

A′h(2πn0)
.

Définition 5.6.1. On définit la période hyperbolique Thyp = Thyp(h, E) par

Thyp :=
1

A′h(2πn0)
.

Compte tenu de l’estimation de la fonction A′h on voit que quand h → 0
on a Thyp ∼ K |ln(h)| ; où K > 0 est une constante indépendante de h.

5.6.2 Interprétation géométrique de la période

La période Thyp de l’approximation à l’ordre 1 de la fonction d’auto-corrélation
quantique correspond géométriquement à la période du flot classique associé
(voir le chapitre précédent).

5.6.3 Echelle de temps spécifique et période classique

Comme γ < 1 on a par conséquent que 1 < 3− 2γ ; ainsi il existe au moins
un réel α tel que α ∈ ]1, 3− 2γ[ et donc :

|ln(h)| < |ln(h)|α < |ln(h)|3−2γ .

Ceci autorise donc d’avoir un choix de α pertinent : pour h assez petit, l’échelle
de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période hyperbo-
lique, en effet, pour h assez petit on a

[
0, Thyp

]
⊂ [0, |ln(h)|α

]
.
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5.6.4 Comportement sur une période classique

Etudions la fonction a1(t) sur une période
[
0, Thyp

]
.

Proposition 5.6.2. Pour tout t ≥ 0, on a l’égalité :

∑
n∈Z

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp =
1

F (χ2) (0) ∑
l∈Z

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))
.

Démonstration. L’ingrédient essentiel de la démonstration est la formule som-
matoire de Poisson. Considèrons la fonction Ωt définie par :

Ωt :






R→ C

x 7→ |ax|2 e
−it2π(x−n0) 1

Thyp

où t ∈ R, et ax est, rappelons le, définie par :

ax =
1

√
F (χ2) (0) |ln h|

1−γ′
2

χ

(
x− n0
|ln h|1−γ′

)
;

ainsi

∑
n∈Z

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp = ∑
n∈Z

Ωt(n).

Clairement Ωt ∈ S(R), calculons donc F (Ωt) sa transformée de Fourier ; on
obtient alors que quel que soit ζ ∈ R

F (Ωt) (ζ) =
1

F (χ2) (0) |ln h|1−γ′ e
it2πn0 1

Thyp F

(
χ2

(
x− n0
|ln h|1−γ′

)
e
−it2πx 1

Thyp

)
(ζ).

En appliquant le lemme 2.3.7 avec f = χ2, α = 1/ |ln h|1−γ′ , β = x−n0
|ln h|1−γ′ et

γ = − 2πt
Thyp

; on trouve que quelque soit ζ ∈ R

F (Ωt) (ζ) =
1

F (χ2) (0)
e−2iπn0ζF

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
ζ +

t
Thyp

))
.

Maintenant avec l’égalité de Poisson appliquée à la fonction Ωt on obtient :

∑
n∈Z

Ωt(n) = ∑
l∈Z

F (Ωt) (l)

=
1

F (χ2) (0) ∑
l∈Z

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))
.

Ce qui donne l’égalité enoncée dans la proposition .

Pour comprendre la fonction a1(t) on va donc s’intéresser à la nouvelle
série de fonctions :

t 7→ 1
F (χ2) (0) ∑

l∈Z

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))
.
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On voit tout de suite, compte tenu de la décroissance à l’infini de la fonction
F
(
χ2) ∈ S(R), que les termes prépondérants dans la série correspondent aux

indices l tels que
(
l + t

Thyp

)
soit le plus proche de zéro. Precisons celà avec

une définition et une proposition.

Définition 5.6.3. Pour tout t ∈ R, on définit l(t) = l(t, h, E) comme étant
l’entier le plus proche du réel −tThyp

; et donc

l(t) +
t

Thyp
= d

(
t, ThypZ

)
.

Remarque 5.6.4. Quitte à modifier le paramètre h, donc quitte à modifier la
valeur de Thyp, on supposera que l’entier l(t) est unique. Par ailleurs pour
tout l ∈ Z tel que l 6= l(t) on a :

∣∣∣∣∣l +
t

Thyp

∣∣∣∣∣ ≥
1
2
.

Théorème 5.6.5. On a uniformément pour t ∈ R+ :

∑
n∈N

|an|2 e
−it2π(n−n0)

Thyp =
1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
) (
− |ln h|1−γ′ d

(
t, ThypZ

))
+O

∣∣∣∣
1

ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Démonstration. On va commencer parmontrer ce résultat avec la série indéxée
sur Z. D’aprés la précédente proposition et le lemme 2.4.7 du chapitre 2 on a
l’égalité :

∑
n∈Z

|an|2 e
−it2π(n−n0) t

Thyp =
1

F (χ2) (0) ∑
l∈Z

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))

=
1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
) (
− |ln h|1−γ′ d

(
t, ThypZ

))
+O

∣∣∣∣
1

ln(h)∞

∣∣∣∣ .

On va maintenant montrer le résultat avec la série indexée sur N. On part de
l’égalité

∑
n∈N

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp

= ∑
n∈Z

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp −
−1
∑

n=−∞

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp ;

qui avec la proposition se réecrit aussi

∑
n∈Z

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp =
1

F (χ2) (0) ∑
l∈Z

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))

−
−1
∑

n=−∞

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp .
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Ainsi
∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp − 1
F (χ2) (0)

F

(
χ2
) (
− |ln h|1−γ′ d

(
t, ThypZ

))∣∣∣∣∣

est, par inégalité triangulaire, majorée par

≤ ∑
l 6=l(t)

∣∣∣∣∣
1

F (χ2) (0)
F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))∣∣∣∣∣+
+∞

∑
n=1
|a−n|2 .

Rappelons que précédement nous avons vu que pour tout t positif

1
F (χ2) (0) ∑

l 6=l(t)

F

(
χ2
)(
− |ln h|1−γ′

(
l +

t
Thyp

))
= O

∣∣∣∣
1

ln(h)∞

∣∣∣∣ ;

et ∑
+∞
n=1 |a−n|

2 = O
∣∣∣ 1
ln(h)∞

∣∣∣ . D’où le théorème.

Finissons par un corollaire d’affinage :

Corollaire 5.6.6. Nous avons que :
(i) pour t tel que t ∈ ThypN on a

∑
n∈N

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp = 1.

(ii) Pour tout ε > 0 tel que ε < 1−γ
′
et pour t tel que

∣∣∣d
(
t, ThypZ

)∣∣∣ > |ln h|γ′−1+ε ;
on a

∑
n∈N

|an|2 e
−it2π(n−n0) 1

Thyp = O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Démonstration. Le premier point découle directement du précédent théorème.

Pour le second point : si
∣∣∣− |ln h|1−γ′ (l(t) + tA′h(2πn0)

)∣∣∣ > |ln h|ε on a donc :

∣∣∣F
(

χ2
) (
− |ln h|1−γ′ (l(t) + tA′h(2πn0)

))∣∣∣ ≤ Bk(
1+ |ln h|ε

)k

≤ Bk |ln h|−εk .

Ceci étant vrai quel que soit l’entier k; le second point est démontré.

5.7 Détermination du terme d’ordre deux de la fonction
d’auto-corrélation en limite semi-classique

On va faire la même démarche d’étude que précédemment : on va trou-
ver une échelle de temps sur laquelle on peut simplifier la fonction d’auto-
corrélation dans un régime semi classique.
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5.7.1 But

On va continuer à étudier la série de fonctions a(t) que par une formule
de Taylor à l’ordre 3, on écrira :

a(t) = ∑
n∈N

|an|2 e
−it
(
Ah(2πn0)+A′h(2πn0)2π(n−n0)+A′′(2πn0)2π2(n−n0)2+A(3)

h (ζ)
(2π)3

8 (n−n0)3
)

où le nombre réel. ζ = ζ(n, h, E).

Lemme 5.7.1. Nous avons uniformément sur le compact [−1, 1] que :

λ 7→
(
A(3)

h ◦ Yh
)

(λ) = O
∣∣∣∣

1
ln(h)4

∣∣∣∣ .

Démonstration. Les formules de dérivation donnent l’égalité valide pour tout
x ∈ Yh ([−1, 1])

A(3)
h (x) =

−
(
Y (3)
h ◦ Ah

)
(x)

(Y ′h ◦ Ah
)4

(x)
+

3
(
Y ′′h ◦ Ah

)2
(x)

(Y ′h ◦ Ah
)5

(x)
;

et donc pour tout réel λ ∈ [−1, 1]

(
A(3)

h ◦ Yh
)

(λ) =
−Y (3)

h (λ)
(Y ′h

)4
(λ)

+
3
(Y ′′h

)2
(λ)

(Y ′h
)5

(λ)
.

Pour débuter estimons la fonction λ 7→ Y (3)
h (λ). Pour tout réel λ ∈ [−1, 1]

nous avons

Y (3)
h (λ) = −h3 θ

(3)
+ (λh) + θ

(3)
− (λh)

2
+ h2ε(3)(λh) ln(h)

+
∂3

∂λ3

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]
− ∂3

∂λ3

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
.

Uniformément sur le compact [−1, 1]

λ 7→ −h3 θ
(3)
+ (λh) + θ

(3)
− (λh)

2
= O(h2)

et
λ 7→ h2ε(3)(λh) ln(h) = O(h2 ln(h)).

Ensuite estimons le terme λ 7→ ∂3

∂λ3

[
arg

(
Γ
(
1
2 + i ε(λh)

h

))]
: pour tout réel

λ ∈ [−1, 1]
∂3

∂λ3

[
arg

(
Γ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

=
∂

∂λ

[
hε′′(λh)Re

(
Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
− (ε′(λh)

)2 Im
(

Ψ(1)
(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]
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= h2ε(3)(λh)Re
(

Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
+ hε′′(λh)

∂

∂λ

[
Re
(

Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

−2hε′(λh)ε′′(λh)Im
(

Ψ(1)
(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
− (ε′(λh)

)2 ∂

∂λ

[
Im
(

Ψ(1)
(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))]

= h2ε(3)(λh)Re
(

Ψ

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
− 3hε′′(λh)ε′(λh)Im

(
Ψ(1)

(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))

+
(
ε′(λh)

)3 Re
(

Ψ(2)
(
1
2

+ i
ε(λh)
h

))
;

et ainsi, clairement, cette fonction λ 7→ ∂3

∂λ3

[
arg

(
Γ
(
1
2 + i ε(λh)

h

))]
est égale à

un O(1) sur tout le compact [-1,1]. Pour finir estimons le terme

λ 7→ ∂3

∂λ3

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
,

en utilisant les notations de la preuve du lemme 5.5.1, pour tout scalaire λ ∈
[−1, 1] nous avons

∂3

∂λ3

[
arccos

(
cos (gh(λ))√

1+ exp (2πε(λh)/h)

)]
=

∂

∂λ

(
Nh

Dh

)

=
N′h(λ)Dh(λ)− Nh(λ)D′h(λ)

D2
h(λ)

;

toujours d’aprés la preuve du lemme 5.5.1, sur le compact [−1, 1] on a

λ 7→ 1
D2

h(λ)
= O(1).

De même, avec les estimations faites dans la preuve du lemme 5.5.1 onmontre
trés facilement que le numérateur N′h(λ)Dh(λ) − Nh(λ)D′h(λ) de la fraction
dérivée est aussi un O(1) sur tout le compact [−1, 1]. Par conséquent pour

tout λ ∈ [−1, 1] . Par suite, sur [−1, 1] nous avons λ 7→ Y (3)
h (λ) = O(1). Puis

comme on a uniformémént sur le compact [−1, 1] l’égalité

Y ′h(λ) =
ln(h)√
−V ′′(0)

+O(1),

on en déduit alors

λ 7→ −Y
(3)
h (λ)

(
Y ′h
)4

(λ)
= O

∣∣∣∣
1

ln(h)4

∣∣∣∣ .

sur tout le compact [−1, 1]. Dans la preuve du lemme 5.5.1 nous avons vu que
sur [−1, 1] :

λ 7→ Y ′′h (λ) = O
∣∣∣∣

1
ln(h)3

∣∣∣∣
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ainsi sur l’intervalle fermé [−1, 1] :

λ 7→
(Y ′′h

)2
(λ)

(Y ′h
)5

(λ)
= O

∣∣∣∣
1

ln(h)5

∣∣∣∣ ;

et alors la fonction

λ 7→
(
A(3)

h ◦ Yh
)

(λ) =
−Y (3)

h (λ)
(Y ′h

)4
(λ)

+
3
(Y ′′h

)2
(λ)

(Y ′h
)5

(λ)

est bien égale à un O
∣∣∣ 1
ln(h)4

∣∣∣ sur [−1, 1] .

Notation 5.7.2. On notera par R2(X) = R2(h, n0,X) le polynôme de R2[X]
donné par :

R2(X) := Ah(2πn0) +A′h(2πn0)2π(X− n0) +A′′h (2πn0)2π2(X− n0)
2.

5.7.2 Définition d’une nouvelle échelle de temps spécifique

Proposition 5.7.3. Soit β un réel vérifiant l’inégalité : β < 4 − 3γ. On a alors

uniformément pour t ∈
[
0, |ln(h)|β

]

a(t) = ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n) +O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)
.

Démonstration. Etudions la différence ε(t) := ε(t, h) définie par

ε(t) :=

∣∣∣∣∣a(t)− ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n)

∣∣∣∣∣ .

Avec la formule de Taylor-Lagrange à l’ordre 3 on a l’existence d’un réel ζ =
ζ(n, h, E) ∈ Yh ([−1, 1]) vérifiant

Ah(2πn) = Ah(2πn0) +A′h(2πn0)2π(n− n0)

+A′′h (2πn0)2π2(n− n0)
2 +A(3)

h (ζ)
(2π)3

8
(n− n0)

3;

ainsi pour tout réel t

ε(t) =

∣∣∣∣∣∣
∑
n∈N

|an|2 e
−it
(
Q2(n)+A(3)

h (ζ)
(2π)3

8 (n−n0)3
)

− ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n)

∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n)

[
e−itA

(3)
h (ζ)

(2π)3
8 (n−n0)3 − 1

]∣∣∣∣∣ .

Ainsi à l’aide des ensembles Γ et ∆ et par inégalité triangulaire, pour tout t ≥ 0
on a

ε(t) ≤
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−itQ2(n)

[
e−itA

(3)
h (ζ)

(2π)3
8 (n−n0)3 − 1

]∣∣∣∣∣
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+

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−itQ2(n)

[
e−itA

(3)
h (ζ)

(2π)3
8 (n−n0)3 − 1

]∣∣∣∣∣ .

Regardons d’abord le terme de droite de la précédente majoration de la fonc-
tion ε(t) :

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e−itQ2(n)
[
e−itA

(3)
h (ζ) (2π)3

8 (n−n0)3 − 1
]∣∣∣∣∣ ≤ 2 ∑

n∈Γ

|an|2 = O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣

d’après le lemme 5.4.6. Maintenant étudions le terme de gauche : comme pour

tout n ∈ ∆ et pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|β

]

tA(3)
h (ζ)

(2π)3

8
(n− n0)

3 ≤ M |ln(h)|β+3γ−4

où M > 0 ; par conséquent nous avons pour tout n ∈ ∆ et pour tout t ∈[
0, |ln(h)|β

]

e−itA
(3)
h (ζ) (2π)3

8 (n−n0)3 − 1 = O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)

et ainsi pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|β

]
nous obtenons

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e−itQ2(n)

[
e−itA

(3)
h (ζ)

(2π)3
8 (n−n0)3 − 1

]∣∣∣∣∣

≤ O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)
∑
n∈∆

|an|2

≤ O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)
∑
n∈N

|an|2 = O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)
.

Au final, on a, montré que uniformémént en t ∈
[
0, |ln(h)|β

]
on a ε(t) =

O
(
|ln(h)|β+3γ−4

)
.

En conclusion, on a immédiatement que le terme principal de la fonction

d’auto corrélation dans l’échelle
[
0, |ln(h)|β

]
est la série de fonctions :

Définition 5.7.4. L’approximation à l’ordre 2 de la fonction d’auto-corrélation
partielle a(t) est la série de fonctions :

a2 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−itQ2(n).

On définit aussi la fonction :

ã2 : t 7→ ∑
n∈N

|an|2 e−it(A
′
h(2πn0)2π(n−n0)+A′′h (2πn0)2π2(n−n0)2).
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Ainsi que quel que soit t ∈
[
0, |ln(h)|β

]

a2(t) = e−itAh(2πn0)ã2(t).

Commencons par remarquer que quel que soit t ∈
[
0, |ln(h)|β

]

|a2(t)| = |ã2(t)| =
∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e−it(A
′
h(2πn0)2π(n−n0)+A′′h (2πn0)2π2(n−n0)2)

∣∣∣∣∣ .

5.8 Théorème de pleine renaissance

On va mettre en évidence une nouvelle période, bien plus grande que la
période hyperbolique, où l’on trouve des phénomènes particuliers purement
quantiques. Commeçons par des notations :

Définition 5.8.1. On définit la période de renaissance Tren = Tren(h, E) par

Tren :=
1

πA′′h (2πn0)

et on notera par Nh = N(h) la partie entière de la division euclidienne de Tren
par Thyp :

Nh := E

[
Tren
Thyp

]
∈ N.

De sorte que par division euclidienne : il existe un unique un réel Θh ∈
[0, 1[ tel que :

Tren
Thyp

= Nh + Θh.

Proposition 5.8.2. Si on suppose que

lim
h→0

(Y ′′h ◦ Ah
)
(2πn0) = K

où K est une constante non nulle ; alors

Tren =
|ln(h)|3

K
(
−V ′′(0)

) 3
2

+O(1).

Démonstration. Par définition de la période de renaissance on a

Tren = −
(Y ′h ◦ Ah

)3
(2πn0)

π
(
Y ′′h ◦ Ah

)
(2πn0)

.

Si on suppose donc que

lim
h→0

(Y ′′h ◦ Ah
)
(2πn0) = K

on en déduit alors facilement que

Tren =
− ln(h)3

K
(−V ′′(0))

3
2

+O(1).
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Théorème 5.8.3. Avec les précédentes notations nous avons :
(i) Si Θh = 0 ; alors pour tout t ∈ R+ :

ã2(t+ NhThyp) = ã2(t+ Tren) = ã2(t);

(ii) Si Θh ∈]0, 1[, alors pour tout t ∈ R+ :

ã2(t+ NhThyp) = ã2(t) +O
∣∣∣∣

1
ln(h)2−2γ

∣∣∣∣ ;

donc en particulier :

∣∣∣a2(t+ NhThyp)
∣∣∣ = |a2(t)|+O

∣∣∣∣
1

ln(h)2−2γ

∣∣∣∣ .

Démonstration. Pour tout t ∈ R+

ã2(t+ NhThyp) = ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ

t+NhThyp
Thyp

(n−n0)
e−2iπ

(t+Tren−ThypΘh)

Tren
(n−n0)2

= ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
(t−ThypΘh)

Tren (n−n0)2 .

Si on suppose que Θh = 0 ; alors bien évidement

ã2(t + NhThyp) = ã2(t).

Supposons que Θh ∈]0, 1[, étudions la différence :|a2(t + NhTcl)− a2(t)|. Or
par définition pour tout t ∈ R+ on a

∣∣∣ã2(t + NhThyp)− ã2(t)
∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
(t−ThypΘh)

Tren (n−n0)2

− ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren
(n−n0)2

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren (n−n0)2
(
e2iπΘh

Thyp
Tren (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren (n−n0)2
(
e2iπΘh

Thyp
Tren (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren
(n−n0)2

(
e2iπΘh

Thyp
Tren

(n−n0)2 − 1
)∣∣∣∣∣ .

Majorons le premier terme : quel que soit l’entier n ∈ ∆ nous avons que

(n− n0)
2 ≤ |ln(h)|2γ
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ainsi quand h→ 0, on obtient que quel que soit l’entier n ∈ ∆ :

e2iπΘh
Thyp
Tren (n−n0)2 = 1+O

(
|ln(h)|2γ−2

)
.

Ainsi pour tout t ∈ R+

∣∣∣∣∣∑n∈∆

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren (n−n0)2
(
e2iπΘh

Thyp
Trev (n−n0)2 − 1

)∣∣∣∣∣

≤ O
(
|ln(h)|2γ−2

)
∑
n∈∆

|an|2

≤ O
(
|ln(h)|2γ−2

)
∑
n∈N

|an|2 = O
(
|ln(h)|2γ−2

)
.

Ensuite
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
(n−n0)

e−2iπ
t

Tren
(n−n0)2

(
e2iπΘh

Thyp
Tren

(n−n0)2 − 1
)∣∣∣∣∣

≤ ∑
n∈Γ

2 |an|2 = O
∣∣∣∣

1
ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Remarque 5.8.4. Nous avons que

NhThyp
Tren

=
Tren −ΘhThyp

Tren
= 1− ΘhThyp

Tren
→ 1

quand h→ 0 ; ainsi NhThyp ∼ Tren quand h→ 0.

La proposition précédente montre que t 7→ ã2(t), est, modulo un reste en
|ln(h)|2γ−2, périodique, avec une période équivalente, quand h → 0, à Tren.
C’est ce qu’on appelera le phénomène de renaissance.

5.9 Théorème de renaissances fractionnaires

On va s’intéresser à ce qui se passe sur des temps proches de p
q Tren où p

q
est un nombre rationnel.

5.9.1 Le principal théorème

Maintenant énonçons le théorème sur les renaissances fractionnaires :

Théorème 5.9.1. Pour tout couple (p, q) ∈ Z ×N∗ tels que p ∧ q = 1 ; il existe

une famille de p nombre complexes dépendant de h ;
(
b̃k(l)

)
k∈{0...p−1}

où l’entier

l ∈ Z est solution de l’équation :

∀m ∈ Z,
2pl
q

m +
pl2

q
≡ 0 [1]
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telle que pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|α

]
on ait l’égalité :

ã2

(
t +

p
q
NhThyp

)
=

l−1
∑
k=0

b̃k(l)ã1

(
t + Thyp

(
k
l

+
p
q
Nh

))
+O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)

Les coefficients b̃k(l) sont nommés coefficients fractionnaires ; et sont données par :
quel que soit k ∈ {0...l− 1}

b̃k(l) = e−
2iπkn0

l bk(l)

où

bk(l) = bk(h, l) =
〈

σh(p, q), φ
k
〉

Sl
=

1
l

l−1
∑
n=0

e−2iπ
p
q (n−n0)2e−

2iπkn
l .

En outre en supposant de plus que Tren
Thyp
∈ Q, on a alors l’égalité stricte :

ã2

(
t +

p
q
Tren

)
=

l−1
∑
k=0

b̃k(l)ã1

(
t + Thyp

(
k
l

+
p
q
Nh

))
.

Démonstration. Pour plus de commodité pour l’écriture, posons ñ := n− n0.
Soit aussi l ∈ Z solution de l’équation de l’énoncé. Ainsi d’une part nous
avons

ã2

(
t +

p
q
NhTcl

)
= ∑

n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
ñ
e−2iπ

t
Tren

ñ2e−2iπ
p
q ñNh e−2iπ

p
q

NhThyp
Tren

ñ2 .

Alors comme Tren = NhThyp + ΘhThyp on a :

e−2iπ
p
q

NhThyp
Tren ñ2

= e−2iπ
p
q ñ

2
e2iπ

p
q

ΘhThyp
Tren ñ2

et que clairement par définition de l’entier l

e−2iπ
p
q ñ

2
= e−2iπ

p
q (n−n0)2 ∈ Sl(Z);

ainsi on peut décomposer de manière unique la suite
(
e−2iπ

p
q (n−n0)2

)
n
sur la

base orthonormée
(

φk
)
k∈{0...l−1}

de Sl(Z)

e−2iπ
p
q ñ

2
= e−2iπ

p
q (n−n0)2 =

l−1
∑
k=0

〈
σh(p, q), φ

k
〉

Sl
φk
n

=
l−1
∑
k=0

bk(l)e
−2iπ k

l n.

Par conséquent

ã2

(
t +

p
q
NhThyp

)

= ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
ñ
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e−2iπ

p
q ñNh

(
l−1
∑
k=0

bk(l)e
−2iπ k

l n

)
e2iπ

p
q

ΘhThyp
Tren ñ2
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= ∑
n∈N

l−1
∑
k=0

bk(l) |an|2 e
−2iπ t

Thyp
ñ
e−2iπ

t
Tren

ñ2e−2iπ
p
q ñNhe−2iπ

k
l ne2iπ

p
q

ΘhThyp
Tren ñ2 .

D’autre part

ã1

(
t + Thyp

(
k
l

+
p
q
Nh

))
= ∑

n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
ñ
e−2iπ

k
l ñe−2iπ

p
q Nhñ

d’où
l−1
∑
k=0

b̃k(l)ã1

(
t + Thyp

(
k
l

+
p
q
Nh

))

=
l−1
∑
k=0

e−
2iπkn0

l bk(l) ∑
n∈N

|an|2 e
−2iπ t

Thyp
ñ
e−2iπ

k
l ñe−2iπ

p
q Nh ñ

= ∑
n∈N

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Thyp

ñ
e−2iπ

kn
l e−2iπ

p
q Nhñ.

Et ainsi
∣∣∣∣∣ã2
(
t+

p
q
NhThyp

)
−

l−1
∑
k=0

b̃k(l)ã1

(
t + Thyp

(
k
l

+
p
q
Nh

))∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Thyp

ñ
e−2iπ

p
q ñNh e−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e+2iπ p

q

ΘhThyp
Tren

ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣ ;

puis en partionnant N avec ∆ et Γ au niveau de la première série, et par in-
égalité triangulaire on a :

≤
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Thyp

ñ
e−2iπ

p
q ñNh e−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren

ñ2e+2iπ p
q

ΘhThyp
Tren

ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∑n∈∆

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Thyp

ñ
e−2iπ

p
q ñNhe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren

ñ2e+2iπ p
q

ΘhThyp
Tren

ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣ .

Majorons la première somme :
∣∣∣∣∣∑n∈Γ

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Thyp

ñ
e−2iπ

p
q ñNh e−

2iπkn
l

(
e−2iπ

t
Tren ñ

2
e+2iπ p

q

ΘhThyp
Tren ñ2 − 1

)∣∣∣∣∣

≤ 2

(

∑
n∈Γ

|an|2
)(

l−1
∑
k=0
|bk(l)|

)
= O

∣∣∣∣
1

ln(h)∞

∣∣∣∣ .

Ensuite pour la seconde somme, examinons le terme :

e−2iπ
t

Tren ñ
2
e+2iπ p

q

ΘhThyp
Tren

ñ2
= e
−2iπ

(
t+ΘhThyp

p
q

)
1

Tren ñ
2
.

Or quel que soit n ∈ ∆ et pour tout t ∈ [0, |ln(h)|α
]
on a qu’il existe C > 0 tel

que
∣∣∣∣
(
t +

ΘhThyp p

q

)
(n− n0)2

Tren

∣∣∣∣ ≤ C
(
|ln(h)|2γ−3+α + |ln(h)|2γ−2

)
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≤ 2C |ln(h)|2γ−2 .

Ainsi il existe A > 0 tel que pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|α

]

∣∣∣∣∣∑n∈∆

l−1
∑
k=0
|an|2 bk(l)e

−2iπ t
Tcl

ñ
e−2iπ

p
q ñNhe−

2iπkn
l

(
e−2iπ

tñ2
Tren e+2iπ p

q

ΘhThypñ
2

Tren − 1

)∣∣∣∣∣

≤ A |ln(h)|2γ−2
∑
n∈∆

|an|2 ≤ A |ln(h)|2γ−2 +∞

∑
n=0
|an|2 .

Ensuite dans le cas particulier où t = 0 et Tren
Tcl
∈ Q alors Θh = 0 et on ob-

tient alors immédiatement l’égalité stricte proposée en fin d’énoncé, d’où le
théorème.

Corollaire 5.9.2. Nous avons l’égalité :

l−1
∑
k=0
|bk(l)|2 = 1.

Démonstration. C’est simple : comme bk(l) =
〈

σh(p, q), φk
〉

Sl
et que

(
φk
)
k∈{0...l−1}

est

une base orthonormée Sl(Z), avec l’égalité de Pythagore nous obtenons que

l−1
∑
k=0
|bk(l)|2 = ‖σh(p, q)‖2Sl

= 1.

Examinons deux cas particulier du théorème : le cas où p
q = 1 et le cas où

p
q = 1

2 .

Corollaire 5.9.3. Avec les mêmes notations qu’au précédent théorème ;
(i) pour tout t ∈ [0, |ln(h)|α

]

ã2(t+ NhThyp) = ã1(t) +O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)
;

(ii) pour tout t ∈
[
0, |ln(h)|α

]

ã2

(
t +

NhTcl
2

)
= ã1

(
t +

(
Nh + 1

2

)
Tcl

)
+O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)
;

en particulier si Nh est impair, alors :

ã2

(
t +

NhTcl
2

)
= ã1(t) +O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)

et si Nh est pair, alors :

ã2

(
t+

NhTcl
2

)
= ã1

(
t +

Tcl
2

)
+O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)
.
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Démonstration. Commerçons par le cas (i) : ici p = 1, q = l = 1; donc par le
précédent théorème on a l’égalité valable pour tout t ∈ [0, |ln(h)| α] suivante :

ã2

(
t +

p
q
NhThyp

)
= b̃0(1)ã1 (t + TclNh) +O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)

= b̃0(1)ã1(t) +O
(
|ln(h)|α+2γ−3

)

et b0(1) = 1
1 e
−2iπn20 = 1, donc et b̃0(1) = 1. Ensuite pour le second cas , on a

que p = 1, q = l = 2 et par conséquent

ã2

(
t+

p
q
NhTcl

)
=

b̃0(2)ã1

(
t +

TclNh

2

)
+ b̃1(2)ã1

(
t + Tcl

(
1
2

+
Nh

2

))
+O

(
|ln(h)|α+2γ−3

)
.

Calculons ensuite les coefficients b0(2) = 1
2 e
−2iπ 1

2 n
2
0 + 1

2 e
−2iπ 1

2 (1−n0)2 = 0 donc
b̃0(2) = 0. Ensuite :

b1(2) =
1
2
e−2iπ

1
2 n

2
0e

2iπ0
2 +

1
2
e−2iπ

1
2 (1−n0)2e

2iπ
2

=
1
2

(
e−iπn02 + (−1)e−iπ(n0−1)2

)
= (−1)n0

et donc b̃1(2) = e−iπn0(−1)n0 = 1. Ensuite la discussion suivant la parité de
Nh vient directement de la propriété de Thyp-périodicité de la fonction t 7→
a1(t).

5.9.2 Calcul explicite du module des coefficients de renaissance

Concernant les coefficients b̃k(l) du théorème de renaissance, on sait juste
que

l−1
∑
k=0

∣∣∣b̃k(l)
∣∣∣
2

= 1.

Mais on peut mieux faire ; en effet on va donner une formule pour calculer
le module de chacun de ses coefficients b̃k(l). D’après le chapitre deux , il y a
deux cas à traiter : le premier cas où l = q et l’autre cas où l = q

2 .

5.9.2.1 Cas où on choisit l = q

Dans le cas où q impair on a :

Théorème 5.9.4. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p∧ q = 1 et q impair,
alors e pour tout k ∈ {0...q− 1} nous avons :

|bk(q)|2 =
1
q
.

Et dans le cas ou q pair :
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Théorème 5.9.5. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p ∧ q = 1 et q pair ;
pour tout k ∈ {0...q− 1} nous avons :

Si
q
2
est pair, alors : |bk(q)|2 =






2
q si k est pair

0 sinon.

Si
q
2
est impair, alors : |bk(q)|2 =





0 si k est pair

2
q sinon.

5.9.2.2 Cas où l = q
2

C’est donc le cas où q ∈ 4Z. En fait on peut se ramener assez facilement
au cas précédent pour faire le calcul du module des coefficients.

Théorème 5.9.6. Quel que soit le couple d’entiers p et q, avec p∧ q = 1 et q ∈ 4Z∗ ;
nous avons que pour tout k ∈ {0... q2 − 1

}

∣∣∣bk
( q
2

)∣∣∣
2

=
2
q
.

5.9.3 Comparaison des échelles de temps d’approximation,
classique et de renaissances

Comme γ < 1 on a par conséquent que 1 < 3− 2γ et ainsi il existe au
moins un réel α tel que α ∈ ]1, 3− 2γ[ et donc il existe bien au moins un réel α
tel que :

|ln(h)| < |ln(h)|α < |ln(h)|3−2γ .

Ceci autorise donc d’avoir un choix de α pertinent : pour h assez petit, l’échelle
de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période classique,
en effet on a : [

0, Thyp
]
⊂ [0, |ln(h)|α

]
.

Ensuite en prenant γ <
1
3 on a 3 < 4− 3γ et ainsi il existe au moins un réel β

tel que β ∈ ]1, 4− 3γ[ et donc il existe bien au moins un réel α tel que :

|ln(h)|3 < |ln(h)|β < |ln(h)|4−3γ .

Ceci autorise donc d’avoir un choix de α pertinent : pour h assez petit, l’échelle
de temps spécifique d’approximation est plus grande que la période de renais-
sance, en effet on a :

[0, Tren] ⊂
[
0, |ln(h)|β

]
.
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Annexes

Fonctions d’Airy

Les fonctions d’Airy sont des fonctions spéciales usuelles ; il y a beaucoup
de façons de les définir. On présente ici une des façon : celle par les séries
entières : on cherche à résoudre l’équation différentielle y′′ − xy = 0 avec une

fonction y(x) admettant un développement en série entière y(x) =
+∞

∑
n=0

anxn.

Ainsi

y′′ − xy = 0⇔
+∞

∑
n=0

an+2(n + 2)(n + 1)xn −
+∞

∑
n=1

an−1xn = 0

⇔ 2a2 +
+∞

∑
n=1

(an+2(n + 2)(n+ 1)− an−1) xn = 0

⇔





a2 = 0

an+3 = an
(n+3)(n+2) ∀n ≥ 0.

Par conséquent ak =
ak−3

k(k−1) ∀k ≥ 3. La donnée de a0 et de a1 détermine
complètement la suite (an)n≥0 (en effet a2 = 0) et :

a3k =
1.4.7...(3k− 2)

(3k)!
a0 ∀k ≥ 0,

a3k+1 =
2.5.8...(3k− 1)

(3k+ 1)!
a1 ∀k ≥ 0,

a3k+2 = 0 ∀k ≥ 0;

et donc en posant

y1(x) :=
+∞

∑
k=0

1.4.7...(3k− 2)
(3k)!

x3k, y2(x) :=
+∞

∑
k=0

2.5.8...(3k− 1)
(3k + 1)!

x3k+1

la solution

y(x) =
+∞

∑
k=0

a3kx
3k +

+∞

∑
k=0

a3k+1x
3k+1 +

+∞

∑
k=0

a3k+2x
3k+12
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s’écrit

y(x) = a0y1(x) + a1y2(x).

Notons bien que les fonctions y1 et y2 sont bien définies et de classe C∞ sur

R ; en effet en posant uk :=
1.4.7...(3k− 2)

(3k)!
et X := x3 on a y1(X) =

+∞

∑
n=0

unXn;

puis

lim
n→+∞

un+1

un
= lim

n→+∞

1
(3n+ 3)(3n+ 2)

= 0

et donc le rayon de convergence de cette série est +∞. De même pour l’autre
série. On est alors en mesure de donner la :

Définition. Les fonctions d’Airy réelles Ai(x) et Bi(x) sont définies sur R par

Ai(x) := a0y1(x)− a1y2(x), Bi(x) :=
√
3a0y1(x) +

√
3a1y2(x)

où a0 = 3−
2
3

Γ( 2
3 )

> 0 et a1 = 3−
1
3

Γ( 21
3 )

> 0.

0

0.5

1

1.5

–10 –8 –6 –4 –2

x

Fig 40. Les fonctions d’Airy.

On a la [Ab-St] :

Proposition. Nous avons pour x → +∞ les équivalents suivants

Ai

(
k
2
3 x
)
∼ e−

2
3 x

3
2

2
√

πx
1
4

et Bi

(
k
2
3 x
)
∼ e

2
3 x

3
2

√
πx

1
4
.

Avec cette définition par les séries entières on peut définir les fonctions
d’Airy sur C; et ainsi z 7→ Ai(z) et z 7→ Bi(z) sont des fonctions entières. Pour
finir donnons le :

Théorème. Les fonctions d’Airy réelles Ai(x) et Bi(x) forment une base de solutions
de l’équation différentielle linéaire d’ordre deux y′′ = xy.
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Démonstration. Dejà par construction des fonctions d’Airy Ai(x) et Bi(x) il est
clair que ces deux fonctions sont solution de : y′′ = xy. Ensuite par un argu-
ment d’étagement des degrés les fonctions y1 et y2 sont libres. Considérons λ1
et λ2 deux réels tels que :

λ1Ai + λ2Bi = 0

on a donc (
λ1a0 + λ2

√
3a0
)
y1 +

(√
3λ2a1 − λ1a1

)
y2 = 0

d’où comme les fonctions y1 et y2 sont libres et a0, a1 sont non nuls




λ1 + λ2
√
3 = 0

√
3λ2 − λ1 = 0

⇒





λ1 = 0

λ2 = 0.

Ensuite de là on voit facilement que pour k > 0 une base de solutions de
y′′ = k2xy est {

x 7→ Ai

(
k
2
3 x
)
; x 7→ Bi

(
k
2
3 x
)}

.

Distributions tempérées holomorphes

Le but de cette annexe est de montrer de manière détaillée, à l’aide des
distributions, le lemme 4.2.8 (voir aussi [Ge-Sh]).

Définition. Soit U un ouvert non vide de C, et considérons l’application :

T. :





U → S ′(R)

λ 7→ Tλ.

On dira que la distribution Tλ est holomorphe sur U si et seulement si pour
tout ϕ ∈ S(R) la fonction λ 7→ 〈Tλ, ϕ〉S ′,S est holomorphe sur U.

Les distributions
[
xλ

+

]
et
[
xλ
−
]

Soit λ ∈ C tel que Re(λ) > −1, on définit alors les fonctions xλ
+ et xλ

− par :

xλ
+ := 1R∗+(x)xλ, xλ

− := 1R∗−(x)|x|λ.

Comme Re(λ) > −1 on vérifie sans peine que xλ
+ et xλ

− sont dans L1loc(R) et
que les distributions régulières associées

[
xλ

+

]
et
[
xλ
−
]
sont holomorphes sur

{z ∈ C, Re(z) > −1}.
Proposition. Les distributions

[
xλ

+

]
et
[
xλ
−
]
admettent toutes les deux un prolon-

gement holomorphe à C−Z∗−.

Démonstration. Pour le moment la distribution
[
xλ

+

]
n’a de sens que pour λ ∈

C tels que Re(λ) > −1. Alors comme pour tout ϕ ∈ S(R) nous avons

〈[
xλ

+

]
, ϕ
〉
S ′,S

=
∫ +∞

0
xλ ϕ(x) dx
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=
∫ 1

0
xλ (ϕ(x)− ϕ(0)) dx +

∫ +∞

1
xλ ϕ(x) dx+

ϕ(0)
λ + 1

.

Il est clair que la fonction λ 7→ ϕ(0)
λ+1 est holomorphe sur C− {−1} ; que λ 7→

∫ +∞

1
xλϕ(x) dx est holomorphe sur C ; et que λ 7→

∫ 1

0
xλ (ϕ(x)− ϕ(0)) dx

est absolument convergente pour λ ∈ C tel que Re(λ) > −2. Ainsi l’égalité
précédente est vraie pour λ ∈ C−{−1} tel que Re(λ) > −2; on vient donc de
définir la distribution

[
xλ

+

]
pour λ ∈ C− {−1} tel que Re(λ) > −2. Itérons

ce procédé : en écrivant que
〈[

xλ
+

]
, ϕ
〉

S ′,S
=
∫ +∞

0
xλ ϕ(x) dx

=
∫ 1

0
xλ

(
ϕ(x)− ϕ(0)− xϕ′(0)− ...− xn−1

(n− 1)!
ϕ(n−1)(0)

)
dx

+
∫ +∞

1
xλϕ(x) dx +

n

∑
k=1

ϕ(k−1)(0)
(k− 1)!(λ + k)

.

Avec le même procédé qu’avant, on peut définir la distribution
[
xλ

+

]
pour

λ ∈ C− {−1,−2, · · · ,−n} et tel que Re(λ) > −n− 1. Ainsi par récurence on
peut définir la distribution

[
xλ

+

]
pour tout λ ∈ C− {Z∗−}.

Les distributions (x + i0)λ et (x− i0)λ

Soit λ ∈ C et pour tout (x, y) ∈ R2 on définit la fonction (x + iy)λ pour
tout couple (x, y) ∈ R2 par :

(x + iy)λ := eλ ln(x+iy) = eλ ln |x2+y2|+λi arg(x+iy).

Ainsi comme z = x+ iy 7→ zλ = (x+ iy)λ est holomorphe surUπ := C−R−,
on va s’intéresser aux limites quand on s’approche de l’axe des réels par le
haut et par le bas de l’axe ; on a simplement que :

(x + i0)λ = lim
y→0+

(x2 + y2)
λ
2 eλi arg(x+iy) =






xλ si x ≥ 0

|x|λeλiπ si x ≤ 0;

(x− i0)λ = lim
y→0−

(x2 + y2)
λ
2 eλi arg(x+iy) =





xλ si x ≥ 0

|x|λe−λiπ si x ≤ 0.

Ces deux nouvelles fonctions (x + i0)λ et (x− i0)λ sont bien définies sur tout
C et donc pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > −1 ces fonctions peuvent aussi
s’écrirent :

(x + i0)λ = xλ
+ + eλiπxλ

− et (x− i0)λ = xλ
− + e−λiπxλ

+.

Ainsi pour tout λ ∈ C tel que Re(λ) > −1, au sens des distributions nous
avons :

(x + i0)λ =
[
xλ

+

]
+ eλiπ

[
xλ
−
]
et (x− i0)λ =

[
xλ
−
]

+ e−λiπ
[
xλ

+

]
.

Avec la proposition précédente on peut définir un prolongement holomorphe
de (x + i0)λ et de (x− i0)λ à C−Z∗−.
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Calcul de la transformée de Fourier de
[
xλ

+

]
et de

[
xλ
−
]
.

On va démontrer le lemme 4.2.8 : soit λ ∈ C tel que Re(λ) ∈ ]0, 1[ et τ > 0;
pour tout x ∈ R nous avons

F1

(
tλ+e
−τt
)

(x) =
1√
2π

∫ +∞

0
tλe−τte−ixt dt

=
1√
2π

∫ +∞

0
tλeist dt (5.1)

où on a posé s := −x+ τi. Comme Im(s)> 0, l’intégrale (4.1) converge absolu-
ment et on peut voir avec le théorème de convergence dominée que la distri-
bution

[
xλ

+e
−τx
]
converge dans S ′(R) vers la distribution

[
xλ

+

]
quand τ → 0 ;

ainsi par continuité de la transformée de Fourier la distribution F1
([
xλ

+e
−τx])

converge dans S ′(R) vers la distribution F1
([
xλ

+

])
quand τ → 0. On va

maintenant calculer l’intégrale (4.1) : en faisant le changement de variable
u := −ist, avec s = −x + τi, où τ > 0, ainsi arg(s) ∈ ]0,π[ on a :

∫ +∞

0
tλeist dt =

(
i
s

)λ+1 ∫

L
uλe−u du

où L est la demi-droite partant de 0 et d’angle arg(−is). Notons bien que
arg(−ist) = arg(s) − π

2 , donc arg(−ist) ∈
]
−π

2 ,
π
2

[
. Maintenant montrons

que : ∫

L
uλe−u du =

∫ +∞

0
xλe−x dx.

Pour celà soit 0 < ǫ < R, et considérons le lacet orienté γǫ,R du plan complexe
défini sur la figure 41.

γ

A

B

π

4

R

O

1

Fig. 41. Chemin d’intégration γǫ,R := Lǫ,R ∪ CR ∪ [R, ǫ]∪ Cǫ.

Alors comme f : z 7→ zλe−z = eλ ln(z)e−z est holomorphe sur tout ouvert
de {z ∈ C, Re(z) > 0} par le théorème de Cauchy on a d’une part

∫

γǫ,R

f (z) dz = 0
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et d’autre part, en décomposant le lacet on obtient l’égalité suivante :

∫

γǫ,R

f (z) dz =
∫

Lǫ,R

f (z) dz+
∫

CR

f (z) dz+
∫ ǫ

R
f (x) dx +

∫

Cǫ

f (z) dz. (5.2)

Or avec le changement de variable z := Reiθ dans la seconde intégrale de (4.2)
nous avons

∫

CR

f (z) dz = −i
∫ arg(−is)

0
Rλ+1eiλθe−Re

iθ
dθ.

Or ∣∣∣Rλ+1eiλθe−Re
iθ
∣∣∣ ≤ RRe(λ)+1e−R cos(θ);

donc, comme arg(−is) ∈ ]−π
2 ,

π
2

[
, pour tout θ ∈ [0, arg(−is)] , cos(θ) > 0 ,

ainsi
lim

R→+∞
RRe(λ)+1e−R cos(θ) = 0

d’où par convergence dominée sur un compact :

lim
R→+∞

∫

CR

f (z) dz = 0.

Avec le changement de variable z := ǫeiθ dans la quatrième intégrale de (4.2)
nous avons ∫

Cǫ

f (z) dz = i
∫ arg(−is)

0
ǫλ+1eiλθe−ǫeiθ dθ

donc ∣∣∣∣
∫

Cǫ

f (z) dz
∣∣∣∣ ≤ ǫRe(λ)+1| arg(−is)|;

et comme Re(λ) + 1 > 0

lim
ǫ→0+

ǫRe(λ)+1| arg(−is)| = 0

on a

lim
ǫ→0+

∫

Cǫ

f (z) dz = 0.

Enfin par le théorème de Cauchy, et comme (5.1) converge absolument, en
faisant tendre ǫ → 0 et R → +∞, l’égalité est valable pour tout λ ∈ C tel que
−1 <Re(λ) < 0

0 =
∫

L
uλe−u dt +

∫ 0

+∞
xλe−x dx;

donc
∫

L
uλe−u dt =

∫ +∞

0
xλe−x dx = Γ(λ + 1)

ie :

F1

(
tλ+e
−τt
)

(x) =
1√
2π

(
i
s

)λ+1

Γ(λ + 1)
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=
1√
2π

(
ei

π
2

s

)λ+1

Γ(λ + 1) =
1√
2π

iei
π
2 λ

(−x + iτ)λ+1 Γ(λ + 1).

Maintenant passons à la limite (τ → 0) dans S ′(R) on obtient :

F1

([
tλ+
])

(x) =
1√
2π

iei
π
2 λ

(−x + i.0)λ+1 Γ(λ + 1).

Alors comme λ 7→ 1√
2π

iei
π
2 λ

(−x+i.0)λ+1Γ(λ + 1) est holomorphe sur C − Z∗− et

que λ 7→ F1
([
tλ+
])

est holomorphe sur C − Z∗ , par un prolongement ho-
lomorphe la précédente égalité reste vraie sur C − Z∗. Et donc pour tout
λ ∈ C−Z∗ nous avons

F1

([
tλ+
])

(x) =
1√
2π

iei
π
2 λ

(−x + i.0)λ+1 Γ(λ + 1)

et donc

F1

([
tλ+
])

(−x) =
1√
2π

iei
π
2 λ

(x + i.0)λ+1 Γ(λ + 1);

ensuite comme

(x + i.0)−λ−1 =
[
x−λ−1

+

]
− e−λiπ

[
x−λ−1
−

]
;

pour tout λ ∈ C−Z∗ on a

F1

([
tλ+
])

(−x) =
iei

π
2 λΓ(λ + 1)√

2π

([
x−λ−1

+

]
− e−λiπ

[
x−λ−1
−

])

d’où

F1

([
tλ+
])

(x) =
iei

π
2 λΓ(λ + 1)√

2π

([
x−λ−1
−

]
− e−λiπ

[
x−λ−1

+

])
.
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Principales notations

– Dans toute la suite, sans précisions particulièreH, 〈.〉H désignera un es-
pace de Hilbert sur le corps C, on notera I son élément identité.

– h sera le paramètre semi-classique.

– LC(H) : l’ensemble des applications linéaires de H dans H continues
pour la norme deH, on notera |||.||| sa norme d’opérateur associée.

– l2(Z) : l’ensemble des suites de carrées sommables.

– σp(A) désignera le spectre ponctuel d’un opérateur A ,ie ses valeurs
propres.

– σ(A) désignera le spectre de A, ie le complémentaire de l’ensemble ré-
solvant de A dans le corps des complexes.

– On notera Lp(M) l’espace de Lebesgue usuel d’ordre p sur la variété M.

– On notera HP(M) l’espace de Sobolev usuel d’ordre p sur la variété M.

– On notera S(M) l’espace de Schwartz sur la variété M.

– On notera D(M) l’espace des fonctions tests sur la variété M.

– Pour f ∈ S(R) on notera F( f )(ζ) :=
∫ ∞

−∞
f (t)e−2iπxt dt sa transformée

de Fourier usuelle.

– Pour f ∈ S(R) on notera Fh( f )(ζ) := 1√
2πh

∫ ∞

−∞
f (t)e−

ixt
h dt sa h− trans-

formée de Fourier.

– Pour tout réel x, on notera E[x] sa partie entière.

– On dira qu’une fonction fh est égale à O(h∞) sur un compact I ⊂ R ssi
quel que soit un entier k ∈ N il existe une constante Mk > 0 telle que
supx∈I | f (x)| ≤ Mkhk.

– On notera par TM (resp. T∗M) le fibré tangent (resp. cotangent) d’une
variété M.
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