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Introduction

Ce mémoire présente une vue d’ensemble de mon activité scientifique depuis mon doctorat. Que
ce soit sous la forme de variables aléatoires, de processus stochastiques, de champs, d’intégrales
stochastiques ou encore de modeéles probabilistes plus spécifiques, les objets de base étudiés dans
mes travaux sont génériquement des fonctionnelles stochastiques. Nous en analysons la régularité
des lois, le comportement asymptotique (s’il y a lieu) ou encore nous établissons des comparaisons
de lois, par exemple par des inégalités de concentration. Plusieurs thémes émergent de mes travaux
de recherche, la plupart en se croisant et s’entrecroisant. J’ai choisi une présentation reprenant
des thémes issus de mon travail doctoral [25]. Celui-ci était articulé autour de deux problémes :
I’étude des lois d’intégrales stables multiples et la recherche de principes locaux d’invariance.
Depuis mes études doctorales, ces deux thémes ont été développés et étoffés en utilisant parfois
des points de vue assez éloignés de ceux d’origine. Ils ont mené & deux parties de ce mémoire qui
seront donc consacrées d’une part & des intégrales stochastiques en partie [1] (de plusieurs types :
intégrales stable, de Wiener-1to, de Poisson) et d’autre part a des théorémes limites en partie
Dans une troisiéme partie (qu’'on présentera, en fait, en deuxiéme), on s’intéresse a des inégalités
de concentration ou de comparaison pour des fonctionnelles stochastiques.

Comme suggéré plus haut, a la lecture de ce mémoire, on notera que d’autres thémes appa-
raissent transversalement dans cette présentation : ainsi des convergences en variation sont établies
aussi bien sous forme de théorémes limites en partie 3 que pour des intégrales stochastiques (en
partie 1), des résultats en environnement stable sont recherchés dans différents contextes (inéga-
lités de concentration, intégrales stochastiques, limite dans les modéles de boules aléatoires). Des
intégrales stochastiques se retrouvent, comme objet d’étude ou comme instrument, ailleurs que
dans la partie

Commencgons par décrire succinctement le contenu de chaque partie.

La partie [I] est dédiée a I’étude d’intégrales stochastiques. Nous commencons d’abord par
y poursuivre l’étude des lois des intégrales stables multiples, entamée en doctorat, cf. |25 Partie
1], voir aussi les travaux de Samorodnitsky, Taqqu et leurs co-auteurs [108] [109] 12| 113} 114]. On
s’'intéresse en particulier & ’étude des lois jointes d’intégrales stables multiples. On donne ainsi des
conditions suffisantes pour I’absolue continuité des lois par rapport a la mesure de Lebesgue et pour
la continuité de ces lois par rapport aux fonctions intégrées, pour la topologie de la variation totale.
On s’intéresse également a la régularité pour la variation totale des lois d’intégrales de Wiener-
TIto, généralisant ainsi certains résultats de Davydov [34]. Le cas d’intégrales de type Poisson est
aussi étudié et on fait le lien avec certains résultats de Kulik [77, [78, [79] [80]. Un outil essentiel
dans nos études des intégrales stochastiques est la méthode de stratification (ou son évolution,
la méthode de superstructure) due & Davydov et Lifshits [32], [37]. Pour cela, les intégrales sont
considérées comme des fonctionnelles stochastiques dont on étudie les lois en les désintégrant sur
des fibres générées par des directions admissibles d’un processus sous-jacent (pour simplifier : ce
processus sous-jacent est le processus contre lequel les intégrales sont calculées). Les fibres étant
fini-dimensionnelles, on se raméne ainsi & étudier des mesures en dimension finie.

Dans la partie [2] nous proposons des inégalités de comparaison pour les lois de différentes
fonctionnelles stochastiques. On commence par établir des inégalités de concentration pour des
fonctionnelles stochastiques définies sur un espace de Poisson, lorsque un gradient de type différence
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est bien controlé. Ces résultats sont fondés sur des identités de représentation de la covariance, dans
le cas carré-intégrable, daes & Houdré et ses coauteurs [21], [52] et aussi utilisées dans [53], [54],
[55], [56]. On décline ce type de résultats explicitement dans différents cadres, notamment pour des
fonctionnelles lipschitziennes de variables stables ot on compléte aussi I’étude par la description de
« petite concentration » autour de la moyenne ou de la médiane. On établit ensuite des inégalités
de comparaison convexe pour des processus de diffusion & sauts lorsque les caractéristiques des
processus satisfont certaines inégalités. Dans le cas de processus exponentiels stochastiques, les
comparaisons s’interprétent en termes de bornes pour des processus de prix d’options financiéres
complétant des résultats de Bergenthum et Riischendorf, obtenus par propagation de la convexité
dans le modeéle [13].

La partie [3| regroupe des théorémes limites dans différents cadres. Pour commencer, et
faisant suite & nouveau & des travaux menés en theése, cf. [25] Partie 2], on s’est intéressé a des
principes locaux d’invariance pour des processus empiriques. On expliquera les difficultés spéci-
fiques & ce cas, les résultats obtenus et les travaux toujours en cours. En utilisant des outils de
la partie [1} c’est encore la variation totale des lois qu’on a étudiée pour les variations de type
Hermite du mouvement Brownien fractionnaire. On a ainsi complété des résultats récents de type
Berry-Esséen obtenus par Nourdin et al. [95], [96]. On a également étudié deux modéles probabi-
listes ou les fluctuations des lois sont établies. Dans le premier, on considére des boules aléatoires
modélisant des réseaux de communication sans fils, on étudie alors les propriétés macroscopique et
microscopique d’un champ aléatoire représentant les interférences d’un tel réseau. On compléte des
résultats de Kaj et al. [17, [69, 66, 67, [68]. Dans le second, on considére des mots issus d’alphabets
aléatoires ordonnés et on s’intéresse aux tableaux de Young associés et a la fluctuation de la loi
de leur forme limite quand simultanément ’alphabet et la taille du mot grossissent. On retrouve
des distributions limites dirigées par la loi de Tracy-Widom [123], 124 [125].

Dans la suite, nous développons ces contributions en présentant les résultats principaux et en
indiquant de courtes esquisses de preuve ou en expliquant les idées sur lesquelles les principaux
arguments sont fondés. Nous renvoyons systématiquement aux articles correspondants pour les
résultats exhaustifs ou pour les preuves complétes. Enfin, les trois parties étant indépendantes,
elles peuvent étre lues dans un ordre arbitraire.
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Chapitre 1

Intégrales stochastiques

Dans cette partie on s’intéresse a des intégrales stochastiques en les interprétant comme des fonc-
tionnelles stochastiques. Selon les cas, nous considérons des fonctionnelles de processus stables,
gaussiens ou de Poisson et nous en étudions les lois. De facon générale, les lois de telles fonction-
nelles pour des processus de Lévy ont été intensivement étudiées dés les années 80. Pour cela, la
principale idée a été d’introduire sur l'espace des trajectoires du processus étudié une structure
assez réguliére pour appliquer une forme de calcul stochastique. Cela a mené au calcul de Mallia-
vin. Avec des outils trés performants (régle de dérivation composée, intégration par parties), ce
calcul s’est révélé trés fécond et trés efficace pour étudier la régularité de lois de fonctionnelles
gaussiennes ('existence de densité, régularité des densités etc., voir par exemple [99]). Ce calcul a
été utilisé aussi dans le cadre d’espace de trajectoires avec sauts (originellement voir [19] mais aussi
par exemple [15], [27], [38], [43], [I04]) et il fonctionne bien en particulier quand la mesure de Lévy
a une densité. Pour un exemple d’utilisation du calcul de Malliavin dans le cadre gaussien, nous
renvoyons a la section 3.2 ot dans la lignée des travaux récents de Nourdin et al. nous complétons
des vitesses de convergence pour les g-variations du mouvement brownien fractionnaire.

Une autre approche pour introduire une structure réguliére dans l’espace de probabilité est la
méthode de stratification. Dans ce cas, la structure réguliére vient d’un semi-groupe de transforma-
tion de I’espace, admissible par rapport & la loi du processus étudié, cf. [32] et [37]. En désintégrant
Pespace de probabilité en strates (les orbites du semi-groupe), cette approche réduit Panalyse des
lois sur l’espace des trajectoires a celle de lois fini-dimensionnelles. Cette méthode supporte en
particulier de faibles propriétés de différentiabilité et s’applique en particulier dans des cadres
discrets. C’est cette approche qui nous a guidés dans I’étude des fonctionnelles stochastiques, de
type stable (Section [1.1), gaussien (Section[L.2)), ou de Poisson (Section [1.3) ot on étudie I’absolue
continuité des lois par rapport & la mesure de Lebesgue et la régularité par rapport & la variation
totale.

Dans la suite, .Z(X) désigne la loi de X, variable ou fonctionnelle aléatoire, et A, la mesure
de Lebesgue p-dimensionnelle (on notera A plutot que A; et A4 la restriction de AP & A € B(RP)).
On note p1 < pe pour I’absolue continuité de la mesure p; par rapport a la mesure ps et pg < o
pour léquivalence de pp et po (i. €. pu3 < po et ps < pp). Dans la suite, nous dirons qu’une
mesure est absolument continue si elle ’est par rapport a la mesure de Lebesgue.

1.1 Intégrales stables

En thése, un de nos sujets d’étude favoris était les intégrales stables multiples. Aprés en avoir
rappelé la construction et les principales propriétés, nous en complétons 1’étude des lois jointes
avec la régularité par rapport & la variation totale.

Dans la suite, nous noterons S, (o, 3, 1) une loi stable o « € (0,2] est 'indice de stabilité,
o > 0 est un facteur d’échelle, 3 € [—1,1] est un paramétre de biais et u € R est un paramétre de
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translation. Sa fonction caractéristique ¢ est donnée par

exp{—0c®|0]|*(1 — iB(sign 0) tan 5*) +iuf} sia#1,

p(0) =
exp{—0c|0|(1 + i32(sign 6) In |6]) + ipd} sia=1.

Nous renvoyons a [130] pour une description détaillée de ces lois. Ces lois sont des généralisations
des lois gaussiennes (qui correspondent au cas o = 2) mais n’ont pas de variance (quand o < 2).
Cela explique la difficulté & construire des intégrales multiples par rapport & une mesure stable
M (sans variance, pas de produit scalaire L? et donc pas d’isométrie associée). Pour commencer,
rappelons que le cas des intégrales simples est bien connu (voir [I15]) : pour o # 1, I;(f) :=
f[o,1] f dM est bien définie si f € L¥([0,1]) et I (f) suit la loi Sy (c¢, B¢, ps) avec des paramétres
of, By, py explicites en fonction de f, a et § (paramétre de biais, qui pour une mesure M
devient une fonction de [0,1] dans [—1,1]), cf. [115, §3.4|. Les intégrales stables multiples I4(f)
sont des généralisations des intégrales simples I; (f) mais aussi des intégrales multiples de Wiener-
Itd (qu’on étudiera en Section , elles apparaissent par exemple comme les lois de limites de
certaines fonctionnelles de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (iid) [5]
ou pour définir des classes de processus auto-similaires [119], plus généralement elles sont liées & des
formes multilinéaires aléatoires [75]. Plusieurs approches des intégrales multiples par rapport a des
mesures stables ont été proposées : Szulga-Woyczynski utilisent un développement du type Fourier-
Haar ; Rosiniski-Woyczynski [I08] pour a € (1,2) puis Kwapien-Woyczynski [82] pour « € (0,2)
font des itérations successives sur le simplexe {0 < t; <tg < - <tg <T < 400} ; Surgailis [121]
se raméne a des intégrales de type Poisson ; Krakowiak-Szulga [76] utilisent une méthode de type
Dunford-Lebesgue ; puis Samorodnitsky-Szulga [112] et Samorodnitsky-Taqqu [113} [114] utilisent
des représentations de LePage. C’est ce dernier type d’approche, par représentation de LePage,
qu’on a suivie, en la simplifiant. Ainsi, dans [B-1] et [B-4], on montre que I'intégrale stable multiple
I4(f) de f est bien définie si f est dans l’espace de type Orlicz

L(Iny)*1([0,1]%) = {f : [0,1]* — R mesurable telle que pa 4(f) < +00}

ou, avec Ing x = In(x A 1), pa.qa(f) est donnée par
Pa.d(f) :/[ ja 1F(try .t (L Ing (| f(tr, - )T dty - dig.
0,1

Si (T';)i>0 est la suite des dates de saut d’un processus de Poisson de paramétre 1, {(Vi,vi)}iso
est une suite indépendante et iid avec V; de loi uniforme sur [0,1] et 7; de loi conditionnelle
Rademacher de paramétre (1 + 8(V;))/2, la série de LePage définie par

Sa(f) = CY/ >l ) £ (Vi) (1.1.1)
i>0

ou C, = (f0+°° Tz %sinx dx) , existe. Ci-dessus et dans la suite, on utilise les notations multi-
indicielles i = (i17i2, . ,id), [i] = il i2 . 'id, [Vl] = (‘/1'1, ‘/1‘2, ceey Wd)’ [’yl} = Vi1 Yio " Viao [I‘l] =
I, Ly, ---Ty,, et 1 > 0 signifie i1 > 0,...,ig > 0. Dans le résultat suivant, nous relions 'intégrale
stable multiple I;(f) a la série de LePage quand o < 1 ou quand a > 1 et § = 0. Dans le
cas non symétrique lorsque « > 1, il faudrait généraliser la série Sy(f) en prenant en compte un
terme correctif & partir de [I15, th. 3.1.10], Afin d’éviter des complications de nature technique,
nous laissons ce cas de coté.

Théoréme 1.1 Considérons une mesure aléatoire stable M, symétrique si o > 1.
Si f € L%(Iny)471([0,1]%), alors la série multiple Sy(f) est P-presque sirement convergente et on

a
fdd

La(f) "= Sa(f) (1.1.2)

ou " désigne ’égalité des lois fini-dimensionnelles.
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La preuve de la convergence de la série Sy(f) vient en décomposant la série en deux selon que
If (Vi)| [i]7Y® > 1 ou que |f(V3)] [ij"%/® < 1. Pour a < 1, des estimations combinatoires
permettent de controler par p, ¢(f) la premiére partie en probabilité et la deuxiéme en espérance.
Comme par la loi des grands nombres I'; ~ . i, on en déduit la convergence de Sy(f) quand
f € L¥(Iny)?=1([0,1]%). Pour a > 1, la divergence de la série Y, ,i~'/* oblige & combiner des
estimations combinatoires plus fines au théoréme des trois séries. La représentation s’obtient
ensuite par continuité en probabilité de Sy et de I5 en "'observant d’abord sur les fonctions simples.
O

L’avantage de la représentation de I;(f) est qu’elle permet de mettre en ceuvre la
méthode de stratification pour étudier sa loi. Comme plusieurs résultats de cette partie sont
fondés sur cette méthode, on commence par décrire sommairement cette méthode en renvoyant &
[37] pour toute description plus précise.

Dans [B-3] et [B-6], on étudie I’absolue continuité des lois jointes de p intégrales stables multiples
(Ia,(f1),---,1a,(fp)) pour dy,...,d, € N* et

fi e Lo(In) 1[0, 1)), ..., f, € L%(Iny)%~1([0,1]%). (1.1.3)
Nous commencons par introduire des notations, utiles pour exprimer nos résultats :

epouri=1,...,p, Ny=dy +---+di, N = Np,

o a' = (ap,...,a}) € NP*! une (p+ 1)-partition de d; : d; = |a’| = af + - - + d,
e a=(al,...,aP) € (NPTH)®P,
o M, = (aé)lﬁi,jiz) € My(R), d; = k Oak7 b =2 i= 1ak7

e pour b= (by,...,b,) € NP :
. p .
E(b) = {a:(al,...,ap) | a'| = ds, Za}c:bk pourk:l,...,p},
i=1

e 0, la permutation de {1,. N} telle que pourj:Z b +Z 1ask+l l=1,...,a,
onao,(j)=>_ d—i—zslals—kl

e l'application associée & o,, Uy : RY — RN U, (ty,...,txn) = (tou(1)s -+ toa (),
o o(t) = filty,....tn,)- "fp(th,1+1,~--,th),

. ZH o et Mo 9T (D)

a€E(b) i= 1

e En notant I, ., le sous-groupe de Il constitué des permutations laissant invariants les

« b-blocs » suivants : (1,...7b1), (b1+1,...,b1—|—b2), PN (b1+b2+"'bp_1—|—1,...,b1+
by+ by =N):
byl by!
Sty pa@(t) = T Z A(to(1)s - to(n))s
o€llyy ... by,

e ¢, = Sy, .. b, symétrisée de ¢ dans chaque « b-blocs ».

Théoréme 1.2 Soient M wune mesure aléatoire stable satisfaisant, symétrique si o > 1, et fy,
.., [p des fonctions comme dans (1.1.3) vérifiant la condition Hy, q suivante :

il existe b= (b1,...,b,) € NP, |b| = N avec ¢ = Sh,... b,P»

non presque partout nulle sur [0,1]

Alors la loi jointe (Id1 (f1),-.- ,Idp(fp)) est absolument continue par rapport a AP, la mesure de
Lebesgue p-dimensionnelle.
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La condition Hp g4 n’est pas spécifique au cas stable, elle est déja présente dans [34] pour
I’absolue continuité des lois jointes d’intégrales de Wiener-1t6. C’est une condition algébrique qui
assure que les fonctions f1, ..., f, ne sont pas trop « entrelacées ». Elle sera utile aussi pour obtenir
la continuité des lois par rapport a la variation totale aussi bien dans le cas stable, cf. Théoréme
que dans le cas gaussien, cf. Section [1.2

On rappelle quelques exemples ot la condition Hp, g4 devient explicite :

1. Quand p=1et d; =1, Hy ;1 devient f # 0, ce qui coincide avec les conditions bien connus
pour les intégrales stables simples, cf. [115].

2. Quand p > let dy = --- =d, = 1, Hy (1, 1) est vérifiée si det{f;(t;)} # 0 et on peut
constater sur des contre-exemples que Hy, (1. 1) peut étre en défaut si ce déterminant est
nul.

3. Quand p=1etd; =d>1, Hy q devient f # 0.

4. Quand p = 2 et d; = d2 = 2, on montre que Hy (3 9) est satisfaite §’il n’existe pas de réels
c1, ¢ tels que c1 f1 = caf2 et que Hy (2 2) n'est pas satisfaite si I'égalité est possible.

5. Quand p =2 et d; =1, d2 = d, la condition Hy (1 4 est vérifiée si

d+1
filt) falta,ts, .. tars) # éZﬁ(ti) falta, - tasa),
st —_—

avec t; en
i*™M€ position

par exemple pour d = 2, si fi(t1)fa(t2,t3) # %(fl(t2)f2(t17t3) + f1(t3) fa(ta, t1)).

6. Quand p =3 et d; =1, d2 = 1, d3 = 2, la condition Hy (1 q) est vérifiée si

filt))  fo(th)  fa(ta,ta) fi(tr)  fo(ty)  fa(ta,ts)
fite)  falt2) fa(te,ta) |+ | fi(te) fa(t2) fa(te,t3) | #0.
fi(ts)  fa(ts)  fs(ts,ta) fi(ts) fo(ta) f3(ta,ts)

Par la représentation (1.1.2)), on prouve le théoréme[L.2] pour les séries de type LePage (Sq, (f1), - - -,
Sa,(fp)) en les interprétant comme des fonctionnelles stochastiques F'(n) ott n = M([0,t]) est le
processus stable associé a la mesure aléatoire et F' est une fonctionnelle sur les sauts de 7 définie
sur Pespace de Skorohod D([0, 1]), espace des trajectoires de 7. En notant P la loi du processus
stable, on est ramené & prouver PF~! <« A4, ce qui se fait en trois étapes.

1. Approzimation : il suffit de voir que pour tout € > 0, il existe X, mesurable dans X = D, tel
que P(X.) >1—cet Px. F71 <\,

2. Localisation : Pour cela, on montre ’existence pour tout x € X. d’un voisinage V(z) de z
tel que PV(,;)F’1 < Ap.

3. Stratification : En analysant F' dans des directions privilégiées pour 7, on constate qu’il s’agit
d’un polynéme & plusieurs indéterminées dont on prouve (sous I’hypothése Hy, q4) qu'il est
non nul sur V(z) en étudiant son jacobien.

On se contente de décrire ’étape 3, qui est ’étape cruciale : on introduit la famille de trans-
formations Ge(z) =z + (¢, ) =z + c1ll + -+ ¢pl? ot ¢ = (c1,...,¢p) et 1" = (IL),ep sont des
champs locaux définis par

+ —

= Y (Draenan] - Y [Sriaee.an] @iy

s:0.(8)>e; \J=1 s:0z(s)<—e; \J=1
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avec des parameétres (m; € N*,¢; > 0, 7/ € R, A’ intervalles, 1 < j < m;) déterminés par les
contraintes techniques de la localisation. On note que [* agit sur les sauts de € D([0,1]) et
quon a 6,y cpi (t) = 62(t) + cwy(t) avec wy(t) = 7; si, pour 1 < j < my, t € A, [0.(t)] > € et
6z(t) 7; > 0, 0 sinon. Le mérite de ces transformations est qu’elles sont des directions admissibles
pour le processus stable 7, i. e. PG ! < P et qu’on peut désintégrer P (cf. [37, Th. 21.1]) et écrire

Py Fy! —/V( o PyF; ! Pr(dy)

ot I' est une partition de I'espace en srates v = {z + (c,1;) : ¢ € (RT)P}, Pr est une mesure
quotient et P, est une mesure concentreé sur la strate et vérifiant P, < Ab ou Ab est la mesure
de Lebesgue sur la strate . On est donc ramené & étudier la restriction F,(c) = F(z + (c,1;)) de
F aux traces de strates v sur V(z). Comme F' est une fonctionnelle sur les sauts et que G agit
linéairement par morceaux sur les sauts de z, cette restriction F, est un polynéme en (ci,...,¢p)

dont le jacobien J, est -apres calculs- :

p p
Jy(e)= > (HB;) (H c2k1> det M,,.
\a"’\:di =1 k=1
i=1,...,p
Un étude détaillée du coefficient de plus haut degré de J, montre qu’il est non nul pour toute
strate -y de trace non-négligeable sur V() sous 'hypothése Hq ;, et avec les contraintes techniques
satisfaites a I’étape de localisation. Finalement P, F; ' < AP et en remontant les étapes PF~! <
AP, ce qui prouve le théoréme [1.2 O

Notre étude des lois des intégrales stables s’est poursuivie avec celle d’une autre forme de
régularité : la continuité des lois par rapport aux fonctions intégrées pour la topologie de la
variation totale. Nous rappelons que la variation totale d’une mesure signée p sur un espace
mesurable (X, B) est donnée par

||/~L||7Jar = (S;‘lp) Z |/U'(An)|a (115)

ou le supremum est pris sur les partitions dénombrables mesurables (A, ), de X. Il s’agit d’une
norme qui rend complet ’espace des mesures signées finies sur X'. Dans la suite, nous notons — la
convergence associée a cette norme. Cette convergence est beaucoup plus forte que la convergence
en loi et coincide avec la convergence dans L' des densités lorsqu’elles existent.

L’étude de la régularité des lois des intégrales stables pour la variation totale a été initiée en
thése dans [B-5] ou on a prouvé :

Théoréme 1.3 On considére M une mesure stable (symétrique si o > 1). Soit f, une suite
convergeant vers f # 0 dans L*(In; )= 1([0,1]%). On a L(I4(f,)) =5 L (14(f)).

La preuve repose sur la méthode de superstructure qu’on va commencer par décrire puisqu’elle
servira & nouveau dans la suite. Initialement, il s’agit d’étudier ’absolue continuité de la loi PF~!
d’une fonctionnelle stochastique sur un espace (X, P) a priori infini-dimensionnel. La méthode
consiste en l'introduction de familles auxiliaires de mesures (). et de fonctionnelles F. sur une
famille d’espaces X. = X ® C. plus gros avec Q. F. ! 22 PF~! quand € — 0. Le grossissement est
intéressant quand les mesures Q.F. ' s’é¢tudient assez facilement, par exemple par stratification.
En général, on stratifie en désintégrant les mesures sur les strates {z} x C., € X, paralléle
a C.. Quand le grossissement C. est de dimension finie, on s’est ramené & 1’étude de mesures
image en dimension finie pour lesquelles un arsenal de résultats classiques permet d’en analyser
la régularité, qui sera ensuite conservée par mélange. La difficulté est de trouver des familles
auxiliaires (Q.)., (F:). satisfaisant Q.F. ' **> PF~!, pour transférer effectivement la régularité
des mesures Q.F-! & PF~!. Une telle condition est réalisée en « tordant le grossissement » par
Paction d’une transformation sur (x,c¢) € X ® C. qui se comporte bien vis & vis de P.
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Précisons la méthode dans un cas simple assez fréquent : on suppose qu’on dispose d’une famille
de transformations {G., ¢ € [0,a]} de X vérifiant PG;' ™ P quand ¢ — 0. Typiquement,
une telle famille est donnée par une direction admissible pour P, G.(x) = = + ¢l avec | € H,
Pespace de Cameron-Martin, si P est gaussienne, ou G.(z) = = + cl, avec [, un champ local
(comme vu précédemment en ) quand P est stable. On considére alors sur ’espace produit
(X.,C.) = (X,B) ® ([0,¢], B([0,¢])), e € [0,a], la famille de mesures Q. et de fonctionnelles

F.: X. — R données par : Q. = 1(P X Ao ), Fx(x,¢) = F(Gcx). On a

€

1/ (PF~' -~ PG;'F~Y) dec
0

||PF71 - QEF;lH'Uar = -

var

IN

1 g
g/ HP*PG;1||vardC—>Oa g — 0,
0

ce qui garantit la condition d’approximation. Ensuite, en notant ¢, (c) = F(G.x), ¢ € [0,¢], on a

_ 1 _
QEFs ' = 7/ )‘8011 P(dib)
€Jx

On est ramené & I'étude de A\p, !, mesure image en dimension 1. Essentiellement, c’est & la régu-
larité des restrictions de F' sur les orbites de {G.}. (donc dans les directions privilégiées de la loi
P) qu’on se rameéne.

En utilisant la représentation (1.1.1), la preuve du théoréme|[L.3|passe par des conditionnements
multiples pour se ramener & des fonctionnelles de la seule suite (I';);>1. En conditionnant encore
par (I';);>p4+1 pour un p > 0 dépendant de la fonction f limite, on réexprime les fonctionnelles
comme des polynomes R, & plusieurs indéterminées de (I'y,...,Tp|Tp41). Il reste alors & justifier
la convergence en variation des lois de ces fonctionnelles stochastiques polynomiales. Pour cela,
on applique la méthode de superstructure sur (RT)? avec G.(z) = = + cv, ot v € RP est tel que
R(v) # 0, 'existence de v étant assurée par le choix de l'indice p dans le conditionnement par le
futur de la suite (I';);>1. En effet, par un argument d’uniformité, la méthode de superstructure
permet, plutdt que d’étudier ’absolue continuité des lois, de déduire la convergence en variation de
celle des mesures image de la mesure de Lebesgue par R, (x + -v) vers celle de la méme mesure de
Lebesgue par R(x + -v), pour presque chaque z € (RT)?. Finalement, la convergence en variation
de ces mesures image s’obtiennent en montrant celle des coefficients des polynémes R, (z + -v)
(explicitement connus) vers ceux de R(z + -v). O

Pour I'étude des lois jointes d’intégrales stables multiples (14, (f1'),..-,1a,(f;')), on a repris
I'approche utilisée pour I’étude de ’absolue continuité et les notations de la page[3] En particulier,
le résultat de convergence en variation des lois jointes reprend ’hypothese Hy g du théoréme
On prouve ainsi dans [B-13] :

Théoréme 1.4 Soit, pour chaque 1 < i < p, (fI')n>1 une suite de fonctions convergeant dans
L¥(Ing)%=1(]0,1]%) vers fi. On suppose de plus que les fonctions f1, ..., f, satisfont la condition
Hp,d. Alors g(Idl (f{L)7 . ,Idp (f;b)) ﬂ f(ldl (fl), ey Idp(fp)) quand n — —+o00.

Notons pour commencer qu’en lisant attentivement la preuve du théoréme [1.1) on peut voir que
sous les conditions du théoréme [1.4] on a déja la convergence en probabilité :

Ly (F)s ooy (F2) == (Tay (F1)s -2 Lo, (). (1.1.6)

Comme pour le théoréme par la représentation (1.1.2)) et en considérant le processus stable
ne = M([0,1]), 1a loi jointe de (Ig,(f1),...,1a,(fp)) s’écrit F(n) avec F' = (Fy,...,F,) ou F; est
une fonctionnelle sur les sauts de « € D([0, 1]) définie presque stirement par

Fi(n) = C3/ S T ] fi(Vi)-
k>0

De méme, on associe F" = (F{',..., F/") a (ff',..., f}) et il faut montrer P(F")~* X, prp-1!
quand n — +o0o. Le probléme se réduit par approximation et par localisation en montrant :
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Proposition 1.5 (Approximation) Si pour tout € > 0, il existe D(g) mesurable dans D avec
P(D(e)) >1—c et
Ppo)(F") ™" 25 Py F!, n— +o0 (1.1.7)

alors P(F™)~1 X% pp-1,
Et

Proposition 1.6 (Localisation) Si pour tout x € D(¢), il existe un voisinage V(z) de x tel que
PV(ZD) (Fn)71 29 Pv(w)Fil, n — 400

alors on a (1.1.7)).

On réalise ’étape d’approximation en choisissant un point de Lebesgue t = (t1,...,ty) de
Az, =1z € RN ¢ ¢y, # 0} avec t; # t;, i # j; on fixe un voisinage V. = Uf x --- x Ug avec
UsNU; =0,i#jet \N(Von Ag, )/AN (V) > 1 — e. On introduit alors

D, = {z €D : 2 a un unique saut maximal sur chaque U] en Ty: ()
avec T.(z) := (Tyz (v), ..., Tu=(x)) € Ag, }.

Grace au choix de V. et comme T () est uniforme sur V., on montre que P(D,) = PT;l(Aq;b) >
1—e.

On localise ensuite par séparabilité en prenant en compte des contraintes techniques qu’on
ne détaille pas. En notant P® la restriction de P & V(z), on cherche & montrer P*(F™)~1 25
P2F~1. Pour cela, on utilise maintenant la méthode de superstructure avec X, = V(z) x [0, €]?,
QF = e P(PT®@ Ap,p) et Fe(c,y) = F(Ge(y)) ot Ge(y) = y + (c, 1) avec 1 = (1Y, ...,IP) et
I" = (I*)zep des champs locaux définis par des parameétres soigneusement déterminés par les
contraintes techniques évoquées de 1’étape de localisation. Le voisinage V(x) a été choisi dans un
un ouvert A(1) de D([0, 1]), bien adapté a ’étude de 1 (i. e. A(1) est stable par G.). De plus, comme

var

il se doit pour la méthode de superstructure, on a P*G, — P* quand ¢ — 0 (uniformément en
x € A(1)). Comme

”PxF_l - Px(Fn)_lnvar
< PPFT = QEF var + |QEF = QEFD) Hlwar + [QE(FN) ™ = PP(F™) ™ Hlvar

. . . 1 _
et que les premier et troisiéme termes sont majorés par - | P* — P*GJ | yar de — 0, € — 0.
& J10,dr
Il reste & étudier le deuxiéme terme qu’on réécrit

T — T n\— 1 — —
Q7P = Q2D M < [ IPt0aipy” = Noar bl 4P

€

avec on y(c) = (¢, ,(C), ..., ¢h (c)) = F"(Ge(y)) et de méme pour ¢,. Pour cela, on utilise le
résultat suivant de Alexandrova et al. [2, Corollaire 2.7] sur la convergence en variation de mesures
image par des applications multidimensionnelles. Il généralise un résultat da & Davydov [35] pour
des mesures image par des fonctions en dimension 1.

Proposition 1.7 Soit F;, ' des fonctionnelles d’un espace de Sobolev local Wp’l(R”,R”) avec

loc
p > n, Si Fj converge vers F pour la norme de Sobolev || - |1 sur chaque boule et si E C

{det DF # 0} est de mesure (de Lebesgue) finie, alors )\‘EFII RN ANeFt.

En fait les composantes ¢! (c) de ¢, (c) sont des polynomes (a plusieurs indéterminées) en c

i
p

dont les coefficients s’expriment explicitement. On notera B(a’,y) celui de ¢® = 1%c¢;'...¢p",
a' = (ap,aj .. .,a,). En particulier, comme pour le théoreme on a:
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Proposition 1.8 Sous l’hypothése Hy, g4, pour P-presque chaque y € V(x), le jacobien J,(c) :=

det (aai? (c)) de @, est non nul pour presque chaque ¢ € (RT)P.
i 1<i,j<p

On vérifie la convergence de apny vers ¢, dans le sens de la proposition u en montrant la
convergence des coefficients B(a’,y,n) de chaque ¢, , vers leur analogue B(a’,y) pour ¢/,. Comme
I’étude est trés compliquée, on commence par le cas spécial ou y = z, le point de référence de
I’étape de localisation. Dans ce cas, on a

B(ai,x) — Z(l) Z(2>i7ai+~~+a; Z (H 62 ( )fl tiyeeosta,).

{I,} partition de  A(a’) choix de R A
{1,..,d:}, card Iy=al  ‘taj+irtd
- 1 2 . 1.
On observe que les sommes extérieures Z( ) et Z( ) sont finies et, en considérant tai 415+ bd;
R . P ’
comme des paramétres fixés, la somme intérieure >, " (HJeIo 2 (t )) fi(t1, ..., tq,) s'inter-

préte grace 4 la représentation ((1 comme 'intégrale stable multiple I, (f;' (., ta?ﬂrlv .oytq,)) en

dimension af,. Mais alors comme fi” — fiin L®(Iny)9=1(]0, 1]%) assure la convergence f7 (-, tai 41y -

f(taip1s-- - ta;) au moins pour une sous-suite (n’) dans L*(Iny )@0=1([0,1]%) pour presque
chaque aivis-- - tdi la convergence assure celle de

3 (H(S D) Fits )

t1,..t i j€Iy

a

en probabilité et donc aussi la convergence des sommes extérieures en probabilité. Finalement,
on a:

Lemme 1.9 Dans D(¢), on a B(a’,z,n) £, B(a',z) quand n — +oo.

En fait le méme résultat est vrai pour tout y € V(x), comme en notant (s;); la liste des instants
de saut de y, on a :

B(a',y,n)
_ 3 So (T ousn) ( TTwhtsn) - (TT whsn) £Gsr- 50
{1} partition de  s1.--5q4; j€lo jeh Jelp

{1,...,d;}, card I.=al

ott les w’ sont associés aux champs locaux [* (cf. aprés (1.1.4))). Une analyse précise des sauts de
y, qu’on peut controler grace a la localisation y € V(z), permet de réécrire encore

B(a',y,n)
_ Z Z L aiteta) Z ( H 6:(s) ) (s1,---,54,)
{I,} partition de A(a?) choix de 1085 J€lo

{1,....d;}, card I,=a} Saf+1009d;

ot A(a?) est un produit de nombres d’arrangement A(a‘) = AZ} X eee X AZ. On peut alors étudier
B(a',y,n) comme B(a’,z,n). On obtient le méme résultat que le lemme|l.9[pour P-presque chaque
y € V(z) et donc la convergence des ¢, , vers ¢,. Finalement (en passant par des sous-suites), la
proposition [I.7] assure

Ao,p Py " = A[0,7 Py

et la méthode de superstructure conclut. O

atdi) —
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1.2 Intégrales de Wiener-Ito

La plupart des résultats de la section pour les intégrales stables multiples étaient déja bien
connus pour les intégrales multiples de Wiener-It6. Commencgons par préciser quelques notations
pour cette section. Si (T,7,7) est un espace mesuré, une mesure gaussienne W controlée par 7
est un processus gaussien {W(A),A € A} sur A={A €T : 7(A) < +o0}, vérifiant pour tout
A, Be A E[W(A)] =0et EW(A)W(B)] = 7(AN B). On définit alors les intégrales multiples de
Wiener-Ito

Ja(f) = » ft, ... ta) dW(t1)---dW (tq)

sur Hy Despace de Hilbert des fonctions f : T% — R telles que || f||3;, = [a |f(£)]*7%(dt) < 400 en
commencant par les fonctions simples et en prolongeant les propriétés suivantes Jy(f) = Ja(Sa(f))
et E[Ja(f)Ja(9)] = Lia=ay (Sa(f),Sa(g))m, ot Sa(f) est la symétrisée de f € Hy et (-,-) g, est le
produit scalaire de Hg.

La régularité des lois de ces intégrales a été étudiée il y a longtemps déja. Par exemple, ’absolue
continuité des lois de Jy(f) quand | f|lm, # O est obtenue par Shigekawa [I17] avec un calcul
de type Malliavin, par Kusuoka [81] par des méthodes algébriques ou par Davydov [34] par les
méthodes que nous utilisons (stratification). De méme, les lois jointes (Jg, (f1),...,Ja,(fp)) sont
aussi absolument continues sous la condition Hq p, cf. [34].

Une version uni-dimensionnelle du théoréme existe pour les intégrales J4(f) : Davydov et
Martynova prouvent en effet le résultat suivant :

Théoréme 1.10 Soit f € L*(T9) symétrique non nulle. Alors il existe une constante C := C(d, f)
telle que pour toute suite f, € L*>(T?%) convergeant vers f, on ait

12 (Ta(£) = L Ta( ) lar < OIS = Fal ray- (12.1)

Ce résultat servira en section 3.2 pour obtenir des bornes de type Berry-Esséen pour la convergence
des g-variations du mouvement brownien fractionnaire. Soulignons que pour la convergence en
variation d’intégrales multiples I,(f,,) vers la loi .47(0, 1), des conditions optimales ont été données
par [L0T], [100]. De plus, [06] montre que pour les intégrales multiples, la convergence en loi vers
A(0,1) est équivalente a la convergence en variation totale. Dans [B-9], on a prouvé un vrai
analogue du théoréme (c’est a dire en dimension quelconque), et donc une vraie généralisation
du théoréme :

Théoréme 1.11 Soit (f1',..., f}')nen une suite de Hg, x --- < Hg, convergeant vers (f1,..., fp).
Si la condition Hq p est satisfaite alors on a la convergence suivante, quand n — 400,

X(Jdl(fln), ooy da, (fz?)) i X(Jdl(fl), cee Jdp(fp)). (1.2.2)
Remarque 1.12

e Les mémes exemples que ceux de la page [] sont valables. Avec 1., on retrouve en particulier
qu’une loi normale est non dégénérée si sa variance est non nulle, le 3. retrouvent la conver-
gence de Davydov-Martynova. Enfin, noter que le 4. a été proposé dans [34] pour I’étude de
I’absolue continuité des lois doubles.

e Une vraie généralisation du théoréme donnerait aussi la vitesse de convergence dans
(1.2.2). Malheureusement, notre méthode ne permet pas de conserver une estimation de
cette vitesse.

La preuve du théoréme reprend en I’adaptant au cas gaussien (plus simple) argument du
théoréme: on écrit les intégrales J;( f) sous la forme de fonctionnelles stochastiques de processus
gaussien auxquelles on va appliquer la méthode de superstructure. Les familles de transformations
G A utiliser seront maintenant dirigées par des directions admissibles pour le processus gaussien.
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En notant W I’application qui & w € Q associe la trajectoire de W dans X = RA et F(x) =
/fddx, on a J4(f(w)) = F(W(w)). Les directions admissibles de la loi P = PW~! de W sur

(X, B(X)) sont donnée par vy(A) = [, hdr, A € A, pour h € Hy, cf. |34, Prop. 2|. Remarquons
qu’en notant Ish la loi du translaté W + vy, on a

ﬁ(x) = exp {/hdlx - ;/hsz}. (1.2.3)

De la méme fagon, on peut introduire F,, = (F{,..., F}') et ' = (F},..., F},) & partir respec-
tivement de f{',..., f)' et de f1,..., f, pour écrire

PFnil :j(‘]dl(f{l)aa‘]dp(fg))v PFil :j(Jdl(f1)7""Jdp(fp))'

On applique la méthode de superstructure sur X. = X x [0, €] et Qc = € P, gp @ P, Fe(c, ) =
F(Ge(x)) et Fyyo(c,z) = F,(Go(x)) ot Ge(z) =x+(c,v) =x+civi+- -+ cptp, ¢ = (C1,...,Cp),
avec dv; = h;dr avec h; € Hy, 1 < i < p. Noter que la condition PG_! 2% P quand ¢ — 0 est
satisfaite car pour tout z € X, (dPG_;'/dP)(x) — 1 en appliquant a la translation (c,v).
En raisonnant comme pour le théoréme [I.I1] il suffit de voir, pour P-presque chaque ,
)\[O,E]P@gl - A[O,é]pSDT_L,lx ou ‘Pn,w(c) = Fo(Ge()) et o (c) = F(Ge(x)).
Pour cela, on applique & nouveau la proposition Les goﬁw sont des polynomes (& plusieurs

indéterminées) en c
Ghele) = 3 e Ba [ 17 dur
la|=d;

avec [ frdav = [ ([ f"dayv1...da,Vp) day® et By une constante. II faut donc voir la convergence

des intégrales [ ([ flda,v1...da,vp) dagz = [ (f frRom ...h?a"ddi,aoT) da,. Les intégrales
intérieures convergent car

2
® ®
H/ fznhl " hf?apddifaoT - /fihl o h?a’)ddi,aoT

Hg,

2 2
< bl - hll? < 1A = fillh,,-

et les intégrales extérieures convergent aussi car la fonctionnelle F' associée & f pour réécrire Jy(f)
dépend continument de f € Hy, cf. [34]. Cela assure la convergence quand n — 400 des intégrales
f f"dav et finalement la proposition conclut la preuve du théoréme m O

A titre d’application élémentaire du théoréme on donne un résultat pour les fonctionnelles
de Wiener carré-intégrables F' € L*(Q, M,P) ot M = o(W(A), A € A). Il est bien connu que ces
fonctionnelles ont une décomposition chaotique en somme d’intégrales multiples de Wiener-1to :

+oo
F = E[F] + ZId(‘fd)’ fa € Ky (124)
d=1

ou K4 = S4(Hg). Sous certaines hypothéses sur les intégrales du développement, on déduit dans
[B-9] des convergences en variation de ces intégrales une convergence en variation pour les lois des
fonctionnelles de Wiener quadratiques :

Corollaire 1.13 Soit k € N\ {0} et (Fy,)n>0 une suite de fonctionnelle quadratique de Wiener
dont le k-ieme terme I(f) dans la décomposition (1.2.4) est indépendant des autres I4(f}),
d#k. Si F, — F dans L?(Q, M,P) avec fi, # 0 dans la décomposition (1.2.4) de F, alors

Z(F,) X Z(F), n— 4oo.
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Comme F,, — F dans L*(Q, M,P), on montre (avec des notations évidentes) que fi* — fx dans
L2(T*, T®* %) et donc, d’aprés le théoréme LI (1) =5 ZL(Ix(fx)) quand n — +oo
avec L (I (fr)) < Ag. On conclut alors avec le résultat suivant da a Parthasarathy et Steerneman
[103, Th. 2.1] :

Proposition 1.14 Soit (X,,,Y,),n > 1, une suite de vecteurs aléatoires dans R? tels que pour tout
var var

n, Y, est indépendante de X,, X, — X etY, converge en loi vers Y. Alors X,,+Y, — X +Y
pourvu que la loi de X soit absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

Remarque 1.15

e On peut donner une estimation de la vitesse dans le corollaire [[.13] en utilisant un résultat
de Davydov [36] sur la variation totale des convolutions. On a ainsi :

k
||$(Fn) - X(F)Hvar < CHFn - FH}//Z(Q) + WL (I (fr)) (HFn - FHi/zg(Q))

pour une constante C' < +00 et ot w,(t) = sup|, < [ — pT; " ||var désigne le module de
régularité de p (avec Ty (y) = v +vy). Cependant, il faut davantage d’information sur f; pour
déterminer exactement ’ordre de I’estimation.

e Pour vérifier la condition d’indépendance entre Iy (f;') et les autres termes du développement
chaotique, on peut appliquer le critére de Ustunel et Zakai [127], voir aussi [70] : Ix(f) et
I;(g) sont indépendantes ssi f ®1 g = 0 presque partout, ot ®; est ['opérateur de contraction
donné pour f € Hy, et g € H; par la fonction f ®; g € L?(T**+!=2) définie par

f®1g(s1,...,86—1,t1,...,ti-1) = / F(s1,. 0y sp—1,w)g(te, ..., ti—1,u) 7(du).
T

1.3 Intégrales de Poisson

On observe que lefficacité de la méthode de stratification pour les intégrales stables repose (no-
tamment) sur la représentation discréte de ces intégrales par séries de type LePage. En effet,
en simplifiant 1'idée, ces représentations permettent de tirer des propriétés (absolue continuité,
continuité pour la variation totale) d’un terme prépondérant en conditionnant par le reste qu’on
controle. Cela nous a amené & nous intéresser dans [B-17] & d’autres intégrales stochastiques a
représentation discréte, les intégrales de Poisson et plus généralement les « shot noise series » (ou
séries de bruit de grenaille).

Etant données (A;)i>1 une suite de vecteurs éid dans R¢ de loi o, sans atome en 0 et, indé-
pendamment, (7;);>1 la suite des sommes partielles de variables exponentielles de paramétre .,
on considére une shot noise série

+o00
1= Wi, A) (1.3.1)

ot h est mesurable de R, x R? dans R. La série I est bien définie presque stirement ssi

+oo
/ / (Jh(t, 2)[2 A 1)dto(dz) < +oo (1.3.2)
0 R4\{0}
et la limite suivante existe
a(h) = lim / / h(t, )1 (1,09 <1 b0 (d) (1.3.3)
s=+o0 Jo JRrd\{0} -

cf. [I11, Th. 4.1]. En particulier, (1.3.2)—(1.3.3) sont vérifiées si h € L'(\ ® o) et dans ce cas
E[|I]] < O+°° fRd\{O} |h(t,x)|dto(dx). De plus, les lois des it shot noises series sont infiniment
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divisibles de fonctions caractéristiques

+oo
¢or(u) = exp | ia(h)u + / / (emh(t’r) —-1- iuh(t,x)l‘h(t@”q) dto(dz) | .
0 R4\ {0} B

Leur appelation vient de leur interprétation comme effet cumulé d’un signal répété A filtré :
on voit alors h(7T;, A;) comme effet & une date de référence du signal A; émis T; unité de temps
avant et filtré par h; I représente alors l'effet cumulé. Selon cette interprétation, il est d’usage de
supposer que, pour tout z, |h(-, z)| est décroissante, de sorte que ’amplitude de 'effet décroit avec
le temps. On renvoie & [I1I] pour une description plus détaillée des shot noise series. Signalons
qu’avec ce type d’interprétation ces séries sont utilisées pour modéliser le traffic internet. Dans
de tels modéles, les sessions internet sont supposées aléatoirement ouvertes selon un processus de
Poisson de dates d’arrivée (T;); et pour des durées aléatoires (4;);. La série I représente alors
le flux agrégé généré par les sessions aléatoires, on renvoie & [8] pour une analyse par shot noise
series de Poisson du traflic internet. On renvoie également a la section pour l'étude d’autres
modeles liés & des réseaux de communications sans fil.

Ces séries s’interprétent aussi comme des intégrales de Poisson et en fonction du choix de h,
on retrouve plusieurs cas. Considérons une mesure de Poisson N sur RT x R¢ compensée par
dtv(dz) et notons A; les sauts du processus ponctuel de Poisson (multidimensionnel) Z(t) =

fg Jizj>1 ®N(ds, dz) dans Bf = {z € R?: |z| > 1} et T; leur date, alors avec les choix
h(t,z) = f(t,2)lg>1, «=1/v(Bf), o=v(-NBY)/v(B]),

la shot noise série est une représentation de

/+OO/ f(t, )N (dt,dx). (1.3.4)
0 |z|>1

Dans le cas particulier ou f(t,z) = xg(t) en dimension d = 1, (1.3.4)) est l'intégrale non compensée
de l'intégrale de type Lévy

+oo +oo +oo
/ s)dYs = / / N(ds, dx) / / N(ds,dx) (1.3.5)
0 |w|<1 |x\>1
o Y est le processus de Lévy donné par Y; = fot f\x|<1 2N (ds, dz) + fg flw|>1 xN(ds,dx) et

N(ds,dz) = N(ds,dz) — dsv(dz) est la mesure de Poisson compensée. Dans ce cas, I'étude de
donne un éclairage sur les lois d’intégrale de Lévy.

Si la mesure v du compensateur de N est finie sur R? \ {0}, alors on peut calculer I'intégrale
de Poisson directement sur R* x (R?\ {0}) plutot que R x Bf. Dans ce cas, on définit 7; comme
les dates des sauts A; de Z (sans restriction de taille). Avec les choix

ht,z) = f(t,2), a=1/vR\{0}), o=v(-NR"\{0})/r(R"\{0})
la shot noise série représente

/ = / F(t 1) N(dt, da). (1.3.6)
0 R4\{0}

Des problémes spécifiques apparaissent dans le cas ou les intégrales de Poisson (1.3.4) et (1.3.6)
sont calculées en temps sur [0,t] (c’est & dire respectivement h(s,z) = f(s,x)1 Ot]ch(s x) et
h(s,z) = f(s,2)1[0,qx®a\{0})(5, 7)), puisque dans ce cas, la shot noise série est une série tronquée
I(t) = > 1. 1< P(Ti, A;). Noter que selon l'interprétation des shot noise series, la série tronquée

I(t) donne Deffet cumulé seulement des plus récents signaux.

Dans [B-17], nous proposons des conditions de régularité (absolue continuité, convergence en
variation totale) des lois des shot noise series en fonction du « filtre » h et du compensateur o.
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Typiquement, nos conditions sont exprimées en termes de mesures image du type Ap+ ® 0. No-
tons qu’une littérature abondante s’intéresse a ’absolue continuité des lois de processus dans des
cadres proches de celui considérés dans [B-17]. Ainsi, des résultats généraux d’absolue continuité
sont donnés pour des lois infiniment divisibles par Sato, cf. [I16], pour des solutions d’équations
différentielles stochastiques dirigées par une mesure de Poisson dans, par exemple, [27], [38], [43],
[94]. Pour les processus de Lévy, des phénomeénes de transition dans le temps (passage de lois
continues singuliéres a des lois absolument continues) sont décrits dans [128]. Plus récemment, des
résultats d’absolue continuité ont été proposés pour des processus de Lévy avec drift non linéaire
dans [94], pour des intégrales de processus de Lévy dans [14], ou pour des fonctionnelles de pro-
cessus de Poisson dans [24] et [80]. Les résultats de [24] sont obtenus par le calcul de Malliavin
dans un contexte de formes de Dirichlet. Les arguments de [94] et [14] sont fondés sur la méthode
de stratification tandis que [80] en utilise une généralisation, appellée la méthode d’« étirement
en temps » (time-stretching method). En la simplifiant, la méthode de Kulik dans [80] consiste a
considérer une transformation Tj,, h € L2(R*) N L (R*), sur P'espace des configurations d’une
mesure ponctuelle de Poisson en étirant chaque intervalle temporel infinitésimal [t,¢ 4+ dt) d’un
facteur e, Kulik propose alors des résultats d’absolue continuité et de convergence en variation
pour les fonctionnelles sur ’espace de configurations lorsqu’elles vérifient une certaine régularité
pour une dérivabilité par rapport & cette transformation, cf. Th. 2.1, 2.2, 2.3 de [80].

Pour un processus de Poisson, ’action de ces tranformations consiste a perturber le saut T;
du processus, les résultats de [80] s’appliquent alors quand la fonction h est réguliére en temps ¢.
Cette méthode demande donc, en particulier, que h soit dérivable en temps. Nos résultats sont
moins généraux mais plus directs et ne requiérent pas de régularité pour h puisqu’on exprime nos
conditions en termes de mesure image. Cependant lorsque h est assez réguliére, on peut proposer
des conditions suffisantes plus explicites. Pour cela, on dispose par exemple du théoréme 4.3 dans
[37], de la proposition pour I’absolue continuité, cf. [2], ou de [35] pour la variation totale.

Comme pour les sections[T.1]et[I.2] le point clef de nos preuves se résume a déduire les propriétés
cherchées de la loi de I de celles d’un seul terme de la série par des conditionnements. Pour
cela, une étape cruciale est donc de conditionner, pour un p > 1, par I'instant de saut T, et de
déduire la régularité de la loi de I de celle des premiers termes de la série. En nous inspirant de
Papplication de la méthode de stratification dans [94], nous travaillons ainsi (sans qu’il n’y ait de
restriction) avec l’espace (Q, F,P) désintégré :

(Qpin 0. Ty (@) 5 B\ {0)). Fy x BUO. Tyr ()]) x BERN {0).Bypir @ Mg, o) @ 0)
i (1.3.7)
ou Fpyy = o(Ti, A 2 i > p+1) et Afg%pﬂ(w)] est la loi de la statistique d’ordre uniforme de

dimension p sur [0, T,+1(@)]. Dans ce cas, les lois des fonctionnelles F' sur (2, F,P) se réécrivent
pour tout mesurable A :

IP(FEA) = P(F( Tl,Al,... A

p
/ / L(F@.tyantpanedr || dtiU(dﬂci)]
p+1 (RA\{0})P JO<t1 <o+ <ty <Tp1 (@) :

=1

= Epna

oit E,;; est 'espérance par rapport a P, 1.

On commence par proposer des résultats d’absolue continuité de la loi de I. Notons que,
comme la loi de chaque T; est équivalente a A+, la condition (Ag, ® o)h~! < X donne Iabsolue
continuité de chaque terme mais comme ils sont dépendants, cela n’implique pas directement
I’absolue continuité de la série I. Cependant, on a quand méme :

Proposition 1.16 Si pour un p € N\ {0}, on a
(AR, ® )R )P < A (1.3.8)
alors la loi de I défini en (1.3.1) admet une densité.
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Sur lespace désintégré Qpq x [0, T,41(@)]P x (R \ {0})? donné en (L.3.7), la loi de I se
réécrit comme le mélange p = fﬁp+1 o Ppr1(dw) de mesures conditionnelles i, = Z(1|F, 1 1)(@)

dont il suffit de voir I’absolue continuité pour ]f”pﬂ—presque chaque @. Mais en conditionnant par
Fos g est laloi de Y771 h(T], Ai) 4+ Xpy1(@0) ot Xpy1 (@) = 25y pq MTiy Ay) est fixe (par le
conditionnement). On étudie donc en fait la loi de Y-7_| h(U;, A;) ot (U;)1<<p sont des variables

uniformes #id sur [0, Tp41(@)]. L’hypothése (1.3.8) conclut. O

Remarque 1.17 (Comparaison avec Sato [116], Kulik [80], Bertoin et al. [14])

Des conditions assurant 1’absolue continuité de loi infiniment divisible sans partie gaussienne
sont données par exemple dans le livre de Sato [I16, Th. 27.7] ou par Kulik [80] pour des fonc-
tionnelles de processus ponctuel de Poisson. Le cas d’intégrale de processus de Lévy est considéré
par Bertoin et al. dans [14].

e Ainsi dans [I16, Th. 27.7], 7*? < A pour un p > 0 est montré comme suffisante pour
’absolue continuité de I (ot on a noté 7(dr) = (22 A 1)(A® o)h~1(dx)). En general v*? <
(A, ® o)h=1)*? et la condition dans [I16] est plus faible que (1.3.8). Cependant quand
pour un p > 0 ((Ar, ® 0)h™!)*? n’a pas d’atome en zéro, alors 7*? < (Ag, ® 0)h~1)*? et les
conditions se valent.

e Comme expliqué précedemment, les résultats de Kulik dans [80] par la time-stretching method
s’applique avec un comportement régulier de h le long de sa variable temporelle.

e Des arguments proches de ceux utilisés dans [B-17] permettent de donner des critéres d’abso-
lue continuité pour les lois de f(07+oo)g(§t)dY} o & = (&)i>0 est un processus de Lévy
transcient et Y un processus a variations bornées et a trajectoires cadlag, cf. [14, Th. 3.9].
Notons que les intégrales étudiées dans [14] sont plus générales ; cependant nos résultats, avec
des conditions exprimées facilement en fonction des intégrants et des mesures de controle,
sont plus directs. De plus, nous considérons ci-dessous 1’absolue continuité des lois quand on

isole un possible atome en zéro et la régularité des lois en variation totale.

Dans le cas de shot noise series I(t) tronquées, il y a un atome évident de la loi en 0 et la
proposition ne s’applique pas. En travaillant plus, on propose dans [B-17] le résultat suivant
pour I’absolue continuité sur R \ {0}. Nous ’énongons pour une série I générale méme si nous
pensons d’abord aux séries tronquées I(t) :

Proposition 1.18 Supposons que
(Ary @ )™ my(0y < A, (1.3.9)

alors la loi de I dans (1.3.1)) est absolument continue par rapport & X sur R\{0} (avec possiblement
un atome en Q).

En la simplifiant, la preuve de la proposition [I.I§] se résume a se ramener, aprés avoir au
préalable isoler par conditonnement le possible atome de la loi en 0, a I’étude de h(Tn,,An,)
ou N; est 'indice du premier terme non nul dans la série I. Pour cela, on conditionne par le
deuxiéme terme présent dans la série (s’il est présent, sinon on s’arrange autrement) et on utilise
l'indépendance (conditionnelle) entre le premier terme et les termes restants. Les propriétés de la
loi de I se déduisent alors de celles de la loi (conditionnelle) du premier terme présent dans la
série, pour lequel la condition conclura. O

On a déja indiqué que le cas spécial h(t,z) = xg(t) permettait de s’intéresser & des intégrales

de type Lévy cf. (1.3.5). Dans ce cas, les propositions et peuvent se préciser avec des
conditions en termes de g :

Corollaire 1.19 On considére la shot noise série I donnée en (1.3.1) mais avec h(t,z) = xg(t)
ot g:RT — R.
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1. L(I) < X surR si g, g7t <\
2. Z(I) < X sur R\ {0} si (Ar, g™ )r\ {0} < A

On propose ensuite des résultats de régularité de la loi de la shot noise série par rapport au
« filtre » pour la variation totale. Une nouvelle fois, notre approche (bien que moins générale)
est plus directe que celle de Kulik (cf. théoréme 2.2 dans [80]) et surtout n’exige a priori aucune
régularité des filtres. On renvoie & la proposition ou [35] pour obtenir des conditions plus
explicites. Dans le cas ou les densités existent (c’est le cas sous les confitions des propositions
, les convergences en variation sont des convergences dans L'(R) des densités.

Proposition 1.20 Soient hy,, h vérifiant (1.3.2)—(1.3.3)). Supposons que
1. lim,— 4o a(hy,) = a(h),

2. iy yoo [ fpa g0y (1n(t, @) = h(t, )2 A 1)dto(dz) = 0,
3. (Ar, ® )bt < A,

4. et pour toutt >0 :
(Ao,g ®@ 9)ht == (Ap,g @ 0)h ™ (1.3.10)

Alors £(I,,) 25 £(I) quand n — +oc.
La condition principale est ([1.3.10) qui permet d’avoir
fin1 = ZL(ha(U,AL)) 25 iy = L (R(U,AL)) (1.3.11)

pour toute variable U uniforme sur [0, ¢] indépendante de Ay, d’ou la proposition va venir.
Avec espace désintégré comme en ([1.3.7) (en prenant p = 2), la variation totale s’écrit

it — pllvar = [ ”,Un,w — o |lvar ]p2(d@)- (1.3.12)
Qo

On constate que la mesure i, o est la loi de h,(T7, A1) + X% ou T3 Z Z(T|T»(@)) est uniforme
sur [0,75(w)] et ot on rappelle que Xo(w) = >,oq hn(Ti, A;) est fixé (par le conditionnement).
Le résultat vient alors de (1.3.11) quand on montre en plus grace aux autres hypothéses (en

particulier 2.) que X £, Y5. En effet la convergence fi, 1 2% i1 combinée avec DS P, Yo
permet d’en déduire la convergence des mesures fi,, 1 translatée par X3 vers fi; translatée par Xs.
Notez que pour cela, il faut garantir I’absolue continuité de fi; (pour appliquer la continuité de
l'opérateur de translation dans L'(R)) ce qui est assuré par la condition 3. Notez aussi qu’on a
effectivement besoin de la condition pour tout ¢t > 0 (c’est insuffisant de la supposer par
exemple seulement, pour ¢ = +o00) car on se sert de pour une loi uniforme T} a priori sur
n’importe quel intervalle [0, t]. O

Sih,, he Ll()\]R+ ®o) alors les conditions f sont assurées. Si de plus lim,, o hy, =
h dans L'(A\g . ® o), alors les conditions 1 et 2 de la proposition sont satisfaites. Par ailleurs,
en adaptant la preuve, on pourrait supposer (Ar, ® o)h )P < X et ((Ar, @ o)h,1)*P 2%
(Mg, ® o)h™1)*? pour un p € N\ {0} dans les Conditions 3 et 4. Dans le cas d = 1 et
hn(t,x) = xgn(t), la proposition se réécrit :

Corollaire 1.21 On considére les shot noise series I, = 3, <1 Apgn(T)) associées a une loi o

avec un moment d’ordre 1 et g, € L*(Ar, ). Si gn — g dans L'(Agr, ), Ar, g~ < X et pour tout
t>0
Noggn ' = Aoy (1.3.13)

Alors £(I,,) 25 Z(I) quand n — +oc.
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Enfin, pour les séries tronquées I(t), il y a nécessairement un atome en 0 et la proposition
ne peut pas s’appliquer. Cependant, comme pour la proposition[1.18] on peut proposer un résultat
pour les séries tronquées :

Proposition 1.22 Soient f,, et [ telles que les shot noise series I,(t), I(t) soient bien définies
pour un t > 0 fixé. Supposons que

Ao, @) it =5 Aoy ®@0)f (1.3.14)
Alors Z(I,,(t)) X% 2(I(t)) quand n — +oc.

Comme les séries tronquées sont finies, on se raméne au cas de sommes finies 22:1 fn(Ug, Ag)
et > iy f(Ug, Ag) ot les Uy (1 < k < i) sont des variables #d uniformes sur [0,¢]. Comme les
lois de ces sommes sont des convolutions de loi du type (Ajo4 ® o) f; L on déduit le résultat de

(1.3.14]) par convolution. O

Finalement, pour des fonctions f(s,x) = zg(s), la proposition se réécrit :

Corollaire 1.23 Soit pour unt > 0 fizé, g,, telle que la shot noise série I(t) associées a h, (s, x) :=
xgn(s) est bien définie. On suppose que

Ao.gn ' =5 Moy n— +oo. (1.3.15)

Alors les lois L (I,(t)) convergent en variation totale vers £ (1(t)) quand n — +o0.



Chapitre 2

Concentration et comparaison

Dans cette partie, nous nous intéressons a certains controles de lois de fonctionnelles stochastiques.
Nous proposons d’abord des inégalités de concentration, 4. e. des bornes en x sur P(F — ap > x)
pour une fonctionnelle F' et ot ap est une valeur de référence (en général, I’espérance E[F] ou la
médiane m(F)). On propose de telles bornes en section pour des fonctionnelles F' sur ’espace
de Poisson lorsque qu’un gradient aux différences DF est correctement controlé. Nos résultats sont
fondés sur des identités de représentation de la covariance et nous les déclinons dans différents cas
(intégrales de Poisson, vecteurs infiniment divisibles, fonctionnelles de Wiener quadratiques). Le
cas stable pour lequel les arguments de type L? deviennent invalides est spécifiquement étudié :
on montre qu’en remplacant le controle strict du gradient par un controle de son grossissement,
des inégalités de concentration subsistent.

Dans la section ce sont des controles par comparaison convexe qu’on propose pour des
processus de diffusion avec sauts : grace & des techniques forward-backward développées par Klein,
Ma et Privault, on montre en effet que de bonnes comparaisons des caractéristiques de diffusion
d’une part et des caractéristiques de sauts d’autre part assurent une comparaison convexe des
processus. Dans le cas d’exponentielles stochastiques, les processus considérés sont des processus
de prix et la comparaison convexe s’'interpréte comme des bornes sur les prix d’options financiéres.

2.1 Inégalités de concentration

Nous parlerons d’inégalités de concentration pour une loi p lorsqu’on borne les probabilités du
type P(f(X) — E[f(X)] > x) ot X ~ p et f est une fonction lipschitzienne. Ce type de phéno-
néme est motivé par des questions théoriques (en géomeétrie, en analyse fonctionnelle et bien sir
en probabilité) et fournit un outil utile dans de nombreux arguments. Typiquement, ces bornes
quantifient la concentration d’une variable aléatoire autour d’une valeur particuliére (en général
son espérance ou sa médiane) et de facon générale, méme si la loi de f(X) est inconnue, 'inégalité
de concentration donne un éclairage sur la loi de f(X). Nous rappelons que certaines bornes pour
la concentration sont typiques de certaines lois : ainsi on parle de concentration gaussienne quand
la borne est du type C exp(—cz?), poissonienne quand elle est en C exp(—czInx) et stable pour
C/z™ (0 < ¢, C < 400 sont des constantes génériques).

Dans cette section, nous proposons des inégalités de concentration pour des fonctionnelles
stochastiques F sur I’espace de Poisson Q¥ (muni d’une mesure de Poisson d’intensité v/) & valeurs
réelles lorsqu’un gradient aux différences DF est bien controlé. Commencons par décrire quelques
approches classiques pour obtenir des inégalités de concentration pour une loi g. Une approche
féconde consiste & utiliser des inégalités de Sobolev logarithmiques

Ent,(f?) < CL.E.(f, f) (2.1.1)

ou, en notant E,, 'espérance par rapport a u, Ent,(¢9) = E,[gIng] —E,[g]E,[In g] est entropie de
9, €.(9,9) = E,[(Vg)?] est I'énergie de g et C), est une constante qui ne dépend que de y. Il s’agit

17
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de déduire d’inégalites (2.1.1)), appliquées & e'/, des inégalités différentielles pour la transformée
de Laplace E,[e!/]. On obtient alors un controle de E,[e'/] et des probabilités de concentration
pour u en appliquant 'inégalité (exponentielle) de Tchebychev (argument de Herbst), voir [85].

Dans cette approche, la difficulté est d’obtenir des inégalités du type pour bon nombre
de lois . L’idée est de passer de mesures simples p & des mesures plus compliquées v en tensorisant
(si possible) 'inégalité pour p (ce qui permet de passer de pour g & [2.1.1) u®") et d’utiliser
une procédure limite (type TCL), c’est ainsi que procéde Gross [47] pour la loi normale & partir de
la loi de Bernoulli symétrique. Cependant souvent les inégalités ne sont pas tensorisables et
on manipule plutdt des inégalités de Sobolev logarithmiques modifiées qui deviennent tensorisables.
Bobkov et Ledoux [20] obtiennent les premiers (1998) ce type d’inégalités modifiées et des inégalités
de concentration pour des lois de Poisson. Dans un cadre poissonien des généralisations ont été
proposées par Ané et Ledoux [3] et Wu [129] pour des fonctionnelles stochastiques F. En particulier,
[129] montre que les conditions DF < K, P @ v-p.p. et || DF|| L r2x,)) < a pour 0 < a, K <
400 assurent un controle poissonien de la concentration de F. En suivant la méme approche,
Kontoyiannis et Madiman donnent des bornes de concentration polynomiales pour les lois de
Poisson composé (avec suffisamment d’intégrabilité), cf. [74].

Une autre approche qui retrouve le méme type de borne, voir par exemple [54, Cor. 4.3], est
fondée sur des identités de représentation de la covariance. Ce sont des identités de ce type (voir
ci-dessous) qu’on utilise dans cette section pour établir des inégalités de concentration pour
des fonctionnelles stochastiques sur ’espace de Poisson. Plusieurs identités de représentation de la
covariance sont établies et utilisées par Houdré et ses co-auteurs : par exemple, les cadres Wiener
et Poisson sont étudiés dans [50], infiniment divisibles (ID) dans [51], [52], gaussien et Bernoulli
dans [Z1] et le cadre infini-dimensionnel est considéré dans [54]. A titre d’exemple, dans un cadre
gaussien standard en dimension n (avec X ~ 47(0,I,)), on a Iidentité de covariance :

Cov(F,G) = /0 o E[(VE(X), V(P,G)(X))]dt (2.1.2)

ot P,G(z) = E[G(e" 'z + 1 — e 2tX)] est le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et (-,-) est le
produit scalaire usuel sur R", cf. [21].

En appliquant a F et G = et on obtient une inéquation différentielle qui donne une
borne sur la tranformée de Laplace E[e!f'] de F puis, & nouveau par I'inégalité de Tchebychev, une
inégalité de concentration pour F' (voir 'esquisse de preuve de la Prop. . Cette stratégie remonte
a [52] et a [21]. Des inégalités de concentration sont ainsi données pour des vecteurs infiniment
divisibles (sans composante gaussienne) & mesure de Lévy & support borné dans [53], pour des
vecteurs stables dans [55]. Enfin, notons que ces identités permettent d’obtenir des inégalités libres
de la dimension pour des vecteurs ID & moment exponentiel fini dans [56].

Signalons encore I’analogie entre les identités de covariance et I’approche récente de
Nourdin et Viens qui proposent dans [07] des inégalités de concentration pour les fonctionnelles
gaussiennes centrées assez réguliéres pour le calcul de Malliavin (F € D'?). Leurs résultats re-
posent sur un controle d’une fonction gr(z) = E[(DF, —DL™'F)|F = x| pour F centrée (oi, ici,
D est la dérivée de Malliavin, L™ linverse du générateur d’Ornstein-Uhlenbeck L). Encore une
fois, ce controle permet d’obtenir une inégalité différentielle pour la transformée de Laplace de F.
En fait, la quantité (DF, —DL™'F) (analogue & celle qui est dans (2.1.2)) apparait dans [96] dont
on discutera en section [3.2]

Dans [BHP-10] (avec Christian Houdré et Nicolas Privault) et dans [BH-11] (avec Christian
Houdré) nous donnons des inégalités pour des fonctionnelles sur ’espace de Poisson qui retrouvent
notamment des résultats de [129]. Ce cadre est adapté a I'étude d’intégrales de Poisson auxquelles
on s’intéresse ensuite. En fait comme les vecteurs infiniment divisibles (sans partie gaussienne)
peuvent se représenter sous forme d’intégrales de Poisson, on spécialise nos résultats pour des
fonctionnelles (lipschitziennes) de vecteurs infiniment divisibles. Quand la norme considérée sur
R? est £2, on montre en suivant [56] que des inégalités libres de la dimension s’obtiennent (section
2.1.1) et on propose en particulier des inégalités libres de la dimension qui généralisent celles
de [56] (section 2.1.1). On retrouve certains résultats connus pour les fonctionnelles de Wiener
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quadratiques [60], [91], [23], [83], [90] (section 2.1.2). Comme nous travaillons dans un contexte sans
variance, il ne semble plus possible a priori de disposer d’une covariance & laquelle appliquer une
représentation. Cependant, en suivant [55] des troncatures astucieuses permettent d’obtenir des
inégalités de concentration. Il faut alors remplacer le controle du gradient D F' par des hypothéses de
croissance de ce gradient (section, on discutera en particulier du cas stable généralisant ainsi
[55] (section . Dans ce cas, on proposera aussi des inégalités pour les « petites » déviations
des fonctionnelles de Poisson stable autour de leur médiane (ou moyenne).

Commencons par préciser les notations sur l’espace de Poisson. Etant donné un espace X
métrique (muni d’une distance dy) o-compact muni d’une mesure de Radon v diffuse sur X, on
considére I'espace Q% des mesures de Radon

N
QY = {w: €, + ()N, C X, t #£t, Vi, NeNu{+oo}}
i=1

ot ¢; désigne la mesure de Dirac en t € X. Sur Q% on considére P la mesure de Poisson d’intensité
v (i. e. w € QY sous P est une mesure de Poisson de compensateur v : pour tout A € B(X) et
keN, P(w(A) =k) =e "@u(A)*/k! et pour des A disjoints, les w(A) sont indépendants) et on
définit le gradient de différence finie D : L2(QY, P) — L2(QY x X, P ® v) (linéaire, fermable)
par

D,F(w)=F(wU{z}) - Fw), dP ® v(dw,dz)-p.p.

en identifiant (par convention) w € Q¥ et son support. On renvoie par exemple & [98], [105], [106],
[107] pour des descriptions et utilisations de calculs stochastiques poissoniens et & [I| pour une
étude de la géomeétrie (intrinséque) de l’espace de configuration. On note Dom (D) le domaine de
D, i. e. Pespace des fonctionnelles F' € L?(QY, P) telle que DF € L?(QY x X, P ®@v).

On considére des intégrales de Poisson multiples I, (f,,) définies pour f,, € L*(X,v)°" (produit
tensoriel symétrique) par

Ln(fn)(w) = /A fa(yrs- s yn)(wldyr) = v(dyr)) - - (w(dyn) — v(dyn))

ot Ay, ={(z1,...,2,) € X" : z; #x; quand ¢ # j} si n > 1 et, pour une constante fy, Io(fo) =
fo, si n = 0. On dispose de I'isométrie E[I,,(fn)ln(gm)] = 11—} (fr, Gm)r2(x,0)en, cf. [98],
et toute fonctionnelle FF € L2(Q2¥ P) admet une décomposition chaotique de Wiener-Poisson
F = Z::(’) I.(fn)- Par ailleurs, rappelons que le gradient aux différences agit naturellement sur
les intégrales de Poisson par DI, (fn)(w) = nl,—1(fn(-, 7)) (w), P(dw) ® v(dz)-p.p. pour n € N,
en particulier D, I1(f)(w) = f(x), v(dz)-p.p. Enfin, nous introduisons le semi-groupe d’Ornstein-
Uhlenbeck (P;)ier, défini par PiI,(fn) = e ™I,(fn) pour f, € L?*(X,v)°", n € N. Ce semi-
groupe nous permet d’exprimer la formule clef pour les résultats de cette section : 'identité de
représentation de la covariance sur I’espace de Poisson. Pour F, G € Dom (D), nous avons

+oo
Cov(F,G)=F [/ e*S/ DyF P,D,G v(dy)ds| . (2.1.3)
0 X

En effet, par orthogonalité des intégrales multiples de différents ordres et par continuité de P,
s € Ry, sur L2(Q%, P), il suffit de voir 'identité pour F = I,,(f,) et G = I,,(gn). Dans ce cas, elle
vient facilement des expressions de D et de P pour les intégrales de Poisson. O

L’inégalité de concentration la plus générale que nous proposons dans [BHP-10] est alors :

Proposition 2.1 Soit ' € Dom (D) telle que e*f € Dom (D) pour tout 0 < s < tq ot tg > 0.
Alors

¢
P(F—E[F}>m)<exp<og%i<nto/o h(s)ds—tx), x>0,
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ol
h(s) = sup / (esPvF@) 1) D, F (W v(dy)|, s€][0,t0). (2.1.4)
(w,w)eQX xQ¥ |JX
De plus, si h est croissante et finie sur [0,tg) alors
P(F — E[F] > x) <exp (—/ h_l(s)ds) , 0<z<hl(ty), (2.1.5)
0

ou h™!(x) =inf{t >0 : h(t) >z} est linverse a gauche de h définie pour 0 < x < h(ty).

Comme déja expliqué en introduction, il s’agit d’établir une inégalité différentielle pour la trans-
formée de Laplace L(t) = E[e!F~ElFD] de F : E[(F — E[F])esF—FIFD] < h(s)E[esF—EFD],
0 < s < to. Cela vient de Iidentité de covariance appliquée a F et G = esF—EFD  combinée avec
une représentation intégrale du semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, cf. [I20]. On en déduit alors
L(t) < exp(fot h(s)ds). L’inégalité (exponentielle) de Tchebychev implique P(F — E[F] > z) <
exp(—tz + f(f h(s)ds) pour tout t € (0,t¢) et on conclut par une minimisation standard en ¢. O

Pour expliciter la borne de concentration qu’on propose, on majore h par d’autres
fonctions h croissantes pour lesquelles le calcul de fot ﬁ_l(s)ds est plus explicite (dans la suite,
pour simplifier, on gardera la méme notation h quand on remplacera h par un de ses majorants iz)
Par exemple, avec la majoration immeédiate de ([2.1.4), h(t) < [, [|DyF |l ||et|DyF‘ - 1||Oo v(dy),
la proposition retrouve la Prop. 3.3 dans [54] obtenue par une formule de Clark. En général
pour pouvoir majorer h et expliciter (2.1.5), il faut plus d’information sur le gradient DF de F.
Dans la suite, on propose différents résultats en fonction du contréle de DF dont on dispose. On
a d’abord :

Proposition 2.2 Soient F € LY(QY P) et K : X — R, telle que D,F(w) < K(y), y € X,
w € QY avec [ K(y)*v(dy) < +oo. Alors

t
P(F — E[F]| > z) <exp <Itn>151/ h(s)ds—t:v), x>0
0

U
0 (e L Rty >0 (21.6)
t) = sup _— w)|“v(dy), t> 1.
wear Jx  K(y) Y

et (et® —1)/K :=t si K = 0. De plus, si h est finie sur [0,ty) alors
T
P(F — E[F] > z) < exp (—/ h—l(s)ds) , 0<az<h(ty). (2.1.7)
0

En particulier, si K(y) = 0, y € X, alors P(F — E[F] > z) < exp(—2%/(2&%)), x > 0, avec
& = sup,eqx Jx | Dy F(w)|*v(dy).

On se contente d’observer que pour appliquer la proposition 2.2, on commence par tronquer
F en F,, = max(—n, min(F,n)) pour lequel on a e*» € Dom (D) et toujours D, F,(w) < K(y),
we QY yeY (car K(y) > 0). Une fois le résultat obtenu pour F,, un passage a la limite
(n — +o00) par convergence dominée conclura pour F (car F € L'(Q*, P)). O

Notons que la condition [ K (y)%v(dy) < +oc ci-dessus garantit e*f» € Dom (D). Dans la suite,
la fonction K sera souvent prise de la forme K(y) = Kly| et dans ce cas, il faut travailler avec
des mesures v sur X qui ont une variance finie. Pour des mesures v sans variance, on verra en
section [2.1.3] qu’on peut adapter les conditions sur le gradient en des conditions de grossissement
du gradient.

On a une borne entiérement explicite lorsque 1'on dispose d’un controle du gradient par des
constantes. On obtient alors un controle poissonien des queues des lois (en exp(—x Inz)), retrou-
vant la proposition 3.1 dans [129] et le Corollaire 4.3 dans [54]. Quand les fonctionnelles sont
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« décroissantes pour D » (cas K = 0), le controle est gaussien (en exp(—z?)). Notez que dans
la proposition [2.2] et le corollaire 2.3 ci-dessous, le controle du gradient DF n’est que par valeurs
supérieures (pas de minoration).

Corollaire 2.3 Soit F' € L*(Q2%, P) telle que, pour une constante K € Rt, DF < K, PR v-p.p.,
et | DF||poo (¥, r2x,0)) < a. Alors si K >0 :

M)

K\ K &2
P(F — E[F] > z) < e"/XK (1 + “Z) Yoo, (2.1.8)
[0
et si K =0 : 5
P(F — E[F] > z) < exp (-2”;2> , x>0 (2.1.9)

Guidés par des applications & venir (en section [2.1.1) & des vecteurs infiniment divisibles,
on spécialise nos résultats dans le cas ol 'espace de Poisson est de type produit : on considére

X ={1,...,n} x Y muni d’une mesure v et ot ) est un espace linéaire normé de norme | - |y.
Avec les identifications : Q% ~ Qy x - x Qy, dv(i,y) = dvi(y), i = 1,...,n, y €Y, et en notant
w=(w1,...,wp) € QY le gradient D se réécrit QY :

Dy Fw) = 1gmjy (Flwr, ., wic1,wi U{yhwigt, . wn) — Fwr, ..., wn)),
j=1

pour i = 1,...,n, y € Y. Dans ce contexte, la proposition [2.1] s’applique par exemple avec la
fonction
ht) =3 / 1D Flloo (1200 1 = Dvi(dy)|| (2.1.10)
i=1"Y oo
qui, lorsque vy = - -+ = v, = v, se simplifie en h(t) = ﬁfy lyly (ePl¥ly — 1)u(dy), avec
~ " D’i F w Di F w
f= sup 1Dy F@I B= sup Dy F )|
w,y#0 ;] |y|y 1,w,y#0 y|y

La proposition s’applique aussi dans ce contexte, on la réécrit sous forme d’un corollaire qui
sera reutilisé dans la suite :

Corollaire 2.4 Soient F : QY — R et 3; > 0 tel que DiyF(w) < Bilyly, i=1,...,n,y €Y,
w € QY. Alors P(F — E[F] > x) <exp (mint>0 fg h(s)ds — tx), pour x > 0 avec

n

() S [ Py, £ 0 (2.1.11)
t) = sup /7 i w))*vi(dy), t>D0. 1.
weaX T Jy Bilyly )

Si h est finie sur [0,tg) alors

P(F — E[F] > z) < exp (— /Ox h—l(s)ds) , 0<az<h(ty).

Si tous les B; = 0 alors on récupére une borne de type gaussien. Par ailleurs, notons que si
vy = .-+ = Uy, la fonction h se simplifie en

a2
h(t) = F[/ lyly (P —1)uy(dy), t € [0,t0], (2.1.12)

avec

"Dy F(w)]? Dy F
W= sup 1D F@I B= sup D i) F(w)]

weQX, y#£0 ;-] |y|§, i,w,y#0 lyly
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et qu’en prenant, & partir de (2.1.12))
h(t) = Z@-/ lyly (eP191y — 1) u;(dy), t e |0,t] (2.1.13)
i=1 Y

on retrouve la conclusion de la proposition [2.1] avec la fonction donnée par (2.1.10). Le corollaire
[2:3] se réécrit aussi dans ce cadre « produit ».

2.1.1 Fonctionnelles de vecteurs infiniment divisibles (ID)

On spécialise maintenant les résultats précédents pour des fonctionnelles lipschitziennes de vec-
teurs ID,,(0,v), c’est & dire infiniment divisibles dans R™ sans composante gaussienne et de me-

sure de Lévy v. Dans la suite, on note (eg,...,e,) la base canonique de R™ et g ¢P-Lipschitz(c)
pour indiquer que g est lipschitzienne de constante ¢ pour la norme |z, = (31, |z[})V/7,
z=(1,...,2,) €ER", 1 < p < +o0, et pour la norme |z|o = maxi<;<n |2;| si p = +o0.

Pour commencer, observons qu’en considérant ’espace de Poisson X = R™ muni de la mesure
v, on récupeére facilement des résultats connus. En effet, en remarquant qu’un tel vecteur F =
(F1,...,F,) ~ ID,(0,v) se représente pour un b € R"

- Sy =i widy) +5 2.1.14
</{|y|2<1}y’“( ) =)+ [ gt + ) (2114

1<k<n

pour toute f : R™ — R Lipschitz(c), on a |D,f(F)(w)| = ¢|z|] ou | -| désigne une norme de
R™. Ainsi quand v a un support borné, le corollaire retrouve le corollaire 1 de [53] avec
K=if{r>0: v({zeX : |z|>r})=0}et & = [, [y[*v(dy).

Néanmoins pour faire émerger la dépendance en la dimension de nos inégalités de concentration,
on travaille avec l'espace Q% ~ Qy x --+ x Qy ot X = {1,...,n} x Y. Le corollaire [2.4] donne
alors pour g : R® — R

P(g(Fy,...,F,) — E[g(Fy,...,F,)] >z) < exp(—/owhl(s)ds>,

0 <z <hlty),si

i /Y (Pleng(Fi(@),. . Fulw)))

2 etBilyly _ 1

) = Bilyly

, te [O,to],
Leo (QX,P)

vi(dy)

est finie sur [0,%) avec les mémes 3; que dans le corollaire On discute maintenant de cette
borne dans quelques cas particuliers :

Vecteurs de fonctionnelles Fi, ..., F, indépendantes. On considére que F' = (Fy,..., F,)

est définie sur Q% = Qy x .-+ x Qy avec F; = Fj(w;), i = 1,...,n. Pour g : R® — R une fonction
¢ -Lipschitz(c), la fonction h en (2.1.11)) se simplifie et le corollaire s’applique alors avec

n eCtBilyly _
h(t) < c® sup Y / ;(DyFi(w))Qui(dy), t € [0, to]

weX T JY Bilyly
ou D F
e sy DB
yeY, w; €Ny ‘yb/
Deplus si vy = -+ = v, (cas iid), h en (2.1.12) se simplifie de la méme fagon. Notons quand nous

avons affaire avec des fonctionnelles F; indépendantes, il est équivalent de considérer g ¢P-Lipschitz
pour n’importe quel p € [1, +0c0], mais il est plus général de supposer seulement g ¢!-Lipschitz.
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Vecteurs d’intégrales de Poisson indépendantes. En considérant un espace vectoriel normé
(Y, ||y) et des mesures de Lévy v;, 1 < i < n, on spécialise le cas précédent en prenant g : Y™ — R
et
)= [yt -wn@)+ [ gty b 1<i<n
{lyly<1} {lyly>1}
Le corollaire s’applique alors avec

n

etﬁily‘y — 1
h = E e 1) 2 [ d )
®) zseu)Pn = /Y Bilyly (gle +yes) = glw)"as(ay)

et on retrouve le théoréme 1 de [56] comme cas particulier. Dans le cas iid (v = vy = -+ = vy),
on peut aussi prendre h donnée en (2.1.12) avec

n ) 2 N —
of = sup S 9EHYe) —g@I g @t ye) — (@)

270 = yl3 .2,y #0 lyly

(2.1.15)

et méme 3 = csi g : Y" — R est (l-Lipschitz(c). Par exemple, sur Y = R, avec g(z) =
sup(z1,...,x,) pour lequel B = 1, on utilise h(t) = Y., 0+°° y(e® — 1)v;(dy) (dans le cas
non id).

Inégalités libres de la dimension pour les fonctionnelles indépendantes. En général, les
inégalités proposeées ci-dessus ne sont pas libres de la dimension puisque les constantes (par exemple
o? et 3 dans (2.1.15)) dépendent de la dimension. Cependant, quand on considére des fonctions
¢%-lipschitziennes, on peut les rendre libres de la dimension en suivant [56]. Cela s’explique par le
fait que la norme |- |3 dérive d’un produit scalaire et que dans ce cas des recombinaisons s’opérent.
Ainsi, pour la fonction ¢(x) = \/E[|z — F|3], de R™ dans R on a une majoration du type

2
N 2 E2u(z; — F;)] + u?
(z +uer) — d@)]? < <¢ﬂm—ﬂa+¢mx+w,4@0
8uE[(z; — F;)?] 2u? N
= Ellz — F[3] + ST VarFy " €R", ueR. (2.1.16)

En bornant D; ,y¢(F) par (2.1.16) dans (2.1.11), on obtient d’abord pour f = |- | puis pour

toute fonction f ¢2-lipschitziennes I’extension suivante de [56] pour les fonctionnelles sur ’espace
de Poisson :

Proposition 2.5 Soit f : R® — R une fonction (>-Lipschitz(c) et soit F = (Fy,...,F,) un
vecteur de fonctionnelles indépendantes. On pose

| Dy Fi(w)|

B; = sup i=1,...,n,
yeY,weQX lyly
et on suppose que
h(t) = 8‘nllax (Bz/ |y|y(ewi‘y|y — l)ui(dy)> (2.1.17)
i=1,...,n v

g g s, (9 B~ i)

est finie pour t € [0,to). Alors, pour 0 < x < h(ty),

QZVarFi +cx | <exp </0 hl(s)ds) .

=1

Pl f(F,...

(2.1.18)
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Notez qu’on a toujours

n min (E[|Fx|))? < E[|F|3] <n max E[|Fy?].
1<k<n 1<k<n

Cette observation justifie ’appelation « libre de la dimension » pour 'inégalité puisque

dans le cas identiquement distribué, la fonction h en ne dépend plus de la dimension n

(ou en tout cas, se borne indépendamment de n).

Dans le cas particulier ou la fonction f est la norme euclidienne elle-méme, on peut améliorer
la proposition et ainsi étendre de la méme fagon le corollaire 3 de [56] pour les fonctionnelles
sur lespace de Poisson. On obtient, comme précédemment, une inégalité libre de la dimension n
quand les fonctionnelles sont éid, cf. Prop. 3.2 dans [BHP-10]. Dans le cas de n fonctionnelles ID
#td sur ) avec une mesure de Lévy & support bornée, on peut préciser h et intégrer explicitenent
son inverse. On obtient alors une inégalité de concentration explicite, libre de la dimension :

Corollaire 2.6 Soient v =1y = --- = v, de support borné dans By (0, R) et F = (Fy,...,F,) un
vecteur a composantes iid. Alors pour tout x > 0,
z6R
P(|F|y > x + 2E[|F|,]) < In , 2.1.19
(k2 o+ 28071 < e 5~ (o + ot ) (142552 ) (21.19)
o FiR2
2 R
#R [ i) + oz | i),
Y (BE[IFN)?
et i = Sup,ey, weqr DA 1 <i<n.

On peut noter qu’en fait dans la probabilité majorée dans (2.1.19), le 2 en facteur de E[|F|,]
peut étre remplacé par 1 + € pour n’importe quel € > 0.

Une conséquence intéressante des inégalités de concentration libre de la dimension est ’obten-
tion de propriétés d’intégrabilité exponentielle libres de la dimension. Ainsi par exemple pour la
norme euclidienne d’un vecteur ID F' = ([, ..., F,) comme dans le corollaire (sur Y = R), on

F ANF
E[ex <|5]|%21 ny |ﬂR|2>} < +o0

ot In} # = max(Inz,0), pour tout A € (0, 32R?/(ea%)), ce qui étend une nouvelle fois des résultats
de [56] et, par exemple, dans le cas spécial d’intégrales de Poisson, on récupére la borne supérieure
de [110, Cor. 4].

Vecteurs de fonctionnelles non-indépendantes. Bien str, on peut proposer aussi des in-
égalités de concentration pour des vecteurs de fonctionnelles non-indépendantes en controlant la
somme de leur gradient. Cependant, dans ce cas, les résultats ne sont évidemment pas libres de la
dimension du vecteur. On ne détaille pas ces résultats et on renvoie aux corollaires 3.6, 3.7, 3.8 de
[BHP-10].

2.1.2 Fonctionnelles de Wiener quadratiques

Les fonctionnelles de Wiener quadratiques ont des lois infiniment divisibles qu’on peut représenter
sous forme d’intégrales de Poisson (voir [89]). Nous appliquons donc dans cette section les résultats
précédents & ces fonctionnelles et on retrouve alors des résultats existants de la littérature pour
les fonctionnelles de Wiener quadratiques, cf. [60] mais aussi [91], [23], [83], [90] et on propose en
plus des résultats libres de la dimension pour les vecteurs de telles fonctionnelles.

Commengons par considérer un vecteur (J3(f3),...,JJ3(f2)) d’intégrales doubles de Wiener-
It6 mutuellement indépendantes pour des fonctions fi,..., f € Lz(Ri) et contre des mouve-
ments browniens possiblement différents. A chaque Ji(f3) est associé un opérateur symétrique
A: L*(Ry) — L?*(R;) de Hilbert-Schmidt dont on note (ay)ken la suite des valeurs propres et
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(hi)ken la suite des vecteurs propres, formant un systéme orthogonal de L?(R. ). Pour la suite,
notons

ay = max max a,, a_ = max max (—a}), a= max max|a}]|,
1<i<n kg, ai>0 1<i<n k;,aL<0 1<i<n keN

les maxima des rayons spectraux associés a Ja(f1),...,J5(f2). Une observation déterminante
pour appliquer nos résultats est fournie par le théoréme 2 de [89] qui permet de représenter J(f3)
sous la forme d’une intégrale de Poisson J&(f3)(w;) = jz y(wi(dy) — v;(dy)), avec la mesure de
Lévy

vildy) = 1oy D mre ¥/ %dy + 1<) Z Sre vy, (2.1.20)

rap>0 <O

En appliquant le corollaire 2.4] on obtient une inégalité de concentration pour les fonctionnelles
¢'-Lipschitz de fonctionnelles ds Wiener quadratiques :

Proposition 2.7 Soient (J3(f3),...,J2(f2)) un vecteur d’intégrales doubles de Wiener indépen-
dantes. Pour toute fonction g (*-Lipschitz(c), on a :

PG T (3)) — Ela(TA (D), TR = 2) < exp (— / ' h-1<s>ds) ,

pour x > 0, ot h™1 est Uinverse de

1n+<x>

~ 9 ZZ 1_ ct|a |’ te|o, (Ca)_1)~ (2.1.21)

i=1 k=0

De plus,
P(g(J3(f2)-- - I3 (f3) = Elg(J2 (f2),- -, I3 (f3))] = x)

221 1 |f2 2 2
exp [ —2 4+ PO (14 e (2.1.22)
ac a? 2¢y 0, |f2|L2(R2+)

1 In3 x z?
< exp|—- (1 - ) min | —, 5 . , =>0. (2.1.23)
( ¢ 2 (a e in |f5|%2<ﬂﬁ)>)

La preuve vient du corollaire et d’un calcul explicite de h connaissant, par (2.1.20)), les v;.
En majorant les a’ par a, on obtient un majorant de h pour lequel les calculs sont réalisables et

menent & 21.22). Finalement, (21:23) vient de I'inégalité clementaire (1 - %32) min (A, 43¢ ) <
Ax—Bln(l—l—%) pour tout A, B > 0. O

IN

Notons que pour le sup d’intégrales doubles de Wiener, c’est a dire avec g(z1,...,z,) =
sup(z1,...,25,), on a un résultat du méme type mais avec une fonction A comme en
obtenue en ne conservant dans la somme que les termes avec af€ > 0, cf. Prop. 4.2 dans [BHP-10].
En dimension 1, ce cas particulier retrouve 'exemple 5.1 de [90].

Notons que dans certains cas (avec d’autres arguments), on obtient une minoration des proba-
bilités de déviation :

Proposition 2.8 Soit (J1(f3),...,J0(fR)) un vecteur d’intégrales doubles de Wiener mutuelle-
ment indépendantes Pour tout b € (0,1), il existe x, > 0 tel que

—x/a’

P(|(J2(f2)s -5 I3 (F3)|oo = @)

X > Ty

ot a' = maxyen |at|, 1 <i <n.



26 Chapitre 2. Concentration et comparaison

Le méme résultat est vrai pour la fonctionnelle sup & la place de | - |, en remplacant les a® par
al, = MAXkeN ai >0 al. Dans les deux cas, des minorations (moins bonnes, mais du méme genre)
restent possibles si les intégrales ne sont pas mutuellement indépendantes.

Nous ne précisons pas la preuve et nous nous contentons d’indiquer qu’on utilise des minorations
P(|(F1,...,Fy)|e > x) > 1= T[", P(|Fi| < x) et qu’on majore les facteurs P(|F;| < x) grace a
des estimations précises sur les queues des mesures de Lévy v; de F;. On renvoie & la proposition
4.3 de [BHP-10] pour les détails. O

On déduit alors des propositions et I'estimation exacte des queues des normes (P
de vecteurs de fonctionnelles de Wiener quadratiques indépendantes. On retrouve ainsi certains
résultats de [4] et de [23] Th. 2.2] pour les intégrales doubles, voir aussi [84], Cor. 3.9].

Corollaire 2.9 Soientp € [1,00], et (J3(f3),..., JR(f%)) un vecteur de fonctionnelles de Wiener
quadratiques indépendantes. Alors

i P2 () I3 (fE))l 2 @) _

T—+00 x a
De la méme fagon,
PR, BN 2 ]
im -
r——+00 X ay

On peut proposer des résultats analogues pour les queues & gauche des fonctionnelles inf. Enfin,
comme dans la section [2.1.1] on peut proposer dans le cas de la norme euclidienne des inégalités
de concentration libres de la dimension en appliquant la Proposition avec § = 1 (en fait son
amélioration pour g = | - |2) :

Proposition 2.10 Soient (J3(f2),. .., J5%(f2)) un vecteur d’intégrale double de Wiener iid et b €
(0,1). Alors

P(|(J3(f2)s- s I3 (f2))|2 = 2B[(J2 (f2), - - T3 (f2))]2] = @) < exp(—(1 - b)g + K,
pour x >0 et
P(I(J2(f2), -, I3 (f2))l2 = 2B[|(J2 (f2)s - -, I3 (f2))]2] = @) < exp(—(1 — 5)2)7

pour x > %‘LKI,/Q ou K =

16|f2|iz(R2+) ) 2 1 4|f2|iz(Ri) 1— b2
B Y (+<Ew<f>m) SR (E[Jz(fz)l])2( E )'

On peut observer que la borne de concentration est d’autant meilleure que b est proche de 0 et
qu’alors K, varie en 1/b%.

Tous les résultats sur les fonctionnelles de Wiener quadratiques sont explicites dés qu’on consi-
dére des exemples concrets. En utilisant la description de leur mesure de Lévy dans [89] ou [116], on
a ainsi proposé dans [BHP-10] des résultats explicites pour les vecteurs de norme carré des trajec-

toires browniennes sur [0, 7] (hp 2: fOT(B(t))2dt— T;), de variance empirique du brownien sur [0, 7]
(o0 = Ji (B(t) — LT B(s)ds) dt—L2), d’aire de Lévy (S = 3 [ (B (t)dB>(t)— B*(t)dB'(t))

ott B!, B? sont deux browniens indépendants). Ainsi, & titre d’exemple pour p € [1, +oc0c], on a :

B 0 O3 s B N 1V ([ SOOI e DY
z——+00 T 472 T——+00 T T2

i RPASE SRz )
Tr—+00 € r
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2.1.3 Cas sans variance

Dans cette section, nous proposons des inégalités de concentration quand la mesure v controlant
la mesure de Poisson P est sans variance. Dans ce cas, il est plus difficile de controler le gradient
DF et on montre qu’en fait un controle du grossissement du gradient permet de conserver des
inégalités de concentration (avec un ordre de grandeur qui dépend du grossissement).

L’idée vient de Houdré et Marchal qui proposent dans [53] des inégalités de concentration pour
les fonctionnelles lipschitziennes de vecteurs stables. En décomposant la mesure de Lévy stable
(une partie sur B(0, R), 'autre sur B(0, R)°), ils controlent la contribution de la partie de la
mesure de Lévy sur B(0, R) grace aux résultats de [53] pour les vecteurs ID & mesures de Lévy
tronquées, tandis que la contribution de la queue de la mesure de Lévy, interprétée en termes de
Poisson compensé, est facilement controlée.

On généralise ces arguments sur ’espace de Poisson en évaluant nos fonctionnelles sur des
configurations wrp € Q% tronquées. Un cadre d’application typique, étudié en section est
lorsque ’espace de Poisson est muni d’une mesure de Lévy stable ce qui généralisera les résultats
de [53]. Précisons nos notations : pour A in B(X), on pose vr(A) = v(AN By (0, R)) ou 0 désigne
un point arbitrairement fixé dans X. Pour R > 0 et w € Q%, on définit

wr =wN By(0,R), wf%:wﬂBX(O,R)C:{xew : dx(0,z) > R}

et pour une fonctionnelle stochastique F', on considérera la fonctionnelle tronquée donnée par
Fr(w) = F(wg). Enfin on controdlera la troncature par une fonction + vérifiant

PweQ’ : wnNBx(0,R)° #0) <y(R). (2.1.24)

Dans la suite, 'existence de I’espérance n’étant pas garantie pour les fonctionnelles considérées F,
on énonce des résultats de concentration par rapport aux médianes m(F'). Cela exige de controler
la médiane d’une fonctionnelle tronquée Fr par rapport a celle de la fonctionnelle non tronquée.
Un tel controle est donné par le lemme suivant :

Lemme 2.11 Soit F une fonctionnelle stochastique sur Q¥ telle qu’il existe une fonction 3 posi-

tive croissante (resp. une fonction 7y décroissante) sur RT, telle que pour R plus grand qu’un Ry
P(Fr —m(Fr) > B(R)) < 3(R). Alors on a m(Fg) —m(F) < 3(R) pour tout

1
> inf “16),57 (= - .
R > max (R0,0<§gl/2max (’y (9),7 (2 6)))

En remplacant alors les controles du gradient DF' des sections précédentes par des conditions
de grossissement, on obtient des inégalités de concentration dans ce contexte sans variance :

Théoréme 2.12 Soit F' une fonctionnelle stochastique sur Q¥ telle qu’il existe une fonction (3 :
R+ — R croissante et une constante C > 0 telle que pour R plus grand qu’un R

(i) supyc g (0,r) Dy F(W)| < B(R), P(dw)-p-p.,
(i) ||DF||2oo(QX,L2(VR)) < 062(R)'V(R)'

Alors
P(F —m(F) > ) < (1 +Ce)yo 5~ (a/4),

oo (st

pour tout



28 Chapitre 2. Concentration et comparaison

L’idée générale de la preuve consiste en tronquer les configurations w, appliquer les résultats
précédents pour la contribution de wg et controler la contribution de w§ avec . Plus précisément,
on a

P(F—m(F) > z)
= P(F-m(F) >z, wf=0)+P(F—-m(F) >z wj #0)
P(FR—m(FR)Zx—(m(F)—m(FR))—l-P(wEQX D wh #0). (2.1.25)

Le second terme est majoré par v(R) (par choix de v en (2.1.24)). Pour controler le premier terme,
on introduit la fonction g(x) = (z — m(Fgr))™ Ar, 2 € R Lipschitz(1) et on utilise

P(Fr—m(Fg) 2 1) < P(g(Fr) 2 ) < P(9(Fr) — E[g(FR)] = 7/2). (2.1.26)

Comme on controle Dg(Fg) avec (i) — (i), on majore (2.1.26)) en appliquant le corollaire 2.3] &
g(FRr) et en reliant la borne de concentration et le niveau de troncature (z = 23(R)), on obtient,
aprés calcul,

IA

P(FR — m(FR) Z 2[3(R)) S GC’Y(R),

Pour utiliser cette borne dans le premier terme de (2.1.25]), on controle la différence m(Fr) —m(F)
grace au lemme Il reste ensuite & reexprimer la probabilité de concentration en terme de x
puis & optimiser le domaine de validité sur « comme dans [55] (preuve du théoréme 1). O

Dans les situations classiques, on applique le théoréme [2.12| avec G(R) = R et avec y(R) =
1—exp(—v(y € X : dx(0,y) > R)). Ainsi sur R”, pour toute fonctionnelle G = f(F) £2-Lipschitz(c)
d’un vecteur F' = (Fy,..., F,) infiniment divisible (sans composante gaussienne) et de mesure de
Lévy v en passant par une représentation par intégrale de Poisson comme en , on a :

P(f(F)—m(f(F))>z) <(1+Ce) (1 — exp (71/ (u eER” : |ulp > %))) .

On montre en plus que lorsque f = |- |2, la borne obtenue donne 'ordre exact de la probabilité
de concentration (cf. Lemme 5.4 dans [BHP-10]). Dans d’autres exemples, on peut proposer une
fonction v explicite : ainsi pour

Foo nr
v (B) = /Sn_la(dg)/o 13(7’{)|1r2 |dr

sur X = R", on peut prendre v, (R) = 20(S"~1)2E. Pour

+o0 —1/(2r%)
vo(B) = /S ~oldg) /0 lg(rf)eﬂﬁdr

sur X = R", on peut prendre vo(R) = 0(S™"~1)/(v/27R). Le cas stable sera spécifiquement discuté
dans la section [2.1.4] On peut encore noter que le théoreme [2:12] s’applique si la fonction f est
h-héldérienne (0 < h < 1). Dans ce cas, on prend S(R) = R" et pour les exemples précédents

71(R) = M, p(R) = SR/,

Dans tous ces exemples, on obtient des inégalités de concentration polynomiale. Dans le cas de
loi de Poisson composé sur N, [74] obtiennent aussi des inégalités de concentration polynomiales
d’ordres liés a l'intégrabilité (de la loi composée). Cependant le cadre typique ou de la concentration

polynomiale est obtenue est traité dans la section suivante avec 1’espace de Poisson stable.

2.1.4 Fonctionnelles de Poisson stables

Dans cette section, on spécifie nos résultats « sans variance » de la section au cas oit X = R?
est muni de la norme euclidienne | - | et d’'une mesure de Lévy stable

+oo
v(B) :/Sdila(dg)/o 1(r&)r~'"%dr, B e B(R?),
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oll o est une mesure finie sur la sphére unité S9! de R%. On parle alors de fonctionnelles de

Poisson stables. Dans ce cas, le théoréme m s’applique avec B(R) = R et v(R) = U(de;l), pour
f(F) ou f est £2-Lipschitz(c) et F un vecteur stable de mesure de Lévy v. Il donne
2¢ \ o(84Y) s\ —a
P(f(F)=m(f(F) 2 ) < (14 57— ) 22— (L) (21.27)

pour tout x > 2y~ (1/(2(1 + 2¢/(2 — «)))), ce qui donne une version du théoréme 1 de [55] pour
les fonctionnelles de Poisson stable. L’ordre de grandeur 1/2% dans la borne est trés bon
puisque avec f(z) = x on retrouve l'ordre bien connu des queues des lois stables (voir par exemple
la proposition 1.2.15 de [115]). Cependant, comme dans [55], on observe que la constante dans
(2.1.27) explose quand « est proche de 0 ou de 2. En comparant avec ’asymptotique des queues
stables [I15, Prop. 1.2.15], on constate que si I’explosion en 0 est intrinséque a la loi stable, celle
en 2 ne ’est pas. Le résultat suivant résout ce probléme en proposant une constante non-explosive
pour a proche de 2. Il généralise le théoréme 2 de [55] aux fonctionnelles sur Q% muni d’une
mesure de Lévy stable et est en plus valable pour tout « € (0,2) :

Théoréme 2.13 Soient o € (0,2) et F: QY — R telle que | Dy F(w)| < c|y|x, P(dw)@v(dy)-p.p.
pour ¢ > 0. Alors on a

P(F —m(F) > z) < 0(5%1) (262 + ;) (4%)_& , (2.1.28)

pour

3 4 2 8 2 4 Lo
> d-1\1/a [ [ 9 = 2 .
x > 4deo(S7H) ((2<1+2_a1n2_a>ln<1+2_aln2_a>>\/a\/(Ge))

Ce résultat ameéliore la constante mais détériore le domaine de validité de la borne puisque (en
a(847 1) .
ordre de grandeur) (2.1.27) est valable pour x* > *— tandis que (2.1.28)) est valable pour
d—1 d—1y\ 2
& > U(zsfa ) <ln U(ia ))". Pour la résumer, la preuve du théoréme [2.13| est une adaptation de

la preuve du théoréme
lemme 2 de [55] :

2} on applique a la partie tronquée le lemme suivant (qui généralise le

Lemme 2.14 Soit F : QY — R et oo, a3, a4, K > 0, telle que
(i) sup,e x |Dy F(w)| < K < 400, P(dw)-p.s.
(i) IDF |} o (x 1oy < @ < 00, k = 2,3,4.

De plus, on suppose que az < 2a4/K et K2as/ay > 2 et on note so l'unique solution positive de

s (a2 - %) = %(eSK —1) et 29 = 3s0(aa — ay/K?). Alors pour tout v < xq,

P(F — E[F] > z) < exp (—W) ,

et pour r > xq,

x 3oy K3z
— > < — — | — -
P(F E[F]_w)_Koexp< ( .'+P4>1n<1+3a4)>’

To To 3y K3z z3
Ky = —— —+—|In(1 — .
0 eXp( K+<K+K4) n( * 3a4> 6(az — aa/K2)

avec
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La preuve du lemme repose sur la proposition Comme |D,F| < K, on injecte dans (2.1.6) la
majoration

2 sK 212
s et —1—sK —s*K*“/2
68“71§5u+5u2+ 703 / u?,

0<u<K, s>0,

A coup d’inégalités de Holder, on déduit la majoration

2

h(s) Ss(az—%) +% (043—%) +%(€5K_1)

et on termine en comparant les trois termes obtenus (en s, en s? et exponentiel). O

Le théoreme [2.13] justifie que les queues des lois des fonctionnelles de Poisson stables ont un
comportement typique des lois stables en 1/x®. Plus précisément, cet ordre est vrai dés que z®

2
est d’ordre au moins o(S? 1) 72— (ln ﬁ) . Dans [87], Marchal montre que dans un domaine fini

(mais asymptotique), un régime en exp(—cxz®) apparait pour la concentration des fonctionnelles
lipschitziennes des vecteurs stables quand « est proche de 2, ce qui, comme il le souligne, rappelle
une concentration gaussienne. On généralise ce résultat au cas de fonctionnelles de Poisson stables
dans le théoréme 6.3 de [BHP-10]. Plus généralement, on propose dans [BH-11] des inégalités
de concentration pour des fenétres de x finies glissantes pour tout « € (0,2) en traitant le cas
des fonctionnelles de Poisson stables et de fonctionnelles lipschitziennes de vecteurs stables. On
se contente ici d’évoquer les résultats pour les vecteurs a-stables pour « € (1,2) (ce qui permet
d’exprimer la concentration par rapport & l'espérance et d’éviter les difficultés techniques liées
au controle des médianes, cf. lemme on renvoie a la section 3 de [BH-11] pour le cas des
fonctionnelles sur ’espace de Poisson muni d’une mesure de Lévy a-stable avec « € (0, 2).

En substance, en prenant o(S?~!) comme valeur de référence, on montre pour les fonctionnelles
de vecteur stable X que les probabilités de concentration sont d’ordre au plus exp(—cwo‘/ (“_1))
pour z petit, d’ordre au plus exp(—caz®) pour x de lordre de o(S? 1)1/* et d’ordre au plus
1/x® pour = grand, d’aprés le théoréme Les domaines de validité des inégalités dépendent
de paramétres qui permettent de faire « glisser » ces domaines au prix d’une détérioration de la
borne quand on se déplace vers +oo.

Comme pour le théoréme I’idée est de tronquer la mesure de Lévy pour appliquer les
résultat de [53] & des ID & mesure de Lévy avec un support borné en contélant la contribution
des termes de queue de la mesure de Lévy. Le choix de la troncature R en fonction du niveau x
de concentration n’est pas le méme selon l'ordre de x considéré (petit, moyen, grand) et méne a
différents ordres de concentration.

On note v la mesure de Lévy stable de X ~ ID(b,0,v), on décompose le vecteur stable
X =Yr+ZgouYg ~ ID(B, 0,v(-NB(0,R))) et Zr ~ ID(0,0,v(-N B(0, R)°) sont indépendants
avec b=1"b— ﬁ|y||>Ry1‘|y||§1V(dy). Comme dans [55] pour f Lipschitz(1), on a

P(f(X) - E[f(X)] >z
< P(f(Yr) - E[f(X)] 2 2) + P(Zr #0)
< P(f(Yr) = E[f(Yr)] =« — |E[f(X)] — E[f(Yr)]]) + P(Zr # 0)
< P(f(Yr) - B[f(Yr)] > z — E[||Zg||]) + P(Zg # 0). (2.1.29)

On montre sans difficulté que P(Zp # 0) < o/(aR®) et E[||Zg|]] < =25 R'~. Pour controler le
premier terme de (2.1.29), on applique une version du lemme [2.14] pour les vecteurs ID & mesure
de Lévy a support fini (cf. Lemme 1, [BH-11]), soit dans un cas simplifié :

— $2
PUY) ~ Y] 2 0) < oxp (5 o).

Il reste alors & relier la troncature R au niveau de concentration x et & comparer la contribution
des deux termes dans ([2.1.29). Par exemple avec le choix 2 = A\/R*~!, on a
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Théoréme 2.15 Soit f : R? — R une fonction Lipschitz(1). Alors pour n assez grand et \ dans
un intervalle fini explicite, il existe x1(n,a, \) > 0 tel que pour 0 < x < z1(n,a, ),

P(f(X) - E[f(X)] = x)

—a o(STN\? 2\ =2 o(841) s\t
= o <2na(5i—1)1/(a—1) (A ((15—1)) (5) >+(Sa)(A) < 2:1.30)

Le terme prépondérant dans (2.1.30) est donné par ’exponentielle et pour tout € > 0, (2.1.30) se
réécrit en particulier pour z assez petit

2—« o (991 N
— > 1) < - — z )
PO - B0 2 2) < (4 ep ( —5 2ot (= T ) (5)

La borne n’a d’intérét bien sir que si elle est plus petite que 1, ce qu’affirme le théoréme pour
x assez petit. La borne indique un ordre de petite concentration au plus en exp(—cxa/ (a_l)). Par
ailleurs, il y a plusieurs paramétres en jeu (n, «) et on peut passer a la limite pour chacun d’eux
a — 2, n — +o0. En particulier, quand on considére X(® un vecteur a-stable avec une mesure de
Lévy dont la composante sphérique est uniforme de poids ¢(S¢ 1) = d(2 — ), on a X(®) = W,
vecteur gaussien standard. En passant convenablement & la limite en « et en n, on montre qu’on
récupére la concentration gaussienne (sous-optimale si d > 1, optimale si d =1) :

P(f(W) = E[f(W)] = 2) < exp (=2°/(2d))

sur le domaine x € (0, +00). Malheureusement, le facteur d empéche la borne d’étre entiérement
optimale en dimension d > 1, cf. Remarque 4 dans [BH-11].

Avec d’autres choix de troncature, on propose d’autres inégalités de concentration dans des
domaines glissants en fonction des parameétres. On renvoie a la section 2 de [BH-11] et par exemple

au théoréme 2 ou on fait le choix R (1 + %) = 1.

2.2 Comparaison convexe

Dans la suite de cette deuxiéme partie consacrée au controle de lois de fonctionnelles stochastiques,
nous proposons des inégalités de concentration convexe pour des processus de diffusion & sauts.
Commencons par rappeler que pour des vecteurs aléatoires X, Y de R?, on dit que X est convexe-
ment dominé par Y (noté X <. Y) si pour toute fonction ¢ : R — R convexe, suffisamment
intégrable, on a :

E[¢(X))] < E[p(Y)]. (2.2.1)

Notons que la comparaison implique (lorsque X, Y sont suffissamment intégrables) E[X] =
E[Y] et Var(X) <psq Var(Y) ou Var(X), Var(Y) sont les matrices de covariance de X, Y et <,
désigne l'ordre usuel pour les matrices semi-définies positives. De plus, ces conditions nécessaires
sont suffisantes lorsque X, Y sont gaussiens (nous renvoyons a [52] et a ses références pour des
comparaisons de vecteurs gaussiens). Notons encore qu’avec ¢(z) = exp(A||z|), A > 0,
entraine un controle des probabilités de déviation de X, P(||X| > =), par la transformée de
Laplace de Y.

Des comparaisons convexes pour des sommes de martingales forward et backward sont
établies par Klein, Ma et Privault dans [71] & partir du controle de leurs caractéristiques. Leurs
résultats sont fondés sur un calcul stochastique forward-backward et déclinés ensuite pour des
processus de diffusion & sauts avec plusieurs types de sauts.

Avec Nicolas Privault, nous proposons dans [BP-12] des comparaisons convexes pour des pro-
duits de martingales exponentielles forward et backward en fonction des caractéristiques de leur
logarithme stochastique. Un des domaines d’utilisation des martingales exponentielles est les ma-
thématiques financiéres ot ces martingales modélisent les processus de prix d’options financiéres.
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Aussi dans [BP-14], nous proposons, avec Nicolas Privault, des résultats analogues pour des mo-
deéles financiers avec sauts, retrouvant ou complétant des résultats obtenus dans [11], [12], [13],
[49]. Enfin, dans [ABP-16] avec Marc Arnaudon et Nicolas Privault, la généralisation de [7I] & un
cadre multidimensionnel est ’occasion de donner des inégalités de comparaison convexe pour des
vecteurs possédant une représentation prévisible. On donne dans cette section un échantillon des
résultats obtenus dans [BP-12], [BP-14], [ABP-16].

Notons que notre approche est fondée sur un calcul forward-backward tandis que les résultats
de [I1], [12], [13], [49] reposent sur la propagation de la convexité dans les modéles (d’options
européennes). Décrivons cette propagation, en dimension 1, lorsque l’on compare les prix E[¢(ST)],
E[¢(S%)] de processus de prix S, S* a une date d’échéance T pour une fonction d’utilité ¢ (convexe).
La propagation de la convexité concerne l'opérateur G (¢, z) = E[¢(S5)|S; = z] : comme G(T,x) =
o(x), G(T, ) est convexe et on parle de propagation de la convexité quand G(¢, ) est convexe pour
tout ¢ (la convexité se propage backward). Si tel est le cas, par une formule d’Itd (quand G(¢, -) est de
classe C2, ce qui est vrai sous de bonnes conditions), on montre que G(t, S;) est une sur-martingale

(essentiellement parce qu’alors % > 0). Finalement, la propriété de sur-martingale donne :
Elo(Sr)] = E[G(T, 57)] < G(0,1) = E[¢(57)]

(avec, pour simplifier, S§ = 1). La propagation de la convexité est prouvée dans les modéles de
diffusion par El Karaoui, Jeanblanc et Shreve [42] qui en déduisent ainsi des comparaisons de prix.
Bellamy et Jeanblanc [11] puis Gushchin et Mordecki [48] proposent de telles comparaisons dans
des modéles avec sauts sous I’hypothése de propagation de la convexité. Ces comparaisons sont
généralisées dans un cadre multidimensionnel par Bergenthum et Riischendorf [12], qui donnent
dans [I3] des comparaisons générales de semi-martingales pour différents ordres stochastiques (sous
une hypothése de propagation backward de cet ordre). Dans tous ces travaux, le processus S* (du
prix majorant) doit étre markovien. De facon générale, la propagation de la convexité dans les
modéles markoviens est étudiée par Martini [88]. Toutefois dans les cadres non markoviens, la
propagation de la convexité peut étre en défaut, cf. [41, Th. 4.4]. Enfin, notons qu'Henderson
et Hobson proposent des comparaisons de prix par un couplage des processus en S et S* [49].
Cependant, leurs résultats s’appliquent pour des processus de diffusion & saut de paramétres
déterministes ou alors avec une seule hauteur de saut possible.

Dans les réultats qui suivent et a part pour les applications du théoréme 3.2 dans [BP-14] (page
[7), on ne suppose pas la propagation de la convexité.

Nous commencons par quelques notations pour les martingales forward/backward. Etant don-
nées deux filtrations, F = (F;)ier, , croissante, et F* = (F;)icr, , décroissante, sur I'espace de
probabilité (2, F, P), on considére (X;);cr, une martingale F-forward, continue & droite avec
des limites a gauche avec Xo = 0 et (X )icr, une martingale F*-backward, continue & gauche,
avec des limites & droite avec X3 = 0. On note (Xf)icr, et (X/°)ier, leur partie continue et
AX; = Xy — Xy, A" X} = X! — X/, leurs sauts (forward et backward, respectivement). Notons
encore

p(dt, dx) = Z Liax,#010(s,ax,)(dt, dz),

s>0

et
p(dt,dz) = Z Lia=x:20)0(s,a x5 (dt, dx),

s>0
leur mesure de sauts et v(dt, dx), v*(dt, dz) leur compensateur, i. e. leur projection F- et F*-dual
prévisibles. Enfin, on note [X, X];, [X*, X*]s et (X¢, X);, (X*¢, X*%), t € Ry, leurs variations
quadratiques optionnelles et prévisibles. On renvoie & [64] pour des détails sur ces caractéristiques
locales (au moins daus le cas forward). Dans la suite, nous supposons que les martingales X et X*
satisfont la condition suivante d’adaptibilité :

X est F*-adapté et X™ est F-adapté. (2.2.2)
On dispose alors d’une formule d’Ito (cf. [71], Th. 8.1] :
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Proposition 2.16 Pour toute fonction f € C?*(R% R) et X, X* des martingales forward, back-
ward satisfaisant (2.2.2)), on a la formule de changement de variables :

t

FO0LXD) = F(0.X5) = [ o XX+ / 02 (X X)A(XE, X%, (2.23)

+ Z Xu7X f(Xu—,Xu)_AXualf( u u))

O<u<t
/ Onf( Xy, X7 )d" X7 — 7/ O2F (X, X1)d(X ", X*9),

(f(XuaX ) f(Xu7Xu+)—AXanf(XmXqu))

0<u<t

Dans la suite, on suppose que les martingales ont des caractéristiques absolument continues,
c’est & dire ont des variations quadratiques prévisibles de la forme

(X, X = |oy|2dt et d(X*¢, X*°), = |o}|?dt, (2.2.4)
et des intensité de sauts de la forme
v(dt,dr) = v(dx)dt et v*(dt,dx) = v; (dx)dt, (2.2.5)
ol (0¢)ter, s (Ut)ter, €t (07 )ter, » (¥ )ter, sont respectivement F- et F*- prévisibles.

Nos résultats concernent des martingales exponentielles M = £(X) et M* = E*(X™*) (respec-
tivement forward et backward) définies par les équations différentielles stochastiques (EDS)

dM, = M,-dX, et d*M; =M} d"X;,

avec les conditions initiales et finales M, et M7 . Elles sont explicitement données par

My = Myexp (th[X,X]t) 11 ((1+AX57)6*AX57+%\AX57\2>7
2 0<s<t
L[t Cxr LAt |2
My = M:oexp<Xt*—2/ d[X*,X*]S) H((l—!—A* F)e AT X TR IATX )7
t

t<s<oo
Notez que (My)i>0 et (M;)i>0 ne sont pas nécessairement indépendantes. On pose
i(dx) ==z (dx), ) (dx) :=xvf(dz), te€Ry,

et
7i(d) = |2*vi(d) + |os200(de), 5} (da) := [o20; (da) + |07 [20(da), ¢ € R
Un premier résultat général est :

Théoréme 2.17 Soit ¢ : R — R une fonction convexe. On suppose que X, X* satisfont (2.2.2)),

(2.2.4), (2.2.5), et l'une des conditions suivantes

1. |o¢| < |ofF|, dPdt-p.p., vy et vy sont portées par Ry, My, M >0 p.s. et

e[z, 00) < 7 ([x,00)) < 400, z€R, t € Ry,

2. ([x,00)) < 7f([x,00)) < +00, z €R, t € Ry et ¢ est conveze.

Alors, on a :
E[¢p(M:M])] < E[p(MsM)], 0<s<t. (2.2.6)

Si, de plus,



34 Chapitre 2. Concentration et comparaison

8. EIM|FX]=1,teRy,

alors
E[¢(My)] < E[p(M:M7)], 0<s<t. (2.2.7)

Par des approximations standard, on peut supposer que ¢ est de classe C2. On peut alors appliquer
la formule d’It6 (2.2.3)) & f(z,y) = ¢(xy). En prenant ’espérance, il ne reste que les intégrales par
rapport & d(X¢, X¢); = |oy|?dt et d(X*¢, X*°); = |o}|?dt (contribution des parties « diffusion »)
et celles par rapport a v, (dz)du et v} (dz)du (contribution des parties « saut »).

Sous ’hypothése 1., on peut comparer directement les intégrales issues des diffusions entre elles
et celles issues des sauts entres elles. Pour ces derniéres, I'intégrant se réécrit sous une forme qui
permet de comparer les intégrales grace & la condition sur les queues de 7y, 7}, pour cela il faut
que v, et v} soient portées par RT.

Sous I’hypothése 2., en réécrivant les intégrales issues des sauts (grace & une formule de Taylor
exacte), on peut reformuler les intégrales issues de la diffusion et celles issues des sauts comme une
seule intégrale par rapport a ,(dz)du (pour la contribution forward) et par rapport a o (dx)du
(pour la contribution backward). Une nouvelle fois, on se raméne & comparer les queues de 7y et
de 7y si l'intégrant & de bonnes propriétés, ce qui exige que ¢’ soit convexe.

Enfin, la conclusion s’obtient facilement par l'inégalité de Jensen appliquée &
avec ’hypothése 3. O

On peut observer que sous ’hypothése 2., les conditions de comparaison mélangent le comporte-
ment de la diffusion et le comportement des sauts. Ainsi, il est possible de compenser une mauvaise
comparaison des comportements diffusion par une comparaison trés bonne des comportements de
saut (ou vice versa).

Avec la conclusion , on peut découpler I'inégalité de comparaison. C’est le cas par exemple
quand on prend s =0 et que My =1, on a M; <cx M.

En prenant un compensateur backward de la forme v;(dx) = Afop(dz) ot (A])ier+ est F*-
prévisible et k£ € R, on considére une martingale X* a sauts de taille k fixe, i. e. par exemple

—+oo +oo
M; =1 +/ oMW+ k M (d*ZF — Xids)
t t

ott (W}")ier, est un mouvement brownien backward et (Z; )icr, est un processus ponctuel backward
d’intensité (A\;)er, . Dans ce cas, on interpréte les conditions de comparaison des sauts dans le
théoréme 2.21] comme des conditions de sauts bornés et ce théoréme donne :

Corollaire 2.18 On suppose que (2.2.2), (2.2.4) et (2.2.5) sont vérifiées, que v} (dx) = \;dx(dx)
et que l'une des conditions suivantes est satisfaites :

1. 0 < AX, <k, dPdt-p.p. et
k
4] < |7, / wui(de) < kAL, dPdt— pop.
0
2. AX; <k, dPdt-p.p. et
k
lov| < |oy], / |z[2vy(do) < k*X;, dPdt — p.p.
3. AX; <0<k, dPdt-p.p. et

0
o |2 +/ |z|?ve(dx) < |of|* + k2N, dPdt — p.p.

— 00
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4. 0 < AXy <k, dPdt-p.p. fok |72 (dz) < k2Af et
k
o ? +/ @Pu(de) < |o72 + K2AF,  dPdt -
0

Alors, on a :
Elp(My)] < E[p(M,M])], 0<s<t, (2:2.8)

pour toute fonction ¢ : R — R conveze, avec en plus ¢’ convexe dans les cas 2.-5..

La preuve consiste en une discussion de tous les cas possibles. La condition 0 < AX; < k, resp.
AX; <k, est équivalente a v4(]0, k]¢) = 0, resp. v4((k,o0)) = 0. En utilisant :

vi([z,+o0) = kA1) o p(®),
([, +o0]) = szrl]—oo,k] (z) + |o7|* 00 ([2, +00]),
(

on montre que les hypothéses 1. (resp. 2.) du théoréme sont satisfaites dans le cas 1. (resp.
2.-5.) 0

A nouveau, on observe que dans 1. et 4., la méme condition (0 < AX; < k) sur les sauts est
supposée. Toutefois, dans le cas 4., la condition sur les paramétres mélange o, et vy, autorisant
une sorte de compensation, par contre il faut en plus ¢’ convexe dans ce cas. Notons que le cas
AX; <k <0, dPdt-p.p. |o¢| < |of]|, dPdt-p.p. et

k
|at|2+/ wPu(de) < |07 2+ K2AF,  dPdt —
—oo

qui fait naturellement suite au cas 1.—4. est en fait contenu dans 3.

En prenant des martingales X et X* avec des parties diffusion et saut explicites, on peut donner
des conditions entiérement explicites sur les différents paramétres (coefficients de diffusion, inten-
sité de sauts) pour garantir la comparaison convexe . Sous des conditions supplémentaires
d’indépendance, on peut découpler la comparaison.

On considére les martingales forward et backward données par

t t
Xt = / O'deS +/ Jsf (dZs — )\st), te R+,

0 0
et

“+o00 +oo
X; = / o d W +/ Tr(d*ZF = Nids), teER,,
t t

ott (Wy)ier, est un mouvement brownien standard, (Z;);cgr, un processus ponctuel, générant en-
semble une filtration FX. On suppose que W est un F-mouvement brownien et que Z a pour
compensateur (\;);cr, par rapport & F (on ne demande pas d’'indépendance entre W et Z) et
(W{)ier, et (Z7)ier, sont, indépendamment de FX, un mouvement brownien standard backward
et un processus ponctuel backward d’intensité déterministe (A;):cr, . On suppose que le processus
oy est carré-intégrable, F/X-prévisible, que (J;)er 4 est FX-prévisible carré-intégrable ou positif
intégrable. Les processus (07 )ier, , (J7)tcr, sont supposés Fg'-mesurables avec les mémes inté-
grabilités que (o)ier. , (Ji)ier, - Les mesures caractéristiques de X, X* sont alors

vi(dr) = Moy, (dx) et vi(dx) = N0 (dx).

On applique le théoréme avec les filtrations 7, = FX Vo (Wr, ZF © s € Ry), t € Ry, et

=FEXVo(Wr Zr :+ s>t),t € Ry. La restriction (0] )ier,, (J7)ier, Fg-mesurables est
nécessaire pour que la condition soit vérifiée pour la martingale backward X *. En substance,
cette condition exige que (07 )ier, , (J; )icr, soient déterministes ou indépendants de 7. Le méme
type de condition est nécessaire pour les corollaires 4.2, 5.1, 5.2, 6.1 et 6.2. On déduit alors un
résultat avec des conditions similaires a celles du corollaire Les conditions exactes sur oy, A¢,
Ji et sur o, A\, J; dépendent des positionnement relatifs de .J;, J; et 0. A titre d’exemple, on a :
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Corollaire 2.19 On suppose que (2.2.2), (2.2.4)) et (2.2.5) sont vérifiées. Alors on a E[p(My)] <
E[p(MM7)] si 0 < s <t pour toute fonction conveze ¢ : R — R si par exemple

1. 0 < Jy < Jf, MdPdt-p.p. et

ol < lofl,  NJe <A JP, dPdt-pp.,

2. 0< Jy < Jf, MdPdt-p.p. et
NI < NIEP, et ou? + Xl h? < Jop P+ NP dPdt-p.p.,
avec en plus ¢’ convexe.

Une nouvelle fois, la condition 2. permet une compensation dans la comparaison des caractéris-
tiques entre les comportements diffusion et saut. On renvoie au Corollaire 5.1 de [BP-12] pour la
version intégrale de ce résultat avec tous les cas.

Signalons enfin qu’on peut traiter de la méme facon le cas ou la partie & saut est donnée par
une intégrale de Poisson, 4. e.

dM; = o My dW; +/ Ji— o My— (w(dt, dx) — ~(dx)dt),
RA\{0}

ot w(dt,dx) est une mesure de Poisson de la forme w(dt, dz) = >
une mesure de Radon diffuse v sur R?\ {0} vérifiant

sen Oti,2) (dt, dx) controlée par

[l A vs(o) < o (22.9)
R4\ {0}

Un résultat analogue aux corollaires et s’obtient. Dans ce cas, c’est (selon les conditions)
la quantité fRd\{o} | Tty |7(dy) ou f]R'i\{O} |Jt,y|?v(dy) qui intervient pour le controle de la partie a
saut. On renvoie au corollaire 6.1 de [BP-12] pour un énoncé précis.

Dans les modéles financiers, le méme type d’arguments que pour le théoréme permettent,
avec la propriété de propagation de la convexité, de donner des bornes pour les prix d’options finan-
ciéres modélisées par des martingales exponentielles. Dans les résultats de [BP-14], nous établissons
des bornes inférieure et supérieure qui complétent celles de Bergenthum et Riischendorf [12]. On
compléte ainsi [12] et dans le cas sans saut, on retrouve des résultats de [42]. On pourra consulter
aussi [11], [48], [49].

On considére un processus de prix (S;);er, donné par le processus de diffusion a sauts solution
de I’équation différentielle stochastique (EDS)

ds Feo
G =t oWt [ yludat.dy) - m(dy)ar),
-

— 00

ot (W;)¢er, est un mouvement brownien par rapport a une filtration 7 = (F;);>0 et avec une
mesure de saut (logarithme) p(dt,dy) de compensateur v,(dx)dt, et ot (r;)ier,, (0¢)ier, sont
F-adaptés (en fait r sera pris déterministe). On définit le pseudo-générateur (aléatoire) £ de S
par

Lf(t,z) = rtx%(t,x)—i—%ﬁaf%(t,x) (2.2.10)
+o0 o
[ (et - seo) - i ) ) ),

— 00
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Ce pseudo-générateur sastisfait une équation de Kolmogorov : en définissant v € C12([0,T] x R)
pour ¢ : R — R Lipschitz par

v*(t, 5% (t)) = E [¢(5*(T>)‘S*(t)} . 0<t<T, (2.2.11)

on a (en appliquant la formule d’1to) :

ov* * %
{ 5 (b2) + L7 (8,2) = 0, (2.2.12)

v (T, z) = ¢(x).

Nous allons comparer S & deux valeurs modélisées par des processus de diffusion & sauts (S (t)):er. ,
(S*(t))ter, , solutions des EDS

* +OO
gf(t@)) = ()t + o7 (t, ST()AW: + /_ Yt dy) =0 (2570, dy)a)
et
+o0o
gf&(t)) = 1. (t)dt + 0. (t, S, (t))dW: + /_ _ Y (dt, dy) — vy (t, S, (t7), dy)dt)

o r*(t), r«(t) sont des taux d’intérét déterministes, o*(¢, z), 0. (t, ) sont des fonctions de volatilité
(lipschitziennes). Ici, (W;)ier, est un Fy-mouvement brownien et p*(dt,dy), p.(dt,dy) sont des
mesures de sauts de F-compensateurs respectifs v* (¢, S*(t7), dy) et v.(t, S«(t7), dy). On associe &
S., S* des (pseudo)-générateurs L, et £* (comme en ([2.2.10)), et des fonctions v,, v* € C2([0, T] x
R) (comme en (2.5)). En utilisant le méme type d’EDP que (2.2.12)) pour v, et pour v* et en
utilisant 'unicité de la décomposition d’une sur-(sous-)martingale en somme de martingale et de
processus (dé)croissant, on justifie les bornes suivantes pour v :

Proposition 2.20 Les processus v.(t,S;) et v*(t,S;) sont (respectivement) des sous- et sur-
martingales si

L0 (t,St) < Lo(t,S:), resp. Lo*(t,S:) < L*0*(t,S¢), dtdP-p.p. (2.2.13)

Dans ce cas, on a :
v (t,8) <E [¢(ST)’E} <v'(t,Sy), 0<t<T, (2.2.14)

et en particulier

E[p(5.(T)) [ 5:(0) = 2] <E[¢(S7) | So = 2] < E[p(5™(T)) | §7(0) = ], = >0.

Dans la suite de [BP-14], on suppose que les taux d’intérét r.(t),r,7*(¢) sont les mémes et
on suppose la propagation de la convexité pour v, et v* (i. e. v.(t,-) et v*(¢,-) sont supposées
convexes pour tout ¢t € [0,7] quand la fonction ¢ est convexe). On donne alors des conditions sur
les volatilités o,,0,0" et sur les compensateurs v,,v,v* pour que les conditions soient
satisfaites. Les conditions que nous proposons sont dans le méme esprit que celles du théoréme
ci-dessus et elles complétent celles de [12] en montrant qu’on peut tester le générateur du
processus de diffusion & saut sur les fonctions croissantes, cf. théoréme 3.2 dans [BP-14]. Enfin
notons que dans [49], les conditions sur la nature des sauts sont plus restrictives. Nous y étudions
en particulier le cas d’un processus S a sauts bornés, ¢. e. avec des compensateurs pour S, et S*
de la forme

y*(t,l',dy) = )\*(t’w)ék* (dy) et V*(t7xady) = )‘*(t7x)§k* (dy),
On renvoie & la Proposition 4.2. dans [BP-14]. A titre d’exemple, citons un des cas possibles : si
v,
ox

8 *
(t,-) et %(t, -) sont convexes
x

.
|0 (&, SO + [P As (8, S1) < o +/ [yIPve(dy) < 1o (t, Se)|* + |K*[PA (¢, Se),
k.
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dPdt-p.p. et k, <0< k*, k., <AX; <k*, puis

k* k*
0 (8, S)I? < o + / yl2va(dy), / P (dy) < K PA" (2, S),
0 0

dPdt-p.p., alors la conclusion (2.2.14) de la proposition 2.20] est vraie.

Un autre cas de processus S étudié est celui ou les sauts sont donnés par un processus ponctuel
(Zt)ter, d’intensité (\;)ier, , c’est & dire

t t t
S, = So +/ ruSudu+/ TuSudW, +/ T Sy—(dZy — Nydu), te Ry,
0 0 0

ot (0¢)ter, » (Jt)ter, sont prévisibles par rapport a F (la filtration engendrée par W et Z). Par
exemple, les conditions 0 < J,(¢,5:) < Jp < J*(¢,5¢) et

low(t, Se)| < oe] < [o*(t,Se)],  Au(t, Se)Jult, St) < Ay < AN (E, Se) J* (¢, ),
dPdt-p.p. assurent (2.2.14), cf. Proposition 5.1 dans [BP-14].

Enfin, on considére un processus S dont le saut est donné par une mesure de Poisson w sur
R, x (R%\ {0}) d’intensité v(dz)dt avec v comme en (2.2.9),

dSt == T’tStdt + O'tStth + / th’xStf (w(dt, dl’) - ’Y(dﬂ?)), (2215)
R4\ {0}

ot oy est carré-intégrable F-prévisible, (Ji.2) (t,2)e[0,7]x (r4\ {0}) €St F-prévisible intégrable positive,

ou carré-intégrable, et en notant F = (F;); la filtration engendrée par W et w. Par exemple la

ov*

ox

O,
proposition [2.20|s’applique si les fonctions — (¢, ) et (t,-) sont convexes et

ox

o (2, S6) |2 + Mi(t, So)| Ju(t, Sp))? < o2 + /d\{ } |y Py (dy) < |o*(t, S)|? + N (t, Sp)|J* (t, Sp) |,
R 0
dPdt-p.p. puis 0 < J, (¢, S¢) < Jpo < J*(t,S;) et
At SO, (8, S0 2 s/

RI\{
dPry(dz)dt-p.p. Pour un énoncé intégral, on renvoie a la Proposition 6.1 de [BP-14].

} | Tty [Py (dy) < N*(t, Se)|J*(t, )7,
0

Avec Marc Arnaudon et Nicolas Privault, nous proposons enfin dans [ABP-16] une générali-
sation de [7I] dans un cadre multidimensionnel. Nous considérons des martingales d-dimensionnel-
les, (M(t))ier, = (Mi(1), ..., Ma(t))icr, , F-forward, et (M*(t))icr, = (M7 (1),..., M7(t))ier,
F*-backward. Nous conservons les notations précédentes (cf. p. [32) : M¢ M*¢, AM, AM*,
wu(dt, dz), p*(dt, dx), v(dt, dx), v*(dt,dx) [M, M], [M*, M*], (M, M), (M*, M*) en les adaptant au
cadre d-dimensionnel (ainsi les crochets [M, M|, [M*, M*], (M, M), (M*, M*) sont a valeurs dans
M les matrices réelles de taille d x d). Nous supposons en particulier toujours les martingales M
et M™* satisfont la condition d’adaptibilité et ont des caractéristiques locales de la forme

£23) @23, cest a dire

M est F*-adapté et M* est F-adapté
v(dt,dz) = v (dx)dt et v*(dt,dz) = v{(dz)dt (2.2.16)
d{M¢, M), = H(t)dt et d(M*°,M*°), = H*(t)dt

ou H(t) = (H;;(t))1<ij<a €t H*(t) = (H;;(t))1<ij<a sont & valeurs dans M et F-prévisible
(resp. F*-prévisible). avec (H(t))ier,, (H*(t))ter, € L*(2 x R4), et

El/ allve(da)dt| < +o, IE/ zllv? (da)dt
R xR RE xR

< +oo. (2.2.17)
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Quand les martingales satisfont la condition d’adaptabilité dans (2.2.16)), on dispose d’une
formule d’It6 (extension & la dimension d de la proposition [2.16| pour la dimension d = 1). Pour
toute f € C2(R? x R?) de la forme f(z,y) = f(21,...,%q,Y1,.-.,%a), on a, pour 0 < s <t :

f(M(t),M*(t)) = [(M(s), M*(s)) (2.2.18)

L (). 21 () Z / o (M), M () (M7, D).

+ ) (f(M(ULM*(U))—f(M(u ZAM azz (_),M*(u))>

d - t—

- [ S Ly / o (M), M ()M M),
i=178 ¢ w 1 v

- <f<M<u>,M*<u>>—f<M< ZA M () - o <>,M*<u+>>>,

ou d et d* désignent les différentielles d'Itd forward et backward.

Précisons maintenant quelques ordres (sur R, M? et sur les mesures sur R%). Dans la suite,
on dira qu’une fonction f : R? — R est croissante si f(z1,...,2q4) < f(y1,-..,yq) pour tout
21,...,2qg ERet y1,...,yq € R tels que ; < y;, i = 1,...,d. On rappelle que, pour A, B € M?,
on note A <,sq B si B A est positive semidéfinie (i. e. (x, Az) < (x, Bz) pour tout z € R?).
L’ordre <y, défini en pour des vecteurs aléatoires, se définit pareillement pour des mesures
sur R?, on en définit aussi d autres dont on aura besoin dans la suite : on note pu <.« v (resp.
M =Zexp V, T€SP. fL Sexpi V) Sl

p(x)p(de) < | P(x)v(dx)
Rd Rd
pour toute toute fonction ¢ : R? — R convexe (resp. convexe positive, resp. convexe positive
croissante). On peut noter que si p et v sont finies alors aussi bien g <oxp ¥ que ft <cxpi ¥
implique pu(RY) < v(RY), et u =<cx v est équivalent & p <cxp v et p(R?) = v(R?).

Avec ces notations, on peut énoncer le résultat suivant qui généralise le théoréme 3.3 de [71] :

Théoréme 2.21 On suppose que H(t) <psa H*(t), dPdt-p.p. et que 'une des deuz conditions
sutvantes est satisfaite :

i) vy <exp Vi pour presque chaque t € Ry,
i) U Zexpi Vi et vy, v sont portées pas (R1)%, pour presque chaque t € Ry.
Alors, pour toute fonction ¢ : RY — R conveze, on a
E[6(M(s) + M*(s))] > Elp(M(5) + M*(1)),  0<s<t (2:2.19)

Par des approximations standard, on peut supposer que ¢ est de classe C2. On peut alors
appliquer la formule d’It6 a f(z,y) = ¢(x +vy). En prenant 'espérance, il ne reste que les
intégrales par rapport & d(M¢, M€), = H(t)dt et d(M*¢, M*); = H*(t)dt (contribution des parties
« diffusion ») et celles par rapport a v, (dz)du et v (dx)du (contribution des parties « saut » ), ainsi

E[p(M(t) + M*(t))]

= Blo(M(s) + 2 6)] + B | [ (T00(0) 4 M) ) ~ H )

+E U /Rd\I/(x,M(u) + M* () (v (dx) — vi(dz))dul (2.2.20)
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avec, pour z,y € R%, U(z,y) = ¢(z+y) — d(y) — Zf 1T gy (y). D’apreés la condition H <,.q H*,

la contribution du terme de diffusion est négative. Ensuite, selon que v, v sont portées par (R, )¢
ou pas, la fonction ¥ est dans la classe de fonctions tests pour laquelle la condition ) ou i)
garantit la négativité du terme correspondant dans (2.2.20)), ce qui prouve ([2.2.19)). O

Remarque 2.22

e En fait, on peut observer que pour des fonctions ¢ de classe C2, on peut proposer une
condition mixte sur H, H* et v, v* pour laquelle (2.2.19) reste vraie, cf. (3.13) et la remarque
3.2 dans [ABP-16].

e Par ailleurs, quand E[M*(¢) | FM] = 0, t € R, (par exemple avec de I'indépendance), on
peut découpler ([2.2.19) par I'inégalité de Jensen. Ainsi, par exemple quand M, est détermi-
niste, on a M (t) — E[M(t)] <ex Mg, t > 0.

e Enfin, notons que si v*(dt,dz) = A*(t)d(dz)dt ot k € R? et (A*(t))ser, est positif F*-
prévisible. Alors, les conditions (i) (resp. (i¢)) du théoréme deviennent v; = A(t)dy et
A(t) < A*(t), resp. k € (R)?, v(RT) < A (1) et 1y (Rd N, - oo,ki]> = 0, cest a dire
les sauts AM;(t) sont p.s. majorés par k;, i = 1,...,d.

e Notons que, dans le théoréme - et ses applications), nos conditions sur les sauts en i) et

i1) s’expriment avec un ordre plus faible (<cxp OU =expi) que I'ordre pour lequel la conclusion
est valable (<¢x) contrairement & [13] (cf. théorémes 2.2, 2.7).

Typiquement, nous appliquons le théoréme [2.21] avec des martingales de la forme
M) = M0+/A )dW (s /J (dZ(s) — A(s)ds), teRy,

“+o0
M) = / A*(8)d W™ (5) + / J(5)(d*Z7(s) - N*(s)ds), t€ Ry,

ot (W(t))ier, est un mouvement brownien standard dans R", (Z(t))er, un processus ponc-
tuel dans R™ donné par Z(t) = (Z1(t),...,Zn(t)) avec (Z;(t))tcr, des processus ponctuels réels
d’intensités (A\i(t))ier,, 1 < i < n, et W*, Z* sont des analogues backward puis (A(t))ier,
(J(t))ier, , resp. (A*(t))ecr,, (J*(t))icr, sont & valeurs dans M?*™, prévisibles par rapport a
FM = o(W(s),Z(s) : s <t), resp. FM = o(W*(s),Z*(s) : s > 1), t € R,. Dans ce cas,

n

vt (d.%‘) = Z )\j (t)(S(']Lj @),..., Jd)j(t))<dx) et VZ (d.’L‘) = Z )\; (t)é({]l*)j(t) _____ i, (t))(d.%').
j=1

Jj=1

Le théoréme 2.21] permet de déduire des inégalités de comparaison pour des vecteurs qui ont
une représentation prévisible : étant donnés (W (t))icr, , (W(t))t€R+, des mouvements browniens
n-dimensionnels et u(dz, dt), u(dz, dt) des mesures de saut de compensateurs v(dt, dzx) = v(dx)dt,

v(dt,dz) = iy(dz)dt, W, et W, i engendrant indépendamment les filtrations FM = (FM)cp,

ot FM = (FM )ter, , on considére

+oo
F

+oo
A(t)dW (t) + / By (x)(p(dt, dz) — v (dx)dt)
0 0 R"

+oo - +oo R ~ ~
G /0 A)dW (1) + /O [ Bula) it da) = (o))

ot (A(t))er, et (t,z) — By(z) € L' (QxRIx Ry, dPv(dx)dt) sont des processus FM-prévisibles,
respectivement de carré intégrable, & valeurs dans M¥*" et dans L' (2 x R? x R, dPv;(dz)dt),
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a valeurs dans RY. Les processus (A(?f))te]R+ et (t,2) — By(z) sont a valeurs comme (A(t))ter,

et (t,) — B;(x) et avec les mémes intégrabilités. On considére en plus dans la suite que A et B
sont FzX-mesurables (essentiellement, ils sont donc déterministes ou indépendants de la filtration
FM),

Théoréme 2.23 Supposons AT(t)A(t) <psd AT(t)fl(t), dPdt-p.p. et que pour presque chaque t €
R4, l'une des deux deuz conditions suivantes soit satisfaite :

i) VtOB =exp I/tOB , P-p.s.,
i1) By et Bt sont a coordonnées positives et vy o Bt_1 =expi Ut © Bt_l, P-p.s.
Alors pour toute fonction ¢ : R* — R convexe, on a :
E[p(F)] < E[$(G)). (2.2.21)
1l s’agit d’appliquer le théoréme [2.21] avec les filtrations F; = FM v .7-'01‘3 et Ff = FMv ftM, aux

martingales

M(t)

/0 t / RnB (u(ds, dz) — vs(dz)ds),
M) = E[G|F = / - / n i(ds, dz) — 7y(dz)ds),

t
t € Ry. Notons que M* est bien F-adapté parce que A et B sont F&-mesurables. Par indépendance
de (A(t ))ter. (Bt)t€R+ et de (Wt)teR“ a(dt, dx), les intégrales forward dans M* coincident avec
des intégrales backward de sorte que M™ est bien une martingale backward. On conclut en prenant
5 =0 et en faisant tendre t vers +oo. O

Les conditions () et (i) du théoréme [2.23| peuvent étre explicitées quand les parties & saut des
représentations de F', G prennent des formes spéciales. Ainsi, si les parties & saut sont engendrées
par des processus ponctuels indépendants Z(t) = (Z1(t),..., Z,(t)) et Z(t) = (Z1(1),. .., Zn(t))
a valeurs dans R™ et de compensateurs respectifs > i A;(£)de,, Dy Ai(t)de, (en notant e; =
(0,...,1,...,0),i=1,...,n la base canonique de R"), les vecteurs F' et G sont de la forme

+oo

“+oo
F = A(t)dW (t) + / J()(dZ(t) — A(t)dt)
0

0

+oo ~ +oo B N
G = /O A(t)dW (t) + /O J(t)(dZ(t) — (t)dt)

avec J(t), J(t
conditions (4)

D) X5 A D805 (1), gy () Sexp 21 M (OO, (s 1)) PPS

4 valeurs dans et respectivemen -prévisible e -mesurable, et les
leurs dans M4 et ti t FM-prévisible et FM ble, et 1
et (i) du théoréme [2.23] deviennent :

ii) J;i j(t) >0et Jij(t)>0,i=1,....d,j=1,...,n, et

Z)\j(t)(;(.h,j(t),..A,Jd’j(t)) jcxpi Z/\j(t)(s(jl,j(t)v--wjd,j(t))’ P-p.s.

J=1 Jj=1

cf. Corollaire 4.2 de [ABP-16].

Si les parties a saut sont données par des intégrales de Poisson, par rapport & des mesures de
Poisson w, @ controlées par o(dz)dt, 5(dx)dt avec o, & satisfaisant la méme condition qu’en (2.2.9)
pour ~, les vecteurs F, G prennent la forme

F o= /0 T Aaw ) + /0 o / e (ol da) — o (da)i
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¢ = [ Amaie + / - / Ji o (@(dt, dr) — 5(dz)dt)

0

avec (Jt z)(t.0) R, xR7 (jtyz)(t@)eRJr «r» avaleurs dans R? et respectivement FM -prévisible, dto(dx)-
intégrable et FM-mesurable, dt5(dz)-intégrable. Les conditions (i) et (i7) du théoréme de-
viennent :

: -1 - 51
i)oo th <exp 00 Jt,f, P-p.s.,

ii) Ji- » > 0, o(dx)-p.p., jt_),; >0, 6(dx)-p.p. et 0 o Jtil =expi 0 0 jti{,, P-ps.

cf. Corollaire 4.3 de [ABP-16].

Nos conditions sur les mesures de saut s’écrivent, par exemple dans le cas processus ponctuel,
sous la forme d’une comparaison ;4 <., ¥ pour des mesures (i, v & supports finis. Une condition né-
cessaire non suffisante pour que ce type de comparaison soit vérifié est € (Supp (1)) C € (Supp (v))
ot € (A) désigne I'enveloppe convexe d’un ensemble A. On propose une condition nécessaire plus
précise :

Théoréme 2.24 Soient p, v deur mesures & supports finis tels que p =cxp v. Alors pour tout
x € RY tel que u({x}) > v({z}), il existe y1,...,yr € Supp (v) distincts de x pour 2 <k < d+1
tels que

{z} € €{wy1,.-.,yx}) C Cq.

La preuve repose sur le théoréme de Strassen : un vecteur F' s’écrit F' = E[G|F] ssi il existe un
noyau probabiliste K tel que la loi v de G est I'image de la loi pi de F par ce noyau : v = pK 1
(voir [118]) ; et sur I'étude de fonctions de survie ¢, (a) = [pa((y,u) —a)™ du(y) et d’hyperplans
associés. En fait, le théoréme [2:24) fournit aussi une premiére étape pour une preuve constructive du
théoréme de Strassen en dimension d (la preuve initiale repose sur le théoréme de Hahn-Banach ;
en dimension d = 1, cependant des preuves constructives existent, voir par exemple [93]).



Chapitre 3

Théorémes limites

Cette partie réunit des contributions dont l'objet est d’étudier le comportement asymptotique
des lois de certaines fonctionnelles stochastiques. Dans la section [3.1] ce sont des convergences
en variation pour les lois de fonctionnelles supremum de processus empiriques auxquelles nous
nous intéressons. C’est aussi pour la variation totale qu’on évalue, en section [3.2] la vitesse de
convergence (non normale) des variations d’Hermite du mouvement brownien fractionnaire. En
section[3.3] on considére un modeéle de boules aléatoires dont on étudie les propriétés macroscopique
et microscopique. De telles boules aléatoires modélisent un réseau de communication sans fil et
on y étudie des fonctionnelles représentant, en chaque point, le signal regu, avec interférence.
Dans la section [3.4] c’est un modéle de mots écrits & partir d’alphabets aléatoires grossissants
qu'on étudie. La fonctionnelle étudiée est un tableau de Young canoniquement associé au mot
aléatoirement écrit.

3.1 Supremum de processus empirique

Dans cette section, nous proposons un principe local pour le supremun de processus empiriques.
L’origine de notre intérét pour ce type de question vient de travaux doctoraux o on a étudié le
renforcement de la version fonctionnelle du théoréme de Donsker & la convergence en variation
pour une large classe de fonctionnelles.

Nous rappelons que la variation totale ||u||yqr d’une mesure p est définie en (Section
et que — désigne la convergence associée A cette norme.

Il est bien connu que pour une suite (&;);>1 de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (éid) avec un moment d’ordre 2 (et, pour simplifier, centrées E[¢;] = 0, réduites
E[¢2] = 1), la suite des processus S,, affines par morceaux (interpolant les points (k/n, S, (k/n))
avec Sy (k/n) = % Zle &;) converge dans I’espace C([0, 1]) des fonctions « : [0,1] — R continues
vers le mouvement brownien : P, := .Z(S,) = W (théoréme de Donsker). La version fonctionnelle
de ce résultat est la convergence P, f~* = W f~! pour toute fonctionnelle f : C([0,1]) — R mesu-
rable. On montre alors dans [BD-8| (voir aussi [BD-2]) que si les &; ont un moment d’ordre vy > 2
et une densité a support sans trou alors P, f~1 X% W f~! pour une classe My, de fonctionnelles
f:€(]0,1]) — R. Ce résultat généralise [37, Th. 20.1]. Dans [BD-8|, on montre également que
la classe M1, est assez grande et (pour résumer) qu’elle exige de ses fonctionnelles de la régula-
rité dans les directions de Cameron-Martin (direction admissible de W). Par exemple, on montre
qu’elle contient des fonctionnelles de type supremum x € C([0,1]) — sup,co,1 #(t) ou de type
intégrale = € C([0,1]) — fol q(z(t))dt pour un poids g.

Dans les bons cas (en fait pour la plupart des fonctionnelles f € Myj;,), les lois P, f~! et
W =1 sont absolument continues et la convergence en variation est équivalente & la convergence
dans L'(R) des densités. C’est cette forme de résultat qui justifie le qualificatif « local » pour ces
résultats.

43
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Avec Youri Davydov, nous nous sommes intéressés & des convergences en variation pour des
fonctionnelles de processus empiriques. Toujours & une suite (§;);>1 de variables aléatoires éid, de
distribution commune notée F', on associe maintenant le processus empirique donné par

CF(t) = % S 1o (€) = F(1)].
=1

Dans ce cas, le théoréme de Donsker est remplacé par £ (¢)) = £ (W2) quand n — +o0 ot W2
est un pont brownien (généralisé¢) de fonction de covariance Cov(W2(t), W2(s)) = F(t) A F(s) —
F(t)F(s), et ou la convergence faible = a lieu dans 'espace de Skorohod D(R), cf. [I8], Th. 14.3]).
Dauns la lignée de [BD-8], il est légitime de chercher & en renforcer la version fonctionnelle

ZL(f(G))) = L(F(Wp)), n— +oo, (3.1.1)

pour la convergence en variation, ott f : D(R) — R est mesurable. A notre connaissance, avant
[BD-7], aucun résultat de ce type n’existait pour le processus empirique. Commengons par observer
que contrairement & [BD-8], obtenir des convergences en variation totale dans pour une
large classe de fonctionnelles f : D(R) — R parait difficile & obtenir puisque méme dans des cas trés
simples la convergence en variation peut étre en défaut : prendre F' = U la distribution uniforme et
une fonctionnelle d’évaluation f(x) = x(tg) en to # 0,1, f(CV) = (Y (to) est alors de loi atomique
tandis que f(WJ) ~ A#(0,to(1 —to)). Nous nous intéressons donc dans [BD-7] & une fonctionnelle
spécifique du type supremum : f(x) = SUDPyc(0,1] x(t). Il ne fait pas de doute que notre méthode est
généralisable & d’autres types de fonctionnelles (intégrales par exemple) et qu’il serait intéressant
d’identifier les propriétés essentielles des fonctionnelles pour lesquelles la convergence en variation
sera vraie.

Théoréme 3.1 Si la distribution F' des (&;);>1 est continue, alors on a

7 (sup Cf(t)) Wz (sup Wg(t)) , n— +oo.

teER teR

De méme,

2 (sup |<5<t>|) g (sup |W2<t>) | no oo,
teR teR

La preuve repose de facon essentielle sur un résultat de [37] spécialement conc¢u pour obtenir
des convergences en variation P, f~' X% P, f~! a partir de convergence faible P, = Py si f
vérifie de bonnes conditions. Ce résultat est fondé sur la méthode de superstructure déja utilisée

dans la partie

Théoréme (|37, th.18.4]) Soient f une fonctionnelle mesurable sur (X,d), espace métrique
complet séparable et (P,),>1 une suite de mesures de probabilité sur la tribu borélienne B(X).
On suppose que P, = Ps. De plus, on suppose que pour P -presque chaque x, il existe une
boule ouverte V(z) centrée en z, un € > 0 et une famille (G . : n € NU{+o0}, c € (0,¢]) de
transformations mesurables de X tels que pour P, -presque chaque x :

(i) Pour chaque ¢ € (0,€) ete >0, on alim, 1o Py (2 € X @ d(Gpc2,Gooc2) >€)=0;

(13) Pour tout ¢ € (0,¢€), Uapplication G . est P -presque partout continue et
p(S,¢) =sup,cgd (2, Goo,c2) — 0 quand ¢ — 0, pour toute boule ouverte S ;

(ii1) lime—o limy— 4o | PaGpt = Pallvar =0

(iv) Pour tout 6 € (0,¢), limp 4o fv(z) H)\[O,[S]@;}z - A[O,é]@;ol,szar Pn(dz) = 0, ot Wn,z(c) =
f(Gnez) avec n € NU{+oc0} et c€ (0,9];
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(v) Pour tout & € (0,€), Vapplication z — Xy 5105 . de V(x) dans l'ensembe M(R) des mesures
sur R est Py -presque partout continue.

Alors quand n — +o0 :

Pof ™ 25 Pof

On se contente de décrire le cadre dans lequel on applique ce résultat pour la preuve du
théoréme On renvoie & [BD-7] pour 'analyse (parfois longue) de chaque point (i) — (v).

On ne décrit la preuve que de la premiére parti2e du théoréme[3.I]et dans le cas ot les variables &;
sont de loi .#(0,1). Nous notons alors p(t) = e~* /2 /1/27 la densité associée et ®(t) = fioop(s)ds
la fonction de répartition correspondante.

Ou commence par choisir (sans restriction, par le théoréme de représentation de Skorohod) un
espace de probabilité sur lequel on a la convergence presque stire ¢, — W2, n — +oo (la seule
contrainte est alors de travailler avec un tableau triangulaire de variables aléatoires (£")1<i<n,
indépendantes dans chaque ligne, plutot qu’avec une suite (;);>1, mais cela ne pose pas de pro-
bléme). On choisit ensuite X = Do(R) = {z € D(R) : limy_4+oc x(t) = 0} (ce qui est possible
puisque lim;_, 4 ¢, (t) = 0) et on définit sur X une topologie métrique compléte séparable a par-
tir de celle sur D([0, 1]) (cf. [1I8]) grace a la bijection ® de R dans ]0,1[. On considére alors les
transformations définies par les expressions suivantes :

Grelal) = = 3 (Lo (6+ c/v) — 2(0)

Gooex(t) = z(t) — c®'(t).

<.
=

Enfin, le choix du seuil ¢ > 0 et du voisinage V(x) pour presque chaque x permet de controler
correctement les ensembles argmax des ¢, (ensembles des points ot le max est atteint) qui jouent
un role particulier dans ’étude des points (iv) et (v). On termine maintenant cette section par
une courte description des vérifications de (i) — (v) :

(i) On montre que, d’aprés la définition de la distance de Skorohod usuelle, on doit vérifier
[ At — £ — C(I)’(<I>_1(t))H > e) =0,

li P
n—so ( Jn

pour une bijection (aléatoire) explicite A, de [0, 1] dans [0, 1]. En simplifiant, il s’agit ensuite
de rendre précise une estimation du type

i et _ n oo/ /n ”,7 ”NL2”71
Mt == B (@70) = 06 + /) - B(E) — = (€D) <ﬁ) (),

ce qui nécessite de controler uniformément les écarts des statistiques d’ordre de &;, i =
1,...,n.

(#7) Cette condition est immeédiate puisque, par définition, G . est une translation.
(#41) On a aisément

||PnG;,1c_Pn||var < ||$(§1+C/\/E7"~v§n+0/\/ﬁ)_j(glw"vgn)”m”‘

/ n
R™ ;=1

ot la derniére majoration vient par exemple du Lemme 20.1 dans [37] (I'information de
Fisher de p étant I, = 1).

IN

- Hp(xl) day---dzy, <c,
=1
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(iv) Pour voir ce point, il suffit de montrer lim, 4o [|Ao,5195 L, — Ao,5]0 =, llvar = 0 pour Pp-
presque chaque z,. Pour cela, on applique le résultat suivant de [3I] & ¢ (c) = f(Gn,cCn) -

Lemme 3.2 Soit ¢, : [0,1] = R, n € NU {400}, une suite de fonctions absolument conti-
var

nues telles que ©,(0) — 0o (0), @), — ¢ dans L([0,1]), ¢’ # 0 p.p. Alors )\[0’1]@;1 —
A,1]%5 -

La difficulté réside principalement dans ’étude des dérivées de ¢,, qu’on montre étre égales &
—®/(argmax (G Cy)), puis dans celle de leur convergence dans L' ([0, 8]) ; cette convergence
nécessite un controle des argmax pour Gy, (y, ce qui est garanti par le choix des voisinages
V et du seuil € > 0.

(iv) Il s’agit de montrer que )\[075]()007017271' 2ar )\[075}90;}72, ce qu’on obtient & nouveau avec le lemme
en étudiant maintenant Pargmax de Goo W3.

O

3.2 Variations d’Hermite du mouvement brownien fraction-
naire

Dans [BN-15], nous nous intéressons avec Ivan Nourdin aux variations d’Hermite du mouvement
brownien fractionnaire (mBf). Rappelons que le mBf est le processus gaussien B centré de fonction
de covariance Ry (t,s) = E[ByB,] = 1 (s*# + ¢*# — |s — t|*) ou H € (0,1) est appelé paramétre
de Hurst. Il est bien connu que B est autosimilaire d’indice H, & accroissements stationnaires,
non-indépendants sauf si H = 1/2, auquel cas on retrouve le mouvement brownien standard.

L’étude des g-variations Y. (B(t1)/n — Br/n)? du mBf est essentielle par exemple pour
I’analyse de schémas numériques d’EDS dirigée par un mBf ou pour I'estimation de son paramétre
de Hurst H, cf. [10], [30], [61], [126]. Il apparait (voir par exemple [95]) que les bonnes variations
a regarder sont celles d’Hermite :

n—1

Vo => Hy(Bii1—Bi), n>1, (3.2.1)
k=0

ot H, désigne le polynome d’Hermite de degré ¢ donné par Hy(z) = (—1)%e* /247 (e=#"/2) (par
exemple, Hy(x) = x, Hy(xr) = 2% — 1, H3(z) = 2% — 3z). Le r0le des polynomes d’Hermite
dans ces problémes s’expliquent par le fait que les accroissements du mBf s’expriment comme
des intégrales simples de fonctions élémentaires par rapport au mBf et leur puissance (via la
formule de multiplication des intégrales) comme des intégrales multiples de fonctions simples.
Mais les intégrales multiples de fonctions produit du type h®" s’expriment comme des polynémes
d’Hermite d’un processus gaussien isonormal.

Dans le cas ou H = 1/2, le comportement asymptotique de (3.2.1) est donné par le théoréme
limite central. De fagon générale, les accroissements By 1)/, — B/, n’étant pas indépendants, le
comportement asymptotique est plus difficile & analyser et a été obtenu par Breuer et Major [26],
Dobrushin et Major [39], Giraitis et Surgailis [45] et Taqqu [122] : quand n — oo, on a :

1. Si0 < H <1-1/(2q) alors
Ve
O'q’H\/ﬁ

avec 01 = /5 Spez (5 (0 + 1P = 2rH + [r = 1]2M))".

Zy = — (0,1 (3.2.2)
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2. Si H=1-1/(2q) alors

V
Ty = — = (0,1 3.2.3
ogaVNInn ©.1) ( )

q
avec o4, g = 2q! (%) .

3. Si H>1-1/(2q) alors

V

Zn = am

= Z ~ « variable aléatoire d’Hermite ». (3.2.4)
Ici, la variable Z est la valeur en ¢t = 1 du processus d’Hermite et qui s’écrit sous la forme d’une
intégrale multiple I,(f) de Wiener-1to, cf. [95]. Des résultats analogues a (3.2.2)—(3.2.4) existent
pour les g-variations & poids du mBf et les différents cas sont décrits par Nourdin, Nualart et
Tudor dans [95].

Dans les applications statistiques, il est d’usage de remplacer les lois de Z,, par celle de leur
limite données en ([3.2.2)), (3.2.3)), (3.2.4)). Il est alors nécessaire de connaitre l’erreur faite dans ce
remplacement et donc la vitesse de convergence dans ces limites. Ce sont donc des bornes de type
Berry-Esséen qu’on cherche (pour le théoréme de Berry-Esséen classique, voir par exemple [29]
Th. 7.4.1)).

Dans le cas des variations sans poids (auxquelles on s’intéresse ici), les limites dans et
(3-2.3) sont .4#°(0,1) et la borne suivante proposée pour F centrée, de loi absolument continue et
assez réguliére pour le calcul de Malliavin par Nourdin et Peccati dans [96, Th. 3.1.] s’applique :

1L (F) = A (0, 1) [uar < 2B[(1 = (DF,—DL™"F)g)*|"/2. (3.2.5)

On suppose (dans le cadre qui nous intéresse ici) que I’espace gaussien engendré par B est donné par
un processus gaussien isonormal X = {X(h) : h € $} sur 'espace de Hilbert 9, lui-méme engendré
par les fonctions simples pour le produit scalaire (119 4, 1j0,s])s = Ru(t,s); D et L désignent alors
respectivement la dérivée de Malliavin et le générateur du semi-groupe de Ornstein-Ulhenbeck
dans cet espace. On renvoie & [96] ou [99] pour une description détaillée de ce cadre. La borne
de Noudin et Pecatti est alors fondée sur une combinaison trés efficace de la méthode de
Stein et du calcul de Malliavin (la méthode de Stein propose une borne grace & une intégration
par partie qui est exploitable par le calcul de Malliavin), cf. [96]. Dans le cas standard (limite
A(0,1), normalisation par v/n), Nourdin et Pecatti utilisent pour donner une vitesse dans
. Pour cela, il s’agit de constater que Z,, a méme loi que

e 1ZH #(Bits1)/n = Biyn)) = Io(fn),

pour f, =n? 13770 ! 1([52/71 (k+1)/m] € $H®4, produit symétrique de §). Pour une intégrale Id(fn), les
opérateurs D et L prennent une forme simple de sorte que le terme 1 — (DF, —DL™1F)g de
se réécrit 1 — 7HDS IE 5- En utlhsant la formule de multiplication des intégrales et la fonctlon de

covariance du me la borne de se réécrit sous la forme de ¢ sommes qu’on peut estimer
explicitement. Nourdin et Peccati obtiennent alors les bornes de type Berry-Esséen suivantes pour
les variations d’Hermite du mBf dans (3.2.2) :

n~1/2 si H € (0, 3]

||$(Zn) - JV(Oa 1)Hvar < Cq,H anl si He [% q_g]

aH—q+3 29=3 1 _ 1
n > siHe[zl=,1 2q)

Dans [BN-15], on compléte les cas manquants , . Pour H = 1—1/2¢, la limite ((3.2.3)
étant normale, la méme stratégie que celle utilisée par Nourdin et Peccati dans [96] s’utilise, avec
une estimation adaptée des ¢ sommes qui interviennent dans E[(1 — £[[DS,[[3)?]. On renvoie a
[BN-15] pour les détails menant a :
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Théoréme 3.3 Si H =1—1/(2q) alors pour une constante cq gy > 0 ne dépendant que de q et
H, ona

H,,?(Zn) - '/V(O? 1)”1)(17‘ < Cq,11 .

Inn

7

La stratégie est radicalement différente pour puisque la limite n’est plus normale. I1
s’agit d’utiliser la borne ( - proposée par Davydov et Martynova pour les intégrales multiples
de Wiener-Ito, et déja utilisée en Section [I.2] Par commodité, on rappelle le théoréme [T.10] de
cette section en le réécrivant avec les notatlons en vigueur dans le cadre considéré :

Théoréme Soit f € HOI\{0} ot g > 2 est un entier. Pour toute suite (f,,)n>1 C H®? convergeant
vers f, il existe une constante cq 5 (ne dépendant que de q et f) telle que

12 (Iy(£2)) = L (L) loar < cauplfn — FIles.

En montrant
1fn = fllges = O(n*1 1724 (3.2.6)

quand n — +o00, on déduit la borne suivante de type Berry-Esséen pour (3.2.4) :
Théoréme 3.4 Pour H>1-1/(2q), on a :

1L (Z0) = L(D)|lwar < cqun' ™2 1

Comme en plus E[|S,, — Z| = E[|I,(fn) — Li(HI?] = |Ifa — f||f.j®q, la borne (3.2.6) donne un
ordre sur la vitesse dans la convergence L? de S, vers Z dans [95, Th. 1]|. Pour prouver (3.2.6),
on commence par Voir :

IfallBos = 7272 pymer)ngs 1p/myan)m)h
k,1=0
n—1 (k+1)/n (I+1)/n 1
= HY2H —1)9n?12 Z / du/ dvlu — v[* 72
k,1=0 k/n l/n

ce qui permet de calculer || f, ||, puis, en passant a la limite, || f||}o,. En calculant de la méme
fagon (fn, p®?)goq pour ¢ € |9, on a aussi une expression pour (f, fn)goq. On en déduit :

”fn_f"%@q
1 1 q
< HI(Q2H —1)1p*7 1200 " (/ du/ dvr+u—U|2H2> (3.2.7)
0 0
1 1 q 1 1
—2/ dv (/ du|r+u—v|2H—2> +/ du/ dvlr +u — v|29H =24
0 0 0 0

r€Z
Il reste alors a s’assurer que la somme sur Z dans (3.2.7)) est bien finie. Pour cela, on calcule
explicitement les différentes intégrales. On renvoie a [BN-15] pour les détails. g

3.3 Modéles de boules aléatoires

Avec Clément Dombry, nous nous sommes intéressés dans [BD-18] & des fonctionnelles définies sur
des modéles de boules aléatoires en dimension d controlées par une mesure de Poisson. De telles
fonctionnelles sont utilisées dans plusieurs modéles : en dimension d = 1, Kaj décrit dans [66],
[67] l'utilisation de processus ponctuels de Poisson pour représenter des réseaux de communication
sans fil, Kaj et Taqqu utilisent dans [69] des intégrales de Poisson sur des intervalles aléatoires
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pour étudier le nombre de connexions & un serveur, voir aussi [92] ; en dimension d = 2, Biermé et
Estrade modélisent dans [I6] des images en noir et blanc et des milieux poreux ou hétérogénes avec
boules aléatoires dans R? ; en dimension d = 3, on modélise ainsi un réseau de communication avec
des stations d’émission au centre de chaque boule. L’étude de ces modéles consistent & introduire
un facteur d’échelle p > 0 et & passer a la limite pour en étudier les propriétés macroscopiques
(p — +00), cf. [16], ou microscopiques (p — 0), cf. [68]. Dans [17], les approches de [16] et de [68]
sont unifiées en dimension d pour traiter simultanément (et généraliser) les études macroscopique
et microscopique. Dans le modéle qu’on considére dans [BD-18], on rajoute un poids aléatoire aux
boules et les fonctionnelles qu’on étudie représentent alors, par exemple, des flux d’information
recus du réseau. Comme dans [I7], on traite simultanément le cas d’étude macroscopique et mi-
croscopique en fonction du type de changement d’échelle (p — 0 ou p — +00). Notons que de tels
poids aléatoires ont déja été considérés en dimension d = 1 dans [69].

Plus précisément, on considére dans R? des boules aléatoires B(z,r) = {y € R? : ||y —z| < r}
de poids m, le triplet (z,r,m) étant distribué selon une mesure de Poisson N (dz,dr,dm) sur
R? x Rt x R de compensateur n(dz, dr,dm) = A\dzF(dr)G(dm) ot F et G sont des mesures sur
Rt et R respectivement et o A > 0 peut s’interpréter comme l'intensité des boules dans RZ.
En suivant une interprétation « réseau de communication sans fil », pour une boule B(z,7), x
représente une station d’émission,  son rayon d’émission et m sa puissance d’émission.

On suppose que F' est donnée par F(dr) = f(r)dr satisfaisant

/ r?F(dr) < +oo
R+

(i. e. le volume moyen des boules est fini) et pour € = +1 ou € = —1,

F(r) ~rmsoe Cpr™ 77
avec les conventions 07! = 0 et 07! = +o00. Le cas ¢ = +1 va correspondre 4 une analyse
microscopique du modéle obtenue en zoomant dans le modéle (p — +o0) tandis que le cas e = —1

correspondra & une analyse macroscopique obtenue en dézoomant (p — 0). Selon les cas, c’est le
comportement en 0 ou en +o0o de f qu’on suppose connaitre.
Oun suppose que G appartient au domaine (normal) d’attraction d’une loi stable S, (c, b, 7) avec
€ (1,2]. Dans ce cas, le comportement en 0 de la fonction caractéristique de G est connue et
sera utilisée dans les asymptotiques. Des exemples typiques pour G sont des distributions & queue
lourde quand « € (1,2) ou une loi normale quand « = 2. On retrouve le cas de boules sans poids
(considéré par exemple dans [17]) en choisissant G = ¢;.

Un objet naturel & étudier dans ce modéle est le champ qui pour un point y € R¢ somme les
contributions m des boules qui atteignent y (i. e. telles que y € B(z,r)). Comme dans la suite
on s’intéressera & des champs plus généraux définis sur des sous-espaces de M, 'ensemble des
mesures (signées) de variation totale finie, posons

M(6,) = /]Rd - lRméy(B(:v,r))N)\(alx,dr,dm). (3.3.1)

Pour étudier les fluctuations microscopiques et macroscopiques de M, on zoome ou dézoome
dans le modéle en dilatant ou contractant la taille r des boules par un facteur p. Par un changement
de variable, cela revient & considérer le champ

My(6) = [y (Blar))Nag (o drd)
R4 xR+ xR

ott Ny(p),p(dx,dr,dm) est la mesure de Poisson d’intensité A(p)dxF,(dr)G(dm) avec F,(dr) =
f(r/p)dr/p image de F(dr) par le changement d’échelle r +— pr et avec une intensité A(p) a
adapter pour obtenir des asymptotiques non triviales.

Dans [BD-18], nous énoncons des convergences fini-dimensionnelles sur des sous-espaces de M
généralisant ainsi celles de [16], [17], [68]. Pour commencer, en notant M ;s le sous-espace de M
des mesures & support finies, avec A(p) tel que A\(p)p? — +o00 quand p — 0%, on a :
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Cas dézoomant (¢ = —1) : Quand p — 0,

_ Mais
no(p) " (M (1) — E[M(1)]) =5 W (1)

ou W, (u) est une fonctionnelle stochastique linéaire sur Mg;, telle que les variables W, (d,),

y € R sont did de loi S,(acV1/* b,0).

Cas zoomant (¢ = +1) : Quand p — +o0,

n0(p) ™ (M, (1) — E[M,(1)]) 22 W (1)

ol Wa(u) est une fonctionnelle linéaire sur My, telle que les variables Wa(dy), y € R?, sont
p.s. égales et de loi S, (aV/*,b,0).

Donnons une explication heuristique : en notant V= ¢4 [ 74 F (dr) le volume moyen d’une boule
(it cq est le volume de la boule euclidienne unité de R?), le nombre moyen de boules contenant y
est donné par

- [/ Lyen(aniNag) o(d2, dr,dm) | = VA(p)p*,
Ri xR+ xR

Comme les poids sont dans le domaine d’attraction d’une loi a-stable, on devine qu’avec une
normalisation par ng(p) = A(p)'/*p?/ <, les variables M,(d,) centrées et normalisées convergent
vers une loi a-stable si ng(p) — +oo.

De plus, la dépendance entre M, (d,, ) et M,(dy,) provient des poids des boules qui contiennent
les deux points y; et yo. Dans le cas zoomant (p — +00), les boules deviennent trés grandes et
contiennent yy, y» créant une dépendance totale (d’oti I’égalité p.s. des marginales). A l'inverse
dans le cas dézoomant (p — 0), les boules sont trés petites et créent de I'indépendance a la limite.
La preuve de [BD-18] consiste a préciser cette heuristique.

Inspirés par [I7], nous nous sommes intéressés ensuite dans [BD-18] & M (p) défini comme
M(d,) en (3.3.1) mais avec, & la place de d,, des mesures u plus générales, pour lesquelles on a un
controle des mesures de petites boules et de grosses boules. On demande plus précisément, :

Définition 3.5 Soit, pour 1 < a < 2, M, 3 le sous-ensemble des yn € M telles que pour une
constante C' et 0 < p < B < q on ait :

/Rd |p(B(z,7))|%dx < C(rP Ar?) (3.3.2)

ot, pour a,b € R, a Ab=min(a,b).

Bien que la condition soit d’origine essentiellement technique, on exhibe de nombreux
exemples de mesures p satisfaisant cette condition (par exemple, des mesures avec des conditions de
moments, cf. Prop. 2.3 dans [BD-18]). De plus, on montre notamment que M,z est un sous-espace
vectoriel, stable par translations, rotations, dilatations, cf. Prop. 2.2 dans [BD-18]. Cependant, les
mesures p = 0, considérées dans ne sont pas dans M, g. On observera enfin que dans [I7],
le cas spécial o = 2 est traité, ce qui autorise des identités de polarisation sur |u(B(x,7))|? et ce
qui permet d’exprimer les conditions requises sur p sour forme d’énergie de Riesz.

Dans la recherche des limites, trois types de régimes apparaissent, comme dans [68] et [69].
Expliquons heuristiquement pourquoi :

Cas dézoomant (e = —1, i. e. 3 > d et p — 0) : Le nombre moyen de boules de rayon r > 1
et contenant 0 est

+oo J Cdcb 5
Lz <rlrs1A(p)dazF,(dr) = caX(p) T4 Fp(dr) ~p—o ﬁidA(P)P :
R4 xR+ 1

Cela laisse apparaitre trois régimes : normalisation « grosses boules » quand \(p)p” — 400 ; nor-
malisation intermédiaire : A(p)p® — a € (0, +00) ; normalisation « petites boules » : A(p)p” — 0.
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Cas zoomant (e = +1, i. e. § < d et p — +00) : Le nombre moyen de boules de rayon r < 1
et contenant 0 est

1
caC
/ Ljaj<r LraiA(p)daF (dr) = caX(p) / P B (dr) oo SN P)’.
R xR+ 0 _ﬁ

Dans ce cas, les régimes apparaissant sont : normalisation « petites boules » : A(p)p? — +00; nor-
malisation intermédiaire : A(p)p® — a € (0, 400) ; normalisation « grosses boules » : A(p)p® — 0.

Régime stable avec dépendance. Quand A(p)p® — +oo (et conforménent & l'intuition), on
observe que seules les boules attendues participent au champ limite (les grosses si on dézoome, les
petites si on zoome). Dans ce cas, le champ limite est dirigé par un régime stable avec dépendance :

Théoréme 3.6 On suppose que p°\(p) — +oo quand p — 0. Soit ny(p) = A(p)*/*p?/*. On a

Mp(-)n—?i[)MpQ)] Mag 7 () p— 0 (3.3.3)

00 Zo (1) = [pa g+ (B(z,7))My(dr, dzx) est une intégrale stable par rapport & la mesure a-stable
M,, contrélée par c“Cgr='=Pdrdx et de biais constant b.

Pour ce résultat comme pour les théorémes [3.7] et ci-dessous, I'argument est le suivant :
par le procédé de Cramér-Wold et par linéarité, on se contente de montrer les convergences des

marginales de dimension 1 dans (3.3.3). Comme M (u) définie en (3.3.1) est une intégrale de
Poisson, on a facilement sa fonction caractéristique

P (p) =1 (M, () —E[M, ()] (0)

= ex ny -1 T, T Tk ,(dr
= e ([ Ao () 0u(B(e ) doF )

o Ug(u) = [z ¥(mu)G(dm) avec ¥(u) = e™ —1—iu. De plus, comme n(p) — +oo et G est dans le
domaine d’attraction stable on a un équivalent de W¢ (n1(p) " '0u(B(z,r))). 1l s’agit maintenant
de passer & la limite, ce qui nécessite quelques précautions techniques, notamment le controle

(3-3.2)) des mesures p. O

On montre en plus que le champ limite Z, est stationnaire, isotrope et auto-similaire d’indice
(d—p)/a sur Mg g, cf. Prop. 2.3 dans [BD-18]. Enfin, des choix spécifiques de p, d et o permettent
de retrouver des champs connus (Takenaka, cf. [I15], ) ou considérés dans [17], [69], cf. Remarques
2.2, 2.3, 2.4 dans [BD-18]. Par exemple, on généralise le cas de la connexion rapide du modéle
« continuous flow reward » de [69].

Régime Poissonien. Dans le cas intermédiaire (A(p)p® — a € (0, +00)), le régime est poissonien :

Théoréme 3.7 On suppose \(p)p® — a® P quand p — 0~¢ pour 0 < a < +oo. On a

M, (1) — E[M,(1)] 225 J(pa), p— 0

ot p, est la dilatation de p et J est Uintégrale (compensée) de Poisson
J () 2/ mu(B(x,r))Ng(da:,dr, dm)
RIXRXRT

par rapport G la mesure compensée Ng d’intensité C’g?“ﬁ_ldaﬁer(dm).



52 Chapitre 3. Théorémes limites

On renvoie a [BD-18] pour ’étude de quelques propriétés du champ poissonien J (stationnarité,
isotropie, similarité aggrégative sur M, g). Ce cas généralise le cas connection intermédiaire du
modéle « continuous flow reward » de [69] et le cas ou J est le processus télécom intermédiaire.

Régime stable avec indépendance. On se restreint au cas dézoomant (i. e. p — 0,e = —let d <
B < ad). Quand A(p)p® — 0, le changement d’échelle ne conserve & la limite que les petites boules.
Dans ce cas, le champ limite est dirigé par un régime stable d’indice v = /d avec indépendance :
on énonce une convergence pour les mesures p(dz) = ¢(x)dz avec ¢ € L*(R%) N L*(R%), ce qu’on
écrit abusivement y € L'(R%) N Le(RY).

Théoréme 3.8 Soit d < 3 < ad, on suppose que \(p) — 400 et A(p)p® — 0 quand p — 0. Alors
avec ny(p) == Np)¥Pp? et v = B/d € (1,a), on a :

M, () — EIM, ()] 1 @hore @ 5
na(p) ’

ot pour u(dz) = ¢(x)dx, Zw(u) = Jpa qi)(x)]f\\jw(dx) est une intégrale stable par rapport & la mesure
y-stable M., controlée par o7 dx pour

c)C 1 — cos(r)
vy _ SavB ¥
ol 7 /]R+ e dr/]R|m| G(dm)

et de biais constant égale a
_ Jpe(m)m|"G(dm)
J Im[YG(dm)

b, =

On montre encore que le champ Z, est stationnaire, isotrope, autosimilaire d’indice (d — 3)/~. Ce
résultat généralise le cas connexion rapide du modéle « continuous flow reward » de [69).

Notons que dans le régime poissonien quand a®~” — +00 ou 0, on montre que J (i), correc-
tement renormalisé, converge (dans le sens fdd) vers Z,(u) ou Z,(u).

3.4 Fluctuations des lois de fonctionnelles associées a un al-
phabet aléatoire

Avec Christian Houdré, nous nous intéressons dans [BH-19] & des fonctionnelles associées a des
tirages de mots aléatoires sur des alphabets ordonnés grossissants. Par exemple, la fonctionnelle
la plus simple considérée est celle qui donne la longueur de la plus longue sous-suite croissante du
mot aléatoirement tiré. Nous commencons par décrire nos résultats avec cette fonctionnelle.

Le comportement de cette longueur LI(n,m) quand la taille du mot n et/ou la taille de I’al-
phabet m tendent vers I'infini et ses connexions & de nombreux thémes mathématiques (citons par
exemple : les matrices aléatoires, les files d’attente, les problémes de percolation) ont été intensi-
vement étudiés notamment dans [6], [7], [22], [46], [62], [63], [65], [125], ...). Par exemple, pour
une taille d’alphabet m fixée, correctement renormalisée, et pour des tirages de lettres uniformes,
LI(n,m) converge en loi quand la taille de mot n — +oo, vers la plus grande valeur propre d’une
matrice m X m a trace zéro du Gaussian Unitary Ensemble (GUE).

Plus généralement, pour les tableaux de Young associés aux mots (composés de lettres uni-
formes) auxquels nous nous intéressons, c’est leur forme globale qui converge (aprés renormalisa-
tion) vers la loi du spectre d’une matrice m x m & trace zéro du GUE quand n — 400, cf. [65].

Historiquement, ce sont pour des permutations aléatoires que la longueur de la plus longue sous-
suite croissante a été étudiée (sous le nom de probléme d’Ulam). En notant Lo, cette longueur
pour une permutation o, € &,, de {1,...,n}, il a été montré dans les années 70 que la longueur
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moyenne est asympotiquement de I’ordre de 21/, dans les années 90, que la variance varie en n'/3.
Les fluctuations limites de Lo, sont décrites par Baik, Deift et Johansson dans [6] :

Lo, —2\/n

1/6 = Fry (3.4.1)

ot la distribution limite Fry est la loi de Tracy-Widom introduite dans [I123]. Bien qu’une expres-
sion explicite de cette loi ne nous soit utile, notons que Tracy et Widom donnent sa fonction de
répartition a I’aide de la solution u de équation Painlevé IT (uy, = 2u®+zu, u(x) ~1o —Ai(z),

ot Ai est la fonction d’Airy) : Frw (t) = exp (— t+°o(w - t)u(x)Qda:).

Dans [BH-19], nous nous intéressons a des mots composés de n lettres X7, --- , X" aléatoire-
ment (et indépendamment) tirées dans un alphabet ordonné A,, = {a; < ag < -+ < au, } de taille
m. L’objet de notre étude est la longueur LI(n, m) de la plus longue sous-suite croissante dans le
mot X", ---, X", Il est & noter que les sous-suites croissantes considérées sont faiblement crois-
sante et que par exemple si on tire le mot oy ag ag s a5 a3 ay alors ag ap a5 OU (rp Qg (g (g (g
conviennent. On comprend dés lors qu’a cause de ces répétitions le probléme est différent de celui
des permutations aléatoires. Cependant, en considérant un alphabet infini « continu », par exemple
A = [0,1], et des lettres tirées selon une loi & densité, presque srement toutes les lettres sont
distinctes et les sous-suites croissantes faiblement coincident (ps) avec les sous-suites strictement
croissantes. En fait dans ce cas, il existe o,, € &,, qui réordonnent les lettres en leur statistiques
d’ordre et o, est uniforme sur &, quand les lettres sont #d, de plus Lo, = LI(n). Le cas des
permutations aléatoires correspond donc au cas limite d’un alphabet infini continu.

Pour un alphabet fixe A,, = {a1 < ag < -+ < ay,} de taille m et des tirages de lettres iid,
Pasymptotique de LI, est bien connue, cf. [125], [65], [57] (tirages uniformes) et [62], [57] (tirages
non-uniformes) (ou encore [28], [58] pour des tirages markoviens auxquels on ne s’intéressera pas
ici). Dans la suite, nous considérons le cas de tirage uniformes, on a alors :

LI(n,m)—n/m RIE
— = ﬁ( Zm + Dy,) (3.4.2)

otl & partir d’une famille de mouvements browniens standard indépendants (B%)1<;<,, on a

— Tp\ _ R+ _ i N
Pm = Oztf};%fgmz; [B'(t:) = B'(tia)] et Zm = — E 1 B'(1) ~ .4 (0,1/m).
<to=1 1= =

Une observation clef due a Baryshnikov [9] permet de faire réapparaitre la loi de Tracy-Widom qui
apparait dans la limite des permutations aléatoires. En effet, D,, (fonctionnelle introduite
par Glynn et Whitt [46] dans des asympotiques de file d’attente) coincide en loi avec la valeur
propre maximale )\%;UE d’une matrice de GUE (Gaussian Unitary Ensemble), i. e. une matrice
X = (X j)1<i,j<m hermitienne avec

RB(XL]'),ITTL(XZ‘J) ~ JV(O, 1/2) (Z > j), Xfm‘ ~ JV(O, 1)

ou toutes les lois normales sont indépendantes. On peut alors utiliser ’étude des fluctuations de
Aov g par Tracy et Widom [123]

m" Ao gm —2vm) = Frw, m — 400, (3.4.3)

pour déduire

im lim LI(n,m)—mn/m—2/n "

23 — Fry. 4.4
m——+o00 n——+oo \/ﬁ m = frw (3 )

Avec Christian Houdré, nous nous intéressons dans [BH-19] & la persistance de la limite (3.4.4))
quand on passe a la limite simultanément en n et en m. Cela revient & considérer des mots
dans des alphabets grossissants : pour chaque n, on retire intégralement un mot, de longueur n,
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composé de X7, ..., X" tirées dans un alphabet A4,, de taille m := m(n) plus grande (qu’a I'étape
précédente). On montre que la méme limite que (3.4.4)) reste vraie si les alphabets ne grossissent
pas trop vite. Nos arguments reposent sur des arguments d’universalité de Bodineau et Martin
dans [22] combinés avec une approximation forte (dite KMT pour Komlo6s, Major, Tusnady qui en
sont & l'origine dans les années 1975 — 1976, cf. [72], [73]). Heuristiquement, en regardant, grace a

Pégalité D, Z Ao g la valeur propre maximale du GUE comme une fonctionnelle brownienne,
on va « coller » LI(n,m) & cette fonctionnelle pour récupérer Fry a la limite. Cela fonctionne
bien si 'approximation est négligeable par rapport aux fluctuations de la valeur propre maximale
du GUE, i. e. les alphabets ne grossissent pas trop vite, en effet on a :

Théoréme 3.9 Soit m := m(n) — +oo tel que m = o(n®**(logn)=3/5). Alors

Vi(n,m) — (n/m) — 2n'/?
nl/2m—2/3

= Frw, n — +oo.

Remarque 3.10 L’ordre de grandeur 3/10 pour m est plus bas que celui de Bodineau et Martin
dans des modeéles de percolation (3/7), dont on a adapté la méthode. Notons que, toujours dans des
modeles de percolations, Baik et Suidan obtiennent le méme type de résultat mais pour un ordre
au mieux 3/14 par plongement de Skorohod. Les résultats de Bodineau-Martin et Baik-Suidan
s’appliquent & des variables aléatoires générales mais indépendantes (sous certaines conditions
d’intégrabilité, on parle de probléme d’universalité). En comparaison, dans notre probléme on ne
s'intéresse qu’a des variables de Bernoulli mais qui ne sont pas entiérement indépendantes, ni
identiquement distribuées (par nature méme du tirage des lettres). Cette difficulté est résolue en
utilisant une version de ’approximation KMT due & Sakhanenko, cf. [86], qui permet de controler
explicitement certaines constantes qui dépendent des lois impliquées. Toutefois, "approximation
KMT est appliquée & un tableau triangulaire de variables ce qui explique (probablement) qu’une
condition de croissance plus forte sur m (3/10 au lieu de 3/7) est nécessaire. Notons enfin que
Johansson propose aussi des résultats de limite simultanée dans [65] mais avec des conditions sur
m et n d’une autre nature, Son théoréme 1.7 affirme que pour \/n < m, on a :

Vi(n,m) —n/m —2y/n
nl/6

= Frw;

alors que pour (Inn)%? < m < \/n, on a :

Vi(n,m) —n/m —2y/n
nl/2m—2/3

= Frwy.

Dans notre cas, on n’a pas de borne inférieure sur l'ordre de m et le théoréme [3.9] se généralise,
cf. théoreme 311 et théoréme B.12

La preuve du théoréme [3.9] se résume en les étapes suivantes :

e On introduit le processus

Li(s,m) = sup Z (Bl(tl) - Bl(tl,l)),
te€ln(s) 1

ott I, (s) = {0 =ty < t; < - <ty = s} et (BYs))s>0, 1 <1< m sont des mouvements

browniens standard indépendants, Par autosimilarité brownienne, (Ll(s7 m), ..., Ln(s, m)) Z

Vs(Li(1,m),..., Ly (1,m)), si bien que (3.4.3) se réécrit
Li(n,m) — 2y/nm

nt/2m—1/6

= Frw (345)
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e Les sous-suites croissantes s’obtiennent en prenant des blocs successifs chacun étant consti-
tué de la méme lettre, la valeur des blocs augmentant. On obtient alors la longueur de la
plus longue sous-suite en maximisant sur les suites de tels blocs [57]. En formalisant cette
observation, et en notant Sm’] = ZZ 1 X[ avec les variables de Bernoulli(1/m) X% =1 si

X" =aj", 0 sinon, on a :

LI(n,m) sup Sml st
( tel(s )ZZ1 [tl‘l])

qu’on va alors comparer & Li(n,m) dans (3.4.5) par approximation KMT.

e On considére LI(n,m) défini & partir de )~("' = (XI5 —1/m) /oy, comme LI(n,m) & partir

LI _2y/nm
de X" et on est ramené & montrer la convergence de W

e Comme dans [22], on majore comme suit :

m
LI(n,m)— Llnm’ Z (vt +wl),
avec
Yyl = max [S7M— B™Hi)| et W.L= sup |B!(s)— B(t)].
1<i<n 0<s,t<n
|s—t|<1

e On considére (en travaillant ligne par ligne) que les variables aléatoires données par I’approxi-
mation KMT (cf. [86, Th. 2.1, Cor. 3.2]) (cela oblige & introduire une famille triangulaire de

Browniens (B™!);<,, et & manipuler dans la suite W/ = supp<s t<n |B™!(s) — B™!(t)|).
ls—t[<1

e Les ensembles A7 = {max;<,,, V! > a,} et A} = {max;<;<,, W™ > Inn}, avec a,, =
Cci(m)~(logn)?), sont alors asymptotiquement négligeables. En effet, lim,,_ 1o P(A}) =0
se voit grace a 'approximation KMT alors que lim,_, ;o P(A4%) = 0 est di au contexte
brownien et & la concentration gaussienne.

e Finalement, il reste & voir

lim P ({‘ﬁ(n m) — Ll(n,m)’ > cn} N (A7) N (Ag)C) —0

n—-+o0o

pour ¢, = o(n'/?m=1/6), ce qui s’obtient en montrant
E HL[(n,m) — Li(n, m)’ I(A?)CQ(AS)C] =o(cp)

et qui est vrai lorsque m = o(n®/1%(logn)=3/%). 0

Le théoreme [3.9] peut se généraliser dans deux directions : on peut s’intéresser a des tirages de
lettres non-uniformes ou a des fonctionnelles plus sophistiquées (tableaux de Young).

Commencons par le cas de tirage de lettres non-uniformes. Les lettres tirées X", 1 < i < n,
sont 7id avec P(X{" = «;) = p*. Notons alors p;,, = maxi<j<m, pj et J(m) ={j : pI* = pp,.} =
{15+ Jrm)} ot k(m) = card (J(m)). L’heuristique suivante explique pourquoi on aura le méme
type de comportement limite que dans le théoréme [3.9] : on peut penser qu’asymptotiquement
seules les lettres les plus fréquentes vont intervenir et que dans I’expression combinatoire

m lj
Lm =, e (3 3 X))

Sl7nj1§TnL:n Jj=1 i:ljfl-‘rl
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le max va étre atteint avec des blocs de lettres o, j € J(m), i. e. que LI(n,m) = LI'(n,m) avec

n 1%
LI'(n,m) = O:logllg{z}x (Z - Z XZ";),

<1 <lm=n J=li=l1+1

lj_1=l; pour j&J(m)
Dés lors tout fonctionne comme si on travaillait avec k(m) = cardJ(m) lettres de méme probabilité
oo ., donc avec un alphabet uniforme. Tout se passe comme dans le cas uniforme si ’on change
1/m en p... et m en k(m). En effet, cette heuristique est confirmée a m fixé par le théoréme 3.1
et le corollaire 3.3 de [57] qui donnent un équivalent de dans le cas non-uniforme. Pour
justifier cette heuristique, il reste & montrer que le max «idéal » LI'(n,m) reste proche du max
véel LI(n,m), ce qui nécessite un controle de pf’, ; = max{p}" : pJ* < pi,,} (cf. ci-dessous).
On renvoie & [BH-19] pour les détails de la preuve du résultat suivant :

Théoréme 3.11 Considérons des alphabets A, de taille m variant avec n de fagon que k(m(n)),
le nombre de lettres les plus probables dans A,, tende vers +o0o avec k(m(n)) = o(n®/1°(logn)=3/%).

Alors si
8/7

m\n n m(n
(pgn(d))QW = o(p)), (3.4.6)

Vi(n,m(n)) — pinta'n — 2 k(m(”))pmg‘%mm(n))?/?’

k(m(n))pmes

on a

= Frw.

On s’intéresse maintenant & des fonctionnelles plus sophistiquées : les tableaux de Young. En
utilisant la correspondance de Robinson-Schensted-Knuth (RSK) entre mots et paires de tableaux
de Young de méme tailles (I'un standard, autre semi-standard, cf. [44]), on associe & nos mots
aléatoires un tableau de Young (aléatoire). Ainsi, selon cette correspondance RSK, pour un mot
composé de n lettres iid uniformes dans un alphabet de taille m, la premiére ligne du tableau a
pour longueur LI(n,m), la longueur de la plus longue sous-suite croissante du mot et le tableau
a au plus m lignes. Dans la suite on note Ri(n,m) la longueur de la k-iéme ligne du tableau de
Young associé au mot. On s’intéresse a la forme asymptotique des tableaux de Young, qu’on décrit
a laide de Vi(n,m) = Y5_; R;(n,m).

Dans le cas uniforme, les équivalents de (3.4.2)), (3.4.3), (3.4.4) pour la plus longue sous-suite
existent, cf. [68]. En effet,

k m—k+j

Vie(n,m) — kn/m m—1 A 1
= — | max B'(t;;)— B (t;;— , 3.4.7
( NG ol T e 2 2 (B - Btan) (3.47)
- J J 1<k<m
ol (B Bm) est un mouvement brownien m-dimensionnel de matrice de covariance avec des 1

sur la dlagonale, des —1/(m — 1) ailleurs et avec Iy, ,, défini par :
Lom={t=(t;; - 1<j<k0<1<m):tj; 1=0tjmpr;=11<j<k,
b1 <t 1 <j<k1<I<m—1; t;; <t;_1;,2<j<k1<I1<m-1}.

1 2 m 1,0 2,0 m,0
En notant ()\GUEym, AGUEms -+ » )‘GUE,m) et (AGUE,m’ AGUE.ms - )‘GUE,m) les spectres ordon-
nés de matrices m x m et m X m a trace zéro du GUE liés par
1 2 m Z 11,0 2,0 m,0
(AGUEm AGUEBms - s ACGUEmM) = (AGUBm AGUBm: -+ s Aot Bm) T Zmem,
oune,=(1,1,...,1) et Z,, ~ A(0,1/m) est indépendante de ()\g%E o )\éOUE s )\gl?E m), le

lien de (3.4.7) avec le GUE est donné par Doumerc [40] (voir aussi [59])

k m—k+j
e (o XX (o -#e), )
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Z /11,0 2,0 m,0
= ()‘GUE,m’ )‘GUE,mv B )\GUE,m) (3.4.8)

ol on a noté @, : R¥ — R* la focntion donnée par (O(x)); = S_ @i, 1 < j < k, cf. [59)].
L’équivalent pour tout le spectre du GUE de (3.4.3)) est donné par Johansson [65, Th. 1.4] : pour
tout » > 1, il y a une distribution (explicite) F,. sur R" (qui coincide Fry pour r = 1) telle que :

(ml/ﬁ (AléUE,m _ 2%)) =F,, m— +co. (3.4.9)

1<k<r

En combinant (3.4.7) et (3.4.9), on a 'équivalent de (3.4.4) :

lim lim (Vk(n,m) — kn/m — 2ky/n X m2/3) =F,0
m——+o00 n—-+oo \/ﬁ 1<k<r

On a alors 'analogue pour la forme du tableau de Young du théoréme [3.9 pour une limite simul-
tanée dans les alphabets grossissants :

Théoréme 3.12 Soit m = o(n3/1°(logn)=3/%). Alors pour tout r > 1,

(Vk(n, m) — kn/m — 2k\/n

nl/2m—2/3

) =F,0.' n— +oo.
1<k<Zr

La preuve est une généralisation naturelle de celle du théoréme [3.9|; on renvoie & [BH-19] pour les
détails.

Remarque 3.13 e Dans [65], Johansson propose aussi des passages a la limite simultanés
pour la plus grande sous-suite sous d’autres conditions sur la taille m des alphabets. En
notant a,, < b,, pour lim, 4 a,/b, = 0, dans son Théoréme 1.7, on a

LI(n,m)—mn/m—2yn
(1+ %)2/3711/6

jF1TVVa

quand (In n)2/3 < m, ce qui laisse apparaitre plusieurs régimes selon que /n < m, /n/m —

I, (Inn)?/3 < m < /n. De toute facon [65, Th. 1.7] exige une borne inférieure sur ’ordre
de m et traite le cas de la plus longue sous-suite seulement.

e Dans [7], Baik et Suidan étudient des passages a la limite du méme type mais pour des
fonctionnelles d’un autre type, introduites par O’Connell et Yor, cf. [I02]. Les fonctionnelles
de O’Connell et Yor représentent en loi le spectre GUE comme dans @ mais comme
I'indique Doumerc dans [40], la coincidence des fonctionnelles (celles & gauche de ((3.4.8))
et celles de O’Connell-Yor) intervient en loi et seulement lorsqu’elles sont évaluées en des
mouvements browniens.
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Résumé

Ce mémoire est une présentation de contributions a I’étude de fonctionnelles stochastiques. Ces
contributions comportent & la fois des analyses théoriques des lois des fonctionnelles (régularité,
inégalités de déviation, théorémes limites), et des études de modéles motivés par les applications
(mathématiques financiéres, modeéles de boules aléatoires). Le mémoire est organisé selon trois
thémes principaux que nous décrivons briévement.

Dans une premiére partie, les lois de différents types d’intégrales stochastiques (stable, Wiener-
Ito, Poisson) sont étudiées. En considérant les intégrales comme des fonctionnelles sur ’espace
des trajectoires de processus naturellement associés aux mesures aléatoires d’intégration, nous
analysons la régularité des lois (existence de densité, convergence en variation par rapport aux
fonctions intégrées).

La deuxiéme partie est consacrée a des inégalités sur les lois de probabilités. Les premiéres
sont des inégalités de concentration qu’on propose pour des fonctionnelles sur ’espace de Poisson
lorsque le gradient (de type différence) satisfait certaines bornes. Nos résultats sont spécialisés pour
de nombreuses classes de fonctionnelles (parmi lesquelles : des vecteurs d’intégrales de Poisson, des
fonctionnelles de Wiener quadratiques, des fonctionnelles stables). Les secondes sont des inégalités
de comparaison convexe pour des exponentielles stochastiques ou des vecteurs & représentation
prévisible. Des applications aux bornes de prix d’options financiéres sont également considérées.

La troisiéme partie regroupe différents théorémes limites pour différentes convergences et dif-
férents objets. Des convergences en variation sont obtenues pour des processus empiriques en
renforcant des principes d’invariance, et pour les variations d’Hermite du mouvement brownien
fractionnaire en obtenant des résultats de type Berry-Esséen. Dans des modéles de boules aléa-
toires et de mots aléatoires, ce sont des fluctuations en lois de fonctionnelles d’intérét que nous
analysons.

Abstract

This dissertation is a presentation of contributions to the study of stochastic functionals. These
contributions consists both in the theoretical analysis of the laws of functionals (regularity, inequa-
lities of deviation, limit theorems) and in the study of models motivated by applications (mathe-
matical finance, random ball models). The document is organized in three main parts that we
shortly describe.

In the first part, the laws of different types of stochastic integrals (stable, Wiener-Ito, Poisson)
are studied. Considering the integrals as functionals on path-space of processes associated to
the random measures of integration, we analyse the regularity of the law (existence of density,
convergence in variation with respect to the integrated functions).

The second part is devoted to inequalities between laws of probability. The first ones are in-
equalities of concentration that we propose for functionals on the Poisson space when a gradient (of
difference type) satisfies certain bounds. Our results are specialized for various class of functionals
(such that vectors of Poisson integrals, quadratic Wiener functionals, stable functionals). The se-
cond ones are inequalities for convex comparison for stochastic exponentials or for random vectors
with a predictable representation. Applications to bounds for option prices are also considered.

The third part gathers together different limit theorems for different convergences and several
objects. Convergences in variation are obtained for empirical processes and for variations of Her-
mite of the fractional Brownian motion. As a consequence, invariance principles are strengthened
in the first case and Berry-Esséen type results are obtained in the second case. In models of random
ball or of random words, we investigate the fluctuations of some interesting functionals.
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60J75
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