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Notations

Il ne faut jamais s’exprimer plus clairement que ses propres
idées.
Niels Bohr

Généralités mathématiques

diag(v)

[1]
2

I'ensemble des nombres entiers

I'ensemble des nombres entiers positifs,
ieezeNs{zeZ & x>0}

I'ensemble des nombres entiers négatifs,
ie.x e —-N& —zreN

I'ensemble des nombres réels
I'ensemble des nombres complexes
I'ensemble des imaginaires purs,
ieereiRe{zreC & z=iSm{z}}
partie réelle du nombre

partie imaginaire du nombre

complexe conjugué du nombre

fonction conjuguée de la fonctioh

ie.sif: V — W,z — f(x) etsilaconjugaison est définie Siif,
alorsf : V — W,z +— f(x)

matrice transposée de la matride

matrice hermitienne de la matrice

matriceM = (m; ;) dontles seules entrées non nulles sonibtes
qui prennent les valeurs

fonction caractéristique de I'enseml§le

. 1, PeQ
l.e. ZQ(P) = {O sinon
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Généralités mathématiques (suite)

f

{eiticqt, . .dim(v)}
{ei}ie{l,--- ,dim(V)}
Sn

Mat,(R)

id

det(A)

On(R)

SO (R)

d2(.7.)

alb

Ed

<f>

transformée de Fourier de la fonctign

convention :f (w) = o= [, dt f(t)e™!, d'ot f(t) = [, dw f(w)e ™
base d’un espace vectoriélde dimensionlim(V'), oudim (V) < oo
base de I'espace vectorigl, dual deV'; i.e.,e’e; = &'

groupe des permutations d’un ensembldont le cardinal est
ensemble des matricesparn a entrées darnk”

matrice identité (la taille étant donnée par le contexte)
déterminant de la matricé

groupe orthogonal suik™,

i.e.A€0,(R) = {Ae Mat,(R) & AAT =id}
groupe spécial orthogonal sRf*,
e, A€ SO,(R) = {AcO0,(R) & det(A) =1}

fonction de dégénérescence a deux éléments,

. 2, a#b
i.e. th(a,b) = {1’ Wb
fonction de dégénérescence a trois éléments,
6, a#£b#c+#a
3, a£b=c
ie. (a,b,c):=<3, b#c=a
3, c#a=>
1, a=b=c

3

plus petit diviseur commun des entierstb

partie entiere d’'un nombre rée)
i.e.,|z] := max(z —x < 0)
ZEZL

moyenne stochastique de la fonctifn

: I
le.< f>= Th—IgoT/O dt f(t)



Notations

Notations électromagnétiques

E champ électrique total, appartientia= {f : R* — R3}
D champ d’induction électrique, appartienitla
B champ magnétique total, appartieritia
H champ d’induction magnétique, appartierifia
E champ électrique incident, appartierila
E“ champ électrique diffracté, appartientia
E, composante du champ électrique total oscillant a la polsati;
lorsqueE(s, t) = Y E(s, qw)e """,
qQEL
el (s,w) permittivité relative dans un milieu linéaire,
local (indépendance du nombre d’onde),
dispersif (dépendance de la pulsation
inhomogéene (dépendance de la positipn
stationnaire (indépendance du temps)
xM(s,w) susceptibilité électrique pour un milieu ayant les mémeppétés
que dans la notation précédente. Orja = 1 + y(
Abréviations

COS Conditions d’onde sortante (détaillées dans le cleapjtr
PML Couche parfaitement adaptée, ou "Perfectly Matcheatay
EDP  Equation(s) aux dérivées partielles

11



Notations

12



Remerciements

Peu enclin a singer ceux qui m'ont précédé,
J'ai un temps eu I'impudence d’oser songer
A omettre ces classiques trivialités -

Mais a la tradition il faut souvent céder.

Alors pour commencer, je propose Ceci :

A mes deux encadrants, & mes deux rapporteurs,
Aux membres du jury, aux divers auditeurs,

A I'éventuel lecteur du présent manuscrit,

A tous mes collégues, mes anciens professeurs,
A mes amis aussi, de Marseille ou d’ailleurs,

A ma famille enfin, jai la joie et 'honneur,
D’adresser humblement ces mercis en couleur!

Je dois aux deux premiers un petit commentaire.
J'ai aimé, avec vous, "découvrir' la physique ;
J'aimerais, a présent, plus de mathématique,
Convaincu qu’on grandit en changeant ses reperes.

Je pars la téte emplie de nouvelles envies,
Mais si j'ai décidé de ne suivre vos traces,
N’imaginez pas que je ferai la grimace

A chaque évocation de mon passage ici.

Merci Hervé Rigneault et Sophie Bracelet,
Pour le vif intérét prété a ce projet

Et la cerise que vous avez apporté.
Puissent ces travaux trouver quelqu’utilité!

Aux suivantes personnes, je veux exprimer
Des regrets : Frank Wagner, pour avoir avorté
La collaboration ; Frédéric Forestier,

Toujours a I'écoute, sans trop désespérer!




Remerciements

14

Quelques clins d’'ceil étant également d’'usage,

A celles et ceux qui ont partagé, midi

Ou soir, a Fort Fouque, Fresnel ou Luminy,
D’agréables moments, je souhaite rendre hommage.

Amere et honteuse, la derniere pensée,
Pour avoir gravement bouleversé ma vie,
Elle vous est destinée, Oleg Ogievetsky,
Dont je fus ces six ans un peu le protégé.

D’étre de déceptions un éternel sujet,
Encore une fois, Monsieur, veuillez m’excuser.



Chapitre 1

L' Optique non-linéaire

Le doute nait de la vérité, comme une espece de rejeton, et
naturellementils s’élévent tous deux, en entrelacansleaw
meaux.

Dante Alighieri

Ce chapitre a pour but d’introduire I'optique non-linéalk®us nous sommes atta-
chés a suivre la démarche scientifique : dans une premiéie (lad.1), quelques ex-
périences seront décrites. Elles stipulent notamment gl@efromagnétisme enseigné
lors des cours du premier cycle de nos universités n’estegli’'aux faibles intensités :
la réponse d’'un matériau a une excitation électromagnr&fguit &tre non-linéaire en
fonction de I'amplitude du champ incident. Nous décrironsnodéle rendant compte
de ce changement de paradigme. Dans d’'autres chapitre} drdht présentés des
résultats numériques simulant des équations issues duen@&ien qu’indispensable,
la derniére partie, entendons la vérification expérimentah pas été réalisée durant
cette these.

Les concepts de I'optique non-linéaire seront décrits dasection 1.2 ; cela sera
assez formel, dans le sens ou, méme si leur manipulatiomgeiavérer fastidieuse,
les définitions données seront faciles a comprendre. Nous sommes imposés de
présenter toutes les hypothéses nécessaires (elles smnssoulignées) pour ex-
pliciter les équations de propagation d’'un champ électmprétique dans un matériau
non-linéaire. Deux cas de figure ont été étudiés séparéndeamis: le plus général, ou
le spectre des champs électromagnétiques est continune@asons rien faire d’autre
que de poser les équations. La discussion est reléguée piiretguivant. Dans le
deuxiéme cas, le spectre des champs électromagnétiqudis@st, et nous obtenons
un systéme d’équations de propagation, que nous n’avorggamncontré dans la
littérature, pour lequel nous avons élaboré des systéuegtigermettant de résoudre
une approximation dudit systeme, ne serait-ce que nungriqat. On remarquera que
méme si ces approximations, que nous avons d{ faire afinedtalis nombres de nos

1Ces systématiques sont les degrés ; ce chapitre ne présente degrél, I'introduction du degrél’
étant reportée au dernier chapitre.

15



Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

modeles, sont des exigences théoriques, elles se laissdatient intégrer par I'intui-
tion, et permettent de retrouver des résultats expérimgm@nnus. Les générations de
seconde et de troisieme harmoniques seront notammentesecri

La suite de ce chapitre, ainsi que le suivant, établit uneespondance entre les
tenseurs décrivant les matériaux et les champs électragtiggas s’y propageant. Les
transferts d’énergie (sections 1.5 et 2.1) ainsi que laemwasion de la polarisation du
champ électrique (section 2.2) seront étudiés. Le prébapiice se clot sur la descrip-
tion de phénomeénes non-harmoniques qui peuvent appdoasineie le champ incident
n’est pas monochromatique (section 1.6) ou lorsque le imaatéEsonne naturellement
a une certaine fréquence (section 1.7).

Tout ce rapport se situe dans le cadre suivant : le milieutatbsnaire local
non-bianisotropemagnétiquement linéairenous détaillerons tout ceci dans la section
1.1.2.

1.1 Introduction

1.1.1 Laphénoménologie

Cette partie se voulait étre un apercu historique des premidanifestations de I'optique
non-linéaire. Nous ne sommes pas satisfaits de son étaffédEmn®us n’avons jamais rencontré
de description détaillée de la genése de cette matiere, @tidenous n’avons su nous procu-
rer certains articles fréquemment cités. Les citatione@éss sont, dans ce cas, recopiées de
maniére mécanique.

Cette sous-section mise a part, tout ce chapitre montrengwaie purement théo-
rique méne naturellement & l'optique non-linéaire. Evident, la valeur de cette
étude serait bien mince si I'on ne disposait d’aucun moygréemental qui attein-
drait ce régime. Ceci n’est pas le cas, depuis l'inventioladar. La premiére émission
laser, au moyen d’un cristal de rubis, est due a Théodore Btaien 1960. Trés vite,
I'amélioration des procédés permit d’obtenir des lasergsden taille, en matériau,
etc.) et des applications industrielles (le percage desS,18@ode barre en 1974, etc.).

Les effets non-linéaires de la réponse d’'un matériau a unregment électroma-
gnétique issu d’un laser (ou d'un maser) ont tres rapidegtérdécouverts : Nicolaas
Bloembergen et ses étudiants travaillaient sur I'effetd@tscquand ils recurent un pa-
pier de Peter Franken, qui évoquait une expérience ou laagoede seconde harmo-
nique apparaissait ([1]). Un mois aprés cette expérientcpublié un article ([2]) ou
une expérience similaire est décrite. Les auteurs, Kaisgagett, parlent de processus
"a deux photons". Cette fois, ce n’est pas la seconde haguemnjui est générée mais
une longueur d’'onde correspondant a une résonance du auwa(irichamp incident
oscillait 2694 nm et la composante générée oscillait2d nm).

Dans un article de 1962 ([3]), John Armstrong, Nicolaas Blbergen, Jacques
Ducuing et Peter S. Pershan donnent la base de I'optiqudim&aire théorique : ils
développent un modele semi-classique pour les interacéatre la lumiére et la ma-
tiere, discutent la symétrie des tenseyf®, trouvent des solutions de systémes sim-
plifiés décrivant la génération de seconde ou troisieme biaigue, ou celle de somme

16



1.1. Introduction

de fréquences (en séparant, a chaque fois, deux cas, sélgnagaccord de phase ou
non). lls évoquent également la génération de sous-haguesi(et renvoient a [4]),
I'effet Kerr électro-optique, etc. Tout ceci suppose unrspancident ou le spectre
est une somme de deux (ou quatre, voire six) distributionBidec, et que le mi-
lieu non-linéaire est homogeéne et infini. Méme si les appnaions sont nombreuses,
on constate que, un an apres les découvertes expérimetdatesorie décrivait déja
guantité de phénoménes observés. Malheureusement, renens’trouvé, avec ces
modeles, de comparaisons théorie/expérience qui nosfassdient.

En 1965 fut reportée ([5]) la génération de filaments : lowsgdaisceau suffi-
samment intense et localisé pénétre dans un milieu noait@él peut se scinder en
plusieurs parties, que I'on appelle alors des filamentsi Gatduit ensuite a ce que
I'on appelle des solitons spatiaux. On peut donc observeaugmentant I'intensité
du champ incident, aucun effet non-linéaire, puis un "fmifising", cette filamenta-
tion, et enfin 'endommagement du milieu hote. La premieaarféntation due a I'effet
Kerr-optique fut présentée en 1982 dans [6].

On ne peut ne serait-ce que citer les divers sous-domair@ptigue non-linéaire
d’aujourd’hui. A I'intérieur méme de cette matiére, de noenx sujets sont maintenant
éloignés de ce qui nous intéressera dans la suite du docugregtise d’ouverture,
le lecteur est renvoyé a la course aux impulsions ultralsr§vg), aux applications en
spectroscopie ([8], [9]) ou aux "supercontinuums", déestsren 1970 ([10]), qui ont
commencé a étre maitrisés dans les années 1990, grace aill@erseompréhension
de I'enchainement des effets qui les produisent ([11],)[1Qh peut préciser que les
champs constituant ces supercontinuums ne peuvent én@@pps par une enveloppe
faiblement variable ([13]).

1.1.2 Le modele
Les deux types d'équations en physique

Deux types de données sont nécessaires a la descriptiopliémomene physique

— l'objet de I'étude,

— le contexte dans lequel est placé 'objet.

On aime expliciter cette différence. Par exemple ([14]pifna 1), en mécanique,
on mesure une forcE, appliquée sur un objet en un poit ¢) de I'espace-temps;
cette mesure est traduite par la relatlof(s, t) = m g(s, t). Ondéfinitainsi la masse
m de I'objetetle champ gravitationnglen(s, ¢). La premiére est un attribut de I'objet,
le second est indépendant de celui-ci.

La séparation existe aussi, et de maniére plus fondameetatie les équations
régissant des quantités physiques ([15]). Par exempleh@ambdynamique, les va-
riables d’énergie intern&, de températuré’, d’entropieS, de pressionP et de vo-
lumeV sont reliées, pour les systémes fermés,ddar= T'dS — PdV. Cette relation
estindépendante du milieu considéré. Mais pour obtenexpsessions des différentes
variables, des équatiodgpendantes du milieveliant ces variables, sont nécessaires,
e.g.,PV = kNT pour les gaz parfaits (oki est la constante de Boltzmann Etle
nombre de particules qui constituent le systeme).
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

Les distinctions présentées au paragraphe précédentazgsesnt également en
électromagnétisme. En effet, nous avausé concernant la force électrique, en
fonction de la charge de I'objet et du champ électrique qui agit sur lui, de maniéere
similaire & son analogue mécanique, la relaliafs, t) = ¢E(s, t).

La distinction apparait également dans les équations guiv@é@t les champs élec-
tromagnétiques. D’un c6té, nous avons les relations de Mbxgui ne sont que des
équations "structurelles" des champs (ce sont eux 'olgdtédude), de 'autre coté,
nous avons les relations constitutives, qui précisentriegrigtés du milieu accueillant
ces champs.

Les équations de Maxwell

Les longueurs d’onde du spectre visible se situent appratiement entrd00 nm
et 800 nm. Dans toute cette thése, on supposera que les longueurdedépre I'on
utilise sont au moins supérieures@) nm. La taille d’'un atome étant de I'ordre du
I'Angstrém (soit10~ 1% m), il semble impossible de détailler les comportements de la
lumiére simultanément a ces deux échelles. On est donc améiée I'hypothése
suivante :

les ondes que I'on décrira évolueront dans des milieux h@még
sés; ceci implique que notre modéle ne pourra pas décriretiba
individuelle d’'un atome sur la lumiére.

Dans le cadre de cette approximation (qui, précisons-tei®mméme, englobe toute
I'électromagnétisme classique), les équations de Maxaté@tioncent ainsi :

(TER)-() e

(TSP )=(1) @2

La nomenclaturéconcernant les champs est rappelée dans le tableau 1.1

E | champ électrique
champ magnétique

B
D | champ d’induction électrique
H | champ d’induction magnétique

J | densité de courant électrique
p | densité de charge électrique

TAB. 1.1 — Nomenclatures des champs intervenant dans les éqsidé Maxwell

2Certains auteurs appellent parfisle champ d’induction magnétique B le champ magnétique. Ceci
nous parait suranné, et nous nous expliquerons.
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1.1. Introduction

On distingue, dans les équations de Maxwell, deux ensefblepremier, (1.1),
contient deux relations entre les champs "primitifs", fampie le second, (1.2), lie les
champs d’induction aux sources électriques ; cette dissiaest causée par 'absence
de source magnétique.

On remarque que les équations de Maxwell ne suffisent pasadesun probléme
du type : a partir d'une densité de courdr{ftiorénavant simplement appelée courant) et
d’une densité de charge expliciter les champs électromagnétiques. En effet, &ans
chaque champ présentant trois inconnues, on obtient dultatae quantités a évaluer.
Or, les équations de Maxwell ne donnent que huit relationat(g par ensemble). Elles
sont alors complétées par les relations de constitutions.

Les relations de constitutions

Que savons-nouspriori sur I'induction électromagnétique ? La réponse différe se-
lon que I'on se place dans le vide ou dans la matiére. En ceogeierne le premier cas,
la réponse est triviale, et le formalisme présenté est elygeeorte trop compliqué.
En effet, par définition, le vide est le milieu qui ne crée pasdiiction. On introduit
alors deux constantes fondamentadg®t .o, nommeées respectivement permittivité du
vide et perméabilité du vide, et dont les valeurs sont fix@éépuement parce que I'on a
choisi, comme unités fondamentales, le métre, la secoaddphramme et 'ampére.
Ces valeurs sorftey ~ 8,854 A2 s* kg~ 'm =3 ety = 471077 A2 5 2 kgm. On
pose alors les relations constitutives de proportiondalifvantes :

D= E()E,
H =y, 'B.

En revanche, dans la matiére, nous devons choisir une fatimulla plus géné-
rale possible. Comme nous I'avons écrit, la "fabricatiomidliction se fait a une autre
échelle que celle a laquelle nous travaillons, et nous s@wédlits a la voir comme
une boite noire. A I'entrée, en chaque ends@t a chaque instantfigurent les quanti-
tés primitives, et a la sortie les champs d’'inductidfs, ¢) etH(s, ¢). Quelles sontdonc
les quantités dont nous disposons ? Nous nous restreigoriph@nomenes purement
électromagnétiques en choisissant, tout simplementg detrdroits et I'instantt, les
champs primitifsE et B. On pose ainsi:

D(s,t) = D({E(0,7)} (o mesits)xTi) 1B(9, )} o mesas) x i S:t) (1.3)
et

H(s,t) = 9({E(0, 7)} (o mest =1 1), 1B(F, T) o mesn(s)xh (1) 8 ) (1.3b)

3Avec une notation issue de la relativité, chaque ensembiédsét & une équation. Nous y reviendrons.

4Dans un systéme de notation plus usuel, @g a- 8,854 Fm ™! etpug = 471077 N A=2 o0 F et
N représentent respectivement le farad et le newton.

SAfin de simplifier 'exposé, nous supposons que I'espacepsesidentifie dR* ; aussi, nous nous pla-
cons dans le référentiel ou le matériau est au repos - vojr Er6in, I'article [17], ainsi que les références
qui s’y trouvent, ne se limitent pas aux phénomenes puregiectromagnétiques.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

ou, parexemplelE(o, 7) } (g r)esa(s)x Ta(+) représente 'ensemble des évaluations du
champ électrique aux endroiset aux instants, lorsques et parcourent respecti-
vement les ensembleé (s) C R? et T2 (¢) C R.

Naturellement, I'étude du matériau le plus général, et denplus compliqué,
risque de s’avérer inféconde. Méme si ceci peut décevoadelir, nous allons donc
immédiatement nous concentrer sur la propriété essentieff objets qui nous préoc-
cupent : la non-linéarité. Cependant, nous désirons eteultoutesles hypothéses qui
permettent de simplifier les expressions (1.3). Seul le leasrigue va étre détaillé ; un
traitement similaire doit étre accordé a la fonctionnglle

— Nous supposons que le matériau_est ca@adi implique que

Ti(t) € (—00,t], (a,b) € {e,b} x {d, h}.

On constate en effet que I'égalité précédente est équieadela restriction : "les
instantsr auxquels sont évalués les champs électrique et magnétgtriziant
au champ d’induction a l'instaritsont antérieurs a cet instant". On conviendra
que, du point de vue du physicien, la restriction des syssé&meliés occasionnée
par cette hypothése est bien mifice

— Nous supposons que le matériau est spatialement [Beal implique que

Sb(s) = {s}, (a,b)€ {e,b} x {d,h}.

La majorité des articles évoque des matériaux locaux (ohgegendant consul-
ter [19], [20], etc.). Ceci est en fait d{ au processus d’hgémeisation évoqué
plus haut : lorsque I'on moyenne le comportement des chaompdes cellules
élémentaires (en général sans signification physique)s@anrange" pour que
la taille desdites cellules soit suffisamment grande pouwpio négliger I'in-
duction que les champs primitifs évoluant dans une cellalgiguent sur une
autre cellule, tout en étant suffisamment petite pour éditastenir un matériau
homogeéne ([21]).

On pourra s’étonner du fait que la non-localité spatialeaativement peu étu-
diée alors que la localité temporelle fait plutot figure degtion (on parle alors
de matériau instantané, ou non-dispersif). En prenant ngalge plus imagé,
on peut dire que, a I'échelle atomique, la distance d’un@gérspatiale (i.e.,
une longueur d’onde) est grande, alors que la durée d’'unedesiemporelle est
petite. Cependant, I'étonnement pourra s’amoindrir eégrént des nombres a
cette comparaison : une longueur d’onde (prise dans le dde) micrométre
correspond a une période temporelle d’envitgd. 10~ 14 s.

En s’autorisant & garder le méme nom pour la fonctionr®|l€expression de
cette derniére se simplifie selon

D(Sv t) =9 ({E(Sv T)}TGTed(t)7 {B(Sv T)}TGTf(t)v S, t)'

6 article [18], qui se propose de se maintenir dans le régemeporel, propose la définition suivante de la
causalité : un matériau est causal si, pour toutté&nnulation des champs primitifs s(# oo, ¢) entraine
I'annulation des champs induits sur le méme interval. Ceéfinition, probablement plus facile a manier
mathématiquement que celle que nous donnons, n'autorisdiéal a avoir une polarisation instantanée, et
n'est donc pas équivalente a la nétre.
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— Nous supposons que le matériau est non-bianisatfega implique que

oD =0,
O$H =0.

Les matériaux chiraux, par exemple, sortent du cadre de legfiothése.
On a donc

D(Sa t) =9 ({E(S, T)}TETCd(t)’ S, t)
— Nous supposons que le matériau est électriquement statrenCeci implique

que la fonctionnelléd ne dépend pas explicitement du temps (elle en dépend
bien sar implicitement).

D(57 t)=9 ({E(57 T)}TGTed(t)? S)-

Cette hypothese est relativement restrictive : elle im@iqu’il ne peuty avoir de
processus mécanique, thermique, chimique, etc., qui fasdeer le matériau.
Comme corollaire immédiat, on notera que I'on ne peut wtilla fonctionnelle
précédente dans une étude comprenant 'endommagemaent lase
On s’attachera donc a donner des amplitudes suffisammentigsa
pour que les effets non-linéaires ne soient pas négligsalhais
d’'une maniere raisonnable pour que la lumiére ne change pas |
propriétés du matériau (i.e. les fonctionneli@st §).
Pour dire les choses encore autrement, nous n’étudion&gtieh de la matiere
sur la lumiére, et nous négligeons 'action réciproque.

Nous ferons une autre hypothese sur le matériau. Cellg;at@seusement, rare-
ment explicitée dans la littérature. Elle consiste a suppgse le matériau estlisse’,
dans le sens o admet un développement limité par rapport au champ éleetag
voisinage de l'origine. Le cadre de 'optique non-linéaget alors trés simple a énon-
cer : c’est celui ot I'on ne se contente pas d’un développéeakordre un.

L'hypothese du matériau lisse s’avere bien peu commodguerse dernier sature,
ou si le champ qui l'illumine le détériore durablement. Requans cependant que ces
cas de figure sortent du cadre d’un régime stationnaire que mous sommes fixés;
de plus, nous avons l'intuition qu’un matériau qui satureuesmatériau lisse, mais
qu'il existe une fonction n’ayant pas de développement géofadonnée dans la litté-
rature, qui décrit convenablement avec un seul degré dedibe qu’une hypothétique
fonction polynomiale décrirait avec un grand nombre de é&de liberté.

Cette notion de matériau lisse sera détaillée dans la settiy ou, notamment, la
définition du vecteur polarisation sera rappelée.

Digression sur d’autres formulations

Cette digression n'a pas recu que des suffrages. Si le festeihaite I'esquiver, nous en
donnons un bref résumé.

“Contrairement aux autres qualificatifs, celui-ci est deeotu.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

Il existe plusieurs formulations des équations de Maxv@sktaines ont un sens géométrique
plus élaboré que celle de 'analyse vectorielle que nousn&de donner, et permettent donc de
les rendre plus simples et plus claires. La constructionttea quantités, telles que I'énergie
ou l'impulsion électromagnétiques, s’avere égalemens pituitive avec le formalisme de la
géomeétrie différentielle. Nous n’avons cependant, reréatiétude satisfaisante sur les relations
de constitutions dans ce formalisme.

Le fait que I'on dispose de plusieurs maniéeres pour exprimenéme phénomene est évi-
demment un avantage. L'annexe A donne le passage entrefiggsris vocabulaires. Ceux-ci
seront alors équivalents, lorsque la nature géométriquehdque objet sera tranchée - ce qui
n’est, pour l'instant, pas le cas : voir la page 33.

Intéressons-nous a d’autres formulations des équatianshdamps électromagné-
tiques. Ceci nous permettra, en particulier de comprenduequoi il est préférable
de distinguer les champs sourdeé®t B par rapport aux champs d’inductidn et H
que les champE et H par rapport @ et B (alors que, pour des raisons essentielle-
ment historiques, la plupart de nos collegues, et nous-mélée la section suivante,
exprimonsB en fonction deH).

Remarquons tout d’abord que les champs que I'on manipuleasbéchelle mé-
soscopique; s'il existe des champs microscopidigset B,,, les champ® et H
ne sont définis que lors du processus (ou la tentative) d’lgeéméisation du milieu a
I'échelle mésoscopiqde

Puisque, d’aprés le paragraphe précédent, seuls les cliaetd ont une signifi-
cation microscopique, la force électromagnétiffug qu’exerce un champ de vecteurs
(E, B) sur une particule ne peut s’exprimer qu’en fonction de cesmgs. On trouve
en effet, en appelantla charge de la particule etsa vitesse, la loi :

F.n =q(E+ v x B).

Pour cette raison, G. Deschamps a choisi, dans [23], le ndichdenps de force" pour
désigner les chamgs et B (ainsi que "champs de source" pdoret H).

Ensuite, lorsque I'on utilise des potentiels, on €Eri VIV — 0, A etB = V x A.
L'utilisation des potentielT et(?, dérivant des cham@d et D est bien plus exotique
([24]).

On peut encore citer la différence fondamentale entre lasnpsSE et B et les
champD etH qui apparait dans la version discréte de I'électromagmétion utilise,
dans cette théorie, deux résealixet B sont alors des cochaines sur le premier alors
queD etH sont des cochaines sur le second (voir a ce sujet, la réE[2s).

Les deux derniers arguments sont li€s, et nous allons léétaile autre formula-
tion, qui améne naturellement la version des potentiels etision discréte.

Lorsque Maxwell, reprenant les travaux de Gauss, d’Ampaeef-araday et de
Lenz, a écrit les systemes (1.1) et (1.2), il avait choisblerfalisme des quaternions

8Pour étre plus précis, il existe plusieurs moyens d’arraugx équations de Maxwell. Nous les avons
posées, en suivant la méthode de [14]. Mais on peut égalesoesidérer comme fondamentales les conser-
vations de charge électrique et de flux magnétique a toutdléclsoit, dans une formulation de géométrie
différentielle, dp = 0 etdJ + dyp = 0. On en déduit, si les groupes de cohomolofié et 72 de la
variété sur laquelle sont définis les champs sont triviaes,"potentiels'D et H tels quep = dD et
J + 0:D = dH. Dans ce cas, ces champs d’excitation électrifuet magnétiqueH acquiérent un sens
microscopique ([22]).
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[26]; c’est-a-dire qu’a un vectedX, ayant pour coordonnées dans un repére cartésien
(Xz, Xy, X,), il associait le quaternion purement imaginake= X,i+ X,j + X.k.
On peut alors définir un opérateur nabla "quaternionidug'de sorte que la diver-
gence (respectivement le rotationnel)Xlesoit la partie réelle (respectivement la par-
tie imaginaire) dév,X. Gibbs et Heaviside découvrirent la formulation vectdeigLie
I'on a utilisée jusqu’a maintenant. Il subsistait ceperidare curiosité : les transfor-
mations par I'opérateur de parité sur les champs differeloinsque celui-ci agit sur
les champ< et B ou sur les champHl et D. Ce probleme fut résolu lorsque I'on
décrivit ces champs dans une algébre tensorielle. Appamtislors les algébres de
Clifford ([16], [27]), les algébres des multivecteurs, dgébres géométriqués([28]),

et les algebres des formes différentielles (introduitessda3d], et abondamment étu-
diées depuis). Toutes ont en commun de distinguer des atggtgiés a des points (les
scalaires ou les formes de degré zéro, i.e. les fonctioas)segments (les vecteurs ou
les formes de degré un), des aires (les bivecteurs - ou psaadeurs - ou les formes
de degré deux) et des volumes (les pseudo-scalaires outessale degré trois). Nous
décrirons plus en détail dans quelles catégories se sikgedifférentes entités électro-
magnétiques, mais I'on peut d'ores et déja préciser quedeteurs polaires et axiaux
sont décrits par, respectivement, les deuxieme et troes@jets. E.J. Post, dans [29],
énumere les inconvénients de la formulation vectorieleé&tpiations de Maxwell. Le
point fondamental est que les milieux chiraux couplent lesntps électrique et ma-
gnétique, et I'on en vient a additionner des éléments deaestlifférentes.

Il semble que les algebres différentielles présentent dastages importants par
rapport aux autres formalismes : I'unicité de 'opérateaiddférentiation, la descrip-
tion naturelle des champs (qui deviennent donc des forneegjeés objets qui a tout
point de la variété associe un covecteur d’'un certain ralégyde de ces objets est
moins élaborée dans les algébres de Clifford, par exengite)Aussi, ces objets étant
étudiés de maniere abondante par les mathématiciens, $ecfgtypeut trouver des re-
lations intéressantes entre, par exemple, la topologiesiedce sur lequel sont définies
les formes et certaines propriétés des formes, etc. Ledamemque présente I'utili-
sation des formes différentielles sur I'analyse vectt@isbnt bien décrites dans [23].
Cet article explique également (voir également la sérigidlas [30], [31], [32], [33])
pourquoi, d'un point de vue physique, il est plus naturel destdérer des vecteurs,
des covecteurs et le produit de dualité (qui émerge nagumelht) qu’uniquement des
vecteurs avec un produit scalaire.

Nous avons ici et |a utilisé le langage de la géométrie difiéelle', il est grand
temps de le préciser. Cette formulation des équations develaast tirée de [15], [37],
[38], etc.

On note respectivement pA/”* (M) les formes différentiables de degiésur une
variété différentiablél/. Soient alorg F, G, C) € \*(M) x A\*(M) x A\*(M). Les

9Les références données décrivent les présentations deti@hagnétisme dans ces algébres. Dans la
plupart des cas, une annexe rappelle les propriétés purenaginématiques de ces objets. Nous n’affirmons
pas que la paternité de ces sujets revienne aux articlesameés, ni que la liste soit exhaustive.

10 "auteur avoue qu'il ne saisit pas la distinction entre dgslares et celles de Clifford.

11Si un lecteur désire s'initier dans ce sujet, nous proposemisivres [34], [35] ou la physique n’est
jamais loin derriere, ou [36] pour certains aspects pluddomentaux (qui s’avéreront indispensableslans
la méthode des éléments finis!)
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

équations de Maxwell s’écrivent :

dF =0, (1.4)
dG = C. (1.5)

Ces deux équations sont, respectivement, la réécritursydtdmes (1.1) et 1.2).
L'équation de continuitédC = 0, s’obtient en dérivant I'équation des sources. On
énumere quelques attraits de cette formulation :

— elle contient deux équations : la premiére ne contientrgriforme (correspon-
dant aux champR etB) et la seconde contient la forme d’induction et la forme
de source.

— les composantes des deux champs de veclelesB (dansR?) apparaissent
comme des composantes d’un unique tenseur (antisymétiigueang deux,
dansR?) F. De méme, les composantes des deux champs de vecteur®{jans
H et D apparaissent comme des composantes d’un unique tenséayfedt
trique, de rang deux, daii&') G, et la densité s’associe naturellement au vec-
teurJ pour donner la forme sour@g. Ainsi, le nombre de quantités physiques
pertinentes est grandement diminué (ici, il est divisé manxg. Ceci implique
gue les unités nécessaires est également grandement éjroomame cela est
rapporté dans le tabletul.2.

— les opérateur¥’-, Vx (etV lorsque I'on introduit les potentiels) sont unifiés en
un seul opérateut (c’est d’'ailleurs pourquoi nous avons utilisé cette notati
plutdt que les nomgiv, rot et grad). De la méme maniére, les deux équations
E=-VV-30AetB =V x A (quine sontvalables que localement, c'est-a-
dire dans I'image d’une carte) sont réuniesfén- dK, pour un certain élément
K de\'(M).

— soit ung difffomorphismejuelconquele M ; puisquep*dA = d¢* A pour toute
forme différentiable4, les équations de Maxwell, sous cette présentation, sont
invariantes par. Cette invariance sous tout difffomorphisme, si impogant
relativité générale, n'apparait pas dans les formuleg €t.(1..2).

— sous cette présentation, les équations de Maxwell ne&gemiini métrique ni
orientation de I'espace ambient.

— ces équations sont un intermédiaire entre les formulst@cédentes et les
théories de Yang-Mills. Rappelons simplement que ces ib®eont la base du
modéle standard, qui décrit les interactions électromiagune, faible et forte (le
lecteur peut se reporter a [39] pour une description dégithu a [40], [41] pour
des articles de revue - nous avons trouvé le second excelleatonte notam-
ment la genése de cette théorie, qui est partie d’'une refation par Hermann
Weyl des équations de Maxwell -, voire & [35] pour une forrtiafaplus proche
des mathématiques).

Pour faciliter les comparaisons avec les paragraphesgeat® et une meilleur

compréhension de la différence entre la formet les formeg= et C, on donne une
expression, dans des coordonnées cartésiennes, des fvoogeses :

12E J. Post, dans [29], fait remarquer que I'unité@eu deC est celle de la charge], et I'unité deF
est celle du fluA][e] ~*, unités qui paraissent plus naturelles que celles utiiséas le systéme MKSA.

24



1.1. Introduction

forme unité champs associés unités
F m?kgs 2A ' | B T=kgs 2A°T
E Vmt=mkgs 3 A1
G sA D m=2sA
H m~t A
C sA J m™2A
p m3sA

TAB. 1.2 — Unités des formeg, G et C, et les unités des chams E, D, H, p, J
qui s’en déduisent.

F = Bydy Ndz + Bydz ANdx + B.dx AN dy + Eydx ANdt + Eydy A dt + E.dz A dt,

G = —-DydyNdz— Dydz Ndx — D.dx Ndy + Hydx Ndt + Hydy ANdt + H.dz A dt,
C=—pdeNdy Ndz+ Jpdy Ndz ANdt + Jydz AN dx A dt + J.dx A dy A dt,
K = Ayde + Aydy + A.dz — Vdt,

ou I'on a notélV; la composante suivant I'axedu vecteuiW, i € {x,y, z}.

Ceci permet d’utiliser les définitions suivanteB (respectivemenD, p) sont les
"composantes" purement spatiales de la folm@espectivement dé&/, de C) alors
queE (respectivemenH, J) sont les "composantes" spatio-temporelles de la forme
F (respectivement d€, deC). On remarque alors que les signes n’interviennent que
dans les formes d’induction et de source.

Dés que I'on munitM d’'une métrique (dont la signature €8t 1) - la définition
du temps est ce qui correspond By on peut étudier le comportement des formes
par inversion ou par réflexion temporelle. On donne alorsal@ suivante ' et K
sont impaires(G et C' sont paires. On en déduit immédiatement les comportements
des champs face au renversement du tenipsD, V' et p sont pairsB, H, A et.J
sont impairs. En premier cycle universitaire, on obtiers o&sultats en utilisant les
formules”fl—‘t’ =F = ¢(E+v x B) ainsi que les définitions des champs en fonction des
potentiels, et en connaissant les comportements steet (méme si ¢ca parait beaucoup
moins évident);.

La métrique permet également le passage djpsferme vers unén — p)-forme,
oun est la dimension de la variéfd. La définition du dual de Hodge, opérateur noté
%, Se trouve, par exemple, dans [42]. Dans I'annexe (A), nepsraons le vecteuD
en fonction d'une-forme D et effectuons des changements de coordonnées, pour bien
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comprendre pourquoi, en analyse vectorielle, on munit $gaees d’'une orientation
qui permet de définir les vecteurs axiaux et polaires.

Les relations constitutives utilisent le dual de Hodge. Hetedans le vide, on
pose, dans une notation tridimensionnelle :

D=¢cyx FE
H = ;' +B.

Remarquons que, dans la formulation utilisant la géoméifférentielle, la di-
mension de I'espace n’est fixée que par ces derniéres énsafin effet, puisque, par
exempleFE est unel-forme etD une2-forme, la variétéM (purement spatiale dans
cette formulation) est forcément de dimension

Il faut maintenant écrire les relations de constitution §éales et
faire une démarche similaire a celle que nous avons réalisdes la
formulation de I'analyse vectorielle. Malheureusemehhadus faut
admettre que nous n'y sommes pas parvenus, et que nous 8'avon
trouvé aucun indice dans la littérature.

En quelque sorte, nous regrettons que les physiciens tigwsise soient princi-
palement attachés, dans ce domaine, a élaborer une thégrieamt, d’'une maniére
simple et élégante, les propriétés électromagnétiquesddu & notre connaissance,
seul A. Bossavit, dans l'article [43], puis dans un artictenrpublié intitulé "Hodge
and metric", donne quelques idées sur, par exemple, lesespautiliser (les varié-
tés de Finsler) ou le traitement de I'anisotropie... masdentiel du travail reste a
fournir.

Nous n’avons jamais rencontré les équations (1.3) dangdaaliuré®. En effet, la
forme la plus générale que nous avons trouvée ([44]) estlaé&mde deux opérateurs,
Y, : H* - RetY,, : H* — R? (les indices se référant & une partie électrique et
une autre magnétique) spécifiant un matéfiéwt par :

Y. (E(r,t), D(r,t), H(r,t), B(r,t)) =0
Ym(E(r,t), D(r,t), H(r, ), B(I‘,t)) =0,

dans ce matériad/. S'il ne nous parait pas facile de traduire simplement la-non
localité ou I'inhomogénéité d’'un milieu avec ce formalisroelui-ci donne néanmoins
'image suivante : au départ, les quatre champs électroétagres sont définis dans
un espace a douze dimensions. Les relations constitutiregsafors exprimées en la
contrainte suivante : a chaque instant et en tout lieux,HaspsE, D,H et B doivent

13méme si nous ne doutons pas que la plupart des spécialis&atromagnétisme ont pensé a une telle
écriture : par exemple, on trouve dans [18] :

D = D({E, B})
H = H({E, B}).

Nous tenons néanmoins a notre formulation pour la simglibé la traduction entre les propriétés des maté-
riaux et la simplification des fonctionnell&3 et
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se trouver dans les noyaux 8& etY,, ; I'intersection de ces noyaux est, d’'une ma-

niere générique, une variété a six dimensions. Les équadi@Maxwell (ainsi que des

conditions de bords, et ou ou des conditions initiales) i§pétles quatre champs.
L'article [44] donne également la forme suivante des refaticonstitutives :

D(r,t) = Lp(E(r,t), B(r,t))
H(r,t) =Ly (E(I‘,t), B(r,t)),

qui s’approche de (1.3), méme si les mémes remarques camtdantraduction de
'inhomogénéité ou de la non-localité s'appliquent.

Certains auteurs suggérent que, avec notre formulatisriptectionnelle© et $
doivent étre généralisées afin de pouvoir dépendre destaérpartielles des champs
primitifs. L'article [18] donne une petite revue des effaigsi décrits. On peut, en
exigeant encore une certaine régularité, supposer questadécrit par la non-localité.

Les espaces images des fonctionne(lés, L), ou de(D, $) doivent étre res-
treints pour des raisons physiques : il faudrait s’assuuerlg probleme possede au
plus une solution, que sur tout intervalle de temps bornéilation de I'énergie élec-
tromagnétique soit également bornée, etc. Ces consioiésabnt en général trés poin-
tues, et I'on se contentera d’études au cas par cas. Signédaement que le principe
de Neumann exige que si I'espace dans lequel évoluent lespshélectromagnétiques
est invariant par les éléments d'un groupe, alors ces méidreegts doivent laisser les
fonctionnelles définissant les relations constitutivesl@&gent invariantes ([29]). Il est
alors impératif de distinguer, dés que I'on manipule dasstfi@mations non unimodu-
laire (i.e. de déterminants différents de un), de distinde® vecteurs des bivecteurs,
tout comme les scalaires des densités.

Il'y a encore une autre formulati&hdes lois de I'électromagnétisme classique : la
formulation non-locale, ou intégrale. En réalité, celisescinde en deux types, selon
que I'on considére un espace continu (une variété difféale) ou un espace discret
(un complexe simplicial). Dans le premier cas, on obtieatdgquations de Maxwell
en intégrant (1.4) sur un surface tridimensionnelle ; darsetond, on écrit d’abord le
pendant discret de (1.4) en ayant recours a I'opérateurlgerdo

55 =0, (1.6)
56 =¢ (1.7)

ou I'on a notéX la cochaine correspondant a la forme différenti&lleOn obtient alors
les équations de Maxwell en contractant (1.6) et (1.7) seralmaine tridimensionnelle
quelconque.

Les relations constitutives dans une formulation discséte également peu déve-
loppées; dans [45], elles sont écrites sous la forme dégale fonctions en des points,
ce que nous trouvons choquant étant donné le contexte. Beguiaune référence a la

14 e lecteur pourra se sentir frustré de rien voir sur les agps lagrangienne ou hamiltonienne : en
effet, nous n'avons jamais rencontré le pendant des ratatie constitutions dans ce type de présentation.
Néanmoins ces approches ont la faveur de ceux qui veulefierufglectromagnétisme aux autres forces
(e.g. [39] pour le modele standard), ainsi que de ceux quiésssent a des modéles semi-classiques.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

dispersion ou la non-linéarité ne sont données. Il nous Eequie les chercheurs ([46],
disponible sur internet, ou [25]) ont davantage définis lggomathématiques néces-
saires qu’étudier une relation du type de (1.3).

Les versions continue ou discréte, différentielle ou irdéeEs sont équivalentes (au
moins dans tous les cas pratiques connus de l'auteur); diteng formulation est
plus fondamentale qu’une autre est alors un probléme genveale la métaphysique.
Plusieurs ouvrages choisissent une formulation, qui lewaip plus naturelle, et en
déduisent ensuite une autre formulation, plus pratiqus tencalculs ([47] passe de
différentielle a intégrale en continu, alors que [48] préfle passage inverse, etc.).
Si nous n’'oserons discuter de la nature discréte ou contieuspace-temps, nous
aimons rappeler que I'accés aux données physiques (le cllaetpomagnétique, son
champ d’'induction, etc), par I'intermédiaire d’'une mesmeécessite leur évaluation sur
un domaine spatio-temporel.

1.2 Relations de constitution de I'électromagnétisme non-
linéaire
1.2.1 \Vecteur polarisation et tenseurs de susceptibilité

On va continuer, dans cette sous-section, de répondre aektigu : "comment
déduire le champ d’induction électriq@iz en fonction du champ électriqi&' ? Pour
fixer la route du lecteur expérimenté, le but des lignes qot gaivre est d’introduire
les tenseurs de susceptibilit¢s?).

On commence par définir le vecteur polarisation électfigjiiede sorte qud =
eoE + P. Puisque, par définition, un matériau diélectrique a leppétés électriques
du vide siD = ¢(E, le vecteur polarisation mesure I'écart de la réponse diemil
par rapport au vide. Autrement dit, le vecteur polarisatiode la maniére dont répond
le matériau. D’un point de vue microscopique, il correspand densité de moment
électrique dipolaire. Cette réponse peut varier en fona®t (respectivement de) -
si le matériau est non-homogéne temporellement (resjpecint spatialement) - mais
également en fonction des instants autres iq(respectivement des lieux autres que
s) - si le matériau est non-local temporellement (respecteet spatialement). On se
restreint ici a des matériaux locaux spatialement; si @gif@oximation ne peut étre
utilisée, il faut faire a I'espace ce que I'on va faire au ter(ip lecteur peut se reporter
a [19], par exemple).

On pose, poun € N,

oo

P(n)(sat) :EO/ dtl / dtn Q(n)(sat;tla"' atn)E(Svtl)"'E(Svtn)'
- - (1.8)

15Dorénavant, on ne spécifiera plus qu'il s’agit de la polaiosaélectrique - la polarisation magnétique
existe aussi, mais ne sera ici jamais considérée.
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Ceci est un vecteur, appelé vecteur polarisation d’ondre

NotonsV” le dual d’un espace vectoriel régl, ici R*. Les opérateut§ Q™ :
R* x R" — R3 @ (R?)’®" donnent la maniére, au liey) dont le champ électrique aux
instantsty, - - - ,t,, et au lieus influe sur le vecteur polarisation a l'instanét au lieu
s. L'ordre zéro du vecteur polarisatid(“) (s, t) correspond & un moment dipolaire
instantané qui existe sans I'excitation d’'un champ élgawriextérieur. On parle alors
de matériau ferroélectrique. Par analogie, on ®9e(s, t) = £0Q ") (s, ). En expli-
citant, dans I'expression précédente, les indices sur ase{l;, es, e3} deR3, nous
obtenons, pour un entierpositif et des indices i1, - - - , 4, appartenantal, 2, 3},

P<””(s,t)=so/ dtl---/ dt, QUL L (st Lty

E“(s, ty)-- - En (s,tn),

ouv’ est la composante suivant la directiou vecteur. La convention sommatoire,
dite d’Einstein, sur les indices répétés, est utilisée.
Le vecteur polarisation est alors donné par

P=P0O 4 Z 12108
neN

C’est ainsi qu'apparait I'hypothése du matériau lisse elet@ur polarisation est donné
sous la forme d’un développement limité en fonction du chafteptrique au voisinage
de zéro. Par conséquent, plutot que de parler de matéri@airnou non-linéaire, il
vaudrait mieux évoquer un matériau (forcément non-lirdatudié dans un régime
linéaire ou non-linéaire, selon qiRest égal &) ou pas. Ceci dépend de la valeur
des tenseur®™) d’une part, et de I'amplitude du champ électridguie

Lunité de Q™) est lem"~ 1 V=" s~ et dépend donc de I'ordre de la non-
linéarité ; ainsi leg)(™), pour différents:, ne peuvent étre comparés entre eux.

Les opérateur™ obéissent au principe de causalité, qui peut se formulei ain
— I'état d’'un systéeme a un instamtne dépend pas de I'environnement du systeme a des
instants postérieurs &;
par conséquent, on a

Q(n)(s7t;t17' o 7tn) = Sgn(t—tZ)Q(n)(S7ta t17 e 7tn)7 Vi € {17 e ,TL} (19)

ou
-1 a€eR:
sgn(a) =
1 aecRy
Lorsqu'il existe un: tel quet < t;, 'équation (1.9) implique que&™ (s,t;t1,--- ,t,) est

nul. Les relations de Kramers-Kronig sont obtenues en pitelaatransformée de Fourier de
I'équation (1.9) - confére [49] ou [50] et les référencesorépes dans ces livres.

160n remarquera que la contractidil @ V' — k, k étant le corps de base de I'espace vectdriebst
implicite ; il en sera de méme dans tout ce rapport.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

Le reste de cette étude ne fait pas référence a la causalité.

Nous avons décidé, dans la section précédente, de nousimdstra des milieux
homogeénes dans le temgsn particulier, il ne peut y avoir "d’hystérésis (électr&)
intrinséque”, qui apparait lorsque la réponse du matémmend de sa préparatidn
L’homogénéité temporelle se traduit ainsi : pour tout fBele champ électrique me-
suré aux instants, - - - , t,, influe sur le vecteur polarisation a I'instantle la méme
maniére que le champ électrique mesuré aux instantsT’, - - - ,t,, — T influe sur le
vecteur polarisation & l'instant— 7', i.e. les tenseur® (™) vérifient

QU (s, t;ty, - tn) =QMW(s,t =Tty —T,-- ,t, —T), VYneN, VI eR.

En particulier, st =7, ona

QM (s, Tity,--- ,tn) = Q™ (s,0;t1 —T,--- ,t, —T), VneN, VI eR.

Ainsi, les opérateur® ™) ne dépendent, outre de la variable d’espacpie des durées
t; —t,i € {1,---,n}, et non des instants ¢, - - - ,¢,. Il est donc légitime de se
restreindre a I'étude du vecteur polarisation a I'instant0 ; ceci nous améne a définir

RO . R — R3,
s — QUs,0),

R™ : R3 xR — R3@ (R3)®",
(Svtlv"' 7tn) = Q(n)(S,O,—tl, 7_tn)7 n € N.

Cette fonctionR(™ est appeléénction de réponseufonction de corrélatiord’ordre
n car elle permet de réécrire la relation (1.8) sous la forno@el’convolution suR™
entre les fonction® (™) et

E™ :R3 x R" — (R})®", (s,t1, - ,t,) — BE(s, t1) - E(s, t,) :

P(n) (S7 t) =&y (R(n) (S, ) *n E(n) (57 )) (t)

:go/ dtl---/ dty R (st —ty, -t —t,)E(s, ty) - E(s, t,)

— 00 — 00

o0 o0
= 50/ dt, -- / dty R (s, by, tn)B(s,t —t1) - E(s,t —t,).
— 00 — 00
En prenant les transformées de Foufiéon suppose qu’elles existent) par rapport
aux variables —t1,--- ,t — t,, et en supposant que le théoréme de Fubini s’applique,
le produit de convolution devient un produit ordinaire :

1"Nous devons étre trés prudents : d’autre(s) forme(s) ddngsis existe(nt), notamment en optique non-
linéaire, ou des solutions bistables peuvent apparaigaeporter a [51] pour un raisonnement heuristique.
18|_e lecteur est convié a se reporter au chapitre "Notationslébut d’ouvrage pour la convention choisie.
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P (s, t) = 50/ dwy et .. / dwy, et

— 00 — 00

X(n) (S, Wi, ,wn)E(s, (,dl) T E(Sa wn)
:5‘0/ dwl/ dwnx(n)(sawlv"' 7(")71)

E(s,w1) - B(s,wy )e @it twn)t (1.10)
ou I'on a défini
XM R XRY — 3@ (C3)®n, (1.11)

(S,wi, -+ ,wp) / dtl---/ dtnR(")(s,tl,--- tn)e™t

avecw = (w1, ,wp), t = (t1,--- ,t,) et le produit de dualité habituel s&". On
s’apercoit que_(("), tenseur de rang + 1 nommétenseur de susceptibilité électrique
d’'ordre n, est le transformé de Fourier (& un facteur multiplicé2if)™ pres) de la
fonction de répons& (") :

X(n)(SM’ e wp) = (20" R(")(s,wl, e wh)-

x™(s,w1, - ,w,) donne la maniére dont les composantes aux fréquengces.,
wy, du champ électrique mesurées a I'endsditfluent sur le vecteur polarisation a la
fréquencev; + - - - + w, au méme endroit. Son unité est ! V1-".

1.2.2 Propriétés générales des tenseurs de susceptibilité
Symeétrie hermitienne

Puisque le champ est réel, il vérifie

E(s,w) = E(s, —w) ;

par suite, en reportant ceci dans I'équation (1.10), il vien

X(n)(sawla e 7wn) = X(n) (57 —Wi, 7_wn)-

Symétrie de permutation intrinséque

Cette sous-section s’attache a présenter ce qui s’appétigrhétrie de permutation
intrinseque”. Développons I'expression (1.10) en compiesa:

P(”)i(s,t):ao/ dwl-~~/ don X (s wa)

in
— 00 — 00
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Ei(s,wy) - B (s, wy)e it twnt,

Nous allons montrer que les tensenf&) ne sont pas définis de maniére unique. En

effet, poura appartenantdl, - - - ,n}, les indices, et les variables d’intégrations,
étant muets, on a, pour toute bijectiome{1,--- ,n} sur lui-méme :
. oo © .
PMi(s ) = ao/ dws1 / dwen x™* o (8swotyt Won)
—_— ol " lon
—0o0 —00

EA’ial (57 wo‘l) L. Eid7l (S, wgn)e_i(wal"‘""f'w(rn)t'

Par conséquent, en notat le groupe symétrique des bijections de I'enserflble - - , n}
sur lui-méme, on a

. €0 Rl o0 .
P(n)z(svt) = o Z / dwcrl / dwonx(n)z P (Sawa'la"' 7won)
n! oes, PN o ol on
Eial (57 wal) T Eign (S, wa’n)eii(walJr.“ergn)t'

Lorsqu’un étre indicé sur un ensemhles est symétrique par rapport a cet en-
semble, il est invariant par toute permutatioreds ; c'est le cas ici de la composition
n
desn intégrales ainsi que du proddt] £'<* (s, wyx)e"~**. On a donc
k=1

o0

. o0 1 ,
(n)i — il (n)i
P (s, t) —50/ dwq /Oodwn{n| Z X Z.Ul___l-m(S,wala ,Won)}

> - ’ ceS,

Bl (s,wy) - B (s, wy)e it twnt,

En définissant un nouveau tens€uy™ = e; x i, @€ ® @ e,

encore appelé tenseur de susceptibilité électrique dardoar

™M R xR —  C3 e (C3)®n, (1.12)

1 .
(valv"' awn) — — Z eix(n)l Gop i (vaolv"' awa'n)

on
®e"t ®-~-®e1",

on a I'expression suivante du vecteur polarisation a l'erdr

P (s,t) = 60/

— 00

o0

duwn - - / dwn x™ (s, w1, wn) (1.13)

E(S7 wl) e E(S, wn)efi(ler"'ern)t’

190n remarquera que celui-ci n’est pas souligné.
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avec un tenseuy("™ symétrique dans le sens ol

X i7-1~~~i,-n(s’w7'17'” s Wrn) = X zl~~~in(s7w1"" ,wn), VT € Sy

Cette symétrisation, qui porte simultanément sur les caapies de (™), qui sont
des fonctions d&? x R™ dansC, et sur les: derniers arguments de ces composantes,
apparait, par exemple, pour le tenseur de susceptibilaéatoqque dans [52], ou au cas
par cas dans les livres usuels d’introduction a I'optique-fioéaire ([49], [50]). Elle
est fondamentale pour simplifier les équations de propagatie I'on obtiendra dans
les sections suivantes; elle est également fort utile daintmle vue expérimental ou
elle donne, a partir d’'une seule mesutkyaleurs des tenseurs de susceptibilité.

Si une fréquence apparait plusieurs fois dans, - - - ,w,,), alors il faut symétri-
ser le tenseur selon les indices correspondant a ce dorhar@ncontrera un exemple
lorsque I'on présentera I'effet Kerr-optique, a la page 47.

La signification physique du tenseur de susceptibilité dtern (™) s'éclaircit,
puisque, contrairement@d™, il est défini de maniére unique, une symétrie maximale
lui ayant été conférée.

Transformations d’un tenseur par un changement de base

Le vecteur polarisation, ou plus précisément le vecteuarnsationP (") d’ordren
pour tout entier positifi, et le champ électriquE sont des vecteurs. Ceci signifie que
leur expression sont indépendantes de la base choisiegsdaaea I'annexe A pour
plus de détalils).

Les expressions des transformations des composantesettauv lors d’'un chan-
gement de base induisent celles des transformations dgsosamtes d’un tenseur. A
nouveau, ceci est décrit dans I'annexe A.

Ouvrons un commentaire sur un sujet qui nous tient a coeuly. d pas de consen-
sus sur le comportement des champs électromagnétiqued’lorschangement de
base : [15], [38] voieniE et H comme des vecteurs & et D comme des bivec-
teurs (nous traduisons éventuellement si nécessairg)cftBidére qué et D sont
des vecteurs dil et B des bivecteurs, pour [52], les tenseurs de susceptibibiélick
n sontn + 1 fois contravariants, et par conséquent, il pense que leuepblarisation
est un covecteur, etc.

Les choses se compliquent encore lorsque le milieu est séppan-local : pour
exprimer le champ d’induction a I'endraiét plutdét que d’exprimer le champ élec-
trique en un endroitr, il est d'usage, en supposant a nouveau une certaine régula-
rité, d'utiliser les dérivées dB au points, pour arriver & une relation du tyga’ =
¢';E/ +~"  V;EF. Nous pensons qu'il faut bien prendre garde a la nature cieten
v

La version dans laquellE et H sont des vecteurs & et D des bivecteurs nous
parait étre la plus convaincante sous le plan théoriqust(p@urquoi nous avons dé-
veloppé le formalisme ayant recourt a la la géométrie difiéelle), mais nous ne
connaissons de résultats expérimentaux qui pourraierg ldalébat. Nous avons sup-
posé quéP était un vecteur, mais nous n’avons de certitude a ce Stggte question
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

est pourtant fondamental&€annexe A, dans laquelle nous avons essayé de rendre
d’'une maniére simple et précise les correspondances ergrebgets, montre que ces
différents auteurs ne sauraient comparer les résultatsude éxpériences!

De plus, on rencontre fréquemment une correspondancelgrégrgymeétrie micro-
scopique d’'un matériau et une symétrie sur les tenseurssgestibilité. Or, I'expres-
sion de cette derniére dépend du caractére covariant otagariant du tenseur. Il est
donc impératif qu’un accord s’installe parmi la communautéce sujet.

Définition d’un matériau isotrope

Nous voulongdéfinir ce qu’est un matériau isotrope. L'idée fondamentale qui se
cache derriére cette notion est celle de I'impossibilitérpa lumiere de sélectionner un
axe privilégié dans le matériau. Autrement dit, si un teléniati remplit tout I'espace,
toutes les directions se valent.

Une autre image intuitive que I'on peut donner est la sugamtans un matériau
(électriqguement) isotrope, les champs électrique et dtidn électrique sont néces-
sairement paralleles ; en effet, en un point, la polarisadian champ électrique brise
la symétrie du matériau en introduisant une dritet un plarP orthogonal a celle-ci.
DansP, toutes les directions se valent et par conséquent la piajedeD dansP est
nulle, ce qui signifie qu& et D sont portés par des droites paralléles.

Nous allons, en fait, introduif& une définition plus fonctionnelle de I'isotropie, et
nous vérifierons ensuite que celle-ci améne les propriétengptées.

Un tenseur est dit isotrope si sesmposantesont identiques dans toute base or-
thonormée. Un matériau est alors dit isotrope si les tessguirle caractérisent sont
isotropes. En ce qui nous concerne, les tenseurs caractdaséponse du matériau a
I'excitation d’'un champ électrique sont les tenséhr{sl%(m}neN. Dans une base or-
thonorméele; ® €' @ -+ ® €™ }(; 4, .. i ye1,2,33n+1 deR? @ (R?)'®", la relation
suivante doit donc étre satisfaite :

R(n)l iy — AilibR(n)b [GEENe ACI i1 _ACn_ ) VA € O3(R),Vn eN.

s n 11 in

Encore une fois, le signe des exposants des diverses nsatriest ouvert a la
discussion; il résulte ici de notre "choix" en faveur du cééee vectoriel d& comme
deP.

Dans 'annexe A sont démontrés les résultats suivants :

— I'ensemble des tenseurs caractérisant les matériaun@s est un sous-espace
vectoriel, que I'on noterdSO,,, deR3 ® (R3)®n,

— ladimension d€S0,, est nulle sin est pair.

— un élémenf\/ deZSO; vérifie

4 1 5@
M = MYS

20Nous avons récemment découvert I'article [18] qui emplaim&me définition que nous pour lisotropie,
et introduit également la notion de biisotropie.
21| *étude qui va suivre aurait pu étre faite avec les tensgis.
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— un élémenil/ deZSO; vérifie
]\/‘[ijkl = ]\/[11225ij6kl + ]\/[12126i kéjl + M12216i léjk'

— plus généralement, un élémeéntde ZSO,,,+1 pourn € N est une somme de
toutes les combinaisons d@% etdesy;,;,. lorsque I'ensemble deg, j; etj,,
parcouren1,2,3}2"+1,

On en déduit :

- R®Y €180,, = P&V =0.

Par conséquentans un matériau isotrope, les seules non-linéarité priesen
sont d’ordre impair.

- RW €150, = (RVE)=RrY' E.

Par conséquent, dans un matériau isotripet P(!) sont colinéaires.

- R® €180; = (R®EEE) = (R®' ,+R®", ,+RP ,)|E|2E".
Par conséquent, dans un matériau isotripet P(®) sont colinéaires.

— plus généralement,
R ¢ 7805,,1 = (R®tVE...E) = o|E|*"E’, ol a vaut
R(B) ! 122..2 T R(B) ! 212..2 T+ R(3) ' 222.--1"
Par conséquentians un matériau isotrop&, et P(2»*1) sont colinéaires.

Par conséquent, dans un matériau isotrépet P, d'ou E et D, sont colinéaires.

On apprend au cours du premier cycle universitaire que siaténau linéaire est
isotrope, alors le tensedr= 1 + () se réduit & un nombre dans le sens ou le tenseur
est un multiple de la matrice identité dans toute base oahmée et en tout point de ce
matériau. Notre définition inclut ce résultat en affirmare §uet P(!) sont colinéaires
dans un matériau isotrope.

1.3 Non-linéarité du deuxieme ordre

1.3.1 Equations de propagation

En I'absence de courant, les équations de Maxwell donneatdéion suivant :

V x (p 'V xE)+0?D = 0. (1.14)

Afin de rendre explicite I'équation de propagation du chargeztéomagnétique
dans le cas d’'une expérience de diffraction, il nous fauelidper (1.14) en utilisant
la dépendance du champ d’inductibnen fonction du champ primitiE donnée dans
la section précédente. Pour ce faire, il nous faut d’aborthdole champ électrique
total.

Cette section a un rdle principalement didactique. On conu@elonc avec une
non-linéarité du plus bas ordre, un champ incident monauhtmue, et un matériau
qui ne présente aucune fréquence de résonance. Tout cegé®ralisé par la suite.

22Cette équation a un sens symbolique : le premier terme coniieproduit usuel qui n’apparaitra en fait
gu'apres la transformée de Fourier.
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Soit donc le champ électrique incideBt(s,t) = Ei(s)e @t + Ei | (s)e'wrt,
avecE’ | = E_Z1 illuminant un matériau (lorsque I'ensemble des fréqusmrésentes
dans le champ électrique efgiw; } ,cz, on note dorénavarl,(s) ce que I'on notait
E(s, pwr)). En supposant quB(¥) (s, t) s'annulé3, on a

P =pPWY + PP,
avec, par définition (cf 1.13),
PO (s,t) =co [ derx s Bls,n)e

P(Q)(s, t) = 50/ dwl/ dwo X(Q) (s,wl,wg)E(s,wl)E(s,wg)efi(“ﬁm)t.

Imaginons momentanément que le champ total s'édfiget) = E;(s)e 1t +
E_;(s)e™t. On en déduit successivement ge&”), P, D, 97D sont excités aux
fréquences-2wy, 0 et2w;. Si I'on reporte les expressions #ieet D dans I'équation
(1.14), une contradiction apparait. On en conclut que lenght@tal oscille également
a ces fréquencesE(s, t) = Eq(s) + E1(s)e 1t + E_;(s)e™rt + Eg(s)e 21t +
E_,(s)e?vrt. Reprenons le méme raisonnement : en insérant cette expraksk
dansP (), des oscillations aux fréquencedw;, —3w;, 3w etdw; apparaissent. Ceci
implique qued?D oscille a ces fréquences, ce qui est en contradiction avi4)(1On
en conclut que le champ total oscille également a ces frégsen

La conclusion est ga! priori toutes les harmoniquébsont présentes dés une non-
linéarité d’ordre deuxet le champ total doit s’écrire

E(s,t) = Y Ey(s)e 71", (1.15)
PEZ

avecE_, = E, pour que le champ soit réel.

On note que cet argument indique que toutes les fréquenges € Z, sont
présentes dans le champ ; en aucun cas nous ne pouvons affirihely a que celles-
ci. La section (2.3.2, p.87) développera cette idée. . pptMerra que I'on ne sait plus
rien dire sur les composantes a négliger, sur I'énergigsatts introduire de nouvelles
hypotheses.

Pour pouvoir travailler avec la série (1.15), on supposeltpi’est absolument
convergente a fixé (et donc uniformément convergente 8)r On pourra donc chan-
ger l'ordre des indices (et "commuter" la somme et une irdégsur le temps). On a
donc

E(s,w) =Y Ep(s)d(w - pwr),

PEZL

23pe toute fagon, par 'hypothése d’homogénéité temporéllé) (s, t) = o R() (s) estindépendant du
temps, et n’est donc pas pris en compte dans I'équation gi&gation, puisque c’e§tt2D qui intervient.

24par harmonigue nous entendons une fréquence dont la vateum enultiple entier deo; : w, = pwy,
pE L.
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1.3. Non-linéarité du deuxiéme ordre

d’ou

PW (s, t) = ¢ Z XY (s, pwr)Ep(s)e” Pt
PEZL

P@(s,t) =eo Y XP(s,qur, (p — Q)wi)Eq(s)Ep—g(s)e P!
(p.q)€Z?

=¢€o Z X(Q) (s, (p — Qwr, qwl)Epfq(S)Eq(S)eiiprt
(p.q)€Z?

(la seconde équation s’obtient en utilisant soit la syreétd permutation intrinseque
soit le changement d’'indicg— p — q).

Définissonsﬁl)(s, w) := 1+ xM(s,w). Nous pouvons maintenant récrire I'équa-
tion (1.14); en séparant chaque composante grace a l'émleifa décomposition de
Fourier, ceci donne, pour tout entjer

—5 'V x (0 (s, pwr)V x Ep(s))

+ (pn)? (205 DBy () + D XD (5,001, (b — ) )Eg(5)Ep4(s) ) = 0.
qeZ
(1.16)

Afin d'alléger les formules nous proposons les notationsrites dans le tableau
1.3. Ces notations ne font intervenir le pdig de I'espace sur lequel sont évaluées
les fonctions, mais ceci n'entraine aucun trouble puisgueaint est commun a tous
les champs. On écrira donc, de temps a aukés) pourX(s,¢), X € {E,P,D,...}.

On s’autorisera également & omettre I'indice de la forme multilinéaire -, - - - | - |
lorsqu’il ne pourra y avoir de confusion.

\_Epw T 7Eanw1 = X(n) (plwla e 7anI)Ep1 T Epn )
ME(E) = —e5 'V x (1 (pwr)V x Ep) + (pwr) et (pur)E,,

TAB. 1.3 — Définitions des notation&,,, - -- , E,, |., et ML (E,).

Ainsi

P(l) (t) =& Z LEpJefipwzt’
pEL

25En effet, en toute rigueus, est un point de I'espace affine (euclidien) que nous ndkshson rencontre
plus souvent le symbol&? dans la littérature - et ainsi nous ne distinguons pas urt pigirson vecteur
associé. On admet que ceci est une maladresse, car I'odgimecteur est totalement arbitraire.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

PO(t) =y >  |EgE, gle
(p.q)€Z?
et dans un matériau linéaire, I'équation de propagatioB gde'écrit

i
M (Ep) =0

maisMi}'" étant un opérateur linéaire, cette égalité est trivialdraatisfaite sip| #

1 (puisque dans un matériau linéaire, si le champ incidentnestochromatique, le

champ total vibre uniquement a cette fréquence).
Avec les nouvelles notations, les équations de propagdé&eiennent :

./\/lllm(El) -0 (2.17)
siP=PW;
M?n(Ep) + (pw1)2 Z\_Elb E, ¢J=0, Vpelk (1.18)
qEL

siP=PW + P®,

Grace aux symétries hermitiennes dede x(!) et deE, on a/\/ll_”;(E,p) =

MUin(E,); ainsi I'équation de propagation & ,, se déduit de celle dB,, en prenant
le complexe conjugué. Nous ne présenterons donc que cellesitpositif ou nul.

1.3.2 Description d’une jauge globale et de la composanteasique

Nous regroupons dans cette sous-section deux remarquesroant une transfor-
mation laissant le systéme (1.18) invariant et le caragiargculier des composantes
statiques des champs électromagnétiques en régime réairén

Lorsque le matériau est linéaire et stationnaire, et le ghammident monochro-
matique, la phase globale du systéme est inessentielle précisément, la transfor-
mationE’ — ¢“E’ a pour seul effet les transformatiods — e*“X, pourX €
{E, D, B, H}. Cette invariance s’appelle une jauge globale et tradalisénce de per-
tinence du choix de I'origine sur I'axe du temps : puisquesttas champs oscillent
selone~™*, translatet det, revient a multiplier chaque champ par‘‘ ; cette opé-
ration s’avere triviale sur I'énergie.

La généralisation de ceci au cas ou le champ électriqued@taiit selon

E(s,t) = Y Ep(s)e 71! ((1.15))
pEL
est facile : le systeme
MU (Ep) + (pwr)? Y |Eq, By g] =0, VpeZ, ((1.18))
qEL

est invariant par la transformatida, — e?“E,. Par conséquent, en optique non-
linéaire également,
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1.3. Non-linéarité du deuxiéme ordre

si le champ incidenE? implique I’ensemble[Eg}pez de champs
diffractés, alors le champ incident’*E? implique I'ensemble
{e*El} ez

Les définitions et calculs de la section 1.3.4 montreromgsguelques généralisa-
tions immédiates aux ordres plus élevés, que ceci se trpaluit

le choix de l'origine sur I'axe du temps n’a aucune influengelss
mesures d’énergie.

Nous ne sommes en fait pas obligés de nous restreindre a dese®unimodu-
laires : sil'ensembl¢E, } ,cz de champs totaux est solution de (1.18), alors 'ensemble
{(Ae'*)PE,} ez est solution de (1.18), avet et o deux réels quelconques. Ces in-
variances sont célébres dans les problémegrdeagation([53], [54]), mais il faut
prendre garde a ce qui se passe dans un problémiéi@detion: comme en régime li-
néaire, le champ incident est considéré comme donné, ebpaéguent son amplitude
et sa phase sont fixes. En résumé, les régimes linéaire dimgaire sont semblables :

a une solution obtenue correspond tout un ensemble (indic€)sde solutions, mais
la donnée du champ incident fixe ce parametre libre.

Venons-en a la composante statique du champ électriquevéifie, quel que soit
I'ordre de non-linéarité :

MG" (Eo) =0,

soit

V x (171 0)V x Eg) = 0.

E, estdonc indépendantde I'ordre auquel le vecteur polaidsetst développé, comme
des autres composantes du champ électridN@mis nous étonnons du fait que les ca-
ractéristiques du matériau décrites par les tensglit§w, , - - - ,w,) N'aient aucune
influence sur le champ électrique dés lors guet- - - - + w,, S'annule.

Par conséquent nous allodécréterque cette composante s’annule, ce qui est une
hypothése couramment utilisée ([55], [56], [57], etc.)idi que ceci n'empéche pas
une induction électrique statique non nulle (mais a divecgenulle, tout de méme) :
Do =¢o(|E1,E_1] + -+ |E1,E1,E_5] +--+), ou, plus formellement,

Pg)n) = <o Z LEPI7"' aEPnJ'

(p'l 3t 71771)62”
P1+ PR =0

Rappelons que, puisque les équations de propagations dupcélectrique font in-

tervenir la dérivée (seconde) du vecteur polarisatlbéﬂ,) n'intervient pas dans ces
équations.

L'hypothéseE, = 0 a un second avantage 15§ est nul, alors son rotationnel I'est
également et, d’aprés I'équation de Maxwell-Faraday,

VXE= —(9tB,
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

B n’apas de terme divergentlinéairement dans le temps. Néiasnte procédé exclut
I'étude de I'effet Pockels (en I'honneur de Friedrich Calvih Pockels, qui le décou-
vrit en 1893) qui consiste a supposer que parmi tous lesuende susceptibilitg (2,
seuIX@)(s,wI,O) est non-nul. On peut alors reprendre la notafion = ¢(w;)E4
de l'optique linéaire, avec cette faigw;) = co(1 + x™ (wr) + 2x?(0,w;r)Eg). En
d’autres termes, ceci signifie qu'un champ électriquedtatchange la permittivité du
matériau.

Méme si le contexte est un peu différent, les auteurs dédl@f68] font remarquer
que, dans la résolution du systeme d’équations de propaghiichamp électriqui,
peut &tre assimilé & un parameétre extérieur (qui satisfdft (Eq) = 0) : en effet, cette
composante agit sur les autres, mais, dés lors qu'elle estrée, I'équation qu’elle
satisfait est indépendante des composantes non-statiques

Enfin, il est clair que les difficultés qui apparaissent avetteccomposante sont
dues a ce que le champ incident que nous considérons estaigament monochro-
matique, ce qui n'est évidemment jamais le cas en praticarecdhséquent, il existe,
par la génération de différence de fréquences (voir laedti6), des composantes du
champ dont la pulsation est proche de zéro, ou au moins beppbas faible que celle
gue nous considérons habituellement (proch&dde H z). L'article [59] étudie ce cas
de figure et donne de nombreuses figures intéressantesldigfaste que les com-
posantes "statiques" considérées oscillent a des frégaemwiron cent fois moindres
que celles du champ incident.

1.3.3 Degrés de I'approximation des équations de propagaii
Définition

Dans la pratique, pour, d'une part, éviter de devoir réseudr systeme infini

.....

E, =0, Ip| > d.

Pour ce faire, on suppose que le supportyd® est borné dans les fréquences. On
introduit ainsi la définition suivante :

définition 1. le degréd d’approximation a I'ordren d’un champ monochromatique

d:= I(?GIII\%{H(pla apn)||l1(Z) >d:> X(n)(SQI)lwla"' 7anI) = O,\V/S €R3}

Par conséquent,

en degréd, tous les terme$E,,, .- -- ,E, | sont nuls dés qu| +
-+ + |py| est strictement supérieurd

Dans ce cas, on conviendra que le champ électrique total artad :
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1.3. Non-linéarité du deuxiéme ordre

E(s,t) = Z E,(s)e Pwrt
PEL
Ipl<d

=2Re{ > Ey(s)e "'},

1<p<d

puisqueE, s'annule et qué&_, = E,,.

En d’autres termes, on ne garde que les termes dont on est'd#&mg sont pas
nuls. Si la définition ainsi donnée ne convainc pas le lecigut-étre celui-ci peut-il
se reporter a la section 1.4 ou plusieurs effets sont reéode maniére naturelle ; si
elle lui parait abrupte, nous lui conseillons de jeter uncoilsection 1.6, ou le spectre
du champ incident contient plus d’une fréquence positives Braphes symbolisant
les interactions entre les composantes y sont représeatéguelque sorte, le champ
incident monochromatique est trop trivial pour bien cewedte définition du degré.

Aprés quelques fastidieuses opérations, on trouve leragstiiéquations de propa-
gation des composantes positives du champ électrique :

MZH(EP) =+ (pr)Q Z dQ(Q7p/2) LEqa Epqu = 07 1 < p g d
q€Q

ouQ :=72nN [—L#J, |£]] est 'ensemble des entiers non nuls compris entre

I'opposé de la partie entiere d’ép;—d‘ etla partie entiére dg, etd,(a, b) est la fonction
de dégénérescence a deux points, qui a pour iRage etb différent, etl dans le cas
contraire.

Dans la pratique générale, seuls les cas de plus bas degiétéoessants. On va
donc les énumérer.

Degré un (équation linéaire)

Le casd = 1 est trivial :

MU (E;) = 0. (1.19)

Ceci traduit que I'approximation la plus grossiére que paisse faire en optique non-
linéaire revient a considérer le régime linéaire. Cecisiajue les titres des prochaines
sous-sections, conforte I'idée que notre définition du éegt conforme a l'intuition.

26Rendre compte des expériences peut cependant s’avéregusugborieux : dés 1987, la quinziéme
harmonique était détectée, ([60]) et la recherche de hautérgtion sur une grande distance est maintenant
un nouveau domaine d’étude ; un récent article ([61]) décré résonancew@ = 681wy !
Nous voudrions ouvrir une parenthese a ce sujet, pour famarquer au lecteur qu’une ampoule électrique
géneére un champ visible a I'eeil en étant alimenté par un cowia50 H z, ou que faire lentement osciller
une feuille de papier produit un son audible pour 'oreiligrtaine.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

Degré deux (génération de seconde harmonique)

Lorsqued vaut deux, on a le systeme d’équation

MU(E;) =0, (1.20a)

ME™(By) + (2wr)?|E1, E1] = 0. (1.20b)

En effet, au degré deux,®) ne doit étre contracté qu’avec les composantes du chanip tota
correspondant aux fréquences du champ incident. Par assisgdes seuls tenseurs non nuls
sont x @ (=2wr; —wr, —wr), X(Q)(O; wr, —wr), X2 (0; —wr,wr) et X(Q)(2w1; wr,wr). Mais
le second et le troisieme (qui sont complexes conjuguésdiéirautre) n’interviennent pas dans
les équations de propagation, et le premier décrit la générde la composantE_», que I'on
obtient en fait directement de I'équation He.

Ce systeme d’équations est abondamment étudié. On le tsouvent rapidement
dans les livres généraux sur I'optique non-linéaire, mgeeément dans des articles
récents, comme [57], méme si nous ne sommes pas d’accortiéoritare du vecteur
polarisation. Il a I'avantage de rendre la non-linéarité,ue sens, triviale. En effet,
il 'y a que deux inconnues, qui soRY; et Es, et I'équation pouiE; ne fait pas in-
tervenirEs. Par conséquent, on peut d’abord résoudre I'équationaliegpourE,
puis introduire cette solution dans I'’équation (& nouvérédire) pouE,. On ne ré-
sout ainsi que des équations linéaires. D’'une part, ced petmet de nous assurer de
I'unicité de la solution, et d’autre part, nous pouvons siatiliser de nombreuses mé-
thodes analytiques (comme les développements en sérig oidaumeériques (celles
qui, précisément, requiérent les développements en série)

Mais le probléme n’est pas linéatfepour autant. C’est a dire que si 'on multiplie
le champ incident par un facteur, les champ$; et E; ne seront pas multipliés par
ce méme facteur. En fait, E; est multiplié pam et E, parm?. D’aprés la section
1.3.2,m peut étre un nombre réel comme un nombre complexe.

Lorsque la non-linéarité n’est pas présente dans I'équafiee satisfailE,, il est
d'usage de dire que I'on est dans le cadre de la "non-déplédéd’onde de pompe".
On voit alors le champ (total) qui oscilleg comme un réservoir : on peut lui tirer de
I'énergie pour générer une composanfesa sans que celui-ci n’en soit changé.

Degré trois (génération de troisieme harmonique)

En degré deux, seules les fréquences présentes dans le oiadent interagis-
saient. Par la non-linéarité, elles ont générées d’autitsafions :(—2w; et 2w;. En
degré trois, les composantBs > et E; interagissent aveE_; et E;. Lharmonique

27Nous n'étudierons pas ce type d’équations en profondeurpes nous satisferons de ces définitions
plus intuitives que rigoureuses.
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1.3. Non-linéarité du deuxiéme ordre

supérieure, ici la troisieme, est naturellement généréetalds auteurs parlent alors
d’'un effet cascade.
Lorsqued vaut trois, les équations de propagation se réduisent donc a

Mllm(El) + w?(LE—I,EZJ + |_E2,E—1J) =0,
MG (B2) + (2wr)?[E1, By ] =0,

ME™M(E3) + (3wr)? (LElv E] + [Eo, ElJ) =0

En utilisant la propriété 3, page 202, elles deviennent

M{™(E1) + 207 [E_1, Eo ] =0, (1.21a)
MG (Eg) + (2w1)?[E1, Eq] =0, (1.21b)
MY™M(E3) + 2(3w;)? | E1, Es| = 0. (1.21c)

Le facteur deux venant de la fonction de dégénérescencaitimaintenant paraitre
naturel.

Degré quatre (génération de quatrieme harmonique)

A toutes fins utiles, nous donnons I'étape permettant de &gparaitre la généra-
tion de quatrieme harmonique :

MY (Ey) + 202 [E_1, Eq] =0, (1.22a)

MY (B2) + (2w1)? (| B, Ea) +2[E-1,Eg]) =0, (1.22b)
ME™(B3) + 2(3wr)?|E1, Eo| =0, (1.22¢)

MU (Ey) + (4w1)2(2 |E1,Es| + LEQ,EQJ) —0. (1.22d)

Nous trouvons cependant ce systeme (et dans une moindreanesti vaut égale-
ment pour le systeme (1.21)) peu pertinent : en effet, il eatgrobable que les ordres
trois et quatre ne soient négligeables dans le processuérdgagion de troisieme et
quatrieme harmonique.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

1.3.4 Densité d’énergie pour une non-linéarité du second dre

Les composantes du champ électridug et celles du champ magnétiqHg, qui
s’en déduisent, interagissant entre elles, la définitidnthelle ([63]) de I'énergie élec-
tromagnétique dans un milieu dispersif et linéaire n’essplalable. Nous voulons la
définir rigoureusement et la calculer dans le cadre de |lzosgutécédente.

Le quadrivecteur énergie-impulsion (ou sa densité local&ge(cZ, W)) est, par
définition, a divergence nulle. Nous prenons la conventamsdaquelle, dans un sys-
teme de coordonnées cartésiennes, cette divergence s'écri

Vi = (—c0p —cdy —cd, ).

D’une maniére symbolique, on a donc

—cV - (c¢I)+ oW =0. (1.23)
Restreignons-nous a la partie électromagnétigde,,,, We,,) de(c¢Z, W). Guidés par
les unité$®, nous définissons le vectelrx H, écritP et appelé vecteur de Poynting,
comme étant la densité d’impulsion électromagnétifiye multipliée par le facteur
—c?. La conservation de I'énergie-impulsion électromagniig/écrit alors
V-P+0Wem =0.

Cette relation permet de définir la densité d’éneidig,,. En effet, en I'absence de
courant, on obtient, a partir des relations de Maxwell,

O Wem = —V - P
= (9,B)-H+ (3,D) E

et I'on définit la densité d’énergie électriqlié. par

oW, = (9,D) - E.

Lorsque les seuls vecteurs polarisation non-nuls sont edne®un et deux et que
le champ électrique s’écrit selon la formule (1.15) :

E(s,t) =Y Ep(s)e 7", ((1.15))
PEZ
ona
D(t) =0 (Ep+ [Ey) + Y [Eg, By ) e (1.24)
PEL q€EZ

28Une autre raison ameéne a défilitr = E x H : il faut se rappeler qu'il existe une présentation des
équations de Maxwell dans laquelle on remplace les champsateursE, B, H, D, J et le champ scalaire
p par des formes différentielle et H sont desl-formes,B, D et J sont des2-formes, efp est une3-
forme. PuisquéP est proportionnel & une impulsion, on va prendre sa divesyspatiale ; il doit donc étre
associé a ung-forme. Les candidats sont donc les combinaisons linéde@s A H (A désignant le produit
extérieur),D, B etJ. Le respect des unités exclut les trois dernieres pogéiili
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1.3. Non-linéarité du deuxiéme ordre

La densité d’énergie électrique est déhc

We(t) = W(0)

+ €0 Z

%Ep—q ’ (Eq + |_EqJ + Z\_Er, Eq_TJ)(e*iPwIt o 1)

(p,q)€EZ* XZ reZ
+ &0 Z —iqwiE_g - (Eq + |E,] + ZLET, Eq_rj)t.
qEZ reZ

On constate que le membre de droite de cette expressiomobtrtis termes : le pre-

mier est une constante, le second est un terme oscillargriéed est un terme divergent
linéairement dans le temps. A long terme (long devant laopérdes ondes que I'on
manipule), seul ce dernier importe. Ceci nous ameéne a ealtzul/aleur moyenne de

la densité de puissance électrique :

1 (T
< W, >: = lim —/ dt O, W,
T Jo

T—o0
=0 Y (—igwrB oy (By+ By + Y [EnEy ). (125)
q€Z reZ

Il faut reconnaitre, dans) (E, + |E,] + ZLET, E,_,]), le développement dB,

re’
selongoEy + Pgl) + Pf). Or nous savons que seul le vecteur polarisation intégre les
caractéristigues du matériau. On s’attend donc a ce quemasocomportant,E,
soit nulle, ce qui se vérifie immédiatement par un changeuntierdice ¢ — —q eten
utilisant la symétrie du produit de dualité St (on suppose & nouveau que la série est
absolument convergente). On a donc montré :

La moyenne stochastique de la variation d’énergie éleagtridans le
videeg Z —iquiE_, - E, estnulle.

qEL

L'expression (1.25) se simplifie donc selon

<OWe>=20Y ( —iquiE_y - (|Eq] + ZLET,EQ_TJ))

qEL rEZ

= €9 Z —iqgwiE_, - P,.
qEZ

On vérifie qu’elle tend vers I'expression habituelle (ilieéaire)z Z —iqwrE_g - Pgl)

qEL
lorsque le coefficient de non-linéarité tend vers zéro. Qifig@ussi qu’elle est réelle :

2Le point central exprime la contractionve, - v, = &;;v%v] pour deux vecteurs, etv, deC? de
composantes respectivés;, } et {v} } en coordonnées cartésiennes.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

prendre le complexe conjugué revient a changen —q (etr en—r (voir la propriété
2, p. 202), lorsque 'on considere la premiére ligne) eskadonc la somme invariante.

Calcul de We(t)
On présente le détail du calcul &€, (¢). Des expressions (1.15) et (1.24) des chaips
D, on déduit

DW.(t) : = (0:D(t)) - E(t)

eo » _(—iqwr) ( +Eq| + ) |En Eq s ) et N g et

q€EZ rEL SEL

€o Z qul (Eq + \_ECIJ + Z |_E7‘7 qur-J>€7i(q+S)wIt

(q,8)€Z TEL
e > (—iqui)E (Eq +[Eq) + > [En, Eq,TDe*”’“’”
(p,a)€Z rez

L'intégration est alors élémentaire.

1.4 Non-linéarité du troisieme ordre

Nous n’avons, jusqu’ici, que présenté les fondements gitjoe non-linéaire, et
déduit quelques propriétés. Nous souhaitons maintenadieétun cas plus précis et
nous supposons qie= P + P2 1 P®)_ Afin de répondre & des questions du type
"comment varient les intensités des champs aux différérégaences lorsque l'inten-
sité du champ incident est multipliée par un facteu?"”, il faut mesurer la part de la
non-linéarité d’ordre deux et de celle d'ordre trois dangéaération des différentes
harmoniques. Autrement dit, il faut obtenir les équatioagpdopagation des compo-
santes du champ électrique total. Cette sous-section yrsacrée. Nous utilisons la
méme méthode que celle présentée dans la section (1.3, p. 35)

Le vecteur polarisation a I'ordre trois est

POt)=c0 Y [EgE.E, o Je 7

(p,q,r)€Z3

On obtient alors I'équivalent de I'équation (1.18), pousttentierp :

M?"(Ep) + (pr)Q(ZLEq, Ep ¢ + Z |Eq, Eq., EP*qﬂ‘J) =0,
qEZL (q,m)€Z?
Vp € Z.

(1.26)

Comme a I'ordre deux, I'équation de propagatiorle, se déduit de celle dE,,
en prenant le complexe conjugué. Nous ne présenterons dertetie ol est positif.
On suppose dorénavant gHg est nul.
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1.4. Non-linéarité du troisieme ordre

1.4.1 Degrés de I'approximation des équations de propagati
Degré un (équation linéaire)

Le casd = 1 est encore trivial :
ME™(E) = 0. (1.27)

Degré deux (génération de seconde harmonique)

Lorsqued vaut deux, on a le systeme d’équations

ME(E) =0 (1.28a)

ME(Ey) 4 (2w)?|E1, E1] = 0. (1.28b)

Par conséquent, la non-linéarité d’ordre trois n’est pathla en degré strictement
inférieur & trois. Plus généralement, puisdiise= 0, la non-linéarité d’ordréV n’entre
en jeu qu’'a partie du degr§.

Degré trois (génération de troisieme harmonique)

En degré trois, on a

M (By) + w3 (2B 1By + 3B BBy ]) =0, (1.29)
ME™(Ep) + (2wr)? By, Eq] =0, (1.29b)
M (Bs) + (30)* (2|B0 Bo) + [B, By Baf) =0, (129¢)

Ce systéme est riche en nouveautés : le tefRe;, E,| décrit la rétroaction de
E; surE;; |[E_1, E;, E;| donne I'effetKerr-optique(en hommage a John Kerr, un
physicien écossais, qui I'étudia en 1875), ; et la troisiéi@enonique est générée par
deux processus différents : I'effet cascadB;, E2|, qui ne fait intervenir que des
non-linéarité d’ordre deux, et la voie directe, pa, E{, Eq |.

Degré quatre (génération de quatrieme harmonique)

L'étape suivante se trouve facilement :
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

MY (B1) + w3 (2B 1, Ba) +3[E_1, By, B ]) =0, (1.30a)
Méi”(E2)+(2w1)2(LE1, E | +2|E_1,Es] + 6|E_ 1,E1,E2J) —0, (1.30b)
Méi”(E3)+(3w1)2(2LE1,E2J +|EL,E,E J) —0, (1.30c)

M (By) + (4w1)2(2LE1,E3J |Es, Es] + 3|E1, Ey, By ) (1.30d)

Commentaires sur le formalisme proposé

Le systeme d’équations (1.29) est un systéme complet qnettiadiera numéri-
guement (dans le chapitre 5). Schématiquement, on peugaé¢out ce qui précede,
depuis la section 1.1.2, avait pour but I'obtention de ceésys, et I'explicitation des
hypotheses nécessaires.

Un article qui pose un systéme proche du nbtre est, par exelfffi] avec des
termes manquants (selon notre formalisme) et une hyposh@étedépendance spatiale
des composantes du champ électrique, ce qui donne un syatéimg équations dans
R3.

Un point qui nous parait intéressant concerne les cascadsn notre systéma-
tique, les terme$E_1, E,|, |E;, Eo| apparaissent simultanément. A l'ordre trois, le
terme|E4, Eq, E, | apparait également au degré trois. Ce n’est pas toujoursdéong
trouve dans la littérature.

Par exemple, si les auteurs de [64] choisissent les deux mprmeessus de créa-
tion de la troisieme harmonique, ils ne semblent pas ststaT a la déplétion de 'onde
de pompe.

Dans l'article [65], la composante fondamentale est suppésre perturbée par les
termeSLE,h EQJ , LEfl, El, ElJ et LE,Q, EQ, ElJ .

L'article [66] prend en compte la déplétion de I'onde de pema les processus,
tous d’ordre deux, suivants :

— génération de seconde harmoniquer w; = 2wy puis génération de différence

de fréquencelw; — w; = wy;
— génération de seconde harmonique+ wy = 2w; puis génération de somme
de fréquence8w; + w; = 3w; puis génération de différence de fréquences
S3wr — 2wy = wry

— génération de seconde harmonigye+ w; = 2w; puis génération de somme
de fréquence8w; + w; = 3w puis génération de différence de fréquences
3wy —wy = 2wy puis génération de différence de fréquernzes — w; = wy.

On pourrait multiplier les exemples. .. |l nous parait ctgile I'alternative qui se
présente au chercheur est alors la suivante : soit on tronveadéle pour chaque
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1.4. Non-linéarité du troisieme ordre

matériau, soit on cherche une systématique. Ce que nousgmap est la deuxieme
voie.

Nous reconnaissons qu’elle n'est pas idéale. En partigudie résignant a nous
occuper, dans ce chapitre, des valeurs numériqueg @esil se peut tout a fait que
nos systémes ne soient pas applicables a un matériau. Cea@rseore plus visible
lorsque nous traiterons les effets Raman ou CARS, p. 70. @naors des systémes
assez complexes, et il y a tout lieu de penser, qu’en lesanils sur un matériau donné,
certains termes seront complétement négligeables de\aritek.

Par exemple, dans un cas précis que I'on détaillera a la pageld calcul sur
les ordres de grandeur résumé dans le tableau 5.2 justifiéntardhe de [64] : si
|E1,E1,E | et|E_1,Eq,E | d'uncété,|E;,E;| et|E_;, E;| del'autre, ontméme
module, ils ne sont pas a comparer aux mémes terfilegs (Ou |Es]), et I'on com-
prend pourquoi ces auteurs considerent qu'il y a généraioimoisieme harmonique
et non-déplétion de I'onde de pompe. Néanmoins, ces caasioiés ne sont obtenues
ici qu’en fixant I'amplitude, relativement faible, et le rdafwu. Lamplitude n’est pas
précisée dans [64], et sept matériaux différents sonéfait

Les effets de cascades, dans le sens général ou deux pdéssire deux sont
produits successivement, ont également été étudiés papssplus expérimentales,
par exemple dans [67], [68], [69], etc. Nous avons appréciEolrte introduction de
[70] pour I'approche intuitive qu’il donne des effets a pdem en compte. Enfin, de
nombreux théoriciens ([64], [71], etc.) ont introduit desceptibilités effectives, les

®) wr,wr,w
amenant par exemple a écrire des rapports duty@ex (wr, é’) )
. X 2wr, w2 (wr,wr) =
ne comprenons pas. Il serait intéressant de pouvoir quantins un cas particulier
simple, la différence entre les deux modéeles.

que nous

Le chapitre 4 sera dévolu a I'étude de la diffraction d’'und@glectromagnétique
monochromatique au travers d’un cristal photonique présenin effet Kerr-optique.
L'équation a résoudre est alors

MY (By) + 3w?|E,E,E_1| =0, (1.31)

qui se déduit du systeme (1.29), mais en ne gardant, comrmseuede susceptibilité
non-linéaire, que/® (wr,wr, —w;) et en annulant tous leg?.

Comme nous I'avions annoncé lors de la présentation de latsignde permutation
intrinséque, a chaque fois qu’'une méme fréquence appgphisieurs reprises, il faut
symeétriser le tenseur de susceptibilité :

\_ElaElaE—lj = (X(g)i jkl+X(3)i kjl)E{EfEl—lei-

DN | =

L'équation (1.31) a, a notre connaissance, été assez péi¢e€tiun point de vue
mathématique. Les travaux du Laboratoire de Mathématigppbquées de Bordeaux
font figure d’exception. Par exemple, dans [72] est annoliegistence et l'unicité
(dans un espace a préciser) de la solution du probleme deD¢biye - c’'est-a-dire
que le tenseur de susceptibilité dépend également du terfitpsle prendre en compte
la "relaxation" du matériau ; on voit donc que I'approcherpaitenir I'équation (1.31)
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

est totalement différente de la nétre - dans un milieu infomnbgene, et il est montré
que, quand le temps de relaxation tend vers zéro, la limgesdritions du probléme
de Kerr-Debye est solution du probléme de Kerr.

Reprenons I'équation (1.31) en supposant que le milieu pregriétés magné-
tiques du vide

—50_1V X (uglv x Eq) + w?sgl)(wl)El + 3w?x(3)(w1,w1, —wr)E1E1E_; =0,

soit

wr\2
AEl - V(V . El) + (?I) (651)(“}])]31 + 3x(3)(w1,w1, —w])ElElE_l) =0.

Si, de plusE;(z,y, z,t) = u(x,y)Z, et si le milieu, d’'une part vérifie les conditions
de la section 2.2 pour qu’une polarisatiin| soit permise, et d’autre part est invariant
suivant I'axe(0, z), alorsV - D; = 0 impliqueV - E; = 0 et I'on obtient :

(2+ (%)2 (e + mafuf) Ju =0, (1.32)

avecet = 14+xM* (wy) etny = 3x®* ... (w1, wr, —wy). Ce sont les conditions

du chapitre 4. On insiste sur le fait que I'on a donné un cadréqulier (champ polarisé
rectilignement, milieu invariant par translation, etongis qu'a I'intérieur de celui-ci,
aucune approximation n'a été faite. En particulier, I'alation de la divergence dé,
est rigoureuse.

(3)=z

1.4.2 Densité d’énergie pour une non-linéarité du troisiera ordre
Nous reprenons la méthode de la section 1.3.4 page 44 ept@uaau cas ou

P=P0D L pP® L pB),
Ona

D(t) = <o Z (EP + [Ep] + Z (LEqv Ep—q] + ZLEq, E,, Epfqﬂ‘J))e*ip“”t.

PEZL qEL reZ

La densité d’énergie électrique est d&hc

300n note que I'on a omis le termg Z —iqwrE_, - E4 puisque, comme indiqué dans I'étude al'ordre
q€EZL
deux, il est nul.
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non-linéaire

We(t) = W.(0)

+ €0 Z ng,q

(p,q) EZ* X7
. (Eq + 1B+ Y (B By | + ZLET’ES7Eq_T_SJ))(e—iprt )
TEL =Y/
203 —igwiBg (1Bg) + > ([BnByr] + (B By By ) )t
q€Z rEL SEZ

Les mémes remarques qu’au paragraphe 1.3.4 s’appliquiéan stintéresse par con-
séquent a la valeur moyenne de la densité de puissancagleciont I'expression
est

<OWe>=c0 Y ~iquiE_q- (LEQJ +3 (IE.Eg—r] + Y |E, E,, Eq_r_sj))

qEL TEL SEZ

Z —ipwiE_, - P).
pEL

On vérifie qu’elle tend vers I'expression habituelle lorsdricoefficient de non-linéari-
té tend vers zéro. On vérifie aussi qu’elle est réelle : preefelicomplexe conjugué
revient a changeren—p dans la premiére équation g@en—gq, » en—r, s en—s (voir
la propriété 2, p.202) dans la seconde ; ces opérationsfaiEssomme invariante.

1.5 Caractérisation partielle des pertes d’énergie élec-
trique dans un milieu non-linéaire

1.5.1 Généralités

Une fois les travaux des sections (1.3.4, p. 44) et (1.4.80peffectués, il nous
parait naturel de répondre a la question : a quelle(s) don@) le milieu est-il sans
pertes électromagnétiques, ou plus précisément, quaie(sriété(s) doivent satisfaire
les tenseurg (™ pour qu’il N’y ait pas, en moyenne stochastique, de conwarde
I'énergie électromagnétique en une autre forme d’én&rg? Encore une fois, on
considérera que le milieu a les propriétés magnétiquesdiu vi

3lcest-a-dire qu'il N’y a ni effet Joule (transfert d’éneggélectromagnétique en énergie thermique), ni
lévitation optique (transfert d'impulsion électromagqgée en impulsion mécanique), etc.

32R.W. Boyd affirme ([49] p.34), dans une section ou il ne codigdqu’une non-linéarité du second
ordre : "For a lossless medium all of the components(ﬁ?C (wn,wm) are real. The result is obeyed for

the classical anharmonic oscillator as can be verified bjuatiag the expression fox(2) in the limit

in which all of the applied frequencies and their sums anfédifices are significantly different from the
resonance frequency. The general proof i@ is real for a lossless medium is obtained by verifying that
the quantum-mechanical expression {6 is also purely real in this limit."
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Entendons-nous bien sur le fait suivant : on s'intéresse@eeres globales d’éner-
gie électrique. On sait bien que les différentes composatiiechamp électrique in-
teragissent entre elles, et qlig, [p| # 1, est généré par les champs oscillants a la
fréquence fondamentale. La question qui nous concernestici'& quelle condition
I'énergie électrique comprise dans le champ incident seueé intégralement dans le
champ diffracté ?"

Ecrivons, quelque soit I'ordre de la non-linéarité,

<OWe>=> —ipwE_,-D,
peEL

= Z —ipwiE_, - P,
peEL

= Z —ipwiE_p - Pé").

neN
PEL

On rappelle que le passage de la premiére a la seconde lgmiBesgue la moyenne
stochastique de la variation d’énergie électrique danlie est nulle.

N’ayant su trouver une condition nécessaire, on se saisfene condition suffi-
sante pour que la variation d’énergie électromagnéticauesile a chaque ordre de la
non-linéarité, ainsi que pour tot + 1)-uplet différent d’entier§—p, p1, - - - , p,) tel
que les composantds_,,, E,,, ..., E, interviennent dan&_, - P,(,”) (on a donc
p1 + -+ pn, = p). Les calculs sont donnés dans I'annexe B (et, pour étreatdait
honnéte, ils montrent que I'on exigeéquations pour chague + 1)-uplet - on perd
donc trois fois de I'information en décidant qu’une sommieresle si chacun de ses
termes est nul).

Une question, qui concerne toute la section, reste ouvedenment traduire sur
lesR(™ le critére concernant la conservation de I'énergie élgatrique I'on énoncera
avec lesy(™ ?

1.5.2 Letermey®

Considérons d’abord le premier ordre. On a

< WY >:= ¢ Z —iquiE_q - |Eq].
qeZ

D’apres la propriété 4, page 203, ceci devient

<OW >= —ieqwr Y qBy - (x(”(qwz) —xW *(qwz))Eq-
q€eN

Par conséquent, il n'y a pas de transfert de I'énergie éfpmiren une autre forme
d’énergie si le tenseur(!) est hermitien pour toute pulsation.
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non-linéaire

xW(quwr) = xW T (—qur)

TaB. 1.4 — Condition sur le tensenf!) qui garantit 'absence de pertes par effet Joule
al'ordre un.

1.5.3 Letermey®

Regardons maintenant I'ordre deux :

<OWP >i=ep Y —iquiB 4 B, By ).
(q,r)€2?
D’aprés la propriété 5 page 204, on a

< OW) >=wreeSm{ Y da(q,r)da(r, 0)B_(g1r) - £ E,E,},

qeN
0<r<q

avec

5;22 = r(X(2)(rw1, qwr) — xP 12 (—(q 4 r)wr, qwr))
+q(x® (rwr, qur) = xP 3 (rwr, —(q + r)wr)).
ou le transposé selon les indicest 2 est défini pav, - @ T2 vy v, == vy, - xPv,ve
pour tout triplet(va, vy, ve) de vecteursR®, ce qui implique quex® T2)¢, =
12

X(2)i2i1i' Enfin,dx(-, ) est la fonction de dégénérescence a deux éléments :

2, a#b
dQ(Qab): {1 a=0>b

X(2)i1ii2; de mémev, - Y@ Tsvyv, = v, - xPwvyv, et donc(x(2> Tisyi =

Par conséquent, il n'y a pas de transfert de I'énergie édgrtren une autre forme
d’énergie si le tenseuy(? vérifie, pour tout coupléq, ) d’entiers tel que; > 0 et
0 < r < q, et pour tout liews, les relations données dans le tableau 1.5.

On note que ces tenseurs ne contribuent pas a la méme puldatis le vecteur
polarisation. En effet, les champs interagissant entreibyia transfert d’énergie élec-
trique entre les différentes composantes du champ assauigalifférentes pulsations.
Ce que ces deux égalités impliquent, c’est qu'il n’y a pasatesersion de I'énergie
électrique en une autre forme d’énergie.

Une certaine symétrie apparait lorsque I'on définie —(q + ) et que I'on expli-

cite la pulsation excitée dam&® par® y) (w, + wy;wa,ws). En effet, la condition
d’absence de transfert de I'énergie électrique en une fortree d’énergie s’écrit alors :

33| a généralisation de cette notation est fréquemment égiliselle consiste a faire figurer la pulsation
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X (rwr, qwr) = x@ T2 (—(q + r)wr, qur)

et

x?(rwr, qwr) = xP T (rwg, —(q + r)wr)

TaB. 1.5 — Conditions sur le tenseyf?) qui garantissent I'absence de pertes par effet
Joule a I'ordre deux.

X (=pwrirwr, qwr) = X T2 (—rwr; pwr, qur) = X T (—qurrwr, pwr).

(1.33)
Ce résultat apparait dans [19], précédant : "Similar @hathold for response fonctions
of arbitrary order : tensor indices in functions of nonlineesponse of absorptionless
media can be interchanged arbitrarily, as long as we in&rgé at the same time the
frequencies and wave vectét®f the corresponding waves." Cependant, cet ouvrage
ne s’'intéresse pas a la génération des harmoniques supéréela deuxiéme dans le
développementde la polarisation a I'ordre deux, et ne dpasele démonstration. En-
fin, nous pensons étre plus précis dans les hypothéses aiéesstans I'établissement
de l'implication. Nous verrons cependant que le critére ltpreexhibera a I'ordren
est exactement celui trouvé par ces auteurs.

Relations de Kleinman

On considére dans ce paragraphe un milieu instantané;asgise, un milieu ou
la fonction de répons® (™) est du typed ® 4(t;) ou A est une fonction de
i€{1l,--,n}
I'espace uniquement. En utilisant la définition (1.11)yd®), puis (1.12) dex(™, on
en déduit que le tenseur de susceptibilité est indépenearftéquences :

Xz(sit = (n)(plwfv"' apnwl) v(pla 7pn) SVAS

Appliquons alors la définition de la polarisation a I'ordire:u

résultante de l'interaction dans les variablesyd®) . Néanmoins, comme ce n’est évidemment pas une va-
riable, nous la séparerons d'un point-virgule plutét qud’dlinaire virgule. On s’autorisera également
a omettre les variables d’espaces - le milieu étant localur@@ confusion ne peut survenir. En conclu-
sion, on utilisera désormais indifféremment I'une de cestrgunotations x (™ (s; wpo; Wpys - - s Wpn ),
X (s, wp1, s Wpn ) X (Wpoi Wy s+ 5 wpn )y X (Wpy -+ Wpy, ) V8GR, = wpy ++ -,

34En ce qui nous concerne, le milieu étant spatialement Itestenseurs de susceptibilité ne dépendent
pas du vecteur d’onde.
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PO (t) = 50/ dwlxg}l)stﬁ)(wl)e_i“’lt
= 50X1(‘711)st/ dwiB(wy e~ 1t

= EOXEn)stE(t) .

Par conséquent, puisqué}l)st relie deux quantités réelles, il est lui-méme réel.
De méme, a l'ordre deux, on a

P(2) = 50/ dwl/ dws xmst

B(w))B(w >“Mwﬁ

= soxm / dw1 )e —iwrt
dWQ E (.UQ —iwat
—@ﬁ$E@Em

et XEZ)St est également réel. Or nous savons que la dispersion des éfedgriques
dans un matériau est liée a la perte de leur énergie (cecoaaédar les relations de
Kramers-Kronig en milieu linéaire). Peut-étre ces consitiéns justifient-elles I'affir-

mation de R.W.Boyd, recopiée en note a la page 51. Mais raroaspien que notre

conclusion est totalement différente de la sienne :

notre résultat présenté dans le tableau 1.5 montre que leut frés
bien avoir une conservation de I'énergie électrique dansnatériau
ol lesy(® sont complexes, et par conséquent, on peut trés bien avoir
une perte d’énergie électrique dans un matériau otléssont réels.

Ceci sera exploré plus en détail et vérifi€ numériquemers taninquieme cha-
pitre.

D’apres les tableaux (1.4) et (1.5), les tenseurs correspara un milieu sans
pertes et instantané vérifient

atordredewe {1y =117 =217

N 1 1) T
{amMmm: Ximat = Xirit
Puisque les transpositiori$2) et (13) générent le groupe symétriqueSs qui agit
sur les composantes dé? en permutant les indices, on en déduit qu’un milieu non-
linéaire d’ordre deux et non dispersif est sans pertes dygmélectrique si le tenseur de

35Ceci signifie que les autres éléments, outre l'dentit®3), (132) et (23) de S s’expriment par des
produits de(12) et (23) ; par exemple {123) = (13)(12), (132) = (12)(13), (23) = (12)(13)(12) -
le fait quexfi)ét = xfiltTZS dans un milieu sans dispersion s’obtient aussi par la pationtde symétrie

intrinseque.
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susceptibilité est complétement symétrique. D.A.Kleinr{{@3]) a énoncé ce résultat
dés 1962.

1.5.4 Letermey®
L'ordre trois s’étudie d’'une maniére similaire :
<OWP) >i=e0 > —iqwB_ - |E; By By .
(q,r,8)€Z3

D’aprés la propriété 6 page 208, orKaBtWe(3) >= 0 si les égalités reportés dans le
tableau 1.6 sont satisfaites (on a définit, dans ce tableat—(q + r + s)).

X(g) (_pwl; qwr,TwWr, Swl) = X(S) Tz (_qwﬂpwla Twr, Swl)

= X&) T (—pwp; qur, pwr, swr) = X3 T4 (—swr; qur, rwr, pwr)

TaB. 1.6 — Conditions sur le tenseunf®) qui garantissent I'absence de pertes par effet
joule a l'ordre trois.

Ne regardons a présent que I'effet Kerr-optique. On a dfors

< atWéB) >Kopt = —iEQWy Z qE—q : |_ET7 E,, Eq—r—sJ
(g,r,8)€{—1,1}3
g—r—se{—1,1}

3
= —§€0w1%m{E1

Ax®(wr, ~wr, —wr) + X3 T2 (wr, —wr, —wr)
—x® T (wr, wr, —wr) — X T (wr, —wr,wr) YELE_ B}

Dans le chapitre 4, section 4.3, nous considérerons I'&f#et-optique dans des
matériaux invariants suivant un axe (pren¢@sz)), et tels que, lorsqu'’ils sont éclai-
rés par un champ électrique polarisé suiv@niz), ils ne répondent que dans cette
direction. Autrement dit, les seules composantes desuensie susceptibilité perti-
nentes seront™™ * . et®* _.. etlon écriraEy (z,y, z) = ui(z, y)5.

On remarque que, dans ces conditions, les transpositiongsusont triviales,
(ce qui implique, par la symétrie de permutation, que I'ontgichanger 'ordre des
arguments fréquentiels a notre guise) et I'on peut récaireohdition précédente sous
la forme :

36| e lecteur aura peut-étre plus de facilité & comprendrateelsuivante s'il se reporte & la section 5.2.2
ou le critere énergétique a I'ordre trois est donné.
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1.5. Caractérisation partielle des pertes d’énergie éigcte dans un milieu
non-linéaire

< 815W6(3) > = —3cqwr

%m{X(g)(Wla —wr, —wf) - X(g)(whwh —wl)}|u1 |4,

ou encore, d’aprés la symétrie hermitienne g,

< W > = —6e0wrSm{x (wr, —wr, —wr) Hus|* ;

On vérifiera, dans les expériences numeériques, qu'’il y atesinde I'énergie électrique

en une autre forme d’énergie si et seulement si au moins utedssurs () ou ) a

une partie imaginaire non nulle. Naturellement amené #&aér des pertes d’énergie
électrique a l'ordrer si x(™ a une composante imaginaire, on s’apercoit que, dans la
pratique, le critére annoncé concernant la conservatmvedg de I'énergie électrique
s’avére nécessaire et suffisant.

1.5.5 Letermey®™

En suivant la méme méthode que dans les sous-sections pnéegdon arrive fa-
cilement aux résultats suivants :
— jusqu’al'ordren, i.e., siP = P ... + P(") ona:

D(t) = ao(z Epefip“”t + Z Z |Ep,, - ’Ekaefi(Pﬁ---pk)wzt)

PEZL k=1 (p1,--,px)ELF
— dou

<O WM - 4 W) >=>"—ipwE_, - D,
pEL

= Z —ipwiE_, - P,
pEL

= —igowr Z Z (p1 4+ ""pk)E—(Pl-ﬁ-"'-ﬁ-Pk) | Epy, e Epd
k=1 (p1, - ,pr)EL*

D’aprés le théoréme 2, page 220, on sait expliciter une tiomdsuffisante pour
gu’iln’y ait pas de transfert de I'énergie électrique en an&e forme d’énergie jusqu’a
I'ordre n. Il suffit, en effet, qu'il N’y ait pas de perte d’énergie élégue a chaque
ordrek, k € {1,--- ,n}, puis qu'a cet ordré, les tenseurg*) vérifient les relations
inscrites dans le tableau 1.7 (ou I'on a défpit= —(p1 + - - + pn))-

Encore une fois, ce résultat apparait dans [19]. Malheeraast, nous n'avons pu
nous procurer la démonstration et par conséquent nousaga@omment ces condi-
tions ont été obtenues.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

T, .
X T+t (—pjwr powr, -+ + L Pjo WL Pj+1WL, *+ , Ppwr)

X(n)(—powl;leb e, Pnwr)
vjie{l,--,n}

TaB. 1.7 — Conditions sur le tenseyf™ qui garantissent I'absence de pertes par effet
joule a I'ordren.

1.6 Un champ incident polychromatique

Supposons que 'on éclaire un atome, une molécule, unlgesta, avec un champ
dichromatique ; notons;, etw;, les pulsations du champ incident. Si, d’'un point
de vue électromagnétique, les relations de constitutiéasivhnt cet objet sont non-
linéaires, alors le champ total oscillera a toutes les piolssp;w;, + pawr,, avecp;
etp, des nombres entiers arbitraires.

On peut utiliser ce phénoméne pour sonder I'objet éclairéns composante du
champ total, & la pulsation w;, + pawy,, avecp; etps fixés (et non nuls, puisque les
composantes correspondant aux pulsations du champ in@demnt les plus grandes
amplitudes), est grande par rapport aux autres composgénésées, alors on dit que
le systéme est résonant a cette pulsation. Cette résonantequrespondre a une dif-
férence de niveau d’énergie électronique dans un atome,auvement de rotation,
d’oscillation, etc. d’'une molécule, ou d’un certain typemdeuvement dans un cristal.

1.6.1 Equations de propagation

Le paragraphe introductif nous amene a généraliser lei®sedt.3 et 1.4 au cas ol
le champ incident a la forme :

E'(s,t) = 2Re{E} (s)e 1" + E} (s)e "'},

avecwr, etwy, deux réels strictement positifs.

Contentons-nous d’abord d’une non-linéarité d’ordre deBx= P(") + P(?)_ Ce
qui a été affirmé plus haut, a savoir que I'ensemble minimahctre du champ total
est 'ensemble des,w;, + pawr,, (p1,p2) € Z2, se démontre de la méme maniére que
celle qui nous permettait, dans le cas monochromatiquepada 36, d’affirmer que
toutes les harmoniques étaient présentes des l'ordre tleushamp total doit donc
s’écrire selon

E(s,t)= Y Epp(s)e imentrenl (1.34)
(p1,p2)€Z?

avecE_,, _,, = E, ., pour que le champ soit réel.
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1.6. Un champ incident polychromatique

Pour la méme raison que lorsque le champ incident était nfwoowtique, on
suppose que la série (1.34) est absolument convergentia (et donc uniformé-
ment convergente siit). On pourra donc changer I'ordre des indices et "commuger” |
somme et une intégrale sur le temps ; on obtient ainsi :

E(S’w) = Z E;D17;D2 (S)é(w - (plwh +p2w12))'
(p1,p2)€Z?

On obtient aisément les expressions des vecteurs polanisat

P(l)(S,t) = 50/ duwy X(l)(svwl)ﬁ](sawl)eﬁwlt

— 00

=<0 Z X(l)(saplwh +p2w12)EP1,P2 (s)e_i(lell +p2w12)t’
(p1,p2)€Z?

P (s, 1) _50/ dwl/ dwy X' (s, w1, w2)E(s, w1 )E(s, wp)e(«1w2)t

Z X (s, quwr, + qwr,, (1 — q)wr, + (P2 — @2)wr,)

(:Dl p2)EL?
(q1,q2)€Z°

Eg 02 (8)Ep —q1,p2—a (S)e_i(plwh tPawn )t
Définissant toujoursﬁl)(s, w) =1+ xW(s,w), 'équation (1.14) :

VX (p 'V xE)+ D=0 ((1.14)

devient:

— &5 -1 Z e—i(len +P2w12)t{v « (M_l(&plwh +p2w12)v « Epl,p2 (S))
(p1.p2)€Z?

+ (prwr, + pawr,)? (551) (s,prwr, + pawr, )Ep, p,(s)

+ Z X (s, qrwr, + gawr,, (p1 — q)wr, + (p2 — @2)wr,)
(q1,92)€2?

Eg 0. (8)Ep, —q1,p:-a (S)) } =0. (1.35)

Afin de simplifier cette équation, nous introduisons les s données dans le ta-
bleau 1.8 (dans lesquelles le poinet les pulsationsy;, etw;, du champ incident
dichromatique sont sous-entendues).

Avec cette écriture, I'équation (1.35) devient :

59



Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

LEP117P21 y T aEP1n=P2nJ = X(n) (pllwll + P2, Wiy, P WIL +p2nw12)

E:D11 P2y 'Eplnmzn

Miij:;ﬂz (Ephpz) = _50_1V X (Mil(plwh +p2w12)v X EPl,Pz)

+(p1wr, + p2wlz)25£1)(plwh + p2wr, ) Ep, p,

TAB. 1.8 — Définitions des notation&,, ,, .- - . Ep, ,, | etMbim (B, ,.).

P1,P2

E —i(prwr, +pa2wry )t lin
€ ! 2 {Mpl,pg (Eplypz)

(p1,p2)€Z?

+ (pwr, + p2w12)2 Z LEq17q27EP1*q17P2*42J} =0. (1.36)

(q1,92)€22

Nous désirons naturellement opérer par la transformée dedranverse, mais il

nous faut prendre garde et séparer deux cas (quelques déations sur la théorie des
nombres (la plus élémentaire) sont données dans I'annexe C)

60

- % € Q, auquel cas les éléments de 'ensembledes < tP2w12)t |orsque
2

p1 etps parcourent indépendammefitne sont pas tous différents. Il faut alors

changer les indices : dép wr, ,pgwjz)}’(pl paycz2 ON Passe a:

{((bda + c1)wr, ((a = b)dy + c2)wr) }| (4 pyez2
0 e <da
0<ca<dy

oldy, d, etw; sont définis par la propriété 1 p.62. Réécrivons ali :

2 _ E —i(prwr, +p2wr, )t
P( )(Sat) =¢&o \_Eq17Q2’EP1—Q1,P2—Q2Je (Proon p2wry) | p1=bda+c1

=(a—b)d
(p1.p2)E€Z” D2 (f/ ) 1t+ca
(a1,92)€7° qu=b'da+c}
q1,92 qzz(a/—b/)dl-l—c;

Puisque, a&, d; etd, fixés, la pulsation d&yq, 1., ,(a—b)d, +c, €St indépendante
deb, il est naturel (méme si la rigueur mathématique nous é@appeu - mais

gardons a I'esprit que ceci est "trop" formel : le but est @wdduire de maniere

naturelle les équations de propagation pouvant étre résolumériquement) de
regrouper tous ces termes; ceci amene a définir

Ead1d2+C1d1+c2d2 = E Ebd2+cl,(a—b)d1+02
beZ

et



1.6. Un champ incident polychromatique

lin L lin
Mad1d2+cld1+czd2 T Z Mbd2+c1,(a7b)d1+cz .
beZ
Aussi, lorsquev;, etwy, sont fixés, et par conséquehtetds, on notera
< a,c1,co > le nombread,ds + ¢1dy + cods. La polarisation au second ordre
devientdonc :

2
P( )(Sat) =£&o E |_E<a/,c’1,c’2>7 E<a—a/,cl—c’1702—c’2>J

(a,a’)€Z?
Ogcl,c/1<d2
0<ez,c5<dy

e—i<a,cl,cz>w1t

L'équation (1.36) s’écrit alors

—i<a,c1,ca>wrt lin
E : e {M<a,c1,cz>(E<U«,01;02>) (137)
a€”Z
0 e <de
0<ca<dy
2 _
+ (< a,cy, C2 > WI) E LE<a/,c/1,c/2>a E<a7a/,c17c/1,czfc'2>J} =0.
a' €7
0<ch <do
0<ch<dy

On peut maintenant fainenetransformée inverséet obtenir, pour des entiets
deZ, ¢, del0,--- ,dy) etep def0, -+ ,dy):

lin
M<a,cl,02>(E<a7C17C2>) (138)
2
+ (< a,cy,Cy > WI) E LE<a/,c’1,c’2>a E<a7a/,clfc’1,¢227c’2>J =0.
a’' €z
0<ch <do
0<ch<dy

On remarque que I'équation donnée gaii, ¢1, ¢2 > est le complexe conjugué
de celle donnée pat a,c1,co >, 0U:

— Sicy #O, Co 7£ 0, < a,cy,co >=< —CL—2,d2 —Cl,dl — C3 >38;

- SiCl =0,c 75 0,<a,c,é>=< —a—1,0,dy —cy >;

- SiCl 750, co=0,<a,é,é >=< —a—1,ds — 1,0 >;

37)| fallait exhiber une base de I'algébre du groupe lidreafin de regrouper tous les 4% pour ung fixé.
On y est parvenu puisque tous kesi<®:c1.c2>wrt sont différents, lorsque, c; et co sont limités a leur
ensemble de définition, et lorsqde et d2 sont définis (de maniére unique) par la propriété 1. Schémati
quement, on a donc I'ensemble desa, c1, c2 > qui forme une partition du résed& etdb qui comptait la
"dégénérescence" de I'ensemile:wr, , pawr, )} (p1.p2) €22

38Ces correspondances, ainsi que les suivantes, paraisasengapurelles ; elles sont dues aux exigences
0 <c1 <dyetd < ca < dp dans I'écriture de< a,c1,c2 >, donc a0 < d2 —c1 < do et

X

0<di —co <di.
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

— Sic1 =0,c0=0,< a,cy,C >=< —a,0,0 >.
Par conséquent, on ne s’intéressera qu’au cas @Lry, c; > est positif, et I'on
utilisera la relationE; ¢ 6> = E<q.¢,,c,> pour déduire les autres compo-
santes.

- “”1 € R\Q, auquel cas tous lesw;, + paw;, sont différents lorsqug; etp

parcourean, etdeuxtransformées de Fourier inverses sur (1.36) donnent, pour
tout couple(py, p2) deZ?, 'équation suivante :

M?ﬁpz( P17P2) + (pwr, +p2w12)2 Z Lqu,qszm—ql,pz—qu =0.
(q1,92)€Z?
(1.39)

On remarque que I'équation donnée par le coyplg;, —p2) est le complexe

conjuguée de celle donnée par le cou@le, p2); par conséquent, on ne s'in-
téressera dorénavant qu'au caspU+ p. est non-négatif, et I'on utilisera la
relationE_,, _,, = E,, ,, pour déduire les autres composantes.

propriété 1. Diverses écritures d’'un nombre rationnel
A un nombre rationnei:}j—1 donné, tel quev;, etw;, soient tous deux positifs, il
2

existe un et un seul triplétvr, di, d2) € R x N x N tel que

wr, = diwr
wr, = dawr
di Ndy = 1.

Cette propriété montre que le cas eﬁ est rationnel se raméne a un champ har-
monique, dans le sens ou le spectre de Fourier ne contierdegumultiples dev; ;
cette pulsationv; est en quelque sorte le plus grand diviseur commuw deet wy,
(elle I'est véritablement si ces deux nombres sont desrsiitie

Détaillons quelques exemples afin de mieux cerner I'égqndtia38). Pour véri-
fier la consistence avec la cas ou le champ incident est momoettique, choisissons
wr, =wr, = wr.Onaalorsl; =1,dy; =1 etwy = wy, etl’'on en déduit que; etcs
sont réduits a zéro. L'équation devient alors, pour toueent:

ME™MEq) + (aw)® Y |Ear, B ar] =0

a’'€Z

et I'on retrouve, aprés un changement d’indice, I'équatiot8).

Dans un cas moins trivial, on peut, sans perte de génémllifposer que;, <
wr,. Intuitivement, on imagine que si le rapport des deux fréges du champ in-
cident est trés différent de I'unité, alors, en quelqueesdes composantes générées
parE§1 ne verront pas celles générées E@g. En d’autres termes, le nombre de cas-
cades nécessaires pour que la non-linéarité crée une hawemque dev;,, donc
correspondant & une pulsation procheulg étant élevé, la valeur des tenseurs de sus-
ceptibilité associés (i.e., du typ€® (wr,, Nwy, ), avecN un "grand" nombre entier -
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1.6. Un champ incident polychromatique

dans la pratique, on voit que cinq est déja grand et 'on prendmme exemple un
rapport:% égale a trois) est faible.
2
Choisissons ainsi; = 1 etd, = 3. On a donaw;, = wy etwy, = 3wy, 1 €
{0,1,2} etea = 0. L'équation (1.38) devient donc

li
MBZLJrcl (E3G+C1 )

2
+ ((3a + c1)wr) E |E3a4¢;, B3(a—a)tes—e; | = 0.
a' €7
0<ch <3

On reprendra cet exemple par la suite. Auparavant, commeldaas monochro-
matique, nous voulons donner une méthode permettant &exhin systeméni ap-
proximant les systemes (1.38) et (1.39).

1.6.2 Degré de I'approximation des équations de propagatio

La définition suivante est une généralisation immédiatadkfinition (1), donnée
page 40, lorsque le champ incident est dichromatique,stddacilement prévoir celle
qui conviendrait d’adapter dans le cas ou le champ incidscitlerait a un nombré
de fréquences:

définition 2. le degréd d’approximation a I'ordren d’un champ dichromatique

d:= Iéneilg{n(phaplza e apnlapnz)Hh(Z) > d
= X(n) (S;pllwh +p12W127 oy P Wi +pn2wfz) = O,\V/S € R?)}
La justification de cette définition sera donnée dans unehgiine sous-section.

Degré un (équations linéaires)

Le casd = 1 est trivial :
M(By ) =0, (1.40a)

MG (Eg) = 0. (1.40b)
Les champs aux pulsations, etw;, "vivent" alors indépendamment I'un de I'autre.
Degré deux (générations de somme et de différence de fréques)
Lorsqued vaut deux, on a le systeme d’équations
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Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

MYG(B1) =0, (1.41a)

M (Bo) = 0, (1.41b)

MY (Esp) + (2wr,)? | E1,0,E1,0) =0, (1.41¢)

M3 (Bo2) + (2wr,)? | Eo,1, Eo,1] =0, (1.41d)

MM (Er1) + 2(wr, +wr,)? B0, Eoa) =0, (1.41e)
Mlj?,l(E—l,l) +2(~wr, +wr,)*|E—1,0,E01] =0, (1.411)

ou I'on a supposé que;, < wy,. Les phénomeénes décrits par ces équations sont,
outre la génération de seconde harmonique pouKeq. 1.41c) comme pous;, (eg.
1.41d), les générations de somme de fréquences (eq. 14de)ddférences de fré-
quences (eq. 1.41f). Remarquons que ce systeme a, comméedaassd’'un champ
monochromatique au degré deux, une non-linéarité trivides le sens ou on peut
exhiber la solution en ne résolvant que des équations tegai

Appliquons ceci au cas, déja étudié, oy = w; etw;, = 3w;. Lintérét est,
évidemment, que dans ce cas, ®ua, = w;, — wy,, €t ainsi la seconde harmonique
associée &, oscille ala méme fréquence que la composante générée piiétarnte
de fréquences. En reprenant les notations du paragraptederd, on a donc :

MY (E;) =0, (1.42a)

ME™M(Es) + (2wr)* (| E1, Eq] + 2|E_1, E3)) =0, (1.42b)
ME™M(Eg) =0, (1.42c)

ME(Ey) 4 2(4wp)?|Ey, B3| = 0, (1.42d)

ME™(Eg) + (6wr)?|E3, B3| = 0. (1.42e)

On remarque que ce systéme ne correspond a aucune appioRiif@tcun de-
gré) du cas monochromatique ou le champ incident oscilladai fréquence;. Pour
s’en convaincre, il suffit d’observer qu'il exclut, par exgle, toute rétroaction des har-
moniques sur la composariy . Nous donnerons, a la page 163, une autre définition
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1.6. Un champ incident polychromatique

0,1 0,1

~1,0

FiG. 1.1 -T"y, le graphe associé au champ total en degré un.

du degré®. Mais méme avec cette définition alternative, ce systémeorrespond a
aucune approximation du cas monochromatique (on peut emegarder I'équation
(1.42a)).

Approche intuitive du degré

La définition 2 du degré étant probablement abrupte pourdpapt des lecteurs,
nous voulons donner une méthode qui permet de trouver uarsgsa’équations a un
ordre et a un degré arbitraires donnés. Cette approchdivetapporte également la
raison physique de notre définition. Un graphe construitrhuction s’avére utile a la
visualisation de ce que I'on entend par degré.

Pour simplifier la discussion, nous supposons, dans un preemps, quéjj—l est
irrationnel. Les dégénérescences éventuelles a traiterldaas contraire sont immé-
diates, et seront illustrées par des exemples.

Le degré un correspond au champ qui oscille aux fréquencebalap incident;
onadon&E = 2Re{E; y + E¢ ;}. Le graphd’; est représenté dans la figure 1.1.

Puisque le matériau est non-linéaire, les composantesatnnteragissent entre
elles et de nouvelles fréquences apparaissent. Ces fréegigont, par définition du de-
gré deux, les "premiéres interactions”, au sens ou ellgégigserminées par les sommes
d’exactement deux éléments associés aux sommeifs.dea somme des fréquences
p1wr, + pawr, €tqiwr, + gawr, €st représentée par une aréte reliant les sonpngts
etqi, ¢2. Les fréquences présentes dans le champ total au degré algdosic asso-
ciées aux sommets et aux aréteddeA la fin, on supprime les interactions qui font
apparaitre la composante nulle.

On définit le graphd’s de la maniére suivante : I'ensemble de ses sommets est
I'ensemble des objets marqd@sle I',. Il y a donc les fréquences présentes dans le

39 e degré est la notion permettant de passer d’un systéme diéiguations & un systéme fini. Tout
I'arbitraire de la troncature est dans le choix de cette digfin; s'il ne peut y avoir d’arguments permettant
d’affirmer que ce passage est unique, nous pensons que laioiéfiiue I'on donne dans ce chapitre est la
plus pertinente d’un point de vue physique. La présence plimt de vue alternatif est néanmoins préférable
lors des simulations numériques : en effet, contraireméatéfinition alternative, le systeme physique perd
forcément de I'énergie électrique si I'on utilise la défmit introduite dans ces pages.

4Opar objet marqué, on entend tout sommet ou toute aréte &ssoane fréquenge wy, + pawr,. Dans
le graphe, un sommet marqué est npiép2 et le méme sigle, p2 est adjacent a une aréte marquée.
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~1,0

U

—2,0

FiG. 1.2 -T'5, le graphe associé au champ total en degré deux.

champ incident, que I'on encadrera dans une boite rectaingueit celles générées lors
des premieres interactions (i.e., a I'ordre deux), que &onerclera. Ensuite, on relie
un sommet du premier type a un sommet du deuxiéme type siftraction génére
une nouvelle fréquenée Sur l'aréte reliant les sommets, p2 et ¢i, g2 on marque
p1+q1, p2 + go, COrrespondant a la fréquengs + q1 )wy, + (p2 + g2)wr,. ON obtient
alors le graphe de la figure 1.3.

Il est apparent sur ce graphe qu'il y a plusieurs moyens dar taéméme harmo-
nique : par exemple, 'harmoniq@;, + wy, est générée lors de l'interaction entre
E;; etE; o, oude celle entr&; o etEg ;.

Le graphd’; décrit donc les interactions présentes en degré trois raaispdegré
deux. Pour écrire les équations, il faut donc prendre en tetoptes les interactions
décrites suf, et surl’s.

On imagine que le lecteur pourra sans difficulté dessinedplgel’, ; mais, encore
une fois, nous supposons qu'il vaut mieux, pour décrire Eségations de troisieme
et quatrieme harmoniques, quitter I'ordre deux et att@ddrdre trois (puis quatre).
C’est ce que nous allons faire dans la prochaine section.fldiyon note qu’a I'ordre
N, les arrétes de I'hypergraplig relient N sommets.

1.6.3 Non-linéarité du troisiéme ordre
Nous voulons les équations de propagation a 'ordre tras,le vecteur polarisa-
tion se développe maintenant selon :
P=PD + P® + P®.

Il'y a deux raisons pour s'intéresser a ce développementoHarence interne a ce
chapitre d’'une part, et leur utilité pour I'étude des résmes non-harmoniques que
peuvent présenter un matériau (étude réalisée dans lagineckection).

Lorsqued vaut deux, tous les objets dig; sont marqués.
41Aprés avoir lu la phrase suivante, on comprend que les sosmeps et g1, g2 sont reliés si et seule-
ment si les signes de; et deq; d'un coté, et de, etqe de I'autre, sont identiques.
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1.6. Un champ incident polychromatique

FiG. 1.3 -I'3, le graphe associé au champ total en degré trois.
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Avec les écritures issues du tableau 1.8, nous avons :

3 R E —i(prwr, +p2wr, )t
P( )(Svt) =E£o LEthlezvEh-ﬂ“zvEPl*qlfTh;Dz*th*TzJe (e ez 12) .

(p1.p2)EZ”
(q1,92)€Z?
(r1,m2)€Z?

et par conséquent I'équation (1.14) s’écrit

E —i(prwr, +pawr, )t lin
€ ! 2 {Mpl,pg (Eplypz)

(p1,p2)€Z?
+ (prwr, + pawr,)” Z (Lqu,qzaEprql-,prqu
(q1,92) €22
+ Z \_EqnqzvETl,TzvEpl—Q1—T17P2—Q2—T2J)} =0. (143)
(r1,m2)€Z2

— Si % € Q, I'équation de propagation de la composante oscillant &lsation
2
(adyds + c1dy + coda)wy €St

Ml<i27cl7cz>(E<a,cl,c2>) (144)

2
+ (< a,ci,Cy > wl) E (|_E<a’,c’1,c’2>7 E<a—a’,cl—c’1,02—c’2>J
a'/GZ
0<c) <d2
0<ch<dy

+ § LE<a’,c’1,c’2>7 E<a”,c”1,c”2>7 E<a7a’7a”,c17c’17c”1,627c’27c”2>J) = 0.
»
0<aé”€Zd
sc'1<d2
0<c’2<dy

- 2L ¢ R\Q, auquel cas I'équation de propagation de la composanttarsci

UJII

la pulsationp;wy, + powy, €st:

My (Epy p2) (1.45)
2
+ (Pwr, + pawr,) Z (Lqua‘D’EPl*QI-}&*‘DJ
(q1,92)€22
+ Z \_Eq1;q27ETl;T27EPI_QI_T17P2_Q2_T2J) =0.
(r1,m2)€Z2

Continuons I'exemple ow;, = w; etwy, = 3w;. Nous savons que la non-linéarité
d’'ordre N n’apparait pas dans les équations de degséd < N. Il nous faut donc
étudier le degré trois.
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A l'ordre deux, la relatiorew;, = wy, — wy, implique une dégénérescence : la
seconde harmonique associéeg;aoscille a la méme fréquence que la composante gé-
nérée par la différence de fréquences (équation ((1.4Za)Ylegré trois, de nombreux
effets se superposent; on les résume dans les relatiorag®svw;, —wr, —wr, = wy,
pOUf(1.46a){,d[1+2w]1 = wy, elwy, +wr, +wy, = wy, pOUI‘(:I..‘]-GC)(,«J]1 twr, twr, =
—wr, +wr, + wr, pour (1.46h),

MG (Br) + w3 (21B-1, Ba) +2[E_o. o] +2|E_5, By

+3|E_1,E,E1| +3|E_1,E_1,E3] +6|E_3,Eq, E3J) =0, (1.463q)
MEM(E2) + (2wr)*(|E1,E1] + |Es,E_1]) =0, (1.46b)

ME™(E3) + (3wy)? (2 [E1, Ez| + 2[E_1, Eq] + 2[E_3, E¢]

+|E1,E,E| +3|E_3,Es, E3| + 6LE,1,E1,E3J) —0, (L.46c)
ME™M(EBy) + (4wr)?|E1, E3] =0,  (1.46d)

ME™(E5) + (5wr)? (2 |E1,Eq] +2[E_1,E¢] + 2|E2, Es]

+3|E1,E1,Es| + 3LE_1,E3,E3J) —0, (L.46e)
MU (Eg) + (6wr)?|E3, E3] =0,  (1.46f)

ME(Eq) + (Twy)? (2[E1, Eg| + 2|E3, Ey] + 3|Ey, E;, E3J) =0, (1.469)

MY (Eg) + (9w1)2(2 | Es, E6] + LESaE3vE3J) =0. (1.46h)

Pour trouver tous les termes d’ordre deux, nous conseidariecteur d’adapter les graphes
I’ etT's a ce cas de figure. En ce qui concerne I'ordre trois, on peifiaréque les différents
triplets ((p117p12) (1021 ,ng) (ps, , ps,)) intervenant dans la définition du degré sont :
0)) contribuant & la composante ;
1 ) contribuant a la composanse; ;
1, ,(0, 1)) contribuant a la composanig ;
)
)
)
)

)

)

contribuant a la composanig ;
contribuant a la composanse; ;
contribuant a la composanie ;

/\/\/\/\/\

1)
1,0)
1,0)
1,0)
1,0)

- ((0,-
= ((0
= (=
- (=
- (=
- (=
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- ((1,0),(1,0),(1,0)) contribuant & la composanter ;
- ((1,0),(1,0),(0,1)) contribuant & la composanie ;
- ((1,0),(0,1),(0,1)) contribuant & la composante ;
- ((0,1),(0,1),(0,1)) contribuant & la composante ;

Que le lecteur ne se méprenne pas, il s'agit bien d’'un systeiteadre trois et
au degré trois. La neuvieme harmonique qui apparait neteégué de la génération
de troisieme harmonique de la fréquenge = 3w; présente dans le champ incident
Ei(s,t) = 2Re{E} (s)e 1t + Ey(s)e it}

Encore une fois, on admet que méme si la résolution numédguee systéeme
serait plus fastidieuse que difficile, on ne peut se conteet@areilles généralités, et il
serait plus pertinent de se concentrer sur tel ou tel eftat§pemple, dans ce cas, ceux
provenant des dégénérescences).

1.7 Leffet Raman

Nous avons évoqué l'effet Pockels; nous avons obtenu leatiégs de propaga-
tion du champ total dans I'hypothése harmonique et aingli€tieffet Kerr optique,
la génération de seconde, troisieme et quatrieme harmesjda section précédente
présentait le formalisme décrivant les mélanges a plusiendes. Nous envisageons
maintenant d’entamer le dernier chantier : nous extirperrdponses harmoniques.
Nous pourrons alors simulat,un point de vue purement électromagnétiges effets
Raman, Brillouin ou paramétriques.

Précisons ce que nous entendons par "d’'un point de vue potéieetromagné-
tique" : les champs qui nous intéressent sont a I'échelleostdpique, échelle a la-
quelle la matiére est homogene ; autrement dit, notre magiétee qu’elle est consti-
tuée d’atomes, et ne peut par conséquent, avoir recours adanigue quantique (ni
méme & une théorie semi-classique) pour donner les teng@irst ;. qui décrivent la
réponse du matéria@n se les donne dorecprioriet I'origine de leurs résonances ne
nous concerne pafar conséquent les effets paramétriques, Brillouin etdResaront
décrits simultanément ; par simplicité, on ne parlera plusdjeffet Ramaf?.

La nouveauté est donc de supposer que le matériautafuéguence de résonance,
notéew,. On a donc :

{El.] € {15 ,TL} LWy #pwl'i_qws \V/(pv(I) EZQ} jX(n)("")la 7wn):O

On suppose immédiatement un développement a I'ordre ttoiedteur polarisation.

En considérant les multiples effets de cascade, le chamis®técrit selon (1.34) avec
wr, = wy (la pulsation du champ incident)et, = w,. Ceci conduit donc a I'équation
de propagation (1.43) et donc a (1.44) ou a (1.45) selorggtest rationnel ou non.

42Nous ne donnerons ici que les équations de propagation dgsosantes de Fourier, et nous ne parlerons
pas d'énergie - car dans ce cas ces processus different. (rape reporter a [50] pour ces questions.

43Nous parlons de I'effet Raman spontané ; il existe un aufet, gfortant le nom d’effet Raman stimulé,
qui fait intervenir trois fréquences différentes. Bien drisystéeme ne serait que fastidieux a obtenir, nous ne
le ferons pas ici.
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1.7. L'effet Raman

Les effets intéressants apparaissent des que I'on prerahgpte le degré (défini de
la méme maniére qu’avec un champ incident dichromatiqueya8t notre habitude,
nous énumeérons les équations pour les plus basses valedeg idu

Degré un (équations linéaires)

Le casd = 1 donne :

MG (Er0) =0, (1.47a)

MG (Eg ) =0. (1.47b)

La différence avec la section précédente est Bye n'a pas de source. Il est donc
nul : on retrouve donc que I'effet Raman exige des matérigent®magnétiquement
non-linéaires.

Degré deux

S'il 'y a pas de dégénérescence accidentelle, on se retrdans le méme cas
que pour le degré unE( ; n'a pas de source dans le systéme d'équation (1.41), il
s’annule et ledit systéeme se simplifie a I'étude de la géindrae seconde harmonique
pourE; o. Plus généralement, on s’apercoit que la sourcBggeest nulle si seuls des
effets d’ordre deux sont pris en compte. On retrouve encoeel'gffet Raman n’est
pas un effet d’ordre deux. Plus généralement, remarquoaseuyue I'on vient de
comprendre pour lg(? s’applique & tous les ordres pairs :

sans dégénérescence accidentelle, si le champ incidestiiéoqu’a

la fréquencewy, et siw, est une fréquence de résonance du maté-
riau, seules les non-linéarités d’ordre impaires peuveargendrer un
champ oscillant a la pulsatiopw; + qws, avecg non-nul.

Par rapport au systeme (1.41), quelle dégénérescencerpeet 21l y en a deux :
Eop = E; _1,1.e.,2ws = wy, etEg; = Ey, i.e.,,ws = 2w;. Le premier cas, qui
permet de décrire la génération de sous-harmonique, edafoental. On donne alors
le systéme d’équations :
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Mlli}lz(Elﬂ) +2(wr/2)* | E1, E_y /2] =0, (1.48a)
M (By) + wi|[Eq2,Eq 2] =0, (1.48b)
Mé%(E3/2) +2(3wr/2)?|E1, Eq 2] =0, (1.48c)
ME™(By) + (2wr)?|E1, E1] = 0. (1.48d)

On remarque que la génération de seconde harmonique gpparmaltanément a
la génération d’'une composante oscillant a la pulsatiof®.

L'autre dégénérescence n’est, a notre avis, pas intétesparsque la génération de seconde
harmonique est a traiter selon avec le systeme (1.20) expdaséection 1.3. Celui que I'on
obtient ici lui ne lui est pas équivalent :

MY™(EL) + 2(wr)? | Eg, E_1 | =0,
M5 (Es) + (2w1)?|E1, B | =0,
./\/lézn(Eg) —+ 2(3(:.}[)2 |_E2, E1J = 07

MY™EL) + (4wr)? | Eg, E2] = 0.

Degré trois (apparition de I'effet Raman)

A partir de 'énumération qui suit le systéme (1.46), on démumédiatement le
systéme suivant, ou pour (1.50j), (respectivement (1.pQlg (1.501)), on suppose que
ws > wy (respectivemeriw; > wy et2w; > w, - mais rappelons que la seule justifi-
cation de ces hypotheses est de présenter les équatiorgdgation des composantes
associées a des fréquences positives) :
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M%(El,o) + w? (2|.E—1,07 Ezo) +2[E11,Eo—1] +2[E1 -1, Eo,1]

+3LE*170’ E1 o, ELOJ + GLEO,—l, Eo,1, El,oJ) =0,
M%(EZO) + (2w;)?|E1,0,E1,0] = 0,
Méz,%(E&O) + (3W])2(2 LEl,Ov EQ,OJ + LELO, El_]o, El,OJ) = 07

Mlolnl(EO,l) + (ws)2 (2 |_]30)_17 E072J =+ 2\_E171, E—I,OJ + 2|_E—1,17 El,OJ

+6|E_1,0,E1,0,Eo1] +3|Eo,—1,Eo.1, E0,1J) =0,

M3 (Eo2) + (2ws)*[Eo,1, Eo,1] =0,

MG3(Bo.) + (8w.)?(2[Eo, ozl + [Eo.1, Eo1, Eaa) ) =0,
MEH(EL) + 2(wr + ws)? [E10,Eo,1] =0,

./\/ll2”11(E21) + (2wr + wy)? (2 [E2,0,Eo.1] + 2[E11, Ei10]

+3|E10,E10,E0,1] ) =0,

./\/lllnzl(Ew) + (wr + 2w,)? (2 [Eo.2, E10] +2[E11,Eo1]

+3|E10,Eo1,Eo,1] ) =0,
M (Bo1) +2(—wr +ws)?[E10,Eo 1] =0,

MU 5 (Bo1,2) + (w1 + 20,)% (2[B-1,0, Eo,2) + 2[E-1,1, Eo,

+3LE71,0,E0,1,E0,1J) =0,

ME™ (Ba 1) + 2wy — ws)2(2 [E2,0,Eo,—1] +2[E1,0, E1,—1]

+3LE0,71,E1,0,E1,0J) =0.

(1.50a)

(1.50b)

(1.50c)

(1.50d)

(1.50e)

(1.50f)

(1.509)

(1.50h)

(1.50i)

(1.50j)

(1.50K)

(1.501)
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Les composantes les plus intéressantes Egntet Ex 1, qui décrivent respec-
tivement le comportement de l'oscillation.g et I'effet CARS (pour Coherent Anti-
Stokes Raman Scattering) ; le reste n’a été écrit que powhiérence de la démarche.
Lorsquew, est supérieur &y, le champE, ; émis est plus énergétique que le champ
incident“ : on parle alors de composante anti-Stokes ; lorsguest inférieur av;, le
milieu a pompé de I'énergie, et I'on parle alors de compas&itokes.

La composante CARS, trés utilisée en spectroscopie, sstaises | E; ¢, Eg _1],
|E1,0,E1,_1] et|Eo _1,E1 0, E;1 ). Pourtant, & notre connaissance, seule celle de de-
gré trois est considérée dans la littérature. Nous nousiétmnque les cascades soient
négligées.

Nous pouvons aussi supposer geeest une sous-harmonique. Dans ce cas il faut
prendre garde : si des dégénérescences apparaissentédy, typv, + ws = wy), il
faut changer les équations d’une maniére similaire a celisée dans I'exemple ou
wy, valaitw; etwy,, 3wy, ou dans I'exemple ou I'on avait; + ws = wy.

1.8 Notre approche de I'optique non-linéaire

Pour écrire franchement, une question m'obséde : pourguisigue I'optique non-
linéaire a une cinquantaine d’années, sommes-nous lesgrggid notre connaissance,
a avoir écrit les équations de propagation telles que (B6R.1) - la seconde, qui
est le pendant continu de la premiéere, apparaitra dansdbairochapitre ? Ou encore,
pourquoi, malgré toute I'estime que nous avons pour noggod#ls et nos prédéces-
seurs, n'avons-nous trouvé nulle part une notion similaice que nous appelons le
degré ? Cette notion est pourtant essentielle a nos yewsquoelle permet de fixer une
méthodeaendant fini le systeme d’équations a résoudre. En demaadaletteur de
nous excuser le caractére schématique, voire caricatered djui suit, caractere évi-
demment dicté par I'étendue du sujet, nous tentons, dansdebaines lignes, d’ex-
pliquer comment nous avons pu nous démarquer, pratiquetasiiés premiéres pages
de ce chapitre.

I me semble que la raison principale est la différence déhod#s : nous n’avons
trouvé personne dans ce domaine qui ait privilégié la métlamdlytique. Ayant peine
a croire que ceci n'ait été réalisé, nous supposons quijista d’un défaut de diffu-
sion. En simplifiant a I'extréme, nous avons I'impressioe tgs physiciens voulaient
décrire un effet, et "arrangeaient" les équations de Maxpair prendre en compte
ce phénomene. Ceci est la méthode synthétique, dans le 3alie @xige trois don-
nées initiales : les lois gouvernant les champs électrogtagres mésoscopiques, des
relations de constitutions particulieres a un matérialiefiet en question.

Si I'on peut parier que notre approximation concorde fogrtravec la leur dans
la plupart des cas (et si elles different, il est entendu Gxg@érience doit en invalider
au moins une), l'intérét de notre travail réside principaat en la démonstration que
les équations de Maxwell portent en elles une bonne parteg g'est I'intégralité,

44Cet argument est issu de la mécanique quantique, ou I'éndhgne particule est proportionnelle & la
pulsation de I'onde associée.
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des effets non-linéaires observés (confere 'annexe DEften, ce sont ces équations
qui, ne formant pas un systéeme clos, nous ont obligé a éesreelations constitu-
tives générales que nous avons posées. Il n’y a donc qu’umeéganitialé®. Evidem-
ment, nous nous sommes concentrés par la suite sur un dggeide matériau, mais
nous ne voyons la que notre incapacité a étudier les retationstitutives dans toute
leur généralité. Lorsqu’elle sera achevée, cette méthndlytique devrait permettre
la description deousles effets de I'optique mésoscopique non-linéaire. Pdwaute,
nous ne connaissons d’effet, suffisamment malitrisé poaicétitenu en une forme ma-
thématique claire, qui ne puisse étre décrit par notre ploeé mais I'étendue de ce
domaine et ses avancées permanentes nous incitent a laghaegrudence. En outre,
nous sommes bhien conscients de la complexité de notre nmesttes qu’elle s'attache
a décrire la génération de trés hautes harmoniques, lesgses incohérents, les cas
ou le champ incident contient de nombreuses fréquencesfin, Elle est, a I'heure
actuelle, incompléte, puisque nous n’avons trouvé de nwgerrésoudre I'équation
de propagation dans le domaine temporel que nous exposg@mechain chapitre.

Nous ne connaissons de mathématiciens qui se soient spéeiat intéressés aux
équations que nous posons (ni méme, en ajoutant d’autretgges; par exemple
I'effet Kerr-optique décrit par I'équation (1.31)). Parmsgquent, qu’étudient les ma-
thématiciens ? Nous dirons qu'il y a deux sujets fort dévieéspa le cas ou une approxi-
mation paraxiale est utilisée (nousy reviendrons), etdéeotd’on remplace I'opérateur
de Maxwell linéaire de composante

MU By s —25 'V % (u ™ (pwn)V x By) + (pwr) e (pwn ),

qui est un opérateur différentiel d’ordre deux, par I'opéua

My By =g -0 (pon)By) + (pwr)el) (pwr) By,
d’ordre un. Cette hypothése, ou une légére variante selonrigexte, se trouve par
exemple dans [74], [75], mais aussi chez certains expétateurs ([76]).

Une autre approximation, fort appréciée il y a quelqueses{é9], [50], [8], [77],
etc., ou [78] pour un article trés récent), mais qui devreys semble-t-il, perdre de
son intérét avec l'incroyabté potentiel actuel du numérique consiste a "confondre"
le champ incident avec le champ total. Ainsi peut-on voirdgs0] qu’un milieu
non-linéaire traversé par deux champs électridigs(s, t) = 2Re{Ajetlkis—wit)}

j € {1,2} présente une non-linéarité du deuxiéme ordre du typé” E 1, E,). Les
cartes de champs que nous présenterons dans le chapitrgé&enigue I'onde plane

45En d'autres termes, nous affirmons, avec une suffisance @oistme parvenons & nous défaire, avoir
élevé au rang de Vvérités nécessaires les effets observédans quelques livres spécialisés, pouvaient appa-
raitre comme simplement contingents. Afin de moduler cetttadation, il nous faut cependant reconnaitre
gue nous avons besoin de deux hypothéses : I'existence dianat lissesdans lesquels la série (1.15)
décrivant le champ électriqu8, converge absolument

46Jimagine en effet que M.Bloembergen et ses confréres neaEnt imaginer, au début des années
60, gu'il nous serait aujourd’hui possible de sortir des hozs des systéemes d’équations vectorielles aux
dérivées partielles non-linéaires couplées que nous m@se Or, pour valider une théorie, il faut bien
confronter ces nombres a ceux issus de I'expérience.

75



Chapitre 1. L'Optique non-linéaire

E; est une mauvaise approximation pour le champ total (quisgspelons-le, le champ
dont dépend le vecteur polarisation). A titre personnelisn@grettons que le lecteur
de la quasi-totalité des livres standards ou d’un nombreansa d’articles sur I'op-

tiqgue non-linéaire ne soit pas averti que cette onde pé@m@)E(l)E(g) est sensée

représenter le champ total. Encore une fois, a I'heure afbfmatique s’est extraor-

dinairement développé, nous ne comprenons pas pourguieiaggiroximation n’est,

d’aprés ce que I'on a rencontré, pas discutée.

Passons maintenant a quelques applications principalkspdigue non-linéaire :
on peut citer la biophotonique (irradier des tissus afin @& guelques cellules ma-
lignes), les nanotechnologies (par exemple, sectionngraer des matériaux grace
a un laser), la microscopie (les fréquences générées petiverans certaines plages
intéressantes pour la sensibilité des détecteurs, lgp@amsce de I'objet, etc.), la télé-
communication, etc.

Dans les exemples que nous venons de donner, il faut bienglist les deux pre-
miers du dernier : dans les uns, le matériau est non-stati@mans I'autre, les pro-
priétés de la matiére ne changent pas au cours du temps. Siisgen équation rigou-
reuse du premier cas nous est inconnue, I'étude des soditoogtique non-linéaire est
d’une richesse surprenante. Alors quelle est la grandérdiite entre nos équations, a
notre connaissance nouvelles pour les plus générales,élmtions de la propagation
dans des fibres ?

Cette grande différence réside dans une simplification ques me pouvons pas
faire : en effet, dans les hypothéses que nous avons énwsnéut@u long de ce cha-
pitre (le matériau est causal, spatialement local, nonisidrope, électriquement sta-
tionnaire, puis celles portant sur le spectre du champ)totals nous sommes refusés
a supposer quoi que se soiddriori sur la taille du matériau (qu’'apres, nous allons
supposer qu'il est invariant par translation dans une toret utiliser les éléments
finis, et par conséquent supposer que cette taille est dré ale la longueur d’'onde
est une autre histoire) ; c’est ce qui donne a nos équatiartestdeur généralité. En
revanche, lorsque I'on veut spécifiquement étudier la pyapan d’'une onde dans une
fibre optique, il parait Iégitime de simplifier les équatiadi@sMaxwell pour prendre en
compte que la propagation de I'excitation se fait essdatiednt dans une direction,
direction dans laquelle le matériau héte peut étre conSicigmme infini.

C’est alors qu’apparait I'hypothése paraxiale, utiliskezcla quasi-totalité de nos
confréres. Les équations sont soit du type paraboliqué'&getation de Schrodinger
non-linéaire fait figure de favort§ soit & nouveau des équations d’ordre un, et le com-
portement du systéme est gouverné par les effets d’accemdisakte. La littérature sur
ce sujet est des plus abondantes, depuis les premiersxrdgeBioembergen jusqu’a
des dizaines d’articles qui paraissent encore chaque année

4Tl article de revue ([13]), bien que déja un peu ancien, dotee dizaines de modéles de ce genre, et
discute des méthodes analytiques ou numériques pour tasdrés
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Chapitre 2

Quelgues généralités en optique
non-linéaire

Le physicien doit se limiter a la description des relations
entre les perceptions.
Werner Heisenberg

Ce chapitre peut étre vu comme une annexe du premier. Il yigsitd quelques
généralisations de certaines propriétés bien connuestejueginéaire. Nous évoque-
rons tout d’abord le théoréme optique, qui, par sa validatonforte nos expériences
numériques; il suit un critere permettant de faire de I'gpé non-linéaire avec une
seule inconnue; enfin, nous discuterons du spectre du chiactpdue total.

2.1 Le Théoreme optigue en régime non-linéaire

2.1.1 Généralités

Nous souhaitons récrire le théoréme optique lorsque lemdiffractant est non-
linéaire. Les calculs sont assez longs mais il faut notemmyi@art I'ordre de la non-
linéarité n’est imposé. La seule hypothése supplémentaragapport a [63] est I'écri-
ture du champ électrique total comme une somme sur toutdsatesoniques de la
fréquence du champ incident.

Rappelons que ce théoréme n’est qu’une certaine formald#éda relation (1.23)

—cV - (c¢I)+ oW =0.
Reprenons

E(s,t) = Y Ep(s)e 7. ((1.15))

PEZL
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Si besoin est, on écrira de la méme maniére :

X(s,t) = pr(s)e_ip“”t, X e {B,H,ulu,...}
PEZL

On suppose que ces séries convergent absolument, donomodéifi@nt par rapport
ala variable. Leur dérivée se fait donc terme par terme et I'on déduitéiguation de
Maxwell-Faraday

B(s,t) = Z (ipwr) 'V x Ep(s)e Tt — ¥ x Eo(s)t + Bo(s).
peEL*

Pour les mémes raisons que celles qui nous ont pousséesasea composante
statique du champ électrique dans le chapitre précédergyuppose quéd, et By
s’annulent.

Le vecteur de Poynting s’écrit alors

P(s,t) : = E(s,t) x H(s,t)

- Z (iquri(qwr)) " Ep_y(s) x (V x Ey(s))e”P1t,
(p,q)ELXZL*

2.1.2 Le cas bidimensionnel

On se place dans le cas ou le systésiginvariant selon un aXeppeléO, z)). La
polarisation du champ électrique incident est telle que

E (2, y, 2 ) = (ud (@, y)e ™" +uly (2, y)e™r") 2

(avecu! = u’ ,) eton suppose qtiée champ total suit la polarisation du champ incident

Ep(xvyv Z) = UP(Ia y)éa
d'ou

Ed(xvyazat) L= E(x,y,z,t) - Ei(‘rayazat)
— Zug(x,y)e_ip“”té

PEZL
avec dona:d = u, — d,,1u}. On s'autorise 'abus de notatigf{z, y) = f(r,0), ou
(z,y) (respectivemen(r, §)) sont les coordonnées cartésiennes (respectivement po-
laires) du plan(0, z, y) orthogonal & I'ax€0, z) et passant pdb.
Considérons une coupe bidimensionnelle du systeme (@ansy) ; soit Q2 la ré-
gion comportant le milieu (non-linéaire) diffractant eitso un disque comportart,.
La (densité linéique de) puissance absorbée tlaest, par définition,

10n verra & la section (2.2, p.83) & quelles conditions le ghdifiracté est polarisé rectilignement
suivant(O, z).
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2.1. Le Théoreme optique en régime non-linéaire

FiG. 2.1 — La géométrie d’'une expérience de diffraction : le enil{éventuellement
non-linéaire) est dar@, := 2} U Q2. Le cercledX sur lequel on intégre le vecteur de
Poynting est le bord du disquereprésenté sur cette image.

I::—/ ds OyW,
b

soit, d'aprés (1.23) :

Iz/ dlP - 1.
%

En prenant en considération les orientations des veckeetH, on a

I :/ dl Z (iqurp(qwr)) ™ tup—g Vg - fre” Pe1t,
6% (p,q)EZXTL*

Puisque cette puissance varie périodiquement dans le téngesnble pertinent
de ne s'intéresser qu’a sa valeur moyenne (se reporter &sdassion sur les trois
termes de I'énergie a la page 45). On définit alors la moyetothastique d'une série
A(t) =3 ez ape” P comme suit :

1 T
< A>:= lim —/ dt A(t).
T Jo

T—o0
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Chapitre 2. Quelques généralités en optique non-linéaire

On adoné < A >= qay. Ceci permet de simplifier la somme gur

<I >:/ dl Z (iqurp(qwr)) tu—gVug - i,
% qEL*

soit

<I>= [ @y {Gaomlaen) uyTu,
(o)

q€eN

+(—iquip(—qwr)) " ugVu_g} - .

Puisqueu_, = u; et u(—w) = 7i(w) (d0 & la réalité de la fonction de réponse
magnétique), ceci donne

<1 >:/ dl Z2%6{(—iqw1u(—qwz))_1UqVU—q} -1,
o%

qeN

que 'on récrit sous la forme (on suppose ici que le milie@egtur est magnétiquement
homogéne ; ceci nous permet de sortir le tengede I'intégral. On convient qu'il n'y
aurait aucune difficulté a généraliser ceci.)

< Io= =23 (gwrn(—awn) " [ dia, i),
geN X

En utilisant le produit scalaire linéaire a gauckg ) de L?(9%), on a donc

<] >= —2%m{Z(qw1u(—qw1))—1<uq, %>}
qeN

On explicite maintenant les champs incident et diffractésda produit scalaire :

dug, g dug
(uq, %> = (ug, %> q>1,

duy o d(ud 4 ub)
<U17%> = <U?+U1a#>-

On a donc, avec des notations qui parlent d’elles-mémes,

2Plus généralement gi(t) = S,czape™*rt converge uniformément alors A >= pezapdu,,0;
de méme, si 'ensemble des pulsations n'est pas discredt-adire si la somme doit étre une intégrale,
lordre des deux intégrales démy .o 7 ‘/'OT dt [ dwE(s,w)e™ ! peut étre interverti si la seconde
converge uniformément par rapport.2On pourrait consulter quelque spécialiste de la transderde Fou-
rier pour savoir si cette affirmation est physiquement raisdle ou non. En revanche, d'un point de vue
numeérique, elle est impraticable.
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2.1. Le Théoreme optique en régime non-linéaire

) ;. du
< I > = =28m{(wip(-wn) ™" (ug, — D)},

di Iid s — _9g _ —iyya duj i difl
< >+ < > = ‘fm{(wfu( wf)) (<u17 an > + <u1a an >)}7

duf

dd —1 d
<I >——23m{%(qw1u(—qwz)) <uq,d—;>}-

Afin d’expliciter plus précisément les expressions prénéee on suppose que
est un disque de centre et de rayonr,. Dorénavant, on astreint(w) a étre_réelet
le milieu occupanR?\ X a étre isotrope et sans pert@siisques contient strictement
Qg4, le champ électrique vérifie I'équation de Helmholtz en dshde . On utilise
alors, sui0y, les développements suivahts

ui(r,0) = Z (raJa(kr) + so HP (kr))e™ 0,
a€lZ

ug(r, 0) = Z bpyaHél)(kr)efme.
ac

Le milieu occupanfR?\ ¥ étant sans pertes(w) est réel dans cette région; par
conséquent(w) I'est aussi et on a les formules

Jo(kr) = Jo(kr),

HY (kr) = H® (kr).

Il s’ensuit que

. dz 21 )
%m{(u;,%H:Sm{/g do( %;ZZ (raJa(kr)+saH651>(kr))e—mg

Or (@Jﬁ(kr) + %Hg) (kr)) e

T™=7To

soit, en intégrant

i
duj

el

SLe développement de’ sur lesJ,, et IesH,ﬂl) se justifie par le fait suivant : dans les application$,
sera, en général, soit une onde plane (donc tous,Je®nt nuls), soit un champ créé par un fil orienté suivant
I'axe (0, z) ; si celui-ci coupe le pla0, =, y) en un point intérieur (respectivement extérieul),alors tous
lesrq sont nuls (respectivement tous kes sont nuls).

%m{(uj,
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Chapitre 2. Quelques généralités en optique non-linéaire

= 27r%m{z (raJa(kT) + saHél)(kr))ar (EJa(kr) + %Hég)(kr)) r 1.

a€EZ

T=Ty

Développons maintenaﬁél) (respectivemenHéQ)) en sa partie réelle et sa partie
imaginaire :Hél) = Jo +iN, (respectivemenl{é?) = J, —iN,). Cecidonne

i dut
Sm{(uj, )

= —27Ref > (ra + sa)g(Ja(kr)arNa(kr) - 8TJa(kr)Na(kr)) r

a€EZ

}7

T=Ty

soit, d’apres la formule du wronskign

Jo(kT)0y No (k1) — No (k)0 Jo (k1) = 37

T
on obtient
du§

Smf(uf, Z1)} = —4ReL Y (ra + 505}

a€EZ

L'expression de< % > est ainsi

< I >=8(wip(wr)) ' Re{D  (ra + 5a)5a}-

a€Z

En suivant la méme méthode, on obtient

<P HI% > = 8(wip(wr) ™Y Refbs oo + 25a) ),
a€EZ

<J% > =38 Z Z(qwm(qwl))_l|bq,a|2-

acZ qeN

La partie incidentex I** > ne dépend évidemment pas du matériau diffractant
(on rappelle que lg correspond a la permittivité magnétique, constante daspdice,
du milieu extérieur). Puisque le matériau extérieur, sitagsR?\ Y est sans pertes, ce
terme décrit la puissanggnéréalansy..

La partie coupléex I'? + I > ne dépend du champ diffracté qu’a la fréquence
du champ incident (mais ce terme est néanmoins sensible ankiinéarité, par la
rétroaction des harmoniques sur la fréquence génératrjce

Enfin, en notank 719 >, la moyenne stochastique de la puissance correspondant

au champ diffracté a la fréquenge;, on a< 194 >= Z < 1% > . Ceci est donc
qgeN

40n appréciera le fait que c’'est grace a cette formule quex@®ssions sont indépendantes vis-a-vis de
ro - remarque physiquement évidente, puisque les pertesazaliskes dan®,. On pourra se reporter au
chapitre 4, page 128, pour une démonstration de cette fermul
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2.2. Quand pouvons-nous parler de cas transverses ?

une généralisation naturelle de la formule obtenue danaddircéaire, rappelée dans
le paragraphe suivant.

En effet, on souhaite comparer nos résultats avec la forfildu chapitre 15 de
[63]. Dans cette formule, le milieu est linéaire donc lomsguest restreint aux entiers
positifs, on &, = b1,0d4,1 ; €NSUIte, le champ incident est une onde plane, donc tous
less, sont nuls.

Nos formules sont donc

<I">=90
<T4I% > = 8w Y Re{bsaTa
= 8(wrp(wr)) Z e{bs.aTa}
aEZ
< I > = 8(wrp(wr)) ™" Z 61,0l
aEZ

La moyenne stochastique de la puissance transmise est dapariionnelle a

<I>~> (bral® +Re{bsaTa}),

a€EZ

ce qui est la formule de [63].

2.2 Quand pouvons-nous parler de cas transverses ?

On répond dans cette section a la question suivante : dankaseecartésienne,
quand peut-on séparer un probléme GrH) en deux probléme&E”®, EY, H?) et
(H* HY,E?) 5. Pour cela, il faut étudier chaque équation de Maxwell s&pant.
On met en garde le lecteur sur un point : dans le cas linéailes solutionsT' E et
T M sont connues, alors la solution générale n’est autre qéon®inaison linéaire
des deux. Il n’en va pas de méme en régime non-linéaire.

2.2.1 Non-linéarité d’ordre deux

Afin de ne pas entraver la généralité du probléme, on utiiseransformées de
Fourier des champs (ceci sera expliqué en 2.3.2). Les esipnssttant longues, on ne
note aucune fréquence. Les conventions sont les suivatiaes le membre de gauche,
le champ est évalué dn,w) ; 1, V), H etE s'il appartient & une partie linéaire (i.e.,
s'il est précédé dg) ou 1+ (V) sont évalués efs, w) ; lorsquey(? apparait, il faut
lire X (s,w,w — w1 )E(s, w1 )E(s,w — w1 ). Concernant le milieu héte, nous faisons
les hypothéses suivantes :

— le milieu est stationnairdéocal non-bianisotropemagnétiquement linéaire

— le milieu est homogéne dans le temps

51 sagit donc de définir la notion de-anisotropie pour un matériau non-linéaire.
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Chapitre 2. Quelques généralités en optique non-linéaire

— le vecteur polarisation électrique est non-linéaire édfe deux on aP = PV +
P®

— le milieu est invariant selon; ceci-implique qued, X = 0 ou X est une com-
posante quelconque d’un tensaif) ou du tenseug

— les champs sont invariants selonceci-implique que&.E = 0 et0,H = 0.

Dans ces conditions, détaillons I'équation de Maxwellaary

ayEz ,uzzﬁm 4 ‘uzyﬁy + Mmzﬁz
-0, F* =iw | pYH*+ pY,HY + p¥, H*
0. BY — 0, * W H® + p# HY + p*, H*

Dans la premiére équatiof;* apparait a gauche, nous sommes donc dans le systéeme
d’'inconnues(H*, HY, E#); on exige donq®, = 0. En raisonnant de la méme ma-
niére, on constate que le probleme est découpléesit du type

. [ A
wo=1\ p% wy 0
0 0 ui

Passons al'équation de Maxwell-Ampére. Projetons noweaten sur I'axg0, ),
nous obtenons,

OyH? — J, = —iweo{(1 + XM )E= 4= yEy + W E=
+ [ o (7 BB X7 L BBy 4@ EoE

+xP  EvET 4 xPT  EvEv 4P EvE=
+X(2)1 ZzEAzEA’z + X(2)1 ZyEzEy + X(Q)I ZZEAzEAz)}.

Puisque nous avond > a gauche, nous ne voulons que K et duEY & droite ; par
conséquent le probléme est découplé si I’o;a(]a{g” > =0, X(Q)z xz = X(Q)I yz =
Y27 =X, =P . = 0.l faut étudier les deux autres projections de la
méme maniere.
Nous obtenons un probleme découplé si la susceptibilitéLestpe
X(l)m X(l)z ) 0

x

1) -
X( ) o X(l)y . X(l)y ) 0 ’
0 0 Xgl)z
2)x 2)x
(2)x X(z) o X(Q) w0
% = X()Iyw X()myy 0 ,
0 0 0
X = X e x v v 0 |
0 0 0
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00 0
Y2 =00 0
0 0 X(Q)Z 2z

Gréace aux conditions d'invariance des champs et du miliesi,deux dernieres
équations de Maxwell n’apportent aucune restriction.

Certaines contraintes sont imposées aux composantesdesite selon les symé-
tries des matériaux qu'ils décrivent. Celles-ci sont casqour les trente-deux classes
de cristal (on les trouve, par exemple, dans [49], p.45)uaeoe corresporalpriori®
a cet ensemble de tenseurs.

2.2.2 Non-linéarité d’ordre trois

Supposons a présent que le vecteur polarisation soit di@lusqu’a l'ordre
trois : P = P + P 4+ PG On obtient un découplage si les tenseursy(")
etx(?) sont du méme type que ceux présentés dans la précédentsestios, et si de
plusx(® est du type :

3)x 3)x 3)x 3)x
b [ A 0) (e
X e = X age X ey O X v = X T e X gy O
0 0 0 0 0 0
0 0 0
AL 00 0
0 0 O
(e 0\
X @ = X )ymym X )ymyy 0 X Y = X gy X gy 0
0 0 0 0 0 0
0 0 O
Y&, 00 0
0 0 0
0 00 0 00
@5 00 o0 P, =000
0 0 0 0 00

60n veut exclure par la les cas ou, par exemple, toutes lesasanfes s’annulent, ce qui arrive dés que
le systeme a la symétrie d’inversion, cf. la démonstratietacbropriété 2 dans I'annexe A.
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Chapitre 2. Quelques généralités en optique non-linéaire

0 0 0
Y& =00 0
0 0 X(3)Z 222
On vérifie a nouveau qa’priori aucune classe de cristal n'impose a ses tenseurs

d’avoir des composantes du type de celles présentées. bhémiotes sont données,
par exemple, dans [49], p.51-53.

2.3 Le spectre du champ total

2.3.1 Les ensembles minimaux du spectre de(™

Nous avons détaillé, dans la section 1.3 pourquoi le vegielarisation a I'ordre
deux oscille aux pulsations appartenant a un ensemblem&fi)n = {pwr}pez,
lorsqu’'un matériau est illuminé par un champ incident mémomatique vibrant a
la pulsationw;. On appell%ffi)n 'ensemble minimal associé au vecteur polarisation
a l'ordre deux. Avec des notations évidentes, la présenis-section a pour but de
montrer que :

— sin € Nest pair, alor§7(fi)n = {pwrtpez;

— sin € N estimpair, anr§f$)n ={(2p+ )wi}pez.

L'indice "min" a pour but de rappeler que rien n’exclut queuwdtres fréquences
soient présentes dans le spectre du champ. DireEjn&scille qu’aux fréquences

incluses dans'™) constitue donc une hypothése supplémentaire.

min
Les critéres que doit vérifiei"f,fi)n sont les suivants :
—peé’ﬁ?%l = —peé’ﬁ?i)n;
— (1 Pn) EEND = Pt pa € EID
La premiére exigence résulte de la réalitéRlela seconde provient de la définition
méme deP (™, qui couplen composantes du champ électricui@

P (s,t) = 50/ dwy - - / dwn X™ (8,01, wn) ((1.13))
B(s,w1) -+ B, wa)e i+t
de la définition du champ d’induction électrique,
D=cE+ ) P™
neN
et de I'équation de propagation du champ électrique,

V x (p 'V xE)+0?D =0. ((1.14))

Concentrons-nous d’abord sur la seconde condition qugdtiitfaireé‘,(,fi)w Sin
est pair, alors en choisissant = w; (respectivement; = —wy) sii € {1,--- ,n} est
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2.3. Le spectre du champ total

pair (respectivementimpair), on déduit que la fréquende est dané,’,(,fi)n. On montre

alors par induction sup, en choisissantw, - - - ,w,) = (pwr,wr,0,---,0) que tous
les multiples entiers positifs de; sont dan§f$)n, puis en choisissarit,, - - - ,wy,) =
(—pwr, —wr, 0, -+ ,0) que tous les multiples entiers de sont dan§,(,fi)n. Ladeuxieme

condition est alors vérifiée. Puisque I'ensemble exhibiéfsittla premiere condition,
alors€™ — {pwr}pez.

min
L'argument lorsque: est impair est le suivant : on ne peut, en sommant un nombre
impair de termes issus de I'ensemHle;, —w;} obtenir un multiple pair dev;. En

revanche, tous les multiples impairs sont daﬁﬁn - il suffit de sélectionner

(Wi, ywn) = (2p + Vwr, wr,wr,wr, —wr, - -+ ,wr, —wr)

ou

(wla" . 7wn) = (_(2p+ 1)&)[,-&]],-&)],&]],—&}],' c ,(AJ],_(U])
et de procéder par induction. Lensemble exhibé satistaitdeux conditions, et par
conséquenf,(n"i)n ={(2p+ Dwr}pez.

Plus qu’un jeu mathématique, la propriété énoncée a lelagmbuivant :

'ensemble minimal contenant les fréquences auxquelledleoge

champ total d’'un matériau isotrope, qui, d'aprés la propé&é& de
'annexe A, n'a que des non-linéarités d’ordre impair, éshkemble
des multiples entiers impairs de la fréquence du champ nioooa-
tique incident.

La section suivante va dans I'autre sens : que pouvons-rexigre lorsque I'en-
semble maximal des fréquences du champ incident est sinét

2.3.2 Lensemble{pw, },cz €puise-t-il toutes les fréquences présentes ?

On cherche a supprimer I'hypothése de la périodicité teslf@du champ élec-
trigue. Par conséquent, on va travailler avetrdmsforméede Fourier (par rapport au
temps) du champ électrique :

E(s,t) = / dw E(s,w)e ™!,
R
Reprenons I'équation (1.14) et remplacddparsoE + P :

V x (0 'V x E) + 0%(coE +P) = 0.

Non-linéarité d’ordre deux

En utilisant la formulation (1.13) et en supposant fue- P(Y) + P(2) ona:
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2PV (s,t) = —50/dwwzx(l)(s,w)E(s,w)e‘i“’t,
R

0P (s, t) = —50/ dw w? / dwr X (s, w1, w — w1)E(s, w1)E(s,w — wy et
R R

L'équation de propagation du champ électrique s’écrit donc
0= / dw e_iwt{v X (n71V x E(s,w))
R

—w?eg (E(s,w)—i—x(l)(s,w)E(s,w)—i—/ dw X(Q)(s,wl,w—wl)E(s,wl)E(s,w—wl))}.

R
En prenant la transformée de Fourier inverse et en utilienhotations déja intro-
duited, ceci se récrit de la maniére suivante :

MU (B(w)) +? [ don [Blo). Bo —wn)] =0
R
Ceci est I'équation de propagation d’'une composante du phdettrique a une pul-
sationw quelconque ; par conséquepgur pouvoir se situer dans le cadre des autres
sections de ce chapitre, il faut donc ajouter I'hypothésgpsémentaire que leg™
sont nuls s’ils ne sont pas évalués sur les multiples endieta fréquence ; du champ
incident.

On rappelle que ce n'est qu’en étudiantdegréque I'on a "montré" que l'effet
Raman ne pouvait étre qu’un effet d’ordre trois. Nous ne mousentrerons pas, dans
cet ouvrage, sur une notion du degré lorsque le champ éjeeta un spectre continu.

Par un calcul direct, on obtient I'expression de la denstpuissance électrique :

@m@:%/

dw eﬂ'“’t/ dwy (—iw))E(w — wy)
R R

{E(w1) + [E(w)] + /Rdw2 |E(w1), B(wz — wi) ]}

Nous ne savons quel sens donner a I'expression

1 00
< BtWe(t) >:= lim T/ dtBtWe(t)
0

T—o0

.1
= lim T(We(T) — We(0)).

T—o0

"Puisque I'on n’a pluss = pw; pour un certain entiep, on note explicitement la pulsation.

88



2.3. Le spectre du champ total

Non-linéarité d’ordre trois

Les généralisations sont immédiates : I'équation de prajiagy de la composante
a la fréquence du champ électrique est

MEM(B(w)) (2.1)
+ wQ/Rdwl (LE(wl),E(w —w1)] —|—/Rdw2 |E(w1), E(w2), E(w —wy — wg)J) =0

et I'expression de la densité de puissance électrique est

O We(t) = 60/ dw e_iwt/Rdwl (—iw))B(w — w) - {B(w) + |E(w)]

R

+/Rdw2(m(wl),ﬁ(w2_ng +/Rdw3 1B(w1), B(ws), B(ws — w; _WQ)J)}.

L'équation (2.1) est I'équation de propagation la plus géleéde ce manuscrit,
et I'on pourrait sans difficulté écrire son analogue pour tdr@de non-linéarité fini
quelconque. Nous répétons que si nous nous cantonneraisslegasimulations, a un
spectre discret des champs électromagnétiques, c’espaien que nous n'avons au-
cune idée d’'une méthode "rigoureuse" qui permettrait dédaudre.

Une excursion vers I'équation de Duffing

Soit une boule, de masse constantet de centre de gravitg attachée a un ressort,
dont la force de rappel est du tygé(z) = —(bx + ca?), otz = z(¢t) donne la
position deg a l'instantt. On suppose que la boule est astreinte a se mouver dans
un espace a une dimension, et par conséquest a image dank. Les frottements
sont simulés par une forcgy,,,,(¢) = —ad - nous utiliserons dans cette section le
point situé au-dessus d’une fonction pour signifier sa @érinfin, on imagine qu’un
forgagef cos(w;t) entretient le mouvement, de sorte que la deuxiéme loi de diewt
s'écrit :

mi +ai+bx+cxd = fcos(wrt). (2.2)

Il est connu ([79], par exemple) que I'équation précédeaqipelée "équation de Duf-
fing", présente, méme lorsques’annule, des solutions qui oscillent & des fréquences
du typew = w;/p oup est un nombre entier (impair pour des raisons de symétrie).

Revenons maintenant a I'équation de propagation de la ceampel2,, du champ
électrique total dans un matériau non-linéaire d’ordrstro

M (By) + (por (B Bypa) + 3 [BoBrByyr]) =0,

qEZL (q,r)€Z?
Vp € Z,
((1.26))

89



Chapitre 2. Quelques généralités en optique non-linéaire

Imaginons I'équation de propagation de la composzﬂﬁedu champ électrique dif-

fracté, avec dans le membre de droite les termes qui ne ooeti¢ que le champ

incident. Nous sommes face a une équation aux dérivéeglpestdu second-ordre,
non-linéaire et avec forcage; ces caractéristiques é@sitproches de I'équation de
Duffing, il y a tout lieu de penser que leurs propriétés ontatees similarités. Ceci

constitue I'approche mathématique qui nous a amené a éesides matériaux non-
linéaires générant des sous-harmoniques. Ceci a été évoauiela premiere fois a

notre connaissance, dans [3].
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Chapitre 3

Les methodes numeriques

3.1 Simulation d’'un champ incident

Puisque ces mystéres me dépassent, feignons d’en étre I'or-
ganisateur.
Jean Cocteau

Lors d’études de diffraction, il arrive que la source saistéloignée de I'obstacle.
Cette source (que nous appelleréf)gpeut méme, dans le cas d’une onde plane inci-
dente, étre située "a I'infini". Si donc 'on veut résoudr@tebléme schématisé sur la
figure 3.1 par une méthode de type éléments finis, il va faltourver une technique
qui permette de ramener les sources a distance finie, daégitaf2,,,, qui représente
la zone maillée.

Une premiere technique, qui a prouvé son efficacité, canaishanger d’'inconnue
en passant du champ total au champ diffracté. Malheureuggoette méthode devient
inopérante dés lors que I'obstacle posséde des carac@mrdmaaires ; elle n'est donc
pas adaptée a la situation qui est la nétre. Détaillons.

Au risque de décevoir le lecteur, la généralité des prerolapitres ne sera pas ex-
ploitée : toutes nos simulations seront bidimensionnellassituation qui est la notre
estdonc I'étude de la diffraction d’'ondes électromagngtigdans un systéme invariant
suivant une direction (que nous prendrons comme(éxe)). Le champ électrique
est par hypothése polarisé suivant cet axe (c’est la pet@tsE ||) et constant sui-
vant cette direction. Aussi, pour I'instant, nous suppesure le champ électromagné-
tique est harmonique. On posera dbrdans un systéme de coordonnées cartésiennes,
E(z,y, 2,t) = 2Re{u(z,y)e "'} 2 pour tout pointP de R%. Le vecteur d'ondek
est dans le plan perpendiculaire a I'axe d’invariance.

Le systeme consiste en un objet diffractant (lpstdtionnairest tel que sile champ
électrique incident est polarisé suivantlors le champ total I'est aussi) strictement in-

1Ainsi que d'autres formules analogues piiir E<, etc., dont les définitions sontimmédiates. Le lecteur
aura compris que I'on notez ce que I'on notaifs; dans les cas vectoriels des chapitres précédents.

91



Chapitre 3. Les méthodes numériques

FiG. 3.1 — Une expérience typique de diffraction.

clus dan€2,,, et entouré par, disons, dans un premier temps, le vide. kmiycourant
ni charge ponctuelle. On commence par le cas ou le milielingstire. On supposera,
par simplicité, que le milieu diffractant est non magné¢igtia pour permittivité rela-
tive (éventuellementinhomogeéne) Onadone,(P) = 1+ (e4(P)—1)Zq(P), P €
R?, ou = est la fonction caractéristique (le symbgl@&tant réservé pour la susceptibi-
lité).

La méthode consiste a écrire I'équation de propagation dunphdiffracté. Le
champ électrique total vérifie I'équation de Helmholtz d&As

AE + kie,E = s,
oUs est la source du champ incidént
AE' + K E' = s.
En soustrayant les deux dernieéres équations, on obtient
AEY 4 k2, BT = k2 (1 — ¢,)EL.

On remarque que la source du champ diffracté est bien I'alifieactant (carl — e,
s’annule en dehors de,).

20n noteS la source physique du problémesela source qu’elle induit dans I'équation de Helmholtz.
Notons que cette équation est rigoureusement satisfaite ldacadre que I'on s’est fixé. En particulier,
comme ceci sera détaillé au chapitre suivant, la divergdnaghamp électrique s’annule exactement.
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3.1. Simulation d’'un champ incident

Insérons maintenalt = E* + E¢ dans I'équatiomon-linéaired’un milieu, situé
dans(),, présentant I'effet Kerr-optique (se reporter a I'équatio32 - on remarque
que rien nempéche. et y(3) & étre non-constant daf) :

AE+ k(e + X E[))E = 5, (3.1)

et nous obtenons:

AE? 4+ k2(T,(EY, EYE? + T;(E', EYEY) = k2(1 — e(V)E?

ou

Ta(ELEY) =1+ () + xO|E + EY? — 1),

et

T,(E',E?) := xP|E" + E4=q,.

Le régime non-linéaire complexifie grandement I'équatia gloit satisfaire le
champ diffracté. Nous 'avons malgré tout expérimenté migmément, en prenant
comme partie incidente une onde plane. Le programme ne @@aiepas, méme pour
de trés faibles valeurs dg?).

En vue du prochain chapitre, il nous faut donc trouver uneeaméthode pour
résoudre notre probléme formulé avec le champ tetalertains auteurs annulent le
champ diffractéu? surT,,, := 952,,, comme cela est suggéré sur la figure 3.2. Ceci
revient donc a imposer :

ulr,, =v'[r,,

d_u
dn

du?
T dn

T

ouu’ est le champ rayonné pat

Cette hypothése est trop restrictive a nos yeux. Nous afttaiatenant présenter
une procédure qui semble étre suffisamment générale povemiod nos besoins fu-
turs.

3.1.1 Substitution de source

L'idée est résumée sur la figuse3 : on souhaite simuler le champ incidemt
rayonné pas par une source convenablementchoisie a I'intéried geCette source
est un courant localisé sur une courbe fermée (un lacet dadyr, elle méme conte-
nue dans?,,, et contenanfl,. Cette courbe définit ainsi un intérieQf et un extérieur
Q.. Il nous faut donc trouver le courapgui, positionné sur’, génere le méme champ
u! dansQ; que le champ.® créé parS. Remarquons que les sources peuvent étre de
nature différente : sb est une charge, on remplace la source de I'équation de Gauss
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Chapitre 3. Les méthodes numériques

du’
r dn —

FIG. 3.2 — Deuxieme méthode : on impose les conditions de bordypetsa dérivée.
Le probleme vient du fait que ces conditions sont donnéasfal.

par une source dans I'équation d’Amp&réexiste une fonction : R? — C telle que
le couran{j vérifiej = 5z.

La permittivité relative du milieu hote (pour lequel on sopp que I'induction est,
comme pour le vide, proportionnelle a I'excitatiol: = e, E et B = pou,-H) est
notéec, ; k, est défini, selon I'habitude, par. := ko,/c-11,-. Puisque ce qui nous
préoccupe pour I'’heure est 'implémentation du champ ieciddans un milieu homo-
geéne etisotrope), ces champs de tenseurs sont constamntdestidentifiera donc a des
scalaires (éventuellement complexéspst un domaine fermé et simplement connexe
du plan, dont le bord' := 92 est différentiable (puisque nous allons utiliser le vecteu
normal, orienté vers |'extérieur, a cette courbe).

Le but est donc de trouver une fonctipnR? — C satisfaisarft

(A + k?)uzv = —iwpoJor, (3.2)
: i : duy, i 5
lim [v7rul| <oo, lim v/7r( i ikyul) =0, (3.3)
T—00 r—00 T
o = 'l (3.4)

3Par ailleurs, on peut avoir des difficultés & implémenteisdare expérience numérique une onde plane
incidente, puisque celle-ci n'a nul besoin de source poist@x Le procédé que nous développons permet
d'y remédier : on remplace localement un champ existant saumse par un champ généré par un courant.

40 est un fermé, donf := Q\9Q.

5Ces deux conditions sont souvent rassemblées sous le noomdiéian d’onde sortante (COS).
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3.1. Simulation d’'un champ incident

FiGg. 3.3 — Troisieme méthode : le champ généré josur I" est le méme que celui
généré pay enrg. Le pointrg peut étre trés éloigné de; ; ici, il est supposé étre en
dehors de?,,,.

On suppose que’ est connu@et satisfait
(A n k2)u —s, (3.5)

lu'(P)| <0 VP €Q. (3.6)

Le fait queu‘(P) soit borné dans? signifie que cette méthode ne peut simuler
une source contenue dangce qui n'aurait évidemment aucun intérét, la source serait
alors déja dans la zone maillée) ; en d’autres termes, cditbate ne peut inverser
la fleche du temps, en substituant un champ qui traverdenagrs I'extérieur par un
courant suf?.

La méthode est la suivante : on commence par supposer gseun métal infini-
ment conducteur, illuminé par une sourgeon a alors

(A + kf)u —s,  dansR2\Q (3.7)

61l est donc nécessaire d’ajouter une condition ; en praticee pourra étre une condition d’onde sortante
si I'on veut simuler une onde générée par un fil orienté stivaxe (0, z), qui intersecte le plan de I'étude
en un pointrg et sur lequel circule un courant d'intensifé dans ce cas = —iwpoldr,. Ceci pourra
également étre une formule explicite, tellg(z, y) = Aei(kzw+kyy) sj 'on désire simuler une onde plane
d’amplitude A et de vecteur d’'ondék., &y, 0) ; dans ce cas la sourees’annule, etc.
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Chapitre 3. Les méthodes numériques

et satisfait une condition de Dirichlet saf2. En outre, dan§), le champ total s’an-
nule ; ainsi, puisqué est naturellementen dehors dél, et doncSupp{s} C R?\(,
on a aussi

(A + kf)u —s,  dansQ. (3.8)
Des deux derniéres équations, on déduit :
( 2 du 2
A+k,‘)u:s+ e ] e,  dansR (3.9)
dn| It

ou, et a partir de maintenant,est une distribution.
Le champ diffractéu? := u — u?, vérifie donc I'équation suivante, obtenue en
soustrayant (3.9) par (3.5) :

(A + kz)ud - [j—ﬂ ‘réf' (3.10)

u? satisfait aussi une COS identique a (3.3). Comparant (3&) ¢8.10), on conclut
que, si

. du
—iwpog = | = | -

alorsu! etu? satisfont la méme équation aux dérivées partielles et lagr@mndition
de bord; on a dong! = u. Par conséquent, choisissant

1 du
I wWwho | dn

uﬁ)|Q = —Ud|Q = ui|Q.

- (3.11)

on &

On note que, lorsque’ et I' sont donnés, la solutiop du probléme est expli-
citement donnée par I'équation (3.11); ainsi, le chamjpréalisant le "mirage” est
déterminé de maniére unique.

Enfin, il est peut étre rassurant de constater que, pour quédage ait lieu" doit
étre borné.

Nous avons vu quE doit étre différentiable. Nous avons fait des simulatioasla
méthode des éléments finis sur des ellipses ou des rectapglasles premiéeres, les
sauts sont faibles mais nombreux (et la géométrie tend digteclorsque le maillage
s'affine), tandis que pour les seconds, ils sont peu nombrais importants (et indé-
pendants du maillage). On verra par la suite qu’'a densité alkkage comparable, la
précision est également comparable dans les deux cas.

7Le terme naturellement repose soit sur une raison physigiderée : il n'y aurait aucun sens & insérer
une source dans un milieu infiniment conducteur, soit squkdion (3.6).
8_udlq = u’|q puisqueu s'annule dans.

96



3.1. Simulation d’'un champ incident

Nous avons nommeé le courgirgubstituant la sourc& uneantenne virtuelled’ou
l'indice v apparaissant dans le chamip

cas particulier du cercle

SiT a une forme quelconque, alaigou plus précisément?) ne peut étre expri-
mée que numériqguement. On extrait alors le coujagénéré et la simulation sur la
diffraction par un objet, inclus darg peut débuter (évidemmer?, a maintenant les
propriétés du milieu hote et n’est plus un métal infinimentdwecteur). Cependant, si
I est un cercle (que I'on prendra centré sur l'origine et d@mnak), il est possible
d’obtenir une expression analytique de

Etant donné que le champ électrique généré par I'antenheeile satisfait une
équation de Helmholtz (eq.3.2), il vérifie le développenunFourier-Bessel suivant :

Z (a;an(kTr) + b;anll)(krr)) e r<R
ul (r,0) = { <L ,
( > (@ (hyr) + 03 HD (k) ) €9, 7 > R
neL

Dans(2, le champ est borné (eq.3.4 et 3.6) et donc tousifes’annulent. En dehors
de(, u! satisfait une COS (eq.3.3), ce qui implique quedg¥ valent identiquement
zéro. Par I'équation (3.4), les restriction§ae v’ et deu’ sont identiques ; écrivons
donc le développement de Fourier-Bessel:tle

ui(r, 0) = Z aan(kTT)eme,
nez
al™ J, (k-R)

H(k.R)
Toutes les conditions (de eq.3.2 a eq.3.6) ont été utiligdd'®n obtient ainsi 'unique
solution poun! :

n — q,. Enfin,u! é inuali , =
etl'onadona: Enfin,u? étant continu a l'interface, ontg"*

Z aan(kTr)eme, r<R
i nez

UU(T7 9) = Z aan(krR) H(l)

Y (krr)eme, r>R
iz H\V (k. R)

Développany sur une base de Fourier,

.](Tv 9) = Z Jn (T)einev

nez

et appliquantlarelation (3.11), on déduit I'expressiomaute pour le courant circulant
sur I'antenne virtuelle :

(2, = B er) = (Unos = Jsa) () }.

. ank, ( Jn(krR
in(r) =3 { (15 )
2iwpo \ Hyy (k, R)

97



Chapitre 3. Les méthodes numériques

On rappelle que, pour simuler une onde plane d’amplitddee propageant le
long de I'axe des: en sens décroissant, les coefficiemtssonta,, = A(—i:)", et que
pour un champ généré par un courant d’intensitérculant dans un fil paralléle a

l'axe (O, z) et coupant le plan de I'étude au poift, ) en coordonnées polaires,

wpl . . , - .
on aa, = %H,(ll)(krs)e_mes. Le troisieme cas que I'on utilisera sera un faisceau

gaussien; nous prendrons alors sa transformée de Foungriquement.

Le courantj surT, ainsi que la partie réell®e{’} du champ virtuel, sont pré-
sentés sur les figures 3.4 et 3.5. Un exemple de simulatiareddnde plane dans un
rectangle est présenté sur la figure 3.1.1.

3.1.2 En guise de vérification
Les mémes équations conduisent-elles aux mémes solutions ?

Les caractéristiques de I'objet situé ddng étant fixées, est-ce que les champs
incidentsu’ etu! conduisent aux mémes champs diffractés, respectiventesttu? ?
On autorise le "k" du milieu & étre non-linéaire, mais I'onrestreint & un milieu
magnétiguement homogeéne.
D’un c6té nous avons
Au+ K (u)u = s, (3.12)
Aut + k2t = s, (3.13)
d

u® = u — v’ vérifie les conditions d’onde sortante ; nous en déduisons
At + k2 (ut + ubud = (k2 — B2 (u® + u?))u'. (3.14)
D’une maniere similaire, les équations pour les champseefstsont
Auy, + k? (uv)uv = —iwpoprJor, (315)

Dy, + Ky, = —iwpopjor, (3.16)

ud := u, — u! vérifie les conditions d’onde sortante ; ce qui amene a

Aud + B (vl + uD)ud = (k2 — k2 (u? + ud))ul,. (3.17)
Dansl,, puisque; est inclus dan§ et queu [o- = u'[q-, u? etug satisfont la
méme équation aux dérivées partielles. Il en est de mémeRtagg;, ot k? (u’ + u?)
etk?(ul +ud) valentk2, (et par conséquent les termes de droites sont nuls). Ee,outr

u? etud vérifient toutes deux une condition d’onde sortante et sontiicues suf’. On
en déduit que ces deux fonctions satisfont exactement leseséonditions.

Le dernier paragraphe est rassurant, mais le probléemeras$trcément bien posé
pour autant. Nous sommes en présence d’'équations aux epegtielles ordinaires
non-linéaires, et rien ne nous assure de I'unicité de latisoluEn particulier, il n'est
pas impossible que, dans une étude numériqueglieeurconverge vers une solution
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3.1. Simulation d’'un champ incident

0.8

06

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

(@) La partie réelléRe{u}}, enV.m ™1, du champ généré par I'antenne virtuelle, et
des fleches indiquant le flot du vecteur de Poynting.

x107

(b) Les parties réelle (en rouge) et imaginaire (en bleu)auantj, en A.m~1, de
I'antenne virtuelle, en fonction de I'angle polaire. Comaorele voit dans 3.4(a), deux
longueurs d’onde sont simulées ddhs

FIG. 3.4 — Une onde plang, est générée dans le disqgar le courant surl’ = 9.
En dehors dé?, «! differe deu’ (qui est une onde plane) ; en particulief, satisfait
une COS, d’ou I'utilisation de PML ('anneau extérieur, &ibord duquel! s’annule
presque - voir la section 3.2).
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;
08}
0.8
O 0.6
04} 04
0.2t 02
ot 0
02t -0.2
.8l 0.4
06l 05
0.8
_08 L
5

(a) Méme chose que 3.4(a), avec huit longueurs d’onde seauléns).

x107

(b) Méme chose que 3.4(b), avec huit longueurs d’onde sasudans?.

FiG. 3.5 — Méme chose que 3.4, avec huit longueurs d’onde simdi&es?. On voit

qu'il devient difficile d’avoir un courant (et donc un chammgécis si le nombre de
longueurs d’onde augmente.
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d’'un champ incident

0.8}

06}

0.4}

0.2}

021

04}

061

-08¢}F

(a) Méme chose que 3.4(a), lorsqueest un rectangle.

x10°

0.8

06

0.4

0.2

-0.2

404

-0.6

-0.8

(b) Méme chose que 3.4(b), lorsqQeest un rectangle.
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x 100 Surface: Ez/4.244e7 [V/m]
15¢
1.5
1t
1
05l 0.5
r 10
of "W -
r 0.5
051 Pt
-1.5
-1F
-2
A5t -25
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

8

¥ 10

FiG. 3.6 — Carte du champ diffracté par un matériau caractéasép, 1) = (3,2).
L'inconnue de ce probléme était le champ diffracté.

dans un cas et vers une autre dans I'autre cas (a supposérspiedirectementimplé-
mentable). Nous avons cherché, en vain, ce genre de phérpatda source consistait
en un courant circulant sur un fil proche d’un cristal phogoiei non-linéaire suscep-
tible de présenter de la bistabilité, (c’est-a-dire quesiglurs solutions satisfaisaient le
systeme).

Diffraction par un matériau linéaire

Nous avons également voulu vérifier notre méthode et testartmistesse par une
simulation numérique. Nous avons donc comparé des figuréifoiection d’'une onde
plane sur un objet linéaire avec des valeurs de permitetitee perméabilité relatives
respectivement égales a 3 et 2.

Dans le premier cas, I'onde plane est obtenue a partir defaipre méthode expo-
sée dans le chapitre : I'inconnue du probleme est le charfiactié. La distance entre
la source, ici un courant circulant dans un fil, et I'objet éstcent longueurs d’onde.
Nous obtenons la carte de champ de la figure 3.6.

Dans le deuxiéme cas, I'onde plane est simulée par le couedculée dans la
méthode de I'antenne virtuelle. Le résultat est présentkadigure 3.7.

Les cartes de champ, restreinte§) &ont trés semblables, ce qui conforte notre
méthode. Remarquons néanmoins que la méthode de I'antetwradle présente deux
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3.1. Simulation d’'un champ incident

x10° Surface: Ez-Ezpw
15} 2
1.5
1 L
1
05" 702
- 10
0 L
- 4-0.5
05} I
-1.5
-1F
-2
45t -2.5
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x10°

FiG. 3.7 — Carte du champ diffracté par un matériau caractéasénp, i) = (3,2).
L'inconnue de ce probleme était le champ total.
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avantages :

— Dans la premiére méthode, nous avons simulé une onde panme onde cy-
lindrique (afin d’éviter que la solution nulle ne soit exhéhélont la source est
trés éloignée de I'objet diffractant. La précision est dotmandre.

— La méthode de I'antenne virtuelle donne un acces direeiadlitude du champ
incident. Ceci est impossible avec la premiére méthodegst pourquoi nous
avons renormalisé le champ sur la figure 3.6.

3.1.3 La polarisation TM

Nous souhaitons simuler un champ incident d@ren polarisation TM - on écrit
alorsH = Re{ue !}z, On rappelle que la section 2.2 donnait les conditions que
doivent satisfaire les tenseurs de susceptibilité et da@abilité pour que la polarisa-
tion du champ incident soit préservée par le champ total.drééplisation a d’autres
champs incidents étant immédiate, nous ne traitons quesldectionde plane. Aussi,
nous supposons immédiatement quest un disque.

Lidée est d’adapter la méthode de la section 3.1.1. Cependa se heurte rapi-
dement a un probléme pratique : du fait de la relatior (H.,: — H;,¢) = jIr, le
courant électrique doit étre dans le pla, x, y), ce qui, en gardant la spécificité bi-
dimensionnelle de nos simulations, n’est pas implémeatdahs le logiciel Comsol
Multiphysics que nous utilisons.

Il existe cependant une autre possibilité, qui se rapprdehi&sprit de la section
déja citée. Puisque cette simulation d’onde plane n’estrqproblémenumérique
on peut mettre un courantagnétiqueOn "recopie” alors le travail déja fait avec le
changement de variabl&, D, H, B, j) — (H,—B,E, —D, j™) ouj™ est le courant
magnétique. A nouveau, des charges (électriques ou mggasjiseront non néces-
saires.

Partons des équations de Maxwell transformées :

oD

VxH=50
oB .
VXE——E‘F‘] .

Onaalors:
V x (6,'V x H) = gouw?H — iweoj™.

Puisque les conditions a I'interface sont inhabituellesisles détaillons :

-V-B=0=#-[B]|r=0

-V-D=0=n-[D]r=0

- VxH=2 = ax[H]r=0

—VxE:—%—?+jm:>ﬁ><[E]|p:jm

Dans notre cas (régime harmonique, milieu électriquensatape, non magné-
tique, polarisation TM), elles se réduisent a :

— [ullr=0
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— —iweej™ = [t x (V x H)] |r = — [e7124] |p2.

La décomposition de la fonctiana I'intérieur et a I'extérieur d€' (cercle de rayon
R centré sur l'origine) est :

u(r,8) = Z i”Jn(krr)eme, r<R

r=>R

)

nez
u(r,d) = Z 7171{17;(]%}%) H,(Ll)(krr)eme
nez Hn (kTR)

ou I'on a déja pris en compte la continuité de la composamtgeatielle du champ
magnétique a l'interface.
Ecrivons la décomposition en série de Fourier de la source :

5 = iweg Z jmetn?,
newr
Le saut de la dérivée normale du champ magnétique a I'itedanne donc :
—1

. " kr kr Jn(krTO)
"= 2 (Tt = Jni) (himarg) — 0]
In inao{aT( ! +1)(kincTo) &r él)(krm)

(HD, = B ) (ko) |-

Hélas, si cette astuce peut paraitre intéressante, leardsunagnétiques ne sont
implémentables sur Comsol Multiphysics qu’en trois dimens... De plus, la ré-
solution est alors complétement vectorielle et I'on perdrérément de temps et de
mémoire pour trouveH - & = H - § = 0. Nous nous sommes finalement cantonnés a
la polarisation® ||.

3.2 Les couches parfaitement adaptées

3.2.1 Principe des couches parfaitement adaptées

Cette section explique succinctement ce que sont les PMur (Perfectly Mat-
ched Layer, soit couches parfaitement adaptées). Nousnwesimplement donner le
princip€, sans chercher des généralisations systématiques @eiléatéressé peut se
reporter a [80], [81]). Leur nécessité est évidente : nommikins la diffraction dans
un domaine physiqu® trés grand, voire non-borné (puisgReest souvent le plaiR?)
par la méthode des éléments finis, qui maille un dom@indini.

On est donc réduit a déclarer que seule une paHiest (supposée) digne d’inté-
rétt®. Attention, lorsque nous utilisons une antenne virtuédlehamp a I'extérieur de
T, bien que n’ayant aucune signification physique, est néarswansDI. Les valeurs
des champs sont inconnues sur le bordde mais connues sur le "bord" d@, ou a
I'infini dans le cask = R?, puisque le champ diffracté satisfait, par définition, ladie
tion d’onde sortante. Les PML sont un outil qui permet de &dtna les champs dans

9Précisons que celles que nous avons utilisés dans les sionelarésentées aux chapitre 4 et 5 furent
mises en ceuvre par le logiciel Comsol Multiphysics.
10 est choisit homéomorphe a un disque. L'acronyme est pounit@mintérét.
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DI, en résolvant une équation aux dérivées partielles danavec aucune condition
de bord sur ce domaine.

Soit PM L une région dé? entourantD I, contenantles PML. DanB1, le systeme
électromagnétique est décrit par le cou@leP), u(P)) pour tout pointP de DI. On
suppose que le milieu diffractant, qui occupe I'esp@geest entierement inclus dans
DI, et qu'il est entouré de vide. On a donc

P € ODI = (e(P), u(P)) = (0. 10)-

Nous étendons le systéme Bd aR? en "remplissantR?\ DI de vide.

On prolonge encore ce systemé&%j isomorphe &* en tant que variété réelle. On
se donne alors un systéme de coordonfiégs) = (2’ +iz”,y' +iy”) tel que(z’,y’)
soit un systéme de coordonnées dans le Blade I'étape précédente. Les propriétés
optiques des points tels que’,z”) # (2/,0) ou (v/,y”) # (¢/,0) sont @ nouveau
(€0 Ho)-

On restreintC? & une surface réell® = s(DI U PM L) ol s est une application
injective deR? dansC? telle que sa restriction ®I (plongé dan<?) soit I'identité.

On réalise alors une transformation géométrique : on rappam&applications !,
le systéme composé des pointsfdet des caractéristiques induites par I'application
de(e,, u,) danss(DI) et (e, o) danss(PM L), dansDI U PM L, avec des carac-
téristiquesc;., /i,.). Puisques| pr = id|pr, ON a a nouveau les caractéristiques )
dansDI. Autrement dit, I'équation a résoudre est localement, dans le domaine
d’intérét, la méme. En revanche, le miliéu\/ L n’a plus les caractéristiques du vide.

L'applications n’est pour I'instant pas du tout spécifiée ddh&/ L. On lui impose
alors les conditions suivantes :

— elle est continue : ainsi, les champs qui "s'échappentDdene rencontreront

aucun obstacle qui en ramenerait une partie dans ce dorpaingflexion;

— elle assure aux champs une décroissance exponentietiéadaPML.

La derniére étape consiste a tronquer les champs, en darisisne zond’ M L
suffisamment grande pour garantir la petitesse de ces lesidbour résumer, le sys-
teme physique nous donne les EDP dans s nous donne les EDP dai&\ L et la
condition de bord de PML est une condition de Dirichlet

3.2.2 Implémentation des couches parfaitement adaptées

Nous étudierons trois géométries bidimensionnelles : istatrphotonique fini
(dans le chapitre 4) dont 'ensemble des tiges a une formeatgarelativement cir-
culaire, un cercle (chap. 5) et un cristal photonique infthiap. 4 et 5). Dans les deux
premiers cas, il sera opportun de placer I'antenne virtuels cerclel’ entourant le
systeme diffractar®,. Le domaine d’'intéréDI sera donc a symétrie circulaire. Les
PML sont alors faciles a implémenter. Nous donnons tousdésld.

11En vérité, il est plus adroit de mettre une condition de Neumauisque un champ quelconquest a
décroissance exponentielle daha/ L, non seulement, mais également sa dérivée tend a s’annuler. Laisser
libre la valeur deu sur le bord extérieur d& M L est donc un moyen de vérifier qu’elle est effectivement
proche de zéro.
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Les régionsDI et PM L sont respectivement le disq@¥0, r,) et 'anneau
D(0,7,)\D(0,74) ; rq €try sont donc les rayons des cercles délimitant les PML.
Soient

o: (rg,+o00) — R,

P—Td \m
P )",
T‘f—T‘d
s: D(,rf) — C,
o(p)

(p, 9) = (Z0,ra(p) + (1= 1—)E0y,,1(0), 6),

oum etr sont des constantes réelles & déterminer (leur valeureer&cen fait que
peu d'intérét, pourvu que la décroissance rapide soit ésyur
La surfaceP est ainsi définie paP = s(DI U PM L) et on la munit du systéme

de coordonnéeg, ¢) donné par

wWeop

[3: fop s(p")dp’
¢=10
On vérifie que
~ {pa 0 S p S T4
P= iT (p—r )m+1
p= wa()(””"‘l) (p’l‘f—drd)m y Td S 14 S Tf.

Le logiciel Comsol Multiphysics ne comprenant que les coariees cartésiennes,
il nous faut quatre systémes de coordonnées:= (z,9), ¢; := (5, 9), €, := (p, @),
e, := (x,y). Sil'on noteJ,, la Jacobienne du systéme de coordonnés's le systeme

de coordonnég, on a

x

Yy
[22 42 T2HY?
Jepez ('rv y) Ify ’

Nous plongeons maintenant le systéme initial dans un eggateridimension-
nel, que nous prendrons doté d’un systeme de coordorifiéesy, z) de telle sorte
que(0, z,y) soit le systéme de coordonnées du méme nom que I'on utitiaaiR?.
Puisque nous sommes en polarisatiof) et en milieu z-anisotrope, et que la transfor-
mation géométrique ne modifie en rien I'afe =), la permittivité est inchangée dans
les PML. En revanche, la perméabilité devient

pla,y) = J L po(J 2t ) detJe,e,
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ou A” est la matrice transposée de On rappelle que
Jeier = JeieﬁJEﬁel)Jepem'
Nous avons signalé que nous aurons également besoin de P#/iddd’étude du

cristal photonique infini. Ces PML, rectangulaires, se toisent sur le méme prin-
cipe.
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Chapitre 4

Diffraction par un cristal
photonique présentant un effet
Kerr-optique non négligeable

Toi qui médites sur la nature des choses, je ne te loue pointde
connaitre les processus que la nature effectue ordinanteme
d’elle-méme, mais me réjouis si tu connais le résultat des
problémes que ton esprit concoit.

Leonard

4.1 Introduction

4.1.1 Les cristaux photoniques

A I'échelle qui nous intéresse (fréquences proches du peptique), la lumiere
est une onde électromagnétique, c’est-a-dire une ogaillaies champs électrique et
magnétique, ainsi que des champs d’induction associéte Gstillation est généra-
lement décomposable, par transformation de Fourier, alatigns périodiques, dans
I'espace et dans le temps. On s’intéresse alors courammenhaportement des ondes
périodiques élémentaires : les ondes planes. Une strgtégiecontroler la lumiere
est de la faire se propager dans un milieu lui aussi périediginsi peut-on espérer
I'existence de phénomenes de résonance entre les deudg@gributrement dit, nous
cherchons des domaines de fréquences dans lesquels, mofailie variation de la
longueur d’onde, le comportement des champs variera émoemt:

Le chemin, entre les objectifs juste cités et leur réabsagiratique fut bien long :
les études théoriques débuterent en 1887, lorsque Loraighyinontra qu’un empi-
lement périodique (selon une dimension) de plusieurs asidh diélectriques pouvait
presqu’empécher la lumiére, oscillant entre deux fréqeencet v, déterminées, de
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passer. L'empilement est appellé miroir de Bragg et I'on dit quer, etvs encadrent
unebande interdité. Un siécle s’est écoulé avant qu’Eli Yablonovitch et Sajéeln,
en 1987, construisent des structures bi- ou tridimensitespossédant des bandes
interdites ([83]). Mais, hélas!, ces structures appeléistatix photoniques étaient si-
tuées dans le domaine millimétrique, et leur réalisaticecales bandes interdites lo-
calisées dans les domaines visible ou proche infraroutgtras objectif au début de
cette décennie ([84]). Méme si depuis, les techniques rceasé de s’améliorer, la
fabrication du systeme principal que I'on proposera dansd&le n'est pas encore
possible.

Les cristaux photoniques jouissent de grandes appliGtechnologiques, pour
acheminer ou pour filtrer la lumiére. En effet, en entourafair par une structure a
bande interdite, la cavité ainsi formée fait office de guittende a tres faibles pertes.
Ceci est prometteur dans différents champs d’applicaties communications (pour,
par exemple, assurer un nouveau mode de confinement dars éssfiicrostructurées
([42]), inhiber, sur certaines plages de fréquences, laésséons spontanées dans les
lasers, etc.), la chimie ou la médecine (la modification deaatéristiques du guide
apportée par la présence d’une molécule dans le guide dijeddge ; la lumiére peut
alors "pousser" ladite molécule et I'acheminer a un endres précis ([82])), I'infor-
matique, etc. Nous proposerons un exemple de filtre dansagetch

L'étude numérique des cristaux photoniques est maintemas® sur de nombreux
points, parmi lesquels :

— la simulation des structures tridimensionnelles,

— un contr6le maximal des bandes photoniques interditesst-& dire que I'on
veut savoir quelles fréquences, quelles polarisatiordl@gincidences, etc. vont
étre "bloquées”,

— la prise en compte des effets non-linéaires ([85], [86]],[B8], etc.).

Nous nous placons dans cette derniére optique. Plus pmémigénous allons étudier
I'effet Kerr-optique. D’apres le chapitre 1, nous devonaeaoonsidérer I'ordre trois et
le degré trois. Le systéme d’équation a résoudre est do?2@)(LCependant, ce systeme
présente de nombreuses difficultés par rapport au casrinédinous avons préféré
traiter, dans un premier temps, I'effet Kerr-optique isoéht ; le chapitre 5 présentera
des solutions du systéme complet.

Nous supposons donc que, devaft (w, w, —w), tous lesy(®) sont négligeables,
et que lesy® s’annulent. Il N’y a donc qu’une seule composante positigesde
spectre des champs. La permittivitéque I'on rencontre en régime linéaire, peut alors
étre élargie, et I'on écrD = ¢,E + «,E, ol e; dépend d&E ® E, ete, dépend de
E ® E. La polarisation que I'on choisira nous permettra d’échire= q(1 + ") +
X@|E[?)E.

Pour résumer, nous allons étudier la diffraction d’'une guldee a travers un cristal
photonique (fini) présentant un effet Kerr-optique nontigggble. Avant de rentrer
dans les détails de I'analyse numérique, nous présentans Ja sous-section suivante,
quelques aspects de I'effet Kerr-optique.

1Ce nom estissu de la physique des états solides - nous dasrrelques détails concernant I'analogie
entre les deux sujets d'étude a la page 116. Pour que luigmisée une analyse plus précise, le lecteur peut
se reporter a I'article introductif [82], ainsi qu’aux réé@ces qu'il y trouvera.
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Parenthése sur la localisation d’Anderson

Nous voudrions également signaler que, parallélement@déédu comportement
des champs dans les cristaux photoniques, s’est dévelappéwvail sur les milieux
désordonnés. Si les travaux théoriques ont commencé pés &pseconde guerre
mondiale, culminant avec l'article [10] de P.W. Andersas méthodes numériques
ont a nouveau permis de rapprocher la théorie et I'expéegie@e que nous trouvons
étonnant, c’est que des causes opposées donnent desieffztges : les milieux pé-
riodiques que sont les cristaux et les milieux désordoneésgttent de localiser les
champs électromagnétiques. Les voies vers le contrdleldmiare, ou, dans un autre
contexte, du transport des électrons, sont donc multiples.

La littérature sur ce sujet est trés vaste et nous ne I'avoldsggine survolée, mais
nous avons tout de méme trouvé I'article [89], dont les cimials, exceptée bien sir le
désordre, s'approchent raisonnablement des noétresicléaj®0] étudie I'émission de
la seconde harmonique dans un milieu désordonné.

4.1.2 Leffet Kerr-optique

L'effet Kerr-optique a de nombreuses applications. Enemgéguelques exemples.
En premier lieu, lorsqu’une impulsion pénétre un milieusgréant un effet Kerr-
optique (nous supposerons que les coefficients pertineaig® sont tous positifs), la

fréquence du "début" de I'onde ( Bi > 0) croit (décalage vers le rouge), alors que la

fréquence de la "queue" de I'onde subit un décalage vergle 'est ce que I'on ap-
pelle 'auto-modulation de phase. Dans une zone de dispeasiormale, ceci peut étre
utilisé pour compresser le support de I'onde, i.e., gérdgsimpulsions ultra-courtes.

ATinverse, les décalages de la fréquence évoqués au @qitagprécédent peuvent
étre utilisés pour enrichir le spectre d’'un champ électgmétique quasi monochroma-
tique. Ceci peut étre avantageux lors de la recherche decugmuum.

Si une onde, a chaque instant localisée dans I'espace, pagg@ans un milieu
présentant un effet Kerr-optique, celle-ci induit une &Bon des propriétés électro-
magnétiques de son environnement. Ces variations, piopoetles en chaque point
a la puissance de I'onde, peuvent compenser la disperstareiia et conduisent a la
création par I'onde d'un guide pour I'onde. Si la compersatst parfaite, les anglo-
phones appellent ce phénomene le "self-trapping"; danagd’enveloppe de I'onde
est constante au cours du temps, et I'on parle de solitondegh(si la puissance du
champ augmente encore, I'effet observé est le "self-foctisi I'enveloppe rétrécit,
voire la filamentation si, d{ fait de certaines inhomogérsaitans le matériau ou dans le
champ initial, 'enveloppe se sépare en plusieurs "filasie.W. Boyd donne des va-
leurs typiques dg ®) dans les verres ou dans les cristaux : de 'ordfel@e 20 m? /W,
ce qui conduit a des puissances de I'ordre du megawatt pimdite le self-trapping.

Le guide créé par une ongiepeut ne pas étre adapté a elle-mémeanais a une
ondes d’une autre fréquence. On appelle alpi®onde de pompe et le signal. R. De
La Fuente, A. Barthelemy et C. Froehly, dans [91], relater@ expérience o n'est
autre que la seconde harmoniquepde

2Bien noter l'unité ; dans le reste de I'ouvrage, J€$) sont exprimés em?/V2.
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4.2 Diffraction bidimensionnelle par un réseau fini de
cercles "non-linéaires"

4.2.1 Présentation du systeme simulé

En 2000, E. Centeno et D. Felbacq publiérent un article {[86]est étudiée, no-
tamment, la diffraction par un réseau fini de tiges invargitant une direction (que
nous appellerons I'ax@), z)). Nous avons essayé de recréer leur simulation et com-
paré certains résultats obtenus : le moins que I'on puisseedi gu’ils sont totalement
différents.

Les tiges sont entourées par le vide. Elles sont non magmestistationnaire®t
homogéneslans le sens ou la relation de constitution est indépendkesteariables
d’espace (méme si elle lie des champs qui, eux, dépendepsdeadables). Il n'y a ni
charges ni courants. Les champs sont harmoniques,

E(I,?/,Z,t) = %E{El (I, v, z)efiwt}’

et la polarisation esE||, i.e., le champ électrique est polarisé suivant I'é&e ) et
0,E = 0:on parle alors de diffraction bidimensionnelle. Le systérst électriquement
z-anisotropédi.e. il existe un systéeme de coordonnées cartésiennedetpres;,;, = 0
pour (k,1) € {(z,2),(y,2), (2, x),(2,9)}) et invariant par translation suivaat Le
probléme devient alors scalaire ; on choisit de le résoudre e= E; - 2. Dans ce
cas, le seul coefficient pertinent g&* estx(3)z 222 (W, w, —w), et 'on est donc as-
suré quek et P ont la méme polarisation.

De l'orientation du champ électrique et de I'invariance ggtéme suivant cette
méme orientation, on déduit, grace a I'absence de charg8/¢gB = 0,d'ouV-E; =
0. Les deux équations de Maxwell,

V x E1 = inl, (41)
V x Hl = —ile, (42)

donnentV x (V x E1) = w?ueE;. Soit, puisque d& - E; =0,

(A n kg(ar)zz)u —0. (4.3)

On étudie la diffraction par un réseau triangulaire fini deles de rayom, plongés
dans le vide. La non-linéarité est donnée par).. = c4 + x®|ul?, (c4,x®)) €
C x C* : c’est 'effet Kerr-optique.

Le cristal est illuminé par une onde plane, arrivant de latéret simulée grace
a une antenne virtuelle (cf. la section 3.1.1). La figure 4ésente la géométrie du
systeme. Les deux plus grands cercles contiennent les Pd/irolsieme9(?, est celui
sur lequel est générée I'onde incidente ; le quatrigéhk sera expliqué par la suite. Il y
aune barre parallele al'axé, y) qui sert a mesurer la transmission. Cette derniére est
définie comme le rapport entre le flux du vecteur de Poyntimgd&es champs totaux)
sur le segmen§ sur le flux du méme vecteur, sur le méme segment, cette faigpec
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¥ i0°
Transmission

I
T

glance de puissance

«10°

FIG. 4.1 — Une section du systeme étudié. Le cristal photoniqusiste en vingt-six
tiges (représentées par les petits cercles sur I'imag@yiamtes suivant la direction
perpendiculaire a la feuille. Le segmehsur la gauche est utilisé pour I'extrapolation
de la transmission a travers le cristal. Les quatre cer@pes&s sur I'origine sont, du
plus interne au plus externel: 9%, utilisé pour I'extrapolation de la puissance,

I := 9Q sur lequel le courant de I'antenne virtuelle circuleja frontiére intérieure
des PML 4. la frontiére extérieure des PML.
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FIG. 4.2 — La partie réelle de I'onde plane incidente Jétmn, a la fréquence de réso-
nance), (voir la section 4.2.2).0n observe que celle-ci est appnativement égale
au diameétre de la cavité. Les fleches indiquent le flot du vecte Poynting du champ
incident.

les champs incidents. C’est donc une mesure du rapport dedsgmce circulant de la
droite vers la gauche, lorsque le cristal est présent ounabse
On donne les champs incidents en coordonnées cartésiete®s(r, y) = Ae 2,

. . . . it _ 2
on déduitl’ (z,y) = %Ae—l’”g ainsi queP? = % %x le vecteur de Poyn-

ting complexé. Pour avoir le flux incident du vecteur de Poynting sur uneeyamn
multiplie simplement la derniére expression par la longuaelda barre. La partie réelle
du champ électrique incident est présentée sur la figuredez, une longueur d’onde
reIativeQ—it =8, 7. Le pas du réseau e$t= 8r;.

4.2.2 Le Mode accepteur

Nous avons, tout comme MM. Centeno et Felbacq, enlevé lsstigée au centre
du réseau, afin de créer un mode dit accepteur. La figure 4l@jegpmieux qu’un
long discours, ce que I'on entend par la.

SLe lecteur a sans doute remarqué que nous posions, en degdansiles chapitres 1 et E =
2Re{E;e~ !}, alors que nous avons maintenant défihi= Re{E; e~ “!}. De méme nous posions

P = E x H alors que nous nous intéressons dorénavant=a %?Re{Ez x H; }. Cest la simplicité qui
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1.4 T T T T T

08r .
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0.2r 8

FIG. 4.3 — La transmissiof’ en fonction de la longueur d’'onde relatigféf. La bande
interdite est approximativemententre 7 et 10 ; le mode decepst 32% =8, 7.
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La courbe peut choquer puisqu’elle dépasse 'unité potaicers longueurs d’onde.
Ceci signifie que le cristal peut focaliser le champ éleagiderriére lui.

\oici une petite analogie permettant de mieux comprendvedabulaire utilisé et
I'origine de ces recherches. Nous avons signalé, daneddottion, qu’une voie paral-
lele avait été abordée en physique de la matiére condensée@urdler les mouve-
ments des électrons. En effet, lorsqu’un electron se pmpgags un semiconducteur,
le potentiel de Coulomb qu’il rencontre est périodique, da structure cristalline du
milieu héte. Ceci conduit aux fameuses bandes d’énerdieriaée si un électron peut
avoir une énergie située dans cette bande, ou interdits,|@eautre cas.

Un défaut dans le cristal change localement ces bandesyttipsi permettre a un
électron ayant, par rapport au cristal, une énergie sensitltens une bande interdite,
de se localiser autour de ce défaut.

Par ces explications heuristiques, on saisit pourquoi agass enlevé une tige et
pourquoi cette suppression crée un mode accepteur dansidaozola transmission
était trés faible (zone que certains auteurs nomment "biabetelite photonique™).

Pour cette simulation, sauf mention explicite du contram@us avons choisi le
coefficient de la permittivité relative constarite; = 8,41 et 'amplitude du champ
incidentA = 10°V/m. Le coefficient de non-linéaritg*) oscille entren, —10~'°
et—10-*m?/V?2 (Pour d’avantage accentuer les effets non-linéaires)sDarticle
de référence, avec des unités arbitraiegsa la méme valeur e¢® vaut, lorsqu'il
est non-nul—10—3; 'amplitude n’est pas précisée. La communauté des nuieésc
utilise régulierement ces valeurs ([85], [88], [93], et&aleurs qui s’identifient aux
noétres si I'on suppose qu’ils s’expriment en micrometresreYolts.

Des valeurs typiques de non-linéarités dans les matériantxdonnées dans I'ar-
ticle [94] : autour del0~1? m?2/V2, pour les diélectriques les plus non-linéaires, pou-
vant aller jusqu'a0~—1* m?/V2 pour les semi-conducteurs. Le prochain chapitre don-
nera plus de détails sur I'état actuel des possibilités mx@tales, et s'attachera a
simuler des systéemes physiquement réalistes, ainsi qiligetutun langage proche de
celui des expérimentateurs.

Encore une fois, nous mettons en garde sur le fait que le cpagspnt dans la non-
linéarités,x® |E|? est le champ total et non le champ incident, et par consédggent
résultats ne sont pas indifférents au changement d’échellea 4, ) — a2y,
aveca réel.

Le mode accepteur est le champ correspondant a la longuenotelte résonance,
QA—;t = 8, 7. Cette valeur correspond approximativement au diamétta ohécrocavité.
Parmi les champ ayant une fréquence correspondant a Vaikede longueur d’onde
relative[7 ; 10], ceux qui ont une fréquence trés prochegde= ¢/\, passent a tra-
vers le réseau bien plus que les autres (attention cepeadlabsence du principe de
superposition : il faut "envoyer les ondes planes les unessdps autres”). Le réseau

agit alors comme un filtre. MM. Centeno et Felbacq ont obtemiaourbe de trans-
CF
mission avec un pic de résonance centré%g#' = 9,06 et s'élevant sur plus de cing

nous recommande ces choix : nous souhaitons confronteésokats a ceux des autres chercheurs.
4Cette valeur est celle diies AlzSes, couramment abrégé en TAS. Pour un descriptif de ce verre, se
reporter a [92].
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4.2. Diffraction bidimensionnelle par un réseau fini de ¢&sc¢'non-linéaires"
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FIG. 4.4 — Carte de la variation de la permittivité relative®)|u|> = ¢, — ¢4 ol la
permittivité relative constante des tiges est= 8,41.

ordres de grandeur.

Parce que le rapport entre la longueur d’onde et la taillecgesles est grand,
les auteurs de [85] ont approximé la permittivité relatiaasichaque tige comme étant
constante, et ceux de [93] ont supposé qu’elle était a syardtculaire. Ceci est appelé
I'approximation au champ moyen. La figure 4.4 permet de \a&srlimites de cette
méthode. Il y est présenté une carte de la variation de laifiizité relative des tiges
lorsquex® = —10~"m?/V? et A = \,. Néanmoins, ces approximations dans la
donnée de la permittivité relative n’engendrent qu’uns fegble erreur dans le calcul
du champ : en effet, puisque la valeur ggretenue est grande, ces variations sont
trés petitesipax =—=¢ < 1,8%). L'avantage de la méthode des éléments finis, qui a
un contrdle sur I’ hypothese d’homogénéité, serait plusifasie avec une permittivité
linéaire relative légerement supérieure a un (mais d’'ureaeiité, la localisation est
bien moindre dans ce cas; ceci explique le décexant === < 1% sur la figure

4.5,00¢®) = 107 m2/V2, 4 = 2 etX = \,).

La longueur d’'onde de résonance varie trés peu en fonctispaemetres : par
exemple, elle passe @e7 a8, 6 sic, passe d&, 41 a2. Ceci nous améne a conjecturer
que le paramétre principal concernant la longueur d’ond@senance est la taille de
la microcavité.
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FIG. 4.5 — Carte de la variation de la permittivité relativg(®)|u|?> = ¢, — 4 oU

la permittivité relative constante des tiges est= 2. On remarque que, du fait de
I'absence de forte localisation, la variation de permitiivest a peu prés homogéene
pour 'ensemble les tiges.
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4.2. Diffraction bidimensionnelle par un réseau fini de ¢&sc¢'non-linéaires"

Une simulation de la diffraction par un super-réseam-linéaire (sans trou au mi-
lieu) a été décrite dans un autre article [95]. Il y a égaleniee bande photonique
interdite. MM. Chen et Mills ont envoyé une onde a une longukonde interdite et
obtenu la variation de la transmission en fonction de I'atagé. Il y a, comme dans
[85] ou [96], un phénoméne de bistabilité. Malheureuseptariorme du réseau n’est
pas donnée, si bien que I'on ne peut refaire I'expérience.

4.2.3 Mesures de la non-linéarité
Les cartes de champ

Nous montrons sur la figure 4.6 des cartes de la partie réetthamp électrique to-
talRe{u}. Le propre de la fréquence de résonance est la localisatiohamp a I'inté-
rieur de la microcavité (comparer les figure 4.6(a) et 4,6(d)sont toutes deux prises
avec des tiges linéaires). C'est par cette localisationsgugistifie le terme denode
accepteuyrqui désigne donc le champ a cette longueur d’onde. Dansd@oavité, la
partie réelle du champ électrique atteint la valeur, ermédinéaire, de, 8.10 V/m ;
ceci est a comparer avec I'amplitude du champ électriqudent, A = 10 V/m. Si
les tiges présentent un effet Kerr-optique ayét = —10~'4m?2/V?, alors la partie
réelle du champ électrique atteint la valeur6dg.10° V/m (fig. 4.6(b)); en revanche,
ce pic diminue si les tiges ont une non-linéarité positivg. @.6(c)). La non-linéarité
permet ainsi d'accentuer ou de diminuer la localisationtnep.

La section efficace différentielle

Les tiges non-linéaires sont entourées par du vide. Pagqoest, en dehors de
tout domaine dé&R? qui contient toutes les tiges, le champ diffracté vérifigliétion
de Helmholtz avec une condition d’onde sortante. Il s’axygridonc en une série de
fonction de Hankel :

E{(r,0) =Y b, H{V(kr)e™z,  (r,0) & Q. (4.4)
nez

Les fonctions de Hankel étant asymptotiquement (quetedd vers l'infini) enr—1/2,
la définition suivante de la section efficace différentfelle

: B (r,0)[?
o(0) = T]LII;O 27r B 0)F
donne donc un nombre borné et, sauf accident ponctuel, foNows I'avons mesuré.
Notons que le développement (4.4) permet d’évaluer le chélegirique en tout
point deR?\),;. Ainsi, méme avec la méthode des éléments finis, on peut @o@na
rigoureusement la section efficace différentielle, pounue I'on sache mesurer les
coefficientsh,,.

(4.5)

5Un super-réseau est un solide cristallin avec des coucheméss périodiquement de plusieurs sub-
stances.
6Si E? nest pas une onde plane, il convient de ne pas divisefFor, 6)|2.
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Chapitre 4. Diffraction par un cristal photonique présentan effet Kerr-optique
non négligeable

b b L © = N w & o0 oo
b b L © = N w & o0 oo

x10°

@ x® =0m?/V?, 2 =8.7. () X = —10"Mm?/V2, 2 =8.7.
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FIG. 4.6 — La partie réelle du champ électrique tota«}, en MV /m, pour diffé-
rentes valeurs du coefficient de non-linéasité) (zero dans 4.6(a) et 4.6(d), négatif
dans 4.6(b) et positif dans 4.6(c)) et pour différentes lengs d’onde (la longueur
d’'onde de résonance. = )\, dans 4.6(a), 4.6(b) et 4.6(c), et dans le trou dans 4.6(d)).
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4.2. Diffraction bidimensionnelle par un réseau fini de ¢&sc¢'non-linéaires"

1.5

FiIG. 4.7 — La section efficace différentielle a la longueur d'enelative de résonance

Q—it = 8.7 en bleue et dans la bande interdi@g = 8.3 en vert.

Lorsque I'on regarde les cartes de champs, sur les figurés)464.6(b), on voit
que la non-linéarité n’a pas d’'effet visible sur ce cercleciGe retrouve, dans la me-
sure de la section efficace différentielle, ou les deux cesirbn régime linéaire et en
régime non-linéaire, sont superposées. En revanche faettion peut varier de fagon
non-négligeable pour de faibles écarts de longueur d’opde exemple, lorsque 'on
passe de la longueur d’'onde de résonance a une longueureddnde dans la bande
interdite (comparer les figures 4.6(a) et 4.6(d)). Nous moost les sections efficaces
différentielles obtenues pour deux fréquences rapprachéda figure 4.7. En abscisse
figure 'angle, variant entr@ et 27 ; la valeur zéro se confond avec I'ak@, ) dans
le sens des croissants.

Linfluence de la non-linéarité sur la fréquence de résonane

Nous réalisons une autre expérience permettant encorsefiar les effets de la
non-linéarité : on garde tous les parameétres fixes excepr@elitude du champ inci-
dent. On collecte alors le coefficient de transmission sgetgmnentS. On obtient la
courbe 4.8. Le coefficient de transmission n’est pas cofystaarie trés peu sur un tres
large spectre d’amplitude et commence a varier signifieatent lorsque I'amplitude
dépasse le megavolt.

On peut, avec des arguments heuristiques, expliquer le@dement du coefficient
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FiG. 4.8 — Le coefficient de transmission en fonction de I'aroplét, avecy®) =
—107m?/V? g4 = 8,41, 2 = 8.69.

[ 2_7”t

de transmission en fonction de I'amplitude. Un effet Kegptigue induit une variation
de la permittivité relative. Avec ug(®) négatif, lorsque 'amplitudel du champ in-
cident augmente, la permittivité diminue. Ceci affecteka™% du milieu, défini par
k = \/e-p-ko (qui, lui aussi, diminue), et par conséquent la longueundédu mi-
lieu augmente. Ainsi, la longueur d’onde de résonance astpdtite, dans le cas des
fortes non-linéarités que dans le régime linéaire. Cecoganes bien sur la figure 4.8,
ou nous nous plagons a une longueur d'onde relgﬁyeégale 88.69. Puisque la lon-
gueur d’onde relative de résonance du systéeme Iinéairg}gst: 8.7, nous sommes,
aux faibles amplitudes, "dans le g4ppuis, I'amplitude augmentant, nous observons
la résonance, et enfin, nous retournons dans le gap.

La limite de cet argument tient dans le fait que la longueonde de résonance
dépend, et ceci de maniére tres importante, de la taille deideocavité, qui esta
posteriori d’une longueur d’onde, comme nous I'avons remarqué a la pag.

Afin d’appuyer les résultats du paragraphe précédent, nepurgsgentons, sur la
méme figure (fig. 4.9), la transmission a travers le cristalosction de la longueur
d’onde pour différentes amplitudes. Le résultat final njfzest complétement satisfai-
sant puisque le programme n’a pas trouvé de solution lorBgomplitude était trop
forte (A > 5.10° V/m) et que I'on se situait proche de la fréquence de résonamce. L
décalage vers les plus petites longueurs d’onde du pic hedjaendant aucun doute.

7Les guillemets sont justifiées par le caractére schématigwes commentaires : la résonance étant rela-
tivement faible et étalée, il est exagéré de dire gir\ate: 8.69 est situé dans la bande interdite. Néanmoins,
le fait que I'on passe le pic avec une longueur d’'onde dan&leconstante est indiscutable.
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4.3. La balance énergétique

FIG. 4.9 — Le coefficient de transmission en fonction de la longuBonde, avec
X®) = —10"m?/V?, g4 = 8,41, A € {0,2, 2, 4, 5, 8, 10}. Pour faciliter la lec-
ture, la premiére courbe a été décalédde0, 1 vers le haut, la seconde dex 0, 1,
etc. On remarque qu’a partir dé = 5.10° V/m, le solveur ne converge pas dans la
bande de résonance.

4.3 La balance énergétique

Dans le chapitre 2, nous avons généralisé le théoréme emigeas ou le champ
incident est polychromatique. Nous pensons qu'il peut &mntageux pour certains
lecteurs d’en redonner une démonstration dans le cas hgaptus simple ou la non-
linéarité se résume a un effet Kerr-optique. Aussi, des @sancidents précis seront
donnés; il s'agit des champs les plus courants : une onde plais un champ généré
par un fil porté par une droite paralléle a I'af@, z). Le cas d’'un champ incident
gaussien est un peu différent, puisque celui généralenoemtéddans la littérature ne
satisfait pas les équations de Maxwell, et ne peut donc &trelé& par une antenne
virtuelle. Nous reviendrons sur ce point dans le prochaapihe.

4.3.1 Un calcul préliminaire

Cette petite sous-section a pour but de déduire une consegj(gquation (4.8))
des conditions que nous nous sommes fixés dans tout le ehdpitrparticulier, le
milieu est magnétiquement linéaire, local, stationnatectriquement z-anisotrope.
On exige maintenant qu’il soit magnétiquement isotrope.

Soienty, € R*, e, € {{f : R? - C} x R? — C}, u : R? — C vérifiant
I'équation

V(Y u) + kie,(u)u = 0. (4.6)

On pense E(z,y, z,t) = Re{u(z,y)e ™!} Z etl'on aalors

Vuxz=V x E1 = —8,5B1 = z'w,qu,

ouE; vaut doncu?z.
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Chapitre 4. Diffraction par un cristal photonique présentan effet Kerr-optique
non négligeable

Le vecteur de Poynting complexe s’écrit donc
~ 1 — ) ~
P:=-E; xH; =—uVaua. 4.7)
2 2w
Multiplions maintenant (4.6) par :

T, P V(Vu) + ke, (w)|ul? =0,

d’'ou, en intégrant par partie,

Sm{/ V(17 grad u) ds}—%m{/ wr LV ul? ds}+k02/ e (u)|ul® ds = 0
b by b

pour toute surface fermée (on a écritz,” := Sm{e,-}). On en déduit, puisque est
aimage réelle,

Sm{/ u;lﬂVu-ﬁdl}—i-kO’Q/ET”(u)|u|2 ds =0
) b

soit, d'apres (4.7)

%m{/ inugf- ndl} = —kb?/ e (u)|ul? ds
ox p
et finalement

Re{P}-nidl = = e, (uw)|ul® ds. (4.8)
oz 2 Js

Pour interpréter cette relation, rappelons que la den@téedgie électriquéV, est
définie par I'intégrale (donc a une constante additive pés)

8tWe =E- 8tD

Puisque nous ne nous intéressons qu'a une composante derfas champs et que
rien ne dépend de on a pos&(xz, y, z,t) = Re{E; (z,y, 2)e '} etD(z,y, 2,1) =
Re{D;(z,y,z)e” !}, avec maintenant des composantes complexes. Il sembge alor
plus intéressant de définir la variation de la densité dgieetlectrique en la moyen-
nant sur une période, d’'ou

T
QWharm () = %/ E - 9;Ddt
0

ouT = 2Z.On obtient rapidement
gy Wharm — _Tw%m{El D},
qui est, par définition, la densité volumique de puissaneetédjue instantanég”* ™,
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4.3. La balance énergétique

CommeD = g¢¢,.E, que I'on a définiu : R? — R de sorte que:? = E4, et que
e, est tel queD est polarisé suivant, on a

rpéw,rm(w) _ _%ETWUF.

Ceci est l'intégrande du terme de droite de I'équation. &Cégalité décrit donc
deux expressions de la densité de puissance dissipée pestdéeng : a gauche, on a
ce qui sort de la surface, a droite, on ce qui est absorbé dahsCes deux nombres
coincident puisqu’il n’y a pas de source dans cette surface.

4.3.2 Deux intégrales pour la densité linéique de puissance

La sous-section précédente nous amene & évaluer numésagtuem

I:= [ Re{P}dl
[

Nous allons, moyennant quelques conditions, reformulée expression. Seuls les
coefficients de I'expression du champ diffracté dans uragedéveloppement seront a
interpoler par la simulation.

On reprendol = 2:zu“ V u et on sépare (qui représente le champ électrique total)
en deux parties’ etu® et doncl en quatre parties :

I = I’LZ +I’Ld +Id’L +Idd

La surface fermé& doit englober toutes les tiges non-linéaires ; par comréodit
notamment pour utiliser la transformée de Fourier, on mand cercle de centr@
et de rayonry. Puisque le champ diffracté vérifie I'équation de Helmhaliz et a
I'extérieur deX ainsi que la condition d’onde sortante, il peut s’écriressiauforme

Ed(r,0) = Z anfll)(kr)emeé.
nez
Nous avons besoin d’'une convergence absolue et uniformeapport ar de cette
série.
Nous écrivons maintenant le champ incident de la maniévastd :
u'(z,y) = Ae” ™" AecC
soit
u'(r,0) = Ae=*r eSO = AN (i)™, (kr)e™?
nez

Enfin, nous allons utiliser les propriétés suivantes :

Jn(z) = \/gcos(z —nmw/2—m/4)+ o(1),
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/2 .
Hv(zl)(z) _ _eZ(anﬂ/Qfﬂ/4) + 0(1)7
w4

%(Z) o Onfl - CnJrl
dz 2
ainsi que la notationa | := maxgez{s < a}.
Conjuguant ces formules, on obtient successivement, gpilques lignes de cal-
cul:

(2), Ce{sH},

iy -1 . —
I”:z—%m/ w'(r,0) Vui(r,0)-1ndl
2/““) { partialX ( ) ( ) }
=0.
IdZ::—%m/ uwl(r,0)V ui(r,0)-qdl
2‘LLW { partialX ( ) ( ) }
= _—lsm{zeim(z +1) > ba((—= 1) cos(krg) + (= 1)/ # sin(krs))} + o(1).
Hw
nez
. -1 . —
I“i::—%m/ uw'(r,0) Vud(r,0)-ndl
2‘LLW { partialX ( ) ( ) }
= i%m{Ae_ikTE(Z + 1) ZE((—I)L"/% sin(krs) 4+ (= 1)U FD/2) cog(krs))} + o(1).
pw
neZ
-1 _
Idd::—Sm/ ut(r,0)V ud(r,0) - idl
2:“""] { partialX ( ) ( ) }
= 225 a2+ 0(1).
pew nez

On définita,, := (-1)1/2) et g, := (—1)L»=1/2) Enremarquant quBcontient
la somme sur. de

(Re + Sm)(Ae=*=b,) (o sin(krs) — By, cos(krs))
+(Re + SIm)(Ae*™=b,,) (v, cos(krs) + By sin(krs)),

8Nous allons donner deux méthodes pour arriver & des résdli@iparence proches, mais pas exactement
identiques. La premiére est a notre connaissance origilsaseconde, bien connue des opticiens, est issue
de [63], par exemple. Aucune des méthode n’est détailléeevamche, les calculs seront explicités lorsque
le champ incident sera généré par un fil, dans la prochaine seation. La méthode utilisée sera la méme
que celle de [63], mais dans un nouveau contexte.
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4.3. La balance énergétique

il vient a I'esprit de factoriser ce terme, app&lg(ry.), de la maniére suivante :

To(rs) == ( Re{(Va)} Sm{(Va)}) ( cos(krs)  sin(krs) ) ( W )

sin(kry) —cos(krs) Wp—1
avec
V, = Ae~"r=p
Wy 1= Oy — By = 2(_1)Ln/2j 571,2[71/2]
et

S:_( cos(krs)  — sin(krs) >

—sin(krs) — cos(kry)
la matrice de réflexion autour de la droite passant par lioeigles coordonnées et
faisant un angle (signé, donc positif) @& avec I'axe(O, x). Les formules suivantes
étant valides pour tout entier:
Wp—1 = Qp + ﬁna Wy = W—-p = Wn+4, WnWn+41 = Oa

on obtient I'expression suivante :

-1
I= M—w%@wnﬁ +To(rs)) +o(1). (4.9)

On insiste sur le fait que, dans cette formulatidp dépend des.

On congoit aisément quE’ s'annule : I'onde plane incidente étant susceptible de
se propager dans le vide, il ne peut y avoir de pertes d’émelgns aucun domaine
borné.

L'équation (4.8) fut vérifiée numériquement. Linconnuepobléme est le champ
diffracté, ou, plus précisément, les coefficiebtsqui interviennent dans la série de
Fourier deu?. Pour les obtenir, on interpole le champ total sur le plust petrcle
centré sur I'origine, on lui retire le champ incident (cohmn opére une transformée

de Fourier et I'on divise par la valeur, également connud{&é(krg).

M.Petit ([63]) a développé’® + 14" d’une autre maniére. On obtient en effet, en
supprimant le développement de la dérivée :

) ) —2 -k _
1 4 d = M—w%smm S (i) b HY (ks ) I (ki)
nez

AN b (krs) HEP (krs)}.
newz
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On utilise alors les définitions des fonctions de Hankéi,(l.l)(:c) = Ju(x) +
iN,(x), et siz est réeI,H,(f)(:c) = H,(ll)(:c). On a donc

Iid + Idi _ i krsm

Z ((%m{Z(—z) b} + Sm{Ai"b,}) Jn (krs)J), (krs)

pe 2 neZ

— Re{A(—i)" by} Ny (krs) . (krs) + %e{Ai"b_n}Jn(k@)N,;(k@))

_ 2 krsm S Ref4iT }( w(krs )N (krs) — Nn(krz)in(krg)).

‘LLW 2 neZ

Gréce a la relation

T(@)N (&) — Na@) Ty () = —, (4.10)
e
on obtient
4y = Z Re{Ai"by,},
nGZ

d’ou

= ;_j S7 (Ibal? + Ref Ai"Br}). (4.11)

nez

La fonctionF : R — C,0 — Y, _, Ai"b,e~™’ (& nouveau, on suppose que
la série converge uniformément palie [0, 27]) permet d’exprimel de la maniere
suivante :

2 1 2 9
= —(5zgm | [FOPd0+Re{F(0)}).
(g [ 1O a0+ Re(P(0))
Cette expression ne dépend pasrdece qui est physiquement clair, puisque le
milieu diffractant est entouré d’un milieu sans pertes. d@arséquent, si I'on connait
le flux d’énergie traversant un cercle de rayon tendant viefsi, on le connait éga-
lement a travers tout cercle, concentrique au premierriextéa I'objet diffractant.

Les deux expressions encadrées sont apparemment différdious) dépend
dery, alors quel (Petit) n’en dépend pas. Cela signifie que, dans le développement
asymptotique, le termeg(1) est en fait nul.

Tout repose sur I'équation (4.10). Nous allons donc doneerétapes de la dé-
monstration. Pour simplifier I'écriture, on n’écrit pas lesdices qui donnent I'ordre
des fonctions de Bessel ou de Neumann.

PuisqueJ et N vérifient I'équation de Bessel, on a

n2
2

1
(8§+Eaz+1— " )J(z) =0,
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2

1
(02 + ~0p +1- —3)N(x) =0.

n
22

En multipliant la premiére palN (z) et lui soustrayant la seconde multipliée par
J(x), on obtient

N ()02 J(x) — J(x)0>N(x) + %(N(x)amJ(:v) - J(,T)BIN(,T)) =0.

On en déduit que:(N ()9, J(z) — J(x)d, N(x)) est une constante, dont la valeur
dépenda priori den :

N(z)0,J(x) — J(x)0,N(x) = @

T

On obtient la valeur de(n) par un développement asymptotique (ou I'on découvre
qu'elle est en réalité indépendante e Lorsque nous avions développ® + 1%,
nous obtenion§~ + 0(%). En le comparant au terme de droite, on s’apercoit maintenan
gue I'on a exactemeri.

Puisque I'on a fixé la direction de propagation du champ ewiduivant 'axe
(0, x) et que la géométrie du systéeme est symétrique par rappomr2ice axe, on a
u(r, ) = u(r,—0),dou

> buHM (kr)e™? =Y b, HY (kr)e ™.

nez neZ

En utilisant I'invariance de la somme par— —n et la relation (valable lorsque
estun entierf7\" = (—=1)"H") on obtient :

by = (=1)"b_n.
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Résultats

coefficient de non-linéaritg¢®
permittivité relatives 4

nombre de coefficients de Fourier
nombre de points pour extrapolet
nombre d’éléments

amplitude du champ incident
maximum dg E,| surC

s

Idd

Iid + Idi

I = Iu _|_Id1 _|_Izd +Idd

Jos P idl

— =5 fE e (u)|ul? ds

0

8,41-2i

375

50

72916

106
1,7921.10°
2,6520.10~6
7,2432.10°
—9,6631.103
—2,4199.103
—(2,4219 + 2,05064).10°
—2,4201.103

TAB. 4.1 — Différentes expressions deen régime linéaire (unité Sl). Le(") induit
des pertes d’énergie électrique.

Les résultats sont regroupés dans les tableaux de 4.1 a d.gafercoit que la
(trés forte) non-linéarité fait accroitre (trés légérethéas pertes.
Afin de mesurer I'erreur numérique, on retire I'objet difftant et I'on mesure?;

coefficient de non-linéaritg¢®)
permittivité relatives 4

nombre de coefficients de Fourier
nombre de points pour extrapolet
nombre d’éléments

amplitude du champ incident
maximum dg E,| surC

nombre d’itération de Newton

rs

Idd

Iid + Idi

I = Iii + Idi + Iid +Idd

Jos P -idl

-0 [ (u)|ul? ds

_10716
8,41-2i

375

50

72916

106
1,7921.106
2
2,6520.107°
7,2431.10°
—9,6631.103
—2,4199.103
—(2,4219 + 2,05064).10°
—2,4202.103

TAB. 4.2 — Différentes expressions deen régime non-linéaire (unité SI). Le")
induit des pertes d’énergie électrique.
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4.3. La balance énergétique

coefficient de non-linéaritg®) -1.10712
permittivité relatives 4 8,41-2i
nombre de coefficients de Fourier | 375

nombre de points pour extrapolet | 50

nombre d’éléments 72916
amplitude du champ incident 108

nombre d’itération de Newton 20
maximum deg E. | surC 1,6791.10°
rs 2,6520.10~6
Jdd 6,8119.10°
Iid 4 rdi —9,6304.103
I:= 1% 4 J% 4 Jid 4 Jdd —2,8185.10%
Jos P irdl —(2,8208 + 2,05301).103
-0 [ e (u)|ul? ds —2,8187.103

TaB. 4.3 — Différentes expressions deen régime non-linéaire (unité SI). Leg("
induit des pertes d’énergie électrique.

coefficient de non-linéaritg¢®) —(1+10i)10715
permittivité relatives 4 8,41

nombre de coefficients de Fourier | 361

nombre de points pour extrapolet | 50

nombre d’éléments 72916
amplitude du champ incident 108

maximum deg E. | surC 1,6791.10°
nombre d’itération de Newton 20

rs 2,6520.10~6

I 9,8808.10°

Iid 4 14 —1,0271.104
I:= 1% 4 J% 4 Jid 4 Jdd —3,9005.102
Jos P -idl —(3,8871 + 2,8074i).10°
—202 [L e (u)|ul? ds —3,9092.102

TAB. 4.4 — Différentes expressions deen régime non-linéaire (unité SI). Lg(®
induit des pertes d’énergie électrique.
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Ju

on obtient alorsnax - ~ 8.10~%. On remarque alors que I'on a une précision de
trois chiffres significati}s sur le champ incident, et noa@uvons ces trois chiffres
lors des balances énergétiques (comparer les deux derfigeres de chaque tableau).

4.3.3 Un cristal photonique éclairé par un fil

Nous considérons a présent le cas ou la source est un célpmﬁant dans un fil
dirigé suivant(0, z). Outre d’observer ce qui ce passe lorsque la source esisiéeat
proche de I'objet diffractant (en quelques sortes, lealrist éclairé par un dipole), ceci
permet de vérifier la méthode de I'antenne virtuelle et deaac quelle simplicité elle
s’applique a diverses situations. L'intersection enty@de de notre étude et le fil est un
point que I'on noterdz,, ys) en coordonnées cartésiennes(ey 0, ) en coordonnées
polaires. Ce point n’est pas situé dans une tige, ni sur leled sur lequel nous
faisons nos bilans d'énergie. On pgse= Re{j; e~} 2 ainsi quej, = I6,.. Le
champ incident satisfait alors I'équation

At + Bt = —iwpg
et 'on en déduit

() = [ LHS e = ), ()

soit

i wpl
u'(r) = THél)(l€|r —rg|)

ou encore, en utilisant la formule de Graf

“T“IZ Jn(krs)H,(ll)(kr)ein(a_es), r>r,

u' r,0) = nez )
" SN T (k) HD (krg)e™ =0 r <oy,

nez

On cherche I'équivalent de la formule (4.8) (ce sera la fdenfd.12)). On repart
de

V- (') + kiepu = —iwpoI oy,

avecl € R et une perméabilité a image réelle.
En multipliant paru le complexe conjugué de cette équation, en intégrant sur le
disqueX et en applicant le théoréme de Stokes, on obtient

/ uy;1Vﬂ~ﬁdl—/Vu-,u;1Vﬂds—|—/k§a|u|2ds:iwuol/u5rsds.
0% b by by

En appelanti(r,) la derniére intégrale (dont la partie réelle est finie) etugps-
sant le milieu magnétiguement scalaire et sans pertes,duitdé
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%m{/ wr tuVa - dly = —kD’Q/ e |u|? ds + wpo INe{u(rs)}.
oL b))

Commey; 'uVi = —2iwpoP, on a

Re{P}-ndl = -2 [ o7 (w)ul? ds — LRefa(r,)}. (4.12)
ox ¥ 2

Nous reprenons donc les calculs des différentes partiésldss étapes et la plupart
des formules utilisées sont les mémes que dans la partiégeéte. Nous supposons
toujours une convergence uniforme de tout ce qui nous agrang

Le fil est dansX

2
I = —2—\ym{/ Urs,0) Vui(rs,0) - irs do}
pw
_ 1 wu[ 12 {/ ZJ (krs) HD (k) i (0=05)
2,uw
nez
dH) .
> Jmlkrs) == (krs)e™ ™70y do}
meZ
. A2 .
— o \sm{ZJ krg)H D (krg ) e ™% ZJm(krs)—dm (krs)e™% 8, s}
nez meZ "
B w;ur]z 2 dN, dJy,
o %(Jn(krs)) (n(kr) = (krs) = No(krs) =2 (krs) ) s
- ‘*’“I 3 Tulkrs)?
nez
- wu[z
= <

La derniére étape du calcul précédent est détaillée en anadx page 134.
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271'
id 4 pdi, _ —%—w\‘m{/ u TE,H)VU (rs,0) +u (rE,G)Vu (7’2,9)) -niry do}
L wpl o (1) i(n—m)f—inds 7 — i,y
2uw 4 m{/ Z J (krs)Hy ' (krs)e b dr (brz)
(n, m)GZQ
. . d (2)
+ b, HY (kg et (nmmftimbs o (k) —"— d (sz))T’E 40}
T
dH(Q)
- (3 (T ) P
nez '
| dH,?
€0 by HY (krs) Jo (krs) — (brs) b=
- | JH? dH "
_ 47T\sm{z eznes ann(kTS)(Hél)(kTE) (kTE) - HT(LQ)(]{:TE)d—(kTE))}TE
- r

neZ

On utilise le wronskien

D) oy 4 () _ i

z dz T

H(2)

il apparait ainsi le complexe conjugué du premier terme sénuas deux termes se
simplifiant en prenant la partie imaginaire. On a donc

I 1% = 1Sm{> €™ by J, (kre)i}
nez

=1 Ju(kro)Re{e™b,}.

nez

La derniere intégrale, ne faisant pas intervenir le charojlént, est inchangée :
Idd —2 Z |b |2
Hw
ne”z

Comme dans le cas d’une onde plane incidehtee dépend pas ds;, ce qui est
physiquement évident (il en sera de méme lorsque le fil sedzleors des).

ANNEXE
Soit A une fonction Riemann-intégrable, &iedansC et 27-périodique. Sa trans-
formée de Fourier s’écrit

_ E aneme’

nez
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soit

-7}(14) = {an}tnez = @

Le theoreme de Parseval annonce que la transformee de FBurier?, [0,2r)) —
(12, C) d'inverseF, est unitaire, ce qui s'écrit

(a, F(A)e = (F(a), A)r2,
ou encore, plus explicitement,

D lanl? = L /% |A(z) P da.
" 27T 0

nez

D’un autre c6té, nous savons que I'on peut définir les fonstibe Bessel a coeffi-
cients entiers par

Z Jn(z)eme _ eizsin(@).

nez

Nous restreindrons cette égalité aumotékry, réel.J, (krs) est alors réel.
De ces deux derniers faits, on déduit

27
T (krs)|? = L ethrs sin0)12 g9,
> |
0

2
nez

d’'ou®

> Jn(kre)® =1.

nez

9Relation que I'on peut aussi déduire comme un cas particdliethéoréme d’addition des fonctions
cylindriques.
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Le fil est en dehors dex

y —1 o —
" ::2—%m{/ u'(rg,0) Vui(rs,0) - iry do}
_1 W/LI 2@ / 7.77.(979)
I (krs;) kr :
dJ (k im(g—
Z J, ( TE)Hy(T?)(kTS)e im(0 es)nge}
dr
mEZ
(1) (o) (2)
= —op? Jm{ZJ (krx)H, (kTS)W(kTE)Hn (krs)rs}
ne”L
w,u7T12 dJy,
=g SO 1 ) hrz) G )
ne
=0.
277
rd . = 5 \ym{/ u'(rs,0) Vul(rs,0) + u (T’E,H)VUZ(TE,Q)) ~niry do}
Hw
—1 wul o dH(Q)
-9 {/ S (Talhro) B (k) el mi=md 5 i ()
e (n, m)EZQ

T,
b HLD (g )e! (= im0 SO gy Z)an)(krs))rz d6}

di?
(k’r’g)

= —\sm{Z( —in0 G T (s ) HSD ()
nez

’ dJ, (k
+ezn93anr(Ll)(kTE) JC(Z ’I”E)
r

Hg2>(krs))rz}

In da?

= Tdm{% e by B (hr) (= Juhrs)

(kr;)

dJy, (k
+H(1)(krz)&) rs}
d
. —In - inbs (2) 2
= \Sm{ngezze b, H, (krs)rzwrg}

I .
= 5 " Re{e™ b, HE (k).

nez

Enfin, on a encore :
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2
= —— > 1bal?.
p nez

On donne une maniére plus élégante de calciiferméthode valable pour tout
r positif ou nul. Dans le cas ou il n'y a aucun milieu diffractdoe qui justifie la
guatrieme égalité du calcul qui suit), on a
I"=1
-7 5
T%e{u(rs)}

.y
- / Re{u(r)}oe, (v) ds

_I i
- /E Re{ui(r)}0, (r) ds

= Zlner [ PLED (ke — ro))6 (x) ds}
2 s 4

/ Jo(klr — £a])5e, (r) ds
>

—wl?p
8

puisquey(0) vautun, on a

12
it — {—%, ry €%
0,

stnon.

On remarque que, une fois ce calcul fait, la réponse a "eqtiea, appartient
a Y. ?" est suffisant pour déterminét. Ceci est évident aprés quelques instants de
réflexion.

Résultats

Les résultats sont présentés dans les tableaux 4.5, et 4.80ckorsque s < ry
et dans les tableaux 4.7 et 4.8 et 4.9 lorsgue- rx. Nous présentons également les
cartes du champ électrique total dans chaque cas (figur@s#411) lorsque; < R;
nous présentons aussi les résultats lorsqu’il n'y a pas dep@l.12).

Nous sommes étonné de constater que la partie imaginairentigytale du vec-
teur de Poynting suf estplusfaible que la partie réelle lorsqu’il n'y a pas de perte.
Nous pensions que la premiére serait bien supérieure. Naus &hangé quelques
parameétres (la permittivité, le rayes, etc), mais le rapport entre les deux parties en
guestion n'a pas qualitativement évolué.
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coefficient de non-linéaritg(®)
permittivité relatives 4
nombre de coefficients de Fourier
nombre de points pour extrapolet
nombre d’éléments
intensité du courant
nombre d’itération de Newton
>
(s, ys)
Iii
Idd
Iid 4 Idi
I = Iii +Idi+Iid +Idd
j—égo—‘dpfnsdl” (u)|u|? ds
—Refa(r.)}

2 S
— =07 fz g7 (u)|ul? ds — é%e{ﬂ(rs)}

0

8,41-2i

375

50

72 916

5.1073

1

0,85 x 1,2 x 2,6.10~6
(0,6 x 1,2 x 2,6.1076,0)
5,6683.103

2,6341.103

—4,9575.103
3,34492.103

(3,34676 + 0, 25694).10°
—9,6426.102

4,3001.10°

3,34485.103

TAB. 4.5 — Différentes expressions den régime linéaire (unité Sl) lorsque < rs.

Le x(!) induit des pertes d’énergie électrique.

coefficient de non-linéaritg¢®)
permittivité relatives 4

nombre de coefficients de Fourier
nombre de points pour extrapolet
nombre d’éléments

intensité du courant

nombre d’itération de Newton

s

(25,Ys)

IZ’L

Idd

Iid + Idi

I = Iii +Idi+Iid +Idd

fag%)f) M dlw 2

=42 [y e (u)|ul® ds
—%%e{ﬁ(rs)}

-5 fz e (u)|ul? ds — é%e{ﬂ(rs)}

_10712

8,41-2i

375

50

72916

5.1073

21

0,85 x 1,2 x 2,6.107°
(0,6 x 1,2 x 2,6.1076,0)
5,6683.10°

2,4809.10°

—4,6802.103
3,46900.10°

(3,47090 + 0,26324).10°
—1,1486.103
4,6175.103

3,46890.10°

TAB. 4.6 — Différentes expressions dlen régime non-linéaire (unité Sl) lorsque<
rs;. Le x(V) induit des pertes d’énergie électrique.
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coefficient de non-linéaritg® 0

permittivité relatives 4 8,41-2i

nombre de coefficients de Fourier 375

nombre de points pour extrapolet 50

nombre d’éléments 72916

intensité du courant 102

nombre d’itération de Newton 1

s 0,85 x 1,2 % 2,6.1076
(s, Ys) (2 x1,2%2,6.107°,0)
I% 0

Idd 3,1406.10°

Iid 4 di —4,2207.103

I:=1% 4 J% 4 Jid 4 dd —1,0802.10%

Jos P - irdl —(1,0811 + 1,04301).103
-0 [Le " (u)|ul? ds —1,0804.103
—LRe{u(r,)} 0

-2 e (u)|ul? ds — LRe{a(r,)} | —1,0804.10°

TAB. 4.7 — Différentes expressions den régime linéaire (unité Sl) lorsque > ry.
Le x(V) induit des pertes d’énergie électrique.

4.4 Cristal photonique non-linéaire a coeur plein

Dans les sections précédentes, la tige centrale du cristilrétirée. Ceci avait
pour conséquence I'apparition d’'une longueur d’onde der@sce, approximative-
ment égale au diamétre de la microcavité. A cette longueund#, le champ électrique
était fortement localisé, précisément dans le défaut diésyes Cette localisation était
encore renforcée lorsque les tiges étaient non-linéarkscoefficient de non-linéarité
est négatif. En dehors de la microcavité, les effets de lalim@arité sur le champ ne
sont pas visibles. Ainsi résumés, ces résultats paraipaeadoxaux : I'influence sur le
champ de la non-linéarité des tiges est importante uniqoedans le défaut.

La présente section s'ingénue a trouver un systéeme qui sgti