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✹✳✸✳✶ ■♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✹✳✸✳✷ ❖✉t♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✹✳✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r {ai} ❛♥❞ {bi} ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✹✳✶ ■♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✹✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

❆✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✺✺

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✺✳✷✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✺✳✷✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱

❤❡✐❣❤t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹

✺✳✹ ❇❡❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
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❆✺ ❖♥ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭P▼▲✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✼✺

✻✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✻✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
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✻✳✸✳✷ ❖♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t ❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✾✶

❘é❢ér❡♥❝❡s ✾✺



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉r❜❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦s s♦❝✐étés✱ ❧❡ ❜r✉✐t ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❡st ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ ♣❤é✲

♥♦♠è♥❡ ❞❡ s♦❝✐été ♠❛❥❡✉r ❞♦♥t ❧❡s ❡♥❥❡✉① s♦❝✐❛✉①✱ é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧s s♦♥t ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡

✐♠♣♦rt❛♥❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ♥✉✐s❛♥❝❡s s♦♥♦r❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❢♦r♠❡ ❞❡ ✏♣♦❧❧✉t✐♦♥✑ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳ ❋❛❝❡ à ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡ ❝❛❞r❡

❞❡ ✈✐❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♥✉✐s❛♥❝❡s s♦♥♦r❡s✳ ❈❡t ❡♥❥❡✉ ❞❡

s♦❝✐été ❛ tr♦✉✈é ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❧é❣✐s❧❛t✐❢✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❧♦✐ ✏❜r✉✐t✑ ♥✝✾✷✲✶✹✹✹ ❞✉ ✸✶ ❞é❝❡♠❜r❡

✶✾✾✷✳ ❈❡ t❡①t❡ ❢♦✉r♥✐ ✉♥ s✉♣♣♦rt ❧é❣❛❧ ❡♥❝❛❞r❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ♣ré✈❡♥t✐♦♥ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s

♥✉✐s❛♥❝❡s s♦♥♦r❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝r✐tèr❡s ❞❡ q✉❛❧✐té ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts

♣✉❜❧✐❝s✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❡✉r♦♣é❡♥✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐✈❡ ✷✵✵✷✴✹✾✴❈❊ ♣ré✈♦✐t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ❜r✉✐ts

❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❣râ❝❡ à ❞❡s ❝❛rt❡s ❞❡ ❜r✉✐t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s

♥✉✐s❛♥❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✈✐❧❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✷✺✵✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥ts ♦♥t ❞✉ ❢♦✉r♥✐r ❡♥ ✷✵✵✻ ❧❡✉r ❝❛rt❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳

■❧ ❡♥ s❡r❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ❡♥ ✷✵✶✸ ♣♦✉r ❧❡s ✈✐❧❧❡s ❞❡ ♣❧✉s ✶✵✵✵✵✵ ❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛rt❡ ❞❡ ❜r✉✐t

❡st ♠♦♥tré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✶✳ ❈❡tt❡ ❝❛rt❡ ❛ été ♣r♦❞✉✐t❡ ❡♥ ✷✵✵✼✱ ❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s♦♥♦r❡s

♠❡s✉rés ❞❛♥s P❛r✐s ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ ❞❡ ❥♦✉r✳ ❚❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❡t s♦❝✐❛❧ q✉❡ ❧é❣❛❧✱

❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rt❡s ❞❡ ❜r✉✐ts ♣❡rt✐♥❡♥t❡s ❡t ré❛❧✐st❡s ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❧✉tt❡ ❝♦♥tr❡ ❧❡ ❜r✉✐t✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❡st ❝♦♠♠✉♥é♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ ✏❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r✲

❜❛✐♥❡✑✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s t♦✉t❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞✬♦♥❞❡s ❛✉❞✐❜❧❡s✱ tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❛s♣❡❝ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝❡r♥és ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡

❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s r❛②♦♥♥é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♦♥❞❡s✳

❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝t✐✈✐té ❤✉♠❛✐♥❡ ❡t ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❝♦♠♠❡ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣✉❜❧✐❝s✱ ❧❡s ✉s✐♥❡s ♦✉ ❧❡s tr❛♥s♣♦rts✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s r❡❧è✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t

❞❡ ❧✬❛ér♦❛❝♦✉st✐q✉❡ ✭❜r✉✐ts ❞❡ s♦✉✢❡r✐❡✮✱ ❞❡ ❧❛ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❡t ❧❛ ✈✐❜r♦❛❝♦✉st✐q✉❡ ✭❜r✉✐ts ❞✬✐♠♣❛❝t✱

❜r✉✐ts ❞❡s ♠♦t❡✉rs ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✮ ♦✉ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❜♦❧♦❣✐❡ ✭❜r✉✐t ❞❡s ❝♦♥t❛❝ts ♣♥❡✉✴❝❤❛✉ssé❡✮✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♦♥❞❡s r❛②♦♥♥é❡s ✐♥tér❛❣✐ss❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s✱ ♦✉ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦✲

❣✐q✉❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡st ❛❧♦rs ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥

❞❡ ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣s②❝❤♦✲❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ■❧

s✬❛❣✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❞é✜♥✐r ❡t ✈❛❧✐❞❡r ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❞❡ ♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❞❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭♥✐✈❡❛✉①✱ ❝♦♥t❡♥✉ s♣❡❝tr❛❧ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ❡t ❧❛ r❡✲

♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳

❉❡✈❛♥t ❧❛ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ❛s♣❡❝ts ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧

✶



✷ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❋✐❣✳ ✶ ✕ ❈❛rt❡ ❞❡ ❜r✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❞❡ P❛r✐s ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♣❛r✐s✳❢r✮✳

à ❞❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡t ✈❛r✐é❡s ❛❧❧❛♥t ❞❡s s❝✐❡♥❝❡s ❡①❛❝t❡s ❛✉① s❝✐❡♥❝❡s

❤✉♠❛✐♥❡s✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❞❡s ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♦♥t été ❝réé❡s ♣♦✉r ❛♣♣♦rt❡r

❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ❜r✉✐t ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❡t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞✉

❜r✉✐t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❡ ●r♦✉♣❡♠❡♥t ❉❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✏❇r✉✐ts ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts✑ ✭●❉❘

❈◆❘❙ ✷✹✾✸✮ r❛ss❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬éq✉✐♣❡s ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs ❡t ✐♥❣é♥✐❡✉rs ♣r♦✈❡♥❛♥t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥

❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡ q✉❡ ♣r✐✈é❡✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❡s ❡st ❞❡ r❡❣r♦✉♣❡r ❞❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s

✈❛r✐é❡s ♣♦✉r ♣❛rt✐❝✐♣❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ str✉❝t✉ré❡ ❛✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t

s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♥❛t✐♦♥❛❧ ❡t ❡✉r♦♣é❡♥✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬■♥st✐t✉t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❙❝✐❡♥❝❡s ❡t ❚❡❝❤♥✐q✉❡s

❞❡ ❧❛ ❱✐❧❧❡ ✭■❘❙❚❱✱ ❋é❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❈◆❘❙ ✷✹✽✽✮ ♠è♥❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ✐♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛✐r❡s

s✉r ❧❛ ✈✐❧❧❡✱ q✉✐ ❛❧❧✐❡♥t ❞❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❞❡ ❧✬✐♥❣é♥✐❡✉r✱ ❡♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❡t ✉r❜❛♥✐s♠❡✱

❡t ❡♥ s❝✐❡♥❝❡s ❤✉♠❛✐♥❡s ❡t s♦❝✐❛❧❡s✳ ❙❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r ❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s s✉r ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥✲

♥❡♠❡♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ✉r❜❛✐♥s à ❧❡✉r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❥❡ts ❞✬❛♠é♥❛❣❡♠❡♥t ✉r❜❛✐♥ ❡t à ❧❡✉r

♣❡r❝❡♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❤❛❜✐t❛♥ts✳ ❯♥ Pr♦❥❡t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❋é❞ér❛t✐❢ ❞❡ ❧✬■❘❙❚❱ ♣♦rt❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t

s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts s♦♥♦r❡s ✉r❜❛✐♥s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✉♥❡ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✏❆❝♦✉st✐q✉❡ ❯r❜❛✐♥❡✑ ❛ été ❝réé❡

❡♥ ✷✵✵✻ ❛✉ ▲❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❞✬❆❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❯♥✐✈❡rs✐té ❞✉ ▼❛✐♥❡✳ ❈❡tt❡ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡

❡st ✐♥té❣ré❡ à ❧✬■❘❙❚❱ ❡t ♣❛rt✐❝✐♣❡ ❛✉① ❛❝t✐✈✐tés ❞✉ ●❉❘ ✏❜r✉✐ts ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts✑✳ ✷ ❝❤❡r❝❤❡✉rs✱

✹ ❡♥s❡✐❣♥❛♥t✲❝❤❡r❝❤❡✉rs✱ ✶ ❞♦❝t♦r❛♥t ❡t ✶ t❡❝❤♥✐❝✐❡♥ s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❝❡tt❡ éq✉✐♣❡ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢

❣❧♦❜❛❧ ❡st ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✱ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉✐

♣❡r♠❡tt❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ♣❤②s✐q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐s ❡♥ ❥❡✉✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té

❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ❞❡s ét✉❞❡s t❤é♦r✐q✉❡s✱ ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s s♦♥t

♠❡♥é❡s ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♦♥t été ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✸

❛❝t✐✈✐tés ❞❡ ❝❡tt❡ ❖♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ❢♦❝❛❧✐sé s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s

✉♥❡ r✉❡✳ P♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧✬✐❞é❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡

❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛❧❧♦♥❣é❡ ❞✬✉♥❡ r✉❡ ❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧ ❡t ❧❡s

❢❛ç❛❞❡s ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❡ ❣✉✐❞❛❣❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛①❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱

❧❛ r✉❡ ❡st ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞♦♥t tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡

✐❞❡♥t✐✜é❡s✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ❣é♦♠étr✐q✉❡✱ ❡st ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ❈❡ ❣✉✐❞❡ ❡st

❞♦♥❝ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é ❡t ❝♦✉♣❧é à ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✐♥✜♥✐✳ ■❧ ❡♥ rés✉❧t❡

✉♥ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣❛rt✐❡❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♦ù ❧❡s ♦♥❞❡s s✉❜✐ss❡♥t ❞❡s ♣❡rt❡s r❛❞✐❛t✐✈❡s ❞❡♣✉✐s

❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣✉✐❞é❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ r✉❡✱ ✈❡rs ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ❝✐❡❧✳

❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç❛❞❡s ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ r✉❡

✐♥❞✉✐t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ré✢❡①✐♦♥s✱ s♣é❝✉❧❛✐r❡s ❡t ❞✐✛✉s❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ❞❡s ❝❤❛♠♣s

❛❝♦✉st✐q✉❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ◗✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ♣❤é✲

♥♦♠è♥❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ♣r✐♠♦r❞✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❞❡s ❝❤❛♠♣s

❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳

❊♥✜♥✱ ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ♦♥❞❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ✲ ❧✬❛✐r ✲✱ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉♠✐s à ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s q✉✐ ✐♥❞✉✐s❡♥t ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❞❛♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥✳ ❈❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❝♦♥tr✐❜✉❡♥t à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳

❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❡st ♣♦rté❡ à ❧❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✈❡rs ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s

ré✢❡①✐♦♥s ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ✉♥ rés✉❧t❛t ✐❧❧✉str❡r❛ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✱ ❛✉❝✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ♥❡ s❡r❛ ❡♥tr❡♣r✐s❡ s✉r ❝❡ s✉❥❡t✳ ▲❛

❞é♠❛r❝❤❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♦❡✉✈r❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣✉✐❞❡

r❡♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ r✉❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t

❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣✉✐❞é✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬♦♥❞❡s ❡st ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥

❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ✭❛♣♣❡❧é ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡✮ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛

s♦✉r❝❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❞✐t❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡✱ ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣é❡ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s

❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❢❡r♠és✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐❝✐ ❛❞❛♣té❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① s♣é❝✐✜❝✐tés

❞❡s ✑❣✉✐❞❡s ✉r❜❛✐♥s✑ ❞é❝r✐t❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❈❡s ❣✉✐❞❡s s♦♥t ❞✐ts ♦✉✈❡rts✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❡✉r

❣é♦♠étr✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é❡ ♦✉ ❞✐ts ❢✉②❛♥ts✱ ❡♥ ré❢ér❡♥❝❡ à ❧❛ ❢✉✐t❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡✳

◗✉✬❡❧❧❡ s♦✐t é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡ ♦✉ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❢✉②❛♥ts

❡st ❡♥❝♦r❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ très ❛❝t✐❢✳ ❉❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❡t ♥✉♠é✲

r✐q✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣♦✉r ❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s✶ ♣♦✉r êtr❡ ❡♥s✉✐t❡ tr❛♥s♣♦sés ❛✉

✶❱♦✐r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❝❡♥t ❛rt✐❝❧❡ ❬✸✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❛ss❡③ ❞ét❛✐❧❧é❡ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s

tr❛✈❛✉① s✉r ❝❡s ❛s♣❡❝ts ♣✉❜❧✐és ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ❡t ✼✵



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧✬❛✈è♥❡♠❡♥t ❞❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ♠♦❞❡r♥❡s ❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡

❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✐♥té❣ré❡ ♦✉ ❧❡s t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛ été ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡✲

❝❤❡r❝❤❡s ❡♥ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ à s❛✉t ❞✬✐♥❞✐❝❡✳

❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❣✉✐❞❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡s s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞♦té ❞✬✉♥

❝❡rt❛✐♥ ✐♥❞✐❝❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❈❡ ❝♦❡✉r ❡st r❡✈êt✉ ❞✬✉♥❡ ❣❛✐♥❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞♦té❡ ❞✬✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞✐✛é✲

r❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❛tér✐❛✉①✱ ❧❡s

♦♥❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✜♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❡✉r ♣❡r❞❡♥t ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛✐♥❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡✉r

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s♦✉s♠❛r✐♥❡✱ ❧❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥

❣✉✐❞❡ ♥❛t✉r❡❧ ✲ ❧✬♦❝é❛♥ ✲ ❞é❧✐♠✐té ❡♥tr❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❧❡s ❢♦♥❞s ♠❛r✐♥s✳ ❙✐ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡

❞❡ ❧✬❡❛✉ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❢♦♥❞s

♠❛r✐♥s ❝♦♠♣♦sés ❞❡ sé❞✐♠❡♥ts ♣♦✉✈❛♥t ❧❛✐ss❡r ♣é♥étr❡r ❧❡s ♦♥❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱

✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❡s sé❞✐♠❡♥ts✳

❉❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❝♦♥s❡r✈é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t

❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣✉✐❞é ♥❡ s✉✣t ♣❧✉s✳ ❆✉ss✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❢✉②❛♥t ✭✑❧❡❛❦② ♠♦❞❡✑✮

❛✲t✬❡❧❧❡ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✺✵ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❝r♦✲♦♥❞❡s

❣✉✐❞é❡s ❬✺✵✱ ✸✱ ✹❪✳ ❈❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❡rt❡s

r❛❞✐❛t✐✈❡s✳ ▲❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ❞é✲

✈❡❧♦♣♣é ✐♥❞✉✐t ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ♥✬❡st ♣❛s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡

❡t s❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣❛r❛♥t✐❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✭❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♦✉ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ ❞❡ ❝❡s

♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❡st s♦✉✈❡♥t ❞é❧✐❝❛t ❞❡ ♣❛rt ❧❡✉r ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡s ♠♦❞❡s

❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛✉ss✐

êtr❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝r♦✐ss❛♥ts ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❛✈❛♥t ❞❡ s❡ ♣❡♥❝❤❡r s✉r ❧❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❧✐é❡s à

❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞✬❛s♣❡❝t ♣❧✉s

❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❛❜♦r❞é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✉♥

❣r❛♥❞ ❡✛♦rt ❡st ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts

❛✈❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳

❈❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❡♥ 6 ❝❤❛♣✐tr❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡

❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❡st ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

s♦♥t ❝❧❛ssé❡s ❡♥ ❞❡✉① ❣r❛♥❞❡s ❢❛♠✐❧❧❡s✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s✳

▲❛ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❛①❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❝❡tt❡

t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳

▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s é❧é♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ q✉✐ s♦♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s

❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s✳

❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❢❡r♠és s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ♣ré✲

s❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❈❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡

❛②❛♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✺

♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ♦ù ❧❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t

❞✬ét✉❞✐❡r ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts ❞❡ ♣❛r♦✐s ✐ré❣✉❧✐èr❡s s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳

▲❡ q✉❛tr✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ tr✐❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦✉✈❡rt ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡

✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛✈✐té r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉✈❡rt❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ■❧s s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés

♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡

♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡t ❞❡s

♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts✳

▲❡ ❝✐♥q✉✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉♣❧é❡ ▼♦❞❛❧ ✲ ➱❧é♠❡♥ts ❋✐♥✐s ✭❛♣♣❡❧é❡ ▼♦❞❛❧✲

❋❊ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t✮ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ♦✉✈❡rt ❡t

♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❢❡r♠é ♣❡✉t êtr❡ s✉❜st✐t✉é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s

✉♥ ❣✉✐❞❡ ♦✉✈❡rt ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s P▼▲ ✭P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs✮✳ ▲❡s ♠♦❞❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧és

♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❋❊▼✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❡st rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐✲

q✉❡♠❡♥t✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊✱ ❧❡ s✐①✐è♠❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ tr♦✐s

ét✉❞❡s ♠❡♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❡t ✐♥s♣✐ré❡s ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ❙❛♥s

êtr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡s✱ ❝❡s ét✉❞❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▼♦❞❛❧✲❋❊ ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡

❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts✳

❯♥❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ ❞♦❝✉♠❡♥t ❞r❡ss❡r❛ ✉♥ ❜✐❧❛♥ ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❡t ♣r♦♣♦s❡r❛ ❝❡r✲

t❛✐♥❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❆❝♦✉st✐q✉❡

❯r❜❛✐♥❡

▲❛ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s t❤é♦✲

r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳ ▲❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✐❝✐ ré♣❡rt♦r✐é❡s✳

❉❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✾✻✵ ❡t ♣❧✉s ✐♥t❡♥sé♠❡♥t ❝❡s q✉✐♥③❡ ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉t❡✉rs

♦♥t ❝♦♥tr✐❜✉é à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ s♦✐t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s s❛❧❧❡s✱ s♦✐t ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛♣♣r♦♣r✐é❡s

à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ s✉r ❧❡ s✉❥❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡s✱

❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❡t ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s✳ ▼ê♠❡ s✐ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st très

✉s✉❡❧❧❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞r❡ss❡r ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s✱ ✐♥térêts

❡t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s r❡tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ❯♥❡ s②♥t❤ès❡ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦✲

❣r❛♣❤✐q✉❡ ♣❡r♠❡t ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❧❡s

♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

✶✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s

✶✳✶✳✶ ❚❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡s t♦✉s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s

s❛❧❧❡s ♣❛r ❙❛❜✐♥❡ ❬✻✾❪ ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ XXeme s✐è❝❧❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❡st ❞❡

❞é❝♦♠♣♦s❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦♥♦r❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐r❡❝t ❡t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ré✈❡r❜éré✳

❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐r❡❝t ❡st ❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞é❝r♦✐t

❡♥s✉✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭✻❞❇ ♣❛r ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡

❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❧✐❜r❡✮✳ ❆✉ ❞❡❧à ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡ ❛♣♣❡❧é❡ r❛②♦♥ ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥✱ ❧❡s

♠✉❧t✐♣❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡♥❝❡✐♥t❡ ❢♦r♠❡♥t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞✐✛✉s ❞♦♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡

❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ s♦✉r❝❡✳

✼



✽ ✶ ❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❆❝♦✉st✐q✉❡ ❯r❜❛✐♥❡

❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡ ♣❡r♠❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ s♦♥♦r❡✳ ❊♥ ré❣✐♠❡ ✐♠✲

♣✉❧s✐♦♥♥❡❧ ♦✉ ❛♣rès ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❧♦❣❛r✐t❤✲

♠✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❡♥❝❡✐♥t❡ ❡t s♦♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉① ♣❛r♦✐s✳

▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥ ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛❝♦✉st✐q✉❡

❞❡ ❧❛ s❛❧❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉ ét❛♥t ❧❡ Tr60
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ t❡♠♣s ❞❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡ ❞❡ ✻✵❞❇✳

▲❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ r❡str❡✐❣♥❡♥t s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ à ❞❡s ❡♥❝❡✐♥t❡s ❞❡ ❣é♦✲

♠étr✐❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❣é♦♠étr✐❡ ♣❛r❛❧❧é❧é♣✐♣é❞✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ♠✐❧✐❡✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❡t

❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❛❜s♦r❜❛♥ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐✛✉s r❡st❡ s♦✉✈❡♥t ♥♦♥ ✈ér✐✜é❡✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❡st ❞é❧✐❝❛t❡ ❞❛♥s ❧❛

♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♠♣ê❝❤❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

❞❡ ❧✬❡♥❝❡✐♥t❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ❡t ❧✬❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ♣r♦✈♦q✉é ♣❛r ❧❡

♠♦❜✐❧✐❡r ✉r❜❛✐♥ ❝ré❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

s❡♠✐✲❝❧♦s ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝❧♦s ❡♥ ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t

❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❬✽✵❪ ❢♦r♠❛♥t ❧❛ r✉❡✳

✶✳✶✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❬✶✱ ✹✶✱ ✹✼✱ ✼✷❪✱ ❧❛ ré✲

✢❡①✐♦♥ s✉r ✉♥❡ ♣❛r♦✐ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st s✐♠✉❧é❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡

s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥✳ ▲❛ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡

❡st ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r✐♠❛✐r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛r♦✐ ♦ù ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉✳

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ré✢❡①✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ à ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡s

✐♠❛❣❡s ❞✬♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs✳ ❆✐♥s✐✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡

ré✢❡①✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❈❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ♣♦✉r

❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ❡✛❡ts ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t tr❛❞✉✐ts ♣❛r ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥

❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡

t♦t❛❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s

✐♠❛❣❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞ès ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡ ❡♥ ✏❯✑ ♣♦✉r ❞✐s✲

t✐♥❣✉❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐r❡❝t r❛②♦♥♥é ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ré✈❡r❜éré ♦❝❝❛s✐♦♥♥é ♣❛r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s

❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ❬✼✽❪✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥

rés❡❛✉ ❞❡ r✉❡s ❬✼✵✱ ✹✸✱ ✶✾❪✭✉♥ q✉❛rt✐❡r✮✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s tr❛✐t❛♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s

s♣é❝✉❧❛✐r❡s✱ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉♣❧é❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✐✛✉s à ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s

✐♠❛❣❡s ❬✶✹❪ ❛ été ♣r♦♣♦sé❡ ♣✉✐s ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡ s✉r❢❛❝❡s r✉❣✉❡✉s❡s ❬✶✶✱ ✼✾❪✳ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦❤ér❡♥t

❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ♣r♦♣♦sé ❬✹✻❪ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤❛s❡s

❡♥tr❡ ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❛ ❞♦♥❝ été ❜❡❛✉❝♦✉♣ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉s✲

t✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ r❡st❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r



✶✳✶ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ✾

❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡st ❛✐sé❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡s

♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❡t ❞❡s t❡sts ❞❡ ✈✐✲

s✐❜✐❧✐té é✈❛❧✉❛♥t ❧❛ ♣❡t✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♦♣érés✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉✈❛♥t ❞❡✈❡♥✐r très ❧♦♥❣s✱ ❧✬♦r❞r❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s

♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ r❡st❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥s s✉❜✐❡s ♣❛r ❧❡s ♦♥❞❡s✳

✶✳✶✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞✉ t✐r ❞❡ r❛②♦♥s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ t✐r ❞❡ r❛②♦♥s ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s s❛❧❧❡s ❬✹✵❪✱ ❡t ❛ été ❧❛r❣❡♠❡♥t ✉t✐❧✐✲

sé❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❬✶✷✱ ✽❪✳ ❊❧❧❡ ❡st ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❞❡

♥♦♠❜r❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① ❞❡ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥♦r❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ▼✐t❤r❛ ♦✉

❈❆❚❚ ❆❝♦✉st✐❝s✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✱ q✉❛❧✐✜é❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s

❤②♣♦t❤ès❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t

❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡t ❧❡s r❛②♦♥s s♦♥t ✐♥❝♦❤ér❡♥ts ✭✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♥♦♥ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✮✳

▲✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ r❛②♦♥s s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❡

♠❛♥✐èr❡ r❡❝t✐❧✐❣♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡t s❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s♣é❝✉❧❛✐r❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t

ré❝❡♣t❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ s♦♥♦r❡ ❡st ❡st✐♠é à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛②♦♥s

tr❛✈❡rs❛♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞é✜♥✐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❞♦♥❝

❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❬✷✻❪ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ré❛❧✐st❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡

ré❡❧ ❞✉ ré❝❡♣t❡✉r t♦✉t ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ r❛②♦♥s ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡

rés♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❝❡♣t❡✉r ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❝❡♥tré❡ ❛✉ ♣♦✐♥t

ré❝❡♣t❡✉r ❝♦♥s✐❞éré✳ P♦✉r ❛♣♣r♦①✐♠❡r ❧❡s ré✢❡①✐♦♥s ❞✐✛✉s❡s ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥

❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❛②♦♥s ré✢é❝❤✐s ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛t✐st✐q✉❡ ✭s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦✐

❞❡ ▲❛♠❜❡rt ♦✉ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳

◆♦t♦♥s q✉❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❤②❜r✐❞❡s ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❡s t✐rs ❞❡ r❛②♦♥s ❡t ❧❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❬✼✻❪ ♣❡r✲

♠❡tt❡♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦sés✳

✶✳✶✳✹ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛❞✐♦s✐té

❉❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛❞✐♦s✐té ❬✹✶❪✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s♦♥t ♠❛✐❧❧é❡s ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡ r❡ç✉❡

♣❛r ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡st r❡st✐t✉é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡❧♦♥ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛

❝❤❛❧❡✉r✳ ▲❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞❡ ❢♦r♠❡

❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞✐✛✉sé❡ ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t é♠❡tt❡✉r ❡t r❡ç✉❡ ♣❛r ❧✬é❧é♠❡♥t ré❝❡♣✲

t❡✉r ♣❛r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①✳ ❆ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s❛❧❧❡✱ ❧❡ ❜✐❧❛♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ s✬é❝r✐t ♣❛r

✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st r❡❝❤❡r❝❤é❡ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ✭✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥

❛♥❛❧②t✐q✉❡✮ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❛❞✐♦s✐té ❡st é❣❛❧❡✲

♠❡♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡

✉r❜❛✐♥❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❡✛❡ts ❧✐és à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✐✛✉s❛♥t❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❬✸✹✱ ✸✺✱ ✸✻❪✳

▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ à ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡s✳ ▲❡s t❡♠♣s ❞❡

❝❛❧❝✉❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t très ❧♦♥❣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❛r♦✐s ✐rré❣✉❧✐èr❡s ♦ù ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❡t



✶✵ ✶ ❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❆❝♦✉st✐q✉❡ ❯r❜❛✐♥❡

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❞❡ ❢♦r♠❡ s♦♥t ❧♦✉r❞s✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡

❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ s♦♥ ♠❛✐s ♥❡ ♣r❡♥❞ ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡

✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣ré❝♦❝❡✳ ■❧ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❧❡r ❛✈❡❝

❞❡s t✐rs ❞❡ r❛②♦♥s ♦✉ ❞❡s s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s✳

✶✳✶✳✺ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡

❉❛♥s ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✐♠✐❧é à ✉♥ ❣❛③ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s

s♦♥♦r❡s ❛♣♣❡❧é❡s ♣❤♦♥♦♥s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ❛❧♦rs r❛♠❡♥é à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞②♥❛✲

♠✐q✉❡ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t r❡❧✐é❡ à ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥

❞❡s ♣❤♦♥♦♥s ✿ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ♣❤♦♥♦♥s✳ ■❧

❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♥s✐té ❧♦❝❛❧❡ ❞❡

♣❤♦♥♦♥s✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ♥✉♠ér✐q✉❡✱ ❞✐t❡ ❞✉ s✉✐✈✐ ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s

♠ê♠❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✉ t✐r ❞❡ r❛②♦♥ ❬✼✷✱ ✹✷❪✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t

❧❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s s♦♥♦r❡s✱ é♠✐s❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡t ✈♦②❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡

ét✉❞✐é✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♣❡r♠❡t ❞❡

r❡♠♦♥t❡r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s♦♥♦r❡ ♣❛r ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ♠❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞✐s❝rét✐sé✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❛♥❛❧②t✐q✉❡✱ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❡♥ rés♦❧✲

✈❛♥t ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❬✺✽✱ ✺✾❪ ♦✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❬✻✵✱ ✻✷❪✳

▲❡s ♠♦❞è❧❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞û❡ à

❞❡s ♦❜❥❡ts ❡♥❝♦♠❜r❛♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡

❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛✉s❡✉rs ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ P♦✉r êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐és✱

❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✐❢✉s❛♥ts✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ♣❛r

❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s♦♥♦r❡✱ ❝❡s ♠♦❞è❧❡s s♦♥t ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❡t ♥❡ ♣r❡♥♥❡♥t ♣❛s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳

✶✳✷ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s

✶✳✷✳✶ ▼ét❤♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞✉ t❡♠♣s

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ✭❋❊▼✮ ❡t ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✭❇❊▼✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞é❧✐♠✐té ❞♦♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t✴♦✉ ❧❡s ♣❛✲

r♦✐s s♦♥t ❞✐s❝rét✐sés✳ ❊♥ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥ très ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ❝❡s

♠ét❤♦❞❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ❣❛♠♠❡s ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡s ét❡♥❞✉❡s ♦✉ ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦✲

♠étr✐❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s très r❛✜♥♥és ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞❡ très ❣r❛♥❞s

♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rté s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❞❡✈❡♥❛♥t ❛❧♦rs ❡①❝❡ss✐❢s✳ ❆✐♥s✐✱

♠ê♠❡ s✐ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡s ❞❛♥s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ❡s♣❛❝❡

❧✐❜r❡ ❬✶✺❪✱ ❡❧❧❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ très ♣❡✉ r❡tr♦✉✈é❡s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s



✶✳✷ ▲❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s ✶✶

♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ✈❛❧✐❞❡r ❞✬❛✉tr❡s

❛♣♣r♦❝❤❡s✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ✭❋❉❚❉✮ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ré✲

s♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t ❧❡s ❞ér✐✈é❡s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s ♣❛r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s

✜♥✐❡s ❬✼❪✳ P❛r ♥❛t✉r❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t ❛ ♣✐♦r✐ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

♣❤②s✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛✲

❣❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠✐❧✐❡✉① ✐♥❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❬✷✾✱ ✻✹❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡

♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❡r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉✈❡♥t ❞❡✈❡✲

♥✐r très é❧❡✈és✳ P♦✉r ♣❛❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs s❝❤é♠❛s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ♦♥t été ét✉❞✐és ❬✻✸❪✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✱

❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❋❉❚❉ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡ ❬✻✺❪ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐

❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❬✻✺❪

♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ✐♠♣♦rt❛♥ts s✉r ❞❡ ❧♦♥❣✉❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ▲✐♥❡ ▼❛tr✐① ✭❚▲▼✮ ❛ été ❛❞❛♣té❡ à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡

✉r❜❛✐♥❡ ❬✷✼❪✳ ▲❛ ❚▲▼ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ❋❉❚❉✳ ❊❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t

❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐s♠❡ ❡t ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣✉❡♥s✶✳ ▲❛ ❚▲▼ s❡♠❜❧❡ ❛❞❛♣té❡ à ❧❛

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉

❡①tér✐❡✉r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞✬❛♣rès ❝❡s ré❝❡♥ts tr❛✈❛✉①✱ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡

❧✐♠✐t❛t✐♦♥✳

✶✳✷✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡st ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡

r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ r✉❡ ✈❡rs ❧❡ ❝✐❡❧ ❬✷✹✱ ✺✸❪✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ✷❉

❞✬✉♥❡ r✉❡✱ ❞❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ✿ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✭❞é❧✐♠✐té❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧ ❡t ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s

❥✉sq✉✬à ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts✮ ❡t ❧❡ ❝✐❡❧ ✭❡s♣❛❝❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ r✉❡✮✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡

s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦✉♣❧és✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❡t ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝✐❡❧ ❡st ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s ❞♦♠❛✐♥❡s ♣❡r✲

♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡

❝❛❧❝✉❧é ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳ ❙❡✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ét❛♥t

♠❛✐❧❧é❡✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉rts q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡s

✭❋❊▼✱❇❊▼✱❋❉❚❉✮✳

❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦✲

❧♦❣✐q✉❡s ❬✺✷❪✱ ❡t ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ s♦♥♦r❡ ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ❞❡s ♠❛tér✐❛✉①

❛❜s♦r❜❛♥ts ♣❧❛❝és ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ❞❡s r✉❡s ❬✸✷❪✳❆ ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❢♦r♠✉❧é❡ ✉♥✐✲

q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉ ✭❝♦✉♣❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞✬✉♥❡ r✉❡✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥t ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡

✶▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❍✉②❣✉❡♥s ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❢r♦♥t ❞✬♦♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡ s♦✉r❝❡s s❡❝♦♥❞❛✐r❡s é♠❡tt❛♥t ❞❡s ♦♥❞❡❧❡tt❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❡❧❧❡s ♠ê♠❡s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞é❝♦♠♣♦sé❡s ❡♥ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧

❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳



✶✷ ✶ ❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❆❝♦✉st✐q✉❡ ❯r❜❛✐♥❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ❝❛s ✸❉ ❬✸✶❪ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡

❞✐t❡ ✷✱✺❉ ❬✷✵❪✳

✶✳✷✳✸ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡

▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉s✲

t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥

♦❡✉✈r❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ♣rés❡♥t❡

❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡ ❞✉ s♦♥ ❡t ❛✐♥s✐ ❞é❝r✐r❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s

❞❡ ♣❤❛s❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❆♣rès q✉❡❧q✉❡s ❣é♥ér❛❧✐tés s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

♠♦❞❛❧❡ ❡t q✉❡❧q✉❡s ♣ré❝✐s✐♦♥s s✉r s♦♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s

♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡t ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s❡r♦♥t ❞é✜♥✐s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉✐ s✉✐t✳

▲❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s ❞❡ ❧✬❡♥❝❡✐♥t❡ ét✉❞✐é❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡

❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡s♣❛❝❡s ❝❧♦s✳

❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ét✉❞✐é ✭❞❡ t②♣❡ r❡❝t❛♥✲

❣✉❧❛✐r❡✮ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❞♦✐✈❡♥t

êtr❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝❛r❛❝tér✐q✉❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♣♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡

♠♦❞❡s à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❆♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡

❛❞❛♣té❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❬✺✺❪ ♦✉ ♣❤②s✐q✉❡s ❬✻❪ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❡t à ❧❛

♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ♦✉ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❣✉✐❞❡✳ ❯♥❡ ❞❡s

❞✐✣❝✉❧tés ♠❛❥❡✉r❡s ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ P♦✉r s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❇✉❧❧❡♥ ❡t ❋r✐❝❦❡ ❬✶✵❪

♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ✷❉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡

✈❛r✐❛❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❞❡✉① ♣❧❛♥s ✐♥✜♥✐s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t r✐❣✐❞❡s✳ ■❧s ♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉ ❧❡✉r ♠♦❞è❧❡

♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r✉❡s ❬✾❪✳

▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ r❡♥❞ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣✲

♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣❡✉ é✈✐❞❡♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ très ♣❡✉ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❜❛sés s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♦♥t été

♣✉❜❧✐és ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳

✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♥✉♠ér✐q✉❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r✲

❜❛✐♥ ♦♥t été r❛♣♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ ré✈è❧❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s

r❡tr♦✉✈é❡s ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛♥❞❡

❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s é♥❡r❣ét✐q✉❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ❡♥ ❤❛✉t❡ ❢réq✉❡♥❝❡

❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s s♦♥t r❡str❡✐♥t❡s ❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞é✜♥✐❡s ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t

♣♦✉r f < 500Hz ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝♦ût ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱

❧❡s ♠ét❤♦❞❡s s♦♥t très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✷❉ ❝❡ q✉✐ r❡str❡✐♥t ❧❡ ré❛❧✐s♠❡

❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s tr❛✐té❡s✳ P❡✉ ❞✬ét✉❞❡s ♦♥t ♣♦rté s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✸❉✳



✶✳✸ ❙②♥t❤ès❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✶✸

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡♥ r❡ss♦rt q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t s♣é❝✐✜q✉❡s à ❞❡s ♣r♦✲

❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡✱ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡✱

❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❧✐❡✉✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ❡t q✉✐ ♣✉✐ss❡ ✐♥✲

té❣r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s ♣❛rt✐❝✐♣❛♥t à ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❧❡s ❛✉t❡✉rs ♦♥t ♣✉ ❞ét❡r✲

♠✐♥❡r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡

♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❈❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s s♦♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r

❧✬❡♥❝♦♠❜r❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬ét✉❞❡✱ ❧✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ❞❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈❡♥t✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡✱

❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮ ❡t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡s ✭♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s r✉❡s s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✱ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡

r✉❡s✮✳ ❙♦✉✈❡♥t✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ét✉❞✐é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❡t ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥❝♦r❡

très ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❤✐ér❛r❝❤✐s❡r ❧❡✉r ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✭❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r t❡❧ ♦✉ t❡❧ ❞❡ ❝❡s

♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡✈❛♥t ✉♥ ❛✉tr❡✮✳ ▲❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♦♥t été

❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❧❡s ♣❧✉s ét✉❞✐és✳ ▲❡s ❡✛❡ts ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ♦♥t été ét✉❞✐és ♣❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t ❡t

s♦♥t ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ▲❡s ♦✉✈❡rt✉r❡s ❞❛♥s ❧❡ t✐ss✉ ✉r❜❛✐♥ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t

❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s r✉❡s s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♦♥t ♣❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t s✉s❝✐té très ♣❡✉ ❞✬ét✉❞❡s s♣é❝✐✜q✉❡s✱ ❡t ❞❡s

s♦❧✉t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜é❡s✱ ✐♥❝♦♠♣❧èt❡s✱ s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳

✶✳✸✳✶ ❆①❡s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❞é❣❛❣és

❉❡✈❛♥t ❝❡ ❜✐❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① s♦♥t ❡♥❝♦r❡ à ❡♥tr❡✲

♣r❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳

◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡s ❧✐é❡s à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✲

✈❡rt✉r❡ ❞❡s r✉❡s s✉r ❧❡ ❝✐❡❧✳ ❈❡tt❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❢♦rt❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✱ ♠✐❧✐❡✉

♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❜♦r♥é ❡t ♦✉✈❡rt s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ s❡♠✐ ✐♥✜♥✐✱ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥❡ ❝♦♥❝✉r❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡✛❡ts

❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡s r✉❡s ❡t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ✈❡rs ❧❡ ❝✐❡❧✳

P♦✉r tr❛✐t❡r ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❝♦♥❝✉r❡♥ts ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥s✐✲

❞ér❡r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ✜♥✐❡ ❞❡s r✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✜♥✐❡ ❞❡s

r✉❡s ❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ♦♥❞❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❣✉✐❞é❡s✳ ▲❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬ét✉❞❡ ❞❡✈r♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❝❡s✲

s❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❛❧❧♦♥❣é❡ ❞❡s r✉❡s✱

❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞❡ t②♣❡ ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s s❡r♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ét❛♥t ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t

✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st ✐❝✐ r❡t❡♥✉❡ ❡t ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s

♦✉✈❡rts✳

▲❡s ❡♥❥❡✉① ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❞♦♥❝ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡s ♣❡r✲

♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ♦✉✈❡rts ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬✉t✐❧✐s❡r

❝❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✉r❜❛✐♥ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s r✉❡s s✉r

❧❡ ❝✐❡❧✳ P♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❧❡s tr❛✈❛✉① s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡♥t s✉r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ r✉❡✳ ❆✉ss✐✱ ❧❛

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♦♥❞❡s ❣✉✐❞é❡s ✴ ♦♥❞❡s r❛②♦♥♥é❡s s❡r❛ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ ❛✉ ❞étr✐♠❡♥t



✶✹ ✶ ❘❡✈✉❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡♥ ❆❝♦✉st✐q✉❡ ❯r❜❛✐♥❡

❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❛ ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡s é❧é♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s

❞✬♦♥❞❡s✳ ▲✬❛tt❡♥t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦rté❡ s✉r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡ ❣✉✐❞é✳

❉❡s r❛♣♣❡❧s s✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡

❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥✱ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬êtr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s

❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ▲❡s tr♦✐s✐è♠❡ ❡t q✉❛tr✐è♠❡ s❡❝t✐♦♥s ♣rés❡♥t❡♥t ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ r❛♠❡♥é❡ ❬✺✺✱ ✷❪ ❡t ❞❡

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳

✷✳✶ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s

▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡s s♦♥t ✐❝✐ ♣rés❡♥tés à

♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ✉t✐❧❡s✳

✷✳✶✳✶ ❊q✉❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧

❉❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❛❞✐❛❜❛t✐q✉❡✱

❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❛✉ r❡♣♦s ♥♦♥ ✈✐sq✉❡✉① ❡t s❛♥s ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐té t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ p ❡t

❧❛ ✈✐t❡ss❡ ~v s❛t✐s❢♦♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ✭❊✉❧❡r✮

ρ
∂~v

∂t
+ ~∇p = 0, ✭✷✳✶✮

❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡
1

ρc2
∂p

∂t
+ ~∇.~v = 0, ✭✷✳✷✮

♦ù ρ ❡st ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ ❡t c ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ s♦♥✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✷✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é❝r✐r❡

❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ❡t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡s s♦✉r❝❡s ✿
(

∆ − 1

c2
∂2

∂t2

)

p = 0. ✭✷✳✸✮

✶✺



✶✻ ✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ e−jωt ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬♦♥❞❡s s✬é❝r✐t
(

∆ + k2
)

p = 0, ✭✷✳✹✮

❛✈❡❝ k = ω/c ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ❣✉✐❞❡ r✐❣✐❞❡s✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉①

❧✐♠✐t❡s sé❝r✐✈❡♥t

∂np = 0, ✭✷✳✺✮

❛✈❡❝ ∂n ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✳

❉❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ✉s✉❡❧s ✭❝❛rtés✐❡♥✱ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ s♣❤ér✐q✉❡✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮

❡st sé♣❛r❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ξ1, ξ2, ξ3 ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s

s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t s✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ξn = constante ✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✹✮✲✭✷✳✺✮ ❡st ❞✐t sé♣❛r❛❜❧❡✳ ❆✐♥s✐✱

❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

pi(ξ1, ξ2, ξ3) = fi(ξ1)gi(ξ2)hi(ξ3), ✭✷✳✻✮

♦ù ξ2 ❡t ξ3 s♦♥t ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s✳ φi(ξ2, ξ3) = gi(ξ2)hi(ξ3) ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❛✉① ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

∆⊥φi = −α2
iφi. ✭✷✳✼✮

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ♣❛r♦✐s ✭✷✳✺✮ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s −α2
i ♥é❣❛t✐✈❡s ❡t ❞✐s❝rèt❡s✳ ▲❛ ré✲

s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ♠♦❞❡s φi(ξ2, ξ3) ❡t ❧❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s fi(ξ1) s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

(

∂2

∂ξ21
+ k2

i

)

fi = 0, ✭✷✳✽✮

❛✈❡❝

k2
i = k2 − α2

i , ✭✷✳✾✮

❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ♠♦❞❡s

♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s k2
i > 0✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ♠♦❞❡s é✈❛♥❡s❝❡♥ts ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s k2

i < 0✳ ❈❤❛q✉❡

♠♦❞❡ ❡st ❛✐♥s✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ✭❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❡st αi✮ ❡t s❡✉❧s

❧❡s ♠♦❞❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣✉r❡ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s

❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡✳ ▲❡s ❛✉tr❡s✱ ❞✐ts é✈❛♥❡s❝❡♥ts✱ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✳

▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ s✬é❝r✐✈❡♥t fi = e±jkiξ1 ✱ ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✷✳✻✮ ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❛❧♦rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

pi(ξ1, ξ2, ξ3) = e±jkiξ1φi(ξ2, ξ3), ✭✷✳✶✵✮



✷✳✷ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ✶✼

❛✈❡❝ ℜ{ki} > 0 ❡t ℑ{ki} > 0✳ ❆✉ ✜♥❛❧✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✷✳✹✮✲✭✷✳✺✮ ♣❡✉t êtr❡

♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✿

p(ξ1, ξ2, ξ3) =
∑

i

(

aie
jkiξ1 + bie

−jkiξ1
)

φi(ξ2, ξ3), ✭✷✳✶✶✮

♦ù ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ai ❡t bi ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❣✉✐❞❡

✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ s♦✉r❝❡s✱ ✳✳✳✮✳

✷✳✶✳✷ ❊①❡♠♣❧❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ à s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡

❉❛♥s ❝❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❝❛rtés✐❡♥ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r

❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ♣❛r♦✐s r✐❣✐❞❡s ❡♥ ξ2 = 0✱ ξ2 = l2✱ ξ3 = 0 ❡t ξ3 = l3✳ ▲❡s ♠♦❞❡s tr❛♥s✈❡rs❛✉①

s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡s

φmn(y, z) =
√

2 − δmn cos

(

mπξ2
l2

)

cos

(

nπξ3
l3

)

∀ (m,n) ∈ N
2 ✭✷✳✶✷✮

✭δmn ❡st ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❦r♦♥❡❝❦❡r✮ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t

αmn(y, z) =

√

(

mπ

l2

)2

+

(

nπ

l3

)2

. ✭✷✳✶✸✮

l2

0

ξ3

ξ2

ξ1

l3

❋✐❣✳ ✷✳✶ ✕ ●✉✐❞❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ s♦♠♠❛♥t t♦✉s ❧❡s ♠♦❞❡s ✿

p(x, y, z) =
∑

mn

(

amne
jkmnξ1 + bmne

−jkmnξ1
)

√

2 − δmn cos

(

mπξ2
l2

)

cos

(

nπξ3
l3

)

✭✷✳✶✹✮

❛✈❡❝ kmn = k2 − α2
mn✳

✷✳✷ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧

❙✉r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s φi ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦✲

❣♦♥❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❥❡té❡s✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❧♦rs r❡❢♦r♠✉❧é❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ~P ❡t ~U ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

♠♦❞❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳



✶✽ ✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

▲❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ u s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s

❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ψi✱

p(ξ1, ξ2, ξ3) =
∑

i

Pi(ξ1)φi(ξ2, ξ3) = t~φ~P , ✭✷✳✶✺✮

u(ξ1, ξ2, ξ3) =
∑

i

Ui(ξ1)φi(ξ2, ξ3) = t~φ~U, ✭✷✳✶✻✮

s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✷✮✳ ❊♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✐❧ ✈✐❡♥t ✿

jω t~φ~U =
1

ρ
t~φ~P ′ ✭✷✳✶✼✮

− jω

ρc2
t~φ~P = t~φ~U ′ − 1

jωρ
∆⊥

t~φ~P . ✭✷✳✶✽✮

♦ù ∆⊥ ❡st ❧❡ ▲❛♣❧❛❝✐❡♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ′ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ξ1✳

❙✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ♥♦r♠é❡s ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té

s✬é❝r✐t
∫

S
φiφjdS = Sδij , ✭✷✳✶✾✮

♦ù S ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ✭✷✳✶✼✮ ❡t ✭✷✳✶✽✮ s✉r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s

❞♦♥♥❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
~P ′ = jkρc~U, ✭✷✳✷✵✮

~U ′ =
1

jkρc
K ~P , ✭✷✳✷✶✮

ré❣✐ss❛♥t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ~P ❡t ~U s✉✐✈❛♥t ξ1✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡K tr❛❞✉✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

Kij = (k2−α2
i )δij ✳ ▲❡ ❣✉✐❞❡ ét❛♥t ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t

❝❤❛❝✉♥ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ s✐♠♣❧❡

P ′′
i + (k2 − α2

i )Pi = 0. ✭✷✳✷✷✮

✷✳✷✳✶ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣❡✉r ✜♥✐❡

❊♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ✭✜❣✉r❡ ✷✳✷✮✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Pi =

aie
jkiξ1 + bie

−jkiξ1 ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~P ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉

❣✉✐❞❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ✭ξ1 = 0✮ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ p0 ❞❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬❡s♣❛❝❡

t❡❧❧❡ q✉❡ p(ξ1 = 0, ξ2, ξ3) = p0(ξ2, ξ3)✳ ▲❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~P (0) ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s

❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s {φi}✳



✷✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✶✾

ξ1

L0

p = p0(ξ2, ξ3)
∂p

∂ξ1
= w(p)

❋✐❣✳ ✷✳✷ ✕ ●✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ ❧♦♥❣❡✉r ✜♥✐❡✳ ❉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞é✜♥✐❡s

à ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳

❆ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ✭ξ1 = L)✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

w t❡❧❧❡ q✉❡ (∂p/∂ξ1)ξ1=L = w(p)✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡✶ Z✱ ❞é✜♥✐❡

♣❛r ~P = Z~U ✭❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❡st ❛❧♦rs Y = Z−1✮✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st

❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Z(L) s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ~P (L) = Z(L)~U(L)✳ ▲✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡

♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ s♦rt✐❡ Z(L) ❝♦♠♠❡

Z(0) = (I − δ)(I + δ)−1Zc, ✭✷✳✷✸✮

❛✈❡❝ δ = D(L)(Zc +Z(L))−1(Zc −Z(L))D(L)✱ D(x) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Di(x) =

exp (❥kix)✱ Zc ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r Zci = ρ0c0k/ki✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ~a ❡t ~b ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ai}
❡t {bi} ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ♣❛r

~a = (1 − δ)−1 ~P (0), ✭✷✳✷✹✮

~b = −δ(1 − δ)−1 ~P (0), ✭✷✳✷✺✮

❡t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st à ♣rés❡♥t ❝♦♥♥✉ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❣✉✐❞❡✳

✷✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❢❛ç❛❞❡ ❞❡s r✉❡s ♣❡✉✈❡♥t

êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱

s❡✉❧❡s ❧❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ s❡r♦♥t ét✉❞✐é❡s ✭✜❣✉r❡ ✷✳✸✭❛✮✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s

❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉rr❛ ❛❧♦rs êtr❡ ❛♣♣r♦①✐♠é ♣❛r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭✜✲

❣✉r❡ ✷✳✸✭❜✮✮✳ P♦✉r tr❛✐t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s

❞♦✐✈❡♥t êtr❡ é❝r✐t❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❬✸✼❪✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ✭✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❬✺✺✱ ✷❪ ♦✉ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❬✻❪✱ ❣✉✐❞❡s

❝♦✉r❜❡s ❬✷✶❪✮✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ✐❝✐ r❛♣♣❡❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r êtr❡

❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳

✶P♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❧❛♥❡✱ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡st ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡✉r s❝❛❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡

♣r❡ss✐♦♥ ❡t ✈✐t❡ss❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ Z ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

♠♦❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡♥ ♦♥❞❡s ♣❧❛♥❡s✳



✷✵ ✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

(a) (b)

❋✐❣✳ ✷✳✸ ✕ ●✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✿ ✭❛✮ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❀ ✭❜✮ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥û♠❡♥t

✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠é❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

✷✳✸✳✶ ➱t✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té

▲♦rsq✉✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts

❝♦♠♠❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①♣♦sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t

é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s tr♦✉✈é❡s s♦♥t r❛❝❝♦r❞é❡s ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés

❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ❘♦✉r❡ ❬✻✽❪ ❡st ✐❝✐

❞♦♥♥é❡✳

ξ1

S2

S1

❋✐❣✳ ✷✳✹ ✕ ❉❡✉① s❡❣♠❡♥ts ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ r❛❝❝♦r❞és ❢♦r♠❡♥t ✐❝✐ ✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❆✉ r❛❝❝♦r❞❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ s✉r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ S1 ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛

♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s✉r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ S2 r S1 ❡st tr❛❞✉✐t❡ ♣❛r

~P (1) = F ~P (2), ✭✷✳✷✻✮

a tF ~U (1) = ~U (2), ✭✷✳✷✼✮

♦ù a = S1/S2 ❡t ❋ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Fij =
1

S1

∫

S1

φ
(1)
i φ

(2)
j dS. ✭✷✳✷✽✮

▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ(p)
i ❛✈❡❝ p = 1, 2 s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❞❡ s❡❝t✐♦♥ Sp ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ❊♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✻✮ ❡t ✭✷✳✷✼✮✱ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❡st r❛❝❝♦r❞é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥

Z(1) = aFZ(2) tF. ✭✷✳✷✾✮



✷✳✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✷✶

✷✳✸✳✷ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ✐rré❣✉❧✐❡r

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞♦♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥

♣❛r ✐♠♣é❞❛♥❝❡ r❛♠❡♥é❡✱ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✺✱ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❤❛s❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s✳ ❉❛♥s ✉♥

♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ▲✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❡st r❛♠❡♥é❡ ❥✉sq✉✬❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❣✉✐❞❡

❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✸✮ ❞❛♥s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮ ❛✉①

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❞✬✐♥❞✐❝❡ p s♦♥t ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡s ✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡

Z
(p)
e ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ Z(p)

s ✳

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡

❣✉✐❞❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛♠♦♥t ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s

♠♦❞❛❧❡s ❞❡ ~P ♣❡✉✈❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t

❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✷✹✮ ❡t ✭✷✳✷✺✮ ❞❛♥s ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳

❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t

êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡✳

P0

Zr

Amont

Z
(p−1)
e Z

(p−1)
s

Z
(p)
e Z

(p)
s Aval

Phase 1

Phase 2

❋✐❣✳ ✷✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ r❛♠❡♥é❡✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ❧✬✐♠✲

♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t Zr ❡st r❛♠❡♥é❡ ❞✬❛✈❛❧ ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ (p) s♦♥t

❛ss♦❝✐é❡s ✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞✬❡♥tré❡ Z(p)
e ❡t ❞❡ s♦rt✐❡ Z(p)

s ✳ ▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❤❛s❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❡st

❝❛❧❝✉❧é ❞✬❛♠♦♥t ❡♥ ❛✈❛❧ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ~P0 ❡t ❞❡s ✐♠♣é❞❛♥❝❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳

✷✳✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

❙❛♥s r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝✲

tér✐s❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡✳ ❙✉r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡t à s❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❊❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡

❞❡ ❝❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés✳

❉❛♥s ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡

✉r❜❛✐♥❡✱ s❡✉❧❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❢❛ç❛❞❡ s❡r❛ ❛❜♦r❞é❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✐❝✐ ♣rés❡♥té ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞✉ ❣✉✐❞❡



✷✷ ✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

✭✜❣✉r❡ ✷✳✻✮✳ ❆♣rès ❧✬❛✈♦✐r ❞é✜♥✐❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡

s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥é❝❡ss✐t❡r❛ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉✲

s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡t ❞✬✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭♦✉ ❞✬✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t✮ ❜r✉sq✉❡✳

✷✳✹✳✶ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥

▲❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✻ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ✐rré❣✉❧✐èr❡s s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳

❉❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s ❡t s♦rt❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❛♠♦♥t ✭❘é❣✐♦♥ ■✮ ❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ✭❘é❣✐♦♥

■■✮ ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❞✐✛✉s❛♥t✳

Région I Région II
~P Ie

~P Is

~P IIe

~P IIs

❋✐❣✳ ✷✳✻ ✕ ■rré❣✉❧❛r✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s

❡t s♦rt❛♥t❡s✳

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❝❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ S r❡❧✐❡

❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s ❡t s♦rt❛♥t❡s ♣❛r
(

~P I
s

~P II
s

)

= S

(

~P I
e

~P II
e

)

✭✷✳✸✵✮

❛✈❡❝

S =

(

RI T II

T I RII

)

✭✷✳✸✶✮

♦ù RI ✱ T I ✱ RII ❡t T II s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ré✢❡①✐♦♥ ❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✈✉❡s ❞❡ ❧✬❛♠♦♥t

❡t ❞❡ ❧✬❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✐✛✉s❛♥t✳ ~P I
e ✱ ~P

I
s ✱ ~P

II
e ❡t ~P II

s s♦♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♠♦❞❛❧❡s

❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛♥t❡s ❡t s♦rt❛♥t❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t✳

P♦✉r t♦✉t ♣r♦✜❧ ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ♣❛r♦✐s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞♦♥❝ t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡✳

✷✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ S ♣♦✉r ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦✲

sé❡s ❡♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ✭✜❣✉r❡ ✷✳✼✮✳ ❖r✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ✏❢♦r♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✑ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡t ❧❛



✷✳✹ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✷✸

♠❛tr✐❝❡ Stot ❞✉ ❣✉✐❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

. . .⋆ ⋆ ⋆ ⋆

S1 SNS2 S3Stot

❋✐❣✳ ✷✳✼ ✕ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡st ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Stot ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦♥tré❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ❝♦♥t❡♥❛♥t N ❢♦r♠❡s

é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r N − 1 ✐tér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡ ⋆ ✿

Stot = S1 ⋆ S2 ⋆ S3 ⋆ ... ⋆ SN , ✭✷✳✸✷✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Sn ❛✈❡❝ n ∈ [1, N ] s♦♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s Se ❞✬✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭♦✉ Sr

❞✬✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t✮ ❡t Sd ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ✭❝❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❧✉s ❜❛s✮✳

P♦✉r ❞é✜♥✐r ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⋆✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐✛✉s❛♥ts ❆ ❡t ❇ ✭✜✲

❣✉r❡ ✷✳✽✮ ❞♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ s♦♥t SA ❡t SB✳

~AI
e

~AII
e

~BI
e

~BII
e

~BII
s

~AII
s

~BI
s

~AI
s

Objet A Objet B

❋✐❣✳ ✷✳✽ ✕ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ♣❛r ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞✐✛✉s❛♥ts✳

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ SAB ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❆ ❡t ❇ s❡ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡
(

~AI
s

~BII
s

)

= SAB

(

~AI
e

~BII
e

)

✭✷✳✸✸✮

❡t ♣❡✉t s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡

SAB =

[

RI
AB T II

AB

T I
AB RII

AB

]

= SA ⋆ SB, ✭✷✳✸✹✮

♦ù ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⋆ ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♠❛tr✐❝✐❡❧❧❡✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥tAII
s = BI

e ❡tAII
e = BI

s ✿

RI
AB = RI

A + T II
A

(

Id −RI
BR

II
A

)−1
RI

BTAI

T I
AB = T I

B

(

Id −RII
A RBI

)−1
T I

A

RII
AB = RII

B + T I
B

(

Id −RII
A R

I
B

)−1
RII

A T
II
B

T II
AB = T II

A

(

Id −RI
BR

II
A

)−1
T II

B .

✭✷✳✸✺✮



✷✹ ✷ ❆♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❣✉✐❞é

P♦✉r ❝♦♠♣❧ét❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r✲

❝❡❛✉①✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡t ❞✬✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥

❜r✉sq✉❡ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✳

❈❛s ❞✉ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t

▼ê♠❡ s✐ ✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦❜❥❡t ❞✐✛✉s❛♥t ❛✉ s❡♥s ♦ù ✐❧ ♥❡ ♣r♦✈♦q✉❡ ♣❛s ❞❡

r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Sd très s✐♠♣❧❡✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛s é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ RI ❡t RII s♦♥t ♥✉❧s ❡t

❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T I ❡t T II s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡✉rs✳ ▲❛ ♠❛tr✐❝❡ Sd

❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

Sd =

[

RI
d T II

d

T I
d RII

d

]

❛✈❡❝











RI
di = RI

di = 0

T I
di = e+jkil

T II
di = e−jkil

✭✷✳✸✻✮

❈❛s ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹ ✈❡rs ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡

pi ❞♦♥♥❛♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♦♥❞❡ ré✢é❝❤✐❡ pr ❡t ✉♥❡ ♦♥❞❡ tr❛♥s♠✐s❡ pt✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞✉

❝❤❛♠♣ s✉r S1✱ pi = pr + pt ❡t ∂x(pi + pr) = ∂xpt ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥ s✉r S2 − S1✱

∂xpt = 0✱ ❞♦♥♥❡♥t ✿

~Pi + ~Pr = F ~Pt, ✭✷✳✸✼✮
tFY (1)(~Pi − ~Pr) = Y (2) ~Pt, ✭✷✳✸✽✮

♦ù ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ F ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✽✮✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ~Pr = RI ~Pi ❡t ~Pt = T I ~Pi✱ ❝❡s

éq✉❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ s❡

♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡s x ❝r♦✐ss❛♥ts ❝♦♠♠❡

RI
e = −( tFY (1))−1(Y (2) − tFY (1)F )(Y (2) + tFY (1)F )−1 tFY (1),

T I
e = 2(Y (2) + tFY (1)F )−1 tFY (1).

✭✷✳✸✾✮

P♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧❡s x ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞♦♥♥❡♥t

F (~Pi + ~Pr) = ~Pt, ✭✷✳✹✵✮

Y (2)(~Pi − ~Pr) = tFY (1) ~Pt, ✭✷✳✹✶✮

❡t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❡t ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦♥❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t

❞❛♥s ❧❡s x ❞é❝r♦✐ss❛♥ts s✬é❝r✐✈❡♥t

RII
e = (Y (2) + tFY (1)F )−1(Y (2) − tFY (1)F ),

T II
e = 2F (Y (2) + tFY (1)F )−1Y (2).

✭✷✳✹✷✮



✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✺

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Sr ❞✬✉♥ rétré❝✐ss❡♠❡♥t ❜r✉sq✉❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥

❜r✉sq✉❡ ✿

Sr =

[

RII
e T I

e

T II
e RI

e

]

. ✭✷✳✹✸✮

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s Se✱ Sr ❡t Sd ét❛♥t ❝♦♥♥✉❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Stot s❡r❛ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r

❞❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s très ❢❛✐❜❧❡s ♠ê♠❡ ♣♦✉r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ N ❞❡ ❢♦r♠❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈❡s r❛♣♣❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥

é✈✐❞❡♥❝❡ s❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡

♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ♦✉ ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❝♦♥s✐✲

❞éré✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❡①tré♠✐tés

❞✉ ❣✉✐❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ❛♠♦♥t ♦✉ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉

❣✉✐❞❡✳ ❈❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡❧✐❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❝❛❧❝✉❧és ❛✉①

♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❡t ♣❤②s✐q✉❡s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ tr❛✈❡rs

❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡s

❣✉✐❞❡s ét✉❞✐és✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ét❛♥t

✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♦♥❞✉❧❛t♦✐r❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧s

s♦♥t ✜♥❡♠❡♥t ❞é❝r✐ts✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥

❞✬♦♥❞❡s✱ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♦❝❝❛s✐♦♥♥és r❡st❡♥t très ❢❛✐❜❧❡s✳

▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t ❝❧é ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞❡s s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡

❝❤❛♠♣ ♣❡✉t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s s✐♠♣❧❡s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❢❡r♠és ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❣✉✐❞❡ à

s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛✐sé♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s

❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ♦✉✈❡rts✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❛s♣❡❝ts s❡r♦♥t

♥♦t❛♠♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ✹ ❡t ✺✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✸

➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ✷❉

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ❧❛ r✉❡ ❡st ❝♦♥s✐✲

❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✈❡rt ✸❉✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦s❡ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✿ ❞✬✉♥❡

♣❛rt ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❢❛ç❛❞❡ ♣❛r ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt

❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ✭❧❡❛❦②

♠♦❞❡s✮✳ ❆✈❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r

sé♣❛ré♠❡♥t ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉

❣✉✐❞❡ s♦♥t ét✉❞✐és✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s

❢❡r♠és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞❡s ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭✈♦❧♦♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮

❡st tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡ ♣♦✉r r❡✢ét❡r ❧❛ ré❛❧✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣❡rt❡s ♣❛r r❛②♦♥♥❡♠❡♥t

❞ûs à ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ♣r♦✈♦q✉❡♥t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉

❝❤❛♠♣ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ r✉❡✳ ❈❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✐❧❧✉strés ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❡①♣ér✐♠❡♥✲

t❛✉① ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶ ♠❡s✉rés ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛q✉❡tt❡ ❞❡ r✉❡ à é❝❤❡❧❧❡ ré❞✉✐t❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡

❣✉✐❞❡ ✷❉ ❢❡r♠é✱ ✐❧ ② ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡

❡st ♣rés❡♥té❡ ❥✉sq✉✬✐❝✐ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♣❡rt❡s✳
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x (m)

20 10.5 1.5 2.5

(a)

(b)

❋✐❣✳ ✸✳✶ ✕ ✭❛✮ ❈❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦rté ❡♥ ❞❇ ♠❡s✉ré s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ à ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r

z = 0.7 ♠ ❞✉ s♦❧✱ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❛✉ ♣♦✐♥t (ys, zs) = (0.175, 0.07) ♠ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st

f = 1000 ❍③✳ ✭❜✮ ▼ê♠❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 2000 ❍③ ✭❬✻✼❪✮ ✳

✷✼



✷✽ ✸ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ✷❉

❇❛sé❡s s✉r ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛ ré❛❧✐té ♠❛✐s ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r

❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡s tr❛✈❛✉①

♦♥t été ❡✛❡❝t✉és ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♥é❡ ❞❡ t❤ès❡ ❡t ♦♥t ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❬✺✻❪

❡♥ s❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✵✼ à ❧✬■❙❘❆✶✳

P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ✉♥❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❛♥é❝❤♦ïq✉❡ s❡r❛ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡♥ ❜♦✉t ❞❡ ❣✉✐❞❡✳ ❆ ❧✬❡♥tré❡ ❞✉

❣✉✐❞❡✱ ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡♥ ♣r❡ss✐♦♥ s❡r♦♥t ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❉❡✉① t②♣❡s ❞❡

♣r♦✜❧s ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés s♦♥t tr❛✐tés✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝ré♥❡❛✉①✱ ❞✬❛✉tr❡

♣❛rt ♣♦✉r ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡t ❞✐s❝✉✲

tés à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❛rt♦❣r❛♣❤✐❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳

✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝ré♥❡❛✉①

❯♥❡ ❢❛ç❛❞❡ ❞✬✐♠♠❡✉❜❧❡ ❜♦r❞❛♥t ✉♥❡ r✉❡ ♣❡✉t ♣rés❡♥t❡r t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ♠♦t✐❢s

✭❢❡♥êtr❡s ♦✉ ❜❛❧❝♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡s♣❛❝és✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡

❢❛ç❛❞❡✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞✉ ❣✉✐❞❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡

❝ré♥❡❛✉① ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l✱ ❞❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r e ❡t ❡s♣❛❝és ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lic ✭✜❣✉r❡ ✸✳✷✮✳

e

d

liclc

❋✐❣✳ ✸✳✷ ✕ ❉❛♥s ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✱ ❧❡s ❝ré♥❡❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lc✱ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r e ❡t

s♦♥t ❡s♣❛❝és ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lc ❝♦♥st❛♥t❡s✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ✐❧❧✉str❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ 8 ❝ré♥❡❛✉① s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡s✲

s✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✱ ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❛ ✉♥❡ ❧❛r❣❡✉r d = 10 ♠ ❡t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡

Ltot = 100 ♠✱ ❧❡s ❝ré♥❡❛✉① ♦♥t ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r lc = 2 ♠✱ ✉♥❡ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r e = 0.5 ♠ ❡t s♦♥t ❡s♣❛❝és

❞❡ lic = 3 ♠✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ f = 100 ❍③ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 6 ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✳

❉❛♥s ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✸✭❛✮ ❡t ✸✳✸✭❜✮✱ ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 100 ❍③ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❡♥

(xs, ys) = (0,−2.5) ♠✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝

p(x, y) =
N
∑

n=0

φn(y)φn(ys)

2❥kn
e❥knx, ✭✸✳✶✮

♦ù

φn(y) =
√

(2 − δmn) cos

(

nπ(y − 5)

d

)

, ✭✸✳✷✮

✶■❙❘❆ ✿ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❘♦♦♠ ❆❝♦✉st✐❝s✱ ❙❡✈✐❧❧❛✱ ❝♦♥❣rès s❛t❡❧❧✐t❡ ❞✉ 19
th ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣r❡s

♦♥ ❆❝♦✉st✐❝s ✭■❈❆✮✱ ▼❛❞r✐❞✳



✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝ré♥❡❛✉① ✷✾

(a)

(b)

()

0
−10
−20
−30
−40

(xs, ys) x

L = 1000
−5

5

y

0

❋✐❣✳ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦rté ❡♥ ❞❇ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✉r❝❡ f = 100 ❍③ ❞❛♥s

✉♥ ❣✉✐❞❡ ✷❉ ✐♥✜♥✐ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧✳ ✭❛✮ P❛r♦✐s ❧✐ss❡s ❡t ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é à (xs, ys) = (0,−2.5)✳

✭❜✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ✽ ❝ré♥❡❛✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lc = 2 ♠✱ e = 0.5 ♠✱ lic = 3 ♠ ❡t ♣♦✐♥t

s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é à (xs, ys) = (0,−2.5)✳ ✭❝✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ✽ ❝ré♥❡❛✉① ❡t ♠♦❞❡ ♣❧❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t

❛✈❡❝ δmn ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r✱ k2
n = k2 −

(nπ

d

)2
✳ N = 30 ♠♦❞❡s ✭❞♦♥t 6 ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✮ s♦♥t

❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❤❛♠♣

❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ t②♣✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❞❡s ❝ré♥❡❛✉① s♦♥t r❛❥♦✉tés s✉r ✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r♦✐s

✭✜❣✉r❡s ✸✳✸✭❜✮✮✱ ❧❡s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ♦♣éré❡s à ❝❤❛q✉❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❝♦♥❞✉✐s❡♥t

à ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s s♦♥t ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡♥

✜❣✉r❡ ✸✳✸✭❝✮ ♦ù à ❧✬❡♥tré❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❡ ♠♦❞❡ ♣❧❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❡♥

❛♠♦♥t ❞❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ à ✉♥❡ ❢♦r♠❡ très s✐♠♣❧❡ ✭❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❝ré♥❡❛✉① r❡st❛♥t

♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ❧❛ ré✢❡①✐♦♥ q✉✬✐❧s ✐♥❞✉✐s❡♥t ❡st très ❢❛✐❜❧❡✮✳ ❆✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡s

❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦rté❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦❞❡ ♣❧❛♥ ❡st r❡❞✐str✐❜✉é❡ s✉r ❧❡s ♠♦❞❡s s✉♣ér✐❡✉rs✱ ❛✐♥s✐ s❡

❢♦r♠❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ♦ù ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳

▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✸ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❛♥❛❧②s❡s

q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❝ré♥❡❛✉①✳ P♦✉r ❛❧❧❡r ✈❡rs ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t

♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✬✐♥tér❡ss❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ à ❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣r♦♣❛❣é❡

❞❛♥s ❧❡ ❣✉✐❞❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ❝♦♥t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳ P♦✉r ✉♥❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝ré♥❡❛✉①✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s✬❡✛❡❝t✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✷✮ ♦ù ❝❤❛q✉❡

♠❛tr✐❝❡ Sn ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ S1 cell ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛✲

tr✐❝❡s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ Se ❡t ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t Sd ✭✈♦✐r ❆♥♥❡①❡ ❆✸ ❡♥ ✜♥

❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

▲✬✐♥térêt ❡st ✐❝✐ ♣♦rté s✉r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ T I ✭❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✮

q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ tr❛♥s♠✐s ❡♥



✸✵ ✸ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ✷❉

❛✈❛❧
~Ptrans = T I ~Pinc, ✭✸✳✸✮

♦ù ~Pinc ❡t ~Ptrans s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♦♥❞❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡t tr❛♥s♠✐s❡✳ ❈❤❛q✉❡ t❡r♠❡ T I
ij q✉❛♥✲

t✐✜❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t j à ✉♥ ♠♦❞❡ tr❛♥s♠✐s i✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮ ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉①

❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s d = 10 ♠ ❡t Ltot = 100 ♠✱ ❝♦♠✲

♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ 8 ❝ré♥❡❛✉① ✭♠ê♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ q✉✬❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✸✭❜✮ ❡t ✭❝✮✮✳

❊♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❛✮✱ ❧❡s ❝ré♥❡❛✉① ♦♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lc = 2 ♠✱ e = 0.5 ♠ ❡t s♦♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ lic = 3 ♠✱

❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✱ ❧❡s ❝ré♥❡❛✉① ♦♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lc = 3 ♠✱ e = 0.5 ♠ ❡t s♦♥t ❡s♣❛❝és ❞❡ lic = 5 ♠✳

i = 12

i = 21

j = 27
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❋✐❣✳ ✸✳✹ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡

❞❡ ❝ré♥❡❛✉①✳ ✭❛✮ ❈ré♥❡❛✉① ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lc = 2 ♠✱ e = 0.5 ♠✱ ❡s♣❛❝és ❞❡ lic = 3 ♠✳ ✭❜✮ ❈ré♥❡❛✉①

❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lc = 3 ♠✱ e = 0.5 ♠✱ ❡s♣❛❝és ❞❡ lic = 5 ♠✳

▲❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ❛✈❡❝ N = 80 ♠♦❞❡s ❞♦♥t 59 s♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s

✭❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✉r❝❡ ❡st f = 1000 ❍③✮✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ❢♦rts t❡r♠❡s ❞✐❛❣♦♥❛✉① ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉✬✉♥

♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t tr❛♥s♠✐s s✉r ❧✉✐ ♠ê♠❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s ❝ré♥❡❛✉①

ét❛♥t ❢❛✐❜❧❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❣✉✐❞❡ ✭e/d = 5%✮✱ ❧❛ r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡st❡ ❧✐♠✐té❡✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱

❧✬❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡♥ ❧✐❣♥❡s ❝♦✉r❜❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❡①tr❛✲❞✐❛❣♦♥❛✉① é♠❡r❣❡♥ts ♠♦♥tr❡ q✉✬✉♥ ♠♦❞❡ s❡

tr❛♥s♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❢♦rt ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t j = 27 ❡t ❧❡s ♠♦❞❡s

tr❛♥s♠✐s i = 21 ❡t i = 12✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✜❣✉r❡s ✸✳✹✭❛✮ ❡t ✸✳✹✭❜✮ ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❝❡s ❝♦✉✲

♣❧❛❣❡s ♠♦❞❛✉① ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡✳ ◆♦t♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝ré♥❡❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❛✐t✱ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡r❛✐t ♣❛s ❡t

❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡①tr❛❞✐❛❣♦♥❛✉① s❡r❛✐❡♥t r❡♥❢♦r❝és✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ◆❛②❢❡❤ ❬✺✶❪ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞♦♥t ❧❡s ♣❛r♦✐s ♦♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ r✉❣✉❡✉①



✸✳✶ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞❡ ❝ré♥❡❛✉① ✸✶

♣ér✐♦❞✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ❡t ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♣❛t✐❛❧❡ ❞✉

♣r♦✜❧ r✉❣✉❡✉①✳ ❈❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♠♦❞❛✉① ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡

❞❡✉① ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✬✉♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♣❛t✐❛❧❡✳

❈❡❝✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥

pkr ≈ ki ± kj ✭✸✳✹✮

♦ù p ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♣♦s✐t✐❢✱ kr = 2π/Λ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ❞✉ rés❡❛✉ ♣ér✐♦❞✐q✉❡ ✭Λ ❡st ❧❛ ♣ér✐♦❞❡

s♣❛t✐❛❧❡✮✱ ki ♦✉ kj s♦♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❞✬♦♥❞❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s s✬❡①♣r✐♠❛♥t ❝♦♠♠❡

ki =

√
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❋✐❣✳ ✸✳✺ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t j = 27 ✭✬✖✬✮

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s♠✐s i = 21 ✭✬−−−✬✮ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ rés❡❛✉ ♣✉✐s ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞❡

tr❛♥s♠✐s i = 12 ✭✬....✬✮ ♣♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ rés❡❛✉✳

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❡st ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✹✮ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❢réq✉❡♥❝❡✲

♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♥❞❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮✳ ❉❛♥s ✉♥❡ t❡❧❧❡ r❡♣rés❡♥✲

t❛t✐♦♥✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ kj ❡t ki − pkr ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡

✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠♦❞❡s j ❡t i ❞û à ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ p ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲❛

✜❣✉r❡ ✸✳✹✭❜✮ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t j = 27 ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s♠✐s

i = 21✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✺ ❡♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ kj=27 ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ki=21 − 1kr

✭t✐rés✮✱ ❝❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ❞û à ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ p = 1 ✭❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✮ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ❉❡

♠ê♠❡✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ kj=27 ✭tr❛✐t ♣❧❡✐♥✮ ❡t ki=12 −2kr ✭♣♦✐♥t✐❧❧és✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡

❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t j = 27 ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ tr❛♥s♠✐s i = 12 ❡st ❞û à ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ p = 2

❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞✐❝✐té s♣❛t✐❛❧❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛

✜❣✉r❡ ✸✳✹✱ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡①tr❛ ❞✐❛❣♦♥❛✉① é♠❡r❣❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s

♠♦❞❛✉① ❞ûs à ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ s♣❛t✐❛❧❡✳



✸✷ ✸ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ✷❉

✸✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐sq✉❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❡t ❞✐✈❡rs é❧é♠❡♥ts ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❛✉① ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐s♣♦sés s✉r ❧❡s

❢❛ç❛❞❡s ❞❡s r✉❡s✱ ❧❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❝❡s ❢❛ç❛❞❡s ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ❞✬✉♥ ♠♦t✐❢ ❞♦♥♥é✳ ❉❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡s ❣é♦✲

♠étr✐q✉❡s ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❛✐♥s✐ à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ P♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r

❝❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s✱ ❧❛ ♣❛r♦✐s ✐rré❣✉❧✐èr❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❞✐str✐✲

❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✸✳✻✭❛✮✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❞❡ ❝❤❛q✉❡

s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r e ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭♦✉ r❡tré❝✐ss❡♠❡♥t✮ s✉✐✈❡♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡

♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✭❜✮✳

le

d

✭❛✮

+e0/2−e0/2 e

Prob(e)

l2l1 l

P rob(l)

1

l2 − l1

1/e0

✭❜✮

❋✐❣✳ ✸✳✻ ✕ ✭❛✮▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts

❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l ❡t ❞✬❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭♦✉ rétré❝✐ss❡♠❡♥ts✮ ❞❡ t❛✐❧❧❡ e✳ ✭❜✮ ▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ l ❡t e s✉✐✈❡♥t

✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t s♦♥t t❡❧❧❡s q✉❡ −e0/2 ≤ e ≤ +e0/2 ❡t l1 ≤ l ≤ l2✳
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L = 1000
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0

❋✐❣✳ ✸✳✼ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♣♦rté ❡♥ ❞❇ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✉r❝❡ f = 100 ❍③ ❞❛♥s ✉♥

❣✉✐❞❡ ✷❉ ✐♥✜♥✐ ❡♥ ❛♠♦♥t ❡t ❡♥ ❛✈❛❧✳ ✭❛✮ P❛r♦✐s ❧✐ss❡s ❡t ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é à (xs, ys) = (0, 2) ❀ ✭❜✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ 10 s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é à (xs, ys) = (0,−2.5) ❀ ✭❜✮

❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ 40 s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❡t ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é à (xs, ys) = (0,−2.5)

▲❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ✐❧❧✉str❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r l



✸✳✷ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐sq✉❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ✸✸

❞❡s s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡ l1 ≤ l ≤ l2 ❛✈❡❝ l1 = 0 ♠ ❡t l2 = 2 ♠✳ ▲❛

✈❛❧❡✉r ❞❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭♦✉ rétré❝✐ss❡♠❡♥ts✮ ❜r✉sq✉❡s e s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡ t❡❧❧❡ q✉❡

−e0/2 ≤ e ≤ +e0/2 ❛✈❡❝ e0 = 1 ♠✳ ❯♥❡ s♦✉r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ f = 100 ❍③ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❡♥

(xs, ys) = (0,−2.5) ♠✳ N = 30 ♠♦❞❡s ✭❞♦♥t 6 ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✮ s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♠❛✲

♥✐èr❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✭❜✮ ✭10 s❡❣♠❡♥ts✮ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡❧❧❡ ❞✉

❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✭❛✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉rt❡ ♣❡rt✉r❜❡

♣❡✉ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♣❡t✐t❡s ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉

❣✉✐❞❡✱ q✉❛♥❞ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✭❝✮ ✭40

s❡❣♠❡♥ts✮ ❧❡s ♠✉❧t✐♣❧❡s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ♠♦❞✐✜❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣

♥♦t❛♠♠❡♥t ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
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❋✐❣✳ ✸✳✽ ✕ ▼♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣✉✐❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛s✲

t✐q✉❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞♦♥t ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s s✉✐✈❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r

l ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ l1 ≤ l ≤ l2 ❛✈❡❝ l1 = 0 ♠ ❡t l2 = 2 ♠✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r e ❞❡s

❡①♣❛♥s✐♦♥s ✭♦✉ rétrés✐ss❡♠❡♥ts✮ ❜r✉sq✉❡s ❡♥tr❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❣♠❡♥t s✉✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ✉♥✐❢♦r♠❡

t❡❧❧❡ q✉❡ −e0/2 ≤ e ≤ +e0/2 ❛✈❡❝ e0 = 1 ♠✳ ✭❛✮ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✏❝♦✉rt❡✑ ❛✈❡❝ 10

s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts ❀ ✭❜✮❉✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✏❧♦♥❣✉❡✑ ❛✈❡❝ 40 s❡❣♠❡♥ts ❞r♦✐ts✳

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣ré❝✐sé❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✽ ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t N = 80 ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥t

59 s♦♥t ♣r♦♣❛❣❛t✐❢s ✭❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ s♦✉r❝❡ ❡st f = 1000 ❍③✮✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝ré♥❡❛✉① ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❣✉✐❞❡✱ ✉♥

♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s❡ tr❛♥s♠❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✉✐ ♠ê♠❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦✲

❝❤❛st✐q✉❡ ♥❡ ❢❛✈♦r✐s❡ ♣❧✉s ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠♦❞❛❧ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞❡

❞✐str✐❜✉❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s

♣r♦♣❛❣❛t✐❢s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❡t✐t❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés✱ ❝❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t

❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ st♦❝❤❛st✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ s❡✉❧s ❧❡s



✸✹ ✸ ➱t✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ✐rré❣✉❧✐❡rs ✷❉

♠♦❞❡s ❞✬♦r❞r❡ ❧❡s ♣❧✉s é❧❡✈és s♦♥t ❞✐✛✉sés ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✭❛✮✮ ❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱

s❡✉❧s ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♠♦❞❡s ♥❡ s♦♥t q✉❡ très ♣❡✉ ❞✐✛✉sés ✭✜❣✉r❡ ✸✳✽✭❜✮✮✳

✸✳✸ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠é✲

r✐q✉❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞❡

❣✉✐❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❢❡r♠és✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s ❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ré❣✉❧✐èr❡s ❡t st♦❝❤❛st✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠✉❧✲

t✐♣❧❡s r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♠♦❞❛❧❡s ♦❝❝❛s✐♦♥♥é❡s ❛✉① ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣✉ êtr❡

ét✉❞✐é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞ét❛✐❧❧é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞✉ ❣✉✐❞❡✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡✱ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡

✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✈❡rt✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ♠♦❞è❧❡ ✷❉✱ ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♦♥❞❡s ❞❡♣✉✐s ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✈❡rs ❧❡

❝✐❡❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❡st ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s r✉❡s✳

▲✬ét✉❞❡ ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ♥✬ét❛♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❧✬♦❜❥❡t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝❡tt❡

ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ r❡st❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧èt❡✳ ❊❧❧❡ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❛✉

❝❛s ❞❡ ♣❛r♦✐s ✏♠✉❧t✐♣ér✐♦❞✐q✉❡s✑ ✭♣❛r♦✐s ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ❞❡ ❝ré♥❡❛✉①✮✳

❉❡s ét✉❞❡s ♣❛r❛♠étr✐q✉❡s ♣♦rt❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ♣♦✉rr❛✐❡♥t

é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ét✉❞❡ très ré❝❡♥t❡✱ ❘✐❝❤♦✉① ❡t ❝♦❧❧✳ ❬✻✼❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r

❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ✷❉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡

❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦sé s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

❉❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉r❝❡s ✐♠❛❣❡s ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥str✉✐t

♣❛r s②♠❡tr✐❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❛✈❡❝ ❧❡ s♦❧ ✭❝♦♥s✐❞éré r✐❣✐❞❡✮✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞é✜♥✐

à ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡✳ ❈❤❛q✉❡ ♠♦❞❡ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♣r♦♣❛❣é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❍❛♥❦❡❧ ❞é✜♥✐❡s

♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉r❝❡ ✐♠❛❣❡✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉✬❡♥ ❛❥✉st❛♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ ❞✉ ❤❛✉t

❞❡ ❧❛ r✉❡✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❞û❡ à s♦♥ ♦✉✈❡rt✉r❡ s✉r

❧❡ ❝✐❡❧✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ r❡st❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✈❛❧✐❞❡ q✉✬❛✉① ❜❛ss❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ✭f < 100Hz✮ ❡t à ❞❡ ♣❧✉s

❤❛✉t❡s ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✑♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts✑ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❢♦♥t ❧✬♦❜❥❡t ❞✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳



❆✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉ ✸✺

❆✸ ▼❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉ S1 cell ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡

❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜r✉sq✉❡ Se ❡t ❞✬✉♥ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t Sd s❡❧♦♥ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥

✜❣✉r❡ ✸✳✾✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ❧❡ ❝❛❧✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉

❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡

♣❧✉s✐❡✉rs ♦❜❥❡ts ❞✐✛✉s❛♥ts✳

S1/2 cell Se

≡
Sdgauche Sddroite

S1 cell S1/2 cell S̃1/2 cell

⋆=

Etape 1 : Di�usion de 1/2 ellule

Etape 2 : Di�usion de 1 ellule

❋✐❣✳ ✸✳✾ ✕ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉✳

P❛r s②♠❡tr✐❡✱ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ S1 cell ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉ s❡ r❛♠è♥❡ ❛✉

❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ S1/2cell ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲❝ré♥❡❛✉ ✭ét❛♣❡ ✶ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✾✮✳ P♦✉r ❝❡tt❡

ét❛♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❞❡♠✐✲❝ré♥❡❛✉ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ré✢❡①✐♦♥ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❡♥ é❝r✐✈❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥❞❡ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ tr❛♥s♠✐s❡

♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❡♥s✉✐t❡ ré✢é❝❤✐❡ ♣❛r ❧✬❡①♣❛♥s✐♦♥ ♣✉✐s tr❛♥s♠✐s❡ à

♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❧❡ s❡❣♠❡♥t ❞r♦✐t ❡♥ ❛♠♦♥t ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✳ ❈❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡ s❡

tr❛❞✉✐t ♣❛r

RI
1/2cell = T II

dgauche
RI

eT
I
dgauche

. ✭✸✳✻✮

P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❧❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡

❞❡♠✐✲❝❡❧❧✉❧❡ s✬é❝r✐✈❡♥t

T I
1/2cell = T I

ddroite
T I

e T
I
dgauche

, ✭✸✳✼✮

RII
1/2cell = T I

ddroite
RII

e T
II
ddroite

, ✭✸✳✽✮

T II
1/2cell = T II

dgauche
T II

e T II
ddroite

. ✭✸✳✾✮

▲❛ ♠❛tr✐❝❡ S1 cell ❞✬✉♥ ❝ré♥❡❛✉ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ S1 cell = S1/2 cell ⋆ S̃1/2 cell ♦ù

❧✬♦♣ér❛t❡✉r ⋆ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✸✹✮ ❡t ✭✷✳✸✺✮ ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ S̃1/2 cell ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r

❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✸✮✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✻✮ à ✭✸✳✾✮ s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t à

♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥

✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❢♦r t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ str❡❡t ❝❛♥②♦♥s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ré❞✐❣é ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❡st ✉♥ ❛rt✐❝❧❡ à ♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉s✲

t✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ❬✺✼❪✳ ■❧ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé à ♣❛rt✐r ❞✉

❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♦✉✈❡rt tr✐✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✉♥✐❢♦r♠❡✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❛tt❡♥t✐♦♥ ♣♦rt❛✐t s✉r ❧❡s

❡✛❡ts ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥s✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦rté s✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡

❞✉ ❣✉✐❞❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts

❡t ❧❡✉r ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ✉♥❡ ét✉❞❡

♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ✭♥♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✮ ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té

r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝♦✉♣❧é❡ à ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞❡ ❢✉✐t❡ ❬✷✸❪✳

❆❜str❛❝t

❆♥ ✉r❜❛♥✱ ❯✲s❤❛♣❡❞✱ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉♥❞

♠❛② ♣r♦♣❛❣❛t❡✱ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✇✐t❤✐♥✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✲

✈❡rs❛❧ ♠♦❞❡s ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞✳ ❋♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡

❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ s✐♥❝❡ ♥♦ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥

♦♣❡♥ r❡s♦♥❛t♦r✱ ❛s ❞✐s♣❧❛②s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❯✲s❤❛♣❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❡❡t✱ ♣r❡s❡♥ts r❡s♦♥❛♥t

♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♦✇✐♥❣ t♦ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss❡s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✜rst ♣r❡s❡♥ts ❤♦✇

t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮ ✇✐t❤ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭P▼▲✮✳

❚❤❡♥✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡s❡ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❛❧

❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳

✸✼



✸✽ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✐s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❧♦♥❣ ♦♣❡♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥❝❧♦s✉r❡

✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳

❚❤✐s ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ❞♦♠❛✐♥ ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❧ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ ❣✉✐❞❡❞ ✇❛✈❡s ✭❜❡t✇❡❡♥ str❡❡t ❢❛ç❛❞❡s✮ ❛♥❞ ❧❡❛❦② ✇❛✈❡s ✭t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣

♦♥ t❤❡ s❦②✮ ♦❝❝✉r✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ ❡❛s✐❧② ❛♣♣r❡❤❡♥❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ❛

♠♦❞❛❧ ❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r str❛✐❣❤t ♦♣❡♥

✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛✐❞ t♦ ✇❛✈❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥

♦t❤❡r ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✉r❜❛♥ ❛❝♦✉st✐❝s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞

t♦ tr❡❛t ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ str❡❡t ❣❡♦♠❡tr✐❡s✳

z

y

x

❋✐❣✳ ✹✳✶ ✕ ❆ str❛✐❣❤t ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳

❚❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛♥❞ str❡❡ts ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜✲

❥❡❝t ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡s❡❛r❝❤❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛st ❢♦✉r ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ s♦❝✐❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳

❆❢t❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✻✵✬s ✭❲❡✐♥❡r ❬✼✽❪✱ ❙❝❤❧❛tt❡r ❬✼✵❪✱ ❉♦♥♦✈❛♥ ❬✶✾❪✮✱ t❤❡

❡❛r❧✐❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦r❦s ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✼✵✬s✳ ❉❛✈✐❡s ❬✶✸❪✱ ▲❡❡ ❬✹✹❪✱ ❙t❡♥❛✲

❝❦❡rs ❬✼✶❪✱ ▲②♦♥ ❬✹✼❪ ✉s❡❞ ✐♠❛❣❡ s♦✉r❝❡s t♦ st✉❞② ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦✉♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ❛ str❡❡t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥✜♥✐t❡ ✇❛❧❧s✳ ▲❛t❡r✱ ✐♠❛❣❡ s♦✉r❝❡ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝♦♥s✐✲

❞❡r✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t ❢❛ç❛❞❡ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s ✭❖❧❞❤❛♠ ❬✺✹❪✮✱ ❞✐✛✉s❡❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ ❢❛ç❛❞❡s ❑❛♥❣ ❬✸✹❪ ♦r

❝♦❤❡r❡♥t ✐♠❛❣❡ s♦✉r❝❡s ✭▲✉ ❬✹✻❪✮✳ ❖t❤❡r ❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❛❝♦✉st✐❝s✳

❑❛♥❣ ❬✸✺❪ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛ r❛❞✐♦s✐t② ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ❇r❛❞❧❡② ❬✽❪ ✉s❡❞ r❛② tr❛❝✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ P✐❝❛✉t ❬✺✾❪

♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ s♦✉♥❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡

❡♥❡r❣❡t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❣✐✈❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞s ✐♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❛r❡

❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♥✉♠❡r♦✉s ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ str❡❡ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛ss✉♠❡ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞s ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✲

✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ str❡❡t ✇✐❞t❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts str♦♥❣❧② ✐♥❝r❡❛s❡ ❢♦r

❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦r ❢♦r ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ▲✉ ❬✹✻❪ ❛♥❞ ❲❛❧❡r✐❛♥ ❬✼✼❪✱ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❡✛❡❝ts ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧②

♥❛rr♦✇ str❡❡t ❝❛♥②♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❛✈❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t r❡❛❧ ✐♥t❡r❡sts ❢♦r s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡✲



✹✳✷ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✸✾

❧✐♥❣✳ ❇✉❧❧❡♥ ❛♥❞ ❋r✐❝❦❡ ❬✶✵✱ ✾❪✱ t❤✐rt② ②❡❛rs ❛❣♦ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✷❉ str❡❡t ✉s✐♥❣

❛ ♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♥♦t❛❜❧② t♦ ♠♦❞❡❧ ❥✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ str❡❡ts✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✷❉

str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts ♦r ❇♦✉♥❞❛r② ❊❧❡♠❡♥ts ♠❡t❤♦❞s ✭❉❡❢r❛♥❝❡ ❬✶✺❪✮ ❝♦✉❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❣✐✈❡

s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦sts r❡str✐❝t

t❤❡✐r ✉s❡ ❛t ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦r ❢♦r ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❋♦rssé♥ ❬✷✹❪✱

Ö❣r❡♥ ❬✺✸❪✱ ❍♦r♥✐❦① ❬✸✷❪✮ ✐s ✜❡❧❞✲❜❛s❡❞ r❛t❤❡r t❤❛♥ r❛②✲❜❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❛♣♣r❡❤❡♥❞s t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❜❡✲

❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❝✐t② ❝❛♥②♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r❛♦❝❤✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ❢r❡❡

❤❛❧❢ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ t♦ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤❡ ✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥

✭❋❉❚❉✮ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s♦✉♥❞ ✜❡❧❞ ✐♥ ✷❉ ❡✈❡♥ ✸❉ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❍❡✐♠❛♥♥ ❬✷✾❪✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧

❛ ♣r✐♦r✐ ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❋❉❚❉ ♠❡t❤♦❞

❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡t❡♦r♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ✭❱❛♥ ❘❡♥t❡r❣❤❡♠ ❬✻✻❪✮✳ ❙♦✱ ❡✈❡♥ ✐❢

t❤❡s❡ ✇❛✈❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♥✉♠❡r✐❝❛❧

r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ❧✐♥❦s ❜❡t✇❡❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦✉rs

❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐s t❤❡ ❡st❛❜❧✐s❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ str❛✐❣❤t ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❤❛✈✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s {φi} ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❛s t❤❡

♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ✐s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ s✐♥❝❡ ♥♦ s✉❝❤ ❛

❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❝❤ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❜❡✐♥❣ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ r❡s♦♥❛t♦r ❛❧s♦

❞✐s♣❧❛②s ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❬✸✾✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✼✸❪✳

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥

♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

✐♥ ❧♦♥❣ ♦♣❡♥ ❡♥❝❧♦s✉r❡s✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s♦♥❛♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞ ♠♦❞❡ s❤❛♣❡s

✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ♦♣❡♥ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❝t ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ P▼▲✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛

str❛✐❣❤t ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✹✳✷ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠

✹✳✷✳✶ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡ ✐s

(

~∇2 − 1

c20

∂2

∂t2

)

p = 0., ✭✹✳✶✮

✇✐t❤ ~∇2 t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r✱ c0 t❤❡ ✇❛✈❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ p t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ ❛ ♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

✇✐t❤✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

pi(x, y, z) = e❥(±kix−ωt)φi(y, z), ✭✹✳✷✮



✹✵ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✇❤❡r❡ k2
i = k2 − α2

i ✱ ℜ{ki} > 0✱ ℑ{ki} > 0✱ k = ω/c0✱ ❛♥❞ (αi, φi) ❛r❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠
~∇2

⊥φ = −α2φ, ✭✹✳✸✮

✇✐t❤ ♣r♦♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❚❤❡♥✱ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ❛s ❛ s✉♠ ♦♥ t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦❧✉t✐♦♥s ✭t❤❡ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ exp(−❥ωt) ✐s ♦♠✐tt❡❞✮ ✿

p(x, y, z, ω) =
∑

i≥1

(aie
❥kix + bie

−❥kix)φi(y, z), ✭✹✳✹✮

✇✐t❤ i ≥ 1 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai ❛♥❞ bi ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ❛t t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳ ❚❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶ ❛r❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s (α, φ) ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✸✮ ✇✐t❤ ❜♦✉♥❞❛r②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s

∂zφ = 0 ✐❢ z = 0 ❛♥❞ |y| > L/2, ✭✹✳✺❛✮

∂zφ = 0 ✐❢ z = d ❛♥❞ |y| < L/2, ✭✹✳✺❜✮

∂yφ = 0 ✐❢ y = ±L/2 ❛♥❞ 0 < z < d ✭✹✳✺❝✮

✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ✷❉ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛✈✐t② Ω1 ♦❢ ✇✐❞t❤ L ❛♥❞

❞❡♣t❤ d✱ ♦♣❡♥ ♦♥ t❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ Ω2 ✭❋✐❣✳ ✹✳✷✮✳
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z

yL/20

d

−L/2

Ω1

Ω2

L

❋✐❣✳ ✹✳✷ ✕ ❚❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ s❡❡♥ ❛s ❛ ✷❉ ♦♣❡♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛✈✐t②✳

❆s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♠♦❞❡s φi(y, z) ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t

t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ Ω1 ❛♥❞ Ω2✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ tr❡❛t❡❞ ❜②

▼❛r❛❞✉❞✐♥ ❛♥❞ ❘②❛♥ ❬✹✽❪✳ ■♥ t❤❡✐r ✇♦r❦✱ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡

❡❧❛st✐❝ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ✷❉ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r r✐❞❣❡ ❢❛r✐❝❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧ t❤❛t ✐s ❜♦♥❞❡❞ ♦♥

t❤❡ ♣❧❛♥❛r s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ s✉❜str❛t❡ ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ♣❛rt ♦❢

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ r❡s♦♥❛♥t ♦♣❡♥ ❝❛✈✐t②✳

■♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✭z ≥ 0✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛

❞✐s❝r❡t❡ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱

φ(y, z ≥ 0) =
∑

n≥0

An cos (βn(z − d))ψn(y) ✭✹✳✻✮



✹✳✷ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✹✶

✇✐t❤ d t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t②✱ β2
n = α2 −

(

nπ
L

)2
✇✐t❤ n ≥ 0 ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♥✉♠❜❡r ❛♥❞

ψn(y) =
√

2 − δn0 cos

(

nπ

L

(

y − L

2

))

, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ δmn ✐s t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ✜♥✐t❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ✇❛❧❧s ✭❛❜s♦r❜✐♥❣ ♠❛t❡✲

r✐❛❧✮ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✭✹✳✼✮✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❧❡ss

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ t❤❡♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣

❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭❋❊▼✮✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❛❞❛♣t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡

❝♦♠♣❧❡① ❝❛✈✐t② s❤❛♣❡s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢❛ç❛❞❡s ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✳

❆❜♦✈❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✭z ≤ 0✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠

φ(y, z ≤ 0) =
1

2π

+∞
∫

−∞

Be❥(αyy−αzz) ❞αy, ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ α2
z = α2 − α2

y ✇✐t❤ ℜ{αz} ≥ 0 ❛♥❞ ℑ{αz} ≥ 0✳

❈♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❧❛♥❡ z = 0✱ |y| < L/2 ❛r❡

φ(y, z = 0+) = φ(y, z = 0−), ✭✹✳✾✮

❛♥❞

∂zφ(y, z = 0+) = ∂zφ(y, z = 0−). ✭✹✳✶✵✮

❆ ✜rst r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ {An} ❛♥❞ B ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊qs✳ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✽✮ ❢♦r φ

✐♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❊qs✳ ✭✹✳✺❛✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✵✮ ✿

∑

n≥0

Anβn sin (βnd)ψn(y) = −❥
1

2π

+∞
∫

−∞

Bαze
❥αyy ❞αy, ✭✹✳✶✶✮

t♦ ✜♥❞

B = ❥
∑

n≥0

Anβn sin (βnd)
Sn(αy)

αz
, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡r❡

Sn(αy) =

L/2
∫

−L/2

ψn(y)e−❥αyy ❞y. ✭✹✳✶✸✮

❆ s❡❝♦♥❞ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✾✮ ✿

∑

n≥0

An cos (βnd)ψn(y) =
1

2π

+∞
∫

−∞

Be❥αyy ❞αy, ✭✹✳✶✹✮

✇❤❡♥❝❡ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t

Am cos (βmd) =
1

2π

+∞
∫

−∞

BS∗
m(αy) ❞αy, ✭✹✳✶✺✮



✹✷ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✇❤❡r❡ m ≥ 0 ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡♥✱ ❊qs✳ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✺✮ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✱ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s

❡q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✻✮ ❢♦r t❤❡ {An} ✿ ∀m ∈ N✱

Am cos(βmd) = ❥
∑

n≥0

Πmn(α)βnAn sin(βnd), ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡

Πmn =
1

2π

+∞
∫

−∞

S∗
mSn

αz
❞αy. ✭✹✳✶✼✮

■t ✐s ❡❛s✐❧② s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❢♦r r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ αy✱ Πmn ✈❛♥✐s❤❡s ✉♥❧❡ss m ❛♥❞ n ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡

♣❛r✐t②✳ ❬✹✽❪ ❚❤❡♥✱ ❊q✳ ✭✹✳✶✻✮ ❜r❡❛❦s ✉♣ ✐♥t♦ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✭❡✈❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ y ✇✐t❤ ❡✈❡♥ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ n✮✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❣♦✈❡r♥✐♥❣

❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✭♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ y ✇✐t❤ ♦❞❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ n✮✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ Πmn ❢♦r ❜♦t❤ ❡✈❡♥ ♦r ♦❞❞ ✐♥❞✐❝❡s m ❛♥❞ n ✿

Πmn(α) =(−1)
3m+n

2

√
2 − δm0

√
2 − δn0

π
+∞
∫

0

α2
y

αz(αy + mπ
L )(αy + nπ

L )
s✐♥❝

(

αy − mπ
L

2

)

s✐♥❝

(

αy − nπ
L

2

)

❞αy.

✭✹✳✶✽✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ❊q✳ ✭✹✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❢♦r♠

D ~A = ~0, ✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ✈❡❝t♦r ~A ❛r❡ An = An sin(βnd) ❛♥❞ t❡r♠s ♦❢ ♠❛tr✐① ❉ ❛r❡

Dmn(α) = cot(βmd)δmn − ❥Πmnβn. ✭✹✳✷✵✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s αi ♦❢ α ❢♦r ✇❤✐❝❤ det(D) = 0✱

❛♥❞ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φi ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡t ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts A(i)
n ✱ s❛t✐s❢②✐♥❣

❊q✳ ✭✹✳✶✾✮ ✇✐t❤ D = D(αi)✳

✹✳✷✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥

❆❢t❡r tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✾✮ ❛t ❛ ✜♥✐t❡✲s✐③❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❜❧❡♠✱ ③❡r♦s ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢

D ❛r❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① α✲♣❧❛♥❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s αi ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠ ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✮✳

❖✇✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ Ω2 ✭❛❜♦✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡

❝♦♠♣❧❡①✱ ❧②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡✳ ❬✸✾✱ ✹✽✱ ✹✾✱ ✼✸❪ ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❞✐s♣❧❛②s ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛✲

❧✉❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❡✐t❤❡r s②♠♠❡tr✐❝ ✭❜❧✉❡ ❝✐r❝❧❡s ✬◦✬✮ ♦r ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡s ✭r❡❞ ❝r♦ss❡s ✬×✬✮✳



✹✳✷ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✹✸
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L = 1.4

✭❛✮
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ℜ
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αL

2π

}ℑ
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αL

2π

}

d
L = 2

✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✸ ✕ ❙♣❡❝tr✉♠s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢

t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✿ ✭❛✮ d/L = 1.4✱ ✭❜✮ d/L = 2✳ ✬◦✬ ✿ s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡s✱ ✬×✬ ✿ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡s✱

✬△✬ ✿ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❋❊▼ ✭❝♦❧♦r ♦♥❧✐♥❡✮✳

❆♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ r❡❛❧✱ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭φ = 0✮ ❛t z = 0 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①❛❝t r❛❞✐❛t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✷✳✶✱ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦

❧❛❜❡❧ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡s φi ✲ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ♠♦❞❡s ✇❤✐❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❝❧♦s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ t❤❡

r❡❛❧ ❛①✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① α✲♣❧❛♥❡ ✲ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s ✭❋✐❣✳ ✹✳✹✮✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✱ t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸ ❛r❡

t❤❡ φ(p,q) ✇✐t❤ p ❝♦♥st❛♥t✳

❋✐❣✳ ✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥ts ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡

❝❛✈✐t② ✿ ✭❛✮ d/L = 1.4✱ ❛♥❞ ✭❜✮ d/L = 2✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✐♥ ❜♦t❤ ♣❧♦ts ✐s s✐♠✐❧❛r✱ ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡

❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♠♦❞❡s φ(p,q) ✇✐t❤ p ❝♦♥st❛♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✏❞❡❡♣❡r✑ ❝❛✈✐t②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦



✹✹ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
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❋✐❣✳ ✹✳✹ ✕ ❙②♠♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡ φ(2,1) ✭r❡❛❧ ♣❛rt✱ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ❛♥❞ ♠♦❞✉❧✉s✮✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐❝❡s (2, 1)

❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t

❝♦♥❞✐t✐♦♥ φ = 0 ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✿ t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s✳

d/L = 2✱ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐s ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ t❤✉s✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s αi ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r

✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✇✐t❤ ❛s♣❡❝t r❛t✐♦ ✶✳✹✳

❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✸✮✳

❚❤❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✇✐t❤ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭P▼▲✮✱ ❛s

✉s❡❞ ❜② ❍❡✐♥ ❬✸✵❪ ❛♥❞ ❑♦❝❤ ❬✸✾❪ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✭❋✐❣s✳ ✹✳✸✲❜ ❛♥❞ ✹✳✻✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣❛r❛♠❡t❡rs

d′ = L/2✱ l′ = L✱ dP▼▲ = L/2✱ ❛♥❞ τy = τz = 1 + ❥ ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✹✮✳ ❆ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

φ = 0 ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ t❤❡ P▼▲✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲

s❡❝t✐♦♥ ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛❜♦✉t t❤❡ z ❛①✐s✱ ♦♥❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧② ✐s ♠❡s❤❡❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦r✐❛t❡

s②♠♠❡tr② ♦r ❛♥t✐s②♠♠❡tr② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛t y = 0✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✉s✐♥❣ ❚❤❡ P❛rt✐❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ❢r♦♠ ▼❛t❧❛❜r✳
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PML

y

z

l′

dPML

d

d′

L/2

❋✐❣✳ ✹✳✺ ✕ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ P▼▲ ✐♥ t❤❡ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ♠❡t❤♦❞s ✲ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✹✳✶✾✮ ❛♥❞ t❤❡ ❋❊ ▼❡t❤♦❞

✲ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✹✳✸✲❜✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❧❛r❣❡r

✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ℑ{αi}✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s t❤❛t ❛r❡ ❧❡ss ✇❡❧❧✲❡st✐♠❛t❡❞ ❛r❡ ❛ss♦✲



✹✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❡t ✹✺

❝✐❛t❡❞ t♦ ♠♦❞❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ str♦♥❣❧② ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡② ❛r❡✱

t❤❡♥ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❡♥❡r❣② ♦♥ ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧♦♥❣

❞✐st❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ✐♥ t❤❡

❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡ts ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ai} ❛♥❞ {bi} ✐s ❛❧♠♦st ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φi ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ➓ ✹✳✷✳✶

❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛❧s♦ ❛ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✭❋✐❣✳ ✹✳✻✮✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡

✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ αi ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✭❋✐❣✳ ✹✳✻✱ ❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ❛❧s♦ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ❧♦✇ ♦r❞❡r ♠♦❞❡s ✇❡❛❦❧② ✏r❛❞✐❛t❡✑ ✐♥ t❤❡

✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ Ω2 ✿ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛♣♣❡❛rs ❛s ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥

♦♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧✱ ♥♦♥ r❛❞✐❛t✐♥❣✱ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

❉✐r✐❝❤❧❡t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✭z = 0✮✳

❋♦r ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♠♦❞❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φi ❞✐✛❡r ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧✱ ✏❉✐✲

r✐❝❤❧❡t✑✱ s♦❧✉t✐♦♥s✳ P❛tt❡r♥s ♦❢ ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✲ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ✇✐t❤

✐♥❞✐❝❡s (p, q) ❜❡❝♦♠❡ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ✲ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t✱ t❤❛t ✇❛s str♦♥❣ ❢♦r ❧♦✇ ♦r❞❡r ♠♦❞❡s✱

❜❡❝♦♠❡s ✇❡❛❦❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♥❡❛r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ z = 0✳

◆♦✇ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤❛t ❞✐s♣❧❛②s ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳

✹✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❡t

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝✳ ✹✳✶✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♠♦❞❡s φi ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❢♦r ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t♦ ❜✉✐❧t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛s ✇r✐tt❡♥ ✐♥

❊q✳ ✭✹✳✹✮✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s αi ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✇✐t❤ ℑ{αi} < 0✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts

ki ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✇✐t❤ ℑ{ki} > 0✱ ❡✈❡♥ ❢♦r r❡❛❧ s♦✉r❝❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❚❤❡♥✱ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡s

φi exp(±❥kix) ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣✱ r❡✢❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❛❞✐❛✲

t✐♦♥ ❧♦ss❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts {ai} ❛♥❞ {bi} ♠✉st ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❆t t❤❡ ✐♥♣✉t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛ s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

❣✐✈❡♥ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ x = ❝♦♥st❛♥t✱ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ω✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛t

x = 0 ✿ p(0, y, z, ω) = p0(y, z) exp(−❥ωt)✳ ❆t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

✹✳✸✳✶ ■♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

▲❡t ❝❛❧❧ Pi(x) = ai exp(❥kix)+bi exp(−❥kix) t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✐♥ s❡r✐❡s ✭✹✳✹✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠♦❞❡s φi ❛r❡ ♥♦t ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✜❡❧❞ p0(y, z, ω) ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡

{φi} ❛s ✐t ✐s ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♠❛❞❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ {Pi(0)}✳ ❚❤✉s✱ ❛❢t❡r tr✉♥❝❛t✐♦♥ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢



✹✻ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
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αFEML

2π
= 1.505 − 0.001i

αL

2π
= 1.505 − 0.001i

∥

∥φ(3,0)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,0)

∥

∥

∥

∥

∥φ(3,1)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,1)

∥

∥

∥

1.541 − 0.004i

∥

∥φ(3,3)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,3)

∥

∥

∥

∥

∥φ(3,5)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,5)

∥

∥

∥

∥

∥φ(3,2)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,2)

∥

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,4)

∥

∥

∥

∥

∥φ(3,4)

∥

∥

∥

∥φ(3,7)

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,7)

∥

∥

∥

∥

∥

∥
φFEM(3,6)

∥

∥

∥

∥

∥φ(3,6)

∥

∥

1.715 − 0.019i

2.015 − 0.070i

2.555 − 0.124i

1.614 − 0.009i

1.856 − 0.034i

2.339 − 0.098i

1.540 − 0.005i

1.708 − 0.021i

1.984 − 0.056i

2.554 − 0.117i2.345 − 0.076i

1.841 − 0.032i

1.611 − 0.011i

❋✐❣✳ ✹✳✻ ✕ ❆♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φ(3,q)✱ q > 0✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ P▼▲ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❋❊▼ r❡s✉❧ts✳



✹✳✸ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ str❡❡t ✹✼

t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭✹✳✹✮✱ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤✉s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✷✸❪ ✿

~P (0) =
(

Λ(φ)
)−1

~p
(φ)
0 , ✭✹✳✷✶✮

✇❤❡r❡ t❤❡ i✲t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ~P (0) ✐s Pi(0) ❛♥❞

Λ
(φ)
ij =< φi|φj >, ✭✹✳✷✷❛✮

p
(φ)
0i =< φi|p0 >, ✭✹✳✷✷❜✮

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

< f |g >=

∫∫

f̄g ❞Ω. ✭✹✳✷✸✮

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s p0(y, z, ω) ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❛❝t s✉♣♣♦rt✱ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ Ω1✱

✐✳❡✳✱ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ~P (0)✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s t❤❡

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φi✱ t❤❡✐r r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω1✱ t❤❛t ✐s✱

∀(y, z) ∈ [−L
2
,
L

2
] × [0, d],

φi(y, z) =
∑

n≥0

A(i)
n cos

(

β(i)
n (d− z)

)

ψn(y), ✭✹✳✷✹✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t < | > ❛❜♦✈❡ ✐s ✿

< f |g >=

d
∫

0

L/2
∫

−L/2

f̄g ❞y❞z. ✭✹✳✷✺✮

◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ r❡❛❧ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠♦❞❡s✱ ❛s ✐♥ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ t❤❡ ❧❡❛st

sq✉❛r❡ ♠❡t❤♦❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ✉s✉❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Pm =< φm|p >✳

✹✳✸✳✷ ❖✉t♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

▲❡t Qi(x) = ❥ki(ai exp(❥kix) − bi exp(−❥kix)) ❜❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡

x✲❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ~∇p✳ ❖♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ s❛②✱ ❛t x = x❡♥❞✱ t❤❡

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛♥ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Y❡♥❞ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣ ~Q(x❡♥❞) = Y❡♥❞ ~P (x❡♥❞)✳

❆❣❛✐♥✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✐♥♣✉t ❡♥❞✱ ❛♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡

❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ t❤❡ ♠❛tr✐① Y❡♥❞✱ ❢♦r s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♠❛② ♥♦t ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧②

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✉❛❧ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✲ r✐❣✐❞ ❡♥❞✱ ♥♦♥ r❛❞✐❛t✐♥❣ ♦♣❡♥ ❡♥❞✱ ❛♥❡❝❤♦✐❝ t❡r♠✐♥❛✲

t✐♦♥ ✲ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♠♦❞❡s

♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡ ✇❛✈❡ ❬✺✺❪✳



✹✽ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✹✳✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r {ai} ❛♥❞ {bi}

◆♦✇ t❤❛t ❛♥ ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ~P (O) ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Y❡♥❞ ❛r❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ~a

❛♥❞ ~b ♦❢ t❤❡ {ai} ❛♥❞ {bi} ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❬✺✺✱ ✷✷❪ ✿

~a = (1 − δ)−1 ~P (0), ✭✹✳✷✻✮

~b = −δ(1 − δ)−1 ~P (0), ✭✹✳✷✼✮

✇❤❡r❡ δ = D1(Y❡♥❞ + Y❝)
−1(Y❡♥❞ − Y❝)D1✱ D1 ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❡r♠s D1i = exp(❥kix❡♥❞)✱ Y❝ ✐s

❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇✐t❤ t❡r♠s Y❝i = ❥ki✳ ❚❤✉s✱ ✇✐t❤ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ~a ❛♥❞ ~b✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡

♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❡r♠s exp(−❥kix) ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ~̃b = D−1
1
~b✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ✇r✐tt❡♥

p(N)(x, y, z, ω) =
∑

i≥1

(aie
❥kix + b̃ie

❥ki(x❡♥❞−x))φi(y, z). ✭✹✳✷✽✮

❚❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ D1✱ ♥♦t ♦♥ D
−1
1 ✱ ❛♥❞ ♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛r❣✉✲

♠❡♥ts x ♦r L− x✳

✹✳✹ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ ❛ s♦✉r❝❡ ✐♥

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❜❛❝❦ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ✇❛✈❡s ✿ bi = 0✳

✹✳✹✳✶ ■♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x = 0 ✐s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✼ ✭❧❡❢t ♣❛rt✮ ❛♥❞

❣✐✈❡♥ ❜②

p0(y, z) =
3
∑

k=1

1

σk

√
2π

e

−(y − yk)
2 − (z − zk)

2

2σ2
k , ✭✹✳✷✾✮

✇❤❡r❡ σk ∈ R
+ ❛♥❞ (yk, zk) ∈ [−L/2, L/2] × [0, d]✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢r❡q✉❡♥❝② ✐s

kL/2π = 1.2✳ ❚❤✐s ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ♥♦♥ tr✐✈✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ s❡✈❡r❛❧✱ s♣❛t✐❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱

s♦✉r❝❡s✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ {ai} ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✷✾✮ ❢♦r p0(y, z) ✐♥ ❊qs✳ ✭✹✳✷✶✲✹✳✷✷✮✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✼✳ ❯s✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ N = N = 30 ♠♦❞❡s ✭✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❛t N ✐s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s ✭✹✳✷✽✮ ❛♥❞ N ✐s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✷✶✮ ✐♥ t❤❡ ❧❡❛st

sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ {ai}✱ s♦ t❤❛t N ≤ N ✮✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧ r❡♣r♦❞✉❝❡❞

✇✐t❤ ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ♦❢ ✸✳✻✪✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ♦r❞❡r ❞❡♣t❤ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ✜rst ❢❛♠✐❧✐❡s

t❤❛t ❤❛✈❡ ❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ♥♦t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ✇❡❛❦ ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❛t ♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s

❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ {ai} ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳



✹✳✹ ❘❡s✉❧ts ✹✾
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Input source condition

Modal reconstruction with 30 modes

p0(y, z)

0.2
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∥

∥

∥
p(30)(0, y, z)

∥

∥

∥
ℑ{p(30)(0, y, z)}ℜ{p(30)(0, y, z)}

❋✐❣✳ ✹✳✼ ✕ ❚♦♣ ✿ ■♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t ❛❜s❝✐ss❛ x = 0 ❀ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✷✾✮ ❛r❡ (y1, z1, σ1) = (0.18L, 0.42d, 0.24)✱ (y2, z2, σ2) = (−0.30L, 0.26d, 0.22)✱

(y3, z3, σ3) = (−0.14L, 0.70d, 0.24)✳ ❇♦tt♦♠ ✿ ▼♦❞❛❧ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

p0(y, z)✱ ✉s✐♥❣ N = N = 30 ♠♦❞❡s✳

❚❛❜✳ ✹✳✶ ✕ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ℑ{ki} ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② kL/2π = 1.2✳

❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡ (m,n) ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡ (m,n)

1st ✭✶✱✵✮ 6t❤ ✭✵✱✶✮

2♥❞ ✭✵✱✵✮ 7t❤ ✭✶✱✷✮

3r❞ ✭✷✱✵✮ 8t❤ ✭✷✱✷✮

4t❤ ✭✶✱✶✮ 9t❤ ✭✵✱✷✮

5t❤ ✭✷✱✶✮ 10t❤ ✭✶✱✸✮

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r N ♦❢ ♠♦❞❡s t❛❦❡♥

✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✷✽✮✱ ❢r♦♠ ❛ N = 30 ♠♦❞❡s ❜❛s✐s✱ ❛♥ ❡rr♦r ǫ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

ǫ =

√

√

√

√

√

√

∫ d
0

∫

L
2

−L
2

||p(N) − p0||2 ❞y❞z
∫ d
0

∫

L
2

−L
2

||p0||2 ❞y❞z
, ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ p(N) ✐s t❤❡ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ N ♠♦❞❡s ✭❊q✳ ✹✳✷✽✮✱ ❛♥❞ p0 t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞✳

❚❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ s♦rt❡❞ ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t

ki✱ t❤❛t ✐s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❡❛st ❞❛♠♣❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦st ❞❛♠♣❡❞ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛✲

♥②♦♥ ✭❚❛❜✳ ✹✳✶✮✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ ❡❛❝❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡

❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ p0(y, z) ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽

✭❝✐r❝❧❡s ✬◦✬✮✳ ◆❛t✉r❛❧❧② ✐♥ s✉❝❤ ❛ ♠♦❞❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡❛❝❤



✺✵ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

♠♦❞❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ❞✐✛❡r❡♥t❧② t♦ t❤❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ p0(y, z)✳
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❋✐❣✳ ✹✳✽ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥❞✐❝❛t♦r ǫ ✇✐t❤ t❤❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s N t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ✬◦✬ ✿ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t x = 0✱ ✇✐t❤ ǫ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✵✮✳

✬△✬ ✿ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t x = 10L✱ ✇✐t❤ p(30)(10L, y, z, ω) ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞✳

✹✳✹✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❢♦r N = 30✱ t❤❡ ✜❡❧❞ p(30)(x, y, z, ω) ✐s ♥♦✇ t❛❦❡♥ ❛s

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛t ❛❜s❝✐ss❛ x = 10L ✭tr✐❛♥❣❧❡s ✬△✬ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✽✮✳

❚❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ p0(y, z)✱ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s t♦

t❤❡ ❝♦♥❣❡r❣❡♥❝❡ ✐s st✐❧❧ ✈✐s✐❜❧❡✱ ❜✉t✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❛♣♣❡❛rs t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡s ✲ t❤❡ ❧❡ss

❞❛♠♣❡❞ ♠♦❞❡s ✲ st✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛t t❤❛t ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✏s♦✉r❝❡✑✳

Pr❛❝t✐❝❛❧❧②✱ s♦rt✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡s ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❚❛❜✳ ✹✳✶ ✐s t❤✉s ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t ❞✐st❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✳

❋✐❣✳ ✹✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛t ❛❜s❝✐ss❛ x = 10L✱ L t❤❡ ✇✐❞t❤

♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❧♦t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✳ ✭✹✳✷✽✮ ❛♥❞ N = 30 ✲ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♠♦❞❡s ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✲✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r✐❣❤t ♣❧♦t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦♥❧②

t❤❡ ✜rst s✐① ♠♦❞❡s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❇♦t❤ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ✿ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✵✮✱ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✸✺✪✳
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❋✐❣✳ ✹✳✾ ✕ ▼♦❞❛❧ ✜❡❧❞ ❛t x = 10L ✉s✐♥❣ N = 30 ♠♦❞❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ N = 6 ♠♦❞❡s ✭r✐❣❤t✮✳

❙✐♥❝❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t ❝❡rt❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡✱

✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ♥♦t



✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✺✶

♦rt❤♦❣♦♥❛❧✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦❞❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ai ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✏❜❛s✐s✑ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ s❤♦✇s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t t❤✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐s r❛♣✐❞❧② ✇❡❛❦✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❢♦r t❤❡ ✜rst ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❧❡ss ❞❛♠♣❡❞ ✭❋✐❣✳ ✹✳✶✵✮✳ ❚❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ a(N )
i ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s N t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ai✳
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✭❜✮

❋✐❣✳ ✹✳✶✵ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts a3 ✭❛✮ ❛♥❞ a6 ✭❜✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s N
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s✱ t✇♦ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✷✾✮ ❛t x = 0 ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✿

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ N = N = 10✱ ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ N = N = 30✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡s❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✳ ✭✹✳✸✵✮✱ ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡

❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ p0(y, z) ✐s ❜❛❞❧② r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱

❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ♥❡❛r t❤❡ ♣❧❛♥❡ x = 0 ✐s t❤✉s s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❇✉t ✐t ❞❡❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧②✱ t♦ ❜❡

✉♥❞❡r ✶✪ ❛❢t❡r ❧❡ss t❤❛♥ t✇♦ ✇✐❞t❤s✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞✱ r❛♣✐❞❧②✱ ✐s ✏❝❛rr✐❡❞✑ ❜② ❛

s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s✱ t❤❡ ❧❡ss ❞❛♠♣❡❞ ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥✜♥❡❞ ❛♥❞ ❣✉✐❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ♦♣❡♥ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥ts ♦✉t ❛ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛✲

t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳ ❋✐rst✱ ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❧❡✈❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡

❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥ s✉❝❤ ❛♥ ♦♣❡♥ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ s✐♥❝❡ ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡s ♦♥❧② ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ✉r❜❛♥ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛

♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❛t ❣✐✈❡s t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦♥ t❤❡ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥

✇❛✈❡❣✉✐❞❡ t❤❛t ❞✐s♣❧❛②s t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ♥❛t✉r❛❧❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡

❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ s✉❝❤ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s✱ ❝❛♥ ❜❡



✺✷ ✹ ❖♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ▲❡❛❦② ♠♦❞❡s ✐♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
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❋✐❣✳ ✹✳✶✶ ✕ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✳ ✹✳✸✵✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✹✳✷✽✮ ✇✐t❤

N = N = 10 ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ N = N = 30✱ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✳

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆s t❤❡s❡ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡s t❤❛t ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♥❣✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞❡s t❤❛t ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝❛rr② t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✭❡♠✐tt❡❞ ❜② s♦♠❡ s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡

✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮ ❞❡❝r❡❛s❡s r❛♣✐❞❧②✱ s♦ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠♦❞❡s✱ ❛t ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛

r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts ✐♥t❡r❡st ❛s ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧❧

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❡❡t ❛s ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ❝♦♥✜♥✐♥❣ ❛♥❞ ❣✉✐❞✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✳

❆s ❛ ✜rst st❡♣ ❛♥❞ t♦ ❝❧❡❛r❧② ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❧② ❛♥

✉♥✐❢♦r♠ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✱ ❛s

♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❥✉♥❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳



❆✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✺✸

❆✹ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs

P▼▲ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t♦ ❛✈♦✐❞ ♥♦♥✲♣❤②s✐❝❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ❛ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✜♥✐t❡

❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✇♦r❦s ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✿ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ φ(y, z) ♦❢ t❤❡

❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠ ✭✹✳✸✮ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝❛✈✐t② ✐s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥ t❤❡ P▼▲ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s

(y, z) t♦ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡s (ŷ, ẑ)✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ φ̂ s❛t✐s✜❡s

(

∂2

∂ŷ2
+
∂2

∂ẑ2

)

φ̂ = 0 ✭✹✳✸✶✮

❈♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡s (ŷ, ẑ) ❛r❡ ♥♦✇ ✇r✐tt❡♥

ŷ(y) =

y
∫

0

τy(y
′) ❞y′, ẑ(z) =

z
∫

0

τz(z
′) ❞z′ ✭✹✳✸✷✮

✇✐t❤ ℜ{τy,z} > 0✱ ℑ{τy,z} > 0✱ ❛♥❞ τy(y ≤ l′) = 1✱ τz(z ≤ d′) = 1 ✭❋✐❣✳ ✹✳✺✮✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s

♣❛♣❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ τy(y > l′) = τz(z > d′) = 1 + ❥✳





❈❤❛♣✐tr❡ ✺

❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥

✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ré❞✐❣é ❡♥ ❧❛♥❣✉❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ❡st ♣rés❡♥té s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛rt✐❝❧❡ q✉✐ s❡r❛ ♣r♦❝❤❛✐✲

♥❡♠❡♥t s♦✉♠✐s ❛✉ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❝♦✉st✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✳ ❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés

❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st tr♦♣

❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ r❡✲

❝❤❡r❝❤❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❛ss❡③ ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ❡t ♣❡✉t ♣♦s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s

❞❡ ❝♦ût ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉①✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡ ❞♦✐t êtr❡ rés♦❧✉ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡

✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣❡✉t ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❡t

❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s✳ ❆ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡

♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✈❡rts ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡s ❛ été

❞é✈❡❧♦♣♣é ❡t ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❆❜str❛❝t

■♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ✉r❜❛♥✱ ❯✲s❤❛♣❡❞✱ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

❛tt❡♥t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡

str❡❡t✱ ❛♥❞ t♦ ✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❢❛ç❛❞❡s✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✐rr❡❣✉❧❛r✐t②✳ ❚❤❡ str❡❡t

❝❛♥②♦♥ ❜❡✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛

❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥✳

❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✲ t❤❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ♦♣❡♥ ✐♥ t❤❡ s❦② ❛❜♦✈❡ ✲ ✐s ✜rst t✉r♥❡❞

✐♥t♦ ❛ ❝❧♦s❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ❜② ✉s✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❝❛♥②♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t ✐ts ❡①tr❡♠✐t✐❡s✳

✺✺



✺✻ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ❛ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✉r❜❛♥ ❛r❡❛s ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦♥✜✲

♥❡❞ s♣❛❝❡s ✲ t❤❡ str❡❡t ❝❛♥②♦♥s ✲ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦✉♥❞ ✐s ❜♦t❤ ❝♦♥✜♥❡❞ ✭t❤❡ s♣❛❝❡ ✐s ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜②

❜✉✐❧❞✐♥❣s✮ ❛♥❞ r❛❞✐❛t❡❞ ✐♥t♦ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ✭t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ✐s ♦♣❡♥ ✐♥ t❤❡ s❦② ❛❜♦✈❡✮✳ ■♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡

s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥

❛r❡ r❛r❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ss✉♠❡❞ ❛s ✐♥✜♥✐t❡ ❬✹✻✱ ✻✶✱ ✻✷❪

♦r✱ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ t♦♣ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r♣t✐✈❡ ❝❡✐❧✐♥❣ ❬✹✺❪✳ ❚❤❡

❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ str❡❡ts ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♦❢ s♦✉♥❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ✇♦r❦s ❞❡❛❧✐♥❣

✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝✐t② ❝❛♥②♦♥s ❬✺✷✱ ✻✺✱ ✷✽❪✱ ❜✉t ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥②♦♥s ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥s✳ ❍♦r♥✐❦① ❛♥❞ ❋♦rssé♥

r❡❝❡♥t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✸❉ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t✱ t❤❡♥✱ r❡str✐❝t❡❞ t❤❡✐r st✉❞② t♦

✐♥✜♥✐t❡✱ ✉♥✐❢♦r♠✱ ❝❛♥②♦♥s ❬✸✶❪✳ ■t ✐s t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t st✉❞② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢

❜♦t❤ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ str❡❡t ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❡♥❝❧♦s✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥②♦♥✳

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❛s ❛♥ ✐❞❡❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ str❡❡t

❝❛♥②♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡ ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② ❝♦♥✜♥❡❞ ❜② t❤❡

❣✉✐❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr② ♦r ♠❡❞✐✉♠ ✭❡♠❜❡❞❞❡❞ ❡❧❛st✐❝ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❬✶✽❪✱ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❬✼✺❪✮✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢

t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❜❡❝♦♠❡ ❧❡❛❦②✱ ♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡ ✲ t❤❡ s❦② ♦✈❡r

t❤❡ str❡❡t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✉r❜❛♥ ♥♦✐s❡✳ ■♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞②✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❤♦✇ t❤❡ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s

❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❜❛s✐s ❢♦r ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥

✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❬✺✼❪✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✜rst ❞❡r✐✈✐♥❣

t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛✈✐t② ♦♣❡♥ ✐♥ ❛♥

✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛♥❞

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉✐t❡❞ ♣❡r❢❡❝t❧② t❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✲ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ s❤♦✇✐♥❣✱ ♥♦t❛❜❧②✱ ❤♦✇ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡s

❝❛♥ ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✲ ✐t ♠✐❣❤t ♣r♦✈❡ ✐♥❛❞❡q✉❛t❡ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛s ✈❛r②✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❡✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐s ❛ ❧♦♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥❡✇

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ❛t ❡❛❝❤ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡✳

❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡♥✱ ✐s t♦ ✉s❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs ❬✺❪ ✭P▼▲✮ t♦ t✉r♥ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧❧② ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✐♥t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❛❧✲

❋❊ ♠❡t❤♦❞✱ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡r✱ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ✜rst t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✉s✐♥❣ ❛

✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡♥✱ ❛♥ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❬✺✺✱ ✻✱ ✷✷❪✱ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡

✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡ ❡♥❞s ♦❢ t❤❡

❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳



✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✺✼

✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢✲

s♣❛❝❡

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❧❡❛r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛rt✐❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✱ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛♥

✐♥✜♥✐t❡ ❣r♦✉♥❞ ✐s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡✱ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡①❤✐❜✐t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳ ▲❡t t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② z = ❝♦♥st❛♥t✱ z

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❤❡✐❣❤t✱

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✳ ❖✈❡r t❤✐s ❜♦✉♥❞❛r② t❤❛t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧②

r❡✢❡❝t✐♥❣✱ ♦♥❡ ✇❤✐s❤ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥

(

~∇2 + k2
)

p = 0, ✭✺✳✶✮

✇✐t❤ k = ω/c0 t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ c0 t❤❡ ✇❛✈❡ s♣❡❡❞✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t t❤❡

❡①tr❡♠✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ s❛②✱ x = 0 ❛♥❞ x = L✱ x t❤❡ r❛♥❣❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭t❤❡ t✐♠❡

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ exp(−❥ωt) ✐s ♦♠✐tt❡❞✮✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦✇ s✉❜st✐t✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ❡❧♦♥❣❛t❡❞

❞♦♠❛✐♥✱ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ P▼▲ ♦❢ ✜♥✐t❡ ✇✐❞t❤ h ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❤♦♠♦❣❡♥♦✉s ◆❡✉♠❛♥♥

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡♥❞ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❛✮✮✳ ❊q✳ ✭✺✳✶✮ ❜❡❝♦♠❡s

[

∂2

∂x2
+

1

τ

∂

∂z

(

1

τ

∂

∂z

)

+ k2

]

p(x, z) = 0, ✭✺✳✷✮

✇✐t❤ τ(z) ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ♣❛r❛♠❡t❡r ❢✉❧✜❧❧✐♥❣







ℜ{τ}ℑ{τ} > 0 ✐❢ z > 0,

τ(z) = 1 ✐❢ z ≤ 0
✭✺✳✸✮

✭s❡❡ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ ❆♣♣✳ ❆✺✮✳ ■♥ t❤❡ s❡q✉❡❧✱ ✐t ✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t τ(z > 0) = ❝♦♥st❛♥t = A exp(❥β)✱

✇✐t❤ A > 0 ❛♥❞ β ∈]0, π/2[✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞♦♠❛✐♥ z ∈ [−l, h] ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ N ✲♥♦❞❡s ❣r✐❞ ✿ −l = z1 < z2 <

. . . < zn′ = 0 < . . . < zN = h ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✭❜✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ✜rst

♦r❞❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ψn(z) ✿

p(x, z) =
∑

n≥1

Pn(x)ψn(z) = t ~ψ ~P , ✭✺✳✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ~P ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t ♥♦❞❡s zn ✿ Pn(x) = p(x, zn)✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❊q✳ ✭✺✳✷✮ ✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s

~P ′′ +
(

M−1K + k2
)

~P = 0, ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ ′′ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ x✱ ❛♥❞ ♠❛ss ❛♥❞ st✐✛♥❡ss ♠❛tr✐❝❡s M ❛♥❞



✺✽ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

PML

x

z

z = h

z = 0

z = −l

x = 0 x = L

✭❛✮

z1 = −l

ψn(z)

1

zn zn+1zn−1 zn′ = 0

Physial domain PML

z

zN = h

✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✶ ✕ ✭❛✮ ❚❤❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡✢❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❛ ✷❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❝❧♦s❡❞ ❜② ❛ P▼▲✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✶❉ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ N ✲♥♦❞❡s ❣r✐❞✳

❚♦ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❛ ✜rst ♦r❞❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ψn(z)✳

K ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱

Mmn =

h
∫

−l

τψmψn ❞z, ✭✺✳✻❛✮

Kmn = −
h
∫

−l

1

τ

∂ψm

∂z

∂ψn

∂z
❞z. ✭✺✳✻❜✮

❆ ❣❡♥❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s α2
i ✱ i ≥ 0✱ ❛♥❞

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s φi ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① M−1K ✿

~P = Φ
(

D(x) ~C1 +D(L− x) ~C2

)

, ✭✺✳✼✮

✇❤❡r❡ Φ = [φ0, φ1, φ2, . . .] ❛♥❞ D(x) ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❣✐✈❡♥ ❜②

Di(x) = e❥kix, ✭✺✳✽✮

✇✐t❤ ki =
√

k2 − α2
i ✭ℜ{ki} ≥ 0✱ ℑ{ki} ≥ 0✮✳ ~C1 ❛♥❞ ~C2 ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦rs ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❡♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛t x = 0 ❛♥❞ x = L✳ ▲❡t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x = 0 ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ~P0 ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t x = L ❛s ❛♥ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① YL ❢✉❧✜❧❧✐♥❣
~Q(L) = YL

~P (L)✱ ✇✐t❤ ~Q t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ∂xp ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s {ψn}✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❝♦♥st❛♥ts ~C1 ❛♥❞ ~C2 ❛r❡

~C1 = (I − δ)−1Φ−1 ~P0, ✭✺✳✾❛✮

~C2 = −D−1(L)δ ~C1, ✭✺✳✾❜✮



✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✺✾

✇❤❡r❡

δ = −D(L) (YLΦ + ΦΓ)−1 (YLΦ − ΦΓ)D(L), ✭✺✳✶✵✮

✇✐t❤ Γij = ❥kiδij ✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛♥❡ x = 0 ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① YL ✿

Y0 = ΦΓ(I + δ)(I − δ)−1Φ−1. ✭✺✳✶✶✮

✺✳✷✳✶ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❚r❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s

■♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝❛s❡ t❤❛t ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s (αi, φi) ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈s❡rs❡ ❡✐❣❡♥✲

♣r♦❜❧❡♠
[

1

τ

∂

∂z

(

1

τ

∂

∂z

)]

φ = −α2φ ✭✺✳✶✷✮

❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧②✳ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡

α
✭❛♥❛✳✮
i =

iπ

(τh+ l)
, i ≥ 0, ✭✺✳✶✸✮

✇❤✐❧❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡

φ
✭❛♥❛✳✮
i (z) = cos

(

αi(τz + l)
)

. ✭✺✳✶✹✮

❑♥♦❝❦❛❡rt ❛♥❞ ❉❡ ❩✉tt❡r s❤♦✇❡❞ ✐♥ ✷✵✵✷ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✐♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧

♣❧❛t❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ P▼▲ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❬✸✽❪✳ ❊qs✳ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✹✮ ♣r♦✈✐❞❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡✳✳

❋✐❣✳ ✺✳✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s αi✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✭❊q✳ ✺✳✶✸✮ ❛♥❞

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ M−1K✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ l = 3✱ h = 2 ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮✱

A = 1 ❛♥❞ β = π/4✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ z ∈ [−l, h] ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❣r✐❞ ♦❢ ✺✵ ♥♦❞❡s✳ ❚❤✉s

∆z = zn − zn−1 = 0.1✳

❆♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✭✬◦✬✮ ❞✐s♣❧❛② ❛ t✐❧t❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r♦t❛t✐♦♥✱ ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① str❡t❝❤✐♥❣ ✭❆♣♣✳ ❆✺✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ P▼▲ tr✉♥❝❛t✉r❡ ❛t ❛ ✜♥✐t❡

✇✐❞t❤✱ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❛❧

❛①✐s✳ ❋r♦♠ ❊q✳ ✭✺✳✶✸✮ ✐t ❡❛s✐❧② ❝♦♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛♥❣❧❡ γ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✐❧t❡❞ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ❛♥❞ t❤❡

r❡❛❧ ❛①✐s ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ P▼▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs A ❛♥❞ β ❀ ♥♦t❛❜❧②✱ γ t❡♥❞s t♦✇❛r❞ −β ✇❤❡♥

t❤❡ P▼▲ ✐s ✐♥✜♥✐t❡❧② ✇✐❞❡✳

❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ✭✬×✬✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❊▼ ❞✐s♣❧❛②s t❤r❡❡ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s

✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♣✐t❝❤❢♦r❦ s❤❛♣❡ ❬✼✹❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① α✲♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s



✻✵ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

1 2 3 4 5 6

−6

−5

−4

−3

−2

−1

2 4 6 8 10 12

−2

−1

−3

−4

−5

−6

0

γ −→
h→∞

−β

11

18

1

0

42 3

Analytial

modes

ℑ
{

αi(h+l)
2π

}

ℜ
{

αi(h+l)
2π

}

✭❛✮

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

PML

z

‖φ3(z)‖

Mode 3

PML

z

PML

z

‖φ4(z)‖

Mode 4

PML

z

Mode 18

‖φ1(z)‖

PMLMode 1

z

PML

z

‖φ2(z)‖

Mode 2

‖φ18(z)‖

Mode 11

‖φ11(z)‖

210−1−2−3

210−1−2−3

210−1−2−3

210−1−2−3

210−1−2−3 210−1−2−3

1

0

1

1

0

1

0

1

0

1

0 0

✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✷ ✕ ✭❛✮ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s αi ✿ ✬◦✬ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ ✬×✬ ❋❊▼✳ ✭❜✮

❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧❛❜❡❧❡❞ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s♣r❡❝tr✉♠ ✿

✭✬−✬✮ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✭✬− − −✬✮ ❋❊▼✳ P❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ l = 3✱ h = 2 ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮✱

A = 1✱ β = π/4✱ ❛♥❞ N = 50✳

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❜♦t❤

t❤❡ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑ ❞♦♠❛✐♥ ✭z < 0✮ ❛♥❞ t❤❡ P▼▲ ✭▼♦❞❡s 0 t♦ 4 ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❜✮✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

s♣❧✐ts✱ t♦ ❞✐s♣❧❛② t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡✐❣❡♥s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❊✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❧♦❝❛t❡❞ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r✱ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✭▼♦❞❡

18 ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❜✮✮✱ ✇❤✐❧❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s



✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✻✶

❧♦❝❛t❡❞ ♠♦st❧② ✐♥ t❤❡ P▼▲ ✭▼♦❞❡ 13 ♦❢ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❜✮✮✳
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✭❛✮

10
2

10
−2

10
−1

10
0

10
1

10
2

0.1

1

10

100

(%)ǫ

N50 100 200 500

Mode 1: ǫφ1
∼ 1/N 0.99
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Mode 4: ǫφ4
∼ 1/N 0.73

✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✸ ✕ ✭❛✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ✜rst ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❡s❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ✭❜✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡s❤ N ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❝♦♥✈❡r❣❡ t♦ ❛♥❛✲

❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❧♦✇✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r

ǫ
(α)
i =

∣

∣

∣

∣

∣

αi − α
✭❛♥❛✳✮
i

α
✭❛♥❛✳✮
i

∣

∣

∣

∣

∣

✭✺✳✶✺✮

❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛s ≃ 1/N ♦r s❧♦✇❡r ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✭❛✮✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝✲

t✐♦♥s✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②

ǫ
(φ)
i =

√

√

√

√

∫ h
−l ‖φi − φ

✭❛♥❛✳✮
i ‖2 ❞z

∫ h
−l ‖φ

✭❛♥❛✳✮
i ‖2 ❞z

, ✭✺✳✶✻✮

✐s ❛❧s♦ q✉✐t❡ s❧♦✇ ✭❋✐❣✳ ✺✳✸✭❜✮✮✳ ❚❤✉s✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ❋❊▼ ♠❡s❤✱ ✈❡r②

❢❡✇ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s

♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❛♥ ❡♥❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ♠♦❞❡s ❛r❡

❡①♣❧✐❝✐t❡❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♠❡t❤♦❞✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ♠♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡s t❤❛t ♠❛②

✜rst ❛♣♣❡❛r ❛s ✏s♣✉r✐♦✉s✑✱ ❛s ✐t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ❊q✳ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣s✱ ❣✐✈❡s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❛ ♠♦r❡ r❛♣✐❞



✻✷ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞

❚❤❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ❜② ❝♦♠♣❛✲

r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❊q✳ ✭✺✳✼✮✳ ❚❤❡ ❝❤♦s❡♥ r❡❢❡r❡♥❝❡

✜❡❧❞✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✭❛✮✱ ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✏❢✉❧❧ ❋❊✑ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✿ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✉♥❞❡r st✉❞②

✐s ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤ s✐③❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ❧❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦

♥♦❞❡s✮ ♠♠s = λ/10 = 0.05✱ λ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❆t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✐s ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P0n = exp

(−(zn − zs)
2

2σ2
+ ❥k sin(θz)zn

)

, n ≥ 1, ✭✺✳✶✼✮

✇✐t❤ zs = −1.5 t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ σ = 0.4 t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✮✱ θz = −π/8 t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✱ ❛♥❞ k = 12.56 t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳

❚♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ✜❡❧❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❡♥❞

♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❛❦❡♥ ❛s t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Y❝ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡

❡❛s✐❧② ❞❡❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ ❊qs✳ ✭✺✳✾✮ ❛♥❞ ✭✺✳✶✵✮ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ~C2 = ~0 ✭♥♦ ❜❛❝❦ tr❛✈❡❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡ ❞♦✇♥s✲

tr❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t✮ ✿ Y❝ = ΦΓΦ−1✳

❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ z✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜②

ǫ =

√

√

√

√

∫ 0
−l

∫ L
0 ‖p− pr❡❢(x, z|xs, zs)‖2 ❞x❞z

∫ 0
−l

∫ L
0 ‖pr❡❢(x, z|xs, zs)‖2 ❞x❞z

, ✭✺✳✶✽✮

✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② r❛♣✐❞✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❛s 1/N2 ✭❋✐❣✳ ✺✳✹✭❜✮✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛t N = 100 ✭10 ♥♦❞❡s

♣❡r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✮✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ǫ = 5.01% ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② 2 ♦❢ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✏s♣✉r✐♦✉s✑ ♠♦❞❡s ✭❡✳❣✳✱

♠♦❞❡s 11 ❛♥❞ 18 ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✭❜✮✮ ♣❧❛② ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✐♥

❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✏♣❤②s✐❝❛❧✑ ♦♥❡s✳

✺✳✷✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦✈❡r ❛ ❣r♦✉♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❝♦♥st❛♥t✱ r❛♥❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱

❤❡✐❣❤t

◆♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❝❛s❡ ✲ t❤❡ ❤❛❧❢♣❧❛♥❡ ✇❛s

❣r♦✉♥❞❡❞ ❛t z = −l = ❝♦♥st❛♥t ✲ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❤❡✐❣❤t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

❋✐❣✳ ✺✳✺✱ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ s♦ t❤❛t ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ ✐rr❡❣✉❧❛r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝❛♥ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❆t t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✱ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ✐ts ❣r❛❞✐❡♥t✱

∂xp✱ s❛t✐s❢② t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s


















p✭✉✮ = p✭❞✮ z ∈ S✭✉✮,

∂xp
✭✉✮ = ∂xp

✭❞✮ z ∈ S✭✉✮,

∂xp
✭❞✮ = 0 z ∈ S✭❞✮

r S✭✉✮

✭✺✳✶✾✮



✺✳✷ ✷❉ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② st✉❞② ✿ ❲❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♥❞❡❞ ❤❛❧❢s♣❛❝❡ ✻✸
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✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✹ ✕ ✭❛✮ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s

t❤❡ ✏❋✉❧❧ ❋❊✑ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠✳ ✭❜✮ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞

✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s N ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞♦♠❛✐♥ z ∈ [−l, h]✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ l = 3

✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮✱ zs = −1.5✱ σ = 0.4✱ θz = −π/8 ❛♥❞ k = 12.56✳ P▼▲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ h = 2✱

A = 1 ❛♥❞ β = π/4✳

PML

S(u) S(d)

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✕ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳

✇❤❡r❡ s✉♣❡rs❝r✐♣ts ✭✉✮ ❛♥❞ ✭❞✮ ❞❡♥♦t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♣str❡❛♠

❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t②✳ ❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ♦❢ p ❛♥❞ ∂xp ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s

{ψn} ✐♥ ❊qs✳ ✭✺✳✶✾✮ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝✐❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②

❝♦♥❞✐t✐♦♥s

~P ✭✉✮ = F ~P ✭❞✮ ✭✺✳✷✵❛✮
tF ~Q✭✉✮ = Q✭❞✮ ✭✺✳✷✵❜✮



✻✹ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❢♦r t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞

Z✭✉✮ = FZ✭❞✮ tF, ✭✺✳✷✶✮

❢♦r t❤❡ ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Z ✭Z = Y −1 ✐s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❞❡✜♥❡❞ ♣r❡✲

✈✐♦✉s❧②✮✳ ❲❤❡♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❋❊▼ ♠❡s❤❡s ✭s❛♠❡ ♥♦❞❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ s❛♠❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✮

❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ S✭✉✮ ❛♥❞ S✭❞✮ ∩ S✭✉✮✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ ♠❛tr✐① F ✐s s✐♠♣❧② Fij = δij ✱ δij t❤❡

❑r♦♥❡❝❦❡r s②♠❜♦❧✳

❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ♦✈❡r t❤✐s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ st❡♣s ❬✺✺❪ ✿

✕ ✜rst✱ ❜♦t❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥♣r♦❜❧❡♠s ✉♣str❡❛♠ ❛♥❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❝♦♥t✐✲

♥✉✐t② ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❀

✕ s❡❝♦♥❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ♦r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ✭♦r ✐♠♣❡❞❛♥❝❡✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ❊qs✳ ✭✺✳✶✶✮

❛♥❞ ✭✺✳✷✶✮ ❀

✕ t❤✐r❞✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞♦✇♥ t❤❡ str❡❡t ✉s✐♥❣ ❛❧t❡r✲

♥❛t✐✈❡❧② ❊qs✳ ✭✺✳✼✮ ✐♥ str❛✐❣❤t s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❊qs✳ ✭✺✳✷✵✮ ❛t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s✳

❋✐❣✳ ✺✳✻ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✏❢✉❧❧ ❋❊✑ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ✐♥♣✉t ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❛♥ ✐♥❝✐❞❡♥t

❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ✇✐t❤ zs = −1.5✱ σ = 0.4✱ θz = −π/10 ❛♥❞ k = 8 ✭❊q✳ ✺✳✶✼✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥✲

♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❋♦r t❤❡ ✏❢✉❧❧✲❋❊✑ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤

✐s ♠♠s = λ/10 = 0.0785✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ st❡♣ ✐♥ t❤❡

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✐s ∆z = ♠♠s✳ ❇♦t❤ ♠❡t❤♦❞s ❣✐✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❆✲

❆✬ ❞❡✜♥❡❞ ❜② z = ❝♦♥st❛♥t = zs✱ ❜♦t❤ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✜t ✈❡r② ✇❡❧❧✳

✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸❉ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡✲

❣✉✐❞❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✼✮✳ ❙✉❝❤ ❛ ❣❡♦♠❡tr② ♠❛② r❡♣r❡s❡♥t ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥ ✇✐t❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✳ ❆s ❞♦♥❡ ❜❡❢♦r❡✱ P▼▲ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ ♦♣❡♥✱ ♣r♦❜❧❡♠ t♦

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛ ❝❧♦s❡❞✱ ✐rr❡❣✉❧❛r✱ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥

❛ ❜❛s✐s ♦❢ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ψn(y, z) ✿ p(x, y, z) = t ~ψ ~P ✱ ❛♥❞ ~P ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛tr✐❝✐❛❧ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✺✮✱ ✇✐t❤

Mmn =

∫

S
τψmψn ❞y❞z, ✭✺✳✷✷❛✮

Kmn = −
∫

S

1

τ

(

∂ψm

∂y

∂ψn

∂y
+
∂ψm

∂z

∂ψn

∂z

)

❞y❞z, ✭✺✳✷✷❜✮

✇❤❡r❡ S ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✳

❆s ✐♥ t❤❡ ✷❉ ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✐♥ ❛ ✸❉ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s✉❞❞❡♥ ✇✐❞t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✭❛✮✮✳ ❋♦r t❤❡ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱



✺✳✸ ❈❛s❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✻✺

A-A'

Arg{P
A
−
A

′ }
ℜ{
P
A
−
A

′ }

ǫA−A′ = 3.57%
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❋✐❣✳ ✺✳✻ ✕ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ ✷❉ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝r♦ss✲

s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✳

y

z x

PML

✭❛✮

y

z

✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✼ ✕ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✸❉ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❜✮ ❈r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♠❡s❤❡❞ ✇✐t❤ tr✐❛♥✲

❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts✳

t❤✐r❞ ♦r❞❡r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❛ t❡tr❛❤❡❞r✐❝ ♠❡s❤ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❡s❤

s✐③❡ ♠♠s = λ/1.36 = 0.25 ✭✐t ❧❡❛❞s t♦ ❛ ∼ 72000 ❞♦❢ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❛❧✲

❋❊ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♠❡s❤ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ♠❡s❤ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡❝t✐♦♥s ✐s

♠♠s = λ/10 = 0.034 ✭∼ 4800 ❞♦❢✮✳ ❆t t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♥



✻✻ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

S (u)
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✭❛✮

ℜ{
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}

Arg{P
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}
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ǫA−A′ = 4.32%
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y ℜ{PFEM (x, y, z = 0.3)} ℜ{PModal−FEM (x, y, z = 0.3)}

0

−0.4
−0.6

−0.2

0.2
0.4
0.6

0.50 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 x

x

1

2

3

0

−1

−2

−3

0.8

1

0.5

1 2 3 40

0

1.5

0.8
0.5

0

−0.5

1.5

1

0.5

0

0.8
0.5

0

−0.5
0 1 2 3 4 x 0 1 2 3 4

43210

0.8

0.6

0.4

0.2

0

−0.2

−0.4

−0.6

ℜ{PFEM (x, y = 0, z)} ℜ{PModal−FEM (x, y = 0, z)}
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✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✽ ✕ ✭❛✮ ❙✉❞❞❡♥ ✇✐❞t❤ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✳ ✭❜✮ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧✲❋❊

♠❡t❤♦❞ ❜② ❛ ✸❉ ❋❊▼ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❡ t✇♦ ♣❧♦ts ♦♥ t♦♣

s❤♦✇ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ❛ xy✲♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ z = zs ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣❧♦ts ❜❡❧♦✇ s❤♦✇ r❡❛❧ ♣❛rts

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦♥ ❛ x✲♣❧❛♥❡ ✇✐t❤ y = ys✳ ❚❤❡♥✱ r❡❛❧ ♣❛rt ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❋❊▼ s♦❧✉t✐♦♥ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮

❛♥❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ ❆✲❆ ❞❡✜♥❡❞ ❜② (y, z) = (ys, zs)✳



✺✳✹ ❇❡❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ✻✼

✐♥❝✐❞❡♥t ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s

P0n = exp

(−(yn − ys)
2 − (zn − zs)

2

2σ2
+ . . .

❥k[sin(θy)yn + sin(θz)zn]

)

, ✭✺✳✷✸✮

✇✐t❤ (ys, zs) = (0, 0.3) t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✱ σ = 0.2 t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✭r❡❧❛✲

t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡❛♠ ✇✐❞t❤✮✱ θy = −π/8 t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ y✲❛①✐s✱ θz = −π/15 t❤❡

❛♥❣❧❡ ♦❢ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ z✲❛①✐s ❛♥❞ k = 18.48 t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❜❡t✲

✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ✐s ❣♦♦❞✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡rr♦r ǫ❆✲❆✬ ≃ 4% ❡st✐♠❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐♥❡ ❆✲❆✬ ✭❋✐❣✳ ✺✳✽✭❜✮✮✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❛

str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ ❡♥❝❧♦s❡❞ ❜② ❜✉✐❧❞✐♥❣s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✇✐❞t❤ ♦❢

t❤❡ ❝❛♥②♦♥ ✐s ✶ ✐♥ ❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✉♣ t♦ ✶✺✪✳ ❚❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❤❡✐❣❤ts ✈❛r② ❢r♦♠ ✶

t♦ ✶✳✾✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✲ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ❜❡❛♠ ❛s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ✲ ✐s

✵✳✸ ✿ t❤❡ ❤❛❧❢✲✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s t❤✉s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✇❛❧❧ ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❝❧❡❛r❧②

s❤♦✇s t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐❛t✐✈❡ ❧♦ss❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ str❡❡t✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣

❜② t❤❡ t❤❡ ❢❛ç❛❞❡s ✐rr❡❣✉❧❛r✐t✐❡s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛tt❡r♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞✳

✺✳✹ ❇❡❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❆s ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r ❛♥❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❬✺✼❪✱ t❤❡ ♠♦❞❡s ♦❢ ❛ ❝❛♥②♦♥ ✭t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✮ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ♦♣❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✲

✜♥✐t❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❝❛♥②♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❡

❣❧♦❜❛❧ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❝♦✉♣❧❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s ✿ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧✱ s✐♥❣❧❡✱

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ s♣❧✐t ✐♥t♦ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡s♦♥❛♥❝❡s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛♥②♦♥s✳ ❖♥❡

♦❢ t❤❡ r❡s♦♥❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ s②♠♠❡✲

tr② ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡✐❣❡♥s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❛ ✏t✇♦ ❝❛♥②♦♥s✑ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ s✉❝❤ ❛

s♣❧✐tt✐♥❣ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✵✮✳

❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛ s♦✉r❝❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛♥②♦♥s✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ p0 =

φ
✭s✮
(1,0) +φ

✭❛✮
(1,0) ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥②♦♥s✲str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❧❛♥❡✱ s❛②✱ x = 0✱❜❡❝❛✉s❡ ♦❢

t❤❡ ❣r❡❛t s✐♠✐❧❛r✐t② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ s②♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛♥t✐s②♠❡tr✐❝❛❧ ♠♦❞❡s✱

t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ♦♥❡ ❝❛♥②♦♥ s❤♦✇s ❛ ♣❛tt❡r♥ s✐♠✐❧❛r t♦ 2φ(1,0)✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ❛❧♠♦st ③❡r♦ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❛♥②♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✶✭❛✮✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱

p(x, y, z) = φ
✭s✮
(1,0)e

❥k✭s✮x + φ
✭❛✮
(1,0)e

❥k✭❛✮x, ✭✺✳✷✹✮

✇❤❡r❡ k✭s✮ =
√

k2 − α✭s✮2 ❛♥❞ k✭❛✮ =
√

k2 − α✭❛✮2✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❜❡❛t ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉r✐♥❣ ❜❡t✲

✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥②♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t

✭❋✐❣✳ ✺✳✶✵✭❜✮✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡s✱ t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✭x = 0✮ ✐♥t❡r❢❡r❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s ❛❧♠♦st

❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥②♦♥s✱ ❜❡❝♦♠❡ ♦✉t ♦❢ ♣❤❛s❡✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❡r❣② ✐s tr❛♥s❢❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞



✻✽ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s
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❋✐❣✳ ✺✳✾ ✕ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ✜❡❧❞ ✭♠♦❞✉❧✉s✮ ✐♥ ❛♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛

str❡❡t ❝❛♥②♦♥✱ ❛t s✐① ❞✐✛❡r❡♥t ❤❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ✇✐❞t❤ ♦❢ t❤❡ str❡❡t ✐s ✶ ✭❛r❜✐tr❛r② ✉♥✐ts✮✱ ✇✐t❤

✈❛r✐❛t✐♦♥ ✉♣ t♦ ✶✺✪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ✈❛r② ❢r♦♠ ✶ t♦ ✶✳✾✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ✵✳✸✳

❝❛♥②♦♥✱ ✇❤❡r❡✱ ♦r✐❣✐♥❛❧❧②✱ ♥♦ ✜❡❧❞ ✇❛s ❣❡♥❡r❛t❡❞✳

❚✇♦ ✜❣✉r❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❜❡❛t✳ ■♥ ❛ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts k✭s✮ ❛♥❞ k✭❛✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣✉t t♦ ③❡r♦✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❜❡❛t ✐s ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥✳

❆t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ η = |2π/∆k|✱ ✇❤❡r❡ ∆k = k✭s✮ − k✭❛✮✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝❛♥②♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ③❡r♦✱

✇❤✐❧❡ ✐t ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s♦❤✇s t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦♣❛✲

❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡s ❛r❡ ❧❡❛❦②✱ ❧♦s❡ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❛♥②♦♥s✱ ❛♥❞✱

❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠♦r❡ ❛ r❡❛❧ ❜❡❛t✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥

❡❛❝❤ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ❡♥❡r❣② tr❛♥s❢❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
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✭❜✮

❋✐❣✳ ✺✳✶✵ ✕ ✭❛✮ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ ♦❢ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝❛✈✐t② ♦♣❡♥ ✐♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤❛❧❢s♣❛❝❡✳ ❚❤❡

❡✐❣❡♥♠♦❞❡ ✐s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s (1, 0)✱ r❡❢❡r✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♥♦❞❛❧ ❧✐♥❡s ❬✺✼❪

✭❜✮ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❡✐❣❡♥♠♦❞❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦♣❡♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r

❝❛✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡s ✐s s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✐s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝❛❧✱

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡ y = 0✳

✐s ❡①❤✐❜✐t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝❛♥②♦♥s✳

✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥✱ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛♥

✐❞❡❛❧✐③❡❞ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ str❡❡t ❝❛♥②♦♥✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ✉s✐♥❣ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡rs t♦ t✉r♥
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✭❝✮

❋✐❣✳ ✺✳✶✶ ✕ ✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ p0 = φ
✭s✮
(1,0) + φ

✭❛✮
(1,0) ❛s ✐♥♣✉t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ✭❜✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

✜❡❧❞ ✭♠♦❞✉❧✉s✮ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❝♦♥st❛♥t k✭s✮ ❛♥❞ k✭❛✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ♣✉t t♦ ③❡r♦✳ ✭❝✮ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜❡❧❞ ❞♦✇♥str❡❛♠ ❢r♦♠

t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤ ❡①❛❝t ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥ts✳



✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✼✶

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ♦♣❡♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❧♦s❡❞ ✇❛✈❡❣✉✐❞✐♥❣ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ♠✉❧t✐♠♦❞❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞✱ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝♦✉st✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ str❡❡t ❝❛♥②♦♥s✳ ❆s ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❋❊▼✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛①✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s

♦♥❧② s✐♠♣❧❡ ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡①♣❡♥s✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✲

✈❡r✱ t❤❡ ❋❊▼ ❛❧❧♦✇s t♦ ❡❛s✐❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐t✐❡s ♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧

✇❛❧❧s✮✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② t❤❛t✱ ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ ❢r♦♠ ❛♥② s♦✉r❝❡ ♦r s❝❛tt❡r❡r✱

❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❦② ♠♦❞❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡ ♠❛② ❜❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦

❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✇❛✈❡ ✜❡❧❞ ❀ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡

✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❛❧ ❜❛s✐s✳



✼✷ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s

❆✺ ❖♥ P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs ✭P▼▲✮

❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❡q✉❛t✐♦♥

(

∆ + k2
)

p = f(x, y) ✭✺✳✷✺✮

✐♥ t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❧❛♥❡ (x, y) ∈ R
2✱ t❤❛t ♦♥❡ ✇❛♥t t♦ s♦❧✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s t❤❛t ❛❧❧

s♦✉r❝❡s ♦r s❝❛tt❡r❡rs ❛r❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❤❛❧❢s♣❛❝❡ y < 0✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡str✐❝t

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✳ ✭✺✳✷✺✮ ❜② ✐♠♣♦s✐♥❣ ♥♦♥✲r❡✢❡❝t✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ s♦♠❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧

❜♦✉♥❞❛r② ❛❜♦✈❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r ✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss h ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ r❡❣✐♦♥ y ∈ [O, h]✮✱

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ s♦ t❤❛t ♦✉t❣♦✐♥❣ ✇❛✈❡s ❛r❡ ❞❛♠♣❡❞ ✇❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥

t❤❡ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❧❛②❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧❛②❡r

♠✉st ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ t❤❛t ✐s✱ ♥♦ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✭y = 0✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

str❡❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ y ✿

y → ỹ =

y
∫

0

τ(y′) ❞y′, ✭✺✳✷✻✮

✇✐t❤ τ ❛ ❝♦♠♣❧❡① s❝❛❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢✉❧✜❧❧✐♥❣

✕ ℜ{τ}ℑ{τ} > 0✱ ✐♥ t❤❡ P▼▲ ❞♦♠❛✐♥

✕ τ(y ≤ 0) = 1✱ ✐♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ τ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P▼▲ ✭❋✐❣✳ ✺✳✶✷✮✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐t

✐s ❝❤♦s❡♥ s♦ t❤❛t τ(z > 0) = A exp(❥β)✱ ✇✐t❤ A > 0 ❛♥❞ β ∈]0, π/2[✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦

❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐s
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂ỹ2

)

p = f(x, ỹ). ✭✺✳✷✼✮

❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ str❡❝❤✐♥❣ ✭✺✳✷✻✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥

∂

∂ỹ
→ 1

τ

∂

∂y
✭✺✳✷✽✮

♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ y✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ✇❛✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ P▼▲ ✐s ✇r✐tt❡♥

(

∂2

∂x2
+

1

τ

∂

∂y

(

1

τ

∂

∂y

)

+ k2

)

p = 0. ✭✺✳✷✾✮
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❋✐❣✳ ✺✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ str❡❝❤✐♥❣✳ ▲❡❢t ✿ ✭❛✮ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ✐♥ ❛♥

✐♥✜♥✐t❡ s♣❛❝❡✱ ✭❜✮ ỹ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ str❡t❝❤✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ y✱ ✭❝✮ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣

✇❛✈❡ ✐s ❞❛♠♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ P▼▲ tr✉♥❝❛t✉r❡✳



✼✹ ✺ ❆ ❝♦✉♣❧❡❞ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✐rr❡❣✉❧❛r ♦♣❡♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s



❈❤❛♣✐tr❡ ✻

❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡

▼♦❞❛❧✲❋❊

❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ tr♦✐s ét✉❞❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉✲

♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❝♦✉♣❧é❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ▲❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s

rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ✐❝✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲

♥❡❧❧❡✳ ❚♦✉t ❡♥ ét❛♥t ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s

ét✉❞❡s ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❣é♦✲

♠étr✐❡s ❝❤♦✐s✐❡s s♦♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬✐♥térêt ❡st ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡❝❡♥tré ❛✉t♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐✲

s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❢❛ç❛❞❡s

✭♣❤②s✐q✉❡s ❡t ❣é♦♠étr✐q✉❡s✮ ♦✉ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✈❡♥t✱ ❣r❛✲

❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ét✉❞❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥✬♦♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ♣❛s ♣♦✉r ❜✉t ♣r❡♠✐❡r

❞✬êtr❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡s ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡♥tr❡✈♦✐r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❞❡ ❧❛ ♠é✲

t❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡✱ à ❧✬❛✈❡♥✐r✱ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s t②♣✐q✉❡s ❡t ré❛❧✐st❡s✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱

❝❡s ❞❡r♥✐❡rs tr❛✈❛✉① ❞❡ t❤ès❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ❡t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s

❞❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s

✐♥tér❡ss❛♥ts ♣♦✉✈❛♥t ❛✉ss✐ ♦✉✈r✐r ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

✻✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣

❛❝♦✉st✐q✉❡

❉❛♥s ❧❡s tr❛✈❛✉① tr❛✐t❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡ ✏❝❛♥②♦♥✑ ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t

✭❝❤❛♣✐tr❡s 4 ❡t 5✮✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ❧❛ r✉❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ▲❡

❜✉t ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s

❡♥tr❡ ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮ ✿

✕ ✉♥❡ r✉❡✱ ❞❡ ❧❛r❣❡✉r l✱ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❜ât✐♠❡♥ts ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r d ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✜♥✐❡

lb ✭s❝❤é♠❛ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✱

✕ ✉♥❡ r✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s l ❡t d✱ ♠❛✐s ✏❝r❡✉sé❡✑ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐ ✭s❝❤é♠❛ ❞❡ ❞r♦✐t❡

✼✺



✼✻ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✮✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❢❛✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❝❤❛♣✐tr❡s ♣ré❝é❞❡♥ts✳

❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té s♦♥t l = d = 1 ✭✉♥✐tés ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮ ❡t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s

❜ât✐♠❡♥ts ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ 0.25 < lb < 2✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s r✐❣✐❞❡s ❡t

♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s

❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✳

d

l

lb ≡?

y

z

d

l

PMLPML

❋✐❣✳ ✻✳✶ ✕ ❉❡✉① ❣é♦♠étr✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥❡ r✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ✿ ✉♥❡ r✉❡

❢♦r♠é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❜ât✐♠❡♥ts ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✜♥✐❡ lb ✭à ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ✉♥❡ r✉❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ s✐❧❧♦♥ ❞❛♥s

✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐ ✭à ❞r♦✐t❡✮✳

t②♣❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ P▼▲ ❋❛✐s❝❡❛✉❣❛✉ss✐❡♥ ✭✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❡t ✻✳✺✮

♣❛r❛♠ètr❡ ♠♠s ◆ A β h (ys, zs) σ k

✈❛❧❡✉r ✵✳✵✹✷✺ ∼✶✷✵✵ 1 π/4 0.3 (0, 0.5) 0.2 18.48

❚❛❜✳ ✻✳✶ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✷✱ ✻✳✸✱ ✻✳✹ ❡t ✻✳✺ ✭✉♥✐tés

❛r❜✐tr❛✐r❡s✮✳

❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥s✐st❡ à ét✉❞✐❡r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s s♦✲

❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts lb ✈❛r✐❡✳ ❙❡✉❧❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s

✐❝✐ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ✷❉ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (l, d)✱ s♦✐t

❧❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❞✉ ❣✉✐❞❡ ♦✉✈❡rt✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ♠♦❞❡s✱ ❧♦❝❛❧✐sés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s P▼▲ à

❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱ s♦♥t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣r♦♣r❡s à ❝❤❛q✉❡ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡t

s♦♥t✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ lb✱ ✜♥✐❡ ♦✉ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été

✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❝❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥❞é①é❡s ♣❛r

✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❞✬❡♥t✐❡rs (p, q) ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡s ♥♦❞❛❧❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❡t ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s

❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ♥♦té❡s α(lb)
(p,q) ❡t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s

♣r♦♣r❡s φ(lb)
(p,q)✳

❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ♠♦♥tr❡ ♣♦✉r tr♦✐s ♠♦❞❡s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r

❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts lb✱ ❞❡s é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s

ǫ
(p,q)
ℜ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ℜ{α(lb)
(p,q)} − ℜ{α(∞)

(p,q)}
ℜ{α(∞)

(p,q)}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

✭✻✳✶✮

❡t

ǫ
(p,q)
ℑ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ℑ{α(lb)
(p,q)} − ℑ{α(∞)

(p,q)}
ℑ{α(∞)

(p,q)}

∣

∣

∣

∣

∣

∣

✭✻✳✷✮



✻✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✼✼

♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♣❛rt✐❡s ré❡❧❧❡s ❡t ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s α(∞)
(p,q) ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡

❜ât✐♠❡♥ts ✐♥✜♥✐♠❡♥ts ❧❛r❣❡s✳

0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

0.5 1 1.5 2
0

20

40

60

0.5 1 1.5 2
0

0.05

0.1

0.5 1 1.5 2
0

5

10

15

0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

0.5 1 1.5 2
10

20

30

lb lb

(%)ǫ
(2,0)
ℜ

(%)ǫ
(2,0)
ℑ (%)ǫ

(2,1)
ℑ

(%)ǫ
(2,1)
ℜ

Mode (2,0),

α
(∞)
(2,0)l

2π
= 1.0338 − 0.0054i Mode (2,1),

α
(∞)
(2,1)l

2π
= 1.2050 − 0.0397i

lb

(%)ǫ
(2,2)
ℜ

(%)ǫ
(2,2)
ℑ

Mode (2,2),

α
(∞)
(2,2)l

2π
= 1.5289 − 0.1271i

❋✐❣✳ ✻✳✷ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ǫ(p,q)
ℜ ✭❊q✳ ✻✳✶✮ ❡t ǫ(p,q)

ℑ ✭❊q✳ ✻✳✷✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és

à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t à ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s α(lb)
(p,q)✱ ❛✈❡❝ p = 2 ❡t q = [0, 1, 2]✱

❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ r✉❡✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s α(lb)
(p,q) ✈❛r✐❡ très ♣❡✉ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❞❡ ♣❛rt

❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❡t r❡st❡ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ lb → +∞ ♠ê♠❡ ♣♦✉r

❞❡ ♣❡t✐t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ lb✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❞é♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ✏✐♥tér✐❡✉rs✑ ❞❡

❧❛ r✉❡✱ l ✭❧❛r❣❡✉r✮ ❡t d ✭❤❛✉t❡✉r✮✳ ■❧ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s

♦ù ❧❡ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡

❡♥ ❤❛✉t ❞❡ ❧❛ r✉❡✮✱

α
✭❉✐r✳✮
(p,q) =

√

(pπ

l

)2
+

(

(q + 1/2)π

d

)2

✭✻✳✸✮

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s α(lb)
(p,q)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡

❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♣♦✉r❝❡♥ts✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡t ♠♦♥tré❡ ❡♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✳

▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ℑ{α(lb)
(p,q)} ♠♦♥tr❡ q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡ à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡

❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵✪ à ✷✵✪ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❧✐♠✐t❡

ℑ{α(∞)
(p,q)}✳ P♦✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ♦ù ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ r❛②♦♥♥❡♠❡♥t

❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s ♥♦♥ r❛②♦♥♥❛♥t ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❉✐r✐✲

❝❤❧❡t✱ ❝❢✳ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡t ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✢✉❡ s✉rt♦✉t s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡

✐♠❛❣✐♥❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳



✼✽ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s φ(lb)
(p,q) ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉①

✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ét✉❞✐é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s

♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ lb ❝♦♥s✐❞éré❡s✳

lb = 0.25

‖φ(2,1)‖‖φ(2,0)‖ ‖φ(2,2)‖

lb = 1

lb = 2

lb → ∞

❋✐❣✳ ✻✳✸ ✕ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s φ(lb)
(p,q) ✭♠♦❞✉❧❡✮✱ ♣♦✉r ✹ ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s

❜ât✐♠❡♥ts ❞é❧✐♠✐t❛♥t ❧❛ r✉❡ ❝❛♥②♦♥✳

■❧ ❛♣♣❛r❛ît✱ ❞✬❡♠❜❧é❡✱ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ(lb)
(p,q) à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ s♦♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡s q✉❡❧❧❡

q✉❡ s♦✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ lb✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❧✐é à ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs

♣r♦♣r❡s à ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ✿ ❧❡s ♠♦❞❡s ♣r♦♣r❡s ét✉❞✐és ✐❝✐✱ ❧❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ r✉❡✱

❞é♣❡♥❞❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥tér✐❡✉r❡s l ❡t d ❞❡ ❧❛ r✉❡✳

❆ ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡✱ ❜✐❡♥ sûr✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ✈❛r✐❡♥t ♣❧✉s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ ❧❛

✈❛❧❡✉r ❞❡ lb ❡st ♠♦❞✐✜é❡✳

▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ s✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♦✉ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s tr❛♥s✈❡rs❡s✱

♥✬♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ♣ré❝é✲

❞❡♠♠❡♥t ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ s♦♥t s✐❣♥✐✲

✜❝❛t✐✈❡s✳ ❆✉ss✐ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ lb s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥

❣❧♦❜❛❧✱ ❞❛♥s ❡t ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ r✉❡✱ ♣❡r♠❡ttr❛✲t✲❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét❡r ❧✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✭❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s s♦♥t

❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✶✮ ❞❛♥s ✉♥❡ r✉❡ ✐♥✜♥✐❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ lb✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❛♥s ❧❡s

s❡❝t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ x ✭❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡✮ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳

❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛

r✉❡✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ ❡st très s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ à ❧✬❛✉tr❡ ✭✐❝✐✱

lb = 0.25, 1,+∞✮✳ ▲❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ r❡st❡♥t



✻✳✶ ❊t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✼✾

x = 0

x = 2

x = 4

x = 6

lb = 0.25 lb = 1

x = 8

x = 10

lb → ∞

❋✐❣✳ ✻✳✹ ✕ ❈♦✉♣❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✭♠♦❞✉❧❡✮ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥

✐♥❝✐❞❡♥t✱ ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ✭lb = 0.25, 1,+∞✮✳ ▲❡s ❣é♦♠étr✐❡s

❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡✳

q✉❛s✐♠❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

■❧ rés✉❧t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ r❛②♦♥♥é❡ ✲ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐

✏s♦rt✑ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✲ ❞é♣❡♥❞✱ ❡❧❧❡ ❛✉ss✐✱ très ♣❡✉ ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ❧❛ r✉❡✳ ❯♥❡

♠❡s✉r❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ x ❛✉ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡

✭❛❜s❝✐ss❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ✐♠♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣✱ ❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✱

♣♦✉r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ lb✱ ❝♦♥✜r♠❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✺✮✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té r❡♣rés❡♥té❡

s✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt

E(x) =

∫ d
0

∫ l/2
−l/2 ‖p(x, y, z)‖2 ❞y❞z

∫ d
0

∫ l/2
−l/2 ‖p(0, y, z)‖2 ❞y❞z

✭✻✳✹✮



✽✵ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ‖p(x, y, z)‖2 ✐♥té❣ré ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉❡ à ❧✬❛❜s❝✐ss❡ x ❡t à ❧✬❛❜s❝✐ss❡ x = 0

✭❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡✮✳
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❋✐❣✳ ✻✳✺ ✕ ❉é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✮ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡ x = 0✱ ♣♦✉r tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ✭lb =

0.2, 1, +∞✮✳ ▲❡s tr♦✐s ❝♦✉r❜❡s s♦♥t s✉♣❡r♣♦sé❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s é❝❛rts r❡❧❛t✐❢s ✐♥❢ér✐❡✉r à ✶✪✳

❙✐ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ r❛②♦♥♥é❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ♣❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ lb✱

❧❛ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ r❛②♦♥♥é ❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❧✉s étr♦✐t❡♠❡♥t ❧✐é à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ ♣r♦✲

❜❧è♠❡ ét✉❞✐é✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ r✉❡✱ ♠♦♥tr❡♥t

❡♥ ❡✛❡t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡s✳

❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ r✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❡❧❧❡✲

♠ê♠❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ r✉❡✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ lb → +∞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t

❧❛ r✉❡ ✐♥✜♥✐♠❡♥t ❧❛r❣❡s ❡st r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s s♦♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❛❧✐st❡ ♦ù lb ❡st ✜♥✐❡✳ ▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r t❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

t❤é♦r✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮ q✉❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût

❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✭❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ à ❞✐s❝rét✐s❡r ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ré❞✉✐t ❛✉t♦✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥térêt ✿ ❧❛ r✉❡✮✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ❧✐é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t à ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✿

✕ ❧❛ s♦✉r❝❡ ✭❧❡ ❝❤❛♠♣ s♦✉r❝❡✮ ❡st ✐❝✐ ❧♦❝❛❧✐sé❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♥❢èr❡

❛✉① ♠♦❞❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ r✉❡✱ ♣❡✉ ❞é♣❡♥❞❛♥ts ❞❡ lb✱ ✉♥ rô❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❞✉ ❝❤❛♠♣✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❣é♥éré

♣❛r ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ♣❧❛❝é❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ s❡r❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

✕ ❉❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ✜♥✐❡✱ ❧❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ z > 0

❡st ✐❝✐ s✉♣♣♦sé ✐♥✜♥✐ ❡t ❧✐❜r❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✮ ✿ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞✬❛✉tr❡ r✉❡ ♦✉ ❜ât✐♠❡♥t✳ ▲♦rsq✉❡

❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❧❛ ❧❛r❣❡✉r lb ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts ♣❡✉t

❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✳

✻✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s

❉❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ét✉❞✐és

♦♥t été✱ ♣❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ s✉♣♣♦sé❡s r✐❣✐❞❡s ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✱ ❡t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡

◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s ♦♥t ❛❧♦rs été é❝r✐t❡s à ❝❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✳ ❖r✱ ❞❛♥s ❧❛ ré❛❧✐té✱ ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s ❡t ❧❡s

t♦✐ts ❞❡s ❜ât✐♠❡♥ts✱ ♦✉ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ s♦❧ r❡♥❝♦♥trés ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ♣❡✉✈❡♥t ❛❜s♦r❜❡r



✻✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ✽✶

❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥♦r❡✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s s✉r❢❛❝❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥

❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡s s❛❧❧❡s ♦✉ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ♣♦✉r ❛tté♥✉❡r ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① s♦♥♦r❡s ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡✲

♠❡♥ts tr♦♣ ❜r✉②❛♥ts✳ ▲❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts ❛❝♦✉st✐q✉❡s ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ré❛❧✐sé

♣❛r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳

▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊✱ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s

❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲❡✉r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ❛✉ tr❛✈❡rs ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❞✬❛❜✲

s♦r♣t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s ❞❡ ❧❛ r✉❡✳ ❙❛♥s ✈♦✉❧♦✐r ❞é❝r✐r❡ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✉r❜❛✐♥❡ t②♣✐q✉❡ ❡t ré❛❧✐st❡✱

❧✬ét✉❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❛ ♣♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts ❞ûs à ❧❛ ♣ré✲

s❡♥❝❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐tés ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳

y

z

PML

d

l

z = z0

hα

❋✐❣✳ ✻✳✻ ✕ ▲❡s ♣❛r♦✐s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❛❞♠❡tt❡♥t

❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❧✐♠✐t❡s ✿ ♣♦✉r 0 < z < z0✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s r✐❣✐❞❡s ❡t

♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✮ ❡t✱ s✉r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r hα ✭♣♦✉r

z0 < z < d✮✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ✭éq✉❛t✐♦♥✳ ✻✳✺✮✳

P♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ♥♦♥ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ◆❡✉✲

♠❛♥♥ ✐♠♣♦sé❡ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐①t❡

∂np = qp, ✭✻✳✺✮

♦ù ∂n ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❡t q = ❥k/ζ✱ ❛✈❡❝ ζ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡✱ s✉♣♣♦✲

sé❡ ❧♦❝❛❧✐sé❡✱ ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s✱ s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡

❞✐s❝rét✐sé❡ ❛❞♠❡t ❛❧♦rs ✉♥ t❡r♠❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❡t s✬é❝r✐t

~P ′′ +
(

M−1(K +Q) + k2
)

~P = ~0, ✭✻✳✻✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t K s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t r❛✐❞❡✉r ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✻✮✳ ▲❛

♠❛tr✐❝❡ Q ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

Qmn =

∫

Γ
qψmψn ❞Γ, ✭✻✳✼✮

♦ù Γ ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ◆❡✉♠❛♥♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s✱ ♦ù q = 0✱

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q ❡st ♥✉❧❧❡ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞✐s❝rét✐sé❡ ✭✺✳✺✮ ❡st r❡tr♦✉✈é❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐①t❡s s♦♥t é❝r✐t❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ Γ✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q ❡st



✽✷ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ✭✻✳✻✮ ♣❡✉t êtr❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s

α2
i ✱ i ≥ 0✱ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s φi ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡M−1(K+Q)✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✳

P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ❧✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ζ ❡st ✐❝✐ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❉❡❧❛♥②✲❇❛③❧❡② ❬✶✻❪✱ ❝♦♠♠❡

❝❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❝♦♥tré ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♠❛tér✐❛✉① ✉s✉❡❧s ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥✈✐r♦♥❡♠❡♥t❛❧❡ ❡t ✉r✲

❜❛✐♥❡ ❬✸✷❪✳ ▲❛ rés✐st✐✈✐té ❛✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐r σm ❞✉ ♠❛tér✐❛✉ ❡st ❧❡ s❡✉❧ ♣❛r❛♠ètr❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❝❡

♠♦❞è❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡✱ ❧❛ rés✐st✐✈✐té ❝❤♦✐s✐❡ ❡st σm = 10000 ✭❦P❛✳s✳♠−2✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ♣❡✉ ❛❜s♦r❜❛♥ts ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❜♦✐s✳ ▲✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ζ ét❛♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡

❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡✱ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦♥t ♦❜t❡♥✉s à ✉♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ✜①❡

t❡❧❧❡ q✉❡ l ≈ 3λ✳ ❚♦✉s ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✳

t②♣❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ P▼▲ ❋❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥

♣❛r❛♠ètr❡ ♠♠s ◆ A β h (ys, zs) σ k

✈❛❧❡✉r ✵✳✵✺ ∼✶✹✵✵ 1 π/4 0.25 (0, 0.5) 0.2 18.48

❚❛❜✳ ✻✳✷ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✼ ❡t ✻✳✽ ✭✉♥✐tés ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮✳

❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s ❞❡s ❞❡✉① ❜ât✐♠❡♥ts ❢♦r♠❛♥t ❧❛ r✉❡ ❝♦♠✲

♣r❡♥♥❡♥t ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✻✮✳ ▲❛ ♣❛rt✐❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭0 < z < z0✮ ❡st s✉♣♣♦sé❡

♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ✭z0 < z < d✮ ❛❞♠❡t ✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ζ ✜♥✐❡✳ P❛r

❝♦♠♠♦❞✐té✱ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ hα ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡✳ ▲✬ét✉❞❡

❝♦♥s✐st❡ ❛❧♦rs à ♦❜s❡r✈❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ hα s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ▲❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❧❛

❝❛✈✐té s♦♥t d = l = 1 ✭✉♥✐tés ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ hα ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ 0 ≤ hα ≤ d✳ ❯♥ ♣r❡♠✐❡r

❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ hα = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s

s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ❤❛✉t❡✉r✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ✭hα = d✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛s ✐♥✈❡rs❡ ♦ù ❧❡s

❢❛ç❛❞❡s s♦♥t ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ❤❛✉t❡✉r✳

❉❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡st à ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉①

s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① rés♦♥❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♦✉✈❡rt❡✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ✐♥❞❡①é❡s φ(3,q) ❛✈❡❝ q = 1, 2, 3✳ ▲♦rsq✉❡ hα é✈♦❧✉❡✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s tr♦✐s s♦✲

❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❛♥s

❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s

♣r♦♣r❡s q✉❛♥❞ hα ❛✉❣♠❡♥t❡✳

▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❤❛✉t❡✉r hα ❞❡s ③♦♥❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s ❡st ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r d ❞❡ ❧❛ r✉❡ ✭✈♦✐r

♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s hα = 0.2d s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✮✱ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ ❡♥ ❤❛✉t

❞❡ ❧❛ r✉❡ ❛ ♣♦✉r ❡✛❡t ❞✬❛❝❝r♦îtr❡ ❧❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ ❝❛✈✐té ✿ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s

r❡♣rés❡♥té❡s✱ ❞é❥à ❧♦❝❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❧♦rsq✉❡ hα = 0 ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ❣é♦♠étr✐q✉❡

❡♥ z = d✱ ❣❛r❞❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛❧❧✉r❡ s♣❛t✐❛❧❡✱ ♠❛✐s s✉r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ré❞✉✐t❡

♣❛r ❧❛ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐té ♣❤②s✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ❢r♦♥t✐èr❡s ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡s ③♦♥❡s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s✳

▲♦rsq✉❡ hα ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ s✬❛❝❝❡♥t✉❡✱ ♣✉✐s s✬❡s✲

t♦♠♣❡ ❛✉ ♣r♦✜t ❞✬✉♥❡ ✏r❡❞✐str✐❜✉t✐♦♥✑ s♣❛t✐❛❧❡ ❞❡s ♠♦❞❡s ✿ ❧❡s ♠♦❞❡s φ(p,q) ❝❤♦✐s✐s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱



✻✳✷ Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡ ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ✽✸

hα = d

hα = 0.8d

hα = 0.6d

hα = 0.4d

hα = 0.2d

hα = 0

‖φ(3,0)‖ ‖φ(3,1)‖ ‖φ(3,2)‖

❋✐❣✳ ✻✳✼ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ✭♠♦❞✉❧❡✮ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ‖φ(p,q)‖ t❡❧❧❡s q✉❡ p = 3 ❡t

q = [1, 2, 3] ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤❛✉t❡✉rs hα ❞❡s ♣❛r♦✐s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s✳

❞✬❛❜♦r❞ ♣❡rt✉r❜és ♣❛r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡✱ é✈♦❧✉❡♥t ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ✈❡rs ❞❡s ♠♦❞❡s ❞✉

♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t tr❛îté✱ ♣❡rt✉r❜és ♣❛r ✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡✳ ❆♣♣❛r❛îss❡♥t ❡♥✜♥✱

❧♦rsq✉❡ hα s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ d✱ ❝❡s ♠♦❞❡s ❧✐♠✐t❡s✱ ✈❡rs ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ♠♦❞❡s ✐♥✐t✐❛✉① ♦♥t ❜✐❢✉rq✉és✱

❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s ♣❛r ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ▲❡ ❝♦♥✜✲

♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ♠♦❞❡s✱ s❡♠❜❧❡✱ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠♦❞❡s r✐❣✐❞❡s ❀

✐❧ ♥✬② ❛ ❡♥ t♦✉t ❝❛s ♣❧✉s ❞✬❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡✳

❉❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛❥♦✉té❡s à ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t

❞û à ❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ③♦♥❡ ❛❜s♦r❜❛♥t❡ s❡♠❜❧❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ♠❛rq✉é q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❛♥s

❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ✲ ❧✬✐♥❞✐❝❡ q ✲ ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ ❆ ❧✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ✭hα = 0✮✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞❡



✽✹ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❡st ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❧♦rsq✉❡ q ❡st ♣❡t✐t ✭❝❢✳ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❛ ♣❤❛s❡

tr❛♥s✐t♦✐r❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✑r✐❣✐❞❡✑ ♣❡rt✉r❜é é✈♦❧✉❡♥t ✈❡rs ❧❡s

s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✑tr❛✐té✑ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ♣♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ hα ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❧♦rsq✉❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ q ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✿ ✈❡rs hα = 0.8d ♣♦✉r φ(3,0)✱ hα = 0.6d ♣♦✉r φ(3,1)✱ ❡t hα = 0.4d ♣♦✉r

φ(3,2)✳

P♦✉r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐r ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✲

✈❡rs❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ hα s✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❡st à ♣rés❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❞❛♥s

✉♥❡ r✉❡ ✐♥✜♥✐❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡st ✐❝✐ ❝❛❧❝✉❧é ✭♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✷✮✳

P♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ r✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❞✐st❛♥❝❡ x ❛✉ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡ ❡st ♠❡s✉ré❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❛t❡✉r E(x) ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✳ ▲❛

✜❣✉r❡ ✻✳✽ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ E(x) ♣♦✉r hα = ✵✱ ✵✳✶d✱ ✵✳✷d✱ ✵✳✹d✱ ✵✳✻d✱ ✵✳✽d ❡t d✳
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❋✐❣✳ ✻✳✽ ✕ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r E(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❤❛✉t❡✉rs hα ❞❡s

♣❛r♦✐s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s✉r ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s✳

▲❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡ ❞❡ E(x) tr❛❞✉✐t ❧❡s ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳

▲♦rsq✉❡ ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s s♦♥t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s s✉r t♦✉t❡ ❧❡✉r ❤❛✉t❡✉r✱ ❞❡✉① ③♦♥❡s ♣r✐♥❝✐✲

♣❛❧❡s✱ ❞❡ ♣❡♥t❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✐s❝❡r♥é❡s ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t❡✉r E✳ ❊♥ x = 0✱

❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ s✉r ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r rés♦❧✉t✐♦♥

❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❖r✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s ♣❡r❞❡♥t ♣r❛t✐q✉❡✲

♠❡♥t t♦✉t❡ ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ s✉r ✉♥❡ très ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❉❛♥s ❧❛ ③♦♥❡

0 < x < 4✱ ❧❛ ♣❡♥t❡✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢♦rt❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♣❡rt❡s ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❧✐é❡s à ❧✬❡①t✐♥❝t✐♦♥ r❛♣✐❞❡

❞❡ ❝❡s ♠♦❞❡s✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭x ≥ 4 ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✮✱ s❡✉❧s ❧❡s ♠♦❞❡s ❧❡s

♠♦✐♥s ❢✉②❛♥ts✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠♦rt✐ss❡♠❡♥t ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t✱ ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s

❧❛ ③♦♥❡ 4 < x < 10✱ ❧❛ ♣❡♥t❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ ❛❜s♦❜❛♥t s✉r ✉♥❡ ❤❛✉t❡✉r hα ❡♥ ❤❛✉t ❞❡s ❢❛ç❛❞❡s

♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ✉♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ▲♦rs

❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❧❡s ♣❡rt❡s ♣❛r r❛②♦♥♥❡♠❡♥t ❡st



✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✽✺

❡♥ ❝♦♥❝✉r❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❡✛❡t ♦♣♣♦sé ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉ ❞✬✐♠♣é❞❛♥❝❡ ✜♥✐❡✳

▲♦rsq✉❡ hα ❡st ♣❡t✐t❡ ❞❡✈❛♥t d✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t s♦♥t ❛ss❡③ ❢♦rts ✭✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✮ ❡t ♦♥t t❡♥❞❛♥❝❡ ❛ ❞♦♠✐♥❡r s✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ♠❛tér✐❛✉✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❞é✲

❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡ ✭❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡

à hα = 0.1d✮✳ ▲♦rsq✉❡ hα ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞♦♠✐♥❡♥t à ❧❡✉r t♦✉r ❡t ❧❡s ♣❡rt❡s

❞✬é♥❡r❣✐❡ s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s q✉❡ hα ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ♣♦✉r hα = 0.8d✱ ❡♥

x = 10✱ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 30% ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ✐♥✐t✐❛❧ hα = 0 ❡st ♦❜s❡r✈é✳ ▲❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ hα = d

❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ♠♦❞❡s très ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝❛s ✐♥✐t✐❛❧✱ s❛♥s ❡✛❡t ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡ ❝♦♥✜♥❡✲

♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♥❡ s✉✐t ♣❧✉s ❧❛ t❡♥❞❛♥❝❡ ❞é❝r✐t❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t s♦♥ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st

♠♦✐♥s ❛✐sé❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❡t ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s ✐♥t❡r❛❣✐ss❛♥t

❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ❞♦♥❝ ♣❡r♠✐s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❞✬❡①♣♦s❡r ❝♦♠♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❛r♦✐s ❛❜s♦r✲

❜❛♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥

é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥s ❡✛❡ts ❧✐és à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❤étér♦❣é♥é✐tés ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛✉① ♣❛r♦✐s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té

♦✉✈❡rt❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✱ ❝❡s ❡✛❡ts ❧✐és ❛✉① ❤étér♦❣é♥é✐tés ♣❤②s✐q✉❡s ❞❡s ❢r♦♥✲

t✐èr❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ét✉❞✐és ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ ❡♥ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ❝❛s

❞❡s rés♦♥❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ♥♦♥ r❛②♦♥♥❛♥t❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧✐é❡ à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱

✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✏tr❛✐t❡♠❡♥ts✑ ❛❝♦✉st✐q✉❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t

❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ❞♦♥t ❧❡s ✐♠♣é❞❛♥❝❡s s❡r❛✐❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❡t ♣♦✉r ❞❡s

ré♣❛rt✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s s✉r ❧❡s ❜ât✐♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❝❡♥t❡ ét✉❞❡ ♣r♦♣♦sé❡

♣❛r ❍♦r♥✐❦① ❡t ❋♦rssé♥ ❬✸✷❪✳

✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡✉①

❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ s♦♥t ♣r♦♣♦sés ❡t

✐❧❧✉strés ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✿

✕ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✱

✕ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✏♦♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✑ ♣r♦✈♦q✉é❡ ♣❛r ✉♥ é❝r❛♥✳

❉❛♥s ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▼♦❞❛❧✲❋❊ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣r♦♣♦sé❡✳

✻✳✸✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡

■❧ ❛ été ♠♦♥tré✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥

♣❧❛♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s ❞❡ ❤❛✉t❡✉r ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲

❋❊✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ❞❡✉① ♦✉ tr♦✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡t ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥

♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡ ❡t ❞✬❡♥ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✭❧♦✐ ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ✳ ✳ ✮✳

❉❛♥s ❧❡s ❡①❡♠♣❧❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ❧✬♦♥❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t❡ ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥✱ ré✢é❝❤✐ s✉r ✉♥ ♣❧❛♥

✐♥✜♥✐✱ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✭❋✐❣✳ ✻✳✾ à ❣❛✉❝❤❡✮ ♦✉ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐rré❣✉❧✐❡r ✭✜❣✉r❡ ✻✳✾ à ❞r♦✐t❡✮✳ P❛r s✐♠♣❧✐❝✐té✱

❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ r✐❣✐❞❡✱ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡✱ ♠❛✐s ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❞♠✐tt❛♥❝❡ ✜♥✐❡



✽✻ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

♣❡✉t t♦✉t à ❢❛✐t êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✮✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡s

s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✸✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✐rré✲

❣✉❧✐èr❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭λ = 0.34✱ ✉♥✐té ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ ❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✻✳✾✮✳

‖P (x, z)‖

Uniform Plane Non uniform Plane

ℜ{P (x, z)}

❋✐❣✳ ✻✳✾ ✕ ❘é✢❡①✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t s✉r ✉♥ ♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s s♦♥t r❡♣rés❡♥tés

❡♥ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ♠♦❞✉❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐ ❡st ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛

❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐ ❡st ✐rré❣✉❧✐èr❡✳

t②♣❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ P▼▲ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥

♣❛r❛♠ètr❡ ♠♠s ◆ A β h (xs, zs) σ θ k

✈❛❧❡✉r ✵✳✵✷ ✷✵✵ 1 π/4 1 (0,−1) 0.5 −π/5 18.48

❚❛❜✳ ✻✳✸ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ✭✉♥✐tés ❛r❜✐tr❛✐r❡s✮✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❧❛♥ ✉♥✐❢♦r♠❡✱ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st ré✢é❝❤✐ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛

❞✐r❡❝t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡ ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ❙♥❡❧❧✲❉❡s❝❛rt❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣❧❛♥

❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✐rré❣✉❧✐❡r✱ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st ré✢é❝❤✐ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s♣é❝✉❧❛✐r❡✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛✉sé

❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳

▼ê♠❡ s✐✱ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡♠❡✉r❡ q✉❛❧✐✲

t❛t✐✈❡✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r

ét✉❞✐❡r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❝❡tt❡ s✉r❢❛❝❡ ✐rré❣✉❧✐èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠❡s ✉s✉❡❧s ❞❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ s✐❣♥❛❧ s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s ❞✐✛✉sés ✭❚r❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ❋♦✉r✐❡r

s♣❛t✐❛❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❡♥✈✐s❛❣é ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❧♦✐s ❞❡ ré✢❡①✐♦♥



✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✽✼

❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs✳ ▲❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ❢❛ç❛❞❡s ét❛♥t ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝❧é ❞❡ ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s

❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ✭❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs ✉r❜❛✐♥s ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✉♥ s✉❥❡t

❞✬ét✉❞❡✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✮✱ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡

❝❡s ♦❜❥❡ts✳

✻✳✸✳✷ ❖♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡t ❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❛✉ tr❛✈❡rs

❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡ ✿ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✑❧✬♦♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡✑ ♣r♦❞✉✐t❡ à

❧✬❛rr✐èr❡ ❞✬✉♥ é❝r❛♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣❧❛❝é ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡✳ ▲❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞✬✉♥

♣❧❛♥ ✐♥✜♥✐ ❞é✜♥✐ ♣❛r z = −5 ✭✜❣✉r❡s ✻✳✶✵✭❛✮ ❡t ✭❜✮✮ ❡st ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞éré✳ ▲❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st tr♦♥✲

q✉é ♣❛r ✉♥❡ P▼▲ ❞✬é♣❛✐ss❡✉r h = 0.5 ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ z > 0✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ♣❛r♦✐s ✭s♦❧ ❡t é❝r❛♥✮

s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s r✐❣✐❞❡s ❡t ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ré✢é❝❤✐ss❛♥t❡s✳ ❯♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ❡st ❣é♥éré

❡♥ ❛♠♦♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬ét✉❞❡✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✳

Half spae half spae with aousti wall
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Line A-A'

(a) ()

(d)(b)

he

de

❋✐❣✳ ✻✳✶✵ ✕ ❈❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ ✐♥❝✐❞❡♥t✳ ✭❛✮ ❉❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ ✐♥✜♥✐

❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡s ♦♥❞❡s c0 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡ ✭♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡✮✳ ✭❜✮ ❉❡♠✐ ❡s♣❛❝❡ ✐♥✜♥✐ ❞❛♥s

❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡s ♦♥❞❡s c(z) ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♦♥♥é❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✭♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡✮✳

✭❝✮ ▲❡ ♠✐❧✐❡✉ ❡st ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ✉♥ é❝r❛♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r he = 1.5 ❡st ♣❧❛❝é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

de = 5 ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✳ ✭❞✮ ▼ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉❡ ✭❝✮ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❤étér♦❣è♥❡✳

t②♣❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ P▼▲ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❣❛✉ss✐❡♥ Pr♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té

♣❛r❛♠ètr❡ mms ◆ A β h (xs, zs) σ θ k c0 z0 a

✈❛❧❡✉r ✵✳✵✷ ✷✼✺ 1 π/4 0.5 (0,−4) 0.15 0 18.48 340 −4.9 10

❚❛❜✳ ✻✳✹ ✕ P❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✶✵✱ ✻✳✶✶ ✭✉♥✐tés ❛r❜✐✲

tr❛✐r❡s✮✳



✽✽ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✲ ❧✬❛✐r ✲ ❡st s✉♣♣♦sé ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞❡s

♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s c0 ❡st ❝♦♥st❛♥t❡✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ③♦♥❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡str✉❝t✐✈❡s ❡t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝❡

t②♣❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣s✳ ❯♥ é❝r❛♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡✱ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r he = 1.5✱ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧❛❝é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡

de = 5 ❞✉ ♣❧❛♥ s♦✉r❝❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✭❝✮✮✳ ▲✬é❝r❛♥ ♣r♦❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦♠❜r❡

❛❝♦✉st✐q✉❡ ✭❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ❡①♣❧♦✐té ❞❛♥s ❧❡s ❛♠é♥❛❣❡♠❡♥ts ✉r❜❛✐♥s ♣♦✉r ♣r♦té❣❡r

❞❡s ❤❛❜✐t❛t✐♦♥s ❞❡ ③♦♥❡s ❜r✉②❛♥t❡s✮✳ ❈❡t ❡✛❡t ❞✬♦♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♠✐s ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜✲

❣✉r❡ ✻✳✶✶ ✿ s✉r ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❆✲❆✬ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r x ∈ [5, 20] ❡t z = −4.25 ✭❞❡rr✐èr❡ ❧✬é❝r❛♥✱ à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r✮✱

❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❛tté♥✉❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧✬é❝r❛♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❝ré❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s

♦♥❞❡s ré✢é❝❤✐❡s ❡t ❞❡s ♦♥❞❡s ❞✐✛r❛❝té❡s✱ tr❛❞✉✐t❡s ♣❛r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥t❡r❢ér❡♥t✐❡❧❧❡ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳

5 10 15 20
0
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0.2

0.3
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x

‖PA−A′‖
Line A-A'

Wall and c = c(z)

Wall and c = c0

No wall and c = c0

❋✐❣✳ ✻✳✶✶ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❛❝♦✉st✐q✉❡s ✭♠♦❞✉❧❡✮ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❆✲❆✬ r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥

✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✭❜✮✳

❆ ♣rés❡♥t✱ ❧❡ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st s✉♣♣♦sé ❤étér♦❣è♥❡✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐❝r♦✲

♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡♥t ♦✉ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❯♥ ♠♦②❡♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❝♦✉r❛♥t ♣♦✉r

♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❝❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝é❧ér✐té ❡✛❡❝t✐✈❡✱ ✈❛r✐❛♥t✱ ♣❛r

❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ z ✿

c(z) =











c0 s✐ z ≤ z0,

c0 + a ln

(

z

z0

)

s✐ z ≥ z0,
✭✻✳✽✮

♦ù c0 ❡st ❧❛ ❝é❧ér✐té ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ a ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✱ ❡t z0 ❧✬❛❧t✐t✉❞❡ à ♣❛rt✐r

❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❞❡✈✐❡♥t ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ ❛

été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●✐❧❜❡rt ❡t ❲❤✐t❡ ❬✷✺❪ ❡t ❡st ❝♦✉r❛♠♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡♥✲

✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡s ❡✛❡ts ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✳ P♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ c0✱ a ❡t

z0 ❞♦♥♥é❡s ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✻✳✹✱ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡

❞❡ 10% ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ✐♥✐t✐❛❧❡ c0 ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✮✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡

✭❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ a ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐ ❡♥tr❡ −2 à 2✮ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠♦♥tr❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t

❞✬✐♥❞✐❝❡ s✉r ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ❞✐st❛♥❝❡✳

❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✽✮✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s s✬é❝r✐t

(

~∇2 + k2n2
)

p = 0 ✭✻✳✾✮



✻✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ ✿ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s à ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✽✾

−5 −4 −3 −2 −1 0
340

350

360

370

380

z

c(z)

❋✐❣✳ ✻✳✶✷ ✕ Pr♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❧♦❣❛r✐t❤♠✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐❝r♦✲

♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈❡♥t ♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ s❡❧♦♥ z ♦✉ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ s❡❧♦♥ z✳

♦ù n = c0/c(z) ❡st ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡st ❞✐s❝rét✐sé ♣❛r ❞❡s é❧é✲

♠❡♥ts ✜♥✐s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✭✺✳✹✮ ❞❡ p s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥

❞✐s❝rét✐sé❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✾✮ ✿

~P ′′ +M−1
(

K +M (c)k2
)

~P = ~0, ✭✻✳✶✵✮

♦ù ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s M ❡t K s♦♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t r❛✐❞❡✉r ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✻✮ ❡t

❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M (c) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r

M (c)
mn =

h
∫

−l

τn2ψmψn ❞z. ✭✻✳✶✶✮

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠✐❧✐❡✉ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❛❧♦rs n = 1 ❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞✐s❝rét✐sé❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭✺✳✺✮

❡st r❡tr♦✉✈é❡✳ ▲♦rsq✉❡ n 6= 1✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡ ✭✻✳✶✵✮ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ é❝r✐t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥

❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s k2
i ✱ i ≥ 0✱ ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s φi ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ M−1(K +M (c)k2) s♦✉s

❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✳

▲❡ ❝❤❛♠♣ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽ ❡st r❡♣rés❡♥té s✉r

❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✭❜✮ ✿ a ét❛♥t ❝❤♦✐s✐ ♣♦s✐t✐❢✱ ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ♦♥❞❡s ❛❝♦✉s✲

t✐q✉❡s ✈❡rs ❧❡ s♦❧ ❡st ♦❜s❡r✈é❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬é❝r❛♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st ♣❧❛❝é ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✱ ✉♥

♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦♠❜r❡ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❝réé✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❡♥❣❡♥❞ré❡ à ❧✬❛rr✐èr❡

❞❡ ❧✬é❝r❛♥ ❡st s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ♠♦✐♥❞r❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡s ♦♥❞❡s ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥

❝♦♥t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬é❝r❛♥✳ ❈❡tt❡ ❜❛✐ss❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❡st ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ s✬é❧♦✐✲

❣♥❛♥t ❞❡ ❧✬é❝r❛♥✳

❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠♣❧❡✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣r❡♥❞r❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞é✜✲

♥✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t✱ ❡t✱ ♣♦✉r ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ✉♥❡

ét✉❞❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥❞r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✳

P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ♣❡✉t s❡ tr❛❞✉✐r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡

❝é❧ér✐té s❡❧♦♥ ✉♥❡ ✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ❞❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ♥✬❡♥ ✈❛ ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈❡♥t

q✉✐✱ ❡♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s✳



✾✵ ✻ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✉r❜❛✐♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊

◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝é❧ér✐té ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s

❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ❡①tér✐❡✉r✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ●é♥ér❛❧❡

❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♣♦rté s✉r ❧❛ ♠♦❞❡❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s

♦✉✈❡rts ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡

❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ✉♥ ❣✉✐❞❡ ♦✉✈❡rt r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ r✉❡✳ ❉❡✉① ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ t②♣❡

❞❡ ❣✉✐❞❡s ♦♥t été ét✉❞✐é❡s✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❣✉✐❞❡s s✉r ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ✐♥✜♥✐ ✭❧❡ ❝✐❡❧✮

❛ été ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❡s

❢❛ç❛❞❡s ❞❡s r✉❡s✱ ♦♥t été ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r

♠♦r❝❡❛✉①✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥tr♦❞✉✐t ❡t ❞é✜♥✐ ❧❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡

ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛ ♣♦rté s✉r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡s ❢❡r♠és✳ ❇✐❡♥

q✉❡ ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t é❧♦✐❣♥é ❞✉ ❝❛s ✉r❜❛✐♥✱ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s ❢❡r♠és ❛ ♣❡r♠✐s

❞❛♥s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡✳ ▲❡s ❝❛s ❞❡

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ré❣✉❧✐èr❡s ♣✉✐s st♦❝❤❛st✐q✉❡s ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♦♥t été tr❛✐tés✳ ❈❡s tr❛✲

✈❛✉① ♦♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ♣❡✉t êtr❡

❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t r❡❧✐é à ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✳

❯♥ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞❛❧❡ ❛ été ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ♦✉✈❡rt❡✳ ❈❡

tr❛✈❛✐❧ ❛✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐✲

❞❡♥❝❡ ❧❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❧♦rsq✉✬✐❧s s♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ♠♦❞❛❧ ❞✬✉♥

❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣

❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ét❛♥t

❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞é❝r♦✐ss❛♥ts ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❡✉r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✱ s❡✉❧s ❧❡s ♠♦✐♥s ❛tté♥✉és ❞✬❡♥tr❡

❡✉① ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✐❧ ❡st ❛♣♣❛r✉ q✉❡ ❞❛♥s

❝❡ ♣r❡♠✐❡r ♠♦❞è❧❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ s❡♠✐✲❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ♠♦❞❡s ❢✉②❛♥ts ét❛✐t tr♦♣

❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ♣♦✉r ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ◆♦t❛♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥

❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❞✐s❝♦♥t✐♥✉✐tés ❞❡ s❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ♣❛r♦✐s ❛❜s♦r❜❛♥t❡s s❡♠❜❧❛✐t ❞é❧✐❝❛t❡✳

❋❛❝❡ à ❝❡ ❝♦♥st❛t✱ ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❜❛sé s✉r ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡t ❧❛

♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❛ été ♣r♦♣♦sé✳ ❉❛♥s ❝❡ ♠♦❞è❧❡✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡

tr❛♥s✈❡rs❡ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❣✉✐❞❡ ❡st rés♦❧✉❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ♠♦♥tré ❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s

P▼▲ ✭P❡r❢❡❝t❧② ▼❛t❝❤❡❞ ▲❛②❡rs✮✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✲

✾✶



✾✷ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡

✈❡rt ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ s✉❜st✐t✉é ♣❛r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡ ❞✬♦♥❞❡s ❢❡r♠é✳ ❉❛♥s ✉♥ ♣❡r♠✐❡r

t❡♠♣s✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ✷❉✳ ❆♣♣❧✐q✉é❡

❡♥s✉✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✈❡rts ✸❉✱ ❡❧❧❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①

❣✉✐❞❡s ♦✉✈❡rts ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✈❛❧♦r✐s❡r ❝❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡♥tr❡✈♦✐r s❡s ♣♦t❡♥t✐❛❧✐tés ♣♦✉r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❡♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

▼♦❞❛❧✲❋❊ ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡

❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts ❝❧é ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s ❡♥ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❜✲

s♦r♣t✐♦♥ ❛✉① ❢❛ç❛❞❡s ❞❡s r✉❡s ♦✉ ❧❡s ❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❚♦✉t ❡♥ ét❛♥t ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❧❡s

♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❧✐é❡s ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❝❡s ét✉❞❡s ♥✬♦♥t ♣❛r ♣♦rté s✉r ❞❡s ❝❛s ré❡❧s ❡t ❝♦♥❝r❡ts✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ ❞✬❛s♣❡❝t ♣❧✉s

❛❝❛❞é♠✐q✉❡✱ ❧✐és ❛✉① rés♦♥❛♥❝❡s ❞✬✉♥❡ ❝❛✈✐té ♦✉✈❡rt❡✳

❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❝❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞♦♥❝ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s

❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣✉✐❞❡s ❞✬♦♥❞❡s ♦✉✈❡rts ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ❧✬ét❛t✱ ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r

❞❡s ét✉❞❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❛❝♦✉st✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ❞❡ ❝❡s ♣❡rs♣❡❝✲

t✐✈❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥

♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊ s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ❝❧♦r❡ ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✳

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ s✉r❢❛❝❡s ✐rré❣✉❧✐èr❡s ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛✲

❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡ ♣❡r♠❡t ❞❡

♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ❞❡ ❞✐✛✉s❡✉rs ✈❛r✐é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ♦✉

✉♥ ❞✐✛✉s❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❛✮✮✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❞✐❢✲

❢✉s✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ❞✐✛✉s❡✉rs ✑✉r❜❛✐♥s✑ s♦♥t ❞✐s♣♦sés s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ré❣✉❧✐èr❡ ♦✉ ✐rré❣✉❧✐èr❡

s✉r ✉♥❡ ❢❛ç❛❞❡ ❞❡ r✉❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❜✮ à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛❝♦✉st✐q✉❡

❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r✉❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡

✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❜✮ à ❞r♦✐t❡✮✳ P❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬❡✛❡ts ♠✐❝r♦✲♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡

✈❡♥t ♦✉ ❞❡s ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ét❛♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té ❡✛❡❝t✐✈❡✱

❧✬ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦✜❧s ré❛❧✐st❡s✱ ❞❛♥s ❞❡s r✉❡s ❝❛♥②♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❝✮✮✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ r✉❡s ✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❞✮✮ ♣❡r✲

♠❡ttr❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜s❡r✈❡r ❡t ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛❝♦✉st✐q✉❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✉r❜❛✐♥ ✭rés❡❛✉ ❞❡ r✉❡s ♦✉ q✉❛rt✐❡r✮✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ❛s♣❡❝ts s♦♥t ♥♦t❛♠✲

♠❡♥t ❛❜♦r❞és ♣❛r ▼✐❣✉❡❧ ▼♦❧❡r♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❞é❜✉té❡ ré❝❡♠♠❡♥t✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t❡ à ✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❡s✳

❈❡t ❛s♣❡❝t ♣❡✉t êtr❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡

❝♦✉♣❧é❡ ▼♦❞❛❧✲❋❊✱ ❧❛ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉t❛♥t ❞❡ ♠♦❞❡s q✉❡ ❞❡ ❞❡❣rés ❞❡ ❧✐❜❡rtés ❞é✜♥✐ss❛♥t

❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✜♥s✱ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡

♣❛rt✐❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡✉① ♠♦❞❡s ❞♦✐t ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ♥é❣❧✐❣é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳

❈❡tt❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡s ❝r✐tèr❡s ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr✐❡r

❝❡s ♠♦❞❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡t ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡

❧❛ ♠ét❤♦❞❡ à ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ♠♦❞❛❧❡ ré❞✉✐t❡✳



❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ✾✸

❊♥ ❛❝♦✉t✐q✉❡ ✉r❜❛✐♥❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✐♥❞✐❝❛t❡✉rs ❝♦♠♠❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ré✈❡r❜ér❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t❧✐sés

♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦✲

♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt✳ ▼ê♠❡ s✐ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♠♦❞❛❧❡ ❡st✱ ❝♦♠♠❡ ✐❝✐✱

très s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬♦♥❞❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✱ ❞❡s tr❛✈❛✉①

♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❡♥tr❡♣r✐s ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ à ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛✲

t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ t❡♠♣♦r❡❧ ♣♦✉r r❡❝♦♥str✉✐r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♠♣✉❧s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ r✉❡✳

c(z)

z

PML

(d)

()

(b)

(a)
PML

❋✐❣✳ ✻✳✶✸ ✕ ✭❛✮ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥êtr❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ s❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ✭❜✮ Pr✐s❡

❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ♣r♦✜❧ ❞❡ ❝é❧ér✐té s❡❧♦♥ ❧✬❛①❡ z ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❞❡s ❡✛❡ts ♠été♦r♦❧♦❣✐q✉❡s ✭❣r❛❞✐❡♥t

❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮✳ ✭❝✮ ❏♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① r✉❡s ❞❡ t②♣❡ ✑❚✑ ❡t ✑▲✑✳





❘é❢ér❡♥❝❡s

❬✶❪ ❏✳❇✳ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❉✳❆✳ ❇❡r❦❧❡②✳ ■♠❛❣❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t❧② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ s♠❛❧❧✲r♦♦♠ ❛❝♦✉st✐❝s✳

❏✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳✱ ✻✺✭✹✮ ✿✾✹✸✕✾✺✵✱ ✶✾✼✾✳

❬✷❪ ◆✳ ❆♠✐r✱ ❱✳ P❛❣♥❡✉①✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑❡r❣♦♠❛r❞✳ ❆ st✉❞② ♦❢ ✇❛✈❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r②✐♥❣ ❝r♦ss✲

s❡❝t✐♦♥ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❜② ♠♦❞❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✲ ♣❛rt ■■ ✿ ❘❡s✉❧ts✳ ❏✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳✱

✶✵✶✭✺✮ ✿✷✺✵✹✕✷✺✶✼✱ ✶✾✾✼✳

❬✸❪ ❙✳ ❇❛r♦♥❡✳ ▲❡❛❦② ✇❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✿

♣❛rt ■ ✭r❡♣♦rt r❡♣♦rt r✲✺✸✷✲✺✹✻✱ ♣✐❜✲✹✻✷✮✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❘❡s❡❛r❝❤ ■♥st✐t✉t❡✱

P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❇r♦♦❦❧②♥✱ ✶✾✺✻✳

❬✹❪ ❙✳ ❇❛r♦♥❡ ❛♥❞ ❆✳ ❍❡ss❡❧✳ ▲❡❛❦② ✇❛✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ s♦✉r❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛

❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s❧❛❜ ✿ ♣❛rt ■■ ✭r❡♣♦rt r✲✻✾✽✲✺✽✱ ♣✐❜✲✻✷✻✮✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ▼✐❝r♦✇❛✈❡ ❘❡s❡❛r❝❤

■♥st✐t✉t❡✱ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❇r♦♦❦❧②♥✱ ✶✾✺✽✳

❬✺❪ ❏✳P✳ ❇ér❡♥❣❡r✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t❧② ♠❛t❝❤❡❞ ❧❛②❡r ❢♦r t❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝s ✇❛✈❡s✳ ❏✳

❈♦♠♣✳ P❤②s✳✱ ✶✶✹✭✷✮ ✿✶✽✺✕✷✵✵✱ ✶✾✾✹✳

❬✻❪ ❲✳P✳ ❇✐✱ ❱✳ P❛❣♥❡✉①✱ ❉✳ ▲❛❢❛r❣❡✱ ❛♥❞ ❨✳ ❆✉r❡❣❛♥✳ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲

✉♥✐❢♦r♠ ❧✐♥❡❞ ❞✉❝t ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲♠♦❞❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❏✳ ❙♦✉♥❞ ❱✐❜✳✱ ✷✽✾ ✿✶✵✾✶✕✶✶✶✶✱

✷✵✵✻✳

❬✼❪ ❉✳ ❇♦tt❡❧❞♦♦r❡♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡ ❢♦r ♠♦❞❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ t❤r❡❡✲

❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❏✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳✱ ✶✵✵✭✸✮ ✿✶✸✺✼✕✶✸✻✼✱ ✶✾✾✻✳

❬✽❪ ❏✳❙✳ ❇r❛❞❧❡②✳ ❆ st✉❞② ♦❢ tr❛✣❝ ♥♦✐s❡ ❛r♦✉♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣s✳ ❆❝✉st✐❝❛✱ ✸✽ ✿✷✹✼✕✷✺✷✱ ✶✾✼✼✳

❬✾❪ ❘✳ ❇✉❧❧❡♥ ❛♥❞ ❋✳ ❋r✐❝❦❡✳ ❙♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛t ❛ str❡❡t ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❏✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♦❝✳ ❆♠✳✱ ✺✹✭✷✮ ✿✶✺✻✺✕✶✺✼✵✱ ✶✾✼✸✳

❬✶✵❪ ❘✳ ❇✉❧❧❡♥ ❛♥❞ ❋✳ ❋r✐❝❦❡✳ ❙♦✉♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ str❡❡t✳ ❏✳ ❙♦✉♥❞ ❱✐❜✳✱ ✹✻✭✶✮ ✿✸✸✕✹✷✱ ✶✾✼✻✳

❬✶✶❪ ❈✳❋✳ ❈❤✐❡♥ ❛♥❞ ▼✳▼✳ ❈❛rr♦❧❧✳ ❙♦✉♥❞ s♦✉r❝❡ ❛❜♦✈❡ ❛ r♦✉❣❤ ❛❜s♦r❜❡♥t ♣❧❛♥❡✳ ❏✳ ❆❝♦✉st✳ ❙♦❝✳
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