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Introduction

Préliminaires et motivations

Une métrique riemannienne g sur une variété M"™ permet de définir la
notion de longueur de courbe et de volume sur M. Elle munit la variété
naturellement d’une structure d’espace de longueur, et d’espace métrique.

Les invariants les plus simples d’une variété riemanienne sont son dia-
meétre et son volume. Un autre invariant naturel d’une variété riemannienne
compacte (non simplement connexe) (M",g) est sa systole, notée sys(g).
C’est la plus petite longueur d’une courbe fermée non contractile. Pour avoir
sys(g)” 1 ;

. Il est 1m-
L ) . vollg)
portant de remarquer que ces invariants sont bien définis si g est seulement
continue, c’est & dire une section continue du fibré S?T*M des formes symé-
triques.

En 1949, dans un travail non publié, C. Loewner a montré le résultat
suivant. Pour toute métrique h sur le tore T? on a

2 (2
sys*(T=, h)
2927 A7 21~
Aire(T?,h) — 2/V3

un invariant homogéne, on introduit le quotient systolique

De plus, I'égalité a lieu si et seulement si (T2, h) est isométrique & un
tore plat équilatéral (pour une preuve, voir [27], ch. 6, [24] ou|22] p.95-96).

Cette inégalité est 'acte de naissance de ce qu’on a appelé beaucoup plus
tard la géométrie systolique. Une inégalité isosystolique sur une variété M
est une inégalité de la forme

n
sys(9)" _
vol(g) —
qui reste vraie pour toute métrique riemannienne g sur M : la constante
C ne dépend que de la struture différentielle de M. Si cette constante est
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optimale on ’appelle la constante systolique de M. Attention : deux conven-
tions coexistent dans la littérature. La notre est la méme que celle de [27],
mais [3| prend l'inverse.

En 1952, P.M. Pu a démontré une inégalité isosystolique pour le plan
projectif réel (cf [29]). La métrique optimale est aussi & courbure constante.
Dans le méme article, il démontre une variante de 'inégalité isosystolique
pour les rubans de Mobius & bord, valable non pas pour toutes les métriques,
mais pour chaque classe conforme.

Il existe un troisiéme cas, élucidé par C. Bavard dans [6] puis par T. Sakai
dans [31] ou la borne supérieure du quotient systolique est connue, et réali-
sée, celui de la bouteille de Klein. Mais la métrique optimale est singuliére,
plus précisément C' par morceaux. Voir 2.2.1 ci-dessous. En plus, elle est a
courbure +1 1a ou elle est lisse. Cet exemple joue ici un role décisif.

C. Blatter a montré dans [15] que les surfaces de genre supérieur a 1
satisfont aussi une inégalité isosystolique. Ses résultats ont été améliorés
par J.J. Hebda dans [25] (et indépendemment par Yu. Burago), puis par
M. Gromov (voir le paragraphe 5 de [23]). Mais on ne connait pas leurs
constantes systoliques. La question est actuellement un objet de recherche
trés actif. On sait par exemple que les métriques extrémales, pour le probléme
isosystolique, des surfaces fermées orientables, & I’exception du tore, ne sont
pas lisses et que, en genre deux, les métriques plates a singularités coniques
ne sont pas extrémales (voir [30] et [18]).

En dimension supérieure, il existe des variétés non simplement connexes
pour lesquelles aucune inégalité isosystolique n’est possible. L’exemple le plus
simple est S2 x S, ou plus généralement le produit d’une variété simplement
connexe par une autre qui ne l'est pas. Il suffit de faire tendre le volume du
facteur simplement connexe vers zéro pour que le quotient systolique explose.

Mais un résultat fondamental de M. Gromov (cf. [23]), faisant suite a
une propagande inlassable de M. Berger (voir [10]), assure que les variétés
essentielles vérifient une inégalité isosystolique. Une variété compacte M est
dite essentielle s’il existe une application continue de M dans un K(m,1)
qui envoie la classe fondamentale sur une classe non triviale. Les variétés
essentielles comprennent notamment les variétés asphériques et les projectifs
réels. De plus, I. Babenko a démontré dans |1] une réciproque du théoréme de
M. Gromov : les variétés essentielles sont les seules & admettre des inégalités
isosystolique.

Concernant la géométrie systolique, deux références incontournables sont
le rapport [11] de M. Berger et la monographie [27] de M. Katz. Voir aussi
[13] 7.2.

Pour les variétés essentielles de dimension supérieure & deux, on ne connait
que trés peu de choses. L’argument de Gromov, puissant mais trés général, ne
donne qu’une majoration trés grossiére de la constante systolique. A fortiori,
on a trés peu d’informations sur les métriques qui pourraient réaliser sa borne
supérieure. Ivan Babenko a dégagé dans [3| des conditions topologiques qui
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assurent que deux variétés ont la méme constante systolique.

Mais on ignore par exemple, pour des variétés apparemment aussi simples
que les tores et les projectifs réels, si les métriques a courbure constante sont
optimales.

Ivan Babenko nous a communiqué le résultat suivant :

si g est une métrique optimale (éventuellement singuliere) sur M, les
courbes systoliques (c’est-a-dire les courbes fermées non contractiles de lon-
gueur sys(g)) recouvrent M (voir [18]).

Cette propriété est satisfaite par les tores plats, et par les projectifs réels
munis de leur métrique & courbure constante. Sur les variétés compactes de
dimension 3 qui portent une métrique plate, les métriques qui optimisent le
quotient systolique parmi les métriques plates vérifient aussi cette propriété,
a lexception de I'une d’entre elles. Il s’agit de la variété (que nous notons
(C52) dont le groupe fondamental est le groupe appelé G par J.A. Wolf,
cf. [33] p.117-118, et le dessin trés suggessif de [32], p.236; ce groupe est
engendré par trois symétries glissées par rapport a trois droites deux & deux
orthogonales).

Dans cette thése, nous nous intéressons aux variétés de Bieberbach, ¢’est—
a—dire aux variétés compactes qui portent une métrique riemannienne plate.
Ces variétés sont asphériques, donc le théoréme de Gromov s’applique.
L’exemple de la bouteille de Klein, et celui de la variété de dimension 3
(C2,2) que nous venons d’évoquer, conduisent & penser que, au moins pour
celles de ces variétés qui ne sont pas des tores, il ne faut pas s’attendre a ce
que les métriques plates soient optimales. Nous confirmons cette impression
pour les variétés de Bieberbach de dimension 3. Comme dans le cas de la
bouteille de Klein, nous utilisons pour cela des métriques non lisses.

Résumé de la thése

Le premier chapitre débute par un rappel sur des résultats bien connus
sur la structure des variétés plates. Ils résultent du théoréme de Bieberbach
pour les groupes cristallographiques (voir [33] et [20]). Nous reprenons en-
suite, d'un point de vue plus géométrique que dans [33], la classification des
variétés plates, compactes et connexes de dimension 3. Nous montrons que
les métriques plates sur les variétés non orientables, s’obtiennent par des
suspensions de la bouteille de Klein.

A la fin du chapitre nous démontrons un théoréme de classification des
variétés plates a bord géodésique.

Théoréme 0.1. Le revétement universel riemannien d’une variété compacte

plate de dimension n & bord géodésique est un I x R"™ 1, ou I est un segment.

Ce théoréme nous permet de donner tous les types de variétés plates a
bord géodésique en dimension 3. Il y en a cinq au total, deux orientables et
trois non orientables.
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Dans le second chapitre nous définirons dans un cadre général, celui des
polyédres riemanniens, des espaces riemanniens singuliers. La bouteille de
Klein extrémale pour I'inégalité isosystolique rentre dans ce cadre.

Nous introduisons ensuite des métriques riemanniennes singuliéres (au
sens précédent) sur toutes les variétés de Bieberbach non orientables de di-
mension 3. Le modéle local de ces métriques est S? x R 1a ot elles sont lisses.
Mais nous démontrons que ces métriques ne sont pas conformément plates
au voisinage d’une singularité.

Nous construisons ensuite des métriques riemanniennes singuliéres sur
les 3-variétés de Bieberbach orientables autres que les tores (types C2,C5,Cy
et Cg). Dans leur partie réguliére, ces métriques sont des produits tordus
d’une métrique euclidienne de dimension 2 par une droite; elles admettent
les mémes isométries que les métriques plates.

Le chapitre trois met en évidence le calcul de la systole des variétés de
Bieberbach orientables de dimension 3 munis de ces métriques singuliéres.
On obtient le résultat suivant

Théoréme 0.2. Soit M une variété de Bieberbach orientable de dimension
3 qui n’est pas un tore, alors il existe sur M une métrique riemannienne g
telle que, pour toute métrique plate h,

(sys(h))® _ (sys(g))?®
vol(h) vol(g)

La preuve s’appuie essentiellement sur le fait que ces variétés contiennent
"beaucoup" de surfaces totalement géodésiques (singuliéres) a courbure 1.

Enfin dans le chapitre quatre, en se servant de nos métriques singuliéres,
on démontre le méme résultat pour les variétés non orientables.

Théoréme 0.3. Soit M une variété de Bieberbach de dimension 3 non
orientable. Alors il existe sur M une métrique riemannienne g telle que,
pour toute métrique plate h,

(sys(h)® _ (sys(9))’

vol(h) = vol(g)

Pour le voir, on utilise le fait que nos métriques s’obtiennent elles-aussi
par suspension de la bouteille de Klein, munie cette fois de la métrique de
C. Bavard.

Les métriques obtenues sont singuliéres, mais il existe aussi dans tous
les cas étudiés des métriques lisses dont le quotient systolique est supérieur
a celui de toute métrique plate : il suffit d’approcher la métrique singuliére
obtenue par une métrique lisse, et d’utiliser la continuité de la systole pour
la topologie C°. Les détails sont donnés dans 2.4

En conclusion, nous soulevons quelques questions pouvant ouvrir de fu-
tures pistes de recherche.
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Notations

Si V est un sous-espace affine d’un espace affine euclidien F, et a un
vecteur paralléle & V', on note oy, la symétrie glissée produit de la réflexion
orthogonale par rapport a V et de la translation de vecteur a.

Si b est un vecteur orthogonal a V', on note 3, la rotation d’angle o
autour de l'axe b. On appelle déplacement hélicoidal autour de b une trans-
formation de la forme ¢ o 7 4.

Quand une isométrie de R™ passe au quotient, nous la noterons par le
méme symbole.

On appelle déplacement d’une isométrie v d’un espace métrique (qui sera
ici une variété riemannienne, éventuellement singuliére), le nombre

d(y) = inf dist(p,(p)).

Rappelons que si (M, g) est une variété riemannienne compacte, de revéte-
ment universel riemannien (M, §), le groupe fondamental opére sur (M, g)
par isométries, et

M.g)= inf d
sys(M, g) L ()

Ce résultat s’étend immédiatement aux métriques singuliéres considérées ci-
dessous.
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Chapitre 1

Rappels et compléments sur les
variétés plates

1.1 Rappels sur les variétés plates

1.1.1 La structure des variétés plates

Une variété riemannienne plate est une variété riemannienne localement
isométrique a l'espace euclidien E™. Si une telle variété est compléte, 1'ap-
plication exponentielle est un revétement riemannien : les variétes plates
complétes sont les quotients de I'espace euclidien par un sous-groupe d’iso-
métries affines opérant proprement et librement.

En particulier, les variétés compactes et plates sont les quotients E™/T’
ou I' est un sous groupe discret, cocompact et sans points fixes d’isométries
affines de E™. Suite a [20], nous appelerons groupes de Bieberbach de tels
groupes.

Une variété de Bieberbach sera pour nous une variété compacte qui
porte une métrique plate, c’est a dire une variété diffeomorphe a E™/T". Le
théoréme de Bieberbach assure plus généralement qu'un groupe cristallogra-
phique, c’est-a-dire un sous-groupe discret et cocompact I', est une extension
d’un groupe fini G par un réseau A de E™. Ce réseau est le sous-groupe des
éléments de I' qui sont des translations. Nous 'appelerons dans la suite le
réseau associé a I'. Notons qu’un groupe cristallographique est un groupe de
Bieberbach si et seulement si il est sans torsion (voir [33], p.99).

Théoréme 1.1. (Bieberbach) i) Soit T un sous groupe discret et cocompact
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d’isométries affines de E™, alors le sous groupe A des éléments de I' qui sont
des translations est un sous groupe distingué d’indice fini dans I' et un réseau
de E™.

ii) Le nombre de groupes cristallographiques en dimension n est fini a iso-
morphisme prés. Deux groupes cristallographiques sur E™ sont isomorphes si
et seulement si, ils sont conjugués par un élément du groupe affine.

Quand on passe aux groupes de Bieberbach, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 1.1. St M = E"/I' est une variété riemannienne compacte
conneze et plate de dimension n, alors le tore plat E™/A est un revétement
riemannien fini de M.

1l n’y a qu’un nombre fini de classes d’équivalences affines de variétés
riemanniennes plates, compactes et connexes de dimension donnée.

Deux variétés compactes plates E™/T et E™/T” sont homéomorphes si
et seulement si les groupes I' et T” sont isomorphes. Ces groupes sont alors
conjugués par un isomorphisme affine de R™, ce qui montre que deux variétés
compactes plates homéomorphes sont affinement difféomorphes. Ces variétés
seront isométriques si et seulement si I" et I sont conjugués par une isomé-
trie affine.

Enfin, on a une suite exacte de groupes
0—A—T—5G—e

ol G est fini.

Remarque 1.1. L’ensemble F(n) des isométries de R™ est égal au produit
semi-direct O(n) x R™. Mais u n groupe de Bieberbach ne s’écrit jamais
comme un produit semi direct G x A : sinon il existerait un morphisme
injectif de G dans I', ce qui est impossible puisque G est fini et I' sans
torsion.

Remarque 1.2. Il est important de noter que le groupe G est en fait le
groupe d’holonomie de M (voir [20], p.65). Cela est a rapprocher du fait
qu’une variété riemannienne compacte et connexe est plate si et seulement
si son groupe d’holonomie est fini. De plus, la représentation d’holonomie
s'identifie & la représentation naturelle de G sur ’espace euclidien R".

D’aprés la théorie des revétements, on a un revétements riemannien
R™/A — R™/T. Le groupe des automorphismes de ce revétement est iso-
morphe & G.

Ces remarques permettent de donner quelques précisions sur la géomé-
trie et la topologie des variétés compactes plates : les 1-formes harmoniques
s’identifient (par la correspondance formes-vecteurs donnée par la métrique)
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aux champs de Killing, ainsi qu’au sous-espace vectoriel de R" laissé fixe par
la représentation d’holonomie. En particulier, parmi les variétés compactes
plates, les tores plats sont caractérisés par I'une des propriétés suivantes

1. le groupe d’holonomie est réduit & I’élément neutre.

2. le premier nombre de Betti est égal & la dimension

3. la dimension du groupe des isométries est égale & la dimension.
4

. le groupe des isométries est transitif.

1.1.2 Isométries

Le groupe des isométries de E/I' est le quotient N(I')/T", ou N(I") dé-
signe le normalisateur de I' dans Isom(FE) (isométries affines).

En particulier, pour un tore plat E/A, N(A) est le sous-groupe de Isom(E)
qui laisse le réseau globalement invariant. C’est le produit semi direct Op X F,
ol Oy est le sous groupe des isométries linéaires qui laissent A globalement
invariant.

Finalement, Isom(E/A) ~ Op x (E/A) : laction de Op sur E passe au
quotient, et 'application de passage au quotient est un isomorphisme.

Notons que la symétrie par rapport & un point de E™ passe au quotient
et posséde 2" points fixes; c’est la symétrie géodésique par rapport a ces 2"
points fixes simultanément. Pour un réseau générique, ces isométries sont les
seules isométries n’appartenant pas a la composante neutre de Isom(E™/A).

Les suspensions par des isométries

Un procédé classique de construction de variétés est la suspension par
un difféomorphisme ¢ d’une variété K : il s’agit du quotient de K x R par
le groupe engendré par (p,t) — (¢(p),t + 1). Si maintenant (K™, g) est une
variété riemannienne de dimension n et si ¢ € Isom(K™, g), le quotient rie-
mannien de K xR par le groupe engendré par (p,t) — ((p(p), t+a), ol a est
un paramétre > 0, définit sur cette suspension une métrique riemannienne
(bien sir plate si g est plate). Cette construction sera utilisée systématique-
ment dans 1.2 puis dans 4.2.

1.1.3 Variétés plates en dimension 2

En dimension 2 il y a deux types de groupes de Bieberbach : les réseaux
et les groupes engendrés par une translation et une symétrie glissée d’axe
orthogonal & cette translation. Les variétés correspondantes sont le tore et
la bouteille de Klein.
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2

Fig. 1. Le tore carré a deux points fixes par la rotation /2
autour de son centre: le centre méme et le sommet.
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Fig. 1. Pour le tore hexagonal, les points A, B et C sont fixés
par la rotation d'angle 21/3 autour du centre. Par contre, la
rotation d'angle 11/3 ne fixe que le centre de I'hexagone.
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Les isométries des 2-tores plats

On a vu & la partie 1.1.2 que le groupe d’isométrie d’un tore plat R? /A,
oll A est un réseau de R?, est égal au produit semi direct Op x R?, Oy est
le sous groupe des isométries de O(2) qui laissent A globalement invariant.

Remarque 1.3. Pour un réseau générique, Oy est le groupe a 2 éléments.
Pour le tore carré, Oy est isomorphe au groupe diédral Dy. Les éléments
d’ordre 4 ("rotations" d’angle +7) ont deux points fixes (voir fig. 1).

Pour le tore hexagonal, Oy est isomorphe au groupe diédral Dg. Les ro-
tations d’angle 27r/3 ont trois points fixes dans le tore alors que celles d’angle
/3 n’en ont qu'un seul (voir fig.2).

Notons que pour les tores plats rectangle et losange, O est isomorphe a
Zo X Zo. Mais ces deux tores ne nous intéressent pas pour la suite.

Les isométries de la bouteille de Klein plate

Le plan euclidien étant rapporté & une base orthonormée, les bouteilles de
Klein plates sont les variétés R?/T", ol I' est engendré par la symétrie glissée
(x,y) — (x4 §,—y) et la translation (z,y) — (x,y +b). Nous noterons K,
(ou simplement K quand la donnée de a et b est sous-entendue ou inutile),
la variété riemanniennne plate ainsi obtenue.

Rappelons que les géodésiques “horizontales" de K,; sont fermées de

a

longueur a, & l'exception de deux d’entre elles qui sont de longueur § (cf.

[22] p.82-83). Cela permet de voir K, ; comme le recollement de deux rubans
b

de Mobius plats de largeur 5 le long de leur bord. Cette identification n’est
pas seulement topologique mais aussi riemannienne : la réflexion orthogonale
par rapport au bord commun est une isométrie qui échange les deux rubans.

La composante neutre de Isom(K) est formée des translations horizon-
tales ro @ (z,y) — (x + «,y) (o étant pris modulo a). A signaler : la trans-
lation (x,y) — (z + §,y) qui coincide avec (z,y) — (x, —y). Elle laisse fixes
les deux géodésiques horizontales courtes y = 0 et y = b/2. C’est la symétrie
orthogonale par rapport a ces deuzr géodésiques simultanément.

Le quotient Isom(K')/Isomg(K) est isomorphe au groupe du matelas,
appelé aussi groupe de Klein (c’est plus qu’une coincidence!).

Les trois éléments non triviaux de ce quotient peuvent étre représentés
par

1. une réflexion par rapport & une géodésique verticale, qui est aussi une
symétrie par rapport & un point d’'une géodésique horizontale courte.
On notera par S7 une telle transformation.

2. une symeétrie par rapport & un point du bord commun des deux rubans.
Nous noterons S2 une telle symétrie.
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3. la réflexion par rapport & ce bord commun, ou la transformation obte-
nue par passage au quotient de (z,y) — (x,y + b/2). Nous noterons T'
cette derniére transformation.

Notons enfin qu’un difféomorphisme affine d’une bouteille de Klein plate
est une isométrie.

1.2 Classification des variétés plates compactes et
connexes de dimension 3

1.2.1 Les variétés orientables

La classification des variétés plates de dimension 3 résulte d’'une méthode
directe de classification des sous-groupes discrets et cocompacts de Isom(R?)
opérant librement. Elle est évidemment beaucoup plus simple que celle des
groupes cristallographiques. Elle est due & W. Hantzsche et H. Wendt (1935),
et exposée dans le livre [33] de J.A. Wolf. Il y a dix types a difféomorphisme
prés, six orientables et quatre non orientables.

Dans le cas orientable, ces types sont caractérisés par le groupe d’holo-
nomie G, ce qui motive notre notation.

i) G = {1} : type Cy. Cest le tore, il est le quotient de R3 par un réseau
quelconque de R3.

ii) G = Zy : type Cy. On se donne trois vecteurs (a1, az,as) avec az L
(a1, a2). Soit T le sous groupe des isométries de R? engendré par tas/2 0 Tag,m
(cf. Notations) et les translations t,, et t4,. Alors le quotient R3/I" est une
variété de type C. Notons que le réseau A engendré par t,,, tq, €t tq, est
d’indice 2 dans T'.

Cette variété est le quotient du tore R3/A par le groupe cyclique d’ordre
2 engendré par (I'image de) t4, /2 © Tag,7-

ili) G = Z4 : type Cy4. On se donne une base orthogonale (aj,ag,as) de
R? avec |a1| = |az|, soit T le sous groupe des isométries de R? engendré par
tas/4 © Tag,r/2 €t les translations 4, et tq,. Alors le quotient R3/T est une
variété de type Cy. Notons que le réseau A engendré par t,,,tq, et tq, est
d’indice 4 dans T'.

Cette variété est le quotient du tore R3/A par le groupe cyclique d’ordre
4 engendré par (I'image de) t,, /4074, 7/2- Elle est aussi le quotient de Cs (la
base (a1, a2, as) doit étre choisie orthogonale avec |a1| = |az|), par le sous
groupe engendré par t,, /4 074, /2. Cette remarque jouera un role important
dans 'amélioration de la constante systolique de Cj.

iv) G = Zg : type Cg. On se donne trois vecteurs (ay, ag,as) avec ag L
(a1,a2), |ai]| = |ag| et (a1,a2) = 7/3. Soit I le sous groupe des isométries de
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R3 engendré par tas/6 O Tag,r/3 €t les translations £4, et tq,. Alors le quotient
R3/T" est une variété de type Cg. Cette fois ci, le réseau A engendré par
oy tas €t tqy est d’indice 6 dans I’

Cg est le quotient du tore R3/A par le groupe cyclique d’ordre 6 engendré
par (I'image de) tq, /6 © 7q, r/3- Elle est aussi le quotient de C par le sous
groupe engendré par ty, /6 © T'q; x/3-

v) G = Zs : type Cs. On se donne trois vecteurs (a1, as,as) avec ag L
(a1, a2), lai| = |az| et (a1, a2) = 27/3. Soit I le sous groupe des isométries de
R3 engendré par La3/3°Tas,2n/3 €t les translations £q, et t4,. Alors le quotient
R3/T est une variété de type C3. Le réseau A engendré par t,, ,ta, et tq, est
d’indice 3 dans I'. Cette variété est le quotient du tore R®/A mais pas un
quotient de la variété Cl.

vi) G = Zy x Zs : type C2 2. On se donne une base orthogonale (a1, az, az)
de R3, soit T le sous groupe des isométries de R? engendré par tay/2° Tay,ms
t(a1+a2) O gy €t t(a1+a2+a3) 0 T'qy.x. Alors le quotient ]R?’/F est une variété
de type Cy 2. Cette fois ci, le groupe d’holonomie G n’est pas cyclique, il est
égal & Zo X Zo.

Remarque 1.4. Que l'on soit dans Cy, C4 ou Cg, tout plan contenant ag
donne, par passage au quotient, une bouteille de Klein plate (si ce plan
contient des points du réseau autres que ceux de l’axe az) ou un ruban de
Mobius plat sans bord (dans le cas contraire).

1.2.2 Les variétés non orientables

Nous allons voir que toute variété compacte plate non orientable de di-
mension 3 peut s’obtenir par suspension d’une bouteille de Klein plate par
une isométrie.

Cela se voit en interprétant convenablement (et plus géométriquement)
la description faite par J. Wolf (voir [33], p.120-123, dont nous suivons les
notations) des variétés de Bieberbach de dimension 3. Voir aussi [32], 4.2.

i) Type Bj. On se donne un plan P, deux vecteurs indépendants a; et
as de P, et un vecteur az orthogonal & P. Le groupe I' est engendré par
la symétrie glissée op,, /o et les translations de vecteurs az et as. Notons
que le réseau A engendré par ai, as et ag est d’indice 2 dans I', et que la
variété est difféomorphe au produit d’une bouteille de Klein et d’un cercle.
Les différents types métriques s’obtiennent en faisant varier les vecteurs a;
avec les contraintes ci-dessous.

Pour réaliser ces métriques comme des suspensions, on écrit as = a1+,
ot v est paralléle & P et orthogonal & a1, et on vérifie que R?/T est le quotient
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riemannien de K4, | |q;] X R par le groupe d’isométries engendré par
(p,t) = (ra(p),t +[v]), avec a=Aai].

ii) Type Bs. On se donne deux plans paralléles P; et Py et deux vecteurs
indépendants a; et ag paralléles a ces plans. Le groupe I' est engendré par les
symétries glissées op, 4, /2 €t op, 4,/2. Soient k un vecteur unitaire orthogonal
a ces plans de P; vers P, et dk le vecteur de la translation qui envoie P; sur
Py. Alors op, 4,/2 0 0p, 4, /2 est la translation de vecteur az = %2“2 + 2dk.
Le réseau A associé a I' est engendré par ai, as et as. Les différents types
métriques s’obtiennent en faisant varier aj, ag et d = dist(Py, Py).

Cette variété est difféomorphe & la suspension d’une bouteille de Klein
par T. En effet, le sous-groupe engendré par op, , /o et la translation de
vecteur 4dk est distingué dans I'; il est isomorphe au groupe fondamental
de la bouteille de Klein, et le quotient est isomorphe & Z.

Pour expliciter cette identification au niveau des métriques, on écrit
comme plus haut as = Aa; + v, avec v orthogonal & ai, et on vérifie que
R3/T est le quotient riemannien de K la1|,4d X R par le groupe d’isométries
engendré par

|v]

(p,t) — <ra(T(p)),t + ?), avec o = |aj |

A—1
5

iii) Type Bs. On se donne un plan P, une droite D de P, et une base
orthogonale (a1, as,as3), telle que a; et ag soient paralléles & D et P respec-
tivement. Le groupe I' est engendré par op 4, /2, 0pgq,/2 €t la translation de
vecteur az. On peut aussi obtenir cette métrique par suspension de la bou-
teille de Klein : c’est le quotient riemannien de K4, |45 X R par le groupe
d’isométries engendré par

(p,t)) = (S1(p),t +]a1]/2) (voir 1.1.3).

iv) Type B4. On se donne un plan P, une droite D paralléle & P mais
non incluse dans P, deux vecteurs orthogonaux a; et ag paralléles a D et P
respectivement. Le groupe I' est engendré par op g, /2 et 0pg, /0. Le réseau
associ¢ & I' est engendré par la base orthogonale (ai,ag,as), avec |az| =
4dist(P, D).

Cette fois, la métrique est le quotient riemannien de K|, |45 X R par le
groupe d’isométries engendré par

(p,t)) — (S2(p),t +|a1]/2) (voir encore 1.1.3).

Remarque 1.5. Cette discussion montre que chaque classe de difféomorphisme
de variété plate compacte non orientable de dimension 3 est associée & un
élément du groupe des difféeomorphismes de K quotienté par sa composante
neutre (ce groupe est isomorphe au groupe des transformations affines et au
groupe des isométries de la bouteille de Klein).
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1.3 Les variétés plates a bord géodésique

Le résultat ci-desssous peut sembler évident. Sa preuve demande cepen-
dant quelques précautions.

Théoréme 1.2. Le revétement universel riemannien d’une variété compacte
plate de dimension n & bord géodésique est un I x R*~1 ou I est un segment.

Preuve. Soit (M,dM) une telle variété, (M, M) son revétement universel.
La théorie des (G, X) structures nous dit ici (voir [32], pp. 139 pour les
détails) qu’il existe une isométrie locale D (application développante) de M
dans R". Chaque composante connexe de OM est une variété plate compléte
de dimension n — 1, qui est envoyée par D sur une sous-variété plate et
géodésique de R"™, ¢’est-a-dire un ouvert d’un hyperplan. Cela montre que les
géodésiques d’une composante de M ne peuvent pas étre fermées : I'image
par D d’une telle géodésique serait une géodésique fermée de R*~!, donc un
point, ce qui est impossible puisque D est une isométrie locale. Nous savons
maintenant que les géodésiques de M sont des droites. Pour la méme raison,
elles sont envoyées sur des droites, et D(@M ) est une réunion d’hyperplans.
Ces hyperplans sont paralléles. Soit en effet un point x appartenant a
I'intersection de deux d’entre eux. Ce point admet (au moins) deux pré-
images y; et yo par D, appartenenant & des composantes connexes distinctes
de 9M. 11 y a au moins une géodésique minimisante qui joint y; et yo. Elle est
orthogonale en y; a la composante qui contient ce point. Son image par D est
orthogonale en x aux deux hyperplans, qui sont nécessairement confondus.
Finalement, la frontiére de D(M ) est une réunion d’hyperplans paralléles.
Il y en a donc au plus deux. Dans les deux cas, D, qui est une isométrie
locale de M sur un demi-espace fermé ou sur I x R""! est nécessairement
une isométrie. Le premier cas est exclu : une isométrie d’'un demi-espace, que
I'on peut toujours identifier & [0, co[xR"~!, laisse le premier facteur fixe et
le second globalement invariant, ce qui interdit & [0,c0[xR"~! d’avoir des
quotients compacts par un groupe d’isométries. |

Reste a étudier les variétés elles-mémes, c’est-a-dire les quotients com-
pacts de I x R™™! par un groupe discret d’isométries agissant librement.
Soit I' un tel groupe. Il laisse I’hyperplan équidistant des deux composantes
connexes du bord globalement invariant, donc agit isométriquement et libre-
ment sur cet hyperplan. Pour cette action, il existe un domaine fondamental
compact (prendre I'intersection avec ’hyperplan d’un domaine fondamental
pour 'action sur I x R"~!). Cela montre que I' est isomorphe & un groupe
de Bieberbach en dimension n — 1. Par ailleurs, les parties linéaires des élé-
ments de I' vivent dans O(1) x O(n—1) ~ {£1} x O(n—1). Deux cas sont a
distinguer, suivant que ces parties linéaires soient toutes dans {1} x O(n—1)
ou non.
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a) Chaque composante connexe du bord de I x R"~! est laissée stable par
T". Il en est alors de méme pour tout hyperplan paralléle & ces composantes.
Alors M s’identifie a I x R*~1/T.

b) Le sous-groupe de I' qui laisse ces composantes stables est un sous-
groupe I'g d’indice 2. Ce sous-groupe agit isométriquement et librement sur
chacune de ces composantes et admet un domaine fondamental compact
pour les mémes raisons que précédemment. C’est donc aussi un groupe de
Bieberbach en dimension n—1. Si l'on identifie I & [, ] et si 'on note (x,y)
les éléments de R x R* !, les actions de I' sur R®~! et sur R” sont reliées
par

_J (@yey) sivelp
! (x’y)_{ (—z,v-y) siv¢To
Le bord de M est connexe et isométrique & R"~! /Ty, et M admet un revé-
tement riemannien d’ordre 2 isométrique a I x R"~1/TI'y. Cette situation est
I’analogue exacte de celle du ruban de Mobius.

1.4 Cas des variétés de dimension 3

Dans le cas a), M est le produit d’un tore plat ou d’une bouteille de
Klein plate par un segment. Pour traiter le cas b), en reprenant les notations
ci-dessous, I' est soit un réseau du plan euclidien, soit le groupe fondamental
d’une bouteille de Klein,

SiI' est un résau, ses sous-groupes d’indice 2 sont de la forme Zuv + 2Zv’
pour une base convenable de I'. La variété est le quotient de [—d, d] x R? par
le sous-groupe de Isom(R?) engendré par t, et la symétrie glissée Opy, Ol
l'on a désigné par P le plan z = 0. Cette variété n’est pas orientable; son
bord est le tore plat R?/Zv + 2Z+', alors que le plan P donne par passage
au quotient le tore plat R?/Zv + Zv'. L’analogie avec le ruban de Mdbius est
telle que nous proposons d’appeler cette variété le ruban de Mdbius solide.
Nous la désignerons par M, . 4.

Si I est le groupe fondamental d’une bouteille de Klein, engendré par la
symétrie glissée (y,2) — (y + §, —=2) et la translation (y, z) — (y,z +b), il y
a deux type de sous-groupes d’indice 2. Tout d’abord, I'g peut étre le réseau
associé a I'. La variété est alors le quotient de [—d, d] x R? par le sous-groupe
de Isom(R?) engendré par

(2.9.2) = @y, 2 +8) et (2,,2) = (2.5 + 5, —2).

Cette variété est orientable, et son bord est un tore.

Enfin, I'g peut étre engendré par une symétrie glissée de déplacement §
et la translation (z,y, z) — (z,y, 2z + 2b). La variété est alors le quotient de
[—d,d] x R? par le sous-groupe de Isom(R?) engendré par

r,y,z) — (—x,y,2z+b) et (z,y,2)— (z —1—2—2
(z,9,2) = (—z,y ) (2,9,2) = (2,9 + 3,
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Cette variété n’est pas orientable, et son bord est une bouteille de Klein.
On a au, total cinq, types de variétés plates & bord géodésique. Le tableau
ci—dessous résume cette discussion.

orientable bord non connexe

non orientable bord non connexe

non orientable bord connexe orientable
orientable bord connexe (orientable)
non orientable bord connexe non orientable

Revenons au troisiéme type, le ruban de Mobius solide, qui nous semble
le plus intéressant. Le double d’un ruban de Mo6bius solide est une variété
compacte plate sans bord de type Bj. Les variétés de type Bs s’obtiennent
en identifiant les bords de deux rubans solides M,, .5 g €t My /5, g, qui sont
des tores plats isométriques.



Chapitre 2

Les métriques singuliéres

2.1 Définition des métriques singuliéres

Toutes les métriques singuliéres qu’on utilisera donnent des espaces de
longueurs, c’est-a-dire des espaces munis d’une notion de longueur pour les
courbes continues simples. Dans cette partie on va définir ces métriques dans
un cadre général, celui des polyédres riemanniens. Pour plus de détail sur
cette notion voir [2].

Un polyédre est un espace topologique muni d’une triangulation, c¢’est-a-dire
divisé en des simplexes qu’on recolle par les faces. On notera par ¢ un sim-
plexe quelconque d’un polyédre P.

Définition 1. Une métrique riemannienne sur un polyédre P est une famille
de métriques riemanniennes {gy},er, o0t I est en bijection avec 1’ensemble
des simplexes de P. Ces métriques doivent satisfaire aux conditions suivantes

1. Chaque g, est une métrique lisse a I'intérieur du simplexe o.

2. Les métriques g, coincident sur les faces; autrement dit pour chaque
paire de simplexes o1, o9, on a ’égalité

9oy |01 No2 — go’z|0'1 No2

Une telle structure riemannienne sur les polyédres permet de calculer la
longueur d’une courbe lisse par morceaux dans P, ceci rend le polyédre (P, g)
un espace de longueur. Si v est un chemin lisse par morceaux d’un intervalle
I dans P, alors la longueur de 7 se définit comme pour les métriques C*° :
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I(v) = / (9(v, )"

I
en plus (P,g) gagne une structure d’espace métrique (et surtout une
structure d’espace de longueur) de la méme maniére que dans le cas des
variétés lisses.

dg(z,y) = igf L()

ou vy parcourt ’ensemble des chemins lisses par morceaux joignant x a y.

Il faut enfin noter que la mesure riemannienne, elle aussi, se définit exac-
tement comme dans le cas lisse. Evidemment, la partie singuliére sera de
mesure nulle.

Les géodésiques d’un polyédre riemannien sont les géodésiques de la stru-
ture de longueur associée (voir [17]). A 'intérieur d’un simplexe (o, g5), la
formule de variation premiére montre qu'une telle géodésique est une géo-
désique pour g, au sens riemannnien. Nous reviendrons sur ces géodésiques
notamment dans 4.1.

2.2 Meétriques singuliéres sur des variétés de Bie-
berbach non orientables

2.2.1 La bouteille de Bavard (K, b)

On part de la sphére ronde, et on repére les points par la latitude ¢ et
la longitude 6. Pour ¢, €]0,7/2[, soit 34, le domaine défini par |¢| < ¢,.
Sur ¥y4,, la métrique ronde est donnée par dp? + cos® ¢df?. On note que le
revétement universel de Xy est la bande R x [—¢,, ¢,] munie de la méme
métrique (d¢? + cos® pdf?). A partir de 14, on introduit sur R? la métrique
riemannienne singuliére (au sens précédent)

do® + f2(4)d6?, (2.1)

ou f est la fonction 2¢g-périodique qui coincide avec cos ¢ sur l'intervalle
[—0, @o] (comparer a [6]).

Exemple 1. La métrique sur la bouteille de Klein qui donne le quotient
systolique optimal (2%) s’obtient pour ¢, = 7 en quotientant le plan muni
de la métrique 2.1 par ’action du groupe engendré par

(9a¢) = (9+7T, _d)) et (07¢) = (93¢+4¢0)

Nous noterons (K,b) la bouteille de Klein munie de cette métrique,
(T?2,b) son revétement des orientations.
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Remarque 2.1. Il peut paraitre plus naturel de quotienter le plan muni de
la métrique 2.1 par le groupe engendré par

(0,0) = (0 +m,—¢) et (0,0)— (0,6 +2¢0)

la surface obtenue est bien une bouteille de Klein mais elle n’est pas bonne
pour le rapport systolique : les géodésiques fermées par la correspondance
(0,0) — (0,6 + 2¢) sont de longueur 7/2 alors que celles qui sont fermées
par la correspondance (6, ¢) — (6+7, —¢) sont de longueur 7. On peut donc
diminuer le volume sans raccourcir la systole.

I1 se trouve que (K,b) a le méme groupe d’isométries que celui d’une
bouteille de Klein plate (attention, la propriété analogue pour (T?2,b) est
fausse!). Cela peut se voir par un calcul direct, mais il sera utile de voir
les choses géométriquement : le domaine sphérique a bord Xy, vu plus haut
peut se voir comme

{(z,y,2) e R} 2® + y* + 2% = 1, 2| < sinho}.

Le cylindre obtenu en prenant tous les translatés de vecteur 2nsin qboE de
Y4,, muni de la structure de longueur induite par la métrique euclidienne,
est un revétement riemannien de (T2, b) (et donc de (K, b)). Nous le noterons
(C,0).

On récupeére (K, b) en quotientant (C,b) par le groupe engendré par les
antipodies par rapport aux centres des sphéres portant ces domaines (deux
domaines contigus suffisent). On notera o I'une quelconque de ces antipodies.

Alors les isométries suivantes de ce cylindre passent au quotient. Si on
adopte la formulation analytique de (2.1), elles sont les exactes analogues
des isométries décrites en 1.1.3.

1. les rotations autour de l'axe (analogues aux translations "horizon-
tales").

2. les réflexions par rapport & un plan méridien (analogues aux réflexions
par rapport & une géodésique “verticale", c’est-a-dire aux transforma-
tions de type S7).

3. les réflexions par rapport a un diameétre d’un cercle singulier (analogues
aux symétries par rapport a un point du bord commun des deux rubans,
c’est-a-dire aux transformations de type S2).

4. la réflexion par rapport & un plan d’un cercle singulier (qui donne par
passage au quotient une transformation équivalente (modulo Isom,)
& celle obtenue en faisant passer au quotient la translation de vec-
teur 2sin ¢0E. Cette derniére transformation est ’analogue de (z,y) —

(z,y + 5).
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2.2.2 Les 3-variétés de Bieberbach

On a vu dans le paragraphe précédent que la bouteille de Bavard (K, b)
a le méme groupe d’isométries que celui d’'une bouteille de Klein plate et que
Isom(K,b)/Isomgy(K,b) s’identifie & Zg X Zs.
En utilisant ces isométries, on peut reprendre les constructions par suspen-
sions (déja faites au premier chapitre) pour obtenir sur toutes les variétés
de Bieberbach non-orientables de dimension 3 des métriques riemanniennes
singuliéres.

En dehors de la singularité, le modéle local de toutes ces métriques est

(5% x R, d¢? + cos® pdb? + dt?)

Le lieu singulier est formé de tores plats de dimension 2. En prenant le bon
choix des paramétres de ces métriques, on va pouvoir améliorer le rapport
systolique des métriques plates sur ces variétés.

Remarque 2.2. Une métrique de la forme d¢? + f2(¢)df? est localement
conforme & une métrique plate, méme si f est seulement continue : il suffit
de mettre f2 en facteur. Le méme procédé montre de plus que la métrique
de C. Bavard est globalement conforme & une métrique plate sur la bouteille
de Klein. Cette métrique est facile a expliciter (voir [7] pour les détails).

Ici, comme nous travaillons en dimension 3, la situation est différente. Le
modéle local est de la forme d¢? + f2(¢)d6? + dt?. 11 s’avére que si g est une
métrique riemannienne C* en dimension 2, g + dt? est conformément plate
si et seulement si g est & courbure constante. Par conséquent, les métriques
que nous avons introduites ci dessus sont bien conformément plates en de-
hors de la surface singuliere. Il ne faut pas s’attendre a ce qu’elles soient
conformément plates au voisinage d’un point d’une surface singuliére, mais
la métrique étant seulement continue, un argument spécifique est nécessaire.

Proposition 2.1. La métrique do? + f2(¢)d6* + dt?, o f est la fonction
donnée dans (2.1), n'est pas conformément plate.

Preuve. Soit p un point de 'hypersurface singuliére S d’équation ¢ = ¢,
et h: U — R? un diffeomorphisme conforme sur un ouvert de R3. Quitte a
diminuer U, on peut le supposer invariant par la transformation s : (¢, 6,t) —
(200 — ¢,0,1), qui est une isométrie de U fixant S. D’aprés le théoréme
de Liouville (voir par exemple [28], p.12), la conjuguée de s par h est la
restriction d’une transformation de Mobius. Mais une telle transformation
ne peut exister : 'ensemble de ses points fixes contient h(SNU), qui devrait
étre une portion d’une 2-sphére. Pour voir que c’est impossible, on introduit
I'application conforme hy de U’ = U N {¢ < ¢,} dans R3 donnée par

hi(,0,t) = (' cos pcosh, e’ cos ¢sin b, e’ sin ¢)
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(comparer a 28], p.76-77). Toujours d’apres le théoréme de Liouville, il existe
une transformation de Mobius ho telle qu’en restriction & U’ on ait h =
hoohy. Par continuité, cette propriété reste vraie sur SNU. Ainsi, I’ensemble
des points fixes de la transformation de Mobius hsh™! contient h (hi(SNU)).
On aboutit a la contradiction cherchée, car hq(.S) est une portion d’un coéne
de révolution. |

Pour plus de détails sur les résultats de géométrie conforme utilisés ici,
voir les contributions de R. Kulkarni et de J. Lafontaine dans [28].

2.3 Meétriques singuliéres sur les variétés
de Bieberbach orientables

Pour un réseau quelconque A de R?, on introduit le pavage de Dirichlet-
Voronoi associé. C’est un pavage du plan par des hexagones (ou des rec-
tangles si le réseau A est rectangle) A, centrés aux points p du réseau. Alors
un réseau de R? de la forme A x ¢Z, ot ¢ € R, nous permet de paver R?
naturellement par des prismes hexagonaux ou rectangles que I'on note D).

On introduit alors sur R? la métrique riemannienne singuliére h = da? +
dy?+1(m)dz?, ot 'on a posé, pour m(z,y, z) € Dy, ¥(m) = cos? dist((x, y),p),
avec dist((:u, Y), p) < 7/2. Si m appartient a deux domaines Dj, et D,y alors
p et p’ sont a la méme distance de m : la fonction v est bien définie. Elle
est continue, mais pas C'. La composante neutre du groupe des isométries
des (R3, h) est formée des translations verticales (x,vy, 2) — (z,y, z+¢). Les
translations par les vecteurs de A sont aussi des isométries. Il est important
de noter que la métrique h s’écrit aussi dz? + dy? + cos® (d((az, Y), A)), ol
d((z,y),A) est la distance du point (z,y) au réseau A.

Le quotient de (R3, h) par le groupe A x ¢Z (ot ¢ > 0) est un tore singu-
lier de dimension 3. On note ce tore par (7', h). Les sections de ce tore par les
plans z = constante sont des tores plats géodésiques de dimension 2, tous
ces tores plats sont isométriques & R?/A. Il faut noter que 'application de
(T, h) dans le tore R?/A, qui consiste & projeter sur le tore z = 0, est une
submersion riemannienne.

Avec un bon choix du réseau A, les transformations o, /r, © 7gy 270 /n (1 =
2,3,4,6), déja décrites dans la classifications des variétés plates orientables,
deviennent des isométries de (T, h) (il faut que le réseau A soit carré pour
obtenir Cy4 et hexagonal pour obtenir C3 et Cg). On obtient de cette fagon
des familles de métriques riemanniennes singuliéres sur les variétés de type

Cy, C3, C4 et C.
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Remarque 2.3. En fait cette construction marche aussi si on quotiente
(R3, h) par le réseau nA x c¢Z. A partir du tore obtenu, on peut réobtenir
toutes les variétés C; (i = 2,3,4,6) exactement de la méme fagon que pour
le tore (T, h). On verra au chapitre suivant qu’il est plus utile, pour obtenir
de "bons quotients systoliques" sur ces variétés, de prendre n = 2.

2.4 Des métriques singuliéres aux métriques lisses

Les métriques que nous venons de construire sont seulement continues.
Pour les approcher par des métriques lisses, on utilise des arguments de
continuité et d’approximation.

Si M est une variété compacte, I’espace des sections continues de n’im-
porte quel fibré tensoriel sur M peut étre muni de la topologie compacte ou-
verte (cf. [26], ch. 2. Pour cette topologie) ; le sous-espace M des métriques
riemanniennes est ouvert dans 1’espace C%(S2M) des 2-tenseurs symétriques.
Pour la topologie induite sur M, on peut vérifier que tout ouvert est une
réunion d’ensembles de la forme

A(g,e) ={he MVz e M, (1 —€)gy < hy < (1 +€)ga},

ol g € M et € €]0,1]; ces inégalités étant prises au sens des formes quadra-
tiques sur T, M.

La propriété suivante est folklorique. Faute de pouvoir en donner une
référence écrite, nous la démontrons.

Théoréme 2.1. L’application h — sys(h) est continue sur M muni de la
topologie compacte ouverte.

Preuve. 1l suffit de travailler avec un A(g, €). Pour h € A(g, €), la systole peut
étre réalisée par une courbe paramétrée c : [0,1] — M prise dans I’ensemble

C = Unea(g,e)Chs

ot Cp, est l'ensemble des lacets ¢ : [0,1] — M non contractiles, C' par
morceaux, paramétrés proportionnellement a la longueur d’arc pour h, et de
h-longueur inférieure ou égale a 2diam(M, h).

Dans ces conditions, ’ensemble des longueurs des courbes de C, prises
pour toutes les métriques de A(g,€), est majoré par 2(1 + €)diam(M, g), et
I’ensemble

U{(C(t)aéi(t))} avec c € C, t € [0,1]

est relativement compact dans 7M. Il en résulte que la famille (indexée par
C) de fonctions qui & une métrique h, associe la longueur de ¢ pour h est
équicontinue sur A(g,€). Mais la borne inférieure d’une famille de fonctions
équicontinue est continue. |
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Enfin (voir encore [26]), 'espace des sections lisses de n’importe quel fibré
vectoriel de base compacte est dense pour la topologie compacte ouverte dans
I’espace des sections continues. Dans la situation qui nous intéresse, il suffit
en fait d’approcher uniformément la fonction Sys par une fonction lisse.
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Chapitre 3

Les variétés de Bieberbach
orientables

3.1 Deux tores singuliers et leur systole

On quotiente l'espace riemannien singulier (R, 2) vu dans 2.3 par le
réseau 2A x cZ. On obtient un tore de dimension 3 (T, g) dont le lieu singulier
est connexe. Il est formé du bord de la projection canonique de quatre prismes
hexagonaux (ou rectangles) formant un domaine fondamental de I’action de
2A x ¢Z. Si u et v sont deux vecteurs qui engendrent le réseau A alors les
sections de (7, g) par les plans passant par un point du réseau A et paralléles
a u (ou v) sont des tores de dimension 2 & courbure +1 en dehors de leur lieu
singulier. Avec un bon choix de u et v ces tores sont le revétement orientable
de la bouteille de Bavard (K, b) introduite dans 2.2.1. Plus généralement, les
sections de (7', g) par des plans passant par I’axe d’'un domaine D), sont des
surfaces & courbure 41 tant qu’on reste a l'intérieur de D). Notons par S,
ces surfaces.

Remarque 3.1. Pour conserver la systole et diminuer le volume des variétés
de type C; il est crucial de quotienter (R, h) par le réseau 2A x cZ et non
pas par A x cZ. Ceci empéche le raccourcissement des courbes fermées au
niveau des surfaces 5.

On suppose d’abord que le réseau A est carré et engendré par deux
vecteurs de norme 2a > 0, et on choisit le réseau 2A x 27Z. Ce réseau
est engendré par les trois translations t1 : (x,y,2) — (v + 4a,y, 2), t2 :
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(x,y,2) — (x,y +4a, z) et tz3 : (z,y,2) — (z,y,2 + 2m). On note (T, g.)
le tore quotient. Son lieu singulier est formé des quatres surfaces connexes
r=a,x=3a,y=aety=3a.

On note que les symétries par rapport aux surfaces * = pa et y = ga ou
P, q € Z sont des isométries de (T, g.).

Lemme 3.1. La systole de (T, g.) est égale a inf{4a, 27 cos(av/2)}.

Preuve. Soit « une courbe de (R3, h), de m(zo, yo, 20) & t1(m), alors

() = / Va2 +y? + ¢(z,y)22dt > /ﬂﬁ’dt > 4a

De méme si y est une courbe de m(zg, yo, 20) & t2(m) on a () > 4a, il suffit
de comparer la longueur de 7 a celle de sa projection sur {y = yo,2 = 20}
Enfin pour une coubre v de m a t3(m), on a

I(v) = / Va2 + 42 +ap(z,y)22dt > /inf(z/})z/dt = 271 cosav/2

L’égalié est obtenue pour les points des arétes des prismes carré D,. En
utilisant la méme technique on démontre que la distance entre un point
m et son image par la composée de plusieurs translations est supérieure &
inf{4a, 27 cos av/2}.

|

Supposons maintenant que le réseau A est hexagonal et qu’il est engendré
par deux vecteurs de norme 2a > 0. Le réseau 2A x 2nZ est engendré par
les trois translations T} : (x,y,2) — (z + 4a,y,2), T : (z,y,2) — (x +
2a,y 4 2aV/3, 2) et Tz : (x,y, 2) — (x,y, 2 + 27). La variété obtenue est un
tore singulier que nous noterons (7', grez). Son lieu singulier est formé des
bords des prismes hexagonaux D,, qui pavent R3.

Remarque 3.2. Les symétries par rapport aux surfaces r = pa, y+% = 2%
ety — % = QL\g sont des isométries de (T2, gpes ).

Lemme 3.2. La systole de (T, ghes) est égale a inf{4a, 2 cos(2a/v/3)}.

Preuve. Pour une courbe v de m a T1(m) on a

10) 2 [ Vo iy > [ o> ta

La méme égalité est valable pour une courbe de m a Ty(m) puisque la situa-
tion est invariante par la rotation r,, r/3 d’angle 7/3 autour de I'axe des 2.
Enfin pour une coubre v de m a T3(m) , on a

I(y) = / Va2 +y? +ab(x, y)22dt > /inf(¢)z'dt = 27 cos(2aV/3)
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L’égalité est obtenue pour les points des arétes d'un prisme hexagonal D,
La distance entre un point m et son image par la composée de plusieurs
translations est supérieure & inf{4a, 27 cos(2av/3)}.

[ |

3.2 Quotient systolique de (s

3.2.1 Calcul du quotient systolique dans le cas plat

Le volume est égal & 3 det(as, a1)|as| et la systole & inf{|as|/2,s}, ot s
est la systole du tore plat de dimension 2 défini par le réseau de base a1, as.
Normalisons de facon que %\a3| =1, alors le quotient systolique vaut

$3

——F  sis<let
det(ay, az) -

— sis>1
det(ay, az) -

. 2 2 ‘o . o
Compte tenu du fait que m < 7 (réseau de dimension 2), le

quotient systolique est inférieur a 2/ V3.

3.2.2 Les bouteilles de Klein et les rubans de Mobius de (Y

On a déja vu que les plans passant par az donnent par passage au quo-
tient soit des bouteilles de Klein plates soit des rubans de Mobius plats sans
bord. Si le plan passe par un point du réseau A autre que ceux de 'axe as,
I'intersection est une bouteille de Klein, elle est un ruban de Mobius dans le
cas contraire.

Pour améliorer le rapport systolique de 2/+/3 il faut diminuer le volume
sans toucher & la systole. Une fagon de le faire est de profiter de ces surfaces
non orientables existant dans la variété plate Co et d’utiliser la métrique
sphérique de Bavard et de Pu sur ces surfaces.

3.2.3 Une métrique singuliére sur C; meilleure que les mé-
triques plates

On part du tore singulier (7', gpe,) vu dans 3.1.

La transformation o : (z,y,2) — (—x,—y, 2z + 7) est une isométrie de
la métrique g. Pour obtenir une variété homéomorphe a Cs il suffit de quo-
tienter (T, gper) par le sous groupe engendré par o. On note (Co, gpe,) une
telle variété riemannienne.

Dans le tore (T, gpes), la transformation o laisse 4 géodésiques globa-
lement invariantes, ce sont les axes verticaux passant par les 4 centres des
prismes qui forment un domaine fondamental de Cy (c’est 'ensemble {x =
2pa, y = 2qa, (p,q) € Z*}). En fait c’est une propriété du groupe fondamental



Les variétés de Bieberbach orientables 34

de Cs qui ne dépend pas de la métrique et qui reste donc vraie pour toute mé-
trique sur Cs. L’existence de ces géodésiques pose un danger puisque ¢a peut
raccourcir des courbes fermées non contractiles dans la variété (Ca, ghes). De
telles géodésiques sont encore plus nombreuses pour les variétés Cy et C.
Revenons a la métrique g, elle s’écrit localement (dans le domaine D) en
coordonnées cylindriques (par rapport & z et y) sous la forme g = dr? +
r2df? + cos? rdz? (r est la distance & l'axe vertical passant par le centre p
du prisme D, et 6 est I'angle par rapport a ’axe des ”z”). Dans la suite on
considérera tantot la premiére forme tantot I’autre suivant le besoin.

Remarque 3.3. En restriction & un prisme D,, une surface d’équation
0 = 0y est totalement géodésique. Pour le voir il suffit de remarquer que
la longueur d'une courbe « dans D, joignant deux points de 6 = 6 est
toujours supérieure & celle de sa projection sur cette surface. Ceci est di
simplement & I’écriture de la métrique en coordonnées "cylindriques" :

1(7) :/\/T12+T2912—|—C0827“212dt2/\/7“/2—{-00827“2/2

Les surfaces 0 = constante ne sont pas singuliéres tant qu’on reste a
I'intérieur d’un domaine D, elles sont localement isométriques a S? et leurs
géodésiques sont aussi des géodésiques de (C2, ghex)-

Lemme 3.3. Soit v une courbe du revétement riemannien universel de
(T, ghex) €t ' sa projection minimale sur un prisme hexagonal D, alors

Uy) = 1().

Preuve. La projection minimale d’un point m est ici le point de D), a distance
(euclidienne) minimale de m. Il est unique puisque D), est convexe.

Si la projection minimale orthogonale se fait sur la singularité = = pa,
c’est-a-dire si v’ est incluse dans une telle hypersurface, alors

I(y) = / Va2 +y2 +p(z,y)22dt > / VY2 + oz, y)22dt = 1(7)

Or la situation est invariante par une rotation d’angle 7/3 autour de p;
ceci implique que si y se projette sur les surfaces y—i—% = % ouy— % = 2%
de la singularité, on a aussi [(7y) > [(7/). Enfin, le résultat est vrai pour une
courbe qui se projette sur toute la singularité.

|
Lemme 3.4. Pour tout point m(rg, 6o, z0) de (T, ghez) 0N @
d(Tvghez)(m’ J(m)) 2 T

I’égalité étant obtenue pour une géodésique de la surface 0 = 0.
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Preuve. Soit m(ro, 09, z0) un point de D,, et v une courbe de (R3, k) de m a
o(m). Siy reste dans D, alors d’aprés la remarque 3.3 on a l(y) > [(pr(7y)) ou
pr(7y) est la projection de v sur la surface 6 = 6y. Or [(pr(y)) > m & cause de
I'écriture de la métrique sur la surface (dr? + cos?rdf?). Maintenant si y sort
du prisme D, soit 7' la courbe obtenue en prenant la projection (minimale)
de la partie de v extérieure a D), sur son bord 0D, et en gardant la partie
a l'intérieur de D, inchangée. Alors 7 est une courbe de D), allant de m a
o(m). Sa longueur est supérieure ou égale a 7 en utilisant le méme argument
de projection sur la surface 6 = 6. Or I(y) > (7).

Ensuite il faut calculer (minorer) dans (R3, k) la distance a (un relevé de)
o(m) des transformées de m par les translations. On note par op un relevé de
o sur (R3,h). Si on translate m par T3, alors la situation sera équivalente &
celle ci-dessus puisque T3(m) et oo(m) sont conjugués par oy . Maintenant
une courbe 7 dans (R3,h) de og(m) & Ti(m) doit passer forcément par au
moins 3 domaines D,. Parmi ceux-ci soit D’ le domaine qui ne contient ni
oo(m) ni T1(m).

-Si «y reste dans ces trois domaines alors on lui associe la courbe 4" obtenue
en prenant les symétriques des parties de v a l'extérieur de D’ par rapport a
son plan singulier du coté de la courbe (voir fig.3.1). Alors 4’ est une courbe
de D’ qui joint deux points conjugués par oy, alors () > I(y') > .

-si v sort de ces trois domaines, on lui associe une courbe ' obtenue
en projettant la partie de v extérieure & D’ sur son bord dD’. On obtient
une courbe continue dans D’ joignant deux points conjugués par og, d’ou
I(y) Z1() =

Finalement, on note que la distance a o¢(m) de la composée de plusieurs
translations de m est trop grande par des arguments similaires & ceux-ci
dessus.

|

Remarque 3.4. En fait les deux lemmes précédents sont aussi vrais pour
le tore (T, g.) et se démontrent exactement de la méme fagon.

Théoréme 3.1. Si le réel a est égal a /4 alors

Sy53(0279hex) > l
VOl(027 ghe:v) \/g

Preuve. Le volume de (C2, gpe,) est égal &

/ / cos \/ x? + y?dydxdz
0 D

ol D est un hexagone regulier de plus courte distance entre les cdté opposés
égale a 2a.
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FIGURE 3.1 — Une courbe joignant m a m’ = T} (o(m)) doit forcément passer
par trois domaine D). Pour les parties de cette courbe a I'extérieur de D’ on
prend leur symétrique par rapport au bord de D'.

La systole est égale a
inf {SyS(T7 ghex)v inf{diSt(T,ghw) (ma U(??’L))}}

Elle est égale alors & inf{4a, 27 cos(av/2), 7} d’aprés les lemmes 3.2 et 3.4,
d’ou pour a = 7 /4, on a Sys(Ca, ghe) = 7. En utilisant le logiciel "maple"
on trouve une approximation du volume (2,80) & un centiéme prés, puis un
simple calcul donne le rapport Sys®(Ca, ghex)/V0l(C2, ghez ). 11 est de I'ordre
de 1,38,

[ |

3.2.4 La variété C; comme quotient du tore (7', g.)

Pour obtenir une variété homéomorphe & Cs, on peut partir d’'un réseau
quelconque A, puis quotienter par les mémes transformations qu’auparavant.
Pour diminuer le rapport systolique le plus possible il faut que A ait le volume
le plus petit, c’est a dire il faut qu’il soit hexagonal. Il est pourtant intéressant
d’obtenir cette variété en quotientant le tore (7', g.), c’est a dire lorsque A
est le réseau "spécial" carré. On notera alors le quotient de (T, g.) par le
sous groupe engendré par o, par (Co, gc).

Dans le cas ou a = /4, 'intersection de (T, g.) avec I'un des plans z = 0
ouy = 0 est le tore de revétement de la bouteille de Bavard (cf. [6], voir
aussi [21]). Dans le cas général, 'intersection avec les plans passant par I'axe
z est une surface (un cylindre ou bien un tore) singuliére & courbure +1 1a
ou elle est lisse. Il s’avére qu’avec un bon choix du paramétre a la variété
(Co,g.) admet un quotient systolique supérieur a \/§/ 2 et le calcul repose
comme dans le cas de (T, gpez), sur le fait que la distance dans (7', g.) d’un
point & son image par o est supérieur a 7 (cf. 3.4).
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Proposition 3.1. Si le réel a vérifie 2a — mcosav/2 = 0, alors le quotient
Sys®(C2.9¢)

systolique Vol(Ca.g0) est strictement supérieur & 2/v/3. Il est de Uordre de
1,18. ’
3.3 Type C}

Dans le cas plat, on a vu que Cjy est le quotient de Cy (la base (aq, ag, as)
doit étre choisie orthogonale avec |ai| = |az|) par le sous groupe engendré
par tq,/4 © Tay r/2- 11 s’avére que cette propriété reste vraie pour la variété
(Ca, gc), autrement dit le quotient de (C2,g.) par I'isométrie tq, /4 © 74, £ /2
donne bien une variété de type Cy.

3.3.1 Calcul du quotient systolique dans les cas plat et sin-
gulier

Le volume d’une variété plate de type Cy est égal a |ai||az||as|/4, et la
systole est égale a inf{|a1|, |az|, |as|/4}. Le quotient systolique est inférieur
ou égal a 1.

Maintenant on quotiente (7', g.) par le sous groupe I' des isométries de g
engendré par 7 : (z,y,2) — (—y,x,z + 7/2). On obtient alors une variété
homéomorphe a une variété de type Cy, on la note (Cy, g.). En fait Cy peut
se voir de 2 fagons différentes a partir de I'isométrie t,,/4 © 74, /2 (qui est
la méme que lisométrie 7) de R3. Cette isométrie donne par passage au
quotient une isométrie sans points fixes d’ordre 4 (resp d’ordre 2) de (7', g)
(vesp de (C3, gc).

Les transformations 7 et 7! sont d’ordre 4 dans (7, g.) et laissent 2
géodésiques globalement invariantes.

La transformation 72 est d’ordre 2 dans (7, g.) et laisse, en plus des géo-
désiques fixes de la transformation 7, 2 géodésiques globalement invariantes.
Ce sont les géodésiques verticales passant par les points du réseau A (voir
fig 3.2).

Théoréme 3.2. Sia = 7/8, la systole de (C4, g.) est égal a w/2 et le quotient

3
systolique % est strictement supérieur a 1.

Preuve. La systole de (T, g.) est égale a inf{4a, 2 cos(av/2)}. D’aprés 3.4
on sait que d(m,72(m)) > 7 (72 = o), donc il reste alors a controler 7. En
utilisant I'inégalité triangulaire dans (7', g.), on a

d(m,7*(m)) < d(m,7(m)) + d(r(m), *(m))

or d(p,7(p)) = d(7(p),7*(p)) puisque 7 est une isométrie de (7T, g.). Dot
d(m,7(m)) > m/2, on a égalité pour m appartenant a un axe de rotation.
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B" Cc' B™
003 004

A D A
O >

B (o] B’

FIGURE 3.2 — Les transformations 7 et 7~ ! laissent fixes les axes verticaux
passant par les points O; et O4. La transformation 72 laisse fixes ces mémes
axes, ainsi que les axes verticaux passant par les points O3 et Oy.
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On note que par la méme méthode on contrdle 73 = 771,

Finalement pour a = 7/8 la systole de (Cy, g.) est égale & m/2. Le volume
est égal a

N
4/ / cos /2% + y2dzdydz
o Jo3/3
En utilisant le logiciel maple, on trouve que le rapport systolique est de

l'ordre de 1,05 > 1.
|

3.4 Type Cy

3.4.1 Calcul du quotient systolique dans le cas plat

Le volume est égal a tdet (a1, az)|as| et la systole est égale & inf{|as|/6, s},
ou s est la systole du tore plat de dimension 2 défini par le réseau de base
ai,as. En considérant la normalisation habituelle %\ag\ =1, le quotient sys-
tolique vaut

s° is<1et !
— sis et ——M—
det(ay, as) - det(a1, ag)

Il est donc inférieur & 2/4/3.

sis>1,

3.4.2 Une bonne métrique singuliére sur Cg

Il faut cette fois-ci partir du tore (T, gpez), qu'on a défini & la premiére
section, puisque le réseau de base A doit étre hexagonal. Pour obtenir Cg on
quotiente (7', gper) par le sous groupe engendré par l'isométrie ¢ qui a (p, 2)
associe (1,/3(p), z + 7/3), le résultat est la variété (Cs, ghes)-

La variété Cg peut aussi se voir de deux facons différentes & partir de
l'isométrie ¢4, /4 074, 7 /2. Cette derniére donne, par passage au quotient, une
isométrie sans points fixes d’ordre 6 (resp d’ordre 3) de (7', gher) (resp de
(027 ghex))-

Les transformations ¢ et ¢~! sont d’ordre 6 dans le tore (T, ghes) et
laissent une seule géodésique globalement invariantes.

Les transformations ¢? et ¢* sont d’ordre 3 dans (7T, ghes) et laissent, en
plus de celle de ¢, 2 géodésiques verticales globalement invariantes.

La transformation ¢3 est d’ordre 2 et laisse, en plus de celles laissées
invariantes par ¢, 3 géodésiques verticales globalement invariantes (voir fig
3.3).

Sys(Cs,ghes)®

Théoréme 3.3. Pour a = 7/12, le quotient systolique

tement supérieur a /3/2.
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FIGURE 3.3 — Les transformations ¢ et ¢! ne laissent fixes que I’axe vertical
passant par le point O;. Les transformations ¢? et ¢~2 laissent fixes, en plus
de 'axe passant par O1, les axes verticaux passant par les points A et B. La
transformation ¢ laisse fixes, en plus de ces trois axes, les axes verticaux
passant par les points O;, (i = 2,3,4)
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Preuve. Pour a = 7/12 on sait, d’aprés le lemme 3.2, que la systole de
(T, ghex) est égale & w/3. On sait aussi, par le lemme 3.4, que la distance
dans (T, gner) entre un point m et son image par ¢> est supérieure ou égale
a m. En utilisant I'inégalité triangulaire sur (T, gpe,) on obtient

d(m,¢°(m)) < d(m, ¢(m)) + d(é(m), $*(m)) + d(¢*(m), ¢ (m))

On trouve alors que d(m, ¢p(m)) > /3 (¢* = o). De plus, la distance dans
(T, ghes) entre un point m de coordonnées (z,y, z) et un point m’ de coor-
données (2/,y', z 4+ 27 /3) est supérieure a 7/3. En effet, si v est une courbe
demam' ona

I(y) = / VIR Ty 1 b g) Rt > / V@, 9)72 > cos 2;;%/3 -

les courbes de T3(m) & m sont beaucoup trop longues, ainsi pour tout m on
a

diSt(Tvghea:) (m7 ¢2 (m)) Z 71'/3

Finalement, on conclut que Sys(Cs, gher) = m/3. Le volume est égal a

/3 / cos v/ 22 4+ y?dydxdz
0 D

Sys3(Co,ghea)

Par une approximation sur maple on calcule le quotient systolique 7 Co.oney

il est de 'ordre de 1, 18.
|

3.5 Type Cy3

Ce cas est le plus facile puisque les géodésiques systoliques de la métrique
plate optimale sont isolées.

Dans le cas plat, la systole est égale a inf{a1/2,a2/2,a3/2}. Le volume
est égal a laallasflas] "¢ quotient systolique est inférieur & 1/2, avec égalité
si et seulement si |aj| = |az| = |as|. Dans ce cas les géodésiques systoliques
sont isolées et ne recouvrent donc pas la variété Co o.

Le critére de Babenko vu dans I'introduction nous permet alors de déduire
que les métriques plates sur (52 ne sont pas les meilleures pour l'inégalité
isosystolique.

3.6 Type (4

Dans le cas plat, le volume est égal & 1 det(ay, az)|as| ou encore & % la1]|as],
et la systole a inf{|as|/3, |a1|}, puisque le réseau engendré par a; et ag est
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équilatéral. On en déduit facilement que le quotient systolique est inférieur
ou égal a 2/+/3. L’égalité est obtenue pour |as| = 3|az| = 3|ay|, on note par
Iy le groupe de Bieberbach donnant ’égalité (unique a dilatation prés).

La variété C3 n’étant pas un quotient de Cy, elle ne contient pas des
surfaces qui sont des bouteilles de Klein ou des rubans de Mébius. Par suite,
nos méthodes de controle de la systole ne s’appliquent pas. On obtient tout
de méme, en quotientant le tore (7, gner) par le groupe engendré par la
transformation ¢ = t,,/3 0 Tq, 25/3, une variété singuliere homéomorphe a
Cs.

La meilleure minoration de d(rg, )
%’T cos(2a/+/3). Elle n’est pas suffisante pour améliorer le meilleur rapport
systolique parmi les métriques plates sur C3. On aimerait bien montrer que

d(Tvghez) (m7 @(m)) 2 27T/3

Pour démontrer que les métriques plates sur C3 ne sont pas extrémales,
on a recours a des métriques différentes de celles que nous avons utilisées
pour les autres types orientables. L’existence d’une géodésique systolique
isolée dans le cas plat optimal va nous permettre de diminuer le volume
de la variété en utilisant la technique de "creuser" autour de la géodésique
systolique. Ceci peut se faire sans raccourcir la systole.

(m,p(m)) dont on dispose est de

3.6.1 Une métrique polyédrale singuliére sur C3

On part du groupe I'y pour lequel on obtient le meilleur quotient sys-
tolique sur Cs. Il y a dans I'g quatre classes de conjugaison représentées
par des géodésiques qui réalisent la systole, celles de t,,, tay, ta;—as €t
¢ = t4,/30Tay 273 (leurs inverses donnant les mémes géodésiques parcourues
en sens opposé, nous ne les prenons pas en compte). On a une famille & un
paramétre de géodésiques dans les trois premiéres classes, mais 3 géodésiques
pour la classe de ¢ (voir fig.1 chapitre 1).

On considére maintenant un prisme droit hexagonal H formant un do-
maine fondamental de ’action de I'y. Sa base est un domaine de Dirichlet—
Voronoi pour le réseau engendré par a; et ag, sa hauteur est |as|/3 et son axe,
que nous noterons u, est le relevement d’'une géodésique systolique donnée
par ¢. Les géodésiques fermées et C°° voisines de cet axe sont trois fois plus
longues. La variété C3 peut se voir, aussi bien comme variété que comme
espace métrique, comme le quotient H/R, ou R est la trace sur H de la rela-
tion d’équivalence sur R? définie par I'action de I'g. En modifiant H tout en
gardant l'identification des faces donnée par la relation d’équivalence, nous
allons obtenir une métrique riemannienne (singliére) sur C3 ayant la méme
systole que R3/T et un volume plus petit.

On marque sur chacun des deux hexagones z = 0 et z = |ag|/3 deux
"petits" hexagones réguliers ayant un méme centre appartenant & l'axe u
(voir la figure 3.4 ci dessous). Soient D et D’ les deux parties limitées par
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FIGURE 3.4 — Sur les hexagones horizontaux (z = 0 et z = |as|/3) on creuse
les parties limitées par les deux petits hexagones (D et D’ en hachuré) d’une
profondeur égale a e.

chaque couple d’hexagones marqués. On creuse d’une profondeur € les deux
domaines D et D’ (voir la figure 3.5 ci-dessous). On obtient un polyédre
Hging de volume strictement inférieur & H si € > 0. On essaie maintenant de
réobtenir une variété homéomorphe a C3 a partir de Hy;pg. Pour la partie
non modifiée, les identifications sont les mémes que dans le cas plat. Dans
les parties modifiées, on identifie chaque point (z,y, z) de la partie "creusée"
du bas avec le point (rQ,r/g(x, Y), z’) de la partie "creusée" du haut. On note
Hging/R' 'espace de longueur obtenu. Par construction, cet espace est bien
homéomorphe & une variété de type Cs. Il est singulier (au sens déja défini)
et plat en dehors des singularités. Les trois géodésiques systoliques verticales
passant par A, B et C' (voir fig.1 chapitre 1) restent inchangées. Pour € assez
petit les courbes fermées qui sont dans la classe d’homotopie libre définie par
¢ sont de longueur supérieure a |az|/3, méme si elles traversent l'image du
creux. On note enfin que les géodésiques fermées associées aux translations
horizontales sont de longueur |a; | si elles ne touchent pas la singularité. Elles
sont plus longues dans le cas contraire.

Théoréme 3.4. Pour € assez petit la systole de Hging/R' est égale a |a1] =
las| = |as|/3 et le quotient Sys®(Hsing)/Vol(Hsing) est strictement supérieur

a2/V/3.

Remarque 3.5. Les variétés Co,Cy, Cp et (32 admettant des géodésiques
systoliques isolées (dans le cas d’une métrique plate optimale), cette méme
technique peut étre utilisée pour démontrer que les métriques plates sur
ces variétés ne sont pas optimales. Son défaut provient du fait que pour les
métriques singuliéres qu’elle donne, les géodésiques systoliques ne recouvrent
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F1GURE 3.5 — Un prisme hexagonal avec un "gros" creux sur sa face supé-
rieure.



Les variétés de Bieberbach orientables 45

pas la variété. Par suite, ces métriques ne peuvent pas réaliser la constante
systolique de ces variétés d’apres le critére de I. Babenko. (Nous ne savons pas
prouver que les métriques construites précédemment réalisent la constante
systolique, mais elles sont au moins des candidates naturelles).

Il y a tellement d’arbitraire dans ces constructions (nous avons pris un
polyédre localement euclidien uniquement par commodité, on pourrait aussi
par exemple creuser suivant une couronne) qu’il est difficile de voir quelle est
la meilleure.

Notons enfin qu’il y a certainement des situations en dimension supé-
rieure ou cette technique s’adapte. Il serait intéressant de lui donner un
cadre général.

Le tableau suivant permet de faire la comparaison entre les plus grands
quotients systoliques des métriques plates (7(plates)) et les plus grands quo-
tients systoliques des métriques singuliéres que nous venons de construire
(7 (singuliéres)) sur les types Ca, Cy et Cg de variétés de Bieberbach orien-
tables de dimension 3.

type | T(plates) | valeur approchée | 7(singuliéres)
Cy N ~ 1,15 ~ 1,38
Cy 1 1 ~1,05
Cs % ~1,15 ~1,18
C3 N ~1,15 > %
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Chapitre 4

Les variétés de Bieberbach
non-orientables

Les résultats présentés dans ce chapitre ont fait 'objet d’un article écrit
en collaboration avec Jacques Lafontaine (voir [21]).

4.1 Quelques propriétés géométriques de la bou-
teille singuliére

Proposition 4.1. Localement, une géodésique de (C,b), (T?,b) ou (K,b)
est de l'un des types suivants :

1) un arc de grand cercle (éventuellement tangent a une ligne singuliére).

2) la juztaposition d’un arc de grand cercle tangent a une ligne singuliére,
et d’un arc de cette ligne singuliére.

3) la juztaposition de deuz arcs de grand cercle ayant une extrémité com-
mune r sur une ligne singuliére, localement de part et d’autre de cette ligne,
qui fait avec ces deux arcs des angles dont la somme est .

Preuve. Il suffit de juxtaposer les remarques suivantes :

1. Les courbes contenues dans 'intérieur d’'un ¥ (cf. 2.2.1) sont des géo-
désiques si et seulement si ce sont des arcs de grand cercle, d’aprés la
théorie classique.

2. Une courbe contenue dans un X et dont les extrémités p et ¢ sont sur
la ligne singuliére est plus longue que le plus court des deux arcs de la
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ligne singuliére qui joignent p et q. Pour le voir, il suffit d’expliciter la
longueur en utilisant la formule (2.1) et de remarquer que la fonction
cos ¢ est décroissante.

3. Soit ¢ une courbe C! par morceaux, paramétrée par longueur d’arc,
qui est la juxtaposition d’une courbe c; contenue dans un 3, ayant
une extrémité r sur une ligne singuliére, et d’une courbe cy partant
de r et contenue dans cette ligne singuliére. Si ¢ (r) # c¢4(r), d’aprés
la formule de variation premiére, ¢ peut étre raccourcie en gardant les
mémes extrémités.

4. soit enfin une courbe dont les extrémités p et ¢ sont dans deux exem-
plaires contigus de ¥, et qui intersecte la ligne singuliére en un point. Si
elle minimise la longueur des courbes joignant p et ¢, elle est nécessai-
rement du troisiéme type décrit dans I’énoncé en raison de la formule
de variation premiére.

Remarque 4.1. A partir de 14, on voit que deux points appartenant &
des domaines > contigus sont joints, en général, par un segment géodésique
unique, éventuellement par deux. Ce dernier cas n’arrive que pour des points
ayant des latitudes opposées : la réflexion orthogonale par rapport au plan
défini par ’axe des z et les deux points échange alors ces segments.

Désignons par Ty le déplacement hélicoidal obtenu en composant la trans-
lation de vecteur 2 sin d)olz et la rotation d’angle § autour de ’axe des z, consi-
déré comme isométrie du cylindre (C,b). Nous avons vu que cette isométrie
passe au quotient pour (T,b) comme pour (K, b).

Proposition 4.2. Sur (T,b), la fonction dist (p, (Tg(p)) est constante.

Preuve. On vérifie facilement qu’il suffit de faire la preuve pour (C,b). On
remarque que T est la restriction au cylindre d’un déplacement de R3 qui
est le produit de deux réflexions par rapport & des droites orthogonales a
l’axe des z, faisant entre elles un angle égal a /2, et de plus courte distance
(dans l’espace euclidien) sin ¢,. Soit v une géodésique minimisante joignant
p et Ts(p). Admettons un instant que cette géodésique rencontre une ligne
singuliére en un seul point 7, et que 'on se trouve donc dans la troisiéme
situation de la proposition 4.1. Cet arc est inclus dans la juxtaposition de
deux arcs de grand cercle r1r et rry, contenus dans deux domaines sphériques
contigus Y1 et Yo, et faisant le méme angle (G avec les lignes singuliéres en
r, 11, T2 (voir figure 1). Notons aussi que 7 se prolonge en une géodésique
de (C,b) formée de tels arcs de grand cercle, et que T5(r1) = r, T5(r) = ro.
Choisissons les réflexions dont la composée est Ts comme suit : 'axe de la
premiére passant par le milieu de I'arc r1r, I’axe de la seconde passant par r.
Cela permet de voir que Ty laisse la géodésique qui prolonge v globalement
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Fig. 1. Géodésique de type 3 Fig. 2. Géodésique de type 2
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invariante. Comme il n’y a pas de point fixe, c’est une translation le long de
cette géodésique. L’assertion de I’énoncé en résulte, puisque toute la situation
est invariante par rotation autour de l'axe des z.

Reste a justifier notre affirmation sur «. Elle est clairement vraie pour
0 = 0 et donc pour § assez petit. Dans ce cas, un calcul explicite que nous
laissons au lecteur montre que

—2\@00tﬁ
tand = ——5———,
cot* § — 2

et donc que tous les d possibles peuvent étre obtenus ainsi. On applique alors
la remarque qui suit la proposition précédente. |

Dorénavant, nous suppposerons que ¢g = 7.
Pour les rotations 7, on a la propriété suivante.

Proposition 4.3. Soit p un point du tore (T,b) et pg un point d’une ligne
singuliere. Alors

dist(p ) (P, Ta(p)) = dist(r p) (o, 7a(Po))
pour tout a € [0, 7]
Ainsi, le minimum est obtenu pour les points de la ligne singuliére.

Preuve. On utilise la proposition 4.1, en remarquant qu’il suffit de faire le
calcul dans (C,b). Soit ¥ le domaine sphérique ou se trouve p (et donc ¢ =
ro(p)). Tant que le grand cercle passant par ces deux points est entiérement
dans ¥ (ce qui est le cas si leur latitude commune 3 est assez petite), la
formule fondamentale de la trigonométrie sphérique donne

dist (p, To (p)) = arccos(sin? § + cos® Bsina),

et cette distance est une fonction décroissante de (5.

Si ce n’est pas le cas, on est dans le deuxiéme cas de la Proposition 4.1.
Le segment géodésique qui joint p et q est formé de deux arcs de grand cercle
ayant une extrémité en p (resp. q), et tangents, en leurs autres extrémités,
que nous noterons p’ et ¢/, & une ligne singuliére. Si 1 est la différence de
longitude entre p et p’ (ou entre g et ¢'), on vérifie que costy) = tan §. On a
alors

cosfPcosyp  sinf

V2 V2

dist(p, p) = dist(q, ¢') = arccos( ) = arccos(v/2sin )

et
a— 2
V2

(on vérifie au passage que 'on est dans cette situation si § > arctan(cos a/2).

dist(p', ¢') =
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Finalement on a dans ce cas,

dist ((p, ra(p)) = % — V2 arccos(tan 3) + 2 arccos(v/2 sin 3).

La fonction de § ainsi obtenue a pour dérivée

v
cos fy/1 — 2sin? 3
Les expressions de dist((p, Ta(p)) pour 3 € [0, ], et pour B € [Bo, /4]

montrent que I’on a une fonction décroissante de 8. Son minimum est atteint
quand p est sur une ligne singuliére. Il vaut av/2. |

1 —2cos® ).

En passant au quotient, on déduit de ce qui précéde les résultats ana-
logues pour la bouteille de Klein.

Corollaire 4.1. Pour (K,b), on a

T—0 cosd — 1
—}

d(ry)) = inf {%,W —a} et d(Ts) =inf{ 7 , ArCCOS

Démonstration. En fait,

d(ra) = inf {dist (p,ra(p)), dist(o(p), ra(p)) }-

Mais comme les points o(p) et r,(p) sont situés de part et d’autre de I’équa-
teur de X, le segment géodésique qui les joint est contenu dans 3 (premier cas
de la proposition 4.1). On vérifie alors que dist (a(p), To (p)), est une fonction
croissante de la latitude, d’oti le résultat pour r,.

Pour étudier d(T}), il suffit de considérer deux exemplaires contigus ¥; et
Y9, et de calculer I'infimum analogue au précédent quand p parcourt ;. On
sait déja d’aprés la Proposition 4.2 que dist (p, T (p)) est constante (et égale
& arccos %) Passons a dist (T 5(p), a(p)). Soit ¢ le segment géodésique qui
joint ces points. On est dans le deuxiéme ou le troisiéme cas de la Proposition
4.1. Dans tous les cas, soient r son premier point de rencontre avec la ligne
singuliére, et ¢ le symétrique de Ty(p) par rapport a cette ligne singuliére.

Dans X1, on passe de ¢ & o(p) par une rotation d’angle 7 —§. Par ailleurs,
ces deux points sont reliés par la courbe ¢ obtenue en prenant la symétrique
de la partie de ¢ de Ts(p) a r, puis ¢ elle méme de r & o(p). On a alors

T—90
V2

d’aprés la Proposition 4.3. |

longueur(c) = longueur(¢) >
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4.2 Calcul des systoles dans le cas plat et dans le
cas singulier

Lemme 4.1. Pour toute métrique plate g sur une variété N de type By, on

' (sys(N.g))? _ 2

vol(N,g) ~— /3’
avec égalité si et seulement si le réseau associé admet une base (a1, a2, as)
telle que |ai| = 2|az| = 2|ag|, l'angle des vecteurs ay et ay étant égal a /3.
1l existe sur N une métrique gg, continue sur N et lisse en dehors d’une
hypersurface, localement isométrique ¢ S?> xR la ou elle est lisse, de quotient
systolique strictement supérieur a 2/\/§

Prewve. Dans le cas plat, le volume est égal a 5 det(a1,az)|as|, la systole
a inf{|as|, s}, ou s est la systole du tore plat de dimension 2 défini par le
réseau de base %, az. Normalisons de facon que |ag| = 1. Alors le quotient
systolique vaut

253

—— sis<let
det(ay, az) -

det(ay, az) sts 21,
ce qui donne la premiére partie d’apreés les résultats classiques sur les réseaux
en dimension 2.

Pour la construction de gg, on part de la métrique sur la bouteille de
Klein singuliére vue en 2.2.1, dont la systole est égale & 7 et le volume a
21v/2, et on procéde par suspension : d’aprés 1.2.2 et 2.2.1 le quotient de
(K,b) x R par < (rq,tq) > est une variété homéomorphe a une variété de
type Bj. Son volume est égal a 2mv/2d, et sa systole a

inf {7, /d(ra)? + d?}.

D’aprés le Corollaire 4.1, d(ry) est égal a

i sia<m(2—v2)et T—a siT2-V2)<a<mw

V2
Pour obtenir le meilleur quotient systolique en faisant cette construction,
c’est-a-dire en faisant varier « et d, on fixe sys = 7 et on essaie de minimiser
d. Pour le faire il faut maximiser d(ry), donc choisir & = 7(2 — v/2) et
d=m(2v2 - 2)3.

3
Pour ces valeurs de a et d on a 33 = 2 [ |

Y | S > =
Vol 4(\/5_1)1/2 V3

Lemme 4.2. Pour toute métrique plate (N, g) de type Bs ou By, on a

vol(N,g) =



Les variétés de Bieberbach non-orientables 53

avec égalité si et seulement si |a1| = |ag| = 2|as|. Dans les deuz cas, il existe
sur N une métrique gy continue, lisse et localement isométrique o S? x R
sur le complémentaire d’une hypersurface, de quotient systolique strictement
supérieur a 1.

Preuve. Dans les deux cas, le réseau associé est orthogonal et d’indice 4 dans
I', si bien que

vol(N, g) = |a1[|az|las|/4 et sys(N,g) = inf{|a1]/2, |az|/2, |as]},

d’oul la premiére partie. Pour la deuxiéme partie, on procéde par suspension,
en partant de la bouteille (K,b) comme précédemment, et en quotientant
K X R par le groupe < (S1,t;) > (pour le type B3) ou < (Sa2,t:) > (type
By). Comme S; et So ont des points fixes, la systole reste égale a . Le

volume vaut 272v/2, et le quotient (sys)?/vol est égal a ﬁ [ |

Lemme 4.3. Pour toute métrique plate g sur une variété riemannienne N
de type Bs on a
vol(N,g) ~ /39

L’égalité est réalisée si et seulement si

i) la1] = |az| = 8d, ou d est la distance entre les plans Py et Py des
symétries glissées qui engendrent T' (cf. 1.2.2);

it) l'angle o des vecteurs ay et ay est égal a arccos(—15/24).

Preuve. Ona (N, g) = R3/T, ou T est décrit dans la définition de By. On note
A le réseau associé a I' et L le réseau 2-dimensionnel engendré par (aj, as).
Le volume est égal a det(a1, ag)d. Dans la suite on identifie un réseau A avec
ses élements. On sait que
sys(N, g) = inf d(7).
yerl’

En regroupant les éléments de I' en trois catégories, les symétries glissées
de vecteur 4 + v ou G +v (v € L) et les éléments de A, c’est a dire les
translations pures de I', on obtient

sys(N, g) = inf{|a1/2 + Al, [ag/2 + A[, [A]}.

En faisant intervenir le réseau L, on obtient

SyS(Nvg) = lnf{‘al/z + L‘: ‘GQ/Q +L’74d7 \/(al—;GQ) + LP +4d27 ‘L’}

a) si (a1,a2) est une base minimale du réseau L (les vecteurs a; et as
sont non colinéaires et minimaux dans L), alors

sys(N, g) = inf{|a1]/2, |a2|/2,4d}, vol(N,g) = |ai||az|dsin «,
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dron ¥ < 2//3 avec égalité si |a1| = |as| = 8d et o = 7/3

vol
b) Si (a1,a1 + az) est une base minimale de L et |a;| < |a1 + ag| alors

sys(V, g) = inf{|a1]/2,4d} et vol(N, g) = |ai||az|dsin «

et on se raméne au cas précédent.
c) Si (a1, a1 + az) est une base minimale de L et |ai| > |a1 + ag| alors

2
sys(N, g) = inf{|a1|/2, 4d, \/(611'202) +4d?, |ay + asl}.

On adopte les normalisations d’usage concernant les réseaux de dimension
2, en rapportant le plan a une base orthonormeée (u,v) telle que u = a1 + as,
a1 = zu +yv. Ainsi, 22 +y? > 1, |z| < 1/2, et

a1 + as

1
vol(N, g) = 3 det (a1, az, + 2dk) = dy.

On discute alors suivant les valeurs de d.
— Si0<d<1/8, alors la systole vaut 4d et

sys>  64d® 1
P _ T
vol y oy
/ r2 2
-S8i1/8<d< 4—\1/3, alors sys = inf{%ﬂ/ﬁld} et deux cas se pré-
sentent :
/2 2
— Premier cas : x;y > 4d . Alors sys = 4d et y > 7V2562”H, d’ou

sys’ _ 64d® _  1284° 8
vol —y T V25642 -1~ /39

x:1/2ety:%

SR o Tiadn w1
L’égalité est réalisée si d = YNEL

/2 2 /2 2
— Second cas : x;y < 4d. Alors sys = $2+y et le quotient sys-
. 2 213/2 . . .
tolique est égal a %. Il faut maximiser cette fonction sur le

domaine
2 2
{((zyy,d) 2?2 > 1, 2 <1/2, 1/8 <d < 1/4V/3, 4d > 7”72“’}

Une étude directe donne le méme maximum qu’auparavant (mémes

valeurs de d, z, y).

-1 3 e VERHY? V164211
781m§d§%, alors sys(N, g) = inf{¥——", ¥200+1}

— Premier cas :

[r2 a2 >
I;y > 163 +1 . Alors

sys®  (16d2 +1)3/2

vol 8yd
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Sur l'intervalle

Mais 32 > 16d2 + 3/4, d'on %5 A6 +1)3/2

< .
vol = \/16d2+3/4

considéré, cette fonction atteint son maximum en d =

tombe sur S/f
v v 16d 1 Alors

On re-

1
4v3’

— Second cas :

Sy83 B (1,2 +y2)3/2
vol Syd ’

Comme précédemment, le maximum est réalisé en un point de la
frontiére du domaine de définition. Il est atteint lorsque d = 1/4+/3,

r=1/2etdd = @ : c’est toujours \/%.
~ Sid > +/3/4, alors sys = inf{l W}

— Premier cas : Si 1 < Y———, alors vol = 9d < g S \/I
. / 242 /o2 )3/2

— Second cas : Si 1 > xT, alors % zyjz_y < (2 ;\y[y .
Dans le domaine {4 > 22 + y?}, cette fonction atteint son maximum

lorsque 22 + % = 4. Ce maximum est aussi égal a \/%.

sys_i< 2 8

ot

Lemme 4.4. Si N est une variété de type Ba, il existe sur N une métrique
go continue et lisse en dehors d’une hypersurface, localement isométrique a
S? x R, dont le quotient systolique est strictement supérieur a 8/+/39.

Preuve. La construction de gg se fait comme précédemment en partant de la
bouteille de Klein singuliére de Bavard. On fait le quotient de (K, b) x R par
(Ts,tq), ou (Ts,tq) est la transformation Ty déja définie sur la composante
(K,b) et la translation de vecteur d sur R. Cela donne bien une variété
homéomorphe & une variété de type Bz, munie d’une métrique singuliére
isométrique localement & S? xR 14 ot elle est lisse. On normalise en supposant
que la systole vaut 7. Cela impose 'inégalité d(Ts,tq)" > m pour tout n. Le
volume est égal & 271/2d. Pour obtenir le plus grand quotient systolique il
faut que d soit minimal. On commence par étudier I'inéquation d(Ts,tq) >
7, qui est équivalente a (d(Tj))? + d? > =2 La valeur maximale de d(Ty)
est obtenue lorsque § vérifie % = Cos —2 On note §y la solution de
cette équation. Le d minimal est obtenu lorsque 1’égalité est réalisée dans
I'inéquation précédente, on le note dy. on a bien d((T(go,tdo)") > 7 pour
tout n : comme dy est de 'ordre de 2,641, nd est supérieur a w pour n > 2.
Ainsi, ces deux constantes donnent le plus grand quotient systolique parmi
ceux de toutes les constructions similaires. Il est égal a 2\7; 7 8/v/39. A

Le tableau suivant permet de faire la comparaison entre les plus grands
quotients systoliques des métriques plates (7(plates)) et les les plus grands
quotients systoliques des métriques singuliéres que nous venons de construire



Les variétés de Bieberbach non-orientables

56

(7(singuliéres)) sur chaque type de variété de Bieberbach non-orientables de
dimension 3. Ici, dg désigne la valeur de d obtenue a la fin de la preuve

ci-dessus.
type | 7(plates) | valeur approchée | 7(singuliéres) | valeur approchée
B 2 ~ 1,154 — T ~ 1,220
! V3 4(v3-1)2
8 ~ w2 ~
By - ~ 1,281 = ~ 1,321
B; 1 1 = ~ 1,110
By 1 1 2—\”@ ~ 1,110




Conclusion

A propos de nos métriques singuliéres

Sur une variété essentielle, la recherche de métriques optimales, c’est—
a—dire qui réalisent la constante systolique, est un probléme trés difficile.
(Rappelons qu’aucun exemple n’est connu en dimension supérieure ou égale
a 3). D’apreés tous les travaux existant sur le sujet, une telle métrique, si
elle existe, doit avoir "beaucoup" de géodésiques systoliques, au moins assez
pour recouvrir la variété. Nous ne savons pas si nos métriques sont optimales,
mais il peut étre intéressant d’examiner si elles satisfont & cette exigence, et
comment.

— La propriété la plus forte est la suivante : on peut recouvrir la variété
par des géodésiques de toute classe systolique (nous appelerons classe
systolique toute classe d’homotopie libre contenant une géodésique sys-
tolique). Cette propriété est vraie pour les tores plats optimaux et les
espaces projectifs réels a courbure constante. Elle est vérifiée aussi par
la métrique sur la variété Cy que nous avons construite en 3.2 , mais
par aucune métrique plate sur Cy. On a I'impression que cette mé-
trique est un trés bon candidat pour réaliser la constante systolique de
ce type de variétés.

— Une propriété moins forte, souvent évoquée dans ce travail, est d’étre
recouverte par les géodésiques systoliques. C’est le cas des métriques
que nous avons construites sur toutes les variétés non orientables, ainsi
que sur Cy et Cg. (Cette propriété est vérifiée aussi pour les métriques
plates optimales sur ces variétés). De plus, pour Bj et Bg, aucune
géodésique systolique n’est isolée.

Les autres variétés (Cs et Ca2) ne sont pas recouvertes par leurs géodé-

siques systoliques, et ne sont donc pas optimales.

Variétés de Bieberbach de dimension supérieure

Nous avons démontré que pour les variétés de Bieberbach de dimension 3
autres que les tores, le meilleur quotient systolique n’est pas réalisé par une
métrique plate.
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On devrait pouvoir appliquer le méme genre de techniques aux varié-
tés qui peuvent se construire par suspension de variétés de Bieberbach de
dimension inférieure. Mais attention : toutes les variétés de Bieberbach ne
s’obtiennent pas par suspension. C’est déja le cas de (22 en dimension 3,
mais le cas de cette derniére, qui a en tout trois géodésiques systoliques, est
facilement réglé.

Une généralisation aux dimensions supérieures passe par une question
géométrique sur les groupes de Bieberbach, qui présente un intérét en elle-
méme : on peut distinguer deux sortes de groupes :

Ceux pour lesquels R /T", muni d’une métrique plate optimale, est recouvert
par les géodésiques systoliques, et ceux pour lesquels ce n’est pas le cas.

Cette discrimination peut-elle étre faite a l'aide d’un critére algébrico-
géométrique simple ?

Les groupes de la 2e catégorie ont-ils tendance a devenir de plus en plus
nombreux quand la dimension augmente 7

Plus généralement, il pourrait étre intéressant d’étudier les géodésiques
systoliques d’une variété plate optimale, & la lumiére des propriétés évoquées
dans le paragraphe précédent.

Par contre, nos techniques ne s’appliquent pas aux métriques homogénes.
Le probléme de savoir si le meilleur rapport systolique des tores riemanniens
est obtenu pour un tore plat est complétement ouvert dés que n > 3.

Notons enfin que la technique de C. Loewner et M.C. Pu s’applique telle
qu’elle en dimension supérieure, et montre que pour les métriques sur un tore
T™ conformes & une métrique plate gg, le quotient systolique maximum est
obtenu pour les métriques proportionnelles & gg. Il serait intéressant d’étudier
le cas des variétés de Bieberbach autres que les tores, pour lesquelles cette
technique ne s’applique pas.

Les autres géométries de dimension 3

Soit M une variété essentielle compacte de dimension 3 qui admet une
géométrie modele au sens de W. Thurston (voir |32], 3.8). Des techniques
analogues permettent peut-étre de montrer que, dans la plupart des cas,
les métriques associées & une géométrie modéle de dimenson 3 ne sont pas
optimales pour le quotient systolique. Examinons les différents cas.

— Géométrie euclidienne

C’est le sujet de cette thése!

— Géomeétrie sphérique.

Il est commode de regarder S? comme l’ensemble des couples (z, z’) de
C? tels que |z|? + || = 1.

L’espace projectif P3R et les espaces lenticulaires S3/T", ou I' est un
groupe cyclique engendré par (z,2') — (uz,uz’), ol u est une racine
primitive n-iéme de 'unité, sont homogénes. Le probléme de savoir si
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leur métrique & courbure constante est optimale est aussi difficile que
pour les tores.
Elle devient facile pour les autres espaces & courbure constante +1
(voir [33],ch. 7 ou [32], 4.4 pour leur description détaillée) qui ne sont
pas recouverts par leurs géodésiques systoliques.
— Géométrie hyperbolique
les géodésiques systoliques sont isolées. Les métriques a courbure —1
ne sont donc jamais optimales, ce résultat est "bien connu" depuis
longtemps.
— Géomeétrie S? x R.
Les variétés ne sont pas essentielles, la question est donc sans objet.
— Géométrie H? x R.
Si une métrique admettant ce modéle local est une métrique produit,
elle n’est pas optimale puisque le facteur de dimension 2 ne l'est déja
pas. Si ¢’est un produit tordu, les géodésiques systoliques sont isolées.
— Géométries Sol, Nil et SI(2,R).
La situation mérite d’étre étudiée.
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Résumé

Résumé : Dans cette thése on étudie la géométrie systolique des varié-
tés de Bieberbach. La systole d’'une variété riemannienne compacte et non
simplement connexe (M™, g) est 'infimum des longueurs des courbes fermées
non contractiles; le rapport systolique est le quotient (systole)™/volume. Un
résultat fondamental de Gromov assure que si M" est essentielle, il existe
une constante ¢(M) strictement positive telle que, pour toute métrique g sur
M™ :Vol(M,g) > c(M)Sys(M, g)".

Les surfaces compactes autres que S? sont essentielles, et le théoréme de
Gromov est une généralisation profonde des mémes résultats pour le tore 72
(C. Loewner), pour le plan projectif (M. Pu) et pour la bouteille de Klein
(C. Bavard). Pour ces variétés la constante ¢(M) est bien connu mais en di-
mension supérieure, on ne connait pratiquement rien en dehors de 'existence
de cette constante.

Nous nous intéressons aux variétés de Bieberbach de dimension 3, c’est
a dire aux variétés compactes de dimension 3 qui portent une métrique rie-
mannienne plate, qui ne sont pas des tores et démontrons que les métriques
plates ne sont pas optimales pour le rapport systolique.

Abstract : In this thesis we study the systolic geometry of Bieberbach
manifolds. The systole of a compact non simply connected Riemannian ma-
nifold (M™, g) is the smallest length of a non-contractible closed curve; the
systolic ratio is the quotient (systole)”/volume. M. Gromov proved that if
M™ is essential, there exists a positive constant ¢(M) such that for any metric
g on M™ we have : Vol(M, g) > c¢(M)Sys(M,g)".

All compact surfaces (except S?) are essential, and the theorem of Gro-
mov is a generalisation of the same results for the torus T2 (C. Loewner),
for the projective plane (M. Pu) and for the Klein bottle (C. Bavard). The
constant ¢(M) is well known in the case of these manifolds, but in higher
dimension we don’t have much information. We study the optimal systolic
ratio of 3-dimensional Bieberbach manifolds that are not homeomorphic to
a torus, and prove that it cannot be realized by a flat metric.
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