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The medium is the message. This 1S
merely to say that the personal and
soctal consequences of any medium -
that 1s, of any extension of ourselves -
result from the new scale that is
introduced into our affairs by each
extension of ourselves, or by any new
technology.
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Introduction

L’informatique comme science exacte

Il existe un moyen élémentaire pour aider un voyageur égaré a retrouver son chemin. Il
suffit de lui indiquer sa position sur une carte. Une autre maniere de le sortir de ’embarras
est de lui indiquer la route menant a un lieu qu’il connait. Ces deux procédés nous
semblent tout a fait naturels, mais supposent de nombreuses étapes préalables. Il aura
fallu que soit développée la science de la cartographie, que des explorateurs parcourent le
monde pour tracer des cartes, que des pouvoirs publics investissent dans la construction
de routes, etc...

Existe-t-il un procédé analogue pour situer un domaine scientifique dans ’ensemble
des connaissances humaines? Il y a en fait plusieurs manieres de procéder. Celle qui est
la plus courante est la maniere dont un bibliothécaire classe un nouveau livre sur les
étageres d'une bibliotheque. Une partie de la cote d'un livre est en général obtenue en
clagssant celui-ci de maniere thématique et par niveau de spécialisation croissant. Pour
reprendre 1’analogie avec la géographie, ceci correspond a repérer un lieu en donnant par
exemple, le continent, puis le pays, la région, le département, etc...

Cette méthode de classification est peut étre adaptée a une bibliotheque, mais pour
le but que nous nous sommes fixé, nous avons besoin de donner plus de précisions. En
effet, notre travail porte sur des disciplines scientifiques récentes, et ’existence méme
de celles-ci n’est pas évidente a priori. Il est donc nécessaire de justifier I'intérét qu’on
leur porte. Une maniere de le faire est de décrire les liens qu’elles entretiennent avec des
disciplines connexes, en positionnant chaque discipline relativement a celles avec lesquelles
elle entretient des relations épistémologiques. La encore, on retrouve la métaphore géogra-
phique puisqu’il s’agit de tracer des routes et des ponts entre ce qu’on souhaite repérer
et d’autres lieux mieux connus.

Bien entendu, cette méthode n’est pas toujours facile a mettre en oeuvre. Il peut
ne pas y avoir de consensus sur une une définition d’une discipline comme sous partie
d’une autre. L’objectif du travail présent étant de faire progresser la connaissance d’une
discipline précise, nous devons d’abord nous efforcer de rendre compte de son état de
la maniere la plus objective possible. En général, la science procede par spécialisation
successive. Cette maniere de localiser les connaissances fait apparaitre une perspective
historique. L’autre méthode, la localisation relativement a d’autres disciplines permet en
quelque sorte de mesurer I'importance d’'un domaine, comme si on mesurait les longueurs
des frontieres entre un état et ses voisins.

La discipline qu’on cherche a situer ici est la complexité de la communication. D’abord,
le domaine dans lequel nous nous trouvons est 'informatique. Il n’est pas inutile de
rappeler comment celui-ci s’est formé. Concretement, il s’est détaché des Mathématiques
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au cours du vingtieme siecle, comme 'avait fait la Physique au cours du dix-huitieme.
Le probleme qui, ayant pris une telle importance, avait conduit a considérer la physique
comme une science a part entiere était I’étude des mouvements des corps. De maniere
analogue, la question qui a conduit I'informatique a devenir autonome est de comprendre
ce qu’est un calcul. Le travail que nous présentons ici se situe dans la filiation de cette
question et étudie certains de ses aspects.

L’informatique partage par ailleurs certains objectifs avec la physique. En effet, si la
science du calcul a aujourd’hui une telle importance, c’est qu’elle a apporté beaucoup a
la connaissance du monde. La notion de calcul est considéré aujourd’hui dans le contexte
plus large des processus de traitement de l'information. On appelle aussi sciences de
I'information les sciences qui traitent de tels problemes. Méme si les méthodologies de
I'informatique et de la physique sont différentes, elles partagent des objectifs similaires
et des techniques héritées des mathématiques.

Théorie de la complexité et modeles de calculs

Comme sa cousine la physique, 'informatique se divise en une partie théorique et
une partie appliquée. Nous nous trouvons ici du coté de la premiere. La discipline qu’on
cherche maintenant a situer est la théorie de la complexité. Une maniere d’y parvenir
est de faire un détour par une discipline plus ancienne mais tout aussi importante, la
théorie de la calculabilité. Celle-ci a pour objet de distinguer ce qui est calculable de ce
qui ne l'est pas. Il s’agit donc d’une approche qualitative. Ce qu’apporte la théorie de
la complexité, c’est une approche quantitative. Si la calculabilité a pour but de prouver
qu'un calcul est réalisable par un ordinateur, la complexité cherche a montrer que celui-ci
va s’achever en un temps raisonnable, par exemple avant la mort du systeme solaire.

Donnons un exemple pour illustrer 'intérét de cette question. Nous allons pour cela
tracer une nouvelle route, afin d’atteindre une discipline qu’on appelle la cryptographie.
Celle-ci étudie les mécanismes permettant de chiffrer et de déchiffrer I'information. Dans
les années 1970, la cryptographie a connu une véritable révolution avec la découverte
de la cryptographie a clé publique. La cryptographie a clé secrete est pratiquée depuis
I’antiquité, mais s’est révélée peu adaptée aux structures de communication modernes.
En effet, la sécurité de la cryptographie a clé secrete implique toujours le transport
d’une information qui doit rester inconnue d’un éventuel curieux. Cela peut étre une
clé de déchiffrement, ou la méthode de chiffrement elle-méme; garantir cette sécurité
peut s’avérer difficile et couteux. C’est véritablement la découverte de la cryptographie
a clé publique [DHT76] qui a permis d’introduire la cryptographie dans la vie courante,
et en particulier sur internet. Sans rentrer dans les détails techniques du fonctionnement
du chiffrement, ce changement de paradigme s’accompagne également d’un changement
important de la définition méme de sécurité. La sécurité des systemes modernes repose
en effet sur 'idée que le déchiffrement d’un message sans sa clé demande un temps trop
long pour étre réalisé en pratique, méme s’il est théoriquement possible. La sécurité des
systemes cryptographiques a clé publique repose sur I’hypothese que certains problemes
sont difficiles a résoudre. Ces résultats de complexité n’ont par ailleurs pas été prouvés a
ce jour.

La théorie de la complexité aborde donc la notion de calcul d’'une maniere quantitative.
Si on veut quantifier le cout d’un calcul, il faut préciser les opérations élémentaires auto-
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risées, celles dont le cott est unitaire. Claude Shannon a été I'un des premiers a proposer
un tel formalisme [Sha49]. Son idée a été de caractériser la complexité d’un probleme par
la taille du plus petit circuit booléen permettant de le résoudre. Précisément, il s’agit
du nombre de portes logiques requises pour résoudre le probleme. En fixant ainsi les
opérations élémentaires et les regles de calcul, on définit ce qu’on appelle un modele de
calcul.

Avant de définir plus précisément le modele qui va nous occuper ici, donnons un
second exemple. L’'un des modeles de calcul les plus célebres et les plus utiles est la
machine de Turing [Tur36]. Il s’agit d’une machine abstraite qui exécute des programmes
en lisant et en écrivant des données sur un ou plusieurs rubans constitués de cases. En
fixant des regles définissant les opérations que la machine doit réaliser en fonction de son
état a un instant donné, on peut programmer celle-ci pour réaliser des calculs et résoudre
des problemes. L'importance de ce modele en informatique théorique est considérable. En
théorie de la calculabilité, la these de Church-Turing postule que tout ce qui est calculable
peut I’étre par une machine de Turing. Il ne s’agit pas d'un énoncé mathématique, mais
de la croyance que ce modele de calcul définit une notion de calcule conforme a 'intuition
qu'on en a. En théorie de la complexité, les machines de Turing permettent de définir
formellement deux notions extrémement importantes :

1. le temps de calcul, défini comme le nombre total d’opérations réalisées par la ma-
chine,

2. Despace utilisé, défini comme le nombre maximum de cases utilisées par la machine
lors de I'exécution d’un programme.

Ces deux ressources sont évidemment tres importantes, tant les notions qu’elles définissent
semblent intuitives et utiles. On peut meéme aller plus loin et s’intéresser au compromis
entre temps et espace. On cherche alors a étudier le principe bien connu des possesseurs
d’ordinateurs qui consiste a ajouter de la mémoire pour le rendre plus rapide.

En général, on appelle algorithme un programme exécutable par une machine de
Turing. Concretement, pour une ressource donnée, la complexité d’un algorithme est
son colt maximal sur toutes les instances du probleme qu’il est supposé résoudre. On
fixe en général ’espace nécessaire pour encoder la donnée dans un modele informatique
raisonnable, et on exprime la complexité en fonction de ce parametre. La complexité
d’un probleme est alors précisément la complexité du meilleur algorithme qui le résout.
L’un des objectifs majeurs de la théorie de la complexité est de classer les problemes en
fonction de leur difficulté. Un tel classement est possible en considérant le comportement
asymptotique de la complexité.

Complexité de la communication

Intéressons nous maintenant plus précisément a la complexité de la communication.
Dans cette discipline, on étudie des probléemes dont les entrées sont réparties entre plu-
sieurs agents. Généralement, les agents sont appelés des joueurs, et lorsqu’il n’y en a que
deux, on les nomme Alice et Bob. Le cas le plus simple est celui de ’évaluation d’une
fonction booléenne. On fixe une fonction f: X x Y — Z, Alice recoit une entrée x dans
X et Bob une entrée y dans Y. Leur but est alors de calculer la valeur de la fonction f sur
Ientrée x,y. Pour y arriver, il vont devoir s’échanger des informations sur leurs entrées
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respectives, bit apres bit, jusqu’a ce qu’un joueur soit capable de donner la valeur de la
fonction. Chaque message qu’un joueur envoie a ’autre est une fonction de son entrée et
des messages qu’il a précédemment recu. L’ensemble des regles qui définissent les mes-
sages envoyés par un joueur s’appelle un protocole de communication. Il n’y a aucune
restriction sur la complexité de ces regles. Les joueurs peuvent réaliser des calculs impos-
sibles a faire en pratique, et méme calculer des choses qui ne sont pas calculables au sens
de Church-Turing. Seule compte la quantité de communication échangée par les joueurs.
La complexité d'un protocole de communication est alors le nombre de bits échangés par
les joueurs lorsqu’ils exécutent celui-ci. La complexité de la communication d’une fonc-
tion est alors la complexité du meilleur protocole de communication permettant a Alice
et Bob de calculer celle-ci.

Ce modele a été proposé par Andrew C.C. Yao en 1979 [YaoT79]. L’étude de la com-
plexité de la communication a de nombreuses applications a d’autres problemes d’in-
formatique parmi lesquels la profondeur des circuits booléens [KW90], la conception de
circuit VLSI [Len90], les algorithmes streaming [AMS99] et I’étude des compromis temps-
espace [BNS92]. Toutes ces applications ont conduit la complexité de la communication a
devenir un champs de recherche autonome et important. On a ainsi un exemple manifeste
de spécialisation de la science, ot un probleme est d’abord étudié pour ses applications,
qui sont si importantes qu’il devient finalement une discipline a part entiere.

Le modele de Yao est suffisamment précis pour donner une définition de la commu-
nication conforme a l'intuition. Mais il est également assez général pour qu’on puisse
considérer de nombreuses variations. On peut en effet envisager de nombreuses variantes
dans les regles d’envoi des messages. On peut restreindre par exemple le nombre de tours,
ou ajouter un troisieme joueur qui ne regoit pas de variable, mais qui recoit les messages
des joueurs et donne la valeur de la fonction. Nous allons maintenant présenter des va-
riantes du modele qui sont beaucoup plus importantes. En donnant le modele de calcul,
nous n’avons jamais eu a préciser ce qu’on attendait en sortie. Bien entendu, on attend
d’un algorithme qu’il résolve le probleme pour lequel il a été concu, mais nous allons voir
maintenant qu’il y a différentes manieres de définir ce qu’on entend par “résoudre un
probleme”.

Calcul probabiliste et bornes inférieures

Dans le modele que nous avons défini plus haut, nous avons supposé que chaque bit
envoyé d'un joueur a l'autre dépendait de son entrée et des messages déja regu. Ceci
sous-entend que ’application d’un protocole est déterministe. C’est précisément ce point
que nous allons changer en introduisant le calcul probabiliste. Méme si formellement, il
s’agit d’un nouveau modele de calcul, le changement est si important qu’on parlera plutot
d’un nouveau de paradigme de calcul.

Une machine de Turing probabiliste est une machine dont certaines opérations peuvent
étre choisies aléatoirement. Pour un protocole de communication, le caractere probabiliste
signifie que pour déterminer le message a envoyer, chaque joueur peut choisir son message
de maniere aléatoire. Bien entendu, cela ne signifie pas que les messages ne contiennent
plus d’information sur les entrées, ou sur les messages précédents, mais 1’aléa vient s’ajou-
ter aux autres informations déterminant chaque message envoyé. De plus, on ne demande
plus aux joueurs de calculer exactement la fonction. Ils sont autorisés a se tromper avec



une petite probabilité.

La notion de calcul probabiliste est fondamentale en informatique théorique. Cette
notion est apparue a la fin des années soixante-dix. Si elle a suscité de l'intérét, c’est
qu’elle a permis de résoudre des problemes qu’on ne savait pas résoudre efficacement
de maniere déterministe. L'un des algorithmes probabilistes les plus célebres est le test
de primalité de Solovay-Strassen [SS77]. Cet algorithme permet de déterminer, avec une
grande probabilité de succes, si un nombre est premier. Cet algorithme est tres efficace,
et peut facilement étre mis en oeuvre en pratique. De plus, a I’époque de sa découverte,
on ne savait pas que ce probleme pouvait étre résolu efficacement par un algorithme
déterministe. Méme si on sait aujourd’hui que cela est possible [AKS04], on continue a
utiliser I'algorithme de Solovay-Strassen pour sa simplicité. On pourrait penser qu'un
algorithme déterministe est plus stiir qu'un algorithme probabiliste car celui-ci ne donne
pas toujours la bonne réponse. Dans certains cas critiques, comme le controle aérien, ou
le controle d’une centrale nucléaire, on préférera s’assurer de la certitude des réponses. En
réalité, tout 'art des techniques probabilistes est de permettre de controler les probabilités
d’erreur, pour les rendre arbitrairement petites. On peut s’assurer, par exemple, que le
calcul a plus de chance d’étre faux a cause d’un défaillance de matériel que d’une erreur
de I'algorithme. En pratique, ceci conduit a une notion robuste et raisonnable de calcul,
qui permet souvent la mise en oeuvre d’algorithmes simples et efficaces.

L’informatique théorique étudie de nombreux modeles de complexité différents. Quelles
sont dans cette situation les questions que se pose un théoricien de la complexité? Une
question tres importante est de comparer, pour chacun de ces modeles, leurs puissances
calculatoires respectives. Par exemple, quel temps de calcul peut-on espérer gagner avec
un algorithme probabiliste par rapport a un algorithme déterministe ? Une telle différence
entre deux modeles s’appelle une séparation. Pour prouver une séparation entre deux
modeles, on pourrait procéder suivant ce raisonnement :

1. choisir un probléeme et trouver un algorithme probabiliste efficace pour celui-ci,

2. montrer que tous les algorithmes déterministes sont moins efficaces que 'algorithme
probabiliste fixé.

La différence entre ces deux points est tres importante. Dans le premier cas, on doit
trouver un algorithme, alors que dans le second, il s’agit de prouver une propriété vérifiée
par tous les algorithmes résolvant le probleme. En général, prouver qu'un probléme est
difficile, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’algorithme efficace, est en soi une question difficile.
Montrer qu’un probleme est difficile, ¢’est précisément prouver une borne inférieure sur
sa complexité.

En fonction des modeles considérés, on ne sait pas toujours si de telles séparations
existent. Pour le temps de calcul par exemple, on conjecture que la plus grande séparation
possible entre le calcul déterministe et le calcul probabiliste est au plus polynomial en
la taille de I’entrée. Pour la complexité en circuit, la situation est encore plus complexe.
Claude Shannon a souligné le résultat suivant [Sha49]. Si on tire une fonction au hasard
parmi toutes les fonctions booléennes, il est facile de voir qu’elle nécessite un nombre
exponentiel de portes logiques. Cela se prouve en comparant le nombre total de fonctions
avec le nombre total de circuits de taille sous-exponentielle. A coté de cela, la meilleure
borne inférieure pour une fonction explicite est linéaire [IM02].

Une chose remarquable en complexité de la communication est qu’on sait prouver de
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larges séparations entre les différents modeles. On a en effet des techniques efficaces pour
prouver des bornes inférieures. Mais souvent, des techniques ad hoc sont développées pour
des problemes spécifiques. Prouver une séparation entre deux modeles permet de mieux
comprendre la puissance d’expression de chacun d’eux et I'un des objectifs du travail
présenté ici est de formaliser les différentes techniques utilisées pour prouver des bornes
inférieures en complexité de la communication.

Calcul quantique

L’autre paradigme de calcul important que nous allons considérer est la complexité
de la communication quantique. Ici, ce n’est pas la définition du résultat du calcul qui
change, mais les opérations élémentaires sont radicalement différentes de celles permises
dans les autres modeles. Commencons par rappeler I'origine du probléme. En informatique
classique, la loi de Moore énonce que le nombre de transistors dans les microprocesseurs
double tous les deux ans (a encombrement constant) [Moo65]. Bien qu’il s’agisse d'une
loi empirique, ses prédictions se sont assez bien vérifiées. La densité de transistors a des
conséquences sur la mémoire, la puissance, ou la vitesse de calcul. De ce point de vue,
les conséquences des prédictions de la loi de Moore sont positives. Néanmoins, cette loi
signifie également qu’il y a une miniaturisation des composants. Or les lois physiques
qui sont utilisées pour décrire le monde a 1’échelle macroscopique ne sont plus valables
lorsqu’on réduit 1’échelle jusqu’au niveau atomique. On ne peut plus alors ignorer les
phénomenes d’interférences quantiques, qui restent négligeables a grande échelle. Ceci
implique que la loi de Moore ne peut se poursuivre, car la miniaturisation rencontre la
une limite. La loi de Moore prévoit que ceci se produira vers 2020.

Au début des années quatre-vingt, le physicien américain Richard Feynman a eu 'idée
d’utiliser les phénomenes quantiques a des fins calculatoires [Fey82]. Il s’agit précisément
de tirer parti des phénomenes qui font obstacle a la poursuite de I'augmentation de la
puissance de calcul des ordinateurs. Non seulement la physique quantique permet de
coder 'information, mais elle fournit également de nouveaux outils pour la manipuler. I1
y a plusieurs candidats pour étre le support de I'information quantique. Cela peut étre
par exemple le spin d'un électron ou le niveau d’énergie d'un atome. La plus petite unité
d’information quantique s’appelle un qubit. L’un des postulats de la physique quantique
affirme que l'action de mesurer ’état d’un systeme le perturbe. Cette théorie a donc da
renoncer a donner une description déterministe de la dynamique au niveau atomique. Elle
en donne au contraire une description statistique. Par exemple, un atome d’hydrogene a
deux niveaux d’énergie possibles. On décrit I’évolution de 1’état de 'atome comme une
superposition de ces deux niveaux d’énergie. L’action de mesurer 1’état de ’atome pour
connaitre son niveau d’énergie est alors un processus probabiliste. Les deux résultats
sont a priori possibles, et I'un des objectifs de la physique quantique est de quantifier
les probabilités de chaque résultat, en fonction de 1’état du systeme. De plus, apres une
mesure, le systeme est dans 1’état qu’on a observé. Ce phénomene de superposition est le
premier point crucial qui fait du calcul quantique un paradigme de calcul radicalement
différent du modele classique.

La seconde originalité du calcul quantique est la maniere dont les qubits se com-
binent. Il est en effet possible d’intriquer deux particules, de maniere a ce que le résultat
de la mesure de leurs états soient les mémes. Une telle corrélation est d’abord appa-
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rue comme paradoxale, et a été a l'origine de son rejet par de nombreux physiciens. En
effet, 'interprétation classique de la théorie quantique, appelée interprétation de Copen-
hague, affirme qu’il est impossible de connaitre ’état du systeme avant de faire la mesure.
Einstein, Podolsky et Rosen [EPR35] ont souligné en 1935 le paradoxe qui porte leurs
initiales, EPR. En effet, s’il est impossible de connaitre I’état d’un qubit avant sa mesure,
et si deux qubits peuvent étre corrélés de maniere a ce qu'une mesure sur le premier
détermine le résultat d'une mesure sur le second, alors il semble y avoir un transfert
d’information instantané entre les qubits. Ceci est alors en contradiction avec la théorie
de la relativité, qui affirme qu’aucune information ne peut se propager plus rapidement
que la vitesse de la lumiere, ou avec le postulat de causalité qui affirme qu’aucun effet ne
peut précéder les causes qui l'ont engendré.

La conséquence que voulurent en tirer Einstein, Podolsky et Rosen était que la phy-
sique quantique était une théorie incomplete. Leur idée était qu’il devait étre possible
d’ajouter des variables supplémentaires a la théorie pour décrire le comportement des
particules. L’état de la particule serait fixé avant la mesure, mais la théorie quantique
serait trop faible pour le décrire. C’est en 1964 que John Bell a montré que cette solution
n’était pas possible, résolvant en théorie ce paradoxe [Bel64]. Il a montré que I'ajout de
variables supplémentaires ne permettait pas de retrouver les prédictions de la physique
quantique. La preuve de Bell est basée sur I'étude d’inégalités, dites de Bell, qui per-
mettent de séparer la physique classique de la physique quantique. Ce résultat de Bell
a plus tard été confirmé par une série d’expériences, dont les plus célebres sont celle de
Freedman et Clauser [FC72], puis celles menées par Aspect [AGR81, AGR82, ADR82].

La premiere conséquence du théoreme de Bell est de prouver 'existence de théories
dites non-locales, c’est-a-dire qu’on ne peut considérer deux états intriqués indépen-
damment I'un de 'autre, ni corrélés classiquement. Plus important encore, on peut ex-
pliquer la raison pour laquelle la théorie quantique ne permet pas de transfert instantané
d’information. En effet, le paradoxe disparait lorsque les mesures faites sur chaque par-
ticule sont inconnues a l'avance. Imaginons qu’on choisisse indépendamment les deux
mesures, et qu’on mesure deux particules intriquées en méme temps. L’'important n’est
pas alors que le résultat de la premiere mesure puisse permettre d’apprendre quelque chose
sur le résultat de la seconde. L’important est que le résultat d’une mesure ne donne au-
cune information sur le choix de la mesure qui a été faite sur I'autre particule. Autrement
dit, l'utilisation de particules intriquées ne permet pas de communiquer ce choix.

D’un point de vue algorithmique, I'intérét principal qu’on porte a I'informatique quan-
tique vient du fait qu’elle permet de réaliser des taches qu’on ne sait pas réaliser de
maniere aussi efficace avec des ressources classiques. C’est en cryptographie que sont
venues les premieres avancées importantes. La technique du codage quantique [Wie83],
puis le protocole de Bennett et Brassard [BB84] ont donné de nouveaux horizons a la
cryptographie. Ce dernier permet en effet de distribuer de maniere sécurisée et efficace
des clés pour le chiffrement a clé secrete. Ceci permet de concevoir des protocoles de
chiffrement quantique inconditionnellement stirs. C’est d’ailleurs la partie de 'informa-
tique quantique la plus opérationnelle, et il existe aujourd’hui des applications pratiques
et méme commerciales de ce protocole.

Si d’un coté, 'informatique quantique offre de nouvelles possibilités en cryptographie,
elle fait peser une menace sur la cryptographie classique. L’agorithme de Shor permet de
résoudre de maniere efficace le probleme de la factorisation [Sho97], et par la de casser le
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systeme de chiffrement RSA, un des protocoles de cryptographie a clé publique les plus
utilisés. C’est véritablement tout le paysage de la cryptographie qui se trouverait modifié
par la réalisation pratique d’un ordinateur quantique.

Il existe un second résultat de complexité en informatique quantique tres intéressant.
En 1996, L.K. Grover a montré qu’il existait une séparation quadratique entre le calcul
classique et le calcul quantique, pour le probleme de la recherche dans une base de données
non triée [Gro96]. Ce probléeme est d'une part trés général, et d’autre part, la borne
inférieure classique est tres facile a prouver, ce qui rend le résultat de Grover d’autant
plus surprenant. La théorie de la complexité a fortement contribué a rendre I'informatique
quantique attrayante. Il y a donc un lien tres fort entre ces deux disciplines.

Au long de cet exposé sommaire du calcul quantique, nous avons rencontré les mots
“communication” et “information”. Nous allons voir que le lien entre le calcul quantique
et la complexité de la communication est fondamental. Mais avant, nous allons présenter
comment on formalise, en informatique, la notion d’information et comment elle est uti-
lisée en complexité de la communication.

Mesurer ’'information

Une maniere de prouver des bornes inférieures en complexité de la communication
est de considérer le modele sous I'angle de la théorie de de l'information. L’idée est
simple. Il s’agit pour un probleme donné de quantifier I'information que les joueurs doivent
échanger sur leurs entrées pour résoudre le probleme. Voici une présentation informelle
de la maniere d’articuler cette idée. Le probleme de l'égalité est défini de la maniere
suivante : Alice et Bob recoivent respectivement des chaines binaires x et y, et leur but
est de déterminer si celles-ci sont égales ou différentes. Supposons que les joueurs recoivent
soit des entrées partout égales sauf sur un seul indice inconnu, soit des entrées partout
égales. L’information échangée doit permettre de distinguer des entrées qui conduisent
a des réponses différentes. Or, un bit de communication envoyé par Alice ne permet a
Bob d’identifier qu’au plus un bit de la chaine d’Alice. Donc, tant qu’il n’a pas regu
suffisamment d’information pour identifier toute la chaine d’Alice, Bob ne peut conclure.
Autrement dit, dans le cas déterministe, le meilleur protocole consiste, pour Alice, a
envoyer toute sa chaine a Bob pour qu’il puisse décider si elle est égale a la sienne ou non.
Ceci ne constitue pas une preuve au sens strict mais on peut formaliser cet argument et
prouver le résultat en utilisant cette intuition.

Pour formaliser la notion d’information, on peut utiliser la théorie de 'information de
Shannon [Sha48]. L’objectif de Shannon était d’étudier des problemes de communication,
il n’est donc pas étonnant que sa théorie s’applique a la complexité de la communication.
Cette théorie a en effet été utilisée ad hoc pour prouver des bornes inférieures pour des
problemes donnés [BYJKS02]. Il existe aussi une méthode générale basée sur cette idée,
appelée cotit en information [BYJKS04]. Cette méthode a plusieurs applications [JKS03].
Elle permet de formaliser I'idée présentée au paragraphe précédent. Plus récemment, la
borne de sous-distribution [JKNOS] a été utilisée pour formaliser et généraliser la méthode
des rectangles, une méthode élémentaire de borne inférieure basée sur la structure com-
binatoire des problemes.

Au chapitre 2, nous allons utiliser un autre concept pour formaliser la notion d’infor-
mation. Il s’agit de la complexité de Kolmogorov [Sol64, Kol65, Cha69]. Cette idée définit
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la quantité d’information contenue dans une chaine booléenne comme la longueur du plus
court programme qui calcule cette chaine. ’ambition de Kolmogorov était de donner une
définition robuste a la notion d’aléatoire. Supposons qu’on forme une chaine binaire en
tirant 20 fois une piece de monnaie et en notant 0 pour face et 1 pour pile. La théorie clas-
sique des probabilités ne fait pas de distinction entre les chaines 00000000000000000000 et
01001000101100110110. L’expérience a la méme probabilité de donner ces deux résultats,
alors que personne ne peut croire raisonnablement que le premier résultat a été obtenu
en utilisant une piece non-biaisée.

La complexité de Kolmogorov permet d’opérer une distinction entre ces deux chaines.
Intuitivement, la premiere chaine ne semble pas issue d'une série de tirages aléatoires
indépendants. La raison est qu’on peut en donner description particulierement simple.
En utilisant une machine de Turing, on peut la produire avec 'algorithme “écrire 20 fois
0”. En revanche, il ne semble pas y avoir de meilleur programme pour décrire la seconde
chaine que de donner successivement tous les bits de celle-ci. On dit alors que cette chaine
est incompressible. L’idée de la complexité de Kolmogorov est qu'un tirage aléatoire est
imprévisible, et par conséquent qu’'une série de tels tirages doit étre difficile a décrire.
Autrement dit, une chaine aléatoire doit contenir beaucoup d’information.

La complexité de Kolmogorov présente de grandes similitudes avec la théorie de I'infor-
mation. Néanmoins, la mise en oeuvre de méthodes basées sur la théorie de I'information
pour prouver des bornes inférieures en complexité de la communication nécessite souvent
I'utilisation d’outils statistiques profonds. Notre objectif en utilisant la complexité de
Kolmogorov est de prouver des bornes inférieures en dégageant la nature combinatoire
des preuves.

La complexité de Kolmogorov a déja été utilisée pour prouver des bornes inférieures de
complexité dans différents modeles : nombre de requétes classiques et quantiques [LMO0S],
temps de calcul [PSS84], complexité de la communication [BJLVO0O] et bien d’autres.
La méthode qui permet de prouver des bornes inférieures en utilisant la complexité de
Kolmogorov s’appelle la méthode d’incompressibilité (voir a ce sujet [LV08]). L'un des
buts du chapitre 2 est de formaliser la méthode d’incompressibilité spécifiquement pour
la complexité de la communication. Ainsi, nous utilisons la complexité de Kolmogorov
pour donner une borne inférieure générale sur la complexité de la communication et pour
identifier les entrées difficiles a calculer.

Nous faisons également une troisieme utilisation de la complexité de Kolmogorov pour
donner une version alternative du principe du min-max de Yao. Ce principe, énoncé par
Yao en 1977 [Yao77], permet de transformer un protocole probabiliste en un protocole
déterministe faisant des erreurs. Ce principe est 'un des résultats les plus importants
en informatique théorique, et est a la base de nombreuses preuves de bornes inférieures.
L’idée en utilisant la complexité de Kolmogorov est de choisir comme aléa une chaine
booléenne incompressible. En choisissant 1’aléa et les entrées de maniere indépendante,
nous obtenons des propriétés qui permettent de simplifier les preuves.

La communication comme mesure de la non-localité

Le paradoxe EPR que nous avons présenté plus haut peut étre présenté dans un
formalisme proche de la complexité de la communication. Le scénario implique deux
joueurs et la regle est la suivante :
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— Alice et Bob partagent deux états quantiques intriqués.

— Chaque joueur recoit une entrée spécifiant une mesure a faire sur son état.

— Chaque joueur donne le résultat de sa mesure.

La mesure étant un processus probabiliste, on obtient pour chaque paire d’entrées une
distribution de probabilité sur les réponses possibles des joueurs. Cette distribution vérifie
la causalité, c’est-a-dire que la réponse d’un joueur ne contient pas d’information sur
I’entrée de l'autre.

Le résultat de Bell peut également étre traduit dans ce modele. L’ajout de variables
supplémentaires revient ici a remplacer l'intrication par de 1’aléa partagé entre les joueurs.
Le théoreme affirme alors qu’il existe des distributions obtenues en mesurant des états
intriqués qui ne peuvent pas étre reproduites avec seulement de 1’aléa partagé. Dans quelle
mesure la théorie quantique est-elle éloignée de la théorie classique ? Peut-on quantifier
la non-localité de la physique quantique ?

En 1992, le philosophe Tim Maudlin a proposé un moyen pour quantifier la non-
localité [Mau92]. Puisqu’il existe des distributions de probabilité issues d’une expérience
quantique qu’on ne peut simuler de maniere classique, Maudlin a proposé d’ajouter des
ressources supplémentaires, par exemple de la communication. La quantité de communi-
cation a ajouter devient alors une mesure de la non-localité. Plusieurs auteurs ont par la
suite, parfois indépendamment les uns des autres, poursuivi ou redécouvert ce travail. Le
tableau 1 résume les différents résultats de simulation des distributions quantiques.

Auteur(s) Année | Com. | Configuration | dim. | Type

Maudlin [Mau92] 1992 | 1.17 moyenne 2 plan
Brassard, Cleve, Tapp [BCT99] | 1999 8 pire cas 2 | sphere
Steiner [Ste00] 2000 | 1.48 moyenne 2 plan

Cerf, Gisin, Massar [CGMO00] | 2000 | 1.19 moyenne 2 | sphere
Toner, Bacon [TB03] 2003 1 pire cas 2 | sphere
Regev, Toner [RT07] 2007 2 pire cas > 2 | sphere

TAB. 1 — Résultats de simulation des distributions quantiques - La colonne configuration
spécifie si la quantité de communication est comptée en moyenne sur les entrées, ou en
pire cas; La colonne type d’état précise sur quel état les mesures sont effectuées; La
derniere colonne indique le type de mesure qu’on considere.

Toutes ces mesures vérifient deux propriétés supplémentaires qui ne sont pas spécifiées
dans le tableau. Tout d’abord, les mesures sont dites binaires, c¢’est-a-dire qu’elles n’ont
que deux résultats possibles. La seconde demande quelques explications préliminaires sur
la structure des distributions de probabilités quantiques. Supposons que les deux résultats
possibles des mesures sont —1 et 1, et notons A et B les variables aléatoires qui désignent
les résultats des mesures de chaque joueur. L’espérance de la variable aléatoire A est
appelée la marginale d’Alice. Intuitivement, il s’agit de la valeur moyenne qu’Alice obtient
en répétant 'expérience. On définit la marginale de Bob de maniere identique. L’espérance
du produit AB est appelée la corrélation des deux variables. Si la corrélation vaut 1, alors
les deux variables sont toujours égales. Si elle vaut —1, elles sont toujours différentes. Nous
allons montrer plus loin que toute distribution causale binaire est parfaitement définie
par sa corrélation et ses marginales. La deuxieme propriété commune aux protocoles de
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la table 1 est de reproduire uniquement les corrélations, sans les marginales.

Pour le protocole de Regev et Toner par exemple, il y a deux cas possibles. Soit la
distribution quantique a des marginales uniformes, et dans ce cas, le protocole reproduit
exactement la distribution ; pour toute autre distribution, le protocole ne reproduit que
partiellement celle-ci. Nous verrons plus loin que les distributions a marginales uniformes
jouent un role fondamental en physique quantique. Néanmoins, dans le cas général, on ne
sait pas s’il est possible de simuler les distributions quantiques avec une quantité finie de
communication. A premiére vue, il semble qu'une fois la corrélation simulée, les marginales
sont issues d'une transformation locale, et devraient étre faciles & modifier. Pourtant, ce
probleme est toujours ouvert. Dans le cas particulier ou Alice et Bob partagent des
qubits, Toner et Bacon ont également proposé un protocole pour simuler la distribution
complete [TB03] avec deux bits de communication.

Simuler les distributions causales : un cadre de calcul général

On a vu a la section précédente que le probleme de la simulation des distributions
quantiques était loin d’étre résolu dans le cas général. Ce qu’on cherche a comprendre
en étudiant cette question, c’est de maniere générale la facon dont la physique quantique
permet de manipuler l'information. Par exemple, on a dit plus haut que l'utilisation
d’états intriqués ne permettait pas de communiquer instantanément. Cette conséquence
de la causalité est exactement le type de phénomene qu’on souhaite étudier.

Les mécanismes de traitement de l'information relevent par définition de l'informa-
tique. Si l'informatique générale permet de comprendre certains aspects calculatoires de
la physique quantique, la complexité de la communication offre un cadre tres naturel pour
étudier les expériences de type EPR. Une démarche scientifique naturelle est, pour saisir
les spécificités du probleme étudié, de le prendre sous la forme la plus générale et la plus
conceptuelle possible. C’est ce que nous tentons de faire en étudiant la complexité de la
communication des distributions causales.

Le premier axiome que doit vérifier une théorie physique est probablement la causalité,
c’est-a-dire le fait que les causes précedent leurs effets. Il est en effet acquis que toute
théorie physique raisonnable doit vérifier cette propriété. Nous avons dit plus haut que les
distributions issues de mesures sur des états intriqués vérifiaient cette propriété. De méme,
les distributions locales, issues d’expériences classiques la vérifient également. De plus,
Boris Tsirelson a prouvé en 1985 que les distributions quantiques vérifiaient des inégalités
similaires aux inégalités de Bell [Tsi85]. Ce résultat de Tsirelson implique directement
I’existence de distributions causales qui ne sont pas quantiques.

Des résultats comme celui de Tsirelson donnent un aspect de la structure du probleme
considéré. Pour notre probleme, qui est de simuler les distributions causales, ’étude de
cette structure est tres importante; elle nous est en effet utile pour prouver des bornes
inférieures et supérieures. Il existe une littérature riche dans ce domaine. On sait par
exemple que I'ensemble des distributions causales peut étre représenté par un polytope
dans un espace vectoriel. Parmi les résultats importants, il y a d’abord la caractérisation
des points extrémaux de ce polytope dans certains cas particuliers [BLM™05, JM05]. Un
autre résultat tres original est la caractérisation des distributions causales comme enve-
loppe affine des distributions locales. Comme le probleme de Maudlin cité plus haut, ce
résultat a été prouvé plusieurs fois de maniere indépendante [RF81, FR81, Gro85, Wil92,
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DKLRO09]. Il s’agit aujourd’hui d’un résultat important, qui a été également été utilisé en
pratique [Bar07, BBLWO7]. Bien que nous n’utilisions pas ce résultat directement ici, les
propriétés que nous étudions semblent lui étre liées.

Le modele de complexité que nous définissons permet aussi de d’étudier la complexité
de la communication des fonctions booléennes. Appliquée a celles-ci, notre méthode se
trouve étre équivalente a la borne inférieure de Linial et Shraibman basée sur les normes
de factorisation [LSO08b]. Cette méthode de borne inférieure a été proposée en 2006, et
permet de généraliser de nombreuses méthodes connues : Discrepancy [CG88], coeffi-
cients de Fourrier [Raz95, Kla07], norme Ky-Fan [Kla07], et récemment méthode du rang
approché [LS09]. Le point commun entre toutes ces méthodes est que pour définir le
probleme, on a besoin d'une structure algébrique. Par exemple, une fonction booléenne
a deux variables peut étre vue comme une matrice dont les coefficients sont 0 ou 1.

L’approche de Linial et Shraibman est basée sur la géométrie des espaces de Ba-
nach. La notre est, au sens de la programmation semi-définie, duale de celle de Linial
et Shraibman. Intuitivement, la preuve de notre borne inférieure est basée sur 'idée que
toute distribution de probabilité causale peut étre diluée en ajoutant du bruit, jusqu’a
devenir locale. Une distribution ainsi diluée peut étre simulée sans communication. Notre
borne inférieure est la quantité de bruit a ajouter pour rendre une distribution locale.
Cette grandeur est une mesure de la distance entre une distribution et ’ensemble des
distributions locales.

Il existe peu de bornes inférieures sur la simulation des distributions quantiques. Le
protocole de Regev et Toner permet de simuler les distributions obtenues par des mesures
binaires sur des états maximalement intriqués en utilisant deux bits de communication. Il
a récemment été prouvé que ce protocole était optimal [VB09]. Toutefois, ceci est prouvé
pour un espace de mesures continu, un cas que nous ne traitons pas ici. Brassard, Cleve
et Tapp [BCT99] ont donné un exemple de distribution nécessitant, en fonction de la
taille de 'entrée, une quantité linéaire de communication pour étre simulée exactement.
La preuve de ce résultat est basée sur une séparation entre communication classique et
quantique pour un probléme partiel [BCW98]. Récemment Gavinsky a également prouvé
un borne inférieure sur la communication nécessaire pour simuler une distribution, la
encore en prouvant d’abord une séparation entre communication classique et quantique
pour un probleme relationnel [Gav09).

Nous montrons également des bornes supérieures sur la quantité de communication
requise pour approximer les distributions causale. Dans le cas quantique, notre méthode
est équivalente a celle de Shi et Zhu [SZ08]. Toutefois, nos résultats utilisent encore
la géométrie de la structure des distributions, 1la ou Shi et Zhu utilisaient les normes
d’opérateurs, qui sont des objets bien plus complexes.

Pour prouver ces bornes, nous montrons un nouveau résultat sur la structure des
distributions. Dans le cas des distributions binaires a marginales uniformes, on peut
borner la distance entre ’ensemble des distributions quantiques et classiques en utilisant
I'inégalité de Grothendieck. Mais les éléments structurels spécifiques a ce cas ne s’étendent
pas au cas général, ce qui interdit d’appliquer directement l'inégalité de Grothendieck.
Notre résultat principal est de donner une borne supérieure sur cette distance dans le cas
général, étendant ainsi cette application de 'inégalité de Grothendieck au cas général.
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Au dela de théorie quantique, la non-localité comme ressource
de calcul

Nous allons voir plus loin que l'utilisation de ressources quantiques permet, pour
certains problemes, de baisser la complexité de la communication. Néanmoins, il existe
également des problemes pour lesquels il n’y a pas de grande séparation entre complexité
classique et quantique. La premiere limite de la physique quantique dans sa capacité a
manipuler I'information est la causalité. Des mesures sur des états intriqués ne permettent
pas de transmettre de 'information de maniere instantanée. Par ailleurs, nous avons dit
que le théoreme de Tsirelson, en impliquant 'existence de distributions causales non-
quantiques, donnait une idée de la structure des distributions causales. Quelles sont les
implications de ce théoreme sur le traitement de I'information en physique quantique 7 On
peut étudier cette question en introduisant une nouvelle ressource théorique, les boites
non-locales. Avant cela, il nous faut légerement changer de contexte.

On peut présenter les résultats de Bell et de Tsirelson de maniere légerement différente
en considérant les jeux multiprouveurs sans interaction. En particulier, un célebre résultat
fait apparailtre une séparation entre les ressources classiques et les ressources quantiques.
Il s’agit du jeu CHSH [CHSH69]. Dans ce jeu, un vérifieur envoie deux questions a deux
joueurs. Ces questions sont deux bits x et y. Les questions sont choisies uniformément au
hasard parmi les questions possibles. Les joueurs répondent par un bit chacun, respecti-
vement a et b, et ils gagnent si la parité des sorties a @ b est égale a x A y. La probabilité
de gagner en utilisant des ressources classiques est de 0,75 alors que celle de gagner en
utilisant des ressources quantiques est environ de 0,85. De plus, Tsirelson a montré que
cette probabilité était optimale [Tsi85] et qu’aucun protocole quantique ne pouvait faire
mieux. Un question fondamentale en physique quantique est de comprendre la significa-
tion de cette limite. Quelle propriété empéche d’aller au dela? Les distributions qui la
dépassent respectent-elles toujours la causalité par exemple ?

Popescu et Rohrlich ont défini une ressource permettant de gagner avec certitude au
jeu CHSH, tout en respectant la causalité [PR94]. Cette ressource s’appelle une boite non-
locale. Par le théoreme de Tsirelson, on sait que cette ressource n’est pas quantique. La
théorie des boites non-locales est parfaitement correcte d’un point de vue mathématique.
On pense pourtant qu’elle est fausse d’un point de vue physique, c¢’est-a-dire que les boites
non-locales ne peuvent exister dans la nature.

Pour montrer que cette théorie n’est pas réaliste, il suffit de montrer qu’elle entraine
des contradictions, ou du moins des conséquences invraisemblables. Et c¢’est précisément
ce qui a été fait avec les boites non-locales. En effet, van Dam a montré que si une telle
ressource existait dans la nature, tous les problemes de communication pourraient étre
résolus avec un seul bit de communication [vDO05]. Ceci semble contredire la perception
que 'on a du monde. Ce raisonnement est tout a fait remarquable. Alors qu’a l’origine, on
voulait comprendre la puissance calculatoire de I'informatique quantique, nous voila avec
le raisonnement inverse, cherchant a montrer que la physique quantique est la seule qui
permette un traitement de I'information conforme a l'intuition qu’on en a. Les boites non-
locales n’étant qu’une théorie parmi les théories plus fortes que la physique quantique,
I'objectif suivant est de montrer que toutes ces théories impliquent des conséquences

aussi invraisemblables. Plusieurs résultats ont depuis été prouvés dans ce sens [BBLT06,
FWW09, BS09].
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Tout aussi remarquable qu’il soit, ce raisonnement nécessite de prendre quelques
précautions. La complexité de la communication n’est pas a priori un modele de calcul
réaliste. En effet, ce modele se concentre exclusivement sur la communication et donne
aux joueurs une puissance de calcul illimitée. Ils peuvent résoudre des probléemes qui ne
sont pas calculables au sens de Church-Turing. Si on veut comparer les résultats de com-
plexité de la communication avec I'expérience qu’on a du monde réel, il parait naturel de
se limiter a des protocoles de communication réalistes. Ce qui parait réaliste du point de
vue de la théorie de la complexité, ce sont des algorithmes dont le cotit est polynomial
en la taille des entrées. La prise en compte de telles limitations conduit a étudier 1'utili-
sation des boites non-locales du point de vue de la théorie de la complexité, et c’est ce
que nous faisons au chapitre 4. L’argument de van Dam semble impliquer que le modele
de complexité en boite non-locale n’est pas réaliste. Ce que nous voulons vérifier, c’est si
c’est bien le modele qui est irréaliste et pas les algorithmes proposés.

Il y a une autre motivation a ce travail. Au chapitre 3, nous étudions la complexité
de la communication des distributions causales. Or, un protocole de communication n’est
évidemment pas un processus causal, car il y a manifestement un transfert d’information
entre les joueurs. Il semble naturel alors, pour quantifier la non-localité d’un processus
causal, d’utiliser une ressource qui vérifie la causalité. Les boites non-locales semblent étre
une ressource naturelle pour cela. L’idée est donc de mesurer la non-localité en comptant
le nombre de boites non-locales requises pour simuler une distribution causale [BP05,
CGMPO5].

Enfin, I'utilisation de boites non-locales comme ressource pour le calcul permet de
réaliser une tache cryptographique. En effet, puisque les boites non-locales ne permettent
pas de transférer de 'information entre les joueurs, I’évaluation d’une fonction booléenne
avec de telles boites interdit a un joueur d’apprendre la moindre information sur I'entrée
de l'autre. En cryptographie, on dit que I’évaluation de la fonction est sécurisée.

Ce lien entre boites non-locales et cryptographie a déja été plusieurs fois étudié [WWO05,
BCU™06]. L’objectif ici est d’appliquer les conséquences de I’étude de la complexité en
boite non-locale a la complexité de I’évaluation sécurisée. Traditionnellement, les res-
sources qui permettent de réaliser cette tache sont soit le ET sécurisé, soit un boite qui
réalise un tache appelée “oblivious transfer”. Notre approche permet de donner les bornes
sur la quantité de ressources nécessaires pour réaliser ’évaluation sécurisée, repondant a
une question posée par Beimel et Malkin en 2004 [BMO04].

Bornes inférieures algébriques et combinatoires

Pour prouver des bornes inférieures en complexité de la communication, nous avons
étudié deux méthodes. La premiere, basée sur la complexité de Kolmogorov, utilise des
concepts proches de la théorie de I'information. Elle généralise plusieurs méthodes connues
et permet de dégager la structure combinatoire des preuves. La seconde utilise la struc-
ture géométrique des distributions causales. Elle est définie pour toutes les distributions
causales, et permet en particulier de retrouver la borne inférieure de Linial et Shraib-
man pour les fonctions booléennes, qui a son tour généralise de nombreuses techniques
connues [LSO8b]. La preuve en elle-méme présente un intérét, car elle considere le dual
de la quantité utilisée par Linial et Shraibman.

Ces deux méthodes ont en commun le fait d’étre tres générales, dans le sens ou elles



permettent de généraliser plusieurs méthodes connues. Une question naturelle est de
demander comment les deux se comparent I'une a 'autre. Nous n’avons malheureusement
pas de réponse précise a cette question mais seulement quelques indications. Certains
résultats permettent de comparer des méthodes déduites de nos méthodes principales.

— La distribution quantique de Deutsch-Josza [BCT99] nécessite une quantité linéaire
de communication. Nous prouvons que les méthodes algébriques ne permettent pas
de retrouver ce résultat. La preuve originale de la borne inférieure est basée sur
une séparation exponentielle entre communication classique et quantique, pour le
probleme EQ’, un probléme partiel [BCW98]. Or cette séparation est prouvée jus-
tement en utilisant la méthode des rectangles, une méthode déduite de la méthode
de Kolmogorov.

— La VC-dimension d'une matrice permet de donner une borne sur la complexité de
la communication a sens unique du probleme de communication associé. De plus,
cette méthode est déduite de la méthode de Kolmogorov. Linial et Shraibman ont
prouvé qu’elle est incomparable avec leur méthode.

— La borne de corruption, formalisée apres avoir servi plusieurs fois de maniere impli-
cite [Raz92, KS92|, est également déduite de la méthode de Kolmogorov. Or on sait
que pour tout probleme cette méthode est au moins aussi bonne que la méthode
“discrepancy” [BPSWO06], qui est une technique algébrique qu’on peut retrouver en
utilisant le résultat de Linial et Shraibman [LSO8b].

Le premier résultat est sur les distributions de probabilité, tandis que les deux suivants
portent sur les fonctions booléennes. Ces résultats semblent indiquer que les méthodes
combinatoires sont plus fortes dans le modele probabiliste. En effet, elles peuvent étre
utilisées pour prouver des séparations plus grandes. Pourtant, il est difficile d’imaginer
comment comparer les méthodes générales.

Une des ces deux méthodes peut-elle caractériser la complexité de la communication ?

Si on savait montrer qu’une technique était meilleure que I'autre, cela nous donnerait un
meilleur candidat pour cette caractérisation. L'une des conjectures les plus importantes en
complexité de la communication est celle du log rank [MS82]. Elle affirme que la complexité
de la communication est équivalente, a un polynome pres, au logarithme du rang de la
matrice qui définit le probleme. La force de cette conjecture est qu’elle peut étre formulée,
sous des formes légerement différentes, a toutes les variantes du modele de base. Par
exemple, la méme conjecture existe pour la complexité de la communication probabiliste,
mais avec une version approchée du rang. Or, il a été prouvé que la méthode de Linial
et Shraibman était équivalente (2 un polynéme pres) au rang approché [LS09]. Ainsi, la
conjecture est équivalente a montrer que la méthode de Linial et Shraibman caractérise
la complexité de la communication des fonctions booléennes. Ceci impliquerait alors qu’il
n’existe pas de grande séparation entre communication classique et quantique. Dans le cas
général, on sait que ceci est faux car on connait des fonctions (partielles) pour lesquelles
de larges séparations existent. Néanmoins on conjecture que c¢’est vrai pour les fonctions
totales. L'une des raisons qui rend cette conjecture réaliste, c’est qu’elle est vraie dans
un autre modele, la complexité en requéte [BBCT01]. On ne sait pas vraiment comment
interpréter le fait que les fonctions sont totales en terme d’information. Les méthodes
algébriques pourraient fournir une interprétation structurelle de cette propriété.

On voit ainsi que I'étude de ces mesures de complexité a une portée tres importante.

La partie visible, immédiate et appliquée a l'informatique est sans doute la question
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des séparations entre la communication classique et la communication quantique. Mais
ce n'est qu'un cas particulier d'une question plus large. Le principal enjeu derriere ces
questions est de mieux comprendre ce modele de calcul, et a travers cela la physique
quantique comme processus de traitement de I'information.
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Résumé des résultats

Nous résumons ici les résultats présentés dans la suite. Les théoremes, lemmes, corol-
laires et propositions écrits en gras sont, a notre connaissance, nouveaux.

Chapitre 1

Dans le premier chapitre, nous allons exposer les concepts qui nous seront utiles dans
la suite. Ceci recouvre la complexité de la communication, la complexité de Kolmogorov
et la théorie des distributions causales.

La section 1.1 présente la complexité de la communication. Nous définissons d’abord le
modele déterministe, et détaillons la structure combinatoire de celui-ci. La proposition 1.1
et le corollaire 1.1 rappellent le lien entre complexité de la communication déterministe
et partition en rectangles monochromatiques. Nous donnons également la définition de
rectangle e-monochromatiques.

Nous définissons ensuite les modeles probabiliste et distributionnel. Dans le cas proba-
bilitste, nous rappelons le théoreme de Newman (théoréme 1.1) sur I’aléa d’un protocole
de communication probabiliste. Nous rappelons ensuite le théoreme du minmax de Yao
(théoreme 1.2), qui montre que les deux modeles sont équivalents.

Le troisieme modele que nous définissons est le modele de communication quantique.
Pour cela, nous donnons d’abord une courte introduction a l'informatique quantique.
Ceci nous permet de présenter le concept d’intrication, et de donner un premier apercu
du paradoxe EPR et du théoreme de Bell. Nous pouvons ensuite définir les deux modeles
de communication quantique : le modele de Yao, et le modeéle de Buhrman et Cleve.
Nous terminons cette introduction en rappelant un résultat important de communication
quantique : le théoreme de factorisation de Yao, Kremer et Klauck. Nous terminons la
section sur la complexité de la communication en rappelant quelques méthodes de bornes
inférieures connues.

La section 1.2 donne les bases de la complexité de Kolmogorov. Nous définissons
directement la complexité préfixe, plus pratique pour nos applications. La proposition 1.3
donne une borne supérieure sur la complexité. Cette borne est optimale a une constante
additive pres, comme le montre 'existence d’éléments incompressibles (proposition 1.4).
Nous donnons ensuite quelques manipulations élémentaires utiles sur la complexité de
Kolmogorov (proposition 1.5 et corollaire 1.2). Enfin, nous montrons comment intégrer
des éléments de théorie du codage a la complexité de Kolmogorov (proposition 1.6 et 1.7).

Dans la section 1.3, nous donnons quelques éléments de la théorie des distributions
causales. Apres avoir défini le probleme de la simulation, nous donnons un apergu de la
structure géométrique du probleme, en définissant les probabilités locales et quantiques.

xxiii



Nous détaillons plus particulierement la structure des distributions binaires, pour
lesquelles nous donnons une représentation vectorielle spécifique (proposition 1.9). Nous
montrons les liens entre ces distributions et les fonctions booléennes, et rappelons le
théoreme de Tsirelson (théoreme 1.10), qui caractérise les distributions quantiques. Nous
donnons également la caractérisation des points extrémaux du polytope causal dans le
cas des distributions binaires a marginales uniformes (théoreme 1.11).

Enfin, dans une derniere section, nous donnons I'inégalité de Hoeffding (théoreme 1.12)
qui permet de borner la déviation d’une somme de variables aléatoires. Nous en donnons
ensuite un corollaire appliqué a I'informatique (corollaire 1.3).

Chapitre 2

Au chapitre 2, nous étudions les propriétés combinatoires de la complexité de la com-
munication. Les résultats de cette section sont présentés dans 'article Kolmogorov com-
plezity and combinatorial methods in communication complexity [KL09], écrit en collabo-
ration avec S. Laplante.

Nous donnons d’abord une borne inférieure générale sur la complexité de la commu-
nication (théoréme 2.1). Ce théoreme utilise la notion d’information mutuelle au sens
de Kolmogorov. Nous appliquons ensuite notre théoreme pour prouver la borne inférieure
des rectangles (théoréme 1.7) et la borne de corruption (théoreme 1.8).

Dans la section 2.3, nous nous intéressons a la complexité de la communication pro-
babiliste. Nous donnons une borne inférieure générale pour ce modele (théoréme 2.3),
ainsi qu'une alternative au principe de Yao, basée sur la complexité de Kolmogorov
(lemme 2.1).

Nous donnons ensuite deux applications de notre méthode dans le cas probabi-
liste. Dans la section 2.4.1, nous montrons comment prouver les bornes inférieures
VC-dimension et coefficients d’éclatement (théoreme 2.4). Dans la section 2.4.2, nous
appliquons notre méthode a un probleme concret : le probleme du couplage caché. Nous
montrons qu’on peut retrouver la borne inférieure en y/n (théoréme 2.5). Notre preuve se
base sur une propriété des graphes aléatoires, que nous avons développée pour ce probleme
(theoréme 2.7). Ce résultat est présenté a la section 2.4.3

Enfin, a la section 2.5, nous montrons un résultat comparant la communication a
sens unique avec la communication simultanée. Nous montrons que les deux modeles
sont équivalents dans le cas de la complexité distributionnelle a marginales uniformes.
Comparé aux résultats précédemment connus, notre analyse améliore sensiblement le
traitement des erreurs des protocoles (théoréme 2.8).

Chapitre 3

Les résultats du chapitre 3 sont issus de larticle The communication complezity of
non-signaling distributions [DKLR09], écrit en collaboration avec J. Degorre, S. Laplante
et J. Roland.

La premiere section définit le concept de dilution dune distribution. Il s’agit de
Iopération consistant a mélanger une distribution de probabilité avec du bruit. Nous
montrons qu’on peut ajouter du bruit a une distribution de maniere a la rendre locale
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(théoréme 3.1). Nous utilisons cette propriété pour prouver les bornes inférieures de la
section 3.2 (théoréme 3.2).

Dans la section 3.3, nous étudions en particulier la simulation des distributions binaires
a marginales uniformes. Nous donnons quelques résultats de structure spécifiques a ce
cas la (proposition 3.2 et lemme 3.1). Ceci nous permet de donner une nouvelle
expression de nos mesures de complexité comme jauge des ensembles des distributions
locales et quantiques (propositions 3.3 et 3.4). Enfin, les symétries spécifiques au cas
des marginales uniformes permettent d’améliorer les bornes inférieures obtenues dans le
cas général (théoremes 3.4, 3.5 et 3.6).

Dans la section 3.4, nous donnons une expression duale de nos bornes (théoréme 3.7).
Pour prouver cette expression, nous utilisons la dualité au sens de Lagrange. Ces expres-
sions nous permettent d’interpréter nos mesures de complexité de maniere tres naturelle
en termes de violation d’inégalités de Bell et de Tsirelson. Nous appliquons ensuite nos
travaux au jeux XOR. Nous montrons qu’il existe une bijection entre les jeux XOR et
les inégalités de Bell sur les corrélation (lemme 3.3). Ceci nous permet de relier notre
borne inférieure avec la valeur des jeux XOR (théoréme 3.8).

Dans la section 3.5, nous comparons dans le cas général les violations des inégalités de
Bell et de Tsirelson. Dans le cas des distributions binaires a marginales uniformes, on peut
faire la comparaison des deux en utilisant 'inégalité de Grothendieck (théoreme 3.9). Nous
étendons cette analyse au cas général (théoréme 3.10). Ceci est un nouveau théoreme
de structure sur ’ensemble des distributions causales.

Enfin, dans une derniere partie, nous donnons des bornes supérieures sur le probleme
de la simulation des distributions causales avec erreur. Nous donnons d’abord deux nou-
veaux protocoles pour calculer des fonctions booléennes (théoremes 3.12 et 3.13). Nous
donnons ensuite deux protocoles pour simuler les distributions arbitraires : le premier
dans le modele classique simultané avec aléa partagé, le second dans le modele quantique
simultané sans ressource partagée(théoréme 3.14). En combinant ces résultats avec les
bornes inférieures et le théoreme 3.10, cela nous donne des protocoles pour simuler sans
interaction la communication quantique avec intrication (théoréme 3.3).

Chapitre 4

Dans le chapitre 4, nous traitons de la complexité en boite non-locale. Les résultats
présentés font 'objet d’un rapport technique dont le titre est Non-local box complexity
and secure function evaluation [KKLRO09], écrit en collaboration avec I. Kerenidis, S.
Laplante et J. Roland.

Dans la section 4.1, nous définissons les boites non-locales, et les modeles de complexité
en boite non-locale déterministe et probabiliste.

Dans la section 4.2, nous analysons la complexité déterministe. Nous introduisons la
notion de rang d’une matrice sur corps fini, et rappelons le lien entre rang et interpolation
polynomiale (lemme 4.2). Nous analysons ensuite le protocole de van Dam permettant
de calculer toute fonction en utilisant des boites non-locales et un seul bit de commu-
nication. Nous montrons que ce protocole est optimal pour la complexité simultanée.
Ceci nous permet de caractériser exactement le modele de complexité en boite non-locale
déterministe simultanée (théoréme 4.2). Nous donnons ensuite des exemples de fonction
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pour lesquelles il existe un écart exponentiel entre la complexité simultanée et le modele
général (proposition 4.3). Pour terminer, nous comparons la complexité en boite non-
locale et la complexité de la communication dans le modele déterministe (corollaire 4.1
et proposition 4.4).

Dans la section 4.3, nous étudions la complexité en boite non-locale probabiliste. Nous
donnons des bornes en fonction :

— du rang approché sur Z/27Z pour la complexité simultanée (théoréme 4.3),

— de la complexité de la communication simultanée pour le modele général

(théoreme 4.5),

— des normes de factorisation pour le modele général également (corollaire 4.2).

Dans la section 4.4, nous montrons comment utiliser les boites non-locales pour simuler
les corrélations quantiques et au-dela. Cela permet de simuler un processus causal en
utilisant une ressource qui respecte également la causalité (théoréme 4.6).

Enfin, dans la section 4.5, nous étudions les conséquences de notre travail sur 1’évalu-
ation sécurisée des fonctions booléennes. Dans le modele honnéte mais curieux (déter-
ministe), nous étudions le ET sécurisé. Nous caractérisons le nombre de ET nécessaire
et suffisant pour évaluer une fonction de maniere sécurisée (théoréeme 4.7). Dans le
modele malicieux (probabiliste), nous donnons une borne supérieure sur le nombre suf-
fisant de boites OT en fonction de la complexité en boite non-locale (théoréme 4.8).
Nous donnons une borne inférieure sur le nombre de boites OT requises en fonction de la
complexité de la communication (théoréme 4.9). La preuve de ce point utilise également
les boites non-locales pour réaliser I'inversion des boites OT.
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Chapitre 1

Concepts

Dans ce chapitre, nous allons présenter les concepts informatiques sur lesquels nous
allons travailler. Le premier de ceux-ci est le modele de complexité proposé par A.C.C.
Yao pour modéliser la communication. Nous définirons le modele dans trois paradigmes
de calcul : déterministe, probabiliste et quantique. Pour définir ce troisieme cas formelle-
ment, nous allons également donner quelques bases de calcul quantique général. Ensuite,
nous allons donner les bases de la complexité de Kolmogorov, une branche de la logique
qui a pour but de donner une caractérisation algorithmique de la notion d’aléatoire. La
troisieme partie sera consacrée a la définition des distributions de probabilité causales.
Nous en donnerons la définition et quelques propriétés élémentaires. Nous donnerons
également des exemples d’expériences donnant lieu a de telles distributions. Ceci nous
permettra de donner une idée de la structure géométrique sous-jacente.

1.1 Complexité de la communication

La complexité de la communication est un modele de calcul qui considere des fonc-
tions dont des entrées sont réparties entre plusieurs agents. Ce modele a été introduit
en 1979 par A.C.C. Yao [Yao79]. L'importance de ce modele vient de ses nombreuses
applications, parmi lesquelles les circuits VLSI [Yao79, Len90], la profondeur des cir-
cuits booléens [KW90], les compromis temps-espace [BNS92], les bornes inférieures sur
la complexité des algorithmes streaming [AMS99]...

Dans la section 1.1.1, nous commencons par définir la complexité de la communication
déterministe. Nous expliciterons les liens entre la complexité de la communication et les
partitions d’ensemble. Pour cela, nous définirons formellement la notion de rectangle
monochromatique et e-monochromatique.

Dans la section 1.1.2, nous définirons les modeles probabilistes et distributionnels.
Nous rappellerons le théoreme du minmax de Yao [Yao83|, qui montre que ces deux
modeles sont équivalents. Nous donnerons également le théoreme de Newmann [New91]
qui permet de comparer la communication dans les cas de 1'aléa partagé et de I’aléa privé.

Enfin, dans la section 1.1.3, nous donnerons les bases du calcul quantique. Cette intro-
duction sera limitée a ce qui est nécessaire pour définir la complexité de la communication
quantique, et le théoreme de Bell [Bel64]. Nous rappellerons le principe de la téléportation
quantique [BBC'93] et du codage super-dense [BW92] et donnerons leurs conséquences
sur la complexité de la communication. Enfin, nous rappellerons ce qui est sans doute le



résultat le plus important de complexité de la communication quantique : le lemme de
factorisation de Kremer-Klauck [Kre95, Kla07], également prouvé par Yao [Yao93].

1.1.1 Modele deterministe et partitions

Nous allons définir le modele de communication a deux joueurs. Le modele avec un
nombre supérieur de joueur est défini de maniere similaire. On fixe deux ensembles finis
X et Y, tous les deux de taille N, et n = log N. Ici et dans la suite, la fonction log sera
toujours le logarithme & base 2. En général, k bits permettent de compter jusqu’a 2%,
Inversement, si on veut donner un code binaire pour tous les éléments d’un ensemble de
taille K, on a besoin de [log K| bits, ol [z] est le plus petit entier supérieur ou égal a z.

Soit f une fonction de X x Y dans {0,1}. Notons que cette fonction peut étre
représentée par une matrice My de taille | X x Y|, et telle que M|z, y] = f(x,y). On
appelle cette matrice la matrice de communication du probleme.

Le scénario qu’on étudie est le suivant. Deux joueurs, Alice et Bob, recoivent res-
pectivement un élément z € X et y € Y. Leur but est de calculer f(z,y) et pour
cela, ils vont s’échanger des messages suivant une procédure appelée protocole de com-
munication. Les messages échangés par les joueurs dépendent de leur propre entrée et
des messages précédemment regus. Supposons que chaque message envoyé se limite a
un seul bit. A chaque étape d'un protocole, on peut représenter la communication par
une chaine booléenne obtenue en concaténant tous les messages envoyés. Ainsi, chaque
message d’Alice est fonction de son entrée x € X et d'une chaine booléenne v.

On peut ainsi représenter un protocole de communication par un arbre binaire, pas
nécessairement complet, dont chaque noeud interne est étiqueté par une chaine booléenne
v qui représente la communication passée et par une fonction qui représente le message
envoyé d’un joueur a l'autre. Cette fonction peut étre soit a, : X — {0, 1}, soit b, : Y —
{0,1}. Enfin, les feuilles de 'arbre sont étiquetées par une valeur dans {0, 1}.

L’exécution d’un protocole P sur une entrée (x,y) se déroule de la maniere suivante.
On commence a la racine et on parcourt ’arbre d’apres la regle suivante : a chaque noeud
v étiqueté par une fonction a,, on continue le parcours par I'aréte de gauche si a,(x) = 0
et 'aréte de droite sinon. On fait de méme pour les arétes étiquetées par une fonction b,,
en fonction de la valeur de b,(y). La valeur calculée est la valeur de la feuille a laquelle
on arrive en fin de parcours. On la note P(x,y). Si pour tout (z,y) € X x Y, on a
P(x,y) = f(x,y), on dit que P calcule f.

On appelle transcription d’un protocole sur une entrée la concaténation de tous les
messages envoyés. Cela correspond a un parcours complet de 'arbre, de la racine a une
feuille. La complexité en pire cas d'un protocole de communication est la longueur maxi-
male d’'une transcription parmi toutes les entrées, c’est-a-dire la profondeur de ’arbre
correspondant. La complexité de la communication d’une fonction f est le cotit minimum
d’un protocole calculant f. On la note D(f).

Ce modele a une structure combinatoire tres riche et tres étudiée. La proposition
suivante montre le lien entre la complexité de la communication et I’étude des partitions
en rectangles monochromatiques. Un ensemble S C X x Y est appelé un rectangle s’il
existe RC X et T'CY tels que S = R x T. On dit de plus que S est monochromatique
pour f (ou f-monochromatique, ou juste monochromatique s’il n’y a pas d’ambiguité) si
f est constante sur S.



Proposition 1.1 ([Yao79]). Soit P un protocole de communication déterministe calculant
une fonction f. Fixons une transcription du protocole T'. Soit R l’ensemble des entrées
donnant lieu a la transcription T, alors R est un rectangle f-monochromatique.

En fixant une transcription particuliere, on fixe a fortiori la réponse du protocole.
Comme le protocole est déterministe, la fonction est calculée sans erreur. C’est ainsi
qu’on déduit que '’ensemble des entrées conduisant a une transcription donnée est mono-
chromatique. Le fait que cet ensemble est un rectangle vient du fait que chaque message
est indépendant de l'entrée de 1’autre joueur.

La propriété précédente est au coeur de nombreuses méthodes de bornes inférieures.
Elle permet en effet de déduire le corollaire suivant, qui relie la complexité de la commu-
nication avec le nombre de rectangles monochromatiques nécessaires pour partitionner
I’ensemble des entrées..

Corollaire 1.1. Un protocole de communication de complexité t pour f induit une par-
tition de X x Y en au plus 2' rectangles monochromatiques pour f.

Si on considere 'arbre de communication qui représente un protocole de communica-
tion, t est la hauteur de I'arbre. L’arbre étant binaire, 2¢ est donc le nombre maximal de
feuilles.

Le corollaire précédent permet de donner une méthode élémentaire pour prouver des
bornes inférieures. La contraposée nous dit en effet que si X x Y ne peut étre partitionné
en moins de ¢ rectangles monochromatiques pour f, alors D(f) > logt. On ne sait pas en
revanche si la réciproque est vraie. Le probleme vient du fait qu’il existe des partitions qui
ne peuvent pas étre obtenues avec un protocole de communication (voir a ce sujet [KN97]).
Il est néanmoins possible qu’'une partition optimale puisse toujours étre atteinte par un
protocole de communication, ce qui montrerait que la réciproque est vraie.

Complexité
du protocole

FiGc. 1.1 — Un arbre représentant un protocole de communication - La transcription 011
conduit a la sortie 1



Plus loin, nous allons introduire les modeles de complexité de la communication pro-
babiliste et distributionnel. Dans ces cas la, au lieu de considérer des partitions en rec-
tangles monochromatiques, on considérera des partitions imparfaites, c’est a dire avec
des rectangles “presque” monochromatiques. Nous en donnons la définition formelle.

Définition 1.1. Fizons une fonction f: X xY — {0,1}, une distribution p sur X xY,
et une constante € > 0. Un rectangle R = S X T est dit (i, €)-monochromatique s’il existe

be{0,1} tel que p({(z,y) € R: f(z,y) = b}) > (1 — &)u(R).

Enfin, avant de conclure, nous donnons la liste des principales variantes du modele
que nous allons rencontrer. Les deux premieres variantes imposent des restrictions sur les
regles d’envoi des messages. La derniere concerne le type de probleme qu’on cherche a
résoudre.

— Communication @ sens unique : un joueur envoie un unique message a l'autre, qui
doit donner la valeur de la fonction. On note la complexité de la communication a
sens unique DA~F ou DP~4 suivant la direction de la communication.

— Communication simultanée : les deux joueurs envoient simultanément un message a
un arbitre qui doit donner la valeur de la fonction. Dans ce cas, on note la complexité
de la communication DIl

— Complexité d’une relation : on fixe une relation R C X XY x Z. Les joueurs recoivent
respectivement x € X et y € Y et leur but est de donner une valeur de z telle que
(x,y,2) € R. On suppose qu'il existe toujours un tel z.

1.1.2 Modeles de communication probabiliste et distributionnel

Il y a deux manieres de rendre probabiliste le modele initial. La premiere consiste a
donner aux joueurs la possibilité de tirer a pile ou face. On dit alors que le protocole est
probabiliste. Dans ce cas, on peut supposer sans perte de généralité que tous les tirages
sont faits avant le début de I'exécution de celui-ci. Les tirages peuvent étre privés, ou
bien étre visibles par les deux joueurs. On dit alors que l'aléa est partagé ou public. Si
on fixe 'aléa d'un protocole, celui-ci devient par définition déterministe. On peut donc
voir un protocole probabiliste comme une distribution sur des protocoles probabilistes.
La définition de la correction est que pour chaque entrée, le protocole fait peu d’erreur,
en moyenne sur l'aléa des joueurs.

La seconde possibilité est de mettre une distribution de probabilité sur les entrées.
Les joueurs regoivent alors leurs entrées suivant cette distribution. Ils exécutent ensuite
un protocole déterministe qui, pour chaque entrée, donne une bonne ou une mauvaise
réponse. La définition de la correction d’un protocole est alors que celui-ci fait peu d’er-
reurs, en moyenne sur les entrées, suivant la distribution fixée au départ.

On va supposer qu’avant 1’exécution d’un protocole probabiliste, chaque joueur regoit
avant de démarrer une chaine aléatoire, r4 € R4 pour Alice et rg € R pour Bob, ol les
ensembles R4 et Rp sont finis. Sans perte de généralité, on suppose que les chaines sont
uniformément distribuées. Ainsi, chaque message qu’un joueur envoie a l’autre est fonction
de son entrée, de I'historique, et de cette chaine. Si P est un protocole probabiliste, on
notera P"4"B le protocole déterministe obtenu par ’exécution de P en utilisant les chaines
aléatoires r4 et rg.



Définition 1.2. Soit f : X x Y — {0,1} une fonction booléenne et P un proto-
cole probabiliste. P est dit e-correct pour f si pour tout (x,y) € {0,1}" x {0,1}",
PrObT’A,T’B(.f(x>y) = PTA’TB(x>y)) Z 1 —&.

La complexité de la communication probabiliste est alors le cotit du meilleur protocole
e-correct pour f. On la note R.(f). Dans le cas de l'aléa partagé, on considere que les
joueurs regoivent une chaine aléatoire r € R. Dans ce cas, on note la complexité de la
communication RP"(f). Bien entendu, I'aléa partagé ajoute de la puissance de calcul au
modele. Les joueurs partagent de l'information qui peut éventuellement les aider, sans
avoir a payer pour se ’échanger. Concretement, les joueurs peuvent simuler I'aléa privé
avec de l'aléa partagé, en ignorant simplement que celui-ci est public. Pour toute fonction
f, on a donc RP"(f) < R.(f). Dans Pautre sens, le théoréme suivant, di a I. Newman,
donne une majoration de la différence maximale entre les deux modeles.

Théoréme 1.1 ([New9l]). Soit f: X xY — {0,1} une fonction booléenne. Pour tout
§ >0 et tout e > 0, on a R.5(f) < RP(f) + O(logn + logd™t), o n = logN et
N = max{| X, [V ]}.

La preuve du théoreme précédent est constructive et montre comment concevoir un
protocole avec aléa privé a partir d'un protocole dont 1’aléa est public. La preuve est
basée sur 'argument suivant, qu’on utilisera plus tard. il existe un petit ensemble de
chaines aléatoires - de l'ordre de n éléments - tel que si le choix de 'aléa est restreint
a cet ensemble, 'erreur augmente peu. Il suffit alors a Alice de tirer elle-méme ’aléa,
et d’envoyer l'indice de sa chaine a Bob. Ceci définit un protocole avec aléa privé, avec
une légere augmentation de l'erreur. Il faut bien noter que cet argument fonctionne bien
dans le cas de la communication a sens unique, mais n’est plus vrai dans le cas de la
communication simultanée. C’est cette interprétation du théoreme que nous allons utiliser
dans les démonstrations a suivre.

Dans le cas de la complexité de la communication distributionnelle, on ne mesure plus
la correction d’un protocole suivant son aléa, mais suivant la distribution sur les entrées.

Définition 1.3. Soit f: X x Y — {0,1} une fonction booléenne, p une distribution de
probabilité sur X XY et P un protocole déterministe. P est dit (u,€)-correct pour f si
PTObM(f(ZIZ',y) = P(Z’,y)) Z 1—e.

Pour une distribution p fixée, on note D¥(f) le cout du meilleur protocole (u,¢e)-
correct pour f. La complexité de la communication distributionnelle est alors définie par
D.(f) = max, D2(f).

Le théoreme du minmax de Yao montre que ces deux modeles sont strictement iden-
tiques. L’intérét du théoreme est qu’il permet de ramener ’étude d’une structure pro-
babiliste, objet difficile a appréhender en général, a une structure déterministe fixe. Par
exemple, pour prouver une borne inférieure sur la complexité probabiliste, il suffit de fixer
une distribution et d’étudier la complexité déterministe. Intuitivement, on veut fixer une
distribution qui met plus de poids sur les entrées difficiles a calculer.

Théoréme 1.2. [Yao83] Pour toute fonction f: X xY — {0,1}, RP(f) = D.(f).

Les variantes que nous avons donné dans le cas déterministe peuvent étre envisagées
dans le cas probabiliste. Il s’agissait de la complexité a sens unique, de la complexité
simultanée, et du calcul des relations.



Pour la complexité de la communication distributionnelle, il existe une autre va-
riante qui consiste a limiter le type de distribution qu’on considere sur les entrées. Le cas
intéressant est de se limiter aux distributions produits, c’est-a-dire les distributions p sur
X XY, telles qu'il existe puy sur X et ps sur Y avec p = 1 ® po. On note la complexité de
la communication distributionnelle d’une fonction f restreinte aux distributions produits

DY(f)

1.1.3 Modele de communication quantique
Eléments de calcul quantique

Nous allons commencer par donner quelques notions de calcul quantique. Cette in-
troduction sera limitée aux axiomes fondamentaux, et aux opérations les plus simples.
L’objectif est de pouvoir définir formellement la complexité de la communication quan-
tique, et de pouvoir présenter le théoreme de Bell mentionné dans I'introduction.

Représentation des états : un état quantique est un vecteur unitaire dans un
espace de Hilbert complexe H. En physique quantique, on utilise la notation bra-ket
pour les représenter. Par exemple, si H = C2?, on appelle les états des qubits. Fixons
une base orthonormée de C? notée {|0),|1)}. Par exemple, si la base considérée est la
base canonique, on a [0) = (0,1) et |1) = (1,0). Un qubit peut alors toujours étre
décomposé sous la forme |¢) = «|0) + B|¢), ot « et [ sont des nombres complexes
vérifiant |a|? + |3]* = 1. De maniere analogue au calcul classique, |0) et |1) peuvent
étre utilisés pour représenter les booléens 0 et 1. Mais de maniere générale, on dit qu'un
qubit est une superposition des états |0) et |1). La notation (p| est utilisée pour noter le
transconjugué de |¢) en tant que vecteur de H. Par suite, pour tout état quantique |p),
on a (plp) = 1.

Il existe d’autres bases que {|0),|1)}. Par exemple, {%(|O> + 1)), %(|O> —|1))} est
également une base de C2. On la note {|+),|—)}.

Lorsqu’on a deux qubits, ils appartiennent a ’espace de Hilbert C? @ C2, 'espace
vectoriel engendré par les éléments |u) ® |v) avec (|u),|v)) € C* x C?. Les notations
|u) @ |v), |u)|v) et |uv) sont équivalentes.

Evolution : L’évolution d’un état quantique peut étre décrite par une transformation
unitaire. L’effet d’une transformation peut étre décrit par son action sur une base. Par
exemple, les trois transformations X, Y et Z suivantes sont appelées les opérateurs de
Pauli :

— la transformation X est défini par X |0) = [1) et X|1) = |0),

— la transformation Y est défini par Y|0) =i|1) et Y|1) = i|0),

— la transformation Z est défini par Z|0) = |0) et Z|1) = —|[1),

— enfin, la transformation de Hadamard H est défini par H|0) = |+), et H|1) = |-).

Il existe également des opérations portant sur 2 qubits. Par exemple, 'opérateur
CNOT (ou porte CNOT) est définie par CNOT'|0u) = |Ou) et CNOT|1u) = |1) @ (X |u)).
Intuitivement, cette porte inverse le second qubit si le premier est 1 et le laisse inchangé
sinon.

En ajoutant un petit nombre de transformations a celles que nous venons de décrire,
on obtient un véritable systeme de calcul. En effet, il a été prouvé que cet ensemble
d’opérateurs permet d’approximer toute transformation unitaire [Kit97, Sol95]. On peut
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ainsi simuler toutes évolutions avec un petit nombre d’opérations élémentaires.

Mesure : Contrairement a l'information classique, la mesure d’un systéeme quan-
tique perturbe celui-ci. Intuitivement, une mesure d’'un état |p) est la donnée d’une
décomposition de 'espace de Hilbert sous-jacent au probleme en sous-espace. La mesure
de |¢) donne comme résultat un sous-espace de cette décomposition avec une probabilité
proportionnelle au module du coefficient de |¢) dans la décomposition. De plus, apres la
mesure, |@) est projeté sur le sous-espace mesuré. La définition formelle est la suivante.

Définition 1.4. Une mesure E est définie par un ensemble d’opérateurs {FE, : a € A}
sur un espace de Hilbert H vérifiant les axiomes suivants :

1. Bl =E,
2. E,Ey = 0o-uE,
3. S E, = Idy

Ainsi, quand on effectue la mesure F sur un état |¢), la probabilité que le résultat

soit a est alors p(a) = (p|EIE,|p). Apres la mesure, 'état |p) est transformé en 1'état
Ealp)

p(a)
L’exemple le plus simple est celui de la mesure d’un qubit dans une base. Supposons

qu’on mesure |¢) dans la base {|0),]1)}. ¢ se décompose sous la forme «|0) + 5|1). La
probabilité de mesurer 0 est alors |a|? et celle de mesurer 1 est |32, Apres la mesure,
|¢) se retrouve dans un état consistant avec le résultat de celle-ci, ¢’est a dire |0) si on a
mesuré 0, et |1) sinon.

Nous donnerons plus loin une définition plus générale des mesures. Cette définition
nous servira a définir les distributions de probabilité quantiques.

Etats intriqués, paradoxe EPR et théoreme de Bell

L’existence de l'intrication vient de la structure de produit tensoriel dans laquelle
vivent les qubits multiples. Le produit tensoriel d’ensembles est engendré par les produits
d’éléments. Tout élément d’un produit tensoriel d’ensemble peut donc s’écrire comme
combinaison linéaire de produits d’éléments. Cependant, un élément d’un produit tenso-
riel d’ensembles ne peut pas nécessairement étre décomposé lui-méme comme produit.

Considérons ’état quantique %. On appelle cet état [’état de Bell ou paire EPR.
Rappelons que par définition |00) = |0) ®|0), et |11) est défini de manieére similaire. Ainsi,
la paire EPR est bien une combinaison linéaire d’états produits, mais on peut montrer
qu’elle n’est pas elle méme un produit tensoriel d’état.

Lorsqu’on mesure le premier qubit d’une paire EPR dans la base {|0),|1)}, on obtient
0 ou 1 tous les deux avec probabilité 1/2. De plus, si on a obtenu 0, 'état est projeté sur
|00), et sinon sur |11). On approche ici du paradoxe EPR, car si on mesure maintenant le
second qubit dans la méme base, on obtient toujours un résultat identique a la premiere
mesure. Imaginons alors I'expérience suivante : Alice et Bob préparent une paire EPR
dans un laboratoire, et chacun rentre chez lui en emmenant un qubit de cette paire.
Lorsqu’Alice rentre chez elle, si elle mesure son qubit, le second se retrouvera dans un
état consistant avec sa mesure. On pourrait avoir I'impression qu’Alice agit a distance
sur le qubit de Bob, et de maniere instantanée.
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Ce qu’il faut remarquer dans ’expérience que nous venons de décrire, c’est qu’il n’y
a pas de transfert d’information entre Alice et Bob. En effet, si Bob connait a I’avance
la mesure qu’Alice va faire sur son qubit, toute I'information est connue a I'avance. La
corrélation entre les valeurs observées par les deux joueurs peut alors étre reproduite avec
des ressources classiques, comme l'aléa partagé.

Supposons maintenant que les joueurs choisissent la mesure qu’ils vont faire sur leur
qubit en secret. Par exemple, avec probabilité 1/2, Alice va mesurer dans la base {|0), |1)}
et avec probabilité 1/2 dans la base {|+), |—)} décrite plus haut. Peut-on alors reproduire
les corrélations entre les résultats des mesures avec de ’aléa partagé? La réponse a cette
question est négative, et c’est précisément ce qu’affirme le théoréme de Bell [Bel64].

Ce théoreme répond aux travaux d’Einstein, Podolsky et Rosen qui ont les premiers
imaginé 'expérience que nous venons de décrire [EPR35]. D’apres ces auteurs, cette
expérience semblait contredire d’autres principes de physique. L’action a distance entre les
états quantiques semblait en effet contredire la relativité générale, qui affirme qu’aucune
information ne peut voyager plus rapidement que la vitesse de la lumiere. La proposition
de ces auteurs était, pour remédier a ce paradoxe, d’ajouter des variables cachées locales
a la théorie quantique qu’ils considéraient donc comme incomplete.

Le théoreme de Bell affirme que 1'utilisation de variables cachées locales - c’est-a-dire
d’aléa partagé dans notre contexte - ne permet pas de retrouver les prédictions de la
physique quantique. De plus, il n’y pas non plus de contradiction avec la théorie de la
relativité. En effet, il n'y a pas de transfert d’information d’un joueurs a l'autre. Bob
n’apprend rien sur la mesure qu’Alice a choisi de faire, et vice versa. La causalité est bien
respectée. Nous reviendrons en détail sur cette notion a la section 1.3.

Du théoreme de Bell, on peut déduire que la physique quantique est non-locale. Les
deux état intriqués ne peuvent étre considérés comme deux entités indépendantes, et
I’action de mesurer 'un a un effet immédiat sur 'autre, bien qu’il n’y ait pas de transfert
d’information.

D’un point de vue informatique, l'intrication peut étre utilisée pour simuler de 1’aléa
partagé. Il suffit pour cela de mesurer les deux qubits d'une paire EPR dans la base
{]0),]1)}. Mais d’apres le théoreme de Bell, la réciproque est fausse. On ne peut pas
utiliser de I'aléa pour simuler le résultat des mesures sur une paire EPR. C’est pourquoi
la puissance calculatoire de I'intrication semble supérieure a celle de ’aléa partagé.

Communication quantique

Il y a deux facons d’envisager la communication quantique :

— Au lieu d’envoyer des bits classiques, les joueurs échangent des qubits. Ce modele
a été proposé par Yao [Yao93].

— Alice et Bob partagent un état quantique intriqué en dimension arbitrairement
grande, mais la communication reste classique. Cette variante a été introduite par
Buhrmann et Cleve [BC97].

On peut également combiner ces deux variantes, mais nous allons voir tout de suite que
I'intérét du modele ainsi obtenu est limité. Il est clair que les qubits peuvent simuler des
bits classiques, et que l'intrication permet de simuler de 1’aléa partagé.

On note Qo(f) (resp. Q-(f)) le cout du meilleur protocole de communication avec

échange de qubits, qui calcule f exactement (resp. avec probabilité ¢). Lorsque les joueurs
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partagent de l'intrication, on ajoute I'exposant ent, définissant ainsi Qg™ et Q. Lors-
qu’on considere que la communication est classique, mais que les joueurs partagent de
lintrication, on note les mesure de complexité associée RS™ et RE™.

Deux éléments de calculs quantiques ont des applications directes a la complexité
de la communication. La téléportation quantique [BBC193| permet de transmettre un
état quantique d’un joueur a ’autre en utilisant deux bits de communication classique et
une paire EPR. Inversement, le codage super-dense [BW92] permet de coder deux bits
classiques a l'intérieur d’un seul qubit. Le décodage nécessite lui aussi une paire EPR. Par
conséquent, si les joueurs sont autorisés a partager une quantité arbitraire d’intrication, la
nature des messages importe peu. Suivant que les messages sont classiques ou quantiques,
la communication ne varie que d’un facteur 2. On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 1.2. R™(f) =2Q(f).

Un autre résultat montre une limite a la communication quantique. Il s’agit du
théoreme de Holevo [Hol73]. Celui-ci affirme que pour transmettre I’équivalent de n bits
d’information classique, n qubits sont nécessaires. Cela semble impliquer qu’il ne peut y
avoir de différence entre communication classique et quantique, mais cette interprétation
est fausse. Nous verrons plus loin des exemples de séparation entre ces deux modeles.
L’idée est qu’en utilisant des ressources quantiques, Alice peut envoyer plusieurs bits
d’information en superposition. D’apres le théoreme de Holevo, Bob ne pourra en tirer
que ’équivalent d’un bit classique, c¢’est-a-dire que toute autre information sera détruite.
Cependant, grace a la superposition, Bob peut d'une certaine maniere choisir I'informa-
tion qu’il veut obtenir, sans avoir a la demander a Alice.

La comparaison de la communication classique et quantique est un sujet important en
complexité de la communication. Au chapitre 2, nous donnons un historique des résultats
de séparation entre ces deux modeles. L’une des questions ouvertes les plus importantes
de ce domaine est de savoir s’il existe ou non une séparation exponentielle entre com-
munication classique et quantique pour une fonction booléenne totale. En effet, une telle
séparation n’a pas été trouvée. L'un des éléments qui rend cette question pertinente est
que sous les mémes hypotheses, la différence entre les complexités en requéte classique et
quantique est au plus polynémiale [BBCT01].

En dépit des efforts deployés [dGdWO02], on ne connait pas d’équivalent quantique
du principe du minmax de Yao. Il existe néanmoins un théoreme de structure sur les
distributions issues d'un protocole quantique. Nous étendrons plus tard celui ci au cas de
la simulation des distributions causales.

Théoréme 1.3 ([Kre95, Kla07, Ya093]). Soit f une fonction booléenne et P un protocole
quantique e-correct dans lequel Alice et Bob échangent q qubits, et partagent une quantité
arbitraire d’intrication. Alors il existe une constante d et deux familles de vecteurs a, et
b, dans R tels que || ay || . || b, |< 27 et |f(z,y) — az.by| < & pour tout x,y.

1.1.4 Meéthodes de bornes inférieures en complexité de la com-
munication
L’un des nos objectifs est de classer les méthodes de bornes inférieures. Nous présentons

donc ici quelques méthodes connues pour prouver des bornes inférieures sur la complexité
de la communication, en précisant le modele dans lequel elles fonctionnent.



Méthode du rang

L’une des méthodes les plus anciennes, mais aussi les plus fortes est le rang. Le
rang qu’on considere est celui de la matrice de communication associée au probleme.
On considere de plus que le corps de base est R.

Théoréme 1.4 ([MS82]). Soit f: X xY — {0,1}. On a D(f) > lograng(My).

L’une des conjectures les plus importantes depuis que ce résultat est connu est la
conjecture du log rank. Il s’agit de savoir s’il existe une constante k telle que pour toute
fonction f, on a D(f) < (lograng(M;))* [LS93].

La méthode du rang peut étre étendue a la complexité probabiliste. Le rang qu’on
considere alors n’est plus le rang exact, mais le rang approché.

Définition 1.5. Pour tout € > 0, le rang approché d’une matrice A est défini par

e—rang(A) = min rang(A’).

8(A) A1 <A[44]A ] <e 8(4)

La rang approché permet de prouver une borne inférieure sur la complexité de la
communication quantique. Cette borne a d’abord été prouvée dans le modele sans intri-
cation [BAWO01], et a été récemment étendue au modele avec intrication partagée.

Théoréme 1.5 ([LS09]). Pour toute fonction f : X xY — {—1,1} et tout € > 0, on

a Q"(f) > §log(a.—rang(My)) — ;loglog |X[|Y| — 2loga. + log(a. — 1) — O(1), ou
1

. =

1-2¢”

Norme de factorisation

Linial et Shraibman ont proposé une méthode pour prouver des bornes inférieures
basées sur les propriétés algébriques de la matrice de communication. Ils considerent la
norme de matrice suivante :

Définition 1.6. Pour toute matrice A, on note col(A) la plus grande norme euclidienne
des vecteurs obtenus en considérant les colonnes de la matrice A. La norme ~y(A) est
alors définie par :

Y2(A) = min col(X).col(Y).

XT.y=A
La version approchée est définie par :

75 (A) = min (4).

= i - Y2
A1 <Al j]A'iyj]<a

Cette mesure permet de prouver des bornes inférieures dans plusieurs modeles de
complexité. Dans le cas quantique, la preuve est basée sur le théoreme de Kremer, Klauck
et Yao cité plus haut.

Théoréme 1.6 ([LS08b]). Pour toute fonction f: X xY — {—1,1}, et tout € > 0, on

a:
R.(f) = 275°(A) — 2log ax,
et
Q" (f) =2 72" (A) —loga. — 2,
ol = ——
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Nous reviendrons en détail sur cette méthode dans le chapitre 3. Un des intéréts de
celle-ci est qu’elle permet de retrouver de nombreuses autres méthodes connues, parmi
lesquelles la méthode “discrepancy” [CG88|, la norme trace [Raz03], la transformée de
Fourier [Raz03, Kla07], etc... Il a également été prouvé que cette méthode était équivalente
a celle du rang approché [LS09]. C’est ce qui a permis d’étendre la borne inférieure du
rang approché au cas de la communication quantique avec intrication partagée.

Toutes ces méthodes peuvent étre qualifiées d’algébriques dans le sens ot elles prennent
en compte des propriétés d’une représentation du probleme : rang de la matrice de com-
munication, coefficient de Fourier de la fonction, etc.. Ceci suppose d’avoir une structure
algébrique sous-jacente. Nous allons maintenant présenter d’autre méthodes, basées sur
les propriétés combinatoires de la fonction. Dans ce cas, les propriétés qu’on étudie sont
indépendantes de la représentation choisie du probleme.

La méthode des rectangles et ses dérivées

Dans le cas déterministe, on a donné plus haut une méthode pour prouver des bornes
inférieures. On a dit qu'un protocole de communication induisait une partition de ’en-
semble des entrées. En prenant la constraposée, on obtient le théoréeme suivant.

Théoréme 1.7 ([Yao79]). Soit f : X xY — {0, 1} une fonction booléenne. Soit X > 0 tel
que pour tout rectangle S X T monochromatique pour f, |SxT| < X, alors D(f) > |X—§Y|

On peut également étendre cette borne a la complexité probabiliste. Dans ce cas, on
ne considere pas les rectangles monochromatiques, mais les rectangles “presque” mono-
chromatiques.

Définition 1.7. Pour une fonction f: X xY — {0,1}, une distribution p sur X x Y
et une constante € > 0, on définit :

mono,(f,e) = max{u(R) : R est (u, €)-monochromatique pour f}.

Théoréme 1.8 (Borne de corruption [BPSWO06]). Soit f : X xY — {0,1} une fonction
booléenne, j une distribution sur X XY et 1/2 > ¢ > 0. On a alors

De(f) z log mono(f,2¢e)

Nous prouverons ces deux résultats par au chapitre 2. L’avantage de la borne de
corruption est qu’elle semble ne pas s’étendre au cas quantique. Cette méthode pourrait
donc servir a prouver des séparations entre communication classique et quantique.

Méthodes basées sur la théorie de I'information

L’objectif du chapitre 2 est de proposer une alternative aux méthodes basées sur la
théorie de 'information. La plupart des arguments utilisant la théorie de I'information
sont développés ad hoc pour un probleme spécifique. Nous donnons ici un exemple de
méthode utilisant la théorie de l'information.

Pour deux variables aléatoires U et V, on note H(U) l'entropie de Shannon, H(U|V)
I’entropie conditionnelle de U sachant V. L’information mutuelle entre U et V est par
définition I(U; V) = H(U) — H(U|V).
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Définition 1.8. Soit f: X x Y{0,1}. Soit u une distribution sur X xY et (X,Y) un
couple de variables aléatoires distribué suivant p. Pour un protocole P, on note P(X,Y)
la variable aléatoire sur l’ensemble des transcriptions dont la distribution est induite par
le protocole lorsque les entrées sont choisies suivant . Pour toute constante € > 0, le
cout en information de [ suivant p est le minimum, sur tous les protocoles probabilistes

e-corrects pour f de la quantité I(X,Y : P(X,Y)). On la note IC. ,(f).

Théoréme 1.9 ([BYJKS04]). Soit f : X x Y — {0,1}. Pour toute distribution p sur
X x Y et toute constante € > 0, on a R.(f) > IC: .(f).

Jain, Klauck et Nayak ont proposé une autre méthode générale basée sur la théorie
de l'information [JKNOS8]. Le point important de celle-ci est qu’elle est équivalente a la
borne corruption présentée plus haut.

1.2 Complexité de Kolmogorov

Comme nous 'avons dit dans I'introduction, la complexité de Kolmogorov a été intro-
duite indépendamment par Solomonoff, Kolmogorov, et Chaitin pour modéliser la notion
d’aléatoire [Sol64, Kol65, Cha69] dans des objets donnés. Dans nos applications, nous al-
lons utiliser directement la complexité préfixe. Cette extension de la complexité de Kolmo-
gorov a été introduite simultanément par Levin, Gacs et Chaitin [Lev74, Gac74, Cha75s].
Ceci permet de gagner un terme logarithmique dans les bornes inférieures. De plus, chaque
fois qu’on parlera d’ensemble, on sous entendra que celui ci est calculable.

Définition 1.9. Un ensemble de chaines booléennes est dit sans préfize si aucune chaine
n’est le préfive d’une autre.

Définition 1.10. Soit ¢ une machine de Turing universelle et P un ensemble sans préfize.
La complexité de Kolmogorov préfive d’une chaine v sachant y est K, (x|y) = min{|p| :
p € Pet p(p,y) = x}. En particulier la complexité de Kolmogorov de x est K,(v) =
K,(z|0) ou 8 est la chaine vide.

Ainsi définie, la complexité d’une chaine dépend de la machine de Turing ¢ et de I’en-
semble IP. Dans le cas de la complexité plein, c’est a dire sans condition sur ’ensemble des
programmes, Kolmogorov a montré qu’on pouvait lever cette ambiguité. Ce théoreme, ap-
pelé théoreme d’universalité, montre qu’on peut fixer une machine de Turing ¢ de maniere
universelle. Précisément, tout autre choix peut étre simulé avec la machine universelle ¢,
en augmentant la complexité de Kolmogorov d’au plus une constante additive. Ainsi,
le choix de ¢ définit la complexité de Kolmogorov a une constante additive pres. Ce
théoreme a plus tard été étendu a la complexité préfixe par ceux qui 'ont introduite.

Dans toute la suite, on fixe donc une machine de Turing universelle et un ensemble
préfixe. On écrira ainsi K (z) et K(z|y) pour K (z) et K, (z|y). Pour un couple, Ainsi,
K(x,y|z) = K({(z,y)|z), ou (x,y) est un code non-ambigu du couple (z,y).

Nous présentons maintenant quelques propriétés élémentaires de la complexité de
Kolmogorov. Les preuves des propositions 1.3, 1.4, 1.6 et 1.7 peuvent étre trouvées dans
la littérature consacrée [LVO08]. Dans la proposition suivante, on utilise pour coder un
élément x dans un ensemble X un programme tres simple. On fixe une énumération de
X et on donne un indice de I’élément cherché.
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Proposition 1.3. Soit X un ensemble fini et o € {0,1}*. Il existe une constante c telle
que pour tout x € X, K(x|o) <log|X|+ c.

La proposition suivante précise que le codage utilisé précédemment est en quelque
sorte optimal. Cette proposition se prouve aisément par un argument de comptage et en
utilisant le principe des tiroirs de Dirichlet.

Proposition 1.4. Soit X un ensemble fini et o € {0,1}*. Il existe un élément v € X tel
que K(z|o) >log|X|. Un tel élément est dit incompressible.

La proposition suivante est un exemple de propriété qu’on peut établir avec des ma-
nipulations élémentaires.

Proposition 1.5. Il existe une constante ¢ telle que pour tout z,y et o € {0,1}*,
K(z|o) < K(zly,0) + K(y) + c.

Démonstration. Soit py le plus court programme calculant x connaissant y et . Soit py
le plus court programme calculant y. Connaissant o, on peut calculer x en exécutant py
pour calculer y, puis en exécutant p;. Ainsi, la taille du plus court programme calculant
x est au plus |p1| + |pa] + ¢, ou ¢ est le cott de la simulation de programme que nous
venons de décrire, sur la machine de Turing universelle. O

Il existe une facon simple de rendre la constante apparaissant dans la proposition
précédente nulle. En effet, celle-ci est la longueur du programme décrivant la série d’opé-
rations nécessaires pour calculer x. Il suffit, pour annuler cette constante, de coder cette
information dans la chaine auxiliaire o.

En utilisant la proposition 1.5, on peut généraliser la proposition 1.4 au choix de deux
chaines incompressibles.

Corollaire 1.2. Soit X et Y deux ensembles. Pour tout x € X,y €Y et o € {0,1}*, Si
K(x,ylo) > log|X|+1log|Y|, alors K(x|o) > log|X| et K(y|o) > log|Y|. Deux tels = et
y sont dits mutuellement incompressibles.

Dans les propositions 1.3 et 1.4, nous avons utilisé une machine de Turing pour calculer
des entrées dans un ensemble fini arbitraire. Une extension intéressante de cette idée est
le cas ou ’ensemble est muni d'une distribution de probabilité. Dans ce cas, il est bien
connu qu’on peut utiliser celle-ci pour coder les éléments de ’ensemble. On utilise ce
codage, dit de Shannon-Fano dans la proposition suivante :

Proposition 1.6. Soit X un ensemble fini, et u une distribution de probabilité sur X.
Il existe une constante c telle que pour tout o € {0,1}*, et x € X tel que p(x) > 0,

K(z|o) < log ﬁ +c.

La encore, ce codage est en un sens optimal, comme le précise la proposition suivante :

Proposition 1.7. Soit X un ensemble fini et p une distribution de probabilité sur X.

Pour tout o € {0,1}*, il existe un élément x € X tel que u(x) > 0 et K(z|o) > log ﬁ

Les propositions 1.6 et 1.7 donnent un apercu des liens qui peuvent existent entre
théorie de I'information et complexité de Kolmogorov. Nous aurons besoin, dans la suite
de la proposition suivante, qu’on peut démontrer en utilisant la formule de Stirling. La
preuve complete se trouve dans [KN97].
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Proposition 1.8. Soient n € N et ¢ €]0, 1].

log ((;ﬂ) ~ nHy(¢)

ot Hy(e) est Uentropie d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de pa-
rametre €.

1.3 Distributions de probabilité causales

Nous allons maintenant présenter la théorie des distributions de probabilité causales.
Apres avoir présenté les définitions élémentaires, nous donnerons des exemples importants
de distributions, révélant quelques aspects de la riche structure de ces distributions.

Soient A et B deux ensembles finis. On considere une famille de distributions p, ,,
indexées par les éléments de deux ensembles finis X et Y. Chaque distribution porte sur
les éléments de A x B. Par convention, on note p, ,(a,b) = p(a, blz,y). En général, il n’y
a pas de distribution sur X x Y, donc la notation ne fait pas référence a une probabilité
conditionnelle. Cependant, dans les cas ou il y aura également une distribution sur X xY,
notamment lorsque nous aborderons les jeux a deux prouveurs sans interaction, nous
conserverons la méme notation. Pour résumer, on utilisera un vocabulaire spécifique aux
distributions causales en écrivant qu’une telle distribution p est définie sur X x Y et a
valeurs dans A x B.

Nous allons maintenant définir la causalité. On peut dire de maniere imagée que les
distributions que nous étudions sont scindées entre deux joueurs. Alice possede 'entrée
x et produit la sortie a, et Bob possede y et produit b. Dans ces conditions, la causalité
exprime le fait qu’en regardant a, on ne puisse pas obtenir d’information sur y, et vice
versa. Formellement, cela se traduit en disant que les distributions marginales d’un joueur
sont indépendantes de l'entrée de I'autre joueur.

Définition 1.11. Soit p une distribution définie sur X XY et a valeurs dans A X B, ot
X,Y, A et B sont des ensembles finis. On dit que p est causale si et seulement si pour
tout x,x',y,y
- ZbeB p(a7 b|$, y) = ZbGB p(a7 b|$, y,);
/
- ZaeAp(a'> b|!l§', y) = ZaeAp(a'> b|!lf 7'3/)

Dans le cas d’une distribution causale, la marginale sur A ne dépend pas de y et
inversement, la marginale sur B ne dépend pas de . On peut donc écrire sans ambiguité
p(alz) et p(bly). Dans la suite, on notera C I'ensemble des distributions causales.

On généralise la complexité de la communication de la maniere suivante. Alice regoit
une entrée z € X, Bob une entrée y € Y. Ils communiquent afin de produire une paire
de sorties (a,b) € A x B suivant une distribution p définie sur X x Y et a valeur
dans A x B. On a les mesures de complexité associées. Ro(p), R:(p) et Q-(p) désignent
respectivement la complexité de communication probabiliste sans erreur, probabiliste avec
erreur et quantique d’une distribution de probabilité p. Dans les cas avec erreurs, on utilise
pour mesurer la distance entre deux distributions la variation totale. Celle-ci est définie,
pour deux distributions de probabilité standards p et p’ sur un espace topologique U par
d(p,p") = supycy{|lp(V)—p'(V)|} ou V parcourt les boreliens de U. Pour les distributions
causales, on a la définition suivante.
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Définition 1.12. Soit p et p’ deux distributions causales définies sur X x Y et a valeur
dans A X B. Pour chaque x,y, on note p,, et pl, les distributions induites par p et p’
sur A x B. La variation totale entre p et p est définie par 6(p, p') = max, y 6 (s, Pl ,)-

Le probleme de la simulation d’une distribution avec erreur consiste alors a simuler
une distribution p’ telle que §(p,p’) < e. L'intérét de la distance en variation est que
dans le cas particulier ot on représente les fonctions booléennes sous la forme de distri-
butions causales, on obtient une définition consistante avec la définition traditionnelle de
complexité de la communication avec erreur.

Dans le contexte ou on cherche a simuler une distribution, le modele déterministe
est trop faible pour étre réellement intéressant. En effet, le probleme est de simuler une
distribution de probabilité, et on autorise donc toujours les joueurs a utiliser de 1’aléa. En
général celui-ci est public, mais si on veut le spécifier explicitement, on pourra ajouter
I’exposant “pub”; ou inversement “priv”’ pour spécifier que celui-ci est privé. On ajoutera
Iexposant “ent” pour spécifier que les joueurs partagent un état intriqué en dimension
arbitrairement grand. Rappelons également que l'intrication permet de simuler de 1’aléa
partagé.

1.3.1 Structure des distributions causales

Afin de clarifier cette définition, nous allons donner des exemples de distributions
causales. Pour cela, on décrit des procédures effectives donnant lieu a des distributions
causales. L’étude de ces exemples va nous donner une idée de la riche structure de
I’ensemble des distributions causales. Cette structure a largement été étudiée comme
modele de la non-localité. Rappelons qu’on note C I’ensemble des distributions causales.
Le premier exemple qu’on va voir est celui des distributions classiques, c’est-a-dire celles
qui sont produites lorsque les joueurs ne partagent que des ressources classiques.

Le cas le plus simple est celui ou Alice et Bob produisent leurs sorties de maniere
déterministe et sans aucune autre ressource. Dans ce cas, la stratégie de chaque joueur
peut étre représentée par une fonction booléenne appliquée a leurs entrées.

Définition 1.13. Une distribution causale p définie sur X XY a valeur dans A X B est
dite locale déterministe s’il existe deux fonctionsu: X — A etv:Y — B telles que :

o, bl ) = {1 sz: u(x)=a et v(y)=b
0 sinon

On peut également définir les distributions locales déterministes en utilisant le symbole
de Kronecker. Soit () un prédicat, et g la fonction qui vaut 1 si @) est vrai et 0 sinon.
L’expression précedente peut alors s’écrire : p(a, bz, y) = du(z)=adv(y)=b-

Le second cas qu’on considere est celui ou Alice et Bob partagent une chaine aléatoire.
Dans ce cas, la distribution calculée par les joueurs est une combinaison convexe de
stratégies locales déterministes. Considérer 'aléa partagé revient, dans le contexte du
théoreme de Bell, a ajouter des variables cachées a la théorie. Ce que prouve le théoreme
de Bell, c’est que les distributions locales ainsi obtenues sont strictement incluses dans
I’ensemble des distributions quantiques, qu’on présente plus loin.
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Définition 1.14. Une distribution causale p définie sur X XY a valeur dans A X B est
dite locale s’il existe une distribution de probabilité p ayant pour support un ensemble fini
A et une famille de distribution locale déterministe {py}rea tel que

p(a, b|Iv y) = Z ,u()\)p,\(a, b|$v y)'

En utilisant le symbole de Kronecker, on peut exprimer une distribution locale comme
combinaison convexe de distributions locales déterministes :

pla,blz,y) ZM (2)=aOux (5)=b

Dans la suite, on notera £ I’ensemble des distributions locales. Notons que ces distribu-
tions peuvent étre, par définition, simulées sans communication.

Le dernier scénario est celui ou Alice et Bob partagent un état intriquée. Les deux
joueurs commencent alors par appliquer une transformation unitaire, puis font une mesure
sur leur partie de I’état. On n’impose pas de limite sur la dimension du systeme.

En utilisant la définition 1.4, on a la définition suivante.

Définition 1.15. Une distribution est dite quantique s’il existe un état quantique |¢) dans
un espace de Hilbert H et pour chaque (x,y) € X x Y, deur mesures {E,(x) : a € A} et
{Ey(y) : b € B} telles que :

1. Eq(x)Ey(y) = Eb(y) Ea(),
2. pla, bz, y) = (Y| Ea(2) Ep(y)[1)-

Dans la suite, on notera Q l’ensemble des distributions quantiques. Il est aisé de
vérifier en utilisant les axiomes de la définition 1.4 qu’une telle distribution respecte la
causalité.

Cette définition a pour but de traduire I'expérience EPR. Pourtant, intuitivement, la
premiere condition peut sembler trop forte. En effet, la situation qu’on veut représenter
est celle ou les mesures d’Alice et de Bob agissent sur des parties différentes de [1)).
Or, la définition dit que les opérateurs E,(z) et Ey(y) commutent. Il suffirait donc pour
représenter ceci d’avoir une factorisation de I'espace de Hilbert H = Hs ® Hp et des
opérateurs E,(z) = E!(z) ® Idy, et Ey(y) = Idy, ® Ej(y). De plus, il est évident que
cette propriété implique la commutativité.

Dans le cas ou ‘H est de dimension finie, on sait que ces deux conditions sont équi-
valentes, mais le probleme est toujours ouvert en dimension infinie. On conjecture toute-
fois que les deux conditions sont également équivalentes dans ce cas 1a [DLTW08, NPAOS].
Cette propriété est largement utilisée pour définir la mesure. Elle est par ailleurs plus fa-
cile a manipuler. Bien que ce changement n’ait pas d’incidence sur notre travail, on retient
cette propriété pour notre définition.

L’étude de la structure des distributions causales a donné lieu a de nombreuses re-
cherches. Par exemple, il a été montré que C était exactement 'enveloppe affine de
L. Ce résultat a été prouvé plusieurs fois, parfois de maniere indépendante, et dans
différents contextes [RF81, FR81, KRF87, Wil92|. Aujourd’hui, ce résultat est mieux
connu dans la communauté de I'informatique quantique, et est utilisé pour montrer que
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F1G. 1.2 — Représentation schématique des ensembles £, O, et C. L et C sont des polytopes,
Q est un convexe. Ona L C Q C C.

certains processus quantiques sont vrais dans le cadre d’une théorie non-locale généralisée
[Bar07, BBLWO7].

L’autre point qui va nous intéresser est la caractérisation des points extrémaux. En
effet, il est possible de voir que I'’ensemble des distributions causales est convexe. De plus,
I’aléa partagé est considéré comme gratuit dans notre modele. Or, ce que permet 1’aléa
partagé d'un point de vue opérationnel, c’est précisément de simuler des combinaisons
convexes de distributions. Ainsi, si deux distributions p; et ps ont une complexité au plus
t, toutes les distributions ap; + (1 — a)pa, pour a € [0, 1], ont également une complexité
au plus t. Il suffit aux joueurs de choisir quelle distribution échantillonner en utilisant
leur aléa partagé. L’étude des point extrémaux nous permet donc de ramener ’étude de
I’ensemble des distributions a un petit nombre de celle-ci. Le tableau suivant donne les
cas ou les points extrémaux sont connus.

Nombre de joueurs | Entrées Sorties Référence
2 2 Arbitraire | [BLM™05]
2 Arbitraire 2 [BP05, JMO5]

F1G. 1.3 — Points extrémaux du polytope causale

Nous donnerons dans la section suivante les points extrémaux dans le cas des sorties
binaires. Il est par ailleurs bien connu que 'ensemble Q est également convexe.

1.3.2 Le cas des sorties binaires

Nous allons maintenant préciser les choses dans le cas ou |A| = |B| = 2. Celui-ci qui
nous permet de traiter également des fonctions booléennes. Par convention, et parce que
cela permet de simplifier les notations, on va supposer que A = B = {—1,1}.

Dans le cas binaire, une distribution causale peut étre décrite par trois fonctions
faciles a interpréter. (z,y) étant fixé, la distribution sur (a,b) peut en effet étre décrite
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par 'espérance de a, celle b, et celle du produit a.b. Ces trois quantités sont appelées
respectivement la marginale d’Alice, celle de Bob et la corrélation des deux variables.
Elles sont notées M4 (x), Mp(y) et C(z,y).

Proposition 1.9. Soit F l’ensemble des triplets de fonctions C' : X xY — [—1,1],
My: X —[-1,1] et Mg : Y — [—1,1], telles que 1 4+ abC(x,y) + aMa(x) + bMp(y) > 0
pour tout (z,y) € X XY et (a,b) € {—1,1} x {—1,1}. Alors il existe une bijection entre
F etC.

Démonstration. Soit p une distribution causale binaire définie sur X x Y. On définit les
fonctions C, M4 et Mp par le systeme suivant :

1 1 -1 -1 p(+1, =1z, y) Ma(x)
I -1 1 -1 p(—1, +1z,y) Mg(y)
1 1 1 1 p(—=1, — 1]z, y) 1

En inversant le systéme précédent, on obtient p(a, bz, y) = 1(1+abC(z,y)+aMa(z)+
bMp(y)). Ainsi, si p est une distribution de probabilité, on a bien (C, M4, Mp) € F.
Inversement, on vérifie immédiatement que si (C, My, Mp) € F, alors I'inverse du systeme
définit bien une distribution causale. O

Puisqu’il y a une bijection entre les distributions causales et les fonctions définies
plus haut, nous utiliserons 'une ou 'autre des deux représentations. Hormis le fait que
les distributions binaires sont sans aucun doute le type le plus simple de distribution,
I'intérét particulier que nous leur portons est qu’elles généralisent d’un certaine facon les
fonctions booléennes.

Définition 1.16. Soit f : X xY — {—1,1} et My la matrice de communication associée.
On définit la distribution binaire associée py par ps(a,blz,y) = i(l + abMy[z,y]). De
fagon équivalente py = (My,0,0), ot My est la matrice de communication de la fonction

f.

La proposition suivante montre que du point de vue de la complexité de la commu-
nication, cette généralisation ne pose pas de probleme. La preuve est une réduction de
protocole a protocole. On énonce la proposition dans le cas probabiliste sans erreur, mais
elle est également valable dans les cas avec erreurs et quantique.

Proposition 1.10. Soit f une fonction booléenne définie sur X xY, ete > 0. On a

Re(pf) < Ry (f) < RE(pf) + L.

Démonstration. Soit P un protocole pour f. On suppose qu’apres ’execution de P, Bob
répond par un bit b tel que Prob[b = f(z,y)] > 1 — 2. En utilisant 1’aléa partagé, Alice
répond par une valeur r uniformément choisie dans {—1,1}. Bob donne la valeur rb. Le
produit des sorties est alors toujours b. Soit p’ la distributions sur les sorties; elle vérifie
o(ps,p) < e

Soit P un protocole pour py. Supposons qu’a la fin, Alice répond par un bit a € {—1,1}
et Bob b € {—1,1} suivant une distribution p’ telle que é(ps,p’) < e. Alors Alice n'a
qu’a envoyer son bit & Bob qui répond par le produit ab. Comme la distribution p’ vérifie
Problab = f(x,y)] > 1 — 2¢, on a bien un protocole 2e-correct pour f. O
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Enfin, dans le cas des distributions binaires, on peut simplifier la définition de 1’en-
semble Q. En effet, dans ce cas, les corrélations peuvent s’exprimer comme un produit de
vecteurs : il suffit pour cela d’effectuer le produit de 1’état et de 'opérateur de mesure.
Réciproquement, Tsirelson a prouvé que pour un produit de vecteurs, il existait un état
quantique et une mesure qui permettaient de retrouver la corrélation correspondante.

Théoréme 1.10 ([Tsi85]). Si une distribution p = (C, Ma, Mp) est quantique alors il
eziste deuzx familles de vecteurs unitaires a, et by, telle que Clx,y] = a;.b,.

Réciproquement, si a, et b, sont deuzx familles de vecteurs unitaires, alors la distribu-
tion (C,0,0) avec Clz,y| = a,.b, est quantique.

Les distributions causales permettent de représenter les fonctions booléennes par ’'in-
termédiaire de leur matrice de communication. Mais les distributions représentant les
fonctions booléennes ont un autre intérét : elles permettent de décrire les points extrémaux
du polytope causal. On donne le théoreme pour les distributions a marginales uniformes,
bien qu’il puisse étre étendu au cas général.

Théoréme 1.11 ([BPO05]). Les points extrémauz du polytope causale C dans le cas des
distributions binaires a marginales uniformes sont les distributions (C,0,0) ot C' est une
matrice signe.

Autrement dit, les points extrémaux sont les distributions associées a des fonctions
booléennes. Notons que ce théoreme décrit tous les points extrémaux de C, et en parti-
culier les distributions locales.

1.4 Inégalités probabilistes

On présente dans cette section un résultat essentiel de probabilité qui permet de borner
la déviation d’une somme de variables aléatoires par rapport a sa moyenne. Il s’agit de
I'inégalité de Hoeffding. On utilise ensuite cette inégalité pour montrer comment améliorer
la probabilité de succes d’un algorithme probabiliste.

Théoréme 1.12 (inégalité de Hoeffding [McD91]). Soient X1, ... X} des variables aléa-
toires indépendantes et telles que pour tout i, Probla; < X; < b;] = 1. Soit S = ). X,
on a pour tout 6 >0 :

~ Prob(S — ES > §) < exp(—=22)

> (bi—a;)
~ Prob(]S —ES| > ) < 2e><p(—ﬁ2—ai>)

Corollaire 1.3. Soit P un protocole de communication probabiliste de complexité t pour
une fonction booléenne f. Supposons que Prob[P(z,y) = f(z,y)] = 1/2+ 9, alors pour
tout £ > 0 tel que e < 8, R.(f) = O(45 log 1).

Démonstration. L’idée est de répéter le protocole P et de prendre la majorité. On va
exprimer la majorité comme une somme pour pouvoir appliquer I'inégalité de Hoeftfding.
Notons s1, ..., s; € {0,1} les résultats de k itérations du protocole P et S, = >, (s; — 1).
Notons qu’on a Prob[—% <s;— % < %] Le nouveau protocole est simplement de répéter
k fois P, de calculer S et de répondre 0 si S, est négatif, et 1 sinon.
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Supposons que f(z,y) = 1, le cas f(z,y) = 0 étant similaire. Dans ce cas, on a
E[Sk] > ké. Le nouveau protocole se trompe si S; < 0. Calculons donc la probabilité de
se tromper.

Prob[Sk < 0] < Prob[|Sy — kd| > k|
22
< 2e™ % d’apres le théoreme 1.12
< e 2

On peut maintenant choisir £ pour que cette probabilité soit plus petite que €. Il suffit
pour cela de prendre k > ﬁ In % On a donc bien définit un protocole de e-correct pour
f. de complexité O(F log 1). O
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Chapitre 2

Méthodes combinatoires, bornes
inférieures et complexité de
Kolmogorov.

Dans cette section, nous présentons une méthode de borne inférieure sur la complexité
de la communication. Cette méthode est basée sur la complexité de Kolmogorov, dont
I’objectif est de formaliser la notion d’aléatoire dans les chaines fixes. Dans un premier
temps, nous présentons la méthode générale appliquée au cas déterministe. Celle-ci utilise
en particulier la notion d’information mutuelle au sens de Kolmogorov. Nous utilisons la
complexité de Kolmogorov dans un second temps pour choisir les entrées de maniere
incompressible. Intuitivement, les entrées incompressibles correspondent au cas ou un
joueur ne peut pas compresser l'information contenue dans son entrée. Nous présentons
des applications simples de notre méthode. En particulier, nous montrons qu’elle permet
de retrouver la borne de corruption définie au chapitre 1.

Pour appliquer notre méthode dans le cas probabiliste, nous prouvons une alternative
au principe du minmax de Yao, dont la formulation traditionnelle a été donnée au cha-
pitre 1. Ceci nous permet de choisir ’aléa d’un protocole probabiliste et les entrées de
maniere indépendante et incompressible. Nous appliquons ensuite notre méthode a deux
exemples concrets. Tout d’abord, nous montrons qu’elle permet de retrouver la borne
inférieure VC-dimension [KNR99|. Ensuite, nous montrons une borne inférieure sur le
probléme du couplage caché [BYJKO08], une probléme relationnel qui a permis d’exhiber
un écart exponentiel entre la communication classique et la communication quantique.

Pour la VC-dimension, on donne également une deuxieme preuve, entierement combi-
natoire. Dans un premier temps, nous avons simplifié la preuve du théoréeme en remplacant
la théorie de I'information par la complexité de Kolmogorov. Alors que la théorie de 1'in-
formation procede en considérant des distributions sur les entrées, nous n’avons qu’a
considérer des éléments fixes, en les choisissant incompressibles. Le reste de la preuve
consiste a exploiter les propriétés combinatoires de la fonction pour prouver des résultats
sur la complexité de Kolmogorov de ces instances. L’existence d’éléments incompres-
sibles repose essentiellement sur le principe des tiroirs de Dirichlet. Dans le cas de la
VC-dimension, on peut franchir un palier supplémentaire en supprimant la complexité de
Kolmogorov pour ne garder que le principe des tiroirs. On réduit ainsi la preuve initiale
a un simple argument combinatoire.
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Nous terminons ce chapitre en montrant une autre application des méthodes combina-
toires. On applique cette fois les techniques combinatoires a la complexité multipartite,
c’est-a-dire a plus de deux joueurs. On cherche a comparer la complexité simultanée
et la complexité a sens unique. On montre alors que pour la complexité distribution-
nelle, restreinte aux distributions rectangulaires, les deux modeles de communication
sont équivalents. Auparavant, ce résultat était prouvé en utilisant la théorie de I'infor-
mation [BYJKS04]. La preuve qu’on en donne ici améliore significativement le résultat
connu.

Rappelons que nous avons défini la complexité de Kolmogorov formellement a la
section 1.2. Dans ce méme chapitre, nous avons présenté les propriétés de la complexité
de Kolmogorov qui nous seront utiles, ainsi que la notion d’élément incompressible.

2.1 Information mutuelle entre deux chaines

La complexité de Kolmogorov, comme la théorie de I'information, permet de donner
une définition formelle de la notion d’information. Plus encore, ce qui nous intéresse est
un moyen de la quantifier. La question qu’on cherche a formaliser est la suivante : quelle
quantité d’information les joueurs ont-ils besoin d’échanger ? La réponse évidente est : au
moins assez pour résoudre le probleme. Si on cherche a donner une borne optimale, on
pourrait méme dire : juste assez pour résoudre le probleme. Dans le modele de complexité
de la communication, I'information donnée a un joueur est son entrée respectives. L’infor-
mation échangée par les joueurs est contenue dans la transcription. D’une part, s’il existe
une transcription longue, c’est qu’il y a beaucoup de transcriptions différentes, sinon I'in-
formation contenue dans les transcriptions pourraient étre compressée. Mais d’autre part,
s’il y a beaucoup de transcriptions différentes, alors le nombre d’entrées donnant lieu a
une transcription est en moyenne petit. Dans ce cas, on peut dire intuitivement que les
transcriptions contiennent beaucoup d’information sur les entrées qui l'ont engendré.

La notion qui traduit ce raisonnement dans le langage de la complexité de Kolmogorov
est I'information mutuelle'. Intuitivement, celle-ci est définie de la manieére suivante. Pour
deux chaines = et y, 'information mutuelle entre x et y mesure le nombre de bits que la
connaissance de y nous permet d’économiser dans le calcul de x.

Définition 2.1. Soit z,y,0 € {0,1}*. On note Ix(z : ylo) = K(z|y,o) — K(z|o). On
appelle I (x,y|o) Uinformation mutuelle entre x et y sachant o.

Pour rendre cette définition plus facile a comprendre, regardons I'expression K (x) —
K(x|y). On oublie momentanément pour simplifier I'information supplémentaire o. In-
tuitivement, si y comporte beaucoup d’information sur x, alors le calcul de x sachant y
est facile. K (x|y) sera donc proche de 0, et 'information mutuelle proche de K (x). Inver-
sement, si y contient peu d’information sur z, la connaissance de y n’aide pas beaucoup
pour le calcul de x. K(z|y) est donc proche de K (x). Finalement I'information mutuelle
est proche de 0.

LOn devrait préciser ici qu’il s’agit d’information au sens de Kolmogorov par opposition & la théorie
de linformation. Toutefois, comme nous n’utiliserons plus la théorie de 'information, il n’y aura pas
d’ambiguité.
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L’une des propriétés les plus remarquables de 'information mutuelle est qu’elle est
symétrique. On a ainsi, a une constante additive pres, Ix(x : y) = Ix(y : x). Nous
n’utilisons pas cette propriété, mais il semble important de la mentionner pour justifier
que la définition précédente formalise bien I'intuition qu’on a de I'information.

2.2 Le cas déterministe

Dans cette section, nous allons montrer une borne inférieure générale sur la com-
plexité de la communication déterministe. Fixons un protocole, la borne inférieure est
alors exactement le maximum sur les entrées de 'information mutuelle entre les entrées
et la transcription a laquelle elles donnent lieu. La borne ainsi exprimée dépend du pro-
tocole fixé au départ.

Dans les applications qu’on donne de notre méthode, on utilise la structure com-
binatoire du probleme pour borner 'information mutuelle d'un protocole optimal. Par
exemple, on peut dire que tout protocole qui résout le probleme doit distinguer des entrées
conduisant a des réponses différentes. Cette réponse d’apparence simple est a 'origine de
méthodes sophistiquées dans d’autres modeles, comme les méthodes d’adversaire en com-
plexité en requéte classique et quantique [Amb02]. Dans ce modele, cette idée a également
servi & donner des bornes inférieures basées sur la complexité de Kolmogorov [LMOS].

On pourra comparer la forme du théoreme suivant avec celle du théoreme 1.9, basé
sur la théorie de I'information. L’intuition derriere la théorie de l'information est simi-
laire a celle de la complexité de Kolmogorov. On voit ici que les mécanismes derrieres
ces méthodes présentent d’autres similitudes, ce qui donne deux bornes inférieures tres
similaires dans leurs expressions.

Théoreme 2.1. Soit P un protocole de communication déterministe optimal pour une
fonction f : X xY — {0,1}. Notons T'(x,y) la transcription du protocole P sur lentrée
(x,y). Alors, pour toute chaine o € {0,1}*,

D(f) = mazyexxyIx(z,y: T(x,y)|o).
Démonstration. Fixons (z,y) € X x Y. En utilisant la proposition 1.5, on obtient
K(z,ylo) < K(x,y[T(x,y),0) + K(T'(z,y)|o).
De plus, d’apres la proposition 1.3 et la définition de la complexité de la communication,
K(T(z,y)lo) < [T(x,y)| < D(P).

En combinant ces deux inégalités, on obtient D(P) > K(z,y|o) — K(x,y| T(x,y)o), ce
qui prouve le théoreme. O

Remarquons que dans le théoreme précédent, on fait seulement I’hypothese que le
protocole est déterministe. On ne suppose pas en revanche que le protocole permet de
calculer la fonction parfaitement. Ceci permet d’appliquer le théoreme aussi bien a la
complexité déterministe qu’a la complexité distributionnelle.

Ce théoreme nous donne un mécanisme pour prouver des bornes inférieures. La com-
munication est minorée par K(x,y|o) — K(x,y|T(x,y),0). Dun coté, on va choisir des
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entrées dont la complexité est maximale, c’est a dire des entrées incompressibles. De
l'autre, on cherche a prouver une borne supérieure sur K(x,y|T(z,y),0). En tenant
compte de la définition de la complexité de Kolmogorov, cela signifie qu’on doit trou-
ver un algorithme qui, connaissant T'(z,y) et o, calcule 'entrée (z,y).

Comme premiere application, nous montrons comment utiliser le théoreme 2.1 pour
retrouver la méthode des rectangles présentée a la section 1.1. D’apres la proposition 1.1,
un protocole de communication induit a une partition des entrées en rectangles monochro-
matiques. Cette propriété nous donne un exemple de I'information qu’une transcription
contient sur les entrées. En effet, chaque transcription correspond précisément a un rec-
tangle monochromatique de la partition. Connaissant une transcription, on peut produire
I’entrée en donnant un indice dans le rectangle. Nous rappelons I’énoncé du théoreme puis
donnons la preuve.

Théoréme 1.7 ([Yao79]). Soit f : X xY — {0, 1} une fonction booléenne. Soit X > 0 tel
| X XY
==

que pour tout rectangle S x T monochromatique pour f, |SxT| < A, alors D(f) >
Démonstration. Soit P un protocole optimal pour calculer f sans erreur. On a vu plus
tot que P induisait une partition de X X Y en rectangles monochromatiques pour f.
En utilisant la proposition 1.4, fixons (z,y) incompressible. On a donc (z,y) € X x Y
tel que K(z,y) > log|X x Y|. Soit T'(z,y) la transcription de P sur (z,y). D’apres
la proposition 1.1, 'ensemble des entrées donnant lieu a la transcription 7'(x,y) est un
rectangle monochromatique pour f. Soit S x T' ce rectangle. Par hypothese, |S x T'| < A.

Pour calculer (z,y) connaissant T'(x,y), il suffit d’en donner un indice dans S x 7.
D’apres la borne sur la taille, on a donc K (x,y|T(z,y)) < log .

Finalement, en utilisant le théoreme 2.1, on obtient

> log|X x Y| —log A\
- A

O

On peut raffiner le théoreme précédent en ajoutant une distribution de probabilité sur
les entrées. En effet, une partition peut contenir un grand rectangle et une multitude de
petits. Dans ce cas, la complexité de la communication est grande car il y a beaucoup de
rectangles, mais la borne est rendue petite par la présence d'un unique grand rectangle.
En ajoutant une distribution sur les entrées, on rééquilibre les choses en donnant plus de
poids aux entrées dans les petits rectangles.

L’ajout de cette distribution nous permet d’utiliser les outils de codage présentés au
chapitre 1. Dans ce cas, au lieu de coder les éléments en donnant leurs indices dans
un rectangle, on utilise un code de Shannon-Fano pour coder les éléments. Le théoreme
précédent correspond alors au cas d’'une distribution uniforme sur toutes les entrées.

Théoréme 2.2. Soient f: X xY — {0,1} une fonction booléenne, et p une distribution
de probabilité sur X x Y. Soit 6 > 0 tel que pour tout rectangle S X T'" monochromatique
pour f, (S xT) < A, alors D(f) > log§.
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Démonstration. Soit P un protocole optimal pour calculer f exactement. Soit (z,y) un
élément incompressible, choisi suivant la proposition 1.7, ¢’est-a-dire qu'on a K (z, y|u) >
log pu(x,y). Soit T'(x,y) la transcription de P sur (z,y) et R = S x T 'ensemble des
entrées donnant lieu a cette transcription.

Pour coder (x,y) connaissant T'(x,y), on utilise un codage de Shannon-Fano avec

la distribution induite par p sur R. Appelons pug celle-ci. Ainsi, on a pug(z,y) = “LE(%).
D’apres la propostion 1.6, on a donc K (x,y|T(z,y), u) > log %.
Finalement, en utilisant le théoreme 2.1, on a :
1(R)
> log|p(z,y)| —log
ute ) p(z, y)
> log
1(R)
> 1 !
og —.
= g 2\
]

Jusqu’a présent, on a appliqué ici le théoreme 2.1 a des protocoles calculant f sans
erreur. Nous allons maintenant nous intéresser au cas ou des protocoles déterministes
font des erreurs. Il s’agit du modele de complexité distributionnelle. Il existe alors une
mesure de complexité qui généralise la taille des rectangles. Cette mesure est la borne de
corruption. Dans le théoreme précédent, on a utilisé le fait qu’un protocole déterministe
induit une partition des entrées en rectangles monochromatiques. Dans le cas avec er-
reur, la définition 1.1 formalise le concept de rectangle (i, e)-monochromatique. Peut-
on dire que la complexité distributionnelle induit des partitions en rectangles (u,e)-
monochromatiques ? Non, car il est possible que toutes les erreurs d’un protocole soient
dans le méme rectangle, tandis que tous les autres rectangles sont exactement monochro-
matiques. Ce qu’'on peut dire néanmoins, c¢’est que dans la majorité des rectangles, on
doit trouver peu d’erreurs. Si ce n’est pas le cas, la somme des erreurs est trop grande,
ce qui contredit la correction du protocole.

La borne de corruption a été utilisée plusieurs fois de maniere implicite. Par exemple,
elle a été utilisée par Razborov pour prouver une borne linéaire pour la fonction disjoint-
ness [Raz92]. Pour Razborov, l'intérét de cette méthode est de donner une altérnative a
la méthode discrepancy. Cette derniere est en effet, sous sa forme traditionnelle, insuf-
fisante pour étudier la fonction disjointness [Raz03]. Une autre application intéressante
de la borne de corruption se trouve dans le travail de Jain, Klauck et Nayak [JKNOS] En
étudiant celle-ci du point de vue de la théorie de I'information, ils parviennent a prou-
ver des théoreme de produit direct sur la complexité de la communication. Un théoreme
de produit direct est un théoreme qui relie la complexité de plusieurs instances d’un
probleme a la complexité d’une seule instance.

Définition 2.2. Pour une fonction f: X xY — {0,1}, une distribution p sur X x Y
et une constante € > 0, on définie

mono,(f,e) = max{u(R) : R est (1, €)-monochromatique pour f}.
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Théoréme 1.8 ([BPSWO06]). Fizons f: X xY — {0,1}, p une distribution sur X xY
et 1/2>¢>0. On a alors

DE(f) > log

‘ mono(f,2¢e)

Démonstration. Soit P un protocole distributionnel (u, €)-correct pour f optimal. D’apres
le corollaire 1.1, ce protocole induit une partition des entrées. Notons R celle-ci. Pour
tout ensemble S C X x Y, on note Err(S) = {(xz,y) € S: f(x,y) # P(z,y)}. On note
maintenant R = {R € R : u(Err(R)) > 2eu(R)}. Ce sont les rectangles sur lesquels
le protocole fait beaucoup d’erreurs. Enfin, on note &' = Up 5 R, I'ensemble des entrées
dans R.

Maintenant, on va fixer comme dans la proposition 1.7, une entrée (z,y) telle que
K(z,y) > m On va prouver qu’une telle entrée ne peut étre dans E. Notons d’abord

que p(FE) < 1/2. Sinon, en sommant, on trouve u(Err(X x Y)) > 2:u(E) > ¢, ce
qui contredit ’hypothese de correction du protocole. Supposons maintenant que (x,y) €
E. On peut alors coder (z,y) en utilisant un code de Shannon-Fano comme dans la

proposition 1.6. , avec la distribution induite par p sur E. On a donc K (z,y) < log :(E(:Ey)) <
1

log Sy <€ qui contredit 'incompressibilité de (z,y).

Finalement, le rectangle R € R dans lequel se trouve (z,y) vérifie donc u(R) <

mono,(f,2¢e). On peut donc utiliser pour coder (z,y) sachant T'(x, y) un code de Shannon-
p(R)

w(zyy) —
N S
monoy (f,2e) "

Fano avec la distribution induite par x4 sur R. On a ainsi K (z, y|T'(z,y), P) > log

monoy(f,2e

log == ) Enfin, en utilisant le théoreme 2.1, on a directement D¥(f) > log

2.3 Le cas probabiliste

On commence par introduire la version probabiliste du théoreme 2.1. Pour prouver
le théoreme pour une protocole probabiliste, il suffit de remarquer qu’un protocole pro-
babiliste dont on a fixé 1'aléa est déterministe. Rappelons que si P est un protocole
déterministe, on note P"4"B le protocole déterministe obtenu en fixant ’aléa d’Alice a
r4 et celui de Bob a rp.

Théoreme 2.3. Soit P un protocole probabiliste e-correct optimal pour une fonction
f: X xY — {0,1}. Notons T(x,y,ra,rg) la transcription de P™4"5 sur (x,y). Pour
tout (x,y) € X XY, ra € Ra, 75 € Rg et 0 € {0,1}*, on a

Re(f) > [K(x7y : T(x7y7TA7TB>|U)'

Démonstration. L’idée est d’appliquer la méme preuve que celle du théoreme 2.1 au proto-
cole P"4"5 Fn effet, d’apres la proposition 1.5, on a K (z,y|o) < K(z,y|T(x,y,74,78),0)+
K(T(z,y,ra,7p)|0). Deplus R.(f) > K(T'(z,y,ra,75)|0), ce qui prouve le théoreme. [

Comme dans le cas déterministe, le théoreme est une borne inférieure sur la complexité
des protocoles. Pour 'appliquer, il faut d’abord décider comment fixer ’aléa. En effet,
pour certaines valeurs de l’aléa, la réponse du protocole peut étre tres éloignée de la
fonction a calculer. On cherche donc un moyen de choisir I'aléa de maniere a ce que la
réponse du protocole contienne suffissamment d’information sur le probleme initial.
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L’idée est simplement de choisir ’aléa de fagon incompressible. En le choisissant ainsi,
on montre qu’on peut limiter le nombre d’erreurs. La preuve est similaire a I'une des
directions du principe du minmax de Yao. L’intérét est toutefois de permettre de tirer
I’aléa et les entrées mutuellement incompressibles, ce qui est essentiel pour les applications
de notre méthode.

Lemme 2.1. Soit P un protocole probabiliste e-correct pour f : X xY — {0,1}. Soit
une distribution de probabilité sur X x Y. Pour tout S € X XY, on définit :

ETTTAWB(S) = |{(Zl§',y) € S : PTA7TB(x7y) 7é f(x>y)|
Soit (1, 13) tel que K(r¥y,rilp, P, S) > log|Ra||Rgl|, on a alors :
(BT on (S) < 2epu(S).

Démonstration. Soit R = {(r4,78) € Ra x Rg : p(Err,, ,.,(S) > 2¢}. Nous allons

RallR
< [BallRy|

prouver que |R)| . Ceci est suffisant pour conclure que (r%,7%) ¢ R, sinon il

suffirait pour le calculer d’en donner un indice dans R. Comme R est calculable, cela
contredirait I’hypothese K (1%, rj|p, P, S) > log |Ral||R5|.
P étant e-correct, on a en sommant :

Yo B (S)) < |RallRplep(S).

(TAJ“B)ERAXRB

D’un autre coté, on a

Yo uErre,,(9) = BTy 4 r5(S)) > 2ep(S)|R).

(TAJ’B)ERAXRB (TA,T‘B)ER

En combinant ces 2 inégalités, on en déduit pu(Err, -+ (S)) < 2ep(S), ce qui conclut la
preuve. ]

2.4 Applications

2.4.1 Dimension de Vapnik-Chervonenkis et coefficients de pul-
vérisation

Dans cette section, on utilise la complexité de Kolmogorov pour prouver une borne
inférieure générale sur la complexité de la communication. Cette application concerne
la complexité a sens unique. Dans ce cas, la transcription ne dépend que d’une entrée.
Par exemple, si la communication va d’Alice vers Bob, la transcription ne dépend que
de = et on la note T'(z). La borne sur la complexité de la communication devient alors
Ix(x : T(x)|o) = K(x|o) — K(z|T(z),0) et pour appliquer notre méthode, il suffit de
prouver une borne supérieure sur K (z|T(z), o).

Rappelons la définition de la matrice de communication associée a une fonction f.
Pour une fonction f : X xY — {0,1}, il s’agit de la matrice M indexée par X x Y
et telle que My[z,y] = f(x,y). Dans le cas déterministe, la complexité & sens unique est
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caractérisée par le logarithme du nombre de lignes différentes de la matrice de communi-
cation. Une ligne d'une matrice est simplement une chaine booléenne formée des valeurs
de la matrice pour un indice de ligne fixé. Supposons que la matrice de communication
contient exactement d lignes différentes. Quel que soit le probleme, 1l suffit qu’Alice dise a
Bob a quel groupe de lignes identiques son entrée appartient. log d bits de communication
suffisent donc a résoudre le probleme.

Montrons maintenant que log d bits sont nécessaires. On va montrer que deux entrées
dont les lignes sont différentes conduisent a deux messages différents. Ainsi, il y a au moins
d messages différents, ce qui nécessite au moins logd bits de communication. Soient x;
et x9 deux entrées d’Alice dont les lignes correspondantes sont différentes. Supposons
qu’Alice envoie le méme message sur ces deux entrées. Alors la réponse de Bob est iden-
tique quelle que soit son entrée y. Or, par hypothese, il existe une entrée y telle que
f(x1,y) # f(xe,y). Donc le protocole fait une erreur sur l'une de ces deux entrées, ce qui
contredit le fait qu’il est sans erreur.

On voudrait maintenant étendre cette idée au cas probabiliste. On veut utiliser la
transcription pour différencier des lignes différentes de la matrice. La différence avec le
cas déterministe est qu’ici, le protocole faisant des erreurs, il est possible que deux lignes
différentes conduisent a des messages identiques. En revanche, si on est capable de trouver
un ensemble suffisamment grand de lignes distinctes, on peut utiliser le lemme 2.1 pour
borner les erreurs dans cet ensemble.

Le plus simplement, on peut chercher une sous-matrice qui contient toutes les lignes
possibles d’une longueur donnée. Cette définition est en fait celle de la VC-dimension
(pour dimension de Vapnik et Chervonenkis), une mesure qui vient de la théorie de
I'apprentissage [BEHWS89]. Plus généralement, on peut chercher le plus grand nombre
possible de lignes différentes d’une longueur donnée. La définition qui formalise cette idée
est celle de coefficient de pulvérisation.

Cette seconde notion généralise celle de VC-dimension. Néanmoins, la VC-dimension
est importante car il s’agit d’une caractérisation de la complexité distributionnelle, res-
treinte aux distributions produits [KNR99]. Or, nous savons qu’il peut exister un écart
tres grand entre la complexité distributionnelle restreinte aux distributions produits et
la complexité probabiliste [She08]. Les coefficients de pulvérisation étant également une
borne inférieure sur le modele distributionnel avec distribution produit, on ne peut les
utiliser pour prouver de meilleures bornes. Le lien entre les deux mesures peut se déduire
du lemme de Sauer [Sau72].

La premiere preuve montrant qu’on pouvait utiliser la VC-dimension pour minorer la
complexité de la communication utilisait un argument de comptage [KNR99], toutefois
assez différent de celui que nous présentons. L’extension aux coefficients de pulvérisation
utilisait la théorie de I'information [BYJKS02]. On donne ici une nouvelle preuve, utilisant
la complexité de Kolmogorov. Nous donnons ensuite une seconde preuve, basée sur du
comptage, qui est une traduction combinatoire de la premiere.

Donnons les définitions formelles de VC-dimension et coefficients de pulvérisation.
On identifie chaque ligne de M, (ou d’'une sous matrice de My) a une chaine booléenne.
Ainsi, on peut voir M; comme un ensemble de |X| chaines de longueur |Y|. M étant
indexée par X xY,siU C X et V C Y, on note My|yv la sous matrice de M obtenue
en restreignant les indices de My a U x V.

Définition 2.3. — La VC-dimension de My est la taille du plus grand ensemble Y, C
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Y tel quil existe un ensemble Xo C X de taille 270! et M;|x,y, est ezvactement
lensemble des chaines booléennes de taille |Yy|. On la note VC(My).

— Soit | > VC(My). Le l-éme coefficient de pulverisation est la taille du plus grand
Xo C X tel qu’il existe un Yy C Y de taille | et toutes les lignes de My|x,y, sont
différentes. On le note SC(I, My).

Ces deux mesures sont représentées sur la figure 2.1. Dans le premier cas, on a
VC(My) = 3 et dans le second SC(I,M;) = 10. Un sous ensemble de S C X x Y
tel que S=U xV et |U| = SC(l, My) et |V| =1 est appelé un témoin pour SC(I, My).

Y Y
0011010110 0011010110
0110101101 011 1101
1 1 11001 110 1001
10 11010 101 1010
0 1 01101 010 1101

X110 01111 101 111 | [PCt M)
10 00101 100 0101
00 91010 0 000 /0100
1111110100 111 00 1 0 0
1110001101 1110001101

VC(My) l

F1G. 2.1 — La VC-dimension et le 4éme coefficient de pulvérisation de la matrice My

Théoréme 2.4 ([KNR99, BYJKS02]). Pour toute constante § > 0, il existe un entier L
tel que pour toute fonction f: X xY — {0,1} avec VC(My) > L,

RITE(f) 2 VO(My)(1 — (1+ 6)Ha(2¢))
et pour tout | > VC(My) :
RAB(f) > log(SC(1, My)) — 1(1 + 6) Hy(2e).

Démonstration. Remarquons que si on étend la définition de SC(I, My) a |l = VC(My),
onaVC(My) =log(SC(l, My)). Il suttit donc de prouver le second avec [ > VC(My). Soit
P un protocole e-correct pour f. Soit S = U x V un témoin pour SC(l, My). En utilisant
la proposition 1.4, fixons z* € U et (r’,r}) € Ra X Rp tels que K(a*,riy,r5|f,P,S) >
log |U| + log |Ra| + log|Rg|. On a donc choisi l'aléa et l'entrée d’Alice mutuellement
incompressibles. On va appliquer le théoreme 2.3 sur l'entrée incompressible. En utili-
sant le corollaire 1.2, on déduit K (z*|r,r5, f,P,S) > log |U| et K(r%,r|z*, f,P,S) >
log |Ra| + log |Rp| Soit S" = {x*} x V. Cet ensemble étant calculable, connaissant x* et
S, on peut appliquer le lemme 2.1 pour déduire |Err,, ,,(S")] < 2¢|S’|. En choisissant
I’aléa incompressible sachant z*, on s’assure que la ligne correspondant a x* contient peu
d’erreurs. On veut maintenant décrire un algorithme qui permet de retrouver x* a partir
de sa transcription. Comme il y a peu d’erreurs dans la ligne correspondant a x*, on peut
se contenter de les donner comme entrée auxiliaire de 1’algorithme.
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Soit T'(z*,7%) la transcription du protocole P"4"5 sur I'entrée z*. On définit un algo-
rithme pour calculer z* connaissant 7'(x*,r%) et r75.

1. Simuler P™4"5 en utilisant T'(z*, %) pour tout y € V.

2. Corriger les erreurs dans S’. L’emplacement des erreurs est donné en entrée du
programme.

3. Comparer le résultat avec chaque ligne de S. Comme elles sont toutes différentes,
une seule correspond a z*.

Ce programme utilise log (2l€l) bits pour décrire les erreurs. D’apres la proposition 1.8, on
a pour tout § et [ > L, log (2l€l) < (14 0)IH2(2¢). On a ainsi :

K(z*|T(a",r}),ma:rp, [, P, S) < U1+ 0)Hy(2¢).

Finalement, en appliquant le théoréme 2.3, on obtient RAZF(f) > log |U|—1(1+6)Hy(2¢).
Sachant que |U| = SC(l, My), le théoréme est prouvé. O

On peut adapter la preuve précédente pour montrer que la VC-dimension est une
borne inférieure sur la complexité distributionnelle restreinte aux distributions produits.
Pour cela, il faut utiliser le théoreme du minmax de Yao (théoreme 1.2). Toutefois, la
preuve que nous avons donnée permet d’illustrer la mécanique consistant a choisir I’aléa
et I'entrée mutuellement incompressible, ce qui sera un argument crucial dans les preuves
a venir.

On donne maintenant une seconde preuve de ce théoreme qui n’utilise pas la com-
plexité de Kolmogorov. Cette preuve utilise uniquement des arguments combinatoires.
Dans le cas étudié dans cette section, il apparait en effet qu’on peut supprimer la com-
plexité de Kolmogorov, en gardant la méme structure de preuve. La principale propriété
qu’on utilise ici est qu’il existe une injection d’un ensemble E dans un ensemble F' si et
seulement si |E| < |F|. L’injection nous permet ici de retrouver I'entrée = étant donnée
la transcription et les informations auxiliaires.

Démonstration. Soit S = UxV un témoin pour SC(I, My). Soit p la distribution uniforme
sur S. Le principe du min-max de Yao nous dit que R.(f) > D!(f). Soit P un protocole
(i, €)-correct optimal. Soit U' = {x € U : #{y € V : P(z,y) # f(z,y)} > 2¢l} et
S" = U’ x V. La distribution étant uniforme, Le nombre d’erreurs de P sur les entrées de
S est au plus ¢|S|. En sommant, on obtient donc |U’| < |U|/2. Soit t la complexité de
P et (Xk) I’ensemble des sous-ensembles de V' de taille au plus k. On définit la fonction
sulvante :

VU s {01} (<Vk)
¢ — (0,E)

ou o est la transcription de P sur x et E 'ensemble des erreurs de P sur {x} x V. Nous
allons prouver que 7 est injective, et donc |U’| < 22el (2151)’ En appliquant la fonction
logarithme et en utilisant la proposition 1.8, on obtient ¢ > log |U’| — (1 + ¢)Hy(2¢) <
log |U| — I(1 4 ¢)Hy(2¢) — 1, ce qui termine la preuve.

Il reste donc a prouver que ~ est injective. Soit 1 € U’ et xy € U’ tels que ~y(x1) =
v(z2) = (0, E). En utilisant o, on peut simuler le protocole sur tous les y € V' et corriger
les erreurs en fonction de E. On trouve ainsi une ligne complete de S et celles-ci étant
toutes différentes, on déduit x; = xs. O
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2.4.2 Le probleme du couplage caché

Nous allons maintenant appliquer notre méthode pour calculer une borne inférieure
sur un probleme concret. Le probleme que nous étudions est le probleme du couplage
caché [BYJKO08]. Ce probleme a permis d’exhiber une séparation entre la complexité de
la communication classique et quantique.

Rappelons d’abord quelques résultats de séparation importants. On laisse de coté les
résultats concernant la communication simultanée. Ceux-ci seront abordés ultérieurement.

— La fonction EQ’, une fonction partielle qui est un sous probléme de la fonction
égalité, permet de montrer une séparation exponentielle entre la complexité clas-
sique et quantique sans erreur [BCW98]|. La complexité quantique est de 1'ordre de
logn, et la complexité classique de 'ordre de n. La preuve repose sur un argument
purement combinatoire utilisée avec la méthode de la taille des rectangles.

— Raz a proposé le probleme suivant : Alice recoit un vecteur unitaire, Bob deux
sous-espace vectoriels. Leur but est de déterminer a quel espace appartient le vec-
teur d’Alice [Raz99]. Raz prouve une séparation pour une version discrétisée de
ce probleme : Pour la complexité de la communication a sens unique, il propose
un protocole quantique avec erreur de complexité O(logn) et prouve une borne
inférieure classique en Q(n'/*/logn).

— Enfin, il existe une fagon de modifier le probleme du couplage caché en une fonction
partielle avec la méme complexité [GKKT07]. Pour ce probleme, la borne classique
est de l'ordre de y/n et la borne quantique de lordre de logn. La preuve utilise
la méthode des rectangles appliquée a la complexité distributionnelle. L’analyse
combinatoire du probleme utilise I’analyse de Fourier.

Définissons maintenant le probleme que nous allons étudier ici.

Définition 2.4 ([BYJKO08]). Le probléeme du couplage caché H M, (x, M) est défini comme
suit :

— Alice regoit une chaine x € {0,1}",

— Bob recoit un couplage parfait M sur n sommets,

— Bob doit donner comme réponse un triplet (i,7,b) tel que z; x; =b et (i,j) € M

Rappelons le fonctionnement du protocole quantique a sens unique [BYJKOS].
1. Alice envoie & Bob D'état |p) = = >0 (—1)%i)

n

2. Bob mesure dans la base orthonormale {%(U{?) +|0): (k1) e M}

On prouve ensuite que pour Bob, la probabilité que le résultat de la mesure soit %(Uﬁ) —
1)) est nulle si x & 2; = 0. Inversement, la probabilité d’obtenir \%(\k} + 1)) est nulle
si zx @ x; = 1. La réponse de Bob est donc (k,[,1) s'il a mesuré %(U{?) — 1)) et (k,1,0)
s'il a mesuré %(\k} +|1)). On a donc un protocole sans erreur pour calculer H M, (x, M)
avec une complexité O(logn).

On montre maintenant la borne inférieure classique pour ce probleme, qui est en
Q(y/n). Cette borne est de plus optimale. Si Alice envoie y/n bits de sa chaine choisis au
hasard a Bob, alors d’apres le paradoxe des anniversaires, avec grande probabilité, Bob
va étre capable de résoudre le probleme.

La preuve initiale de ce théoreme utilise la théorie de I'information. Alors que celle-
ci procédait par éliminations successives des cas défavorables, notre preuve évite cette
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itération et est de ce point de vue, plus simple. D’un autre coté, on utilise un résultat
sur la structure des graphes que nous avons développé pour ce probleme. Ce résultat est
présenté a part dans la section 2.4.3.

Théoréme 2.5 ([BYJKO0S]).
RAP(HM,) > Q(V/n).

Démonstration. Soit P un protocole e-correct pour H M,. Soit M l’ensemble des cou-
plages de la forme M; = {(k,k+i mod n),k=0,...n—1} pour i =0,...,n— 1. Une
représentation de ces graphes dans le cas n = 4 est donnée a la figure 2.2

Nous allons maintenant choisir une chaine aléatoire, ainsi qu'un ensemble de /n
couplages dans M. En utilisant la proposition 1.4, fixons z* € X, (r%,r%) € Ra X Rp, et
M* C M tel que |M*| = /net K(x*,r4,r5, M*|f,P) > log | X|+|Ra|+|Rp|+1og (\;%)
D’apres le corollaire 1.2, on a ainsi K (ra,rg|P,{z*} x M') > log |Ra||Rp|. En utilisant
le lemme 2.1 avec la distribution uniforme sur {z*} x M*, on en déduit Err,: - ({z*} X
M*) < 2ey/n.

On cherche donc a reconstruire 'entrée z* en utilisant sa transcription. L’idée est
que celle-ci, pour chaque M € M*, permet d’obtenir une équation z; ® x; = b. Nous
allons prouver qu'avec M* incompressible ce systeme d’équations est de degré Q(\/n).
Soit (M, x*) Pensemble des arétes obtenues en exécutant le protocole PTa"s sur x* et
chaque M € M. Notons G le graphe engendré par E(M, z*). Les couplages de M étant
indépendants, G a n arétes. /n sommets de G sont donc suffisants pour engendrer une
forét couvrante pour tous les sommets de GG. Une forét étant par définition sans cycle, les
\/n arétes de celle ci correspondent & /n équations indépendantes.

Pour conclure, il reste a prouver qu’en utilisant M*, on obtient également /n équations
indépendantes. En fait, nous allons prouver dans la section suivante un résultat plus fort.
Fixons un graphe & n arétes, et tirons y/n arétes au hasard, uniformément parmi les
sous-ensembles de /n arétes. Soit H le graphe aléatoire généré par ces arétes. Alors il
existe une constante c telle que pour n suffisamment grand, Prob{|V (H)| < ¢y/n} < 1/2.
La preuve de ce résultat peut étre trouvée en section 2.4.3.

F1G. 2.2 — Couplages parfaits indépendants sur 4 sommets
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Rappelons que nous avons défini G, le graphe engendré par F(M,x*). Notons B =
{HCG:|EH)|=+net|V(H)| <cy/n}. Notons H le graphe engendré par E(M*, x*).
Le précédent argument assure que pour n assez grand, |B| < (\;%) Ainsi, H ¢ B, autre-
ment cela contredirait I’hypothese d’incompressibilité.

On peut maintenant donner un algorithme qui calcule £* connaissant sa transcription.
P étant un protocole a sens unique, la transcription ne dépend que de I'aléa d’Alice. Soit
T(z*,7%) la transcription de PTa"& sur z*. Pour calculer z*, on effectue les opérations
suivantes :

1. Simuler P™4"5 avec la transcription T'(z*,r%) pour tout M € M*.

2. Corriger les erreurs dans ’ensemble {z*} x M*. Celles-ci sont données en entrée de
I’algorithme.

3. Résoudre le systeme d’équations. Celui ci permet de trouver au moins ¢y/n indices
de z*.
4. Les n — ¢y/n indices restants sont donnés en entrée du protocole.
Ce programme utilise log (2;/\%) bits pour décrire les erreurs. D’apres la proposition 1.8,
pour tout & > 0 et n suffisamment grand, log (2;/\%) < (1 4+ §)y/nHy(2¢). On ajoute
également n — ¢y/n bits pour les indices de xz* qu’on n’a pas calculé. On obtient donc
K (z*|T(z*, 1), r5,r5, M P, f) < n— (c+ (1 + §)Hz(2¢))y/n. Enfin, en utilisant le
théoreme 2.3, on déduit RAB(HM,) > (¢ + (1 + §)Hy(2¢), ce qui conclut la preuve.
U

2.4.3 Interlude : un théoreme sur les graphes aléatoires

Dans cette section, on prouve un théoreme sur les graphes aléatoires. Ce théoreme sert
a prouver la borne inférieure sur le probleme du couplage caché, a la section précédente.
Commencons par rappeler les différentes constructions de graphes aléatoires. Soit
G = (V(G),E(G)) un graphe tel que E(G) = n. Il a deux maniéres canoniques de
construire un sous-graphe aléatoire de G.
— On construit 'ensemble des arétes en choisissant chaque aréte e € E(G) avec pro-
babilité p. Notons H, le graphe construit suivant cette procédure.
— On choisit un sous-ensemble de taille m aléatoirement parmi tous les sous-ensembles
de taille m de E(G). Notons H,, le graphe construit suivant cette procédure.
Dans la section précédente, on construisait un graphe suivant la deuxieme procédure.
Mais le premier modele est en général plus facile a analyser. Quoi qu’il en soit, le théoreme
suivant montre que dans un certain sens, ces deux modeles sont équivalents.

Théoréme 2.6 ([JLRO0]). Soit Q un ensemble de sous-graphes de G. Alors pour p =

m = +/n etn assez grand, on a :

1
v

Prob(H,, € Q) < V2mn/*Prob(H, € Q)
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Démonstration.

Prob(H, € Q) = Zn:Prob(Hp € Q||E(H,)| = k)Prob(|E(H,)| = k)

_ Z Prob(Hy, € Q)Prob(|E(H,)| = k)
> Prob(H,, € Q)Prob(|E(H,)| = m)

On peut calculer directement Prob(|E(H,)| = m) = (")p™(1 — p)"~™. Pour conclure, il
suffit de remarquer que cette derniere expression est équivalente a m pour p = ﬁ,
ce qui termine la démonstration. O

Théoreme 2.7. Soit G un graphe biparti et H un sous-graphe aléatoire H = H ;. Soit
kg ={v e V(H) :degy(v) > 0}. Il existe une constante c telle que lim,, ., Prob(ky >
cy/n) =1.
Démonstration. 1l suffit de prouver ce théoreme pour un graphe H = H, 5 et d’appliquer
le théoreme 2.6 pour conclure que le résultat est aussi valable pour H = H ;. Soient
X; et Xy deux ensembles tels que V(G) = X; U Xy et E(G) C X; x Xs. Notons
= {v € X; : deg(v) > 2y/n} et X; = X"

Nous allons préciser la structure du graphe en montrant que pour au moins un ¢ €
{1,2}, on a les deux propriétés suivantes :

L [Xi| = v/n.

2. Z%X; deg(v) > 3n/8.
Remarquons pour commencer qu'un des c6tés du graphe a au moins y/n sommets. Sup-
posons maintenant que I'un des coté du graphe a strictement moins de 2y/n sommets,
alors chaque sommet du coté opposé a un degré au plus de 2y/n. En sommant sur X, , on

obtient le résultat voulu. Supposons donc que les deux cotés ont plus de 24/n sommets.
Soit B¢ = E(G) N (X x XJ) pour 6, ¢ € {+, —}. Le nombre total d’arétes est ainsi

n=|EtT|+|ETT|+|E~T| + |E“|. Ensuite, on a en sommant
Z deg(v) = |[ETT| + |ET7|, et
UEXJr
> deg(v) = |ETF+ |EY).
v6X2

Enfin, sachant que ) _y deg(v) = n pour i = 1,2, on déduit quil y a au plus /n/2
sommets de degré supérieur a 2v/n, soit |[E**| < %. Finalement,

no= |[ETT+ BT+ BT+ [E
= Zdeg +Zdeg — |ET| + |E7|
> Zdeg +Zdeg - =
on
T > Zdeg(v)+2deg(v)
X7+ X5
1 2
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Pour un indice i, on a donc ) v+ deg(v) < 5n/8, soit pour 'autre coté ) _ - deg(v) >
i J

3n/8.

Soit vg = #{v : degy(v) = 0}. Nous allons prouver une borne supérieure sur Evy. Soit
X; vérifiant les hypotheses précédentes. Pour chaque v € X;, on a Prob(deg(v) = 0) =
(1-— ﬁ)dey(”) ~ e799@/VE Pour des sommets du méme coté de G, les degrés dans H
sont des variables aléatoires indépendantes, donc Evy = )" e~ deg)/Vn
Soit ay = 1_572. Pour tout x tel que 0 < x < 2, e™ < 1 — 2. Pour les sommets de
c’est-a-dire ceux de petits degrés, on a

S dego) < 3 (1= O <) - 2

x-

7

veX, veX,

et pour les autres sommets, ceux de grands degrés

-2
> deg(v) < X | < -

UEXZ.Jr

Posons ¢ = (3a1/8 —e™2/2). On a donc Evy < |X;| — ¢y/n, soit Eky > ¢y/n. Finalement,
nous avons dit plus haut que vy, et donc kg, était une somme de variables aléatoires
indépendantes. Il suffit d’appliquer le théoreme de Hoeffding (théoreme 1.12) pour déduire

Prob(ky < gﬁ) < V8,

O

2.5 Comparaison de la communication a sens unique
et la communication simultanée

Dans cette derniere section, nous allons comparer deux modeles de complexité. Le
premier est la complexité mutipartite, modele NOH (“number on hand”). Dans ce modele,
il n’y a plus 2 mais n joueurs. Fixons une fonction f : Xi,... X, — {0,1}. Un protocole
fonctionne de la maniere suivante : chaque joueur recoit une entrée du probleme z; € X;
et envoie un message a un arbitre qui doit donner la valeur de la fonction. La complexité
de la communication simultanée de f est la somme des longueurs de tous les messages et
on la note DXtll-/[1Xn(£),

Nous allons comparer ce modele avec la complexité a sens unique. Pour la méme
fonction f, on considere le probleme a 2 joueurs suivants. ¢ étant fixé :

— Alice recoit x;

— Bob regoit toutes les autres entrées x1,...,2;_1,%;11,...,%,. On note cette entrée

Tr—_;.
La complexité de la communication déterministe pour de tels protocoles est notée
DXi=X-i(f). Comme dans le cas général, ces protocoles peuvent étre déterministes, pro-
babilistes ou distributionnels.

Dans le modele déterministe, on peut définir un protocole a sens unique a partir d'un
protocole simultané. Il suffit a Alice, par exemple, d’envoyer son message a Bob au lieu de
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I'envoyer & I'arbitre. En faisant de méme pour Bob, on en déduit DA~B(f) +DAB(f) <
DI(f). Ce résultat s’étend trivialement au modele multipartite, mais aussi aux protocoles
probabilistes ou distributionnels.

Dans cette section, nous allons étudier I'inégalité inverse. L’équation qu’on va chercher
a confirmer ou infirmer, dans différents modeles de complexité, est la suivante :

DAB(f) + DAE(f) = DI(f). (2.1)

Dans le cas déterministe, les deux membres de I’équation sont strictement égaux. On a
vu dans la section 2.4.1 que la complexité a sens unique déterministe était caractérisée par
le nombre de lignes ou de colonnes différentes (suivant la direction de la communication).
D’autre part, la complexité simultanée est exactement la somme du nombre de lignes et de
colonnes différentes. La raison est la méme que celle qu’on a utilisée dans le modele a sens
unique. Soient x; et x5 deux entrées d’Alice dont les lignes de la matrice de communication
sont différentes. Il existe donc une entrée y de Bob telle que f(x1,y) # f(x2,y). Or si Alice
envoyait le méme message a ’arbitre pour les deux entrées, celui-ci donnerait la méme
réponse, ce qui contredit la correction du protocole. En faisant le méme raisonnement pour
Bob, on en déduit que I'inégalité 2.1 est vraie, et donc DA~E(f) + DA=B(f) = DI(f).

Dans le cas probabiliste, considérons la fonction égalité définie au chapitre 1. Cette
fonction est définie par FQ(z,y) = 1 si et seulement si x = y. On peut montrer pour
cette fonction RA7B(Eq) = RA~B(FEq) = O(logn). L’'un des moyens pour y parvenir
est d’utiliser un code correcteur d’erreurs de Justesen [Jus72]. Un tel code est défini
par une fonction ¥ : {0,1}" — {0,1}°" qui a la propriété suivante : si x # y, alors
Prob;[(V(z)); = (V(y)):] < d. En utilisant un tel code, il suffit a Alice de tirer un indice ¢
au hasard et de I'envoyer a Bob avec la valeur (¥(x));. En comparant avec (¥(y));, Bob
sait avec grande probabilité si les deux entrées sont égales ou différentes.

D’autre part, il a été prouvé que Rl (Eq) = Q(y/n) [BK97], ce qui montre que
I’équation 2.1 est fausse dans le modele probabiliste. Toutefois, la différence entre les
deux tient principalement au fait que ’aléa est privé. En effet, le théoreme de Newman,
référencé théoreme 1.1 au chapitre 1 affirme que la différence entre aléa privé et public
est au plus O(logn). Ce résultat s’applique dans le modele a sens unique mais pas dans
le modele simultané. Si on autorise ’aléa partagé, le protocole décrit plus haut peut étre
exécuté avec un seul bit de communication, puisqu’Alice n’a plus a envoyer l'indice qu’elle
a tiré au hasard a Bob. Dans le modele simultané également, il suffit que les joueurs par-
tagent leur aléa et envoient un bit tiré au hasard de leur entrée corrigée. L’arbitre peut,
en comparant ces deux bits, donner la bonne réponse avec grande probabilité.

Dans le cas ou I’aléa est public, le contre-exemple a I’équation 2.1 est donné par Bar-
Yossef et al. [BYJKS02]. 1l s’agit de la fonction G : {0, 1}7Hosm x {0, 1} Fleer — {0,1}
définie par G(f,z,9,y) = f(x @ y) si f = g et 0 sinon. Ils montrent pour celle-ci que
R{B(G) = O(logn) alors que Dﬂ(G) = Q(y/n). Ceci montre que I'équation 2.1 est
fausse dans le cas probabiliste, méme avec de ’aléa partagé.

Enfin, le cas quantique est également remarquable, car il met en oeuvre une technique
algorithmique bien spécifique au monde quantique. Pour la fonction égalité, il est prouvé
que QL'(EQ) = O(logn), bien qu’il n’y ait aucune ressource partagée entre les joueurs
et Parbitre. Ceci est possible grace a la technique de 'empreinte quantique (quantum
fingerprinting) [BCWdAWO01]. Ainsi, '’équation 2.1 pourrait étre vraie pour des messages
quantiques.
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Le modele que nous regardons ici est la complexité distributionnelle avec distributions
produits. Et dans ce cas, on peut prouver I’équivalence entre communication simultanée
et a sens unique. Ceci fait donc apparaitre une différence avec le modele probabiliste, qui
est équivalent au modele distributionnel, mais avec des distributions quelconques.

Théoréme 2.8. Soit une fonction booléenne f : Xy... X, — {0,1}. Pour e > (1 +
1/n)SF &, ona

k
DIXINe(f) < 37 DL (),
i=1

Démonstration. Nous allons prouver ce résultat par induction sur le nombre de joueurs.
On commence donc par étudier le cas de deux joueurs. Soient X = X; et Y = Y, et
= p1 ® po une distribution sur X x Y. On fixe deux protocoles a sens unique :

— dans Py, la communication va du joueur 1 vers le joueur 2,

— dans P,, la communication va du joueur 1 vers le joueur 1.
Fixons les entrées (z,y). On note m; () la transcription suivant Py, et ma(y) la transcrip-
tion suivant mo(y). Soient S I'ensemble des entrées de X donnant lieu au message m;(z)
et T I'ensemble des entrées de Y donnant lieu & my(y). Soit R = S x T'. On partitionne
R suivant le diagramme :

I
So R0 i Riq On définit les sous-ensembles suivants :

! — S, ={z € S :lasortie de Py sur z et ma(y) est i}.
g R I p — T, ={y €T :lasortie de Py sur y et my(z) est i}.
' H : o - Ri,j =5; X TJ

On définit maintenant un protocole simultané a partir de P; et P,. Les deux joueurs
envoient leurs messages m(z) et mo(y) a 'arbitre. L’arbitre simule les deux protocoles
Py et Py sur toutes les entrées de R et sort la valeur 0 si pu(Rpo) > p(Ri1) et 1 sinon.
La complexité de ce protocole est bien la somme des complexités de P; et Ps. Il nous
reste maintenant a analyser les erreurs. Supposons sans perte de généralité que la sortie
de I'arbitre est 0. Regardons les erreurs de chaque sous-ensemble.

— Sur Ry, les sorties de P; et de P, sont toutes les deux 0. Si le protocole simultané

est faux, alors les deux protocoles a sens unique le sont également.

— Sur R;; avec ¢ # j, les deux protocoles donnent toujours des valeurs différentes

donc pour chaque entrée, I'un des deux se trompe.

— Sur Ry 1, la sortie du protocole simultané est différente. Ce protocole peut donc se

tromper alors que les deux protocoles a sens unique sont corrects.
On voit donc que sur les trois premiers ensembles, le protocole simultané ne fait pas de
nouvelles erreurs. En revanche, sur R, ; le protocole simultané crée des erreurs la ou n’y
en avait pas avant. En sommant sur tous les rectangles, il est facile de voir qu’on obtient
e<er+ea+ Yy, p(Ri;) < 2(e1+€2). En effet, le protocole est congu de maniére que pour
chaque rectangle, le poids du sous-rectangle R;; ou les nouvelles erreurs sont créés soit
borné par p(Ro1 U Ry ). On peut affiner cette analyse pour prouver le théoréme.
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Fixons quelques notations. Soit y’ la distribution induite par p sur R. Comme u
est par hypothese une distribution produit, i/ est également une distribution produit.
Posons donc p' = p} @ pfy. Soit ay = ) (S1) et s = phH(71). On va maintenant montrer
que p(R;;) < M, ou de fagon équivalente, gy < (o (1 —az)+ (1 —aq)as). En
sommant sur tous les rectangles, cela montre que £ < %(81 + e9).

La conception du protocole assure que ayas < (1—aq)(1—as). On peut donc supposer
sans perte de généralité que oy < 1 —ay (autrement, as < 1—a3). On a maintenant deux
cas possibles.

— Soit ag < 1 — . Ceci implique ayas < (1 — ). De méme, s < (1 — ag)as.

En sommant, on obtient bien ajas < 5((1 — ar)as + o (1 — ag)).
— Soit a3 > 1—a;y. Notons alors que (1—a;)(1—az)—ai(1—az) = (1—2a;)(1—ag) <
(1 —2a;)a2. On a ainsi,

109 S (1 — Oél)(l — Oég)
S (1 — 20&1)0&2 + Oél(l — Oég)
20&10&2 S Oél(l — Oég) + Oég(l — Oél)

Ceci clot la démonstration dans le cas de deux joueurs. Soit maintenant n > 2 le
nombre de joueurs. On fixe donc une distribution produit p = p; ® ... ® p, et des
protocoles a sens unique Pi,...,P,. Le protocole P; s’applique au probleme a deux
joueurs dans lequel I'un regoit I'entrée x; et le second x_;. La communication va du premier
au second. Commencons par étendre les notations dans le cas de plusieurs joueurs. On
note :

m;(z;) la transcription du protocole P;,

St C X;, 'ensemble des entrées donnant lieu & cette transcription,

~ 8, =8t x ... xS x S x 87,

~ S ={x_; € S;: lasortie de P; sur 'entréé z_; et le message m;(z;) est a}.

Le protocole simultané fonctionne comme dans le cas a 2 joueurs. Le i7-éme joueur envoie
a l'arbitre le message m;(x;). L’arbitre sort 0 si pu( ], S5) > ([T, Si) et 1 sinon. De méme,
la complexité de ce protocole est la somme des complexités protocoles P;. Nous allons
maintenant analyser les erreurs de ce protocole.

Supposons sans perte de généralité que la sortie de l'arbitre est 0. Les erreurs du
protocole simultané pour lesquels tous les protocoles a sens unique étaient corrects sont
dans P'ensemble ], S;. Appelons p la distribution induite par p sur R. u’ étant une
distribution produit, on note y' = pj ® ... ® p!,. Enfin, on note a; = p(S"). Avec ces
notations, la propriété que 'on cherche a prouver est

nHozZ-< Z HaiH,u(l—ozi).
=1 sC) =1

Cln i=1
S#0,5#(n]

Le membre de gauche de cette équation est précisément [, (S7). A droite, on a la somme
des mesures des ensembles tels que les protocoles a sens unique donnent des réponses
différentes. Sur ces ensembles en effet, pour chaque entrée 'un au moins des protocoles

donne un réponse fausse. On a donc par définition Y scp [l i [T, #(1 — i) =
S#0,5£[n]
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1 -1, a; =TT, (1 — a;), L'hypotheése d’induction s’écrit donc

(n—l)ﬁai<1—ﬂai—ﬁ(1—ai) (2.2)

Il y a alors encore deux possibilités :
- T e <TI0 (1 — ay), alors en utilisant équation 2.2,
n n—1 n—1
nHa,- = (n— l)anHai +anHai
i=1 i=1

i=1

n—1
< a, Z HaiH(l—ai)+anH(1—a,~)
SCln—1] 1€S ¢S i=1
S#£0,5#[n—1]
< Y [aIlo-o

Scn] 1€S i¢S
S#£0,5#(n]

—ay, <1 —ay,aors [Ja; < (1 — ) H;:ll «;. En utilisant I’équation 2.2 :

n n n—1
nHai = Hai+(n—1)anHai
i=1 i=1 i=1

< (l—an)]jaz+an( Z Haz H(l_az»
i=1 Cln—1] S S

IA
— I
2
—
i
|
8
— W

SCln] S S
5£0,54[n]

ce qui termine la preuve.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la complexité de la communication sous 1’aspect
de la combinatoire. Pour cela, nous avons utilisé la complexité de Kolmogorov, qui nous a
permis d’identifier les entrées incompressibles, de donner une borne inférieure générale, et
de choisir I'aléa également incompressible. Ce dernier point est une alternative a 'utilisa-
tion du principe du minmax de Yao, permettant de transformer un protocole probabiliste
en protocole déterministe, tout en limitant le nombre d’erreurs.

Nous avons donné plusieurs applications de notre méthode. Dans le cas déterministe,
nous avons montré que notre borne inférieure généralisait la taille des rectangles. Nous
avons étendu cela au cas distributionnel, en montrant comment prouver la borne de
corruption en utilisant la complexité de Kolmogorov. Dans le cas probabiliste, nous avons
donné comme application une borne inférieure générale, la VC-dimension, et une borne
inférieure sur un probleme particulier : le couplage caché.
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Le schéma formel de chacune des preuves de borne inférieure utilisant la complexité
de Kolmogorov est le suivant.

1. Fixer les entrées (et eventuellement 1’aléa) de maniere incompressible.
2. Appliquer le théoreme principal (théoreme 2.1 ou 2.3).
3. Décrire un algorithme qui calcule I'entrée sachant la transcription qu’elle a engendré.

C’est ce dernier point qui nécessite d’exploiter les propriétés combinatoires de la fonction.

Dans le cas de la VC-dimension, nous avons donné une seconde preuve qui n’utilise
plus la complexité de Kolmogorov, mais uniquement des propriétés combinatoires. En
analysant la structure combinatoire de la communication, nous avons montré comment
comparer la communication a sens unique et la communication simultanée, dans le modele
de complexité distributionnel restreint aux distributions produits.

Le point commun de toutes ces méthodes est qu’elles ne considerent que les pro-
priétés combinatoires, et sont indépendantes de la structure choisie pour représenter les
problemes. On a ainsi I'avantage de placer I'analyse a un niveau d’abstraction assez élevé,
ce qui permet de donner des preuves facilement compréhensibles et révele l'intuition
derriere chacun d’elles. En revanche, on ne fait pas I’économie de I’analyse combinatoire,
ce qui peut se révéler etre d’une relative complexité.
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Chapitre 3

Méthodes algébriques et simulation
des distributions causales

Dans ce chapitre, nous allons étudier de cott de la simulation des distributions cau-
sales. Rappelons brievement le contexte. Les détails peuvent étre trouvés au chapitre 1.
On s’intéresse a des distributions bipartites p(a, b|z,y). Le probleme est analogue a la
complexité de la communication : Alice et Bob recoivent respectivement des entrées x
et y et doivent produire des réponses a et b telles que celles-ci sont distribuées suivant
p. Pour y arriver, ils peuvent communiquer. Les joueurs pourront également disposer de
ressources additionnelles comme 1’aléa partagé ou l'intrication.

On suppose de plus que ces distributions vérifient une propriété physique qu’on appelle
la causalité, c’est-a-dire que les causes précedent leurs effets. Formellement, cela signifie
que les distributions marginales p(a|z,y) et p(b|z,y) sont respectivement indépendantes
de y et de x. Cette propriété est vraie en particulier pour une distribution obtenue en
faisant des mesures bipartites sur des états intriqués. Le modele étudié ici généralise
également la complexité de la communication des fonctions booléennes.

Pour une distribution p, on note Ry(p) le cout de la simulation exacte de p par un
protocole probabiliste et des messages classiques. Lorsque le probleme est d’approximer
p, les joueurs doivent produire une distribution p’ telle que §(p’, p) < €, ou (p, p’) est
la variation totale entre p et p’ définie a la section 1.3 (définition 1.12). On note alors
la complexité de la communication R.(p). Sauf précision particuliere, I’aléa est toujours
partagé et illimité. Lorsqu’on veut néanmoins distinguer 'aléa partagé de l’aléa privé,
on ajoute les exposant “pub” et “priv’. Lorsque les joueurs partagent de l'intrication,
on ajoute l'exposant “ent”. Enfin, si les messages envoyés sont quantiques, on note la
complexité de la communication Q.(p).

Nous donnons a la section 3.2 une borne inférieure générale sur le cotit de la simulation
des distributions causales. Celle-ci est basée sur la structure géométrique sous-jacente. La
section 3.3 est dédiée a I’étude de distributions binaires a marginales uniformes. Cela com-
prend le cas particulier des fonctions booléennes. Dans ce cas, notre borne est équivalente
a celle de Linial et Shraibman [LS08b]. L’étude de la dualité, de son interprétation phy-
sique ainsi que les applications aux jeux XOR sont 'objet de la section 3.4. Ceci permet
d’interpréter notre méthode en termes de violation d’inégalités de Bell et de Tsirelson.
La comparaison entre violation des inégalités de Bell et de Tsirelson dans le cas général
est présentée a la section 3.5. Enfin, nous terminons en montrant des bornes supérieures
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sur le probleme de la simulation avec erreur a la section 3.6.

3.1 Dilution d’une distribution causale.

La définition des distributions causales permet de définir certaines opérations
algébriques utiles. Considérons la combinaison convexe de deux distributions causales
p1 et po, définies sur X x Y et a valeurs dans A x B. De maniere opérationnelle, si on
sait simuler ces deux distributions, une combinaison convexe des deux est obtenue en
échantillonnant p; avec probabilité 6 et p, avec probabilité 1 — 6, ou 0 est un réel entre 0
et 1. Les joueurs utilisent donc ’aléa partagé pour déterminer, suivant @, la distribution
a échantillonner. L’important ici est que 6 est indépendant des entrées des joueurs z et
y. On peut vérifier de plus que la combinaison convexe de deux distributions causales est
bien causale. Cela se vérifie aisément par linéarité :

> (Opi(ablz,y) + (1= O)pa(a, blz,y)) = Opilalz,y) + (1= O)pa(alz, y),

= Opi(alz) + (1 — O)ps(alx),

et de méme pour b.

Pour prouver une borne inférieure sur la complexité de la communication, on va
mélanger la distribution avec du bruit. Ce qu’on prouve maintenant, c’est qu’en ajoutant
une quantité suffisante de bruit, la distribution devient locale et peut étre simulée sans
communication.

Théoreme 3.1. Soit p une distribution causale définie sur X XY, a valeurs dans A X B.
Supposons que Ry(p) < t, alors il existe deuz distributions, pa définies sur X, a valeur
dans A et pp définies sur'Y et a valeurs dans B, telles que la distribution p; définie par

t_

2t

1
pi(a,blz,y) = gp(a, blx,y) + palalr)ps(bly)

est locale.

Démonstration. Soit P un protocole pour simuler p avec au plus ¢ bits de communication
et 7 I'ensemble des transcriptions possibles de P. On a |7 | < 2°. On suppose que la lon-
gueur de toutes les transcriptions est ¢, quitte a ajouter des bits inutiles a la fin de celles-ci.
Fixons d’abord quelques notations. Dans le protocole initial, on suppose que les joueurs
tirent une chaines aléatoire \. La transcription du protocole est notée T'(x,y, A). On sup-
pose qu’a la fin du protocole, Alice choisit sa sortie suivant une distribution pp(alz, A\, T).
De méme, Bob choisit la sienne suivant pp(bly, A, T).

Nous définirons précisément les distributions p4 et pp plus loin. Notons cependant
que la distribution p,, définie par p,,(a,b|z,y) = pa(a|z)pp(bly) est causale car locale. p,
étant une combinaison convexe de p et p,,, elle est également causale. Pour une chaine
booléenne o € {0, 1}, on dit que o est compatible avec une entrée = € X §'il existe une
entrée y € Y et une valeur de l'aléa X telles que T'(z,y, \) = 0. On note U, ) 'ensemble
des transcriptions compatibles avec x pour l'aléa A\. De méme, on note V,, 5 'ensemble
des transcriptions compatibles avec y pour l'aléa \.

On définit maintenant le protocole P’ sans communication pour simuler p; :
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— Alice et Bob commencent par fixer I'aléa du protocole P en tirant une chaine
aléatoire au hasard.
— Alice et Bob tirent ensuite une chaine de longueur ¢ au hasard. Soit o cette chaine.
— Si o est compatible avec x, alors Alice donne la valeur qu’elle aurait donnée dans
le protocole P, autrement, elle répond au hasard suivant la distribution p4.
— Bob fait la méme chose qu’Alice, en répondant suivant pp si la o n’est pas compa-
tible avec y.
Ce protocole est sans communication. On note p la distribution sur le choix de la chaine
aléatoire A et de la transcription o. Par définition, la distribution obtenue est

pia,blzy) = > uN) | D w(Tpelale, A, T)pp(bly, A, T)

TEUzy)\ﬂVy’A

+ pply) Y p(Dppale, A T) +palalzr) Y w(T)pe(bly, A T)

TeU:c,AmVy,A TGUZ,AOV%A

+ pe(ly)palalr) > w(T)

TEU%AQV%A

Analysons chacun des termes séparément. Lorsque A est fixé, il n'y a qu'une seule trans-
cription compatible a la fois avec x et y. On a ainsi

ST ST (el A T)pp(bly A T) = opla b )
A

TEUzy)\ﬂVyy)\

Soit A, I'événement qui indique que la transcription d’Alice est compatible avec son
entrée z, lorsqu’on choisit A et 1" suivant p. On définit B, de maniere analogue. On note

ainsi
(alz. A, B,) — 2 AHAN) Xoreu, v, MTpp(alz, A T)
pp s LAg y) — /J/(Am N By) )

ot on a par définition u(A4, N B,) = >, u(N) > reu, 7y (7). Nous allons montrer que

cette distribution est indépendante de y, et que la distribution analogue pp(bly, A, N B,)
pour Bob est indépendante de x. En utilisant ces distributions, on a I’expression suivante

pour p;
1 _ _
pl(a, b‘.ﬁ(], y) = ?p(av b‘.ﬁ(], y) + :u(A:B N By)pB(b‘y)pP(a‘xv Aw N By)
+ (AN By)palalz)pp(blz, Ay N By) + p(A, N By)ps(bly)palalz)
En sommant sur b et en utilisant le fait que p et p; sont causales, on a
1 _ _
plalz) = 5plalz) + u(As 0 By)pplalz, As N By)
+ u(Ay N By)palalz) + u(A, N By)palalz)

(alz) + u(A. N By)pe(alr, A N By) + pu(Ay)palalr),

?p
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Par définition, u(A,) est indépendant de y, et il en va donc de méme pour (A, N B,) =
W(Az) — pu(Az N By) = p(A;) — 2 De l'expression précédente de p;, on déduit donc que
pp(alz, A, N By) est indépendant de y. On peut donc poser pa(alz) = pp(alz, A, N By).

En faisant le méme raisonnement pour Bob, on peut poser pg(bly) = pp(bly, A, N By).
On a enfin I'expression suivante pour p;=

1 _
pi(a,blz,y) gp(a, blz,y) + u(A; N By)pa(alx)ps(bly)

+ w(As N By)palalz)ps(dly) + 1(As N By)palalz)ps(bly)

= plablay) + (1~ L)pa(ale)ps(bly)

O

Pour toute distribution, on a toujours une borne triviale Ry(p) < log(min{|X]|, |Y|}).
En effet, il suffit qu'un joueur envoie son entrée a I'autre. Appliquons alors le théoreme
a une distribution p binaire a marginales uniformes. Le produit des marginales est alors
la distribution définie par p,,(a, blx,y) = i. Le théoréme affirme donc que la distribution
£p(a,blz,y) + E11 est locale.

On a vu au chapitre 1 qu’une distribution binaire a marginales uniformes p était
entierement déterminée par sa matrice de corrélation. Soit C' une matrice de corrélation
correspondant a p. La distribution p,,, produit des marginales de p, est uniforme pour
tout x,y. On appelle cette distribution le bruit uniforme. Il est facile de vérifier que la
matrice de corrélation correspondante est identiquement nulle. Par linéarité, la matrice
de corrélation correspondant a p; est donc C'/2".

Supposons maintenant que Cy est la matrice de corrélation associée a une fonction
booléenne f. Si Alice et Bob simulent la distribution (2—(’:, 0,0), ils calculent correctement
la valeur de la fonction avec probabilité 1/2 4+ 1/2™. On peut interpréter ce résultat
autrement en terme de complexité de la communication. Ce qu’on voit, c’est que si on
autorise une erreur arbitrairement proche de 1/2; et pas une erreur constante comme on le
fait habituellement, et si I’aléa est public, alors le calcul d’une fonction est toujours trivial.
Ce résultat a déja été utilisé pour montrer que les problemes de communication deviennent
triviaux avec lorsque les joueurs partagent des boites non-locales bruitées [BBL*06].

3.2 Borne inférieure sur la communication

Nous allons maintenant utiliser le théoreme 3.1 pour prouver une borne inférieure
sur la communication nécessaire pour simuler une distribution causale. La plupart des
travaux précédents sur ce probleme sont des bornes supérieures sur le cotit de la simula-
tion des mesures bipartites sur les états quantiques intriqués. La plupart portent meéme
spécifiquement sur les mesures sur des états maximalement intriqués, ces mesures don-
nant lieu a des distributions a marginales uniformes. Ces résultats sont récapitulés dans
I'introduction, dans le tableau 1, page xvi.

Il existe quelques résultats de bornes inférieures pour des problemes spécifiques. No-
tamment, Brassard, Cleve et Tapp ont étudié la distribution suivante, appelée distribu-
tion de Deutsch-Josza [BCT99|. Elle est définie comme résultat du protocole suivant :
2 joueurs partagent 1'état [pF)®len = L > icn 18)]4), un produit de logn paires EPR.

n
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Les mesures sont indexées par des chaines de longueur n. Sur Uentrée z € {0,1}°8" les
joueurs vont appliquer successivement sur chacune de leurs parties de paire EPR les deux
transformations suivantes :

— un décalage de phase [i) — (—1)%]i),

— une transformée de Hadamard |i) — % > et (=1 5)-

Ils mesurent ensuite dans la base {|i),i € [n]}. Les auteurs ont montré que la simulation
de cette distribution avec aléa partagé et communication classique nécessitait n bits de
communication.

Il est intéressant de noter que ce résultat repose essentiellement sur un résultat
précédent. En effet, cette borne inférieure est basée sur une séparation exponentielle
entre communications classique et quantique pour le calcul sans erreur de la fonction
EQ’, un version partielle de la fonction égalité BCW9S.

Récemment, Gavinsky a également prouvé une borne inférieure pour une distribution
donnée [Gav09]. La encore, celle-ci est basée sur une séparation exponentielle entre com-
munication classique et quantique pour un probleme relationnel. Si I’étude des théories
non-locales généralisées a donné lieu a une importante littérature, présentée en intro-
duction, il n’existe pas a notre connaissance de résultats de complexité similaires a ceux
introduits ici.

Définition 3.1. Soit p une distribution causale. On note
- v(p) =min{)_ || : Ipi € £,>_ aipi = P}
= %2(p) =min{3_ || : 3pi € Q.5 @ipi = P}

Nous avons dit plus haut que nous avions toujours Ry(p) < log(min{|X|, |Y|}) pour
toute distribution causale. On sait donc que la complexité de la communication est finie
des que I'ensemble des entrées est fini. En combinant ceci avec le théoreme 3.1, on peut
déduire que pour toute distribution causale p, v(p) est fini. En effet, on va voir plus loin
qu’on peut utiliser ce théoreme pour déduire une expression de p comme combinaison
linéaire de distributions locales. Comme £ C Q, on a v(p) > 72(p) et donc Y2(p) est
également fini pour toute distribution causale p.

Fixons une combinaison (¢;, p;); telle que Y ¢;p; = p. En fixant les entrées et en
sommant sur les sorties on trouve »_ ¢; = 1. On en déduit que P'expression de p est une
combinaison affine de distributions locales. La quantité v représente intuitivement le cott
de la meilleure telle décomposition de p. On verra que dans le cas binaire avec marginales
uniformes, cette quantité est au sens mathématique une mesure de la distance de p a L.

On peut faire une autre remarque sur la définition de v et 7,. Dans une décomposition
P = > ¢;Pi, on ne borne pas a priori le nombre de distributions p; utilisées. Pour v, le plus
naturel semble de décomposer p en combinaison affine des points extrémaux du polytope
local. Mais dans le cas quantique, le nombre de points extrémaux de Q est infini. Pour
9, mais également pour v, deux distributions sont en fait suffisantes pour exprimer p.
Etant donnée une décomposition p = > ¢;p;, regroupons les p; en fonction des signes
des gi. On obtient p = >, ~(@iPi + )., <0 ¢iPi- Posons maintenant ¢* = >, -,
0~ == igeol PT =20 EPiet P~ =2, P, etonap=g¢gp—qgp.
De plus, p™ et p~ sont des combinaisons convexes de p;, et £ et Q étant convexes, on en
déduit les définitions équivalentes suivantes de v et vs.

Proposition 3.1. Soit p une distribution causale, on a
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~vp)={¢"+q¢ o €L, p=qgp"—q¢ P, ¢, >0}
-y ={¢dt+q¢ :PpT,p€Q p=¢ P —q¢p, ¢.¢ >0}

Fic. 3.1 — Décomposition affine de la distribution p en distributions locales

Etant donnée une distribution causale p, le théoreme 3.1 prouvé dans la section
précédente induit justement une décomposition affine de p. En écrivant explicitement
cette décomposition, on en déduit une borne inférieure sur la communication.

Théoreme 3.2. Pour toute distribution causale p,
— Ro(p) = log(v(p) +1) — 1.
= Qo(p) = log(r2(p) +1) — 1.

Démonstration. Soit t = Ry(p). D’apres le théoreme 3.1, la distribution p;, définie par

1 2t —1

est locale. Remarquons que la distribution p(a|x)p(bly) est également locale. En inversant
la relation 3.1, on obtient p(a, blz,y) = 2'p(a,blz,y) + (1 — 2")p(alx)p(bly). La somme
des coefficients valant 1, on obtient p comme combinaison affine de distributions locales.
Par conséquent v(p) <2t + (28 —1) = 201 — 1. O

Avant de conclure, on introduit les versions approchées de v et 5 Celles-ci permettent
de borner la communication avec erreur. La mesure v°(p) est simplement le minimum de
v sur une boule autour de p. La distance qui sert a définir la boule est la distance en
variation, définie au chapitre 1.

Définition 3.2. Soit p une distribution causale. On note
- v*(p) = min{v(p') : 6(p, p') <e},
- 75(p) = min{y2(p’) : 6(p,p’) <&}
Ces notions approchées donnent des bornes inférieures sur la complexité avec erreur.

En effet, si on applique le théoreme 3.2 a une une distribution qui minimise v sur une
boule autour d’une distribution p, on obtient immédiatement le théoréeme suivant.
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Théoreme 3.3. Soit p une distribution de probabilité causale. On a
- B.(p) = log(v*(p) +1) — 1,
- Q:(p) 2 log(h5(p) +1) — 1,

3.3 Distributions binaires a marginales uniformes

Nous traitons a part maintenant le cas des distributions binaires a marginales uni-
formes. Ce cas est important pour plusieurs raisons. Il inclut la complexité de la communi-
cation des fonctions booléennes et les mesures binaires sur états maximalement intriqués.
Nous allons voir que pour ces distributions, on peut améliorer la borne donnée plus haut.

Il apparait dans ce cas des différences structurelles essentielles. Dans le cas général, les
distributions causales sont des familles de distributions indexées par des couples d’entrées
(z,y). On peut plonger ces distributions dans un espace vectoriel réel de dimension
| X||Y]|A||B|, en identifiant les distributions a des vecteurs de l'espace. La valeur de
la coordonnée d’indice (z,y, a,b) est la probabilité p(a, bz, y).

Dans le cas binaire avec marginales uniformes, nous avons montré au chapitre 1 qu’on
pouvait décrire une distribution en donnant sa matrice de corrélation C', définie par
Clx,y] = >_,, abp(a,blz,y). Ceci permet en particulier de représenter tres facilement les
fonctions booléennes. La structure vectorielle présente d’autres avantages. La proposition
suivante donne quelques propriétés spécifiques des matrices de corrélation.

Proposition 3.2. 1. C est une matrice de corrélation si et seulement si || C' ||< 1.

2. Pour toute matrice de corrélation C' et tout A > 0, C'/\ est également une matrice
de corrélation.

Démonstration. 1. Soit C' une matrice de corrélation. Par définition, on a |Clz,y|| =
|Efab]| < 1. On a donc || C' ||< 1.

Soit maintenant C' une matrice telle que || C' || < 1. Soit p défini par p(a, b|z,y) =
1(1 4 abClz,y]). Il est facile de voir que p ainsi défini est bien une distribution de
probabilité dont la matrice de corrélation est C.

2. Immédiat par application du premier point.
O

La distribution de probabilité du deuxieme point de la proposition précédente peut
étre décrite de maniere constructive. Nous avons vu a la section 3.1 que la distribution
correspondante pouvait étre obtenue en mélangeant C' avec du bruit uniforme, c¢’est-a-dire
une matrice de corrélation nulle. Ici, la distribution dont la matrice de corrélation est C'//A
est obtenue en échantillonnant la distribution dont la corrélation est C' avec probabilité
1/ et le bruit uniforme avec probabilité 1 — 1/A.

L’espace vectoriel dans lequel nous travaillons est donc ici ’ensemble des matrices
réelles, et les distributions causales binaires a marginales uniformes en sont un sous-
ensemble. On sait que par construction, £ est un convexe de cet espace. Cet ensemble
a de plus les bonnes propriétés pour définir une norme, via sa jauge ou fonctionnelle de
Minkowski.
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Définition 3.3. La jauge de l’ensemble L est la fonction

je: Mp(R) — R
C — min{p>0:C/pe L}

Les propriétés de £ qui font de j; une norme sont les suivantes :

— L est un convexe compact,

— 0 appartient a l'intérieur de ce compact.

La boule unité de cette norme est alors exactement 1’ensemble £. On peut montrer que les
mesures de complexité v et vo définies par Linial et Shraibman [LS08b] sont équivalentes
aux jauges des ensembles L et Q.

En revanche, les mesures v et 5 telles que nous les définissons ne sont pas des normes
de matrice. En effet, si on considere la matrice identiquement nulle, qui correspond au
bruit, alors on a v(p) = 1, et pas v(p) = 0. D’apres notre définition, on a de méme
v(p) = 1 pour tout p € L. Néanmoins, pour des distributions non locales, nous allons
montrer que notre définition de v devient égale a j. et celle de 2 égale a jo. Pour
simplifier les notations, nous utiliserons v et 7, pour noter les grandeurs définies a la
définition 3.1, et j- et jo pour les grandeurs définies par Linial et Shraibman, lorsque
celles-ci sont différentes.

Plus haut, on a défini v sur les distributions et non pas sur les corrélations. On étend
cette définition de maniere évidente en utilisant la proposition 1.9. Si C' est une matrice
de corrélation correspondant a une distribution binaire p = (C,0,0), on pose simplement

v(C) = v(p).
Proposition 3.3. Soit C' ¢ L. On a alors j.(C) = v(C).

La preuve de cette proposition s’appuie sur le lemme crucial suivant. Toutes les sim-
plifications qu’on a dans le cas des distributions binaires a marginales uniformes viennent
du résultat suivant qui assure que ’ensemble £ est symétrique.

Lemme 3.1. Ce L& -C e L.

Démonstration. Soit C' € L. Supposons dans un premier temps que C' est un point
extrémal de L. Par définition, £ est ’enveloppe convexe des distributions locales déter-
ministes. Il est facile de voir que la matrice de corrélation d’une distribution locale
déterministe est une matrice signe de rang un. En effet, par définition, une distribu-
tion locale déterministe p vérifie p(a, b2, y) = da(z)=a08(y)=5, POUr un couple de fonctions
a: X —{0,1}et 5:Y — {0,1}.

Notons u(z) = (da(@)=1 — da(z)=0), €t v(x) = (da()=1 — Op(y)=0). Par définition, u €
{=1,1} et v € {—1,1}. On peut voir que la matrice de corrélation de p est définie
par par C[z,y] = u(x)v(y). Donc C est bien une matrice signe de rang 1. Ainsi, —C
vérifie —C|x,y] = —u(z)v(y) et par conséquent, —C' est la matrice de corrélation d’une
distribution locale déterministe.

Dans le cas général, il suffit de décomposer C' en combinaison convexe des points
extrémaux de L. Posons C'= )", ¢;C;, o q; > 0, Y. ¢q; = 1 et C; est une matrice signe
de rang 1. On a —C = ). ¢;(—C;). Or d’apres la premiere partie de la preuve, —C; est
locale pour tout i. Par convexité, on en déduit que —C' est locale. 0
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De fagon opérationnelle, si on a un protocole pour C', on peut facilement le transformer
en un protocole pour —C. Il suffit qu’a la fin de I’exécution de celui-ci, Alice sorte la valeur
opposée.

Démonstration de la proposition. On a par définition v(C') = v(p) ou p = (C,0,0). La
transformation de p en C étant linéaire, on a v(C) = min{>_|¢| : Y. ¢ = 1,3C; €
LY q;C; = C}. D'un autre coté, il est facile de voir que j-(C) = {> ¢ : ¢ > 0,3C; €
L, ¢;C; = C}. Fixons une décomposition C' = " ¢;C; avec > ¢; = 1. Posons ¢, = |¢|
et C! = sgn(¢;)C;. D’apres le lemme 3.1, on a C! € L, et la décomposition C' = ). ¢.C!
vérifie donc Y ¢; > j-(C). On a donc par conséquent j.(C) < v(C).

Posons maintenant j-(C) = A. Comme C ¢ L, on a A > 1 par définition de j.. De
plus, on peut écrire C' comme la combinaison affine suivante :

LHAC  1-A(=0)
2 X 2 X

Par définition, % et _—/\C sont des distributions locales, et on a a v(C) < % + % =\
On a bien finalement v(C) = j.(C) pour C ¢ L. O

C:

Par le méme raisonnement, on obtient un résultat analogue pour Q. Bien entendu,
pour prouver que Q est symétrique par rapport a l'origine, on ne raisonne pas avec les
points extrémaux. Ce résultat est en revanche trivial en utilisant le théoreme de Tsirelson
(théoreme 1.10).

Proposition 3.4. Soit C' ¢ Q. On a alors jo(C) = 12(C).

Passons enfin a la preuve de la borne inférieure. Dans le cas des distributions binaires
a marginales uniformes, on peut améliorer le résultat obtenu précédemment. En utilisant
les propositions 3.3 et 3.4, on peut travailler indifféremment avec v ou j., et avec v, ou jg.
En effet, le seul cas ou ces mesures different est celui o la complexité de la communication
est nulle.

Théoreme 3.4. Soit C' la matrice de corrélation d’une distribution causale binaire a
marginales uniformes, définie sur X XY. On a Ro(C) > logv(C) et R™(C) > logy2(C).

Démonstration. Commengons par prouver le théoreme dans le cas ou les joueurs par-
tagent de l'intrication. Soit P un protocole utilisant de l'intrication partagée et t bits de
communication classique. Comme dans le cas général, on dilue la distribution en tirant
une transcription 7" au hasard. Les joueurs vérifient si T" est compatible avec leurs entrées.
Si elle I'est, ils répondent ce qu’ils auraient répondu suivant P et sinon, ils choisissent une
réponse uniformément au hasard dans {—1,1}. La distribution ainsi calculée est toujours
binaire, ses marginales sont uniformes et elle a pour matrice de corrélation C'/2'. On a
donc C/2' € Q et par définition de jgo, on a t > log jo. La preuve dans le cas classique
est identique. O

Enfin, on a vu au chapitre 1 que le codage super dense et la téléportation im-
pliquent R§™(C) = 2Q¢™(C) (proposition 1.2). D’apres le théoréme 3.4, on en déduit
que Q& (C) > Llog jo(C), et par conséquent que Ry(C) > log jo(C).

On peut améliorer ce résultat en utilisant les théoremes de Kremer, Klauck et Yao et
de Tsirelson (théoremes 1.3 et 1.10). Ce théoreme est également a la base du théoreme
de Linial et Shraibman pour les fonctions. On le prouve ici pour toutes les corrélations.
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Théoreme 3.5. Soit C' la matrice de corrélation d’une distribution causale binaire a
marginales uniformes, définie sur X x'Y. On a Q¢™(C) > logvo(C).

Démonstration. Soit P un protocole quantique sans erreur, utilisant ¢ qubits et une quan-
tité arbitraire d’intrication. D’apres le théoreme 1.3, il existe deux familles de vecteurs
a, et by, tels que a,.b, = Clz,y] et || a, || - || by ||< 29. Soit A la matrice composée des
vecteur a, en ligne, et B celle composée des b, en ligne. On a donc C' = A - BT. De
plus, en utilisant le théoreme 1.10 on en déduit qu’on a C'/27 € Q, et par conséquent
log jo < g¢. O

En utilisant le codage super-dense, on en déduit le théoreme suivant. Il s’agit d’une
extension du théoreme de Linial et Shraibman a toutes les distributions binaires a mar-
ginales uniformes.

Corollaire 3.1. Soit C' une distribution causale binaire a marginales uniformes, définie
sur X X Y. On a Ry(C) > 2log,(C).

Enfin, nous avons également des versions approchées pour ces grandeurs. Par définition
du probleme de la simulation avec erreur, on en déduit les bornes inférieures correspon-
dantes.

Définition 3.4. Soit C' une matrice de corrélation. On note
- v5(C) =min{v(C") || C = C" ||o< €},
= 7%5(C) = min{y(C") ;|| C = C" ||< €}

Cette définition des grandeurs approchées est cohérente avec celle donnée dans le
cas général. En revanche, il y a une différence avec la maniere dont elles sont définies
par Linial et Shraibman. La relaxation qu’ils proposent consiste a minimiser v sur les
matrices C telles que 1 < C[z,y]C'[z,y] < a. Cette condition est tout a fait opérationnelle
pour des fonctions, c’est-a-dire lorsque C est une matrice de signe, mais pas pour des
corrélations en général. Pour des fonctions, la proposition suivante précise le lien entre
les deux relaxations.

Proposition 3.5. Soit f: X xY — {—1,1} une fonction booléenne, ¢ > 0 et o =
Soit Cy la matrice de corrélation de la distribution py. Notons

1
1-2¢"

P*(Cy) = min{v(C) : 1 < Cyle,y)Clary] < a},

Si v(Cy) > 1 alors 7°(Cy) = 20

Démonstration. Montrons d’abord que v*(C f) < ((’; . Soit C' une matrice de corrélation

telle que v(C) = v*(Cy) et max, , |Clz,y] — Cf[z, Z]| < 2¢. Comme Cylz,y| € {—1,1} et
C' est une corrélation, on a donc 1 —2¢ < |C[z,y]| < 1 et donc 1 < Oz, y|Crlz,y] <
On a donc v(C) > v*(Cy).

Montrons maintenant v*(Cy) > 1(6;6) Soit C' une matrice de corrélation telle que
v(C) = v*(Cy) et pour tout z,y, 1 < Clz,y|Clzr,y] < a. On en déduit aisément que

Oy, y] — (1 — 26)C[x, y]| < 2¢ et done v(C) > 2 O

= 1-2"

Cette proposition nous permet d’établir la borne inférieure générale sur les matrices
de corrélation.
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Théoreme 3.6. Pour toute matrice de corrélation C', on a
- R.(C) > 2log5(C)
- Q(C) = log5(C).

Dans la section 3.6, nous aurons un cas particulier dans lequel la relaxation classique
est plus utile. Il s’agit dans l'inégalité 1 < Clz,y]C'[z,y] < a de faire tendre « vers
I'infini. Pour une fonction booléenne f, cela revient a minimiser pour toutes les matrices
C telles que 1 < Cf[z, y|C[z, y], c’est-a-dire les matrices dont les coeflicients ont les méme
signes que Cy, la matrice de communication associée a f.

Définition 3.5. Soit f: X xY — {—1, 1} une fonction booléenne. On note

ve(f) = min{r(C): 1 < Cylz,y]Clz, y]}
% (f) = min{(C) : 1 < Clz,y|Cla, yl}

3.4 Dualité, Inégalités de Bell et de Tsirleson, appli-
cation aux jeux XOR.

3.4.1 Inégalités de Bell et Tsirelson

Les bornes inférieures sur la communication que nous avons données étaient exprimées
comme des problemes de minimisation. Il est en général plus pertinent d’avoir des bornes
inférieures exprimées comme probleme de maximisation. En effet, si une borne inférieure
est exprimée comme un probleme de maximisation d’une fonction f sur un domaine D,
alors pour tout élément de = € D, f(x) est une borne inférieure.

Dans cette section, nous allons donner une formulation duale de nos bornes. Cette
formulation est en termes de violation d’inégalité de Bell et de Tsirelson. Les inégalités de
Bell sont définies par des fonctions affines, permettant de séparer les distributions locales
des distributions non-locales. Bell les a introduites pour montrer 1'existence de distribu-
tions quantiques non-locales [Bel64], c¢’est-a-dire violant les inégalités de Bell. La méme
idée permet de séparer les distributions quantiques des distributions causales générales.
Les opérateurs permettant ces séparations sont les inégalités de Tsirelson [Tsi80].

Par la suite, si U est une partie d’un espace vectoriel euclidien, on note aff(U) 'espace
affine engendré par U, soit aff(U) = {Au+puv : u,v € U A+p = 1}. Rappelons également
qu’on peut plonger C dans un espace vectoriel réel de dimension |X||Y||A||B].

Définition 3.6 (Inégalité de Bell normalisée). Soit B une forme linéaire définie sur
aff(C). On dit que B est une inégalité de Bell normalisée si B vérifie |B(p)| < 1 pour
tout p dans L.

Définition 3.7 (Inégalité de Tsirelson normalisée). Soit B une forme linéaire définie sur
aff(C). On dit que B est une inégalité de Tsirelson normalisée si B vérifie |B(p)| < 1
pour tout p dans Q.

Ainsi, on dit qu’une distribution p viole une inégalité de Bell normalisée B si B(p) > 1.
Cela implique que p est non-locale. On peut bien entendu faire le méme raisonnement
avec les inégalités de Tsirelson pour montrer qu'une distribution n’est pas quantique.
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Nous allons maintenant prouver que les bornes inférieures présentées plus haut sont
égales aux violations des inégalités de Bell et de Tsirelson normalisée. Cela confirme
I'intuition physique qui est que plus la violation est grande, plus la distribution nécessite
de communication pour étre simulée. Pironio a déja utilisé cette intuition pour donner
des bornes inférieures sur la complexité en moyenne [Pir03]. Nous utilisons ici la méme
intuition pour la complexité en pire cas.

Théoréme 3.7. Pour toute distribution p € C,
1. v(p) = max{B(p) : B est une inégalité de Bell normalisée}
2. v2(p) = max{B(p) : B est une inégalité de Tsirelson normalisée}
Le premier point du théoreme se prouve facilement en utilisant la dualité de la pro-

grammation linéaire. Pour le second point, on introduit quelques résultats nécessaires sur
la structure de Q.

Lemme 3.2. Soit C(Q) = {01p1 + ba2p2 : 6; > 0,p; € Q}. C’est le plus petit cone
contenant Q. Soit RTQ = {Ap: (\,p) e R" x Q}. On a C(Q) =R*Q.

Démonstration. On aimmédiatement RTQ C C'(Q). Montrons que I'inverse est également
vrai. Soit p € C(Q). Soit (6,602, p1,p2) € (RT)? x (Q)? tel que p = 6;p; + faps. On a
donc

01 0,
= (0 +60) ——p1 + —— ,
P (61 + 62) <91+92p1 91+92p2>
= (91 + ‘92)13/7
oup = 91$92p1 + 91%92 po. Q étant convexe, on a p’ € Q, et donc p € RTQ. O

Corollaire 3.2. Soit P l’ensemble des vecteurs p sur A x B x X XY tel que pour tout
(x,y) € X XY, pla,b, x,y] définit une distribution de probabilité sur A x B. On a alors
Q=R"ONP.

Notons ¢ = WllYl'l’ ol 1 est le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1. On a

pour tout p € R*Q, ¢'p = W > by P(@ Dz, y). Notons que tout vecteur p € R*Q
respecte la causalité, dans le sens out ), p(a, blz,y) = >, p(a,blz’,y) pour tout z, 2", y, a.
On en déduit que pour tout z,y,2',y', >, ,p(a,blz,y) = >, pla,blz’,y’), et donc que
ol'p = > apP(a,blz,y) pour une paire (z,y) donnée. Les deux propriétés suivantes sont
alors évidentes.

Proposition 3.6. Pour tout p € RTQ, on a
1. oTp =1 si et seulement sip € Q,
P
2. o5 € Q.
Démonstration du théoréme. Le premier point se prouve en utilisant la dualité de la
programmation linéaire. Pour deux vecteurs x et y, on note x > 0 lorsque toutes les

coordonnées de = sont positives et z = y lorsque x —y = 0. Enfin, x < y est équivalent a
Yy =T
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Soient pq,...,p; les points extrémaux du polytope local et M, la matrice contenant

en ligne les vecteurs py, ..., p;. La définition du v s’écrit alors :
v(p) = mind ¢ +q;,
s.a M£q+ - Mﬁq_ =P,
¢ ,q" = 0.

On a ainsi exprimé v comme solution d’un programme linéaire. Le dual de celui-ci est

v (p) = maxBTp.
sa —1=<MIB=<1,

La condition —1 < M} B =< 1 exprime bien le fait que B, appliqué & une ligne de M,
c’est-a-dire a une distribution locale, est compris entre -1 et 1, autrement dit, que B est
une inégalité de Bell normalisée. La faisabilité de la solution d’'un programme linéaire
implique directement v*(p) = v(p).

Montrons maintenant le point 2 du théoreme. D’apres la proposition 3.1 on a v»(p) =
{¢"+q¢ :IpT,p€Q, p=q¢g'pt—q¢ P, ¢",¢ >0} De plus, en utilisant le vecteur
@, on a pour tout p € Q et ¢ € R, T (gp) = ¢. On en déduit donc I'expression suivante
pour s :

%2(p) = min(e'p*+¢'p7),
sa p'—p =p,
p,p  €eRTQ.
On va maintenant écrire le dual de Lagrange de ce probleme. Ceci va nous donner
une expression duale, et immédiatement la dualité faible. De plus, lorsqu’on a un pro-
gramme convexe, comme celui qui définit 7, et son dual de Lagrange, il existe des condi-
tions simples pour prouver la dualité forte, c’est-a-dire la propriété recherchée (voir par

exemple [BV04]). Soit L la fonction de Lagrange associée au probleme précédent. p étant
fixé, elle est définie par :

LpT,p=, A7) = o'pt +¢"p” = MpT = XpT + 0" (0" —p” —p),
= (p=A+n0)'P + (=2 —n)'p —n'p,
ot AT, A7 et 7 sont des vecteurs réels. On définit de plus la fonction ¢ :

g(A,Ao,m) = inf L(p™,p~, A", A7, n},

pT,p~

)" o sidp=p et Ao =p -0,
—00 sinon.

Le probleme dual de Lagrange s’exprime alors :

Wg(p) = man(A_;,_, )‘—7 77)
sa VpeRTQ Np>0et \Ip>0.
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Grace a la condition sur A, et A_, on a I’assurance que la solution du probleme dual est une
borne inférieure sur la solution du probleme primal. De plus, en analysant ’expression
algébrique de g, nous avons vu que sans aucune condition supplémentaire sur 7, cette
borne inférieure était —oo. Ajoutons au probleme dual les conditions permettant d’obtenir
une borne inférieure finie.

%(p) = max—n'p
s —p'p <n'p < o'p pour tout p € RTQ.

Enfin, d’apres la proposition 3.6, cette condition est équivalente & —1 < n”p < 1 pour
tout p € Q. En faisant le changement de variable n — —n, on obtient bien le programme
voulu, c’est-a-dire :

%(p) = maxn’p
s [n'p| < 1 pour tout p € Q.

Par construction, on a la dualité faible 75 (p) < 72(p).

Montrons qu’on a également la dualité forte 75(p) = 72(p). Le plus simple est de
montrer que le programme vérifie les conditions de Slater [Roc70]. Il s’agit ici de trouver
un point strictement faisable, c¢’est-a-dire deux éléments p*t,p~ € RTQ tel que p =
p" —p et p,p~ # 0. Nous avons vu dans la preuve du théoréme 3.2 qu’on pouvait
toujours exprimer une distribution p telle que Qy(p) > 0 comme combinaison affine de
deux distributions. Pour une distribution p € Q, prenons une autre distribution p’ € Q.
Par convexité, p” = 1p + 1p’ € Q. En inversant cette relation, on obtient p = 2p” — p/,
ce qui prouve le théoreme. O

Le théoreme précédent donne une expression duale pour v et 7,. Cette formulation est
intéressante en théorie, et nous allons en donner des applications dans la section suivante.
Qu’en est-il de leur calcul explicite pour une distribution donnée? Nous avons exprimé
v comme solution d’un programme linéaire. On a ainsi tous les algorithmes de calcul de
programme linéaire a notre disposition pour calculer v. Néanmoins, les points extrémaux
du polytope local étant les matrices signes de rang 1, le programme linéaire est de taille
exponentiel.

Concernant 7,, nous ne savons pas si sous cette forme, il existe un algorithme perfor-
mant pour le calculer. Il existe néanmoins une maniere de ’approximer, en utilisant une
approximation de I’ensemble Q [NPA0OS, DLTWO08]. Il existe en effet une suite d’ensembles
Q" qui possede les propriétés suivantes :

- ot c o,

- Q" — Q quand n — oo,

— pour tout n € N, 'appartenance a Q est décidable par un programme semi-défini.

En utilisant cette hiérarchie, on peut approximer 7, par une suite monotone de fonc-
tions 74 = min{gtq¢™ : IpT,p” € 9", p = ¢"'p" —q¢ P, ¢",¢ > 0}. On peut
montrer par ailleurs que cette suite de fonctions vérifie 75 — 7,. De plus, v est solu-
tion d’un programme semi-défini. On peut donc écrire le dual de chaque fonction 74 en
appliquant la dualité de la programmation semi-définie. On obtient ainsi une suite de
programmes duaux dont 'optimum tend vers la violation maximale d'une inégalité de
Tsirelson. Toutefois, 1a encore il a été prouvé que cette suite de programmes était de taille
exponentielle [KKM*08].
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La hiérarchie de programmes semi-définis nous donne ainsi une autre maniere de
prouver l'expression duale de 7, et également un algorithme pour la calculer. En revanche,
pour introduire cette hiérarchie et prouver les propriétés nécessaires pour l’exploiter,
cela demande d’introduire de nouveaux concepts, dont nous n’aurions pu tirer d’autre
application ici. Les détails de cette construction peuvent étre trouvés dans la littérature
consacrés [NPAOS, DLTWOS|.

3.4.2 Application aux jeux XOR

Nous appliquons les résultats précédents aux jeux XOR. On se limite pour cela au
cas des distributions booléennes a marginales uniformes. Les jeux XOR sont importants
d’un point de vue théorique car ils font déja apparaitre des différences entre les ressources
classiques et quantiques.

Un jeu XOR est défini par la donnée d’une fonction G : X x Y — {0,1} et une
distribution p sur X xY. La regle est que 2 joueurs, Alice et Bob, recoivent respectivement
x € X et y € Y suivant u et chacun répond par une valeur, respectivement a et b, dans
{0,1}. Il gagnent le jeu si le XOR de leurs réponses a®b est égal a G(z, y). Pour appliquer
nos résultats, on change légerement la regle traditionnelle. On suppose d’abord que G est
a valeurs dans {—1,1}. Au lieu de répondre par un bit dans {0, 1}, les joueurs répondent
dans {—1,1}, et au lieu de comparer a G(x,y) le XOR de leurs réponses, on compare
leur produit. Un jeu XOR est un jeu sans interaction ; c’est-a-dire que les joueurs ne sont
pas autorisés a communiquer. En général, la valeur du jeu est la probabilité maximale de
gagner, en fonction de la distribution sur les questions. On considérera la valeur classique,
dans laquelle les joueurs peuvent utiliser de 'aléa partagé, et la valeur quantique dans
laquelle ils partagent de I'intrication.

Considérons le jeu CHSH [CHSH69]. Celui-ci est défini par la distribution uniforme
sur X XY ou X xY ={0,1} x {0,1}, et par la fonction G(x,y) = (—1)*¥. Autrement
dit, les joueurs doivent donner la méme valeur, sauf dans le cas + = y = 1, ou ils
doivent donner des valeurs différentes. Le jeu est sans communication mais permet des
ressources additionnelles. Dans le cas de ’aléa partagé, la situation est claire. En effet, par
linéarité, la probabilité de gain d’une stratégie probabiliste est une combinaison convexe
des gains de stratégies déterministes. La meilleure stratégie probabiliste est donc de tout
miser sur la meilleure stratégie déterministe. Par un examen exhaustif de celles-ci, on
voit facilement que la meilleure stratégie déterministe est pour les 2 joueurs de toujours
répondre 1. Cette stratégie permet de gagner avec probabilité 3/4, et on ne peut donc pas
faire mieux. Or, on sait que si on autorise les joueurs a partager un état intriqué, alors
il existe une stratégie qui permet de gagner avec probabilité cos2§ ~ 0.853 [CHSHG9].
Tsirelson a prouvé par ailleurs que cette probabilité était optimale. Ce jeu fait donc
apparaitre une différence entre ressource classique et ressource quantique, ainsi qu’une
limite au pouvoir des ressources quantiques. L’étude des jeux XOR, et plus généralement
des jeux a deux prouveurs sans interaction, est susceptible de donner d’autres résultats
pour caractériser la puissance calculatoire de I'intrication.

Une autre question qui se pose sur la théorie des jeux sans interaction est la com-
plexité du calcul de la valeur du jeu. La valeur d'un jeu est 'avantage maximale qu’'une
stratégie peut donner par rapport a une réponse completement aléatoire. Pour un jeu
XOR avec intrication, Cleve et al. ont montré qu’on pouvait calculer la valeur du jeu
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avec une précision exponentielle en utilisant la programmation semi-définie [CHTWO04].
En comparaison, Hastad a prouvé que le méme probleme, sans intrication, était NP-
difficile [Has01].

Le cadre général dans lequel se situe I'étude des jeux XOR est celui des jeux sans
interaction a deux prouveurs. Plusieurs problemes classiques de complexité peuvent se
traduire dans ce langage. Ainsi, le théoreme PCP [ALM™98] et la conjecture des jeux
uniques [Kho02] peuvent étre interprétés dans un cadre similaire. Le cas des jeux a deux
prouveurs avec intrication présente également un intérét pratique ici. En effet, il a été
prouvé que dans le cas général d'un jeu a 2 prouveurs avec intrication, distinguer entre
le cas ou la valeur du jeu est 1 et le cas ou elle est plus petite que 1 — ¢ est NP-
difficile [KKM™08]. Ce résultat a une conséquence directe sur la suite de programmes
semi-définis qui approxime ’ensemble Q, mentionné dans la section précédente. En effet,
ce résultat sur les jeux sans interaction implique qu’on ne peut construire une telle suite
de programmes de taille polynomiale. En effet, si cette suite de programmes était de taille
polynomiale, cela donnerait directement un algorithme pour décider si une distribution
est quantique, ou si on ne peut la simuler avec une bonne précision.

Revenons aux jeux XOR et leurs liens avec les concepts de ce chapitre. Puisque le
jeu est sans communication, la stratégie des joueurs produit une distribution locale bi-
naire a marginales uniformes, qui peut étre représentée par une matrice de corrélation
locale S € L. On appelle le biais du gain de la stratégie S la quantité €,(G||S) =
Zw p(x,y)S|x,y|Glz, y]. La probabilité de gagner au jeu défini par G' et p en jouant la
stratégie S est alors H% Dans notre contexte, le biais est plus facile a manipuler. Mais
on peut passer de la probabilité de gagner au biais avec une bijection.

On a vu plus haut que v et 7, pouvaient étre interprétés comme la violation maximale
d’une inégalité de Bell et de Tsirelson. Or, la définition de la valeur d'un jeu fait intervenir
une forme linéaire, et on peut donc également l'interpréter comme une inégalité de Bell et
de Tsirelson. On va montrer un lien concret entre les deux. Nous allons en effet montrer
que la valeur classique du jeu nous permet d’avoir une borne inférieure sur v.

Lemme 3.3. L’ensemble des jeux XOR est isomorphe a l’ensemble des inégalités de Bell
normalisées sur les corrélations, c¢’est a dire 'ensemble des matrices B tel que pour toute
matrice de corrélation locale C', Tr(BT - C) < 1.

Démonstration. Soit (G, ) un jeu XOR et ¢g,, : C' — EuGHC SiC € L, alors ¢g ,(C) <
1 par définition de ¢€,. Comme on vérifie facilement que ¢q,, est une application affine,
on a bien défini une inégalité de Bell normalisée.

Inversement, soit B une application affine telle que pour tout C' € £, B(C') < 1. Pour
tout C' € C,on a B(C) =>_,  Blz,y|Clz,y]. Soit sign(z) la fonction qui a x associe +1
si z > 0 et —1 sinon. Le jeu est donné par la matrice G définie par G|z, y] = sign(B|[z, y])

et la distribution p sur X x Y telle que p(x,y) = 27% On a bien défini un jeu XOR

(G, ). O

Cet isomorphisme permet de faire le lien entre les jeux XOR et la mesure v. En effet,
I'utilisation de ce lemme et le théoreme 3.7, on établit le théoreme suivant. Une preuve
de ce théoreme apparait également dans [LSS08].

Théoréme 3.8. Soit C' la matrice d’un jeu XOR. On a
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eu(GlIC)
(G.n) Me#(G) )

Démonstration. Rappelons que d’apres le théoreme 3.7, on a

v(C) = mgx{z Blz,y|Clz,y] : VD € L, | Y Blz,y| D[z, y]| < 1}.

x?y x?y

En appliquant la bijection (G, ) — ¢¢,, définie au lemme 3.3, on a immédiatement la
preuve du premier point. Par cette bijection, la violation de I'inégalité de Bell B est en
effet égale a la valeur du jeu associé. Ainsi, €,(G||C) est la violation maximale d'une
inégalité de Bell, la normalisation étant assurée par le dénominateur €, (G).

Pour le second point, il suffit de poser G = C' dans le premier point. O

3.5 Comparaison de v, et v.

L’objectif de cette section est de comparer les bornes v et 5. Dans le cas des corrélations,
il est connu qu'on a Kg7v(C) > v(C) > 12(C). On prouve ce résultat en utilisant d’une
part le théoreme de Tsirelson (théoreme 1.10), et d’autre part I'inégalité de Grothen-
dieck [Grob6], que nous allons introduire maitenant. L’'importance de cette inégalité est
apparu a plusieurs endroits dans la théorie de I'information quantique, mais également
dans d’autres domaines de l'informatique. A l'origine, cette inégalité vient de I’analyse
fonctionnelle. Elle prouve l'existence d’une constance, appelée constante de Grothen-
dieck, liant deux quantités que nous présentons dans la suite. Un article important de
Krivine [Kri79] montre que la valeur de cette constante vaut au plus environ 1,85.

L’un des tres importantes utilisations de I'inégalité de Grothendieck en informatique
sert a analyser un algorithme d’approximation pour la norme appelée Cut-Norm [ANO0G].
Rappelons le schéma de cet algorithme, nous en retrouverons certains éléments par la
suite.

1. Relacher le probleme initial pour le transformer en probleme géométrique.
2. Résoudre le probleme géométrique en utilisant la programmation semi-définie.
3. Arrondir la solution pour retrouver trouver une solution au probleme inital.

L’utilisation de I'inégalité de Grothendieck permet de garantir la qualité de I’approxima-
tion obtenue par ce processus.

En plus de son utilisation en complexité de la communication par Linial et Shraibman,
il y a au moins deux autres occurrences importantes de cette inégalité en théorie du trai-
tement de 'information quantique. La premiere sur la théorie des jeux a deux prouveurs
sans interaction. Cleve et al. [CHTWO04] ont montré que la valeur quantique d’un jeu
XOR était une relaxation semi-définie de sa valeur classique. L’inégalité de Grothendieck
permet de montrer une borne supérieure sur la différence entre ces deux valeurs.

La seconde occurrence est dans l'algorithme de Regev et Toner pour simuler les me-
sures sur les états maximalement intriqués [RT07]. L'une des particularités de cet algo-
rithme est d’utiliser la technique des projections aléatoires. L’inégalité de Grothendieck
n’y est pas appliquée directement, mais les techniques de preuves sont inspirées de la
borne supérieure prouvée par Krivine.
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Théoréme 3.9 (Inégalité de Grothendieck). Il existe une constante Kq telle que pour
toute matrice réelle M et tout k > 1,

maxz MIi, jla;.b; < K¢ m%xz Mii, jle;d;,

ai,bj €i,04

ot le mazimum du membre de gauche est pris sur les vecteurs unitaires a;, b; € RE, et le
mazimum du membre de droite est pris sur les €;,0; € {—1,1}.

Comment interpréter ce théoreme dans notre contexte? Dans le membre de droite
d’abord, considérons la matrice N définie par NJi,j] = €;0,. N est une matrice signe
de rang 1, c’est donc un point extrémal du polytope £. On a donc max )y M[i, jle;0; =
maxXyer T’/’(MT . N)

De méme, dans le membre de droite, on maximise sur les vecteurs unitaires a; et
b;. Or par le théoreme de Tsirelson (théoreme 1.10), les produits de vecteurs unitaires
sont exactement des distributions de probabilité quantique. On peut donc écrire ce terme
max Y M[i, jla;.bj = maxyeo Tr(MT - N).

Rappelons que pour une norme || . || sur un espace vectoriel, la norme duale sur 'espace
duale est définie par || L ||*= max,.|z|=1 || L(z) || On remarque ainsi qui I'inégalité de
Grothendieck donne une relation entre les normes duales de j, et jo. En utilisant cela et
la proposition 3.3, on obtient la proposition suivante.

Proposition 3.7 ([LS08b]). Pour toute matrice de corrélation C, Kgv2(C) > v(C) >
72(C).

En conséquence, pour une distribution quantique, la méthode ~5 donne une borne
inférieure de log K. Comme K est inférieure a 2, on a une borne triviale inférieure a
1. On ne peut utiliser cette méthode pour prouver l'optimalité du protocole de Regev
et Toner pour simuler les mesures sur les états quantiques maximalement intriqués en
dimension arbitraire [RT07].

De plus, on ne peut pas non plus utiliser ces méthodes pour prouver une séparation
entre communication classique et quantique. En effet, la borne inférieure donnée par v
est, a une constante additive pres, la méme que la borne inférieure donnée par v,.

Pour les distributions générales, on ne peut appliquer directement l'inégalité de Gro-
thendieck. Nous allons maintenant en donner une borne a la violation maximale d'une
inégalité de Bell en fonction de la violation maximale d’une inégalité de Tsirelson. Ceci
peut étre vu comme une extension de l'inégalité de Grothendieck dans le cas général.
L’inégalité de Grothendieck s’applique aux distributions binaires a marginales uniformes.
On donne donc d’abord le résultat pour des distributions binaires a marginales arbitraires,
puis pour des distributions générales.

Théoreme 3.10. Soit p une distribution causale sur X XY et a valeurs dans A x B.
- Si|A| = |B| =2, alors v(p) < (2Kg + 1)72(p),
- Sinon, v(p) < 2[|A[|B|(K¢ + 1) — 1]72(p).

La premiere implication de ce théoreme est négative. Cela montre que comme dans
le cas des corrélations, on ne peut utiliser nos méthodes pour prouver des séparations
entre communication classique et quantique. Nous avons introduit a la section 3.2 la
distribution de Deutsch-Josza [BCT99]. Pour celle-ci, le théoreme affirme que v(p) <

o8



2|A||B|(Kg + 1) — 1. 1l a été montré que cette distribution nécessite n bits pour étre
simulée. Or, d’apres sa définition, |A| = |B| = logn. Ainsi, la borne que notre méthode
permet de montrer est exponentiellement plus petite que la complexité de la communica-
tion. Nous avons dit plus haut que notre méthode confirmait I'intuition selon laquelle la
complexité de la communication augmentait avec la violation maximale d'une inégalité
de Bell. Cet exemple montre que cette quantité ne suffit pas a caractériser la complexité
de la communication.

En revanche, ce résultat donne également une information sur la structure des distribu-
tions causales. En effet, si on considere que v est une bonne distance pour les distributions
causales, alors cela donne une idée de la distance maximale entre £ et Q.

Nous prouvons d’abord quelques résultats intermédiaires sur la représentation des
distributions.

Lemme 3.4. Soit p = ) .q;pi, ot pour tout i, p;, € C et ¢ € R. Alors v(p) <

> i lailv(pi)-

Démonstration. Par définition de p;, il existe p;f, et p; et ¢, q; tels que p; = ¢/ p; —
g P; et g7+ lg7 | = v(ps). Ainsi, p =", ¢:(q P — ¢ p; ), et

v(p) < Y laig| + lagr ),
< > lallg +a),
< Z|%|V(Pz)

O

Dans le lemme suivant, on montre qu’agrandir le domaine ne permet pas de donner
une meilleure représentation affine des distributions.

Lemme 3.5. Soit p une distribution causale sur X XY a valeurs dans A x B. Notons
A" et B’ respectivement les supports des distributions marginales p(a|x) et p(bly), et p’ la
distribution p restreinte a A’ x B'. Alors v(p) = v(p’).

Démonstration. Montrons d’abord que v(p) < v(p’). Soit p’ = ¢Tp"™ — ¢ p~, avec
pT,p~ € L. On peut étendre le domaine de p* et p~ a tout Ax B en posant p*(a, b|z,y) =
p~(a,blz,y) = 0 pour tout (a,b) € (A x B)\(A" x B'). On en déduit une décomposition
affine de p et v(p) < ¢t +q~ = v(p).

Montrons maintenant que v(p’) < v(p). Soit p = ¢ 'p™ — ¢ p~, tel que p*,p~ € L.
Les distributions p* et p~ ne sont pas nécessairement nulles sur (A x B)\(A’ x B’). On
définit la distribution p’* suivante :

1 1
p/+(aa b|$7 y) = p+(aa b|$7 y) + W Z p+(a,a b|$7 y) + E Z p+(aa b/|$7 y)
a’'¢A’ v'¢B’
1
+ = p+(a',b'|x,y),
e, 2,
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et p’~ de maniere similaire. Ces distributions sont bien locales. Pour simuler p'* par
exemple, il suffit d’appliquer le protocole pour p* en remplagant les réponses de (A x
B)\ (A’ x B’) par une réponse choisie uniformément dans A’ x B’. On vérifie enfin facile-
ment que p’ = ¢"p’T — ¢ p’~. On a donc bien v(p') < v(p). O

Pour une distribution quantique, on a y2(p) = 1. Si de plus p est binaire avec margi-
nales uniformes, la proposition 3.7 implique v(p) < K. Dans le prochain théoréme, on
étend ce résultat a des distributions quantiques avec marginales arbitraires.

Théoreme 3.11. Soit p € Q définie sur X x Y, a valeurs dans A x B.
1. v(p) <2Kg+1 si |A| = |B| = 2.
2. v(p) < 2/A||B|(Kg+ 1) — 1 sinon.

Démonstration. 1. Soit p = (C, M4, Mp) € Q. On a vu qu’alors (C,0,0) € Q et en
appliquant la proposition 3.7 et la définition de j., (C'/Kg,0,0) € L. On peut ainsi
écrire p comme combinaison affine de distributions locales de la maniére suivante :

(C,Ma,Mp) = Kg(C/Kg,0,0)+(MaMp, Ma, Mp)—(MsMpg,0,0)—(Kz—1)(0,0,0).

En sommant la valeur absolue des coefficients, on en déduit v(p) < 2Kq + 1.

2. Dans le cas général, nous allons décomposer les distributions en une somme de
distributions binaires et appliquer le point précédent. Pour réduire une distribution
quantique a un ensemble de distributions binaires de complexité inférieure, on va
augmenter le domaine d’un élément supplémentaire. Soit w un élément tel que
w ¢ AU B. Soit A’ = AU {w} et B' = BU{w}. Pour tout (a, ) € A x B, on
définit la distribution p, g sur A’ x B’. Celle-ci consiste pour Alice et Bob a simuler
la distribution p en modifiant leurs sorties. Si la réponse suivant p est a pour Alice
ou 3 pour Bob, alors ils répondent cette valeur. Sinon, ils répondent par la valeur
w. La distribution obtenue en appliquant ce protocole est alors :

(p(a, Bl y) si (a,b) = (o, ),
plalz) — pla, 8]z, y) si (a,b) = (a, w),
Pasla;blz,y) = < p(Bly) — pla, Blz,y) si (a,0) = (w, B),
1 —plalz) — p(Bly) — pla, Blz,y) si(a,b) = (w,w),
0 sinon.

\
On en déduit donc que p, 3 € Q, et par le point précédent et en restreignant p a
son support, on a v(pag) < 2Kg + 1.

Par ailleurs, on définit les 3 distributions suivantes sur X x Y a valeur dans A’ x B’.
- pA(a> b|£L’, y) = p(a|x)5b:w,

- pB(a'> b|£L’, y) = 5a=wp(b|y)>

= pula,b]2,y) = da=wOp=w-

Ces distributions sont définies de maniere a avoir 1’égalité suivante :

P'= > pas— (Bl —1pa— (Bl - )ps — (|A||B| - |A] = |B| + 1)p..
(a,8)€EAXB

On vérifie facilement que p’ est égale a p sur son support et finalement v(p) <
|A||B|(2Kg 4+ 2) — 1.
O
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La preuve du théoreme 3.10 se déduit maintenant tres simplement.

Démonstration du théoréme 3.10. Soit p = ¢ pT—q¢ p et ¢ +q = %(p)etpt,p” €
Q. D’apres le lemme 3.4, on a v(p) < ¢tv(pt) + ¢ v(p™). 1l suffit enfin d’appliquer le
théoreme 3.11 pour conclure. O

3.6 Bornes supérieures sur la complexité de la com-
munication

Nous allons maintenant montrer comment utiliser v et v, pour prouver des bornes
supérieures sur la communication. Comme nous 'avons dit, la plupart des résultats
antérieurs sur la communication des distributions quantiques sont des résultats de bornes
supérieures. Néanmoins, la plupart des protocoles simulent des mesures, soit sur des paires
de qubits, soit sur des états maximalement intriqués, donnant des distributions a dont les
marginales sont uniformes. Le probleme général de la simulation exacte des distributions
quantiques est toujours un probléeme ouvert.

Les résultats que nous présentons dans cette section portent sur les distributions
causales générales. En revanche, nous présentons des protocoles pour approximer les dis-
tributions et non pour les calculer exactement. Dans le cas des fonctions booléennes,
la borne supérieure est identique a celle de Linial et Shraibman [LS08b], mais nous en
donnons une nouvelle preuve. Shi et Zhu [SZ08| ont donné un protocole pour approximer
les distributions quantiques en utilisant les normes tensorielles. Nous en donnons ici une
preuve élémentaire, utilisant les idées que nous avons développées dans cette section.

Les résultats de cette section permettent également de prouver qu’on peut simuler
tout protocole de communication dans le modele simultané, avec une communication
exponentielle. Nous étendons ce résultat connu pour les fonctions booléennes au cas des
distributions causales.

Nous allons commencer par traiter séparément le cas des fonctions booléennes. Ce cas
implique en effet des simplifications qui conduisent a une preuve élémentaire. La borne
supérieure utilise la mesure v*°, définie page 51.

Théoréme 3.12. Pour toute fonction booléenne f: X XY — {—1,1}, et tout 0 < e <
1/2, on a R(f) = O((w=(f))*In 1),

Démonstration. Soit Cy la matrice de communication de f, A = v>°(f) et C une matrice
telle que v(C) = A et 1 < Cylz,y|Clz,y|. Par définition, A > 0, donc les coefficients de
C et % ont les mémes signes. Supposons qu’Alice et Bob échantillonnent la distribution

correspondant a % une seule fois, et envoient leurs réponses a l'arbitre. La réponse de
I’arbitre est alors le produit des valeurs envoyées par les joueurs. Soient X et Y les
résultats obtenus par Alice et Bob en échantillonnant <. Supposons Clz,y] = 1, 'autre

> 1/\. La probabilité de succes

> Q|

cas étant identique. On a alors par définition E[XY] =
du protocole simultané est alors £ (1 + }).

De plus, d’apres la proposition 3.3, % est locale, et la complexité de ce protocole
est donc 2 bits de communication. En utilisant le corollaire du théoreme de Hoeffding
(corollaire 1.3), on en déduit donc qu’en répétant le protocole O(A*In 1), on a un protocole
simultané e-correct pour f. O
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Bien que I'inégalité de Grothendieck permette de déduire du théoreme précédent une
borne supérieure en O((75°(f))?), nous allons donner une preuve directe de ce résultat.
L’avantage de cette preuve est qu’elle ne nécessite aucune connaissance préalable des
distributions causales et s’applique directement aux fonctions. Cette preuve est également
différente de celle de Linial et Shraibman et utilise des projections aléatoires. Ce protocole
s'inspire de celui proposé par Kremer, Nisan et Ron [KNR99] pour calculer le produit
scalaire réel de deux vecteurs de norme au plus 1.

Théoréme 3.13. Pour toute fonction f : X xY — {=1,1} et 0 < e < 1/2, on a
() <O(5°()D)-

On utilise pour prouver ce résultat le lemme de Goemans et Williamson [GW95].

Lemme 3.6. Soient u et v deuzx vecteurs unitaires dans R%. Soit r un vecteur aléatoire
unitaire dans RE. On a alors

Prob(sgn({u,r)) # sgn({v,r))) = %arccos(u,v),

ou sgn(z) = —1 six <0 et 1 sinon.

Démonstration du théoréme : Soit C} la matrice de corrélation de f. On a montré a la
section 3.3 que la définition de 7, était égale a jo deés que 72 > 1. Supposons donc que
72 > 1. Si ce n’est pas le cas, on a alors Cy € Q, et comme les coefficients de Cy sont
toutes dans {—1,1}, on a d’apres [CHTWO04|, Cy € L. f peut alors étre calculée sans
communication.

Rappelons la définition de jg. On a jo(Cp) = min{A € R : C;/X € Q}. Par
conséquent, si on note 15°(Cy) = v, alors, en utilisant la caractérisation de Q déduite du
théoreme de Tsirelson (théoreme 1.10), on en déduit qu’il existe un entier d deux matrices
réelles X et Y de dimension n x d telles que X7 -Y = M; et row(X)row(Y) < v, ol
row(X) est le maximum parmi les normes euclidiennes des vecteurs formés par les lignes
de X.

L’idée du protocole est la suivante. Supposons que la sortie du protocole est 1. Alice
recoit son entrée x, et fixe a comme étant la ligne de X dont l'indice est z. Bob fixe b de
la méme maniere. Par hypothese, on a donc sgn({a,b)) = 1. Soit a’ = Tal; €t b= ﬁ
Pour connaitre le signe de (a, b), les joueurs vont faire une projection de leurs vecteurs
respectifs sur un vecteur r unitaire aléatoire et envoyer le signe de leur projection a
I’arbitre. Celui-ci donnera comme valeur le produit des signes.

Remarquons qu’on a (a’',0') = m > % Par le lemme 3.6, la probabilité d’erreur
de ce protocole est alors :

Prob(sgn({(a’,r))sgn({V',r)) = —1) = Prob(sgn((d’,r)) # sgn({b',1)))

1
= —arccos{da’, V')

7r
1 1

= — — —arcsin{d,b)
2 7
1 1

< - = /b/

< 1L
1 1

< Z_ __

- 2 7wy
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Ainsi, avec un bit envoyé par les joueurs a ’arbitre, ils obtiennent par rapport a une sortie
aléatoire, un avantage de 7%, On repete ensuite le protocole k fois afin d’atteindre une
probabilité de succes plus grande. Comme pour le théoreme 3.12, on utilise le corollaire
du théoreme de Hoeffding (corollaire 1.3) et on en déduit qu’il faut répéter ce protocole
O(y*In 1) fois pour atteindre une probabilité de succes 1 —e. O

Pour le cas général, on utilise la décomposition affine d’une distribution en distribu-
tions locales. Alice, Bob et I’arbitre peuvent se mettre d’accord sur une décomposition,
et envoyer des échantillons des distributions locales a I'arbitre. Celui-ci, connaissant la
décomposition construit une approximation de la distribution complete.

Théoreme 3.14. Soit p une distribution causale définie sur X XY, a valeur dans Ax B.
Fizons €,0 > 0. On a alors
A||B|vE
- Rl y(p) < 1641570,

- Qls(p) = 0 (4B IR n (2 10g ).

L’idée pour prouver ce théoreme est de simuler les distributions qui apparaissent
dans les décompositions affines locales et quantiques de la distribution initiale. L’essen-
tiel de la preuve du théoreme est de décrire les processus aléatoires utilisés. Avant cela,
le lemme suivant montre comment utiliser des échantillons pour construire une approxi-
mation d'une distribution de probabilité.

L’idée du lemme 3.7 est la suivante : on cherche a simuler une distribution de probabi-
lité. Pour ce faire, on a un processus probabiliste qui permet d’approximer la distribution
avec une bonne précision. Néanmoins, on n’a pas la garantie que les estimateurs forment
eux-mémes une distribution. On doit donc rééchelonner ceux-ci pour qu’ils en forment
une. La distribution p’ est alors construite de la maniere suivante :

1. on a obtenu une famille d’estimateurs {Q, },cy dont on veut se servir pour approxi-
mer la distribution p,

2. ceux-ci ne sont pas tous nécessairement positifs, alors on les remplace par
maX{O7 QU}?

3. la somme n’est pas nécessairement égale a 1, alors on les renormalise de la maniere
suivante :

(a) sila somme des estimateurs est plus grande que 1, on divise par la somme,

(b) si la somme des estimateurs est plus petite que 1, on répartit uniformément le

poids manquant sur les probabilités construites.
La distinction entre les cas 3a et 3b vient du fait que 'inégalité de Markov permet de bor-
ner la déviation supérieure d’une distribution et pas directement sa déviation inférieure.

Lemme 3.7. Soient p une distribution de probabilité sur un ensemble V et e : RT — R*
une fonction. Supposons qu’on a une famille de variables aléatoires réelles {Q, }vey telle
que pour tout v € V et tout B > 0, Prob[|Q, — p(v)] > B] < e(B). Notons R, =
max{0,Q,} et pour tout U CV, Ry = > _;; Ry. Alors pour tout 3 > 0, la distribution
p’ définie sur V par p'(v) = E[S,] et

uelU

g — Rv/RV s1 RV 2 1a
YV R, + ‘—‘1/‘(1 — Ry) sinon,

est bien définie et vérifie 6(p’,p) < 2|V](B + e(B)).
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Démonstration. 11 est facile de voir que par construction, p’ ainsi définie est toujours une
distribution de probabilité. On a en effet bien S, > 0 et ZU S, = 1 et donc a fortiori
pv) =2 0et > p'(v) =1

Soit pour tout U CV, Ry = >
et donc

wer Bu- Comme p(v) > 0,0na |R,—p(v)| < [Qu—p(v)]

Prob[|R, — p(v)| = 5] < e(B).
De plus, si U C V, on a:

Prob[Ry > p(U) + |U|0]

Prob[Z(RU —p(U)) < [U]5]

uelU

Prob[3u : (R, — p(U)) > ]
\Ule(B)

En bornant de la méme maniere la déviation inférieure, on en déduit Prob[|Ry —p(U)| >
|U|5] < |Ule(B). On veut maintenant montrer que tout U C V', |E[S,] —p(v)| < 2|V|(G+
e(3))-

Montrons d’abord une borne supérieure sur E[Sy]. Supposons que Ry > 1. On a dans
ce cas Sy < Ry. Par conséquent, Prob[Sy > p(U) + |U|5] < Prob[Ry > p(U) + |U|5] <
|U|e(3). Comme par définition Sy < 1, on a :

E[Sy] < (p(U)+|U|B)Prob[Sy < p(U) + |U|B] + 1.Prob[Sy > p(U) + |U|5]
< pU)+|U|(B+e(B))
|U]

Suppsons maintenant que Ry < 1. On a alors Sy = Ry + W(l — Ry). On va borner
supérieurement chaque partie de la somme. Puisque Ry < 1, on peut appliquer le méme
raisonnement que précédemment pour Sy, et on en déduit E[Ry] < p(U) +|U|(B+e(5)).

Par l'inégalité de Markov, on a pour tout a > 0, E[Ry| > a.Prob[R, > «a]. Or on a
vu que Prob[Ry > 1—|V|5] > 1—|V]e(B3). On adonc E[Ry| > (1—|V|B)(1—|V]e(B)) >
1 — |V][B + e(B)]. En combinant les deux parties, on en déduit bien E[Sy] < p(U) +
21U1(B + e(8)).

Pour la borne inférieure, on va utiliser a nouveau l'inégalité de Markov. Supposons
cette fois ci en premier que Ry < 1. Dans ce cas, on a Sy > Ry et par conséquent
E[Sy] > E[Ry], et en utilisant I'inégalité de Markov comme précédemment, E[Ry] >
p(U) — |U|[6 + e(B)]. On a donc bien E[Sy] > p(U) — |V|[3 + e(B)].

Supposons maintenant que Ry > 1. On a alors d'un coté Prob[Ry < 1+ |V|3] >
1—|V|e(5), et de I'autre Prob[Ry > p(U)—|U|5] < 1—|Ule(B). Ainsi, ces deux événements
arrivent simultanément avec une probabilité supérieure a 1—(|U|+|V|)e(3). Enfin, comme

pOUS > (p(U7) - [U]8)(1 — [VIB) = plu) — (JU] + |V])3. on en déduit

-[VI3
Prob[Sy = p(u) — (U + [V])5] = (1= [V]e(B))(1 = [Ule(B))
= 1= (U] +[V])e(B)-

<
<

Finalement, une derniere application de I'inégalité de Markov donne :

E[S)] = (1= (Ul+[V]De(3)(p(v) + (U] + [V])5)
= p(v) = (U] + V(B +e(9)).
En combinant les deux inégalités, on a bien |E[S,] — p(v)| < 2|V |(8 + e(3)). O
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Démonstration du théoréme. Soit p une distribution telle que d(p,p) < € et v(p) =
v(p). Onnote v = v(p). Soit p=q,p"—qg_p ,avecpt,p” € L, ¢ +q_ =vetq,,q. >
0. Fixons deux protocoles locaux P* et P~ pour p* et p~. On fixe également les entrées
(x,y). Les joueurs vont répéter plusieurs fois les protocoles locaux pour approcher p* et
p~. On introduit donc des variables aléatoires pour noter les sorties de ces protocoles.

Soit k le nombre d’itérations des protocoles P et P~. Pour i = 1,...k, et (a,b) €
A X B, soit P;;b la variable aléatoire qui vaut 1 si la sortie de la i-¢me itération de P est
(a,b) et 0 sinon. On définit P, , de fagon analogue, et P; ,p = q+P;;17b —q P, L’arbitre
va approximer p(a, b|z,y) par la variable aléatoire P, = % > i Piab

Vérifions que cette famille de variables aléatoire satisfait bien les hypotheses du
lemme 3.7. On a E[P, .| = p(a,blz,y) et P, .p € [—q-,q+]. En appliquant le théoreme
de Hoeffding (théoreme 1.12), on obtient directement Prob[ |P,, — p(a,blz,y)| > ] <

2k 32 2k 32

2e” 7. On applique donc le lemme avec V =A x B, Q, = P, et e(f) =2e~ +2 . De
plus, on a par construction >, Py = 1et > , P =1, et donc 3, Py = 1. Par
conséquent, Prob[}_ , Pop =1] = 1.

L’arbitre peut donc utiliser ces estimateurs pour échantillonner selon une distribution

2
de probabilité p’ telle que §(p, p’) < 2|A||B|(S + 26_%/23_). En choisissant 3 = m et

k=38 ('A#y In (%), on obtient §(p, p’) < e+ 0 comme annoncé.

Dans le second point, 1'aléa partagé n’est plus disponible, mais les messages sont
quantiques. L’idée est alors que les joueurs se mettent d’accord sur les chaines aléatoires
par avance et utilisent la technique 'empreinte quantique [BCWdWO01] pour encoder les
échantillons correspondants. En effet, d’apres le théoréme de Newman (théoreme 1.1,
présenté au chapitre 1), on peut en augmentant 'erreur d’une constante §, restreindre le
nombre de chaines aléatoires différentes du protocole a n. Bien que ce théoreme soit énoncé
pour des fonctions booléennes, on peut 'appliquer également pour des fonctions. Cette
technique est inspirée de la technique de Yao pour simuler la communication classique
avec l'aléa partagé dans le modele quantique simultané sans ressource partagée [Yao03].

Soit P+ le protocole consistant a exécuter P* en utilisant la chaine aléatoire r et
P; ;" la variable indicatrice de la sortie de celui-ci. Soit R ’ensemble des chaines aléatoires
utilisées par P*. On suppose, quitte a agrandir I’ensemble que P~ utilise le méme en-
semble. En appliquant le théoreme de Newman, on en déduit qu’il existe un ensemble
R C R tel que |R| < % et pour tout U C A x B, [Ez[P""] — E[P;"]| < a. Si on note

o2
p* la distribution produite en choisissant une chaine dans r € R et en exécutant P+
On a prouvé que cette distribution vérifie §(p*, p*) < «a.

Soit L = |U|. On note par ailleurs A}" et B,”" les fonctions indicatrices des sorties du
protocole P*. Le protocole simultané fonctionne de la maniere suivante. Alice prépare un
état [oF) = o7 2o,.cq | AT ") [1)]7), et Bob, de méme prépare |oy) = <= 35, 7 [By ") [1)]3).
Ils envoient ensuite k copies de cet état a ’arbitre.

Calculons le produit de ces deux états :

(eiled) = 7 S (ATIOB™)

reR
= ERA:’TB;_’T
= pF(a,b]z,y).
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L’arbitre utilise la technique suivante pour estimer le produit scalaire (p;|¢; ). Apres
avoir requ les états |pl) et |¢; ), il exécute la transformation suivante :

(H & I)(c—SWAP)(H @ 1)|0)|¢,) [2;)-

Soit Z;" , la variable aléatoire qui représente le résultat de la mesure dans la base {|0), |1)}.

D'aprés [BOWAWO1], cette variable vérifie Prob(Z;, , = 1) = =2’

+ 1 t + ) : ) :
Posons Z, = + >, Z;', ,- L'estimateur de I'arbitre est alors

. _{,/1—22;1, si Z7, < 1/2,
ab
volo

sinon.

On définit (), de la méme maniere, et Qqp = q* ;b%—q_Q;b. Par I'inégalité de Hoeffding,
présentée au théoreme 1.12, on a

4

Prob[|Qus — la,ble,y)| > §] < 2en

De plus, on a par construction ), , Qs = >, , @, = 1 et par conséquent -, Qqp = 1.
On conclut, comme dans le cas précédent, en utilisant le lemme 3.7.
O

En utilisant ce théoreme, on en déduit comment simuler la communication quantique
dans le modele de communication simultané. De plus, en utilisant les relations entre 5 et
v montrées dans la section 3.5, on peut tout exprimer en fonction de Q™ la complexité
du modele le plus fort.

Corollaire 3.3. Soit p une distribution définie sur X x Y et a valeurs dans A X B.
Supposons | X x Y| < 22" et pour e < 1/2, Q™ (p) < q. On a alors pour tout 6 < 1/2
_ RL'f;b(p) < 0(24q(|A\6\23\)3 In2 \Al(slBl)’
9
_ QQM(p) < (28q(\AI6Ii3I) In IA!B\ log n).

Pour les fonctions booléennes, les résultats que nous avons établi sont plus précis. Les
simulations correspondantes sont par conséquent plus fines.

Corollaire 3.4. Soit f:{0,1}" x {0,1}* — {0,1}. Soit Q(f) < q, alors
- RIPP(f) < K222 In(d)

1-2¢)27

U(f) < O(logn2%In(4) —L ).

(1—2¢)

Dans cette section, nous avons montré comment utiliser les mesures v et v, pour
prouver des bornes supérieures sur le cotit en communication de la simulation approchée
des distributions causales. Le modele des distributions causales englobe en particulier
la simulation quantique et les fonctions booléennes. La preuve de notre résultat général
s’applique donc a la fois aux distributions quantiques et aux fonctions booléennes. La
table 3.1 rappelle les résultats similaires précédemment connus pour ces cas particuliers.

Dans le cas des distributions quantiques, notre résultat implique que I'approximation
peut étre faite avec une communication constante, quel que soit le nombre de mesures
possibles. Shi et Zhu avaient prouvé ce résultat en utilisant les normes tensorielles [SZ0§].
Nous en avons donné une preuve alternative basée sur la géométrie des distributions
quantiques. Dans le cas des fonctions booléennes, notre borne permet de retrouver les
résultats de Shi et Zhu [SZ08], ainsi que ceux de Gavinsky, Kempe et de Wolf [GKdW06].
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Auteurs

Distributions quantiques

Fonction booléennes

Shi, Zhu [SZ08]
Yao [Yao03]
Gavinsky, Kempe, de Wolf [GKdW06]
Linial, Shraibman [LSO08b]

PP (p) = O(ln t/e?)

PP (f) = exp(O(Q(f))

Ql(f) = 20 N 1npy

Qg(f) = 20@Q (M) 1ogn
I (f) = O((5°(£))?)

TAB. 3.1 — Simulation des distributions et des protocoles dans le modele simultané

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la simulation des distributions causales. Ceci nous
a permis d’étudier dans un méme modele la simulation des distributions quantiques et la
complexité de la communication des fonctions booléennes. L’avantage principal de cette
approche est de donner de nouvelles preuves, dont 'intuition est basée sur la géométrie
des distributions causales.

Nous avons donné des bornes inférieures sur la simulation exacte et approchée. Dans le
cas général, ces bornes sont basées sur la décomposition d'une distribution en combinaison
affine de distributions locales ou quantiques. Bien que n’étant pas une application directe
du théoreme de Randal et Foulis qui caractérise I’ensemble des distributions causales
comme la cloture affine de ’ensemble des distributions locales [FR81], nous pensons que
notre approche donne encore plus d’importance a ce résultat.

Les expressions duales de nos bornes ont également une interprétation intéressante en
termes de violation d’inégalités de Bell et de Tsirelson. Dans le cas particulier des fonc-
tions booléennes, nos bornes inférieures sont équivalentes a celles de Linial et Shraibman.

L’inégalité de Grothendieck joue un role important en informatique. Elle a été ap-
pliquée a des problemes variés, notamment en informatique quantique. Celle-ci dit quelque
chose de précis sur la structure géométrique des distributions causales, dans le cas parti-
culier des distributions binaires a marginales uniformes. Nous avons étendu cette inégalité
au cas général en donnant une relation entre v, et v dans le cas général. Ceci donne une
indication de la distance maximale entre les ensembles Q et L.

Enfin, nous avons donné des bornes supérieures dans ce modele. En étudiant le cas
général des distributions causales, nous avons des bornes qui s’appliquent a la fois a la
simulation des distributions quantiques et au calcul des fonctions booléennes. Dans le
cas des distributions causales a marginales uniformes, nous avons donné des nouvelles
preuves des bornes supérieures en 2 et 3. Appliquées aux fonctions booléennes, cela
permet de retrouver la borne supérieure de Linial et Shraibman.

Dans le cas général, nous avons également montré une borne générale en v* sur le
probleme avec erreur, dans le modele classique simultané avec aléa partagé, et dans le
modele quantique sans simultané, sans ressource partagée. En combinant cela avec la
relation que nous avons prouvée entre v et v, et avec les bornes inférieures, cela montre
comment simuler la communication quantique avec intrication dans les modeles sans
interaction.

2
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Chapitre 4

Complexité en boites non-locales

Dans cette section, nous étudions la complexité en boite non-locale des fonctions
booléennes. Dans ce modele de calcul, deux joueurs regoivent chacun une entrée et doivent
calculer une fonction en parité en utilisant des boites non-locales mais pas de commu-
nication. Dans la section 4.1, nous définissons formellement le modele de calcul et ses
différentes variantes. Dans la section 4.2, nous étudions la complexité déterministe. Ceci
nous permet d’analyser en détail I’algorithme de van Dam pour calculer toute fonction
sans communication. Dans la section 4.3, nous étudions la complexité probabiliste. Ceci
nous permet de donner des résultats plus précis sur les liens avec la communication
simultanée. Dans la section 4.4, nous appliquons plus spécifiquement nos résultats a la si-
mulation des corrélations quantiques et au dela. Enfin, dans la section 4.5, nous montrons
les applications de nos résultats a I’évaluation sécurisée.

4.1 Introduction et définitions

4.1.1 boites non-locales

Dans ce chapitre, nous allons étudier une ressource appelée boite non-locale. Celle-
ci a été introduite par Popescu et Rohrlich en 1994 [PR94] pour étudier la non-localité.
Meéme si on suppose que les boites non-locales n’existent pas dans la réalité, leur définition
montre que d'un point de vue logique, la causalité est insuffisante pour caractériser la
physique quantique. En effet, nous allons voir que la définition des boites non-locales
implique qu’elles violent une inégalité de Tsirelson. Elles ne peuvent donc pas étre repro-
duites par la physique quantique. Pourtant, elles respectent la causalité et d’un point de
vue mathématique, la théorie des boites non-locales est parfaitement valide.

Dans les expériences de type EPR, deux joueurs recoivent des entrées en fonction
desquelles ils choisissent de faire une mesure. Les boites non-locales sont une abstraction
de cette situation. Les entrées représentent le choix de la mesure et les sorties, les résultats
de celles-ci.

La premiere raison qui nous amene a considérer les boites non-locales comme une
ressource de calcul vient de la physique. Pour simuler les mesures sur des états maxi-
malement intriqués, on utilise en général de la communication. Le principal défaut de
cette approche est qu’on utilise pour quantifier la non-localité quantique, un processus
de simulation qui n’est pas causal. Il est en effet évident qu’a l'issue d’un protocole de
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communication, les joueurs ont recu des informations sur la question posée a ’autre. Cela
n’enleve pas toute pertinence a la communication comme échelle de mesure, mais ce point
nécessite une attention particuliere.

Si on veut mesurer la complexité d’un processus causal, il semble plus naturel de
vouloir utiliser un autre processus causal comme unité de référence. L’idée est ici d’utiliser
les boites non-locales comme unité de mesure de la non-localité [CGMPO05]. On verra plus
loin qu’on peut utiliser un bit de communication pour simuler une boite non-locale. Cette
ressource est donc plus faible que la communication.

Définition 4.1. Soit pyy la distribution définie sur X XY et a valeurs dans A x B, avec
X =Y =A=B=/{0,1} et définie par :

1/2 stadb=xAy
pNL(aa b|$7y) = { / .

0 sinon
Une boite non-locale est une ressource qui prend en entrée des variables booléennes x ety
et rend en sortie deux variables aléatoires booléennes a et b suivant la distribution pyr,.

En sommant, on trouve immédiatement que pour tout z,y,d’. V', >, p(d’,blz,y) =
> opla, bz, y) = 1/2. Par conséquent, la distribution pyy, est bien causale.

On a défini, au chapitre 3, le jeu CHSH. Rappelons comment celui-ci est défini. Deux
joueurs, Alice et Bob, recoivent respectivement les entrées € {0, 1} et y € {0, 1}, suivant
la distribution uniforme. Ils doivent répondre par deux sorties a et b dans {0, 1} et gagent
sia®b = xAy. On voit que par définition, si Alice et Bob partagent une boite non-locale,
ils peuvent gagner avec probabilité 1 le jeu CHSH quelle que soit la distribution sur les
entrées. Pour ce jeu, Tsirelson a montré que la valeur quantique de 0,85 était optimale. Les
boites non-locales permettent de gagner plus souvent que toutes les ressources quantiques.
Enfin, d’apres le lemme 3.3, page 56, il y a une bijection entre les jeux XOR et inégalités
de Bell et de Tsirelson. Ainsi, le fait de gagner avec une probabilité supérieure a 0,85
au jeu CHSH en utilisant une boite non-locale signifie que la distribution py viole une
inégalité de Tsirelson.

On peut introduire les boites non-locales d'une autre maniere, basée sur la géométrie
des distributions causales. Considérons I’ensemble C; 5 des distributions causales définies
sur {0, 1} x {0, 1} et a valeurs dans {0, 1} x {0, 1}. Comme on I’a fait dans le cas général,
on peut plonger cet espace dans RIA*B*XxY — R16 ep identifiant chaque distribution &
un vecteur. Comme dans le cas général, I’ensemble C; 5 est un polytope. Tout élément de
cet ensemble peut s’écrire comme combinaison convexe de ses points extrémaux.

La boite non-locale telle que nous ’avons définie est un point extrémal de ce poly-
tope [BLM™05]. Les autres points extrémaux sont soit des distributions locales, soit des
distributions qui peuvent étre simulées en composant la distribution py avec des trans-
formations locales et sans communication [CGMPO5]. En utilisant des boites non-locales,
on peut donc simuler toutes les distributions causales a deux entrées et deux sorties.

D’apres sa définition, une boite non-locale est une ressource qui respecte la causalité.
Existe-t’il un principe physique que les boites non-locales ne vérifient pas, et qui par
conséquent les empéche d’exister en réalité 7 Van Dam a proposé une réponse a cette
question. Il ne s’agit pas d'un principe physique, mais d’un principe informatique. Van
Dam a en effet montré que 'utilisation de boites non-locales permettait de rendre tout
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probleme de communication trivial [vD05]. D’apres lui, cette conséquence semble impli-
quer que le modele de complexité en boite non-locale n’est pas réaliste, et par conséquent
que les boites non-locales n’existent pas.

Ce que nous voulons vérifier en étudiant la complexité en boite non-locale, c’est que
la conséquence improbable soulignée par van Dam vient bien du modele de calcul et
pas de l'algorithme utilisé. En effet, si le fait de pouvoir résoudre tout probléeme de
communication avec un seul bit peut paraitre improbable pour un informaticien, 1'idée
de voir se terminer un calcul qui consomme une quantité exponentielle de ressource parait
tout aussi improbable a un théoricien de la complexité.

Enfin, en calculant avec des boites non-locales et pas de communication, les joueurs
ne recoivent que des bits aléatoires uniformément distribués. Les bits d’Alice et de Bob
sont corrélés mais sans communication, ils ne peuvent rien apprendre de la fonction tout
seul. Dans notre modele de calcul, la fonction est calculée en parité entre les joueurs.
En particulier, lorsqu’on applique le protocole de van Dam, la réponse des joueurs est
la parité des sorties de toutes les boites non-locales, qui sont des bits uniformément
distribués. De sorte que méme si Alice envoie a Bob sa réponse, Bob est capable de donner
la valeur de la fonction, mais n’apprend aucune autre information sur l'entrée d’Alice.
Ceci correspond a une tache cryptographique qu’on appelle I’évaluation sécurisée. Nous
avons la une troisieme motivation pour étudier la complexité en boite non-locale, qui est
d’étudier 1’évaluation sécurisée.

4.1.2 Modeles de complexité

Le modele de complexité en boite non-locale est similaire a celui de la simulation
des distributions causales vu au chapitre précédent, mais sans communication. Les deux
joueurs recoivent des questions z € X et y € Y, o X et Y sont des ensembles finis.
I1 utilisent ensuite des boites non-locales. A la fin, chaque joueurs doit répondre par un
bit, a pour Alice et b pour Bob, telle que a ® b = f(x,y), ou f est une fonction fixée
a avance. On verra par la suite que ce modele permet bien de calculer toute fonction
booléenne.

Comme dans le modele de complexité de la communication, les joueurs utilisent les
boites non-locales en suivant un protocole fixé a 'avance. Pour chaque boite, on note le
couple d’entrées de maniere ordonnée. Par exemple, dire que 'entrée est (x,y) signifie
qu’Alice a entré dans la boite la valeur x et Bob la valeur y. De méme, les sorties sont
ordonnées, par exemple une sortie (a, b) sous-entend qu’Alice a recu la valeur a et Bob la
valeur b.

On rappelle que les sorties sont des variables aléatoires distribuées suivant la distri-
bution pyy, conditionnée par les entrées. Pour simplifier I’écriture, si (a,b) est la sortie
d’une boite non-locale dont I’entrée est (x,y), on note a &b = = Ay pour signifier que cet
I’événement est vrai avec probabilité 1.

Un protocole en boite non-locale déterministe est défini par :

— un ensemble de fonctions décrivant les entrées de chaque boite; ces fonctions dé-
pendent soit de 'entrée d’Alice, soit de celle de Bob. Par exemple, si le protocole
utilise k£ boites non-locales, on pourra noter py, ... p; les entrées d’Alice et qy, ... q
les entrées de Bob.
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— Deux fonctions indiquant les réponses des joueurs en fonction des données en leur
possession.
On note P(x,y) = (a, b) si en suivant le protocole P, les joueurs répondent (a, b) lorsqu’ils
ont regu les questions (z,y). Méme si les joueurs n’ont pas d’aléa, les sorties a et b sont
des variables aléatoires. Cela vient de 1’aléa intrinseque des boites non-locales. Dans le
cas déterministe, on impose que la fonction est calculée en parité sans erreur.

Définition 4.2. Soit f : X xY — {0,1}, on note NL(f) le plus petit t tel qu’il existe un
protocole P utilisant t boites non-locales et tel que P(x,y) = (a,b) avec a &b = f(x,y)
pour tout x,vy.

On définit également la complexité en boite non-locale probabiliste. Dans un pro-
tocole en boite non-locale probabiliste, les joueurs peuvent utiliser de 1’aléa partagé en
plus des boites non-locales. La définition suivante définit la correction pour un protocole
probabiliste.

Définition 4.3. Soit f : X xY — {0,1}, on note NL.(f) le plus petit t tel qu’il
existe un protocole probabiliste P utilisant t boites non-locales, et tel que Prob[P(z,y) =
(a,b) eta®b= f(z,y)] >1—c.

Notons que dans la définition de la complexité probabiliste, la probabilité porte sur
I’aléa du protocole mais également sur ’aléa intrinseque des boites non-locales. En effet,
étant donnée la définition des boites non-locales, on peut les utiliser pour produire de
I’aléa. Du point de vue de la complexité, cet aléa n’est pas tres avantageux étant donné
qu’il est payant alors que l'aléa partagé est en général gratuit. Néanmoins, les joueurs
pourraient utiliser des sorties des boites a la fois comme aléa et pour autre chose, et nous
ne savons pas montrer qu’on peut empéecher une telle utilisation des boites non-locales.

On introduit ensuite certaines contraintes quant a l'utilisation des boites non-locales.
On considerera par la suite les variations suivantes :

- NLIUN L'E| lorsque les boites sont utilisées simultanément, c¢’est-a-dire lorsque I'entrée

d’une boite ne dépend jamais de la sortie d'une autre.

— NL9, NLY lorsque les joueurs sont contraints de répondre par une fonction g des
sorties des boites non-locale. Si on note ay, . . . a; les sorties des boites du coté d’Alice,
sa réponse sera donc g(ay,...a).

— NLo4 N Lo Jorsque les joueurs sont contraints a utiliser les boites non-locales dans
le méme ordre.

La définition d’une boite non-locale est inspirée de '’expérience EPR et du jeu CHSH.
Or, quand un joueur mesure un qubit d’'une paire EPR, il obtient une réponse immé-
diatement, et sans attendre que l'autre joueur ne fasse sa mesure. De la méme maniere,
on peut définir une boite non-locale comme donnant sa réponse a un joueur sans attendre
I’autre. En imposant que les deux joueurs utilisent les boites dans le méme ordre, on peut
supposer de plus que les joueurs agissent de maniere simultanée. Cette question prendra
toute son importance lorsqu’on abordera ’évaluation sécurisée. Dans ce cas, les joueurs ne
se font pas confiance et Buhrman et al. ont montré qu’on pouvait utiliser ces propriétés
temporelles des boites non-locales pour gagner de I'information [BCU'06]. On ne sait
pas dans quelle mesure cette hypothese restreint le modele général du point de vue de la
complexité.
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(1]

On peut également combiner les exposants || et “g” ou “ord” et “g”. les exposants ||
et “ord” sont en revanche incompatibles, le premier étant un cas particulier du second.
En effet, lorsque les joueurs utilisent toutes les boites simultanément, ils les utilisent dans
le méme sens.

4.2 Complexité déterministe

4.2.1 Rang d’une matrice sur un corps fini

L’analyse du protocole de van Dam ci-dessous va nous permettre de caractériser la
complexité en boite non-locale parallele. Cette caractérisation utilise le rang de la matrice
de communication. Avant de rentrer dans le sujet, nous commengons donc par rappeler
quelques définitions et propositions sur celui-ci.

Définition 4.4. Soit M une matrice a coefficients dans un corps F et G un corps conte-
nant F. Le rang de la matrice sur G est le plus petit nombre de lignes ou de colonnes
linéairement indépendantes, pour des combinaisons linéaires dont les coefficients sont
dans G. On le note rangg(M).

La définition précédente fait intervenir deux corps, inclus I'un dans I'autre. L’inclusion
suffit a définir correctement le rang. Le lemme suivant, précise le cas particulier ou I'un
des corps est une extension de l'autre. On reprend ici la formulation de [BF92].

Lemme 4.1. Soit F un sous-corps de G et M une matrice a coefficient dans F. On a
alors rangg(M) = rang (M).

En particulier, si la matrice est a coefficients dans Z, alors le rang sur un corps fini K
ne dépend que de la caractéristique de celui ci. Si ' est un corps fini de caractéristique
p, on écrit rang,, au lieu de rangy pour désigner le rang sur F.

En complexité de la communication, le rang joue un role capital. Il est bien connu que
le logarithme du rang réel de la matrice est une borne inférieure sur la communication
déterministe [MS82]. Depuis que cette borne inférieure est connue, la question de la borne
supérieure est ouverte. On sait qu’il existe une différence non constante entre le logarithme
du rang et la complexité de la communication [RS95]. Néanmoins, il est possible que cette
différence soit au plus polynomiale, c¢’est-a-dire que la complexité de la communication
soit bornée supérieurement par un polynome en le logarithme du rang de la matrice.

En complexité en boite non-locale, comme en complexité de la communication, on
s’'intéresse a des problemes dont les entrées sont réparties entre les joueurs. Considérons
une fonction f qui dépend de deux variables, = pour Alice, y pour Bob. Intuitivement, on
almerait pouvoir qualifier ces problemes de communication ou de boite non-locale comme
des problemes consistant a séparer la fonction f en une partie qui dépend de x et une
qui dépend de y.

On a donné au chapitre 1 un théoreme allant dans ce sens. En effet, le théoreme 1.3,
page 9 affirme qu’un protocole quantique induit une factorisation de la matrice de com-
munication. Si la matrice de communication du probleme est My, le théoreme affirme
qu’il existe une matrice proche de M/ qui se factorise sous la forme A - B, avec des condi-
tions supplémentaires sur les normes des matrices A et B. Rappelons que ce lemme est a
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la base de toutes les bornes inférieures sur la complexité de la communication quantique
que nous avons vu ici. On va voir ci-dessous que le rang peut étre exprimé comme une
propriété de factorisation similaire.

L’autre propriété intéressante du rang est que sa définition est compatible avec les re-
laxations du modele de complexité de la communication. Ainsi, il est possible de relacher
la définition du rang, ou de la lisser, pour définir une notion de rang approché. Pour obte-
nir le rang approché de la matrice, il suffit de minimiser le rang sur une boule centrée sur
la matrice de communication. Cette définition suffit pour prouver des bornes inférieures
sur la complexité de la communication probabiliste et quantique [BAWO1].

L’inconvénient du rang approché ainsi défini est qu’on ne sait pas le calculer effica-
cement. Il n’a pas été prouvé que ce calcul était NP-difficile, mais on sait en revanche
que plusieurs problemes de minimisation du rang similaires le sont. Méme si I’argument
n’a pas valeur de preuve, cela tend a faire penser que le calcul du rang approché est
difficile. Récemment, on a néanmoins découvert un algorithme d’approximation pour ce
probleme [LS09]. L’idée de I'algorithme mérite d’étre développée ici. Pour calculer le rang
approché, les auteurs considerent une relaxation semi-définie du probleme. Celle-ci peut
alors étre calculée efficacement. Il leur reste a montrer que la valeur relachée est proche
de la valeur initiale. Nous avons déja évoqué ici cette technique de conception d’algo-
rithme d’approximation dans la section 3.5. Pour le rang approché, ce qu’on obtient avec
cette technique de relaxation semi-définie est exactement la norme v étudiée par Linial
et Shraibman et qui a été développé au chapitre 3.

La complexité de la communication considere le rang sur R. La structure algébrique
des boites non-locales nous amene a considérer le rang sur Z/27. On montre maintenant
que pour tout corps de base, le rang induit bien une factorisation de la fonction. Pour
une fonction f: {0,1}" x {0,1}" — {0,1}, on note mg(f) = min{k € N: Jp;,¢; : K" —
{01}, i=1,... k f(z,y) = S pil@)a(y)}-

Lemme 4.2 ([BAWO01]). Soit f : {0,1} x {0,1} — {0,1} et My la matrice de commu-
nication associée. Soit K un corps inclus dans R et contenant Z/27Z. On a mx(f) =
rangy (My).

Démonstration. Soit m = m(f) et f(x,y) = > iy pi(x)q;(y). Soit M; la matrice définie
par M;[z,y] = pi(z)gi(y). Chacune de ces matrices est bien de rang 1 sur K. De plus
M;=735"",M;. On a finalement rang(M;) < > . rang(M;) < m.

Inversement, soit rang(M;) = r. Cela implique qu’il existe une factorisation My =
A-B ou A et B sont de dimensions respectivement 2" xr et r x2". En effet, soient ¢y, ..., ¢,
r colonnes indépendantes de M. A est alors la matrice composée de ces colonnes. La i-¢me
colonne de B est elle composée des coefficients aq, ..., a, tels que pour la i-eme colonne
de My, col;(My) = > ayc;. On a alors f(z,y) = M|z, y] = >, Alz,4]Bli,y]. On définit
donc les fonctions p;(z) = A[z, 1] et ¢;(y) = Bli, y], et on a bien f(z,y) =>_._, pi(z)q:(y)
et donc m(f) <r. O

4.2.2 Protocole de van Dam

Commencons par rappeler le fonctionnement du protocole de van Dam. Celui-ci per-
met de calculer une fonction quelconque en parité sans communication. La valeur exacte
de la fonction peut ensuite étre connue avec un seul bit de communication. Le protocole
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permet de déduire une borne supérieure sur la complexité en boite non-locale. L’auteur
a noté que la complexité en boite non-locale pouvait étre exponentielle. Nous affinons ici
la preuve pour donner la complexité exacte du protocole.

Proposition 4.1 ([vD05]). Soit f : {0,1}"x{0,1}" — {0,1}, on a NL(f) < rang,(Mj).

Démonstration. Soit t = rang,(My). En appliquant le lemme 4.2 sur le corps Z/27Z, on
en déduit qu'il existe une décomposition f(z,y) = @._, ui(z)vi(y) o les u; et v; sont
des polynomes sur Z/27Z. Le protocole pour calculer f en utilisant ¢ boites non-locales
est alors le suivant :

— x et y étant fixés, Alice et Bob utilise une boite non-locale pour chaque (u;(x), v;(y)).

Chacune de celles-ci donnent en sortie (a;, b;) tel que a; ® b; = w;(z)v;(y).

— Alice répond P, a;, somme modulo 2 de toutes les sorties qu’elle a obtenues.

— Bob répond la valeur €, b;.
Par définition des boites non-locales, la somme a; @ b; est toujours égale a u;(x)v;(y). En
utilisant la commutativité, on obtient :

@ai @@bi = @(ai@bi),

%

O

Ce protocole nous donne une borne sur la complexité. En appliquant le fait que
rang,(My) < 2", on en déduit que pour toute fonction f, NL(f) < 2". L’objet de la
section suivante est d’étudier I'optimalité de cette borne supérieure.

4.2.3 Caractérisation de la complexité en boite non-locale pa-
rallele

Si on étudie attentivement le protocole de van Dam, on voit que celui-ci satisfait claire-
ment deux propriétés. La premiere est que toutes les boites sont utilisées simultanément.
La seconde est que les joueurs répondent toujours par le XOR de toutes les sorties des
boites non-locales. En se conformant aux notations présentées plus haut, on en déduit
que la borne supérieure de la proposition 4.1 est une borne sur NLI"®. On peut prouver
assez facilement que celle-ci est optimale pour ce modele.

Théoréme 4.1. Soit f : X x Y — {0,1}. On a NLI®(f) = rang,(M}).

Démonstration. Le protocole de van Dam vérifie N LI (f) < rang,(M;). Montrons main-
tenant que NLI'®(f) > rang,(M;). Soit N LI (f) = t. Soit PP un protocole & t boites non-
locales. Notons les entrées de celles-ci (p;, ¢;) et les sorties (a;, b;). La correction du proto-
cole implique que f(z,y) = (@, a;) ® (P, b;). On a ainsi f(z,y) = @' pi(x)q(y). Ainsi,
d’apres le lemme 4.2, on en déduit que ¢ > rang,(My), ce qui prouve le théoreme. O

Naturellement, on veut maintenant savoir si on peut retirer les deux propriétés. Dans
la suite de cette section, nous allons voir que la seconde est superflue. Précisément, nous
allons montrer que le meilleur protocole consiste toujours a répondre par le XOR des
sorties des boites non-locales. Ceci n’est valable que dans le cas de 1'utilisation simultanée
des boites.
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Théoréme 4.2. Soit f: X xY — {0,1}. On a NLI(f) < NLI®(f) < NLI(f) + 2.
La preuve du théoreme se base sur le lemme suivant.

Lemme 4.3. Soient a et b les sorties d’une boite non-locale dont les entrées sont p et q.
Soit F,G, H des coefficients indépendants de a et de b. Si pour tout couple (a,b), on a
aF &bG ® H =0, alors ' =G et H = pqG.

Démonstration. En posant a = 0 et b = pq, on a Gpq = H. D’autre part, en posant a = 1
etb=1®pg,ona F O G D Gqpd H = 0. En sommant les deux équations, on obtient
F=aG. O

Avant de prouver le théoreme principal de cette section, nous allons préciser une pro-
priété naturelle des protocoles optimaux. Ce qu’on propose de montrer en premier, c’est
qu’on peut supposer que les entrées des boites non-locales sont linéairement indépendantes.
Si ce n’est pas le cas, certaines boites sont inutiles.

Définition 4.5. Soient py,...,p, des fonctions booléennes. On dit que ces fonctions sont
linéairement indépendantes si pour toutes constantes cy, . .., ¢, € {0,1}, et fonctions «, 3,

on a pour tout (z,y) > i, cipi = a(x) ® B(y) = ¢; =0 Vi et a(x) = B(y).

Lemme 4.4. Soit f une fonction booléenne telle que NLII(f) = t. Alors il existe un
protocole utilisant t boites non-locales tel que les entrées des boites sont linéairement
indépendantes.

Démonstration. L’idée de la preuve est la suivante : si les entrées ne sont pas indé-
pendantes, alors il existe une relation de linéarité entre une entrée (py,qx) et les autres
entrées. On se sert ensuite de cette relation pour supprimer la k-ieme boite, contredisant
optimalité du protocole. Supposons qu'on a B, cipi(2)qi(y) = a(x)®B(y) avec ¢ = 1.
Alors pr(2)qr(y) = Dicpi (Pi(2) B (y)) Ba(x) ®6(y). Dans le protocole initial, on a ay, @
br = pr(x)qr(y), ou (ag, by) sont les sorties de la k-eéme boite. Au lieu d’utiliser cette boite,
Alice peut directement calculer ax = a(z) By, Pi() et Bob by = B(2) Bicip @ ()
On obtient ainsi un protocole utilisant t—1 boites non-locales, ce qui contredit I’hypothese.

O

Démonstration du théoréme. Par définition, on a NLII(f) < NLI®(f). On doit donc
maintenant prouver que NLI® < NLI(f) + 2. Soit NLII(f) = t, et fixons un protocole
déterministe P utilisant ¢ boites non-locales. D’apres le lemme 4.4, on peut supposer sans
perte de généralité que les entrées des boites sont linéairement indépendantes.

On commence par fixer quelques notations. Sur 'entrée du probléme (x,y), on note
(pi(x), qi(y)) V'entrée de la i-eme boite non-locale, et (a;, b;) les sorties de celle-ci. Notons
a=(ay,...,a;) et b= (by,...,b). On décompose la sortie d’Alice en polynoéme A(z,a) =
@S#t] Ag(x)ag, ot ag = [[,cq @i, ap = 1 par convention et les Ag sont des polynomes
en z. De méme B(y,b) = @y Bs(y)bs, ot bs = [[,c5b; et les Bg sont des polynomes
en y. Le protocole étant correct, on a pour tout (z,y,a) € X x Y x {0,1}" et b tel que
b = a; ® pi(x)qi(y), f(z,y) = A(x,a) & B(y,b).

Notons que A(z,a) = Ap(z) + @gi[g Ag(x)as et B(y,b) = By(y) + EBZ% Bs(y)bs.

Ces deux termes peuvent étre calculés en utilisant deux boites non-locales avec entrées
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(Ap(z),1) et (1, By(y)). Par la suite, tous les sous ensembles de [t] qu'on considere sont
supposés non vides. La preuve découle ensuite des étapes suivantes.
lére étape : Montrons que pour tout (x,y,a) et T' C [¢],

@ AS CLS \T = @ Bs bs \T- (41)

S:TCS S:TCS

On montre la validité de I’équation 4.1 par induction sur la taille de T'. On a par définition
f(z,y) = A(x,a) ® B(y,b). En factorisant aj, et by dans cette expression, on déduit que
pour tout (z,y,a),

f,y) = B (As(z)as ® Bs(y)bs) @ ax (@ As(@“é‘\{lﬂ) D bi (@ BS(?/)bS\{k}> :

S:k¢S S:kesS S:kesS

En appliquant le lemme 4.3, on déduit que @Pg.,cq As(T)as\iy = B Bs(y)bs\(ry, ce
qui prouve que I’équation 4.1 est vraie dans le cas |T'| = 1. Supposons maintenant que
I’équation est vraie pour tout ensemble de taille n < ¢t — 1, et fixons un ensemble T tel
que |T'| = n. Soit k ¢ T. L’hypothese d’induction assure

P As(z)as \r = P Bs(y)bs \r-
$:TCS $:TCS
En factorisant a, et by, et en appliquant le lemme 4.3, on obtient directement
B As@asvropy = P Bs(w)bs \ropy-
S:TU{k}CS S:TU{k}CS

En appliquant la méme procédure pour tout 7" tel que |T| = n et k ¢ T, on prouve que
I’équation 4.1 est vraie pour tout ensemble de taille n 4+ 1, ce qui conclut I'induction.
2éme étape : Montrons que pour tout (z,y) et tout 7" C [t] :

IT|>1 = Ar(x) = Br(y) =0, (4.2)
TI=1 = Ar(r) = Br(y). (4.3)
On prouve cet énoncé par induction descendante sur |T'|. L’équation 4.1 appliquée avec
T = [t] assure que Ay (z) = Byy(y). Ces deux fonctions sont égales pour tout (x,y), donc

elles sont constantes. Posons Ayj(x) = Byy(y) = cpg. Soit k € [t]. Appliquons I'équation 4.1
a T = [t]\k, et on obtient

A © car = By, @ cpgby.

D’apres le lemme 4.4, on a ¢y = 0.
Soit n > 2. Supposons que pour tout S de taille supérieure ou égale a n, on a Ag(x) =
Bgs(y) = 0. Soit T' tel que |T| = n — 1. L’équation 4.1 appliquée a T' donne

x) ® @ Arugy(w)ay = Br(y) @ @ Brogy (v)b
kgT k¢T
En appliquant le lemme 4.3 successivement a tous les couples (ag,bx), on en déduit que

Aruey = Brugy pour tout k& ¢ T'. Posons donc crupry = Arugey(2) = Broupg(y). Par
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suite €D 47 crugrypr(2)ak(y) = Ar(z) & Br(y). Par le lemme 4.4, on en déduit donc que
crugry = 0 pour tout k et Ap(xz) = Br(y). Ceci montre que les équations 4.2 et 4.3 sont
vraies pour tout (z,y) et T' C [t].

Finalement, en utilisant le lemme 4.2, on en déduit bien que NLI(f) > rang,(f) =
NLIE(f). O

Nous avons grace au théoreme précédent caractérisé exactement la complexité en boite
non-locale lorsque celles-ci sont utilisées simultanément. La différence entre le rang et la
complexité est un écart additif d’au plus deux. Cela vient des termes locaux. En effet,
il peut y avoir un terme dépendant uniquement de x, un autre uniquement de y, et ces
deux termes entrent en compte dans le calcul du rang. Du point de vue de la complexité,
ce sont en revanche des termes locaux qui peuvent étre calculés sans boites non-locales.

Ce théoreme nous permet de retirer '’hypothese contraignant les joueurs a toujours
répondre la parité des sorties des boites. Qu’en est-il de la seconde hypothese ? Peut-on
montrer que l'utilisation optimale des boites non-locales est toujours simultanée? On
va voir maintenant que c’est impossible. En utilisant les boites non-locales de maniere
séquentielle, on peut faire baisser la complexité. Dans la proposition suivante, on utilise le
rang pour montrer que les fonctions EQ) et Disj ont une complexité en boite non-locale
simultanée exponentielle. Ensuite, on donne des protocoles utilisant les boites en série et
de complexité linéaire pour ces fonctions.

Proposition 4.2. Considérons les fonctions [P, EQ et Disj définies sur{0,1}"x{0,1}"
et a valeurs dans {0,1}. Ces fonctions vérifient :

-~ NLI(IP) =n,

- NII(EQ) = 2",

~ NLI(Disj) = 2".

Démonstration. On va utiliser le théoreme 4.2 et le lemme 4.2. Ceci nous permet de trou-
ver la complexité en boite non-locale en écrivant un polynome interpolateur multilinéaire.
En effet, si deux polynomes multilinéaires P et () sur Z/27Z interpolent la méme fonction
booléenne, alors P & () est identiquement nul, donc P = (). Comme les deux polynomes
sont multilinéaires, ils ont exactement les méme monomes et par conséquents, le méme
nombre de monomes.

Donnons maintenant les polynomes pour chacune des fonctions.

- EQ(z,y) = [[,(1 & i @ yi) = Dgcpy [ics(@i ® vi). La matrice de communication

de la fonction E'Q) est simplement la matrice identité.
= Disj(z,y) =11 & zy:) = @sg[n} [Lics ziyi-
U

Le lemme précédent montre que les complexités en boite non-locale des fonctions £Q)
et Disj sont exponentielles. Méme si des boites non-locales existaient dans la nature,
I'utilisation d’une quantité exponentielle de ressources serait certainement un obstacle a
la mise en pratique de ces protocoles.

Nous allons maintenant présenter des protocoles de complexité linéaire pour les fonc-
tions FQ et Disj. Ceci montre de plus qu'on ne peut retirer sans perte de généralité la
contrainte sur 1'utilisation simultanée des boites non-locales.
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Proposition 4.3. [LU08] On a NL(EQ) = O(n) et NL(Disj) = O(n).

Démonstration. On présente le protocole pour la fonction Disj, celui pour EQ étant
similaire. Le protocole est basé sur I'idée suivante. Fixons deux fonctions f : X x Y —
{0,1} et g: X XY — {0,1} et supposons que f(x,y) et g(x,y) sont donnés au joueur en
parité. C’est a dire que chaque joueur connait un bit tel que la parité des deux bits est
égal a la valeur de la fonction. Alors les joueurs peuvent calculer le produit f(x,y)g(x,y)
avec deux boites non-locales. Soit (ar,by) € {0,1}* et (ag, by) € {0,1}? tels que ay Hby =
f(x,y) et a; @b, = g(z,y). On peut alors calculer directement le produit f(z,y)g(z,y) =
(ar®bs)(agBby) = ara,®arb, ®bra, $bsrb,. En utilisant une boite pour calculer asb, et
une pour azby, et en ajoutant au sorties les termes locaux ayray et byby, on a bien calculé
le produit f(z,y)g(x,y).

Reprenons l'expression de la fonction Disj sous la forme Disj(x,y) = [[(1 & z;y;).
Chaque terme 1 @ x;y; peut étre calculé en parité en utilisant une boite non-locale. En
appliquant n fois I'algorithme pour calculer le produit, on peut calculer Hie[n](l D xY;)-
On utilise au total n boites pour calculer les monomes 1 @ z;y; en parité, puis 2n boites
pour effectuer le produit. Le total est donc de 3n boites non-locales. O

4.2.4 Comparaison de la complexité en boites non-locales et de
la communication

Les fonctions vues a la section précédente avaient toutes une complexité en boite
non-locale séquentielle du méme ordre que la complexité de la communication. Dans le
cas simultané, I’écart entre complexité de la communication et la complexité en boite
non-locale était, pour ces fonctions, au plus exponentiel. Nous allons dans cette section
généraliser la comparaison entre ces deux ressources. Le résultat suivant est un corollaire
du théoreme 4.1.

Corollaire 4.1. Pour toute fonction f: X xY — {0,1}, NLI(f) < NLI® < 2P(),

Démonstration. On a d’apres le théoreme 4.1, NLI(f) < NLI® = rang,(M;). Ici, on
peut conclure en remarquant que rang,(M;) < 2P (). En général, on donne comme borne
inférieure sur 2°() le rang sur R, qui est plus grand. Néanmoins, il est facile de voir
que la preuve pour R est vraie quel que soit le corps de base, donc en particulier pour
Z/27 [MS82]. Néanmoins, nous allons donner une autre preuve, due a [LS08a]. Nous allons
montrer que pour toute matrice M, on a rang,(M) < rangg(M). Comme d’'une part,
rang,(M;) = NLI®(f), et d’autre part rangg(M;) < 2P on a bien NLII® < 2P0

Soit M une matrice a coefficients dans Z/2Z. En appliquant le lemme 4.1, on déduit
rangqo(M) < rangp(M), car R est une extension de Q. Il suffit maintenant de prouver
que rang, (M) < rangy(M). Soit k = rangg(M). Alors pour tout ensemble ey, ..., e, de
k + 1 lignes (ou colonnes) de la matrices M, il existe des coefficients A, ..., \; dans Q
tel que Zf:o Aie; = 0.

On va maintenant montrer que e, ...eg sont linéairement dépendants avec des co-
efficients sur Z/27Z. Chaque \; étant dans Q, on peut l’exprimer comme une fraction
irréductible \; = p;/q;. Notons d = ppem(q;). Ainsi, on a pour tout i, d\; € Z. Fina-
lement, notons A\, = d\; mod 2. On vérifie facilement que ) . Ne; = 0 mod 2, ce qui
acheve de prouver le corollaire. O
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La proposition suivante donne une borne inférieure sur la complexité en boite non-
locale. L’idée est de simuler une boite non-locale avec un bit de communication.

Proposition 4.4. Pour toute fonction f : X xY —{0,1}, D7(f) < NL(f).

Démonstration. Soit P un protocole pour f utilisant ¢ boites non-locales. Au lieu d’utiliser
les boites, Alice va envoyer ses t entrées pq,...,p; a Bob et considérer que toutes les
boites non-locales ont sorti de son coté la valeur 0. De son coté, Bob considere que
les boites ont sorti de son coté p;q;, ou les ¢; sont ses entrées. Comme le protocole P
est déterministe, il est en particulier correct dans le cas ou les sorties sont (0, p;q;). Le
protocole de communication est correct et on a D(f) < t. O

Ce dernier résultat nous permet de donner facilement des bornes inférieures sur la
complexité en boite non-locale déterministe. Cela montre en particulier que les protocoles
définis a la proposition 4.3 sont optimaux. En effet, on sait que pour ces fonctions, la
complexité de la communication déterministe est linéaire.

Nous n’avons parmi les exemples de fonction étudiée plus haut, aucun exemple de
séparation entre la complexité en boite non-locale (séquentielle) et la complexité de la
communication. C’est un probleme ouvert de trouver une séparation entre complexité
de la communication et complexité en boite non-locale, ou bien de trouver une fonction
dont la complexité en boite non-locale est super-linéaire. Rappelons qu'une fonction g :
N — {0, 1} est dite super-linéaire si pour toute constance ¢, on a g(n) > c¢.n pour tout n
suffisamment grand.

4.3 Complexité probabiliste

4.3.1 Bornes sur la complexité en boite non-locale

Nous allons maintenant nous intéresser au calcul probabiliste. Dans ce contexte, on
autorise une petite erreur dans la probabilité de donner la bonne réponse. La plupart des
bornes vues dans la section précédente sont montrées en transformant un protocole de
communication en protocole en boite non-locale. Ainsi, en utilisant le fait qu'un proto-
cole probabiliste est une distribution de protocoles déterministes, on va pouvoir étendre
certains résultats a la complexité en boite non-locale probabiliste.

En étudiant le cas probabiliste, nous précisons encore la puissance calculatoire des
boites non-locales. Sous cette forme relachée, ce modele tend a se rapprocher encore
plus de la complexité de la communication. Nous allons borner la complexité en boite
non-locale par trois mesures différentes : le rang, la communication et les normes de
factorisation.

Rang approché

Dans le cas déterministe, la complexité en boite non-locale est caractérisée par le rang
sur Z/27Z de la matrice de communication. Ceci induit une factorisation de la matrice
de communication. Dans le cas probabiliste, on a une factorisation similaire. Toutefois,
cette factorisation n’est plus exacte mais approchée.
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Comme dit plus haut, le logarithme du rang sur R de la matrice de communication
My est une borne inférieure sur la complexité de la communication. On peut étendre cette
borne inférieure au cas probabiliste relativement aisément. Il suffit pour cela de prendre
le plus petit rang parmi les matrices proches de la matrice d’origine pour la norme infinie.
Avec les boites non-locales, cette relaxation n’est pas aussi triviale. Le probleme est qu’on
considere maintenant le rang sur Z/2Z. Or une boule centrée sur la matrice My contient
a priori des matrices dont les coefficients ne sont plus dans {0, 1}. Le rang sur Z/27Z de
ces matrices n’est donc pas défini. Nous proposons ici une définition nouvelle du rang
approché sur un corps fini.

Définition 4.6. Soit R, l’enveloppe convexe de l’ensemble des matrices booléennes de
rang sur Z/27 au plus t. Pour une matrice booléenne A, le rang approché sur 7Z./27 est
défini par e—rangs(A) = min{t : JA’ € R, tel que || A — A’ ||< e }.

Nous allons maintenant montrer que cette définition caractérise bien la complexité
en boite non-locale dans le cas simultané. La preuve est en deux temps. D’abord, nous
donnons une expression alternative pour le rang, puis nous montrons que cette expression
peut étre interprétée comme la sortie d’un protocole probabiliste, et inversement.

Proposition 4.5. e—rang,(A) est le plus petit t tel qu’il existe un ensemble de matrices
booléennes Ay, ..., Ax et une distribution de probabilité i sur [N] tels que :

— pour tout n € [N], ranga(A,) <t,

— pour tout (i,7), Prob,[A[i, j] = A,[i, j]] > 1 —e€.

Démonstration. Soient rang,(A) = t et A’ telle que A" € Ry et || A — A [[o< &

Soient Aj,...,Ayx les sommets de R;. Par définition, ces matrices sont a coefficients
dans {0, 1} et vérifient rang,(A4;) < t¢. Par définition, A" est combinaison convexe des
matrices Aj,... Ay. Il existe des coefficients aq,...,an > 0 tels que A" = > a, 4,

et > o, = 1. Soit p la distribution sur [N] définie par p(n) = @,. On a évidemment
E, [A, ]z, y]] = A'lz,y], soit Prob,[A[i, j| # A,li, j]] = |Alz,y] —E.[An ]z, y]]| < 1—¢. Les
matrices A, ... Ay et la distribution g ont donc les bonnes propriétés.

Inversement, supposons qu’il existe Aj,..., Ay vérifiant les bonnes propriétés. Soit
A’ la matrice définie par A'[z,y] = E,[A,[z,y]]. Ona A" € Ry et | A— A’ ||, et donc
e—rang,(A) < t. O

Théoréme 4.3. Pour toute fonction booléenne f : X xY — {0,1}, NL!’@(f) =
e—rang,(My).

Démonstration. Soit P un protocole pour f utilisant ¢ boites non-locales en parallele
et correct avec probabilité au moins 1 — €. Les entrées des boites dépendent de I'entrée
(x,y) et de l'aléa partagé par les joueurs. Ecrivons explicitement 1’aléa r choisi suivant
une certaine distribution de probabilité dans un ensemble R. Notons les entrées des boites
(pi(x,7),q:(y,7)), et les sorties (a;, b;). Les sorties des joueurs étant toujours la somme des
sorties obtenues des boites, la fonction calculée est g, (x,y) = @'_, pi(x,7)q(y, ). En par-
ticulier, on sait que pour chaque 7, la matrice de communication My, vérifie rang, (M, ) <
t. Par ailleurs, le protocole étant e-correct, on a pour tout (z,y), Prob,[M[z,y] =
M, [z,y]] > 1 —e. Ainsi, on a bien e—rang,(My) < t.

Réciproquement, supposons que e—rang,(My) = t. D’apres la proposition 4.5, il existe
un ensemble de matrices booléennes Ay, ..., Ay et une distribution de probabilité u sur
[V]
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— pour tout i € [N], rangs(A;) < t,

— pour tout (z,y), Prob;[M[z,y] = Ai[z,y]] > 1 —¢.
Si g; est la fonction dont A; est la matrice de communication, on a pour tout 4, N LIl(g;)
t. De plus, en tirant une de ces fonctions au hasard suivant p, on sait que Prob,,[g;[, y]
f(z,y)] > 1 —¢. On a donc prouvé NL#I(f) <t, ce qui clot la démonstration.

O I IA

Nous n’avons pas d’équivalent probabiliste au théoreme 4.2 qui caractérise la com-
plexité en boite non-locale simultanée déterministe. Nous ne pouvons pas a priori enlever
I'exposant @, qui impose aux joueurs de répondre par la parité de toutes les sorties des
boites non-locales. Si on voulait prouver que ce résultat est vrai dans le cas probabiliste,
il semblerait naturel d’appliquer le raisonnement suivant :

1. Un protocole probabiliste est une combinaison convexe de protocoles déterministes.

2. Pour chaque protocole déterministe, on peut supposer sans perte de généralité que
les joueurs répondent par la parité de toutes les sorties.

3. Par convexité, on peut également supposer que dans le cas probabiliste, les joueurs
répondent par la parité de toutes les sorties.

Ce raisonnement serait correct si on I’appliquait a des protocoles de communication. Dans
le cas des boites non-locales, la faille se situe des la premiere étape. En effet, il n’est pas
du tout assuré qu’on puisse décomposer un protocole probabiliste utilisant des boites
non-locales en combinaison convexe de protocoles déterministes. Les boites non-locales
introduisent une nouvelle source d’aléa et méme si on fixe I’aléa partagé par les joueurs,
il leur est toujours possible d’utiliser cette source la. Cet aléa est alors payant du point de
vue de la complexité, mais pourrait éventuellement permettre de réduire le cotit global en
boites non-locales. Les protocoles obtenus en fixant 1’aléa partagé par les joueurs n’ont a
priori pas de raison d’étre déterministes, et on ne peut pas leur appliquer individuellement
le théoreme 4.2. On ne sait donc pas dans le cas probabiliste si la meilleure stratégie pour
les joueurs est de répondre par la parité de toutes les sorties obtenues des boites non-
locales.

Communication

On a vu dans la section précédente qu’on ne savait pas en général si N L! (f) =
N L!’@( f). Néanmoins, on peut étendre au cas probabiliste certains résultats établis dans
le cas déterministe. Nous allons voir ici comment étendre les résultats sur la commu-
nication. Ceci est en général possible pour des résultats obtenus en transformant un
protocole de communication en protocole utilisant des boites non-locales. L’idée est de
décomposer un protocole de communication probabiliste en distribution sur des protocoles
déterministes, et d’appliquer la méme transformation sur chaque protocole de communi-
cation déterministe ainsi obtenu. Ceci définit un protocole probabiliste utilisant des boites
non-locales. De plus, si la réduction déterministe réduit un protocole de communication
sans erreur a un protocole utilisant des boites non-locales également sans erreur, alors
dans le cas probabiliste, la réduction conserve la probabilité de succes.

Théoreme 4.4. Pour toute fonction f : X xY — {0,1}, R.(f) < NL.(f) < NL!@(f) <
2Rs(f)'
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Démonstration. Pour simuler une boite non-locale avec de la communication, Alice envoie
son entrée p a Bob. La sortie d’Alice est simulée par un bit aléatoire partagé r. Bob,
connaissant ce bit et les deux entrées p et ¢ de la boite non-locale peut simuler celle-ci en
utilisant 7 @ pg. Par la méme procédure, ils peuvent simuler ¢ boites non-locales. Cette
réduction conserve évidemment la probabilité de donner la bonne réponse. Ceci montre
que R.(f) < NL.(f). L'inégalité NL.(f) < NL!’EB(f) est évidente par définition.

Pour prouver la troisieme inégalité, fixons une protocole de communication P de
complexité t. Par définition, P est une combinaison de protocoles déterministes P", ou
r est l'aléa des joueurs. La complexité de chacun de ces joueurs est au plus ¢t. On note
fr la fonction calculée par le protocole P,. Pour chacune de ces fonctions, on a d’apres
le corollaire 4.1, NLI®(f) < 2. Fixons pour chaque fonction f, un protocole en boite
non-locales. On en déduit un protocole pour f en prenant sur les protocoles en boites non-
locales la méme distribution que celle sur les P,.. La complexité en boite non-locale de ce
protocole est 2¢ et il est par définition e-correct. On en déduit donc NLI-®(f) < 28 O

Dans le cas général, ou les boites non-locales peuvent étre utilisées en série, on peut
comparer la complexité en boite non-locale avec un modele de communication particulier.
Il s’agit de la complexité simultanée, dans laquelle ’arbitre est contraint a appliquer la
fonction Maj. Précisément, lorsqu’il reoit les messages a = (aq,...,a;) et b = (by,...b;),
sa réponse est Maj(a; @ by,...,a; B b;), c’est a dire 1 si la majorité des bits envoyés par
les joueurs sont identiques, et 0 sinon.

Si on s’intéresse a ce modele, c’est qu’il est naturel dans le sens ot il est apparu plu-
sieurs fois dans la littérature. Plusieurs bornes supérieures connues sur la communication
sont en fait des bornes pour ce modele, et donc a fortiori des bornes sur la complexité en
boite non-locale. La section suivante montre des exemples de telles bornes.

L’idée qu’on retrouve dans ces bornes supérieures est la suivante. Supposons qu’Alice
et Bob peuvent calculer une fonction fixée avec une probabilité donnée avec un unique
bit de communication. Ils peuvent alors augmenter la probabilité de succes en répétant le
protocole plusieurs fois et en prenant la majorité. Cette amplification peut se faire dans
le modele simultané.

Théoréme 4.5. Pour toute fonction booléenne f: X xY — {0,1}, on a
NL(f) < O(RM(f)).

Démonstration. Fixons un protocole de communication simultané dans lequel 'arbitre
recoit deux messages a et b de longueur ¢, et répond Maj(a; @ by,...,a; @ b;). Fixons
un circuit ET/OU pour la fonction Maj : {0,1}" — {0, 1}. Il est connu qu’il existe un
tel circuit utilisant O(t) portes. Le ET logique correspond a la multiplication sur Z/27Z.
Or, on a vu que la multiplication pouvait étre calculée en parité en utilisant 2 boites
non-locales. Les joueurs peuvent donc simuler le circuit en calculant en parité chacune
des portes ET et OU. Ainsi, I'entrée du circuit est donnée en parité aux joueurs et chaque
porte nécessite 2 boites non-locales. Au total, O(t) boites non-locales sont suffisantes pour
simuler le circuit et donc calculer la fonction en parité. O

Plus généralement, on peut borner la complexité en boite non-locale par la complexité
en circuit de la fonction calculée par I’arbitre. Dans la section suivante, nous allons donner
quelques corollaires du théoreme précédent. Ceci justifie d’avoir choisi la fonction Maj
en particulier pour le présenter.
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Norme de factorisation

On montre maintenant que la borne supérieure en (v5°)? sur la communication,
montrée a la section 3.6, est en fait une borne sur la complexité en boite non-locale.
Ceci découle du théoreme 4.5. Cela nous permet de donner des bornes inférieures et
supérieures sur la complexité en boite non-locale.

Corollaire 4.2. Pour toute fonction f : X xY — {0,1}, log(7§(My)) < NL.(f) <
O((73°(M;))?).

Démonstration. La borne inférieure est immédiate en utilisant d’une part le théoreme 4.4,
qui montre que R.(f) < NL.(f) et d’autre part le théoreme 3.6, qui montre qu’on a
2log(1§(M;)) < R.(f). On a alors 2log(1§(M;)) < NL.(f).

Pour prouver la borne supérieure, il suffit de remarquer que le protocole de commu-
nication en O((75°)?), donné dans la preuve du théoréme 3.13, s’applique au modele de
communication simultané dans lequel ’arbitre applique la fonction Maj. En effet, rappe-
lons le principe de ce protocole. On commence par changer la formulation du probleme :
chaque joueur recoit maintenant un vecteur réel tel que le produit scalaire de ces deux
vecteurs est égal a la valeur de la fonction, et le produit de leur norme est borné par
v2(My). On définit ensuite un protocole sans communication correct avec probabilité
1/2+1/43(M;). Comme il s’agit d’un protocole en parité, les joueurs peuvent le répéter
plusieurs fois de maniere a calculer la fonction avec probabilité constante, ce qui requiere,
d’apres le corollaire 1.3, page 19, 72(M;)? répétitions. Ils le répetent de plus dans le
modele simultané, c¢’est a dire en envoyant chaque fois leurs réponses a ’arbitre. L’arbitre
applique donc bien la fonction majorité. Enfin, d’apres le théoreme 4.5, cette borne est
bien une borne supérieure sur NL.(f). O

Enfin, en utilisant le théoreme 3.5, qui affirme que log~, est une borne inférieure sur
la complexité de la communication quantique avec intrication, on en déduit le corollaire
suivant.

Corollaire 4.3. Pour toute fonction f : X x Y — {0,1}, NL.(f) < O(22@<" ().

4.3.2 Complexité probabiliste de la fonction DISJ

Dans le cas déterministe, nous avons vu que la complexité simultanée était tres
différente du modele général. Nous avons méme exhibé des fonctions, Disj et E(Q pour
lesquelles la différence entre les deux modeles était exponentielle.

Nous allons voir maintenant que dans le modele probabiliste, la fonction Disj peut
étre calculée en utilisant simultanément O(n) boites non-locales. On a donc dans le cas
probabiliste une situation différente du cas déterministe, ou la complexité était expo-
nentielle. Non seulement nous n’avons plus de borne inférieure super-linéaire pour la
complexité simultanée, mais nous avons également un protocole linéaire pour calculer la
fonction Disj en utilisant toutes les boites simultanément.

Proposition 4.6. NL!(Dz'sj) =0(n).

Démonstration. L’idée du protocole est de réduire la fonction Disj au calcul d’un produit
scalaire. Précisément, le protocole fonctionne comme suit. Alice et Bob partagent une
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chaine aléatoire r et vont utiliser les chaines 2’ = x Ar = (1 Ary, ..., 2, ATy) et
y' = y A r défini de maniere similaire. Ils calculent ensuite la fonction 1 P(2',y’) avec un
protocole déterministe utilisant n boites non-locales et utilisent les sorties de ce protocole
comme réponses. Analysons la probabilité de succes.

— si Disj(x,y) =0, alors IP(2',y') = 0 et le protocole est toujours correct ;

— si Disj(z,y) = 1, alors Prob,[IP(2/,y') = 1] = 3. C'est évident si on identifie les
entrées = et y avec des ensembles de [n] dont i — x; et i — y; sont les fonctions
indicatrices. On voit alors que 2’ est la fonction indicatrice de = N7 et 3’ celle de
yNr. La fonction IP (2, y") = @D, x}y; est alors égale a la parité de 2’ Ny’ = zNyNr,
c’est-a-dire la parité d’un sous ensemble aléatoire de x N y. Comme z Ny est non
vide, on a bien Prob,[IP(a',y') = 1] = 1.

Pour obtenir une probabilité de succes strictement plus grande que 1/2; les joueurs
utilisent le protocole précédent et obtiennent les sorties a et b. Ils modifient leurs sorties
de la facon suivante. En utilisant ['aléa partagé, ils répondent par les valeurs suivantes :
(a, b) avec probabilité 1 —p, (0,1) avec probabiltité p/2, (1,0) avec probabilité p/2. Ainsi,
si Disj(x,y) = 0, alors la probabilité de succes est 1 —p et si Disj(x,y) = 1, la probabilité
de succes est p+ (1 —p)/2 = (1 4+ p)/2. En prenant p = 1 — 2¢, on a une probabilité de
succes de 1 —e. O

Les tables 4.1 et 4.2 rappellent tous les résultats obtenus dans cette section et la
précédente.

complexié simultanée complexité sequentielle
déterministe |  NLI(f) = rang,(M;) D= (f) < NL(f) < NLI(f) < 2P
probabiliste | NLI'®(f) = e—rang,(M;) | log(v5(My)) < NL.(f) < O((5°(M;))?)

TAB. 4.1 — Résultat de complexité en boite non-locale

déterministe | probabiliste

NLI'| NL | NL!I'| NL.

pP n n 7 1 6(n)

EQ | 20 |om) | 7 |0o@)

Disj | 2™ | O(n) | O(n) | O(n)

TAB. 4.2 — Complexité de fonctions explicites

4.4 Simuler les corrélations quantiques et au dela

Les comparaisons entre la complexité en boites non-locales et la complexité de la
communication s’appliquent au modele traditionnel de la communication. Or dans le
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modele de complexité en boite non-locale, la valeur de la fonction est la parité des réponses
des joueurs. Dans cette section, nous allons comparer le modele de communication en
parité avec la complexité en boite non-locale. Si on se contente de réutiliser les réductions
précédentes, alors il faut ajouter un bit de communication pour passer du modele en
parité au modele traditionnel, et ensuite simuler le protocole traditionnel. L’effet global
de I'ajout d'un bit de communication est de doubler le nombre de boites non-locales
dans le protocole. Nous allons montrer maintenant qu’il est inutile de repasser au modele
traditionnel et qu’on simuler directement le modele de communication en parité. Ceci a
pour conséquence de diviser par deux le nombre de boites non-locales utilisées.

Si on s’intéresse a simuler les protocoles de communication en parité, c’est en parti-
culier dans le but d’utiliser les boites non-locales pour simuler les distributions causales.
En effet, on a déja parlé de simuler les distributions causales avec des boites non-locales.
L’avantage d’un protocole en boite non-locale est que contrairement a un protocole de
communication, il respecte la causalité.

L’idée d’utiliser les boites non-locales pour simuler les distributions causales a déja
été envisagée [BP05]. La premiere application de cette idée est de simuler les corrélations
quantiques [CGMPO05]. Mais on peut utiliser les boites non-locales pour simuler les dis-
tributions causales non-quantiques. Nous avons déja dit que les boites non-locales per-
mettaient de simuler toutes les distributions causales binaires lorsque les entrées sont
elless-mémes binaires. Notre objectif ici est de simuler les distributions causales binaires
avec marginales uniformes, pour une taille arbitraire de I’espace des entrées. L’ensemble
de ces distributions est un polytope, et il suffit donc de simuler les points extrémaux.
D’apres le théoreme 1.11, page 19, ces points sont exactement les distributions corres-
pondant a des fonctions.

Dans le théoreme suivant, on compare la complexité en boite non-locale des distri-
butions causales avec la complexité de la communication. La construction générale est
inspirée de celle de Degorre, Laplante et Roland [DLRO5] pour simuler les corrélations
quantiques issues de mesure sur les qubits avec une boite non-locale. On utilise de plus une
astuce pour économiser une boite non-locale qui peut étre comparée a celle du protocole
de Regev et Toner pour passer de 4 bits de communication a 3 [RT07].

Théoreme 4.6. Soit p une distribution causale binaire avec marginales uniformes définie
sur X x Y. Un protocole de communication de complexité t pour p peut étre simulé en
utilisant au plus 2 — 1 boites non-locales en paralléle.

Démonstration. Toute distribution causale binaire a marginales uniformes peut s’écrire
comme combinaison convexe de points extrémaux du polytope causale. Or, d’apres le
théoreme 1.11, les points extrémaux sont exactement les distributions p; correspondant
aux fonctions booléennes f: X x Y — {0, 1}, définie a la section 1.3.

Une décomposition p = > s aypy implique un protocole pour p. Il suffit de simuler
ps avec probabilité ay, la probabilité étant choisie avec 1’aléa partagé. Par conséquent, il
est toujours possible d’exprimer p comme combinaison convexe de distributions de com-
plexité au plus t. Il suffit donc de montrer que le théoreme est vrai pour les distributions
p; correspondant aux fonctions booléennes.

Soit P un protocole de communication de complexité ¢ pour ps. Si P est déterministe,
on montre comment en déduire un protocole avec boites non-locales produisant les méme
sorties que P. Par conséquent, si P est un protocole probabiliste, la réduction au proto-
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cole en boite non-locale produit la méme distribution sur les sorties, et la correction est
identique. On suppose maintenant que P est déterministe en fixant 1'aléa s’il le faut.

Pour simplifier, nous allons prouver d’abord le théoreme dans le cas ou P est un
protocole a sens unique. Supposons que le message va d’Alice vers Bob. Il y au plus
2! transcriptions différentes. Notons les explicitement Ty, ... T ;. Le protocole avec des
boites non-locales est défini de la maniere suivante :

— Les joueurs utilisent une boite pour chaque transcription possible, exceptée Tj.

— Dans la i-eme boite, Alice entre la fonction 67, (7'(z)), c’est-a~dire 1 si son entrée
donne lieu a la transcription 7; et 0 sinon.

Dans la i-eme boite, Bob entre la fonction B(T;,y) @ B(To,y), ou B(T,y) est sa
sortie suivant P sur l'entrée y et le message 7.

Les boites donnent aux joueurs les valeurs (a;, b;)

Alice répond par la valeur @, a; @ A(x), out A(x) est la valeur qu’elle sort suivant
P et l'entrée x.

— Bob répond @, b; © B(To,y).

Ce protocole utilise bien 2! — 1 boites non-locales. Vérifions qu’il produit bien les méme
sorties que P. Supposons T'(z) = T; # Tp, I'entrée de la i-eme boite est alors (1, B(T;,y)®
B(T),y)). Pour toutes les autres boites, 'entrée est (0, B(11,y) ® B(1},y)). On a donc
>i(ai ® b)) ® A(z) @ B(Th,y) = A(z) & B(T;,y).

Supposons maintenant que T'(z) = Ty. Les entrées des boites sont toutes (0, B(T;,y)®
B(Ty,y)). On a ainsi a; @ b; = 0 pour tout i. Finalement, on a ) .(a; ® b;) & A(x) &
B(Ty,y) = A(x) @ B(Ty,y), ce qui est la sortie attendue.

Dans le cas général, on va éliminer les bits de communication les uns apres les autres.
L’idée est d’examiner tous les scénarios de communication possibles, de t a 0 bits de
communication. Par exemple, si on fixe le premier bit de communication, il y a deux
scénarios possibles, suivant la valeur de celui-ci. Le nombre de scénarios double ainsi a
chaque étape. On va donc considérer :

— des transcriptions de longueur k, notées T*),

— 27% protocoles de communications. On note les sorties de ceux-ci Agk) (T™ x) et

B®(T® y), oni=1,.. 2"
Au départ, on a un protocole qui calcule f(z,y) en parité :

Jla,y) = AT, 0) 0 BT, y).
On va construire des protocoles tels que pour tout k allant de ¢t a 0 :

ot—k_1

flz,y) = APT® 2)@ BP(T® y 69 AP@® ) BP(T® gy, (4.4)

ce qui peut étre calculé avec k bits de communication et 2% — 1 boites non-locales. En
particulier pour & = 0, on obtient :

2t—1

fla,y) = AP ()@ By @@A(O /B (y),

ce qui peut étre calculé avec 2 — 1 boites non-locales et pas de communication.
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Montrons maintenant comment retirer un bit de communication. Supposons qu’on a
2!=F protocoles de communication de complexité ¢ et tels que 'équation 4.4 est vraie.

Considérons les transcriptions 7" dans lesquels le dernier bit de la communication

va d’Alice vers Bob. Le dernier bit de T étant calculé par Alice, notons le cgk) =

cz(.k) (T* =1 z). On peut décomposer la sortie de Bob en fonction de la valeur de ce bit :
BM(T® ) = BP(T*V0,y) @ P [BH (10, y) @ BM (T# D1, y), 2].
On a donc pour f(z,y) :

flz,y) = AW(TED 2y BE(THED0, )
EBC((]k) (T(k—l)’ x) [B((]k) (T(k—l)o’ y) o B(()k) (T(k_l)L y)]
20—k
o @ AVt )BTt 0,y)
i=1
2t—k_1

& @ AP TED 2)cVBP(TE 0, y) @ B (T, y)).
=1

Pour 0 < ¢ < 2% — 1, on définit les fonctions suivantes :

AF@ED ) = AD@ED )
BFUTE, ) = BT V0,y)

B (T ) = BI(TEV0,y) @ B (TH1,y)
AT D) = (),

AT )y = APTED )™ (sii £ 0),

et les expressions similaires lorsque la communication va de Bob vers Alice. Enfin, ceci
nous permet bien d’écrire :

flayy) = AFTT*Y @)@ BTN, y)

2t7k+1_1
o @ AN, BT, y)

i
i=1
comme annonce. O

En particulier, on peut combiner le résultat précédent avec le protocole de Regev et
Toner [RT07] pour simuler les distributions de probabilité quantique.

Corollaire 4.4. Soit p une distribution de probabilité booléenne a marginales uniformes.
Supposons p € Q. Alors NLB(p) < 3.

Démonstration. Rappelons le principe du protocole de Regev et Toner pour simuler les
distributions quantiques. En utilisant le théoreme de Tsirelson, le probleme se réduit a
celui-ci :

— Alice recoit un vecteur unitaire a € R?.
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— Bob recoit un vecteur unitaire b € R%,
— Les joueurs doivent répondre par des valeurs (o, 5) € {—1,1} x {—1, 1} telles que
Eaf = (a,b).

Soit G’ une matrice de projection sur un sous espace aléatoire de dimension 3 de RY.
Les joueurs commencent par appliquer une transformation C' que nous ne détaillons pas
ici, puis projettent leurs entrées en utilisant G. Soient a’ et b’ les vecteurs obtenus. Soit
a; = sgn(a}) pour i = 1,2,3, et ¢; = aja; pour i = 2,3. La sortie d’Alice est a; et
elle envoie (cg,c3) a Bob. Intuitivement, elle dit & Bob dans quel orthant se trouve son
vecteur.

Comme il y a 8 orthant, cela nécessite en principe 3 bits de communication, mais
Alice peut économiser un bit de la maniere suivante : au lieu de situer son vecteur parmi
les 8 orthants possibles, elle se limite a 4 orthants, quitte a changer le signe de a’. Sa
sortie indique précisément si elle a changé le signe ou non. Soit z = (1, ¢, ¢2). La sortie
de Bob est sgn((V, z)).

Sans la transformation C' préliminaire, les corrélations calculées par ce protocole sont
trop fortes. Cette transformation permet précisément de trouver les bonnes corrélations.

Ce protocole utilise 2 bits de communication. En appliquant le théoreme 4.6, on en
déduit que 3 boites non-locales sont suffisantes. O

4.5 Evaluation sécurisée

Comme nous l'avons dit plus haut, le calcul avec des boites non-locales permet de
réaliser une tache cryptographique appelée évaluation sécurisée. Ce probleme de cryp-
tographie a été introduit par Yao [Yao82]. L’auteur présente le probleme de la maniere
suivante : deux millionnaires veulent comparer leurs fortunes pour savoir qui est le plus
riche, mais aucun ne veut avoir a révéler a I’autre le montant de ses richesses.

Contrairement a la situation en complexité de la communication, les deux joueurs ne
se font pas confiance. Il y a deux modeles de sécurité différents. Dans le modele “Honnéte
mais curieux”, on suppose que les deux joueurs suivent le protocole imposé. Toutefois, a
I’issue du protocole, les joueurs doivent avoir appris aussi peu d’information que possible.
Dans le modele “malhonnéte”, on suppose que les joueurs peuvent tricher afin d’obtenir
de l'information. De méme, les joueurs doivent avoir appris a la fin du protocole, aussi
peu d’information que possible. Aussi peu que possible signifie que le joueur qui donne
la valeur de la fonction ne doit rien apprendre d’autre que ce qu’il peut déduire de cette
valeur, et I’autre joueur n’apprend rien du tout.

Cette définition de la sécurité est tres forte, et on sait que dans ce sens, il existe des
fonctions qui ne peuvent étre calculées de maniére sécurisée [BOGWS88, CCD88, CK91,
Kus92|. L’évaluation devient en revanche possible si les joueurs ont acces a une primitive
sécurisée telle que ET sécurisée, ou le “oblivious transfer” [GV88, Kil88]. Nous suivons
ici I’approche de Beimel et Malkin qui consiste a quantifier le nombre d’utilisation de ces
primitives [BMO04]. Ceci permet de hiérarchiser les fonctions d’apres le nombre d’appels
a ces primitives nécessaire pour les évaluer de maniere sécurisée. L’existence d’une telle
hiérarchie est la conséquence d’un résultat de Beaver montrant qu’il existe des fonctions
qui peuvent étre évaluées avec k appels au ET sécurisé, mais pas avec k—1 appels[Bea96].

Voici les primitives que nous allons étudier dans la suite.
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Définition 4.7. Un ET sécurisé est une ressource de calcul dans laquelle Alice introduit
un bit x et Bob un bit y et telle qu’a la fin, Alice recoit un bit a tel que a = xy.

Définition 4.8. Un “oblivious transfer” (OT) est une ressource de calcul dans laquelle
Alice entre deux bits x¢ et x1, et Bob un bit i et telle qu’a la fin Bob recoit un bit b tel
que b = x;.

Bien entendu, ces deux ressources sont sécurisées dans le sens ou le joueur qui regoit
de l'information n’apprend rien d’autre que celle-ci. Ces deux ressources ressemblent
intuitivement a une boite non-locale. Le ET sécurisé calcule, comme une boite non-locale,
le produit de deux bits. La différence est que le résultat n’est pas donné en parité, mais
directement a Alice. Cette différence est importante car nous allons pouvoir caractériser
exactement le nombre de ET sécurisés nécessaire et suffisants pour évaluer une fonction.

Le lien entre boites non-locales et cryptographie ont déja été étudiés. Notamment,
I'équivalence entre boite non-locale et OT a été montrée par Wolf et Wullschleger [WWO05].
Toutefois, les conditions de sécurité ne sont pas les mémes, et pour qu’elles soient
conservées, on peut supposer que les boites sont utilisées par les joueurs dans le méme
ordre. Sans cette hypothese, la simulation de OT par des boites non-locales est plus
complexe. Un protocole pour réaliser une boite OT en utilisant des boites non-locales
a été proposé par Buhrman et al. [BCUT06]. Cette construction étend celle de Wolf et
Waullschleger en tenant compte des propriétés temporelles des boites non-locales.

4.5.1 La primitive ET dans le modele “Honnéte mais curieux”
déterministe

La premiere primitive qu’on considere est le ET sécurisé. On se place ici dans le
modele “honnéte mais curieux”. On suppose de plus que le calcul est déterministe. Pour
une fonction f, on note AND(f) le plus petit nombre de ET sécurisés permettant de
calculer la fonction f dans ce modele.

Rappelons que pour les boites non-locales, nous avons donné des bornes inférieures et
supérieures, avec un écart exponentiel entre les deux. Notre résultat sur le nombre de ET
résout un probleme posé par Beimel et Malkin [BM04]. Ceux-ci avaient précédemment
montré que pour une fonction f: X x Y — {0,1}, on a AND(f) < |X]|.

Théoréme 4.7. Pour toute fonction booléenne f: X xY — {0,1}, AND(f) =2P"(),

Démonstration. Soit P un protocole de communication a sens unique de complexité t
pour f. Sur 'entrée z, on note T'(z) le message envoyé par Alice et A(z) sa sortie. On
note B(T(x),y) la sortie de Bob. On définit maintenant un protocole utilisant 2° ET
sécurisés. On utilise un ET pour chaque m € {0,1}'. Dans le m-ieme ET, Alice entre 1
si T'(x) = m et 0 sinon. Bob entre B(m,y). Soit a,, la sortie de la porte ET regue par
Alice. On a ap) = B(T(z),y), et a, = 0 pour m # T'(x). Alice sort donc la valeur
A(x) @ ap(y). La sortie est la méme que dans le protocole de communication, donc ce
protocole est correct. Comme Bob ne recoit aucune donnée de la part d’Alice, la sécurité
de l'entrée d’Alice est triviale. A la fin du protocole, Alice connait seulement B(T(x),y),
ce qu'elle peut calculer en connaissant x et f(x,y). La sécurité de 'entrée de Bob est
donc également assurée.
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Inversement, soit P un protocole pour f utilisant ¢ ET. D’apres Beimel et Malkin, on
peut supposer sans perte de généralité qu’il n’y a aucune communication (cela contredirait
I'’hypothese de sécurité). On note (p;, ¢;) les entrées des t ET et a; = p;q; les sorties. Bob
ne recevant aucune information, ses entrées ¢; ne dépendent que de y. Montrons qu’il
en est de méme pour Alice. Soit a = (ay,...a;) les sorties des portes AN D. Pour Alice,
I'hypothese de sécurité est qu’elle n’apprend que la valeur de f(x,y). Le protocole étant
déterministe, x étant fixé, la valeur de a ne dépend que de la valeur de la fonction, sans
quoi Alice apprendrait quelque chose de plus sur y, Pentrée de Bob. Notons a°(z) la valeur
de a pour f(x,y) =0 et a'(z) sa valeur pour f(z,y) = 1. Soit i le premier indice tel que
ag(x) # a;(x). Pour j <4, On a a}(x) = aj(x) et Alice connait donc ces valeurs. On peut
donc supposer sans perte de généralité que p; = 0 pour tout j de 1 a ¢ — 1. De plus, dans
la i-eme porte, 'entrée d’Alice est nécessairement 1, sinon la sortie serait constante égale
a 0. La valeur de a; lui permet donc de distinguer entre a’(x) et a'(z). En particulier,
elle n’a pas besoin des valeurs a; pour j > ¢. On peut donc supposer que p; = 0 pour
tout j det+1 at.

On a transformé le protocole initial en un protocole dans lequel p; = 0 pour tout sauf
un seul indice 7. Cet indice ne dépend que de z. Pour simuler ce protocole avec de la
communication, il suffit a Alice d’envoyer a Bob I'indice i sur lequel p; vaut 1, utilisant
logt bits de communication. O

4.5.2 La primitive OT dans le modele “malicieux” (probabi-
liste)

On va maintenant s’intéresser au modele malicieux, ou les joueurs peuvent tricher
pour tenter d’obtenir des informations sur I'entrée de 'autre joueur. Dans ce modele, les
joueurs ne peuvent pas utiliser le ET sécurisé, car Alice n’aurait qu’a entrer 1 dans tous
les ET pour obtenir de I'information sur I’entrée de Bob. On considere donc la primitive
OT.

Par ailleurs, on sait que I’évaluation a la fois sécurisée et déterministe est impossible
dans le modele malicieux [DM99]. Le modele est donc défini comme suit. Chaque joueur
recoit une entrée, respectivement x pour Alice et y pour Bob. Ils peuvent utiliser de
I’aléa privé et public, une quantité illimitée de communication, et de boites OT. On
suppose que c’est Bob qui donne la valeur de la fonction. Sa réponse doit étre correcte
avec probabilité 1 — ¢ ou € est une constante comprise entre 0 et 1/2. On note OT.(f) le
nombre d’utilisations de OT dans ce modele.

On va d’abord prouver une borne supérieure sur le nombre d’utilisations de OT en
fonction de la complexité en boite non-locale. Pour que le protocole en boite non-locale
soit sécurisé, on ajoute une contrainte supplémentaire. On suppose en effet que les boites
sont utilisées dans le méme ordre par les deux joueurs. On note la complexité N Lo
comme cela a été défini a la section 4.1.2.

Théoréme 4.8. Pour toute fonction booléenne f: X xY — {0,1} et e >0, OT.(f) <
NLZ(f).

Démonstration. Soit P un protocole pour f utilisant ¢ boites non-locales dans le méme
ordre pour les 2 joueurs. On note les entrées des joueurs dans les boites (p1,¢1), - - -, (Pt, @)
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et obtiennent les sorties (a1, b1),. .., (as, b;). Par définition, chaque entrée (p;, g;) ne peut
dépendre que des entrées et sorties précédentes, de 1 a ¢ — 1, mais pas des suivantes.

On va maintenant remplacer chaque boite non-locale par une boite OT, en com-
mencant par la premiere. Alice tire un bit aléatoire r; et entre dans la boite OT r; et
r1®p;. Bob entre ¢; et regoit donc (1®¢1)r1 B¢ (r1 Bp1) = r1 B p1¢a- Les joueurs simulent
ensuite le protocole utilisant des boites non-locales en posant a; = ry et by = r1 ® p1¢y.
Ils procedent ainsi pour toutes les boites non-locales du protocole.

Pour chaque boite non-locale, Alice et Bob peuvent calculer les entrées p;, ¢; car celles-
ci ne dépendent que des entrées et sorties précédentes. La distribution qu’on obtient a la
fin est la méme que dans le protocole original. La probabilité de calculer la valeur de f
est donc inchangée.

Il reste a prouver que le protocole utilisant les boites OT est bien sécurisé. La sécurité
de I'entrée de Bob est évidente car Bob n’envoie aucune information a Alice. La sécurité
de I'entrée d’Alice vient du fait que les informations qu’elle donne sur sur son entrée sont
a chaque étape masquées par un bit aléatoire. Les sorties que Bob obtient des boites OT
sont donc uniquement des bits aléatoires indépendants. O

Avant de prouver la borne inférieure, détaillons les notations des différentes étapes du
protocole. Chaque étape se déroule ainsi. Supposons qu’on est a ’étape i. Alice envoie
un message A; a Bob, et Bob envoie B; a Alice. Ils utilisent ensuite une boite OT. On
note S; = (S, S}) Dentrée d’Alice et T; l'entrée de Bob. La sortie, du c¢oté de Bob, est
notée O;. Lorsqu’on voudra noter la concaténation des données des ¢ premieres rondes,
on utilisera l'indice [7].

La borne inférieure est en fait sur un modele de sécurité plus fort que le modele
présenté plus haut. Commencons par définir le modele formellement.

Définition 4.9. Soit f : X xY — {0, 1} un fonction booléenne. ﬁa(f) est le nombre de
boites OT nécessaires pour calculer f avec probabilité €, sécurité parfaite, en utilisant une
quantité illimitée de communication, dans le modéle malicieux et verifiant les conditions
de sécurité suivantes :

Prob[A;| Ay, Bji1), Spipy @, 7] = Prob[Ai| Ay, By, 7,
Prob[B;| Ajij, Bji-1), 11 Opy, y, 7] = Prob[B;|Aj—1), Bli—ay, 7],
ou 1 est l'aléa publique partagé par les joueurs.

Intuitivement, nous pensons que cette condition est vraie pour un protocole optimal.
Nous n’avons pas pu prouver ce point, mais voyons plus précisément ce que signifie la
condition. Du coté d’Alice, la condition s’interprete ainsi. Sachant la communication
passée et l'aléa, le message A; envoyé par Alice est indépendant de (Sp;,z). Si ce n'est
pas le cas, alors Bob peut savoir avec une probabilité non nulle, en fonction du message
recu A;, quel élément parmi (S, x) et (5], 2") Alice a utilisé.

Si x #£ 2/, alors Bob a obtenu une information sur I'entrée d’Alice, ce qui est interdit
par la définition de la correction. De méme, si S # Sfﬂ, alors Bob pourrait obtenir des
informations sur les entrées des OT. En choisissant un boite au hasard, et en entrant un
bit au hasard, la probabilité pour Bob d’obtenir des informations n’est pas nulle. Ainsi,
si dans un protocole optimal, Bob n’a pas le droit d’obtenir d’information sur les valeurs
entrées par Alice dans les OT, alors cette définition de la sécurité est équivalente a la
définition usuelle.
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Théoréme 4.9. Pour toute fonction booléenne f: X xY — {0,1}, ﬁa(f) > Q(R:(f))

Démonstration. Soit t = 5T€( f). Le modele autorisant une quantité illimitée de com-
munication, on doit prouver qu’'on peut réduire celle-ci & O(t) bits. On prouve cette
restriction en 4 étapes :

1. On commence par supprimer la communication allant d’Alice vers Bob. Ceci nous
donne un protocole parfaitement sur, utilisant ¢ boites OT et ou toute la commu-
nication va de Bob vers Alice.

2. On inverse les boites OT en introduisant ¢ bits de communication allant d’Alice
vers Bob. Ceci donne un protocole parfaitement sur, ou les sorties des ¢ boites vont
a Alice, t bits de communication vont d’Alice vers Bob et une quantité illimitée va
de Bob vers Alice.

3. On réitere le premier point afin de supprimer cette fois la communication allant de
Bob vers Alice. Il reste a la fin de cette étape t boites OT et ¢ bits de communication
allant d’Alice vers Bob.

4. Enfin, les joueurs simulent les boites OT en envoyant 2¢ bits de communication,
donnant finalement un protocole avec en tout 3t bits.

On va détailler par la suite les étapes 1 et 3. La preuve pour ces 2 parties est la méme.
Cela nécessite qu’a la fin de ’étape 2, les conditions de sécurité soient les mémes qu’avant
I'étape 1. Pour I’étape 2, on utilise la construction de [WWO06] qui utilise les boites non-
locales pour inverser le sens de OT. Celle ci permet en effet de préserver comme c’est
nécessaire la sécurité de I'entrée de Bob. L’étape 4 en revanche ne pose aucune difficulté,
les entrées sont simplement échangées entre les joueurs.

Détaillons maintenant la premiere étape. L’idée est de remplacer la communication
d’Alice vers Bob par des bits aléatoires partagés. Les messages de Bob ne changent pas,
ni les entrées des boites OT. L’aléa privé de Bob peut étre fixé au début de ’exécution du
protocole. Alice va commencer le protocole avec une distribution uniforme sur son aléa
privé et apres chaque étape, elle va actualiser sa distribution pour rester consistant avec
I’historique du protocole. Commencons par préciser le déroulement et les notations du
protocole :

Alice et Bob choisissent leur aléa r4 et rg.

A la i-eme étape, Alice entre S; et Bob T; dans la boite OT et Bob recoit la sortie
O;. L’entrée d’Alice est une fonction de (A1), By—1), S—1), @, 7,74) et celle de Bob,
une fonction de Aj;_qj, By—1), Tji-1), Opi-1}, ¥, 7, TB)-

— Alice envoie son message A; a Bob. C’est une fonction de (Ap_1j, Bji—1}, Spij, €, 7, 74)-
— Bob  envoie son message B; a Alice. C’est wune fonction de
(Agps Bii-; Tigs Ot y5 7, 78)-

Regardons maintenant la distribution que le protocole induit sur r4,rg, A, B, S, T, O
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sachant x,y,r :

PrOb[TA, rg, A, B,S,T, O|:L’, Y, T] =
Prob[ra].Prob[rg]. H(PI‘Ob[Si|A[i—1}7 Bii-ay, Sy, 2,7, 7.4

Pl"Ob[Tz’|A[z'—1], B[i—1}> T[i—l}, O[i—l]a Yy, TB]-Pl"Ob[Oi|Sz', Tz]
PrOb[Ai|A[i—l}7 B[i—l}v 5[2]7 z,T, TA]-
Pl"Ob[Bl|A[i—1], B[z‘—l}, Tm, O[i]> Yy, TB] )

Voici maintenant le nouveau protocole. Celui-ci est con¢u pour que la distribution reste
identique, et pour y parvenir, Alice doit réactualiser son aléa en fonction des messages
envoyeés.

— Alice et Bob choisissent leur aléa r4 et rg.

— A la i-eme étape, Alice choisit son entrée S; dans la boite suivant la distribution :

Pl"Ob[Si|A[i—1}7 B[i—l}a S[i—l]a xz, 7“]-

Bob entre la méme fonction de (Ap_1j, Bi-1}, Tji—1), Opi-1), ¥, 7, 75) que dans le pro-
tocole original.
— En utilisant 'aléa partagé, les joueurs tirent un message suivant la distribution :

Pl"Ob[Ai|A[z'—1], B[i—l}a 7“],

¢’est-a-dire un message consistant avec ’aléa partagé r et 'historique des messages,
en moyenne sur 'aléa privé r, d’Alice. L’idée est que d’apres la définition 4.9, la
distribution sur A; ne dépend ni de = ni de r4.
— Bob envoie le méme message que dans le protocole original.
— Alice actualise son aléa r4 en tirant une nouvelle chaine suivant la distribution
Prob[rA|A[i], Bm, Sm, Z, 7“].
Nous allons dans un premier temps vérifier que la distribution est la méme que dans
le protocole original. Dans un second temps, nous vérifierons que le protocole est bien
défini. On a dans le nouveau protocole la distribution suivante :

Prob[ra,rp, A, B, S,T,O|x,y,r| = Problr4].Prob[rg]. H Prob[S;|Ap—1), Bi-1, Spi—1), @, 7]
i€]t]
Pl"Ob[Ti|A[i—1}7 B[i—1]7 T[i—l}v O[i—l}v Yy, TB]-PrOb[Oi‘Sia Ti]-PfOb[AiM[i—l}, B[z‘—l}a 7"]
PrOb[TA|Am, Bm, S[i], x, 7‘]
. PrOb[TA|A[i—1]> B[i—l]a S[i—l}) z, T] .

Prob[B;| Ay, Bii-1), Tii, O, v, 7, 78]

De plus apres [ étapes la distribution sur r4 est exactement :

Prob[rA|A[i}, B[i], Sm, Z, 7“]

Prob|ra].
icl] Prob[ra| Ay, By, Sji-1y, 7, 7]

= PI‘Ob[TA‘A[Z}, B[Zb S[Z}v x, T]'
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Pour montrer que les deux distributions sont les mémes, il suffit maintenant de prouver
I’énoncé suivant :

Prob[SZ-|A[i_1}, B[i—1]> S[i—l]a xr,T, ’I“A].PI‘Ob[Ai|A[i_1], B[i—l]a Sm, xT,T, T’A] =
PI"Ob[S,'|A[i_1}, B[i—1]> S[i_l], xZ, T’].Pl‘Ob[AAA[i_H, B[i—1}> 7’]
PI‘Ob[T’A|A[,~], Bm, S[i], xZ, 7’]
'Prob[rA|A[i_1}, B[i—l]; S[i—l}; xZ, 7‘] )

On a précisément :

Pl"Ob[Si‘A[i_l], B[i—l}a S[i—l}a xZ,T, ’/’A] . Pl"Ob[Ai‘A[i_l], B[i—1]7 Sm, xZ,T, ’/’A]
= Prob[SZ-, A,'|A[i_1}, B[i—l], S[i—l], xr,T, TA]
PI‘Ob[Si, A,’, TA|A[Z-_1}, B[i—1}> S[i—l]a xZ, 7’]
PrOb[TA|A[i_1}, B[,’_l], S[z’—l], xZ, T’]

PI‘Ob[T’A|A[,~], B[i—1}> S[i], xZ, 7’]
PrOb[’f‘A‘A[i_l], B[i—l}a S[i—1]7 €, 7”]
= Pl"Ob[Si‘A[i_l], B[i—l}a S[i—l}a €, T] : Pl"Ob[Ai|A[i_1}, B[i_l], 7‘]

Pl"Ob[TA‘A[i], Bm, S[i], x, 7‘]
.Prob[rA|A[i_1], B[i—l], S[i—l}, Z, 7“] ’

= PYOb[SiaAiM[i—l},B[i—1]75[i—1]71’77"]'

ou on a utilisé les deux propriétés suivantes :
— D’abord, Ay et Sp;) étant fixés, By est indépendant de r4. On a donc

PrOb[T‘A‘A[i], B[z‘—l}’ S[i], Z, 7”] = PrOb[T‘A‘A[i], Bm, S[i], xZ, 7‘].
— D’apres la définition de sécurité 4.9, on a :
Pl"Ob[Ai‘A[i_l], B[i—l}a Sm, Z, 7”] = Pl"Ob[Ai‘A[i_l], B[i—l}a T].

Il reste a vérifier que le protocole est bien défini. Il s’agit, lorsqu’Alice actualise son
aléa, d’étre sur que sa probabilité de trouver une chaine consistante est non nulle. Cela
découle de 'hypothese de sécurité. Supposons en effet qu’apres la (i — 1)-eme étape, I'aléa
d’Alice r4 est bien consistant avec I'historique. A la i-éme étape, Alice choisit .S; suivant
toutes les entrées possibles S; pour lesquels il existe une chaine r4 consistante. Puis, A;
est choisi parmi tous les messages pour lesquels, 1’aléa r étant choisi, il existe une question
x et un ensemble d’entrées Sy, tel qu'il existe une chaine 74 rendant A; consistant avec
(A1), Sy ma, 1y x). La séeurité implique que s'il existe et Sy pour lesquels Ay est
consistant avec 74, alors Ap; doit étre consistant avec n’importe quel autre z,74 et Sp.
Sinon, cela permettrait a Bob d’apprendre quelque chose sur x ou Sj;. Ainsi, il existe
toujours un choix de 74 consistant avec le protocole. Ceci termine la preuve du point 1,
et par conséquent de la preuve entiere. O

4.6 Conclusion

Dans cette section, nous avons étudié le calcul des fonctions booléennes avec des boites
non-locales. L’objectif de notre travail était de comprendre leur puissance calculatoire.
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L’étude des différences entre le calcul quantique et le calcul utilisant des boites non-locales
peut permettre de mieux comprendre le premier. A travers cette question, ce sont donc
a nouveau les processus de traitement de l'information mis en oeuvre par la physique
quantique qu’on chercher a étudier. Le calcul avec des boites non-locales présente deux
autres avantages. D’abord, c¢’est un calcul qui respecte la causalité. De ce point de vue, il
semble plus naturel d’utiliser des boites non-locales que de la communication pour simuler
des processus causaux. Ensuite, le calcul avec des boites non-locales permet de réaliser
une importante tache cryptographique, I’évaluation sécurisée.

Dans le modele déterministe, nous avons d’abord caractérisé la complexité en boite
non-locale simultanée en fonction du rang de la matrice de communication. Dans ce
cas, on a des fonctions dont la complexité est exponentielle. Lorsqu’on autorise 'utilisa-
tion séquentielle des boites non-locales, les fonctions pour lesquelles on avait des bornes
inférieures exponentielles deviennent linéaires. Nous n’avons pas pu identifier de fonction
dont la complexité en boite non-locale séquentielle est strictement plus que linéaire.

Dans le cas probabiliste, nous avons donné des bornes inférieures et supérieures. En
particulier, nous avons montré que plusieurs bornes supérieures connues pour la com-
plexité de la communication simultanée étaient en fait des bornes sur la complexité en
boite non-locale. Intuitivement, la différence entre un bit de communication et une boite
non-locale est que le premier permet de transmettre de I'information et pas le deuxieme.
Pourtant, notre approche n’a pas permis de montrer de séparation entre complexité en
boite non-locale et complexité de la communication.

Nous avons ensuite étudié 'évaluation sécurisée. Dans le modele “honnéte mais cu-
rieux”, nous avons caractérisé exactement le nombre de ET sécurisés nécessaires et suffi-
sants pour calculer une fonction de maniere sécurisée. Comme une boite non-locale, cette
ressource calcule le produit des entrées. Toutefois, le résultat du calcul avec un ET est
donné directement a un joueur, ce qui semble étre une différence importante. Dans le
cas probabiliste, nous avons donné des bornes inférieures et supérieures sur le nombre
de boites OT nécessaires et suffisantes pour réaliser 1’évaluation sécurisée. Les boites
non-locales ont été utiles dans les deux cas. Pour la borne inférieure, elles ont permis
de réaliser 'inversion des OT. Dans ce dernier cas, nous avons été obligé de faire des
hypotheses supplémentaires sur la sécurité, hypothese que nous n’avons pas pu simplifier.
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Conclusion

Les frontieres entre les sciences ont toujours quelque chose d’arbitraire. Toutes ont
pour finalité d’améliorer la connaissance du monde qui nous entoure. Toutefois, on peut
voir des différences dans les méthodologies. Ainsi, I'informatique et la physique ont beau
avoir une origine commune, elles présentent néanmoins une importante différence dans
leur rapport a la théorie. En physique, on élabore des théories d’abord, puis on congoit
des expérimentations pour tenter de les confirmer ou les infirmer. En informatique, on
a tendance a considérer que les théories ont pour but de concevoir des procédés de cal-
culs dont la finalité est avant tout dans ses applications. Il y a probablement d’autres
différences entre ces deux disciplines. et d’ailleurs s’il n’en existait pas, on n’aurait pas
de raison de vouloir les distinguer.

Au centre de notre travail se trouve la complexité de la communication. Ce modele de
calcul n’a probablement pas vocation a étre réalisé expérimentalement, mais a néanmoins
de nombreuses applications a d’autres modeles de calcul. En cherchant a améliorer cette
discipline particuliere, c’est toutes les disciplines connexes que nous avons entrepris d’en-
richir. Ces disciplines sont des branches d’importance diverse de I'informatique, mais aussi
de la physique. C’est un exemple de la beauté de la science de permettre de se placer
au centre de problématiques informatiques, d’y appliquer des résultats mathématiques
parfois tres profonds, tout en gardant un oeil sur la physique.

Rappelons les themes que nous avons abordés ici. Le modele de calcul sur lequel
nous avons travaillé est la complexité de la communication. Ce modele est tres souple
et admet de nombreuses variantes. L’une des questions qui a motivé notre travail est de
chercher a savoir dans quel cas les ressources quantiques font baisser exponentiellement
la complexité de la communication. Pour prouver une séparation entre la communica-
tion classique et la communication quantique, il faut étre capable de prouver des bornes
inférieures spécifiques au modele probabiliste, c’est-a-dire plus grande que la complexité
de la communication quantique.

Nous avons donc tenter de classifier les méthodes existantes afin de comprendre les-
quels pouvaient permettre de prouver de telles séparations. Cette classification a permis
de distinguer deux groupes de méthodes : les méthodes combinatoires d'une part, qui
considerent le modele de la complexité de la communication comme un processus de trai-
tement de l'information, et les méthodes algébriques d’autre part, qui operent sur les
représentations mathématiques des problemes.

Ces problemes nous ont amené a considérer un nouveau modele de calcul, la com-
plexité en boite non-locale. L'utilisation de cette ressource, plus forte que I'intrication mais
néanmoins causale, rend trivial tout probleme de communication. Nous avons cherché a
comprendre plus profondément 1'utilisation des boites non-locales comme ressource de
calcul. Au centre de cette question se trouve celle, plus générale, des liens entre la phy-
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sique et 'informatique.

Dans un premier temps, nous avons analysé la communication comme un probleme
combinatoire. Nous avons utilisé pour cela la complexité de Kolmogorov, un outil qui a
pour but de donner une caractérisation algorithmique de 1’aléatoire. Notre ambition était
de donner une alternative combinatoire aux méthodes basées sur la théorie de I'informa-
tion. Pour y parvenir, nous avons formellement étendu a la complexité de la communica-
tion la méthode dite d’incompressibilité, qui a servi a prouver des bornes inférieures dans
divers modeles de complexité.

Notre méthode générale se décompose en trois points. D’abord, nous avons donné une
borne inférieure générale, basée sur l'information mutuelle entre les entrées du probleme
et la transcription de la communication entre les joueurs. Puis, nous avons utilisé I'incom-
pressibilité au sens de Kolmogorov pour spécifier les entrées sur lesquelles on considere le
probleme. Enfin, pour traiter le cas de la complexité probabiliste, nous avons donné une
alternative au principe du min-max de Yao, également basée sur la complexité de Kol-
mogorov. La encore, il s’agit de choisir ’aléa utilisé dans un protocole de communication
de maniere incompressible.

Dans un second temps, nous avons travaillé sur la structure algébrique sous-jacente a
la complexité de la communication. Il s’agit d’une simple structure d’espace vectoriel, qui
permet de représenter les problemes de communication sous forme matricielle. Ceci nous a
amené a considérer un modele plus large, la simulation des distributions causales. D’'une
part, ce modele permet de généraliser, en plus de la complexité de la communication
traditionnelle, la simulation des mesures bipartites sur des états intriqués. D’autre part,
c’est dans ce modele que la structure matricielle définissant les problemes de communica-
tion prend tout son sens, donnant une interprétation naturelle aux opérations algébriques
comme la multiplication par un scalaire ou la combinaison convexe.

Nous avons introduit un nouveau modele de complexité : la simulation des distribu-
tions causales. Les résultats obtenus I'ont été en étudiant la géométrie des structures dans
I’espace de Banach sous-jacent. Les bornes inférieures que nous avons prouvées dans ce
modele s’interpretent naturellement comme violation maximale des inégalités de Bell et
de Tsirleson. Il est intéressant de noter que la méthode de Linial et Shraibman, considérée
comme importante en complexité de la communication, est en fait équivalente a celle qu’a
utilisé Bell pour montrer 'existence de théories quantiques non-locales. Les modeles que
nous avons traité sont la simulation avec et sans erreur des distributions, avec aléa partagé
ou intrication partagée. Nous avons également donné des bornes supérieures. Dans ce cas,
les bornes portent sur la simulation avec erreur et nos arguments ne peuvent a priori pas
s’étendre au cas sans erreur. Pour prouver cette borne supérieure, nous avons montré une
relation entre violation des inégalités de Bell et de Tsirelson. Il s’agit la d’un nouveau
résultat géométrique qui borne la distance entre 1’ensemble des distributions quantiques
et classiques. Ceci nous a permis de montrer comment simuler les distributions causales
dans le modele quantique sans interaction et sans ressource partagée.

Enfin, dans une troisieme partie, nous avons étudié la complexité en boite non-locale,
une ressource qui contrairement a la communication respecte la non-localité. Notre ob-
jectif a été d’étudier cette ressource du point de vue de la théorie de la complexité.
La premiere raison est que cette ressource semble plus naturelle pour quantifier des
phénomenes causaux, comme la simulation des mesures sur les états intriqués. La seconde
est 'importance de celle-ci en physique théorique, et nous pensons que la puissance cal-
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culatoire ce celle-ci pourrait jouer un role déterminant. Nous avons la encore donné des
bornes inférieures et supérieures sur la complexité en boite non-locale, dans les modeles
déterministes et probabiliste. Pour y parvenir, nous avons comparé les boites non-locales
avec la communication, et relié celles-ci avec le rang de la matrice associée au probleme.
En particulier, nous avons caractérisé la complexité dans le cas de I'utilisation simultanée
et sans aléa des boites non-locales comme étant égal au rang sur Z/27Z de la matrice.

L’étude de la non-localité nous a permis de donner un nouveau point de vue sur
un probleme cryptographique, 1’évaluation sécurisée. Par notre approche, nous avons
caractérisé le cas déterministe, utilisant comme primitive le ET sécurisé. Dans le cas
probabiliste, nous avons utilisé les boites non-locales pour donner des bornes inférieures
et supérieures sur le nombre de primitives oblivious transfer nécessaire pour calculer une
fonction de maniere sécurisée.

Dans notre travail, nous avons cherché a opérer une distinction systématique entre
méthodes algébriques et combinatoires. Les méthodes basées sur la combinatoire, telle la
complexité de Kolmogorov, présentent ’avantage de pouvoir étre utilisées pour prouver
des séparations entre la communication classique et la communication quantique. Nous
avons montré en effet que notre méthode permettait de prouver une borne inférieure en
V/n sur le probleme du couplage caché. Par ailleurs, on sait que les méthodes comme
le 75 de Linial et Shraibman ne permettent pas de prouver de tels résultats. Le cas
de la distribution de Deutsch-Josza est a ce titre éloquent. En effet, on sait que cette
distribution nécessite une quantité linéaire de communication. De plus, ceci a été prouvé
en utilisant la méthode des rectangles, dont nous avons montré qu’elle était généralisée
par la complexité de Kolmogorov.

L’impossibilité de prouver des séparations en utilisant la méthode 5 était connue pour
les fonctions booléennes, et nous avons étendu ce résultat a toutes les distributions cau-
sales. Si ceci semble a premiere vue négatif, on pourrait inversement utiliser cette approche
pour montrer que, pour certaines classes de distributions, il n’y a pas de séparation pos-
sible. Le protocole de Regev et Toner, qui permet de simuler les distributions quantiques
a marginales uniformes, utilise en effet I'inégalité de Grothendieck. Dans ce contexte, elle
peut s’interpréter comme une majoration de la différence entre violations d’inégalité de
Bell et de Tsirelson. Notre travail a montré que le calcul des fonctions booléennes était un
probleme similaire a la simulation des distributions causales. On pourrait donc imaginer
que le résultat de Regev et Toner pourrait avoir des conséquences sur la simulation de la
communication quantique par des ressources classiques.

En abordant la complexité de la communication du point de vue de la combinatoire,
notre objectif était de proposer une alternative a l'utilisation de la théorie de I'informa-
tion pour prouver des bornes inférieures. La complexité de Kolmogorov et la théorie de
I'information ont plusieurs points en commun, et la formulation de notre borne inférieure
est finalement assez similaire a celle qu’on peut obtenir en utilisant la théorie de I'infor-
mation. En utilisant la complexité de Kolmogorov, on a une nouvelle intuition qui permet
d’imaginer de nouvelles preuves de bornes inférieures. Plus important, la complexité de
Kolmogorov permet de généraliser plusieurs méthodes de bornes inférieures. Ceci nous a
permis d’initier une classification des méthodes de bornes inférieures existantes.

La théorie de I'information est appliquée a la complexité de la communication depuis
plusieurs années. Les techniques qui en découlent ont été perfectionnées et leurs applica-
tions vont au-dela des bornes inférieures. L’une des applications les plus intéressantes de
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ces techniques est de prouver des théoremes de produit direct. L’objectif de ces théoremes
est de comparer la complexité de n instances d’un probleme avec la complexité d’une seule.
Les théoremes de produit direct sont en général considérés comme un outil important,
notamment parce qu’ils permettent de trouver des fonctions difficiles a calculer. Il serait
intéressant de chercher a utiliser les propriétés structurelles de la complexité de Kolmo-
gorov pour tenter de prouver ce type de théoreme, ou d’autre théoremes généraux sur la
complexité de la communication.

L’une des questions que nous n’avons pas pu résoudre est la comparaison générale de
notre méthode utilisant la complexité de Kolmogorov et des méthodes utilisant la théorie
de l'information. Nous n’avons pas plus d’information sur la maniere dont se comparent
ces deux méthodes avec celle de Linial et Shraibman. D’un coté, les premieres permettent
de prouver des grandes séparations, la ou la seconde montre au plus un écart constant. De
I’autre, la méthode v est équivalente, pour les fonctions, a la méthode du rang, dont on
conjecture qu’elle caractérise la complexité de la communication. Il ne fait pas de doute
que des réponses a ces questions permettraient d’améliorer sensiblement la connaissance
du modele de complexité de la communication.

Enfin, sur les boites non-locales, nous n’avons fait que commencer 1’étude de la com-
plexité. Dans le modele déterministe, nous avons pu montrer qu’il existait un protocole
efficace pour des fonctions courantes, pour lesquelles les protocoles précédents donnaient
une complexité exponentielle. La question est maintenant de savoir s’il existe une fonction
dont la complexité est super-linéaire. Nous n’avons pas été en mesure d’identifier une telle
fonction. Dans le modele probabiliste, nous avons pu identifier un lien avec le rang ap-
proché. Auparavant, on connaissait le lien entre complexité de la communication et rang
approché. Dans le cas de la complexité en boite non-locale, le simple cas d’une fonction
aléatoire n’est pas connue. La structure algébrique sous-jacente est cette fois complexe
et mal connue. La réponse a cette question pourrait permettre de mieux comprendre les
liens entre communication et boites non-locales.

En nous plagant ainsi a I'intersection de différentes disciplines, ce sont toutes celles-ci
que nous souhaitons voir progresser. La physique a probablement beaucoup apporté a
I'informatique. Elle a produit la théorie des semi-conducteurs, qui a permis de construire
les ordinateurs d’aujourd’hui. Elle fournira peut étre demain les techniques nécessaires
pour construire un ordinateur quantique. Toutefois, il serait ridicule de limiter a cela
les relations entre ces deux disciplines. Rappelons-nous ici de ’aphorisme de Dijkstra
pour qui “I'informatique n’est pas plus la science des ordinateurs que 'astronomie celle
des télescopes”. L’informatique est avant tout la science de l'information. Comprendre
et expliquer la nature du point de vue du traitement de I'information est un probleme
fondamental et porteur de nouvelles interactions entre les différentes disciplines scienti-
fiques. C’est a ce point d’intersection précis que nous avons cherché a nous placer, et ce
sont ces interactions que nous avons voulu explorer.
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