N

N

Etude numérique des corrections d’échelle au
comportement dominant a I’équilibre et hors de
I’équilibre
Jean-Charles Walter

» To cite this version:

Jean-Charles Walter. Etude numérique des corrections d’échelle au comportement dominant &
I’équilibre et hors de 1’équilibre. Analyse de données, Statistiques et Probabilités [physics.data-an].
Université Henri Poincaré - Nancy I, 2009. Francais. NNT: . tel-00440099v2

HAL Id: tel-00440099
https://theses.hal.science/tel-00440099v2
Submitted on 5 Aug 2012

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00440099v2
https://hal.archives-ouvertes.fr

Nancy-Université

Sl..lm'rera'rsi

Hanri Paincaré

UFR Sciences & Techniques de la Matiere et des Procédés (STMP)
Ecole Doctorale Energie Mécanique et MAtériaux (EMMA)
Formation Doctorale Physique et Chimie de la Matiere et des Matériaux (PCMM)

These

présentée pour 1’obtention du titre de

Docteur de I’Université Henri Poincaré, Nancy I

en Physique

par Jean-Charles WALTER

Etude Numérique des Corrections d’Echelle

au Comportement Dominant

a l’Equilibre et Hors de l’Equilibre

Soutenance publique effectuée le 15 Octobre 2009

Membres du Jury :

Président : JTan CAMPBELL Directeur de Recherche CNRS, Université Montpellier 11
Rapporteurs : Ludovic BERTHIER Chargé de Recherche CNRS, Université Montpellier IT
Damien FOSTER Maitre de Conférence, Université de Cergy-Pontoise
Examinateurs:  Ralph KENNA Professor, Université de Coventry, Angleterre
Bertrand BERCHE Professeur, UHP, Nancy I (Directeur)
Christophe CHATELAIN Maitre de Conférence, UHP, Nancy I (Codirecteur)
Invité : Bertrand DELAMOTTE Chargé de Recherche CNRS, Université Pierre et Marie Curie, Paris

Institut Jean Lamour
Faculté des Sciences & Techniques - 54500 Vandceuvre-lés-Nancy






Remerciements

Cette these s’est déroulée entre Octobre 2006 et Octobre 2009 au Laboratoire de
Physique des Matériaux a Vandceuvre-les-Nancy qui s’est fondu entre temps dans I'Ins-
titut Jean Lamour. Je remercie les membres de 1’'Institut. Certains furent mes ensei-
gnants lorsque j’étais étudiant. Lorsque j’ai eu moi-méme a enseigner, ils ont partagé
leur temps et leur expérience avec moi. Et beaucoup m’ont soutenu a un moment ou un
autre par un conseil, un sourire ou simplement leur présence.

Je remercie les membres du jury pour I’intérét qu’ils ont manifesté a 1I’égard de
notre travail. J’ai beaucoup apprécié de voir Ian Campbell tenir la place de président.
Sa contribution aux sujets abordés dans cette theése est considérable. Ludovic Berthier
et Damien Foster ont assumé la tiche difficile de rapporteur, et Bertrand Delamotte
a aimablement accepté le role d’invité. Ralph Kenna m’a fait le plaisir de participer
au jury. Nous avons collaboré ensemble et nos travaux constituent une part importante
de cette these. Je le remercie chaleureusement pour ses déplacements réguliers depuis
Coventry et pour avoir partagé de bons moments durant ces trois années a Nancy, Co-
ventry et aussi lors des conférences annuelles a Leipzig.

Jai eu le privilege de réaliser cette these dans 1’environnement stimulant pro-
curé par le Groupe de Physique Statistique autant sur le plan scientifique que hu-
main. J’ai une pensée pour les étudiants et thésards qui ont croisé mon chemin dans
le groupe, en particulier Mario Collura et Xavier Durang qui furent un précieux sou-
tien pendant la période exigeante de rédaction et de soutenance. J’ai eu la chance de
rencontrer de nombreuses personnes et de faire beaucoup de voyages. Ma these fut
ponctuée de déplacements réguliers dans le groupe de physique théorique de Leipzig
dirigé par Wolfhard Janke notamment lors de séjours financés par I’Université Franco-
Allemande.

J exprime toute ma gratitude envers Bertrand Berche et Christophe Chatelain. Ber-

trand m’a apporté sa confiance. J’ai pu intégrer le groupe des le stage de Master 2 et
par la suite m’engager dans la these. J’ai été tres inspiré par sa perspicacité, son en-
thousiasme et son ouverture d’esprit. Je le remercie d’avoir tenu le rdle de directeur
de theése pour des raisons administratives. Méme si j’ai eu a travailler avec lui, mon
encadrement a été principalement effectué par Christophe.
Christophe fut mon superviseur a partir de mon stage de Master 2 dont le sujet était les
interprétations stochastiques de la mécanique quantique. Je n’avais a 1’époque qu’une
vague idée des exigeances de la recherche. Durant ces trois ans et demi, il a contribué
avec patience a I’essentiel de ma formation scientifique en y intégrant I’humilité, la
persévérance, et la joie de la compréhension. Ces aspects furent importants pour moi
dans mon orientation. Je suis conscient d’avoir approfondi de belles notions, au-dela
de I’aspect scientifique.

En observant cette these, je m’apercois que ses qualités viennent de mes rencontres
et de I’attention apportée par Christophe et Bertrand. Les erreurs, approximations et
négligences viennent de moi.

Ces remerciements ne seraient pas complets sans un t¢émoignage a ma famille, sans
laquelle je n’aurais pas réalisé cette these.






Table des matieres

I Etude des corrections du modele d’Ising au-dessus de la di-

mension critique supérieure 11
1 Généralités sur les phénomenes critiques 13
1.1 Transitions de phase et comportement critique . . . . . . . ... ... 13
1.1.1  Unpointsingulier . . .. ... ... .. ........... 13

1.1.2  Comportement critique du modele d’Ising . . . . . . . .. .. 18

1.2 Les fluctuations critiques et leurs descriptions . . . . . ... ... .. 22
1.2.1 Théorie de Ginzburg-Landau . . . . . ... ... ... .... 22

1.2.2 Criterede Ginzburg . . . . . .. ... ... ... ... 24

1.3 L’esprit du groupe de renormalisation . . . . . ... ... .. .... 26
1.3.1 Hypothese d’homogénéité . . . ... ... ... ... .... 26

1.3.2  Variables non pertinentes dangereuses . . . . . . . ... ... 31

2 Comportement d’échelle étendu pour d > 4 35
2.1 Corrections d’échelle : le schéma habituel . . . . .. ... ... ... 35
2.1.1  Groupe de renormalisation . . . . . .. ... ... ...... 35

2.1.2  Développement haute température . . . . . . ... ...... 38

2.2 Comportement d’échelle étendu . . . . . . . ... ... ... .... 38
2.2.1 Construction de la forme d’échelle . . . . . . ... ... ... 38

2.2.2  Application au modele d’Ising en dimensions supérieures . . . 40

2.3 Simulations Monte Carlo . . . . .. ... ... ... ... .... 41
2.3.1 Lalgorithme de ver (worm algorithm) . . . . . .. . ... .. 41

2.3.2 Analysedesdonnées . . . .. ... ... . ... ...... 44

3 Effets de taille finie anormaux 55
3.1 Introduction . . . . . . ... .. ... 55
3.1.1 Effets de taille finie : le schéma classique . . ... ... ... 55

3.1.2  Effets de taille finie anormaux . . . . .. .. ... ... ... 56

3.2 Méthodes numériques . . . . . . . ... .o 58
3.2.1 Dalgorithmede Wolff . . . ... .. ... ... ... .... 58

3.2.2 Larepondération de I’histogramme . . . . .. ... .. ... 60

3.3 La susceptibilité pour les conditions de bords libres . . . . . ... .. 61
3.3.1 Susceptibilité calculée avec tous les sites . . . . . ... ... 61

3.3.2  Susceptibilité calculée avec les sitesde cceur . . . . . .. .. 63

5



II Vieillissement de systemes de spins 2d compléetement frustrés

79

4 Phénomenes critiques hors équilibre
4.1 Phénoménologie . .........

TABLE DES MATIERES

4.1.1 Brisure de I'invariance par translation temporelle . . . . . . .

4.1.2 Cinétique de domaines . . .

4.2 Théorie d’échelle des fonctions adeux temps . . . . . . .. ... ..

4.2.1 Les fonctions de corrélation
4.2.2  Les fonctions de réponse . .

4.2.3 Lerapport fluctuation-dissipation . . . . .. ... ... ...

4.3 Vieillissement du modele XY 2d . .
4.3.1 Propriétés a I’équilibre . . .
4.3.2 Ladynamique du modele XY

5 Le vieillissement du FFIM 2d

5.1 Le modele d’Ising complétement frustré 2d (FFIM) . . . . . . .. ..

5.1.1 FFIM aléquilibre . .. ..

5.1.2  Controverse concernant la dynamique du FFIM . . . . . . . .

5.2 Dynamique a I’équilibre . . . . . .

5.2.1 Dynamique a température finie . . . . . .. ... ... ....

5.2.2 Dynamique critique . . . . .
5.3 Vieillissement lors d’une trempe a 7

=0 ... 0.

5.3.1 Les fonctions de corrélation spin-spin . . . . . . ... .. ..
5.3.2 Lerapport fluctuation-dissipation . . . . .. ... ... ...

6 Le vieillissement du FFXY 2d
6.1 Comportement critique a 1I’équilibre

6.1.1 L état fondamental : deux symétries . . . . .. ... .. ...

6.1.2 Deux transitions . . . . ..

6.2 Vieillissement du FFXY lors d’une trempe . . . . . .. ... ... ..

6.2.1 Vieillissement des angles . .
6.2.2  Vieillissement de la chiralité

Bibliographie

81
81
81
82
87
88
93
98
101
101
105

109
109
110
115
116
117
121
125
125
127

145
146
146
148
151
151
156

187



Introduction

La Physique Statistique est la discipline dont le rdle est de comprendre le com-
portement des systemes qui présentent un nombre de degrés de liberté si grand qu’ils
échappent a une description déterministe. La tache est difficile et donc plus intéressante
lorsque ces degrés de liberté sont fortement corrélés comme c’est le cas lors d’une
transition de phase. On peut citer les exemples de la transition liquide-vapeur de I’eau
ou la transition ferromagnétique d’un aimant. Une approche possible dans la descrip-
tion de tels systemes est de considérer des modeles définis par des variables sur les
nceuds d’un réseau. En dépit de leur simplification presque caricaturale, ces modeles
présentent des caractéristiques qui sont partagées par les systemes expérimentaux. On
parle alors d’universalité. Au-dela des méthodes analytiques exactes ou approchées, les
capacités informatiques actuelles permettent d’envisager une étude numérique de ces
modeles. La technique que nous utiliserons durant cette these est la simulation Monte
Carlo en référence au célebre casino ou le hasard est également d’usage.

Cette these contient deux parties. La premiere partie s’attache a 1’étude de systémes
a I’équilibre. Dans le premier chapitre, nous introduisons 1’aspect de la physique sta-
tistique qui nous intéresse a savoir les phénomenes critiques dont émergeront des pro-
priétés universelles. On observe en particulier des comportements algébriques de cer-
taines grandeurs thermodynamiques dont les exposants définissent les classes d’uni-
versalité. Nous présentons le modele d’Ising qui est le modele paradigmatique dans
I’étude des phénomenes critiques du fait de sa simplicité et de sa capacité a repro-
duire le comportement critique de nombreux systémes expérimentaux. En dimensions
supérieures a la dimension critique supérieure, qui vaut quatre dans ce cas, on peut
utiliser I’approximation du champ moyen pour obtenir les exposants critiques. Dans le
deuxieme chapitre, nous présentons une étude des corrections d’échelle au comporte-
ment thermique de la susceptibilité en dimensions cing, six, sept et huit dans le cadre
du comportement d’échelle étendu (de 1’anglais extended scaling) qui permet d’étendre
les développements critiques pour toutes températures supérieures a la température cri-
tique. Des évidences de cette efficacité ont déja été fournies pour le modele d’Ising en
dimension un, deux et trois. Nous nous intéressons a la susceptibilité en dimensions
supérieures a quatre pour lesquelles les exposants critiques ne dépendent plus de la
dimension. On s’attend a un comportement dominant de type champ moyen mais avec
des corrections dominantes non analytiques en dimensions cinq et six qui s’accom-
pagnent de logarithmes en dimension six. Au-dela de la dimension six, les correc-
tions dominantes sont analytiques. On peut avoir une intuition de ces corrections en
développant perturbativement le propagateur du modele ¢*. Il est possible d’obtenir

7



8 TABLE DES MATIERES

avec précision la valeur des parametres du développement critique avec les corrections
dominantes dans le cadre du comportement d’échelle étendu en interpolant les données
numériques obtenues par simulations Monte Carlo avec 1’algorithme de ver (worm al-
gorithm en anglais) programmé en temps continu. Les expressions que nous obtenons
sont en accord avec les données numériques depuis la région critique jusqu’a la région
haute température confirmant ainsi I’efficacité du comportement d’échelle étendu dans
le régime de champ moyen. Dans le troisieme chapitre, nous présentons des résultats
préliminaires sur 1’étude des effets de taille finie du modele d’Ising a cinq dimensions.
1l est établi théoriquement que la longueur de corrélation du modele d’Ising présente
une croissance anormale en fonction de la taille du systeéme. Alors qu’habituellement
cette croissance est proportionnelle a la taille du systéme, elle croit ici algébriquement
comme & ~ L%* ot d est la dimension. La longueur de corrélation croit donc plus
rapidement que la taille du systeme. Cette caractéristique a été vérifiée extensivement
pour les conditions de bords périodiques. En revanche, il existe dans la littérature des
arguments analytiques a I’encontre d’un tel scénario pour les conditions de bords libres.
Ce type de conditions de bords n’a jamais été étudié auparavant pour des conditions
de bords libres du fait des corrections d’échelle considérablement plus importantes que
pour les conditions de bords périodiques. Nous avons effectué des simulations Monte
Carlo du modele d’Ising a cinq dimensions avec des conditions de bords libres en
utilisant I’algorithme de Wolff combiné a la repondération de I’histogramme. Nous
donnons des évidences numériques claires que la susceptibilité des spins de volume se
comporte comme x ~ &2 ~ L%/2, menant i une croissance anormale de la longueur
de corrélation en fonction de la taille du systeme.

La deuxieme partie de la theése s’attache a I’étude des phénomenes critiques hors de
I’équilibre et plus particulierement au phénomene de vieillissement. Dans le premier
chapitre, nous définissons ce qui distingue le régime de vieillissement parmi les phé-
nomenes hors équilibre. Nous nous appuyons sur les exemples paradigmatiques du
modele d’Ising et du modele XY bidimensionnels. Ce dernier exemple présente un
intérét pour les modeles que nous étudierons par la suite car, comme le modele XY,
leurs transitions a 1’équilibre est gouvernée par 1I’appariement de défauts topologiques
qui ralentissent la dynamique lors d’une trempe depuis la phase haute température.
Dans le deuxieme chapitre, nous étudions le vieillissement du modele d’Ising comple-
tement frustré bidimensionnel par simulation Monte Carlo locale de type Glauber. La
frustration compléte est un probleme de difficulté intermédiaire entre les modeles sans
frustration dont le comportement est connu et les modeles frustrés avec du désordre
dont le comportement n’est pas encore parfaitement cerné. Nous étudions préalablement
la dynamique a I’équilibre via la fonction d’autocorrélation. Dans la phase haute tempé-
rature, nos résultats donnent une premiere évidence de la présence de défauts topolo-
giques libres tandis que la dynamique a la température critique se préte a une esti-
mation précise de I’exposant dynamique. Le vieillissement lors d’une trempe depuis
la phase haute température met clairement en évidence la présence de corrections
logarithmiques dans les variables d’échelle des fonctions de corrélation et du rap-
port fluctuation-dissipation, signature de 1’influence des défauts topologiques. Nous
estimons par ailleurs toutes les grandeurs universelles qui caractérisent le vieillisse-
ment de ce systeme. Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons au vieillisse-
ment du modele XY compleétement frustré bidimensionnel dont le hamiltonien est le
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méme qu’un réseau de jonctions Josephson sous champ magnétique transverse. Outre
les spins bidimensionnels, la description de 1’état fondamental nécessite I’introduction
d’une variable additionnelle appelée chiralité qui est définie comme le signe de la circu-
lation des spins autour de chaque plaquette. La frustration permet un état fondamental
original qui est invariant sous I’action de deux groupes de symétrie : la rotation glo-
bale de tous les spins par un méme angle (symétrie U (1)) et I'inversion du signe de
toutes les chiralités (symétrie Z5). Il est désormais établi qu’il existe deux transitions
associées a la brisure de chaque symétrie a des températures distinctes. Cette conclu-
sion est basée sur le fait que des défauts topologiques de charge demi-entiere sont
présents sur les parois de domaine de la chiralité. Alors que la transition associée aux
spins est clairement de type Berezinskii, Kosterlitz et Thouless, la transition de la chi-
ralité a donné lieu a des débats dans la littérature. Les arguments les plus convaincants
actuellement concluent a la classe d’universalité du modele d’Ising bidimensionnel.
Nous souhaitons caractériser le vieillissement de ce modele pour les deux types de
variables, cerner I’influence d’un état fondamental avec deux symétries sur des dyna-
miques extensivement étudiées et obtenir un signal clair sur la classe d’universalité de
la chiralité. Puisqu’il est possible de réécrire le hamiltonien comme celui du modele
XY avec une constante de couplage effective, nous trempons dans un premier temps le
systeme depuis 1’état fondamental jusque dans la phase basse température. Nous met-
tons en évidence numériquement un régime de vieillissement pour 1’autocorrélation
et le rapport fluctuation-dissipation qui est décrit de maniere identique au modele XY
dans I’approximation des ondes de spin, ce qui assure notamment que 1’exposant dyna-
mique est z = 2. Dans un second temps, une trempe depuis la phase haute température
jusqu’a la température de Berezinskii, Kosterlitz et Thouless met en évidence des cor-
rections logarithmiques des variables d’échelle de la fonction de corrélation spin-spin
et du rapport fluctuation-dissipation semblables au modele XY a cause de la présence
de vortex. Les grandeurs universelles telles que la valeur de I’exposant de décroissance
de I’autocorrélation et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipation sont
estimées et se révelent incompatibles avec le modele XY. Finalement, nous étudions
le vieillissement de la chiralité lors d’une trempe depuis la phase haute température
jusqu’a la température critique. Les formes d’échelle de 1’autocorrélation et du rapport
fluctuation-dissipation sont semblables au modele d’Ising, mais les variables d’échelle
comportent des corrections logarithmiques, manifestation de la présence des défauts
topologiques dans le systeme. Cependant, les estimations des grandeurs universelles
sont incompatibles avec le modele d’Ising.
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Cette these a donné lieu a trois articles publiés concernant le vieillissement du
modele d’Ising et XY completement frustrés 2d et le comportement d’échelle étendu
du modele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure. Un autre article sur
les effets de taille finie du modele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure
est encore en préparation. Voici la liste contenant les références des articles publiés :

Logarithmic Corrections in the Aging of the 2d Fully-Frustrated Ising Model,
J-C. Walter et C. Chatelain, J. Stat. Mech. (2008) P07005.
(cond-mat/0707.1959)

Extended Scaling in High Dimensions,

B. Berche, C. Chatelain, C. Dhall, R. Kenna, R. Low et J-C. Walter,
J. Stat. Mech. (2008) P11010.

(cond-mat/0807.2546)

Numerical Investigation of the Aging of the Fully-Frustrated XY Model,
J-C. Walter et C. Chatelain , J. Stat. Mech. (2009) P10017.
(cond-mat/0907.1474)
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Etude des corrections du modele
d’Ising au-dessus de la
dimension critique supérieure
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Chapitre 1

Généralités sur les phénomenes
critiques

1.1 Transitions de phase et comportement critique

1.1.1 Un point singulier

Un volume macroscopique d’eau (H2O) présente différentes propriétés en fonction
des parametres extérieurs tels que la température 7" et la pression P. L’eau peut exister
dans les états solide, liquide et gazeux. Le passage d’une phase a I’autre est appelé
transition de phase. Le diagramme de phase de I’eau dans le plan 1" — P est représenté
par le schéma a) sur la figure 1.2. On remarque la présence d’un point C' appelé point
critique. Cette thése a pour objet la decription des propriétés thermodynamiques de
modeles au voisinage de ce point. La dénomination du point critique (de I’anglais cri-
tical point) est attribuée a Thomas Andrews (voir par exemple 1’ouvrage sur I’histoire
des phénomenes critiques [Domb]). Andrews étudiait les propriétés du point critique
du dioxyde de carbone (CO2) dans un travail qu’il publia en 1869 [Andr1869]. Un ar-
ticle récent [Berc09] mentionne I’existence d’un travail antérieur de Charles Cagniard
de la Tour dont le portrait est représenté sur la figure 1.1. En 1822, il présente dans
deux articles [Cagn1822] le protocole qui permet d’amener divers composés dans le
régime critique et décrit notamment le phénomene d’opalescence critique. La premiere
page de I'un de ces articles est présentée sur la figure 1.1. Il nomme le point critique
comme un état particulier dans un autre article paru en 1823 [Cagn1823]. Il existe
beaucoup d’autres exemples de transitions de phase dans la nature. Par exemple, 1’iso-
tope 4 de 1’hélium “He existe aussi sous les phases solide, liquide et gazeuse comme
I’eau. Le diagramme de phase est représenté par le schéma c) de la figure 1.2. Mais
le domaine des transitions de phase ne se limite pas aux passages entre les phases
solide, liquide et gazeuse d’un composé. Il existe dans ce diagramme de phase une
frontiere qui sépare la phase liquide. Elle est appelée ligne A a cause de la ressem-
blance de la chaleur spécifique lors de la transition avec la lettre grecque. La chaleur
spécifique est représentée sur la figure 1.4 d’apres les données expérimentales de Bu-
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14 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES PHENOMENES CRITIQUES
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F1G. 1.1 — Charles Cagniard de la Tour (1777-1859) est-il le véritable pionnier dans
I’étude des phénomenes critiques? A droite, la premiere page de 1'un de ses ar-
ticle de 1822 [Cagnl822] décrit le protocole qui permet d’obtenir un comporte-
ment critique pour différentes substances antérieurement aux travaux de Thomas An-
drews [Andr1869] auquel on attribue la dénomination du point critique (images ex-
traites de I’article [Berc09]).

ckingham et Fairbank [Buck61]. La ligne A\ définit le lieu de la transition A\ ou tran-
sition superfluide. A haute température, le liquide est appelé He I et il posséde une
viscosité normale. A basse température, le liquide est appelé He II et il acquiert une
viscosité nulle : c’est la phase superfluide de I’hélium [KleiOl, Binn95]. On parle de
phases cristallines lorque les composants élémentaires d’un cristal s’arrangent selon
différentes symétries [Land67]. Le schéma b) de la figure 1.2 représente les différentes
phase cristallines de la glace repérées par un chiffre romain [Wiki]. Les matériaux fer-
romagnétiques - comme le nickel Ni - ont la propriété d’acquérir spontanément un
moment magnétique lorsque la température est suffisamment basse, et ceci méme en
I’absence de champ extérieur. Ce moment magnétique est aussi appelé aimantation.
C’est la transition ferromagnétique qui sépare deux phases : la phase ferromagnétique
a basse température et la phase paramagnétique a haute température. Un tel composé
sera sensible aux variables extérieures 71" et H. Le diagramme de phase dans le plan
H — T est représenté par le schéma d) de la figure 1.2 [Stan71, Yeom94]. La transition
ferromagnétique intervient en un point critique, noté C' sur le diagramme de phase,
caractérisé par la température critique 7. Il existe d’autres transitions faisant interve-
nir une réorganisation de la structure électronique : la transition supraconductrice et la
transition métal-isolant [Ashc76].

De quelle maniere s’effectuent ces transitions ? Peut-on les décrire en un seul forma-
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FIG. 1.2 — Diagrammes de phase schématiques : a) HoO dans le plan P — T'; b) les
phases cristallines de la glace dans le plan T — P ou les chiffres romains correspondent
aux différentes structures cristallines ; ¢) *He dans le plan P — T et d) diagramme de
phase de Ni dans le plan H — T'.

lisme ? Dans le cadre de la classification de Ehrenfest, on peut définir deux grands types
de transitions [Stan71, Binn95]. Lorsqu’une des dérivées premieres de I’énergie libre
est discontinue, on a a faire a une transition du premier ordre. C’est le cas notamment
de la transition entre les phases liquide et gazeuse de 1’eau le long de la ligne BC du
diagramme «) de la figure 1.2. L’énergie est discontinue, d’ou ’existence de chaleur
latente. Pour un ferromagnétique en présence d’un champ magnétique extérieur, c’est
I’aimantation qui est discontinue lors du passage entre les deux orientations possibles
de ’aimantation i.e. parallele ou anti-paralleéle au champ (ces deux orientations op-
posées sont appelées up et down sur le diagramme d) de la figure 1.2). La deuxiéme fa-
mille est celle des transitions continues. Elles possedent au moins une dérivée premiere
de I’énergie libre qui est continue. On rencontre des transitions continues notamment
au point critique de I’eau et des matériaux ferromagnétiques ainsi que le long de la
ligne A pour la transition superfluide.

Lors d’une transition de phase, on peut définir un parametre d’ordre ®. Il permet de
distinguer entre chacune des phases. La convention est de choisir une valeur nulle dans
la phase de haute symétrie et une valeur non nulle dans la phase ou la symétrie est
brisée. Pour la transition liquide-vapeur ® = Ap = |pga. — Plig.| OU pgaz €t priq. sONt
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respectivement les densités du gaz et du liquide. Le parametre d’ordre pour différentes
transitions liquide-vapeur est représenté en fonction de la température sur la figure 1.3,
en se plagant sur la ligne de coexistence du liquide et de la vapeur (d’apres les travaux
de Guggenheim [Gugg45]). Une régression algébrique des données représentées sur la

1

0.9

0.8

T/,

0.7

0.6}

0 0.5 1 1.5 2 2.5
A plp,

FIG. 1.3 — Le parametre d’ordre Ap = |pgq. — pliq.| pour différents fluides est tracé
schématiquement en fonction de la température en se placant sur la ligne de coexis-
tence du liquide et du gaz. L’axe des températures est normé par la température cri-
tique 7, et ’axe du parametre d’ordre est normé par la densité du fluide critique p.
(d’apres I’article de Guggenheim [Gugg45]). La superposition des courbes pour une
variété d’éléments (Ne, A, Kr, Xe, N2,02, CO et CH,) suggere un certain degré d’uni-
versalité i.e. un comportement indépendant des constituants, et donc des interactions
microscopiques.

figure 1.3 donne [Gugg45] :
p—per~ (T.—T)"° ~ (T, - T)7, (1.

ol 3 est un exposant critique qui prend dans cet exemple la valeur 5 = 1/3. Pour la
transition \, le parameétre d’ordre est la fonction d’onde 15 des atomes superfluides.
Expérimentalement, on a acces a la densité d’atomes superfluides p; = |1/15|2. (voir
I’article de Kadanoff er al [Kada67]). Elle se comporte algébriquement avec un expo-
sant 2/3, donc le parametre d’ordre se comporte comme :

Ws| ~ (Th = T)Y3 ~ (Th = T)°. (1.2)
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Le parametre d’ordre ® de la transition ferromagnétique est le moment magnétique to-
tal M du systeme tandis que pour la transition antiferromagnétique, on considere 1”ai-
mantation alternée M, . La fréquence de résonance magnétique nucléaire au cube, di-
rectement reliée a I’aimantation alternée au cube pour la transition antiferromagnétique
de MnF'5 est linéaire ce qui indique le comportement (voir les travaux de Heller et Be-
nedek [Hell62]) :

My ~ (T, = T)'? ~ (T, = T)7 . (13)

Pour ces trois transitions, il est possible de définir un parametre d’ordre qui se comporte
algébriquement avec le méme exposant 3 = 1/3. C’est une caractéristique des transi-
tions continues : a I’approche du point critique certaines grandeurs thermodynamiques
suivent une loi de puissance. Les valeurs numériques des exposants critiques définissent
des classes d’universalité. Les différentes grandeurs thermodynamiques permettent de
définir une famille d’exposants critiques «, 3, 7, d, v et v;. Un autre exemple est
donné sur la figure 1.4 par la singularité de la chaleur spécifique de *He lors de la tran-
sition A (d’apres les travaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]). Ce comportement

D 2r
(<}
P
D 5+
Q@
S He Il He |
o
< 10+
n
@)
5 )
0 i |
-1 0 1

7
a
Z

FIG. 1.4 — La divergence de la chaleur spécifique de “*He lors de la transition )\ est
représentée schématiquement en fonction de la température (voir par exemple les tra-
vaux de Buckingham et Fairbank [Buck61]). La ressemblance entre la forme de la
chaleur spécifique et la lettre grecque A a donné son nom a la transition.

s’observe aussi pour la susceptibilité d’un ferromagnétique. La divergence de la sus-
ceptibilité du fer Fe (avec du tungstene dilué) a ’approche de la température critique
par valeurs supérieures est algébrique avec un exposant v ~ 1.33 (voir les travaux de
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Noakes et al [Noak66]).

1.1.2 Comportement critique du modele d’Ising

Pour des raisons historiques, le langage magnétique s’est imposé dans la descrip-
tion des phénomenes critiques. Cependant, ces approches peuvent s’étendre a d’autres
domaines. L’un des modeles les plus simples qui présente une transition continue est le
modele d’Ising [Isin25] défini par le hamiltonien :

N
Hr=—JY SiS;—HY S, (1.4)
1

(i) i=

ol la somme ) (ij) ©st effectuée sur tous les couples de sites premiers voisins sur un
réseau de dimension d. Le systeme contient NV sites sur lesquels sont présents des spins
S; qui peuvent prendre les valeurs 1. La constante J est le couplage d’échange et
H est le champ magnétique. Ce modele permet de modéliser les transitions de ferro-
magnétiques uniaxiaux pour lesquelles il fut introduit, ainsi que la transition liquide-
vapeur [Paro95] et la transition ordre-désordre dans les mélanges binaires entre une
phase homogene ol les deux composés sont miscibles et une phase hétérogéne ou
ils ne sont plus miscibles (un exemple expérimental est donné par 1’étain de type
beta (beta-brass en anglais) [Yeom94, Binn95]. Une liste plus exhaustive de systemes
expérimentaux décrits par le modele d’Ising est disponible dans [Vica00]. La dimen-
sion de I’espace dans lequel sont plongés les spins joue un role important. On connait
la fonction de partition exacte et donc toutes les fonctions thermodynamiques & une
dimension [Isin25]. A deux dimensions, on connait la fonction de partition exacte en
champ nul [Onsa44] et a la température critique avec un champ magnétique, ce qui
est suffisant pour déterminer les exposants critiques. A une dimension, le systéme ne
posséde pas de phase ordonnée. A partir de d = 2, le systéme présente une transi-
tion de phase continue a température finie. En dimension d = 3, il n’existe pas de
solution exacte et les exposants sont estimés entre autres par simulations Monte Carlo,
par développement haute température, par renormalisation du modele ¢*...On peut
consulter I’article [Deng03] et ses références pour une revue des propriétés critiques
du modele d’Ising en dimension trois. A partir de d = 4, les exposants critiques ne
dépendent plus de la dimension. Il sont identiques a la théorie de champ moyen. On
appelle dimension critique inférieure d;, ¢ la dimension précédent celle ot le systeme
commence a présenter une transition de phase a température finie. La dimension cri-
tique supérieure d. est définie comme la dimension a partir de laquelle les exposants
sont ceux du champ moyen. Pour le modele d’Ising, d;,y = 1 et d. = 4.

L’ approximation de champ moyen consiste a remplacer I’interaction entre chaque plus
proche voisin par une interaction moyenne ou champ de Weiss [Stan71, LeBe02]. Cette
approche est justifiée lorsque le spin possede une coordinence z = 2d (pour un réseau
hypercubique) élevée i.e. pour les grandes dimensions. L’information dans le réseau
est véhiculée par de nombreux chemins et les fluctuations autour de la moyenne se font
plus rares. Cette approche est exacte pour d — oo. Dans I’approximation du champ
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moyen, tous les spins deviennent équivalents et on peut se contenter d’écrire le hamil-
tonien pour un seul spin noté .S :

Hen = — (2dJm+ H) S, (1.5)

ou la densité d’aimantation m = (S) est la valeur moyenne des spins. La fonction de
partition s’écrit :
Zoy =2cosh [B(2dIm + H)J . (1.6)

La valeur moyenne m = (S) s’exprime sous la forme :
m = tanh [3 (2dJm + H)] . (L.7)

En champ nul, les solutions sont les intersections des courbes d’équation y = #2dJm
ety = Arctanh m [LeBe02]. Pour §2dJm < 1, il existe une seule solution en m = 0.
Pour g2dJm > 1, il existe trois solutions : m = 0 et m = +myg. La solution en
m = 0 est instable car I’application d’'un champ magnétique infinitésimal fait bas-
culer le systeme dans un état ferromagnétique d’aimantation non nulle. Ces états fer-
romagnétiques présentent une symétrie inférieure a celle du hamiltonien (1.4) qui est
invariant sous 1’inversion de tous les spins du réseau. Le signe de 1’aimantation spon-
tanée privilégie une orientation spatiale. Cette symétrie est présente dans la phase haute
température ou m = 0. Le systéme donne lieu a une brisure spontanée de la symétrie.
La température critique du systeme est donnée par :

LI (1.8)

ﬁc:ﬁﬁc kB’

ou kp est la constante de Boltzmann. On introduit I’écart en température par rapport au
point critique ou température réduite t = (T' — T..)/T.. Au voisinage de T, la densité
d’aimantation m est faible et 1’égalité (1.7) devient, apres avoir effectué 1’opération
Arctanh sur chacun des membres :

m3

ﬁHztm—&-?—i-O(mf’,tQ). (1.9)
C’est I’équation d’état en champ moyen d’un ferromagnétique qui possede la symétrie
d’inversion du modele d’Ising (1.4). En champ nul H = 0, la densité d’aimantation
m(T, H = 0) se comporte comme :

0 pour T >T,,
PEOE @ T pour T <, (1.10)

ol on peut définir I’exposant 3 = 1/2. Au voisinage de T, et en champ non nul, on
dérive les deux membres de 1’équation (1.9) par rapport 2 H de manicre a obtenir la
susceptibilité x = Om/OH|g—o :
1 -1
—(T -1T.) our T > T,
~ k ( c p cH
X(T,0) = { A (T.—T)"' pour T <T,, (.11)
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ce qui définit I’exposant v = 1. Notons que le rapport A; /AL des amplitudes de la
susceptibilité A; et Ay pour T' > Ti. et T' < T respectivement prend la valeur uni-

verselle 2. L énergie e par site en champ nul est simplement e(7,0) = —dJm?(T,0) :
0 pour T >T,,
e(T,0) ~ { ~3kp(T.~T) pour T <T,. (1.12)
La chaleur spécifique s’obtient en dérivant 1’énergie (1.12) par rapport a T :
0 pour T >T,,
C(T,0) = { 3k pour T <T,. (1.13)

La chaleur spécifique est discontinue au point critique. L’exposant associé est donc
a = 0. L’isotherme critique caractérise la variation de I’aimantation en fonction du
champ H ala température critique. A partir de I’expression (1.9), on obtient :

T Hy~ (2 1/3]{1/3" 1.14
m( cy )N <kBTc> ) ( . )
ce qui définit I’exposant 6 = 3. Le modele d’Ising dans 1’approximation du champ
moyen permet de reproduire le comportement algébrique des grandeurs thermodyna-
miques lors d’une transition continue mais les exposants ne sont corrects que pour
d>d..

Il est possible d’obtenir les mémes résultats par I’approche de Landau des transitions
de phase. Le parametre d’ordre prend des valeurs petites au voisinage du point critique
d’une transition du second ordre. Landau a émis 1’hypotheése que les potentiels ther-
modynamiques peuvent alors s’écrire comme un développement de Taylor [Land37,
Land67]. Considérons le développement de la densité d’énergie libre de Helmholtz au
quatriéme ordre :

f(T,H) = fo+ AT)m~+B(T)m?+C(T)m? +D(T)m* — Hm+ O(m®), (1.15)

ou fy est une constante et A, B, C et D sont des fonctions de la température. On a
supposé implicitement que m = m(T, H) est une fonction des variables naturelles T’
et H du potentiel. Pour un matériau magnétique en champ nul, la symétrie d’inversion
dans la phase haute température doit se refléter dans I’expression de 1’énergie libre
par une absence de puissances impaires de m dans le développement, donc A(T) =
C(T) = 0. La stabilité de la solution m = 0 dans la phase haute température et de la
solution m = £m dans la phase basse température entraine un changement de signe
du coefficient B(T') lors de la transition. Pour la méme raison, il faut également que le

coefficient D soit positif. Au premier ordre, on pose :
r

B(T) =~ §(T -

D(T) ~ D(Te)

(1.16)

Te),
A
~ ik (1.17)
ol r et X\ sont des constantes. On a supposé que seul B(T") présente une variation
significative au point critique. L’expression (1.15) de I’énergie libre devient :

A
F(T, H) mfﬁg(T—Tc)m%rIm‘* — Hm. (1.18)
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On a représenté schématiquement le phénomene de brisure de symétrie pour I’énergie
libre sur la figure 1.5. On détermine les valeurs de m pour lesquelles f est minimum

300 ‘ )
\ I
Voo — Tm=15 Do
\ \\ B -- T=T R ! |
\ . ¢ R !
. o TIT=2 ; !
200 Voo < S

F1G. 1.5 — Illustration de la brisure spontanée de symétrie de I’aimantation en utilisant
I’expression (1.18) pour 1’énergie libre en champ nul. Pour T > T, I’aimantation est
nulle; pour T' > T, I’aimantation est nulle en moyenne mais le minimum est plus
étalé, ce qui autorise de plus grandes fluctuations ; enfin, pour 7' < T, I’aimantation
peut prendre deux valeurs non nulles de signes opposés. Dans ce dernier cas, on obtient
des états ferromagnétiques de symétrie inférieure a celle de I’énergie libre (1.18) : la
symétrie est brisée. Nous avons choisi pour parametres A = 0.0035, r = 0.2 et d = 5.

en annulant la dérivée partielle Of /Om :
A3
Hzr(T—Tc)m—&—gm , (1.19)
qui a la méme forme que (1.9). En champ nul, on obtient :

0 pour T >T,,
T0) 1.2
m(T',0) \/E;(Tc —T)Y2 pour T <T,. (120

Le parametre d’ordre s’annule avec un exposant 3 = 1/2. La susceptibilité s’obtient
en dérivant (1.19) par rapport a H :

LTr-1.)"' pour T>T,,

X(T,0) ~ { (T, —T)"' pour T <T.. 1.2

La susceptibilité diverge avec un exposant v = 1. L’énergie interne par site est définie
par e(T,0) ~ —kpgT.0f/OT :

0 pour T >T,,

T,0) ~
e(T,0) {—ST“;z(TC—T) pour T <T,.

(1.22)
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11 vient la chaleur spécifique C(T,0) = de/0T :

0 pour T >T,.,

T 0) ~ 1.23
C( 70) { STFTTZ pour T<T(:- ( )

La chaleur spécifique est ausi décrite a la transition par un exposant o = (0. En utilisant
I’expression (1.19), I’isotherme critique s’écrit :

1/3
m(T,, H) ~ (i) HY3, (1.24)

et I’exposant associé est § = 3. L’approche de Landau donne les mémes exposants que
la théorie de champ moyen (on retrouve exactement les mémes expressions en posant
r=kpet\=2kgT,).

Ces deux approches ne sont pas valides dans le cas général. La solution exacte en di-
mension d = 2 découverte par Onsager [Onsa44] ne conduit pas aux mémes exposants.
De plus, ces approches prédisent une transition de phase en dimension d = 1 alors que
la solution exacte n’en prévoit aucune. Les théories de type champ moyen donnent des
exposants valides dans I’approximation ou les fluctuations critiques sont faibles. Il est
possible de déterminer le domaine de validité de ces approximations par le critere de
Ginzburg-Landau.

1.2 Les fluctuations critiques et leurs descriptions

1.2.1 Théorie de Ginzburg-Landau

Le modele de Ginzburg-Landau est obtenu en remplagant le parametre d’ordre ®
par un champ ¢(7). Ce champ est obtenu en sommant les degrés de liberté sur un
volume mésoscopique 0V (7) centré autour de la position 7. Ce volume est grand devant
les distances microscopiques et petit devant la taille du systeme [Stan71, Binn95]. On
parle aussi de coarse-graining. L’hamiltonien H, du modele ¢* est défini par :

1 /= 2 2
Holol = [ a7 (5 (o) + 52 + G617~ H@ow ) . (129
Rd !
La fonction de partition s’écrit :

Zy= / [DglePHelel (1.26)
RN

ou le symbole / [Dg] = / H d¢(7) signifie une intégration sur toutes les va-
RN RN =

leurs possibles du champ en chaque endroit de 1’espace. L’ approximation de Landau
consiste a conserver dans I’intégrale fonctionnelle les valeurs de ¢(7) qui apportent la

contribution dominante, c¢’est-a-dire, celles qui minimisent H 4 [¢]. On cherche donc les

solutions de 6;;‘%5} = 0. A I’ordre le plus bas, il vient :

~V2(F) + 126 (F) + £6°(7) = H(P), (1.27)
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qui est I’équation de Ginzburg-Landau. Pour un champ ¢ homogene, que nous notons
m afin de conserver la notation de la section précédente, on retrouve 1’approximation
de champ moyen (1.9) et (1.19) :

H =~ i®m + %m37 (1.28)

qui est I’analogue de (1.19) a condition de poser :
=p(T-T.)), (1.29)

et ¢ = ). Cependant, le modele ¢* permet de dépasser le champ moyen en calculant
les premieres corrections qui correspondent aux fluctuations du parametre d’ordre. Les
fluctuations spatiales du parametre d’ordre local autour de sa moyenne s’écrivent :

S(F) = () — ¢, (1.30)

ot ¢ = ®/V. La fonction de corrélation connectée est définie comme la corrélation
des fluctuations autour de la valeur moyenne entre deux points aux positions & et i/ :

G(Z,7) = (06(2)6 (7)) = (p(D) (7)) — ¢*. (1.31)

Pour un systeme homogene et isotrope, la fonction ne peut dépendre que du module
r = |Z — ¢j]. De maniére générale, on constate différents régimes :

T/t T #T,
e pour T #T¢,
G(T) { ,r—(d—2+n) pour T="T., , (1.32)

ol 7 est un exposant critique et £ est une longueur caractéristique appelée longueur de
corrélation. En présence d’un champ inhomogene H (%) :

1 5(o(2))
G(Z,9) == = . (1.33)
B 0H (y) H=0
L’équation de Ginzburg-Landau (1.27) permet de calculer la fonction de corrélation du
modele ¢* dans I’approximation du champ moyen en effectuant la dérivée fonction-
nelle des deux membres par rapport a H (). Il vient :

~V2G(#,9) + 1P CE.) + (P @)CEG) = keToE—5).  (134)

Puisqu’on pose H () = 0 apres la dérivation dans (1.33), on peut élever I’expression
(1.20) au carré pour obtenir (¢?(F)). Il vient :

() = —V2G(r) + (T — T.)G(r) = kpTdo(r) pour T >T,, (1.35)
Tl =V2G(r) + 2(T, — T)G(r) = kgTd(r) pour T <T,. '
La longueur de corrélation est donnée par :
(T —T.)"Y? pour T >T,,
¢ { 20T —T,)"/? pour T <T.. (1.36)
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Elle diverge donc avec un exposant v = 1/2. Les solutions de (1.35) ont les formes
asymptotiques [Zinn02] :

e~ "/& pour 7> ¢,

Glr) ~ { r—(d=2) pour K¢, (1.37)

ce qui permet de déterminer 1 = 0 en comparant avec (1.32). On peut également définir
une fonction de corrélation sous champ a la température critique par :

1 8((@)
B SH® |y

En utilisant les équations (1.34) et (1.24), on obtient un systeme similaire a (1.35) mais
avec une longueur caractéristique £z qui se comporte comme :

Gu(Z,9) (1.38)

€y ~ [H|7V3, (1.39)

ce qui définit ’exposant de champ moyen vy = 1/3. Nous avons désormais 1’en-
semble des exposants qui définissent la classe d’universalité du modele d’Ising dans
I’approximation du champ moyen. Ils sont résumés dans la table 1.1.

[a=0]B=1/2]6=3[y=1]v=12]vg=1/3]n=0|

TAB. 1.1 — Valeurs numériques des exposants critiques du modele d’Ising dans I’ap-
proximation du champ moyen.

1.2.2 Critere de Ginzburg

11 est possible de relier la susceptibilité a la fonction de corrélation sous la forme
d’un théoreme fluctuation-dissipation [LeBe02, Binn95, Zinn02] :

X = é/ddfddij(f— 7) = g ((@%) — (@)?) . (1.40)
La divergence de la susceptibilité est directement reliée aux corrélations du parametre
d’ordre a grande distance ainsi qu’aux fluctuations du parametre d’ordre. Puisque le
parametre d’ordre fluctue autour de la moyenne, dans quelle mesure 1’approximation
du champ moyen est-elle valable ? Il est possible d’estimer 1’ordre de grandeur de ces
fluctuations a partir de (1.40) et (1.37) a I'intérieur du volume de corrélation V' = £ d,
En divisant cette quantité par la solution de champ moyen (1.10), on obtient :

d—4
~tT (1.41)

La théorie du champ moyen est cohérente pour d > 4 car les fluctuations sont négligeables
devant le parametre d’ordre a 1I’approche du point critique. Lorsque d < 4, les fluctua-
tions divergent a 1I’approche du point critique, ce qui est incompatible avec 1’hypothese
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de départ d’un champ de Weiss uniforme. Les fluctuations sont un élément essentiel
dans la description des phénomenes critiques.

Les fluctuations critiques sont reliées au comportement de la longueur de corrélation
qui dépend de la température. A I’approche du point critique, elle diverge selon 1’ex-
pression (1.36). Cette relation est mise en évidence dans des modeles solubles analyti-
quement. La divergence de la longueur de corrélation implique la disparition de toute
échelle de longueur. On dit que le systeme est autosimilaire ou invariant d’échelle.
Des fluctuations hiérarchiques, c’est-a-dire, des fluctuations dans les fluctuations, ap-
paraissent a toutes distances. Ces fluctuations sont visibles dans les fluides binaires
[Binn95]. Le phénomene est appelé opalescence critique. La figure 1.6 en donne une
illustration [Pode]. Les deux fluides, le méthanol (CH3OH) et ’hexane (CgH14), ne
sont pas miscibles en dessous de la température 7, = 42.4°C et on peut observer un
ménisque entre les deux composés (photo de gauche). Au-dela de cette température,
ils sont miscibles en proportion arbitraire et le ménisque disparait (figure de droite).
A I’approche de la température critique (figure du milieu), lorsqu’on se place dans les
conditions d’une transition continue pour un rapport de 0.435 molécules de méthanol
pour 0.665 molécules d’hexane, le ménisque ne se forme pas immédiatement. Le mé-
lange devient flou, ce qui signifie que les rayons lumineux sont diffusés a cause des fluc-
tuations de I’indice de réfraction. Ces fluctuations d’indice peuvent elles-mémes étre
reliées aux variations de densité dans le fluide. Le méme phénomene s’observe pour

F1G. 1.6 — Mélange de méthanol (CH3OH) et d’hexane (CgH14) dans les proportions
de molécules 0.435 : 0.665. De gauche a droite, T' < T,,T ~ T.etT > T,. Pour
T < T, un ménisque sépare les composés qui ne sont pas miscibles. Pour T' > T¢ les
composés sont miscibles et forment une seule phase. Pour T' ~ T, le mélange devient
flou. Les fluctuations de la densité entrainent une variation de I’indice de réfraction :
les rayons lumineux sont déviés (photo d’apres le site web [Pode], avec permission de
I’auteur).

le modele d’Ising. A I’approche du point critique, la longueur de corrélation diverge
entrainant des domaines de spins ordonnés sur de grandes distances. On a représenté
sur la figure 1.7 le modele d’Ising bidimensionnel pour trois températures différentes :
T<T,T~T.etT >T,. A basse température, le systeéme est ordonné et le re-
tournement d’un spin a peu d’influence sur ses voisins. A haute température, les spins
sont désordonnés et le retournement d’un spin n’influence pas non plus les voisins. Au
contraire, a la température critique, un spin influence les autres spins sur des distances
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arbitrairement grandes.

fe

L
:..I."'-'..‘-h' .
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F1G. 1.7 — Les figures représentent le modele d’Ising 2d a trois températures
différentes. De gauche a droite : T" < T, T ~ T. et T > T.. Sur la figure du
milieu, on observe des fluctuations dans les fluctuations. Un agrandissement sur une

partie de la figure ressemblerait aussi a un systeme critique : le systéme est invariant
d’échelle ou autosimilaire.

1.3 L’esprit du groupe de renormalisation

1.3.1 Hypothese d’homogénéité

Le comportement universel en termes d’exposants critiques est unifié a partir de la
propriété d’homogénéité de I’énergie libre au point critique posée comme hypothese
par Widom (1965) [Wido65] et Kadanoff (1966) [Kada66]. Dans les années 1970, Wil-
son [Wils71] a transposé la méthode du groupe de renormalisation de la physique des
particules au domaine des phénomenes critiques et donné une justification de cette
hypothese d’homogénéité. La transformation du groupe de renormalisation consiste
a étudier 1’évolution des constantes de couplage du hamiltonien sous une réduction
du nombre de degrés de liberté. Un point critique est caractérisé par un point fixe de
la tranformation. L’hypothese d’homogénéité de 1’énergie libre est déduite de 1’inva-
riance de la fonction de partition sous la transformation. Il est alors possible de déduire
les exposants critiques et les fonctions d’échelle des observables.

L’ autosimilarité du systeme pres du point critique permet de réduire les degrés de li-
berté tout en laissant la forme de I’hamiltonien inchangée, comme 1’a proposé Kadanoff
en 1966 [Kada66]. Dans I’espace réel, on forme des blocs de spins qu’on remplace par
des spins effectifs. Le volume de ces blocs est b% ot d est la dimension du réseau et
b le facteur de réduction. Il existe plusieurs moyens de déterminer le spin effectif a
partir des spins appartenant au bloc : on peut faire la moyenne des spins, choisir le spin
majoritairement représenté ou garder un seul spin (décimation). Puis les longueurs du
systeme sont divisées par le coefficient b de maniere a retrouver le pas de réseau a
initial. La transformation est représentée sur la figure 1.8. Un réseau hypercubique
comportant N sites et avec une taille L dans chaque dimension se transforme en un
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réseau hypercubique comportant N’ = N/b? sites et avec une taille L /b dans chaque
dimension.

Le hamiltonien (1.4) du modele d’Ising par exemple possede une constante de cou-

, N / K sl s2
\ o ) sl s2

AU a AU 2a a

| s3 N s4 | s3 SZ
s3 s4

F1G. 1.8 — Transformation des blocs de spin dans I’espace réel. Les spins sont regroupés
par blocs de volume 22 et chaque bloc est remplacé par un spin effectif s;. Puis on
norme les longueurs du systéme de facon a retrouver le pas de réseau initial a.

plage d’échange entre premiers voisins K; = (3.J et une constante de couplage Zee-
man Ko = BH ~ h. Dans la limite thermodynamique, il existe une infinité de pos-
sibilités de coupler des spins. Quelques exemples sont décrits sur la figure 1.9. Une

K3 I( 'I
5

i

X
[«

I~

F1G. 1.9 — Différents types de couplages possibles pour le modele d’Ising 2d. Les lignes
fines représentent le réseau et les lignes épaisses représentent les interactions entre les
spins situés sur les nceuds.

transformation peut potentiellement produire n’importe quel type de couplage. Pour
décrire 1’évolution de ces variables, on définit 1’espace des couplages par un vecteur

K = (K1,K,,...,K;,...) de dimension infinie. Ce vecteur se transforme en un vec-
teur K’ selon la représentation Ry, :

Ry(K) =K' (1.42)
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La transformation admet des points fixes K* = (KT, K5,..., K}, ...)qui vérifient la
relation :
Ry(K™) = K™ (1.43)

1l existe différents points fixes : les points fixes triviaux pour 7' = O et 7' = oo et
les points fixes non triviaux pour des températures critiques 7. finies. Les transforma-
tions du groupe de renormalisation utilisent les hypotheses suivantes pour les couplages
K; [LeBe02]. Premiérement, les composantes K; restent des couplages locaux sous la
transformation. Deuxieémement, les composantes K; sont des fonctions analytiques de
I’écart des variables initiales par rapport au point fixe méme a la température critique
T.. Pour un systeéme magnétique, les variables initiales sont la température 7' et le
champ magnétique 7. La variable ¢ ~ T" — T, définit I’écart en température par rap-
port au point fixe a 7,.. L’hypothese d’analycité permet de linéariser la transformation
a proximité d’un point fixe :

AK] =Y T;AK;, (1.44)
J

ou AK; = K; — K représente I’écart au point critique et T;; = g—llg 2 sont les
éléments de la matrice de transformation T. On appelle (Ea = (%, 05, ...,0%,...)
les vecteurs propres a gauche de la matrice T. Ces vecteurs propres sont associés aux
valeurs propres \,. L’ensemble de vecteurs B = {¢', 2, ..., ¢¢, ...} forme une base
adéquate pour décrire le systeme a proximité du point fixe K*. On appelle variables
d’échelle les quantités :

Ua =Y FAK;. (1.45)

K2

Ce sont des combinaisons linéaires de I’écart au point fixe. Les relations (1.44) et (1.45)
impliquent la transformation [Card96] :

ul, = Aala- (1.46)
La loi de semi-groupe Ry, Ry, = Rp, ., entraine [MacC04, LeBe02] :
Aq = bYe, (1.47)

ou y, est la valeur propre du groupe de renormalisation ou dimension d’échelle as-
sociée a la variable d’échelle u,,. Plusieurs cas peuvent se présenter [Card96, LeBe02].
Lorsque y, > 0, les itérations du TGR éloignent u,, de sa valeur au point fixe. u,
est alors une variable d’échelle pertinente. Lorsque y, < 0, les itérations du TGR
approchent u,, de sa valeur au point fixe. u, est dite non pertinente. Finalement, si
Yo = 0, une analyse & un ordre plus élevé est nécessaire pour conclure. La variable
d’échelle u,, est dite marginale.

Les variables d’échelle sont des combinaisons linéaires des composantes K; de méme
parité. La variable d’échelle u; est associée aux couplages thermiques qui sont in-
variants par inversion de tous les spins et la variable d’échelle wuj, est associée aux
couplages magnétiques qui sont antisymétriques par inversion de tous les spins. On
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s’attend a ce que ces deux quantités soient pertinentes. L’hypothese d’analycité des
composantes K; s’étend aux variables d’échelle et d’apres les arguments de symétrie
précédents, on obtient [Card96] :

ug ~ t+O(t* h?), (1.48)
T—T,
up ~  h+O(th). (1.49)

Afin de préserver les propriétés physiques du systéme, on doit avoir invariance de la
fonction de partition sous la transformation :

7= e Ml = " el (1.50)
s {s)

ot H’ est le hamiltonien transformé dont les constantes de couplages sont données
par le vecteur K'. Puisque la densité d’énergie libre s’écrit f(K) ~ —N'log Z,
I’expression (1.50) devient :

s f(K)=aK)+b (K, (1.52)

o~ NIR) e—Na(l?)—N’f(l?’)’ (1.51)

ol a([? ) est une fonction analytique de K provenant de I’intégration des blocs de
spins [Card96]. A proximité du point fixe K*, la partie singuliere f; de la densité
d’énergie libre f se comporte comme :

f

(K) ~ b (K, (1.53)
< f(t,

h) ~ bTf(bY L, b ). (1.54)

Entre les expressions (1.53) et (1.54), on a remplacé K par uy ~ tetup ~ het
K’ par uy ~ b¥tt et u) ~ bY»h selon la transformation (1.46). La relation (1.54) est
I’hypotheése d’homogénéité de 1’énergie libre pres du point critique.
Les exposants critiques sont obtenus a partir des dérivées de (1.54) :

m(t,h =0) ~ s | b= m (b, 0) ~ b "em(b¥'t,0), (1.55)
oh o
x(t,h=0) ~ O ~ b2y (BY01,0) (1.56)
9 ahQ h:0 ) )
— ang —d+2y; Yt
C(t,h =0) ~b C(bvtt,0). (1.57)
ot |, _,

On appelle la quantité x4 = d — yj;, introduite dans (1.55) la dimension anormale ou
dimension d’échelle de I’aimantation [Card96, MacC04, LeBe02]. Cela signifie que le
champ ne se transforme pas simplement comme une densité sous 1’effet d’'une TGR,
sauf dans le cas particulier du modele gaussien [LeBe02]. La valeur du coefficient b est
arbitraire. Si on choisit b = \t|_1/ Yt I’argument des fonctions des membres de droite
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est constant [MacC04], ce qui permet d’écrire :

m(t,h =0) ~ [t|{@¥)/¥e  pour T < T, et 0 sinon, (1.58)
X(th=0) ~ [t G Dve, (1.59)
Clt,h=0) ~ [t|7@=d/v), (1.60)

Par identification, ces relations ménent & 8 = (d — yn)/yt, v = (2yn — d)/y et
a = 2 — d/y;. On peut déterminer le comportement de la densité d’aimantation a la
température critique en champ non nul :

of ~ bR (0,090h)  ~ BTV /e (161)

t=0,h) ~
m( ’ ) oh i—o b=|h|~1/vn

etdonc § = yy/(d—yp). La fonction de corrélation est homogene au carré de la densité
de I’aimantation. Elle se transforme donc suivant :

G(r,t,h) ~ b2 G(b~ r, b ¢, bY" h). (1.62)
Posons b = r en champ magnétique nul :
G(r,t,0) ~ 1727 G(1, 71, 0) ~ 1220 G_o(r/|t|1/¥*), (1.63)

olt Gp—o () est une fonction d’échelle dont le comportement asymptotique est habituel-

lement bien décrit par une exponentielle, ce qui est justifié par la premiere expression

du systéme (1.37) obtenue a partir du modele ¢*. Toujours a partir de cette expression,
on identifie :

~ [TV~ 1.64

€~ IH7 1, (1.64)

etdonc v = 1/y;. A la température critique (¢ = 0) :
G(r,0,0) ~ r—2%, (1.65)

ce qui conduit a n = 2 + d — 2y;,. Dans I’expression (1.62), posons b = r et plagons-
nous a la température critique (¢ = 0) et en champ magnétique non nul :

G(r,0,h) ~ 172 G(1,0,1%" k) ~ r~ 20 Gy_o(r/|h| =), (1.66)

olt G;—o(x) est une fonction d’échelle. Dans ces conditions, la longueur caractéristique
diverge selon :
€ ~ B[, (1.67)

ce qui définit ’exposant v;, = 1/y;,. Un résumé des exposants et des quantités aux-
quelles ils sont associés est donné dans la table 1.2.

Les exposants critiques sont obtenus a partir des deux dimensions d’échelle y; et
y:. 11 existe donc des relations indépendantes entre les exposants appelées relations
d’échelle :

28 +~v=2—a (Rushbrooke), (1.68)
285 —y=2—a (Griffith), (1.69)
v =v(2—n) (Fisher), (1.70)

vd =2 — «a (Josephson). (1.71)
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’ Quantités \ Exposants
c ~ |t a=2-49
h=0 B Yt
~ B — 4=Yn
m o~ [t)° (T < T) Ié) m
m ~ |h]7? 6 = 74
t=0 —Yn
~ - — 21}’17_(1
X~ It v =
G(r) het—0 rE =24 d -2y,
=t=
~ |t|7Y =1
§h:0 It] v /Yt
&~ |l Vh = 1/yn

TAB. 1.2 — Quantités physiques et exposants associés. Les expressions des exposants
critiques sont données en fonction des dimensions d’échelle yy, et y;.

La relation de Josephson (1.71) fait intervenir la dimension d du réseau. C’est pour-
quoi on la distingue des autres relations d’échelle en la nommant relation d’hyper-
échelle. Cette relation n’est plus satisfaite pour un systeéme au-dessus de sa dimension
critique supérieure puisque par définition, les exposants sont ceux du champ moyen
et ne dépendent plus de la dimension d’espace. Il existe des systémes pour lesquels
elle n’est plus vérifiée en-dessous de la dimension critique supérieure d. comme le
modele d’Ising en champ aléatoire (voir [Youn98] pour une revue) ou les animaux
sur réseau [Lube78, Stau94] (aussi appelés lattice animals en anglais). Ces relations
ont été obtenues antérieurement au groupe de renormalisation, notamment sous forme
d’inégalités. Ce sont les noms des auteurs de cette époque qui leur sont associés. Ru-
shbrooke a prouvé I’inégalité 25+~ > 2 — « [Rush63], mais Essam et Fisher ont pro-
posé antérieurement 1’égalité (1.68) [Essa63]. Griffith a prouvé ’inégalité 3(1 + 6) >
2 — « [Grif65]. Fisher a prouvé I’égalité v = v(2 — n) [Fish64]. Josephson a obtenu
I’inégalité vd > 2 — o [Jose67], mais 1’égalité (1.71) a été suggérée antérieurement par
Widom [Wido65] et Kadanoff [Kada66].

1.3.2 Variables non pertinentes dangereuses

En dimension d > d., on montre que les propriétés critiques du modele d’Ising
sont décrites par le point fixe gaussien [LeBe02]. Une analyse dimensionnelle du ha-
miltonien (1.25) permet d’obtenir les dimensions d’échelle des trois couplages p? ~ t
(en vertu de (1.29)), H ~ h et g [LeBe02] qui s’écrivent respectivement :

yt:27
g =d/2+1, (1.72)
Yg=4—d.

Puisque y, < 0 pour d > 4, le couplage g est non pertinent. Il n’intervient pas dans
la description du comportement critique. Si on utilise les valeurs de y; et y;, dans les
expressions de la table 1.2 qui donnent les valeurs des exposants en fonction des di-
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mensions d’échelle, on obtient :

a=2-4d/2,

B=(d-2)/4,

v=1, (1.73)
d=(d+2)/(d—2),

n=0.

Or les exposants de champ moyen «, 3 et § qui sont donnés dans la table 1.1 sont
différents. Cette incohérence est levée en remarquant le role de g dans le comporte-
ment critique de 1’aimantation a partir des expressions (1.20) et (1.24) et dans le com-
portement de la chaleur spécifique a partir de 1’expression (1.23) (notons que A = g
dans ces expressions). Puisque g est présent au dénominateur, on ne peut pas 1’annuler
arbitrairement. On qualifie g de variable non pertinente dangereuse : bien que sa valeur
tende vers 0, elle engendre une perturbation au comportement critique. Prenons pour
exemple la transformation homogene de I’aimantation qui s’écrit :

m(t,h,g) ~ b= em(bYet, b¥" h, b9 g) . (1.74)
Enposant h = 0 etb = [¢t|~1/¥, il vient :
m(t,0,q) ~ [t|97¥) /Y m(1,0,|t|"Y/%g) pour T < T.etOsinon.  (1.75)

Lorsque t — 0, la troisiéme entrée se comporte de facon singuliere. On suppose
alors un comportement algébrique de la fonction d’échelle de la forme m(1,0,x) ~
2~ /2 [Ma00] :

|ﬁ|1/2
\/g 9

qui est en accord avec (1.20). Sionposet =0etb = |h\_1/yh dans (1.74), il vient :

m(t, h, 0) ~ [t v ([t ~valveg) =12 (1.76)

m(0, h, g) ~ |h|@=¥)/ 9 m (0,1, |h| ¥/ g) | (1.77)

qui devient, aprés avoir supposé un comportement algébrique de la forme m(0, 1, ) ~
z~1/3 [Ma00] :

m0,0,) ~ = anlongy 0 BES g
qui est en accord avec (1.24). La chaleur spécifique se transforme selon :
C(t,h,g) ~ b= 2 C(bY ¢, bY" h,bY%g) . (1.79)
Sionpose h = 0etb = [t|~/¥, il vient :
C(t,hyg) ~ [t|Y¥=2C(1,0,[t|~¥+/¥g). (1.80)

En supposant un comportement algébrique de la forme C(1,0,x) ~ 1, on obtient :

Ot hyg) ~ [t ([t v g) ™~ g7 (1.81)
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ce qui est aussi en accord avec I’expression (1.23). Une fagon plus rigoureuse de
déterminer le comportement critique est d’utiliser la méthode de renormalisation de
Wilson. On peut consulter [Ma00] et [LeBe02] par exemple pour une présentation
générale de 1la méthode et [Luij96] pour une application au modele d’Ising en dimen-
siond > d..
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Chapitre 2

Comportement d’échelle étendu
pour d > 4

Le but de ce chapitre est d’étudier les corrections d’échelle au comportement en
température de la susceptibilité du modele d’Ising au-dessus de la dimension critique
supérieure dans le cadre de 1a méthode du comportement d’échelle étendu introduite en
2006 par Campbell et al [Camp06a]. Cette méthode permet d’obtenir un développement
décrivant le comportement des grandeurs thermodynamiques dans toute la phase haute
température (I' > T.). Dans une premiere section, nous présentons le comporte-
ment critique en température selon le schéma habituel qui n’est plus valable a haute
température ou il faut avoir recours a un développement haute température. Nous don-
nons les résultats disponibles dans la littérature & ce sujet. Dans une deuxieme section,
nous présentons la méthode du comportement d’échelle étendu et nous 1’appliquons
a la susceptibilité du modele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure.
Nous expliquons en quoi cette méthode se révele plus efficace que le schéma habituel.
Dans une troisieéme section, nous présentons I’ algorithme de ver avec lequel nous avons
réalisé les simulations Monte Carlo, combiné avec un algorithme en temps continu. Cet
algorithme permet des simulations nettement plus rapides que les algorithmes habituels
tel que 1’algorithme de Wolff pour la gamme de températures envisagée. A partir de ces
simulations, nous obtenons par interpolation les valeurs numériques des amplitudes et
des exposants du développement de la susceptibilité pour les dimensions d = 5, 6, 7 et
8 dans le cadre du comportement d’échelle étendu.

2.1 Corrections d’échelle : le schéma habituel

2.1.1 Groupe de renormalisation

Lorsque le systeme est suffisamment proche du point critique, le comportement en
température des fonctions thermodynamiques est donné par des fonctions algébriques

35
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de la température réduite ou variable d’échelle ¢ qui est définie par :

T-T,

t
1.

@2.1)

Cependant, lorsqu’on s’éloigne de la région critique, il faut ajouter des corrections a ce
comportement dominant. La susceptibilité s’écrit par exemple [Wegn72] :

X, 5, Tt7 (L4 art? + aot® + -+ bit + bt +...) | (2.2)
ol f est un exposant non entier universel et les coefficients I, a; et b; sont des ampli-
tudes non universelles. Les corrections en puissances non entieres de ¢ sont appelées
corrections non analytiques ou confluentes. Elles proviennent des opérateurs non perti-
nents. Les corrections en puissances entieres de ¢ sont appelées corrections analytiques.
Elles proviennent du développement a des ordres supérieurs des opérations analytiques
du groupe de renormalisation. Il est possible de retrouver la forme (2.2) dans le cas du
modele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure en considérant le modele
¢* défini par le hamiltonien (1.25). L’analyse dimensionnelle de ce hamiltonien per-
met d’obtenir les dimensions d’échelle des différents couplages qui sont données dans
le systeme (1.72) de la sous-section 1.3.2. Pour d > d,, la constante de couplage g tend
vers zéro sous 1’action répétée des transformations du groupe de renormalisation. Les
poids statistiques intervenant dans la fonction de partition (1.26) peuvent s’écrire sous
la forme du développement :

exp (~Holo) = (1 4 [ i) +.. ) exp (~Hald)

oll Hg[¢] est le hamiltonien gaussien. Dans cette approximation, les moyennes du
modele ¢* se calculent comme des moyennes gaussiennes. En particulier, le propaga-
teur C (E) du modele ¢* dans ’espace de Fourier s’écrit au premier ordre comme la
somme des diagrammes représentés sur la figure 2.1. On obtient I’expression [Itzy89] :

>CO>= —>— + +

K —k K —k K “k

FIG. 2.1 — Le propagateur du modele ¢* au premier ordre dans 1’espace de Fourier est
la somme de deux diagrammes : le propagateur gaussien et la correction a une boucle.

Calk)+ ..., (2.3)




2.1. CORRECTIONS D’ECHELLE : LE SCHEMA HABITUEL 37

ol ég(fé) est le propagateur du modele gaussien dans I’espace de Fourier. L’intégrale
intervenant dans I’expression (2.3) diverge pour d > 2. Nous effectuons le change-
ment de variable 4 = ¢/u. Un tel changement de variable n’est pas possible dans une
intégrale divergente, mais permet cependant d’obtenir la dimension d’échelle correcte :

dg 1, fdhg 1, [ d'E ] 04
omyd 242 N or)d (q/m2+1 1 om)duZ +1°
2m) > + p a/m

La dimension d’échelle de la correction a une boucle est donc d — 2. En revenant au
théoreéme fluctuation-dissipation (1.40), on s’apercoit que la susceptibilité est obtenue
en prenant le mode & = 0 du propagateur. Puisque x5 /8 ~ =2, il vient :

X/Brp 2 (L+ap®™+..0), (2.5)

ot les coefficients c; sont des amplitudes réelles. Le comportement thermique du modele
est retrouvé en considérant % comme une fonction analytique de 1’écart au point cri-
tique [Ma00] que nous avons exprimée au premier ordre par I’expression (1.29). De
facon plus générale, on peut écrire :

P~ t4dot? 4 (2.6)

ou les coefficients d; sont des amplitudes réelles. En utilisant (2.6) dans (2.5), on ob-
tient I’expression de la susceptibilité (2.2) pour les dimensions impaires avec la valeur
du champ moyen v = 1 et I’exposant des corrections non analytiques = (d — 4)/2.
Pour les dimensions paires, il est probable que des corrections logarithmiques soient
présentes comme cela est démontré pour le modele sphérique [Joyc72] qui possede les
mémes exposants de champ moyen que le modele d’Ising. Pour d > 6, on s’apergoit
que € > 1 et donc les corrections non analytiques sont masquées par les corrections
analytiques. Ainsi, au-dessus de la dimension critique supérieure, seules les dimensions
d = 5 etd = 6 sont affectées par des corrections dominantes non analytiques. De plus,
d = 6 est la seule dimension paire a étre affectée par des corrections non analytiques
dominantes avec d’éventuels logarithmes. Guttmann a déterminé les amplitudes et les
exposants en dimensions d = 5 et d = 6 par technique d’analyse de séries [Gutt81].
Notons que les corrections logarithmiques en dimension d = 6 sont citées dans I’ article
[Gutt81], mais elles n’ont pas été prises en compte dans ’analyse qui permet d’obte-
nir les valeurs numériques du développement. Remarquons également que Gofman et
al [Gofm93] ont considéré ce probleme en dimensions d = 6 et 7. Les exposants sont
en accord avec les résultats du modele sphérique [Joyc72, Gutt81] mais les valeurs
numériques des amplitudes ne sont pas données. Leur analyse suggere la présence de
corrections logarithmiques pour d = 6. L’étude pionniére de Binder du modele d’Ising
a cinq dimensions par simulation Monte Carlo [Bind85a] suggeére un premier terme
correctif non analytique pour la chaleur spécifique et pour la susceptibilité en accord
avec (2.2), tandis que le premier terme correctif de 1’aimantation aurait une forme ana-
lytique.
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2.1.2 Développement haute température

Les développements haute température s’ obtiennent en récrivant la fonction de par-
tition du modele d’Ising sur réseau hypercubique sous la forme [Binn95, Pari98] :

Zy = cosh(B)"™ Y " T] (1 + SkSw) Q2.7
{5} (kD)

oltv = tanh(8J) et ][] (k) estun produit ol les sites k et I sont premiers voisins. Apres
développement du produit, on obtient des termes en puissance de v faisant intervenir
des produits de spins. On associe une liaison entre deux sites premiers voisins lorsqu’ils
apparaissent dans un terme. La sommation sur les configurations fait disparaitre les
termes ol interviennent un nombre impair de spins (et donc de liaisons) pour un site
donné. On peut représenter ces termes par des trajectoires fermées sur le réseau. La
fonction de partition (2.7) devient :

oo
Zr = 2V cosh(B.J)4 Zg(l)vl , (2.3)

1=0
ou g(1) est le nombre de possibilités de tracer une ou plusieurs boucles avec [ liaisons.
Le calcul de Z; consiste a obtenir les coefficients g(!) en comptant les possibilités de
construire des graphes avec [ liaisons. Plus 3 est grand, plus le nombre de graphes qui
contribuent est important. On obtient la susceptibilité par dérivation de 1’énergie libre :

; ~ 2 3
XT;15(1+h16 +ha3 4 ..., (2.9)

ou les amplitudes h; sont des nombres réels. Pour le modele d’Ising en dimension
d = 2, il existe des développements de la susceptibilité jusqu’a 1’ordre 300 [OrriO1].
En dimension d = 3, il existe des développements a I’ordre 25 [Bute02]. Il existe
également un développement en dimension d arbitraire sur réseau hypercubique. Ce
développement a été initié jusqu’au 118M€ ordre par Fisher et Gaunt [Fish64] et pour-
suivi au 15éme ordre par Gofman et al [Gofm93] en fonction de tanh 3. C’est le seul
disponible pour les dimensions supérieures a d. = 4.

Afin d’illustrer cette section, le développement critique de Guttmann [Gutt81] obtenu
par analyse de séries et le développement haute température de Gofman et al [Gofm93]
pour la susceptibilité non connectée x/3 = (M?) en dimensions cinq et six sont com-
parés a nos simulations Monte Carlo sur la figure 2.2. On constate que les données
numériques basculent entre les deux approches : le développement critique est valide
pour ¢ ~ 0 et le développement haute température est valide pour ¢ > 1. Le compor-
tement d’échelle étendu a pour but d’unifier la description des variables thermodyna-
miques en un seul développement.

2.2 Comportement d’échelle étendu

2.2.1 Construction de la forme d’échelle

Considérons une grandeur thermodynamique quelconque O divergente a 1’approche
du point critique avec un exposant p et qui admet une limite a haute température de la
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forme ¥ :
~ -p
o(t) o At (2.10)
o), — 6, (2.11)

ou A; est une amplitude. L’analyse standard du comportement thermique des obser-
vables thermodynamiques consiste a tracer les données en fonction de la variable d’éch-
elle (2.1).

La premiere étape du comportement d’échelle étendu est de substituer la variable
d’échelle (2.1) par la variable T définie par :

T-T.
T = T

(2.12)

Les variables d’échelle (2.1) et (2.12) ont le méme comportement lorsque T° — T :

t — 0 et 7 — 0, (2.13)

*le >le

et donc le comportement critique (2.10) de O est similaire avec la variable 7 :

Oo(r) =~ A, 77", (2.14)

T—T,.
ol A est une amplitude. En revanche, a haute température, les limites sont différentes :

t — o0 et T — 1. (2.15)
T—o0 T—o0
La variable d’échelle 7 permet une limite finie de I’observable O contrairement a ¢.
La deuxieéme étape consiste a choisir une amplitude critique fonction de la température
de 1a forme A, ~ (3% de sorte que la limite haute température s’obtienne & partir du
développement critique :

O(1) o BYT=F, (2.16)
o(r) ~ 8. 2.17)

11 est donc possible de construire une forme pour I’observable O qui possede les li-
mites critique et haute température exactes. La tiche consiste a tester numériquement
la validité du développement entre ces deux limites. On a en particulier pour la suscep-
tibilité :

x/B~T177. (2.18)
Pour la définition de la longueur de corrélation :
) 1/2
2
— a , 2.1
¢ <2dXZTjr (SoS >> (2.19)

on a [Camp06a, Bute02] :
J AT (2.20)
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Pour le modele d’Ising en champ moyen, les expressions de la susceptibilité et la lon-
gueur de corrélation données par (2.18) et (2.20) sont exactes dans toute la phase haute
température [Camp08]. Pour le modele d’Ising 2d, I’ajout d’un terme correctif dans
les expressions (2.18) et (2.20) permet d’obtenir les résultats obtenus par la méthode
de Padé avec une précision de ’ordre de 1/1000 [Camp08]. On peut également re-
garder la figure 1 de la référence [Camp(O6a] ou le développement critique [Gart88] et
le développement haute température [Bute02] de la susceptibilité du modele d’Ising
bidimensionnel sont tracés comparativement en fonction des variables d’échelle t et
7. On s’apercoit que les corrections d’échelle au terme dominant du développement
deviennent tres faibles des lors que la variable 7 est utilisée au lieu de . La chaleur
spécifique du modele d’Ising 3d donne des résultats satisfaisants lorsque deux termes
correctifs sont ajoutés [CampO6b].

Un autre aspect du comportement d’échelle étendu (qui n’est pas considéré dans ce
chapitre) est la modification de I’analyse des effets de taille finie. Lorsque le systeme
possede une taille L, le comportement critique est modifié. Il est cependant possible de
décrire une observable O suivant la forme d’échelle [Fish72] :

O(T,L) ~ LP/YO(L/E(T)) (2.21)

ou (7)(33) est une fonction d’échelle universelle. Dans le cadre du comportement d’échelle
étendu, on ajoute une amplitude 3¥ donnée par (2.11) et on utilise I’expression (2.20)
pour &(T') pour obtenir [Camp06a] :

p/v

oL~ (55)  Ow/em). @22)
ou @(x) est une autre fonction d’échelle. Cette nouvelle forme permet une extension
du régime d’échelle des effets de taille finie pour le modele d’Ising 2d et 3d [CampO06a,
Camp06b] et le modele d’Edwards-Anderson 3d. Cette méthode fonctionne également
pour les modeles qui présentent une croissance exponentielle de la longueur de cor-
rélation a 1’approche du point critique, tels que le modele d’Ising 1d et le modele
d’Ising completement frustré 2d [Katz08]. D’autres analyses ont été effectuées no-
tamment pour le modele XY 3d et le modele d’Heisenberg 3d [Camp06a, Camp0O6b].
Tous ces résultats mettent en évidence 1’extension du comportement d’échelle par la
méthode du comportement d’échelle étendu.

2.2.2 Application au modele d’Ising en dimensions supérieures

Afin d’appliquer la méthode du comportement d’échelle étendu au modele d’Ising
au-dessus de la dimension critique supérieure, on écrit explicitement la susceptibilité
pour d = 5, 6, 7 et 8 en utilisant (2.2) et en supposant des corrections logarithmiques
dans la correction dominante pour la dimension d = 6 :

x(T)/B ~ Tt +Bt"2+C+..., pourd=5, (2.23)
X(T)/B =~ Tt '+ Blnt+C+..., pourd=6, (2.24)
x(T)/B =~ Tt '+C+..., pourd=T, (2.25)
X(T)/B ~ Tt *+C+..., pourd=S8, (2.26)
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ou I', B et C sont des amplitudes réelles. Notons que ces expressions ont déja été
citées par Guttmann [Gutt81], y compris le logarithme en dimension d = 6. On se
place maintenant dans le schéma du comportement d’échelle étendu en remplacant ¢
par 7 suivant les relations :

tziT =747+ 4. 2.27)
1—71
La susceptibilité devient :
X(T)/B = Trt+ Br~1/2 4 C(r), pourd=>5, (2.28)
x(T)/8 = Tr Y4 Bln(r)+C(r), pourd =6, (2.29)
x(T)/B = Tr ' +C(r), pourd=Tetd=S, (2.30)

ot C'(7) est une fonction qui regroupe les corrections d’ordre plus élevé. Etant donné
que :
Tlim x(T)/B=1, et (2.31)

hm1 C(r)y=0C, (2.32)
il existe des relations entre les différentes amplitudes :

C =1-T-B pourd=>5, (2.33)
C =1-T pourd=6,T7et8. (2.34)

Les analyses précédentes de la susceptibilité [Camp06a, Camp06b] en dimension d = 2
ont montré qu’un seul terme correctif était suffisant. Nous avons décidé de stopper le
développement dans les expressions (2.28), (2.29) et (2.30) au premier terme analy-
tique, c’est-a-dire, nous conservons deux termes correctifs en dimensions cinq et six
(la correction dominante qui est non analytique et la premiere correction analytique)
et un seul terme en dimensions sept et huit correspondant a la correction dominante
qui est analytique. La qualité du développement obtenu a partir de 1’interpolation des
données numériques justifie a posteriori la troncation a un ordre aussi bas. L’avan-
tage de I’analyse des données numériques par la méthode du comportement d’échelle
étendu est de permettre une interpolation des données Monte Carlo dans toute la zone
haute température (hors de la zone des effets de taille finie), au lieu de se restreindre a
une fenétre de température autour de 7. pour laquelle la longueur de corrélation vérifie
1 <« &(T) < L i.e. une longueur de corrélation suffisamment grande pour étre dans le
régime critique, mais suffisamment petite pour éviter les effets de taille finie.

2.3 Simulations Monte Carlo

2.3.1 D’algorithme de ver (worm algorithm)

Les données numériques ont été¢ obtenues par simulation Monte Carlo en utili-
sant 1’algorithme de ver (de 1’anglais worm algorithm) introduit par Prokof’ev, Svis-
tunov et Tupitsyn [Prok98, ProkO1]. Les données obtenues avec cet algorithme sont



42 CHAPITRE 2. COMPORTEMENT D’ECHELLE ETENDU POUR D > 4

notées dans la suite MCTHSE de 1’anglais Monte Carlo High-Temperature Series Ex-
pansion. A haute température, cet algorithme se révele nettement plus rapide que les
algorithmes habituels tel que 1’algorithme de Wolff. De plus, comme il est expliqué
plus bas, le formalisme permet d’échantillonner directement sur les graphes de la fonc-
tion de corrélation et d’obtenir ainsi une estimation de la susceptibilité a 1’aide du
théoreme fluctuation-dissipation (1.40). Une représentation en terme de spins engendre
des fluctuations supplémentaires. Le principe est basé sur une réécriture de la fonction
de corrélation (S;S;) du modele d’Ising :

1
(S5is;) = > 8iSje 0 Bra S (2.35)
T sy
1
= 5 cosh(BJ)™N >~ 8;8; [] (1 + SkSitanh(BJ)) . (2.36)
{S} k,l

Il est possible de remplacer la somme sur les configurations de spins par une somme
sur les graphes, par analogie avec le développement a haute température de la fonction
de partition. Les configurations qui contribuent a la somme dans 1’expression (2.36)
sont celles qui font intervenir dans le produit un nombre pair de spins pour un site
donné. Ces contributions peuvent étre aussi représentées par des graphes. Le schéma
en haut de la figure 2.3 donne un exemple de graphe qui contribue a la fonction de
corrélation : des boucles ou des trajectoires ouvertes joignant les sites ¢ et j qui sont
appelés sites sources. Comme toute simulation Monte Carlo, le principe est basé sur
un échantillonnage des graphes qui contribuent le plus a la moyenne (en anglais im-
portance sampling). Nous construisons une chaine de Markov a partir de I’équation
maitresse :

0P, (t)

ot

=Y (Put)Wsy — P ()Woy) (2.37)
wF#V

ol P,(t) est la probabilité de trouver le systeme dans un état v au temps ¢ et W,_,,,

est le taux de transition entre I’état p et I’état v. On peut définir les taux de transition

de facon a obtenir une probabilité d’équilibre PS?. On utilise pour cela la condition

du bilan détaillé en annulant terme a terme la somme dans le membre de droite de

I’équation maitresse (2.37) :

POW,_, = PSW,_,, (2.38)
S Wyp /Wi Pa/pet. (2.39)

11 est possible de distinguer deux contributions dans le taux de transition W, _,,, sous
la forme [NewO1] :
Wop = GuopAv—p s (2.40)

ol g, ., est appelée probabilit€ de sélection qui est la probabilité de générer un nouvel
état 41 a partir d’un état v. A, _,,, est le taux d’acceptation qui détermine la probabilité
d’accepter le changement v — p. Un moyen de satisfaire 1’équation du bilan détaillé
est d’utiliser une procédure locale de type Metropolis [Metr53] qui s’écrit sous forme
compacte :

Wiy = gu—pmin(1, P/ PJ9). (2.41)
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Revenons a la procédure explicite pour 1’algorithme de ver. L’une des deux sources, di-
sons 7, est mobile. A chaque étape, elle se déplace sur un site voisin choisi aléatoirement,
sans distinguer si une liaison est déja présente ou pas. Chaque site premier voisin de la
source ¢ a donc une probabilité g,_,, = 1/2d d’étre choisi, ce qui défini la probabilité
de sélection pour chaque mouvement. Lorsqu’aucune liaison n’est présente entre ces
deux sites, le mouvement est accepté avec un taux de transition :

1.
Wy = Q—dmm(l,tanhﬁJ). (2.42)

Si le mouvement est accepté, une liaison est créée. Lorsqu’une liaison est déja présente
entre ces deux sites, le mouvement est accepté avec un taux de transition :

1
Wi_g = %min(l, 1/tanh 8J). (2.43)

Puisqu’on a la relation 0 < tanhx < 1 Vz > 0, la probabilit¢ W _,y est toujours
égale a I'unité et la liaison est toujours effacée. Ces probabilités de transition sont
obtenues en considérant la procédure de Metropolis [Metr53] (2.41) ainsi que la forme
(2.36) de la fonction de corrélation. Afin de I’illustrer considérons le taux de transition
reliant les deux graphes qui different seulement d’une liaison sur le schéma du bas
de la figure 2.3. Le graphe de gauche et de droite représentent des vers de longueurs
respectives cinq et six pas de réseau. En accord avec la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabilité d’équilibre P57 = A tanh® (BJ) tandis que le graphe de droite
a une probabilité d’équilibre P77 = Atanh®((.J), oii A est une constante. Les taux
de transition de type Metropolis (2.41) s’écrit donc W,,_,,, = 1/2dmin(1, tanh 5.J)
et W,_,, = 1/2dmin(1,1/tanh 3.J), en accord avec les formules (2.42) et (2.43). Si
les deux sources se rencontrent, elles ont la possibilité de se déplacer ensemble sur un
autre site du réseau choisi aléatoirement. Cette éventualité posseéde une probabilité qui
peut étre déterminée librement. Nous ’avons fixée a 1/2. Lorsque les deux sources
bougent ensemble, elles laissent une boucle, ce qui justifie la présence simultanée de
trajectoires ouvertes et de boucles dans I’exemple de la figure 2.3. Ces boucles peuvent
disparaitre si la téte du ver les rencontre. Par rapport a I’algorithme de Swendsen-
Wang, 1’algorithme de ver posséde un exposant dynamique légerement plus élevé a
deux dimensions mais significativement plus faible a trois dimensions [Deng07]. De
plus, la dynamique est accélérée dans nos simulations en utilisant un programme en
temps continu [Bort75]. A chaque étape Monte Carlo, on calcule les probabilités wq,
de toutes les éventualités «. Puis le temps passé par le systeme dans le méme état est
estimé par :

T=1+1nt (lnn) , (2.44)

In(1 =3, wa)

oll 1 est une variable aléatoire distribuée uniformément sur I’intervalle ]0; 1]. Le temps
est augmenté d’une quantité 7 puis I’une des éventualités « est choisie avec la proba-
bilité w,, et appliquée au systeme.
Le formalisme de 1’algorithme est bien adapté pour les simulations a haute température.
En revanche, a proximité de la température critique, le nombre de graphes qui contri-
buent a la fonction de corrélation croit exponentiellement. De maniere a vérifier la
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convergence de 1’algorithme a proximité de la température critique, nous avons réalisé
des simulations avec 1’algorithme de Wolff [Wolf89] dont le ralentissement critique
est mieux compris. On a choisi pour les simulations avec 1’algorithme de Wolff une
température proche de T,. La méthode de repondération de I’histogramme [Ferr88]
nous a permis d’obtenir les valeurs pour les températures adjacentes. Ces méthodes
ont dans ce chapitre un rdle secondaire. Elles sont présentées plus en détail dans le
chapitre suivant. La comparaison en dimension d = 5 est présentée sur la figure 2.4.
On constate que les deux algorithmes donnent des résultats en bon accord pour toutes
les tailles étudiées excepté pour les plus grandes tailles dans le régime des effets de
taille finie. Cela n’a pas d’incidence sur les résultats puisque le régime d’effets de taille
finie n’est pas utilisé dans I’analyse des données. En dimension d = 5, nous pouvons
donc avoir confiance dans les données obtenues avec I’algorithme de ver. Les mémes
tests ont été réalisés en dimension 6. L’algorithme de ver permet d’obtenir des données
depuis la fin de la région des effets de taille finie jusqu’a la région haute température
avec une efficacité optimale et sans présenter de problemes de convergence.

2.3.2 Analyse des données

Explicitons la méthode utilisée a cinqg dimensions pour obtenir I’expression du
développement de la susceptibilité a partir des données numériques. En supposant la
relation (2.33) suffisante a toute température, on peut réécrire (2.28) sous la forme :

x(T)/B~Tr" +Br’ +C, (2.45)

9= 740, (2.46)

Les données sont obtenues, pour toutes les dimensions et a chaque température, apres
thermalisation du systéme pendant 30.10° itérations élémentaires qui sont définies
lorsque la téte du ver choisit un site premier voisin. La mesure est réalisée sur 300.10°
itérations élémentaires. Ces nombres d’itérations doivent étre multipliés par un facteur
d’accélération puisque nous utilisons un algorithme en temps continu. Par exemple,
en dimension d = 5, le facteur d’accélération est 79 pour la température 7' = 25 et
54 pour T' = 8.76 qui est la température la plus proche du point critique. Les me-
sures sont séparées par intervalles de 2% ot le temps d’autocorrélation ¥ est déterminé
selon I’ordre du développement. En dimension d = 5 par exemple, pour les deux
températures T = 25 et 54, on estime ¥ = 124 et 184 respectivement. Pour chaque
dimension et taille, nous effectuons les simulations a 64 températures réparties loga-
rithmiquement. La simulation pour une température donnée est réalisée avec le graphe
final de la température voisine supérieure de maniere a optimiser la thermalisation.
Nous avons testé les effets de taille finie avec des systemes de différentes tailles. Par
exemple, nous avons simulé en dimension d = 5 les tailles . = 6 a 24 par pas de deux
et en dimension d = 6 les tailles L = 6 a 20 par pas de deux. Le temps de simula-
tion pour une taille et une température est de 8min30 environ sur des processeurs Xeon
quad-core de fréquence 2GHz. Une itération élémentaire prend un temps de 1.5us.
Le temps de simulation ne dépend pas de la taille mais uniquement de la longueur de
corrélation qui est faible & haute température. De maniere a se placer suffisamment loin



2.3. SIMULATIONS MONTE CARLO 45

de la région des effets de taille finie, on réalise des simulations pour plusieurs tailles.
En dimension d = 5, pour un réseau de taille L. = 14, la zone entre 7' = 8.9 et
T = 25 constitue un intervalle siir. Une premiere interpolation est réalisée avec six
parametres libres : I', B, C', T, (intervenant dans 7 selon (2.12)), 9 et y. On s’apergoit
alors que v = 1.0(2) est compatible avec la valeur attendue de champ moyen v = 1.
On accepte la valeur du champ moyen et une interpolation a cinq parametres donne
T, = 8.7743(95) qui est compatible avec la meilleure estimation de la littérature
T, = 8.77844(2) [Luij99]. On accepte cette estimation de la littérature et une inter-
polation a quatre parameétres donne I' = 1.28(2), B = —0.44(19) de telle sorte que
1-T'—B = 0.16(2) est compatible avec C' = 0.17(2). On admet alors la relation (2.33)
et une interpolation a trois parameétres donne ¥ = —0.47(8) soit § = 0.53(8) d’apres
(2.46) qui est compatible avec la valeur 1/2 attendue d’aprés le développement per-
turbatif (2.28). Cette valeur est acceptée et une interpolation a deux parametres donne
acces aux amplitudes T' = 1.291(3) et B = —0.310(8). La précision de I’interpolation
est déterminée par un test x? par degré de liberté. La méme analyse pour une taille
L = 16 donne des résultats compatibles. Le résultat est tracé en haut sur la figure
(2.5). On s’apercoit que I’expression issue de notre analyse décrit de facon satisfai-
sante les données numériques depuis le début des effets de taille finie jusqu’a la zone
haute température. Pour comparaison, le précédent développement critique de Gutt-
mann [Gutt81] donne des valeurs incompatibles I' = 1.311(9) et B = —0.48(3). Nous
avons vérifié qu’il ne décrit pas les données numériques, méme dans le schéma du
comportement d’échelle étendu ol ¢ est remplacé par 7.

A six dimensions, on s’attend a la présence d’un logarithme dans les corrections do-
minantes d’apres la relation (2.29). Pour ne pas biaiser 1’analyse en faveur d’un lo-
garithme, on réalise une premiere analyse en utilisant la forme (2.45). Les données
numériques sont obtenues pour un réseau de taille L = 14. L’interpolation est réalisée
entre les températures 7' = 10.88 et 7" = 30 ou les effets de taille finie sont absents.
En suivant la méme procédure que pour la dimension d = 5, on obtient successi-
vement T, = 10.8318(24), proche de la valeur 7, = 10.8348(4) obtenue dans la
littérature [Gofm93]), v = 0.95(25) et ¥ = —0.01(40). Puisque cette derniére valeur
est proche de zéro et instable en réduisant le nombre de parametres, on en conclut qu’un
logarithme peut €tre présent. Puisqu’on arréte le développement au premier terme ana-
lytique dans 1I’expression (2.29), on remplace la fonction C'(7) par une constante C' et
il vient :

x(T)/B~T77 7+ Blnt+C, (2.47)

ou C' =1 —I" d’apres (2.34). Puis, on accepte I’estimation de la littérature pour 7.
Une interpolation a quatre paramétres meéne & v = 0.994(3) qui est compatible avec
la valeur de champ moyen « = 1. Cette valeur est acceptée. Une interpolation a trois
parametres conduit & 1 — I' = —0.1607(24) et C' = —0.1605(18), ce qui est com-
patible avec la relation (2.34) qui est acceptée. Une interpolation a deux parametres
permet d’obtenir I' = 1.1606(17) et B = 0.0571(27). Le résultat du développement
est tracé en bas sur la figure 2.5. Le résultat de I’interpolation de la relation (2.47) per-
met de décrire la susceptibilité sur toute la gamme de températures considérée. Pour
comparaison, nous avons vérifié que le développement critique de Guttmann dévie des
données numériques méme tracé en fonction de 7. Cette déviation s’explique par une
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estimation erronée des amplitudes comme pour d = 5 et également par le fait que le
logarithme n’est pas inclus dans 1’analyse des séries bien que sa présence soit explici-
tement citée dans I’article.

En dimensions 7 et 8, on interpole les données d’apres (2.30) sous la forme :

x(T)/B~TT77 +C, (2.48)

ou C = 1— 1T dapres (2.34). Les corrections dominantes sont analytiques. Pour
d = 7, on utilise une taille L = 12 qui est suffisante pour s’affranchir des effets
de taille finie sur la gamme de températures de 1’interpolation (des simulations pour
L = 10, 12 et 14 ont permis de le vérifier). Une interpolation a quatre parametres
meéne a T, = 12.8665(5), proche de la valeur 12.8690(4) obtenue dans la littérature
par développement a haute température [Gofm93]. On accepte cette valeur et une inter-
polation a trois parametres meéne a v = 1.000(2), compatible avec la valeur de champ
moyen. On accepte cette valeur. Une interpolation a deux parametres permet d’obtenir
I' = 1.1086(9) et C = —0.1215(20). On accepte alors la relation (2.34) et une inter-
polation 2 un paramétre donne I" = 1.1008(5).

En dimension d = 8, on obtient successivement T, = 14.8893(20) compatible avec la
valeur 7. = 14.893(3) obtenue dans la littérature par effets de taille finie [Merd06]),
~v = 0.998(2) compatible avec la valeur de champ moyen, I' = 1.0935(45) et C' =
—0.0950(26). La relation (2.34) est valide et on obtient finalement I' = 1.0836(5).
Les résultats sont tracés sur la figure 2.6 pour les dimensions 7 (en haut) et 8 (en
bas). Aucun développement critique n’a été déterminé précédemment pour les dimen-
sions d = 7 et d = 8. L’expression (2.48) permet de décrire correctement les données
numériques depuis le régime critique, hors effets de taille finie, jusqu’a la zone haute
température.

Pour chaque dimension, nous avons obtenu des valeurs aprés avoir admis un certain
nombre de parametres. Il est possible de revenir a I’estimation indépendante de chacun
de ces parametres. Nous obtenons les valeurs résumées dans la table 2.1. Cette table

d| T, ¥ 0 Amplitudes
5| 87777(9) | 1.0(2) —0.47(8) | I' =1.291(3), B = —0.310(8)
C =0.019(11)

6 | 10.8353(4) | 0.994(3) | 0[log.] | T =1.1606(17), B = 0.0571(27)
C = —0.1606(17)

7 | 12.8690(3) | 1.000(2) T = 1.1008(

8 | 14.8933(8) | 0.998(2) I' = 1.0836(

5),C = —0.1008(5)
5),C = —0.0836(5)

TAB. 2.1 —Résumé des résultats numériques obtenus pour d = 5, 6, 7 et 8. L’exposant -y
est compatible dans tous les cas avec la valeur du champ moyen v = 1. En dimension
d = 6, la correction logarithmique correspond & un exposant ¥ = 0. Au-dela, pour
d = T et 8§, les corrections dominantes sont analytiques.

nous permet de constater 1’approche de 1’amplitude I" vers la valeur du champ moyen
I' =1 (d’apres (1.11) en posant kg = 1) lorsque la dimension augmente.
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Nous avons également tracé I’évolution de la température inverse en fonction de la
dimension en haut sur la figure 2.7. Pour d = 2, il existe une valeur exacte [Kram41].
Pour d = 3 etd = 4, nous avons choisi les valeurs de la littérature [Deng03] et [Kenn91]
respectivement. Les valeurs pour d = 5, 6, 7 et 8 proviennent de nos résultats. Les
données se rapprochent de la droite en pointillés qui correspond au comportement de
champ moyen d’apres la relation (1.8). La ligne continue correspond a I’interpolation
polynomiale réalisée a partir des valeurs de 3, :

Be(d) = by /d + by /d* + b3 /d>® + by /d* (2.49)

ol by = 0.5044(3), bo = 0.1935(30), b3 = 0.35(1) et by = 1.53(1). De facon a
inclure dans la figure la dimension d = 1 pour laquelle la solution exacte permet
d’estimer T, = 0 soit . = oo, on a également tracé 1’évolution de tanh (3. en bas
sur la figure 2.7. La ligne en pointillés correspond au comportement de champ moyen
donné par la relation (1.8). La ligne continue correspond a I’interpolation polynomiale
réalisée a partir des valeurs de tanh (3, :

tanh B.(d) = ¢1/d + co/d* + c3/d> + c4/d*, (2.50)
ol ¢; = 0.5834(6), co = 0.748(6), c3 = 3.78(2) et ¢4 = 2.62(2).

Nous avons étudié les corrections d’échelle de la suceptibilité en dimensions cinq
a huit dans le cadre du comportement d’échelle étendu. Le comportement dominant
est donné par I’approximation du champ moyen. Un développement perturbatif du
modele ¢* permet d’avoir une idée de la forme des corrections dominantes qui sont
non analytiques en dimensions cing et six et analytiques au-dela. La solution du modele
sphérique suggere des logarithmes dans les corrections dominantes en dimension six.
Nous avons obtenu des données numériques avec 1’algorithme de ver en temps continu
qui se révele performant dans la gamme de températures envisagée. Le cadre du com-
portement d’échelle étendu permet une détermination précise les parametres du dévelop-
pement incluant le comportement dominant et les corrections dominantes. Ce dévelop-
pement décrit la susceptibilité dans toute la phase haute température contrairement aux
méthodes utilisées habituellement. De plus, nous mettons en évidence des corrections
logarithmiques en dimension six.
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FI1G. 2.2 — Afin d’illustrer la description de la susceptibilité par la méthode habi-
tuelle, des données numériques obtenues par simulations Monte Carlo en dimensions
d = 5 (en haut) et d = 6 (en bas) sont comparées au développement critique de Gutt-
mann [Gutt81] obtenu par analyse de séries et le développement haute température de
Gofman et al [Gofm93]. On constate que les données numériques basculent entre les
deux développements. Dans I’insert se trouve un agrandissement de la région ou le
développement critique sort de son régime de validité. Notons que lorsque ¢ — 0, les
données numériques ressentent les effets de taille finie du réseau qui ne sont pas décrits
par le développement critique.
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Vv M

FI1G. 2.3 — Sur ces deux schémas, les lignes épaisses représentent les graphes qu’on
peut assimiler a un ver (d’ou la dénomination algorithme de ver). Les points ¢ et j sont
appelés sources. En haut, nous avons représenté un exemple de graphe qui contribue
a la fonction de corrélation (2.36) : une trajectoire ouverte joignant les sites 7 et j
et éventuellement des boucles fermées. En bas, nous avons représenté deux exemples
de graphes qui different d’une seule liaison. D’apres la relation (2.36), le graphe de
gauche a une probabilité d’équilibre PS? = A tanh® 4.J tandis que le graphe de droite
a une probabilité d’équilibre Pf? = Atanh® 3.J, ot A est une constante. Les taux de
transition de type Metropolis (2.41) s’écrivent donc W,,_,,, = 1/2dmin(1, tanh 3.J)
et W,—, = 1/2dmin(1,1/ tanh 5.J), ol le terme 1/2d est la probabilié de sélection
de la liaison concernée par le mouvement parmi les 2d choix équiprobables pour un
réseau a d dimensions.
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Alg. de ver (MCHTSE

o L=6
o L=8
¢ L=10
< L=14
Alg. de Wolff
— L=6
--L=10
-— L=14

F1G. 2.4 — Comparaison des données obtenues avec 1’algorithme de ver et 1’algorithme
de Wolff combiné a la méthode de repondération de I’histogramme en dimension d = 5
pour différentes tailles L. Les résultats sont en bon accord, sauf pour les plus grandes
tailles dans le régime des effets de taille finie. Mais ce régime est exclu lors de 1’ana-
lyse des données. La convergence de I’algorithme de ver est donc satisfaisante pour la
détermination du développement critique.
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F1G. 2.5 — Comparaison des données numériques avec 1’expression (2.45) pour la
dimension d = 5 (en haut) et avec 1’expression (2.47) pour la dimension d = 6
(en bas), obtenues en utilisant la méthode du comportement d’échelle étendu. L’ac-
cord est bon depuis le régime critique (apres la zone des effets de taille finie) jus-
qu’a haute température. Dans I’insert, un agrandissement permet de constater que le
développement est valide méme a haute température. Cette étude constitue la premiere
évidence numérique de corrections dominantes incluant un logarithme en dimension
d = 6 (la présence de ces corrections est déja citée dans [Gutt81] mais ne sont pas
prises en compte dans 1’analyse des séries).
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FIG. 2.6 — En dimension d = 7 (en haut) et d = 8 (en bas), les corrections domi-
nantes de la susceptibilité sont analytiques. L’interpolation des données numériques
selon 1’expression (2.48) obtenue dans le schéma du comportement d’échelle étendu
est tracée en pointillés. Les données numériques sont décrites par le développement
pour toute la gamme de températures.
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FIG. 2.7 — En haut, la température critique inverse du modele d’Ising est tracée en fonc-
tion de la dimension. La courbe en trait plein correspond a I’interpolation polynomiale
(2.49). En bas, nous avons tracé tanh (. en fonction de la dimension de fagon a placer
sur la figure la valeur 3. = oo soit tanh 3. = 1 pour la dimension d = 1. Les lignes en
pointillés représentent les expressions obtenues dans 1I’approximation du champ moyen

(1.8).
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Chapitre 3

Effets de taille finie anormaux

Nous présentons dans ce chapitre des résultats préliminaires concernant 1’étude des
effets de taille finie du modele d’Ising au-dessus de la dimension critique supérieure.
Dans ce régime d’effets de taille finie, il est établi théoriquement que la longueur de
corrélation présente une croissance anormale avec la taille du systéme. La relation ha-
bituelle valable notamment au point pseudo-critique £ ~ L devient & ~ L%*. Le
comportement du maximum de la susceptibilité devient X4z ~ &2~ L%/2_ Ce com-
portement a été vérifié extensivement par simulations Monte Carlo avec des conditions
de bords périodiques. Cependant, on trouve dans la littérature des arguments fondés sur
des calculs analytiques contre un tel comportement pour les conditions de bords libres.
Nous apportons dans ce chapitre des évidences numériques de la croissance anormale
de longueur de corrélation qui a lieu également avec des conditions de bords libres.
Dans une premiere section, nous présentons le cadre des effets de taille finie normaux et
la modification engendrée au-dessus de la dimension critique supérieure. La deuxi¢me
section a pour objet les méthodes numériques utilisées pour cette étude : les simulations
Monte Carlo sont réalisées avec 1’algorithme de Wolff, combiné a la repondération de
I’histogramme. Dans une troisieme section, nous présentons les résultats numériques
obtenus en dimension cing. Dans un premier temps, nous utilisons tous les sites du
réseau pour analyser les résultats. L’influence des surfaces ne permet pas d’atteindre
le régime asymptotique, mais nos résultats permettent d’exclure un comportement nor-
mal. Afin de réduire les corrections d’échelle liées aux surfaces, nous considérons dans
un second temps des réseaux de coeur qui ne comportent que des sites de volume. Cette
méthode permet de décrire le maximum de la susceptibilité par Y,,az ~ &2 ~ L2 aux
barres d’erreur pres.

3.1 Introduction

3.1.1 Effets de taille finie : le schéma classique

Lorsqu’un systeme est de taille L finie, la singularité de 1’énergie libre disparait.
Les divergences observées pour la susceptibilité et la chaleur spécifique deviennent

55
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des maxima qui ont lieu en des points pseudo-critiques. L’amplitude des maxima et la
valeur des températures pseudo-critiques sont des fonctions de la taille du systeme. Le
systéme commence a ressentir sa taille finie lorsque la longueur de corrélation £ devient
du méme ordre de grandeur que sa taille L, donc a proximité du point critique. Puisque
la taille du syst¢me modifie le comportement critique, il est justifié de considérer 1/L
comme une variable pertinente. Lors d’une itération du groupe de renormalisation, la
taille se transforme comme L’ — L/b. On associe donc a la variable d’échelle 1/L
la dimension déchelle y;, = 1. L’hypotheése homogénéité de la partie singuliere de
I’énergie libre (1.54) devient [Card96] :

fs(t,h, L) ~ b= % f (bYt,b¥" h,b/L). (3.1

Dans la suite, on appelle 7, la température critique du systeme dans la limite ther-
modynamique et T, (L) la température du point pseudo-critique. Prenons I’exemple de
I’aimantation dont la transformation (1.58) est obtenue en posant h = Oetb = |t|_1/ Ye
et en se placant dans la phase basse température (1" < T,) :

m(t,0,L) ~ [t|°m(1,0,t7 /L) ~ L™P/" M(L /(1)) (3.2)

ol M () est une fonction d’échelle reliée a m(1,0,z) par M(z) ~ z%/*m(1,0, ).
De plus, on a utilisé la relation (1.64) £(t) ~ [¢t|~". A partir de cette expression, il est
possible de décrire le comportement de I’aimantation en fonction de la taille du systeme
selon deux protocoles. Le premier consiste a se placer en ¢ = 0. On a alors d’apres (3.2)
m(0,0, L) ~ L~A/". Le deuxiéme consiste a se placer au point pseudo-critique pour
lequel [t|” L = Cste, ¢’est-a-dire :

|To(L) — Tp| ~ L™Y7. (3.3)

On a alors également, toujours d’apres (3.2), le comportement m(t,0, L) ~ L™° /Y. De
maniere générale, une fonction thermodynamique O qui posséde un exposant critique
p peut se réécrire en fonction de la taille du systéme selon I’expression (2.21) que nous

rappelons : R
O(t, L) ~ LP"O(L/&(1)) (34)

ol O(z) est une fonction d’échelle. Dans le cadre du comportement d’échelle étendu,
cette relation est remplacée par (2.22), mais nous n’étudions pas cet aspect ici.

3.1.2 Effets de taille finie anormaux

Brézin [Brez82] a étudié les effets de taille finie du modele ¢* sur un réseau a d
dimensions avec différentes géométries. En dimensions d > 4 et pour des conditions
périodiques dans toutes les directions, la longueur de corrélation croit avec la taille L
comme :

En(Te) ~ NZI(T0> ~ LYt (3.5

Cette relation a été vérifiée numériquement par Jones et Young [Jone05] en dimension
d = 5. Brézin et Zinn-Justin [Brez85] ont considéré entre autres le modele ¢* a I’ordre
le plus bas en perturbation. A partir de I’action effective :

' 1
Seps =L <2¢2 + 4!¢4> 7 (3.6)
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les moyennes de chaque moment de 1’aimantation sont données par des intégrales gaus-
siennes. On a en particulier pour la susceptibilité :

x ~ L2 (3.7)

Il est possible de définir une quantité invariante au point critique et pseudo-critique
qui s’appelle le cumulant de Binder. Il existe plusieurs définitions qui différent par des
constantes. En suivant [Brez85], nous choisissons la définition :

(M)

9(T) = EER (3.8)

A la température critique 7, le cumulant de Binder g(T.) prend la valeur univer-
selle [Brez85] :

r(1/4)
82
tandis qu’au point pseudo-critique de la susceptibilité, une intégration de 1’action (3.6)

mene a la valeur [Pari96] :

9(T,) = ~ 2.188440. . . (3.9)

g(T.(L)) = 1.515726. (3.10)

La relation (3.7) a été vérifiée extensivement par simulation Monte Carlo. On peut par
exemple consulter les articles de Binder ef al [Bind85a, Bind85b], Rickwardt, Nie-
laba et Binder [Rick94], Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96], Aktekin et al [Akte99]. La
valeur universelle g(7,) ~ 0.81156 a fait débat dans la littérature. Plusieurs auteurs
ont déterminé numériquement une valeur incompatible [Rick94, Jone05]. Cependant,
Luijten et Blote [Luij96] donnent des évidences de fortes corrections d’échelle qui
menent asymptotiquement a la valeur (3.9). Parisi et Ruiz-Lorenzo [Pari96] concluent
également a des résultats compatibles avec [Brez85] pour le cumulant de Binder, tout
comme Mon [Mon96].

11 a été montré que le décalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité se
comporte aussi de maniere anormale avec L dans [Luij96] et [Pari96] :

t ~|To(L) = T.| ~ L™%2, (3.11)

en accord avec les simulations numériques et en contradiction avec le comportement
habituel (3.3). Pour les conditions de bords périodiques deux articles présentent des
arguments analytiques en faveur d’un comportement normal. Un article de revue de
Watson [Wats73] établit une limite supérieure de la croissance de la susceptibilité a T,
telle que :

x< LY =17, (3.12)

en utilisant des relations fluctuation-dissipation et des inégalités de Griffith. L’article
de Rudnick, Gaspari et Privman [Rudn85] présente un calcul de la susceptibilité a T,
en développant le parametre d’ordre sur la base des ondes stationnaires. Leur calcul
méne au comportement asymptotique normal x ~ L?. Ces résultats remettent en cause
I’universalité du comportement anormal qui ne devrait pas dépendre des conditions de
bords.
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3.2 Méthodes numériques

Dans ce chapitre, nous avons réalisé des simulations numériques du modele d’Ising
a cinq dimensions avec des conditions de bords libres et périodiques en utilisant 1’al-
gorithme de Wolff [Wolf89] combiné a la repondération de 1’histogramme [Ferr88].
Ces méthodes sont présentées en détail dans 1I’ouvrage [New01] et les discussions qui
suivent s’en inspirent largement.

3.2.1 D’algorithme de Wolff

A proximité du point critique, il y a apparition de fluctuations critiques décrites
dans la section 1.2. La longueur de corrélation du modele d’Ising par exemple devient
trés grande. Son ordre de grandeur est la taille du systeme. Cela entralne 1’apparition
de larges domaines de spins alignés comme 1’illustre la figure 1.7. Le temps de cal-
cul pour simuler des grandes tailles augmente rapidement avec un algorithme Monte
Carlo local dont les taux de transitions sont déterminés par exemple avec les procédures
de Metropolis ou de Glauber. Le temps d’autocorrélation nécessaire pour obtenir des
configurations décorrélées augmente selon :

7~ L7 (3.13)

ou 2. ~ 2.17. On parle de ralentissement critique. Ce ralentissement s’explique en
remarquant qu’il est difficile de changer 1’aimantation d’un amas corrélé spin par spin.
Pour des probabilités d’équilibre définies par la statistique de Boltzmann, la condition
du bilan détaillé (2.39) entre deux états v et u s écrit :

Wy Wiy = e PEuB0) (3.14)
Le taux de transition de Metropolis (2.41) satisfait cette condition :

—PAEY (3.15)

Wy = %min(l, e
ou AE = E,, — E, et N est le nombre de spins du réseau. Pour un réseau a deux
dimensions, un spin possede quatre premiers voisins. Si ce spin est au coeur d’un
amas corrélé, entouré de quatre premiers voisins alignés, son énergie est £, = —4J.
L’énergie apres retournement de ce spin est £/, = 4.J. On obtient donc a la température
critique 7, ~ 2.269 un taux d’acceptation trés faible 4,_,, = e=%%/ = 0.0294....
Donc la plupart des tests sont refusés. Un moyen de remédier a cette difficulté est de
mettre au point un algorithme non-local qui effectue un test sur un amas corrélé pou-
vant contenir plusieurs spins. Un tel algorithme a ét€ mis au point par Wolff [Wolf§89]
en utilisant I’idée de Swendsen et Wang [Swen87]. Le passage entre deux configura-
tions de spins v et u est représenté sur la figure 3.1. La procédure consiste a choisir un
site au hasard sur le réseau qu’on peut appeler site graine. A partir de ce spin, on ajoute
ses voisins a I’amas avec une probabilité P, 4 s’ils ont la méme orientation. Si 1’orien-
tation est différente, ils ne sont pas ajoutés a I’amas. La procédure est répétée pour tous
les voisins ajoutés a I’amas. Lorsque 1’amas est formé on change le signe des spins
automatiquement. La probabilité de former I’amas dans la configuration v est la méme
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F1G. 3.1 — Les points blancs et noirs représentent des spins de signes opposés et les
spins a I’intérieur de la boucle en pointillés font partie d’un méme amas. Ce schéma
illustre une itération de 1’algorithme de Wolff entre deux configurations de spins v et
qui different par ’inversion du signe des spins appartenant a2 un méme amas.

que pour la configuration p, a ceci pres qu’il faut tenir compte des spins de méme signe
qui n’ont pas été ajoutés a 1I’amas sur les bords. La probabilité de ne pas ajouter un spin
de méme signe a I’amas est 1 — P,44. Si m et n représentent les nombres de spins de
méme signes non-ajoutés a 1’amas pour les configurations respectives v et p, alors la
condition du bilan détaillé (2.39) peut s’écrire comme :

WV—>M _ gl/—>},LAV—>/,L
Wlu,ﬂl/ glu‘*)l/A'u.*)l/

AV_) L - —
=(1- Padd)m_nr L — o= BAIE—E) (3.16)
H—v

ol nous avons utilisé une statistique de Boltzmann. En notant que E, — E,, = 2J(n —
m), il vient :
Av_y
Ay

n—m

= [(1 — Paaa)e*’] . (3.17)

Donc en choisissant :
Pyga=1— €27, (3.18)

les taux d’acceptance pour les transitions v — pu et ;1 — v peuvent prendre pour va-
leur I’unité. C’est pourquoi on inverse automatiquement le signe de tous les spins une
fois I’amas formé. A proximité du point critique, 1’algorithme de Wolff réduit de facon
significative le temps d’autocorrélation 7 et I’exposant dynamique critique 2. par rap-
port a un algorithme local de type Metropolis ou Glauber. Remarquons que le temps 7y
mesuré en terme d’itérations de 1’algorithme de Wolff correspond au test d’un nombre
p de spins contenus dans 1’amas. Or un temps 73, mesuré en terme d’itérations d’un
algorithme de Metropolis correspond 2 un test sur tout le réseau, donc N = L? spins.
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Puiqu’une itération de 1’ algorithme de Wolff ne balaie qu’une fraction moyenne (p) /L%
du réseau, il faut redéfinir le temps d’autocorrélation [New(1] de fagon a comparer les
performances des deux algorithmes :

mw = 7w (p)/L*. (3.19)

De plus, il est possible de montrer que x = S(p) [NewO1]. En notant que 7y ~ L%,
il vient pour § ~ L :

Tw o~ E% ~ LF /v=d (3.20)
menant & la définition de I’exposant dynamique 2V :
W=V +y/v—d. (3.21)

A deux dimensions par exemple, pour un systeéme de taille 100 x 100, une valeur
Tw = 2.80(3) pour I’algorithme de Wolff qui est largement inférieure, méme sans
redéfinition, a la valeur obtenue avec 1’algorithme de Metropolis 7y = 2570(330)
[NewO01]. L’exposant dynamique quant a lui vaut 2!V ~ 0 pour I’algorithme de Wolff
(voir par exemple les articles [Giind05, Du06] et leurs références) et 22 = 2.1667(5)
[Nigh96] pour I’algorithme de Metropolis.

3.2.2 Larepondération de I’histogramme

La repondération de I’histogramme [Ferr88] est une méthode qui permet a partir
d’une simulation a une température donnée d’obtenir une grandeur thermodynamique
a des températures différentes. Cela permet de gagner du temps de calcul en évitant
de réaliser des simulations a plusieurs températures. Le principe théorique comme la
programmation sont simples. Les explications qui suivent sont largement inspirées de
I’ouvrage [NewO1].

Rappelons que la moyenne thermodynamique d’une observable O s’obtient en moyen-
nant sur tous les états du systeme, pondérés par un poids de Boltzmann :

. ZV Oue_BEV
=S
2, e’
Les techniques Monte Carlo consistent a réaliser une chaine de Markov dans un sous-
ensemble de 1’espace total des états a partir d’une distribution de probabilité p,. Si

on réalise M échantillonnages de 1’observable O parmi les états {v1,v5... v}, la
moyenne s’écrit :

(0) (3.22)

M 1 -
_ Zi:l Ol/ipllile ﬁEDi

Sy pute
L’équation du bilan détaillé (3.14), vérifiée notamment par les algorithmes de Metro-
polis et de Wolff, permet d’assurer que la distribution des états de la chaine de Markov

s’effectue selon la statistique de Boltzmann. On obtient alors p,, o e #Ev: et la rela-
tion (3.23) s’écrit simplement :

Om

(3.23)

Ou = * > o,,. (3.24)
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Il est cependant possible de réaliser une moyenne thermodynamique a la température (3

a partir d’une simulation & la température 3y pour laquelle p,, o e~#Fv: La relation

(3.23) devient :

Oy = Tt O
M o —(B=Po)E.,
=1

(3.25)

Cette relation constitue le principe de la repondération de I’histogramme. Dans 1’étude
qui suit, la repondération de 1’histogramme est utilisée lors une premiere simulation
préalable relativement courte afin d’estimer approximativement la température pseudo-
critique de la susceptibilité. Lors d’une deuxieme simulation plus longue qui permet
d’obtenir les valeurs pour I’analyse, on se place dans le voisinage immédiat du point
pseudo-critique de telle sorte que la température de simulation est bien souvent incluse
dans I'incertitude sur la température pseudo-critique.

3.3 La susceptibilité pour les conditions de bords libres

3.3.1 Susceptibilité calculée avec tous les sites

Nous présentons dans cette sous-section une étude numérique comparative de la
susceptibilité du modele d’Ising a cinq dimensions avec des conditions de bords périodi-
ques et libres avec 1’algorithme de Wolff [Wolf89] combiné a la repondération de 1’his-
togramme [Ferr88]. Nous avons choisi de réaliser les simulations au point pseudo-
critique afin d’éviter les sources d’erreurs liées aux extrapolations dans la détermination
de la température d’un systéme infini 7. Une simulation préliminaire nous permet
d’estimer approximativement le point pseudo-critique. Puis, la simulation finale est
réalisée autour de cette estimation aux barres d’erreur pres. La repondération de 1’his-
togramme nous permet d’obtenir les points des températures voisines et d’affiner 1’es-
timation préliminaire. Puisque nous utilisons des valeurs repondérées uniquement a
proximité de la température de simulation, il n’y a aucun probleme de convergence
comme nous avons pu le constater en effectuant des recouvrements d’histogrammes
réalisés a des températures de simulation différentes. Nous avons réalisé un calcul
préalable du temps d’autocorrélation qui se comporte, pour la gamme de tailles que
nous considérons selon :

7ppe = 0.32(7)L*43) | (3.26)

pour les conditions de bords périodiques et :
Free = 0.20(6)L*%(3) | (3.27)

pour les conditions de bords libres. Nous réalisons pour les simualtions finales des me-
sures toutes les 27 itérations de 1’algorithme de Wolff afin de considérer les variables
comme indépendantes dans le calcul des incertitudes [New(1]. Dans cette sous-section,
les réseaux ont des tailles qui varient entre L = 11 et 51 par pas de 5. Le nombre
d’itérations et le temps d’autocorrélation utilisés pour chaque taille sont donnés dans
la table 3.1, ainsi que les résultats pour le maximum de la susceptibilité X 4. (L), la
température pseudo-critique T¢.(L) et la valeur du cumulant de Binder g(7.(L)). La
susceptibilité est présentée sur la figure 3.2 pour les conditions de bords périodiques
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(en haut) et libres (en bas). On constate, comme on s’y attend, que les corrections
d’échelle en température sont considérablement plus importantes pour les conditions
de bords libres. On rappelle que nous avions déterminé (. ~ 0.113925 dans la limite
thermodynamique (voir la table 2.1). A partir de ces résultats, on peut extraire le maxi-
mum de la susceptibilité et procéder a une analyse des exposants critiques. Le résultat
pour les conditions de bords périodiques est tracé sur la figure 3.3. Sur la figure du haut,
nous avons tracé le maximum de la susceptibilité en fonction de la taille. On constate
que la dépendance est bien décrite par une loi algébrique avec un exposant 2.5 a partir
de la taille L = 21 aux barres d’erreur pres, ce qui est en bon accord avec (3.7). Sur
la figure du bas, nous avons réalisé une interpolation de 1’exposant des données de la
figure du haut en faisant varier la borne inférieure L,,;, de I’intervalle d’interpolation
de fagon a observer la convergence vers le régime asymptotique (L, € [11;41])).
L’exposant effectif est tracé en fonction de 1/L,,,;,, de telle sorte que le régime asymp-
totique est atteint & gauche de la figure. A partir de L = 21, on s’apercoit que 1’exposant
se stabilise autour de la valeur 2.5. La méme analyse est réalisée pour les conditions
de bords libres. Les résultats sont présentés sur la figure 3.4. Sur la figure du haut, on
constate que les données sont bien décrites pour les tailles L < 31 par X,z (L) ~ L2,
donc un comportement d’effets de taille finie normal. Cependant, la courbe en dévie
significativement a partir de L = 31. L’exposant effectif tracé sur la figure du bas est
nettement incompatible avec la valeur 2 pour les plus grandes tailles. Cependant, les
données ne sont pas suffisamment précises pour extrapoler un exposant 2.5. D’apres
ce résultat, la susceptibilité croit plus vite que L? pour les conditions de bords libres
et incidemment, la longueur de corrélation & ~ x!/2 croit plus vite que la taille du
systeme.

11 est également possible de tracer le cumulant de Binder ¢g(7.(L)) défini par I’ex-
pression (3.8), et qui doit prendre au point pseudo-critique la valeur universelle (3.10)
que nous rappelons ¢g(T.(L)) = 1.515726 [Pari96]. Nous présentons nos résultats
sur la figure 3.5 pour les deux types de conditions aux limites. On constate que les
données, bien que bruitées, sont en bon accord avec I’estimation de Parisi et Ruiz-
Lorenzo [Pari96] pour les deux types de conditions de bords, ce qui constitue un
élément supplémentaire en faveur d’un comportement d’effet de taille finie identique.
Nous n’avons pas été en mesure de tracer la valeur du cumulant de Binder pour la
température 7. afin de vérifier la prédiction théorique (3.9) car T, est trop loin de la
température de simulation pour étre incluse dans 1’histogramme, en particulier pour
les conditions de bords libres. Il est également possible d’obtenir des exposants a
partir du décalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité en fonction
de la taille. Ces températures pseudo-critiques sont déterminées a partir des données
de la figure 3.2 et résumées dans la table 3.1 et 3.2 pour les conditions de bords
périodiques et libres respectivement. Nous avons tracé le décalage suivant la définition
t = |T.(L) — T¢|. Nous avons également testé la définition 5(L) — 8. ~ |T.(L) —
Tc|/T.(L) qui donne les mémes valeurs d’exposants aux barres d’erreur prés. Nous
utilisons la valeur de T la plus précise donnée dans la littérature T, = 8.77844(2)
(soit B, = 0.1139155(5)) [Luij99] qui posséde un chiffre significatif supplémentaire
par rapport a notre estimation 7, = 8.7777(9) fournie dans la table 2.1.

Les résultats pour les conditions de bords périodiques sont présentés sur la figure 3.6.
On constate que les erreurs relatives sont importantes. Pour les plus grandes tailles, la
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température dans la limite thermodynamique 7. = 8.77844(2) est trés proche de la
température pseudo-critique. Par exemple pour L = 51, la température pseudo-critique
estT.(51) = 8.7 7801(15) L’incertitude sur 1’écart est presque aussi grande que I’écart
lui-méme. Nous n’avons pas pu obtenir une interpolation raisonnable de I’exposant.
La méme analyse est effectuée pour le décalage en température avec les conditions de
bords libres. Les résultats sont tracés sur la figure 3.7. Puisque les effets de taille finie
sont plus importants, la température pseudo-critique est plus éloignée de la valeur dans
la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins importantes. On constate
que I’exposant effectif se dirige plus vraisemblablement vers la valeur classique 2 et
non pas vers la valeur attendue 2.5 en accord avec la relation (3.11). Cela peut provenir
de corrections d’échelle plus importantes pour le décalage en température par rapport
au maximum de la susceptibilité.

Les tables 3.1 et 3.2 résument les parametres et les données extraites de ces simulations
pour les conditions de bords périodiques et libres respectivement. Puisque le calcul

L | nbr. iter. Be(L) Xmaz (L) 9(T.(L)) | 7 utilisé
11 | 2500000 | 0.114185(20) 283(1) | 1.51552(50) 200
16 500000 | 0.114025(11) 744(4) 1.5095(11) 1000
21 77500 | 0.113971(11) 1490(23) | 1.5157(27) 1000
26 | 110000 | 0.113948(6) | 2531(32) | 1.5141(23) | 2500
31 32000 | 0.113937(5) 3967(90) | 1.5014(40) 2500
36 20000 | 0.113930(4) 5828(80) | 1.5083(54) 5000
41 20000 | 0.113926(3) | 7905(250) | 1.4949(55) 5000
46 14000 | 0.113923(2) | 10950(390) | 1.5263(64) 5000
51 7200 | 0.113921(2) | 14080(685) | 1.5497(87) 7000

TAB. 3.1 — Nous présentons les informations extraites des simulations de la suscep-
tibilité pour des conditions de bords périodiques. ’nbr. iter.” représente le nombre
d’itérations indépendantes sur lesquelles sont réalisées les moyennes.

avec tous les sites présente des corrections d’échelle considérables nous adoptons une
autre approche en considérant uniquement des sites de volume.

3.3.2 Susceptibilité calculée avec les sites de ceeur

Pour un systeme hypercubique de dimension d, on distingue les sites par leur coor-
dinence z et leur population N (z) dans le réseau. Il existe N (z) = (L — 2)¢ spins de
ceeur avec une coordinence z = 2d, N(z) = 2C}(L — 2)¢~! spins d’hypersurface de
dimension d — 1 avec une coordinence z = 2d — 1... On peut généraliser ce calcul pour
des spins de coordinence arbitraire :

N(z)=2"Cp(L—2)"", (3.28)
ol m est un entier défini par z = 2d — m et C* = d!/(m!(d — m)!). 1l est facile

de s’apercevoir de la validité de I’expression (3.28) pour un réseau bidimensionnel
représenté en haut sur la figure 3.8. Nous avons tracé en bas sur la figure 3.8 la quantité
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7 utilisé
2000

L | nbr. iter. Be(L
11 | 1250000 | 0.120258(29
16 | 625000 | 0.117033(17
(10
(1

(T,
1.5090(35

e(
(
1.5129(50 2000
1.5131(64 1000
26 | 127000 | 0.115141(10 1.509(11 2500
(
(
(
(
(

) ) L))
) ) )
) ) )
) ) )
) ) )
31 | 360000 | 0.114786(3) | 891(6) | 1.5118(67) | 2500
) ) )
) ) )
) ) 7)
) ) )

21 | 400000 | 0.115767

(
36 68388 | 0.114565(6 1.517(16 3000
41 150000 | 0.114419(4 1.513 4000
(
(

1
11
46 62500 | 0.114317(5 1.511(1 4000
o1 40800 | 0.114243(3

1.513(20 5000

TAB. 3.2 — Nous présentons les informations extraites des simulations de la suscepti-
bilité pour des conditions de bords libres. “nbr. iter.” représente le nombre d’itérations
indépendantes sur lesquelles sont réalisées les moyennes.

N (z) (définie par I’expression (3.28)) en fonction de la taille pour un réseau hyper-
cubique en dimension cing. Le nombre de sites Ng qui ne sont pas dans le volume
s’exprime comme :

Ny=L¢—(L-2)4=2C L7 (1 + O(L71)) = 2dL (1 + O(L7Y)). (3.29)
Le pourcentage de sites qui ne sont pas dans le volume s’écrit :

2d

Ns/Ld: L(

1+0(L™). (3.30)
Pour avoir 1% de site qui n’appartiennent pas au volume, il faut un systéme de taille
L = 1000 en dimension cinq. Avec les capacités informatiques qui sont a notre dispo-
sition, on peut effectuer une moyenne raisonnable jusqu’a des tailles . < 60 (a cinq
dimensions, le record publié dans la littérature est établi par Stauffer pour une taille
L = 176 [Stau00]). De maniere a réduire les effets li€s aux surfaces, nous avons me-
suré la susceptibilité des sites de cceur du réseau. Nous avons choisi de conserver un
sous-réseau dont la dimension L. est une fraction de la longueur totale du réseau.
Le sous-réseau contient N, = L2 sites. Nous illustrons le procédé par le schéma
de la figure 3.9 pour un réseau bidimensionnel avec une fraction L./L = 1/2. La
généralisation & un réseau a cinq dimensions est évidente. La susceptibilité x (L, L..)
du sous réseau associé s’écrit en fonction de I’aimantation M (L, L) selon :

XL, Le) = 5 ((M(L, L) — (M(L, L)) | (3:31)

C
Dans un premier temps, on s’intéresse a la variation de la température pseudo-critique
de x(L, L.) en fonction de L. afin de déterminer s’il faut adapter la température de
simulation en fonction de la fraction de sites de coeur. L’analyse pour la taille L = 32
est présentée en haut sur la figure 3.10. Nous avons tracé la susceptibilité en fonction
de la température pour des sous-réseaux dont la taille L. est une fraction de la longueur
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totale du systeme. De facon a observer plus clairement le décalage en température par
rapport au systeme complet, nous avons normé la susceptibilité par I’amplitude maxi-
male X,,qz- Le décalage en température est nul aux barres d’erreur prés pour toutes
les fractions envisagées. Cette information nous permet de réaliser les simulations a
la méme température. Mais cette méthode ne permet pas de réduire les corrections
d’échelle liées au décalage en température |7, — T,.(L)|.

Dans un second temps, nous analysons 1’évolution du maximum de la susceptibi-
lité en fonction de la fraction L./L. Nous illustrons dans un premier temps le com-
portement pour la taille particuliere . = 32 en bas sur la figure 3.10. Le premier
point a droite de la courbe correspond au maximum de la susceptibilité pour le réseau
entier. La valeur du maximum atteint un pic avant de diminuer. Ce comportement
non monotone peut s’interpréter a 1’aide du théoréme fluctuation-dissipation (1.40)
X = g Ik d?#d?jG (% — 7). Puisque les spins proches des bords libres sont liés & moins
de voisins, ils fluctuent plus librement et sont moins corrélés que les sites de volumes.
Ainsi, ils contribuent moins en moyenne a la susceptibilité. Dans un second temps,
nous tracons sur la figure 3.11 le maximum de la susceptibilité normé par L?° (en
haut) et par L? (en bas) en fonction de la fraction L./ L pour différentes tailles. Dans la
figure du haut, on constate pour les plus grandes tailles (en particulier dans I’insert) une
superposition aux barres d’erreurs pres avec une normation de I’axe des ordonnées par
L2, Cette superposition intervient pour des fractions intermédiaires comprises entre
L/L. =0.125et L/L. = 0.75. On ne constate aucune superposition sur la figure du
bas lors I’axe des ordonnées est normé par LZ. Il existe juste une accumulation pour
des valeur petites de L/ L. Nous obtenons donc une premiére évidence d’un exposant
2.5 menant 3 ¥ ~ L?® aux barres d’erreur prés pour les conditions de bords libres,
confirmant la relation (3.7) pour les spins du volume.

On se propose maintenant d’analyser plus précisément la fraction particuli¢re L./L =
1/2. Cette valeur permet de se placer suffisamment loin des bords tout en conservant un
nombre raisonnable de sites. La susceptibilité est représentée sur la figure 3.12. Nous
tracons sur la figure 3.13 le maximum de ces courbes en fonction de L (en haut) ainsi
que I’exposant effectif associé obtenu par interpolation algébrique en faisant varier la
borne inférieure L,,;, de I’intervalle d’interpolation de facon a observer la conver-
gence vers le régime asymptotique (en bas). Sur la figure du haut, le maximum de la
susceptibilité en fonction de L est bien décrit pour les plus grandes tailles par la relation
Xmaz ~ L? aux barres d’erreur prés tandis que le comportement normal X a0 ~ L2
est clairement exclus. Sur la figure du bas, I’exposant effectif tend linéairement vers la
valeur 2.48(10) lorsque la taille tend vers I’infini. Les différentes informations concer-
nant ces simulations sont réunies dans la table 3.3.

Pour conclure, rappelons que dans un premier temps, un calcul avec tous les sites
du réseau nous a permis de montrer des corrections importantes dues aux surfaces pour
les conditions de bords libres. Cependant, le maximum de la susceptibilité croit plus
rapidement que le comportement normal qui est exclu. De plus, le cumulant de Binder
est en bon accord pour les deux types de conditions de bords. Dans un second temps, un
calcul avec des réseaux de cceur qui contiennent uniquement des sites de volume permet
de mettre en évidence le comportement anormal X, ~ L?-°. Cependant, le décalage
de la température pseudo-critique montre des évidences d’un comportement normal. Ce
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L | nobriter. | T,(L) utilisée | x&2ur(L) | 7 utilisé

8 | 11250000 0.12542 | 14.83(2) 200
12 | 2062500 0.11393 44.1(1) 400
16 875000 0.11703 93.8(4) 2000
20 250000 0.11595 167(3) 1000
24 125000 0.11534 265(3) 2000
28 125000 0.11496 396(5) 2000
32 87500 0.11473 552(8) 4000
36 83400 0.11456 748(11) 3000
40 30000 0.11444 | 967(27) 5000

TAB. 3.3 — Nous présentons les informations au sujet des simulations de la corrélation
pour FBC lors du calcul ou nous conservons uniquement les sites de cceur. “nbr.
iter.” représente le nombre d’itérations indépendantes sur lesquelles sont réalisées les
moyennes.

chapitre présente des résultats préliminaires qui nécessitent davantage d’investigations.
Nous étudions actuellement les effets de taille fini de la fonction de corrélation.
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F1G. 3.2 — La susceptibilit¢ du modele d’Ising a cinq dimensions est tracée en fonc-
tion de 3 pour différentes tailles de systéme. Les tailles varient de L = 11 a L = 51
par pas de 5 de droite a gauche. Les résultats sont obtenus pour des conditions de
bords périodiques (en haut) et libres (en bas). Les simulations sont effectuées au point
pseudo-critique (aux barres d’erreur pres) et les points adjacents sont obtenus par re-
pondération de I’histogramme. La repondération n’est plus valable lorsqu’on s’éloigne
trop de la température de simulation, ce qui explique les formes incohérentes aux
extrémités des courbes.
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FI1G. 3.3 — En haut, le maximum de la susceptibilité est tracé en fonction de la taille
du systeme pour des conditions de bords périodiques. Les données se comportent bien
suivant ’expression (3.7) aux barres d’erreur prés a partir de la taille L = 21. En
bas, nous avons interpolé 1’exposant de la courbe du haut en faisant varier la borne
inférieure L,,;, de I’intervalle d’interpolation de facon a observer la convergence pour
les grandes tailles. Les résultats sont tracés en fonction de 1/ L., de telle sorte que la
valeur asymptotique se lit & gauche de la figure. A partir de L = 21, les données sont
compatibles avec la valeur attendue d/2 = 2.5.
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F1G. 3.4 — En haut, le maximum de la susceptibilité est tracé en fonction de la taille du
systeme pour des conditions de bords libres. Les données se comportent dans un pre-
mier temps selon 1’expression X,q. (L) ~ L? puis elles dévient de fagon significative
a partir de L = 31. En bas, nous avons interpolé I’exposant de la courbe du haut en fai-
sant varier la borne inférieure L,,;,, de I'intervalle d’interpolation de fagon a observer
la convergence pour les grandes tailles. Les résultats sont tracés en fonction de 1/ L,
de telle sorte que la valeur asymptotique se lit a gauche de la figure. Les données ne
sont pas suffisamment précises pour extrapoler un exposant 2.5. Cependant, la valeur
2 est clairement exclue.
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F1G. 3.5 — Le cumulant de Binder au point pseudo-critique pour les deux types de
conditions de bords est tracé en fonction de la taille. Nos données numériques sont en
bon accord avec I’estimation de Parisi et Ruiz-Lorenzo tracée en pointillés [Pari96].
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FIG. 3.6 — Le décalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité est tracé en
fonction de la taille du systeme pour des conditions de bords périodiques. Les données
se comportent comme 1’expression (3.11) aux barres d’erreur pres pour des tailles suf-
fisamment grandes. Les barres d’erreur sont trop importantes pour obtenir une interpo-
lation de I’exposant raisonnable.
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F1G. 3.7 — En haut, le décalage de la température pseudo-critique de la susceptibilité
est tracé en fonction de la taille du systeme pour des conditions de bords libres. En bas,
nous avons interpolé I’exposant de la courbe du haut en faisant varier la borne inférieure
L,,in de Iinterpolation afin d’observer la convergence pour les grandes tailles. Les
résultats sont tracés en fonction de 1/L,,;, de telle sorte que la valeur asymptotique
se lit a gauche de la figure. L’exposant effectif se dirige vers la valeur classique 2 et
pas vers I’exposant 2.5. On constate que les barres d’erreur sont moins importantes que
pour les conditions de bords périodiques présentés sur la figure 3.6. Puisque les effets
de taille finie sont plus importants, la température pseudo-critique est plus éloignée de
la valeur dans la limite thermodynamique et les erreurs relatives sont moins impor-
tantes.
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F1G. 3.8 — En haut, illustration de la coordinence en fonction de la position sur le réseau
carré bidimensionnel. Le systeme présente des sites de cceurs de coordinence z = 4,
sur les bords la coordinence est z = 3 et sur les coins la coordinence est z = 2. En bas,
le nombre de spins de coordinence z est tracé en fonction de la taille du systeme pour
le modele d’Ising 5d avec des conditions de bords libres. A partir de la taille L = 12
(qui représente déja un réseau de 125 = 248832 sites) le systéme commence seulement
a avoir des spins majoritaires de volume avec une coordinence z = 10.
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L=L/2

FI1G. 3.9 — Le carré en pointillés est un sous-réseau de cceur dont la taille L. est une
fraction de la longueur totale du réseau. Nous avons représenté le cas particulier L, =
L/2. La généralisation de la procédure pour un réseau a cinq dimensions est évidente.
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F1G. 3.10 — En haut, la susceptibilité du modele d’Ising en dimension cinq avec condi-
tions de bords libres pour une taille L = 32 est tracée en fonction de la température
inverse. Nous avons considéré différents réseaux de coeur dont la taille L. correspond a
une fraction de la longueur du cceur par rapport au systeme. Pour chaque sous-réseau, la
susceptibilité est normée par la valeur maximale x4, de facon a observer plus facile-
ment le décalage en température par rapport au systeme complet qui est nul aux barres
d’erreur pres. En bas, nous avons tracé toujours pour la la taille L = 32 I’évolution du
maximum de la susceptibilité en fonction de la taille L. du réseau de coeur qui permet
de constater un comportement qui n’est pas monotone.
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FIG. 3.11 — Le maximum de la susceptibilité normé par L2 (en haut) et par L? (en
bas) est tracé en fonction de la fraction L./L pour différentes tailles. On constate
dans I’insert une superposition des courbes avec les grandes tailles pour des valeurs
intermédiaires de fractions (entre L/L. = 0.125 et L/L. = 0.75) confirmant la rela-
tion (3.7) pour les spins du volume.
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F1G. 3.12 — La susceptibilité du modele d’Ising a cinq dimensions est tracée en fonction
de [ pour différentes tailles de systeéme pour les conditions de bords libres lorsque
L. = L/2. Les tailles varient de L = 8 a L = 40 par pas de 4 de droite a gauche.
Les calculs sont effectués au point pseudo-critique et les points adjacents sont obtenus
par repondération de I’histogramme. Les formes incohérentes en fin d’histogramme
(un deuxiéme pic pour les tailles L = 20 et L = 40 par exemple) signifient que la
repondération est effectuée trop loin de la température de simulation.
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FIG. 3.13 — En haut, le maximum de la susceptibilité (obtenu a partir de la figure 3.12)
est tracé en fonction de L = 2L.. Les points correspondant aux plus grandes tailles
sont bien décrits par la relation X,nqe ~ L2 aux barres d’erreur prés. La description
par le comportement normal X, ~ L? est nettement incompatible avec les donnés
numériques. En bas, I’exposant effectif obtenu par interpolation algébrique de la courbe
du haut est tracé en fonction de 1’inverse de la borne inférieure L,,;,, de I’intervalle
d’interpolation. Les points sont bien décrits par une relation linéaire qui tend vers la

valeur 2.48(10).
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Chapitre 4

Phénomenes critiques hors
équilibre

Le but de ce chapitre est de présenter une introduction au phénomene de vieillis-
sement. Dans un premier temps, on caractérise le vieillissement, puis on présente une
théorie d’échelle phénomenologique qui permet de reproduire le comportement aux
temps longs des grandeurs a deux temps. Enfin, on détaille les résultats connus pour
certains modeles paradigmatiques sur réseau.

4.1 Phénoménologie

4.1.1 Brisure de I’invariance par translation temporelle

L’un des postulats de la physique statistique a 1’équilibre est I’hypothese ergodique :
il est possible de remplacer les moyennes dans 1’espace des configurations par une
moyenne temporelle sur un temps suffisant pour que le systeéme visite chaque état de
I’espace des configurations un grand nombre de fois. Les grandeurs thermodynamiques
fluctuent temporellement autour d’une valeur moyenne. Les grandeurs G(t, s) qui sont
des fonctions a deux temps ¢ et s (s < t) dépendent uniquement de la différence ¢ — s
car le systéme est invariant par translation temporelle.
Cependant, lorsque le temps de relaxation excede les temps expérimentaux accessibles,
I’hypothese ergodique n’est plus vérifiée comme par exemple aprés une modification
rapide des parametres extérieurs. Le systeme évolue hors de 1’équilibre. Parmi ces si-
tuations hors équilibre, il existe une catégorie qui présente des caractéristiques univer-
selles : les systemes vieillissants. On rencontre des systémes vieillissants expérimentaux
parmi les liquides qui donnent lieu a une transition vitreuse comme certains polymeres
(voir par exemple les travaux pionniers de Struik [Stru78]), les verres structuraux [Ange95],
les verres de spins (voir [VincO7] pour une revue récente sur les verres de spins), les
gels colloidaux [Cipe00]. Du vieillissement se manifeste aussi dans des modeles fer-
romagnétiques simples comme le modele d’Ising bidimensionnel lors d’une trempe
dans la phase basse température ou a la température critique. L’étude des quantités a
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un temps ne permet pas de caractériser au mieux ce régime car leur décroissance est
tres lente et le systeme apparait presque a 1’équilibre. Les quantités a deux temps mani-
festent plus fortement I’entrée dans le régime hors de I’équilibre car elles présentent no-
tamment une brisure de I’invariance par translation temporelle i.e. G(t, s) # G(t — s).
Les fonctions a deux temps d’un systeme vieillissant dépendent simultanément des
temps t et s. Le temps s est appelé temps d’attente. Plus le temps d’attente est grand,
plus le systeme relaxe lentement. Ce phénomene est illustré sur les figures 4.1, 4.2,
4.3 et 44. On remarque que pour des valeurs de ¢ — s suffisamment faibles, les
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FI1G. 4.1 — Le facteur de structure d’un gel colloidal est mesuré apres avoir amené
le systeéme hors de 1’équilibre par protocole chimique (d’apres les travaux de Cipel-
letti et al [Cipe00]). Les données sont tracées en fonction de la différence ¢ — s pour
différents temps d’attente s écoulés apres 1’entrée des systemes dans un régime hors
de I’équilibre. Les courbes ne se superposent pas, ce qui indique une brisure de I’in-
variance par translation temporelle. De plus, la relaxation est d’autant plus lente que
I’age s est élevé : le systeme vieillit.

courbes se superposent indiquant I’existence d’un pré-régime de quasi-équilibre avant
le régime de vieillissement. Il est cependant possible de décrire toutes ces fonctions par
des courbes universelles a partir d’une hypothese d’échelle.

4.1.2 Cinétique de domaines

L’une des caractéristiques d’un systéme vieillissant est 1’existence d’un régime
d’échelle ou il est possible de définir des fonctions universelles pour des ages différents.
On parle aussi de régime de vieillissement. Ce régime est obtenu dans la limite s puis
t — oo (les limites ne commutent pas). On obtient des fonctions universelles en fonc-
tion des temps d’attente pour I’expérience présentée sur la figure 4.1 en divisant le
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FIG. 4.2 — Le facteur de structure d’un liquide vitreux est obtenu apres une trempe par
dynamique moléculaire. Les données sont tracées en fonction de ¢ — s pour différents
temps d’attente s = 0, 10, 100, 1000 et 39810 (de gauche a droite). La trempe est
effectuée entre les températures T; = 5 et Ty = 0.4 et le vecteur d’onde est ¢ = 7.2
(d’apres les travaux de Kob et Barrat [Kob97]).

temps de mesure par un temps caractéristique qui est une fonction du temps d’attente.
Les résultats sont présentés sur la figure 4.5. Dans I’insert, on constate la superposi-
tion du facteur de structure pour les différents temps d’attente en une seule fonction
universelle lorsqu’on divise le temps ¢ — s par un temps caractéristique 7(s). Dans
la figure principale, ce temps caractéristique est tracé en fonction du temps d’attente.
La dépendance asymptotique est algébrique avec un exposant proche de 1’unité. Les
courbes de la figure 4.2 obtenues par dynamique moléculaire peuvent également se su-
perposer en utilisant la variable d’échelle (¢t — s)/7(s) comme on le constate en haut
sur la figure 4.6. La dépendance du temps caractéristique 7(s) en fontion de s est tracée
en bas sur la figure 4.6.

On peut comprendre le phénomene dans le cas des ferromagnétiques préparés dans
un état initial désordonné puis trempé dans la phase basse température ou au point cri-
tique. Dans le cas du modele d’Ising bidimensionnel, on observe alors la croissance
de domaines ordonnés de taille caractéristique L(t). Dans la limite d’une taille infinie,
le systeme ne s’équilibre pas et demeure hors de 1’équilibre indéfiniment. Bien en-
tendu, un systéme fini s’équilibre aprés un temps suffisamment grand lorsque la taille
des domaines est comparable a la taille du systeéme. On constate deux comportements
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F1G. 4.3 — L’ autocorrélation spin-spin du modele d’Ising est obtenue apres une trempe
a la température T,./2 (en haut) et a la température critique 7, (en bas) en partant
d’un état initial désordonné. Les données sont tracées en fonction de ¢ — s. Apres un
régime de quasi-équilibre, les courbes se séparent ce qui met en évidence la brisure
de I'invariance par translation temporelle. Les données sont obtenues par simulation
Monte Carlo avec un systeme de taille 192 x 192. Pour la trempe critique, le temps
final est £y = 20000 et les moyennes sont effectuées sur 2000 histoires thermiques
alors que pour la trempe critique, le temps final est £; = 10000 et les moyennes sont
effectuées sur 5000 histoires thermiques.

différents pour une trempe sous-critique et une trempe critique. Le phénomene de crois-
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FI1G. 4.4 — La fonction de corrélation spatiale spin-spin a temps égaux du modele
d’Ising est tracée pour une trempe par dynamique de Glauber depuis un état désordonné
jusque dans la phase basse température (7../2) (en haut) et jusqu’au point critique (en
bas). Les données sont tracées pour différents temps écoulés depuis la trempe. Les
courbes ne se superposent pas. Pour les deux températures, nous avons utilisé des
réseaux carrés de taille 400 x 400 et les moyennes sont réalisées sur 2000 histoires
thermiques.

sance de domaines est illustré sur la figure 4.7 pour une trempe a la température 7 /2.
On peut déterminer la croissance de la taille des domaines en fonction du temps [Bray94] :
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FIG. 4.5 — 11 est possible de décrire les données de la figure 4.1 par une courbe univer-
selle en utilisant la variable d’échelle (t — s)/7(s) ou 7(s) est un temps caractéristique
fonction du temps d’attente selon 7(s) & s. La fonction d’échelle du facteur de struc-
ture est tracée dans ’insert et la dépendance du temps caractéristique 7(s) en fonction
de s est tracée dans la figure principale (d’apres les travaux de Cipelletti et al [Cipe00]).

L(t) ~ V7 4.1)

ou z est ’exposant dynamique dans la phase basse température dont la valeur est z =
2 [Bray94]. Lorsqu’on réalise une trempe a la température critique, on ne peut plus
parler de domaines ordonnés mais de domaines corrélés ou autosimilaires dont la taille
L(t) peut étre assimilée a la longueur de corrélation £(¢) ~ L(t). La croissance de ces
domaines est illustrée sur la figure 4.8. La longeur de corrélation croit comme :

&(t) ~ t/3e, 4.2)

ol z, est I’exposant dynamique critique qui vaut z. = 2.1667(5) [Nigh96]. Notons que
le modele d’Ising présente également du vieillissement en partant de 1’état fondamental
et en trempant le systéme a la température critique [Cala06].

A partir de ces deux protocoles, on s’apercoit que la croissance de la longueur ca-
ractéristique ne dépend que de 1’exposant dynamique z qui est un exposant universel
déterminé par le point fixe vers lequel se dirige le systéme par itération du groupe de
renormalisation a la température de trempe finale [Bray94]. 1l existe une seule lon-
gueur caractéristique dans le systeme. Nous avons eu un premier apergu de la portée de
cette hypothese qui permet de justifier les fonctions d’échelle indépendantes de I’age
du systeme dans les exemples présentés sur les figures 4.5 et 4.6. Nous allons dans
la suite considérer plus en détail le comportement de ces fonctions d’échelle pour les
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FIG. 4.6 — En haut, les données de la figure 4.2 se superposent lorsqu’on utilise la
variable d’échelle (¢t — s)/7(s) ot 7(s) est une fonction du temps d’attente s qui est
tracée sur le graphe du bas (d’apres les travaux de Kob et Barrat [Kob97])

modeles statistiques simples tel que le modele d’Ising.

4.2 Théorie d’échelle des fonctions a deux temps

Nous présentons dans cette section les différentes fonctions d’échelle que nous
serons amenés a utiliser par la suite. Le modele d’Ising sert une fois encore de support
a cette présentation.
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FI1G. 4.7 — Les figures représentent le modele d’Ising bidimensionnel pour un réseau
de taille 200 x 200 apres une trempe a la température 7,./2 par dynamique de Glau-
ber en partant d’un état initial désordonné représenté a gauche. Les différentes figures
correspondent a différents temps écoulés depuis la trempe : de gauche a droite ¢ = 0
(état initial), puis ¢ = 10, 100 et 1000. On constate I’apparition de domaines ordonnés
d’aimantation opposée dont la taille croit au cours du temps.

FIG. 4.8 — Les figures représentent le modele d’Ising bidimensionnel pour un réseau
de taille 200 x 200 trempé a la température critique 7, par dynamique de Glauber en
partant d’un état initial désordonné a gauche. Les différentes figures correspondent a
différents temps écoulés depuis la trempe : de gauche a droite ¢ = 0 (état initial), puis
t = 10, 100 et 1000. Des domaines autosimilaires se forment et croissent au cours du
temps.

4.2.1 Les fonctions de corrélation

Il est possible de mettre en évidence la longueur caractéristique en calculant par
exemple la corrélation a temps égaux C (7, t) définie par :

C(r,t) = (5:(1)S;(1)) , 4.3)

ot le symbole (. . .) signifie une moyenne sur les histoires thermiques et r = |7; — 7.
Remarquons qu’il n’est pas nécessaire de retrancher le terme (.S;(¢))(.S;(¢)) qui est nul
dans le régime de vieillissement. Pour une trempe critique, il n’y a pas de domaines
ordonnés, mais des domaines critiques autosimilaires d’aimantation nulle. Pour une
trempe sous-critique, il existe des domaines ordonné d’aimantation non nulle pour une
configuration initiale donnée. Mais a partir d’une configuration initiale aléatoire, un



4.2. THEORIE D’ECHELLE DES FONCTIONS A DEUX TEMPS 89

site ¢ possede une chance égale d’acquérir une valeur d’aimantation et la méme valeur
opposée. Donc la moyenne sur les histoires thermiques annule 1’aimantation moyenne :
(Si(t)) = 0. Nous avons déja commenté le comportement de la fonction de corrélation
a I’équilibre dans la premiere partie. Dans la phase basse température C'(r) ~ C(r/§)
ol C(x) est une fonction qui décroit exponentiellement pour 2 >> 1. Au point critique,
I’autosimilarité conduit 2 une modulation de la corrélation par un terme algébrique
C(r) ~ Clr/€) fri=2+n.

Apres une trempe, des domaines de taille caractéristique L(t) se forment et la mesure
de la corrélation C'(r, t) conduit a des courbes différentes comme on peut le voir sur la
figure 4.4 pour une trempe a T../2 (en haut) et T, (en bas).

L’hypothése d’échelle dynamique postule que L(t) est la seule longueur caractéristique
dans le systeme au temps t¢. Ainsi, lorsqu’on norme toutes les longueurs du systeme
a un instant ¢ par cette longueur caractéristique, deux systemes a des temps différents
apparaissent statistiquement identiques. On s’attend donc a des fonctions de corrélation
de la forme :

O(r,t) ~ C2P(r/t'/?) pour une trempe sous-critique (”’sc”) , (4.4)
sp tl/Zc
C(r,t) ~ % pour une trempe critique (”c”). 4.5)

Les fonctions d’échelle C3P(r/t'/%) et C3P(r/t'/#) dans le cas du modele d’Ising
bidimensionnel sont tracées sur la figure 4.9, ou on constate que les mémes données
de la figure 4.4 se superposent comme lorsqu’on norme les distances par la longueur
caractéristique au temps de la mesure.

Définissons maintenant la fonction d’autocorrélation par :

N
Clt,9) = 5 S USH)S:(0) 6)

Nous avons déja constaté la brisure de 1’invariance par translation temporelle aux temps
longs sur la figure 4.3. Nous pouvons désormais commenter davantage cette figure et
notamment le régime de quasi-équilibre ou les courbes se superposent en fonction de
t—s pour des temps ¢ et s comparables. Grice a I’'image de croissance des domaines, on
s’apergoit qu’un spin a I’intérieur d’un domaine équilibré ressent uniquement des fluc-
tuations d’équilibre tant qu’il n’est pas atteint par la paroi d’un autre domaine. Le temps
caractéristique apres lequel un spin commence a ressentir le mouvement des parois
pour un systeme d’age s est de I’ordre de s!/% lors d’une trempe critique et s'/# lors
d’une trempe sous-critique. Les grandeurs a deux temps se comportent donc comme a
I’équilibre dans ce régime. Cet argument permet également d’obtenir le préfacteur des
fonctions d’échelle en prenant la limite ¢ — s [GodrOOb]. La fonction d’autocorrélation
(4.6) se comporte comme :

C(t,s) ~ (M(s)M(t)) = (MZ(s)). (4.7)

t—s

Pour une trempe sous-critique, les domaines possédent une aimantation au carré
M2 (s) ~ M2, = Cste dont la dépendance est faible en fonction de la taille L(s)
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FI1G. 4.9 — La fonction de corrélation spatiale spin-spin a temps égaux du modele
d’Ising pour une trempe par dynamique de Glauber depuis un état désordonné est
tracée pour deux températures de trempe finale : jusque dans la phase basse température
(T./2) en haut et jusqu’au point critique en bas. Les données sont les mémes que pour
la figure 4.4 mais tracées en normant r par les longueurs caractéristiques L(t) = t1/2
(en haut) et L(t) = t1/2-1667 (en bas). Les courbes se superposent pour des temps
suffisamment grands. Cette superposition illustre I’hypothese d’échelle dynamique : il
existe une seule longueur caractéristique dans le systeme.

qui est rapidement plus grande que la longueur de corrélation. Pour une trempe cri-
tique, les domaines possédent au temps s une aimantation au carré MZ, (s) dont la
valeur dépend directement de la taille des domaines, par analogie avec les effets de
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taille finie & I’équilibre, sous la forme M2, (s) ~ £(5)728/v ~ §728/(v2) On pose
a. = 28/(vz.) = (d —2+n)/z.. Notons que ces arguments habituellement présentés
ont une valeur purement dimensionnelle. Le préfacteur s~ ¢ provient en fait de la
contribution d’équilibre de I’autocorrélation Ceq(t, s) ~ (t — s)~%. Par continuité, on
doit retrouver cette expression pour des temps de mesure ¢ — s. Ce terme est d’ailleurs
justifié par les modeles exactement solubles tels que le modele sphérique [GodrOOb] et
le modele XY dans I’approximation des ondes de spin (voir la section 4.3). Ce terme
peut se réécrire sous la forme (t —s) % = s % (¢/s—1)"% e §7%(t/s)"%. Le

rapport ¢/s vient par la suite s’ajouter 2 la contribution de vieillissement décrite plus
bas qui s’exprime aussi comme un rapport ¢/s.

Aux temps longs, le systéme vieillit. On fera I’hypothese que la fonction a deux temps
ne dépend que de L(t)/L(s) pour une trempe sous-critique et £(¢)/£(s) pour une
trempe critique i.e. le rapport des longueurs caractéristiques aux deux temps considérés.
11 vient pour une trempe sous-critique :

Oty s) ~ M Coc(E(1)/€()) ~ MZ,Csclt/s) (4.8)

ol Cy.(z) et Cso(x) sont des fonctions d’échelle, tandis que pour une trempe critique :
Oty s) ~ s~ Ce(&(t) /E(5)) ~ 57 %Ce(t/s), (4.9)

ot C, () et C.(z) sont des fonctions d’échelle. D’aprés la discussion qui précede, il est
possible de réécrire I’expression précédente sous la forme :

Oty s) ~ (t = 5) 7 CI(E() /£(5)) ~ (t = 5)7C™(t/s) (4.10)

ot C¥(x) et CY"(x) sont des fonctions d’échelle. Nous avons tracé les fonctions
d’échelle de ’autocorrélation Cy.(t/s) ~ C(t,s) et Co(t/s) ~ s%*C(t,s) sur la fi-
gure 4.10 pour le modele d’Ising bidimensionnel. Elles présentent une décroissance
asymptotique algébrique. Pour une trempe sous-critique :

Coclx) ~ a2, (@.11)

ou A est un nouvel exposant introduit dans le contexte des verres de spins [Fish88a].
Pour une trempe critique, on a :

Co(z) ~ x7e/?e | (4.12)

ol A, est aussi un nouvel exposant [Huse89] qui est relié a la classe d’universalité du
modele selon les arguments du groupe de renormalisation appliqué aux phénomenes
hors de 1’équilibre [Jans89]. Notons qu’on peut aussi définir la fonction d’échelle in-
tervenant dans (4.10) par :

Cé)ts(x) ~ x—)\c/zc""ac ~ $_¢, (413)

ol ¢ = A\./z. — a.. On peut relier la valeur de I’exposant \. a celle de I’exposant 6
(appelé initial slip exponent en anglais) introduit dans la dynamique aux temps courts
(de I’anglais short-time dynamics) par la relation [Jans89] :

Ao=d—z0. (4.14)
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FIG. 4.10 — Les fonctions d’échelle Cs.(t/s) ~ C(t,s) et Co(t/s) ~ s*C(t,s)
définies dans les expressions (4.8) et (4.9) de I’autocorrélation du modele d’Ising pour
une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température 7../2 (en haut)
et T, (en bas) sont tracées en fonction de la variable d’échelle ¢/s. Les courbes sont
indistinguables aux barres d’erreur pres pour la trempe critique. De plus, on constate
une décroissance algébrique pour un rapport ¢/s > 1. Pour la trempe sous-critique,
on a réalisé un agrandissement dans 1’insert pour les trois plus grands temps d’attente
afin de constater 1’accumulation des courbes, mais le régime algébrique asymptotique
n’est pas vraiment prononcé pour ce choix de parametres : le régime asymptotique est
atteint pour des valeur de s et ¢ plus grandes que pour une trempe critique. On a uti-
lis€ un réseau de taille 192 x 192, un temps final £; = 10.000 et une moyenne sur
5000 histoires thermiques pour la trempe critique et un réseau de taille 384 x 384, un
temps final £y = 20.000 et une moyenne sur 300 histoires thermiques pour la trempe
sous-critique.
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L’exposant 6 est défini lors d’une trempe jusqu’a la température critique depuis un état
initial a haute température qui possede cependant une faible aimantation my. La forme

d’échelle dynamique pour le %1°Me oment M (%) de I’aimantation s’écrit alors :
MW (2, 7,mg) = b= /Y ME) (b2t b1V 1, b™0my) (4.15)

ou dans ce contexte ¢ est le temps, 7 la température réduite, b est le facteur de réduction
spatial et x( est la dimension anormale de 1’aimantation initiale. A partir de cette hy-
pothese, il est possible de montrer que 1’aimantation M (t) commence par croitre se-
lon M(t) ~ mot? dans la limite t — 0 avant de décroitre selon M (t) ~ t=8/(¥2)
dans la limite ¢ — oo (voir [Zhen98] pour une revue). L’exposant 6 est lui-méme
relié a la dimension anormale xq (définie dans (4.15)) de 1’aimantation initiale par
0 = (zg — B/v)/z.. 1l faut noter que la relation (4.14) est valable uniquement pour
des états initiaux sans corrélation spatiale a longue portée [KornO7]. Les valeurs des
exposants \./z., 0 et z. pour une liste de modeles sont rassemblées dans la table 4.1
(la plupart des valeurs sont extraites de I’ouvrage [Henk08]).

4.2.2 Les fonctions de réponse

La fonction d’autoréponse se mesure selon le protocole suivant : on applique un
champ infinitésimal sur un site au temps s et on mesure la moyenne du spin sur le
méme site au temps ¢. Le protocole de mesure de la réponse est illustré a gauche sur la
figure 4.11. Le couplage s’effectue par couplage des spins avec un champ en ajoutant
un terme Zeeman au hamiltonien :

N

—th‘Sz‘~ (4.16)

=1

La définition de 1’autoréponse est :
N
1 5(Si(t))
t,8) = —
Rit,s) = 5 ; Shi(s)

ot N = Lx L représente le nombre de sites du réseau et h;(s) est un champ magnétique
appliqué au site ¢ au temps s. Pour une trempe sous-critique, il est raisonnable, par ana-
logie avec 1’autocorrélation, de supposer un comportement de la forme [GodrOOb] :

, “4.17)
h=0

R(t,s) ~ s "'R(t)s), (4.18)

t,s—00

oll Rs.(z) est une fonction d’échelle dont le comportement asymptotique est le méme
que pour I’autocorrélation (4.12) [GodrO0b] :

Re(z) ~ z7M/7, (4.19)

t,s—00

La valeur de I’exposant a a donné lieu a un débat dans la littérature entre a = 1/4
[Corb02, Corb03, Corb05] et @ = 1/2 [Henk03a, Henk03b, Henk04, Henk05a]. On
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Modele Dimension | Référence Méthode | \./zc 0 Ze
Sphérique d=3 [Godr00b] Exact 3/4d—1 | 1—-d/4 2
d>4 [Godr00b] Exact d/2 0 2
Sph. LP || o <d <20 | [BaumO7b] Exact 3/4d—o/2 | 1—d/(20) | o
(0 <2)
d> 20 [Baum07b] Exact d/2 0 o
Ising 1 [Godr00a, Lipp00] | Exact 1/2 0 2
2 [Gras95] MC 0.191(3) 2.172(6)
[Nigh96] MC 2.1667(5)
[Okan97] MC 0.737(1) 2.155(3)
[Chat04] MC 0.738(21)
[Chat04] MC [tr] | 0.739(22)
[Chat04] MC [he] | 0.731(17)
3d [Gras95] MC 0.104(3) 2.032(4)
[Jast99] MC 0.108(2) 2.042(6)
[1to00] MC 2.055(10)
Horloge 3 || 2d [Okan97] MC 0.839(1) 0.075(3) 2.196(8)
états
[Silv02] MC 2.198(2)
[Chat04] MC 0.844(18)
[Chat04] MC [tr] | 0.845(20)
[Chat04] MC [hc] | 0.844(16)
Horloge 4 || 2d [Silv02] MC 2.290(3)
états
[Chat04] MC 0.99(12)
[Chat04] MC [tr] | 0.99(17)
[Chat04] MC [he] | 0.97(8)
[Silv04] MC —0.0429(11)
Ashkin- 2 [Chat04] MC 0.802(20)
Teller
Baxter-Wu || 2 [Chat04] MC 1.13(6)
Ising Mul- || 2 [Chat04] MC 0.977(25)
tispin
Heisenberg || 3 [Fern06] MC 0.482(3) 1.976(9)
ISG 3 [HenkO5b] MC [bi] | 0.362(5)
[HenkO5b] MC [ga] | 0.320(5)
4 [HenkO5b] MC [bi] | 0.615(10)
[HenkO5b] MC [ga] | 0.68(1)
FFIM 2 [cette these] MC [ff] | 1.02(2) 2.004(9)
[cette these] MC [at] | 1.02(2) 1.992(16)
FFXY 2 [cette these] MC [ff] | 0.98(5)
(chiralit€)
FFXY 2 [cette these] MC [ff] | 0.74(3) 2
(spins)

TAB. 4.1 — Valeurs des exposants \./z., 0 et z. de I’aimantation pour une trempe de-
puis une température infinie jusqu’au point critique. Les réseaux utilisés sont indiqués
par [tr] pour le réseau triangulaire ferromagnétique, [hc] pour le réseau en nid d’abeille
(de I’anglais honeycomb), [ff] pour le réseau carré compleétement frustré, [at] pour le
réseau triangulaire antiferromagnétique, , [bi] et [ga] pour des constantes de couplages
choisies selon une distribution de probabilité binaire ou gaussienne respectivement. Si-
non, le réseau est ferromagnétique carré. La notation MC signifie une méthode Monte
Carlo. Les notations sph. LP, ISG, FFIM et FFXY correspondent respectivement au
modele sphérique a longue portée ol o est un parametre caractérisant la décroissance
des interactions, au modele de verre de spin de type Ising (de 1’anglais Ising Spin Glass)
au modele d’Ising completement frustré 2d et au modele XY compleétement frustré 2d.
(la plupart des valeurs sont extraites de 1’ouvrage [HenkO8]).
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peut consulter 1’ouvrage [Henk08] pour une discussion plus détaillée de ce point. Les
arguments de [Henk03a, Henk03b, Henk04, HenkO5a] ainsi que les données numériques
de I’article [Chat03] permettent de conclure en faveur de la valeur ¢ = 1/2. Pour une
trempe critique, les résultats exacts pour le modele sphérique [Godr0OOa] suggerent un
comportement identique & 9;C(t, s). En utilisant (4.9), il vient :

R(t,s) ~ s % 'R (t/s), (4.20)

ol R.(z) est une fonction d’échelle dont le comportement asymptotique est le méme
que pour I’autocorrélation (4.12) [GodrO0b] :

Re(x) ~ z™2e/%e 4.21)

On constate en général que A\, = .. La fonction d’autoréponse est difficile & me-
surer en pratique. Il est souvent préférable d’utiliser des réponses intégrées. Il existe
le protocole TRM de ’anglais ThermoRemanent Magnetization qui consiste a placer
le systeme dans un champ magnétique faible entre le moment de la trempe jusqu’au
temps d’attente. La mesure est alors effectuée sans champ appliqué. Il existe aussi le
protocole ZFC de I’anglais Zero-Field Cooled. La trempe est effectuée sans champ. Le
champ est appliqué a partir du temps d’attente. Les protocoles pour ces deux types de
réponses intégrées sont schématisés sur la figure 4.11. Nous utiliserons dans la suite

Réponse Réponse TRM Réponse ZFC
h A h A h A

mesure mesure mesure

t t

S t S

FI1G. 4.11 — Nous avons représenté le protocole pour différents types de fonction de
réponse. La trempe est effectuée au temps ¢ = 0 et s est le temps d’attente. A gauche,
la fonction de réponse est mesurée apres une impulsion de champ magnétique au temps
s. Au milieu, la réponse intégrée TRM est obtenue en appliquant un champ entre les
temps 0 et 5. A droite, la réponse intégrée ZFC est obtenue en appliquant un champ
pendant la mesure, a partir du temps s.

les définitions suivantes :
rS

prin(t,s) = kT / R(t, u)du, (422)
0

et
t
pzrc(t,s) = kBT/ R(t,u)du. (4.23)
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Il existe plusieurs fagons de mesurer la fonction de réponse pour un ferromagnétique
lors d’une simulation Monte Carlo. On peut effectivement appliquer un champ magné-
tique faible (voir [Barr98] par exemple). Mais ce protocole peut mener a 1’apparition
de termes non linéaires si le champ est trop fort. Nous avons utilis€ une méthode al-
ternative dite sans champ, ou on utilise les propriétés de 1’équation maitresse. Cette
méthode fut d’abord présentée dans [Chat03] puis dans [Ricc03]. Rappelons quelques
généralités pour décrire les grandes lignes de cette méthode. Plus de détails sont dis-
ponibles dans [Chat03]. L’évolution temporelle d’un systeéme de spins sur réseau est
décrite par 1’équation maitresse :

P({o}t+1) =Y t({o'} = {o},t)P({o'}.1), (4.24)
{0’}

ol {o} est une configuration de spins, P({c},t) la probabilité d’obtenir la configura-
tion {o} au temps ¢ et 7({o’} — {o}) le taux de transition par unité de temps entre
la configuration {¢’} et {c}. Une configuration est a I’équilibre lorsque sa probabilité
P.,({o}) ne dépend pas du temps :

9Peq({0})

b =0. (4.25)

Remarquons que le taux de transition doit satisfaire la relation :

Y r({o =o't =1, (4.26)
{o'}

et récrivons (4.24) :

P({o},t+1)-P({c},t) = > 7({o'} = {o},) P({o'},t)~7({o} — {o'}, ) P({o},1).
{o’}
4.27)
La condition de stationnarité (4.25) est satisfaite si on impose la condition dite du bilan
détaillé :

T({o'} = {o}, ) Peg({0"}) = 7({o} = {0}, 1) Peg({0}) . (4.28)

En supposant que la probabilité d’équilibre est donnée par la statistique de Boltzmann,
on peut récrire (4.28) sous la forme :

r({o'} = {oh,)e PHUTD = ({0} — {0’} t)e PHUTD | (4.29)

({0} = {oht) _ as
({0} = {o'}.1) ’ 30

ou AE = H({o'}) — H({o}) est la différence d’énergie entre les configurations de
spins finale et initiale. Le principe de la simulation Monte-Carlo est de trouver un test
satisfaisant la relation (4.28). Pour un systeéme de spins, il est courant d’utiliser une
méthode de tests locaux appelée single flip en anglais o I’on choisit un spin o; au
hasard auquel on attribue de maniere aléatoire un spin 6; # o;. La transition o; —
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0; est acceptée avec un taux de transition satisfaisant (4.28). Prenons par exemple la
dynamique de Glauber [Glau63] que nous pouvons écrire sous la forme compacte :

50(751. + 50(75i67ﬂAE
r({o"y = {oh ) = |1 00,0y | =5 4.31)
i

Soulignons que sous cette forme, la condition (4.26) est explicitement satisfaite. Ecrivons
la fonction de corrélation du parametre d’ordre sous la forme :

Ciltis) = (mi(tym;(s))., 432)
= Y mieDPUo) o'}, simy({o NP0’} s) . (4.33)
{o}{o"}

Afin de calculer la réponse du parametre d’ordre local a un champ infinitésimal, on
introduit un terme Zeeman —h;m; au taux de transition (4.31) :

St o 4 B0 5 e—BAE+Bh(mi ({7 —mi({o})

T{o} = Aot = 1;[ 00,05 1+ e PAEFBR:(mi((G)—mi({e)
7 (4.34)
60{_0v€ﬁhim’3({”}) + 0, &vefﬁAE+ﬁhim,;({&})
= 1100,y | = mion 1o taETARmD (4.35)
J#i
La valeur moyenne du parametre d’ordre du site ¢ au temps ¢ s’écrit sous la forme :
(me(t)) = Y _mr({c})P({o} 1), (4.36)
{o}
= > m({o)P({o},tl{o"},s + )P({o'}, 5 +1),
{o}.{o"}
= Y ml{oh)P{oh o'y s + Dr({o” — o'}, s)P({0"},5).
{a{}[;{”a}'},

La réponse linéaire est définie par (4.17) comme la réponse du parametre d’ordre lo-
cal (m;(t)) & un champ infinitésimal h;(s) appliqué au temps s. Or dans I’expression
(4.36), la seule quantité dépendant de h;(s) est le taux de transition 7({c” — o'}, s).
Il vient :

0
("t = {o'h) =
8hz(s) h=0
b Sy O_,eﬁhimi({a”}) + 0y &_e—BAE—&-Bhimi({&})
= 60’” o’ e 1" o= i
Ohi(s) ]1;;[Z 3% eBhimi({c”}) 4 ¢—BAE+Bhimi({5})

m;({o" m;({5))e PAE
= 5 (mitto'p - AEDELET ) (o) — (0110,
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ol ¢; = 1 si le spin concerné dans la transition {o”’} — {c’} est situé sur le site i
et ¢; = 0 sinon. En utilisant cette derniere expression dans la définition de la réponse
linéaire, on obtient :

O (ma (1))

Rij(t,s) = Oh;(s)

7

h—0

or

{o}.{o"3,
{o"}

= Blmi(t) (mi(s +1) —m]" (5)) eis)) ,

ot m!V est la valeur moyenne de I’aimantation au temps s de la valeur initiale du
spin avant le test avec la valeur du spin proposée pour le test. Nous considérerons
par la suite I’autoréponse R;; (¢, s). Nous obtenons ainsi une expression de la réponse
linéaire calculable numériquement de facon simple sans avoir recours a ’application
d’un champ dans le systeme.

4.2.3 Le rapport fluctuation-dissipation

A T’équilibre thermodynamique, les fonctions d’autocorrélation et d’autoréponse
sont reliées par le théoréme fluctuation-dissipation ou TFD (voir par exemple les re-
vues [Cala05, Cris03] et leurs références) :

kpTR(t,s) = 0,C(t,s). (4.38)

On peut généraliser cette relation a différentes observables locales comme I’énergie
[Cala05, Maye03]. Lorsque le systeme est hors de 1’équilibre, les hypothéses qui menent
a la relation (4.38) ne sont plus valables. L’étude du vieillissement pour le modele p-
spin sphérique [Cugl93] montre qu’on peut généraliser le TFD en écrivant une égalité
effective. La déviation par rapport au TFD est incluse dans une fonction X (¢, s) ap-
pelée rapport fluctuation-dissipation ou RFD [Cugl93, Cugl94, Fran94, Cugl95] :

- k‘BTR(t, S)

X(t.s) = 2 o0 (4.39)

Le RFD prend évidemment la valeur X (¢, s) = 1 a I’équilibre de fagon a retrouver le
TFD (4.38). Le RFD peut également étre interprété en terme de température effective
Ters = T/X(t,s) [Cug97, Nieu98]. Cette interprétation est justifiable si le RFD ne
dépend pas de 1’observable. On peut lire les articles [Maye03] et [Cala05] pour une
discussion sur ce sujet. Dans le régime de vieillissement, il a été conjecturé [Cugl94]
que le RFD devient une fonction de I’autocorrélation uniquement. Cette hypothese
est justifiée notamment par 1’étude des modeles de type champ moyen de verres de
spins [Cugl94, Cugl95]. Lorsqu’on effectue une trempe sous-critique, le RFD s’annule.
Ce résultat est manifeste a partir des expressions (4.8) pour 1’autocorrélation et (4.18)
pour 1’autoréponse, combinées aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et
en prenant A" = \. En revenant a la définition (4.39), il vient :

X(t,s) ~s7*. (4.40)

> ml{ehPUahiiehs+ 1) (G ) ("= (DPUa"s),

(4.37)
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La superposition de s*X (¢, s) pour des grandes valeurs de la variable d’échelle (¢t —
s)/s a été observée pour une trempe & =~ (3/4)T, [Chat03]. Lorsqu’on effectue une
trempe au point critique, le RFD prend une valeur asymptotique X, définie par :

Xoo = lim X(¢,5), (4.41)

t,s—00

ol les limites entre ¢ et s ne commutent pas. On s’en apercoit avec le modele d’Ising
a partir des expressions (4.9) pour I’autocorrélation et (4.20) pour 1’autoréponse, com-
binées aux comportements asymptotiques (4.12) et (4.21), et en prenant A\, = A.. En
revenant a la définition (4.39), les dépendances temporelles disparaissent [Godr0Ob] :

l//\c —25&

X =
° vz, Agr’

(4.42)

ou Ac et Ag sont les amplitudes de 1’autocorrélation et de 1’autoréponse respective-
ment. Puisque X, fait intervenir des rapport d’amplitudes et des exposants d’équilibre,
elle peut étre considérée universelle. Cette propriété d’universalité est vérifiée pour les
modeles exactement solubles tels que la chaine d’Ising [Godr00a, Lipp00, Kope89], le
modele sphérique en dimensions d > 3 [GodrOOb] et le modele gaussien [Cug94] et
elle est justifiée pour les modeles non solubles par les arguments du groupe de renor-
malisation et d’invariance d’échelle qui sont applicables au point critique [Godr00a,
Godr00b, Cala02a, Cala04]. La table 4.2 résume les valeurs X, pour une liste de
modeles (la plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).

Depuis les résultats analytiques sur les modeles de verres de spins de type champ
moyen [Cugl94, Cugl95] on a vu apparaitre dans la littérature des travaux ou le RFD
est obtenu a partir de la pente des réponses intégrées tracées en fonction de 1’auto-
corrélation (Fluctuation-Dissipation plot ou FD plot en anglais). De telles mesures
expérimentales de RFD ont été réalisées notamment a partir de verres de spins [Heri02]
et a partir de cristaux liquides [Joub09]. On peut également consulter I’article [Barr98]
et ses références pour des mesures a partir de simulations numériques. Cependant, il
faut faire attention a la méthode utilisée comme 1’ont remarqué Mayer et al [Maye03].
L’analyse doit étre réalisée a un temps ¢ fixé et avec un temps s qui varie et non pas a
s fixé et avec ¢ qui varie comme on peut le voir habituellement. La distinction entre les
méthodes s’obtient en revenant a la définition (4.39) du RFD :

kBTR(t, S)
< kpTR(t,s) = X(t,$)0:C(t,s). (4.44)

Commencons par la réponse intégrée ZFC définie par I’expression (4.23). Elle s’obtient
en intégrant les deux membres de (4.44) par rapport a s, pour un temps ¢ fixé :

t t
pzrc(t,s) = k;BT/ R(t,u)du:/ X (t,u)0,C(t,u)du . (4.45)
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Modele Dimension Référence Méthode Xoo
Marche aléatoire || Vd [Cug94] Exact 1/2
Gaussien Vd [Cug94] Exact 1/2
Sphérique 3 [Godr00b] Exact 1-2/d
d>4 [Godr00b] Exact 1/2
Sph.LP (0 <2) || 0 <d < 20 | [Baum07b] Exact 1—0o/d
d> 20 [BaumQ7b] Exact 1/2
Ising 1 [Godr00a, Lipp00] | Exact 1/2
2 [Godr00b] MC 0.26(1)
[Cala02b] TC O(¢%) | 0.30(5)
[Maye03] MC 0.340(5)
[Chat03] MC 0.33(2)
[Sast03] MC 0.33(1)
[ChatO4] MC 0.328(1)
[Chat04] MC ] | 0.323(1)
[Chat04] MC [hc] 0.328(1)
3 [Godr00b] MC ~ 0.40
[Cala02b] TC O(¢%) | 0.429(6)
Horloge 3 états 2 [Chat04] MC 0.406(1)
[Chat04] MC [tr] 0.402(3)
[Chat04] MC [he] | 0.404(1)
Horloge 4 états 2 [Chat04] MC 0.459(8)
[Chat04] MC [tr] 0.460(4)
[Chat04] MC [hc] 0.467(21)
Ashkin-Teller 2 [Chat04] MC 0.403(8)
Baxter-Wu 2 [Chat04] MC 0.548(15)
Ising Multispin 2 [Chat04] MC 0.466(3)
Ising dilué 3 [Sche05] TC 1/2 — /3¢/424
XY 3 [Cala02b] TC O(e?) | 0.416(8)
[Abri0dc] MC 0.43(4)
Heisenberg 3 [Cala02b] TC O(%) | 0.405(10)
RFIM 3 [Cala02c] TC O(v/e) | ~ 0.416
ISG 3 [HenkO5b] MC [bi] 0.12(1)
[Henk05b] MC [ga] 0.09(1
4 [HenkO5b] MC [bi] 0.19(1)
[HenkO05b] MC [ga] 0.16(1
Cardy-Ostlund 2 [Sche04] RGO(%) | (2+2e7E7)7 !
FFIM 2 [cette thése] MC [ff] 0.33(1)
[cette these] MC [at] 0.33(1)
FFXY((chiralité) 2 [cette these] MC [ff] 0.405(5)
FFXY (spins) 2 [cette these] MC [ff] 0.385(15) (TEE)
XY 2 [cette these] MC 0.215(15) (T xT)

TAB. 4.2 — Valeurs du RFD de I’aimantation pour une trempe depuis une température
infinie jusqu’au point critique. Les réseaux utilisés sont indiqués par [tr] pour le réseau
triangulaire ferromagnétique, [hc] pour le réseau en nid d’abeille (de 1’anglais honey-
comb), [ff] pour le réseau carré completement frustré, [at] pour le réseau triangulaire
antiferromagnétique, [bi] et [ga] pour des constantes de couplages choisies selon une
distribution de probabilité binaire ou gaussienne respectivement. Sinon, le réseau est
ferromagnétique carré. Les méthodes sont abrégées par MC pour Monte Carlo, TC pour
théorie des champs et RG pour groupe de renormalisation. Les notations RFIM, FFIM,
sph. LP, ISG correspondent respectivement au modele d’Ising en champ aléatoire
de I’anglais Random Field Ising Model, au modele d’Ising completement frustré, au
modele sphérique a longue portée oll o est un parametre caractérisant la décroissance
des interactions et au modele d’Ising de type verre de spin (de I’anglais Ising Spin
Glass). Pour les résultats de théorie des champs, e = 4 — d. Pour le modele de Cardy-
Ostlund, 7 = (T' — T,)/T,, T, est la température de transition vitreuse et yg est la
constante d’Euler (la plupart des valeurs sont extraites de [Cala05] et [Henk08]).
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En se placant dans le régime de vieillissement la limite (4.41) nous permet d’écrire :

¢
tlim pzrc(t,s) = Xoo/ 0sC(t,u)du, (4.46)
= Xo(C(t,t)-C(t,s)), (4.47)

=1
= Xo(1-0C(ts)), (4.48)

ce qui nous permet d’obtenir X, par régression linéaire. Dans les régimes d’équilibre
et de quasi-équilibre, puisque X (¢,s) = 1, on obtient & partir de (4.45) aprés avoir
posé X (t,u) =1:

pzro(t,s) =1—C(t,s). (4.49)

Afin d’illustrer ces expressions, nous avons tracé la réponse intégrée ZFC en fonction
de ’autocorrélation sur la figure 4.12 pour le modele d’Ising 2d trempé depuis la phase
haute température jusqu’a la température critique. L’analyse est réalisée pour ¢ fixé et
s qui varie (en haut) et pour s fixé et ¢t qui varie (en bas). La réponse intégrée TRM
s’obtient en intégrant les deux membres de (4.44) toujours par rapport a s et pour un
temps ¢ fixé selon :

prans(ts) = kpT / " R(t u)du = / T X (w0 C(t u)du. 4.50)
0 0

Dans le régime de vieillissement, cette relation devient :

Jim prav(ts) = Xe / 9,0(t u)du, 4.51)
,8—00 0
= Xoo(C(ts) — C(t.0)), (4.52)
——
<C(t,s)
N~ XoClts). (4.53)

11 est également possible d’extraire la valeur asymptotique X, en tracant pr (2, s)
en fonction de C(t, s). Dans le régime de quasi-équilibre, on obtient & partir de (4.50)
en posant X (t,u) =1:

pTR]W(t7 5) = C(t, S) — C(t, O) ~ C(t, S) . (454)
——
<LC(t,s)

4.3 Vieillissement du modele XY 2d

4.3.1 Propriétés a I’équilibre

Le hamiltonien du modele XY bidimensionnel s’écrit :

HXY = —J Z g;:u g,,:‘/ = —J Z COS (977_ 0?’) 5 (455)

(7.7 (7.7
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FIG. 4.12 — La fonction de réponse intégrée ZFC pzprc(t, s) du modele d’Ising 2d
trempé depuis la phase haute température jusqu’a la température critique est tracée en
fonction de I’autocorrélation de fagon a mesurer le RFD qui correspond a la pente (sui-
vant ’expression (4.48)) dans le régime de vieillissement i.e. pour les valeurs faibles
de la fonction d’autocorrélation, a gauche des figures. En haut, I’analyse est effectuée
de facon correcte pour un temps ¢ qui est fixé et un temps s qui varie. En bas, I’analyse
est effectuée de fagon incorrecte pour un temps s qui est fixé et un temps ¢ qui varie.
Le premier cas permet de retrouver I’estimation du calcul direct X, = 0.330(5) tan-
dis que le second mene a une valeur clairement incompatible. La droite en pointillés
correspond a 1’expression (4.49) obtenue avec le théoreme fluctuation dissipation qui
est valable dans le régime de quasi-équilibre i.e. pour les grandes valeurs de la fonction
d’autocorrélation, a droite des figures.
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ot les spins S possedent deux composantes. Le théoréme de Mermin-Wagner [Merm66,
Hohe67] assure qu’un systeme de spins a symétrie continue ne peut présenter une ai-
mantation macroscopique en 1’absence de champ magnétique. Il n’existe donc pas de
transition entre une phase ordonnée et une phase désordonnée. Cependant, le modele
sert de paradigme pour les transitions topologiques mises en évidence par Berezinskii,
Kosterlitz et Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. On parle aussi de transition BKT
(I’acronyme provient des initiales des auteurs précédents) ou transition de type XY.

Le modele contient des défauts topologiques appelés vortex. Si un vortex est contenu
a 'intérieur d’un contour orienté et fermé C, alors la circulation autour de ce contour
vaut :

7{ divoy = £2mq, (4.56)

ol ”q” est la charge ou vorticité d’un défaut topologique. Les charges ¢ = 41 sont
favorisées par rapport aux charges plus élevées qui nécessitent plus d’énergie. Deux
défauts topologiques de charges opposées g = +1 sont représentés sur la figure 4.13.
Ces défauts topologiques sont libres dans la phase haute température et liés par paires
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FIG. 4.13 — Paires de défauts topologiques de charges opposées ¢ = £1 dans le modele
XY. Sur un cercle de rayon R entourant un vortex, le gradient vérifie |V0| = 1/R.

de charges opposées dans la phase basse température. Cette transition s’effectue a la
température de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] notée T2 .

L’énergie E, d’un vortex isolé de charge g a I’intérieur d’un cercle de rayon R s’écrit :

J [T ra?
B, =3 / dF<V9> =1J¢* n(R/a) ~ n(R/a). (4.57)

a
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L’énergie d’un vortex isolé diverge logarithmiquement en fonction de la distance par
rapport a son cceur, d’ou I’écrantage a basse température. Cette expression permet
également de comprendre pourquoi les charges +1 sont favorisées. L’entropie S, as-
sociée a la création d’un vortex dans le cercle de rayon R est S, ~ In ((R/a)?) ou
(R/a)? donne I’ordre de grandeur du nombre de possibilités de placer le coeur sur I'un
des sites. L'énergie libre F,, s’écrit :

F, =B, — TS, ~ (xJ — 2T)In(R/a). (4.58)

A haute température, le terme entropique I’emporte et les vortex sont libres tandis
qu’a basse température, le terme énergétique 1’emporte et il est préférable de lier les
vortex par paires. Il est possible d’estimer grossiérement la température Ty, =
LQJ ~ 1.57J qui permet d’annuler F;,. Les estimations Monte Carlo les plus précises
donnent T3Y = 0.8929(1) [Hase97, Hase05a]. Pour des températures 7' > TH Y7,
les vortex sont libres dans le systeme, ce qui entraine une décroissance exponentielle
de la corrélation spatiale. Pour des températures 7' < T, 1’appariement des vor-
tex par paires écrante leurs interactions. La longueur de corrélation est infinie et la
fonction de corrélation décroit algébriquement avec un exposant 7(7") qui dépend
de la température. Pour des températures suffisamment basses, on a notamment une
dépendance linéaire suivant 1’équation (4.62). L’intervalle de températures T’ < TV
est appelé ligne critique. Puisque les spins sont corrélés a grande distance sans présenter
de phase ordonnée, on parle aussi de phase QLRO de I’anglais Quasi-Long Range Or-
der. A température suffisamment basse, I’écart angulaire entre les spins est faible. Les
excitations consistent en des ondes de spins que nous avons représentées sur la fi-
gure 4.14. Dans cette approximation, on peut développer le hamiltonien (4.55) pour

FIG. 4.14 — A faible température, 1’écart angulaire entre les spins est faible. Les exci-
tations du systéme consistent en des ondes de spin représentées ici en pointillés.

obtenir, a des constantes inessentielles pres :

HYY =L S (0 00)7 (4.59)

Une transformation de Fourier méne a :

J -
HYY =5 D k110717 (4.60)

k
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L’hamiltonien étant gaussien, les propriétés thermodynamiques se calculent analyti-
quement. On obtient notamment la fonction de corrélation :

(S:Sw )i, ~ |7 — 7|77 (4.61)

ol les moyennes thermiques d’équilibre sont désormais représentées par le symbole
(.. Ytn.. Uexposant n(T") s’exprime sous la forme :

_ ksT

= —. 4.62
2w J ( )

n(T)

Ces quelques éléments permettent d’aborder la dynamique du modele.

4.3.2 La dynamique du modele XY

Lorsqu’on effectue une trempe depuis 1’état fondamental, la dynamique est gou-
vernée par les ondes de spin. Supposons que la dynamique des variables angulaires 6
est déterminée par une équation de Langevin :

06:(t) _ SHVIO)

T 50 + & (1), (4.63)

ol & est un bruit gaussien de moyenne (£7(t)) = 0 et de variance ({7(¢)&~(t)) =
kgTé(r — #)o(t — t'). Il est commode de travailler dans ’espace de Fourier ou
I’équation de Langevin devient :

00:()  SHY[)

ot 60,

+ f,;(t) . (4.64)
La solution s’écrit :
t
0:(t) = 0:(0)e™ 7+ t/2 / dt' & (e F ' =0/2 (4.65)
0

ot les conditions initiales correspondant a I’ état fondamental ferromagnétique a tempé-
rature nulle sont 6(k,0) = 0. La fonction d’autocorrélation C'(¢, s) s’écrit :

C(t,s) = (Sx(t) - Sr(s)) = {cos(8(7, 1) — O(7, 5))) = e~ HETO=0EDT (4 66)

ou on a utilisé le théoreme de Wick pour obtenir 1’exponentielle puisque le bruit est
gaussien. Le calcul se conclut par (voir [BertO1] par exemple) :

t+s n/2

Cette forme d’échelle a été vérifiée numériquement [BertO1, AbriO4b]. L’ autoréponse
se comporte comme [Bert01] :

C(t,s) ~ (t — )72 ( (4.67)

n/2
HS) . (4.68)

R(t,s) ~ (t —s)"17"/2 ( N
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Cette derniere expression combinée a la dérivée partielle de 1’autocorrélation (4.67)
mene au rapport fluctuation-dissipation :

_ ksTR(t,s) s(t+s)

X(t,s) = 09sC(t, s) TR _4ts— 52 (4.69)

On constate que le RFD présente une singularité lorque le dénominateur s’annule i.e.
pour tg/sg = 2 + V5.

Lors d’une trempe depuis la phase haute température la dynamique tend a annihiler les
vortex libres en les regroupant par paires de charges opposées. Les formes des fonc-
tions d’échelle restent identiques, mais on s’attend a une modification de croissance
de la longueur caractéristique due a la présence de défauts topologiques dans I’état
initial. Il est possible d’obtenir les corrections des variables d’échelle en considérant
les arguments phénoménologiques suivants [ Yurk93, Rute95b, Bray94]. Commencons
par déterminer le coefficient de friction associé au mouvement des vortex. Pour cela,
on €crit le taux de dissipation de 1’énergie E,, d’une paire de vortex séparés par une
distance R au-dela de laquelle leur effet est écranté comme :

R R 2 R 2
4, :/ dzf'é—E% = —/ dQF(ae> = —U2/ d2r'°<aev> = —v?.
dt o 00 Ot o ot a Oox
(4.70)
On a utilisé (4.63) pour écrire la deuxieme égalité. La troisieme égalité s’obtient en
remarquant que la configuration du champ autour d’un vortex isolé qui se déplace a

la vitesse v dans la direction x peut s’écrire comme 0(z,y,t) = 0,(z — vt,y) par
changement de repere galiléen. Enfin, la quatrieme égalité s’obtient en posant v, =

Lo\2
faR d*7 (V0v> qui est un coefficient de frottement. Ce coefficient de frottement fait

intervenir le gradient du champ qui se comporte comme |V#6,| ~ 1/R autour d’un
cercle contenant un vortex. Une intégration mene a :

Yo ~In(R/a) . 4.71)

La force d’attraction qu’exerce un vortex sur son homologue de charge opposée dérive
de I’énergie de paire E, selon la relation F' ~ —dE, /dR, ce qui nous permet d’écrire
la vitesse comme :

v=dR/dt = F/v, ~ 1/(RIn(R/a)). (4.72)

Dans un systéme composé de plusieurs paires vortex-antivortex, on assimile R a £(t),
la distance moyenne au temps ¢ séparant des vortex de charges opposées. Elle peut
étre elle-méme assimilée a la longueur de corrélation car c’est la seule longueur ca-
ractéristique a I’intérieur du systeme. On obtient son comportement temporel en inté-

grant I’expression (4.72) :
AN
)~ — . 4.73
0~ () @73

Cela nous permet notamment d’écrire la densité de défauts topologiques. Puisque ce
sont des défauts ponctuels sans extension spatiale, on a en moyenne un défaut topolo-
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gique pour une surface £2(t). Donc leur densité se comporte comme :

p(t) ~ E72(t) ~ — . (4.74)

La croissance anormale de la longueur caractéristique fut d’abord établie pour une
trempe a T' = 0 [Yurk93, Rute95b, Bray94] avant d’étre supposée vraie pour toutes
températures T < T3 [Bray00]. Plusieurs études numériques ont confirmé cette
relation [Roja99, Bert0O1, Abri04b, Zhen03]. Cet exposant dynamique est identique a
celui obtenu pour une trempe depuis 1’état fondamental jusqu’a une température 7' <
Terr [Cug94, Rute9Sa]. L’ autocorrélation (4.67) devient :

C(t,s) ~ (t—s)""2C (“ns> . (4.75)

slnt
La fonction d’échelle C(z) vérifie :

Clz) ~ z7%, (4.76)

t,s—00

ol ¢ est un exposant hors équilibre. L’ autoréponse (4.68) devient :

R(t,s) ~ (t—s)"17"2R (“ns> . @.77)

slnt
ol R(x) est une fonction d’échelle qui se comporte comme (4.76) :

R(z) ~ 79, (4.78)

t,s—o00

On constate numériquement que le rapport fluctuation-dissipation prend une valeur
asymptotique finie [AbriO4a] :

X(t,8) = Xoo . (4.79)

Au méme titre que le modele d’Ising, il est raisonnable de supposer cette grandeur
universelle.
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Chapitre 5

Le vieillissement du modele
d’Ising completement frustré 2d

Le but de ce chapitre est d’étudier I’influence des défauts topologiques dans le
vieillissement du modele d’Ising completement frustré 2d ou FFIM (de 1’anglais Fully-
Frustrated Ising Model) lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’a
la température critique par dynamique Monte Carlo locale. Dans une premiere section,
nous présentons le modele : les propriétés a 1’équilibre et 1a controverse sur la présence
de défauts topologiques lors de la relaxation depuis un état initial désordonné. Dans la
deuxieme section, nous présentons une étude préalable de la dynamique a 1’équilibre
dans la phase haute température et a la température critique. Les résultats dans la phase
haute température permettent d’avoir une intuition sur la présence de défauts topolo-
giques libres. A la température critique, ils permettent de s’ affranchir de leur influence
et d’estimer précisément 1’exposant dynamique. Finalement, dans la troisieme partie,
nous présentons nos résultats apres une trempe depuis la phase haute température jus-
qu’a la température critique afin d’étudier le vieillissement. Nous mettons notamment
en évidence la croissance de la longueur caractéristique en étudiant les fonctions de
corrélation et le rapport fluctuation-dissipation. Cette croissance est modifiée par des
corrections logarithmiques, signature de la présence de défauts topologiques comme
pour le modele XY.

5.1 Le modele d’Ising completement frustré 2d (FFIM)

On parle de frustration lorsque les degrés de liberté microscopiques d’un systéme
ne peuvent minimiser simultanément leurs interactions dans 1’ état fondamental [Toul77,
Harr0O8]. On a représenté sur la figure 5.1 des plaquettes frustrées carrée et triangu-
laire pour le modele d’Ising dans I’état fondamental. On ne peut pas trouver d’arran-
gement ou toutes les liaisons sont satisfaites. Pour la plaquette triangulaire antiferro-
magnétique, les liaisons sont homogenes. La frustration est le résultat de la topologie
du réseau. Pour la plaquette carrée, les liaisons sont inhomogenes et la frustration pro-
vient de la compétition des interactions ferro et antiferromagnétiques. Le produit des
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FI1G. 5.1 — Exemple de plaquettes frustrées carrée et triangulaire avec des spins de type
Ising dans 1’état fondamental. Les lignes continues représentent des couplages ferro-
magnétiques qui privilégient énergétiquement 1’alignement des spins. Les lignes poin-
tillées représentent des couplages antiferromagnétiques qui privilégient au contraire
des spins de sens opposés. 1l existe nécessairement une liaison insatisfaite représentée
par des hachures.

liaisons autour d’une plaquette frustrée vérifie [Toul77] :

Hsign Jij = —1. (5.1)
O

5.1.1 FFIM al’équilibre

Le modele d’Ising completement frustré ou FFIM correspond a un modele d’Ising
ou toutes les plaquettes sont frustrées. Par la suite, on regroupe sous le nom FFIM
le modele d’Ising sur réseau triangulaire antiferromagnétique ou ATIM de I’anglais
Antiferromagnetic Triangular Ising Model et sur réseau carré completement frustré
ou FSIM de I’anglais Fully-Frustrated Square Ising Model. Le réseau du ATIM est
représenté a gauche sur la figure 5.2. Le réseau du FSIM peut se présenter sous plu-
sieurs configurations. Nous présentons les configurations périodiques qui sont le plus
utilisées dans la littérature sur la figure 5.2 : la configuration zigzag et la configuration
domino empilé (de 1’anglais pile-up domino) et qu’on abrege simplement par confi-
guration domino. Contrairement aux verres de spins comme le modele de Edwards
et Anderson [Edwa75] ou la frustration des plaquettes est aléatoire, ces modeles per-
mettent d’étudier la contribution de la frustration sans le désordre. La simplification
du probleme se manifeste a deux dimensions car le ATIM et le FSIM sont exactement
solubles a 1’équilibre.

Le ATIM a I’équilibre
Le ATIM a pour hamiltonien [Wann50] :

Harrn =7 Y iS5, (52)
(4,5)

ou la somme est effectuée entre les plus proches voisins d’un réseau triangulaire an-
tiferromagnétique. En champ nul, la fonction de partition se calcule exactement par
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F1G. 5.2 — Trois réseaux bidimensionnels complétement frustrés. De gauche a droite :
le réseau triangulaire antiferromagnétique, le réseau zigzag et le réseau domino. Les
lignes continues et pointillées représentent respectivement des couplages ferro et anti-
ferromagnétiques.

la méthode des matrices de transfert [Wann50]. L’énergie libre donne lieu a une sin-
gularité a la température critique 7, = 0 [Wann50] qui correspond a une transition
continue. On peut également calculer I’entropie par site de 1’état fondamental qui est
finie et vaut :

s(T. =0) ~ 0.32306. .. (5.3)

La valeur donnée dans 1’article pionnier de Wannier est légerement supérieure due a
une erreur d’estimation numérique d’une intégrale. Ce résultat montre que 1’état fon-
damental est obtenu a partir d’un nombre de configurations exponentiellement grand
en fonction de la taille du systéme. La fonction de corrélation se calcule exactement en
utilisant la méthode du pfaffien. Au point critique, le résultat s’écrit [Step64] :

1 2m 1
G(r) ~ 172 €08 <?Tr) . (5.4)

C’est une fonction oscillante a I’intérieur d’une enveloppe qui décroit comme 1/ rl/2,
d’ott p = 1/2. Pour T # 0, C(r) oscille a Iintérieur d’une enveloppe qui décroit
exponentiellement avec r. On a donc un systeme dont la longueur de corrélation di-
verge a I’approche du point critique. Cette valeur de 1’exposant 7 a été confirmée par
simulations Monte Carlo, en particulier par 1’étude des effets de taille finie de la sus-
ceptibilité [Zhan94].

Le ATIM appartient a la classe d’universalité de la premiere transition en partant de
la phase haute-température du modele d’horloge a six états [Alex80] i.e. un modele
XY avec un terme de brisure de symétrie d’ordre six. Or un tel terme de brisure de
symétrie n’est pas pertinent [José77] et donc la transition est de type XY. On peut
aussi montrer I’existence d’une application entre le ATIM et un modele Solid-On-Solid
(SOS) [Bl6t82]. Or le modele SOS peut lui-méme étre appliqué sur le modele XY. Cela
confirme une transition de type XY pour le ATIM. L’application du ATIM sur le SOS
est obtenue en tragant une liaison entre les interactions satisfaites. Puisque dans 1’état
fondamental, chaque plaquette triangulaire posséde une et une seule interaction insa-
tisfaite, on obtient un réseau recouvert par des losanges comme I’illustre la figure 5.3.
Puis on associe une différence de hauteur relative entre les sites connectés et les sites
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FIG. 5.3 — Les signes plus et moins représentent les spins. Lorsqu’on associe une liai-
sons entre les interactions satisfaites (S5;5; = —1) dans I’état fondamental du ATIM,
on obtient un recouvrement du réseau par des losanges. En associant une hauteur rela-
tive entre les sites connectés et non connectés, on peut exprimer 1’énergie du ATIM en
terme d’un hamiltonien Solid-On-Solid (SOS) [B16t93].

non connectés, ce qui permet d’exprimer 1’énergie du ATIM en terme d’un hamiltonien
SOS avec interactions entre plus proches voisins soumis a la contrainte du recouvre-
ment par les losanges.

Le diagramme de phase dans le plan h—T (ot h = H/(kgT) est le champ magnétique
réduit) a été établi par la combinaison de méthodes exactes et de calculs numériques
par la méthode des matrices de transfert [B16t93]. Ce diagramme de phase est présenté
sur la figure 5.4. On constate la présence d’une ligne critique a température nulle en
présence d’un champ magnétique qui se termine pour une valeur de champ hpxr =
0.266(10). Sur cette ligne, le systtme donne lieu & une transition de type Berezinskii-
Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74] qui a déja été mise en évidence en uti-
lisant la méthode des matrices de transfert et des simulations Monte Carlo [B16t90].
Pour des champs i > hgr, le systtme présente une phase ordonnée et une phase
désordonnée. La transition de phase est du second ordre, dans la méme classe d’uni-
versalité que le modele de Potts & trois états.

Le FSIM a I’équilibre
Le FSIM a pour hamiltonien [Vill77a] :

Hrsiv = — Z Ji;5iS; (5.5)
<i)-j>
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F1G. 5.4 — Diagramme de phase du ATIM dans le plan h — 7' [B16t93]. Sur la ligne
critique (pour 7' = 0 et h < hpgr) le systtme donne lieu a une transition de type
Berezinskii-Kosterlitz-Thouless [Bere71, Kost73, Kost74]. Puis, pour h > hpgr, le
systeme présente une phase désordonnée et une phase ordonnée avec une transition du
second ordre dans la classe d’universalité du modele de Potts a trois états.

ol la somme est effectuée entre les plus proches voisins d’un réseau carré. Les constantes
de couplage sont choisies de maniere a assurer la frustration complete du réseau. Il
existe une transformation de jauge triviale entre les configurations de frustration qui
laissent la fonction de partition et donc les propriétés thermodynamiques inchangées
[Matt76, Toul77, Frad78]. La fonction de partition du modele se calcule exactement
en champ nul par la méthode du pfaffien et elle présente une singularité pour 7, =
0 [Vill77a] correspondant a une transition continue comme le ATIM. Dans la limite
thermodynamique, 1’entropie par site est finie car il existe 12 aussi un nombre expo-
nentiellement grand d’états fondamentaux en fonction de la taille du systeme. Elle est
déterminée exactement en comptant le nombre de possibilités de placer une et une seule
liaison insatisfaite par plaquette. Le résultat vaut [Fish61] :

s(T, = 0) = G/m ~ 0.29156 . . . , (5.6)

ou G est la constante de Catalan. Pour illustration, des exemples d’états fondamentaux
typiques sont présentés sur la figure 5.5 pour les configurations de frustration domino
et zigzag. Il est possible de déterminer analytiquement le comportement en température
de la longueur de corrélation £(T") a I’approche de la température critique [Forg80]. Ce
comportement est exponentiel. De plus, une étude numérique récente conjecture une
amplitude 1,/2 [LukiO6], ce qui mene a 1’expression :

E(T) ~ %ewﬁ . (5.7)
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F1G. 5.5 — Exemple d’états fondamentaux pour le FSIM en configuration domino (a
gauche) et zigzag (a droite) pour des conditions de bords périodiques. Les lignes avec
des points représentent les frontieres entre domaines ferromagnétiques. Pour la confi-
guration zigzag, les états fondamentaux sont formés de boucles ferromagnétiques.
La configuration domino présente des flots de spins d’aimantation opposée, parfois
constitués d’un seul spin.

Le comportement de la longueur de corrélation a également été déterminé dans le cadre
du comportement déchelle étendu pour toute température [Katz08] :

£(T) = tanh?(3) (1 — tanh(3)) ™", (5.8)

ce qui meéne a I’expression (5.7) pour 3 — oo. La fonction de corrélation est connue
analytiquement a 7, = 0 [Forg80]. Elle décroit algébriquement avec un exposant
n = 1/2, comme pour le ATIM. Cette valeur a été vérifiée par simulations Monte
Carlo en étudiant les effets de taille finie [Kand92]. La susceptibilité x et le quatrieme
moment de 1’aimantation C; divergent au point critique avec la taille du systeme se-
lon les relations respectives x ~ L2~ avec 5 = 0.507(9) et Cy ~ L4427 avec
d — 21 = 1.03(5), en accord avec la valeur exacte n = 1/2.
De plus, la partie singuliere fs de 1’énergie libre des deux modéles se comporte comme
le ATIM selon [Forg80] :

fo e P, (5.9)

Or la transformation homogene de 1’énergie libre (1.54) permet d’écrire en champ nul
fs(£,0) ~ b=2f (bY¢,0) ~ tY9f,(1,0) ~ &< Cette relation est bien vérifiée par
(5.7) et (5.9). Ces faits suggerent que le FSIM et le ATIM appartiennent a la méme
classe d’universalité a I’équilibre, bien qu’aucune preuve rigoureuse n’existe.

1l existe différentes fagons de généraliser le FSIM. Par exemple, si on définit par J et J’
les intensités respectives des liaisons ferro et antiferromagnétiques, alors il est possible
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de déterminer le diagramme de phase dans le plan (J/J',T/.J) pour les configurations
zigzag et domino de la figure 5.2 [Andr79]. On peut généraliser davantage le modele
domino en introduisant des interactions ferromagnétiques horizontales et verticales de
différentes intensités [Vill80]. Ce modele donne lieu au phénomene de réentrance : il
présente une phase ferromagnétique pour des températures intermédiaires 0 < 1" < T,
et une phase paramagnétique pour toute autre température et en particulier pour 7' =
0. Le phénomene de réentrance a également été observé dans le modele de Potts 2d
completement frustré a trois états en configuration de frustration de type domino par
la méthode numérique des matrices de transfert [FostO1]. On peut également diluer la
frustration du modele domino en augmentant le nombre n de plaquettes entre deux
colonnes possédant des liaisons antiferromagnétiques (le cas particulier n = 2 de ce
modele est donné par la configuration domino, a droite sur la figure 5.2) [Wu03]. 1l
est alors possible de déterminer la température critique, 1’énergie et I’entropie de 1’état
fondamental en fonction de n par la méthode des matrices de transfert.

5.1.2 Controverse concernant la dynamique du FFIM

A 1"équilibre, le FFIM donne lieu & une transition BKT. Dans la phase haute tempé-
rature, il existe donc des défauts topologiques de charges opposées qui s’associent par
paires au point critique. Ces défauts topologiques correspondent a des plaquettes qui
ne sont pas dans leur état fondamental [Moor99]. Lors de la relaxation depuis la phase
haute température jusqu’au point critique, puisque la dynamique est gouvernée par
les mouvements irréversibles des parois de domaine, on s’attend a ce que les défauts
topologiques perturbent la croissance des domaines comme dans le cas du modele XY
ou on peut montrer que (voir la section 4.3) :

L\ /2
£(t)~< ) . (5.10)

Int

La dynamique est ralentie par des défauts topologiques. Ces corrections ont été mises
en évidence par Moore ef al en mesurant notamment la densité de défauts topolo-
giques par simulations Monte Carlo qui se comporte selon ’expression (4.74) p(t) ~
E72(t) ~ lnTt [Moor99]. Ces mémes auteurs ont également réalisé une moyenne tem-
porelle des spins autour de tels défauts topologiques qui permet de retrouver la forme
des vortex du modele XY. Ces défauts sont illustrés sur la figure (5.6) d’apres 1’ article
de Moore et al [Moor99]. L’ autre scénario [Kim03-07] consiste en une dynamique sans
défauts topologiques semblable au modele d’Ising comme nous I’avons présenté dans
le chapitre 4 donc sans corrections logarithmiques dans la croissance de la longueur
caractéristique. Les simulations Monte Carlo de Kim et al [Kim03-07] meénent a une
croissance de la longueur caractéristique de la forme :

£(t) ~ t1/ (5.11)

ol I’exposant dynamique prend la valeur z/, = 2.33(5). Leurs mesures de la densité
de défauts topologiques ne leur a pas permis pas de retrouver les corrections logarith-
miques de Moore et al [Moor99]. Or la transition de type BKT a 1’équilibre devrait
se refléter dans la dynamique. Kim et al ont également mesuré la croissance de la
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FIG. 5.6 — Cette figure est obtenue en moyennant temporellement les spins du ATIM
autour de défauts topologiques i.e. des plaquettes qui ne sont pas dans I’état fondamen-
tal (d’apres ’article de Moore et al [Moor99]).

longueur caractéristique par relaxation a partir d’un état fondamental dominant (qui
contribue fortement a 1’entropie) et trouvent un exposant dynamique z, = 2. Ces au-
teurs concluent a un désaccord de I’exposant dynamique en fonction de 1’état initial. Or
I’exposant dynamique est supposé étre une grandeur liée a la classe d’universalité du
systeme. Ne pourrait-on pas remédier a I’incompatibilité entre les exposants critiques
zc et z,, en tenant compte de I’influence des défauts topologiques ?

5.2 Dynamique a I’équilibre

Avant d’étudier le vieillissement du FFIM, nous réalisons une étude préalable de la
dynamique a I’équilibre d’une part a température finie et d’autre part a la température
critique 7, = 0. Cette partie nous permet dans un premier temps de cerner I’influence
des défauts topologiques qui sont libres lors de la dynamique dans la phase haute
température. Nous obtenons des résultats qui suggerent un ralentissement de la dy-
namique par des corrections logarithmiques. Ce fait permet aussi de comprendre le
changement de comportement de la relaxation rencontré dans le FSIM [Fier97-99]
lorsque la température est réduite (on parle alors d’anomalie dynamique). Dans un
second temps, la dynamique a température nulle nous permet de nous affranchir de
I’effet des défauts topologiques qui sont alors écrantés par paires de charges opposées.
Ce protocole permet d’obtenir une valeur précise de 1’exposant dynamique, compatible
avec la valeur z = 2 du modele XY.
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5.2.1 Dynamique a température finie

Pour des températures proches de zéro, il a été observé que la relaxation de 1’au-
tocorrélation de I’énergie du FSIM [Fier97-99] cesse d’étre exponentielle et adopte un
comportement de type exponentielle étirée. Ce changement dans la relaxation est ap-
pelé anomalie dynamique. Cette anomalie dynamique a également été observée dans
une réalisation expérimentale récente du ATIM a partir de monocouche de colloides
[HanO8]. Ce comportement s’observe aussi dans les verres de spins en dimensions
deux [McMi83] et trois [Ogie85].

Il a été proposé d’interpréter cette anomalie pour le FSIM en terme de percolation
[Camp94, Scar97, Glot95] d’amas de type Fortuin-Kasteleyn [Fort72] et Coniglio-
Klein [Coni80]. 1l est en effet possible de réécrire le hamiltonien du FSIM comme un
modele de percolation completement frustré [Coni91]. Ce modele présente deux points
critiques [Pezz97, Fier97-99]. Le premier intervient a une température 7}, qui corres-
pond a la percolation des amas. Le second point critique intervient & la température de
transition des spins 7. A deux dimensions, il existe donc un point critique  température
finie a la température T, = 1.701(1) soit 8, = 0.58789(35) [Fier97-99]. Cette tran-
sition appartient a la classe d’universalité de la percolation [Fier97-99] i.e. la classe
d’universalité du modele de Potts a un état. Dans le cadre de ce scénario, il est donc
possible de prédire exactement a partir de quelle température 1’anomalie a lieu.

Ne pourrait-on pas expliquer simplement cette anomalie par la présence de défauts
topologiques qui sont libres dans la phase haute température et qui entrainent un ralen-
tissemement de la dynamique par friction ?

Nous avons choisi d’étudier la dynamique via la fonction d”autocorrélation spin-spin du
FSIM et du ATIM. Cette étude est réalisée a I’équilibre dans la phase haute température.
L’hypothése d’échelle dynamique nous permet d’écrire 1’autocorrélation Cr(t — s) a
la température 7" sous la forme [Hal67-69, Hohe77] :

D((t —s)/7)

Crlt—5) = A ==

(5.12)

ol A(() est une amplitude qui peut dépendre de (3 et 7 est le temps de relaxation.
Cette relation s’obtient de facon heuristique en faisant I’analogie avec la corrélation
spatiale & 1’équilibre en remplagant r par t'/# et la longueur de corrélation & par le
temps de relaxation 71/%. La fonction D(z) est bien approchée par une exponentielle a
haute température, mais peut aussi avoir une forme plus compliquée de type exponen-
tielle étirée. Notons que puisque nous sommes a I’équilibre, I’invariance par translation
temporelle nous permet d’écrire 1’autocorrélation comme une fonction de la différence
t — s. En premiere approximation, on suppose que :

D(x) ~ e~/ (5.13)

ol 7(/3) un temps caractéristique qui diverge en fonction de la température selon 1’ex-
pression :

T(B) ~ £2(8).- (5.14)
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Puisque 7 tend vers I’infini lorsque 7" tend vers zéro, la forme (5.12) permet bien de
retrouver une décroissance algébrique a la température critique 7, = 0 :

1

Co(t—S)Nm.

(5.15)
La présence de défauts topologiques libres dans la phase haute température devrait se
manifester par un ralentissement de la dynamique par 1’intermédiaire de corrections
logarithmiques dans la contribution (5.13) :

D(z) ~ e~ @/ ma)/7(B) (5.16)

Les simulations ont été effectuées pour des températures comprises entre 5 = 0.15
et = 1 par pas de 0.05. Cet intervalle contient la température de transition de
percolation 3, = 0.58789(35) a partir de laquelle I’anomalie dynamique doit avoir
lieu [Fier97-99]. La thermalisation est rapide puisque nous sommes a des températures
suffisamment éloignées du point critique. Les réseaux sont thermalisés en quelques di-
zaines d’itérations Monte Carlo locales pour les températures les plus hautes et quelques
centaines pour les températures les plus basses. Nous avons utilisé un réseau de dimen-
sions 192 x 192, les moyennes ont été effectuées sur 1000 histoires thermiques et le
réseau carré possede une frustration de type zigzag. Nous avons adapté le temps fi-
nal pour chaque température suivant la rapidité de la décroissance de 1’autocorrélation.
Ces temps sont du méme ordre de grandeur que dans I’étude [Fier97-99]. Les calculs
ont nécessité en moyenne environ 24h par température sur un processeur Xeon quad-
core de fréquence 2GHz. Nous mesurons 1’autocorrélation spin-spin Cr(t — s) a la
température 7' suivant la définition :

Cr(t =) = 5 D_(Si()Si(s) (5.17)

ou (...) signifie une moyenne sur les histoires thermiques et N = L x L est le nombre
de spins du réseau.

Nous avons tracé sur la figure 5.7 la fonction D(t —s) = Cr(t, s)/Co(t, s) en fonction
de (t — s)/In(t — s). Tout d’abord, on remarque 1’absence de vieillissement puisque,
pour une température donnée, les courbes pour des temps d’attente s différents se su-
perposent lorsqu’on les trace en fonction de (¢ —s)/In(¢ — s) : il y a bien invariance par
translation temporelle comme on s’y attend a I’équilibre. Ici, le temps d’attente s signi-
fie le temps écoulé depuis la fin de la thermalisation. On constate ensuite une relaxation
exponentielle méme pour des températures inférieures a la température de percolation
T),. Nous réalisons une interpolation du temps de relaxation 7 a partir des donnnées de
la figure 5.7 en supposant la forme (5.16) vraie en premiere approximation. Le résultat
de T’interpolation est tracé sur la figure 5.8 en fonction de la température inverse /3.
Le comportement du temps caractéristique en fonction de § s’interpréte simplement.
D’une part, le comportement de la longueur de corrélation du FFIM en fonction de la
température est exponentiel selon (5.7). D’autre part, on s’attend a une relation entre
7 et £ de la forme (5.14) avec un exposant dynamique z. = 2 comme pour le modele
XY. D’ot une relation de la forme :

7~ etB (5.18)
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FIG. 5.7 — Nous représentons les résultats pour la fonction d’échelle D(t — s) =
Cr(t,s)/Co(t,s) de I’autocorrélation spin-spin a I’équilibre et a températures finies
comprises entre § = 0.15 et 5 = 1 par pas de 0.05 (de bas en haut pour un graphe
donné). Nous avons utilisé 1’expression analytique exacte Cy = (t — s)~925, Les
données sont tracées pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) en fonction de
(t — s)/In(t — s) pour différents temps d’attente s écoulés depuis la fin de la thermali-
sation. On constate I’invariance par translation temporelle car toutes les courbes se su-
perposent pour une température donnée lorsqu’on change le temps d’attente s, comme
on s’y attend a I’équilibre. La relaxation est bien approchée par une décroissance expo-
nentielle, méme au-dessus de la température inverse de percolation 3, = 0.58789(35).
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F1G. 5.8 — Nous avons tracé le temps de relaxation 7 des courbes exponentielle de la
figure 5.7 en fonction de (3 pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas). A partir de § =
0.4, les données sont indistinguables aux barres d’erreur pres avec le comportement
attendu de la forme 7 ~ &2 ~ e*? : pas d’anomalie dynamique, mais des corrections
logarithmiques.
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Ce comportement est reproduit par nos données aux barres d’erreur pres, a partir de
6 = 0.40, donc apres un court régime transitoire comme on peut le constater sur
la figure 5.8. Une interpolation plus précise nous permet d’obtenir le comportement
asymptotique :

4.02(5)BJ 3.93(7)8J 7 (5.19)

TFSIM ~ € et TATIM ~ €

et ceci méme pour des valeurs de température inférieures a T},. Cela mene a un exposant
dynamique z = 2.010(25) pour le FSIM et 1.965(35) pour le ATIM. Ces estimations
sont moins précises, mais compatibles avec celle que nous présentons plus bas a la
température critique 7, = 0. La m&me analyse effectuée sans tenir compte des correc-
tions logarithmiques dans I’argument de 1’exponentielle mene a z.fy ~ 2.3.

Pour conclure, le comportement dynamique du FFIM a 1’équilibre dans la phase haute
température est similaire a celui d’un ferromagnétique simple mais avec des correc-
tions logarithmiques des variables temporelles qui manifestent la présence de défauts
topologiques libres. On a notamment une divergence du temps de relaxation suivant
T ~ £Z ol I'exposant dynamique est compatible avec z. = 2. La présence d’une ano-
malie dynamique en-dessous de la température de percolation [Fier97-99] pourrait étre
liée a une d’analyse erronée des résultats.

5.2.2 Dynamique critique
Thermalisation

A 1I"équilibre, la fonction d’autocorrélation spin-spin a 7, = 0 est décrite par

Colt,s), ~  (E=s)7", (5.20)

ol a. = 28/(vz.) = (d — 2 + n)/z soit, en dimension d = 2, a. = 1/z.. Puisque
I’exposant 7 = 1/2 est connu exactement, la détermination de a. permet d’obtenir
I’exposant dynamique critique z.. La détermination est faite a 1’équilibre et au point
critique de maniere a s’affranchir de I’influence des défauts topologiques qui sont alors
appariés par paires, contrairement a la phase haute température a 1’équilibre ou lors
d’une trempe a T, depuis la phase haute température. Dans un premier temps, nous
thermalisons les deux modeles FSIM et ATIM a la température critique 7. = 0 avec
un algorithme d’amas mis au point pour le FSIM [Kand92] et qui peut étre adapté au
ATIM [Zhan94]. Puis nous effectuons les mesures sur ces systemes équilibrés avec la
dynamique locale de Glauber.

La premiére étape de I’algorithme [Kand92] consiste a séparer les plaquettes, a la facon
d’un damier, en cases noires et blanches comme sur la figure 5.9. Durant la seconde
étape, on choisit une couleur de plaquette alatoirement et on forme des liaisons entre les
spins. La procédure est décrite sur la figure 5.10. Les liaisons de plaquettes dans I’état
fondamental sont gelées de maniere a ne pas augmenter 1’énergie du réseau lorsque,
dans la troisieme étape, on inverse le signe des spins de chaque amas avec une pro-
babilité 1/2. Si une plaquette n’est pas dans 1’état fondamental, aucune liaison n’est
gelée. Si une plaquette carrée est dans 1’état fondamental, elle possede trois liaisons
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FI1G. 5.9 — Premiére étape de 1’algorithme d’amas pour le FFIM : on sépare les pla-
quettes du réseau comme un damier en cases noires et blanches. A chaque étape 1'un
des deux choix équivalents est choisi de maniere aléatoire. Les lignes continues et
pointillées représentent respectivement des liaisons ferro et antiferromagnétiques.
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F1G. 5.10 — Une plaquette ne peut prendre que deux valeurs d’énergie : £ = —2.J ou

E =2Jpourle FSIM et E = 3J ou E = —J pour le ATIM. On gele les liaisons entre
les spins pour les plaquettes dans 1’état fondamental : pour la plaquette carrée, on gele
les deux liaisons satisfaites qui se font face tandis que pour la plaquette triangulaire,
on gele I’une des deux liaisons satisfaites de maniere aléatoire. Ces liaisons gelées sont
représentées par les lignes pointillées avec des points.

satisfaites : on gele alors les deux liaisons satisfaites paralleles. Cet algorithme satis-
fait I’équation du bilan détaillé et permet de réaliser des mises a jour non triviales en
séparant toujours le réseau en deux amas au minimum [Kand92]. Il peut facilement étre
adapté a une température non nulle [Kand92]. Si une plaquette triangulaire dans I’état
fondamental posseéde deux liaisons satisfaites, alors on gele I’une de ces deux liaisons
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choisie de maniére aléatoire [Zhan94]. De maniere a assurer 1’ergodicité a température
nulle, on réalise également une étape Monte Carlo locale pour chaque réseau. L’ap-
plication a des systemes désordonnés de type Edwards-Anderson bimodal est simple,
mais se révele inefficace car le réseau entier est gelé en un seul amas du fait de 1’exis-
tence de plaquettes non frustrées [Codd94].

L’algorithme d’amas pour le FFIM réduit de maniere significative le ralentissement
critique puisque z. & 0.55 pour le FSIM [Kand92] et z. = 0.64(2) pour le ATIM
[Zhan94]. Nous avons thermalisé 1000 configurations initiales a la température critique
T. = 0 en partant d’un état initial désordonné sur un réseau de dimensions 192 x 192.
Nous avons tracé sur la figure 5.11 1’énergie moyenne par plaquette E,/J pour le
FSIM en configuration zigzag (en haut) et pour le ATIM (en bas). Avec le FSIM, 1’état
fondamental est atteint pour toutes les histoires thermiques apres environ 110 itérations
d’amas. Il n’y a alors aucune fluctuation autour de 1’énergie de I’état fondamental. La
durée des simulations est modeste, donc nous avons thermalisé chaque réalisation pen-
dant 1000 itérations d’amas. Le temps nécessaire est de 6h30 sur un processeur Pen-
tium 1V de fréquence 3.2GHz. Le temps par itération d’amas est de 23ms environ soit
0.63us par spin. Pour le ATIM, la thermalisation est nettement moins efficace puisqu’il
faut environ 70000 itérations pour que chaque configuration atteigne 1’état fondamen-
tal. Les résultats montrent que certaines configurations sont piégées durant un certain
temps dans des états métastables. Le temps de calcul reste cependant raisonnable et
nous avons thermalisé jusqu’a un temps final de 10° itérations. Cela nécessite environ
26 jours sur un processeur Pentium IV de fréquence 3.2GHz.

Mesure de I’exposant dynamique

Apres la thermalisation, chacune des 1000 configurations évolue avec la dynamique
locale de Glauber pendant 10000 itérations. La dynamique de Glauber a température
nulle se résume a une minimisation de 1’énergie du systeme. On choisit un spin au
hasard. Si le changement d’orientation du spin augmente 1’énergie, il est refusé et s’il
abaisse 1’énergie, il est accepté. Le changement est accepté avec une probabilité 1/2
si la différence d’énergie est nulle. Pour le FSIM, le temps de calcul total de mesure
s’éleve a 30h soit 10.7ms par itération ou encore 0.3us par spin environ.

L autocorrélation spin-spin, mesurée suivant la définition (5.17), est présentée sur la
figure 5.12. Nous effectuons les mesures a tous les temps afin d’obtenir les valeurs
d’exposants les plus précises possibles. Cependant, les points tracés sur la figure 5.12
sont répartis logarithmiquement afin d’alléger les figures. Une interpolation donne
a. = 0.2495(11) pour le FSIM et a, = 0.251(2) pour le ATIM. Nous obtenons 1’ex-
posant dynamique z. = 2.004(9) pour le FSIM et z. = 1.992(16) pour le ATIM. Les
résultats sont en bon accord avec la valeur z = 2 du modele XY dans la phase basse
température.

Notre estimation est en accord avec une étude plus récente ou les auteurs utilisent
la méme méthode [Kars09]. Ce résultat est aussi en accord avec 1’étude de Kim et
al [Kim03-07] qui considere la relaxation en partant d’un état initial fondamental
dominant qui apporte une forte contribution a 1’entropie. Cependant, comme nous
I’avons déja mentionné précédemment ces auteurs supposent que ce résultat dépend
de la configuration initiale et déterminent un exposant z., = 2.33(5) en partant d’une
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F1G. 5.11 — I’énergie moyenne par plaquette F, en unité J pour les 1000 configura-
tions initiales thermalisées a T, = 0 en partant d’un état initial désordonné est tracée
en fonction du nombre d’itérations de 1’algorithme d’amas pour le FSIM (en haut) et
le ATIM (en bas).

configuration initiale désordonnée. Or 1’exposant dynamique est une grandeur univer-
selle [Jans89] qui ne doit pas dépendre de I’état initial. A partir de nos résultats obtenus
pour le vieillissement du FFIM, nous expliquons comment il est possible de réconcilier
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les exposants dynamiques différents de Kim ef al en tenant compte de 1’influence des
défauts topologiques.

5.3 Vieillissement lors d’une trempe a 7. = 0

Afin d’étudier la dynamique hors de I’équilibre du FFIM et mettre en évidence le
régime de vieillissement, on effectue une trempe depuis une température infinie jus-
qu’a la température critique 7. = 0 avec une dynamique Monte Carlo locale de type
Glauber. 11 est alors possible de mettre clairement en évidence 1’influence des défauts
topologiques a partir de la croissance de la longueur caractéristique qui présente des
corrections logarithmiques.

5.3.1 Les fonctions de corrélation spin-spin

Dans un premier temps, nous mettons en évidence de facon directe la croissance
d’une longueur caractéristique dans le systeme en mesurant la fonction de corrélation
spin-spin spatiale a temps égaux C(r,t) :

C(T, t) = <Si(t)5j(t)>, (5.21)

ol t est le temps écoulé depuis la trempe et r = |i — j|. Comme nous ’avons vu dans la
sous-section 4.1.2, la croissance de domaines corrélés justifie I’hypothese d’échelle dy-
namique [Bray94] qui permet d’écrire la corrélation a temps égaux selon 1’expression
(4.5) que nous rappelons :
S
Oy ) ~ SIS (5.22)
rn

ou C2P(x) est une fonction d’échelle. La longueur &(¢) est la taille caractéristique des
domaines corrélés. Il est alors possible d’obtenir des informations sur la croissance de
&(t) en mesurant C(r, t). Nous avons utilisé une méthode Monte Carlo locale avec un
réseau de dimensions 400 x 400 suffisamment large pour éviter les effets de bords et un
temps final de 10240. Le réseau carré possede une frustration de type zigzag. Les me-
sures de la fonction de corrélation spatiale sont faites aux temps ¢t = 10, 20, 40, 80, 160,
320, 640, 1280, 2560 et 5120 et nous avons moyenné sur 5000 histoires thermiques.
La corrélation est une fonction oscillante comme nous I’avons vu dans la section 5.1.1.
Nous effectuons les mesures sur les sites équivalents des axes horizontaux de la fi-
gure 5.2 obtenus par une translation de deux pas de réseau pour le FSIM en configura-
tion de frustration de type zigzag et trois pas de réseau pour le ATIM. Le temps moyen
par spin est environ de 0.30us pour les deux réseaux sur un processeur Xeon quad-
core de 2GHz. 11 a fallu environ 6 jours sur un processeur pour d’obtenir les résultats.
Afin de distinguer entre les deux scénarios de croissance possibles, nous tracons nos
résultats pour C5P(r/£(t)) = r"C(r,t) en fonction des deux choix possibles pour £(t)
sur la figure 5.13 pour le FSIM et sur la figure 5.14 pour le ATIM. Les corrections lo-
garithmiques de £(¢) permettent une superposition des courbes aux barres d’erreur prés
a partir de t = 160 pour le FSIM et a partir de ¢ = 320 pour le ATIM. Lorsqu’on ne
considere pas de corrections logarithmiques, on ne constate aucune superposition. Ces
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données suggerent une croissance de la longueur caractéristique semblable au modele
XY. Dans un second temps, nous avons calculé la fonction d’autocorrélation spin-spin
suivant le méme protocole. On suppose un comportement similaire au modele d’Ising
donné par I’expression (4.9) :

C(t,s) ~ s79%C (28) , (5.23)

ol C(x) est une fonction d’échelle. I est possible de mettre en évidence la croissance
de la longueur caractéristique a travers la variable d’échelle £(¢)/£(s). I faut alors dis-
tinguer entre la qualité des fonctions d’échelle avec et sans corrections logarithmiques
de la variable d’échelle :

tlns
~ § % 24
Clts) ~ s C(slnt) , (5.24)
et
C(t,s) ~ s %C <t> , (5.25)
s

ol C(z) est une fonction d’échelle qui posseéde un comportement asymptotique algé-
brique :

~ —Ae/ze 2
C(x) R . (5.26)

Ces comparaisons sont faites a partir de données obtenues par simulation Monte Carlo
locale en utilisant la définition (5.17). Le réseau est de dimensions 192 x 192, le temps
de mesure final est ¢y = 10, et 1a moyenne est faite sur 10 configurations initiales.
On a choisi une configuration de frustration de type zigzag pour le réseau carré (un
test avec la configuration domino en effectuant les moyennes sur un nombre moins
important d’histoires thermiques donne des résultats compatibles). Les calculs ont été
réalisés avec des processeurs Pentium IV de fréquence 3.2GHz. Le temps moyen par
spin est environ de 0.30us pour les deux réseaux. Il faut environ 12 jours sur un proces-
seur afin d’obtenir les résultats. Nous avons mesuré I’autocorrélation a tous les temps
afin que I’estimation des exposants présentée plus bas soit la plus précise possible. Ce-
pendant, afin d’alléger les points sur les figures sont répartis logarithmiquement. Dans
un premier temps, nous tracons les données en fonction de ¢ — s sur la figure 5.15.
On constate sur cette figure que 1’autocorrélation présente une brisure de I’invariance
par translation temporelle qui constitue une caractéristique des systemes vieillissants
comme nous 1’avons discuté dans la sous-section 4.1.1.
Il est possible d’obtenir I’exposant a. a partir de la fonction d’autocorrélation spin-spin
dans le régime de vieillissement présentée sur la figure 5.15 en utilisant les expressions
(5.24) et (5.25). Pour cela, on définit un exposant effectif entre deux valeurs de temps
d’attente s1 et so :

1nC<t27 82) — lnC(tl, 81>

Insy —Ins;

Qeff = , (5.27)

pour une valeur fixée des variables d’échelle kK = /s ou k), = ilﬁ‘lj Le résultat

est tracé pour le FSIM sur la figure 5.16 et pour le ATIM sur la figure 5.17 en fonc-
tion de ! et K',l_nl de sorte que la valeur asymptotique obtenue lorsque x — oo et
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K — oo pour t — oo a s fixe se lit a gauche du graphe. On obtient la valeur at-
tendue a.ys = 0.25 en utilisant la variable contenant les corrections logarithmiques.
Cette valeur est obtenue pour les plus grands temps d’attente car la fonction d’échelle
est définie dans le régime ¢ puis s — 0.

Ce résultat assure la cohérence de la forme d’échelle (5.24). Cela nous permet de tra-
cer pour comparaison les fonctions d’échelle intervenant dans les expressions (5.24) et
(5.25). Les résultats sont présentés pour le FSIM sur la figure 5.18 et pour le ATIM sur
la figure 5.19. Lorsque s > 160, les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur
pres avec la variable d’échelle avec corrections logarithmiques et permet d’obtenir une
fonction d’échelle universelle pour ces deux modeles. La forme d’échelle (5.24) est
donc la plus appropriée pour décrire le vieillissement de 1’autocorrélation spin-spin.
On constate qu’aucune correction logarithmique n’intervient dans le préfacteur s=%¢
car ce terme provient de la contribution de quasi-équilibre a I’intérieur des domaines
ou les spins sont thermalisés a la température critique. Les défauts topologiques sont
donc appariés par paires et écrantent leurs interactions (voir la discussion de la sous-
section 4.2.1). Notons que notre résultat de forme d’échelle est confirmé par un article
récent [Kars09] qui généralise notre étude par I’application d’un champ magnétique.
L’exposant \./z. est obtenu en effectuant une régression algébrique des données pré-
sentées sur les figures 5.18 pour le FSIM et 5.19 pour le ATIM. Pour un temps d’at-
tente s donné, nous faisons varier la borne inférieure ,,;,,_in €t Ty de I'intervalle
de régression des variables d’échelle avec et sans corrections logarithmiques respecti-
vement de facon a observer la convergence vers le comportement asymptotique. Les
résultats sont présentés sur les figures 5.20 pour le FSIM et 5.21 pour le ATIM. En
considérant les corrections logarithmiques, nous trouvons un exposant asymptotique
Ae/ze = 1.02(2) soit A, = 2.04(5) pour le ATIM et le FSIM. De maniére intéressante,
on trouve un exposant effectif A./z. = 0.91(2) sans les corrections logarithmiques, ce
qui explique le résultat erroné \./z. = 0.86 de Kim et al [Kim03-07]. Cela montre que
les valeurs obtenues par ces auteurs peuvent étre réanalysées par 1’ajout de corrections
logarithmiques.

5.3.2 Le rapport fluctuation-dissipation

Le rapport fluctuation-dissipation X (¢, s) lors d’une trempe depuis la phase haute
température jusqu’a la température critique présente une valeur asymptotique univer-
selle X, comme nous 1’avons présenté dans la sous-section 4.2.3. De plus, il est
intéressant d’étudier son comportement en fonction de différentes variables d’échelle
afin de mettre en évidence les corrections logarithmiques. Rappelons le protocole de
mesure. On couple les spins au temps s a un champ h par un terme Zeeman de la

forme :
N

_ Z hiS; . (5.28)

i=1
Ce couplage permet la définition de la fonction de réponse selon I’expression (4.17) :

N
R(t,s) = ;,Zl (m (5.29)

(3

h=0
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Techniquement, nous avons évalué cette quantité a partir de la méthode sans champ
présentée dans la sous-section 4.2.2. Nous pouvons alors évaluer le RFD en utilisant
la dérivée de I’autocorrélation obtenue numériquement par la différence 9;C(t, s) ~
(Si(t)(Si(s +1) = Si(s))) :

_ kgTR(t,s)

La fonction de réponse et a fortiori le RFD sont des quantités fluctuantes. Nous avons
donc adapté les parametres de simulation afin de moyenner sur un nombre suffisant
de configurations initiales. Un systeme de dimensions 128 x 128 et un temps final
ty = 2000 nous ont permis de moyenner sur 10° configurations initiales. Nous avons
choisi une configuration de frustration de type domino pour le réseau carré. Puisque
aucun exposant n’est associé au RFD, il n’était pas nécessaire de réaliser des mesures
a tous les temps pour réaliser des interpolations précises. Nous avons effectué des me-
sures a tous les temps entre t = s et £ = 100 puis un temps sur 10 entre ¢ = 100
et ¢ = 1000 et finalement un temps sur 100 entre ¢ = 1000 et t; = 2000. Le temps
par spin est approximativement le méme que pour 1’autocorrélation, ce qui mene a un
temps de calcul de 180 jours par modele sur un processeur Pentium IV de fréquence
3.2GHz. Nos résultats sont tracés sur la figure 5.22 pour le FSIM et sur la figure 5.23
pour le ATIM. L’évidence de corrections logarithmiques est nettement visible sur ces
figures. La variable d’échelle incluant les corrections logarithmiques permet une super-
position des courbes, méme pour les plus petits temps d’attente. De plus, on donne une
estimation de la valeur asymptotique universelle X, = 0.33(1) pour les deux réseaux,
qui est compatible avec la valeur du modele d’Ising ferromagnétique sans que 'on n’y
voie d’explications (voir les valeurs résumées dans la table 4.2).

Il a été suggéré dans le contexte du vieillissement des modeles de champ moyen de
verres de spins [Cugl94] que la dépendance du RFD intervient uniquement a travers
I’autocorrélation. Sur la figure 5.24, nous avons tracé le RFD en fonction de 1’auto-
corrélation sans constater de superposition des courbes, ce qui invalide, pour le choix
de nos parametres, ’hypothese selon laquelle le RFD est uniquement une fonction de
I’autocorrélation.

Afin de confirmer la valeur asymptotique du RFD, nous avons calculé la réponse
intégrée ZFC et TRM pour le ATIM uniquement. Nous les avons tracées en fonction
de I’autocorrélation. Il est possible d’obtenir le RFD a partir de la pente de ces courbes
puisque dans le régime de vieillissement (voir la sous-section 4.2.3 pour les détails) :

flim pzrc(t,s) = Xoo(l = C(t,s)), (5.31)
t,8— 00
et

, lim prrm(t,s) = X C(t, s). (5.32)

Tandis que dans le régime de quasi-équilibre, on obtient :
pzpc(t,s) =1- C(t, S), (533)

et
prru(t,s) = C(t,s). (5.34)
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Les simulations ont été effectuées avec un réseau de dimensions 192 x 192. Le temps
final est t; = 10000 et les moyennes sont réalisées sur 80000 histoires thermiques.
Les résultats sont tracés sur la figure 5.25 pour la réponse intégrée ZFC (en haut) et la
réponse TRM (en bas). Pour les deux réponses intégrées, la pente dans le régime de
vieillissement est en accord avec I’estimation directe X, = 0.33(1), confirmant ainsi
cette valeur.

Nous avons étudié la dynamique du modele d’Ising completement frustré bidimen-

sionnel lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température cri-
tique par simulation Monte Carlo locale. Puisque le modele donne lieu a 1’équilibre a
une transition de type Berezinskii-Kosterlitz-Thouless gouvernée par les défauts topo-
logiques qui sont libres dans la phase haute température et 1iés par paires de charges op-
posées dans la phase basse température, la dynamique depuis un état initial désordonné
vers la température critique devrait étre ralentie par les interactions de ces défauts
comme pour le modele XY. Ce ralentissement se manifeste par des corrections lo-
garithmiques. Or la littérature ne fournit pas d’évidence numérique claire de telles cor-
rections logarithmiques, ce qui a donné lieu a un débat.
Nous avons commencé par une étude préalable de la dynamique a 1’équilibre. Dans
la phase haute température, nous avons extrait le temps de relaxation 7 lors de la
décroissance exponentielle de la fonction d’autocorrélation spin-spin. La relation habi-
tuelle qui relie la croissance de la longueur de corrélation & 4 7 sous la forme & ~ 71/
est bien vérifiée avec I’exposant attendu z, = 2 a condition de prendre en compte
des corrections logarithmiques dans la fonction d’échelle de 1’autocorrélation, afin
de prendre en compte I’influence des défauts topologiques qui sont libres a haute
température. Ce fait permet d’expliquer I’anomalie dynamique observée pour 1’au-
tocorrélation de 1’énergie. La dynamique a la température critique ou les effets des
défauts topologiques sont écrantés se préte bien a une estimation précise de 1’ex-
posant dynamique en bon accord avec la valeur z. = 2 du modele XY. Dans un
second temps, nous effectuons une trempe depuis la phase haute température jus-
qu’a la température critique. Nous estimons les grandeurs universelles : I’exposant
de décroissance de la fonction d’autocorrélation A\, = 2.04(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipation X, = 0.33(1). L’analyse des fonctions de
corrélation spin-spin et du rapport fluctuation-dissipation met clairement en évidence
des corrections logarithmiques des variables d’échelle, et donc une croissance de la
longueur caractéristique selon &(t) ~ (¢/Int)'/#. Ces évidences numériques claires
suggerent qu’une description cohérente de la relaxation du FFIM lors d’une trempe
critique depuis la phase haute température n’est possible qu’en tenant compte de 1’effet
des défauts topologiques.
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FI1G. 5.12 — Fonction d’autocorrélation spin-spin a 7' = 0 dans le régime d’équilibre
pour le FSIM (en haut) et le ATIM (en bas) tracée en fonction de ¢ — s pour différents
temps d’attente s écoulés depuis la fin de la thermalisation. On constate 1’invariance
par translation temporelle car toutes les courbes se superposent, comme on s’y attend a
I’équilibre. La décroissance s’effectue selon (5.20) avec un exposant compatible avec
a. = 0.25, ce qui me&ne a un exposant dynamique z. en bon accord avec la valeur z = 2

du modele XY.
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FIG. 5.13 — La fonction d’échelle C5P(r/&(t)) = r"C(r,t) de la corrélation spa-
tiale spin-spin a temps égaux du FSIM trempé depuis un état désordonné jusqu’a la
température critique est tracée en en fonction de r/£(t) ot £(t) ~ /2 (en haut) et
E(t) ~ (t/In t)l/ % (en bas). Le temps ¢ représente le temps écoulé depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variable d’échelle permettent d’obtenir une super-
position des courbes a partir de £ = 160 aux barres d’erreur pres. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variable d’échelle sans correction logarithmique.
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FIG. 5.14 — La fonction d’échelle C:P(r/&(t)) = r"C(r,t) de la corrélation spa-
tiale spin-spin a temps égaux du ATIM trempé depuis un état désordonné jusqu’a la
température critique est tracée en en fonction de r/£(t) ot £(t) ~ t'/2 (en haut) et

&(t) ~ (t/In t)l/ % (en bas). Le temps ¢ représente le temps écoulé depuis la trempe.
Les corrections logarithmiques de la variable d’échelle permettent d’obtenir une super-
position des courbes a partir de ¢ = 320 aux barres d’erreur pres. On ne constate aucune
superposition lorsqu’on utilise la variable d’échelle sans correction logarithmique.
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F1G. 5.15 — L’ autocorrélation spin-spin du FSIM (en haut) et du ATIM (en bas) est
tracée en fonction de ¢t — s apres une trempe depuis un état désordonné jusqu’a la
température critique 7, = 0. Le temps s représente 1’age du systeme. Les courbes se
séparent apres un régime de quasi-équilibre, indiquant une brisure de I’invariance par
translation temporelle, une des caractéristiques du régime de vieillissement.
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FIG. 5.16 — L’exposant effectif a.yy de I’autocorrélation spin-spin dans le régime
de vieillissement pour le FSIM est obtenu a partir de couples de temps d’attente en
fixant la valeur des variables d’échelle (voir le texte pour les détails). Les données
sont tracées en fonction de I’inverse des variables d’échelle k = t/s (en haut) et
Kin = (t/1nt)/(s/1ns) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
aefy = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les correc-
tions logarithmiques.
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FIG. 5.17 — L’exposant effectif a.yy de I’autocorrélation spin-spin dans le régime
de vieillissement pour le ATIM est obtenu a partir de couples de temps d’attente en
fixant la valeur des variables d’échelle (voir le texte pour les détails). Les données
sont tracées en fonction de 'inverse des variables d’échelle k = t/s (en haut) et
Kiog = (t/Int)/(s/Ins) (en bas). Un plateau se forme autour de la valeur attendue
aefy = 0.25 pour les plus grands temps d’attente lorsqu’on tient compte les corrections
logarithmiques.
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F1G. 5.18 — La fonction d’échelle de 1’autocorrélation spin-spin dans le régime de
vieillissement pour le FSIM apres une trempe depuis un état initial désordonné jusqu’a
la température critique est tracée en fonction de la variable d’échelle ¢/s (en haut) et
(t/Int)/(s/1ns) (en bas) pour différents temps d’attente s. On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, sur la figure du bas, et en particulier
dans I’insert, les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur pres a partir de s =
160.
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F1G. 5.19 — La fonction d’échelle de 1’autocorrélation spin-spin dans le régime de
vieillissement pour le ATIM apres une trempe depuis un état initial désordonné jusqu’a
la température critique est tracée en fonction de la variable d’échelle ¢/s (en haut) et
(t/Int)/(s/Ins) (en bas) pour différents temps d’attente s. On ne constate aucune
superposition sur la figure du haut. En revanche, comme pour le FSIM, on constate sur
la figure du bas que les courbes sont indistinguables aux barres d’erreur pres a partir de
s = 160.
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FIG. 5.20 — L’exposant effectif (A./z:)efy de 'autocorrélation spin-spin dans le
régime de vieillissement pour le FSIM est obtenu par régression algébrique des
courbes 5.18. Les résultats sont tracés en fonction de I’inverse z,,;, (en haut) et
Tmin—1n (€n bas) qui correspondent a la borne inférieure de I’intervalle de régression
sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur I’axe des ordonnées. On retient les valeurs A\./z. = 0.91(2) (en haut) et
Ae/ %z = 1.02(2) (en bas).
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FIG. 521 — L’exposant effectif (A./z:)css de 1’autocorrélation spin-spin dans le
régime de vieillissement pour le ATIM est obtenu par régression algébrique des
courbes 5.19. Les résultats sont tracés en fonction de I'inverse z,,;, (en haut) et
Tmin—In (€N bas) qui correspondent a la borne inférieure de I’intervalle de régression
sans et avec corrections logarithmiques. La valeur asymptotique se lit par extrapo-
lation sur I’axe des ordonnées. On retient des valeurs identiques a celle du FSIM
Ae/ze = 0.91(2) (en haut) et \./z. = 1.02(2) (en bas).
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F1G. 5.22 — Le RFD dans le régime de vieillissement lors d’une trempe depuis la phase
haute température jusqu’a la température critique est tracé pour le FSIM en fonction
de I’inverse des variables d’échelle ¢/s (en haut) et (¢/Int)/(s/1lns) (en bas) pour
différents temps d’attente s. Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une
superposition des courbes. L’extrapolation de ces courbes sur I’axe des ordonnées mene
a la valeur asymptotique X, = 0.33(1).
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F1G. 5.23 — Le RFD dans le régime de vieillissement lors d’une trempe depuis la phase
haute température jusqu’a la température critique est tracé pour le ATIM en fonction
de I'inverse des variables d’échelle /s (en haut) et (¢/Int)/(s/Ins) (en bas) pour
différents temps d’attente s. Les corrections logarithmiques permettent d’obtenir une

superposition des courbes. L’extrapolation de ces courbes sur I’axe des ordonnées mene
a la valeur asymptotique X, = 0.33(1), identique au résultat obtenu pour le FSIM.
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FIG. 5.24 — Le RFD X (¢, s) est tracé en fonction de 1’autocorrélation C(t, s). L’ab-
sence de superposition siginifie que le RFD n’est pas une fonction de C(¢, s) pour les
parametres qu’on considere, comme cela fut suggéré dans le contexte du vieillissement
des modeles de champ moyen de verres de spins [Cugl94].
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F1G. 5.25 — Ces résultats ont été obtenus pour une trempe du ATIM depuis la phase
haute température jusqu’a la température critique. Nous avons tracé la réponse intégrée
ZFC (en haut) et TRM (en bas) en fonction de I’autocorrélation pour un temps ¢ fixé
et un temps d’attente s qui varie (voir la discussion dans la sous-section 4.2.3). Dans
les deux cas, la pente asymptotique dans le régime de vieillissement en pointillés est
bien compatible avec I’estimation directe X, = 0.33(1). Nous avons également tracé
en ligne pleine le théoreme fluctuation-dissipation dans le régime de quasi-équilibre
d’apres les expressions (5.33) pour le protocole ZFC et (5.34) pour le protocole TRM.
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Chapitre 6

Le vieillissement du modele XY
completement frustré 2d

Le but de ce chapitre est d’étudier le vieillissement du modele XY bidimensionnel
completement frustré. Dans une premiere section, nous présentons les caractéristiques
du modele a I’équilibre : un état fondamental de symétrie particuliere dont la des-
cription nécessite la définition d’une variable additionnelle, la chiralité, qui est définie
comme le signe de la circulation des spins autour d’une plaquette [Vill77b]. L’ état fon-
damental posseéde une symétrie continue associée a la rotation globale des spins comme
pour le modele XY et une symétrie discrete associée a I’inversion du signe de toutes
les chiralités. Il est désormais établi que le systeme donne lieu & deux transitions pour
chacune des symétries a des températures proches mais distinctes [Hase05]. Ce fait
est soutenu par la présence de défauts topologiques de charges demi-entieres sur les
parois de domaines de la chiralité [Kors02]. La transition associée aux angles est sans
ambiguité de type Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) i.e. gouvernée par 1’apparie-
ment de défauts topologiques de charges opposées. En revanche, la transition de la chi-
ralité a donné lieu a des débats dans la littérature. Des articles traitant de cette symétrie
a I’équilibre apportent des arguments convaincants en faveur de 1’appartenance de la
transition chirale a la classe d’universalité d’Ising [Hase05]. Dans une deuxiéme sec-
tion, nous présentons nos résultats concernant le vieillissement du modele. L’ objectif
consiste tout d’abord a caractériser la dynamique lors de la brisure de deux symétries
qui sont bien connues séparément : une transition de type BKT et une transition du se-
cond ordre dans la classe d’universalité du modele d’Ising bidimensionnel. Puis nous
souhaiterions caractériser 1’effet des défauts topologiques sur la dynamique de cha-
cunes des variables. Dans un premier temps, on s’intéresse au vieillissement des angles.
Apres une trempe du systeme depuis 1’état fondamental jusque dans la phase basse
température, le systeme donne lieu a du vieillissement. Les fonctions a deux temps sont
décrites de fagon semblable au modele XY dans I’approximation des ondes de spin. Ce
fait assure que 1’exposant dynamique prend la valeur z = 2 dans toute la phase basse
température. De plus, nous obtenons I’exposant 77 en bon accord avec les prédictions
théoriques. Pour une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température
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de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless, la forme d’échelle de 1’autocorrélation est 14 aussi
identique a celle du modele XY avec notamment des corrections logarithmiques de la
variable d’échelle qui manifestent la présence de défauts topologiques. Les estimations
des quantités universelles qui caractérisent le vieillissement se révelent différentes du
modele XY. Dans un deuxieme temps, on s’intéresse au vieillissement de la chiralité
pour une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température critique.
Nous mettons en évidence la présence de corrections logarithmiques dans les variables
d’échelle qui montrent I’influence des défauts topologiques dans la dynamique. Les
grandeurs universelles sont incompatibles avec la classe d’universalité d’Ising.

6.1 Comportement critique a I’équilibre

6.1.1 L’état fondamental : deux symétries

Le modele XY complétement frustré 2d (FFXY) a pour hamiltonien [Vill77a] :

Hrrxy = — Z Jijgz' : gj == Z Jij cos(0; — 0;), 6.1
(i5) (i5)

ol S; estun spin a deux composantes de norme unité et défini dans le plan par un angle
0;. Les constantes de couplage J;; sont choisies de la méme maniére que le FFIM afin
d’assurer la frustration compléte du réseau carré. On a représenté sur la figure 6.1 deux
plaquettes du FFXY dans 1’état fondamental [Vill77b, Diep04]. Lorsqu’on varie I’in-
tensité du couplage d’échange négatif par un préfacteur w, il existe une valeur critique
w. = 1/3 en-dessous de laquelle 1’état fondamental est ferromagnétique et au-dessus
de laquelle I’état fondamental est constitué de spins qui tournent autour de la plaquette,
ce qui conduit a une dégénérescence supplémentaire due au sens de rotation [Berg86].
Le sens de la rotation autour d’une plaquette p est défini a partir de la chiralité K, :

Kp = sign (Z Jij sin(@i - QJ)> = sign (Z JZJ(S; A s‘;) . ﬁz> s (62)
c c

ol la somme orientée s’étend au contour C' de la plaquette p et i, est le vecteur unitaire
perpendiculaire au plan des spins. L’état fondamental du FFXY est obtenu en juxtapo-
sant des plaquettes fondamentales. Sur la figure 6.2, on présente un exemple d’état
fondamental pour une réalisation de frustration de type zigzag et domino. L’état fon-
damental est caractérisé par un arrangement de la chiralité similaire au modele d’Ising
antiferromagnétique. L’état fondamental est invariant par rotation globale des spins par
le méme angle (symétrie U (1)) et par inversion du signe de la chiralité de chaque pla-
quette (symétrie Zs).

L’hamiltonien (6.1) peut s’écrire comme :

Hrrxy = —JZCOS(@Z- — 9]' + Aij) , (6.3)

(i)
ot A;; = m ou 0 pour les couplages antiferro ou ferromagnétiques respectivement.
On définit alors la quantité U, = >, A;; [27]. On a U, = 7 pour le FFXY soit
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FI1G. 6.1 — Deux plaquettes du FFXY dans I’état fondamental [Vill77b]. Les lignes
continues et pointillées représentent des liaisons ferro et antiferromagnétiques. Les
fleches circulaires représentent le sens de rotation des spins lorsqu’on parcourt une
plaquette dans le sens trigonométrique. Les signes plus et moins correspondent aux
signes des chiralités, qu’on définit positivement lorsque les spins tournent dans le sens
trigonométrique.
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FI1G. 6.2 — La juxtaposition de plaquettes fondamentales décrites sur la figure 6.1 per-
met d’obtenir des exemples d’états fondamentaux du FFXY sur un réseau frustré de
type zigzag (a gauche) et domino (a droite).

Up = f2r ot f = 1/2. 1 existe de la frustration deés lors que U, # 0. Il est
possible de généraliser le modele XY frustré pour différentes valeurs de f [AlbaO8,
Choi85a, Kors95, Fran95, Hatt95, Lee95a, Stra97, Choi85b, Park00]. Il existe aussi
d’autre facons de généraliser le FFXY [Minn0O7]. Notons que le FFXY possede le
méme hamiltonien qu’un réseau bidimensionnel de jonctions Josephson sous champ
transverse (voir [Mart0O] pour une revue).
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6.1.2 Deux transitions

Le comportement critique du FFXY a donné lieu a des controverses dans la litté-
rature portant sur I’existence d’une transition double ou unique pour les angles et la
chiralité et sur I’appartenance de la chiralité a la classe d’universalité du modele d’Ising
(voir [Hase05] pour une revue avant 2005).

Les kinks de Korshunov

On appele T5E ., 1a température de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) des
angles et Ty, la température critique de la chiralité. Outre des preuves numériques
notamment en étudiant le module d’hélicité et la susceptibilité, il existe des confir-
mations analytiques. En considérant les excitations de I’état fondamental du FFXY,
Korshunov [Kors02] a apporté des arguments convaincants en faveur de transitions a
des températures distinctes pour les angles et la chiralité telles que T5E, < Tep,. A
partir de 1’état fondamental 6.2, il est possible de définir des excitations représentées
par des parois entre plaquettes de méme chiralité. Ces parois ont une énergie par unité
de longueur qui est finie. Puisqu’elles sont créées par activation thermique, elles ap-
paraissent sous forme de boucles a faible température. Des exemples de telles parois
sont présentés sur la figure 6.3. Pour un type d’état fondamental fixé a gauche de la
paroi, I’état fondamental de droite varie d’une phase globale 7 si la paroi se décale
d’un pas de réseau [Hals85, Kors86b, Kors86a, Kors02]. Ces parois présentent des
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FI1G. 6.3 — Les parois de domaines verticales en pointillés séparent les plaquettes qui
possedent la mé&me chiralité. Pour un type d’état fondamental fixé a gauche des parois,
le type d’état fondamental a droite varie d’une phase globale 7 si la paroi est décalée
d’un nombre impair de pas de réseau [Hals85, Kors86b, Kors86a].

coudes (de I’anglais kinks). Les exemples d’un coude de hauteur unité et de hauteur
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double sont représentés sur la figure 6.4. Ces coudes possedent une charge topologique

F1G. 6.4 — Exemple d’excitations du FFEXY. Les lignes en pointillés représentent le
réseau. La chiralité est représentée par les signes plus et moins. Les parois de do-
maines en traits pleins séparent les plaquettes de méme chiralité. Les parois peuvent
contenir des coudes (de 1’anglais kinks) de hauteur unité a gauche et de hauteur double a
droite auxquels sont associés de charges topologiques +1/2. Pour des coudes simples,
I’énergie diverge tandis que pour des coudes doubles, les charges qui sont de signes
opposés s’écrantent, par analogie avec le modele XY.

+1/2 qui contient 1’ensemble du déphasage. Par analogie avec les charges topolo-
giques du modele XY, I’énergie d’un coude de hauteur impaire diverge avec la taille
du systeme, tandis que 1’énergie d’un coude de hauteur paire reste finie car les charges
sont écrantées. La situation peut étre représentée par un gaz unidimensionnel de coudes
de charges 1/2. Les arguments du groupe de renormalisation ménent & une température
de transition T £ < Tep, [Kors02]. Lécart est cependant trés faible comme on peut
le constater en lisant les estimations numériques de ces températures dans la table 6.1.

Les classes d’universalité des deux transitions

La transition associée aux angles est sans ambiguité de type Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless. Cependant, bien que le mécanisme d’appariement des défauts topologiques
est identique au modele XY, la classe d’universalité n’est pas nécessairement la méme.
Nous avons déja abordé cette distinction avec le FFIM qui donne lieu également a une
transition de type BKT mais avec ) = 1/2 au lieu de n = 1/4 pour le modele XY. En
utilisant un formalisme de théorie des champs, on peut écrire le hamiltonien du FFXY
(6.1) sous la forme de deux modeles XY couplés par un couplage pertinent sous une
renormalisation de Migdal-Kadanoff. Dans la limite d’un couplage fort, le FFXY se
réduit au modele Ising-XY [Choi85a]. Cependant, a température suffisamment basse,
on peut considérer que les deux modeles XY sont découplés. La fonction de parti-
tion correspondant au hamiltonien (6.1) peut se réécrire aprés une transformation de
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Hubbard-Stratanovitch [Hubb59] a I’aide d’une action S définie par :

0 kgT 9 =
s- Z(m ~ Ty + A2 (J0n(F + alBIP) + O,

(6.4)
ou 11 (k) et 1o(k) sont des champs complexes qui sont découplés a l’ordre P2 et
T2 vy = V/2J/kp est la température 4 laquelle s’annule le terme de masse 5 f - (T—

To) et permet de retrouver un hamiltonien de type onde de spin. Un calcul identique
pour le modele XY meéne a une action :

k kT
sxv =X (2= 18 + LR WP L 00, 69)

k

ou 7%, = 2.J/kp annule le terme de masse. Ainsi, les résultats du modele XY dans
I’approximation des ondes de spins sont valables pour le FFXY a condition de rem-
placer J par J/+/2. Puisque le modele XY vérifie XY (T) = kgT/(2mJ) (voir la
section 4.3), on obtient pour le FFXY un exposant :

kT

n(T) = Jond

(6.6)

L’équivalence entre le FFXY et le modele Ising-XY peut aussi se réaliser en appliquant
le FFXY sur un modele /9-vertex [Knop94]. 1 est également possible de réaliser une
transformation du FFXY en un gaz de Coulomb de particules chargées par une transfor-
mation de Villain [Vill77b, Frad78, Olss95]. Le modele devient un gaz de particules de
charges demi-entiéres +1/2 interagissant par un potentiel de Coulomb logarithmique.

La classe d’universalité de la chiralité est controversée. La plupart des auteurs trouvent
des exposants différents du modele d’Ising (voir la table 6.1). Olsson [Olss95] a suggéré
que la proximité de la transition de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless entraine la présence
de deux longueurs caractéristiques : la taille L du systeme et la longueur de corrélation
EpxT associée a la transition de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless. Le comportement
d’effet de taille finie avec les exposants du modele d’Ising 2d est valable lorsque &.p, >
¢ de telle sorte qu'une seule longueur caractéristique existe dans le systeme. Dix
ans plus tard et avec des capacités informatiques supérieures, Hasenbusch et al [Hase05]
montrent un changement de comportement critique entre la valeur v ~ (.8 reportée
dans la littérature et la valeur v = 1 du modele d’Ising. Le comportement de type Ising
est obtenu pour des réseaux de taille L ~ 1000. IIs expliquent aussi ce comportement
par le fait que la longueur de corrélation des spins est trés grande a la transition et per-
turbe la chiralité. Ce changement de comportement entre la valeur v ~ 0.8 etv = 1
est observée d’autres modeles reliés au FEXY : le modele Ising-XY et une version du
modele ¢ sur réseau.
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Références | Méthode | TLE, Ten, z n v B
[Thijo0] MCTM | 0.464 0.20(1)
[Lee91] MC 0.455(2) | 0.455(2) 0.31(3) 0.85(3)
[Gran93] MCTM | 0.454(3) 0.38(3) 0.80(4)
[Rami%4] | MC 0.446 0.4206 0.875 0.096
[Lee94] MC 0.440(2) | 0.454(2) 0.813(5) | 0.089(8)
[Olss95] MC 0.4460(1) | 0.452(1) 1
[Boub98] | MC 0.4552(2) | 0.4552(2) ~ 0.2 0.852(2)
[Luo98] MCHE 0.4545(2) | 2.17(4) | 0.261(5) | 0.81(2) 0.112(6)
[Chen01] | MCHE 0.4548(2) | 2.20(4) | 0.276(7) | 0.80(2) 0.110(6)
[Luo02] MCHE 0.4544(2) | 2.24(3) | 0.265(4) | 0.813(13) | 0.108(3)
[Ozek03] | MCHE | 0.449(1) | 0.4535(5) | 2.61(6) | 0.272(15) | 0.82(2) 0.111(8)
[Hase05] MC 0.4461(1) | 0.45324(1) 0.25 1
[NieO6a] TDGL 0.4590(3) | 2.24(5) | 0.240(5) | 0.84(3) 0.101(5)
[NieO6b] MCHE 0.4541(2) | 2.08(4) | 0.251(3) | 0.80(2) 0.100(4)

TAB. 6.1 — Différentes estimations de la température critique 7,;, et des exposants
associés a la chiralité pour le FFXY par méthode Monte Carlo a 1’équilibre (MCE),
par relaxation hors équilibre (MCHE) et par relaxation du modele de Ginzburg-Landau
(TDGL de I’anglais Time-Dependant Ginzburg-Landau dynamics). Nous avons aussi
indiqué I’estimation de la température critique T’ £ associée aux spins.

6.2 Vieillissement du FFXY lors d’une trempe

6.2.1 Vieillissement des angles

TFF

Vieillissement depuis I’état fondamental jusque 7" < T5 ;>

On effectue ici une trempe depuis I’état fondamental jusque dans la ligne critique.
Nous avons vu plus haut que le hamiltonien du FFXY peut s’écrire dans 1’approxima-
tion des ondes de spin comme un modele XY de couplage effectif .J/+/2. Lors d’un
tel protocole, la dynamique du modele XY est gouvernée par les ondes de spin et les
fonctions a deux temps se calculent exactement [BertO1, Bray00, Cug94] comme nous
I’avons vu dans la section 4.3. On s’attend a la méme forme d’échelle pour 1’auto-
corrélation du FFXY donnée par I’expression (4.67) dont on rappelle la forme :

t+s n/2

avec un exposant 77(7") donné par (6.6). Pour les simulations, nous avons préparé le
systeme, qui posseéde une configuration de frustration de type domino, dans 1’état fon-
damental illustré sur la figure 6.2. Puis nous avons mesuré 1’autocorrélation spin-spin
suivant la définition :

C(t,s) ~ (t— )72 < 6.7)

N
Ct,s) = %Z@(t) +8i(5)). (6.8)
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pour une trempe aux températures 7' = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8T% £ et T E-, en utilisant la
valeur 5L = 2.2415(5) qui est I’estimation la plus précise de la littérature [Hase05].
Nous avons utilisé une dynamique locale de type Glauber. Le réseau est de dimensions
256 x 256 avec des conditions de bords périodiques. Les temps d’attente sont s = 200,
400, 600, 800, 1200, 1600, 2400, 3200, 4800, 5600 and 6400 et le temps de mesure
final est £y = 60000. Chaque température est moyennée sur 12000 configurations ini-
tiales. Afin d’optimiser le temps de calcul, nous avons effectué les mesures a toutes les
itérations Monte Carlo entre ¢ = 0 et t = 1000 puis une itération sur 5 entre ¢ = 1000 et
t = 10000 et finalement une itération sur 10 entre ¢ = 10000 et ¢ = 60000. Le temps
nécessaire a une itération Monte Carlo est approximativement de 42ms soit 0.64 s par
spin sur des processeurs Xeon quad-core de fréquence 2GHz. La durée de simulation
totale par température est de 8400h, ou encore 350 jours. Nous avons utilisé une dizaine
de processeurs pour chaque température, ce qui a ramené le calcul a un mois. Nous ob-
tenons les courbes présentées sur la figure 6.5 pour les différentes températures. Dans
la colonne de gauche, les données sont tracées en fonction de ¢ — s. Apres un régime
de quasi-équilibre ou les courbes se superposent pour des temps d’attente différents,
on entre dans un régime de vieillissement ou elles se séparent. Notons aussi que I’au-
tocorrélation décroit d’autant plus rapidement que la température finale est élevée. A
partir du régime de quasi-équilibre, il est possible de déterminer 1’exposant 1 comme
nous I’expliquons plus bas (nos estimations sont données dans la table 6.2. Cela nous
permet de tracer les fonctions d’échelle (6.7) présentées dans la colonne de droite.
Pour les plus grands temps d’attente, les courbes sont indistinguables aux barres d’er-
reur pres, ce qui montre que le régime de vieillissement de I’autocorrélation est bien
décrit par le calcul dans I’approximation des ondes de spin. Cela implique notamment
un exposant dynamique z = 2, en accord avec I’étude de dynamique aux temps courts
de Luo et al [Luo98] et I’étude de la relaxation hors équilibre de Zheng et al [Zhen03],
toutes deux en partant d’un état initial ordonné. On constate une superposition des
courbes jusqu'a T5E.. pour les paramétres que nous avons utilisés, ce qui implique
que la forme d’échelle (6.7) est valide dans toute la ligne critique.

A partir de la forme (6.7), il est possible d’obtenir I’exposant n(T) a partir de la contri-
bution de quasi-équilibre (t —s)~"/2. Pour cela, on considere la fonction de corrélation
dans le plan formé par les axes ¢ et s et on fixe I’argument de la contribution au vieillis-
sement i.e. on se place sur les courbes :

t+ s

Vits

Le long de ces courbes, 1’exposant 7)(T") /2 est obtenu par une interpolation linéaire de
In C(t, s) en fonction de In(¢ — s). Les résultats sont tracés en fonction de 1/ sur la
figure 6.6. Le régime de quasi-équilibre a lieu pour des valeurs de s et t comparables,
donc pour les petites valeurs de «, a droite de la figure 6.6. Afin de tester la possi-
bilité d’un régime transitoire entre petites et grandes valeurs de s, nous avons réalisé
I’interpolation avec différents intervalles de temps d’attente : toutes les valeurs de s
(cercles), s > 400 (carré), s > 600 (diamants) et s > 5600 (étoiles). On constate
que toutes les courbes se superposent, méme si les fluctuations augmentent lorsque
le nombre de temps d’attente est réduit. L’estimation de n(7) a T5E ., se révele tres

bruitée et nous n’avons pas tracé la régression. Nous obtenons (T &) = 0.27(2).

= k = Cste. (6.9)
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Des estimations plus précises pour la gamme de températures autour de T5 £ ont été

obtenues dans la littérature, notamment par relaxation hors équilibre [Zhen03]. Nos
résultats pour 1’exposant 1 sont résumés dans la table 6.2 et tracés en fonction de T’
sur la figure 6.7. Ces estimations sont en bon accord avec de précédentes études et

T n/2 MC) 1n/2 (SW)
0.2TEE 0.0106(6) 0.0100
0.4TEE 0.0225(9) 0.0201
0.6TEE, 0.0358(8) 0.0301
0.8TEE 0.0536(20) 0.0402
TEE, 0.135(10) 0.0502

TAB. 6.2 — Nous présentons nos estimations Monte Carlo (MC) de I’exposant 7(7T") /2
obtenues par interpolation de 1’autocorrélation dans le régime de quasi-équilibre. Pour
comparaison, nous présentons aussi les valeurs prédites dans 1’approximation des
ondes de spin (SW) d’apres I’expression (6.6).

avec la prédiction dans 1’approximation des ondes de spins pour des températures suf-
fisamment basses. A notre connaissance, la seule estimation numérique de 7(7") dans la
littérature dans le régime de 1’approximation des ondes de spin [Lee95b] est effectuée
a partir de la superposition des fonctions de corrélation spatiales lors d’une trempe
depuis la phase haute température. Ces auteurs ne considerent pas de corrections lo-
garithmiques des variables temporelles. Il obtiennent un exposant effectif z # 2 qui
dépend de la température, ce qui n’est visiblement pas le cas ici, puisque la validité
de la fonction d’échelle obtenue dans I’approximation des ondes de spin certifie que
z=2pour 0 <T < TEE,.

Il est également possible d’extraire ’exposant n(T") en utilisant la partie de vieillis-
sement de la fonction d’autocorrélation. Pour cela, on réalise une interpolation de
log((t — s)"/2C(t, s)) en fonction de log((t + s)/+/ts) afin d’obtenir 1’exposant as-
socié aux courbes tracées dans la colonne de droite de la figure 6.5. Puisque le régime
de vieillissement est obtenu pour des temps ¢ et s distants, on est contraint d’utiliser des
valeurs faibles et donc bruitées de I’autocorrélation. Afin d’observer les corrections au
comportement asymptotique, on fait varier la borne inférieure ¢,,,;,, € [s + 1;60.000]
sur lequel I’interpolation est réalisée. Les résultats sont tracés sur la figure 6.8 en fonc-
tion de 1 /¢,y Les valeurs a droite de la figure sont obtenues en réalisant une interpo-
lation sur tous les points disponibles ¢ € [s + 1;60.000] (¢,,5, = 1) tandis que les va-
leurs a gauche sont obtenues avec les trois derniers points ¢ € [59.998; 60.000] (t,in =
59.998). La convergence vers le régime asymptotique s’effectue donc a gauche de la fi-
gure. Les différents symboles correspondent aux différentes valeurs de temps d’attente.
Les résultats sont de qualité inférieure par rapport a ceux obtenus a partir du régime de
quasi-équilibre. On se contente de noter la compatibilité des deux estimations.

Dans I’approximation des ondes de spin, le RFD présente une divergence pour to/sg =
2 + /5 comme pour le modele XY [BertOl, Abri04b], en accord avec I’expression
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(4.69) :
ksTR(t,s) s(t+s)

0:C(t, s) TR 4ts— 2
Afin de tester ce comportement pour les spins du FFXY, nous avons calculé le RFD

a I’aide de la fonction d’autoréponse qui nécessite 1’introduction d’un terme Zeeman
dans le hamiltonien sous la forme :

X(t,s) = (6.10)

= hiSi, 6.11)

ot le champ h; = (b}, h2) et les spins S; = (S}, 52) possédent deux composantes. La
réponse est la somme des contributions de chaque composante :

N 2 "t
Rt s ZZ Sh(s)

=0 ¢

6.12)

h*—0

Nous évaluons la fonction de réponse par la méthode sans champ présentée dans la
sous-section 4.2.2. L’état initial fondamental et les températures de trempe finales sont
les mémes que pour les simulations de 1’autocorrélation. Nous ne présentons pas ici
les résultats pour T %~ qui sont trop bruités. Les parametres ont été ajustés afin de
moyenner sur un nombre suffisant d’histoires thermiques. Nous avons choisi un réseau
de taille 192 x 192, un temps final £y = 4000 et les temps d’attente s = 60, 80, 100,
120, 140 et 160. Ces parametres nous ont permis de moyenner sur 25000 configura-
tions initiales pour une trempe a 0.2 et 0.4T5E . et 45000 pour 0.6 et 0.8T5E .. Plus
la température finale est élevée et plus les fluctuations sont importantes, et donc plus le
nombre d’histoires requis pour avoir des données correctes est important. Nous avons
effectué les mesures a tous les temps entre ¢ = s et £ = 100, un temps sur deux entre
t = 100 et t = 1000 et un temps sur vingt entre ¢ = 1000 et t; = 4000. La durée
totale des calculs cumulée pour toutes les températures est approximativement de 153
jours en partant sur une base de 0.64us par spin, sur un processeur Xeon quad-core de
fréquence 2GHz. Pour illustration, le RFD pour une trempe depuis 1’état fondamental
jusqua 0.2TEE. . est tracé sur la figure 6.9 en fonction de ¢/s. On constate que pour des
temps d’attente finis, des corrections a la forme d’échelle (4.69) entrainent un décalage
de I’endroit de la divergence par rapport a la valeur prédite dans I’approximation des
ondes de spin. Sur la figure 6.10, I’endroit de la divergence ty/sq est tracée en fonc-
tion de s pour chaque température de trempe. On observe une dépendance linéaire en
fonction de 1/s dont la limite est consistante avec la prédiction de I’approximation des
ondes de spin (4.69) lorsque s tend vers 1’ infini.

Trempe depuis un état initial désordonné jusqu’a TS Y.

Nous avons réalisé une trempe du FFXY depuis un état désordonné jusqu’a la
température T4 5, = 0.4461(2) (B5E, = 2.2416(10)) [Hase05]. Dans un premier
temps, nous calculons le rapport fluctuation-dissipation du FFXY. Parallelement, pour
comparaison, nous avons aussi calculé le rapport ﬂuctuation—dissipation du modele
XY trempé a la température de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless Tz = 0.8929(1)
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(BA L = 1.1199(1)) [Hase97, Hase05a]. L’intérét de ce calcul est double. Premiere-
ment, on s’attend a une modification de la variable d’échelle dans les expressions obte-
nues dans I’approximation des ondes de spins. Cette modification est due a la présence
de défauts topologiques libres dans la phase haute température [Yurk93, Rute95b,
Bray94, BrayOO] comme nous I’avons discuté dans la section 4.3. Deuxieémement, le
RFD mene asymptotiquement a un rapport d’amplitude universel qui permet de compa-
rer les classes d’universalité des deux modeles. Le RFD est calculé suivant le protocole
décrit dans la sous-section précédente. Lors des simulations du FFXY, nous avons uti-
lisé un réseau de dimensions 192, un temps final ¢y = 4000, une moyenne sur 500000
histoires thermiques et des temps d’attente s = 60, 80, 100, 120, 140, 160 et 180. Ce
calcul a nécessité environ 546 jours sur des proceseurs Xeon quad-core de fréquence
2GHz. Pour le modele XY, nous avons choisi des parametres plus modestes : le réseau
est de dimension 128 x 128, le temps final est aussi £y = 4000 et les temps d’attente
sont s = 10, 20, 40, 80, 100 et 200, et une moyenne sur 100000 histoires thermiques
s’est révélée suffisante. Les résultats sont présentés sur la figure 6.11. On estime les
valeurs asymptotiques X, = 0.385(15) pour le FFXY et X, = 0.215(15) pour
le modele XY. Ces valeurs sont nettement incompatibles. Cependant, pour les deux
modeles, I'utilisation de corrections logarithmiques de la variable d’échelle permet une
superposition des courbes ce qui met en évidence le rdle des vortex dans la relaxation.
On note que la valeur obtenue pour le modele XY X, = 0.215(15) est en contradic-
tion avec une estimation précédente dans la littérature X, ~ 0.5 [Abri04b] qui fut
obtenue en calculant la pente de la réponse intégrée TRM prras(t, s) en fonction de
I"autocorrélation C(t, s) par la méthode erronée a s fixé et ¢ qui varie (voir la discus-
sion dans la sous-section 4.2.3 pour le modele d’Ising). Nous rappelons comment il est
possible d’obtenir X, a partir de ce type de courbes :

lim pzro(t,s) = Xoo(1 —C(t,9)), (6.13)

t,s—00

tandis que dans le régime de quasi-équilibre :
pzrc(t,s) =1-C(ts). (6.14)

Afin de confirmer notre estimation directe pour le modele XY, nous avons tracé sur la
figure 6.12 pzrc(t, s) en fonction de C(t, s) pour une valeur ¢ fixée et s qui varie.
Nous obtenons une valeur en accord avec I’estimation directe X = 0.215(15).
Suivant le m&me protocole, nous calculons 1’autocorrélation afin de tester la forme
d’échelle (voir la section 4.3 pour I’apparition des corrections logarithmiques de la
variable d’échelle a partir de I’expression (6.8)) :

t,5—00 sint

-9
C(t,s) ~ (t—s)~ "2 (“ns) . (6.15)

Nous calculons I’autocorrélation suivant la définition (6.8). Les parametres de simula-
tions sont modifiés. Le réseau est de dimensions 256 x 256, le temps final est £ =
120000 et la moyenne est réalisée sur 5000 histoires thermiques. Les temps d’attente
sont s = 500, 1000, 2000, 4000, 8000 et 12000. Ces calculs nécessitent environ 390
jours de calcul sur un processeur Xeon quad-core de fréquence 2GHz. Les résultats
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sont tracés sur la figure 6.13. A gauche, I’autocorrélation est tracée en fonction de ¢ — s
et nous permet de constater I’apparition d’une brisure de I’invariance par translation
temporelle aprés un régime de quasi-équilibre. A droite, nous avons tracé la fonction
d’échelle. Pour des valeurs suffisamment grandes de la variables d’échelle, il existe un
régime de vieillissement puisqu’on observe une superposition des courbes. La fonc-
tion d’échelle décroit algébriquement avec un exposant ¢ = 0.74(3), ce qui méne a
un exposant A\/z = ¢ + /2 = 0.87(3) (voir la discussion de la sous-section 4.2.1
pour les conventions d’exposants). Cette valeur est 1égerement supérieure a celle ob-
tenue dans le régime de temps court A\/z = d/z — 6 = 0.808(3) [Luo98] a partir
de I’exposant 6 définit dans la sous-section 4.2.1. Le modele XY présente une valeur
inférieure : \/z = 0.625(4) dans [Luo98] (ou les corrections logarithmiques n’ont pas
été envisagées), \/z = 0.738(4) dans [Zhen03] et A\/z = 0.738(5) dans [Lei07].

6.2.2 Vieillissement de la chiralité

Nous avons finalement réalisé une trempe du systeme depuis un état désordonné
jusqu’a la température critique de la chiralité 7T-;,. Nous avons commencé par calculer
le rapport fluctuation-dissipation de la chiralité :

- k‘BTR(t, S)

X(t,s) = 5.CC D) (6.16)

La fonction d’autoréponse R(t, s) de la chiralité est obtenue en couplant chaque pla-
quette p a un terme Zeeman :

> K, 6.17)
p

ce qui permet la définition d’une fonction de réponse :
N
1 o 6(Kp(1))
R(t,s) = — ——E
N pz:;) Ohp(s)

Cette quantité peut alors étre déterminée par la méthode sans champ présentée dans la
sous-section 4.2.2. L’autocorrélation est définie par :

(6.18)

h—0

C(t,s) = %Z%(t)&(s», (6.19)

dont la dérivée par rapport au temps s combinée a 1’autoréponse permet le calcul du
RFD (6.16). Lors d’un tel protocole, on s’attend a une décroissance du RFD vers
une valeur universelle X, (voir la sous-section 4.2.3). La encore, I’intérét de ce cal-
cul est double : examiner s’il existe des corrections a la variable d’échelle liées aux
défauts topologiques et estimer la valeur asymptotique afin de la comparer a celle du
modele d’Ising. La littérature offre une large gamme d’estimation pour 7, comme
on peut le voir dans la table 6.1. Nous avons effectué les mémes simulations a deux

températures différentes : Tél) = 0.45324(1) [Hase05] qui est la valeur la plus précise
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de la littérature et TéQ,z = 0.4545(2) qui fait partie des estimations les plus précises ob-
tenues par simulations Monte Carlo hors équilibre i.e. une méthode semblable a celle
que nous utilisons. On a choisi un réseau de dimensions 192 x 192, un temps final
ty = 2000 et la moyenne est effectuée sur 10° histoires thermiques. Le temps de cal-
cul par chiralité est du méme ordre que pour les spins ce qui mene a un calcul de 546
jours sur un processeur. Les temps d’attente sont s = 10, 20, 30, 40, 50, 60, et 80.
Les résultats sont tracés sur la figure 6.14 pour T, él}f et sur la figure 6.15 pour Té?h) en
fonction de (s/1ns)/(t/1nt) (en haut) et s/t (en bas) de sorte que la valeur asymp-
totique X, est extrapolée sur I’axe des ordonnées. La superposition des courbes est
améliorée avec les corrections logarithmiques de la variable d’échelle, ce qui donne
une évidence de I’influence des défauts topologiques sur la dynamique de la chiralité.

Nos estimations des valeurs X, aux températures T((th) et Té?fz sont respectivement

x = 0.410(10) et x92 = 0.405(5) avec des corrections logarithmiques. Puisque
ces valeurs sont compatibles, cela signifie qu’une variation faible de température autour
du point critique a peu d’influence sur 1’estimation du RFD. Notons que 1’absence de
corrections logarithmiques mene a des valeurs asymptotiques compatibles. Dans tous
les cas, I’estimation du RFD est clairement incompatible avec la valeur obtenue pour
le modele d’Ising ferromagnétique X, = 0.330(5) [Chat04].
Nous souhaitons désormais caractériser le comportement de 1’autocorrélation. On s’at-
tend a la forme :

C(t,s) ~ s%C (’f(t)) , (6.20)

t,s—0o0 5 (8)

o1 C est une fonction d’échelle. Puisque des logarithmes sont attendus dans la crois-
sance de la longueur caractéristique, on peut réécrire (6.20) :

tlns
C(t ~  §%C 6.21
( ’S) t,s—»oos (Sh’lt) ’ ( )
ol C(z) est une fonction d’échelle qui se comporte asymptotiquement selon :
Clz) ~ ae/z, (6.22)

Ainsi, la fonction de corrélation permet de comparer les quantités universelles a, et
Ac/zc avec les valeurs connues du modele d’Ising. Nous avons aussi mesuré 1’auto-
corrélation de la chiralité suivant la définition (6.19) en suivant le méme protocole que
lors des simulations du RFD, mais les parametres sont différents. Nous avons choisi
un réseau de dimensions 256 x 256, un temps final £y = 120000 et la moyenne est
réalisée sur 5000 histoires thermiques. Les temps d’attente sont s = 500, 1000, 2000,
4000, 8000 et 12000. Ces calculs ont nécessité environ 390 jours de calcul sur un
processeur Xeon quad-core de fréquence 2GHz. Les résultats sont présentés sur la fi-
gure 6.16 pour la température 7, ((;Ih) et sur la figure 6.17 pour la température T((JQ}Z.

En haut, pour les deux températures, les données sont tracées en fonction de ¢t — s.
Apres un régime de quasi-équilibre, les courbes se séparent et le systéme présente une
brisure d’invariance par translation temporelle. En bas, dans la figure principale, les
mémes données sont tracées selon une fonction d’échelle (6.21). Pour les résultats de
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la trempe a la température Télh) sur la figure 6.16, la superposition des courbes est
obtenue pour un exposant a. = 0.0(1), qui est trés éloigné de la valeur du modele
d’Ising a. ~ 0.115 ainsi que des valeurs obtenues par simulations Monte Carlo hors
équilibre (voir table 6.1). Dans I’insert du graphe de droite, nous avons tracé 1’exposant
Ac/z. obtenu par interpolation de la fonction d’échelle de 1’autocorrélation sur I’inter-
valle [Zmin; (tmaz/ 1N tmaz)/($/ 10 8)] en faisant varier la borne inférieure de I’inter-
valle ;. Les données sont tracées en fonction de 1/, de sorte que la valeur
asymptotique se lit & gauche. On estime la valeur \./z. =~ 0.84 qui n’exclut cepen-
dant pas la valeur du modele d’Ising A\./z. &~ 0.73 tracée en pointillés car les données
évoluent avec le temps d’attente et ne nous permettent pas, pour les parametres utilisés
de fournir des barres d’erreur. La forme d’échelle (6.21) est incohérente et semble ma-
nifester un comportement de systeme trempé dans la phase basse température. Nous
avons deux explications : soit le cross-over vers la forme d’échelle (6.21) s’effectue
a des temps bien plus grands que ceux qui sont accessibles actuellement, soit I’esti-
mation de Tg}z obtenue par extrapolation des effets de taille finie est erronée. Pour les

résultats de la trempe a la température Tgf} en bas de la figure 6.17, la superposition des
courbes est obtenue pour un exposant a. = 0.10(2), qui est compatible avec la valeur
du modele d’Ising a. ~ 0.115 et en bon accord avec les valeurs obtenues par simula-
tions Monte Carlo hors équilibre (voir table 6.1). Cette estimation permet d’obtenir une
forme d’échelle (6.21) cohérente. Dans ’insert du graphe de droite, nous avons tracé
I’exposant A./z. obtenu par interpolation de la fonction d’échelle de 1’autocorrélation
sur Uintervalle [Zin; (tmax/ 10 tmaz)/(s/ 10 s)] en faisant varier la borne inférieure
de I'intervalle ;. Les données sont tracées en fonction de 1/, de sorte que la
valeur asymptotique se lit & gauche. On estime la valeur \/z =~ 0.98(5). La valeur
du modele d’Ising A./z. =~ 0.73 tracée en pointillés est exclue car les données sont
stables avec le temps d’attente. Notons que 1’absence de logarithmes n’affecte pas de
facon significative la valeur de 1’exposant. Ces résultats montrent que la mesure de
I’autocorrélation est plus sensible que le RFD a la valeur de la température de trempe.
Il est possible de mettre plus nettement en évidence les corrections logarithmiques
de la chiralité en effectuant une trempe dans la phase basse température depuis un
état désordonné. Nous avons calculé la corrélation spatiale chiralité-chiralité a temps
égaux C(r,t) afin de mettre en évidence la croissance de la longueur caractéristique.
On s’attend a la forme :

C(r,t) ~ CE(r/E(1) (6.23)

o1 I’on doit distinguer entre les formes de croissance &(t) ~ t'/? et £(t) ~ (t/Int)/?
puisque pour un tel protocole, I’exposant dynamique est z = 2 dans toutes la phase
basse température. Les simulations sont effectuées pour une température finale T, /2,
un réseau de dimensions 400 x 400. Les mesures sont réalisées aux temps ¢t = 80,
160, 320, 640, 1280, 2560, 5120, 10240 et 20480. La corrélation est moyennée sur
1000 histoires thermiques. Le nombre de configurations est relativement faible de sorte
que les barres d’erreur sont importantes. Les résultats présentés sur la figure 6.18 ont
juste une valeur suggestive. En comparant la superposition des courbes pour les va-
riables d’échelle 7/t'/2 (a gauche) et 7/(t/Int)'/? (a droite), on s’apercoit que les
corrections logarithmiques améliorent clairement la superposition des courbes lorsque
la valeur z = 2 est utilisée, ce qui permet de mettre en évidence le role des défauts to-
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pologiques dans la phase basse température. Des simulations plus précises et a d’autres
températures sont requises pour étre plus affirmatifs. Notons qu’il a été mesuré par si-
mulation Monte Carlo un exposant dynamique qui dépend de la température [Lee95b].
On a notamment z(7T¢p,/2) ~ 2.5. Les données de cet articles pourraient étre réana-
lysées avec des corrections logarithmiques dans la variable d’échelle.

Le modele XY completement frustré 2d présente un état fondamental original in-
variant sous le groupe de symétrie U (1) pour les spins et sous le groupe de symétrie
Zy pour la chiralité. La littérature est source de débats depuis deux décennies autour
de deux questions. La premiere concerne I’existence ou non de deux températures dis-
tinctes pour chaque brisure de symétrie. Les arguments phénoménologiques de Kor-
shunov suggerent la présence de charges topologiques demi-entieres sur les parois de
domaines de la chiralité. La présence de ces charges entraine deux températures dis-
tinctes, ol la brisure de symétrie de la chiralité intervient a plus haute température
que T g I};T pour les spins. Cependant, la différence est tres faible et la détermination
numérique précise de ces températures par simulations Monte Carlo demeure un défi
technique. La deuxieme question concerne I’appartenance ou non de la transition de
la chiralité a la classe d’universalité du modele d’Ising. Un article récent de Hasen-
busch al utilise a la fois des arguments du groupe de renormalisation et des simulations
Monte Carlo extensives a 1’équilibre et affirment que la classe d’universalité de la chi-
ralité est bien celle du modele d’Ising. Nous avons étudié le vieillissement du modele
XY completement frustré 2d par simulations Monte Carlo locales de type Glauber.
Les caractéristiques du vieillissement pour le modele XY et le modele d’Ising sont
bien connues comme nous 1’avons vu dans le chapitre 4. Il est intéressant de voir quel
est ’effet de la symétrie inhabituelle sur ces dynamiques connues, effets qui se mani-
festent notamment par la présence de défauts topologiques sur les murs de domaines
de la chiralité. Dans un premier temps, nous avons réalisé une trempe du systéme dans
la ligne critique en partant d’un état fondamental. La mesure de la corrélation spin-
spin et du rapport fluctuation-dissipation permet de mettre en évidence un régime de
vieillissement. Ces fonctions sont décrites par les formes analytiques obtenues par dy-
namique de Langevin dans I’approximation des ondes de spin, comme pour le modele
XY. Ce résultat est prévisible puisqu’il est possible de réécrire a tres basse température
le hamiltonien du FFXY comme un modele XY avec un terme de couplage effec-
tif J/ /2. Par ailleurs, nos mesures de I’autocorrélation permettent une estimation de
I’exposant 7(T"). Puisque la dynamique est décrite par une équation de Langevin, nos
résultats assurent que 1’exposant dynamique est z = 2 dans toute la ligne critique,
en accord avec des études Monte Carlo antérieures. Puis, toujours pour les variables
angulaires, nous effectuons une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la
température de Berezinskii, Kosterlitz et Thouless Tg };T [Bere71, Kost73, Kost74] du
FFXY. Pour ce protocole, on s’attend a des corrections logarithmiques de la variable
d’échelle dues a la présence de vortex libres dans 1’état initial. Ces corrections sont
mises en évidence pour la corrélation spin-spin et le RFD. De plus, nous mettons en
évidence un régime de vieillissement pour ces fonctions et nous estimons les grandeurs
universelles telles que I’exposant de décroissance de 1’autocorrélation ¢ = 0.74(3) et
la valeur asymptotique du RFD X, = 0.385(15). Nous comparons ces valeurs avec
celles du modele XY. Elles se révelent incompatibles. Finalement, nous réalisons une
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trempe de la chiralité depuis la phase haute température jusqu’a la température critique
T Puisque les estimations de T, dans la littérature sont éloignées, nous faisons
les mémes simulations a deux températures différentes. L'une correspond a 1’estima-
tion la plus précise de la littérature qui est obtenue a 1’équilibre. L’autre correspond
a I'une des estimations les plus précises obtenue par relaxation hors équilibre. Les
corrections logarithmiques se manisfestent pour le RFD dont la valeur asymptotique
est par ailleurs peu sensible aux variations de températures. L’ autocorrélation est plus
sensible au choix de températures et une forme d’échelle cohérente est obtenue avec
la température déterminée par relaxation hors équilibre. Ces fonctions présentent un
régime d’échelle ot il est possible d’estimer les grandeurs universelles telles que 1’ex-
posant de décroissance de 1’autocorrélation A./z. = 0.98(5) et la valeur asymptotique
du rapport fluctuation-dissipation X, = 0.405(5) qui sont incompatibles avec les va-
leurs correspondantes pour le modele d’Ising 2d. Bien que nos valeurs semblent stables
en fonction du temps d’attente, nous n’excluons pas un cross-over pour des valeurs
plus grandes de temps d’attente qui sont inaccessibles avec les capacités informatiques
a notre disposition. Notons finalement que les corrections logarithmiques dans la crois-
sance de la longueur caractéristique sont mises en évidence avec la corrélation chira-
lité-chiralité spatiale a un temps lors d’une trempe depuis la phase haute température
jusque dans la phase basse température.
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FI1G. 6.5 — Nous avons tracé les données obtenues pour 1’autocorrélation spin-spin
C(t,s) du FFXY en partant d’un état initial fondamental et en trempant le systéme
aux températures 7 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8T5E, et TEE, (de haut en bas). La colonne
de gauche représente la fonction de corrélation en fonction de ¢ — s pour les différentes
températures. La colonne de droite représente les fonctions d’échelle d’apres la relation
(6.7), ol on a utilisé les valeurs de n(7T") déterminées dans le régime de quasi-équilibre.
Pour les plus grands temps d’attente, la superposition est bonne.
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FIG. 6.6 — Estimation de I’exposant 7/2 a partir de la régression algébrique de la contri-
bution du régime de quasi-équilibre de I’expression (6.7). Les résultats sont tracés en
fonction de k= = \/ts/(t + s) (voir le texte pour les détails). Ce régime est attendu
pour t ~ s, donc pour les petites valeurs de «, a droite de la figure. L’interpolation est
réalisée avec différentes valeurs de temps d’attente : toutes les valeurs de s (cercles),
s > 400 (carré), s > 600 (diamants) et s > 5600 (étoiles). Pour une température
donnée, toutes les courbes sont compatibles et on ne constate aucun régime transitoire.
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FIG. 6.7 — Nos estimations de 7(7") obtenues a partir de 1’autocorrélation spin-spin par
interpolation de I’expression (6.7) sont comparées avec les estimations de la littérature
et avec la solution dans 1’approximation des ondes de spin valable a basse température.
Le bon accord dans les différents régimes justifie la forme d’échelle (6.7)
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FIG. 6.8 — Détermination de ’exposant 1(7")/2 a partir de la contribution de vieillis-
sement des fonctions d’échelle tracées dans la colonne de droite de la figure 6.5. Nous
avons effectué une régression algébrique en faisant varier la borne inférieure t,,;, de
I’intervalle de régression (voir le texte pour les détails). Les résultats de 1’analyse sont
tres bruités et on se contente ici de vérifier la compatibilité de cette méthode avec les
estimations réalisées a partir de la contribution de quasi-équilibre tracées en lignes
pointillées.
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FIG. 6.9 — Le RFD pour une trempe depuis 1’état fondamental jusqu’a 0.2T5E . est
tracé en fonction de la variable d’échelle ¢/s. On observe une discontinuité qui évolue
avec le temps d’attente.
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FIG. 6.10 — La valeur du rapport to/so pour lequel on observe une discontinuité du
RFD est tracée en fonction de I’inverse du temps d’attente. Pour s — oo, on observe
une convergence linéaire vers la valeur théorique 2 + /5 ~ 4.24 prévue dans 1’ap-
proximation des ondes de spin (6.10).
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F1G. 6.11 — Le rapport fluctuation-dissipation des variables angulaires pour une trempe
depuis la phase haute température jusqu’a T £ pour le FFXY (en haut) et jusqu’a
TZY, pour le modele XY (en bas) est tracé en fonction de I'inverse de la variable
d’échelle (t/Int)/(s/Ins) de sorte que la valeur asymptotique se lit par extrapola-
tion sur I’axe des ordonnées. Les valeurs asymptotiques sont clairement incompatibles
puisqu’on estime respectivement X, = 0.385(15) pour le FFXY et X, = 0.215(15)
le modele XY. Pour les deux modeles, des corrections logarithmiques permettent d’ob-
tenir une superposition des courbes.
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FIG. 6.12 — Nous avons tracé la réponse intégrée ZFC pzpc(t, s) en fonction de 1’au-
tocorrélation C(t, s) pour un temps ¢ qui est fixé et un temps s qui varie lors d’une
trempe du modele XY depuis la phase haute température jusqu’'a Thpp. Dans le
régime de quasi-équilibre (a droite de la figure, pour les grandes valeurs de C(t, s)), les
données sont décrites par le théoreme fluctuation-dissipation (TFD) selon 1’expression
(6.14). Puis, dans le régime de vieillissement, nous obtenons une pente asymptotique
Xoo =~ 0.215 qui est en accord avec ’estimation directe X, = 0.215(15) présentée
sur la figure 6.11.
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F1G. 6.13 — En haut, I’autocorrélation spin-spin du FFXY pour une trempe depuis un
état désordonné jusqu’a la température T5 F. est tracée en fonction de t — s, ce qui
permet de constater un régime de quasi-équilibre, puis 1’apparition de la brisure d’in-
variance par translation temporelle. En bas, on a tracé la fonction d’echelle (6.15) de
I’autocorrélation. Il existe un régime d’échelle pour lequel les courbes se superposent
pour des valeurs suffisamment grandes de la variable d’échelle. La décroissance est
algébrique avec un exposant ¢ = 0.74(3).
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FIG. 6.14 — Le RFD de la chiralité pour une trempe depuis un état désordonné jus-

qu’a Télfz est tracé en fonction de I'inverse des variables d’échelle de sorte que la
valeur asymptotique se lit par extrapolation sur 1’axe des ordonnées. L’ajout de cor-
rections logarithmiques dans la variable d’échelle sous la forme :11:1‘; (en haut) per-
met d’améliorer la superposition par rapport a la variable 7 (en bas). On estime
Xo = 0.410(10) avec les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est ob-
tenue sans logarithmes. Nos estimations sont incompatibles avec la valeur du modele

d’Ising X, = 0.330(5) [Chat04].
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FI1G. 6.15 — Le RFD de la chiralité pour une trempe depuis un état désordonné jusqu’a
Tgh) est tracé en fonction de I’inverse des variables d’échelle de sorte que la valeur
asymptotique se lit par extrapolation sur 1’axe des ordonnées. L’ajout de corrections lo-
garithmiques dans la variable d’échelle sous la forme # llrrllg (en haut) permet d’améliorer
la superposition par rapport a la variable 7 (en bas). On estime X, = 0.405(5) en
considérant les corrections logarithmiques. Une valeur compatible est obtenue sans

logarithmes. Cette estimation est compatible avec la valeur estimée a la température
Tél,z : le RFD est peu sensible a la température autour du point critique.
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FIG. 6.16 — En haut, I’autocorrélation de la chiralit¢é pour une trempe depuis la
phase haute température jusqu’a la température Télfz est tracée en fonction de
t — s. Apres un régime de quasi-équilibre, une brisure de I’invariance par transla-
tion temporelle intervient. En bas, les mémes données sont tracées en fonction de
(t/Int)/(s/1ns). On constate un régime d’échelle ol les courbes se superposent et
décroissent algébriquement avec un exposant \./z. ~ 0.84 dont I’évolution en fonc-
tion de I’inverse de la borne inférieure d’interpolation x,,;, est présentée dans I’insert.
Le préfacteur s® (attendu d’apres la forme (6.21)) est ici égal a un i.e. a. ~ 0 ce qui

est tres éloigné de la valeur du modele d’Ising a, ~ 0.115.
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FI1G. 6.17 — En haut, I’autocorrélation de la chiralité pour une trempe depuis la phase
haute température jusqu’a Tézh) est tracée en fonction de t — s. Apres un régime de
quasi-équilibre, une brisure de I’invariance par translation temporelle intervient. En
bas, les mémes données sont tracées en fonction de (t/Int)/(s/In s). On constate un
régime d’échelle ou les courbes se superposent et décroissent algébriquement avec un
exposant A\/z ~ 0.98(5) dont I’évolution en fonction de ’inverse de la borne inférieure
d’interpolation x,,;, est présentée dans I’insert. La meilleure superposition est obtenue
pour un exposant a. ~ 0.10(2), en accord avec les estimations obtenues par relaxation
hors équilibre.



174 CHAPITRE 6. LE VIEILLISSEMENT DU FFXY 2D

— 1=20480
=—a 1=10240
«— 1=5120
— t=2560
«— t=1280 | T
— t=640
— 1=320
— t=160
— 1=80

‘;;“ T T 1T 17T 7T T T T 1T 17T 177177 T T T T 17T 1777 ‘ T T T 17T T 17T 71T

\\\\\\\\\‘\\\\\\\\\‘\\\\‘\\\\\\\
O'0]0 0.2 0.4 0.6 0.8

r/tll2

By T TTTT rrrrrrrTrrT T T T T T T T T T T T T T T T T ]

o—o t=20480 1
=—s t=10240 1
— t=5120 | |
=~ t=2560
< t=1280 | T
~— t=640
— t=320
— 1=160
— =80

N S I I S I S | I N S I S N I S | I ) I I S | ';;'“ I 1
O'OJD 0.5 1 1.5 2

f(t/in 1)

FIG. 6.18 — La corrélation spatiale chiralité-chiralité & temps égaux C(r,t) aprés une
trempe depuis un état désordonné jusqu’a la température T, /2 est tracée en fonction
des variables d’échelle 7 /t'/2 (en haut) et 7/(t/Int)'/? (en bas). La superposition des
courbes du bas suggere un exposant z = 2 dans la phase basse température avec des
corrections logarithmiques. Ces courbes ont simplement une valeur suggestive puisque
les barres d’erreur sont trop importantes pour exclure 1’'un des scénarios. Par soucis de
clarté, nous avons uniquement tracé les barres d’erreur pour le temps d’attente le plus
grand donc le plus bruité, ce qui permet d’avoir une idée sur leur amplitude.



Conclusion

Cette these s’est attachée a décrire dans une premicre partie les corrections au com-
portement d’échelle pour le modele d’Ising a I’équilibre au-dessus de la dimension cri-
tique supérieure. Dans un premier temps, nous avons étudié le comportement thermique
de la susceptibilité dans le cadre du comportement d’échelle étendu. Le comportement
dominant est identique au champ moyen. Nous avons tenu compte des corrections do-
minantes qui sont non analytiques jusqu’a six dimensions et analytiques au-dela.

L’interpolation des données numériques obtenues par 1’algorithme de ver nous
permet d’obtenir les parametres du développement qui décrit la susceptibilité dans
toute la phase haute température, ce qui met en évidence I’efficacité du comportement
d’échelle étendu au-dela de la dimension critique supérieure par rapport aux méthodes
habituelles pour lesquelles le développement n’est plus valide lorsqu’on s’éloigne du
régime critique. De plus, nous avons donné des évidences numériques de logarithmes
dans les corrections dominantes en dimension six. Dans un second temps, nous avons
présenté des résultats préliminaires des effets de taille finie du modele d’Ising au-dessus
de la dimension critique supérieure. Il est bien établi théoriquement que la longueur de
corrélation présente une croissance anormale en fonction de Ia taille du systéme au-
dela de la dimension critique supérieure selon & ~ L% i.e. 1a longueur de corrélation
croit plus vite que la taille du systeme. Cette propriété a été vérifiée extensivement
par simulation Monte Carlo avec les conditions de bords périodiques. Certains auteurs
avancent des arguments fondés sur des calculs analytiques contre un tel comportement
pour des conditions de bords libres. Nous avons réalisé des simulations du modele
d’Ising a cinq dimensions avec des conditions de bords libres en utilisant I’algorithme
de Wolff combiné a la repondération de I’histogramme afin de mesurer la suscepti-
bilité€. Lorsque tous les sites du réseau sontpris en compte, les effets de surface sont
trop importants pour établir la croissance anormale. Cependant, une croissance nor-
male i.e. £ ~ L est exclue. Nous avons considéré des réseaux de cceur qui ne possédent
que des sites de volume. Il est alors possible de déterminer clairement le comporte-
ment y ~ &2 ~ L?% en bon accord avec le comportement anormal £ ~ L4, Ces
résultats nécessitent plus d’investigation notamment pour comprendre le comporte-
ment du décalage en température qui se comporte de facon normale. Actuellement,
nous étudions les effets de taille finie de la fonction de corrélation qui n’ont pas encore
été considérés dans la littérature.

Dans une deuxieme partie, nous avons étudié 1’influence des défauts topologiques
dans les systemes de spins completement frustrés bidimensionnels. Dans un premier
temps, nous nous sommes intéressés au vieillissement du modele d’Ising completement
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frustré qui donne lieu a 1’équilibre a une transition de type Berezinskii, Kosterlitz et
Thouless. Cette transition est gouvernée par I’appariement de défauts topologiques de
charges opposées dans la phase basse température. Pour le modele XY, ces défauts
topologiques manifestent leur présence lors d’une trempe depuis la phase haute tempé-
rature jusque dans la phase basse température par un ralentissement de la dynamique
par des corrections logarithmiques. Cependant, la littérature présentait une controverse
car ces corrections logarithmiques n’ont pas pu étre clairement mises en évidence
numériquement. Tout d’abord, nous avons étudié la dynamique a 1’équilibre avec I’au-
tocorrélation spin-spin. Dans la phase haute température, de maniere a satisfaire la re-
lation qui relie longueur de corrélation et temps de relaxation sous la forme & ~ 71/,
il faut tenir compte de corrections logarithmiques dans la fonction d’échelle de I’au-
tocorrélation dues a la présence de défauts topologiques libres. Ces résultats nous per-
mettent une réinterprétation de 1’anomalie dynamique remarquée dans la littérature.
A la température critique nulle, les défauts topologiques sont écrantés et ne mani-
festent aucune influence. De plus, ’absence de fluctuations thermiques permet une
détermination précise de I’exposant dynamique qui est compatible sans ambiguité avec
la valeur z = 2 d’une dynamique de type BKT. Dans un second temps, nous avons
réalisé une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température critique.
Lors d’un tel protocole, le systeme présente du vieillissement. L’étude des variables
d’échelle des fonctions de corrélation et du rapport fluctuation-dissipation permettent
de mettre en évidence la croissance de la longueur caractéristique sous la forme £(t) ~

(t/In t)l/ 2 ce qui montre clairement I’effet des défauts topologiques lors de la re-
laxation depuis un état désordonné jusqu’a la température critique. De plus, nous es-
timons les grandeurs universelles qui caractérisent le vieillissement : I’exposant de
décroissance de la fonction d’autocorrélation en bon accord avec la valeur A\, = 2
et la valeur asymptotique du rapport fluctuation-dissipation X, = 0.33(1). Puis nous
avons étudié le vieillissement du modele XY complétement frustré bidimensionnel. Ce
modele possede un état fondamental original dont la description nécessite la définition
d’une variable additionnelle appelée chiralité définie comme le signe de la circulation
des spins autour d’une plaquette. L’état fondamental possede une symétrie continue
liée aux spins et une symétrie d’inversion liée aux chiralités. Il existe une transition
associée a la brisure de chacune des symétries a des températures distinctes. Ce fait est
basé sur la présence de défauts topologiques de charges demi-entieres sur les parois
de domaines de la chiralité. La transitions associée aux spins est sans équivoque de
type Berezinskii, Kosterlitz et Thouless. Apres de longs débats dans la littérature, les
auteurs les plus convaincants affirment que la chiralité partage la méme classe d’uni-
versalité que le modele d’Ising bidimensionnel. Nous avons tout d’abord réalisé une
trempe du systeéme depuis I’état fondamental jusque dans la ligne critique. Puisqu’a
températures suffisamment basses, le hamiltonien du FFXY se réduit & un hamilto-
nien XY avec une constante de couplage effective .J/1/2, on s’attend 4 un compor-
tement identique pour les deux modeles. Nos résultats numériques pour corrélation
spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation montrent en effet que ces fonctions sont
trés bien décrites par les expressions obtenues pour le modele XY dans 1’approxi-
mation des ondes de spin, ce qui permet une estimation de I’exposant 7(7") dans la
phase basse température. Puis nous réalisons une trempe du systeme depuis la phase
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haute température jusqu’a la température de Berezinskii, Kosterlitz et Thouless. L’au-
tocorrélation spin-spin et le rapport fluctuation-dissipation donnent lieu a un régime
d’échelle de vieillissement et des corrections logarithmiques interviennent, comme
pour le modele XY, a cause de la présence de vortex libres dans 1’état initial. Nous
estimons les grandeurs universelles associées au vieillissement du modele : I’exposant
de décroissance de ’autocorrélation ¢ = 0.74(3) ainsi que la valeur asymptotique du
RFD X, = 0.385(15) qui se révelent incompatibles avec le modele XY. Finalement,
nous avons réalisé une trempe du systéme jusqu’a la température de transition de la chi-
ralité. Les arguments de Korshunov a propos de la présence de charges topologiques
demi-entieres sur les murs de domaines permettent de supposer que la dynamique est
ralentie de la méme maniere que le modele XY. Nous constatons en effet des correc-
tions logarithmiques pour les variables d’échelle plus particulierement visibles pour le
rapport fluctuation-dissipation et pour la corrélation spatiale a temps égaux trempée
dans la phase basse température. Nous estimons les grandeurs universelles telles que
I’exposant de décroissance de I’autocorrélation \./z. = 0.98(5) et la valeur asympto-
tique du rapport fluctuation-dissipation X, = 0.405(5). Ces estimations sont incom-
patibles avec le modele d’Ising. Bien que nos valeurs semblent stables en fonction du
temps d’attente, nous n’excluons pas un cross-over pour des valeurs plus grandes de
temps d’attente qui sont inaccessibles avec les capacités informatiques a notre dispo-
sition. Nous souhaitons mettre a contribution notre expérience acquise par 1’étude de
I’influence des défauts topologiques sur la dynamique pour caractériser les transitions
de phase dans les cristaux liquides nématiques. De maniere a conserver la symétrie des
molecules axiales des cristaux liquides, on définit des modeles qui consistent en des
spins a symétrie continue sans sens. Le modele de Lebwohl-Lasher bidimensionnel
présente un intérét particulier au sujet de I’existence ou non d’une transition topolo-
gique. Ce débat pourrait étre éclairé par I’étude du vieillissement.
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Résumeé

Cette these est une étude numérique par simulation Monte Carlo des corrections
d’échelle au comportement dominant a 1’équilibre et hors de I’équilibre. La premiere
partie a pour sujet le comportement a 1’équilibre du modele d’Ising en dimensions
supérieures a quatre. Dans un premier temps, nous étudions le comportement thermique
dans le cadre du comportement d’échelle étendu qui permet d’étendre le développement
critique a toutes températures supérieures a la température critique. Une interpolation
des données numériques obtenues en dimensions cing, six, sept et huit permettent d’ob-
tenir un développement incluant le comportement dominant identique au champ moyen
et les corrections dominantes. Ce développement permet de décrire la susceptibilité de-
puis le régime critique jusqu’a haute température. Les simulations ont été réalisées avec
I’algorithme de ver. Dans un second temps, nous étudions les effets de taille finie. Il est
bien établi que la longueur de corrélation présente une croissance anormale en fonction
de la taille du systeme au-dela de la dimension critique supérieure. Cette propriété a été
vérifiée numériquement de facon extensive avec des conditions de bords périodiques.
Nos résultats obtenus pour le modele d’Ising a cinq dimensions en conditions de bords
libres sont compatibles avec une telle croissance anormale. Les simulations ont été
effectuées avec 1’algorithme de Wolff combiné a la repondération de I’histogramme.

La seconde partie a pour sujet le vieillissement dans les systemes de spins bidimen-
sionnels complétement frustrés par dynamique de Glauber. Dans un premier temps,
nous étudions le vieillissement du modele d’Ising completement frustré bidimension-
nel lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température cri-
tique. Ce modele donne lieu a 1’équilibre a une transition de type Berezinskii, Koster-
litz et Thouless gouvernée par 1’appariement des défauts topologiques. Nous montrons
que le vieillissement est caractérisé par la présence de ces défauts topologiques qui se
manifeste par des corrections logarithmiques lors de la croissance de la longueur ca-
ractéristique. De plus, nous estimons les grandeurs universelles associées au vieillisse-
ment du modele. Dans un second temps, nous étudions le vieillissement du modele XY
completement frustré bidimensionnel. L’état fondamental présente une symétrie par-
ticuliere U (1) ® Z5 qui nécessite la définition d’une variable appelée chiralité. Nous
étudions I’effet de cet état fondamental sur le vieillissement de chacune des variables.
Lors d’une trempe depuis 1’état fondamental jusque dans la ligne critique, le vieillis-
sement des spins est bien décrit par 1’approximation de ondes de spins du modele XY.
Lors d’une trempe depuis la phase haute température jusqu’a la température de Bere-
zinskii, Kosterlitz et Thouless des spins d’une part et jusqu’a la température de brisure
de symétrie de la chiralité d’autre part, les variables d’échelle sont modifiées par des
corrections logarithmiques. Nous estimons les grandeurs universelles caractérisant le
vieillissement des deux variables. La chiralité présente des valeurs incompatibles avec
la classe d’universalité du modele d’Ising 2d.

Morts CLEs : Physique statistique, phénomenes critiques, transition de phase, expo-
sant critique, simulations Monte Carlo, modele d’Ising, dimension critique supérieure,
champ moyen, effets de taille finie, vieillissement, relaxation, frustration, modele XY,
chiralité, défauts topologiques.



