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Introduction Générale

Ces derniéres décennies, le domaine de 1’électronique a été guidé par une volonté
constante de réduire la taille des composants électroniques tout en accroissant leur
efficacité. Obtenir des composants plus fiables, plus petits, diminuer leur consomma-
tion, leur temps de réponse, telles ont été les préoccupations des électroniciens depuis
le milieu du 20°™¢ si¢cle. Cette volonté d’accroitre leurs performances et de repousser
les limites de la miniaturisation a ainsi permis I’apparition des photo-diodes, diodes
laser, diodes & effet tunnel, transistors a effet de champ et autres nanocomposants
électroniques. Dans cette démarche longue et coiiteuse de fabrication et de tests
de nouveaux composants, la modélisation mathématique et la simulation numérique
tiennent une place de toute premiére importance. En effet, elles permettent tout
d’abord de procéder a des tests "grandeur nature" a volonté afin de déterminer les
jeux de parameétres optimaux : taille, température, type de semi-conducteur, dopage,
potentiel appliqué, avant de lancer la production cotiteuse des nanocomposants. De
plus, elles améliorent la compréhension des phénomeénes physiques prépondérants
qui prennent place au sein de ces composants et permettent ainsi de prévoir d’éven-
tuels comportements singuliers. De nombreux ouvrages d’électronique peuvent étre
consultés [24, 34, 9] a ce sujet.

Pour que ces simulations numériques remplissent pleinement leur role, elles doivent
correspondre au mieux a la réalité et donc décrire avec une certaine exactitude les
phénomeénes complexes qui ont lieu. Si la phénoménologie de composants micro-
électroniques tels que le transistor des années 50 se satisfait d’une description pure-
ment classique, le développement de la nanoélectronique a poussé les électroniciens a
adopter une description quantique du transport électronique. La complexité des phé-
nomeénes mis en ceuvre nous conduit en effet & devoir faire des choix : en premier lieu
quant aux phénoménes physiques prépondérants, a prendre en compte, puis quant
aux modéles mathématiques les plus adéquats pour leur analyse.

Une différence fondamentale entre la microélectronique et la nanoélectronique
(dispositifs de taille inférieure & 100 nm) se situe au niveau des modéles physiques
mis en jeu. Dans les composants micro-métriques, le transport des électrons peut
étre simulé de maniére classique ou semi-classique. Dans ce cadre, ’électron est assi-
milé a une particule dont on connait la trajectoire de maniére exacte et les modéles
raisonnables pour son analyse sont des modéles cinétiques basés sur 1’équation de
Boltzmann, ou encore des modéles asymptotiques tels que les modeéles de dérive-
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diffusion, les modéles hydrodynamiques.

Ces modeles, raisonnables jusqu’a des tailles de composants de 'ordre du micron,
ne sont plus valables pour des composants plus petits, car, dés lors, les dimensions
sont telles que les effets ondulatoires ne peuvent plus étre négligés et la description
cinétique, alors erronée, doit laisser place a une description quantique du transport
électronique. Dans le cadre d'une telle description physique, on peut tout d’abord
modéliser mathématiquement le transport des charges comme un transport balistique
par le couplage d’'une équation de Schridinger et d’une équation de Poisson. Cette
description quantique peut, de maniére équivalente, s’écrire mathématiquement par
I'intermédiaire de [’équation de Wigner, de ’équation de Liouville. Ce qui différencie
ces quatres modéles n’est pas la phénoménologie physique du transport de charges
mais plutot la maniére de le représenter par une fonction mathématique. Ainsi, dans
le cas de I’équation de Schrodinger, qui nous intéressera dans cette thése, la quantité
fondamentale est la fonction d’onde V(t,z), solution de I’équation de Schrédinger
écrite sous sa forme la plus générale :

ou H, appelé le Hamiltonien est 'opérateur associé a 1’énergie du systéme physique.
En toute généralité, il s’écrit sous la forme

—h?

H=—-"A+V 0.0.1

v (0.0.1)
ou V est un potentiel dépendant du temps qui contient les informations liées a la
physique du probléme : géométrie, potentiel appliqué, interactions des électrons entre
eux et avec le semi-conducteur. Il est & noter que, dans cette description, la fonction
d’onde n’a pas d’interprétation physique directe, mais |¥(t,x)|* dz représente la
probabilité de trouver une particule au temps t dans le volume dx autour du point
x.

Dans l'approche par I’équation de Wigner [46], la fonction de distribution de

Wigner W (t, z,v), solution de :

OW +0v -V, W4+ OpV]*, W =0
1 y hy hy
= wy _) — _— —
On[V] 2~ /RN e (V(t,x—l— 5 )=Vt z 5 )) dy

garantit un acceés simple aux grandeurs physiques du systéme. En effet, la densité et
le courant électrique par exemple sont donnés par les moments de W. Cependant, la
fonction n’étant pas toujours positive, elle peut générer des difficultés sur le plan de
la simulation numérique. La transformée de Wigner apparait néanmoins enfin comme
I'outil fondamental des limites semi-classiques : ’équation de Wigner peut en effet
étre vue comme un lien entre la mécanique classique autour de I’équation de Vlasov
et la mécanique quantique |26, 31, 32, 33].
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Dans le formalisme de Liouville, la quantité étudiée est la matrice de densité
p(t,xz,y) qui satisfait ’équation de Liouville :

ou [H, p| représente le commutateur entre le Hamiltonien H décrit par (0.0.1) et
la matrice de densité p. Elle est reliée a la fonction d’onde solution de Schrédinger
U(t,z) par :

pltszy) = UL, 2)U(t,y)

et a la fonction de Wigner W(t, z,v) par :

Wt z,v) = ﬁ /RN e=ivy (p(t,x + %),p(t,x - %)) |

L’inconvénient majeur de cette description balistique est double. En effet, les
systémes mis en jeu dans des conditions physiques sont complexes et cotiteux numé-
riquement, et, de plus, cette classe de modeles néglige les collisions que les charges
subissent lors de leur transport. Une stratégie possible pour prendre en compte ces
collisions est la mise en place de modéles qui combinent une vision classique des phé-
nomeénes physiques a laquelle on ajoute une contribution quantique qui tient compte
des phénomeénes ondulatoires. Ainsi, on peut définir une classe de modéles en ajou-
tant & des modéles classiques des termes "correctifs" quantiques, comme c’est le
cas par exemple pour les modeéles de dérive-diffusion quantique et certains modéles
d’hydrodynamique quantique, ou encore 1’équation de Wigner colisionnelle, mais on
s'intéressera dans ce travail a des modéles sans collision.

Cette thése se place dans le cadre de la modélisation du transport électronique ba-
listique dans des nanostructures, c’est-a-dire dans des semi-conducteurs ot les nuages
d’électrons sont fortement confinés dans une ou plusieurs directions. On adopte pour
cela une approche de type "Schrodinger-Poisson". Le transport des électrons est sup-
posé balistique et représenté par une fonction d’onde solution de I’équation de Schro-
dinger ou le potentiel V' d’interaction électrostatique est modélisé par 1’équation de
Poisson. Les nanostructures auxquelles on s’intéresse dans cette thése (par exemple
les dispositifs issus de la technologie "split-gate", voir [40]) sont constitués d’un empi-
lement de couches d’hétérostructures semi-conductrices. Le confinement électronique
est obtenu par la superposition de matériaux de bandes de conductions différentes
(par exemple GaAs et AlGaAs). En effet, le saut dans les bandes de conduction agit
dans ce cas sur les électrons comme un potentiel de confinement . L’intérét de tels
dispositifs en dimensions réduites est d’accroitre fortement la mobilité des électrons
et d’améliorer les performances des composants. Au passage, cela légitime la mo-
délisation qui néglige les effets de collision des électrons. En conséquence, dans les
dispositifs nanométriques qui nous intéressent dans cette thése, les différentes direc-
tions de ’espace ne jouent pas toutes le méme role. Ainsi, le transport des charges
se fait dans une ou des directions privilégiées (par exemple dans le canal d’un tran-
sistor MOS), et le gaz est confiné dans la ou les autres directions. Il devient alors

15



un gaz quasiment monodimensionnel ou bidimensionnel. Le cotit et la complexité
numérique des problémes tridimensionnels liés a I’'équation de Schrédinger-Poisson
nous poussent alors & exploiter la dissymétrie des directions spatiales pour repré-
senter le transport des électrons confinés par des modeéles & dimensionnalité réduite.
Néanmoins, méme si le confinement des électrons dans une (ou deux) direction(s)
privilégiée(s) donne au transport un caractére quasi bidimensionnel (ou monodimen-
sionnel), le potentiel d’interaction électrostatique induit quant a lui un potentiel qui
reste tridimensionel. En effet, la densité électronique génére par le biais de 'équa-
tion de Poisson un potentiel auto-consistant tridimensionnel. L’enjeu des travaux
que nous présentons ici tient donc principalement dans ’analyse asymptotique du
potentiel d’interaction électrostatique et dans I’obtention de modéles de transport a
dimensionalité réduite.

On présente dans la premiére partie ’analyse asymptotique du transport d’un
gaz d’électrons fortement confiné dans un nanofil (confiné dans deux directions). La
deuxiéme partie de cette thése s’attache a I’analyse asymptotique du transport d’élec-
trons confinés sur un plan et soumis a un champ magnétique fort uniforme dont la
direction est portée par le plan de transport des électrons. Dans la troisiéme partie,
on présente une deuxiéme approche de ’analyse asymptotique du confinement d’un
gaz d’électrons sur un plan. Dans ce but, on travaille dans un domaine borné dans
la direction du confinement et infini dans les directions de transport en introdui-
sant de conditions de Dirichlet homogénes. Finalement, on s’intéresse au probleme
de la simulation numérique du transport d’un gaz d’électrons dans un nanofil. Pour
ces simulations, on est amené & se restreindre & un domaine d’étude et de calcul
qui est borné. Afin de pouvoir prendre en compte d’éventuels flux entrants et sor-
tants de la zone de calcul, on met en place des conditions transparentes aux bords
du domaine de calcul. Dans le méme esprit que pour les études asymptotiques des
chapitres précédents, on exploite au niveau du schéma numérique le fait que le gaz
est fortement confiné dans le fil. Ainsi, on utilise une méthode de décomposition en
sous-bandes [10, 18, 16| (analogue & 'approche multimodale utilisée en accoustique
ou en électromagnétisme [27]).
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Partie 1 : Quelques modéles asymptotiques pour le
transport de gaz quantiques confinés

Chapitre 1 : Un probléme modéle

On présente ici un probléme modéle dont I’étude est basée sur deux idées prin-
cipales qui constituent un fil conducteur pour la premiére partie de cette thése. On
cherche & modéliser le transport d’un gaz d’électrons bidimensionnel, c¢’est-a-dire for-
tement confiné dans une direction. Pour cela, on adopte la représentation du trans-
port de charges par le couple fonction d’onde, potentiel d’interaction électrostatique,
qui est solution du systéme de Schrédinger-Poisson. On modélise le confinement mo-
nodimensionnel par un potentiel de confinement qui prend des valeurs importantes
en dehors du plan de transport. Dans ce cas, le transport électronique est typique-
ment bidimensionnel, c¢’est-a-dire que la densité des électrons est concentrée sur le
plan de transport. Le potentiel d’interaction électrostatique, quant & lui, conserve
une structure effectivement tridimensionnelle en tant que solution de I’équation de
Poisson.

Dans cette section, on revient sur I'analyse d’'un modéle asymptotique bidimen-
sionnel qui approche raisonnablement, dans un cadre fonctionnel qui sera précisé, la
solution du probléme de Schrédinger-Poisson 3D perturbé singuliérement par le po-
tentiel de confinement. Un tel modéle est présenté et implémenté dans [40] avec des
résultats numériques en bon accord avec les simulations 3D pour un colit numérique
global moindre. Une analyse asymptotique rigoureuse de ce modele est donnée dans
[14] ot une hiérarchie de modéles est présentée, ainsi que la quantification de leurs
erreurs. Notons par ailleurs que des résultats similaires sont démontrés dans un cas
stationnaire pour un domaine borné avec des conditions entrantes dans [39].

Dans le cas de ce premier modéle, on s’intéresse au systéme de Schrodinger-
Poisson posé dans tout ’espace. On y ajoute un potentiel de confinement qui consti-
tue une perturbation singuliere de ’équation de Schrédinger. Les principaux phé-
nomeénes physiques ici en jeu sont le confinement dans la variable z, le transport
longitudinal et transversal ainsi que l'interaction électrostatique. Les hypothéses de
confinement et un choix d’échelles adaptées a ces phénoménes sont expliqués dans le
chapitre introductif de cette premiére partie. Ils nous ameénent a étudier le systeme
écrit dans des variables adimensionnées sous la forme suivante :

10" = =D, 0° + ;12 (=02 +Ve(2)) ¥7 + VYT (z,2) €RY £>0 (0.0.2a)
(0,2, 2) = Wo(z,2) (z,2) € R (0.0.2b)

€ _ L €2 3
Ve(t,z,z) = . |5, (z,2) e R%, >0 (0.0.2¢)

ou l'on a écrit 'équation de Poisson dans R? comme la convolution avec le noyau de
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Poisson 3D : - avec r(z,2) = /|z|? + 22.

Ici, 2 represente la direction de confinement, V,.(z) est une fonction positive, ré-
guliére, qui tend vers l'infini quand z tend vers l'infini, et £ est un petit parameétre
strictement positif qui caractérise I’extension spatiale verticale du gaz.

La donnée initiale Wy est supposée étre dans l'espace d’énergie H défini par :

I = {ueH2(R3mH1R3 \/_u€L2R3}

Dans [14], les auteurs font I’hypothése que la donnée initiale Wy est polarisée sur un
unique mode propre de l'opérateur transverse H, := —0? + V.(z). Dans ce cas, ils
montrent que le systéme (0.0.2) admet une unique solution ¢ (¢, x, z) qui peut étre
approchée, quand ¢ tend vers 0, par e'*#=/ 52@5(75, x,z) ou ¢ est solution d’'un modéle
bidimensionnel qui couple une équation de Schrédinger 2D avec un noyau de Green
modifié :

i01p = —Dpp+ Wo, (1,2) €ER? t>0 (0.0.3a)

1
W = e 5 (|¢]7), z€R? ¢>0. (0.0.3b)

La méthode utilisée consiste principalement en la projection sur les modes propres
de l'opérateur de confinement H,. Il a en effet un spectre discret grace a I’hypothése
de comportement & I'infini du potentiel de confinement ([42] pour une preuve). Cette
méthode par projection fournit une preuve de convergence globale en temps dans le
cas d'une donnée initiale bien préparée. Néanmoins, dans le cas d’une donnée initiale
quelconque dans 'espace d’énergie, elle ne donne qu'un résultat de convergence local
en temps.

En préliminaire (Chapitre 1), afin de mettre en place les techniques qui serviront
pour les chapitres suivants, nous reprenons la preuve de la convergence de (0.0.2)
vers (0.0.3) dans le but de démontrer un résultat de convergence global en temps
pour une donnée initiale quelconque dans I'espace d’énergie. Pour cela, on estime la
différence V¢ —W, dans l'espace d’énergie, entre le potentiel de Poisson (0.0.2¢) et son
asymptotique (0.0.3b). On récrit alors le modeéle tridimensionnel de départ comme
une perturbation du modéle asymptotique par la différence V¢ — W. Par ailleurs, on
utilise des estimations sur la convolution par le noyau de Green modifié, démontrées
dans [14] (annexe B). Enfin, des techniques classiques d’estimations a priori per-
mettent d’obtenir la convergence dans le cas d’une donnée initiale quelconque dans
I’espace d’énergie.

La combinaison de cette analyse asymptotique du potentiel de Poisson et d’une
analyse poussée de type stabilité du modéle asymptotique attendu apparait comme
un fil conducteur dans les différents travaux effectués au cours de cette thése. L’ob-
tention d’estimations indépendantes de € dans les espaces apropriés sera un deuxiéme
point-clef des études de modeéles asymptotiques conduites au cours de cette thése.
Ces arguments permettent en effet d’obtenir et d’analyser des modéles asymptotiques
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pour le transport de gaz quantiques confinés dans une ou plusieurs directions (dans
un confinement en deux dimension I exem )
le cas d’un confine t en deux dimensions pa emple
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Chapitre 2 : Transport d’un gaz quantique dans un
nanofil

Dans cette premiére partie, on s’intéresse au tranport d’un gaz quantique confiné
dans un nanofil, c’est-a-dire dans deux directions. On veut obtenir un modéle asymp-
totique & dimensionalité réduite pour décrire le transport d’un tel gaz. Pour cela, on
adapte le travail préliminaire accompli dans le cas d’un confinement monodimen-
sionnel (confinement sur un plan) au cas présent d’un confinement bidimension-
nel. On choisit de méme que précédemment de représenter ce gaz d’électrons par
le couple "fonction d’onde/potentiel d’interaction électrostatique" solution du sys-
téme de Schrodinger-Poisson posé dans tout ’espace tridimensionnel. On modélise
le confinement en perturbant ce systéme par un potentiel de confinement singulier,
qui a la forme a%Vc(g), ol z € R%. De méme que dans la modélisation précédente, on
suppose que la fonction V, tend vers l'infini a 'inifni; plus précisément, on formule
I’hypothése de confinement suivante :

Hypothése 0.0.1. La fonction V. : R* — R appartient a L} (R?) et il existe « > 0
et C'> 0 tels que

Vi(z) > Cz~.

On cherche deés lors a approcher le modéle suivant :

1
0,07 = —A, U° + ;VC(E)\PS LV, (2,2) ER X R?, £ >0 (0.0.4a)

Vo= —x (|[U°P), (z,2) eRxR% t>0,  (0.0.4h)

our(x,z) = /x> +|z|%

Dans cette situation, du fait du caractére typiquement monodimensionnel du
transport, on a pour but de montrer la convergence de (0.0.4) vers un modeéle qui
fasse intervenir une équation de Schrodinger monodimensionnelle. En effet, le terme
singulier de confinement V(%) dans (0.0.4a) induit une concentration de la densité
sur 'axe z = 0. On s’attend donc, lorsque que le paramétre € tend vers zero, a ce
que la densité prenne la forme d’une densité linéique multipliée par ,— :

Ut a, )2~ | Ot 2, 2)Pd2" 6. .

R2

Néanmoins, la différence cruciale avec le phénoméne de transport sur le plan
étudié en préliminaire est le comportement du potentiel de Poisson. En effet, dans
le cas du transport sur un plan (bidimensionnel), le potentiel de Poisson avait un
comportement régulier lorsque € tendait vers zéro. Dans le cas présent du transport
dans un fil (monodimensionnel dans la direction z), des problémes d’intégrabilité
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surviennent du fait que z € R. Le noyau de Poisson modifié a alors le comportement
asymptotique suivant :

1
Ve(t, z, 2) ~ 5 /R2 U (t,z,2")2dz" log(e).

Ce comportement nous incite a faire des choix d’échelles différents pour les fonc-
tions inconnues et modifie considérablement les raisonnements en jeu. Un changement
d’échelle et de fonction inconnue adapté nous ameéne a étudier le systéme suivant :

1 1
O = =02 + S H ) + ——VoyF, (0.0.5a)
g2 |log €|
g __ 1 £12
Vi= 2+ %)%, (0.0.5b)
V(0,7 2) = ¢Pg(z, 2), (0.0.5¢)

ou 7¢(z, z) = /a2 + £2|z|%.

Les estimations classiques d’énergie et de conservation de la masse pour I’équation
de Schrédinger ne suffisent pas ici & fournir toutes les estimations nécessaires pour
démontrer la convergence de la non-linéarité de Poisson vers son asymptotique dans
I'espace d’énergie

H = {u € H (R?), \/Vo(2)u € L*(R?)}. (0.0.6)

Dans le cas d’un potentiel de confinement vérifiant I’hypothese 0.0.1, il est connu que
le spectre de Popérateur de confinement H, = —9? + V.(z) est alors discret, et 1'on
peut noter (x,,)m>1 la collection de ses fonctions propres associées aux valeurs propres
(Em)m>1- Dans le cas général, on n’a pas dans ce probléme d’accés a des estimations a
priori dans L?(R?®) pour 0,%°, contrairement au cas du probléme modéle. Néammoins,
dans le cas particulier ou la donnée initiale est concentrée sur le premier mode propre
de l'opérateur de confinement H,, estimation de 9, V¢ dans L?(R?) qui nous faisait
défaut est vérifice. On peut alors établir un résultat de convergence vers un modéle
qui prend la forme d’une équation de Schrodinger monodimensionnelle nonlinéaire.
Il est & noter que la nonlinéarité asymptotique prend la forme d’une nonlinéarité
cubique, et devient par conséquent locale. On démontre ainsi le résultat suivant :

Théoréme 0.0.2. Considérons une famille (1§).>0 uniformément bornée dans l’es-
pace d’énergie H défini par (0.0.6) et qui converge dans L*(R3) vers 1g. Si de plus
les fonctions 5 sont polarisées sur le premier mode propre X1, associé€ a la valeur
propre Ey de lopérateur H, i.e :

1/2 e
H(Hz B El) / onL?(RS) <Ce.
Alors, il existe C > 0 tel que la solution ¢ du systéme (0.0.5) vérifie :

10:0° ()| 23y < C, indépendamment de e >0 et t € R, (0.0.7)
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et, pour tout T' > 0, on a le résultat de convergence suivant

|

ot p(t, ) résout l’équation de Schridinger nonlinéaire

— 0 uniformément sur [=T,T],

€ _ 7itE1/€2 ‘
¢ (t,x,z) € QO(t,LU) Xl(z) L2(R3) e—0

, 1
R

Les méthodes utilisées pour démontrer ce théoréme sont assez proches de celles
utilisées pour prouver le résultat préliminaire (cas du confinement sur un plan). Ce-
pendant, quelques différences interviennent : une premiére est I’étude asymptotique
lorsque ¢ — 0 de la solution de I’équation de Poisson remise a I’échelle (0.0.5b), qui
pose, du fait que = est une variable réelle, de nouveaux problémes d’intégrabilité.
On démontre un tel développement asymptotique pour une fonction ¢ dans l'espace
d’énergie H dans la proposition (2.2.1).

Une deuxiéme différence a trait a l'estimation d’énergie que 1'on utilise ici. En
effet, ’hypothése que 'on fait de polarisation sur le premier mode propre de 1'opé-
rateur H, a deux conséquences principales. Elle permet tout d’abord, combinée & la
conservation de I’énergie et la conservation de la masse, d’obtenir une estimation in-
dépendante de e de 9,¢°(t) pour tout temps ¢ € R (I'estimation (0.0.7)). Par ailleurs,
elle fournit une preuve du fait que, si la donnée initiale est polarisée sur le premier
mode propre de 'opérateur H,, alors, pour tout temps t > 0, la projection de ¢ sur
les autres modes propres de H, est négligeable quand ¢ tend vers 0.

On peut faire une derniére remarque concernant ce résultat. En effet, comme
nous l'avons dit, le point crucial ici est que 1'on ne dispose pas d’estimation L?(R3)
indépendante de € pour 0,1°(t) au cours du temps. L’hypothése de polarisation sur
le premier mode propre de H, est un cas particulier ou une telle estimation existe. Ce
théoréme peut étre étendu a tous les cas ou I'estimation (0.0.7) est vérifice. Dans ce
cas, le modele limite prend la forme d’un systéme infini d’équations de Schrédinger
monodimensionnelles nonlinéaires couplées.
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Chapitre 3 : Un théoréme de masse effective pour le
transport d’un gaz d’électrons bidimensionnel soumis
a un champ magnétique fort

Dans cette deuxiéme partie, on reprend le probléme du transport d’un gaz quan-
tique bidimensionnel et on y ajoute un champ magnétique uniforme fort dont la
direction est portée par le plan de transport. Le but de ce chapitre est donc de
comprendre I'importance des effets du potentiel magnétique lorsque le facteur e qui
représente 1'échelle de I'extension spatiale du gaz bidimensionnel dans la direction
de confinement z tend vers 0. Les variables de ’espace jouent des roles différents : z
est la direction de confinement, (x,y) sont les directions de transport, et on suppose
par ailleurs que le champ magnétique est porté par la direction de transport y
B= gey. Les particules chargées, soumises aux effets couplés du potentiel de confi-
nement, du champ magnétique et du potentiel d’interaction électrostatique sont alors
représentées par le couple fonction d’onde-potentiel d’interaction électrostatique, so-
lution dans R?® du systéme (0.0.2) auquel on ajoute un potentiel magnétique. Ce
potentiel est choisi en accord avec un choix de jauge de Landau. Le systéme peut
alors étre écrit sous la forme :

1 Bz\?
0V = = (—08 + V() ¥ + (z’@x _ ?Z) U — 20+ VU, (0.0.9a)
1
Ve(t,z,y,2) = * [WE |2 (0.0.9b)
dmre

oi 75(z,y, 2) = /22 + y? + e222 et (w,y, 2) varie dans R? entier. Le choix des échelles
physiques utilisées pour aboutir & ce modéle est expliqué en début du chapitre 3, puis,
aprés avoir obtenu un modéle formel de maniére heuristique dans le cas particulier
d’un potentiel de confinement harmonique, on met en place des hypothéses de confi-
nement sur la fonction V,(z) et des hypothéses concernant le spectre de 1'opérateur
transverse H, := —0, + B*2* + V.(z) de domaine D(H,) := {u € L*(R), H,u €
L*(R)} qui permettent de mener & bien une analyse asymptotique rigoureuse de ce
systéme.

En ce qui concerne le potentiel de confinement, la fonction V.(z) est supposée
réguliére, positive et paire, au moins harmonique mais sa croissance & 'infini reste
polynomiale :

a?|z]? < Vo(2) < Clz|™ pour |2] > 1, (0.0.10)

ot @ > 0 et M > 0. A ces hypothéses s’en ajoutent d’autres, plus techniques qui
permettent la mise en place d’'une échelle d’espaces de Sobolev modifiés. Ces espaces
sont adaptés aux opérateurs différentiels présents dans ce probléme. Ils sont inspirés
des espaces de Sobolev modifiés qui constituent le cadre fonctionnel pour la moyen-
nisation en temps des équations de Schrédinger non linéaires fortement confinées
présentée dans [12].
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L’opérateur H, a dans ce cas un spectre discret, et I’on note (E,),>; ses valeurs
propres, ansi que (), une famille de vecteurs propres associés. On fait I'hypothése
qu’il existe C' > 0 et ng € N tels que

VpeN, E,q—E,>C(1+p)". (0.0.11)

Il est & noter que cette hypothése est vérifiée dans le cas trés physique d’un potentiel
de confinement V,(z) harmonique, ou alors pour certaines "petites perturbations" du
potentiel harmonique. Elle est aussi vérifiée dés que la croissance du potentiel est
surharmonique.

Ces hypothéses permettent alors la mise en place d’un modéle asymptotique pour
le systéme (0.0.9) lorsque ¢ tend vers zero ainsi qu'un cadre fonctionnel dans lequel
on peut conduire une analyse rigoureuse de cette limite. On démontre ainsi la conver-
gence, lorsque ¢ tend vers zero, du systéme (0.0.9) vers un systéme infini d’équations
de Schrédinger bidimensionnelles couplées qui font apparaitre deux principales dy-
namiques :

— dans la direction y, comme on 'attendait, la dynamique n’est pas modifiée par

la présence du champ magnétique

— dans la direction x en revanche, les effets du champ magnétique prennent la

forme d’une multiplication du Laplacien en = par un facteur o, qui ne dépend
que de p, V. et B :

YeN, a :1—ZM (0.0.12)
Y P Eq _ Ep )
q#p
= fR z)dz. Le coefficient «,, joue, dans le modéle asymptotique, le
role de l’mverse d une masse effective.
Ce modéle asymptotique s’écrit sous la forme :
Vp € N, 101, = —av, 020, — ﬁgqﬁp +Wo,, (0.0.13a)
Pp(t =0) = <‘Ifo Xp) 5 (0.0.13b)
W= (Z |¢pl2> (0.0.13¢)
4/ dr/2? + o2 + 92 e

et, si on prend les notations suivantes pour approcher )¢ :

Ot ,y,2) = > dplt, z,y) xp(2),

peN

Vot @,y 2) = T =Y TS (1w y) X (2):

peN

on peut alors formuler le résultat de convergence suivant :
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Théoréme 0.0.3. Sous les hypothéses (0.0.10) et (0.0.11), considérons Vo dans ’es-
pace

B! = {a e H\(R?), \/Vu e LQ(Rg)} .

Alors, pour tout € € (0,1], si ¥¢ € C°([0, +00), B') est l'unique solution du probléme
initial (0.0.9),

(1) le systeme limite (0.0.13) admet une unique solution maximale

e, € C°([0, Trnaz), BY), 0t Thae € (0,+00] ne dépend pas de €, et, si T < +00
alors ||We, (t, )| g — +o0 lorsque t — Ty

app
(i1) pour tout T € (0, Trnaz), on a la convergence suivante :

lim || 0° — =0.

=50 qjipp“co([o,T],Bl)

Les méthodes employées pour démontrer ce théoreme combinent plusieurs types
d’arguments. Tout d’abord, on fait appel a des estimations démontrées dans le ré-
sultat préliminaire pour étudier la nonlinéarité de Poisson. Ensuite, pour mettre en
place un cadre fonctionnel adapté aux opérateurs intervenant dans ’équation (0.0.9),
on utilise des résultats de [12| obtenus par des arguments de calcul semi-classique.
Enfin, on utilise des méthodes de moyennisation d’ordre 2 en temps long qui per-
mettent de traiter les oscillations dues au terme de couplage entre les directions z et
z induit par le potentiel magnétique.

La premiére étape de la preuve consiste en la mise en place du cadre fonctionnel
adapté a I’étude non-linéaire et I'obtention d’estimations a priori indépendantes de
e dans ce cadre.

Ensuite, on s’inspire de I'analyse asymptotique faite dans [19, 12| des équations
de Schrodinger non linéaires de la forme

1
i@tua = _2qu5 - Az,yua + g(‘uEF)u&
e

(telles que I'équation de Gross-Pitaevskii par exemple), dans le cas ou F est une
nonlinéarité qui dépend de u® de maniére locale. La stratégie adaptée a ce type de
probléme est alors de filtrer les oscillations dues au terme E%HZ, sans projeter sur
les modes propres de H,. On évite ainsi les problémes de convergence de sommes
et 'apparition de petits dénominateurs. On est alors ramené a ’analyse du systéme
filtré :

2B
€

. e itH, /&2 —itH, /&2 . € e 3 5
9,0 = <6tH/ Lo itH/ )(Za@)—Aw@ +F(€—2,<I> (t)), (0.0.14)

ou on introduit la fonction nonlinéaire :

(ru) — F (r,u) = e <L

p— \e—”Hm\z) e Ty, (0.0.15)

La troisiéme étape est une étape d’approximation. En effet, on y approche le sys-
téme filtré (0.0.14)-(0.0.15) par un systéme intermédiaire dans lequel la nonlinéarité
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de Poisson V¢ est remplacée par son asymptotique W qui est celle obtenue dans [14],
et étudiée en modele préliminaire (0.0.3b). Elle présente en effet ’avantage de ne pas
dépendre de la variable z et donc d’étre transparente pour 'opérateur de filtration
¢'H=/=* On obtient ainsi une nonlinéarité approchée

(1,u) — Fo(r,u) =

—iTH, |2
= o< e (le7 ™ =ul ), (0.0.16)

et le systéme intermédiaire auquel on s’intéresse dorénavant est le systéme (0.0.14)
ou F' et remplacée par Fy définie dans (0.0.16). On aboutit ainsi finalement a 1’étude
asymptotique, lorsque € tend vers zéro, d'un probléme du type

i = % f (é) () + gu®)) (0.0.17)

avec ' 4
f(r) = —2Be™eze 00, et glu) = —Agu+ Folu).

On exploite alors dans cette derniére étape les techniques de moyennisation des EDO
présentées dans [43] et basées sur 'utilisation d’une certaine périodicité en temps du
terme f. Ici, contrairement au cas présenté dans [12], le champ magnétique induit un
terme a une échelle intermédiaire % entre la nonlinéarité (& I’échelle 1) et le terme de
confinement (& I’échelle 8%) qui nous oblige a pousser les techniques de moyennisation
en temps long a 'ordre 2.

Il est & noter pour conclure que la notion de masse effective évoquée ici est assez
différente de la définition usuelle. Néanmoins, on a obtenu a la limite un systéme
homogénéisé avec un terme de type "masse effective" dans la direction x. Celui-
ci se trouve étre assez semblable a ceux obtenus dans 'analyse du transport de
gaz électroniques dans des réseaux cristallins, et il est intéressant de remarquer que
les échelles utilisées dans [1, 44| dans le cas de potentiels périodiques forts sont
équivalentes a celles mises en place dans ce travail.
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Chapitre 4 : Modélisation asymptotique du transport
d’un gaz d’électrons dans une plaque fine.

Dans cette partie, on reprend, dans une modélisation différente, le probléme du
transport d’un gaz d’électrons confiné sur un plan exposé en probléme préliminaire.
On représente le gaz quantique par le couple fonction d’onde-potentiel d’interaction
électrostatique solution d’une équation de Schrédinger-Poisson dans I'espace R3. On
ajoute une perturbation singuliére pour modéliser le confinement. Néanmoins, des dif-
férences apparaissent avec les modéles précédents. En effet, dans I’étude du probléme
préliminaire, ainsi que dans [14, 39], on posait le probléme dans I'espace complet R?,
et I'on faisait des choix d’échelles qui amenaient & étudier le probléeme :

1
07 = —A* + (=02 + Ve(2)) v° + VEy* t>0,(z,2) €R?
—0?VE — 2N, VE = e[y A (z,2) € R3.

Ici, on modélise le confinement dans la plaque fine représentée par le domaine €2, =
[0, €] x R? en ajoutant au potentiel de confinement des conditions de Dirichlet homo-
geénes sur les plans z = 0 et z = . L’objectif est d’étudier ce qui se passe lorsque I'on
remplace le potentiel de confinement "doux" par un potentiel de type "mur infini".
Dans ce cas, pour éviter d’avoir un modéle asymptotique trivial, on fait un choix
d’échelles correspondant a de fortes densités d’ordre O (%) Par ailleurs, pour des
raisons techniques (un argument de compacité est utilisé dans la preuve), on ajoute
un potentiel de confinement V;(z) a la méme échelle que le transport en x. Les choix
d’échelles d’énergie adaptées sont expliqués dans le chapitre introductif de cette par-
tie et rappelés dans le chapitre 4. Dans les nouvelles variables adimensionnées, le
probléme dans le domaine borné

Q:=R*x (0,1)
s’écrit :
W07 = (=0 + Vi(2) ¥ + 5 (=02 + Va(2)) ¥ + VU=, ¢ >0, (x, 2) € 2(0.0.18a)
Vet z,0) = ¢°(t,x,1) =0, t>0, x € R* (0.0.18b)
—02VeE(t) — 2A,VE(E) = [ve(1)]%, t>0,(z,2) € 20.0.18¢)
VE(t,x,0) = VE(t,x,1) =0, t>0, € R (0.0.18d)

On démontre dans cette partie que le potentiel de Poisson défini par (0.0.18c¢)-
(0.0.18d) a un comportement asymptotique donné par la solution W du systéme
obtenu en faisant tendre e formellement vers 0 dans (0.0.18¢) :

—O*W(t,-) = |0 (t,)|?, t>0,(z,2) € (0.0.19)
W(t,z,0) =W(t,x,1) =0, t>02z¢cR% (0.0.20)
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Le potentiel limite W est alors donné explicitement pour ¢ > 0 et (x,y, z) € £ par :

W (W)t x, 2) = /0 [2(1 = 2') — (2 — &) ac] W5 (¢, m, 2')Pd7. (0.0.21)

Dés lors apparait une différence cruciale avec le modeéle étudié en préliminaire, dans
lequel I'asymptotique du potentiel de Poisson, donnée par (0.0.3b) ne dépendait
plus de z. Ceci avait l'avantage de garantir que le terme nonlinéaire d’interaction
électrostatique ne subissait pas le filtrage par I'opérateur de confinement H,.

Dans le cas présent, le potentiel asymptotique dépend effectivement de z. Cette
dépendance en z change radicalement la nature de I'analyse asymptotique a mener.
En effet, aprés filtration des oscillations dues & I'opérateur de confinement en z, il
reste désormais des termes oscillant rapidement en temps.

Comme précédemment, une premiére étape consiste a remplacer le systeme de
départ (0.0.18) par un systéme dans lequel on a remplacé 'équation de Poisson
(0.0.18¢)-(0.0.18d) par son asymptotique (0.0.19)-(0.0.20), ou, de maniére équivalente
(0.0.21) :

10" = —H ) + E%sza + W (= ?)ye, t>0,(z,2) € (0.0.22)
VE(t, ,0) = (¢, x,1) =0, t>0, x € R (0.0.23)
ou les opérateurs H, et H, sont définis par
H,:=—A, +Vi(z), de domaine D(H,) = {u € H*(R?), Viu € L*(R?)}
(0.0.24)
H,:=—0*>+V.(2), dedomaine D(H,):= H?*(0,1)N Hi(Q). (0.0.25)
Dans ce cadre, H, a un spectre discret et on définit la famille de ses éléments propres
(Xm)m>1 associés aux valeurs propres (Ep,)m>1-
De méme que dans les problémes précédents, on commence par filtrer les oscil-

lations rapides en temps dues au terme de Conﬁnement = H. et on obtient alors un
systéme de la forme :

O (t,x,z) = e“Hz/EQwE(t,x, z), t>0, (z,2) €Q (0.0.26a)
10,0 (t) = Hyo° (1) + G <§, gbs(t)) , >0, (x,2) € Q (0.0.26b)

(1,u) = G(1,u) := W (|e”H=u|?) e~ Hx. (0.0.26¢)

Le point-clef dans ce probléme est alors de définir un cadre fonctionnel adapté
tel que si u est dans cet espace, alors la fonction 7 — G(7,u) est presque-périodique
en temps a valeurs dans cet espace. Cette notion de presque périodicité est le cadre
adéquat ici, car elle permet de définir rigoureusement les moyennes en temps long et
donc de donner un sens, dans le probleme qui nous intéresse ici, a :



En s’inspirant des arguments de moyennisation en temps long développés dans [12] et
dans [43], on montre alors que le modéle de départ converge vers le modeéle moyenné
en temps :

10p(t,x,2) = Hpoo(t, x, 2) + Gap(0). (0.0.27)

Un calcul, qui prend tout son sens dans le cadre des fonctions presque-périodiques

donne par ailleurs :
Gap(u) = Z Z Z Qpgrs UgUp Us Xp (0.0.28)

Ep+Eq=FEr+Es

otl, pour tout k > 0, ug := (u, Xx)r2(0,1) €t

Qpgrs = /0 /0 [2(1 - Z,) - (z - Z/)]IZ’SZ] XT(Z/)Xq(Z/)Xs(Z)XP(Z)dZ,dZ' (0'0‘29)

On énonce finalement le résultat de convergence suivant, dans lequel le modéle final
n’est autre que la projection sur les modes propres de H, de (0.0.27).

Théoréme 0.0.4. On considére une donnée initiale Vo dans
X :={u € H*(Q) N H(Q), Viu € L*(Q)}
muni de la norme :
[l = llull @) + [ViullZzq)-
Alors, il existe T' > 0 ne dépendant que de ||Wo||x tel que

1. Le systéeme de Schrodinger-Poisson (0.0.18) avec la donnée initiale Uy admet
une unique solution notée (Y=, V¥), qui est bornée dans C([0,T],X) uniformé-
ment en €.

2. Considérons le systéeme infini suivant

iy = —Dpp+ Y Peprpaipgrs Vt>0, 2R (0.0.30a)
(quf‘S)EAP
1
(0, 7) = / Wolt, 7, 2)xp(2)dz. reR? (0.0.30D)
0

ou N, ={(q,7,5), E,+ E;=E, 4+ Es}, apyrs est défini par (0.0.29). Il admet
une unique famille solution (p,)p>0 € C([0,T], D(H,)), ou D(H,) est défini par
(0.0.24).

3. Si enfin ¢ et (p,)p>0 désignent les solutions respectives de (0.0.18) et (0.0.30),
alors le résultat de convergence suivant est vVErifié :

— 0.
e—0

€([0,T5],X)

Ut 2) = Y pp(t,a)e Py (2)

p=>0
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Pour démontrer ce résultat de convergence asymptotique, la premiére étape consiste
a analyser I’asymptotique du potentiel de Poisson pour définir une premiére approxi-
mation du systéme initial. Elle repose sur des estimations a priori de type "régularité
elliptique" pour I'équation de Poisson (0.0.18¢)-(0.0.18d). Ces estimations permettent
de démontrer la convergence du systéme (0.0.18) vers le systéme (0.0.26) dans un
espace plus régulier que I'on note Y uniquement. Cette convergence nécessite en effet
la perte de deux degrés de régularité.

Par la suite, ’argument-clef est bien sir la propriété de presque périodicité de la
nonlinéarité G définie par (0.0.26c), et 'analyse du systéme intermédiaire (0.0.26).
Pour cela, on adapte les preuves de [12]. Dans cet article, les auteurs se placent dans
le cadre d’une équation de Schrodinger nonlinéaire dont la nonlinéarité est de la
forme F(u) avec F une fonction réguliere. Ici, contrairement a [12], la nonlinéarité
est non locale en u.

La propriété de presque périodicité de GG permet alors d’une part de définir sa
moyenne en temps long G, et ainsi de donner un sens a la formule (0.0.28). Elle
fait par ailleurs hériter le caractére local Lipschitz de G a sa moyenne G, et ainsi
permet une étude simple du systéme limite (0.0.27). Enfin, on adapte les arguments
de [12| pour démontrer le résultat de convergence de (0.0.26) vers (0.0.27), dans Y
une fois de plus, deux dérivées étant nécessaires pour aboutir a cette convergence.
On conclut alors & la convergence dans X de (0.0.18) vers (0.0.27) par un argument
de régularisation.

Il est cependant a noter que, bien que I'on travaille ici localement en temps tout
au long de la preuve, on démontre un résultat ou le temps d’existence Ty ne dépend
bien str pas de . Cette uniformité par rapport a € est un argument que l'on doit
garder en téte tout au long de cette preuve, dans les différentes preuves d’existence
locale en temps pour les différents systémes intermédiaires.

Un cas particulier intéressant pourra étre testé numériquement. En effet, dans le
cas particulier ou le potentiel V5(z) est nul, alors les valeurs propres valent

E, = p?r.

On voit alors que le systéme (0.0.30) admet un sous systéme isolé de 3 équations
constituées uniquement des modes 1,5 et 7.
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Partie 2 : Simulations numériques du transport de gaz
quantique stationnaire dans un nanofil

Cette section aborde une problématique quelque peu différente : la simulation
effective du transport d’un gaz d’électrons dans un nanocomposant de type nanofil.
Pour mettre en place une telle simulation, on doit bien siir se restreindre & un domaine
de calcul qui soit borné. Dans les structures nanométriques, il est naturel de se placer
dans une zone privilégiée du composant, appelée zone active ot se mettent en place
les phénoménes de transport des charges ainsi que leurs interférences.

Néanmoins, dans les situations physiques issues de 1’électronique, ce domaine
d’étude ne peut étre considéré comme isolé du monde extérieur. Il est en effet né-
cessaire d’envisager des échanges de charges entre la zone active et I'extérieur : le
composant électronique est alors modélisé par un domaine ouvert. Il est représenté
dans cette modélisation par une zone active reliée a des réservoirs d’électrons par des
zones d’acceés au travers desquelles ont lieu des échanges de charges, encore appelées
guides d’ondes.

Dans les guides d’ondes, les électrons sont proches de 1’état d’équilibre thermody-
namique et les phénomeénes de conduction liés aux échanges entre les guides d’ondes
et la zone active ne représentent qu'une perturbation négligeable pour ’équilibre du
guide d’ondes et du réservoir qui lui est associé. Par conséquent, les électrons dans les
guides et les réservoirs sont supposés se trouver dans un mélange statistique d’états
qui obéit a la distribution de Fermi-Dirac.

Dans la zone active, le transport d’électrons partiellement confinés ainsi que leurs
interactions électrostatiques sont quant a eux raisonnablement modélisés par un sys-
téeme de Schrodinger-Poisson. Ce systéme a été trés étudié (notamment |20, 28, 5,
35, 36, 37]), mais en général dans des cas ot la zone active est isolée.

Ici, on limite le domaine de calcul effectif par la mise en place de conditions aux
limites au niveau des interfaces entre la zone active et les guides d’onde afin que des
flux entrants et sortants soient admis. Cette problématique a fait ’objet de plusieurs
travaux dans le cas dépendant du temps : [8, 6, 4, 3, 2]. L’objectif est, en général, de
mettre en place des conditions aux limites appelées absorbantes qui laissent passer
les ondes sortantes du domaine d’étude pour éviter les reflections artificielles aux
frontiéres du domaine d’étude. Dans un souci d’application au domaine de 1’électro-
nique, la présence d’éventuelles sources extérieures échangeant des particules avec
le domaine d’étude est prise en compte dans [15] pour Iécriture de conditions aux
limites qui sont alors appelées transparentes. Ces conditions aux limites transpa-
rentes sont obtenues grace a une idée générale commune aux cas stationnaire et
instationnaire. Elle passe par la résolution exacte de ’équation de Schrédinger dans
le domaine extérieur (ici les guides d’ondes) grace a une hypothése essentielle qui est
que les sources sont stationnaires. Dans le cadre dépendant du temps, 'obtention
de telles conditions aux bords nécessite l'introduction de l'opérateur Dirichlet-to-
Neumann reliant la fonction d’onde et sa dérivée au bord par I'intermédiaire d’une
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demi-dérivée temporelle.

On se place pour la suite de ce travail dans le cadre stationnaire, et on utilise
la méthode dite QTBM (Quantum Transmitting Boundary Method) initialement dé-
veloppée dans [30] puis étudiée mathématiquement dans [13, 10] pour la mise en
place précise de conditions aux limites transparentes. Dans ce cadre, on verra que les
conditions obtenues sont des conditions de type Robin-Fourier.

Le probléme que 'on se pose ici est celui du transport d'un gaz d’électrons tridi-
mensionnel confiné dans un nanofil (i.e partiellement confiné dans deux directions).
Ce probléme a été étudié mathématiquement dans [38, 10]. L’inconvénient majeur
des méthodes de résolution mises en place est leur cotlit élevé en temps de calcul
du fait de la résolution d’équations de Schrodinger 3D. Pour éviter d’avoir a trai-
ter ces équations tridimensionnelles, [18] introduit une méthode de décomposition en
sous-bandes qui permet de réduire la dimensionalité des systémes a résoudre. Cette
méthode a été implémentée numériquement par la suite pour le transport d’un gaz
en dimension 2 dans [17, 16]. Dans ce travail, au lieu d’avoir a traiter des équa-
tions de Schrédinger bidimensionnelles, les auteurs se raménent & des équations de
Schrédinger en dimension 1 par décompositon en sous-bandes. Le probléme de la
modélisation numérique du transport d’un gaz d’électrons tridimensionnel dans un
nanofil est complexe. Il a été traité dans plusieurs travaux, avec des modéles plus
simples que le modéle de Schrédinger-Poisson, ou avec des approximations simpli-
ficatrices. Dans [45], les auteurs s’intéressent au transport d’un gaz tridimensionnel
confiné dans un nanofil. Pour cela, ils mettent en place la méthode de décomposition
en sous-bandes pour passer d'un probléme en dimension 3 a des problémes de Schro-
dinger en dimension 2. Ils se placent néanmoins dans I’approximation quasi-3D. On
peut par ailleurs citer ici les travaux de [23] ou encore [41].

Cette méthode s’inspire du fait que les gaz d’électrons dans les nanocomposants
sont partiellement confinés dans une ou plusieurs directions pour réduire la dimension
de propagation dans le probléme. Ainsi, dans notre probléme de transport en 3
dimensions, la résolution de I’équation de Schrédinger 3D générale dans la zone active
est ramenée (comme dans [45]) & la résolution de plusieurs problémes aux valeurs
propres 2D dans les directions transverses (les directions de confinement y et z) et
d’un systéme d’équations de Schrédinger 1D couplées dans la direction longitudinale
(direction de transport x).

On propose ici de décrire trés brievement le modéle que 1'on détaille complétement
dans le Chapitre 5. Le dispositif que nous étudions dans cette partie est constitué de
trois composantes : une zone active, une source et un drain qui regroupent chacun
un réservoir d’électrons et un guide d’onde qui le relie a la zone active.
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On choisit de noter € la zone active, Q" et Q= désigneront respectivement la
source et le drain. Les interfaces entre la source et la zone active, entre la zone active
et le drain et entre la zone active et 'extérieur sont respectivement notées I'", '™ et
I'y, comme décrit sur le figure suivante :
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On suppose que la source et le drain sont a I’équilibre thermodynamique, que les
charges qu’ils échangent avec la zone active ne dérangent pas cet équilibre, et que,
dans la source et le drain, le potentiel d’interaction électrostatique ne dépend que de
la variable transverse et non de la direction de transport. Par ailleurs, on suppose
que les électrons sont émis par la source et le drain en accord avec la statistique d’un
gaz de fermions caractérisée par la distribution d’énergie de Fermi-Dirac. Quant a la
zone active, on fait I'approximation du transport balistique et, ainsi, les électrons de
la zone active sont dans un mélange statistique d’états et leur densité n, est donnée
par :

n(z,y,z) =2 x Z ZfFD(E — 1) |V g(z,y,2)|? (0.0.31)

ne{+,—} {E}
ol |Wg(z,y, z)|* est la densité de probabilité de présence de 1'électron d’énergie E en
x,y, z, et ot ut et u~ représentent respectivement les potentiels chimiques associés
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a la source et au drain. Notons enfin que la somme sur les configurations d’énergie
E est, suivant les cas, une somme discréte ou une intégrale.
Le but est donc ici de
— simuler le transport dans la source et le drain pour déterminer les potentiels
chimiques p* et pu~.

— déterminer les configurations d’énergie E et les fonctions d’ondes associées
Vg, qui sont des fonctions propres généralisées de 'opérateur de Schrodinger
stationnaire

h? h? 1 B2 1
H=——" 99— _ '
2mx(y, Z) o 9 ay (ml (y7 Z) ay) 5 0, <—m2(y’ Z) 82) + qV(:v, Y, z)
(0.0.32)

— mettre en place les conditions transparentes pour prendre en compte les échanges
avec la source et le drain et déterminer les fonctions Vg de maniére unique.
De telles fonctions sont ainsi solutions du systéme

(H+U(z,y,2) Vg = EVg dans €2y (0.0.33a)
Uy =0 sur o =QuNT (0.0.33b)
+ conditions aux bords entrantes sur ot et 7 (0.0.33¢)
1
-V (e, VV)=—p dans € (0.0.33d)
€0
+ conditions aux bords a discuter
(0.0.33¢)

Pour mettre en place les conditions entrantes et sortantes, on résout dans la source
et le drain, de maniére explicite les équations qui sont simplifiées par le fait que le
potentiel d’interaction électrostatique ne dépend que de la direction (y, 2z) € ¥*. En
effet, dans ce cas, les fonctions propres = (z) de Popérateur transverse

h? 1 h? 1
Hy,z = —?ay (—m1<y7 Z) 8y> — ?82 (—m2(y7 Z) az) + QV(y, Z)

ne dépendent pas de la variable de transport x. Pour résoudre le probléme de trans-
port dans la source et le drain, on ’écrit de maniére équivalente en le projetant sur
les modes propres x= de 'opérateur Hamiltonien transverse H,. On décompose ainsi
la fonction inconnue ¥y sur la base de L2(X) formée par les (X, (v, 2))m et on écrit
sur les bords I'* et I'” des équations de continuité de la fonction d’onde et de sa
dérivée par rapport a la variable de transport x.

Une fois ces conditions au bord obtenues, on s’attache au probléme de transport
dans la zone active qui, cette fois, dépend de x, toujours par décomposition sur les
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modes propres transverses. Cette fois, les fonctions propres du Hamiltonien transverse
dépendent de x, et ’équation portant sur les ¢,,(x) s’en trouve compliquée. L unique
fonction d’onde d’énergie E, associée a l'injection d’'une onde polarisée sur le mode
propre g, de vecteur d’onde ky et venant par exemple de la source s’écrit alors :

1/)Evi07k0 (‘r7 y’ Z) = Z gzs:’;l,E,’io,kO (x)Xm(y7 Z7 (L‘)

m>1

+

. E.ioko () sont solutions du probléme :

ot les fonctions ¢

(o) =25 @) — X (o) + (i) = B)) ) =0
= = (0.0.34)

ey (¥) = /E( )mw(%z)Xj(%Z,I)Xm(y,z,x)dydz
Cg?j(x) = /( )3ij(yyz,$)Xm(y,z,x)dydz

Y(x
oy () :/ )3§Xj(y>z7$)xm(y,z,x)dydz

(x

avec les conditions transparentes au bord (dans le cas d’une injection a l'infini par
la source) :

déy, . + 4+ 7 ikiha

%(G) = (—Z5m§1+(E) - mZI+(E)+1) ko @m (@) + 21k, 04 €™ O 1+ ()
doy,

T (0) = (i0m<r—(B) — Omz1-(B)+1) k@ (D).

Les simulations numériques se basent sur la méthode ntimérique de décomposition
en sous bandes qui s’appuie sur la décomposition de W sur les modes propres du
Hamiltonien transverse et par deux approximations. La premiére consiste a tronquer
les sommes sur les modes propres en un nombre fini (en pratique petit) de modes
propres, et la deuxiéme consiste par ailleurs a négliger les intéractions entre les modes
trés éloignés.

Les simulations numériques effectuées sont de deux types et sont par conséquent
présentées dans les deux chapitres 6 et 7. D’une part, dans le Chapitre 6, on s’intéresse
a la modélisation particuliére, sensiblement différente, des guides d’ondes formés par
la source et le drain. Cela nous permet de calculer numériquement les potentiels
chimiques ™ et u~, nécéssaires a la définition de la densité et du courant dans la
zone active, ainsi que de calculer le potentiel d’interaction électrostatique, solution
de I’équation de Poisson. Ce calcul de potentiel dans la source et le drain permet la
mise en place de conditions aux bords pour la résolution numérique de I’équation de
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Poisson dans la zone active. Il s’agit dans ce chapitre de résoudre numériquement un
probléme de Schrédinger nonlinéaire 2D, couplé avec une équation de Poisson.

La simulation du transport dans la zone active est actuellement en phase de
test. Les premiers résultats disponibles proviennent d’un probléme simplifié, qui est
la résolution d’une équation de Schrodinger 3D linéaire. En effet, dans un souci de
réduction du colit numérique, on est amené a faire ’approximation faibles densités,
c’est-a-dire que I'on se fixe un potentiel qui modélise I'interaction électrostatique dans
le cas de faibles densités. On présente ainsi dans le Chapitre 7 I'algorithme général
pour la résolution numérique de I’équation de Schrodinger 3D ainsi que la résolution
d’une équation elliptique 3D pour le calcul d'un potentiel appliqué qui vérifie les
conditions physiques aux bords. On présente enfin les méthodes numériques mises
en place pour cette résolution et les résultats obtenus.

Pour ces résolutions numériques, dans le but d’optimiser les résolutions d’EDP
intervenant au sein de l'algorithme, on a fait appel au code MELINA. Ce code est
installé et utilisé dans plusieurs laboratoires, en particulier & 'TRMAR et & TENSTA.
Il se présente sous la forme d’une bibliothéque éléments finis interfacée en Fortran et
en C++.
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pour le transport de gaz quantiques
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Chapitre 1

Un probléme modéle
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Cette premiére partie de la thése présente différentes configurations de transport
d’un gaz d’électrons confiné. Comme on I’a déja vu, ces différentes configurations sont
les suivantes : on considére tour a tour le confinement d’'un gaz d’électrons dans un
nanofil, puis d’un gaz d’électrons bidimensionnel soumis & un champ magnétique fort,
et enfin on étudie un confinement de type "mur infini" pour un gaz bidimensionnel.
On propose pour introduire cette partie un probléme modéle, qui est le point de
départ de cette these et le trait d’union entre les différentes situations de confinement
étudiées par la suite.

Dans I’étude asymptotique de ce probléme modeéle se mettent en place la plupart
des schémas de preuve et des idées-clefs utilisés dans le reste du manuscrit. On se
permettra donc ici de faire appel & divers résultats démontrés dans les chapitres
suivants de cette partie. En effet, on préférera mettre ici 'accent d’une part sur les
méthodes plus que sur les résultats techniques, et d’autre part sur les différences qui
apparaissent par la suite entre les différentes situations de confinement.

Le modele présenté est tiré de l'article [3] dans lequel les auteurs proposent
une hiérarchie de modéles a dimensionalité réduite pour approcher le systéme de
Schrodinger-Poisson tridimensionnel perturbé par un potentiel de confinement fort.
L’objet de ce chapitre est de présenter une stratégie générale plus systématique que
celle utilisée dans [3], qui sera réutilisée pour les trois chapitres suivants. Acces-
soirement, cette méthode permet une généralisation des résultats de [3], ot seules
des données initiales bien préparées étaient considérées. Ce chapitre introductif ne
donnera pas lieu & un article a proprement parler (les preuves seront ici un peu suc-
cintes, et on se donne le droit de réferrer a des résultats démontrés dans les chapitres
suivants).

1.1 Mise en équation du probléme physique et re-
mise a 1’échelle

Le gaz d’électrons bidimensionnel est représenté ici par le couple "fonction d’onde/potentiel
d’interactions électrostatique" solution du sytéme de Schrodinger-Poisson 3D. Les
différentes directions de I’espace R? jouant des roles différents, on note € R? la
variable bidimensionnelle de transport et z € R la variable de confinement. Afin de
modéliser le confinement dans la direction z, on perturbe le systéme de Schrodinger-

Poisson écrit dans les variables physiques (en gras) par un potentiel de confinement
fort que I'on note V(z). On considére dés lors le systéme suivant, écrit dans les
variables physiques.

2
A —QH—A\IJ +eVe(z)¥ +eV(x,2)P, (x,z) € R? (1.1.1)
m
~AV = S|wp, (x,2) € R, (1.1.2)
€0
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ol €y désigne ici la permittivité du matériau dans lequel le gaz est transporté. L’équa-
tion de Poisson (1.1.2) étant posée sur R?, elle peut se récrire sous la forme d’une
convolution avec le noyau de Poisson et devient alors

e 1
V= ¥?).
47T60 /|X|2+Z2 * (| | )

On associe a chacune des grandeurs physiques intervenant dans cette équation

(1.1.3)

une grandeur sans dimension comme suit :

o
V= (1.1.4)

On définit a présent deux échelles d’énergies distinctes : une énergie forte que 'on
note E.y,s et qui correspond a 'énergie typique du confinement en z et une énergie
plus faible notée Ey,qs, qui correspond a I’énergie du transport longitudinal en x mais
aussi a celle des effets d’interaction électrostatiques. On définit alors un parameétre
qui mesure 'ordre de grandeur du rapport entre ces énergies. L’hypothése principale
de confinement reviendra alors a supposer ce rapport € tres petit devant 1.

Etransp 12
= —= 1. 1.1.5
£ < Boons ) < ( )

<<

8

I
Bl M

N

I

V=Y yo
7

xf | N

On fait les hypothéses de modélisation suivantes qui permettent de définir les choix
d’échelles pour les principaux phénomeénes physiques auxquels sont soumis les élec-
trons. On choisit d’étalonner a I’échelle d’énergie E,,, s I’énergie associée au potentiel
de confinement et 1’énergie cinétique selon la variable z :

ﬁ2

Econ = 676 =
f 2mz?

(1.1.6)

et on fixe a I'échelle d’énergie Ej,qnsp les énergies cinétiques selon la variable x ainsi
que I’énergie associée au potentiel d’interaction électrostatique. On choisit d’adapter
I’échelle de temps a cette énergie :

Il
@
<l
I

|

(1.1.7)

Etransp :

Il est a noter qu’un tel choix d’échelles pour les énergies intervenant dans le probleme
physique (1.1.6)-(1.1.7) implique aussi un rapport ¢ entre les directions caractéris-
tiques de confinement et de transport :

SR
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En introduisant ces variables adimensionnées dans 1’équation physique de départ
(1.1.1)-(1.1.2), on aboutit au systéme

Econ Econ
00 = —AW — =L g2y ey 4 VD, (r,2) eR®  (1.1.8)
transp transp
Econ 2_2N
YN L v A T (z,2) €R3.  (1.1.9)
transp E()-Etrcmsp

On combine alors (1.1.8)-(1.1.9) avec la définition du paramétre £ pour obtenir

. 1

10,0 = —A, U + = (=02 +Vo(2)) U+ VU, (z,2) € R
1 272N

CAYV - P = S g (z,2) € R,
52 6OEwtransp

On fait finalement une deuxieme hypothése de modélisation qui concerne 'ordre de
grandeur physique de la densité, c’est & dire un choix d’échelle pour la grandeur N.
On choisit ici de travailler dans le cadre de faibles densités, et on pose

N =2 Epans, (1.1.10)

e2zz

ce qui nous ameéne a considérer le systéme de Schrodinger-Poisson de départ suivant :

1
100" = =D+ 5 (=02 + V() y° + Vo, (z,2) € R? (1.1.11)
— 2N,V = 02VE = e|y|? (z,2) € R% (1.1.12)

De maniére équivalente, la convolution (1.1.3) s’écrit alors aussi comme une convo-
lution avec le noyau de Poisson modifié

1

T 4r ré(x, z)

Ve * [e(t, x, 2)|? (1.1.13)

ol on a noté 7°(z, ) == |z|? + %22

La raison d’étre de ’hypothése "faibles densités" (1.1.10) apparait sur cette équa-
tion (1.1.13). Cette hypothése permettra d’obtenir a la limite un potentiel de Poisson
en O(1), donc un modeéle avec des vraies interactions électrostatiques.

1.2 Asymptotique formelle

L’équation (1.1.13) nous fournit alors immédiatement une asymptotique formelle
pour le potentiel de Poisson, donné par le potentiel W suivant

1 1
t = —|o(t, 2, )P dY = —— (t,x, ) |? 1.2.1
Wit.a) = [ 0 (0 )P = o (ot ), (12)
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ol on a utilisé la notation

f= [ e

Reprenons le systéme de départ (1.1.11)-(1.1.12). On définit le Hamiltonien trans-
verse

H, = -0+ V() (1.2.2)

sur le domaine

D(H,) :={u € H*R), V.u € L*(R)}, (1.2.3)

et on fait I’hypothése de confinement suivante :

Hypothése 1.2.1. La fonction V, est une fonction réelle positive, réquliére de la
variable z telle que :

il existe a > 0 tel que, pour tout |z| assez grand, V.(z) > C|z|* (1.2.4)
et, pour tout 3 € N*, 9°V,(2) = o(V.(2)) lorsque |z| — oc. (1.2.5)

La premiére hypothése (1.2.4) est cruciale en ce qu’elle détermine le caractére confi-
nant et la force de confinement du potentiel. La deuxiéme (1.2.5), plus technique
permet un maniement plus aisé des opérateurs liés au systéme d’équations (1.1.11)-
(1.1.12). Par ailleurs, on sait que I’hypothése (1.2.4) nous garantit que 'opérateur
Hamiltonien transverse H, soit auto-adjoint sur L?(R) et a de plus un spectre discret
(on renvoie pour cela le lecteur a [5| par exemple). Dés lors, il est possible de filtrer
les oscillations lices au terme % H.1)° dans le systéme (1.1.11)-(1.1.13) en définissant
la fonction d’onde filtrée ¢° comme suit.

O (t,x, 2) = /7Y (2, 2). (1.2.6)

Cette nouvelle fonction vérifie a son tour le systéme filtré

(0,0° = — D\, ¢° + /YT e (z,2) € R? (1.2.7)
€ 1 —1 e? e
\% (t T Z) m * |€ tH/ ¢ (t,a}', ')|2, (.T, Z) S RQ. (128)

On s’attend désormais a ce que 'équation (1.2.7) dans laquelle on remplace V*
par son asymptotique formelle W lorsque ¢ tend vers 0 soit une bonne approximation
de (1.2.7). L’intérét principal de la nonlinéarité W par rapport a V¢ est que, comme
elle ne dépend pas de z (ce qui est clair au vu de sa définition (1.2.1)), elle est

transparente pour I'opérateur e**=/ = On obtient ainsi le modele suivant
i0,0° = —A,¢° + WeF, (r,2) € R (1.2.9)
1 .
W(t,z) = prpE (le™™ /=" g2 (8, 2, )|, (z,2) € R®. (1.2.10)
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. 3 . 2 L. . L.
Par ailleurs, comme l'opérateur e"*:/2" est unitaire dans L?(R), on peut immédia-

tement ré-écrire I'équation (1.2.10) comme suit :

10 = —DNpd + W, (z,2) € R (1.2.11)

W(t,xz)= (o(t,x, )%, (z,2) € R®. (1.2.12)

1
*I
47 ||

1.3 Intérét du modéle (1.2.11)-(1.2.12)

L’intérét du modeéle asymptotique formel (1.2.11)-(1.2.12) sur le modéle initial
(1.1.11)-(1.1.13) est triple. Tout d’abord, on I’a déja dit, il est de dimensionnalité
réduite. Il permet ainsi une réduction notable des cotits d’implémentation numérique.

Par ailleurs, le terme - H.4° introduit dans le systéme de départ (1.1.11)-(1.1.13)
de fortes oscillations. Ainsi, lorsque les grandeurs intervenant dans 1’équation varient
en O(1), les grandeurs intervenant dans le modele de départ varient en O(g?), d’ou
la nécessité d’utiliser des pas de temps trés petits pour la simulation du modéle de
départ.

Un dernier intérét apparait si l'on s’intéresse a la maniéere dont le systeme agit
sur les modes propres du Hamiltonien transverse H,. Pour cela, on va maintenant
projeter ces deux systémes sur les modes propres du Hamiltonien transverse. En
effet, on considére la famille des valeurs propres (E,),>o de l'opérateur H, ainsi
qu’'une famille de fonctions propres associées (x,),>0 choisies de sorte a former une
base hilbertienne de L?(R). Décomposons la fonction ¢ (¢, z) € L*(R) sur cette base :

“(t,x, 2) Z¢5 (t,2)xp(2) o &5 (t,x) = (¢°(t, 7, )Xp)-

p>0

En introduisant cette expression dans (1.1.11) et en projetant sur le mode p > 0, on
aboutit au systéme infini d’équations de Schrodinger suivant : Vp > 0

10005 = =Dt + S5V + D> e B EE g (Ve v ) (1.3.1)

P#q
1
Ve= ) 1o Phol +

i — 2 e =
*ZZ‘? BB 6 0 XX

p=>0 pF#q

En projetant le modeéle (1.2.11)-(1.2.12) sur les modes propres de 'opérateur H,,
on obtient cette fois-ci :

iatgbp - _Awgbp + W¢p

47T|J,‘| (Z |¢p|2> = | <||¢(t z, >||%2(R)> .
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On observe dés lors que le modéle limite fait apparaitre un phénomeéne de perte de
cohérence quantique, c’est-a-dire qu'un découplage s’opére entre les différents modes
propres qui sont ainsi plus facilement approchables numériquement un a un. De
plus, si un seul mode propre est dépeuplé, c’est a dire si il existe pg > 0 tel que
®p,(0,2) = 0, alors cette propriété reste vraie au cours du temps. Dans la pratique,
les données initiales étant trés concentrées sur les niveaux de basse énergie pour des
raisons de thermostatistique, il suffira de considérer un petit nombre de modes pour
une implémentation numérique qui restera précise (en pratique moins de 10 modes
suffiront).

1.4 Enoncé du résultat principal et schéma de la
preuve

Dans [3], les auteurs ont principalement utilisé une analyse fine de la nonlinéa-
rité de Poisson et des techniques de projection sur les modes propres du Hamilto-
nien transverse. Pour résoudre les problémes de convergence de sommes auxquels ils
étaient alors confrontés, ils ont da faire une hypothése de polarisation de la donnée
initiale sur un mode propre de 'opérateur H,. Ici, on s’affranchit de cette hypothése
en proposant une preuve qui évite ces questions difficiles de convergence de séries.
Pour cela, on estime la différence V¢ — W dans certains espaces et on récrit I’équation
de départ (1.1.11) comme une petite perturbation du systéme limite. On peut dés
lors énoncer le résultat de convergence suivant.

Théoréme 1.4.1. Supposons I’Hypothése 1.2.1 vérifiée, et considérons 1 une fonc-
tion de l’espace d’énergie

H = {ue H'R?), /Vou e L*(R*)}. (1.4.1)

Alors, il existe une unique solution (1%, V) de (1.1.11)-(1.1.13) avec la donnée ini-
tiale 1o dans C([0,00), H), et une unique solution (¢, V) de (1.2.11)-(1.2.12) avec la
donnée initiale 1y dans C([0,00),H). De plus, pour tout T > 0, on a le résultat de
convergence suivant :

. g 2
lim [[9° — e~/ ]| eo.1) 30 — 0.

La preuve de ce théoréme s’appuie sur une analyse de la nonlinéarité de Poisson
modifiée donnée par I’équation (1.1.13) inspirée par des résultats présentés en annexe
de [3] au sujet de la convolution avec le noyau de Poisson de dimension 2. Cela nous
permet de démontrer des estimations douces pour chacune des deux nonlinéarités V¢
et W, décrites rigoureusement dans le Lemme 3.2.5 du Chapitre 3, et d’en déduire
des estimations indépendantes de € pour ¥° et .

Dans un deuxiéme temps, on étudie la différence entre les noyaux de Poisson
(1.1.12) et (1.2.12) dans 'espace d’énergie H. On énonce ainsi le Lemme 1.6.1 qui
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fait apparaitre la nécessité de régulariser la fonction u du fait de la perte d’une dérivée
dans cette estimation. Pour cela, on définit 1’espace de régularisation adapté a nos
opérateurs

H? = {ue HAR?), Ve LR} munide [[ulde = |l + ||Voul2..

On renvoie en effet le lecteur au Lemme 2.2 du Chapitre 3, tiré de [2]| dans lequel les
auteurs démontrent par des techniques utilisant le calcul de Weyl-Hérmander que cet
espace H? peut étre muni de maniére équivalente de la norme adaptée aux opérateurs
A, et H, :
2 2 2 2
Jull5e ~ llullzz + [|Azullz2 + [ Haullz..

On écrit enfin le systéme de Schrodinger-Poisson de départ comme une perturba-
tion du systéme limite en faisant apparaitre la différence entre les deux nonlinéarités.
En utilisant I'estimation donnée par le Lemme 1.6.1 ainsi qu’un procédé de régularis-

tion, on conclut & la convergence dans H du systéme (1.1.11)-(1.1.13) vers le systéme
(1.2.11)-(1.2.12).

1.5 Analyse des nonlinéarités V° et W

On fait ici appel au Lemme 3.2.5 démontré en appendice 3.B du Chapitre 3 qui
fournit les estimations douces pour les nonlinéarités V¢ et W.

Lemme 1.5.1. On définit la nonlinéarité générale

Fo(u) = ( ! * (W)) u. (1.5.1)

47T\/:L‘2 + y? + ae?z?

Alors, il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout € € (0,1], si « =0 ou 1, on
ait :

Vu,v € 3, | Fa(u) = Fa(v)llse < C (lulle + [[0l15) 1w — vllac. (1.5.2)

De plus, pour tout entier, il existe C' > 0 telle que [’estimation douce suivante
soit vérifice :

Ve € (0,1], Ya € {0, 1}, Vu € 3, [|[Fa(u)llse < Cllullsc [lullse -

Ces estimations permettent de démontrer 1’existence et 'unicité de solution dans
C([0, 00), H) pour les équations (1.1.11)-(1.1.13) et (1.2.11)-(1.2.12) avec comme don-
née initiale la fonction 9. Pour cela, on écrit le probléme sous sa forme plus générale

0t = —Au + F(u), (z,2) € R? (1.5.3)
u? (0,2, 2) = Yo(x, 2), (r,2) € R% (1.5.4)
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Deés lors, e étant fixé, existence et I'unicité d’une solution maximale u® € C([0,7;), H)
peut étre obtenue par des techniques classiques (on référe le lecteur a [4] par exemple).
Le temps d’existence 7. dépend éventuellement de . Pour démontrer que cette so-
lution maximale est en fait globale, on fait appel aux estimations standard pour
I'équation de Schrédinger. Les lois de conservation L? et de conservation de 1'énergie
s’écrivent en effet dans notre cas comme suit :

Yt 20, [lu" ()]l 2@s) = [[Yoll2@s) et Ea(u(t)) = Ealth),
ou I'énergie &, est définie par
1 1
Ealu) == (Agu,u)pz + 6—2<qu,1¢),;2 + §<Fa(u), u) 2
1 1 1
= Sll0:ullze + SV Veulze + [ Vaulze + 5 (Falu),w)re.

Si ces estimations permettent de démontrer que la solution u® de (1.5.3)-(1.5.4) est
globale en temps, elles ne permettent pas néanmoins d’obtenir des estimations in-

dépendantes de € du fait du terme en Eig Pour obtenir de telles estimations, mais
localement en temps, on utilise la formulation de Duhamel pour u° :

t
u = eitAsz . 2/ ilt=9)As (Fa(u®(s))) ds.
0

En utilisant le fait que ¢“+ est un opérateur unitaire dans 3 (on utilise ici cru-

cialement le fait que les opérateurs H, et A, commutent) et (1.5.2) avec v = 0, on
obtient aisément :

t
[u (@) l3¢ < Cllollsc + C/O [ () |5¢ds.

Le lemme de Gronwall et un raisonnement similaire dans H? permettent alors de
démontrer 'estimation suivante :

a7 > 0, max (HUSHG([O,T},}(), HUEHG([QT)J{Q)) < Co (1.5.5)
ou Cy ne dépend que de ||1o]|5¢, ||tollse et T

1.6 Preuve de la convergence
Désormais, on s’intéresse a la différence entre les deux nonlinéarités V¢ et W.
Ainsi, le Lemme 3.2.7 du Chapitre 3, démontré dans I’Appendice 3.C donne

Lemma 1.6.1. I] existe une constante C > 0 telle que, pour tout ¢ € (0,1], pour
tout o € {0, 1},

Vu € K, |[Fi(u) = Fo(u)llsc < Ce'|lu3e. (1.6.1)
De plus, il existe C' > 0 telle que [’estimation suivante est vérifiée
Ve € (0,1], Ya € {0,1}, Yu e}, |Fa(w)lse < Clulldullbe.  (16.2)
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On récrit a présent 'équation (1.1.11) sous la forme :
0" = HY" + Fo(y7) + F1(¢°) — Fo(¢°) (1.6.3)
ou l'on a noté H® := —A, + S H.. Dés lors, si ¢ vérifie (1.2.11), la différence
w(t) = Y% (t) — ()
satisfait 1’équation

10iw" = —Agw° + 6—12sz6 + (Fo(¥°) = Fo(v)) + (F1(¢°) — Fo(¢)) . (1.6.4)

Deés lors, utilisant le fait que H® est unitaire sur H (cela utilise de maniére cruciale
le fait que H, et A, commutent), la formulation de Duhamel fournit 1'estimation
suivante pour w® :

lw(@)]l2c < /0 [Eo(47)(s) = Fo()(s)lloc + [[F1(47) (s) — Fo(47)(s)llocds. (1.6.5)

On utilise pour conclure I'estimation douce donnée par le lemme (1.5.2) et 'esti-
mation de la différence (1.6.1) entre les noyaux V¢ et W donnée par le lemme (1.6.1)
ainsi qu'un argument de régularisation dans JH?2.

1.7 Les principales différences avec les modéles étu-
diés par la suite

Le cas du transport d’un gaz électronique dans un nanofil

Le premier chapitre de cette partie présente une étude asymptotique du systéeme
de Schrédinger-Poisson tridimensionnel perturbé par un potentiel de confinement
bidimensionnel. La différence principale qui apparait dans ce cas est liée a la diffé-
rence des roles joués par les variables d’espace. En effet, la variable de confinement
2 est maintenant dans R? et la variable de transport z est réelle. Il s’ensuit un com-
portement radicalement différent pour le potentiel de Poisson, lié & des problémes
d’intégrabilité du terme é intervenant dans l'asymptotique du potentiel de Poisson

(1.2.12). En effet, on s’intéresse dans ce cas au systéme posé pour (r,z) € R x R?
1
O = =AW+ Ve (2) 0 + vewe
€ €
— A, V=[P

On s’attend alors a ce que la densité des électrons ait un comportement asymptotique
qui prenne la forme de la densité linéique concentrée sur 'axe z =0 :

|\If5(t,a:,z)|2~/ (¢, 2, ) d2' 5,
R2
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Le potentiel de Poisson se trouve alors avoir une asymptotique en O(log(e)) de la
forme :

1
Ve(t,x, z) ~ 5 /R? [V8(t, 2, 2)|?d2 log(e).

On est donc amené dans ce cadre a faire un choix d’échelle différent pour les
fonctions inconnues, adapté & un tel comportement. L’analyse de la nonlinéarité de
Poisson est alors radicalement différente, elle méne au Lemme 2.2.1, et ne permet
plus d’obtenir des estimations de ¥¢ indépendantes de € dans 1’espace d’énergie. Pour
pallier ce manque, on se place alors dans le cas particulier ou la donnée initiale g
est concentrée sur le premier mode propre de 'opérateur H..

Le cas du transport d’un gaz d’électrons bidimensionnel dans un champ
magnétique fort

Dans le deuxiéme chapitre de cette partie, on reprend notre probléme modéle en ajou-
tant un potentiel magnétique fort, uniforme, porté par une des directions de transport
que 'on note y. On fait par ailleurs 'hypothése de modélisation qui consiste a choisir
pour le potentiel magnétique ’échelle d’énergie associée a I’énergie caractéristique du
transport Fi.qnsp définie par (1.1.7). Enfin, on effectue un choix de jauge de Landau
qui aboutit finalement & remplacer dans ’équation (1.1.11) 'opérateur de transport
—07 — 03 comme suit :

Bz\’
2 2 » 2
—0; — 0, +— (z&c— 8) -0,
pour aboutir & I’équation
. € 1 2 2.2 € 1 : € € E,/,E
10,)° = = (=02 + B*2* + V(2)) ° — g2sz0x@/J — Ay 0"+ VEY (1.7.1)

ou V¢ est toujours défini, de maniére équivalente, par (1.1.12) ou (1.1.13).

La différence fondamentale ici avec le cas modéle (qui n’est autre que le cas présent
en prenant B = 0), est que l'on a ajouté, dans le potentiel magnétique, le terme
%2@'Bz8xw5. Celui-ci a pour effet de coupler la direction de transport = (par le biais
d’une dérivée en x) et la direction de confinement z (par le biais de la multiplication
par z). Du fait de ce couplage, le terme %ZiBzamwf n’est pas transparent vis- a-vis
de 'opérateur etit(-02+B*22+Ve(2))/e* | Poyr plus de simplicité, on note encore H, le
Hamiltonien transverse, défini dans ce probléme par

H, =~ + B2 + V().

Ainsi, pour filtrer les oscillations dues au terme E%sze dans I’équation (1.7.1), on in-
troduit I'inconnue filtrée ¢° comme précédemment (1.2.6). L’équation une fois filtrée
devient :

2B /., , . ,
iat¢6 - __[—: <61tHz/€2Z€_ZtHz/€2) (Za:v(be) - Am,y¢€ + enHz/&j Fl(e_ZtHZ/E2¢€ (t))v
(1.7.2)
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ou la nonlinéarité F, est définie dans (1.5.1).

Pour traiter ce nouveau probléme, on travaille en deux temps. On appoche le
terme nonlinéaire par Fy(¢°(t)) comme dans la cas modéle et on définit ainsi le
modéle intermédiaire

Zatggg _ _? <6itHz/6226—itHz/52> (Zazé;a> B ALyg’bVa n Fo(qg“‘(t)) (1'7'3)

Une premieére partie du travail consiste ainsi en une preuve de la convergence du
systéme initial vers ce systéme intermédiaire. Par la suite, on traite le terme oscillant

2B /. ,
—? <€ZtHZ/EQZG_ZtHZ/€2) (lam¢€)
lié a 'opérateur couplé par une technique de moyennisation en temps long & 'ordre
2.

Le cas du transport d’un gaz d’électrons bidimensionnel modélisé par un
potentiel "mur infini"

Dans le dernier chapitre de cette premiére partie, on propose une approche di-
férente pour modéliser le confinement dans une plaque fine. En effet, on propose
d’ajouter au potentiel de confinement habituel des conditions de Dirichlet homo-
genes sur les plans z = 0 et 2 = ¢ qui forment "les bords de la plaque fine". Pour des
raisons techniques, on ajoute de méme un potentiel de confinement en z, la direction
de transport, et ’on suppose que son énergie caractéristique est 1’énergie de trans-
port Eipansp définie par (1.1.7). On étudie donc 'équation écrite dans les grandeurs
physiques sur le domaine {(x,z) € R? x (0,¢)}

2
ihOy W = —;—A‘If +eVa(2)¥ 4+ eVi(x)¥ + eV (x,2)P, (1.7.4)
m
U(x,0) = ¥(x,e) =0, x € R?
AV = S |wp, (1.7.5)
€0

V(x,0) =V(x,e) =0.
(1.7.6)

On fait les mémes choix d’échelles Eopf €t Eiyqns donnés par (1.1.6) et (1.1.7), en
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ajoutant el = Etransp- L'équation (1.7.4)-(1.7.5) devient alors :

1

10V = (—A, + Vi(2)V + g(—ai + Va(2)) ¥ + VU, (z,2) € R? x (0,1)

U(z,0) = ¥(z,1) =0, z € R?
1 ez’ N

AV - =PV = —— |2 R? 1

Vv 6282\/ EoEtmnspl |, (x,z) € R* x (0,1)

V(z,0) =V(z,1) =0, z € R?,

posée dans {(z,z) € R? x (0,1)}. Contrairement au cas modeéle dans lequel on faisait
I'hypothese de densité faible en définissant N dans (1.1.10), on choisit ici le cadre de

densités fortes et on pose
60£?t7‘a7wp 1

N = X transe _ (1.7.7)

2Tz ¢
On s’intéresse dans ce chapitre au systéme suivant, posé sur R? x (0, 1) :

0 = (=g + Vi(2)) + 6%(—83 + Va(2))9® + Ve, (1.7.8)
¥ (2,0) = ¢z, 1) =0, z€R’
— AV - RV = [yeP, (1.7.9)

Ve(x,0) =V(z,1) =0, x¢cR%

La différence majeure avec le cas modéle est le comportement asymptotique du
potentiel de Poisson V¢ défini par (1.7.9). En effet, on démontre que son asymptotique
est donnée par le potentiel W défini par

— W, 2) = [0z, ) (2,2) € R x (0,1)
W(z,0) = W(x,1) =0, z € R

Cette équation admet une unique solution qui est explicite et s’écrit

Wit 2, 2) = /0 (1= ) — (2 — Y Led] |05t 3, ) [2d2.

Cette expression met clairement en évidence la différence principale avec le probléme
modéle. En effet, dans ce cas, le potentiel asymptotique de Poisson dépend de la
variable z et n’est donc plus transparent au cours de I'opération de filtrage par le
Hamiltonien transverse —92 + V5(z). Dés lors, en remplagant le potentiel de Poisson
par son asymptotique dans I’équation filtrée

z’@tdf _ (_Am + Vl(x))df + eitHz/eQVe(|€fitHZ/52¢e‘2)67itHz/52¢s
on obtient

,l'at(be — (_Aac + ‘/l(x»(bs + eitHz/z-:Qw<|€7itHz/52¢s|2)67itHz/52¢s
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qui ne peut étre plus simplifiée.

Pour pallier ce probléme, on raisonne de nouveau ici en deux temps. Dans un
premier temps, on étudie la convergence du modele (1.7.8)-(1.7.9) vers un modéle
intermédiaire ou le potentiel de Poisson V¢ est remplacé par son asymptotique 'W.
Dans un second temps, on étudie uniquement le systéme formé par le modéle intermé-
diaire filtré. La dépendance en z du potentiel W fait apparaitre un terme nonlinéaire
fortement oscillant en temps auquel on applique un procédé de moyennisation en
temps.
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2.1 Introduction

2.1.1 The physical problem and the singularly perturbed sys-
tem

Artificially confined structures are now routinely realized in the nanoelectronic
industry and the functioning of many electronic devices is based on the transport of
charged particles which are bounded in transversal directions, see e.g. [1, 2, 10, 13].
The confinement can be typically monodimensional like in quantum wells where two
directions remain for the transport, or bidimensional like in quantum wires where the
transport is in dimension one. In this work we are interested in the second case, and
this paper is devoted to the rigorous derivation of a dynamic one-dimensional quan-
tum model with space-charge effects describing the transport of electrons confined
in a nanowire. Compared with some previous works that treat problems of quantum
confinement, as for instance [9] about an asymptotic model for two particles on the
surface of a nanotube (see also references therein), our concern here is to deal more
specifically with the nonlinear Poisson term.

Our strategy is inspired from the one in [4, 5, 3] and consists in an asymptotic
analysis of the three-dimensional Schrédinger-Poisson system (or Hartree system)
—that will be referred to as our “starting model’- with a singular perturbation mo-
deling a strong potential confining the electron gas in a wire. The interesting point
concerning the reduced model obtained in the limit is that the nonlinearity descri-
bing space-charge effects is now localized, this reduced model taking the form of a
cubic defocusing nonlinear Schrédinger equation.

Let us describe the starting model. The space variable is written (z, 21, 22), where
x € R is the direction in which the electron gas is transported free from any external
force and z = (21,22) € R? are the confined directions. We consider the following
singularly perturbed Schrodinger-Poisson system :

1
007 = —AVF + SV, (g) T 4 VEUE, (2.1.1)
VE:L*(WEF) (2.1.2)

4y ' o

The unknown in this system is the pair (W, V¢) made of the electronic wave function
Ve and the self-consistent potential V¢ due to space charge effects, written here as a
convolution with the Poisson kernel. We use the notation r(x, z) = y/22 + |z|2. The
main modeling assumption is that a strong external potential is applied to the gas,
written here 5V.(2), where V,(2) is a prescribed function satisfying the following
assumption.

Assumption 2.1.1. The function V, : R? — R belongs to L} _(R?) and there exists
a >0 and C > 0 such that
Ve(z) = Oz
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The crucial assumption here is the growth at infinity, which determines the strength
of the confinement. The parameter ¢ € (0,1) is the scaled thickness of the electron
gas. As we will see after a rescaling in the next section, the normalisation term sig is
natural in order to balance the strong external potential with the Laplace operator
in the z variable.

This paper studies the asymptotic behaviour of (V¢ V) as € goes to zero. Of
course, an initial data W¢(0, z, z) needs to be prescribed for (2.1.1), whose specific

form is made precise in the next section.

2.1.2 Scaling of the initial data and formal limit

In this section, we derive heuristically the asymptotic model satisfied by the
solution of (2.1.1)—(2.1.2) as € goes to zero. Precise and rigourous statements will be
made in the next section. Let us introduce the following notation for averages upon
the transversal variables :

(= [ 1

The singular term % V,(%) in the Schrédinger equation (2.1.1) induces a concen-
tration of the density on the axis z = 0. We expect that, as ¢ — 0, the density takes
the form of a line density multiplied by a delta function :

|We(t, 2, 2)[* ~ <]\118(t,x, )]2> 6(2). (2.1.3)

The crucial point is the consequence of (2.1.3) on the selfconsistent potential. Indeed,
we can prove (see Proposition 2.2.1) that, near the axis z = 0, the solution of (2.1.2)
looks like

1
Ve(t, z, 2) ~ ~5r log e <\1115(t,x, )\2> ) (2.1.4)

This estimate suggests the following choice of initial data : we choose W¢(0, z, 2) to
be small, of order |loge|~'/? (e.g. in L?(R?)).

In order to observe the system at the scale of the gas, we work with rescaled space
variables, setting

1 z 1 z
Ue(t,x,2) = ——— 5<t,x,—>, Ve(t,z, 2z) = V5<t,x,—>.
( ) e\/|loge|¢ € ( ) | log €| €
The system in the new unknowns ¢°, V¢ becomes
: € 2,/€ 1 5 1 €,/,E
i0F = —OPF + — Hof + —— Ve, (2.1.5)
g2 |log €]

1
Ve = |, oz, 2) = Va4 &2z)2, (2.1.6)

4rre

(0, 2, 2) = Yg(z, 2), (2.1.7)
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where the Hamiltonian in the z direction is
H,=-A,+V.(z2).

Inserting (2.1.4) in (2.1.5), we obtain that, asymptotically, ¢° satisfies
) 3 3 1 3 1 13 13
100" = =057 + FHA" + — ([ o, (2.1.8)

(0, z, 2) = Yg(z, 2). (2.1.9)
This is our reduced model. An elementary remark is, the term (]1)°|?) in the nonli-

nearity does not depend on the z variable. It is thus easy to filter out the oscillations
in time induced by the E%HZ term. Indeed the function

(ZSE — eitHz/€2 ws

satisfies the following problem, independent of ¢ :
) 3 (3 1 £ (>
1007 = =070 + o (|6°°) &°, (2.1.10)

¢° (0,2, 2) = Yg(x, 2), (2.1.11)

itH, /&2

where we used the fact that e is an isometry on L*(R?), ie

(16°*) = (1= F) -

The limit model can be seen as a system of nonlinear Schrédinger equations (NLS)
in dimension one. To see this, let us introduce the eigenfunctions (xx(2))k>1 of the
operator H, and the associated eingenvalues (Fj)xr>1 . Remark that Assumption 4.1.6
implies the operator H, is self-adjoint (see e.g. [12], vol 2, Theorem X.28) and, defined
as a sum of quadratic forms, is an operator with compact resolvent (see [12], vol.
4, Theorem XIII.67). It possesses purely discrete spectrum and a complete set of
eigenfunctions. The reduced model (2.1.10), (2.1.11) can be projected on the x's
and is equivalent to the system

1 o0
. _ 2 2
10hpe = —0ppr + 5 - (; |51 ) P » (2.1.12)
or(0,2) = / Yo(x, 2) xk(2)dz, k e N*. (2.1.13)
R

The solution of the rescaled initial problem is then —formally— asymptotically close
to

o0

Witz 2) = Y e ot ) xal2).

k=1
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2.1.3 Statement of the main result

Let us introduce the energy space
H={uec H(R?), \/V.u c L*(R*)} (2.1.14)
endowed with the norm

lull3e = Nulifnms) + IV Veul fo@s) = 10zullza@s) + 1 H2 ullZ2ps)-

Remark that Assumption 4.1.6 yields the following control for functions in the energy
space :

Vu € H / 2o [uf? dadz < Ol (2.1.15)
R3

Consider for the rescaled starting model (2.1.5)—(2.1.7) a sequence of initial data
(1§)e>0 satisfying the following assumption.

Assumption 2.1.2. The sequence (1§)c>0 is uniformly bounded in H and converges
in L*(R3) to a function .

Standard techniques [6, 8, 11], allow to prove that for any ¢ € (0,1) the three-
dimensional Schrédinger-Poisson system (2.1.5) —(2.1.7) admits a unique global weak
solution (¢, V¢) for t € R, in the energy space. In order to analyze its limit as e — 0,
let us summarize the available estimates on 1¢. The first one is the L? estimate. For
all ¢ we have

19° (0| 2y = 1851 2 es) < C- (2.1.16)

Unfortunately, (see Proposition 2.2.1), this estimate alone does not enable to bound
the selfconsistent potential, and one needs at least an estimate on the derivative
of 1¢¢ with respect to x. Let us now examine the second natural estimate for the
Schrédinger-Poisson system, namely the energy estimate. It reads, in rescaled va-
riables :

1
1020 ()17 s) + I (B Zaqes) + 10— IVEO 1O g

1o gel H

1
= 045122y + ?”H;/Qd)gH%Q(R?’) ST )57 1 oy - (2:1.17)

|1g6| Iv*

Multiplying this equation by &2, one can deduce a bound for || H S/ et r2(rs) (see
the beginning of Section 2.3), but not for ||0,1°(t)| 2(rs). However, for a certain set
of well-prepared initial data it can be easily proved that this quantity is bounded.
As it was remarked in [5], it suffices to consider initial data which are polarized on
the first eigenmode x; of the transverse Hamiltonian H,. This leads to the following
theorem, which is our main result.
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Theorem 2.1.3. Under Assumptions 4.1.6 and 3.1.18, assume moreover that the
mitial data is nearly polarized on the first eigenmode x1 of H,, associated to the
ergenvalues Ey in the sense :

|(H. — Eq)? Uil 2y < Ce. (2.1.18)
Then there exist C > 0 such that the solution ¢° of (2.1.5)~(2.1.7) satisfies :
|0:.0°(t)||z2 < C, independently of e >0 and t € R, (2.1.19)

and the following convergence result holds, for all'T" > 0,
[(t.2,2) — P gt,2) (2

where ¢(t, z) solves the cubic defocusing NLS equation

. 1
ZatQO = —8390 + %|90|2()07 90(07 SL’) = / 2/)0<$, Z)Xl(Z)dZ. (2120)
R

Remark that (2.1.20) is a particular case of the limit model (2.1.12), (2.1.13)
derived formally in the previous subsection. The keystone of the convergence proof
is the L? estimate (2.1.19) of 9,%°. In the general case of initial data bounded in H
but not polarized on the first eigenmode, the following partial result can be proved
as an easy extension of Theorem 2.1.3. Under the assumption that (2.1.19) holds, the
function e7=/<*4)¢ converges locally uniformly in L*(R?) to the solution ¢ of

00 = -2+ 5= (19P) 6, 9(0,3,2) = vz 2).

The outline of the paper is the following. In Section 2.2, we give an asymptotic
expansion as ¢ — 0 of the solution of the rescaled Poisson equation (2.1.6), for
wavefunctions ¢° in a suitable functional space. Section 2.3 is devoted to the proof
of Theorem 2.1.3. We use as a first step the energy estimate for well-prepared data
in order to get an estimate of ||0,1°||z2 in that case. We conclude the proof using a
stability result for the cubic NLS equation.

L) ;;O uniformly on [T, T,

2.2 Approximation of the Poisson kernel

In this section, we study the convolution with the Poisson kernel when ¢ is close
to zero. We consider the Poisson potential V¢, after the rescaling z — ez, x — z,
and let ¢ — 0 in (2.1.6). In order to make a precise statement, let us first recall
the definition of the finite part of a singular integral. For v € C%"(R) N L'(R), with
n € (0,1), we have

FP /R )~ i ( /| UT) 4 4 ou(z) logn).

’.17 - 33" n—0 z—a!|>n ’.Q? - 33/’

B /|93—x’<1 de/ i / de/'

’.T—Z'/‘ z—z!/|>1 ’33—]7/’

(2.2.1)
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Both quantities are well defined whenever u € €%"(R) N L'(R). Our aim here is to
prove the following result.

Proposition 2.2.1. Consider v in the energy space H defined by (2.1.14), and let

$,,Z/)|2

el |%( -~
G(@Z))—/R e \/(ﬂs—x’)2+52|z—z’|2dxdz'

Then we have the following asymptotic expansion :

G*(¥) = —2loge(|¥(z, )[*) + Ri(v) + R5(¥), (2.2.2)

where

Ri(v) = _2/R2 log |z — 2'||9(x, 2')[2dz’ + 21og 2{|w(x, -)|?) —|—FP/ ([, ')|2>dl’/

R |lz—2|
and for all v € 3 we have

IR ()ulle < Clel3ellullsc, — I1RS()ullie < Cp P[]l flullac, (2.2.3)
for all B <min(1/2,a/2), a being defined according to Assumption 4.1.6.

Proof. Let us first list some useful available estimates deduced from Sobolev embed-
dings and from (2.1.15) : for all v € H, we have

10wl aqesy + lallzgenz + 19l sy + 1L+ [21*2)ulloges) < C Jullse.— (2.2.4)

Let us now decompose

(', 2)[?
RS \/(x _ 91:’)2 4 82‘2 _ Z/‘z

— / / |¢<x/’ Z,)|2 B |¢($, ZI>|2 dSL’IdZ/
B2 Jjo—ar|<1 /(x — 2')2 + 2]z — /|2
"2
+/ / [¥(z, 2')] i (2.2.5)
R Jje—ar<1 \/(z — 2')2 + 2|z — 2/

x —a')?
I\ |2
+/ / WJ(% ) % )‘ d$,dZ/
w2 Jle—ar21 /(@ — @) %z — 2P

:Il—i-[Q—'—Ig.

dz'dz’.

G*(y) =

We first analyze the term [; by rewriting it as

I N2 Y2
R2 J|z—2'|<1

|z — |
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where 77 is to be upper-bounded later. Using

1/2
o(a2) — 0t A < Clo- o1 ([P ar) . @2d)

we deduce that the first term in the right-hand side is well defined and can be

bounded thanks to (2.2.4) :
(', 2)2 = W=, I, /1
dr'dz'| < C||0.9]| 12 wrz | —d
Jof e T | < Clobla Wl | i
< Cll¥ 3¢

In order to estimate the remainder 75, we remark that for all v € [0, 2] there holds :

1

0< 1 1 |z — 2|7

Tle—a] Ve =222z — 22 7 v -2t

(2.2.8)

Pick 8 such that 0 < 8 < min(%, $) and take v = 3. One can estimate the remainder
as
1050 (, 2) |22
rilsce [ [ e (1) (0 ot ) e,
z—x'|<1

where we used (4.2.33) and (2.2.7). By the Cauchy-Schwarz estimate, for all u € H
we get

Irf ullz2 < C?[10:90]1 2 (

b
+ C?)|0p)|| 2 [Juw| 2

with

w(z) ::/ (e |z”25’¢(x/,z’),de/)l/de/.
|lz—z'|<1

|z — x’|1/2+5

The first line of the right-hand side is bounded thanks to (2.2.4) and § < 3. To
S

bound the last term, we use Holder and Hardy-Littlewood-Sobolev inequalities :
luwllzz < wll s llull zr0-20 1o < Clll21"0]| 12 HUHLg/(Hng < Cllbllacllullac,
where we used (2.2.4) and the fact that 3 < § and {55 > 2. Finally, we have
I ullzz < C e 9ll5 ullse.
For the term I, a direct computation of the integral with respect to x’ gives

I = 2(~loge + log 2){[¢(z, -)|*) — 2/ log |z — 2/|[i(w, )*dz" + 75, (2.2.9)
R2
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with

1 1 2 _ 12
7"5:2/RQ |¢(m,z')|210g< v +25 |2 = 7| )dz’.

Let us first estimate the dominant term in (3.3.24). The term (|¢(z,-)|?) is clearly
bounded in L> by (2.2.4). In order to bound the second term

v= [ Joglz — Il )Pz,
R2
we remark that

]-zfz/ 1 a a
HOg’Z—z/H §C<ﬁ+l+’2‘ /2—|—‘2/’ /2)

and from Hardy-Littlewood-Sobolev and Gagliardo-Nirenberg inequalities, we get,
pointwise in x,

1
/| <1 m‘w(% AP < Cllg(, )zs < Clleo(z, ) 2| 0:00(x, )| 2.
z—2'|<
Hence, for all u € H,
luvllze < C [ llrgerz 104010 Nullpeerz + Ol [172 llul oo 2

+ Ol T2 1L+ |21l 2 < C N5 lullse,

where we used (2.2.4). Let us now estimate the remainder r5. With the above choice
0fﬁ§%<2,wehave

L+ VIt
log (JFTH) <Ct?  forallt>0,

thus, for all u € H,
Ir5ullz < C Pl sz (121"l 2 Nl oo r2 + 1900 2 2 Nl|21%ull 22)
< CE[Y[5¢ [[ullac,

where we used again (2.2.4) and 3 < §.
Consider now the term I3, that we write

VAN P
Iy = / <|Z/|’($,Zl)‘| >dx/ _|_r§’ (2‘2.10)
lz—a2’|>1 [T X

with the following immediate bound for the dominant term :

0 é/ <|1/1(55/,2,)|2>dx/ S ”¢H%2
|z—a’|>1

| — 2|
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Moreover, from (4.2.33), the following estimate can be deduced for the remainder :

B I 1|2
i scgﬂ// |z = 2Pl P o
R2 J|z—2'|>1

|z — o |48
< Ce” (|eP1elZe + 11217 ¢llZ2) -

This is enough to conclude that
75 ullz2 < C 2 [[Wl5 lullsc.

To complete the proof of the proposition, it suffices to gather (2.2.6), (3.3.24) and
(3.3.25), then to use (2.2.1). O

2.3 Proof of the main theorem

As we said in the introduction, the system (2.1.5)—(2.1.7) admits two natural
conservation laws : the conservation of the L? norm (2.1.16) and the energy estimate
(2.1.17). Whereas it is immediate to deduce from the first one a uniform estimate of
the L? norm of 9°, let us examine the second one. Multiplied by €2, it gives

52

12205 ()| 22 rey < €210ut5 12 eey + 145115 +

gV O . 231)

From Proposition 2.2.1 and the Cauchy-Schwarz inequality, we get

1 1
IVEO) el < ———IVEO)5 |2 | 2
| loge| |log ¢| 232
= TTiog o IC° W) ¥illzz 105lz2 < C ¥l
thus
| EY20 () 3y < 1513+ C 21514 (2.33)

which is uniformly bounded, thanks to Assumption 3.1.18. In order to have a bound
for 4 in the energy space H, it remains to bound the L? norm of d,1°. This is done
in the next subsection for well-prepared initial data.

2.3.1 Energy estimate for well-prepared data

We name "well-prepared data' a sequence of initial data (¢§).~¢ in H which are
polarized on the first eigenmode y; of H., associated to the eigenvalue E; in the
sense (2.1.18).
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We now prove that, under Assumptions 4.1.6, 3.1.18 and the assumption of well-
prepared data, estimate (2.1.19) holds true. This only relies on the two conservation
laws (2.1.16) and (2.1.17). Since E; is the bottom of the spectrum of H,, we have

1l = Bl = | @(H. — Budsds = (. = B) Pl

thus substracting £ x (2.1.16) to (2.1.17) leads to the identity :

€ 1 e €
18:9° () 1172 + S lI(H: — Ey) e ()17 * Toge] | [VE@ ()P .
1 1
112 1/2, /e € €2
ﬂ@%h+ng—ﬂWMMH7@HWWW%Wu-

By Assumption 3.1.18, (2.1.18) and (2.3.2), the right-hand side of this inequality is
bounded independently of €. Hence

1050 ()72 + 5—12||(Hz — B)'PR (b)) < C. (2.3.4)

This estimate has two consequences. First, with (2.3.3) it gives

[ (@)]l3c < C, (2.3.5)

uniformly with respect to t. Second, this estimate shows that 1° remains polarized
on the first mode for all time. More precisely, denote

ré(t,x, 2) = Y°(t,x, 2) — x1(2) /we(t,x,z’)xl(z’)dz’.

Remarking that (H, — E;)"/2 > (Ey — E1)"/? > 0 in the operator sense on 3, it can
be deduced from (2.3.4) the following estimate :

[[7=()]|3¢ < Ce. (2.3.6)

2.3.2 The convergence theorem

In this section, we prove the convergence result stated in Theorem 2.1.3. Let
Wt @, 2) = e PV S 1)y () + 1o (E x, 2). (2.3.7)

Inserting (2.3.7) in (2.1.5) and projecting on Span(y1) leads to the following equation

itEl/EQ
O] = =027 +

Vil (t dz. 9238
|logg| R2 ( ,$,2)¢ ( ,x,z)xl(z) ~ ( )
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To deal with the non linear term, we use the decomposition given by Proposition
2.2.1, with V¢ = L G*(¢*). Remarking that, by orthogonality, we have

() = L3 + (1)
we get from (2.2.2)

eitEl /52

1
Tog el Jes VE(t, x, 2)Y (L, 2)x1(2)dz = %kﬁl%i + /7,

with o
1 itk /e
fe= o (IR o + (Ra(6%) + B(6°) 61

We clearly have

A7) logel| Jre

1<l < CICP ooy 197Nz + 7 (IR 2 + 1 BE(7)67 ] 12)

In order to bound the first term, we notice that by Cauchy-Schwarz
‘fRe 7€ 0,1° dz
(Jre[)!/?

thus by the Sobolev embedding H*(R) — L*(R)

€12 e2\1/2 ?
| (1] >||Loo(R) < OHW ) H(R)

|0, (r<?)|"* = < 110,712

< C (I Baqus) + 102 e ) < O

where we used (2.3.6). Therefore, one deduces directly from (2.2.3) and (2.3.5) that

C
= Thogel’

15l 2wy < (2.3.9)

Now, the conclusion stems from a stability result for the cubic NLS equation in
dimension one. Indeed, the functions ] and ¢ solve respectively

- (1 g 1 (> (3 € (31 €
01 = =00t + P + 17 ¢i(0,0) = /%(%Z)Xl(z)dz' (2.3.10)
R
and )
e = -G+ o-lelo, w00 = Gl a3
R

We remark that both functions are bounded in H*(R), thus in L*®(R), uniformly in
time. For ] this property is a direct consequence of (2.3.5), as ||of||m1(®) < [|¥°]]
For ¢, this stems from the energy conservation for the defocusing NLS equation

73



(2.3.11) and from the fact that, by Assumption 3.1.18, the initial data (0, -) belongs
to H'(R). Then it is easily seen that for all ¢ we have

£ £ t 1 £ £ £
165(8) — o(O)lx < l165 — ollze + / (% IleiPes — 1oPell o + I <s>HL2) ds
t t
< [l — oz + C / 165 (s) — o(s)]| eds + / 1£5(5) | eds,
0 0

so it follows from (2.3.9), from Assumption 3.1.18 and from the Gronwall lemma that
forall "> 0

g
107 — ol oo (o0, L2R)) — 0.

2.3.3 Towards a more precise approximation

According to (2.3.9), the convergence rate in Theorem 2.1.3 is at most O <@>
To go further, Proposition 2.2.1 suggests the form of the next term in the approxi-
mation of the initial model. Taking into account the R!' term, one can consider the
following system :

o~ 2~ L ~12~ 1 ~12 P N\ ~
10,0 = —020 + — o> + v|e|* + FP e’ )| ¢ (2.3.12)
27 47| loge| r |z — |

where | 2
zZ—Z
v== [ 1ox (E570) Pt pasa
R4

and

9(0,z) = g U5(z, 2)x1(2)dz.

From the approximation result given by Proposition 2.2.1, one could expect a better
convergence rate :

[ (t, @, 2) — /=3 (t, 2)xa (2) || 2 < C'°

with § > 0 as in Proposition 2.2.1. At the level of this article, this refined convergence
result is a conjecture, as well as the existence of the solution @ of (2.3.12). These
questions will be investigated in a future work.

Acknowledgement. We acknowledge support from the ANR project no ANR-07-
BLAN-0236 QUATRAIN "Quantum transport in Nanostructures".
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3.1 Introduction

3.1.1 The singularly perturbed problem

Many electronic devices are based on the quantum transport of a bidimensional
electron gas (2DEG) artificially confined in heterostructures at nanometer scales, see
e.g. [2, 4, 20, 31|. In this article, we derive an asymptotic model for the quantum
transport of a 2DEG subject to a strong uniform magnetic field which is parallel to
the plane of the gas. The aim of this paper is to understand how the cyclotron motion
competes with the effects of the potential confining the electrons and the nonlinear
effects of the selfconsistent Poisson potential. Our tool is an asymptotic analysis
from a singularly perturbed Schrédinger-Poisson system towards a reduced model
of bidimensional quantum transport. In particular, we generalize in this context the
notion of cyclotron effective mass, usually explicitely calculated in the simplified
situation of a harmonic confinement potential |20, 28|.

Our starting model is thus the 3D Schrodinger-Poisson system, singularly pertur-
bed by a confinement potential and the strong magnetic field. The three-dimensional
space variables are denoted by (z,y, z) and the associated canonical basis of R? is
denoted by (e, ey, €,). The particles are subject to three effects : a confinement po-
tential depending on the z variable, a uniform magnetic field applied to the gas along
the e, axis, and the selfconsistent Poisson potential. Given a small parameter € > 0,
which is the typical extension of the 2DEG in the z direction, our starting model is
the following dimensionless Schrédinger-Poisson system :

1 1
00 = = (=02 4+ B*2? + Vo(2)) U° — =2iB20,¥° — A, , ¥ + V°U°,  (3.1.1)
£

€
(0, z,y,2) = Vo(z,y, 2), (3.1.2)
Ve(t = ve|? 3.1.3
(t.,0,2) = T+ [P (313

where we have denoted
re(z,y, 2) = Va2 + y? + 222, (3.1.4)

The scaling is discussed in the next subsection. This system describes the transport
of electrons under the action of :

— The applied confinement potential % V,(z), nonnegative, such that V,(z) — +o0
as |z| — +oo. The precise assumptions of this potential are made below in
Assumptions 4.1.1 and 3.1.2.

— The applied uniform magnetic field gey (with B > 0 fixed), which derives from
the magnetic potential %Bzex. We have chosen to work in the Landau gauge.

— The Poisson selfconsistent potential V©.
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Note that (3.1.1) is equivalent to

1 Bz\?*
10,V = 5 (=02 + Vi(2)) ¥ + (zal, - ?Z) UE — O20° + VTS, (3.1.5)

The goal of this work is to exhibit an asymptotic system for (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3)
as e — 0.

Let us end this subsection with short bibliographical notes. In a linear setting,
quantum motion constraint on a manifold has been studied for a long time by several
authors, see [15, 18, 21, 30| and references therein. Nonlinear situations were studied
more recently. The approximation of the Schrédinger-Poisson system with no magne-
tic field was studied when the electron gas is constraint in the vicinity of a plane in
[7, 25] and when the gas is constraint on a line in [5]. When the nonlinearity depends
locally on the density, as for the Gross-Pitaevskii equation, asymptotic models for
confined quantum systems were studied in [8, 6, 12]. In classical setting, collisional
models in situations of strong confinement have been studied in [17]. Finally, let us
draw a parallel with the problem of homogenization of the Schrédinger equation in a
large periodic potential, studied in [1] and [29]. At the limit ¢ — 0, as noted above,
we will obtain an homogenized system which takes the form of bidimensional Schro-
dinger equations with an effective mass in the x direction. However, this phenomenon
is due to an averaging of the cyclotron motion induced by a strong magnetic field,
and is not exactly the same notion as the usual effective mass for the transport in a
lattice or in a crystal. Nevertheless, it is interesting to observe that the scaling used
in [1, 29| in the case of a strong periodic potential is similar to the strong confinement
scaling used in the present paper.

3.1.2 The physical scaling

In order to clarify the physical assumptions underlying our singularly perturbed
system, let us derive (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) from the Schrédinger-Poisson system
written in physical variables. This system reads as follows :

1 B \°
thoy W = — <iﬁV — 6—zex> U+ eV W+ eV, (3.1.6)
2m c
V= ¢ (3.1.7)

dre/x? 4+ y? + 22

Each dimensionless quantity in (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) is the associated physical quan-
tity normalized by a typical scale :

A4k

- = (3.1.8)

Vv
vooYe ye_ ¥ p_
V. Vv

Now we introduce two energy scales in this problem : a strong energy Fe,,s, which
will be the energy of the confinement in z and of the magnetic effects, and a transport
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energy Ejransp, which will be the typical energy of the longitudinal transport in (z,y)
and also of the selfconsistent effects. We introduce the following small dimensionless

parameter :
E 1/2
£ = ( Et”f”) < 1. (3.1.9)

Then our scaling assumptions are the following. We set to the scale E,,, s the confi-
nement potential, the magnetic energy and the kinetic energy along z :

=\ 2
— 1 B h?
Econf =eV.=-m <€—> 72 = (3110)

2 me -~ 2mz?

and we set to the scale Ey,.qn,s, the selfconsistent potential energy, the kinetic energies
along x and y and we finally choose a time scale adapted to this energy :

Py — 2 2
e“NTZ h h :h (3.1.11)
€

Euransp 1= €V = T I T T

- 2mT
By inserting (3.1.8) in (3.1.6), (3.1.7), then by using (3.1.9), (3.1.10) and (3.1.11), we
obtain directly our singularly pertubed problem (3.1.1), (3.1.3). Note that (3.1.10)
and (3.1.11) imply that € is also the ratio between the transversal and the longitudinal
space scales :

™
I

SRS
I

< |l

3.1.3 Heuristics in a simplified case

In this section, we analyze a very simplified situation where analytic calculations
can be directly done. We assume here that V. is a harmonic confinement potential
and we neglect the Poisson potential V. We formally analyze the heuristics in this
simplified case, that will be further compared to our result obtained in the general
case.

We thus consider here a new system, similar to (3.1.1) where we prescribe V,.(z) =
a?z%, a > 0 and where the Poisson potential V¢ is replaced by 0 :

1 1
i,V = = (=07 + (a® + B?)2*) U° — =2iB20,V° — A, ,¥°, (3.1.12)
€

T2
U0, z,y,2) = Vo(z,y, 2). (3.1.13)

In this situation, there is a trick which enables to transform the equation. Indeed,
by remarking that

—0? + (a* + B*)2* — 2iBez0, — %02

2

2 2 2 _ B . _ o 292

=—0.+ (" +B%) (= —2+B2258x ———¢70
o
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we obtain that (3.1.12) is equivalent to

2
e s o

R
z@t\lf— +BQ$

e2

B 2
—02 + (o + B?) gD
z : 042—{—322896

(3.1.14)
Introduce now the following operator : for a function v € L*(R?), we set

B
O 0)e2) =5 (Tl + 2 26)),

where F, denotes the Fourier transform in the x variable. Note that this operator ©¢
is unitary on L*(R?) and commutes with 9, and d,. Hence, we deduce from (3.1.14)
and by direct calculations that the function u® = ©°W* satisfies the following system :

. 2

Hoaf — ——— 0% — 0%, u(t=0) = 6,

O —
10t U O[2_|_B2m

2
where
= —0° + (o® + B?)Z?

Let us now filter out the oscillations by introducing the new unknown
®° = exp(itH. /e*)u°

Again, the operator exp(itﬁ]z /e*) commutes with 9., 9, and, finally, the following
equation is equivalent to (3.1.12) :

o2

i0,®° = Bzagcpa D, D(t=10) =0T, (3.1.15)
As ¢ — 0, it is not difficult to see that, for sufficiently smooth initial data, we have
OV, — U,. Therefore, one can show that, in adapted functional spaces, we have
®¢ — & as ¢ — 0, with ® solution of the limit system :

o2

i0,® = Bzagcb 2D P(t=10)=T,. (3.1.16)
This equation is a bidimensional Schrédinger equation with an anisotropic operator
that can be interpreted as follows. Whereas, as expected, the dynamics in the y is
not perturbed by the magnetic field (since it is parallel to y), in the x direction the
electrons are transported as if their mass was augmented by a factor ¢ *B > 1. This
coefficient is called the (dimensionless) electron cyclotron mass |20, 28]

In this article, the model that we want to treat is the nonlinear system (3.1.1),
(3.1.3), with a general confinement potential V, instead of a?z? and the selfconsistent
Poisson potential. Consequently, it is not possible to simplify the equation (3.1.1) by
the above trick. Moreover, the potential V¢ depends on the z variable and on the

82



function W itself. Therefore, one has to be careful for instance when filtering out
the fast oscillations by applying the operator exp(itH,/e?), since in this nonlinear
framework some interference effects between the elementary waves might appear. In
this article, we present a general strategy that enables to overcome these difficulties.
The strategy will be inspired from [6] where the nonlinear Schrédinger equation
under strong partial confinement was analyzed. Two main differences appear here.
First, the Poisson nonlinearity is nonlocal, which requires specific estimates. Observe
that, at the limit ¢ — 0, the nonlinearity in the present paper reads m « [ |Pdz
and does not depend on z. This makes an important difference with the case of [6],
in particular no resonance effects due to the nonlinearity will appear. Second, the
magnetic field induces in (3.1.1) a singular term at an intermediate scale 1 between
the confinement operator (at the scale %) and the nonlinearity (at the scale = ).
Hence, compared to [6], the average techniques have to be pushed to the order two
and resonance effects will finally appear here due to this magnetic term.

3.1.4 Main result

Consider the system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3). We assume that the confinement
potential V, satisfies two assumptions. The first one concerns the behavior of this
function at the infinity.

Assumption 3.1.1. The potential V. is a € nonnegative even function such that
a®|z|? < Vi(z) < O™ for |z| > 1, (3.1.17)

where a >0, M >0, and

0:Ve(2)] Yy 0EVe(2)] ;
W—O(!Z\ ) Sy = O forall ke, (3.1.18)

as |z| — 400, where M' > 0.

Note that a smooth even potential of the form V.(z) = C|z|® for |z| > |2,
with C' > 0, s > 2, satisfies these assumptions. In particular the harmonic potential
V. = a?2? fits these conditions.

Let us discuss on the assumptions. The assumption that the function V.(z) is even
is important in our analysis, see e.g. Step 4 in subsection 3.1.5. The left inequality in
the first condition (4.1.6) implies that V. tends to +o00 as |z| — +o00. The fact that
V.(2) > a*2? is not essential in our analysis but simplifies it (see below, it allows to
give a simple characterization of the energy space related to our system). As it is
well-known [26], the spectrum of operator H, defined by

H, = -0+ B*2*> + V(). (3.1.19)
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is discrete, when H, is considered as a linear, unbounded operator over L?(R), with
domain

D(H,) = {u € L*(R), H,u € L*(R)}.

The complete sequence of eigenvalues of H, will be denoted by (E,),en, taken strictly
increasing with p (recall indeed that in dimension 1 the eigenvalues are simple),
and the associated Hilbert basis of real-valued eigenfunctions will be denoted by
(Xp(2))pen- The right inequality in (4.1.6) and the second condition (3.1.18) are more
technical and are here to simplify the use of a Sobolev scale based on the operator
H ., which is well adapted to our problem. More precisely, these assumptions are used
in Lemma 3.2.3.

The second assumption on V. concerns the spectrum of the confinement operator
H..

Assumption 3.1.2. The eigenvalues of the operator H, defined by (3.1.19) satisfy
the following property : there exists C' > 0 and ny € N such that

VpeN, E,1—E,>C(l+p).

The most simple situation where (3.1.2) is satisfied is when there exists a uniform
gap between the eigenvalues : for all p € N*, E,.; — E, > C > 0. Note that in this
case we have ng = 0. This property is true in the following examples.

— It V.(2) = a®2? + Vi(2), with ||[Vi]||z=~ < 2v/a® + B2. Indeed, in this case the

perturbation theory gives |E, — (2p + 1)va? + B?| < ||V1]|pe.

— If V.(2) ~ alz|]® as |z] — +oo, with s > 2. Indeed, in this case the Weyl

asymptotics [19] gives E, ~ C’ps%, so E,11 — E, — 400 as p — +o0.

Let us now give a few indications on the Cauchy problem for (3.1.1), (3.1.2),
(3.1.3). This system benefits from two conservation laws, the mass and energy conser-
vations :

Vt>0, [[O(1)]72 = [Woll7,  E(P5(F) = E(To), (3.1.20)
where the total energy of the wavefunction W¢ is defined by
1 . 1 . 1 , .
e = 0V + IV + I, + iB2) ¥
1> 1 &g
+10, %32 + Slivvew 172 . (3.1.21)

For fixed ¢ > 0, the Cauchy theory for the Schrédinger-Poisson with a constant
uniform magnetic field was solved in [?, 16| in the energy space. It is not difficult to
adapt these proofs (see also the reference book [13]) to our case where an additional
confinement potential is applied. The energy space in our situation is the set of
functions u such that €(u) is finite :

B' = {u € L2(R%) : Q,u € LAR®), \/Vou € L*(R%), d,u € L*(R?)
and (090 + %) u € LQ(R?’)} .
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This space seems to depend on ¢, which would not be convenient for our asympto-
tic analysis. In fact, it does not. Indeed, thanks to our assumption (4.1.6) on the
confinement potential, one has

Jeulle < = l1y/Vaulle
so u € B' implies that zu € L? and thus 0,u € L?. Hence one has
B! {ueHl (R%) : \/_ueL2R3}
and, on this space, we will use the following norm independent of ¢ :

lullfn =117 = Agy + Ho)2ull7:
= [lullZe + 11(=Aay) 2ullZe + | (H:)Pul 7,
= llullt + IV VeullZ> + B2||zull L, (3.1.22)

where we used the selfadjointness and the positivity of —A,, and of the operator
H, defined by (3.1.19), and where I denotes the identity operator. In this paper,
we will assume that the initial datum Wy in (3.1.2) belongs to this space B'. Then,
for all ¢ > 0, the system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) admits a unique global solution
Ue € C°0,+00), BY). Our aim is to analyze the asymptotic behavior of ¥¢ as
e — 0.

We are now in position to state our main results. Here and throughout this paper,
we will use the notation

vu € LLY(R), (uy = /Ru(z) dz. (3.1.23)

Let us introduce the limit system. First define the following coefficients

_ <QBZXqu>2
q#p 1 P

where we recall that (E,, x,)pen is the complete sequence of eigenvalues and ei-
genfunctions of the operator H, defined by (3.1.19). Then, we introduce the follo-
wing infinite dimensional, nonlinear and coupled differential system on the functions

¢p(t,$,y> :
VpeN,  i0py=—0y 00y — 0o+ Wy, ¢p(t=0)=(¥gx,), (3.1.25)

W = (3.1.26)

2
47r\/x2+y (%‘%A )
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Note that the convolution in (3.1.26) holds on the variables (z,y) € R?. The equation
(3.1.26) is nothing but the Poisson equation for a measure valued distribution of mass
whose support is constrained to the plane z =0 :

1
W(t,z,y) = [‘W\/m* (%\%(t,x,y)\?(sz:o)]

In order to compare with U¢, we introduce the following functions :

—3 2
Ot z,y,2) = Y dp(tsw,y) Xp(2), Vo (tw,y,2) =Y e 6yt ) xp(2).

peEN peEN

2=0

(3.1.27)
Remark that W¢ can be deduced from ® through the application of the operator

app
itH, /e?

e , unitary on B? :

- —thz/a2 o

app
This explicit relation is the only dependency in € of the limit system (3.1.25), (3.1.26),
(3.1.27). Our main result is the following theorem.

Theorem 3.1.3. Assume that V. satisfies Assumptions 4.1.1 and 3.1.2 and let ¥y €

BY. For all € € (0,1], denote by ¥¢ € C°([0,+00), B') the unique global solution of

the initial system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3). Then the following holds true.

(z') The limit system (3.1.25), (3.1.26), (3.1.27) admits a unique mazimal solution
e, € CY([0, Tynaz), BY), where Tap € (0,+00] is independent of €. If Trpar < +00

then |5 (t, )|l g1 — +00 ast — Thnge-

(it) For all T € (0, T0z), we have

lim H\IJ‘2 =0.

50 \I]appHCO([O,T],Bl)

Comments on Theorem 3.1.3.

1. The cyclotron effective mass. Theorem 3.1.3 thus states that, on all time intervals
where the limit system (3.1.27), (3.1.25), (3.1.26) is well-posed, the solution W¢ of
the singularly perturbed system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) is close to \I’pr As expected,
the dynamics in the y direction, ie parallel to the magnetic field, is not affected by
the magnetic field, since the operator is still —85. On the other hand, the situation
is different in the direction x and the averaging of the cyclotron motion results
in a multiplication of the operator —9? by the factor a;, which only depends on
V. and B. The coefficient O%p plays in (3.1.25) the role of an effective mass in the
direction perpendicular to the magnetic field. We find that the effective mass in the
Schrédinger equation for the mode p depends on the index p of this mode. We do
not know whether these coefficients are positive for a general V..

Notice that the effective mass could be predicted heuristically by the following
argument. Denoting by k,, k, the wavevectors of the 2DEG in the plane (z,y), the
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electron dispersion relation E,(k,,k,) in the transversal subbands can be written
from (3.1.1) by computing the eigenvalues of the operator

1 d?
= ( 7 + B%22 + V.(2) + 2eBzk, + k2 +s2k§> :
Since ¢ is small, an approximation of E,(k,, k,) can be computed thanks to pertur-
bation theory, which gives the following parabolic band approximation :

E, 2B ?
Byl k) = 22 30 BEND g g )
q#p 1 b

We can read on this formula that the effective mass is 1 in the y direction and is a, !
according to (3.1.24) in the x direction. Note that the specific case of the harmonic
potential is treated below (see comment 3).

2. Conservation of the energy for the limit system. Let us write the conservation of
the energy for the limit system. The total energy for this system can be splitted into
a confinement energy €..,r(®) and a transport energy & (P) defined by

conf ZE ||¢pHL27 (3128)
peEN
En(®) =D apllDutpllz + > 10,00ll72
peN pEN

3 z,9))|pg (2, )| dudyda’dy’ (3.1.29
Z/4147T\/| /|2+| ,|2|¢p( Y)I7|¢q (2", y)|° dredyda'dy’ )

An interesting property is that these two quantities are separately conserved by the
limit system. If W~ solves (3.1.25), (3.1.26), (3.1.27), then, for all ¢ € [0, T], we have

Eeonf(Vapp(t)) = Econp (W5, (0)) and €4 (W5, (1) = €4 (W5, (0)).  (3.1.30)

In particular, by summing up the two equalities in (3.1.30), we obtain the following
conservation property :

(C:conf(\pzpp( )) + Etr(\IIpr< )) = gconf(qupp( )) + 8tr(q12pp(0)) (3'1'31)

Note that, in the general case, we do not know whether the energy defined by (3.1.29)
is the sum of nonnegative terms. This point is related to the fact that the well-
posedness for ¢ € [0,400) of the Cauchy problem for the nonlinear system (3.1.25),
(3.1.26) is an open issue. Nevertheless, when the o, are such that the energy is
coercive on B!, ie when we have

Vo € BY,  Col| @)% < Eeons(®) 4 E(®) < Cy||®]%1 + Col @4, (3.1.32)

with a constant Cy > 0 independent of €, then the maximal solution of (3.1.25),
(3.1.26) is globally defined : T4, = +00.
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Corollary 3.1.4 (Global in time convergence). Under the assumptions of Theorem
3.1.3, assume moreover that there exists 0 < a < @ such that the coefficients oy,
defined by (3.1.24) satisfy the following condition :

Vp e N, a<o, <@ (3.1.33)

Then the system (3.1.27), (3.1.25), (3.1.26) admits a unique global solution W
C°([0, +00), BY) and, for all T > 0, we have

3
app €

lim || ¥ —

e—0

qjipp“c@([o,T],Bl) =0,

where ¥ € C°(]0, +00), B') denotes the solution of (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).

The proof of this corollary is immediate and will not be detailed in this paper.
Indeed, remarking that (3.1.33) implies (3.1.32), we obtain that the solution W  (t)
of (3.1.25), (3.1.26) satisfies the following uniform bound :

195, O < € (Eeons (W5 (0) + E0r(W5,,(0) ) = C (Econs (Wo) + Eun(®0) ),
where the quantity in the right-hand side is finite as soon as ¥, € B!,

3. Case of harmonic confinement. In the special case of a harmonic confinement
potential V,.(z) = a®2?, the eigenvalues and eigenfunctions of H, = —9? + (a* + B?)z?
can be computed explicitely and one has

E,=(2p+1)Va2+ B2, x,(2) = (a® + B)Y%u, ((a* + B})'42),

where (u,)pen are the normalized Hermite functions defined e.g. in [24|, B 8 and
satisfying —u” + z%u, = (2p + 1)u,. The properties of the Hermite functions give

2(p+1) V2p

X = Gy gy o T e

and one can compute explicitely the coefficients

o —1— B2 (22XpXp+1)” 1 B2 (22xpXp-1)° _ a’
P Ep+1 — Ep Ep - Ep—l a? + B2 '

We thus recover here the coefficient found in subsection 3.1.3 in the simplified situa-
tion. Note that, in this case, condition (3.1.33) is satisfied and the convergence result
holds on an arbitrary time interval. It is reasonable to conjecture that this condition
(3.1.33) holds again when V.(z) = a?2? + V;(2), where V; is a small perturbation.

4. Towards a more realistic model. Since we aim at describing the transport of elec-
trons, which are fermions, our model should not be restricted to a pure quantum
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state. The following model describes the transport of an electron gas in a mixed
quantum state and is more realistic :

N € ]' 3 1 N e € (3 € N
10,05 = = (—02 + B*2* 4+ Vi(2)) U5 — gzszawqu — N, US+ VIS V), (3.1.34)
V50,2, y,2) = Vo(2,y,2), Vi, (3.1.35)

1
Ve(t,x, 2) = spf, T =) MU (3.1.36)
J

4rre

where \;, the occupation factor of the state W%, takes into account the statistics
of the electron ensemble and is fixed once for all at the initial time. Note that the
Schrodinger equations (3.1.34) are only coupled through the selfconsistent Poisson
potential. Therefore, we claim that our main Theorem 3.1.3, which has been given
for the sake of simplicity in the case of pure quantum state, can be extended to this
system (3.1.34), (3.1.35), (3.1.36), with appropriate assumptions on the initial data
(Wj0) .-

Similarly, a given smooth external potential could be incorporated in the initial
system. We also claim that our result can be easily adapted if we add in the right-
hand side of (3.1.1) a term of the form V,,.(¢, x,y,e2)W® (which is coherent with our
scaling), and the result does not change qualitatively.

3.1.5 Scheme of the proof

In this section, we sketch the main steps of the proof of the main theorem.

Step 1 : a priori estimates.

The first task is to obtain uniform in ¢ a priori estimates for the solution of (3.1.1),
(3.1.2), (3.1.3), which are of course crucial in the subsequent nonlinear analysis. Due
to the presence of the singular siz and % terms in (3.1.1), this task is not obvious here.
In subsection 3.2.1, we introduce a well adapted functional framework : a Sobolev
scale based on the operators —A,, and H,. More precisely, for all m € N, we
introduce the Hilbert space

B = {u [l = lulagm + 1(=Bay) ™ 2ullage) + 1HIulaga) < +o0}
(3.1.37)
In subsection 3.2.1, we give some equivalent norms which are easier to handle here.

Then in subsection 3.2.2 we take advantage of this functional framework and derive
some a priori estimates for (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).

Step 2 : the filtered system.
In [3, 6], the asymptotics of NLS equations under the form

1
Ot = = Hou' — Agyu® + F(|u[*)us, (3.1.38)
e
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such as the Gross-Pitaevskii equation, was analyzed. In (3.1.38), ¥ : R, — R is a
given function and the nonlinearity depends locally on the density |u°|. It appeared
in [6] that a fruitful strategy is to filter out the oscillations in time induced by the
term E% H., without projecting on the eigenmodes of H, . Indeed, projecting (3.1.38)
on the Hilbert basis x, leads to difficult problems of series summations and of small
denominators in oscillating phases. Introducing the new unknown :

v(t, z,2) = exp (z'tHz/52) u(t, z, z),

the filtered system associated to (3.1.38) reads

. ; 2 . 2
Zaﬂ)a = —Aanyve + BZtHz/a 9: (‘6 itH:/e Ua

2 .
) e/ (3.1.39)

where we used the fact that H,, thus ¢"#+ commutes with 0, and d,. Then, the
analysis of the limit ¢ — 0 amounts to prove that it is possible to define an average
of the nonlinearity in (3.1.39) with respect to the fast variable ¢ /&%

Let us adapt this strategy to our problem. Introduce

°(t,x,z) = exp (itH, /%) V°(t, z, 2).

One deduces from (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) the following equation for &< :

. e QB 7 e2 —1 e2 . € e 3 5
i0,®° = - <e tHz /e o mitH:/ )(z@mtb ) — AL, + F (g—g,cp (t)), (3.1.40)
where we introduced the nonlinear function
. 1 . .
(1,u) — F (1,u) = ™= <W x |e” T 2) e~ mHzy, (3.1.41)

and where 7 is still defined by (3.1.4).

Step 3 : approximation by an intermediate system.

Before performing the limit ¢ — 0 in (3.1.40), we remark that (3.1.41) can be ap-
proximated in order to get rid of the fast time variable ¢/&? in the nonlinear term of
(3.1.40). By writing formally

1 1

VPP 122 Ry

+o(1), (3.1.42)

we remark that

1 —iTH, _ 1 —irH, |2
F*‘e up = /$2+y2*<|e Y >+O(1)
1

= ——— « (JuP) +o(1),
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where the symbole * denotes here a convolution in the (z,y) variables only, and
where we used the fact that ¢/"f= is unitary on L?(R). Hence, inserting this Ansatz
in (3.1.41) yields

F(7,u) —iTHz 4 o(1)

_ eiTHz ; % <|U|2> e
B A/ x? + 12

1 2
= (m  (Jul >> u+o(1).

Denoting
Fy(u) = (Wﬁ * <|u]2>> u, (3.1.43)
and introducing the solution ®= of the following intermediate system :
i0,0° = —? (e“HZ/Ezze_”HZ/52> (i0,8°) — A, , & + Fy (cff(t)) . (3.1.44)
we expect that the solution W¢ of (3.1.40) satisfies
O = d° + o(1). (3.1.45)

Subsection 3.2.3 is devoted to the rigorous proof of this heuristics. We give sense
to the o(1) in Lemma 3.2.7 and we prove that the solutions of the two nonlinear
equations (3.1.40) and (3.1.44) are close together and that (3.1.45) holds true in the
sense of the B! norm. This statement is given in Proposition 3.2.1.

Step 4 : second order averaging of oscillating systems.

Thanks to this Step 3, we can consider the simplest system (3.1.44) instead of (3.1.40).
We are now left with the analysis of the asymptotics of this intermediate system as
e — 0. Note that (3.1.44) is under the general form

i0pu = %f (é) u(t) + g(u(t)) (3.1.46)

with
f(1) = =2Be™=2e7 ™9, and  g(u) = —A,u+ Fy(u).

At this point, a critical fact has to be noticed. Equations under the form

i = f (;) u(t) + g(u(t) (3.1.47)

can be averaged when, due to some ergodicity property, one can give a sense to the
time average

= lim — [ f(r)dr. (3.1.48)



Indeed, under rather general assumptions, the techniques of averaging of dynamical
systems — see the reference book on the topic by Sanders and Verhulst [27]- enable
to show that (3.1.47) is well approximated by the averaged equation

10w = fou(t) + g(u(t)).

Yet, the oscillating term in (3.1.46), compared to the same term in (3.1.47), is mul-
tiplied by % Therefore, a necessary condition in order to perform the averaging of
(3.1.46) is that the average f° of f is zero. In our case, the integral kernel of the
operator e'7Hz ze= = defined by

Yu, e”sze_”qu:/G(T,z,z')u(z’)dz’,
R

is given by

G(r,2,2) =D ) ™ F B 2y x0) Xp(2)xq(2)

peEN ¢geN

- Z Z e Fa) {(2XpXq) Xp(2)Xq(2)).

PEN gq#p

In the last inequality, we used the fact that, by Assumption 4.1.1, V, is even. Indeed,
this property implies that, for all p, (y,)? is also even, thus (z(x,)?) = 0. Conse-
quently, since p # ¢ implies E, # E,, the kernel G(7,z,2') is a series of functions
which all have a vanishing average in time. We thus expect that the operator-valued
function f(7) has the same property :

In such a situation, the theory of averaging has to be pushed to the second order
[27] in order to obtain the limit of (3.1.46) as ¢ — 0. Section 3.3 is devoted to this
question of second order averaging, which leads to the limit system (3.1.25), (3.1.26).
The main result of this Section 3.3 is Proposition 3.3.2.

In the short last Section 3.4, we prove our main Theorem 3.1.3 by just gathering
the results proved in the previous sections.
3.2 The nonlinear analysis

In this section, we obtain some a priori estimates uniform in e for the initial

system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3) and we prove that it can be approximated by an
intermediate system, where we regularize the initial data and where we replace the
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Poisson nonlinearity by its formal limit given in (3.1.43) . This intermediate system
takes the form

—~ 1  —~ 1 — — —~
i00V° = 5 H, W8 — ~2iB20, 15 — Ay, Ue + WOUe (3.2.1)

Ue(0, 2, y, 2) = Wo(z, y, 2), (3.2.2)

We(t,z,z) = (3.2.3)

1 < —~
L),
A/ 22 + 12 .
Notice that (3.2.3) is nothing but the Poisson equation (3.1.3) where we replace
7 = /22 + 92 + 222 by 10 = /22 + y2. Moreover, the initial datum ¥, in (3.2.2)
will be chosen as a regularization in B™ of the initial datum ¥,. Recall the definition
(3.1.37) of the space B™. The main result of this section is the following proposition.

Proposition 3.2.1 (Approximation of the initial system). Assume that V. satisfies
Assumptions 4.1.1, 3.1.2 and that ¥y € B'. For all ¢ € (0,1], denote by V¢ €
C°(Ry, BY) the unique global solution of the initial system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).
Then the following holds true.

(i) There exists a maximal positive time such that V¢ is bounded uniformly in € : the
quantity

Ty := sup {T >0: sup [[¥¢|coqom,B) < —1—00} . (3.2.4)
e€(0,1]

satisfies Ty € (0,400]. If Ty < 400 then

lim S(}1P|’\I’E||CO([0,TO],31) = +o00.
(ii) For all T € (0,Ty), where Ty is defined by (3.2.4), for all 6 > 0 and for all

integer m > 2, there exist Wy € B™ and 5 such that the following holds true. For all
e € (0,e5], the intermediate system (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) admits a unique solution

Ve € C°([0,T], B™) satisfying the following uniform estimates :

Ve<es |0 — U coqormy < O (3.2.5)
1¥=llcoqoyem < CUToll) 1Yol 5 - (3.2.6)

IN

Remark 3.2.2. It is a priori not excluded that T; < 4o00. Indeed, although we are in
a repulsive case, the energy conservation does not enable to obtain e-independant a
priori estimates in B! (see the proof of Lemma 3.2.6). This may be linked to the pos-
sible formation of caustics, as for the nonlinear Schrodinger equation in semiclassical
regime, see e.g. [11].

93



3.2.1 Preliminaries

As we explained in subsection 3.1.5, our nonlinear analysis will deeply rely on
the use of the functional spaces B™ defined by (3.1.37) and adapted to the operators
H, and —A, ,. The following result was proved in [6] by using an appropriate Weyl-
Hormander pseudodifferential calculus, inspired by [9, 22] :

Lemma 3.2.3 ([6]). Under Assumption 4.1.1, consider the Hilbert space B™ defined
by (3.1.37) for m € N. Then the norm ||-||gm in (3.1.37) is equivalent to the following
norm :

HuHHm(Rg) + H‘/C(Z)m/z’uH[;(R:a). (327)

Moreover, for all u € B™, we have
1H 2 g+ |00l g + [0yl g + |0zl g + [/ Veullgm S [Jullgmer. (3.2.8)

The operator A,, commutes with the rapidly oscillating operator etitH=/e* and
with the operator iz0,. This will enable us to obtain uniform bounds for the solution
of (3.1.1) by simply applying A, , to this equation. Unfortunately, the operator H,
does not satisfy this property. For this reason, we introduce the following operator :

H. = H, — 2ieB20, — £°0> = =02 + V,(2) + (icd, — Bz)*. (3.2.9)

This operator enables to define another norm equivalent to the B norm. The follo-
wing lemma is proved in the Appendix 3.A.

Lemma 3.2.4. The operator H. defined by (3.2.9) on L*(R?) with domain B? is self-
adjoint and nonnegative. There exists a constant Cy; > 0 such that, for all € € (0,1]
and for all u € B, we have

1
aHU\lzBl < lullZegesy + (= Au) *ullZage) + 1 HY 2ullfa@e) < Cullullf . (3.2.10)

Moreover, for all integer m > 2, there exists e, € (0, 1] such that, for all e € (0, &,,],

for all w € B™, we have

1 m m
sllullam < llulzags) + 11(=Aay) PPullfa @y + 1 Pullfa@e) < 2llullfm . (3.2.11)

3.2.2 A priori estimates

In this subsection, we obtain a priori estimate uniform in ¢ for the initial Schrédinger-
Poisson model (3.1.1), (3.1.3) and the intermediate model (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3). Re-
mark first that these two models can be considered in a unified way. For all u € B*
and for o € {0, 1}, denote

F,(u) = ( ! * (]u\2)> u, (3.2.12)

4m/72 + 42 + ae?2?
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where the convolution holds on the three variables (x,y,2) € R®. Remark that for
a = 0, this definition coincides with the definition (3.1.43). We shall consider for
e € (0,1] and « € {0, 1} the nonlinear equation

1
i0uF = §H€u€ — O2u + Fo(uf), (3.2.13)

u(0,z,y, 2) = uo(z, vy, 2), (3.2.14)

where the operator H. was defined by (3.2.9). Note that for ug = ¥y and a = 1,

(3.2.13), (3.2.14) is the initial system (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3), and that for uy = U,
and o = 0, (3.2.13), (3.2.14) is the intermediate system (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3). Let
us first state a technical lemma concerning the nonlinearities F; and Fy, which is
proved in Appendix 3.B.

Lemma 3.2.5. There ezists a constant C' > 0 such that, for all e € (0,1], for a« =0
or 1, we have

Vu,v € BY, ||Fa(u) = Fa()llp < C (llull + loll5) Ju— vl (3.2.15)

where F, is defined by (3.2.12). Moreover, for all m € N*, there exists C,, > 0 such
that we have the tame estimate

Ve € (0,1], Va € {0,1}, Yu € B™,  ||[Fa(w)]lgm < Conllull%: ||ullpm - (3.2.16)

Now we are able to derive uniform a priori estimates for the solution of (3.2.13),
(3.2.14).

Lemma 3.2.6. Let € € (0,1], a € {0,1} and ug € B*. Then the solution u® of the
equation (3.2.13), (3.2.14) exists and is unique in C°([0,+00), BY) and the following
uniform in € estimates hold true.

(i) For all M > 0, there exist T > 0, only depending on M and ||ug||p1, such that,
for all e € (0,1], we have

||u5||00([07TLB1) S (1 —f— M)HU()HBl . (3217)

(i1) Let m > 2 an integer and assume that ug € B™. Then, for all T >0, we have
the estimate

Ve € (0,en], HU€HCO([O,T],Bm) < Clluol[pm exp (CTHUEH%O([O,T},BU) . (32.18)

where £, > 0 is as in Lemma 3.2.4.

Proof. Step 1 : the Cauchy problem and the conservation laws. For any given & >
0, the existence and uniqueness of a maximal solution u® € C°([0,T), B*) can be
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obtained by standard techniques [13]. We leave this first part of the proof to the
reader. This solution satisfies both L? and energy conservation laws :

V>0, |lu(®)||zz = |lwollzz and  E,(u(t)) = Eql(uo), (3.2.19)

where the energy &, is defined by

1 1
€alu) = 5 (Heu,u)pz + [0yl + 5 (Fulu), u)r2

1 1 1 1

= ll0-ullz: + ;II\/VCUIIiz + (€0, + iB2)ullze + [10yullze + 5(Falw) s
We recall that the operator H. is defined by (3.2.9). These conservation laws show
that the solution u® is global, ie that T = +o00. Unfortunately, due to the 8% terms in
this expression, one cannot use the energy conservation to get uniform in € estimates.
Instead, we will directly write the equations satisfied by d,uf, d,u¢ or (H.)/?u® and
use the standard L2-estimates for these equations and the fact that the self-adjoint
operators H,, 0, and d, commute together.

Step 2 : B* estimate. This yields

- g 1 € € €
10y (Vi yuo)(t) = E_QHe(vx,yu ) — 8§(vx,yu )+ Vi (Fo(u))
and ]
i0, (HYu®) (t) = ?HE(H;/%) — O2(H*uf) + H? (Fo(w)) .
Hence,

lu @)z + Vo Ollze + [1HY 2 (#)]l 22 < lluollzz + IVayuollze + [H uo| 2

+C/0 (Ve Falw ()2 + | HZ2Fa(uf (5))]22) ds

and, for € € (0, 1], the equivalence of norms given in Lemma 3.2.4, yields
t
[us (D) < Cllugllp + 0/ [ Fa(u(5))] 5 ds
0

t
< Clugllgs +C / ()% ds, (3.2.20)
0

where we used (3.2.15) with v = 0 to estimate F,(u°(s)). Hence, by applying the
Gronwall lemma to the integral inequality (3.2.20), we prove Item (i) of the Lemma.

Step 3 : B™ estimate. Let T > 0, m > 2, ug € B™ and let ¢ € (0,&,,], where
0 <é&pn <1 asin Lemma 3.2.4. Since the operators H, and A,, commute together,

H" /2% satifies the following equation :

1

i0, (H*uf) (t) = ;HE(HQ”‘/QuE) — O2(HM?u) + HI'? (Fy(uf)),
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thus, for all ¢ € [0, 7],
t
VEP 2 ()] < [ H P iz + / | HT2 (Fa(a(5)) || 22 ds,
0
t
< Cllugllsm + C / | Fa(5)) | ds
0

t
< Clluol|pm + CHuEH%O([O,T],Bl)/O [u* ()l ds, (3.2.21)

where we used Lemma 3.2.4 and the tame estimate (4.2.5). Similarly, —A, ,u® satisfies
the following equation :

1

10, (— Ay yus) (t) = EHE(—AI,yus) — (D) — Ay y (Fu(u?)

Y

and, using the definition of B™ (3.1.37) and (4.2.5) yields :
¢
(=A™ 2w (@)llz2 < (= Auy)™ *uoll 2 +/0 1(=2ay)™? (Fa(w(s))) 2 ds,

t
< Clluol|pm + C”U€”2€0([0,T],Bl)/ [u”(s)l|lgm ds. (3.2.22)
0

Therefore, by using again the equivalence of norms given by Lemma 3.2.4 and the
L? conservation law in (3.2.19), we deduce from (3.2.21) and (3.2.22) that, for ¢t < T,
we have

t
[u” ()] m < Clluollm + C|Iuall2coqo,ﬂ,31)/ [u”(s)]| 5 ds,
0

and the Gronwall lemma gives (3.2.18). O

3.2.3 Proof of Proposition 3.2.1

In this subsection, we prove Proposition 3.2.1, ie we show that this solution can
be uniformly approximated by a regular solution of the intermediate system. We first
state a technical lemma on the Poisson kernels, which is proved in the Appendix 3.C.

Lemma 3.2.7. There exists a constant C' > 0 such that, for all e € (0,1], we have
vue B2, [|Fi(u) = Fo(u)]l g < C e |lullbe, (3.2.23)
where Fy and Fy are defined by (3.2.12).

We are now ready to prove the main result of this section.

Proof of Proposition 3.2.1. Let ¥, € B!, let an integer m > 2 be fixed, and define
the regularized initial datum ¥, by

Wo = (I —nly,) "™ (I +nH.) ™ 0y, (3.2.24)
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where 7 > 0 is a small parameter that will be fixed further and where I denotes
the identity operator. Denote by W< the solution of the initial system (3.1.1), (3.1.2),

(3.1.3) and by W¢ the solution of the intermediate system (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) with

the initial datum (3.2.24). We shall estimate the difference W& — W=,

Step 1 : uniform bounds for W¢. Let 0 < € < 1. From Lemma 3.2.6 (7), we first deduce
that there exists 77 > 0 only depending on ||Wg||p: such that, for all € € (0, 1]

¥ ||l cogo,m,BY) < 2[|Wollp1-

This implies that T, defined by (3.2.4) satisfies Ty > T} > 0. Clearly, if Ty < 400,
we have
lim sup|| W || co(o,m),B1) = +00,

e—0

otherwise by reiterating the above procedure we could find a uniform bound on [0, 73]
with 15 > 1Ty.

Now we fix T" € (0,7p) and § > 0 for the sequel of this proof. Definition (3.2.4)
of Ty implies that

1| coqo,r1,81) < C (|| Wollg1), independent of € € (0, 1]. (3.2.25)

Step 2 : bounds for the initial datum \170. First, we deduce from (3.2.24) that
(I — Az,y + HZ)I/Q@-(/) — (_[ — T]Ax,y)_m/2(] + nHz)_m/z(-[ - Aw,y + Hz)1/2\1107
hence

(I = Agy + H.)2Tg |1
<N = nlay) ™2 +nH.) ™ (I — Ay + H.)* Wyl 2
< ”(I - Aw,y + IHZ)UQ\IJOHL2

where we used the fact that the operators (I — nA,,)™™?2 and (I +nH,)"™? are
bounded on L?, with bounds equal to 1. Therefore, using (3.1.22), we obtain

[Wolls < %ol 1, (3.2.26)

where we recall that the right-hand side is independent of ¢.
Next, we get from (3.2.24) the two following identities : for all integer ¢ < m,

(—Ax,y)e/%lﬂ‘l’o — (_Amyy)é/Q(I_T]Aw,y>ff/2(I_nAx’y)E/Qfmﬂ([_i_nHz)fm/Z(_Ax’y)l/%Ijo ’
and
H§/2+1/2{I,V0 _ Hf/Q(I + 77Hz)7€/2(f + nHz)Z/%m/z(I . nA%y)*m/QHzl/z\Ifo .
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Thus, from the bound
VAER,, N2 +np\)2<on 2,

we deduce that both operators (—A,,)"?(I —nA,,)™*/* and Hf/Q([ +nH,)"Y? are
bounded on L?, with bounds equal to C~%/2, and thus

VO<m,  ||Wollge < Cp Wy, (3.2.27)

where we recall the definition (3.1.37) of the B™ norms.
Finally, we obtain also from (3.2.24) that

(I—A$,y+HZ>1/2(\I,O_f1;v0) — (_7 —(I— nijy)—m/z(] i nHz)_m/2) (]—Ax,y-FHz)l/Z\I/o ‘
Decompose v = (I — A, + H,)/>¥; on the Hilbert basis (x,)pen of eigenmodes of

H,
(T, y,2) = > (1, y) xp(2)

peN
and denote by 9,(€), £ € R?, the Fourier transform of v,(z,y). By (3.1.22), we have

o~ Tl = 3= [ (1= (@ nleP) 20408 ™) GO ds.

peEN

Hence, using that

> [ 15O de = vl < +oc (3:225)

peN
and that

VEER:, VpeN,  lim (1= (1+nl¢f) (1 +nE,) ") =0,

we deduce from Lebesgue’s dominated convergence theorem and from the conver-
gence of the series in (3.2.28) that

lim || W, — Wollp = 0. (3.2.29)
'r]—>

Step 3 : uniform a priori estimates for We. Consider
T77 = SU.p{T c (O,T] . Ve € (O, 1], ||\I’a||00([0777’]]’31) S 2”\1/2”00([0’71]731)}. (3230)

Note that, from (3.2.26) and Lemma 3.2.6 (i), we know that T, € (0,7] is well-
defined. Then, from Lemma 3.2.6 (i), we deduce the following estimate :

Vs S (O,gm], V€ S m, ||‘I/€||CO([0,T7;],B£+1) S C (H‘IlaHCO([O,Tn],Bl)) H\I’0||B£+1

< C (1%l coqoy.1) 1ol e
< C([[WollBr) | Wol[ger  (3.2.31)
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where we used (3.2.30) and (3.2.25).

Step 4 : estimate of the difference U¢ — W¢. Using the notations defined in (3.2.9) and
(3.2.12), ¢ and Ve satisfy (3.2.13),(3.2.14) with o = 1, ug = ¥y and o = 0, ug = ¥y
respectively. The Duhamel formulation of these equations read respectively

¢
Ue(t) = e—it(H5—8§)\I,0 +/ e_i(t_s)(Hs_ag)Fl(‘lls(s)) ds,
0

Ve (t) = e M=) g, 4 / ¢~ {t=9)H==0) [7 (= (5)) dis.
0

Hence, for all ¢ € [0,7}] and € € (0, &,,],
e~ e~ t e~
1) — Tl < [[Wo — Tolln + / |F(T5(s)) — Fy(F()) | gnds
t —~—— o~
4 / | Fy(F5(s)) — Fo(W5()) | gnds
0

t
< [ Wy — Tol g + c/ 105(5) — B2(5) | s + C eV/3y32,
0

where we used (3.2.15), (3.2.25), (3.2.30), (3.2.23) and (3.2.31) with ¢ = 1, coupled
to (3.2.27). Here C denotes a generic constant depending only on 7" and || Wyl p:.
Hence, by the Gronwall lemma, we get, for all ¢ € [0,T;],

1w (8) = B=(1) [ < (1[0 — Tl r + C=3y792) . (3.2.32)

Now, according to (3.2.29), we fix n such that

_ (o1, .
W — Wol| 51" < min (§, LA ||CO([07TLBl))

and, in a second step, we fix g5 € (0, e,,] such that

_ ) 6 1 .
C€§/3n 3/2,CT < min <§, §H\IJ "CO([QTLBl)) .

From (3.2.32), we deduce that

—~ . 2 .
Ve 0,T), Ve e (e () — UE(E) [ < min (a,gnw r\coqo,T],Bl)).

(3.2.33)
Therefore, we have

10l cogo,my).81) < ¥ oo,y + ([ — W[l coo.z,), 1)

5
< 3 llen o1, my)- (3.2.34)
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We claim that T, = T'. Indeed, if T}, < T, then, applying again Lemma 3.2.6 at T,
and using (3.2.34) enables to find 7 > 0 such that, for all € € (0, 1),

1V | co(im, 1 71,81) < 2[1V° | cogo,1,81),

which, together with (3.2.34), contradicts the definition (3.2.30) of 7;,. Finally, (3.2.33)
gives (3.2.5) and (3.2.31) with ¢ = m —1 gives (3.2.6). The proof of Proposition 3.2.1
is complete. O

3.3 Second order averaging

In this section, we focus on the intermediate system (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) as ¢
goes to zero. As we explained in subsection 3.1.5, it is interesting to consider the
filtered version of this equation. Let ‘Ilo € B™ be a given initial data, let U< be the
corresponding solution of (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) and set

®(1,-) = exp (itH. /*) W= (1, -). (3.3.1)
This function satisfies the system
2B

io0e = —22 (e“Hz/fzze*“Hz/ez) (i0,8°) — A, , @ + Fy (&f(t)) : (3.3.2)
g

De(t = 0) = Wy,

where [} is defined by (3.1.43). The advantage of this intermediate system, compared

to (3.1.40) is that the nonlinearity Fy(®%) has no dependence in the fast variable %.

We will analyze the filtered system (3.3.2) in the framework of second order
averaging of fast oscillating ODEs under the form (3.1.46) —see [27]-, that we adapt
here to our context of nonlinear PDEs. Recall that (E,),en, (Xp)pen are the complete
families of eigenvalues and eigenfunctions of the operator H, and denote by II, the
spectral projector on Y, :

Ve € L*(R?), IL,® = (Pxp) Xp-

Introduce now the following unbounded operator on L?(R3) :

2B 2
Ag= -2y oI, with a,=1-Y % (3.3.3)
p>0 a7#p @

With this notation, the limit system (3.1.25), (3.1.26), (3.1.27) can be rewritten in
a more compact form as

0P = Ag® — 020 + Fy(®), U(t=0) =T, (3.3.4)

We state the main results of this section in the following two propositions.
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Proposition 3.3.1. Assume that V, satisfies Assumptions 4.1.1 and 3.1.2. Then the
following properties hold true.
(i) The unbounded operator Ay defined by (3.3.3) on L*(R?) with the domain

D(Ag) ={® € L*(R%):  82) a1, € L*(R?)}

p=0
is selfadjoint. Moreover, the operator Ay satisfies

VE> 0, Yu € BP0 || Agul e < Ol gnosave (3.3.5)

where ng s as in Assumption 3.1.2.
(ii) Let Wy € B'. The limit system (3.3.4) admits a unique mazimal solution ® €
C°([0, Trnaz), BY). If Thnae < +00 then || ®(t)||zr — +00 ast — Thaz-

Proposition 3.3.2 (Averaging of the intermediate system). Assume that V. satisfies
Assumptions 4.1.1 and 3.1.2. Then there exists an integer m > 2 such that the
following holds true. For Wy € B™, we consider the solution ®¢ € C°([0,+00), B™)

of (3.3.2) and the mazimal solution ® € C°([0, Tyhaz), BY) of the limit system with
Uy as tnitial data :

— t . 2 -~
B(t) = e A=) gy — / e~ (=)A= By (D(s))ds. (3.3.6)
0

We assume that there exist T € (0, Tynaz), €0 > 0 such that

M = sup ||q)€HCO([O’T]’Bm) < +00. (337)

e€(0,e0]

Then we have o
H(I)E — (I)”CO([O,T},Bl) S SCM, (338)

where Cyy is independent of €.

3.3.1 Well-posedness of the limit system

In this section, we prove Proposition 3.3.1.

Step 1. Basic properties of the operator Ay. First, from V.(z) > a*2%, we deduce that
the pth eigenvalue of H, is larger than the pth eigenvalue of the harmonic oscillator
2
—& + (a® + B?)2?
Vp € N, E, > Va*+ B?(2p+1). (3.3.9)
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From Assumption 3.1.2, we deduce that the coefficients «, in (3.3.3) satisfy

o] < 14+C+p)™ > (2Baxxg)” =1+ C(1+p)™||Bax, |-

q>0

1
< CE;™,

where we used (3.3.9) and that ||Bzx,l|l2z < E,*. Now, consider a nonnegative
integer ¢ and u in B2+ Let ng be defined as in Assumption 3.1.2, and decompose
u over the y, family which is orthogonal in L?.

lAoullye = gl ulle
p>0
<CY B ulfee < O IH M Tul e
p=0 p=0
< CZ ||Hpu||232no+4+e = CHUHQB2"0+4+E
p=>0

where we used Lemma 3.2.3. This proves (3.3.5).
Furthermore, by passing to the limit as N — 400 in the identity

V®, W € D(A), Zap (0211, T1,W) 2 = Zap (T1,®, D11, W) 2

p=0

we obtain that the operator Ay is symmetric. Moreover, the equation Aq® + i® = f
admits a solution ® € D(Ap) for all f € L*(R?). Indeed, the projection of this
equation on Y, reads

—a, oty +igy = f
and this elliptic equation can obviously be solved for all f, € L?(R?). Therefore, by

the standard criterion for selfadjointness [26], the operator A is selfadjoint. We have
proved the first part of Proposition 3.3.1.

Step 2. Well-posedness and stability of the limit system. The operator Ay being selfad-
joint, the Stone theorem can be applied and the operator —i Ay generates a unitary
group of continuous operators e~*4* on L? and also on B'. The Duhamel formulation
of (3.3.4) reads

t
(I)(t) _ efit(Aofag)\Ijo _ Z/ e*i(th)(Aofaf,)FO<(I)(8))dS (3310)
0

(recall that Ag and 02 commute together). Since, by (3.2.15), the application Fy
is locally Lipschitz continuous on B!, it is easy to prove by a standard fixed point
technique that (3.3.10) admits a unique maximal solution ® € C°([0, T},,4z), B*). The
details are left to the reader. Note that, if T,,, < +oo, then ||®(t)||pr — 400 as
t — Tnaz- Item (ii) of Proposition 3.3.1 is proved. O
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Remark 3.3.3. In fact, this strategy of proof by a fixed point mapping leads to a
stability result. For all n > 0 and for all T' € (0, T44), there exists d, 7 > 0 such

that the following holds true. For all U, satisfying
| — Vol < On,T

the equation (3.3.6)

¢
D(t) = e AN, — Z/ e~ =) (A0=00) F (D(s) ) ds
0

admits a unique solution ® € C°([0, 7], B!) and we have

sup ||®(t) — B(t)||z < 7. (3.3.11)
te[0,7

3.3.2 Proof of Proposition 3.3.2

This subsection is devoted to the proof of Proposition 3.3.2, which relies on a
reformulation of the Duhamel formula for (3.3.2).

Step 1 : reformulation of the Duhamel formula. Introduce the following family of
unbounded self-adjoint operators on L?(RR?)

VreR,  a(r) = —2Be™ze7 =49, (3.3.12)

with domain B?. Note that, from (4.1.6) and Lemma 3.2.3, we deduce that, for all
{eN,
Vue B, VreR,  |a(r)ullz: < Cllullp. (3.3.13)

The Duhamel representation of (3.3.2) reads

Be(t) = Tg— - /0 " <i> B (s)ds — i /0 t (—A%ﬁ?(s) +Fy (5&@))) ds. (3.3.14)

€ g2

Introduce the primitive of a :
VYu € B®, V1 €R, A(T)u = / a(s)uds, (3.3.15)
0
which is well-defined as a Riemann integral, thanks to (3.3.13), and is such that

vue B, VreR,  [A(T)ull: < O7llullp. (3.3.16)

Now, we notice that if = € C°([0,T], B), then by (3.3.2) we have that 9,d €
C°([0,T], B?). Hence one can integrate by parts in the first integral of (3.3.14) and,
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if m > 4, the following expression holds true for all ¢ € [0, T, in the sense of functions
in C°([0,T], L?) :

—g/ota(é) = (s)ds :is/OtA<§2> 0,8 (s)ds — icA (é) = (1)
_ /OtA (5)a(5) F(s)ds —ica (é) o (1)

v [ A(5) (-8 + R (36) ) ds

where we used (3.3.2) to evaluate i0,®¢. Finally, the Duhamel formula (3.3.14) be-
comes

e o [ Al (25 (1 &

() =Y+ | A(5)a(5) #()ds —iea (5 ) &0

te /OtA (6—52) (-Ax,y?b?(s) o) (55(5)» ds

i [ (20 @) + B (#06)) s 3:3.17

Step 2 : approximation of the Duhamel formula. Denote
—~ — ‘ t\ —
O (t) = De(t) +icA (6—2) o= (1)
and rewrite (3.3.17) as follows :

</I>\5(t) =Wy + /Ot (A (6—82) a <§2> + z@i) d°(s)ds — z'/ot (—85&(5) + Fy (&35(3))> ds.
+e /0 ‘A (;—2) (—Am@;(s) +Fy (68(5))) ds. (3.3.18)

In this step, we prove that
sup ||0<(t) — @< (t)||p < eCr (3.3.19)

t€[0,T]

and that
TE(t) = Uy — i /0 t (AO&(S) — 02 (s) + Fy <&>\€(3)> te f5(5)> ds,  (3.3.20)

with
sup || fllg < Cu. (3.3.21)
t€[0,T]

In order to prove this claim, we state two technical lemmas which are proved in the
Appendix 3.D so that the proof would be more readable.
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Lemma 3.3.4. Let V. satisfy Assumptions 4.1.1 and 3.1.2. Then, for all integer ¢,
the operator A(T) defined by (3.3.15) satisfies

A (;—2) u(t)

where ngy is as in Assumption 3.1.2 and C' is independent of €.

vu € C°([0, T], B*+8), sup

S CHU || CO([0,T],B2m0+t+8)
te[0,T

B¢
(3.3.22)

Lemma 3.3.5. Let V. satisfy Assumptions 4.1.1 and 3.1.2. Let T > 0 and m =
4ng+17. Let u € C°([0, T], B™) such that dyu € C°([0,T], B™?). Then we have, for
all € € (0,1],

/ot <A <§2> ¢ (;i) + iai) u(s)ds + i /0 t Aou(s)ds

where Ag, a and A are respectively defined by (3.3.3), (5.3.14) and (3.3.15) and where
|u|| denotes shortly ||ul|cogo.r),5m) + 10|l coqo,r),Bm—2) -

sup
te[0,7

< C¥|ul|  (3.3.23)
Bl

In order to apply these lemmas, we need some bounds for ®¢ and 8@5. Let us
fix m = 4ng + 17, where ng is as in Assumption 3.1.2 and assume that we have the
uniform estimate (3.3.7). By (3.2.8), we deduce that

. 2 2
ethZ/s e itH, e azq)g

<Cu.  (3.3.24)

A, -
H Y HCO([O:T]:B 2) + Co([0,T],B™—2) -

Moreover, from (4.2.5), we deduce that

| Fo (@)l coqo,r1,8m) < Char- (3.3.25)
Hence, from (3.3.2), (3.3.24) and (3.3.25), we get

~ C
Hat(IDEHC'O([O7T]7Bm—2) S ?M (3326)
Therefore, applying Lemmas 3.3.4 and 3.3.5 and using (3.3.7), (3.3.24), (3.3.25) and

(3.3.26) yield

t —
sup ||A (—2) e (t) < Cu, (3.3.27)
te[0,7) € B2n0+5
¢ — -
Al = | (AL, Pe(t) + Fy ( D°(¢t <eC 3.3.28
¢ Sup (52)( B0+ B (F0)) | <= (3.3.28)
and
t s s 5\ =~ t __
— — ) € 1 € < 3.
tzgg] /0 (A (52> a (82) +28x> o (s)ds+z/0 Ap®e(s)ds 25 eChy, (3.3.29)
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where we used that m > 4ng+ 17, thus in particular m > 4ng+ 13 and m > 2ng+11.
Hence, from (3.3.27), we deduce (3.3.19) and

02(® — &) | cogom, e + | Fo () = Fy (@)

<eCy,  (3.3.30)
Co([o,11,B1Y)

where we also used the estimate (3.2.15). Moreover, from (3.3.5) and (3.3.27), we get
||AO@g - @)HCO([O,T],Bl) <eCuy. (3.3.31)

Finally, inserting (3.3.28), (3.3.29), (3.3.30), (3.3.31) in (3.3.18) yields (3.3.20) with
the estimate (3.3.21).

Step 8 : a stability result for the limit system. First notice that (3.3.20) implies that
®¢ satisfies in the strong sense the equation

i0,0F = Ag®F — 20° + Fy(@%) +ef5, @t =0) =V,

which has the following mild formulation :
e (t) = e AW, — / e~ it=9)(A0=05) (Fo(cps(s)) te fa) ds. (3.3.32)
0

Apply now Proposition 3.3.1 (ii) with U, as initial data : there exists a maximal
solution ® € C°([0, Trnaz), B') to the equation (3.3.6). Assume that T' is such that
0 < T < Typae- Substracting (3.3.6) to (3.3.32) leads, for all t < T, to

#0 -0l < [ [RE) = REE)],, s+ el o

t
SCM<5+/ ) ds),
0 B!

where we used (3.2.15), (3.3.21) and H&HCO([O7T]731) < Cyy. Therefore, the Gronwall
lemma gives the estimate (3.3.8) and the proof of Proposition 3.3.2 is complete. [

B: (s) — @(s)’

3.4 Proof of the main theorem

This section is devoted to the proof of the main Theorem 3.1.3. Remark that the
statement (i) is already proved in Proposition 3.3.1. Let us prove the statement (i)
of Theorem 3.1.3.

Let ¥y € B'. Denote by ¥¢ € C°([0,+00), B) the solution of (3.1.1), (3.1.2),
(3.1.3) and let Ty € (0,+oc] be the maximal time given by Proposition 3.2.1 (i).
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We also introduce the maximal solution ® € C°([0,T},4z), B') of the limit system
(3.3.4), given by Proposition 3.3.1. Pick T" such that

0 < T < min(To, Traz)

and let n > 0.
Since T' < T}y40, according to Remark 3.3.3, one can define d,/3 7 > 0 such that

the following holds true. For all T, satisfying
W0 = Bollm: < by
the equation (3.3.6) admits a unique solution ¥ € C°([0, T], B') and we have (3.3.11) :

sup 18(t) = (1) |5 < 0/3.

tel0,T

Next, we fix m > 2 according to Proposition 3.3.2 and § > 0 by
§ =min (2,6, (3.4.1)
30 0n/3T ) - 4.

Since T' < Ty, Proposition 3.2.1 (ii) enables to choose \/I'VO € B™ and ¢ such that the

corresponding solution W€ of the intermediate system (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3) satisfies
(3.2.5) and (3.2.6) for all € < &5 :

105 — 0| poor8) < 6 < (3.4.2)

w3

and ¢ is bounded in C°([0, T, B™) uniformly with respect to e.
Now, we remark that by (3.4.2) this initial data U, satisfies

[Wo — Wyl <6 < On/3,T-
Hence, Remark 3.3.3 gives that the solution ® of the equation (3.3.6) satisfies
= Ui
| = @|cogom,Br) < 3

or, equivalently,
He—itHz/52(I) B €_itHZ/€2(I)HCO([O,T],Bl) S g) (343)

Moreover, the uniform bound of W€ in C°([0,T], B™) enables to apply Proposition
3.3.2, which gives that the function V¢ satisfies

— LiH. 2
H\IJE —e tH./ @HCU([QT]’Bl) < 1) <

w3

, (3.4.4)
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for ¢ < &5, where ® solves (3.3.6). Finally, (3.4.2), (3.4.3) and (3.4.4) yield the
existence of gy such that, for all € € (0, g9] we have

[0 — e /2D oo .81y < 1. (3.4.5)

To conclude, it remains to remark that Ty > T,,4.. Indeed, if Ty < T4, then we
have, by Proposition 3.2.1 (i),

lim sup ||| co(o,r),81) = +00,

E—

which implies by (3.4.5) that

Jim [9(T) 51 = +oc.

This contradicts Ty < T},4.. The proof of Theorem 3.1.3 is complete. ]

3.A Proof of Lemma 3.2.4

First, by integrating by parts and applying Cauchy-Schwarz, we obtain

|1B=0,ul2s = / B2 |0, dadyds — / (B2220) (—0%u)dadydz < |[u]%.
R3 R3

Hence, the first properties stated in the Lemma are obvious from the definition
(3.2.9), and we shall only detail the proof of the equivalence of norms.

Step 1 : the case m = 1. From the definition (3.2.9) and the assumption (4.1.6) on
V., we deduce that

|H?ul|7> = (=02 + Vo)u, u) 12 + ||(£0, + iBz)ul| 75
= ((=0* + Vo )u,u) 2 + BZ||zu||%2 + 82||(‘3$u|\%2 — 2eBIm (zu, Opu) 2
1 a?
> 5((—@2 + Ve)u,u)rz + (3 + B?)||zul|7: + €2||0pull7. — 2eB||zul| 2| 0pull 72
2

a
o apeS 10:ull:

> Lot vam e + el +
> C||H; |22 + C%||0ul 72
Conversely, from (3.1.22) and (3.2.9), we estimate directly
(Hew,u)z < C'|| Hul[f2 + C'¢?|10pul 7.

For all € € (0, 1], this yields the equivalence of norms (3.2.10).
For m > 2, we will proceed by induction. For the clarity of the proof, let us
introduce two notations. For m € N, we denote by (P,,) the property
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(Pr) = there exists €, > 0 such that, for all € € (0,¢,,] and for all u € B™, we have

%HUHZBm < ullZasy + 1 AT ullZae) + IH Pl Fa sy < 2[ulfm,
and by (Q,,) the property
(Q,) : there exists C,, > 0 such that, for all w € B™ and ¢ € (0, 1],
the operator A,, = $(H" — HI") satisfies [(Anu, u)r2| < Cppllu|%m.

Note that the lemma will proved if we show that (P,,) holds true for all m > 0. Note
also that, up to a possible modification of the sequence (e,,)men, this sequence can
be chosen nonincreasing.

Step 2 : (Q,,) implies (P,,). Let m > 0 be fixed. From (Q,,), we deduce that

[HD a2, = (HPu,u) e = (HMu,u) 2 + (A, )2
= | Hu)?s + e(Apnu, u) e,

thus
IHIull72 — eCrallullpm < | HZ?ull7: < |HP?ull7s + eCnllulfm . (3.A1)
Setting
1
Em = =~ >
2C,,

we deduce directly from (3.1.37) and (3.A.1) that, for ¢ <e¢,,,

1 m m

Slullim < llulfams) + 187 ulfems) + [ HullZgs) < 2lulEn.
We have proved (P,,).

Step 3 : proof of (Qm) for m = 0 and 1. For m = 0, choose Ay = 0 and (Qg) is
obvious. Let us prove (Q;). From (3.2.9), we have

H.=H,+¢eA,, with A =—2iBz0, — 0. (3.A.2)
For all u € B!, we have
[(Avu, w)re| = | = 2iB(Opu, 2u) 2 + €| 0ull 72| < C(llzullz> + 100ull72) < Cullullf,
where we applied Cauchy-Schwarz and Lemma 3.2.3. We have proved (Q).

Step 4 : proof of (Qpn) for m > 2. We shall now proceed by induction. Let m > 2
and assume that (Q,,_2) and (Q,,_1) hold true. Let us prove (Q,,). We compute
H™ = (H,+cA)H" *(H, +¢cA)
= H.H" *H, +cA\H™ ' +eH™ A,
= H;n + €HZAm,2HZ + €A1H;n71 + EstmilAl
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where we have applied (Q,,_»). Hence, denoting
Ay =H, A, oH, + A H™ ' + H" A, (3.A.3)

we obtain
H" = HI" + €A,

and, for all u € B™, we get from the definition (3.A.3) that
(A, w) 2| < [(HoAp—oHou,w) 2| + 2|/ (H? M, Ay g2,

where we used that H™ ! and the operator A; defined by (3.A.2) are selfadjoint. Tt
remains to estimate the two terms in the right-hand side of this inequality. The first
one can be estimated as follows :

|(HzAm72qu7u>L2| = |(Am72qua qu)L2’ < Cm72HquHZBm72 < Cm72HuH2Bm )
where we used (Q,,—2) and (3.2.8). The second one can be estimated as follows :

[(H tu, Ayl = [(H ', (i0,)(—2Bzu 4 i0,u)) |

m—1

(5 0,55 amen s 005)

< [ o] 27 2men ]

< C0zul| g1l zull s + CllOullFm-s
< Cllullgm ,

where we used that H. commutes with 9., the Cauchy-Schwarz inequality, the pro-
perty (P,,—1) and, at the last step, (3.2.8). Therefore, we have proved that

|(Amu, w)rz] < Coallullm

which proves (Q,,). The proof of the lemma is complete.

3.B Proof of Lemma 3.2.5

For readability, we introduce in this appendix the following notation :

V(z,y,2) € R®, Ya € {0,1}, Ve € (0,1), 75(z,y,2) = V22 + 32 + ae222.

With this notation, for all v € B!, and a € {0,1}, the nonlinearity F,(u) defined in

(3.2.12) reads
1

13
4mre,

Fo(u) = ( * (|u|2)> u.

In order to prove the estimates stated in Lemma 3.2.5, we prove the following
technical lemma on the Poisson nonlinearity.
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Lemma 3.B.1. The following estimates hold.
(1) There ezists a positive constant C' that does not depend on e € (0,1] or a € {0,1}
such that

Vu,v € HY(R?), ||— * (uv)

«

< Cllull g ||o| g - (3.B.1)
oo

(ii) There exists a positive constant C' that does not depend on e € (0,1] or v € {0,1}
such that, if D denotes a derivative with respect to x,y or z,

1
Yu,v € H'(R®), Yo € H'(RY), HD (—g . (uv)) < Cllullg ||ollm  (3.B.2)

67

3
Lz,ngo

(iii) For any integer k, let 3 = (B, 8y, 0.) € N* be a multiinteger of length |3 =
Be+ By + B. = k and let D° = 851859852 be the associated derivative. Then there
exists a positive constant Cy, depending only on k such that

1
r;

Proof. Noting that, for all (z,y) € R?,
||UU(ZL‘/, y,7 ')HLl(R) d.l’,dy/,

H( ) “¥) Loo(R) = m2/(r =)+ (y —y')?
(3.B.4)

we only need estimates for the convolution with ﬁ in R2. Here, we refer the
a2ty

reader to Lemma B.1 of [7] where it was shown that for any f € LP(R?*) N L'(R?)
with 2 < p < oo, the following bound holds :

Yu € H, < Ollaall sz [l g (3.B.3)

3
Lx,ngo

< Coll 7oy 1 F N ey (3.B.5)
% (R2)

[,

where 6 = p/(2p — 2). Moreover, from Cauchy-Schwarz and Sobolev embeddings, we
deduce that for all p € [1,+00),

[N I ([0 e FCRB] Ft -

< ||u||L§{Jng||U||L§{’ng < [l sy l[v] 1 es) -
Combined with (3.B.4) and (3.B.5), this proves Item (i).

In order to prove Item (7i), consider a first order derivative D with respect to z,y
or z and let u,v € H'(R3). Usual properties of the convolution give

D (riﬁ * (uv)) = rig x D (uv) = ris * (D(u)v +uD(v)) .
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Using (3.B.4) combined with the generalized Young formula gives

i>x<(D(u)v—l—uD( ) # [ D(w)v +uD(v)]|

13,12 H\/$2+y

e, "
SOHHD(U)H@LD@)H@ L. (3B

T,y

2 (R?). We end the proof of Item (%)

noting that, thanks to Sobolev embeddings,

|10 +uD(@)]],s

< ClIDW)le2llvlleg 2 + CID@) | 2l g, 22

16/5  —
T,y
< Cllullmllolm.

In order to prove Item (i), we follow the same lines with derivatives of higher
orders. Consider the derivative D” where 3 = (3., ,, 8.) € N? is a multiinteger of
length |5| = 5, + B, + 8. = k. Usual properties of the convolution gives

P (- e0)l, .=

—«DF 2
L (uf?)
Again, using (3.B.4) combined to the generalized Young’s formula lead to :

3 ‘ 3
3,k NTa L3, Le°

i * D (|u|2)

[0}

Mol <UD ()]0,

L,
’ (3.B.7)
We now write
Z C/B/Dﬁ/ D/B ﬂl( )7
B'<B
where the sum is over the set of multiintegers 3" = (3}, 8, 3,) such that 3, < f,,
B, < B, and B, < B.. Thus, combining (3.B.7) with Sobolev embeddings gives as

above
1 ,
‘Dﬁ (% * (|“|2)) < C Z I1D% (u Mrzllullcs 2

Lg’ngo |8 |=k

+C > D%l 2|1 D (@) 2
18/|=¢, 0<t<k

k-1

< Ollull e llull i +C Y ullress lfulloe.
(=0

We conclude noting that, by interpolation, for all £ < k — 1,

[ell e[l e < flull e[l - (3.B.8)
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Proof of Lemma 3.2.5. We first prove (3.2.15). In that view, let us fix v and v in B!,
e € (0,1) and « € {0,1}, and note that

1 1
Falw) = Fo(0) = (o [l + bl = o] ) ot (o ) ) (w0
(3.B.9)
Hence (3.2.15) is a straightforward consequence of the following claim. There exists
a positive constant C such that for all u;,us and us € B!

|5 o)

Proof of the claim (3.B.10). According to Lemma 3.2.3 we have

|5 o), =] G ) v 5 )

< Clluallr [[uzl 1 [Jus 51 (3.B.10)

Bl

«@ L2
(3.B.11)
First, applying (3.B.1) and then Lemma 3.2.3,
1 1
— o (upug) Juz|| < || * (uruz) usllze < Cllus i ||uall 1 [[us | 51
Ta L2 Ta L
(3.B.12)
Similarly, we have
1 1
VVe | — x (wug) | us < || * (uaug) [V Veus|| 22
Ta L? Ta Lo
< Cllu|| pr[[uzl| g [lus] 51 (3.B.13)

Moreover, if D denotes any differential operator of order 1,

D ((Ti \ (u1u2)) u3> - D (ri \ (um)) s + (Ti " (u1u2)) D(us).  (3.B.14)

« « «

Applying the Holder inequality leads to

1 1
HD <_€ * (U1UQ)) Us < HD (_5 * ('LL1UQ)) HU3HL3 yL2
[ 12 T 13, L ,
< Cllun|prlluz|[r||us| s (3.B.15)
where we used (3.B.2). Finally, using (3.B.1),
1 1
— * (uyuz) | D(us) < || * (wuz)|| [ D(us)ll e
Ta L2 T L
< Cllua| g2 [[uz || 51 lus| 1 - (3.B.16)
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We deduce the claim (3.B.10) by combining (3.B.11) with (3.B.12), (3.B.13), (3.B.14),
(3.B.15) and (3.B.16).

In order to prove (4.2.5), consider a positive integer m and fix u € B™. According
to Lemma 3.2.3, we only need to estimate ||F, (u)|| g and ||ch/2Fa(u)||L2. In that
view, we readily have

1L+ V)| 2 sy
Lo (R3)

< CHUHzBl(RS)HUHBm (3.B.17)

« Juf?

H(l -1—ch/2)Fa(u)‘

S ‘

L2(R3) 4mre,

where we applied (3.B.1) and Lemma 3.2.3.
Now, let D? denote any derivative of length m and write

W) = 3 00" (e ) D (w0

B'<p a
Hence,
LEXOI D D) e ML
|8'1=
+C Y Dﬁ’( |u|2) 1D (u)]|| e 12 (3.B.18)
4mre, 13 oo YT
1<|B|<m T,y Uz

m
< Cllullz lullzm +C Y lull e |l el grm-esa
(=1

where we applied (3.B.1), (3.B.3) and Sobolev embeddings. Using the interpolation
estimate (3.B.8) gives

ID™ Fa ()|l g2 ey < Cllullznllullme < Cllullflullpm - (3.B.19)

We conclude the proof of (4.2.5) combining (4.2.12) and (3.B.19). This ends the proof
of Lemma 3.2.5. ]

3.C Proof of Lemma 3.2.7

In this section, we set for simplicity X = (z,y) € R2 In order to prove estimate
(3.2.23), we first study the difference between both convolution kernels.

First Step : Difference between the convolution kernels

Let u,v be two functions of B2. Denote

1 1 / / /! / / /
d(u,v)(X,2) = /R?/R <\/|X—X’|2—I—52(z—z’)2 - |X—X’|> w( X', 2 o(X' 2)dZdX'.
(3.C.1)
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We split the integral as follows :

O(u,v)(X,2) = 6" (u,v)(X, 2) + 0 (u,0)(X, 2) = //em /z'eR - / e /Z’GR

where
T={X'eR? |X - X'| >¢}, QO ={X'eR? |X-X|<e}
For all n, u € R, and X’ # X, we have

! _ 1 _ /En < _-d¢ (3.C.2)
\/|X—X"2+82772 \/|X—X’|2+52,u2 e (X = X')2 4+ €2) /
and 1 1 2
_ < 3.C.3
VX XTiaw VX xpioe o x-xp 00V
Besides, a simple study gives
2 1
VX'#£ X, VEER <] < (3.C.4)

(X - XY T 3B - X

Equation (3.C.2), combined with (3.C.3) and (3.C.4) allows us to claim that for all
6 € (0,1),

1 1
\/|X — X2 422 \/\X — X'|2 4 e2p2

< Celn —plf (3.C.5)

X — X7[10

Now, applying (3.C.5) with n = z — 2/, p = 2’ and 6 = 3/8 leads to

1 1
/ / - w( X', 2 (X', 2 )dZ dX’
a Je \VIX - XP 1G22 IX - XP e

1
3/81.13/8 . /. /
< Ce”/®|z| /+ XX _X,‘H/Sﬂu(X, Jo(X7, )| dX
1
< C S lullug sz llvllzg 2 < C P2l lull g [lvl] 1.

where we used the Holder inequality and Sobolev embeddings. Similarly, applying

(3.C.5) withn = 2", p =0 and 6 = 3/4 leads to
! X' )| |w(X', ) |dz' dX
ar Ja \VIX - X’|2+52 7 X ox ) I
1
< 053/4 /S;+ ’X — X,|7/4|HZ,‘3/4U(X17 ')’U(X/, )HL]}QdX/

1
< Ce¥ 5/12HZ3/8UHL§(L3HUHL§(L3

< ' lul g2l -
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We have proved that
6% (u, 0)(X, 2)| < CeP(1+ [2[%)[|ul| g2 | 0] 32 (3.C.6)

Consider now §~. Using (3.C.2) again leads to

107 (u, v)(X, 2)| < /Q_ /R/R X —X|’|§2| +§2)3/2‘U(X/,Z/)||U(X/,Z/>|d£dZIdX/.

(3.C.7)
Moreover, a simple computation gives
/ € e
r (|X — X2 +2)%2 X - X'
Hence, (3.C.7) gives
1
o) < €[ [ I
o- Jr [X = X'
< Celullgg izllolog e
S 061/3||u||31||v||31. (308)

Combining (3.C.6) and (3.C.8) allows to conclude that
[8(u, 0)(X, 2)| < CP(1 + V/Vel2)lul g2lv]| 1, (3.C.9)
where we have used z%® < C(1 + /V.(2)), deduced from (4.1.6).

Step 2 : Difference between the nonlinearities. In order to prove Lemma 3.2.7, we
need to estimate the following quantity in B* :

Fi(u) — Fo(u) = 6(u, ) u, (3.C.10)
where u € B? is given. According to Lemma 3.2.3, we have
1Fy(u) = Fo(w) | < ClIV/Ve (Fi(u (W) |2z + CllFy(w) = Fo(u)l[
First, we deduce from (3.C.9) that
[(1+ VoS (u, @) ull 2 < C2)|(1+ VoJull gz [full g2 o g < CVPllulfe, (3.C.11)

where we used Lemma 3.2.3. Let now D denote a first order derivative with respect
to z, y or z. We clearly have

1D (Fi(u) — Fo(u)) |2
(ﬁ - %) « (D) +uD@) ul -+ 0w, 1) D)z

< 216(w, D(u))ul 12 + ||8(w, @) D(w)]| 2. (3.C.12)
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According to (3.C.9), we have

16(@, D(w)ullzz < Ce?[[(1+ v/ Vo)ullpe|lull 2 D(w) || 2 < C"2|luflfo (3.C.13)
and

16(u, @) D)2 < CeY2(1+ v/ Vo) Dl(w)|| 2|l g2 [ull g2 < Ce/P|fulfe,  (3.C.14)

where we used again Lemma 3.2.3. Combining (3.C.10), (3.C.11), (3.C.12),(3.C.13)
and (3.C.14) gives (3.2.23). The proof of Lemma 3.2.7 is complete. O

3.D Proof of the technical Lemmas 3.3.4 and 3.3.5

Let us develop the operators a and A defined by (5.3.14) and (3.3.15) on the
eigenbasis x,. We have

_ it(Ep—Eq) .
a(T)u = — g E e T ) a0, Xp
p=20 ¢20

where we have introduced the coefficients
apg = (2B2XpXq) - (3.D.1)

Recall that, by Assumption 4.1.1, the potential V, is even, so for all p, the function
(xp(2))? is even. Therefore, we have

VpeN, ap= <282X12)> =0,

thus
a(t)u = — Z Z BB g 10, X, - (3.D.2)
p=>0 q#p

Let us now integrate this formula in order to compute the operator A defined by
(3.3.15) :

. elT(EprQ) —_ ]_ .
A(T)u =1 Z Z —F —p 103Ug Xp - (3.D.3)
p20 g7#p P e

Before proving Lemmas 3.3.4 and 3.3.5, let us give a useful estimate on coefficients
ape- For all p € N, ¢ € N, £ € N we have

E(k+1)/2
q
P
Indeed, we have
k/2 k/2
By ay,| = 2B ’ (Hz/ Xps ZXq) L2‘ = 2B | (xp, HE*(2x0)) 2]

< 2B HY?(2xg) |12
< 2B||2x4l| B+

< Ollxgllpr+r < CEFI2,
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where we applied Lemma 3.2.3.

Proof of Lemma 3.3.4. Let ng be as in Assumption 3.1.2, let / € N and u €
Co([0, T], B>0*+8+) . Denoting

up = <uXp> ) M;Q) = ||upo||é0([07T]7an0+s+e), (3D5)
we have
HuHco ([0,T], B2no+8+¢) Z/Lp < +o00. (3.D.6)
p>0

From (3.D.3), we obtain

t T,
14.( ) Ol < €3 S0+ 0 gl T leogoanc

p=0 g#p
where we used Assumption 3.1.2. Besides, applying Lemma 3.2.3 gives

1 T S
||UCI||CO([07T]7HS(R2)) :WHH o+4+(t= )/2(I+( A )/2)(uqxq)||00([07T]7L2)
q
s/2

q

q
for all s < 2ny + 8 + ¢. Hence, from the definition (3.1.37), we get

||UqXp||CO (0.7),B¢+1) < CE(ZHWH%HCO ([0,7],L2(R2)) T+ CHUQHCO([O,T]HZH(]R?))
E(Z+1)/2 +E(€+1)/2

oA+ Hq-
q

<C

and, by using (3.D.4) and (3.3.9),

n (0+5)/2 (6+1)/2
(14 )" lapa] ltgxolloo oy oo <cEq° P2 M YR T
Pq qAp 54, pq E;0+4+Z/2 q = Eg Eq

Therefore,

3/2 1/2
t 7 1
14 ) w0l < € (Z ) (Z ) (Z E—) (Zp@)
p>0 p >0 p>0 P q>0

by Cauchy-Schwarz. To conclude, it suffices to use (3.3.9) and (3.D.6) : the series
converge and we obtain the desired estimate (3.3.22).

Proof of Lemma 3.3.5. Let m = 4ng + 17 and let v € C°([0,T], B™) such that
dyu € C°([0,T], B™?). Denoting now

up = (uxp) Vi = HupoH%*O([O,T],BM) + HatupoH%JO([O,T],Bmﬂ)7 (3.D.8)
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we have
||U||200([0,T},Bm) + ||atu||200([o,T],Bm—2) = Z Vz < +00. (3.D.9)

p=>0

Applying Lemma 3.2.3 as above yields
B uglleogorm ey + By 2|0y lloogo ey < Cvp - (3.D.10)

for all s < m. By composing the expressions (3.D.3) and (3.D.2) for A and a, we
obtain

Ao =555 iy
p>0 g#p n#q
. ]_ — eiT(Eq_EP) 9 A2
=iy > ﬁ(%q) dyup Xp
p>0 g#p P 4
T(Ep—En) _ oir(Eq—En)

+i Z Z Z E,— E, ApqQqn 33% Xp

p>0 g#p n#gq
n#p

Now, remark that, by (3.1.24) and (3.D.1), we have for all p € N the identity
1+ o a”"
97p Ep =

Therefore we get, using the definition (3.3.3),
(A(T)a(T) +i0*)u = —iAgu

—q Z Z iT(Eq—Ep) aPQ) aQup Xp

p=>0 q#p

—HZZ Z (eiT(Eprn) . ezT(quEn)) ;pqaqg (92un X
p20 g#p n+#gq
n#p

and, integrating,

[ (4(5) v (5) s v [ At

. (a )2 ! 18 — g2
=—ZZZE+qqup B Ol (5) ds (3D.11)

t
HET Y e, [ (o ) )

p>0 g#p n#gq
n#p
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In order to estimate the right-hand side of this identity, we claim that, for all p € N,
p € Nand A\ # 0, we have

where C'r only depends on T" and v, is defined by (3.D.8). This claim is proved below.
As a consequence, we can estimate (3.D.11) as follows :

/Ot <A (5) “ (;—2 ) + iai) u(s)ds + /O t Aou(s)ds

2 (apq)2 1
p>0 g#p
|| gn] 1 1 o
+Ce? pa + vy,
;; T;q |Ep_Eq| |Ep_En| |Eq_En| E;lm_4)/2
n#p

E; (1+p)*
2 P
< Ce ZZﬁ p(m=5)/2 Yp

p>0 ¢>0 ~1 Lp

2 pl2 . plf2
gc{%um] (3.D.12)

t
iXs/e2 o2
X (Z)/ e O2ug(s, 2, y) ds —
o ! Co([0.T].BY) Al

Co([o,T],BY)

prot11/2 1
2 n n n
+Ce Z Z Z<1 - Q) 0(1 - n) OEzEno-i-? E(mf4)/2y”
p4 n

p>0 ¢>0 n>0

1 v 1 1 Uy,
SC&QZZ(qu)l:ﬁ‘ +CSQZZZ(1+192) (1+¢*)1+n

p>0 ¢>0 p>0 ¢>0 n>0

where we used Assumption 3.1.2, (3.D.4), (3.3.9) and recall that m = 4ny+17. Hence
we deduce (3.3.23) by using Cauchy-Schwarz and (3.D.9). It remains to prove the
claim.

Proof of the claim (3.D.12). Let

t
U<t7 z,y, Z) - XP(Z) / 6i>\5/€2 a§UQ(87 z, y) dS, (3D13)
0

for p e N, ¢ € N and A # 0. An integration by parts in (3.D.13) yields

52

t
ot .2) =i, ( | e 0. ds € 0t ,9) = B0, y>) .
Hence, by using (3.D.10), we obtain

2 EYV? 4 gl
[0llcoqo,r1,81) < CTW TR Yo
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where C only depends on 7T'. This concludes the proof of (3.D.12).
The proof of Lemma 3.3.5 is complete. O
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Modélisation du transport d’un gaz
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4.1 Introduction

4.1.1 The singular perturbation problem

In this paper, we study the behaviour of a quantum gas that evolves in a fine
slab. These confined electron gas are of great interest for the nanoelectronic industry
as the functioning of many nanoelectronic devices relies on the confined transport of
electron gas. Here, we are interested in monodimensional confinement, meaning that
the transport of charged particles remains typically bidimensional. This work is more
precisely devoted to the rigorous derivation of a dynamic two-dimensional quantum
model with space-charge effects describing the transport of electrons confined in a
fine slab, say of thickness .

Even if the transport of the electron gas seems typically bidimensional in our case,
the space-charge effects that have to be dealt with remain three dimensional. Our
starting model is thus the 3D Schrédinger-Poisson system. Given a small parameter
e > 0, which is the typical extension of the 2DEG in the z direction, the three
dimensional space variables are denoted by (z,z) € R? x R. The electron gas is
confined along the horizontal x directions and strongly confined along the vertical
z direction between the planes {z = 0} and {z = ¢}. The electron gas is therefore
subject to three different effects : both confinements, along the respective vertical z
direction and the horizontal x directions, and the self-consistent Poisson potential.
The choice of a scale between these three effects will be made clear later on.

In order to model both confinements, the first idea is to introduce, in the 3D
Schrodinger-Poisson system, two smooth confining exterior potentials at two different
scales.

— the horizontal confinement (in the z directions), is modeled by the potential
Vi(z) where V] is meant to be a real positive function that goes to infinity with
|z| (the assumptions on V; will be made precise later on).

— the vertical confinement (in the z direction) is modeled by a smooth potential
VE(z) of form VE(z) = £ V4(2) to which we add homogeneous Dirichlet condi-
tions on both planes {z = 0} and {z = £}. In that context, V5 is meant to be
a smooth positive function.

This leads us to use as a starting model the following dimensionless Schrodinger-
Poisson system (where a rescaling in the z direction has been performed) :

1
10,0 = (—A, + Vi(2)) U° + = (=02 +Va(2)) UF+ VoU° ¢ >0,(z,2) €Q (4.1.1)

Ue(t,2,0) = Ue(t,2,1) =0 t> 0,7 € R? (4.1.2)
U0, z,2) = VUg(z,2) (x,2) €Q (4.1.3)

—O2VE — 2N VE(t) = |VE()]? >0, (7, 2) €Q (4.1.4)
VE(t,z,0) =Ve(t,x,1) =0 t>0,r €R*  (4.1.5)
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The unknown is the pair (V¢, V¢) made of the electronic wave function W¢ and the
self-consistent potential V* that models the space-charge effects. The set €2 is the
dimensionless set that corresponds to the physical extension R? x (0,¢) of the gas :

Q:=R?*x (0,1).

The main modeling assumptions in this context are therefore the choice of a scale
between both confinement terms Vi(z) and % Va(2) (see subsection 4.1.2) as well
as precise assumptions on both functions V; and V5. Let us first give the following
assumptions on both potentials V; and V5.

Assumption 4.1.1. Both potentials Vi and V5 are € nonnegative functions. Mo-
reover, the longitudinal Vi potential satisfies

Vi(z) — oo. (4.1.6)

|z|—o0

Note that a smooth potential of the form V;i(z) = C|z|® for |z| > |zo|, with C' > 0,
s > 0, satisfies these assumptions. In particular, we keep in mind throughout the
paper the example of the harmonic potential V; = a?|z|? which fits these conditions.

For later functional analysis purposes, we shall assume a reinforced version of the
longitudinal confinement (in the z € R? directions). We will make them clear later
on (see Assumption 4.1.4).

This paper aims at exhibiting an asymptotic bidimensional system for equations
(4.1.1)-(4.1.5) as ¢ — 0. Let us now give short bibliographical notes. First of all,
confined quantum electron gas have been studied in a linear setting for a long time
and by several authors (see [12, 14, 16, 25] and references therein). Nonlinear pro-
blems linked to the confinement of an electron gas have been studied more recently.
Indeed, the approximation of the Schrodinger-Poisson system describing an electron
gas constraint in a plane was studied in |3, 21], and when the gas is confined along
a line in [2].

The problem of finding a hierarchy of asymptotic models for the transport of an
electron gas confined along a plane has been treated in [3]. In that paper, the authors
model the confinement on a plane with a 3D Schrédinger-Poisson system on the whole
space R? singularly perturbed with a confinement potential of form E%VC (f) The key
tools are a refined analysis of the Poisson nonlinearity and techniques based on the
projection upon the eigenmodes of the transverse Hamiltonian. The main difference
with our current problem here comes from the fact that the solution to the Poisson
equation is not of the same order whether the equation holds on the whole space R3
or on R? x (0,1). It indeed leads to two different range of densities : high densities
or densities of order 1 (see the further discussion).

In [13], the authors give an asymptotic model for the Schrédinger-Poisson system
describing a 3D electron gas confined on a plane and subject to a strong uniform
magnetic field in the plane of the gas. In that view, they use second order long-time
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averaging techniques in order to deal with the fast oscillations due to the magnetic
potential and a Sobolev scale adapted to the confinement operator.

When the nonlinearity depends locally on the density, (it is not the case of the
Poisson nonlinearity here), asymptotic model for confined Bose-Einstein condensates
are studied in [4, 1]. In [7], the authors present a model describing Bose-Einstein
condensation of trapped dipolar quantum gases. This model takes the form of a
time-dependent Schrédinger equation including a cubic nonlinearity and a non-local
nonlinarity under the form of a convolution of the density with a dipole-interaction
kernel.

4.1.2 From the physical problem to the singular perturbation
problem.

In order to make clear the choice of a scale between both confinements, let us de-
rive equations (4.1.1)-(4.1.5) from the Schrédinger-Poisson system written in physical
variables. This system reads :

h2
ihoy ¥ = —Q—A\Il +eVi(x)¥ 4+ Va(z)¥ 4+ V(x,2)¥ (4.1.7)
m

AV = £ |wp (4.1.8)
€o

where m is the effective mass, e the elementary charge of the electron and ¢, denotes
the electric permittivity of the material. Now, each dimensionless quantity used in
(4.1.1)-(4.1.5) is the associated physical quantity normalized by a typical scale as
follows :

VvV \Y \Y v
Evi= =2yl e (419)
z Vi V5 % VN

We now define two energy scales that will define the different scales of the three
main effects that are the horizontal confinement, the vertical confinement and the
self-consistent Poisson potential. The definition of these scales allows us to convey a
physical meaning to the dimensionless equations (4.1.1)-(4.1.5) and aposteriori justify
its expression. In that view, we define a strong energy ., ¢, which will correspond to
the energy of the vertical confinement (in z), and a transport energy Eiqpsp, Which
will be the typical energy of the longitudinal transport (in z) and the one of the
self-consistent effects.

We then define the small dimensionless parameter € as the following quotient :

Et 1/2
ransp
= = << 1. 4.1.10
) ( Eecony ) ( )
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We now come to the scaling assumptions. We first set to the scale F.,; the
vertical confinement potential V5 and the kinetic energy along 2z :

h2

_2'

Econf = 672 =

Then, we set to the scale Ey.nsp the horizontal confinement potential Vi, the
kinetic energy along the x = (x1, z5) directions, the self-consistent potential V¢, and
we choose a time-scale adapted to this energy :

2
Note that these choices of energy scales imply that e is also the ratio between the
transversal and longitudinal scales :

SR

Inserting the dimensionless quantities defined by (4.1.9) in the physical equations
(4.1.7) leads to :

Eecon E..
10,07 = AU — L 920° 4V (2) ¢ + "LV (2)T° + VU,

transp transp

Combined with the definition of the parameter ¢ given in (4.1.10), this provides
us with equation (4.1.1).
The same arguments give

e?z?

—2A,VE — B2V = Ne? |Te[2,

€0 Etransp

Therefore, in order to avoid a trivial formal limit of the Poisson equation, we choose
to work with high densities and set

N — EOEzltTSp 1
Tz €
This additional assumption allows us to derive the dimensionless equation (4.1.4)
from the physical equations.

Remark 4.1.2. Consider now the case, studied in [3] and [21] where the authors
study the transport of an electron gas that is strongly confined in the z direction.
In that case, we again choose two different energy scales : a strong energy that
correspond to the vertical confinement F,,; and a transport energy Fiyqnsp that is
the typical energy of both transport in the x directions and self-consistent effects.
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Therefore, starting with the adapted equation (4.1.7) :

h2
ihOy W = —2—A\I’+Vc(z)\IJ+V(X,z)\II (4.1.11)
m

AV = £ jwp, (4.1.12)
€0

and defining the same dimensionless quantities (4.1.9) and the same quotient (4.1.10),
let us define the following adapted energies.

h? — h? h
—— Eiransp = = = =z
o2mz?’ transp = €V t

2mz?
Combining with (4.1.11),(4.1.12), (4.1.9) and (4.1.10) still leads to the following
dimensionless Schrodinger-Poisson system :

Econf = GVC -

1
104" = —Agy" + 5 (=07 + Vel2)) ¢ + VU
2=2
— AV BV = NP |yE P
6(]E'transp

Here comes the main difference between what is usually called the "hard wall
potential case", where we add Dirichlet boundary condition in the z direction, and
the same system with no Dirichlet boundary conditions, usually called "soft wall
potential case". Indeed, in [3, 21, 13|, the authors choose in the soft wall potential
case to work with low densities and set

N = €0Et7“ansp.
e’z

The starting dimensionless soft wall potential 3D Schrédinger-Poisson confined
system studied in these papers therefore reads

1
O = A + 5 (<0 + Vil2) ¥ + VYT
— 2N, VE - 0?VE = glyf|A

4.1.3 Heuristic approach of the asymptotic model

In this section, we focus on the formal asymptotic model for the Schrédinger-
Poisson system with Dirichlet conditions (4.1.1)-(4.1.5). First of all, Equation (4.1.4)
allows us to expect the formal limit of the three-dimensional Poisson potential V¢ to
be the solution W (|1¢|?) of the following equation

—O*W(t,-) = |0 (t,)|?, t>0,(z,2) € (4.1.13)
W(t,z,0) =W(t,z,1) =0, t>02z¢cR% (4.1.14)
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In that case, W (]1)?|?) is explicit and reads, for ¢t > 0 and (z,2) € Q :

1
W (|5 |?)(t, x, 2) = / [2(1 = 2') — (2 — )] |5 (¢, 2, 2)|?d7.
0
Let us define the following kernel, in order to simplify notations
Vz,2' € (0,1), K(z,2/):=2(1-2") = (z —2)1u<,

then, W (|1)°]?) reads

W (|°)?) (¢, z, z)z/o K(z, 2)|We(t, x, 2)|?d2 . (4.1.15)

The first step of our work will therefore be to make precise the functional frame-
work for the convergence of (4.1.1)-(4.1.5) towards the following model in which the
former Poisson nonlinearity is replaced by its formal asymptotic W (|1)?|?) defined by
(4.1.13)-(4.1.14) and state such a convergence result.

Consider the following model in which the Poisson equation (4.1.4)-(4.1.5) is
replaced by its formal asymptotic (4.1.13)-(4.1.14). It will be referred to as the in-
termediate model in the sequel.

0 = Hy® + SH° + W([0[H)ys,  t>0,(z,2) €Q (4.1.16)
VE(t, x,0) = ¥°(t,x,1) =0, t>0, v € R% (4.1.17)

Here, H, and H, respectively denote the longitudinal Hamiltonian defined by :
H,:=—-A,+ Vi(x) (4.1.18)

with domain

D(H,) = {u € H*(R?), Vju € L*(R*)} (4.1.19)

and the transversal Hamiltonian defined by :
H, := —0? + V,(2) with homogeneous Dirichlet boundary conditions  (4.1.20)
and with domain

D(H,) := {u € L*(0,1), &2u € L*(0,1), u(0) = u(1) =0} = H* N Hy(0,1).
(4.1.21)
Thanks to Assumption 4.1.1, V5(z) is a smooth nonnegative function, and thus,
the operator H, has a discrete spectrum. In the sequel, the collection of its eigenvalues
is denoted by £, > 0 and their associated eigenfunctions, chosen so as to form a
Hilbertian basis of D(H,) are denoted by x,(z), as p runs in N. They satisfy, for any
index p,

H.xp, = (_83 + ‘/2(2)) Xp = LpXp-

134



The second step consists in studying the asymptotics of this intermediate model as
¢ goes to zero. The probably most natural approach is to first project the Schrédinger
equation (4.1.16) over the orthonormal basis (x,),>0. Its decomposition over (x,)p>0
reads

t x, Z Zws t xz Xp With %(f,x) = <¢5(t,l‘, ')Xp>

p>0
= /01 f(z)dz

Now, inserting this decomposition in the Schrédinger equation (4.1.16) and formally
projecting over the (x,),>0 basis leads to the following infinite system of coupled,
nonlinear Schrodinger equations

where we used the notation

y S 3 E & €
0, = Hatly + 305+ DWW (1D voxal*)xaxs)- (4.1.22)
>0 >0
In view of (4.1.22), 0y)$ has size O(1/€?). For this reason, it seems natural to

filter out the time oscillations induced by the %w; term. Therefore, let ¢ be defined
as the filtered 9 :

Gp(t ) = exp(it By /)Y (1, o).
The ¢p’s then satisfy the filtered system :

10005 = Hots + > e 2 (WY e =60 x [P xoxp) 5. (4.1.23)

s>0 q>0

However, according to definition (4.1.15), we have :

WS e, ) = (zz == gmq)

>0 >0 r>0

= 3 SRz xexge 65 (4.1.24)

q>0 r>0

Finally, combining (4.1.23) with (4.1.24) allows us to conclude under nice regularity
assumptions, and provided the series at hand in (4.1.24) converge, that the ¢7 satisfy
the following infinite system

Vp >0, 0= Hotl+ D D D e BB BB E GG ge(41.95)

$>0 ¢>0 r>0

0p(0,2) = thop = (Yo(2;-)xp) (4.1.26)

where
1 1
Vp,q,r, 8 >0, qpgrs ::/ / K(z, 2" ) xr(2")xq(2)xs(2)xp(2)d2dz". (4.1.27)
o Jo
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Now that each 9,¢5 is of order O(1), notice that the infinite system of coupled
nonlinear Schrodinger equation satisfied by the ¢5’s (p € N) is of form :

o = Auf + B(t/e* uf), (4.1.28)

where the nonlinearity B happens to have some kind of periodicity in time due to the
oscillatory e(ErtEa—Er—Es)/e* factor. More precisely, as we will see in the following
parts, the nonlinearity is almost periodic in time.

It now becomes quite tempting to average in time Equation (4.1.23) or, equiva-
lently the toy model (4.1.28). Here, we use a key tool developed in [1], adapted from
the well detailed work on the ODE’s in 23] and from Schochet’s work [24]. Assume
that the function B(7,u) entering in (4.1.28) possesses some ergodicity in time, i.e
that one can define, in a functional framework we have to make precise later, the
limit

1 /7
Buy(u) = TE»TOO T/o B(r,u)dr.
Then, the toy-system (4.1.28) converges, as £ goes to zero towards the following limit
system :

Oyu = Au + B, (u). (4.1.29)

For these reasons, and despite the differential system satisfied by the ¢’s is
infinite, we can expect the ¢7’s solving (4.1.23) to converge at least formally towards
the solution of the following infinite averaged system :

Z'atgbp = ngbp + Z Z Zap,q,r,sqbraq(?sy t >0, (1', Z) € (4130)
(Q7T78)6AP
¢p(0>x) = (%(% ')Xp>> S R? (4.1.31)
where
Vp >0, A, = {(q,r,s) €N’ E,+ E,=E, + E} (4.1.32)

This paper therefore aims at rigorously proving the convergence towards (4.1.30)
in an appropriate framework.

Remark 4.1.3. Re-consider now the case where no Dirichlet conditions are imposed,
referred to as the "soft wall potential case", in Remark (4.1.2) and where the Poisson
equation is given upon the whole space R? by :

1 1
(—Aw — —283) Ve = Z[f?, (x,2) € R
£ £

Its solution V¢ can be written with a convolution as
1
Ve = * [¢F]2.
A/ |x|? + €222
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The asymptotic of the Poisson potential is thus given by :

1 1
VE(t,x, 2) ~ m * |5 (t,x, 2)|? = m g (/R [e (¢, -, z’)dz'|2)
(the reader can refer to [13] for more information). Therefore, in the "soft wall po-
tential case", the asymptotic of the Poisson potential does not depend on z. Note
that, on the contrary, in our "hard wall potential case" the nonlinearity W (|°]?)
defined by (4.1.15) obviously depends on z. This dependence in z is crucial as it
radically changes the nature of the analysis at hand in our work. Indeed, it induces
fast oscillating in time terms that will not be dealt with as easily as previously.

4.1.4 Statement of the main results and sketch of the proof

Let us add the following technical assumptions on the longitudinal confinement
potential V;(z) :

Assumption 4.1.4.

0*V;
Vo € N2, ax; (z) = O (Vi(z)) as |z| — oo
M, >0, Vi(z) =0 (|Jz|") as|z] — o0
: V. Vi(2)| .y
M, >0, ———=0 @ .
x>0, .02) <|x| ) as |x| — oo

Note that these assumptions are purely technical helps in order to carry out a
functional analysis, inspired by [1], that will help us identifying the Sobolev spaces
well-adapted to our operators H, and H..

Theorem 4.1.5. Convergence towards the asymptotic model.
Under Assumption 4.1.1 and Assumption 4.1.4, fix € > 0 and consider a function

Yo(z, 2) in
X = {ue H* Q)N Hy(Q), Viu e L*(Q)} (4.1.33)

equipped with the norm :
lull% = llullzr@) + IViulzag) (4.1.34)

Then, there exists T > 0 depending only on ||[1o||x such that the following holds.
— The initial Schrodinger-Poisson system (4.1.1)-(4.1.5) with initial datum
possess a unique solution denoted by (=, V*), that is bounded in C([0,T],X)
uniformly in €.

— The asymptotic system (4.1.30)-(4.1.31) with initial datum vy admits a unique

solution denoted by the set of functions (¢,),>0 € C ([0,1], D(H,)) where D(H,)
is defined by (4.1.19).

137



— If Y and (¢p),>0 denote the respective solutions to (4.1.1)-(4.1.5) and (4.1.30)-
(4.1.31), then the following convergence holds :

— 0. (4.1.35)

e—0
C([0,77,X)

Vet a, 2) — Z Pt x)eiitEp/EQXp(z)

p=>0

Sketch of the proof. The present paper is devoted to rigorously proving the
convergence of (4.1.1)-(4.1.5) towards (4.1.30)-(4.1.31) with given initial data, in
three steps. As a first step, we follow the ideas already used in [2] in the case of
a Schrodinger-Poisson equation with a confinement potential that models the 2 di-
mensional confinement in a nanowire, and in [13] in the case of a strongly confined
bidimensional electron gas under a strong magnetic field. The first key tool is a
refined analysis of the rescaled Poisson potential, defined in (4.1.4),(4.1.5) and its
asymptotics. First, we prove tame estimates for both nonlinearities V¢ and W res-
pectively defined by (4.1.4)-(4.1.5) and (4.1.13)-(4.1.14). These estimates allow us to
study the well-posedness and regularity of solutions to both initial (4.1.1)-(4.1.5) and
intermediate (4.1.16),(4.1.17),(4.1.13),(4.1.14) models (see 4.2.4). Then, we rewrite
(4.1.1) as a perturbation of (4.1.16) by re-writing V*(¢, z, z) as a perturbation of W
and estimating the remainder V* — W as € goes to zero.

As a second step, we prove the convergence of the solution of the intermediate sys-
tem towards the function » dpe”tFr/= . where the (¢,)p>0 solve (4.1.30)-(4.1.31).
The difficulty of making the heuristic arguments rigorous is twofold. First, it requires
to decompose )¢ over the x,’s and therefore to write down series expansion of form
>, asin (4.1.23),(4.1.24) or (4.1.25). However, it happens to be very difficult to
control the convergence of these series expansions, even when nice estimates on the
Yy’s are at hand. This is due to the lack of information on the behavior of the term
(W (|5 1*)xr, xp) for large values of p and r. Secondly, independently of the Schro-
dinger equation, when proving the convergence of systems of form (4.1.28) towards
(4.1.29), one usually needs small denominator estimates which turn out to be very
difficult to handle with in the present context. Here, in order to avoid having to deal
with small denominator estimates, we follow the same lines as is done in [1] in the
case of a general nonlinear Schrodinger equation with a nonlinearity of form F'(u)
where F'is a C* function. To sum up, the first idea is to filter out the time-oscillations
in (4.1.16) by defining

O (t, @, 2) = M/ YE(t x, 2). (4.1.36)

It now satisfies
i0,6° = H,¢° + eitHz/52V (|e—itHz/€2¢€|2> e—itHz/52¢a. (4137)
Then, introducing the nonlinearity

>0 G(r,u) =W (|le” ™)) e T e, (4.1.38)
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equation (4.1.37) can therefore be approached, thanks to the first step by
t
007 = H.o" + G, 6°) (4.1.39)

which is of form (4.1.28). The key point is therefore to define a functional framework,
say a functional space Z such that if u € Z, then the to-be-averaged function G(7, u)
is almost-periodic in time with values in Z. This roughly means that G(7,u) has
comptably many frequencies in T, which in fact translates the fact that H, has a
discrete spectrum. Indeed, the only oscillation terms that appear in the definition of
G(7,u) are due to the propagator e*7=. The important fact about almost-periodic
functions is that they possess a well-defined long time average, and the formula

Gav(u _hm—/GTu

makes sence in appropriate functionnal spaces. Section 4.3 is therefore devoted to
the time-averaging of equation (4.1.39). In order to carry out the time-averaging
procedure, we prove that we are dealing with almost-periodic nonlinearities (hence
the possibility of defining long-time averages), with values in good Sobolev spaces
(spaces that are adapted to our operators and allow us to carry out the nonlinear
analysis). These spaces are defined in subsection 4.2.1, and the properties of almost
periodicity of our nonlinearities are proved in Proposition 4.3.4. The time-averaging
process leads to the convergence Proposition 4.3.6. In this proposition, we prove
the convergence result (4.1.35) for an initial datum that lies in a regularized space
denoted by Y.

As a third step, section 4.4 is devoted to gathering the results of both first and
second step. In this section, we therefore state a convergence result in X of the
initial system towards the limit one in Proposition 4.4.1 with an initial datum in the
regularized space Y. The second part of section 4.4 therefore consists in a regularizing
procedure that finally ends the proof of the main theorem.

4.2 Approximation by the intermediate system

In this section, we focus our study on the first step, which is the convergence of
the initial system (4.1.1)-(4.1.5) towards the intermediate system (4.1.16)(4.1.17)-
(4.1.13)-(4.1.14). We first introduce a functional framework that is well-adapted to
the operators H, and H, in order to deal with both nonlinearities V*(|¢|?) and
W (|1¢]?) defined by (4.1.4)-(4.1.5) and (4.1.13)(4.1.14) respectively. Then, Lemma
4.2 .4 states regularity results for a general equation that allow us to prove tame esti-
mates on both nonlinearities in Corollary 4.2.5. Finally, Proposition 4.2.6 proves the
convergence of the initial system (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5) towards the interme-
diate system (4.1.16)-(4.1.17).
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4.2.1 Preliminaries : the functional framework

In this section, we identify the Sobolev spaces adapted to the operators H, and
H,. More specifically, we identify the norm

lull% ~ lullZs @) + 1 Houllz2 () + | Heullz )

whenever u is smooth enough.
Moreover, we also define a regularization space that we denote Y, and, in that
view, we also identify the norm

llly = Il Zao) + | Houlli + 1 HE*2ul|Z2q)

where o € R, such that 0 < a < %
The identification of both norms ||u||y and ||u||y may be technically delicate, yet,

it is absolutely crucial in our work. Indeed, the only uniform-in-¢ bound at hand on
Y°, solution to (4.1.1)-(4.1.5) reads :

1 320y + I By + I a0y = O(1)

on some non-trivial time interval [0, ¢] whenever the initial datum belongs to X. All
other energy estimates, (obtained by simply applying the operators 9, V,, Vi (z) or
Va(z) to equation (4.1.1)-(4.1.5) and integrating by part) give rise to commutators,
hence diverging factors of order (‘)(6%) due to the term E%HZ. Therefore, as they only
give access to bounds of order O(%), they are barely useless here.

In order to identify these spaces, we refer the reader to the work done in [1]. In
this paper, the authors identify the Sobolev scale adapted to their own operators
that are —A, + Vi(z) with domain {u € L*(R?), —A,u € L*(R?), Viju € L*(R?)},
and —0? + V, with domain {u € L*[R), d*u € L*({R), Vou € L*(R)}. The only
difference with our situation is therefore the fact that the transverse operator acts
on L*(R), instead of L?*(0,1) with boundary Dirichlet conditions. The key tool they
use is the Weyl-Hormander calculus, and, following the same arguments, we can state
the following lemma :

Lemma 4.2.1. [Equivalence of norms]
For all u € X, where (X, [[||lx) is defined in (4.1.33)-(4.1.34), if u = 3 upx, with

up(z) == fol u(x, z)xp(2)dz, the following equivalence holds :

[ull% ~ [ull72g) + 1 Hotll720) + 1 Houll 720 (4.2.1)
=3 (1 + ED)lupll 2@y + | Het] 32 (- (4.2.2)
p=>0

1
Moreover, fir 0 < a < 5 and define

Yoo {u e HY(Q), Houe X, 0% € 12()
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then, for allu €'Y, if u = Y u,x, with u,(z) = fol u(z, z)xp(2)dz, then the following

p=>0
equivalence holds :
[ully = lullZe) + [ Houll% + [ HIu) 22 (4.2.3)
= 3+ B2l ey + I Hollh (12.)
p>0
~ ||U||§{2(Q) + ||A$u|]§{2(m + H‘/IQUH%?(Q) + Z E§+a||up||2L2(Rz) (4.2.5)
p=>0
~ ||U||%12+a(9) + || Hyul )% (4.2.6)

Proof. This lemma can be proved by combining Proposition 2.5 in [1] in order to
prove the following equivalence :

H,u € L*(Q) if and only if ||u||§{2(9) + ||V1u||%2(9)

and the following result that can be found in [17] or [18] :

1
if0<a<s, (v € Hy(Q) and HI**Pu € L2(Q)) <= D~ E7 (|up||72(m2) < 0.

p>0
]

Lemma 4.2.2. [Properties of the Sobolev spaces X and Y]
For any fired 0 < a < %, X and Y are continuously injected in L>(§2). Moreover, X
and Y are algebras, and the embedding Yy C X is compact.

Proof. The fact that X and Y are continuously injected in L*(£2) readily comes
from the fact that they are continuously embedded in H?(f2) that is continuously
embedded in L>(€2).

Secondly, it is clear that H%(Q) N H(Q) is an algebra. Therefore, X clearly is an
algebra too according to definition (4.1.33). As far as Y is concerned, take u,v € Y,
then, uwv € H*(Q) N HY(Q), VEuv € L*(Q) since Viu € L*(Q) and Y C L>®(Q) with
continuous embedding. The same arguments allows us to prove that, if

uv = Z(uv)pxp, with (uv), = /0 u(z, z)v(z, 2)xp(2)dz

p=0

then,

> Eyell(uo)plfage < lullie Y By ellvplzags)

p=>0 p>0
< Clluliglivlly.
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In order to prove that uv € Y, we need to prove that A,(uv) € Y. In that view, let
us write

Az (uwv) = (Azu)v + u(Aw) + 2 Veu - Vo
However, A,u € H*(Q) and v € H?(Q), therefore,
(Asuyo € H2Q) and [[(Ayu)ollseqe < [l o]l
Similarly, u(A,v) € H?*(2). Finally, as uv € Y, then
V., Vov € H*(Q) and ||V, u - V,;UH%,Z(Q) < 2||ull3lv]3-
Consequently,
Ag(wv) € H*(Q), |8z (w0)l|r2() < Cllullyllv]ly

where C' > 0 does not depend on u or v. To conclude, the spaces X and Y are both
algebras and we have :

Vu,v € X ||uv|lx < Cllullx|[v]|x
Vu,v €Y, [luv|ly < Cllullyllv]ly

where C' > 0 does not depend on u and v.

Finally, we clearly have the embedding Y C X. Its compactness is due to the fact
that the embedding H*™(Q) N Hi () € H*(Q) N HY(Q) is locally compact since
2 < 2+ o < 2 together with the fact that V;(z) goes to infinity at infinity.

O
We end this section by the following lemma :

Lemma 4.2.3.
Vu €Y, |[Vaullx < Cllullxully.
Proof. In order to prove this estimate, let us consider u € Y. Then,
IVaully < 1 2ully = (| Hy ?ull o) + 117 2ullZaq) + 1 HHy Pullfog). (4.2.7)
However,
||H;/2u||%2(ﬂ) = (Hxl/zua H:}:/2U>L2(Q) = |<HmU7U>L2(Q)|
< [ Houl 2oy [ull 2() < Cllull,

HHE/ZUH%%Q) = (Hi’/Qu, H2/2u>L2(Q) = |<H£u7 Hx“)LQ(Q)‘
< [ Hzull 2| Houll 2oy < Jlullyllullx
and, finally, using the fact that both operators H, and H, commute, we get :
| HHYul320) = (H.Hy*u, H.Hy*u) 12 (0) = |(Hy Hou, Hou) o)
< [ H. Hyul| 2o [ Hzull 2 ) < ullyllullx

which, combined with (4.2.7) allows us to conclude. O
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4.2.2 A priori estimates

In this subsection, we state a priori estimates on both nonlinearities V* and W
defined in (4.1.4)-(4.1.5) and (4.1.13)-(4.1.14) respectively. In that view, we state the
following regularity result.

Lemma 4.2.4. Consider any real number ¢ € [0,1], any function f € X. Then, the
following system

—0%uf — At = f (x,2) € Q, (4.2.8)
u®(z,0) =u(z,1) =0 T € R (4.2.9)
admits a unique solution u® and the following holds :
[u]loc < Cf -, (4.2.10)
1026l < O fllx- (4.2.11)

To be more readable, the proof of this lemma is postponed to Appendix (4.A).

Corollary 4.2.5. Let € € [0, 1], and define the nonlinearity F*(u) as either V¢(|ul?)
or W(|u|?). Then, the following holds :

Vu € X, ||F*(u)|x < Clul (4.2.12)

Vu € X, ||F(u)ul|x < C’Hqu’C (4.2.13)

Yu,v € X, | F*(w)u — F*(v)v]lx < C (Jlullx + [[0]1%) v = vllx- (4.2.14)

Moreover :

Vu ey, [W(lul)lly < Cllullyllullx (4.2.15)

Vu,v € Y, |W(uw)lly < Cllullyllv]ly (4.2.16)

vu ey, W (lu*)ully < Cllullillully (4.2.17)

Vu,v € Y, [W(lul)u = W(lol)olly < C ([[ullf + [[0ll) llu—vlly. (4.2.18)

Proof of Corollary 4.2.5 In order to prove the first part of Corollary 4.2.5, we fix
e >0, u € X, and we apply Lemma 4.2.4 to the nonlinearity F*(u). Indeed, V(|u|?)
and W (|u|?) solve the system (4.2.8)-(4.2.9) for f = u, ¢ = 1 and € = 0 respectively.
We therefore get :

1= (@)lx < Clllulllx < Cllullx

and
1F* (u)ullx < Cllull3;

where we used the fact that X is an algebra. Estimates (4.2.12) and (4.2.13) are

proved.
As far as the estimate (4.2.14) is concerned, first note that, if u,v € X,

Ff(u)u — F*(v)v = (F*(u) — F*(v)) u+ F*(v)(v — u). (4.2.19)
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Moreover, F€(u) — F¢(v) readily satisfies the following system :
— 02 (F(u) = F*(v)) = €A (F*(u) = F*(v)) = |uf* = [o]?,
(F*(u) = F=(v)) (2,0) = (F*(u) = F*(v)) (,1) = 0
Therefore, applying Lemma 4.2.4 yields :
172 () = F=(0)[lc < Cllul® = [o*llac < Cll(ful + o) (Ju] = o)l
< C (lullx +llvllx) lu = vl (4.2.20)

Combining (4.2.19) and (4.2.20) with (4.2.12) finally provides us with estimate (4.2.14).
In order to prove the second part of the corollary, let us consider u € Y. We have

already proved that
W (Jul*)ullx < Cllull- (4.2.21)

Applying operator H, to equation (4.1.13)-(4.1.14) gives :
— OZH, (W ([ul?)) = Ho(Juf?),  (z,2) € Q
H, (W (|u*)) (2,0) = H, (W(|u]*)) (z,1) =0
Therefore, applying Lemma 4.2.4 gives :
[H(W (Jul*)) [l < ClH(ul*)[lx < Cllullyllullx (4.2.22)
where we finally used Lemma 4.2.3. Now, note that
H.(W(Jul?)) = =02W (Jul?) + VaW ([ul*) = |uf® + VoW (Juf?) € X.
Moreover, we readily have :
12 (W ([ul)) 2@ < 1H: (W(Jjul)) [l
which, applying the estimate (4.2.11) of Lemma 4.2.4 leads to :
122 (W ([ul*)) z20) < CIW ([ul)[[x + ClI0Z (W ([ul?)) [lx < Cllullz.  (4.2.23)
Now, define
W (Jul*)p(x) = (W (Ju*) (2, )xp),
definition (4.2.4) gives :
LW (a1 F20) = D B2 W (Jul)pl 72w

p=>0

1/2 1/2
< (ZE;HW(‘UP)I)H%Q(Q)) X (Z Eﬁ"‘IIW(WIz)plﬁzm))

p=0 p=0

1/2
< N HZ (W ([ul*) |2 () x <Z EEHW(IUIQ)pHiz(Q))

p>0

< Cllull 3l H (W ([uf*)) |20y < Clullx
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where we used (4.2.23), the fact that o < 1/2 and that E, is increasing and goes to
infinity with p. Finally :

L2 (W ([ul) 220y < Cllull (4.2.24)

Combining (4.2.21) with (4.2.22) and (4.2.24) finally provides us with the follo-
wing tame estimate, according to (4.2.3) :

vu ey, [W(lu)lly < Cllullylullx

where C' > 0 does not depend on u. Following the exact same lines, (4.2.16) can also
easily be proved. Now, let us consider any function u € Y and prove estimate (4.2.17)
thanks to the equivalence (4.2.6). First, we know that :

W (lu*yullrzea @) < W (ul) 2o @llull @) + ez o W (ul*) | @
< W () lylleelloc + [l () |0

where we used the continuous embeddings X C L>(Q) and Y C H*™*(Q). Applying
(4.2.15) and (4.2.12) gives :

W (jul*)ull e @) < Clullxlluly. (4.2.25)
As far as the norm H, (W (|u|*)u) is concerned, we readily have :
Hy (W (jul)a) = Hy (W(Juf®) 0~ W(ul2)Asu — 29, (W) - Vou. (42:26)
However, since X is an algebra,

1 (W (Jul®)) ullx < Cl[Hy (W(Jul*)) lc]ullx
< Cllullyllullx (4.2.27)

where we used (4.2.17) and the equivalence (4.2.6).
Moreover,

W (lul*) Agullac < CIW (Jul) [l gl x
< Cllullyllul% (4.2.28)
where we used (4.2.12), and the equivalence (4.2.6). Finally,

Vo (W(ul?) - Vou =30 (W(|ul*) u+ W(|u|*)du. (4.2.29)

i=1
Fix i € {1,2}, we readily have
0 (W (Jul*) =W (9i(|ul*))
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and, applying Lemma 4.2.4 with f = 9;(Ju|?) and € = 0 yields
W (0i(lu®) llx < CllOu(Jul) -

Therefore, combined with (4.2.29), this leads to
2 2
IV (W(ul®)) - Vaull, < C Y 10:(ul) lxlldullc < €Y 0ulzllullc. (4.2.30)
i=1 i=1

Applying Lemma 4.2.3, combined with (4.2.30) allows us to conclude that
19, (W () - Vol < Cluliully (1231)
Finally, combining (4.2.31) with (4.2.26), (4.2.27) and (4.2.28) yields
[ (W ([u*)u) [l < Cllullilully,

which, combined with (4.2.25) and the equivalence (4.2.6) concludes the proof of
(4.2.17). Estimates (4.2.15) and (4.2.17) are now proved. As far as (4.2.18) is concer-
ned, we write :

W(Jul*)u =W (o )v = (W([ul*) = W([o]*) u+ W ([o]*)(u - v).
Then, as Y is an algebra, then
W (Jul*)u = W (Jo*)olly < [IW(Jul*) = W (o) yllelly + W (0P ylle = vlly

< W ((Jul + [oD)[u = ol) lyllully + W (o) lyllw = vlly
< Cllfu] + olllyllw = vllyllully + Cllvllxlollylle = vlly

where we used (4.2.16) and (4.2.15). Therefore, we get
W (lu*)u = W (o )olly < C (lully + [v]5) = vlly

which ends the proof of (4.2.18) O

Now that we have obtained a priori estimates on both V¢ and W nonlinearities, we
focus on the existence and uniqueness results for both initial (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-
(4.1.5) and intermediate system (4.1.16)-(4.1.17)-(4.1.13)-(4.1.14).

4.2.3 Convergence towards the intermediate system

Proposition 4.2.6. Let ¢ > 0 be fized and consider two initial data vy € X and
o € Z where Z denotes either X orY. .

Then, there exists a common Ty > 0 depending only on ||v||x and ||vo||x such
that both initial Schrodinger-Poisson system (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5) with ini-
tial datum vy and intermediate system (4.1.16)-(4.1.17)-(4.1.13)-(4.1.14) with initial
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datum % possess unique solutions respectively denoted by ¢ € C([0,7],X) and
e € ([0, Tyl, 2).

Moreover, there exists a common bound M > 0 depending only on ||1]x and
|0z such that

sup <||¢€||e((o,To),x), ||¢8||e((07:rb),2)> <M (4.2.32)

0<e<

Besides, if% €Y, then, the following holds :

vt € [0, Ty, )

Ye(t, ) —vaf(t,-)Hx <C (Hwo —%Hﬁg?) (4.2.33)
where C' > 0 does not depend on €.

Remark 4.2.7. Note that this proposition asserts that there is a common non-trivial
time interval, such that all the solutions to

i0° = Hyy + e 2 Hoy® + W ([ [?) 9
with initial datum % and homogeneous Dirichlet boundary conditions and
0" = Hoyp® + e 2 H )" + V(|9 *)y?

with 1)y as initial datum and homogeneous Dirichlet boundary conditions exist on
the same time interval [0,T,] when e fluctuates. Of course, each maximal times of
existence 7T, and T associated to each solutions v¢° and ¢€ for each fixed € a priori
depend on e. The point of this proposition is that g(f) (T, 1. 2) > To.

Proof of Proposition 4.2.6 As a first step, let us prove the existence and unique-
ness of solutions ¢° (respectively ¢<) to (4.1.1)-(4.1.5) (respectively (4.1.14)-(4.1.16))
on time intervals [0,7%) (respectively [0,7.)) In that view, we define the following
problem, in which

F€(uf) denotes either Ve(|uf|?) or W (|uf]?),

1
10t = Hyu® + 5 Hou® + FE(uf)u® >0, (z,2) € Q (4.2.34)
£
u(t,z,0) = u(t,z,1) =0, t>0, xR (4.2.35)
u?(0,2,2) =up, (x,2) €. (4.2.36)

Of course, we look for a solution u® of this Cauchy problem as a solution to the
following fixed point equation given by the Duhamel formula :

t
ut(t, x, 2) = e Mg (x, 2) — z/ e U= 2 ()l (s, 22, 2) ds (4.2.37)
0
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where H® := H, + E%HZ. In order to state the existence of a unique solution in X or
Y on a time interval [0, 7] to this fixed point equation, we use the tame estimates
(4.2.14) and (4.2.18) stated in Lemma 4.2.5.

Even more, if t > 0 is fixed and if u,v € €([0, ), X), thanks to the fact that e
is unitary in X (as H, and H, commute with H¢), the following Lipschitz estimate
holds true :

/ e~ =9 [P () u(s) — F=(v)u(s)] ds
0 x

<tx sup, [F=(uw)u(s) — F*(v)v(s)|lx
s€(0,t

<txC (HUH%([o,t],x) + HUH%([o,t],x)) lw = vlleqo,0,%):

where we used the tame estimate (4.2.14) at hand on F*<(uf). Similarly, we prove
thanks to the tame estimate (4.2.18) at hand for W (|uf|?) that, for all u,v €

€([0,2),49),

H/o e I W (Jul?)u(s) — W ([vl*)u(s)] ds y

<txC (HUHQG([O,t],‘d) + ”UHQG([O,t],‘A)) lw —vlleqo,g,9)-

With these ingredients at hand, it is easy (see e.g [9]) to deduce that for any € > 0,
there exists a possibly small time 7. > 0, and a unique solution u¢ € €([0, %], X)
to the integral equation (4.2.37), and this solution incidently provides the unique
solution to the nonlinear Schrédinger system (4.2.34)-(4.2.35)-(4.2.36). We similarly
prove the existence and uniqueness on a possibly small time interval [0,7;] of a
solution u® € C([0,7%],Y) to the system (4.2.34)-(4.2.35)-(4.2.36) where uy € Y and
F#(u®) = W(Ju®|?). This task is let to the reader.

Let us now prove that there is a common lower bound T for all these T} as e
fluctuates, i.e T. > Tpy, for any € > 0. If u® is the solution of the integral equation
given by the Duhamel formula (4.2.37) with initial datum uo € X, then :

t
s (8) 1 < [luollx + / |2 () (5) | ds
t
< uollx + C / lu(s) [3ds (4.2.38)
0

where we applied (4.2.13). Hence, we get

[ leqo..2 < Nluollac + CH|u (1B 0.7,

Therefore, thanks to a bootstrap argument (see e.g lemma 5.5 in [7]), we prove the
existence of such a Tp, and we obtain :

vt € (0,Ty), lus(t,)lx < Clluollx (4.2.39)
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where C' > 0 does not depend on ¢.

In the case where uy € Y and F*(u®) = W(|u|*), the previous work ensures
the existence of T > 0 depending only on ||ug||x such that (4.2.39) holds true. Let
t € (0,Tp) be fixed. Using the Duhamel formula (4.2.37), the tame estimate (4.2.17)
at hand on W (|u|*)u in Y and (4.2.39) leads to

t t
[ @)y < lluolly + C/O [ () 11w () llydds < [luolly + CHUoII%c/O [u”(s)[[yds.

The Gronwall lemma allows us to conclude that there exists an common existence
time T} < T} that only depends on |Jug||x and that,

vt € (0,7h), [lu(t,-)lly < Clluolly

where C' does not depend on e. Both estimates therefore also provide us with a
common bound M > 0 that only depends on ||¢g||x and ||1|ly and end the proof of
(4.2.32).

In order to prove the convergence result (4.2.33), we set ¢y € X and vao €Y.
Consider the initial Schrédinger-Poisson system(4.1.1)-(4.1.5) and the intermediate

system (4.1.14)-(4.1.16), with initial datum 1)y and 1)y respectively. We have already
proved the existence of a common existence time T depending only on |[1g]|x and

||1A/)a||x as well as the existence and uniqueness of their respective solutions denoted
by ¢ € €([0, 75, X) and ¢= € €([0, Tp], ).

The difference w*® := 1)°—1)° satisfies the following equation : for t € (0, Tp), (z, z) €
Q

0" = HEwr 4 V(WP — V() + (VP — W) ) o,
w (0,7, 2) = o(x, 2) — tolx, 2), (x,2) € .
The Duhamel formula reads :
m@:aWﬁ%—%ywéeﬂﬂm@ﬂwmw—W@Wﬂa®+f@m

where
F2(s) = (VAFR) = W) v

Since e~ is unitary on X (thanks to the fact that H, and H, commute with H¢)
and (X, || [|x) is an algebra, then we have :

— t o t
Hﬁ®h§WrmeCAHWWWW“WWMWWM%+AHﬂMh%

< [lo — ol + CM2/O llw(8) [l ds + /O 15(8)llc s (4.2.40)
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where we used (4.2.14) and the uniform bound M given by (4.2.32).

In order to estimate || f¢(s)||x, we write
1F5() e < IVE(P)(s) — W ([19]2) () el = (5) o (4.2.41)
Note that v=([¢|2) := VE(|¢<|?)(s) — W(|¢<|?)(s) satisfies
20 (|07 ?) = 28,05 ([0 ?) = AW (| ?), t € (0,Ty), (x,2) €Q  (4.2.42)
([0 )t m,0) = o (JUe D) (¢, 2,1) = 0, t € (0,Tp), z € R (4.2.43)

and therefore, applying Lemma 4.2.4 to the equation (4.2.42)-(4.2.43) gives, for all
te (0, To) .

[0 (1= 2) (1) || < A ([ 2)(E) [l < C2W ([42]2) (1) |y
< Ce2||e(t)|3 < OM2e? (4.2.44)

where we used (4.2.15) and the uniform bound M given by (4.2.32). Finally, combi-
ning (4.2.40) with (4.2.41), (4.2.44) and (4.2.32) leads to :

. t
o ()l < o = Yollx + Ce* + C [ [Jw®(s)|lxds
0

which, thanks to the Gronwall Lemma concludes the proof of (4.2.33).

4.3 Time averaging of the intermediate system

In this section, we focus on the intermediate system (4.1.16),(4.1.17). In order to
filter out the time-oscillations, we denote by ¢° the filtered wave function defined in
(4.1.36), which solves equation (4.1.39) :

06°(1) = Ho°(1) + G (;—2,¢e<t>) L a0 e
¢ (t,2,0) = ¢°(t,x,1) = 0, t>0,z€R?
¢°(0,,2) = Yo(x, 2), (x,2) € Q,

where we recall that the nonlinearity denoted by G is defined by (4.1.38) :
T G(1,u) = W (e T ey P e Ay,

In this section, we aim at stating almost-periodicity properties for the nonlinearity G.
In that view, let us first recall various known facts about almost-periodic functions
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(in time) with values in Z (in space) that will be generally denoted as ©(7). The key
fact is the existence of their long-time averaging

1 /7
Oup := TLHEOO?/O O(r)dr,
and the point is, no small divisor estimate is needed to define these long-time ave-
rages, as recalled in Proposition 4.3.3. Then, Proposition 4.3.4 states several key
facts about the nonlinearity G, in particular, we state some tame estimates on GG
(see (4.3.1) and (4.3.2)) and we prove that G is almost periodic in time with values
in Z (see point (i) ) and therefore has a long-time average G, (see (4.3.3)) which
we also compute (see (4.3.4)). It also allows to prove that G,, inherits the tame
estimates at hand for G (see (4.3.5) and (4.3.6)).

This proposition therefore allows us to state existence, uniqueness and regularity
results for both intermediate and averaged systems in Corollary 4.3.5. Finally, Pro-
position 4.3.6 states the convergence of the filtered intermediate model towards the
limit model in X with additional Y regularity assumptions on the initial datum. This
point will be solved in the next section thanks to a regularization procedure.

Let us begin with the following definition, borrowed from [1] and [20].

Definition 4.3.1. Let Z denote either X orY. A function © : 7 € R — O(1), with
O € C(R, 2) is said to be almost-periodic, and we note © € AP(R, Z), whenever the
set of translates

{r—O(r+h), he R}

has compact closure in the norm L>®(R, Z).

This definition using the precompactness criterion is usually referred to as Boch-
ner’s criterion for almost-periodicity. It is proved in [20] and in any textbook about
almost-periodic functions, and recalled in [1] that this definition is equivalent to a
criterion based on the approximation by trigonometric polynomials.

Proposition 4.3.2. Equivalently, © € AP(R,2) if and only if ©(7) is the strong
limit of trigonometric polynomials, i.e for any o > 0, there exists a trigonometric
polynomial

N5
Q°(r) := Z On5€ 07 such that sgﬂg 19(1) — ©°(1) ||z < 6,
n=1 T

where the 0, 5’s belong to Z, the A\, s5’s belong to R and Nj is some finite integer.

With this definition, it turns out that one may be willing to do some kind of Fou-
rier analysis on almost-periodic functions, and, in particular, the long-time averaging
(that stands for the mean mode in the Fourier analysis) is well defined as is stated
in the following proposition borrowed from [1] and [20].
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Proposition 4.3.3. Consider © € AP(R,2). Then, the following strong limit exists

mn Z,
T

1
O 40 ::TIEI;O i T@(T)dT.

Moreover, for any A € R, the Fourier-like coefficient

T—o0

~ 1 /7 ,
O(\) := lim —/ O(r)e ™7,
0

is well-defined as a limit in Z. Last, the following Bessel-like inequality holds : for
any sequence {\, hneny € RY, we have

> f6n

neN

1

9 T
. 2 2
< lim 7 [ 1e0dr < 101z

Note that a simple particular case of almost-periodic functions is given by quasi-
periodic functions, that is to say functions which, for any given finite-dimensionnal
frequency-vector w = (wy, - - - ,wy) whose components are assumed to be pairwise ra-
tionally independent, can be written as the finite sum of N trigonometric monomials
as explained in [1].

Let us now state a few consequences of Propositions 4.3.2 and 4.3.3 that will be
of great use in the study of our to-be-averaged nonlinearity G defined in (4.1.38).

Proposition 4.3.4. Consider any function u € Z, then, the following holds :
(i) G is in AP(R,2) : the function

7 MW (e uf?) e Ty o= G(T, u)

belongs to AP(R,2), where W (le™"H=u|?) is defined by (4.1.13),(4.1.14).
(i) Tame estimate for G in Z : The function u — G(7,u) is locally Lipschitz in Z
and satisfies the following tame estimates

YueZ, V7 >0, ||G(1,u)|lz < Cllull3l|ulz (4.3.1)
and,
Vu,v € Z, V7 >0, ||G(r,u) — G(1,0)||2 < C (|Jull3 + |0||2) lu —v|lz  (4.3.2)
where C' is a positive constante that only depends on the nonlinearity G.

(111) Long-time averaging for G(t,u) in Z : One may define its long time averaging
as the strong limit in Z,

Gaw(u) := lim = [ G(r,u)dr. (4.3.3)



Moreover, Ga,(u) is given by

Gaw(u) = Z Z Z Zapqrsu_qurusxp (4.3.4)

p=>0  (g,r,s)EA,

where, for all k >0, uy, := (u, xk)r201), Np = {(q,7,s) € N*, E, + E, = E, + E},
and

e = | 1 / K (e () () ()

() Tame estimate for Ga, in Z : The function u € Z — Gga(u) is locally Lipschitz
in Z and satisfies the following tame estimates

Vu€Z, [|Ga(u)llz < Cllull]ullz (4.3.5)
and,
Vu,v € 2, [[Gao(u) = Gan(v)llz < C (|lullz + [0]Z) llu —vll2 (4.3.6)
where C' is a positive constant that only depends on the nonlinearity G.

Gathering these properties on the nonlinearities G and G, now allows us to state
the following corollary that proves the existence, uniqueness and smoothness of the
solutions to both filtered intermediate and averaged system.

Corollary 4.3.5. Let € > 0 be fixed and consider any function g in Z. There exists
Ty > 0 that only depends on ||1o||x such that the filtered intermediate system

1010°(t) = Hyo (1) + G (é, gzﬁs(t)) , t>0,(z,2) € (4.3.7)
¢°(t,x,0) = ¢°(t,x,1) = 0, t>0,z€R? (4.3.8)
¢°(0,x,2) = Yoz, 2), (x,2) € Q, (4.3.9)
and the averaged system
10,9(t) = Hy(t) + Gan(9(t)) t>0,(z,2) €, (4.3.10)
o(t,x,0) = o¢(t,z,1) =0 t >0,z € R? (4.3.11)
(0, z,2) = o(x, 2) (x,2) € Q. (4.3.12)

both admit a unique solution in C([0,Ty],Z), respectively denoted by ¢° and ¢. Mo-
reover, there exists M > 0 depending only on ||1o||2 such that :

sup (6% leocomo 2y + 1Dlleoqo.m),2)) < M. (4.3.13)

0<e<
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Proof of Proposition 4.3.4

Points (i) and (iii). We first claim that, given any © € AP(R,Z), the function
7 +— expT ™20 also belongs to AP(R,Z). In that view, applying Proposition 4.3.2,
we use the characterization of almost-periodic functions as the strong limit in H*
of trigonometric polynomials. Fix a small § > 0 and © € AP(R,Z), we may find a
trigonometric polynomial

Ns
Q°(1) = Z Ons €257, such that [|© — °

n=1

[P—— (4.3.14)

where the 6,5 belong to Z and the A, s are real numbers. As the operator etiTH:

preserves the Z norm, we obtain

<4

Hezl:iTHz@ _ e:l:iTHZ@(SHLOO(RZ) < 4.

Now, since the 0, 5’s coincide with the Fourier-Like coeftficients é\s (An,s) defined in
Proposition 4.3.3, the Bessel-like inequality (4.3.1) reads

Ns
2
D N6nslly < 18] (2,2)-

n=1

Besides, for § small enough, we clearly have from (4.3.15) the uniform in time follo-
wing bound :

||@5HL°°(R,Z) <C (4.3.15)

where C' does not depend on . Thanks to the definition of the X and Y norms given
in (4.2.1) and (4.2.3), estimate (4.3.15) reads :

Ng Ns
SO+ B (st rgary + S+ E2) [ (Habs o) 20

n=1 p>0 n=1 p>0

N
+ 3> N H2 0530} f2gey < € (4.3.16)

n=1 p>0

Let us now approximate the infinite sum ©° = 3~ (©°, x,)x, by a finite sum. In
that view, one may find Ps; € N such that

Ns Ns
SO ST+ B[O o) ey + 3 S (14 E2) sy o) 22

n=1 p>P;s n=1 p>Ps

N
+ Z Z H<H§9n,67XP>Hi2(R2) S d.

n=1 p>P;s
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In particular, with this choice for Py, and thanks to the definitions (4.2.2) and (4.2.4)
of the X and Y norms, we recover the estimate

Ps
sup [|©°(7) = Y (©°(7), xp)xp|| <6,
TER p—0 o
which readily leads to
Ps
sup ez @5(T> - Z et <@67 Xp)Xp|| <O
TER p—0 o
Finally, the function
Ps Ns Ps
Z eizTEp 7Xp Z Z eizT(Ep+)\n ) 9 5 Xp>
p=0 n=0 p=0

provides us with a trigonometric polynomial with coefficients in Z that is a good
approximation of e*7#=Q(7) in Z. Indeed, it satisfies the estimate

Ns Ps
sup | ¢ eHTO(r) = Y ) " eH I (0, 5 x| < 26
7€ n=0 p=0 2

This proves that the function 7 — eX™#=0(7) belongs to AP(R, 2).

To finish the proof of point (i), we only need to prove that, given © € AP(R, 2),
then W (|©[?) still belongs to AP(R,Z). In that view, we recall the explicit form of
W (|©]?)given in (4.1.15) :

1
W(|0]*)(t,z,z2) = / K(z,2)|O(t, z,2)|*d . (4.3.17)
0
Fix 7 € R, then, in order to approximate |©|? by a trigonometric polynomial with
coefficients in H*, we use (4.3.14) :

[le(n)]* = 1e° ()|, < (Ie(n)llz + 1€°(1)]12) [|©(r) — ©°(r)
< (I8lli=rz) + 1€°lzx@2) 10 — ©°L=~r2)
< (2C+0)9

Iz

where we applied (4.3.14) and (4.3.15), and where ||O|| g z) < C. Moreover, as Z
is an algebra, then it is obvious that |©%(7)|? is a trigonometric polynomial in time
with coefficients in Z. To conclude, thanks to (4.3.17), it is clear that

/0 K(z, #)|0%()|2d2
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is a trigonometric polynomial with coefficients in Z that approaches W (|0(7)|?)(¢, z, 2)
in L>*(RR, Z) as 0 goes to zero. Finally, since © € AP(R, Z), © is the limit in L>(R, Z)
of trigonometric polynomials ©°(7) as in (4.3.14), using the fact that Z is an algebra,
for each 0 > 0, the function

w(e(n)P)e’(r)

is a trigonometric polynomial (in time), with coefficient in Z that approaches W (|0(7)|?)O(7)
as § — 0 in the space L>°(RR,Z). This ends the proof of (i).

Combining this point (i) and Proposition 4.3.3, one may define the long time
averaging of G in Z, which proves the first part of point (iii). In order to prove (4.3.4),
consider u € Z. Then, if ©(7) denotes O(7) := e¢~"H=y € Z, then, © € AP(R,2).
Indeed, as u € Z and (x,), is an Hilbertian basis of L?(0,1), then

u(z,z) == Z< (@), xp) Xp(2 Zup ) xp(2

p=>0 p>0

where the limit holds in Z. As a consequence, O(7) = 3_ - up(x)e™ "y, (2) can be
approached in Z, for any fixed 6 > 0 by a finite sum

Ps
)= upe g (4.3.18)
p=0

Therefore, we are here in a simple case where the frequencies of the approaching
sequence of trigonometric polynomials do not depend on 4.

Computing ™= (]©°]?)©° with (4.3.18) leads to
SoY DD w @ e (a)e B e o (2) (4:3.19)
p=0 0<q,r,s<P;s

which can be approached uniformly in time, choosing as previously an appropriate
truncature Ps for the first sum in (4.3.19), by

SIS S w@)u (@) (x)e BB B BTG ().

OSP@:T)SSPB

Now, its long time-average is given by

Z Z Z Zur )apqrsXp( z)

0<p,q,r,s<Ps
(q’T’S)GAP

where oy, and A, are defined by

e = [ [ KGN
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and
Vp>0, A,:={(qrs)eN, E,+E,=E +E}.

As the convergence of /™1 (|©°|2)@° towards ™1 (|6©|)O is uniform in time,
the limit 6 — 0 and the average procedure can easily be interverted, which readily
leads to formula (4.3.4) and ends the proof of (iii). O

Proof of points (i) and (iv).
Consider any u € Z, and fix 7 > 0. Then, since e
readily have :

—iTH: s unitary in the Z norm, we
1G(7, u) ||z < W (|e™ ™ =ul*)e™ T ul|
and, using (4.2.17), we get :
(7wl < Clle

elle™ ™ ullz < Cllulllullz-

Similarly, consider u,v € Z and fix 7 > 0, then
G (T, u) = G(r,0)[[z < (W (e ™ ul?)e™ ™ u — W(|e™ ™ v*)e ™ u] 2.
Now, applying (4.2.18) leads to
1G(7,u) = G(rv)llz < C (Jullz + [lv]12) llu = vl

which ends the proof of point (ii). Let us now prove that these tame estimates hold
true when we average the nonlinearity G. Consider any u € Z. Since G, is defined
in (4.3.3) as a strong limit in Z, then

o1 T 1T
||Gay(u)||z=‘jlg§o?/o G(r,u)dr STIEEOT/O |G(7, W) oo (.2 AT

Z

Therefore,
[Gav(u)]lz < sup G (T, )l < Cllullllullz

which proves (4.3.5). Similarly, if v and v are given in Z, as both limits G,,(u) and
Gav(v) hold in Z, then

HGav(u) - Gav(”)HZ =

and therefore

17
||Gcw(u) - Gav(U)HZ < jlggo T\/O ||G(Ta u) - G(T7 U)HLOO(R,Z.) dr
< [|G(r,u) — G(r, U)HLOO(]R,Z)
< O (lullz + l[vll2) lu = vllz
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where we applied (4.2.17). This ends the proof of point (iv). ]

Proof of Corollary 4.3.5 The existence, regularity and uniqueness result is an
easy task. Indeed, the existence of a common existence-time for the solutions to the
intermediate system has already been established in Proposition 4.2.6. We obtain
the associated solution of the filtered intermediate system by filtering out the time
oscillations due to the operator H, as in (4.1.36).

Now, as far as the averaged system is concerned, the result of existence, uniqueness
and regularity is an immediate corollary of Proposition 4.3.4. Indeed, as already seen
in the proof of Proposition 4.2.6 the key ingredients in order to prove the existence
and uniqueness of a local-in-time solution to the nonlinear Schrédinger equation
(4.3.10) is the fact that the mapping

u€ 2 Gy(u) €2

is locally Lipschitz, which is the case here thanks to the estimates (4.3.5) and (4.3.6)
given by Proposition 4.3.4, combined with the fact that the propagator e~#4+ is uni-
tary in Z. We again refer to [9] on these matters. O

Gathering all these properties allow us to perform the standard nonlinear analysis
of the equation obtained by averaging in time the filtered equation (4.3.7),(4.3.8),
and we state the following proposition.

Proposition 4.3.6. Let € > 0 be fized and consider any vy € Y. If ¢° and ¢ denote
the respective solutions to both filtered intermediate system (4.3.7), (4.3.8),(4.3.9) and
averaged system (4.3.10),(4.3.11), (4.3.12) in €°([0,T],Y) defined by Corollaty 4.3.5,
then, the following convergence holds :

19° = ¢lleqo,mo2) — O-

Remark 4.3.7. First, note that though the solutions of Proposition 4.3.5 have the
smoothness €%([0,Ty],Y), the convergence of ¢° that solves the filtered intermediate
equation towards ¢ that solves the averaged equation only holds in the weaker space

€O([0, Tp], X). The fact that ¢¢ — ¢ in C°([0, Tp], X) provided 1)y belongs to X only is

proven in the next section.

Proof of Proposition 4.3.6. In order to prove this convergence result, we follow
the same lines as in [1]. In that view, let us introduce a "large time" that we denote

T'(e) in order to approach the averaged nonlinearity Gy, (V) := Tlim T fOT G(r,V)dr
by

_ t+T(e)
Gt 0) = % /t G(r, U)dr. (4.3.20)
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As a first step, we define the auxiliary solution (;5 to

~ -~ [t ~
i0,¢ = H,¢ + G. (—2, ¢€> (4.3.21)
€
07 (2,0) = ¢7(2,1) =0 ¢(0) = g (4.3.22)
and find some preliminary bounds.
Step 1 : Some preliminary bounds

Consider ¥y € Y, the function is clearly © € Y — ég(t, ©) is locally Lipschitz in Y.
Moreover, fix © € Y and 7 > 0, then
_ 1 7+T(e)
|G=(7,0)]ly < W/ IG(s,0)llyds < Cl|Ol[x]1®]ly
5.
where we applied (4.3.1), and with C a positive constant that does not depend on e.
A a consequence, there exists T > 0, independent of & such that (4.3.21),(4.3.22)
admits a unique solution with smoothness €°([0, T 1,Y). To prove it, we use the exact
same arguments than in the proof of Proposition 4.2.6 that lied on both Duhamel
formula and tame estimates (4.3.1) and (4.3.2). Even more, there exist a time 75,
independent of e that is common to the intermediate system (4.3.7)-(4.3.8), the
auxiliary system (4.3.21)-(4.3.22) and the limit system (4.3.10)-(4.3.11) with the
initial datum ). This existence time, that we still denote Tj, in fact is defined as
the minimum of the former 7y given by Corollary 4.3.5 and the existence time of
the auxiliary system. Moreover, there exists a common upper-bound M > 0 in Y for

¢*(L,-), o(t,-) and ¢* :

b |:||¢6||(‘3((0,To)79) + 1%l eco.10),9) + 1@l ecom),u) | < M. (4.3.23)

0<e

Similarly, the following uniform Lipschitz property may be stated :

sup  sup  sup [HG(ﬂ u) = G(r,0) ||z + |Ge(r,u) = Ge(r,v) |12
0 ogrsly Izt
€ v 37

H|Gaw (T, 1) = Gao(T,0)||2| < CM?||u—v|z (4.3.24)

where C' > 0 does not depend on £ and Z denotes either X or Y.

Step 2 : estimating G-(1/¢%,u) — Gap(u) in Y foru € Y

In order to estimate the difference ¢N€ — ¢, we estimate in this step, for any given
u € Y, the difference G.(7,u) — Ga(u) for 7 € (0,Ty/e?). Consider any fixed v in Y,
and introduce the following convergence rate :

Sa(eu) = sup 25—;0 /OT[G(U,U)—GM(U)]CZU

0<r<2T) /€2

(4.3.25)

X

We are now in position to state the following lemma :
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Lemma 4.3.8. (i) For any given u € Y, we have

83(g, u) — 0. (4.3.26)

e—0

(i1) Fiz M > 0 as in (4.3.23), and introduce the uniform o convergence rate :

dom(e) == sup da(e,v), then do.m(e) — 0. (4.3.27)

l[olly<M &0

(iii) Assume that, for € small enough, e*T () < Ty, if M > 0 is fized as in (4.3.23),
then,
)
< o1, 20106,
€0((0,T0),X) e*T'(¢)

~ [t
sup HGE <;,u> — Gap(u)

l[ully <M

(4.3.28)

Remark 4.3.9. Here, let us note that the right-hand-side term in (4.3.28) does
not necessarily go to zero with € but provides us with a necessary condition for the
choice of T'(¢) in order to have it go to zero. In fact, we will choose T'(¢) such that
e?T'(e) — 0 as € — 0 (note that €T () = /d2 3 will do).

Note also that the difference G.(t/e2,u) — Gay(u) can here only be estimated
in X when u is in Y. Through this lemma, we note that a loss of two derivative is

needed as point (ii) relies on a compactness argument that is the compactness of the
embedding Y C X.

Proof of Lemma 4.3.8. For any given u € Y, we know, thanks to (4.3.3) that the
quantity fOT G(o,u)do goes to Gy, (u) strongly in X as T — +o00. Therefore, point
(i) is proven.

In view of point (ii), we argue by contradiction and use a compactness argument. In
the opposite case where d23/(¢) 4 0, we would be able to build up two sequences
en, — 0 and (uy), such that ¥n € N, ||u,|ly < M with ds(e,,, up,) 7 0. Now, since the
embedding Y C X is compact, then, one may extract from (u,), a subsequence still
denoted by (u,,), which converges towards a function u in X. Moreover, we obviously
have :

020 tn) = Sa(en )] < CMP|luy — ullx — 0,

while we clearly have, according to definition (4.3.25) ds(g,, u) — 0. Therefore, we
come to the contradiction d5(e,,, u,) — 0. This ends the proof of point (ii).
In order to prove point (iii), we assume that £2T'(¢) < Ty, and we write

sup G.(t e2.u) — Goo(u H
||u||ngH e(t/e%,u) (u) 00

1 t-‘rT(E)
< sup sup —/ |G (o, u) — Gup(u)||xdo
lully <M 0<t<Tp /e T(e) J,

2Ty
e2T(e)

S 527]\/[(8).
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In the sequel, we choose T'(g) such that
e2T(e) := /O (e). (4.3.29)

Indeed, e2T'(e) = /d2.m(e) — 0 as € goes to zero according to (4.3.27) of Lemma
4.3.8, and, therefore, for € small enough, the assumption £27T'(¢) < Tj holds.

Step 3 : estimating 5& — .
Fix t € (0,Tp), the difference w(t) := ¢=(t) — ¢(t) readily satisfies the equation

0 (1) = o (1) + G (5, 5(1)) — Ganl6(0),
w(z,0) = w(z,1) =0, w(0,x,z) = 0.

The Duhamel formula for w® allows us to write that, for all ¢t € (0,7p) :
t
c < itt—s)H, [~ (5 7% _
Ol < | [ e 6 (5,56) - Gulote)] as
! ~ (S
< e _ Z
< / (5:5)) = G (S.00))| a5

+/0t G. (§,¢(s)) —Gav(¢(s))des

Applying estimate (4.3.24) allows us to deal with the first part of the sum. Moreover,
estimate (4.3.28) combined with the uniform bound (4.3.23) at hand for ¢, leads to

X

)
o O < O [ o (sl + 25 2L

Now, using the Gronwall lemma allows us to conclude that

~ 02, M
VO <t <o, [[¢°(t) — d(t)]lx < Om (4.3.30)

where C' > 0 only depends on Ty and M.

Step 4 : estimating ¢° — qg‘f

This estimate is more delicate to handle with than the previous one as it relies on
an appropriate integration by part in time. Let us fix 0 < T < Tj, here, T' is meant
to be close to Ty : we need to have T + 2T'(¢) < Ty which holds true for & small
enough. Consider the difference

(1) = g7 (1) — & (0).
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It readily satisfies the following equation :
o~ — t. ~— [t ~ —
D) = 17 +6 ( 5.00)) - G (5.50) . Fo) =0
Hence, for all 0 <t < T, the Duhamel formula yields

/Ot pilt=s)He [G <§>¢5(3)> -G, <§,(EE(3)>} ds

Combined with (4.3.24), for all 0 <t < T, it leads to :

I (1)l < ‘

X

t
| (@)l < CAP / 5% (s)llds

/Ot pilt—s)H, [G (§7¢s(3)) —G. (§7¢a(8>)] s

In order to deal with the second term, we follow the same arguments as [1],
adapted to our functional framework, and so we write

/ g, (5.0°()) ds
/ / i) (—HiT( U se(s )) duds

s+ &2T(e)u

= / / elt=9) = 3 (5—2’ (s + 52T(6)u)) duds + R] (4.3.32)
0 Jo

+ (4.3.31)

X

where

7o /01 /Ot -9, [_G (Wj& & (s + 52T(5)u)) e (Hi& aﬁa(s))}

In order to deal with the right-hand-term of (4.3.32) we write :

t rl 2
/ / Lilt=3)Ha (S""Z#’ ¢ (s + gZT(g)u)) duds
0

t+e2T(e)u )
/ / i(t—s+e?T(e)u HTG (é,qbe(s)) dsdu

t+e T(a o s
/ / elt=9) = (5—2 ¢€(s)) dsdu + RS (4.3.33)
where
1 pt+e2T(e)u ' ' 5 s
R; = / / [e’(t_s)H”” — gliltmste T(E)“)HZ] G (—2, aﬁa(s)) dsdu  (4.3.34)
0 Je2T(e)u €
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and now, thanks to (4.3.33), we obtain

t rl 2
/ / o ilt=5)Hz 1 (w’ (s + 52T(5)u)> duds
0 Jo

£
1 t S
= / / elt=9) = 3 (—2,¢E(s)) dsdu + RS + R; (4.3.35)
o Jo €

where

1 pe?T(e)u ' s
RS = — / / elt=s)He (—2, ¢f(s)> dsdu
o Jo
t+e2T (e \EE s
/ / i(t=9)Hs (5—2,¢5(s)> dsdu. (4.3.36)
Eventually, combining (4.3.32), (4.3.33) and (4.3.35), we have established that
t
i(t—s)Hy i € . i € _ pe £ £
/0 e (Ga (82,¢ (s)) G (62,¢ )) ds = RS + RS + R, (4.3.37)

Let us now estimate the remainders Rj, R5 and R5. In order to estimate Rf, we use
the tame estimate (4.3.2)

<3+€2T( )u ,¢E(S+52T(5)u)) -G <ﬂ,¢8( )>

g2

duds
X

[Ri]lx <

< CM2/ / |¢°(s + T (e)u) — ¢5(5)deuds
o Jo
< OMP*T(2)]|0:¢° || eo,r-+e27(e)),20-

Yet, the equation
i016° = —H,¢" + G(s/<%, ¢°),

together with the bounds at hand for ¢° in C([0,T + £2T'(¢)],Y) and the uniform
Lipschitz property (4.3.1) satisfied by G(s/e?,-), implies that

10:0° || eo o, 12,0 < C
for some C' > 0 that does not depend on ¢, which finally provides
| R{||x < Ce°T (e). (4.3.38)

Concerning R§, we notice that, thanks to (4.3.34) :

m [ L [ e (o) o
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and therefore

[R5l < (T + ET()ET() | HiG (55, 6°(s)

CO([0,T+£2T ()], X)
S 3
< e®T(e)(T + T (e))||G (;, ) (8)> | eo(0,74+227(e))),Y)
< CT()(T + 2T ()67 1o o 1227y )
|R3llx < CMPT(e)(T + £*T(e)) < CMPET () (4:3.39)

where we applied the uniform Lipschitz estimate (4.3.24) and the uniform bound
(4.3.23) at hand for ¢°. Finally, concerning RS, we readily have :

2T (¢) s t+e2T(¢)
i< [ 6 (50)|| as+ [
0 € X t

< 22T HG <i7 i )
<2e°T'(e) o2 °(s) €0([0,T+&2T(e)]),X)
|B5llx < CT(e)M? -

where, once again, we used the uniform Lipschitz estimate (4.3.24) and the uniform
bound (4.3.23). Combining (4.3.31) with (4.3.37), (4.3.38), (4.3.39) and (4.3.40), and
applying the Gronwall Lemma gives :

VO <t <T, ||6°(t) — ¢°(t)||x < CE>T(e) (4.3.41)

for some C' > 0 that does not depend on .

o (&)

g2’ X

Step 5 : Conclusion
Gathering the estimates (4.3.30) in Step 3 and (4.3.41) in Step 4, we recover

WSeST 160 - o0l < 0 (276 + 2T ). (13.42)

Therefore, combining the choice for T'(¢) made in (4.3.29) with (4.3.42), we conclude
that

6% — &lleqo,m),0) < Cr/d2m(e) — 0. (4.3.43)
L]

4.4 Proof of the main theorem

Proposition 4.4.1. Consider any vy € Y, then, there exists Ty > 0 depending only
on |[1ollx such that 1 and ¢, the respective solutions to both initial Schrédinger-
Poisson system (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5) and averaged system (4.3.10),(4.3.11),
(4.3.12) with initial datum o ezist and are unique in C([0,71y],Y). Moreover, the
following convergence holds :

—itH, /e>
[9° — e ™= 4|l eqo.10,20 v
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Proof. This proposition is easily proved gathering the convergence results that we
obtained in section 4.2 and section 4.3. Indeed, thanks to Proposition 4.2.6, there
exists T} > 0 depending only on ||¢)g||x such that both initial Schrodinger-Poisson sys-
tem (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5) and intermediate system (4.1.16)-(4.1.17)-(4.1.13)-
(4.1.14) with initial datum )y possess unique solutions respectively denoted by

Y= € C([0,T1],X) and ¢ in C([0,71],Y). Moreover, the following holds :

197 — ¥% |l e,y < C€?

where C' > 0 does not depend on ¢.

Moreover, applying Corollary 4.3.5 with the initial datum v, there exists T, > 0
that only depends on |[1)g]|x such that both filtered intermediate system (4.3.7)-
(4.3.8)-(4.3.9) and averaged system (4.3.10),(4.3.11), (4.3.12) admit unique solutions
in C([0,T3],Y) that we denote ¢° and ¢. Now, as e "H=/"y)¢ satisfies (4.3.7)-(4.3.8)-
(4.3.9), if Ty = min(7,T3), then, using the unicity of ¢, we get

Yt € [0, To], ve(t) = e /"¢ (). (4.4.1)
Moreover, thanks to Proposition 4.3.6, we get :

vt € [0, T3], l9°(t) = ¢(t)]lx — 0. (4.4.2)

e—0

Combining (4.4.1), (4.4.2) and (4.4.1) leads, for all ¢ € [0, Tp] to :

46 () — e 0 g 1) < [l (1) — 2 (1)
e L G (1) — e (1)

and finally :

—itH, 2
19 — e /= || eqo.100.20 — 0

which ends the proof.
O

Proof of the main theorem Take vy € X and fix a small § > 0. Now, pick a
regularization ¢ s € Y of 1 such that

140 — o sllx < 0. (4.4.3)

Associated to the initial datum g s, let us define the functions ¢§ and ¢s(t) that res-
pectively solve the initial Schrédinger-Poisson system (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5)
and the averaged equation (4.3.10),(4.3.11) with initial datum )y s. Similarly, as-
sociated to the initial datum g, let us define 9°, ;,D\g, ¢° and ¢ that respectively
solve the initial Schrodinger-Poisson system (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.4)-(4.1.5) the inter-
mediate system (4.1.16)-(4.1.17)-(4.1.13)-(4.1.14), the intermediate filtered equation
(4.3.7),(4.3.8) and the averaged equation (4.3.10),(4.3.11).
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Indeed, we already know, thanks to Proposition 4.2.6 and Corollary 4.3.5 that
there exist 73 > 0 that only depends on |[¢g||x such that ¢° and )¢ exist and are
unique in C([0,71],X), and T, depending only on ||¢g||x such that ¢°(t) and ¢(¢)
exist and are unique in C([0, T3], X). If Ty := min(7}, T3), we moreover know that they
belong to C°([0, Tp], X) uniformly in &, thanks to the estimates (4.2.32) and (4.3.13).

Applying Proposition 4.4.1, we also know that, for each 0 > 0, there exists Ty s > 0
depending only on ||¢gs||x such that ¢§ and ¢s belong to C°([0, Ty s],Y) uniformly
in e. Since ||[¢os]|x < ||¢ol|x + 9, we may ensure that |[1gs]/x is as close as we wish
to ||¢o]|x, so that Tp s may be in turn assumed as close as needded to Tp. For this
reason, we may safely assume for the remaining part of the argument that all the
functions ¢, ¢, ¢ and ¢5 are defined on the same time interval [0, 7p]. Similarly,
according to (4.2.32) and (4.3.13), we may safely assume that they are bounded by
a common M > 0 depending only on ||¢g]|x, :

sup sup ([[v°]leoqom0 + 195 eoo.m),20
0<e<1 0<i<1
+ @l eoqo,my,0 + ll@slleoqom)g) < M. (4.4.4)

We readily have

|95 — e ™/ bl ooy < 1Y° — U5l eqo.mon0
+ {105 — e Bglleqgomul, 0 + |65 — Bllecto ). 0- (4.4.5)

where we used the fact that e~ ®H=/¢’

4.4.1 asserts that

is unitary on X. On the one hand, Proposition

o5 — e~ H=/e b5l eo(o,10),00 — 0. (4.4.6)

e—0

On the other hand, ¥* and 1§ both satisfy the following equation
10 = Hu® + Ve(|uf|*)u’
with initial data 1y and vy s respectively. Therefore, ¢* — 1§ satisfies equation
i0(¢° = U5) = H (4" — 95) + VE(JUr ) — VE(Iw51*) 5

with the initial datum 1)o—1g s. The Duhamel formula readily gives, for all t € (0,7p) :
t
197 (&) = 5 (B)llx < llvbo—thoallx+ /0 V(w2 (s) = VU5 P)05(8) | ds (447)

Now, we readily have, applying (4.2.14) (in the case where F(u) denotes V (|ul?))

IV 2)9e(s) = Vo5 )95 ()l < C (107 ()l + 95 () 11%) 19" () — 5 (s)lx
< OM?|[g5(s) — ¥5(s)lx (4.4.8)
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where we used the uniform bound (4.4.4). Combining (4.4.7) and (4.4.8) with (4.4.3)
and applying the Gronwall Lemma finally gives

1 = U5lleom. < €700 (44.9)
Similarly, as ¢ and ¢5 both solve the equation
i0u = —Ayu + Gop(u)
with initial data 1 and vy s respectively, ¢ — ¢s satisfies

Z'at((ﬁ - ¢5) = —Ax(¢ - ¢6) + Gav(¢) - Gav((%)

with initial datum 1y — 1. Using the Duhamel formula and the tame estimate at
hand on G, given by (4.3.6) leads to

2
16° — dlleqom),n < 5T, (4.4.10)

Finally, combining (4.4.5), (4.4.6), (4.4.9) and (4.4.10), having € go to zero, and then
choosing ¢ small enough allows us to conclude this regularization procedure. The
main theorem can be deduced applying the identification of G, given in (4.3.4) and
projecting on the pth eigenmode of the operator H,. O]

4.A Proof of Lemma 4.2.4

The existence of a unique solution in L?(2) comes straight forward as (4.2.8)-
(4.2.9) is an elliptic equation when € > 0, and, when € = 0, the unique solution is
explicit. Let us prove the regularity results.

First, as Assumption 4.1.1 ensures that the operator H, has a discrete spectrum,
let us define the set of its eigenvalues (A\g)x>o such that :

Akp1 Z A > 2> XN >0

and the associated eigenfunctions chosen so as to form a Hilbert basis of L?(R?), and
H?*(R?) :
vk Z 0, Hmek == )\kek.

Projecting equation (4.2.8)-(4.2.9) over the (ex)r>o basis with

u= E uy, where uy == (u, ex) L2(r2)Ck
k>0

and

F=Y_ fx where fi:= (f, ex)ro@2ex

k>0
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yields : for all £ > 0

— o5 + 2Nl = fr, 2 €(0,1)
ug(x,0) = ug(x,1) = 0.

Multiplying equation (4.A.1) by u and integrating by part on  yields :

102 |72 + Ml Iz () = /kau_idl"dz < N fellzz@lluillz2)-

However, as u§, € H} (), the Poincaré inequality gives :

10-ug | z2) = Uil 2 (o)

Combined with (4.A.3), this leads to :

luillzz) + e Melluillz) < I fellz2c)
and therefore,
VEk >0, ||Ui||L2(Q) < ||fk:||L2(Q)

w2y < I fll2 ()
V>0, eMllugllzz) < 1 fellrze)-

Finally, equation (4.A.1) gives
OZup = — fi + 2N\,
combined with (4.A.4) and (4.A.6), this yields
Vk >0, [|0Zuflr20) < Cllfillze)

and readily leads to
10Zu% |22 () < Cllfllz2() < Cllfllx
Since f € X, then H, f € L*(Q) and 9%f € L?(2), and so :
1oy = 3 el < 11
k>0

and

102 172y = D02 fillZa) < IFII%

k>0

Combining (4.A.4) and (4.A.9) gives :

D Nl a0 < Y ANl iz < IF1%

k>0 k>0
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(4.A.4)
(4.A.5)
(4.A.6)

(4.A.7)

(4.A.8)

(4.A.9)

(4.A.10)



and, with (4.A.8) and (4.A.5), this yields
Il < Cll (A1)

which proves (4.2.10).
In order to prove (4.2.11), note that, thanks to (4.A.7),

Y XlOZuglFaw) < C Y A fillz) = ClHaf72) < CIS I

k>0 k>0

which reads
| (020 20y < CIIf |- (4.A.12)

However, equation (4.A.1) gives

Vk >0, —0Mug = —0f + e 0.

z

Therefore,
||a,3“i||2L2(Q) < CHasz‘”%Q(Q) + 054)\2|]8§u2||%2(9).

By summation over k, and using (4.A.12) yields
10265 | 2y < CIf [l (4.A.13)

Combining (4.A.7), (4.A.12) and (4.A.13) ends the proof of (4.2.11). O

Acknowledgement. The author was supported by the Agence Nationale de la
Recherche, ANR project QUATRAIN. She wishes to warmly thank Florian Méhats
for fruiteful discussions on this work.

169



170



Bibliographie

1]

2l

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

9]
[10]

[11]

[12]

Ben Abdallah, N.; Castella, F.; Méhats, F. Time averaging for the strongly
confined nonlinear Schrédinger equation, using almost periodicity., J. Diff.
Eq. 245 (2008), no 1, 154-200

Ben Abdallah, N.; Castella, F.; Delebecque-Fendt, F. ; Méhats, F. The stron-
gly confined Schridinger-Poisson system for the transport of electrons in a
nanowire., SITAM J. Appl. Math. 69 (2009), no. 4, 1162-1173.

Ben Abdallah, N.; Méhats, F.; Pinaud, O. Adiabatic approximation of the
Schrodinger-Poisson system with a partial confinement, SIAM J. Math. Anal,
36 (2005), pp. 986-1013.

Ben Abdallah, N.; Méhats, F.; Schmeiser, C.; Weishaupl, R. M. The nonli-
near Schrodinger equation with strong anisotropic harmonic potential, STAM
J. Math. Anal. 37 (2005), no. 1, 189-199.

Bidégaray-Fesquet, B.; Castella, F.; Degond, P. From Bloch model to the
rate equations, Disc. Cont. Dyn. Sys., Vol. 11, N. 1, 1-26 (2004).

Bidégaray-Fesquet, B.; Castella, F.; Dumas, E.; Gisclon M. From Bloch
model to the rate equations Il : the case of almost degenerate energy levels,

Math. Mod. Meth. Appl. Sci., Vol. 14,1785-1817 (2004).

Carles, R.; Markowich, P. A.; Sparber, C. On the Gross-Pitaevskii equation
for trapped dipolar quantum gases. Nonlinearity 21 (2008), no. 11, 2569-2590.

Castella, F. L? solutions to the Schrédinger-Poisson system : Existence, uni-
queness, time behaviour, and smoothing effects, Math. Models Methods Appl.
Sci., 7 (1997), pp. 1051-1083.

Cazenave, T. Semilinear Schridinger Equations, Lecture Notes AMS, (2003)

Castella, F. ; Degond, P.; Goudon, T. Diffusion dynamics of classical systems
driven by an oscillatory force, J. Stat. Phys., Vol. 124, N. 2-4, 913-950 (2006).

Castella, F.; Degond, P., Goudon, T. Large time dynamics of a classical
system subject to a fast varying force, Comm. Math. Phys., Vol. 276, N. 1,
23-49 (2007).

da Costa, R. C. T. Quantum mechanics for a constraint particle, Phys. Rev.
A 23 (1981), no. 4, 1982-1987.

171



13)
14
15)
[16]
17]

18]

[19]

[20]

21

[22]
23]
[24]

[25]

Delebecque-Fendt, F. ; Méhats, F. Effective mass theorem for a bidimensional
electron gas under a strong magnetic field, to appear in Com. Math. Phys.

Duclos, P.; Exner, P. Curvature-induced bound states in quantum wavequides
in two and three dimensions. Rev. Math. Phys. 7 (1995), no. 1, 73-102.

Ferry, D.K.; Goodnick, S.M. Transport in Nanostructures, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, UK, 1997.

Froese, R.; Herbst, 1. Realizing holonomic constraints in classical and quan-
tum mechanics, Comm. Math. Phys. 220 (2001), no. 3, 489-535.

Grisvard, P. Caractérisation de quelques espaces d’interpolation, Arch. Ra-

tional Mech. Anal., Vol. 25, 40-63 (1967).

Lions, P.L.; Magenes, E.; Problemes aux limites non homogeénes et applica-
tions., Vol. 1, Travaux et Recherches Mathématiques, Dunod, bf 17, Paris
(1968)

Lochak, P.; Meunier, C. Multiphase averaging for classical systems. With
applications to adiabatic theorems, Applied Mathematical Sciences, Vol. 72.
Springer-Verlag,1988.

Levitan, B.M. ; Zhikov, V.V. Almost periodic functions and differential equa-
tions, Cambridge University Presss,1982.

Pinaud, O. Adiabatic approximation of the Schrodinger-Poisson system with
a partial confinement : the stationary case, J. Math. Phys. 45 (2004), no. 5,
2029-2050.

Reed, M.; Simon, B. Methods of Modern Mathematical Physics, vol. 1-4,
Academic Press, New York, San Francisco, London, 1972-1979.

Sanders, J.A.; Verhulst, F. Averaging Methods in Nonlinear Dynamical Sys-
tems, Springer-Verlag, New York, Heidelberg, Tokyo (1985).

Schochet, S. Fast singular limits of hyperbolic PDFEs, J. Diff. Eq., Vol.114,
N. 2, 476-512 (1974).

Teufel, S. Adiabatic Perturbation Theory in Quantum Dynamics, Lecture
Notes in Mathematics 1821, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, New York,
2003.

172



Deuxiéme partie

Simulation numérique du transport
d’un gaz quantique stationnaire dans
un nanofil
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Chapitre 5

Modélisation du transport d’un gaz
quantique stationnaire dans un

nanofil
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Le chapitre qui suit sert d’introduction a cette deuxiéme partie. On y propose un
modeéle de transport quantique stationnaire dans un nanofil dans le but de le simuler
dans les chapitres suivants.

Nota Bene :

Les références pour les trois chapitres de cette partie étant simi-

laires, on les a regroupées a la fin de la partie.
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Cette section est vouée a la simulation effective du transport d’un gaz quantique
dans un nanocomposant de type nanofil quantique. Pour cela, dans un premier cha-
pitre introductif aux modéles étudiés, on commence par décrire le dispositif a guide
d’onde qui nous occupera dans cette deuxiéme partie de la thése. Ensuite, on propose
un modéle de transport quantique pour ce dispositif, ce qui nous méne a la mise en
équations du probléme.

Dans une deuxiéme partie, on propose un algorithme de résolution numérique du
transport stationnaire des électrons dans la zone active.

Dans une derniére partie, on présente une simulation numérique d’une partie
spécifique du dispositif formée par les réservoirs d’électrons. Cela nous permet alors
de présenter une maniére de simuler numériquement 1’équilibre de la source et du
drain et ainsi de donner une méthode de calcul numérique des potentiels chimiques
associés a ces équilibres.

5.1 Description du dispositif & deux guides d’onde

5.1.1 Principe général des dispositifs & guides d’onde

Un dispositif a guides d’ondes quantique est en général un systéme dans lequel
des ondes électroniques confinées dans les directions transverses d’un guide peuvent
entrer ou sortir d’'une zone privilégiée, appelée zone active du dispositif par I'intermé-
diaire d’'un ou de plusieurs guides d’onde. Les dimensions de tels dispositifs étant de
I'ordre de la longueur d’onde des électrons, la description du transport électronique
dans de tels systémes est nécessairement quantique. Dans cette partie, on s’intéresse
a un dispositif simple, cylindrique, constitué d’une zone active, reliée & deux réser-
voirs d’électrons que ’on appellera source et drain par I'intermédiaire de deux guides
d’ondes.

Tout d’abord, les électrons qui participent au transport électronique sont initia-
lement stockés dans des réservoirs qui se situent aux extrémités du dipositif. Les
réservoirs sont supposés étre a I’équilibre thermodynamique, équilibre qui est garanti
par les collisions inélastiques que subissent les électrons. A cet équilibre thermodyna-
mique est associée une constante, que I’'on appelle potentiel chimique du réservoir. On
applique par ailleurs une différence de potentiel entre les deux réservoirs (notée Vpg)
qui favorise I'injection d’électrons dans les guides d’ondes et permet ainsi d’amorcer
le transport électronique hors des réservoirs.

Le potentiel électrostatique total (potentiel appliqué + potentiel d’interaction
électrostatique) est responsable de la géométrie du transport des électrons. En effet,
comme la probabilité de présence des électrons est d’autant plus faible que le potentiel
électrostatique est élevé, les régions de fort potentiel électrostatique correspondent a
de faibles densités d’électrons. Dans les guides d’ondes, on suppose que le potentiel
électrostatique ne varie que dans les directions transverses. Ainsi, les électrons sont
confinés dans les directions transverses et le transport électronique se fait dans la
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direction longitudinale des guides jusqu’a entrer dans la zone active du dispositif.

Dans la zone active, on fait I’hypothése que le transport des électrons est balis-
tique, c’est a dire qu’il se fait sans collision, approximation raisonnable dans les cas ot
la température est suffisamment basse ou si les électrons sont suffisamment confinés.
Enfin, les électrons sont émis dans les guides d’ondes en accord avec la statistique
d’un gaz de fermion caractérisée par la distribution d’énergie de Fermi-Dirac. On
obtient ainsi dans la zone active un mélange statistique d’états, et la densité électro-
nique dans la zone active s’écrit alors comme la somme de toutes les configurations
possibles d’états d’énergie £ dans les guides (on verra plus loin comment s’écrit la
densité des électrons dans la zone active).

5.1.2 Principe des systémes ouverts

Pour simuler numériquement ce probléme de transport électronique ainsi que les
interactions électrostatiques entre les électrons, on représente les électrons par le
couple formé de la fonction d’onde v et du potentiel d’interaction électrostatique
que I'on note V. On modélise le transport confiné des électrons par une équation
de Schrédinger-Poisson posée dans ’ensemble du systéme formé par les réservoirs,
les guides d’ondes et la zone active. Si ce systéme a été beaucoup étudié (voir par
exemple 11, 13, 3, 19, 20, 21]), les cas d’études portent en général sur des systémes
ou la zone active est isolée.

Ici, si on étudie le systéme sur une zone d’étude qui englobe la zone active, les
réservoirs et les guides d’ondes, on limite en revanche le domaine de calcul effectif par
la mise en place de conditions aux limites au niveau des interfaces entre la zone active
et les guides d’ondes. Ces conditions aux limites nous permettent alors de prendre
en compte les flux entrants et sortants de la zone active. Cette problématique a déja
fait I'objet de plusieurs études, notamment dans des cas dépendant du temps ol
plusieurs travaux ont permis la mise en place de conditions absorbantes au bord du
domaine d’étude pour permettre la prise en compte de flur sortants. Ces conditions
absorbantes simulent en effet la "sortie de la zone active" de ces flux afin d’éviter les
réflexions artificielles au bord du domaine de calcul. On renvoie pour cela le lecteur
aux références [10, 4, 5, 2, 1|. La prise en compte de flux entrants est cruciale dans les
applications & I’électronique, car ce sont ces flux entrants qui permettent la mise en
place du transport électronique dans la zone active. Dans [8], les auteurs proposent,
toujours dans le cas dépendant du temps, la mise en place de conditions aux bords
dites transparentes qui prennent en compte de tels flux entrants. Néammoins, 1’ob-
tention de telles conditions transparentes requiérent, dans le cas dépendant du temps,
I'introduction d’un opérateur Dirichlet-to-Neumann qui relie la fonction d’onde et
sa dérivée aux bords par l'intermédiaire d’'une demi dérivée temporelle.

Dans ce travail, on décide de se ramener a un transport électronique stationnaire.
On utilise pour mettre en place des conditions transparentes au bord une idée de base
commune aux cas stationnaires et instationnaires. Elle consiste a faire I’hypothése que
les sources sont stationnaires, et a résoudre explicitement le probléme dans le domaine
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extérieur au domaine d’étude (ici dans les guides d’ondes), supposé stationnaire. Une
fois ce calcul explicite effectué, on "raccorde" au bord grace a une relation entre la
fonction d’onde et ses dérivées spatiales obtenue dans les guides sous cette hypothése.
Ainsi, on utilise la méthode dite QTBM ( Quantum Transmitting Boundary Method),
initialement développée dans [14] puis étudiée mathématiquement dans |7, 6] et on
aboutit & des conditions au bord de type Robin Fourier pour la fonction d’onde.

5.1.3 Présentation du dispositif

Le dispositif modéle que nous considérons occupe un volume  de R? constitué
de trois parties : le guide d’onde relié¢ a la source (que 'on appellera "source" par
un abus de langage) Q, la zone active € et le guide d’onde relié au drain (que 'on
appellera drain) Q7. On note I' et ' les interfaces entre Q et Qqy et entre Qq et
)~ respectivement.

Gate

Source

A
\J

Zone active

On suppose que leur réunion 2 = QT UQGUQ™ est cylindrique, de section ¥ et de
bord T', transportée le long d’un segment [a, b]. On s’intéresse ici & un composant de
type MOSFET (Metal Oxyde Semiconductor Field Effect Transistor) dans lequel
le confinement a l'intérieur du cylindre est obtenu par la superposition de matériaux
de bandes de conductions différentes : le Silicium % et le dioxyde de Silicium S70,.
On peut citer d’autres exemples de matériaux issus de cette technologie comme les
dispositifs "split-gate" AlGaAs/GaAs étudiés dans [23]. La section ¥ se divise ainsi
en deux sous-domaines correspondant & deux composants physiques différents : >34
a l'intérieur composé de Silicium S7 et X5 a 'extérieur, composé d’oxyde de silicium
S10,. On s’intéresse successivement a des sections carrées, puis triangulaires et enfin
circulaires.
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F1G. 5.1 — Les différentes sections étudiées

Si0q
Gate
N )
Si p
v
_—
3 nm
B
5 nm
+ - .
r r Section:
NN
\ \ \ \ \ AR
\ \ \ \ \ AN .
\ \ \ Lo Vo . SZOQ
Source y ' Zone'active' ' Drain
+ ) .
9] , // // Qg // // // // O-
/ / / / / VA
7 7 7 7 7 7 7
N {b
a z
>
x Y

On fera enfin les deux hypothéses suivantes. Tout d’abord, la région €2 peut
admettre des zones dopées. Par ailleurs, la probabilité de trouver un électron en
dehors du domaine €2 est supposée nulle (zone de fort potentiel).

La variable d’espace se décompose comme suit : (z,z) € R x X, de maniére a
respecter la structure tensorielle du domaine 2 :

— x € R est la coordonnée longitudinale, de transport. La source est localisée
dans = < a, le drain dans = > b et la zone active a < x < b.
— 2z = (21,22) € ¥ C R? désignent les coordonnées transverses, de confinement.

Enfin, les électrodes des guides (source et drain) sont électriquement reliées a
celles de la zone active (la grille qui 'entoure, appelée "Gate" sur la figure). Le
courant Ipg créé entre la source et le drain est commandé par une tension, que ’'on
désignera par Vg appliquée entre la source et la grille de la zone active. Ici, on
considére le cas d'un MOSFET a canal N, c’est-a-dire que le courant entre la source
et le drain provient du déplacement des électrons (& opposer au MOSFET & canal P
dans lequel le courant provient du déplacement des trous).
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5.2 Modéle de transport quantique

5.2.1 Modéle de transport quantique stationnaire

Pour pouvoir déterminer la densité des électrons dans la zone active ainsi que
le courant passant & travers le composant, on est amené a définir précisément et a
déterminer les états d’énergie possibles E, les fonctions d’ondes Wy qui leur sont
associées, et a calculer les valeurs des potentiels chimiques associés a la source et au
drain.

Dans ce travail, comme nous ’avons expliqué en introduction, on limite notre
étude aux états quantiques des électrons pour lesquels la densité est stationnaire :
elle ne dépend pas du temps. Ces états peuvent s’écrire sous la forme

W(t,x) = U(x) exp (—%) ,

ot la fonction d’onde ¥(¢,x) d'un électron dans un potentiel donné U(x) est solution
de I'équation de Schrodinger

ihO, W (t,x) = H¥(t, x)

avec H l'opérateur Hamiltonien

. 72

H:=——A+U 5.2.1
A+ U(x) (52.1)

et m la masse de la particule. Dés lors, les fonctions W(x) sont alors solutions de

I’équation de Schrodinger stationnaire

HU(x) = EV(x).

On fait ici ["approximation de la masse effective, habituelle pour le transport
d’électrons dans les semi-conducteurs. Dans le cadre de cette approxiamtion, on mo-
délise 'action du potentiel cristallin périodique en remplacant dans toutes les for-
mules la masse des particules dans le vide par une masse effective. Celle-ci est alors
relative aux différents matériaux conducteurs et aux différentes bandes de conduction
considérées. Adoptons la notation (m,, my,ms) qui définit les masses effectives dans

les directions z, 21 et z5. L’opérateur Hamiltonien H devient alors

h? h? 1 n? 1

B 2m(2) ma ( ma(2)

Les masses effectives dépendent des directions z du fait de la transition entre la
couche d’oxyde et le silicium.

Par ailleurs, dans le cas du Silicium qui nous intéresse ici, il existe une anisotropie
dans les extrema de la bande de conduction qui conduit & définir pour les électrons
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une masse effective longitudinale m, et une masse effective transverse m,. Les masses
effectives dépendent de la nature du semi-conducteur dans la direction z. Nous no-
terons mg;o2 la masse effective des électrons dans I'oxyde SiO,. Nous obtenons alors
3 types de résonances dans le cas du Silicium :
— une configuration (my, m¢, my) qui définit une masse effective m; dans la direc-
tion de transport x et les masses m; et m, dans les directions z; et z;

— une configuration (mg, my, m;) qui définit une masse effective m; dans les di-
rections z1, 29 et m, dans la direction de transport x;

— une configuration (my, mg, m;) qui définit une masse effective m; dans la direc-
tion de transport x et les masses m, et m; dans les directions z; et zs.

Dans tous nos calculs numériques présentés dans les deux chapitres suivants, on fera le

choix d’une seule configuration, pour simplifier, en prenant la derniére : (my, mg, my).

On sera amené a résoudre trois types d’équations de Schrodinger relatives aux six

ellipsoides d’énergie E donnée. Nous pouvons alors définir les fonctions d’ondes par
— ¥(x, 2) associé a une configuration (m, m;, my)

— " (x, 2) associé A une configuration (my, my, m;)

— YM(x, ) associé & une configuration (my, mg, my).
Dans le cas de 'Oxyde, m,, my, ms sont égaux a mgo,. La densité électronique
s’obtient & partir de

n = 2ne(mg, me, myg) + 2ne(me, my, my) + 2ne(my, me, my).

5.2.2 Modélisation des effets électrostatiques

La densité de charge d’espace est reliée au déséquilibre local existant entre les
donneurs ionisés Np et la densité électronique libre n. On obtient alors

p= Q<ND - n)?

ou ¢ désigne la charge élémentaire. Dans la zone active, le potentiel électrostatique
V' induit par les charges d’espace est alors solution de I’équation de Poisson

1
—V (,VV) = —p dans Qq (5.2.3)
€o
+ conditions au bord décrites ci-dessous

ou €y est la permittivité électrique du vide, et ¢, est la constante diélectrique
relative de chaque matériau semi-conducteur : €, g; = 11.9 pour le Silicium et €, g0, =
3.9 pour l'oxyde.
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Dans le probléeme modéle, nous définissons les conditions aux bords pour le po-

tentiel électrostatique sur les bords 02y du type :

— Conditions de Dirichlet homogénes sur la partie notée I'¢s du bord I' X (a,b)
recouverte par les grilles qui correspondent a la différence tension Vg appliquée
entre les électrodes de la source et la grille de la zone active

— Conditions de Neumann homogéne sur le reste du bord noté I'y.

— Sur les bords I'" et I'™, plusieurs options sont possibles. On peut ainsi imposer
des conditions de Dirichlet avec un potentiel précalculé dans les guides (voir
Chapitre 6), des conditions de Neumann ou une combinaison des deux dans
une condition de type Robin-Fourier (voir pour cela [18])

r+ ~
- Gate

Afin de modéliser d’une part les interactions électrostatiques entre les électrons et
d’autre part les interactions entre les électrons et le cristal semi-conducteur, on définit
le potentiel U intervenant dans l’écriture du Hamiltonien (5.2.1) sous la forme :

Ulx,z) = —qV(z,2) + qVog (5.2.4)

ou Vog dépend exclusivement du matériau, ¢ désigne la charge élémentaire de 1’élec-

tron, et V' est solution de I’équation de Poisson donnée dans le domaine d’étude par
(5.2.3).

5.2.3 Calcul de densité

Les électrons sont émis par les réservoirs dans les deux guides d’ondes avec la
statistique d'un gaz de fermions, caractérisée par la distribution d’énergie de Fermi-
Dirac et du potentiel chimique associé a chacun des réservoirs. En présence d’un
mélange statistique d’états Wy, d’énergie F, la densité électronique pour un potentiel
électrostatique donné V' peut s’écrire de maniére générale sous la forme d’une somme
sur les deux guides de toutes les configurations possibles d’énergie E :

n(x,2) =23 Y |Vp(x,2)]*frp(E - qu®). (5.2.5)

+= {E}
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Ici, |[Ug(x, 2)[? est la densité de probabilité de présence de I'électron d’énergie £
en (z, 2), le coefficient 2 représente le facteur de spin de I'électron, u* est le potentiel
chimique associé a la source + ou au drain —. Enfin, la probabilité d’occupation d’un
état d’énergie E est donnée, dans le cadre de la thermostatistique de Fermi-Dirac
par la distribution de Fermi-Dirac

1
~ 1+exp((E —qu)/keT)
ou p désigne le niveau de Fermi, kg la constante de Boltzmann, et T la température.

Notons enfin que, suivant des différentes configurations d’énergies possibles, la somme
sur les énergie E peut se trouver étre une somme continue et donc une intégrale sur

E.

fro(E — qu)

(5.2.6)

5.3 Mise en équations du probléme

5.3.1 Equation de Schrédinger dans les guides, conditions en-
trantes

Le systéme que 'on cherche a résoudre dans €2y s’écrit sous la forme d’une col-
lection d’équations de Schrodinger avec conditions entrantes en I'T et T'~

(H-'-U(CC,Z)) \I]E :E\I/E (.%,Z) € QO (531)
+ conditions aux bords entrantes (z,2) eTTUT".

Le but du probléme est alors de déterminer des conditions aux bords entrantes
sur chacun des bords I'" et I'". Le dispositif étudié ici est un guide d’onde avec deux
directions de confinement et une direction de transport. Ainsi, d’aprés la classification
présentée dans [10], on s’attend a utiliser une décomposition sur les fonctions propres
du Hamiltonien transverse H, + U(z, z) avec

H. = —h;al (#@)81) - %232 (@@) | (5.3.3)

Une telle décomposition s’écrit alors

ou (E;, x;) désignent les éléments propres de H,.

Pour mettre en place des conditions transparentes, 'idée principale est de se
servir de 'hypothése simplificatrice selon laquelle le potentiel U ne dépend que de
la variable z pour résoudre (5.3.1)-(5.3.2) dans la source et dans le drain. On notera
respectivement U™ (z) et U~ (z) les potentiels U dans la source et le drain.
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Placons nous, pour simplifier les notations, dans la source. On suppose que la
section Y ne dépend pas de z, et on la note alors . On cherche les fonctions propres
généralisées de l'opérateur H + U(z), c’est-a-dire les couples (F, ¥g) solutions du
probléme suivant :

(H+U(2))Yg(z,2) = EVYg(z, 2) (z,2) € QF (5.3.4)
Up(r,z) =0 (x,2) el (5.3.5)
+ Ug(z, z) bornée (5.3.6)

Pour cela, considérons une base orthonormée de L*(2") de fonctions propres notées
X, du Hamiltonien transverse H,+U ™ (z) avec des conditions de Dirichlet homogénes
au bord.

Hox(2) + Ut (2)xh(2) = Epx(2) z € 8 (5.3.7)
XH(z)=0(x,2) €T
Jrs X (2)x;) (2)dz = b

Ici Ef représente la valeur propre réelle transverse associée a la fonction propre x;',
et ,,p le symbole de Kronecker. On cherche alors Wy sous sa forme décomposée sur
cette base :

Vp(r,2) = Y dn(@)xh(2). (5.3.8)

Dans ce cadre, ¢ désigne la fonction d’onde longitudinale définie sur R™ et qui est
associée au mode transverse m.
On ajoute au systéme (5.3.4)-(5.3.5) la condition a I'infini suivante :

Hypothése 5.3.1. La seule onde qui vient de la source (resp du drain) & l'infini
dans le ig-ieme mode, avec le vecteur d’onde ko est €% xf (z) (resp e=*0Tx: (2)).

En insérant 'expression (5.3.8) dans (5.3.4) et en projetant sur le mode m, on obtient
I’équation suivante portant sur ¢, E étant fixée :

&g [

dax?

%Z@ - Ef)/zmx(Z)XE(Z)xf(Z)dZI ¢r =0 (5.3.9)

Jjz1

L’équation fait apparaitre des termes non diagonaux pour j # m. En fait, dans notre
étude, on ne prend en compte que les coefficients diagonaux.

Hypothése 5.3.2. On suppose ainsi que, si m # 7,

/ me(2)xm (2)x] (2)dz < / me(2)|x} (2)|?dz := M indépendant de x.
> >
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Gréce a cette hypothése, I’équation (5.3.9) devient :

d*¢F
- dj;ﬂ - {%(E - Eﬁl)/zmx(Z)IX;(Z)sz} ¢ =0 (5.3.10)

Définissant & présent le nombre d’onde k" (E) par

[om,
kH(E) = = |E+ — E|, (5.3.11)
plusieurs cas apparaissent.

: gt + )
— Si E < Ef alors ¢,,(7) = af e ®n® + gFekm® Or ¢ est bornée sur (—oo,a)
(car W}, est bornée dans la source), donc nécessairement o, = 0, et alors

ot () = B efne

— Si E > Ef, alors ¢p(z) = ate *ne 4 ~+eiknr apres hypothése de modéli-
sation 5.3.1, la seule onde qui vient de I'infini de la source est eikioxxfo(z), c’est
a dire que v, = 0;,.m, et donc

O (@) = By 4 a0,
Posons maintenant
I*(E)y=sup{m>1, E>E}}

avec ces notations, en regroupant les différents cas ensemble, on obtient :
o (z) = <5+5i07m6ikm + a;e_"km) Om<i+(B) + ﬁ;,:ekm > I+ (E)+1- (5.3.12)
La méme résolution par décomposition sur les modes propres dans le drain {2~ donne
o (z) = (5*51-0,,”6*“@ + a;eikm> Smet-E) + B0 - (5.3.13)

ou &1 (resp 07) vaut 1 si 'on a injection a I'infini par la source (resp. par le drain)
d’une onde sur le mode m, et avec des notations + /- évidentes.

A présent que I'on connait les fonctions ¢ et ¢~ a deux constantes prés (at et 53),
on écrit leurs traces ainsi que celles de leurs dérivées en a et b, puis on élimine les
deux constantes grace au systéme ainsi obtenu.

Bilan en z = a (interface avec la source) :

ik, —ikha Hfa
(b:pL(CL) = (5+5i07mezkma + a;e Fom ) 6m§1+(E) + ﬁf{lekm 5m21+(E)+1 (5314)

dén,
dx

(a) = Zk:; <(5+(5i07meik;§la — a;efiki’r”a) 5m§[+(E) + k$5$€k$a6m2]+(]5)+1 (5315)
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De méme, le bilan en b (interface avec le drain) donne :

¢r_n(b> = (5_5i07m€_ik7_nb + a;ﬁ#’k%b) 5mSI*(E) + ﬂ;le_k’_”bémzp(E)+1(5.3.16)

dg,,
dz

En combinant les équations (5.3.14), (5.3.15), (5.3.16), (5.3.17), on obtient les condi-

tions aux limites pour ¢, et ¢, de type Robin-Fourier suivantes :

dot .
%(a) = (—’lk;rl(ﬁ;(Cl) + 2ik;(5+(5i07m€lk7ta) (Smgj-&-(E) =+ k;¢;(a)5m2]+(E)+1(5318)

A
dx

(b) = ik (—5—5io,me—“%b + a;ne“%b> Smer-() — ki B 86,2 - ()41.(5.3.17)

(b) = (ikm;(b) - 2ik;<5‘5i07me‘“‘3;lb> Om<r—(5) — ki b (D)0 ms1— ()41 (5.3.19)

5.3.2 Equation de Schrédinger dans la zone active

Maintenant que 1’on a obtenu les conditions limites en a et en b pour les fonctions
d’ondes longitudinales, on cherche les solutions de

HY(z,2) 4+ U(x,2)Vg(z,2) = EVg(z, 2) (5.3.20)

dans la zone active )y ou, cette fois, U dépend de z. Cela entraine un important
changement dans la stratégie, puisqu’a présent les fonctions propres de I'opérateur
de Schrodinger tranverse H, 4+ U(x, z) dépendent de x, et vont donc subir, elles aussi,
les dérivées en x.

Fixons z € [a, b], il joue ici le role de paramétre, et considérons la section trans-
versale X(z) = {z, (z,2) € Qo} associée ainsi que son bord I'(z) := 9%(x). On
définit alors la base hilbertienne (x,,(+,7)),, de L?(X(x)) associée a l'opérateur de
Schrodinger transverse avec conditions de Dirichlet homogeénes :

(H, +U(x,2) Xm(z,2) = Ep(2)Xm(z,2) 2z € X(x) (5.3.21a)
Xm(x) =0 zeT(x) (5.3.21b)
Y, D, [s Xim(2,2)Xp(2, 2)dz = O p. (5.3.21c)

E étant fixée, on décompose W(x, ) sur la base des (X (', 7)),,>1, ce qui donne
Up(r,2) = Z Om () Xm (2, ). (5.3.22)
m>1

En intégrant (5.3.22) dans I’équation (5.3.21a), et en projetant sur le mode m, on
obtient 1’équation suivante sur les ¢,, :

(o) =2 @) — 3 (o) + (B - BW)@)) ) =0

(5.3.23)
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ou

() = /E ( )mw(Z)Xj(z,w)xm(z,:c)dz (5.3.24a)

oy (1) = / 0uXj(2, ) Xm (2, x)d2 (5.3.24D)
5(@)

o (1) = / 02x;(2, %)X (2, 2)dz. (5.3.24c)
3(z)

Il est a noter ici que 1'on va par la suite utiliser la méthode de décomposition en
sous-bandes. Cette méthode consiste & prendre en compte un nombre fini (en pratique
petit) de modes j interagissant avec chaque mode m. Elle permet donc de ramener
le probléme de Schrédinger-Poisson 3D de départ a la résolution de plusieurs (mais
peu nombreux) problémes en dimension 1 et 2.

Bilan sur le modéle :
On a vu qu’une configuration unique est imposée dés que 1’on fixe :
— le mode propre i

— le vecteur d’onde kg

— la provenance source ou drain
de l'onde incidente & l'infini dont résulte la configuration étudiée.
On la note fO ko OW ¥ . pour une onde incidente & I'infini qui vient de la source ou
du drain respectivement. On a alors

;:;Jfo(x’z) = Z¢mzo,k0 Xm(Z ZL') (5325)
m>1

Uik (®:2) = > b (@) Xm(2, 2) (5.3.26)
m>1

ol Xm(z, ) vérifient (5.3.21a)-(5.3.21c), et ¢ ook () vérifient (5.3.23)-(7.1.5) avec
les conditions aux bord transparentes données par :

d + . . 1kma
C(z[ ( ) = (—25m§1+(E) + 5m2[+(E)+1> k:IQS:.L((Z) + 221{77—;5+5i07m€ k:;l m<I+(E)
déy, - -+ - —ikmb
%(b) = (Z(;mglf(E) — 5m2[*(E)+1) kmgbm(b) - 2l]€m5 5i0,m5m§1*(E)e (5327)
et I’équation correspondante dans le drain, E étant donnée par la relation de disper-
sion 22
E=Ff4+ 9
o T 2m,

Existence et unicité d’une solution au probléme. [’équation de Schrédinger
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(5.3.20) définie sur le domaine borné €, combinée avec la décomposition (5.3.25)-
(5.3.26) et les conditions aux bords entrantes (5.3.27) s’écrit finalement sous la forme
du probléme variationnel suivant :

Trouver W € H(Qy) :={¥ : Qg — C; ¥ =0sur Iy}, tel que
VO € H(Qp), a(¥, )= L(D), (5.3.28)
ol a est la forme bilinéaire, symétrique et continue sur H'(€y) définie par :

2

o(V, D) ;:% Vor UV G, + / (U(z, =) — B) U0y

QU QU
I*(E)
—iY > kL(E)UEOE +Z Z EE(E)UEaE . (5.3.29)
+,— m=1 — I*(E)

Ici, VgV = (#@ax\p, ) O 21(2) D, W)t et L est la forme linéaire continue sur

H'(€Qp) définie par :

I+(E)

= 2 Z Sipmkiat Ut ot (5.3.30)

avec
vt ::/ Uxidz, @F ::/ dxEdz, af i=eFmt q = eTHmd
T+ T+

Théoréme 5.3.3. Soit E,;, := infy,, EZ, et soit V un potentiel donné dans L> (),
il existe une suite croissante (E,,(V'))m qui tend vers +oco telle que le probléme varia-
tionnel (5.3.28) admette une solution unique pour tous (at),, donnés et pour chaque

E€{E > Epm, Vp>1, E+ E,}.

L’analyse de I'existence et de I'unicité de solutions au probléme variationnel (5.3.28)
est effectuée dans [6] & 'aide de l'alternative de Fredholm.

5.3.3 Calculs de densité et de courant

On a vu qu’'une configuration unique notée lik
0,R0

le mode propre iy, le vecteur d’onde kg et le guide (source € = + ou drain ¢ =
—) d’introduction, et que l'on se donne la relation de dispersion (5.3.31). Dans le
cas général d'une configuration de masse effective (m,,mq, ms) dans les directions
T, 21, 22, la relation de dispersion pour ¢ , -~ s’écrit alors

est imposée dés que 'on fixe

h2k2
2m,

E(io, ]{30, 8) = Ez-so + (5331)
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Dans ce cas, la densité électronique pour un mélange statistique d’états reliés a la
distribution de Fermi-Dirac associée & la source et au drain, de potentiel chimiques
respectifs u et u~ est donnée par :

dk
n(e,2) =23 % | fro(Eliok.e) = au) Wi, 5 (5.3.32)

E= :t10>1 k>0

ou la fonction de Fermi-Dirac frp a été définie dans (5.2.6).
On établit maintenant ’expression du courant électronique en fonction de la
tension de polarisation des ports, dans le cas d’un potentiel électrogtatique V' connu.
La densité de courant électronique j(x, z) associée a une fonction d’onde ¥ est
donnée de maniere générale par

iz 2) = % i (W, 2)V, U, 2)) (5.3.33)

ot Im (a) désigne la partie imaginaire du nombre complexe a.

Dans le cas présent, on peut alors définir le courant électronique total J(z, 2)
en remplacant, dans la définition de la densité quantique (5.3.32) la densite de pro-
babilité de présence de 'électron d’énergie E en (z,z) par la densité de courant
électronique associée a la fonction d’onde wiﬁ’ko comme suit :

dk
(z,2) =2 Z 2/ Jio ko (5 2) frp (E(io, Ko, )—q,u) (5.3.34)
e=+,— 20>1

On définit finalement I'intensité Ip & travers la section X~ par le flux de courant qui
traverse X~

Ip := /_ J(z,2).e,dz (5.3.35)

ou e, désigne la normale )a la section X~ Finalement, en combiannt (5.3.33), (5.3.34)
t (5.3.35), on obtient pour Ip I'expression suivante

Z Z/ / U2 1o (0 2)0u05, 1, (b, Z)) frp(E(ig, ko, €)—qu)dz dk.

—10>1
(5.3.36)
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Chapitre 6

Simulation numérique des guides
d’ondes
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Dans le modéle de transport électronique introduit dans le Chapitre 5 et simulé
dans le Chapitre 7, on étudie un gaz d’électrons considéré comme un mélange sta-
tistique d’états reliés qui suivent la thermostatistique de Fermi-Dirac. La densité
électronique est calculée a partir de son expression donnée par

n(z,z) =2 Z Z frp(E(io, ke )Wm,ﬂ %

— §0<0 k>0

ot T et = sont les niveaux de Fermi associés a la source et au drain respectivement,
et ot la fonction de Fermi-Dirac frp a été définie dans (5.2.6). De méme, l'expression
du courant a été donnée dans le chapitre précédent par (5.3.34) :

dk
J(z,2) =2 Z Z/ Jio ko, 2) frp(E(i0, ko, € )—QN)QW

e=+,—i9>1

Elle fait ainsi intervenir ces deux paramétres de maniére cruciale.

On propose dans ce chapitre une méthode numérique pour simuler 1’équilibre
thermodynamique des électrons dans la source et le drain. Celle-ci permet alors de
déterminer leurs potentiels chimiques, nécessaires au calcul de la densité et du cou-
rant dans la zone active. Par ailleurs, les conditions au bord de I’équation de Pois-
son dans la zone active nécessitent de connaitre le potentiel électrostatique dans la
source. Pour permettre la mise en place d'une telle méthode numérique, on s’attarde
ici un peu plus sur la modélisation des guides d’ondes. En effet, 'hypothése d’équi-
libre thermodynamique dans les guides d’ondes conduit & une équation nonlinéaire
garantissant 1'électro-neutralité des guides qui donne accés aux valeurs de ces deux
parametres.

Structurellement, ce probléme est trés différent des autres problémes traités dans
le chapitre suivant. En effet, on s’intéresse ici & un probléme bidimensionnel, nonli-
néaire de Schrodinger-Poisson en domaine fermé, la troisiéme direction étant traitée
semi-classiquement, tandis que, dans le chapitre suivant, il est question d’un systéme
tridimensionnel en domaine ouvert (la troisiéme direction étant traitée de fagon quan-
tique). Ce type de systéme de Schrodinger-Poisson a été étudié mathématiquement
dans [19, 20, 21| et présente une structure variationnelle. En effet, on peut montrer
que le systéme a résoudre (6.1.5) s’écrit comme les équations d’Euler-Lagrange cor-
respondant a un probléme de minimisation convexe. Cette propriété fondamentale et
caractéristique des systémes quantiques a I'équilibre garantit l’existence et 1'unicité
d’un couple Potentiel de Poisson-Potentiel chimique qui résout le probleme. L’implé-
mentation de ce type de systéme est maintenant courante en dimension 1 (voir par
exemple [22]). Le besoin du calcul des potentiels chimiques des guides nous a amené
a traiter le cas de la dimension 2.

On présente donc dans une premiére partie la modélisation particuliére des guides
d’ondes et les équations qui traduisent leur équilibre thermodynamique. Dans une
deuxiéme partie, on adimensionne ces équations et on propose un algorithme pour le
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calcul des potentiels chimiques de la source et du drain. Dans une troisiéme partie,
on présente les résultats de ces méthodes numériques, formés d’une part des valeurs
numériques des potentiels chimiques a proprement parler, et d’autre part des profils
de répartition des électrons dans les guides ainsi que du potentiel de Poisson dans les
guides. Ce potentiel nous fournit en effet un potentiel de départ pour l'initialisation
de 'algorithme de calcul de la densité et du courant dans la zone active, ainsi que les
valeurs du potentiel de Poisson au bord pour la résolution des équations de Poisson
dans la zone active.

6.1 Modélisation des guides et mise en équations

On suppose ici que les interfaces guides d’ondes/zone active 37 et X~ se trouvent
dans un état de quasi-équilibre. Ainsi, on suppose que les phénoménes de conduction
liés aux échanges d’électrons entre les guides d’ondes et la zone active ne représentent
qu'une petite perturbation pour le guide d’onde et le réservoir qui lui est associé et
que cette perturbation peut étre négligée.

On suppose par ailleurs que la section ¥(x) est constante en = dans chacun des
deux guides. On notera ainsi X1 et X7 les sections respectives de la source et du
drain. Enfin, on suppose que le potentiel électrostatique V', ainsi que la fonction
d’onde ne dépendent pas de la variable de transport z.

Définissons comme précédemment la base hilbertienne de L?(X) formée par les
fonctions propres xE du Hamiltonien transverse H, + U*(z), associées aux valeurs
propres B, Elles sont solutions du systéme suivant :

H.xE(2) + U (2)xE(2) = EExE(2) sur ©* (6.1.1)
Xi(2) =0 sur I'*
fFi Xm(z) ;( ) 5m,pa

ou l'on rappelle que

On modélise ici la densité par un modeéle "mixte", c’est a dire un modéle issu de
la thermostatistique de Fermi-Dirac dans la section X, et un modéle de type Thomas-
Fermi dans la direction de transport. La densité dans la source et le drain est alors
donnée par 'expression suivante :

n(2) ==Y | feo(E(mk,£) — quF)|x;, (2)Fdk (6.1.2)

™
m>1 keR

avec
1

1+ exp((E —qu)/ksT)
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L’équilibre thermodynamique de la source et du drain se traduit en particulier
par I’électroneutralité sur chaque section X. Ainsi, on doit avoir dans les guides :

1
Mot = [ et = 230 [ fen(Buis —antiak [ a)Pa:
o+ T m>1 keER »+
1
=3 fro(E(m k,£) — qu*)dk (6.1.3)
7Tm21 keR

ot I'on a utilis¢ le caractére orthonormé dans L*(X) de la famille (xZ),,>;. Dans
cette équation d’électroneutralité, o* désigne aire de la section XF et N diop la den-
sité de dopage de la source ou du drain. Ainsi, on obtient grace a cette hypothése
d’électroneutralité une équation non-linéaire qui permet de calculer u*, le potentiel

U(z) étant donné.

Enfin, on modélise comme précédemment les interactions électrostatiques par un
potentiel de Poisson qui résout I’équation

2
)= Lint(z) - NE), zex*
€0

—Vz(e,n(z)VZUjE

poiss

Ut . (2)=0, zeT*

poiss

U .i(2) = —¢Vp, z€T.

poiss

Les interactions entre les électrons et le cristal sont quant & eux modélisés par le
potentiel Upg donné par

Uos(z) = qVor-

On pose alors dans (6.1.1)

U(Z) = Upoiss(z) + Uog.

Bilan sur les équations
On modélise la répartition des électrons dans la source et le drain par le probléme
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suivant :

H. X (2) + UF(2)x0(2) = Epxin(2), 2 € 55 (6.1.4)
t(2)=0, z €™

Xom

/ NE(XE(2)dz = By,
Fi

1

T

fFD(E(m, k’, :|:) — q,ui)dk: = NDO'i (614]3)
m>1"kER
Z fFD m7 k) j:) - Qlj’:t)|X7:|7:L(z)|2dk:7 KIS Zi (6140)
m>1 keR
2
— V.6 (2)VUE) = L(nt(2) - N, ze T (6.1.4d)
€o

Ut (2)=0, zeT*

poiss

U s(2) = —qVp, z€ .

poiss

ou l'on rappelle que E(m, k,¢) := E, + %
Pour éviter de traiter trop de fois la méme équation et ainsi gagner du temps de
calcul, on propose de résoudre le probléme plus général suivant :

H.xm(2) + U(2)xm(2) = Epxm(2), 2z € F (6.1.5a)
Xm(2) =0, z €T

/ Xm(Z)Xp(Z)dZ = 5m,p7
T+
1

= fro(E(m, k) — qu)dk = Npo* (6.1.5b)
T >1/keR
1 2 +
n(z) ==Y Frp(B(m, k) — qu)|xm(2)[?dk, z € (6.1.5¢)
7Tm21 keR
2
= Vo(er(2)V.Upois) = =(n(z) = Np), z € T* (6.1.5d)
0
Upoiss(2) =0, z € . (6.1.5¢)

R 21.2 . .
ou E(m,k) = E,, + % A posteriori, on pose dans la source :
x

U(z) =U, Ey = En, " = pt, Xp(2) = Xm(2)

et dans le drain :
U (2) =U+Up, E,, =En+Up, = =p+Up, x;n(2) = xm(2)

qui résolvent (6.1.4)
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6.2 Méthodes numériques pour la simulation de I’équi-
libre thermodynamique dans les guides

6.2.1 Procédure générale

Pour le calcul des potentiels chimiques dans la source et dans le drain, on com-
mence par initialiser le potentiel (on choisit ici un potentiel nul), puis on résout le
probléme (6.1.5) avec ce potentiel dans I’équation (6.1.5a). La procédure générale
s’écrit sous la forme suivante :

1. Le potentiel U;(z) étant donné, résoudre I’équation de Schrédinger aux valeurs
propres 2D qui permet le calcul des éléments propres y,,(z) et E,, du Hamil-
tonien transverse.

2. Résoudre I'équation non linéaire (6.1.5b).
3. Calculer la densité électronique dans la section X gréace a son expression (6.1.5¢).

4. Résoudre I’équation de Poisson sur le potentiel (6.1.5d)-(6.1.5¢) grace au calcul
de la densité. Calculer la nouveau U;q(z).

5. Si (|Uit1(2) = Us(2) || 1oo(s) < tol) et |piy1 — p;| < tol, arréter le calcul, sinon,
reprendre I’algorithme avec le potentiel U1 (z).

6.2.2 Méthodes numériques utilisées

L’étape 1 nécessite la résolution d’une équation de Schrédinger aux valeurs propres
2D. On utilise pour cela une méthode d’éléments finis nodaux 2D d’ordre élevé (ici
@5) sur le maillage de ¥ présenté dans la section (6.2.3). La méthode éléments finis
utilisée fait appel, pour le calcul des éléments propres, & une méthode de sous-espaces.
On rappelle que la méthode de décomposition en sous bandes ne requiert en pratique
qu'un petit nombre de modes propres. Ceci contribue a la réduction du nombre de
telles équations a résoudre. En pratique on ne considére en effet que 3 & 4 modes
propres d’injection. La contribution de chacun des modes d’injection est en effet dé-
terminée par le facteur d’occupation donné par la fonction de Fermi-Dirac. Celle-ci
devient en effet trés petite pour les modes élevés. Par ailleurs, dans cette méthode,
on néglige les interactions avec les modes élevés.

La deuxieme étape requiert la résolution d’une équation nonlinéaire en u. Pour la
résoudre, on utilise une méthode de Newton, sachant que les potentiels chimiques de
la source et du drain sont compris entre les valeurs propres extrémes dans la source
et dans le drain. On exploite cette remarque pour avoir une localisation a priori de
la solution qui tient lieu d’initialisation.
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La troisiéme étape requiert le calcul de l'intégrale

/ dk
kER 1 4 €<Em+%k2_“i)/kBT.

Pour cela, on exploite la décroissance exponentielle de la fonction de Fermi Dirac et
on fait appel & une méthode de Gauss-Hermite. Reste ainsi & calculer une combinaison
linéaire des vecteurs propres déja approchés.

L’étape 4 requiert la résolution d’une équation aux dérivées partielles elliptique
2D sur la section X dont on vient de calculer le second membre. Elle se résout par
une méthode d’éléments finis nodaux 2D de haut degré sur le maillage déja choisi
pour X..

6.2.3 Maillages

L’implémentation de la méthode éléments finis 2D utilisée

1. pour la resolution numérique de I’équation de Schrodinger aux valeurs propres
2D dans la section X,

2. pour la résolution de I’équation de Poisson 2D, la densité étant connue dans X

requiert le choix d’un maillage de la section .

Ici, la structure particuliére de la section nous améne a exploiter un avantage de la
librairie MELINA. En effet, dans le cas o, comme ici, le domaine d’étude est formé
de plusieurs sous-domaines, MELINA permet de définir les opérateurs différentiels et
leurs conditions aux bords sur chaque sous-domaine. Les matrices correspondantes
sont ensuite assemblées automatiquement sur le domaine complet. Ceci procure une
grande adaptabilité aux éventuels changements de type de section, a condition de
conserver la méme structure générale et les mémes noms de sous-domaines. Anisi,
dans notre cas, on doit gérer des constantes par morceaux liées aux masses effectives
(dans les deux domaines Si et Si0y). On définit ainsi les opérateurs sur chacun des
deux sous-domaines, avec des constantes différentes. Le passage d’une section carrée
a une section triangulaire ou circulaire se fait donc uniquement en changeant le fichier
de maillage. On n’a pas a modifier les définitions des opérateurs.

La librairie MELINA n’étant pas & ce jour pourvue de mailleur, on a "fabriqué"
les maillages suivants pour les trois sections, en définissant sur chacun d’eux les
deux sous-domaines correspondants aux deux composants physiques. Le maillage
par triangles est choisi pour étre adapté a cette décomposition en sous-domaines
pour une meilleure précision a l'interface entre les deux domaines.
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3 nm

5 nm

4 nm

F1G. 6.3 — Section triangulaire
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6.2.4 Organigramme de ’algorithme complet

F1G. 6.4 — Algorithme de calcul des potentiels chimiques

Initialisation du potentiel Vp(z)

Calcul des éléments propres X' (z)

et des énergies E sur X

'm

(éléments finis 2D)

Calcul de p**! par résolution de
I'équation d’électroneutralité

( méthode de Newton )

Calcul de la nouvelle densité n**! dans &

a partir de pit+t

1+n/l FUSTASD 4, /|

Calcul du nouveau potentiel de Poisson V#+1(z)
dans la section X

(éléments finis 2D)

Test : ||V — Vit|| [« < Tol

Test : [pit — p**1 < Tol

NON
OUI

Fin de la boucle
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6.3 Reésultats numériques aprés convergence de ’al-
gorithme

On donne sur les figures 6.5, 6.6 et 6.7 les vecteurs propres de 'opérateur trans-
verse aprés convergence de l'algorithme.

F1G. 6.7 — 5 modes propres pour une section triangulaire
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Sur la figure 6.8, on a représenté la densité des électrons dans la source. Notons
que dans le cas de la section circulaire, la géométrie est a symétrie cylindrique mais
les équations n’ont pas cette symétrie car les masses effectives dans 1'opérateur de
Schrodinger sont différentes selon z; et zo. Si la distribution d’électrons semble avoir
une symétrie cylindrique sur la figure 6.8, on voit dans le tableau suivant que les
énergies associées aux modes 2 et 3 sont sensiblement différentes.

23086E+00 6.9257E+00 245705400 7:3709E400 411056400 1.2331E401

- — -
0.0000E+00 46171E400 92HIEH00 0.0000E+00 451395400 98279400 0.0000E+00 8:2210E+00 T B4ZER01

F1G. 6.8 — Densité des électrons dans la section (10 modes)

On peut maintenant vérifier graphiquement le fait que ’apport des modes supé-
rieurs a 4 en ce qui concerne la densité est négligeable. On représente en effet sur la
figure 6.9 la densité formée des 3 premiers modes dont on peut comparer l'allure a
celle des densités présentées sur la figure 6.8, calculées avec 10 modes.

2165400 6.4952E+00 24580800 73739800 38208400 1.1948E401

- — = |
1.4013E-45 43308E+00 5.6516E+00 0.0000E+00 48159E700 .8319E+00 0.0000E+00 79640E+00 T5gRaE401

F1c. 6.9 — Densité calculée avec 3 modes dans la section
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On montre enfin dans le tableau suivant la valeur des énergies propres (en eV)
pour chacune des 3 sections ainsi que le coefficient d’occupation qui lui correspond.
En effet, d’apres la formule donnant la densité (6.1.5¢), on a clairement

n't(z) =

Dés lors, le facteur [, o

V2 * mka

dk

m>1 ker 1+ exp(; ’" + k2 —

dk

1+4exp(

Lt

e

fait ici un tableau de ces facteurs en fonction de m.

+
oT)

(2.

(6.3.1)

détermine l'occupation du mode m. On

Section Carré Cercle Triangle
1 1.005 6.860 1.970 8.987 1.656 9.23
2 1.206 3.907 2.258 5.998 2.015 5.42
3 1.262 2.518 2.380 4.071 2.031 5.18
4 1.460 0.0055 2.739 1.30610~* 2.522 9.41107°
5 1.648 3.87107° 2.822 5.27107° 2.716 5.18107°
6 1.749 7.77107° 3.207 1.79107%2 2.760 9.4510710
7 1.896 2.6410~ 10 3.349 7.3910~1 3.266 2.9910~ 1
8 1.942 4.4510~H 3.397 1.151071° 3.401 1.6110~20
9 2.285 7.6910~17 3.835 5.05810~% 3.644 1.3310~#
10 2.368 3.101071® 4.024 3.38107%6 3.667 5.48107%
Tableau des erreurs relatives & chaque itération pour le calcul de u : les
valeurs obtenues a la convergence de I'algorithme sont de
1. p=1.311eV dans le cas du carré
2. p = 2.493eV dans le cas du cercle
3. p=2.208eV dans le cas du triangle
et on obtient le tableau de convergence :
[tération 2 3 4 5 15 20
Erreur relative (en %) carré 6.37 | 4.17 | 3.29 | 2.982.15 | 0.061 | 0.0095
Erreur relative (en %) cercle 1.86 | 0.396 | 0.110 | 0.029 | 0.0172 | 0.0025
Erreur relative (en %) triangle | 4.53 | 2.6 | 1.652 | 1.245 | 0.035 | 0.0007

On constate sur ce tableau que ’algorithme sur le cercle semble converger plus ra-
pidement. En fait, c’est du au fait que ’on a choisi un maillage beaucoup plus fin sur
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le cercle pour avoir des bords bien arrondis. Ainsi, 1a ol les maillages carrés et trian-
gulaires comptent respectivement 481 et 556 triangles, le maillage du cercle contient
quant & lui 1004 triangles. Cela nous permet de voir qu’en raffinant le maillage, on
augmente de maniére visible la vitesse de convergence de I’algorithme.

Le potentiel total (la somme du potentiel de Poisson et du potentiel Vog aprés conver-
gence de l'algorithme) est alors :

4.6380E+01 1.1333E+02 8.2479E+01 143326402 5.6510E+01 13246402

— =N = == = ==
1 28036401 7.3856E+01 1 4651 E+D2 5.2058E+01 1.1290E+02 1.7374Es02 1.8887Es01 945346401 1.7038E02

F1c. 6.10 — Potentiel de Poisson dans la section

On vérifie sur ces graphes que les zones de plus fortes densité correspondent bien
aux zones de plus faible potentiel.
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Chapitre 7

Simulation numérique de la zone
active

Sommaire
7.1 Rappel des équations a résoudre et leur adimensionnement 208
7.1.1 Principe de 'algorithme, rappel des équations . . . . . . . 208
7.1.2 Adimensionnement des équations . . . . . ... ... ... 211
7.2 Mise en ceuvre numérique . . . . ... L0 oo oL 214
7.2.1 Organigramme général . . . . . .. ... ... ... ... . 214
7.2.2 Procédure de calcul de la densité et du courant . . . . . . 214
723 Maillages . . . .. ..o 216
7.2.4 Organigramme récapitulatif de I'algorithme . . . . . . .. 218
7.3 Reésultats numériques . . . . . ... ... ... .. 219
7.4 Perspectives : Résolution numérique du systéme de Schrodinger-
Poisson . . . . ... ... . . . e 227

Dans ce chapitre on propose des méthodes numériques pour la simulation du
transport électronique dans le dispositif présenté dans la section précédente. Les résul-
tats numériques ont été obtenus en utilisant la librairie éléments finis Fortran/C++
MELINA. On fait par ailleurs appel, pour interfacer avec MELINA, & de la program-

mation shell et C+ 1.

Le travail de simulation numérique a été fait en collaboration avec Grégory Vial

(ENS Cachan Antenne de Bretagne).
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Dans cette section, on présente les méthodes et les résultats numériques obte-
nus pour la simulation du transport électronique dans la zone active du composant
nanométrique étudié dans le Chapitre 5. Comme on a pu le voir lors de la mise en
équations du probléme, I'idée principale est d’exploiter la structure tensorielle du dis-
positif pour permettre une réduction de la dimensionnalité du probléme a résoudre.
L’équation de départ se présente en effet sous la forme d’une équation de Schrodin-
ger tridimensionnelle. En décomposant la fonction d’onde ¢ sur les modes propres
de l'opérateur Hamiltonien transverse H,, on aboutit a un systéme d’équations dont
les équations sont certes nombreuses, mais de dimensionnalité réduite. Il est en effet
composé d’équations de Schrodinger aux valeurs propres bidimensionnelles posées
sur la section transverse, d’équations différentielles d’ordre 2 en dimension 1. Cette
décomposition sur les modes propres de 'opérateur transverse nous ameéne a appli-
quer une méthode de décomposition en sous-bandes. Ainsi, on approche la fonction
d’onde ainsi écrite, par une somme finie sur les modes propres. Cette méthode est
d’autant plus intéressante ici, qu’en pratique, dans le calcul de densité comme dans
le calcul de courant, un petit nombre de modes propres suffit a fournir une bonne
approximation. Cette méthode a été mise en place et appliquée dans le cas d'un gaz
d’électrons bidimensionnel dans [6, 10, 15].

Le probléme de la simulation du transport quantique dans des semi-conducteurs a
par ailleurs déja été étudié. La section qui suit s’inspire des travaux [10, 15], effectués
pour un transport bidimensionnel. Dans le cas du transport tridimensionnel dans un
nanotube, on peut citer les résultats numériques obtenus dans [24, 12, 17|, pour des
modeles non couplés, plus simples que le modéle de Schrodinger-Poisson, ou dans le
cadre d’approximations simplificatrices comme Papproximation quasi-3D de [24].

Dans un premier temps, on rappelle les équations que 1’on souhaite simuler et on
propose un adimensionnement qui va nous permettre de travailler avec des grandeurs
d’ordre 1. Dans une deuxiéme partie, on présente les méthodes numériques mises en
ceuvre pour la simulation numérique du transport dans un nanotube pour différents
potentiels modélisant les interactions électrostatiques. On se placera en effet, pour
réduire les cotits de calculs, dans une approximation faibles densités, ¢’est-a-dire que
I’on modélise les interactions électrostatiques avec un potentiel linéaire. La résolution
d’un systéme tridimensionnel couplé de Schrédinger-Poisson est présentée comme une
perspective intéressante et un travail encore en cours. On expose ainsi les résultats
numériques obtenus dans le cadre de cette hypothése de faibles densités.

Pour résoudre numériquement ce probléme, on a fait appel, comme précédemment
pour le probléme li¢ & la simulation de ’équilibre thermodynamique dans les guides,
au code MELINA (voir [16]).
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7.1 Rappel des équations a résoudre et leur adimen-
sionnement

Dans cette partie, on rappelle les équations obtenues dans le Chapitre 5 pour la
simulation du transport électronique en domaine ouvert. Les équations concernant
I’équation de Schrédinger sont de deux types : I’équation de Schrédinger ouverte sur
les composantes ¢,,, en dimension 1 et I’équation de Schrodinger aux valeurs propres
dans la section (bidimensionnelle). Le potentiel, lui, est fixé, on verra comment on
le choisit. On rappelle que le but ici est de calculer des densités, des courants et des
intensités. Pour cela, d’aprés les formules données dans la section (5.2.3) du chapitre
précédent, on a besoin de calculer les fonctions d’ondes

ER GRS AMCNACES

p>1

pour € = =+, 75 étant le mode d’injection choisi et p décrivant I’ensemble des modes
propres que 1’on prend en compte numériquement dans la méthode de décomposi-
tion en sous-bandes et enfin pour k parcourant [0,00). Dans ce but, on a besoin
de connaitre les fonctions propres x; (-, z) aux points x de la grille de transport, de
définir ainsi les coefficients de I’équation de Schrédinger ouverte 1D pour chaque 17,
chaque k, qui donne accés aux ¢f, ; ;. Pour présenter l'algorithme plus en détail,
intéressons-nous aux trois types d’équations que nous allons avoir a traiter.

7.1.1 Principe de l'algorithme, rappel des équations

Principe de P’algorithme

Le principe de 'algorithme de calcul des densités et courants dans la zone active
est le suivant. On commence 'algorithme avec le potentiel donné V(x, z). L’algo-
rithme consiste a calculer la densité n et le courant Ipg dans la zone active pour ce
potentiel fixé V. On a vu que ce calcul nécessite le calcul des x,,,(z, z) associés a V' et
des ¢y, (z). Un organigramme du principe global est schématisé dans la section 7.2.1,
et 'algorithme complet est donné dans la section 7.2.4.

Equation de Schrodinger aux valeurs propres 2D

Cette équation est posée dans la section ¥(z), x étant ici un paramétre fixé.
Elle permet de définir les valeurs propres et fonctions propres de l'opérateur de
Schrédinger transverse, le potentiel agissant sur les particules étant donné. Ces fonc-
tions propres sont cruciales car elles interviennent dans le calcul des coefficients de
I’EDO de Schrodinger ouverte que 1'on vient de rappeler. Il est donc nécessaire de
connaitre suffisamment bien ces fonctions propres pour pouvoir calculer les coeffi-
cients c(o) () o (x) et c( () (définis par (5.3.24)) en chaque point de la grille

) m,g

utilisée pour la résolution de I’EDO 1D.
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On rappelle qu’elles sont données par les équations (5.3.21)

(H, +U(x,2)) Xm(2,2) = Ep(2)Xm(z,2) dans X(z)
Xm(z) =0 sur I'(x)
vm, p, fE(ac) X (2, ) Xp(2, 2)dz = O p.
On est amené a résoudre une équation de Schrodinger aux valeurs propres 2D a
chaque point x de la grille de résolution de 1’équation de Schrédinger ouverte 1D.

La formulation variationnelle d’un tel probléme s’écrit alors, x étant fixé dans
(a,b), sous la forme

Trouver les couples (E,x) € R x Hy(X(z)) \ {0}, tels que :
Vo € Hy(X(2)), Alx, ) = B{X, ©)12(5())- (7.1.2)

ou A est la forme bilinéaire, symétrique et coercive définie par :

2
Yu,v € HY(Z), A(u,v) = % Vesu(2) - Vegv(2)dz +/ Uz, z)u(z)v(z)dz
() ()

avec

my(z)  maf

t
Vegu = < ! 81u L 827,6) .
z)

Pour résoudre le probléme, on s’appuie sur 'alternative de Fredholm qui s’exprime
ici comme suit :

Theorem 7.1.1. Les valeurs propres (E;,(z))m>1 du probleme (7.1.2) forment une
suite croissante de réels qui tendent vers l'infini, chacune des valeurs propres ayant
une multiplicité finie. De plus, il existe une base orthonormée de H}(X(z)) formée
des fonctions propres xm/(-, x) associées aux valeurs propres Ep,(x) telles que :

AXm (1), 0) = Em(2)(Xm (- 2), ©) 12(5(0)), Voo € Hy(E(x)),
O (5 @), X () $)>L2(2(x)) = O,

-

Dans la pratique, on supposera toujours que I’échantillonage en énergie évite cette
suite discréte de valeurs propres, ce qui est raisonnable dans le cadre d’une résolution
numérique.

L’équation de Schrodinger ouverte 1D

Il s’agit de I'équation différentielle ordinaire (EDO) du second ordre (5.3.23) que 'on
rappelle ici :

(o)~ 23 000 = 3 () + (B - B ) 610) =0,

j=21 j=21
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ot les coefficients de 'EDO sont donnés par :

() = /( )mm(Z)Xj(z,x)xm(z,x)dz (7.1.3)
Y(x
s () :/ e X; (2, ) Xom (2, )2 (7.1.4)
(2)
92X (2, ) xom (2, ) d2. (7.1.5)
avec les conditions au bord
dos, , . .
CZL‘ (a) = (_Z5m§1+(E) + 5m21+(E)+1) Ko (@) + 20k5,0c 1 04, me’™ Om<r+(E)
dos, . . o e
%(b) = (Zémﬁl—(E) - 6m21—(E)+1) km(bm(b> - Qkaée,,ém’ioémg—(E)e kmb. (716)

I1 est nécessaire pour permettre le calcul approché de la densité (ou encore du
courant) de calculer un grand nombre de fois les solutions de cette équation (pour
chaque valeur de F, ou de k de la grille qui permet de calculer une valeur approchée
pour 'intégrale en k), & chaque itération ou le potentiel appliqué est fixé. On a déja
énoncé pour ce probléme un théoréme d’existence et d’unicité des solutions (voir le
Théoréme 5.3.3, par ailleurs démontré dans [6]).

Le choix du potentiel modélisant les interactions électrostatiques

On propose pour la simulation numérique du transport électronique de se pla-
cer dans une approximation de faibles densités. Pour diminuer les cotits de calculs
numeériques, on choisit de travailler avec un potentiel appliqué, indépendant de la
densité a I'intérieur de la zone active. Le systéme non liéaire de Schrédinger-Poisson
est donc remplacé par un probléme linéaire de Schrodinger. Pour prendre en compte
les effets d’interactions électrostatiques dans les directions de confinement, ce po-
tentiel appliqué sera tout de méme choisi égal, au niveau des interfaces avec les
réservoirs (source et drain), au potentiel de Poisson bidimensionnel calculé au cours
du chapitre précédent. Rappelons que ce calcul fait appel a un probléme non linéaire
Schrédinger-Poisson bidimensionnel. Ainsi, on propose deux modéles différents :

— Dans un premier modéle trés simple, proche d’'un modéle monodimensionnel,
on choisit un potentiel appliqué qui a une structure tensorielle, en découplant
complétement les directions de confinement z et de transport x. Pour accélérer
le transport des électrons, on fait intervenir la différence de potentiel entre la
source et le drain en posant

r—a

b—a

V(z,2) € Qo, V(z,2):=V7T(z)+ x Vps (7.1.7)

ou VT (2) est le potentiel de Poisson calculé dans la source grace au chapitre
précédent, et Vpg est la différence de potentiel entre la source et le drain. On
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a bien conscience que ce modéle ne vérifie pas les données aux bords physiques
du modéles de départ, mais c’est un cas test intéressant pour la validation du
code numeérique.

— On propose ensuite un deuxiéme modéle, plus physique. En effet, suivant une
aproximation faibles densités, on propose de résoudre 1’équation elliptique qui
correspond au potentiel de Poisson pour une densité nulle dans la zone active.
Ainsi, on considére un potentiel harmonique avec les conditions aux bords don-
nées dans la section 5.2.2 du chapitre 5. On considére donc 1'équation elliptique
suivante pour le potentiel :

—V((2)VV) =0, z€(a,b), z€X (7.1.8a)
Via,z) =V*t(z), zel* (7.1.8Db)
V(bz)=VT(2)+Vps, z€T~ (7.1.8¢)
Viz,z) =Vas, (z,2) €Tgs (7.1.8d)
VV(z,2) =0, (x,2)ely (7.1.8¢)

On validera cette hypothése a posteriori en constatant que la densité obtenue
dans la zone active est un ordre de grandeur en dessous de la densité dans les
réservoirs.

7.1.2 Adimensionnement des équations

On choisit dans le cadre de cette simulation, de travailler avec des grandeurs adi-
mensionnées afin de traiter des termes d’ordre 1. Pour cela, on reprend les grandeurs
physiques intervenant dans les équations données plus haut, on les adimensionne
toutes par une valeur caractéristique, et on intégre ces nouvelles grandeurs adimen-
sionnées dans les équations. On choisit dés lors de poser :

Tr = §L7 Z = (21,2’2) = (glLa'éVZL)a

- N V2m kT~
E = EkgT, = jiksT, k = %k
m=mem, & = &£,

U(7,%) = %vg,@ n kBiTvoﬁ,

Xn2:0) = TXn(ET), 0ml0) = 6@, U5, 2) = 70(.3)
n(z,2) = Non(Z,2), avec Ny := 10%°.

On note par ailleurs, pour tout = € (a,b), X(7) := {2, z € X(x)}.
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Equation de Schrédinger aux valeurs propres 2D adimensionnée

[’équation qui permet la définition des fonctions propres de 'opérateur Hamiltonien
transverse, le potentiel U étant fixé, et z € (a, b) étant un parameétre s’écrit, dans les
grandeurs adimensionnées :

= En(®)xm(%,7)  (7.1.9a)
Ym(Z,%) =0, sur I'(F) (7.1.9b)

| G EDGEDE = b (7.1.90
3(T)

On note que ce choix d’adimensionnement pour les fonctions propres (X )m>0 per-
met de garantir la propriété d’orthonormalité de la famille (xom)m>o-

Equation de Schrédinger ouverte 1D.

On adimensionne ici I’équation de Schrodinger 1D avec les conditions aux bords qui
permettent de définir des conditions entrantes et sortantes pour la fonction d’onde. Si
on note pour alléger 1'écriture ¢¢ () la solution de I’équation 1D pour une injection
par la source si € = 1, par le drain si ¢ = —1, sur le mode ig et de vecteur d’onde £,
¢z, (7) est alors solution de :

—~ o ~1 — 2L2mek: T ~ e
— G =2 m V(@) Y (Cm,j@) + TB(E — Ej)em; " ) ¢5 =0

j21 j>1
(7.1.10a)
d¢€ ' I+ e (7 T ikha
dx ——(@) = <_Z(5m§1+(15) + 5m21+(E)+1> kit 05, (@) + 2ik1,0- 4 i me™ ™0, 11 (5
(7.1.10D)
doe, ~ /. NN §
dr (b) = (Zémgr(ﬁ) - 5m2]*(E)+1> k;ﬂbfn( ) — QZk Oc,~04gm€ & b5m<[ (E)
(7.1.10¢)
ou
Gy (%) = /~ 712 (2) 3 (2, F) X (2. 7)dZ (7.1.11a)
5@
ey (F) = | OO E DG Dz (7.1.11b)
S@
ey 2 (@) :/~ 02X, (Z,7)Xm(Z, T)dZ, (7.1.11c)
5@
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avec E = EE) —1—752 et

2L2m*kBT

EiE.
L |BE - B

[F(E):=sup {m > 1, E > EX}, ki(E) := \/

Equation sur le potentiel

On a vu que le potentiel dimensionné U(z,z) qui modélise a la fois I'interaction
électrostatique entre les électrons et 'interaction entre les électrons et le cristal est
choisi sous la forme

Uz, z) :=—qV(x, z) + ¢Vog.

Ici, g désigne la charge élémentaire de ’électron, V (x, z) le potentiel de d’interaction
électrostatique qui est donné par résout 'équation elliptique sur le potentiel (5.2.3),
et Vos, qui ne dépend que du matériau, est donné. Le potentiel U (z, z) adimensionné
s’écrit alors

Uz,2) = ——kBTV( 2) + —kBTvoﬁ Uspp (T, 2) + Uogt

ol U,pp est I'énergie associée au potentiel d’interaction électrostatique. Ici, Uypp (7, 2)
est donné, selon le modéle par :

— l'adimensionnement de I’équation (7.1.7)

Uapn(7:2) = U (2) + =—— x Ups
—a
— I'équation elliptique adimensionnée suivante :
v (aT(E)vﬁ'app) —0, (7.2)e (7.1.12a)
Uapp (7, %) = Ugs, (7,%) € Tgs (7.1.12b)
V.Uapp(%,2) =0, (%,2) €Ty (7.1.12¢)
Unpp(7,2) = UX(3), (7,2) € . (7.1.12d)

Expression de la densité et du courant adimensionnés

En utilisant les équations adimensionnées précédentes ainsi que les expressions que
I'on a données dans le chapitre précédent pour le calcul de la densité (5.3.32) et de
I'intensité du courant & travers ¥~ (5.3.36), on aboutit aux expressions suivantes en
fonction des grandeurs adimensionnées :

s V2mrkgT dk
n(r,z) = —577— “TIZRN, Z Z/ [ i0 I ip T/ ~)|— (7.1.13)

+hk2—
e=+,— ip>1 14 e
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et

L Q\/]{ZBT
Ip = LW\/W Z Z/ / Jm (4 zok\/W/h(b Z)

—i0>1
—~ ~ dk
X Oy zo,E\/W/h(baadZW (7.1.14)

7.2 Mise en ceuvre numérique

7.2.1 Organigramme général

On présente ici 'organigramme général de 'algorithme qui permet la simulation
du transport des électrons dans la zone active. Seules les grandes étapes sont données
ici, puis on explique le principe de chaque étape fondamentale. Un algorithme détaillé
de chaque opération est donné dans la section 7.2.4.

1. Calcul du potentiel U,p, en fonction des conditions aux limites appliquées.

2. Pour chaque z de (a, b), calcul de la densité électronique totale dans ¥ (z) grace
a la formule (7.1.13).

3. Calcul du courant Ipg en b a partir de la formule (7.1.14).

7.2.2 Procédure de calcul de la densité et du courant

Le calcul de la densité a partir de la donnée du potentiel calculé en premiére étape
nécessite la résolution d’un grand nombre d’équations de Schrédinger en fonction du
parameétre d’énergie comme indiqué dans 'organigramme général. On se propose ici
de détailler les étapes une a une pour présenter les méthodes numériques mises en
ceuvre pour chacune d’elles.

1. Pour chaque z de la grllle de discrétisation de (a, b) calculer les valeurs propres
et fonctions propres E,, (%) et xm solutions du probléme (7.1.9) posé dans (7).

2. Pour chaque x de la grille de discrétisation de (a, E) et chaque m, calculer 0, X,
et 02X om.

3. Pour chaque x de la grille de discrétisation de (a b) pour chaque m, et chaque
J, calculer les coefficients c’,{j(o) (2), c’,{j(l)(a:) Cm, (2)( )
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4. Calculer les fonctions d’ondes longitudinales &m7i07k solutions de (7.1.10) pour
chaque m, g, € et chaque k.

5. Calculer la densité électronique

Pour le calcul du courant, la différence principale par rapport au calcul de la den-
sité est la dérivée dans la variable de transport = de la fonction d’onde. On rajoute
donc au niveau de 'étape (4) le calcul des dérivées selon x des fonctions d’onde lon-

gitudinales (be Le calcul de 8351/1

de X, de 830(;5 ko €0 de 02 Xm- La procédure de calcul du courant s’écrit alors de
maniére plus détaillée comme suit.

se fait donc par des combinaisons de ¢°

i0,ko m,ig,ko?

1. Pour chaque z de la grllle de discrétisation de (a, b) calculer les valeurs propres
et fonctions propres E,, (%) et xm solutions du probléme (7.1.9) posé dans 2(7).

2. Pour chaque x de la grille de discrétisation de (a, E) et chaque m, calculer 0, X,
et 92Xom

3. Pour chaque x de la grille de discrétisation de (a b) pour chaque m, et chaque
7, calculer les coefficients cny (%), émy (T, emy ()

4. Calculer les fonctions d’ondes longitudinales ¢N5mmk solution de (7.1.10) pour
chaque m, pour chaque € = 4, pour chaque k, et chaque ig.

5. Calculer les dérivées en x des fonctions d’ondes longitudinales (9155
chaque m, pour chaque € = £, pour chaque k, et chaque ig.

o,k DOUT

6. Calculer {/}\gio,k et de az%mk.
7. Calculer le courant.

L’étape préliminaire qui consiste a calculer le potentiel appliqué nécessite, dans
le cas du modeéle utilisant un potentiel harmonique, la résolution d’une équation
elliptique 3D sur le potentiel. On utilise une méthode élément finis nodaux 3D pour
la résolution de cette équation elliptique, sur un maillage que 'on précise dans la
section suivante.

L’¢tape 1 requiert un grand nombre de résolution de problémes aux valeurs
propres bidimensionnels dans la section (7). Pour cela, on utilise comme précé-
demment dans le Chapitre 6 une méthode éléments finis nodaux 2D d’ordre élevé

217



(ici Q@5) sur le maillage présenté dans la section (7.2.3). On rappelle enfin, que la mé-
thode de décomposition en sous-bandes ne requiert en pratique qu’un petit nombre
de modes, ce qui conduit & la réduction du nombre de telles équations a résoudre.
En pratique, on ne considére en effet que 3 & 4 modes propres.

Pour I'étape 2, on calcule les dérivées en - des vecteurs propres transverses x,, par
une méthode de différences divisées. Il a été envisagé d’utiliser une approximation par
splines cubiques, mais la méthode des différences divisées s’avére étre suffisamment
précise.

L’étape 3 consiste a calculer les coefficients de I’équation de Schrédinger ouverte
1D. Les intégrales sur la section transverse qui définissent les coefficients c;;,/j(k) par
les équations (7.1.11) pour m et j variant en pratique entre 1 et 4 et k valant 0, 1
ou 2 sont évaluées au sens des éléments finis. On profite ainsi des matrices éléments
finis déja calculées précédemment et de la précision apportée par le haut degré de la
méthode.

L’étape 4 nécessite la résolution de I’équation de Schrodinger ouverte 1D a coef-
ficients variables en fonction de x et a conditions transparentes au bord. Pour cela,
on résout le probléme par une méthode éléments finis 1D sur une grille de discré-
tisation sur laquelle on connait les valeurs des coefficients. Ici, on a programmé un
code qui permet d’assembler des matrices éléments finis par bloc pour travailler sur
des problemes EDO couplés en dimension 1, avec des coefficients variables, calculés
séparément et des conditions aux bords de type Robin Fourier.

L’étape 5, spécifique au calcul du courant est I'étape de dérivation des fonctions
d’onde longitudinales. Pour cela, on réutilise les matrices éléments finis du probléme
de Schrodinger 1D.

Le calcul de l'intégrale en énergie intervenant dans la derniére étape pour les
calculs de densité ainsi que de courant se font par une méthode de Gauss-Legendre.
On exploite en effet la décroissance exponentielle en k de la fonction a intégrer, due
a la présence de la fonction de Fermi-Dirac, pour se restreindre & un intervalle borné
en énergie, bien choisi.

7.2.3 Maillages

L’implémentation de la méthode éléments finis 2D utilisée

1. pour la résolution numérique de I’équation de Schrodinger aux valeurs propres
2D dans la section (),

2. pour le calcul des intégrales sur la section ¥(x) qui interviennent dans les

formules (7.1.11) donnant les coefficients c’n\;j(k)

requiert un maillage de la section ¥(z).
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Un premier intérét de la librairie MELINA est qu’elle s’adapte simplement (par
exemple par de la programmation Shell) & des changements de maillages. En effet, le
principe de cette librairie est de définir plusieurs fichiers, dont un fichier de Directives,
a part du corps du programme, dans lequel sont définis les maillages, les opérateurs
différentiels et les conditions de bord. Ici, pour simplifier, on a choisi de travailler avec
une section X constante, mais il est envisagé pour des travaux futurs de travailler
avec des sections éventuellement variables avec x. Dans ce cas, on pourra simplement
définir un fichier Directive paramétré par x dans lequel le maillage peut changer en
fonction de z. Ici, on suppose que la section ne dépend pas de x et on reprend donc
les maillages du Chapitre 6 pour la résolution de ce probléme.

Un deuxiéme avantage de MELINA a été évoqué précédemment. Il s’agit de la
possibilité de définir les opérateurs différentiels sur des sous-domaines pour qu’ils
soient par la suite automatiquement assemblés sur le domaine global.

La résolution de I’équation de Schrodinger 1D couplée avec conditions transpa-
rentes se fait sur une grille (a,b) en z, assez fine pour avoir une bonne précison des
valeurs en chaque point. Néanmoins, les valeurs des coefficients doivent étre données
en chaque noeud du maillage. Ici, une interpolation par splines des coefficients a été
envisagée pour permettre de gagner du temps de calcul en utilisant des maillages 1D
plus grossiers.

La résolution du probléme elliptique 3D par éléments finis nécessite enfin un
maillage tensoriel qui puisse étre compatible avec la résolution "en section" de la
procédure de calcul de la densité.

Dans ce chapitre, on s’est consacré au dispositif a section rectangulaire introduit
au chapitre précédent. La librairie MELINA n’étant pas a ce jour pourvue de mailleur,
on a fabriqué le maillage suivant, en définissant les deux sous-domaines correspondant
aux deux composants physiques. Le maillage par triangles est choisi pour étre adapté
a cette décomposition en sous-domaines pour une meilleure précision a l'interface
entre les deux domaines.
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Fi1a. 7.1 — Section carrée

7.2.4 Organigramme récapitulatif de ’algorithme

On présente maintenant le schéma suivant qui récapitule toutes les étapes de la
résolution numérique du probléme de transport des électrons dans le dispositif.

Il est & noter que 'on initialise ’algorithme avec un potentiel nul. Enfin, le calcul
de la densité et du courant donnés par les formules (7.1.13) et (7.1.14) nécessitent
de connaitre les potentiels chimiques associés & la source et au drain. La différence
principale entre ces deux modélisations tient avant tout a I'hypothese d’équilibre
thermodynamique des guides. Pour les simulations numériques, on utilise ainsi les
potentiels calculés par I'algorithme présenté dans le chapitre suivant 6.
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F1G. 7.2 — Algorithme d’approximation de la densité dans la zone active

Calcul du potentiel V (z, z)

dans chaque section (x)

Calcul des éléments propres X, (-, )

et des énergies E,,(z) sur chaque X(x)

(méthode éléments finis 2D)

Calculs des constantes cf, ;(x), k = 0,1,2

pour chaque section ¥(x)

Calcul des fonctions d’ondes longitudinales

i+ Ao 4
Do io ey POUT tout m et des dérivées (?I(pm.m.ko

(éléments finis 1D multi-inconnues)

Boucle injection source/drain

mode propre injecté ip
vecteur d’onde injecté ko

Calcul de la densité électronique totale n(z, z)

et du courant Ipg

Fin de I’algorithme

7.3 Résultats numériques

Cas du potentiel appliqué défini par V*(z) 4 =2 x Vpg

On utilise ’algorithme pour calculer le courant et la densité a l'intérieur de la zone
active avec le modéle simplifié ou le potentiel est donné par (7.1.7). On commence par
le calcul du courant dans le but d’obtenir une courbe courant-tension qui représente
I’évolution du courant Ipg en fonction de la différence de potentiel Vp appliquée entre
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les interfaces ’source-zone active’ et 'zone-active-drain’. On obtient alors la courbe
suivante :

Fll T T T T T T

IS [ &)

|:| 1 1 1 1 1 1
I 0.1 n.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

UD (%]

F1G. 7.3 — Courbe courant-tension (la zone active se situe entre x = 8nm et z =
18nm)

Par ailleurs, on calcule la densité sur chaque section pour x dans la zone active, et
on calcule la densité linéique correspondant par une méthode d’intégration numérique
utilisant la matrice de masse calculée sur la section dans la méthode éléments finis.
On obtient la courbe représentant 1’évolution de la densité linéique dans la zone active
en fonction de = (la zone active se situe entre les abscisses * = 8nm et x = 18nm)
qui suit. Pour comparaison, on a tracé sur la figure la fraction de la source comprise
entre x = 6nm et x = 8nm la densité linéique correspondant au dopage de la source,
ainsi que la fraction du drain comprise entre x = 18nm et x = 20nm.
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Denzite glsctroniqus =9 % [1n]
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£

8 11 12 14 16 18 20
¥ [arn]

FiG. 7.4 — Courbe de la densité linéique (x10®/m) en fonction de I’abscisse =
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Cas du potentiel harmonique avec les conditions aux limites phyqiues

On s’intéresse maintenant au cas du deuxiéme potentiel donné par (7.1.8) qui s’ap-
proche du potentiel tridimensionnel de Poisson dans le cas de faibles densités. En
fixant deux valeurs de Vg (en l'occurrence Vggs = 0.2V ou Vs = 0.4V), on trace
les valeurs du courant Ipg en fonction de la valeur de la différence de potentiel entre
la source et le drain Vpg. On obtient la courbe courant-tension, caractéristique du
composant suivante.

Courbe courant bension pour Y& 35 fixe
2':' T T T T T T

|:| 1 1 1 1 1 1

0 0.1 n.z2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
LIDV[¥]

F1G. 7.5 — Courbe courant-tension (la zone active se situe entre = 8nm et z =
18nm)

De méme que précédemment, on calcule la densité sur chaque section x € (a,b),

et on calcule la densité linéique en fonction de x. On trace ici la densité linéique pour
un potentiel de grille Vgg = 0.4V
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FIG. 7.6 — Densité linéique (en x10®/m) en fonction de l'abscisse .

Il est a noter que ces résultats numériques sont cohérents avec des résultats pré-
sentés dans la littérature physique pour le méme composant physique : simulations
Schrédinger-Poisson dans une approximation "quasi-3D" résolue par la méthode des
fonctions de Green pour [24] ou résultats expérimentaux pour [12]. On peut donc a
posteriori valider cette approche "faibles densités".
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On représente maintenant la densité des électrons dans ce cas dans la source, sur
les sections = 13nm (au centre de la zone active) et x = 17.9nm (& l'interface entre
la zone active et le drain, dans la zone active).

2.3086E400 6.9257E+00 5.6600E-02 1 B9B0E-01 1.1575E-01 3.4727E-01

— | | ———— |
0.0000E+00 26171 E400 923436400 24823E-40 T.1320E-01 2.2640E-01 24101E-41 23151E-01 4 B302E-01

F1G. 7.7 — Densité des électrons dans la source, la section z = 13nm et la section
x = 17.9nm

Comme attendu, on voit bien que dans la zone active les électrons sot plus for-
tement confinés au centre du dispositif. Cet effet est produit par I’application d’une
différence de potentiel Vg entre la grille et la source. Dans le cas ci-dessous, on a
pris Vgg = 0.4V et Vpg = 0.4V

On représente enfin I’évolution dans la zone active de la densité sur le schéma 3D
suivant (les valeurs présentées ici sont adimensionnées) :

226



1.1105E-M 3.3314E-M
T =

B
0,0000E+00 2 Z209E-01 4.4419E-01

Egn: —1x+044 =0

F1G. 7.8 — Densité des électrons dans la zone active (z € (a,b)), Vos = Vps = 0.4V.

A présent, on représente sur le maillage tridimensionnel le potentiel U (z, z) calculé
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dans la zone active du composant (solution de (7.1.8)). Il est & noter que les valeurs
représentées sont adimensionnées.

-1.2097E+00 2.7317E+M

B 2 T T
-1 5473E+01 1 3054E+01 4.1580E+01

Egn: -1x+044=0

F1G. 7.9 — Potentiel U(x, z) dans la zone active (z € (a,b))
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Finalement, on représente le potentiel U(z, z) dans la source, puis dans les sections
r=13nm et z = 17.9nm

1.0385Es01 34185E+01 7.9557E+00 8.4575E400 10261 E+01 281356401

=S == s = i3 ==
1.1604E-35 2.0790E+01 4.1580E+01 7.7363E+00 8237 1E+00 873796400 8.2384E-01 1.9688E+01 385726401

F1G. 7.10 — Potentiel U(z, z) dans les sections = a, = 13nm et x = 17.9nm.

7.4 Perspectives : Résolution numérique du systéme
de Schrodinger-Poisson

On a fait dans ce chapitre 'approximation "faibles densités" en modélisant les
interactions électrostatiques par un potentiel qui vérifie (7.1.8). On envisage dans
la suite de ce travail de s’affranchir de cette approximation et ainsi de modéliser le
potentiel d’interaction électrostatique par un potentiel de Poisson tridimensionnel
couplé a I’équation de Schrodinger. Le potentiel vérifie alors I’équation suivante :

1
-V (e, VV) = p (x,2) € Qo
0

V = VGS, (LL’, Z) S FGS
V.V=0, (z,2)eln
+ conditions de Robin Fourier sur X7 et ¥~

ou €q est la permittivité électrique du vide, et ¢, est la constante diélectrique relative
de chaque matériau semi-conducteur : €,g; = 11.9 pour le Silicium et €50, = 3.9
pour 'oxyde.

Aprés adimensionnement, le potentiel faisant intervenir les interactions électro-
statiques et les interactions avec le cristal s’écrit alors

ﬁ(f’ ’5) = _I{,‘BLTV(§7,5) + k_BLTVOff = ﬁpoiss(gva + [703-
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Le potentiel de Poisson vérifie finalement le probléeme elliptique 3D suivant :

k)BTéo ~ —
~ (2 (2) VDo) = (T, 2) = Nuop (7.4.1a)
Upoiss(,2) = Ugs,  (,2) € Las (7.4.1b)
Vzﬁpoiss(az, 2)=0, (2,2)ely (7.4.1c)
+ conditions de Robin Fourier sur S+ (7.4.1d)

avec Ngop la densité de dopage adimensionnée.

Le nouveau probléme global auquel on est confronté est alors trés différent du fait
de ce couplage. En effet, I’algorithme commence alors par une phase d’initialisation
du potentiel (qui pourra étre choisi par exemple comme le potentiel harmonique
calculé précédemment). Ensuite, chaque pas i de l'algorithme consiste a calculer, a
partir du potentiel U;_; calculé a 'étape ¢ — 1, la densité n; et ainsi le potentiel
U; asocié a cette nouvelle densité. L’algorithme se termine lorsque la différence (en
norme infinie sur chaque section) entre Vj,; et V; est suffisamment petite. Chaque
calcul de densité a l'intérieur de chaque pas de ’algorithme se fait comme présenté
précédemment.

On peut dans ce cas donner le schéma suivant pour ce nouvel algorithme.
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Boucle injection source/drain

F1G. 7.11 — Algorithme d’approximation

Initialisation du potentiel Vy(z, 2)

de la densité dans la zone active

Calcul des éléments propres X, (-, z)

et des énergies E,,(z) sur chaque X(x)

(méthode éléments finis 2D)

Calculs des constantes c’,‘"n‘]

(z), k=0,1,2

pour chaque section ¥(z)

mode propre injecté igp

vecteur d’onde injecté ko

Vi devient V!

&
Prmjio ko

Calcul des fonctions d’ondes longitudinales

s dérive o
pour tout m et des dérivées 9., 1

(éléments finis 1D multi-inconnues)

Calcul de la densité électronique totale n(z, z)

et du courant Ipg

Calcul du nouveau potentiel de Poisson V#+!(z, )

(éléments finis 2D)

Test : [V — V|| p < Tol

NON

OUI

Fin de la boucle
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Résumé de la thése

Cette thése en mathématiques appliquées a la nanoélectronique aborde le probléme de
la simulation mathématique et numérique du transport de gaz d’électrons confinés dans
certaines directions de I'espace.

A T’échelle de la nanoélectronique, les phénomeénes ondulatoires liés au transport des
électrons ne peuvent plus étre négligés et la description classique du transport électronique
doit laisser place & une approche quantique. La modélisation de tels phénoménes nécessite
la résolution de systémes couplés de type Schrodinger-Poisson, coliteux numériquement.

Cette thése s’appuie donc sur le confinement fortement anisotrope des électrons dans de
telles structures pour obtenir des modéles asymptotiques a dimensionnalité réduite, via une
analyse asymptotique "fort confinement". La principale difficulté mathématique provient
ici des oscillations rapides dues au confinement. Des méthodes telles que la moyennisation
en temps long sont décrites pour y remédier.

On s’intéresse dans cette approche a plusieurs situations de confinement différentes.
Ainsi, on présente deux modéles asymptotiques pour la modélisation du transport d’élec-
trons confinés sur un plan, ainsi qu’un modéle de confinement sur un plan d’un gaz d’élec-
trons soumis & un champ magnétique fort uniforme. Enfin, on propose un modéle asympto-
tique mathématique ainsi que des simulations numériques dans le cas du transport d’élec-
trons confinés dans un nanofil quantique. Celles-ci sont obtenues par des méthodes numé-
riques basées sur 'idée de la réduction de dimensionnalité qui font appel notamment & une
méthode de décomposition en sous-bandes.

Abstract of the thesis

This thesis lies in the field of mathematics applied to nanoelectronic devices. It raises
the question of knowing how to mathematically and numerically simulate the transport of
electrons that are confined in some space directions.

At the scale of nanoelectronic devices, quantum effects due to the transport of electrons
can no longer be ignored and the usual classical description has to be replaced by a quantum
analysis. The study of such quantum tranports require solving Schrédinger-Poisson systems,
which is a costly numerical task.

The thesis is therefore based on a strong anisotropic confinement analysis of the quatum
transport in such devices in order to obtain low-dimensional asymptotic models. The most
important mathematical difficulty here lies in the fast oscillations that are due to the strong
confinement. They are dealt with thanks to long time averaging procedures.

In this prospect, the thesis presents different cases of confinement. Indeed, two different
asymptotic models are presented in order to model the transport of electrons in a fine
slab, and a specific asymptotic model is obtained in the case of a quantum gas that is
confined along a plane and subject to a strong uniform magnetic field. Finally, we present a
mathematical asymptotic model and numerical results for the transport of an electron gas
in a nanowire. The numerical methods at hand here are also based on the idea of reducing
the problem dimensions and, in that view, we make great use of subband decompostion
methods.



