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Résumé, Abstract

Sur la factorisation des fonctions zéta des hypersurfaces de Dwork

Cette these s’intéresse a la factorisation des fonctions zéta des hypersurfaces de
Dwork. Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas ont mis en évidence, dans le cas de
la quintique, un facteur provenant de la symétrie miroir et deux facteurs provenant
de courbes de type hypergéométrique. Wan a établit le lien avec la symétrie miroir
dans le cas général, mais les facteurs complémentaires n’ont pas été étudiés avec le
méme niveau de détail que dans le cas de la quintique, et c’est sur eux que se concentre
cette these. Apres un premier chapitre de rappels sur les hypersurfaces de Dwork, on
détermine, dans le chapitre 2, une factorisation explicite des fonctions zéta en terme de
facteurs provenant d’hypersurfaces de type hypergéométrique. Dans le chapitre 3, on
déduit une factorisation a partir d’'une décomposition isotypique de la cohomologie des
hypersurfaces de Dwork. Finalement, dans le chapitre 4, on relie les deux factorisations
précédentes.

MoTs CLEFS : hypersurfaces de Dwork, factorisation de fonctions zéta, hypersurfaces
hypergéométriques, décomposition isotypique de la cohomologie étale, sommes de Gauss
et de Jacobi, formule des traces de Lefschetz.

On the factorisation of the zeta functions of Dwork hypersurfaces

This thesis deals with the factorisation of the zeta functions of the Dwork hypersur-
faces. Candelas, de la Ossa and Rodriguez-Villegas found, in the case of the quintic,
a factor coming from mirror symmetry and two factors coming from hypergeometric
curves. Wan established the link with mirror symmetry in the general case, but the
remaining factors have not been studied with the same level of detail as for the quintic,
and it is on them that this thesis focuses. After a first chapter recalling the properties
of the Dwork hypersurfaces, we establish, in chapter 2, an explicit factorisation of the
zeta functions in terms of factors coming from hypersurfaces of hypergeometric type. In
chapter 3, we deduce a factorisation of the zeta function from the isotypic decomposition
of the cohomology of the Dwork hypersurfaces. Finally, in chapter 4, we link the two
preceding factorisations.

KEY-WORDS : dwork hypersurfaces, zeta function factorisation, hypergeometric hy-
persurfaces, isotypic decomposition of the etale cohomology, Gauss and Jacobi sums,
Lefschetz trace formula.
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Introduction

Soit [F, un corps fini de caractéristique p. Si X est une variété projective définie sur
[F,, la fonction zéta de X est définie par

+oo
t'f’
20 = exp L IX(E)I ),
r=1

ou F, désigne une extension de degré r de F, et X(F,r) 'ensemble des points de X
rationnels sur F.
Soit ¢ € F, un parameétre non nul. Notons M hypersurface de P* d’équation

5 5 5 5 5
]+ o+ x5 + 2y + x5 — dYriTexsrars = 0.

Supposons-1a non singuliére, c’est-a-dire ¥ # 1. Dans deux articles [CAIORV00,
CdIORV03], Rodriguez-Villegas et les deux physiciens Candelas et de la Ossa ont
mis en évidence, de maniere expérimentale, le fait que la fonction zéta se factorise sous
la forme suivante, lorsque p # 2 et ¢ = 1 mod 5,

Zos o ) — Rl VR, (0t 0/ R, gt 0
MeE = T — g (1 — 201 — ¢3t)

ou Ro, Ry, et Rp, sont des polyndmes appartenant a 1 + tZ[t]. Le facteur Ry provient
de la « variété miroir » Wy, de My, (on renvoie a [CAIORV03] pour la définition et la
construction de cette variété) dans le sens ou

o Ro(tﬂ[’)
PO = 5 g (1 - @ )

Les facteurs Ry, et Rp, proviennent, eux, de courbes hypergéométriques dont des
équations affines sont

Ay =21 -2’ (1 - o) et By:y® =2(1—2)*(1 - jo),

dans le sens ou

RAw (t7 ¢)
1—qt

RBw <t7 ¢)

Zoa i (1) =
Ay /5 (1) v

et ZBw/EI (t) =

De plus (voir [CAIORV03]), ils ont démontré que Ry, et Rp, sont des carrés dans
Z[t] (argument est que les courbes projectives lisses birationnelles a A, et By sont
hyperelliptiques et que I'existence d'un automorphisme particulier de ces courbes perm

9



10 Introduction

et de montrer que leur jacobienne est isogene a un carré). Ils ont également constaté
numériquement que les facteurs sont scindés sur le corps Q(v/5).

L’existence dans la fonction zéta d’un facteur provenant de son miroir a été généralisé
par Wan [Wan06] au cas des hypersurfaces de Dwork X,, d’équation

x4+ an —npxy ..oz, = 0.

Plus précisément, Wan démontre [Wan06l, § 7, éq. (14), p. 173], lorsque ¢ = 1 mod n,
que la fonction zéta de Xy, s’écrit sous la forme

(Q(t7 ¢)R(qt7 w)) (=11
(I—t)(1—qt)...(1—q"2t)"

ou Q(t, 1) est un polynome a coefficients entiers de degré n — 1 et R(t,v) un polynoéme
a coeflicients entiers de degré (”_1)n+(;1)n(n_1) — (n—1) dont les racines ont pour valeur
absolue ¢~ %/2. Le polynéme Q(t,1)) provient de la symétrie miroir dans le sens
suivant : désignons par A le groupe {(C1,...,C,) € F) [ ¢ =1,(1... ¢, = 1} et par Yy,
I'hypersurface quotient X, /A ; c’est, selon la terminologie de Wan, un « miroir singulier »
de X, (ce miroir n’est pas tout a fait le méme que celui considéré dans [CAIORV03]
lorsque n = 5). Une équation simple de Yy, est (y1 + -+ yn)" = (nY)"y1 ...y, et sa
fonction zéta est donnée par

Q(t, )"
1—-t)1—gqt)...(1—q"2t)

Wan mentionne dans [Wan06l, § 7, p. 175] que le probleme de déterminer 'origine de R
a été résolu pour n = 3, n = 4 (Dwork) et n = 5 (Candelas, de la Ossa et Rodriguez-
Villegas) mais reste ouvert pour les autres valeurs de n. L’un des résultats de la présente
these (voir chapitre [2) décrit 'origine de ce facteur R : c¢’est un produit de facteurs
provenant de fonctions zéta d’hypersurfaces de type hypergéométrique de dimension
impaire. La méthode est la suivante : on calcule séparément le nombre de points de Xy,
et de certaines hypersurfaces de type hypergéométrique a l'aide de sommes de Gauss
en suivant les techniques exposées dans [Kob83| puis on les compare en utilisant des
formules sur les sommes de Gauss (telles que la formule des compléments ou la formule
de multiplication de Hasse-Davenport).

Dans l'exemple de la quintique considéré par [CAIORV03], la fonction zéta est hau-
tement factorisée. Parallelement a la question d’identifier les facteurs que 1'on vient
de considérer, on peut s’intéresser a la question de prédire a priori 'existence d’une
factorisation du polynoéme précédent R. Dans [HKS06], une méthode cohomologique
pour obtenir un tel résultat est esquissée ; elle a été menée & bien dans [Klo07] pour une
famille de variétés englobant les hypersurfaces de Dwork. Le principe est le suivant : la
fonction zéta s’exprime comme produit et quotient des polyndémes caractéristiques du
Frobenius sur les espaces de cohomologie ; si on décompose les espaces de cohomologie en
somme directe de sous-espaces stables par le Frobenius, cela conduit a une factorisation
de la fonction zéta. Kloosterman a utilisé cette méthode en exhibant une base explicite
de la cohomologie de Monsky-Washnitzer puis en étudiant ’action du Frobenius sur
cette base. Une autre méthode est de considérer la décomposition de la cohomologie
étale en composants isotypiques sur Q; (ot £ est un nombre premier # p) sous l'action
du groupe G = A x G, ; puisque 'action du groupe G commute a celle du Frobenius

wa/Fq (t) =

ZYw/]Fq (t) =
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(du moins lorsque ¢ = 1 mod n), cette décomposition permet de factoriser le polynéme
caractéristique du Frobenius. Le chapitre [3| de la these est consacré a la mise en oeuvre
de cette méthode ; la factorisation qu’on obtient s’avere légerement plus fine que celle
obtenue par Kloosterman et permet aussi d’expliquer 'observation de [CAIORV03] a
propos de la décomposition des facteurs dans une certaine extension de degré fini de
Q. Nous commengons par décomposer H% *(X,,, Q,). Les résultats que nous obtenons
étendent ceux de Briinjes [Bri04] qui traitait le cas ¢ = 0 (hypersurfaces de Fermat).
Une fois cette décomposition obtenue, il faut en déduire la décomposition de HQ{2(X¢,,
Q) (ce qui nécessite de construire explicitement des représentations irréductibles sur
Q¢ qui, aprés extension des scalaires, redonnent celles qui interviennent sur Q,) puis
montrer que la factorisation ainsi obtenue est indépendante de /.

Finalement, le chapitre [4] consiste a relier les deux factorisations obtenues précédem-
ment (la factorisation explicite et la factorisation cohomologique) a l'aide de techniques
de fonctions L de représentations, en s’inspirant d’un calcul effectué par Katz [Kat81]
dans le cas des courbes d’Artin-Schreier.

Mentionnons pour finir que, de maniere indépendante, certaines des questions précé-
dentes ont été abordées sous un angle différent par Katz dans [Kat09]. Nous renvoyons
le lecteur aux introductions des chapitres [2] et [3] pour des précisions supplémentaires.
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Chapitre 1

Hypersurfaces de Dwork

Dwork a consacré une part importante de son ceuvre a I’étude des hypersurfaces qui
portent aujourd’hui son nom, que ce soit en relation avec la méthode de déformation (voir
[Dwo62al, Dwo62bl [Dwo64, [Dwo66b, Dwo69]) ou avec les fonctions hypergéométriques
généralisées (voir [Dwo66al). Le lecteur intéressé par plus de précisions historiques
pourra consulter 'introduction de I'article [Kat(09].

Ces dernieres années, les hypersurfaces de Dwork sont revenues sur le devant de la
scéne, notamment en relation avec la symétrie miroir (dont la quintique de Dwork est
un exemple emblématique, voir [CAIOGPI1]) ou avec la conjecture de Sato-Tate (voir
[HSBTOT] et les articles connexes [CHT08| [Tay08§]).

1.1 Définition et propriétés algébriques

Définition 1.1.1. — Soit n un entier > 1 etk un corps. On considére l’hypersurface X,
de Py d’équation x4 - -+x;—nypx; ...z, = 0 ou ) € k est un parametre. L’ hypersurface
Xy est appelée hypersurface de Dwork. Lorsque 1 = 0, on parle d’hypersurface de Fermat.

Dans ce chapitre, on ne fait pas d’hypothese particuliere sur le corps k, mais dans les
chapitres suivants, on prendra k = [, ot ¢ est une puissance d’'un nombre premier ne
divisant pas n.

Proposition 1.1.2. — Supposons que n soit premier a la caractéristique de k. L’hy-
persurface Xy, est singuliere si et seulement si Y™ = 1.

DEMONSTRATION. — Posons f = 2} + -+ + zl! — nypzy ...z, de sorte que X, n’est
autre que I’hypersurface d’équation f = 0. Il s’agit de déterminer pour quelles valeurs

A of of 4 .
de v les polynomes f, Jar o ey ont des zéros en commun. Or :
0 -1
8—51:0 nxy T =nYPTy. .. T,
= (... — nr} = =nx, =nPr;...T,
% =0 net !l =nwy .oz,
Puisque n est premier a la caractéristique de k, on en déduit que 2} = --- = 2z} =
Yxy ... x,. Lorsque ¥ = 0, on obtient x1 = --- = x,, = 0. Lorsque 1 # 0, on obtient

(nxy ... x,)" = (n)*ah .. 2l = ()" (Yo .. )" dou (1 ... )" = V" (21 ... xp)"
or, si I'un des x; est nul, ils le sont tous, donc, si on suppose au moins I'un des x; non
nul, on en déduit que Y™ = 1.

13



14 Chapitre 1. Hypersurfaces de Dwork

Réciproquement, si 9™ = 1, le point [1:9:...:9] est un zéro commun a f et a ses
dérivées partielles. O
Corollaire 1.1.3. — Supposons que n soit > 3 et premier a la caractéristique de k.

L’hypersurface Xy, est absolument irréductible si et seulement si "™ # 1.

DEMONSTRATION. — Il suffit d’utilsier le fait que, si n > 3, alors une hypersurface non
singuliere est irréductible. O]
REMARQUES 1.1.4.
a) Lorsque n = 1, I'équation est (1 — 1)x; = 0 donc se réduit & 1 = 0si ¢ # 1 et &
P si¢p =1,

b) Lorsque n = 2, 'hypersurface X, n’est pas absolument irréductible :

22+ 22 — 23119 = (11 — Py + /U2 — 1a3) (21 — Y9 — /U2 — 1 29).

1.2 Cohomologie étale, fonction zéta

Soit f € F,[z1,...,x,] un polynéme de degré d tel que I'hypersurface X de Pg;_l
d’équation f = 0 soit non singuliere. La dimension de X est n—2 et on note j l'inclusion
canonique X — P"~! et X I'hypersurface X @g, F, de IP)F’;_I.

Théoréme 1.2.1 (Lefschetz faible). — Soiti un entier < n—2; l'injection canonique
7 induit une application j* de H', (IP%’:_I, Qy) dans H., (X, Qy) qui est bijective sii # n—?2
et injective st 1 =n — 2.

DEMONSTRATION. — On renvoie a [FK88| cor. 9.4 p. 106]. O
Rappelons que, lorsque 0 < i < 2n — 4, la dimension ¢; de H’, (Pﬁ’z_l, Q) est égale a 1
si ¢ est pair et a 0 si ¢ est impair.
Corollaire 1.2.2. — Lorsque i <n — 2, on a
dim H, (X, Q) = 4;,
et le méme résultat vaut pour n —2 < i < 2(n — 2) par dualité de Poincaré.
Nous définissons maintenant la partie primitive de la cohomologie.

Définition 1.2.3. — Notons H *(X, Qy)™"™ Uimage de H (P21, Qo) par j* et
(K, QP = o 2(X, Qo) /HE (K, Qo).

Sin est pair, HZ72(X, Qp)™P"™ est de dimension 1 et sin est impair, H% (X, Q,)Pr™ =
Hgt_Q(X7 Qﬁ) .

Théoréme 1.2.4 (Formule d’Hirzebruch). — Soit n un entier > 1 et f € F,[z, ...,

x,] un polynéme homogéne de degré d tel que f of I paient pas de zéros

5 8_271’ 0 Dan
communs différents de (0,...,0) dans F;. Alors l’hypersurface X de ]P%;‘l définie par
léquation f = 0 est non singuliére (et irréductible si n > 3) et sa caractéristique
d’Fuler-Poincaré est donnée par

(I1-d)"+(d—-1)

X(X) = (= 1) + ) .




1.3. Automorphismes, variété quotient 15

DEMONSTRATION. — Sin > 3, on utilise le cor. 7.5.(i7) de [Gro66, exp. VII] : en effet,
le sous-schéma X de Pﬁ’;’l est lisse, connexe et de dimension n — 2; sa caractéristique
d’Euler-Poincaré est donc donnée par :

[\
V)

X(X) = d Y (1) =

i

n—

1—d)"+nd—1
d 7

(_1)n—zCiLdn—z — (

Il
o
ul
Il
=

i

ce qui est la formule annoncée. Si n = 2, ’hypersurface X de IP’Flp se compose de d points
distincts donc x(X) = d, qui est égal a (2 —1) 4+ 2[(1 — d)? + (d — 1)]. Finalement, si
n=1,X =g et donc x(X) = 0, ce qui montre le résultat dans ce cas. O

Corollaire 1.2.5. — La dimension de H" *(X, Q,)P"™ est égale (d_l)n+(;1)n(d_1).

DEMONSTRATION. — C’est une conséquence immédiate de la formule de Hirzebruch et
du théoreme de Lefschetz faible ci-dessus. n

Corollaire 1.2.6. — Posons P = det(1 — t Frob*|H%%(X, Q,)P"'™) ; ¢’est un polynome
de degré (d_l)nJr(;l)n(d_l) et on a :

P(t)-D"
(1—t)(1—gqt)...(1—qg2t)

Zx /(1) =

DEMONSTRATION. — Le Frobenius agit par multiplication par q™=2/2 sur H’e‘t_z(iw,
Qy)™Prim et par multiplication par ¢ sur les H% (X, Q,), d’o le résultat. O
1.3 Automorphismes, variété quotient

Désignons toujours par k un corps quelconque. On considere le groupe

A={(C,- - G) € palk) [ G G =11H(C- -, O}

On notera [(i,...,(,] la classe de ((i,...,¢,) dans A. Le groupe A agit sur X, par
multiplication des coordonnées :

[l s Gol s i) =[Gy oo Guy)

Le produit semi-direct G = A x &,, de &,, par A agit a droite sur X,.

Dans toute la suite de ce n°[L.3 k désignera un corps tel que |p, (k)| = n (par exemple,
k =TF, avec ¢ =1 mod n).
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Proposition 1.3.1. — La variété Y, = Xy /A peut se réaliser comme 'hypersurface
singuliére de P*~1 d’équation

(i + -+ y)" = () "Y1 Y

DEMONSTRATION. — On renvoie & [BGKOS] qui traite le cas n =5 et dont la démons-
tration s’étend a toutes les valeurs de n. ]

REMARQUE 1.3.2. — La variété Y, est reliée a la notion de symétrie miroir ; ¢’est, selon
la terminologie de Wan [Wan06], le « miroir singulier » de Xy, et, lorsqu’on en prend
une résolution crépante, on obtient une variété de Calabi-Yau W, dont les nombres de
hodge sont symétriques de ceux de Xy, (vis-a-vis de la diagonale) :

pHg=n = hPI(Wy) = n""PI(Xy).

On renvoie au livre [CK99] pour plus de précisions concernant les nombres de Hodge
des variétés miroir (notamment théoreme 4.1.5 p. 57 ainsi que p. 60).



Chapitre 2

Factorisation explicite

Le but de ce chapitre est de donner une décomposition explicite de la fonction zéta
de Xy (lorsque ¥™ # 1) en terme de facteurs provenant de certaines variétés affines de
dimension impaire < n — 4 qui sont de type hypergéométrique. Comme on 1’a dit dans
I'introduction, la méthode utilisée consiste a compter séparément le nombre de points
de X, et de certaines variétés du type précédent puis a les comparer. Ceci permet de
répondre, au moins dans le cas ou n est premier, a une question posée par Wan dans
son article [Wan06].

2.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, n désignera un entier > 3 et I, un corps fini de caractéristique
p 1 n. On considere la famille Xy : 2} + -+ 4+ 2] — nypxy ... 2, = 0 sur le corps F, et
on prend le parametre ¢ € [, de la famille non nul; on supposera de plus, dans cette
introduction, que " # 1 (comme on le verra, la plupart des résultats du chapitre
seront valables sans cette hypothese; il sera clairement indiqué quand elle deviendra
nécessaire).

Lorsque ¢ =1 mod n (voir [Wan06l th. 7.2, p. 174]) ou lorsque n est premier (voir
[Hae06l, th. 9.5 p. 179]), il est possible de montrer que la fonction zéta de X, s’écrit

(Q(t, ¥)R(gote, ) "
Q-1 —qt)... (1—q2t)’

ou p est ordre de ¢ dans (Z/nZ)*.

Dans cette expression, Q(t,1) est un polynéme a coefficients entiers de degré n — 1.
Son origine est connue, puisque Wan a montré (voir [WanO6, § 7, éq. (14), p. 173])
que ce facteur provient de la fonction zéta du quotient Y, de X, ® E, par le groupe
{50 6) € B3 | ¢F = 1,¢...¢, = 1} (en reprenant la terminologie de Wan
introduite dans la remarque , Y, est un « miroir singulier » de Xy) :

wa/Fq (t) =

Q(t, )=V
(1—t)...(1—q¢2)"

ZYw/Fq (t) =

Comme on I’a vu dans la proposition|1.3.1] une équation simple de Yy, est (y1+- - -+y,)" =

17
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Le facteur R(¢,4), quant a lui, est un polynéme a coefficients entiers de degré

(n=1"+(=D)"(n—-1)

—(n-1)

dont les racines ont pour valeur absolue ¢~(~%/2. Le probleme auquel on s’intéresse est

la description de la factorisation du polynéme R ; deux approches sont possibles : soit
prédire théoriquement 'existence d’une factorisation de R, soit chercher des variétés
explicites dont certains facteurs de la fonction zéta interviennent dans la factorisation
de R. Concernant la premiere approche, on renvoie a [Klo(7] et au chapitre 8] La
deuxiéme approche est soulevée par Wan dans [Wan06, § 7, p. 175] qui mentionne
qu’elle a déja été résolue pour n = 3, n = 4 (Dwork) et n = 5 (Candelas, de la Ossa
et Rodriguez-Villegas) ; un article récent de Katz [Kat09] aborde aussi le sujet sous un
angle différent@.

Le but de ce chapitre est de traiter le cas ot » est un nombre premier > 5, en utilisant
uniquement des propriétés des sommes de Gauss; le fait que n soit premier permet de
se restreindre au cas ot ¢ = 1 mod n vu que Haessig [Hae06, th. 9.5, p. 179] a montré
que, lorsque n est premier,

R(qt, ) = Rx, /x, (¢"t’, RIS ou p est l'ordre de ¢ dans (Z/nZ)*.

De maniere précise, si on définit Ng(q") par la formule R(t, 1)) = exp( ;:i’ NR(q’“)%),
on démontre dans ce chapitre le résultat suivant (th. [2.5.10, p. [33).

Théoréme. — Supposons n premier > 5 et ¢ =1 mod n. On peut écrire :
T n=5 T n=7 r T
ot chaque Ny est une somme (sur i) de quantités du type |Hq;(q")| — (¢ — 1) "1q? =" on

les Hq; sont des variétés de type hypergéométrique de AﬁleQ de dimension impaire égale
ad avec 1 < d <n—4 dont les équations explicites seront données dans le n°2.5.3]

Cette égalité en terme de nombre de points se traduit par une factorisation du poly-
nome R en terme des fonctions zéta des variétés de type hypergéométrique précédentes.

Le présent chapitre est organisé de la maniére suivante. Dans le §[2.2] on rappelle les
formules sur les sommes de Gauss et de Jacobi dont on aura besoin par la suite. Dans
le §[2.3] on calcule le nombre de points de certaines variétés de type hypergéométrique
a l'aide de sommes de Gauss grace a une méthode semblable a celle exposée par Koblitz
dans [Kob83|, § 5]. Dans le §, on rappelle les formules pour le nombre de points de
la variété projective X,. Dans le §, on compare les formules obtenues aux § et
2.4] Finalement, dans le §[2.6] on explicite les cas n = 5 (déja traité par Candelas, de la
Ossa et Rodriguez-Villegas dans [CAIORV03]) et n = 7. L’hypothese que n est premier
n’est utilisée qu’a partir du §[2.5]; 'hypothese ¢ = 1 mod n est, elle, utilisée & partir du
n°[2.4.2l

1. Ses résultats sont en terme de traces du Frobenius des hypersurfaces toriques 7 ... x, = Ay1 ... Ym
sur un faisceau hypergéométrique.
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2.2 Formulaire sur les sommes de Gauss et de Ja-
cobi

Dans tout ce §[2.2] I, désigne un corps fini de cardinal g.

Soient {2 un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, G un groupe fini
commutatif et G = Hom(G,Q2*) son groupe des caractéres. Rappelons la formule
d’orthogonalité :

ﬁgwg) = {é noe (2:2)

si g # e,
ou e est I’élément neutre de G. Dans la suite, on appliquera cette formule a G =, ou
G=TF,.
Fixons désormais un caractere additif ¢ : F, — " non trivial.
Proposition 2.2.1 (Formule d’orthogonalité). — On a :

1 1 six=0,
q plaz) = {O six #0. (2:3)

DEMONSTRATION. — Cela résulte du fait que tout caractere additif est de la forme
x +— p(ax) pour un certain a € F, et de la formule d’orthogonalité (2.2)) précédente. [

Définition 2.2.2 (Sommes de Gauss). — Pour tout caractére multiplicatif x : F; —
@, notons G(p, x) la somme de Gauss

G, x) = Y ela)x(@).

z€F;

Si 1 désigne le caractére trivial de F;, on a G(p,1) = —1.

Proposition 2.2.3 (Formule des compléments). — Si x est un caractére non
trivial de By, on a :
G, X)Gle, x ) = x(—1)g. (2.4)

DEMONSTRATION. — Rappelons la démonstration trés simple de cette propriété (voir
aussi [BEW9S| th. 1.1.4 (a), p. 10]). Un calcul direct montre que

Gl )Gl x ) = > wlz+y)x().

En faisant le changement de variable x = yz, on obtient

G, )G, x ) = D) ely(1+2)x(2)

SNSRI o (Zso<y<1+z>>)x<z>.
2€F} 24 -1 “yekFy

On fait maintenant le changement de variable ¢’ = y(1 4 z); en utilisant une formule
d’orthogonalité, on en déduit le résultat annoncé. O]
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Proposition 2.2.4 (Formule de multiplication). — Soit d > 1 un diviseur de
q— 1. Sin est un caractére quelconque de Ky, alors
[ a1 G, nx) de;1 G(e,x)
x#1

DEMONSTRATION. — Cette formule, d’apparence simple, ne semble pas admettre de
démonstration élémentaire ; on renvoie le lecteur & [BEW9S| th. 11.3.5 p. 355] pour plus
de détail. [

Définition 2.2.5 (Sommes de Jacobi). — Si (x1,...,x,) est une suite finie de
caracteres de Fy, on pose :

J(X1,- - Xr) = Z x1(x1) .. xe(zy).

11,...,xT€]F;
z1+-Fze=1

Proposition 2.2.6 (Lien avec les sommes de Gauss). — Si x1, ...,x» sont des
caracteres de Fy non tous triviaut,

1 G(p, x1) - -- Glg, xr)

G ) StX1---Xr =1,
q X1 Xr
JX1, s X)) = 2.6
<X1 X ) G(Q0> Xl) ce G(‘P, Xr) . ( )
six1...Xr #£ 1.
Gl x1---Xr)
DEMONSTRATION. — Rappelons brievement la démonstration (voir aussi celle donnée

dans [BEW9S,, th. 10.3.1, p. 302]). La convolée additive des fonctions yi, ..., x, est
définie par

(x1%---xx,)(a) = Z x1(x1) . oxr(2y).

T1+-+Tr=a
xiEIFq*

Lorsque a # 0, elle est égale a (x1 ... xr)(a)J(x1,- ., Xxr). Pour calculer la valeur lorsque
a = 0, on remarque que la somme de ces valeurs, pour a € I, est nulle car I'un des x; est
non trivial. Par suite, (x1...x,)(0) est égal a0sixy...x, #Z Leta—(g—1)J(x1,-..,Xxr)
si x1...xr = 1. Par ailleurs, on a

H Gl xi) =D ela)(xa -+ = x2)(a),

d’ou

- G(oyX1---Xn) sixy...xr # 1,
G@aXZ :JXa"'7Xr X .
H ( ) ( ' ) G(Qpaﬂ)_(q_l) Sle"'XT:]]-7

i=1
ce qui montre le résultat voulu. O
Proposition 2.2.7 (Formule d’inversion de Fourier). — Si f:F; — Q est une

application, alors

veel 0= 27 3 (X £ ), 27)

neky yeky
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DEMONSTRATION. — C’est une conséquence directe des relations d’orthogonalité pour
les caracteres du groupe abélien F;. O]

Corollaire 2.2.8. — On a, pour v € F,,

= Z (z). (2.8)

UGF*

2.3 Nombre de points de certaines variétés de type
hypergéométriques

Dans tout ce §[2.3] n désigne un entier > 2 et I, un corps fini de cardinal q.

2.3.1 Calcul du nombre de points

On considere ici certaines variétés affines de type hypergéométrique dont on exprime
le nombre de points a l'aide de sommes de Gauss en suivant une méthode proche de
celle utilisée par Koblitz dans [Kob83, § 5].

Théoréme 2.3.1. — Soient k > | > 2 deuz entiers et A € F; un parametre ; on désigne
par Hy la variété affine d’équation

yr=a g (L —x)P (=)l (1 =y — e — )P

)\1'1 X = 1

ou les oy et B; sont des entiers > 1. Le nombre de points de Hy dans Ef“ est

Z A (A

_ l 1 k l
[HA(Fy)| = (¢ — + Z e
xﬂ
ol
N, = L Glexmn)...Glo,x™) Gp,x™M) .- G, xM)G(p, x“1+1) . .. G, X™)
XM T

7 G(SO’ XOCH_BW}) ce G(qu Xal*l—’_ﬁl*ln)(}(gp, Xal+"-+ak+ﬂln) ’

Uentier v désignant le nombre de caractéres triviaur parmi ceur apparaissant av déno-
minateur (4 savoir les X tPin pour1 <j<l—1et Xal+--~+ak+ﬁln)_

DEMONSTRATION. — Pour simplifier, écrivons y" = Q(x1,...,zx) pour la premiere
équation. On a :

HAE)= > 1= > > L

z€(Fy)k, yek, we(Fy)k yefy
y”:Q(m) Azy...x=1y"=Q(x)
Axy...x;=1

avec
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donc :

CHESEED DEEEED D (R SRICIG))

z€(Fy)* z€(Fy)* x"=1
Azxy..xp=1 Azy..xp=1 X?é]l
Q(x)=0 Q(2)#0
= 2 1+ ) Z
ze(Fy)* ze(F)* x"=
Azy..xp=1 ALy... ;= 1X7$]1
Q(z)#0

==+ >0 Y x(Qa)

an]l ()P
)\zl =1

Q(z)#£0

:<q l ! k l+ Z Z 5/\:1:1 .xr,1

=1 ze(Fy)*
e g(@‘;o

ou 4, est le symbole de Kronecker (égal a 1 si z = 2’ et nul sinon). Or, on a :

V2,2 € By, 6. :—Z

nEIF*

et donc :

(E)| = (01 3 L (X @@t )

x#ll et xe(g(;éo
Calculons Ny, = > oem,)x X(Q(z))n(z1 - .. 7). Puisque les a; et §; sont > 0 :
Q(z)#0
Nown = > @)X (@ —a1) . (™) (@-)x ™ (1 — )
(o €E () ()X (@) - X @)X (= 2= = ).
Tl

On reconnait un produit de sommes de Jacobi :

N = JO X7 IO, x0T (M, X ™, x ™).

En utilisant la formule ([2.6) page , on en déduit que

1 Glexmn). . Glexm)Gle xt) - G(p, x™*)G(p, X™M) ... G(p, x™)
ey qy G(SD, X01+517]) . G(gp’ XalflJrﬁlfln)G(gp’ Xal+"~+ak+/3l17) ’

I'entier v désignant le nombre de caractéres triviaux apparaissant au dénominateur. [

Notations. — Soit N}, , comme défini dans le théoréme précédent ; on pose :
PP IR
nEIF*
Ny = Z Nxxon-
X"=1

x7#1
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Corollaire 2.3.2. — Supposons que n soit impair, que les éléments de la suite (P, . . .,
Bry 0y, - - -y o) soient tous non multiples de n et que, pour 1 < b <mn—1, le nombre de
termes de la suite = b mod n soit égal a celui des termes = —b mod n (ce qui implique

que k est pair). Dans ces conditions, on parle d’appariement total et on a :

b G, x*n) ... Glp, x"n)
G(gp) Xa1+ﬂ177) - G(go’ Xal*1+ﬁl*17])G<g0, Xal+...+ak+gln> )

Uentier v désignant le nombre de caractéres triviaux parmi ceux apparaissant au déno-
minateur.

NA,x,n =dq

DEMONSTRATION. — C’est une conséquence immédiate de la formule des complé-

ments ([2.4]) :

G, X™) ... G, X)G(p, X *1) ... G, X™*) = qz.

[IES

(On notera que puisque x # 1 et que les o; et §; sont # 0 mod n, les caracteres
qui interviennent sont non triviaux, donc la formule des compléments s’applique avec
x(—1) =1 vu que n est impair.) O

2.3.2 Lien avec des hypersurfaces de type hypergéométrique

Supposons n impair et que a; + 1 =0 mod n.
Dans ce cas, Hy a le méme nombre de points que ’hypersurface de I’espace affine de
dimension £ d’équation

Yt =St (1 —a)? (L= )P (1 =y — = )P (1= Ay )

privée des points oll 5 ...x; = 0. On retrouve ainsi une hypersurface de type hypergéo-
métrique, de la méme forme que celles mises a jour dans [CAIORV0Q, [CAIORV03| pour
le cas n = 5.

2.4 Nombre de points de X,

Dans tout ce §[2.4] n désigne un entier > 3. Le but est de calculer le nombre de
points de X, puis de l'organiser sous une forme appropriée pour relier ce nombre de
points a celui des variétés de type hypergéométrique considérées dans le §[2.3|

Pour calculer le nombre de points de X, en terme de sommes de Gauss, il est possible
d’utiliser une méthode proche de celle employée par Weil dans [Weid9] pour le cas
diagonal ¢» = 0; voir par exemple [Kob83, th. 2, p. 13] ou [Wan06, § 3]. Apres avoir
rappelé ce calcul dans le n°[2.4.2] on organise les termes selon le schéma employé par
Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas pour le cas n =5 (voir [CAIORV00, § 9] et
[CAIORVO03, § 11]), a savoir une formule du type (cf. th. ;

|X’¢J(Fq)‘ =1+ q +oe 4+ qn72 + Nmiroir + ZNS

Dans le §[2.5 on expliquera comment chaque facteur N est relié & un facteur N, =
[HA(F,)| — (¢ — 1) '¢" considéré dans le § (avec A = d)in)
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2.4.1 Préliminaires

Le but de ce numéro est de fixer certaines notations utiles par la suite. Les groupes
Z/nZ, (Z/nZ)* et &, agissent sur les (si,...,S,) € (Z/nZ)" vérifiant s1+ -+ s, =0
de la maniere suivante :

V) € Z/nZ, Jo(S1,y8n) =1+ 7,8 t7);
Vk € (Z/nZ)*, kX (s1,...,8,) = (ks1,...,ksn) ;
Vo € G, U(Sl, e ,Sn) = (8071(1), e ,Safl(n)).

Définition 2.4.1. — Soit s = (s1,...,5,) € (Z/nZ)" tel que $1+ -+ s, = 0.

a) On note [s| = [s1,...,8,] la classe de (s1,...,s,) modulo l'action de Z/nZ.

b) On note (s) = (s1,...,8n) la classe de (s1,...,S,) modulo l'action conjointe de
ZInZ et &,.

¢) On note § la classe de (sq,. .., S,) modulo laction conjointe de Z./nZ et (Z/nZ)*.

d) On note s la classe de (sy,...,s,) modulo Uaction conjointe de Z/nZ, &, et
(Z/nZ)*.

e) Finalement, on note vs le nombre de permutés de (sy,. .., Sp).

REMARQUES 2.4.2.
a) Le nombre v; ne dépend que de 3, pas de [s] ou de s.
b) Si tous les s; sont égaux, on a v, = 1.
c) Si(s)=1(0,1,2,...,n— 1), alors 7; = n! mais le nombre de permutés de [s] est

2 = (n —1)! (il faut diviser par n car ajouter un méme nombre a toutes les

coordonnées revient a en faire une permutation circulaire).

Le lemme suivant, qui ne nous servira que plus tard (dans le lemme [2.5.2)), montre
que, lorsque n est premier, le calcul du nombre 7, de permutés de (si, ..., s,) se ramene
dans la plupart des cas a celui du nombre de permutés de [sy, ..., s,].

Lemme 2.4.3. — Supposons que n soit premier. Si (s1,...,8,) # (0,1,2,...,n — 1),

alors 75 est égal au nombre de permutés de (sq,...,Sy,).

DEMONSTRATION. — S’il existe j € Z/nZ non nul tel que (s; + J,..., 8, + j) soit
un permuté de (sq,...,$,), alors 'ensemble {si,...,s,} est une partie non vide de
Z/nZ stable par x +— x + j donc égale & Z/nZ puisque n est premier. Par conséquent,
(s) =(0,1,2,...,n—1). O
REMARQUE 2.4.4. — Cette démonstration montre que, lorsque (s) # (0,1,...,n — 1),

tout j € Z/nZ tel qu’il existe o € &,, vérifiant s = s + j est nul.

2.4.2 Formule pour le nombre de points de X,

Le but de ce numéro est de démontrer le théoreme suivant, énoncé sous une forme
légerement différente par Koblitz dans [Kob83l § 3]. Nous reprenons les notations et
hypotheses du §: [F, est un corps fini, n est un entier > 3 tel que ¢ = 1 mod n, ¢ € F,
est un parametre non nul (on ne suppose pas ici que ¥" # 1) et X,, est I'hypersurface
de Pﬁ_l d’équation f + -+ -+ ), —nYxy ... 2, = 0.
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Théoréme 2.4.5 (Koblitz). — On a

Xy (F)| = 14+q+--+q"" 2+—ZZ <HG907X n )G(%n”)n((,fw)n),

[s] WEF*
ou 6 =0 si l'un des x*in est trivial et § = 1 sinon.

DEMONSTRATION. — Par soucis d’étre complet, et puisque déduire les formules ci-
dessus de celles données par Koblitz serait tout aussi long, on rappelle la démonstration
de Koblitz.

Posons f(z) =27 + -+ 2 —nyx; ...z, et définissons

vy(Xy) = {z € (F)" | f(z) =0} et v;(Xy) =[{z € (F)" | f(z) = 0}].

Puisque le produit x; ...z, est nul des que I'un des z; est nul, on a v,(Xy) — v;(Xy) =
Vy(Xo) — v5(Xy), c’est-a-dire :

vg(Xy) = 14(Xo) + v4(Xy) — 15 (Xo).

Le calcul de v,(Xy) est classique et remonte a Weil [Weid9], aussi ne le rappelle-t-on
pas (voir par exemple [BEWOS, th. 10.4.2, p. 304]). En utilisant la formule pour
tout exprimer en terme de sommes de Gauss et en faisant le changement de variable
Xi — X; , voici ce que I'on trouve :

yq(xo):q"—1+u > (HG 0, X7 ) (2.9)

q
X7=1, x;#1
X1-- Xn—]1

Il nous reste donc a calculer v;(Xy) et v;(Xp). Ces deux quantités se calculent chacune
par la méme méthode ; la seule différence est que lorsque 1) = 0, le polynoéme f(z) a
n monomes au lieu de n + 1 ce qui change légerement le résultat. Nous donnons les
détails pour v (Xy) lorsque 1 # 0.

La formule d’orthogonalité page [19| pour les caracteres additifs montre que :

=23 Y elaf@

aGIFq ze(FF)m

q—l Z Z <H¢ax > —naxy ... T,).

aEIF z€e( IF*

On utilise maintenant la formule exprimant un caractere additif en terme de sommes

de Gauss (formule (2.8)) page :

n+1

i) = ot L > (HG%m )( iIZ(m-~-nn+1)(a)>

q q =1 aEIF;

Myeeos 77n+1€]F*
: (

=1

N nn+1><xi>)nn+1<—n¢>.

1’16]17*
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D’apres les relations d’orthogonalité, les sommes sur a et les z; sont toutes non nulles
(égales a g — 1) si et seulement si :

MMl = 1 e
B S N -
. c’est-a~-dire dn € 7, XP=1letx;...xn=1
{Vz e [t;n], nfne = ! .
Tnt1 =1

Le caractere 7 ainsi défini n’est pas unique; en effet, si 7’ et x% sont aussi solutions du
systéme, il existe y vérifiant " = 1 tel que ' = x~'n et X = xx; pour tout i. Cela
signifie que si R est un systeme de représentants des n-uplets (i, ..., xn) de caractéres
vérifiant x = 1 et x1...xn = 1 modulo les (x,...,x) avec x" = 1, I'application
(X155 XnsM) — (XaMy -+, XaM, ") est une bijection de R x fF:]* sur ’ensemble des
(n+ 1)-uplets (91, ...,m,41) vérifiant les conditions précédentes. De cela, il résulte que,
si x est un caractere multiplicatif d’ordre n :

x-S (HG e )Glea ). (210
[s] ne]F* =
Ceci acheve le calcul de v;(Xy). Par une méthode analogue, on trouve :
* g—1"  q—1 . _
) =4 Tt S (TGt .1)
i=1

xi' =1
X1~~~X'n::Tl

En comparant ([2.9) et (2.11)), on peut donc écrire :

* _ n—1 <q_1)n q_1 = -1
%)~ (%) =gt = T2 S (T o),

Xi=1

Xl---X'rL:]1

d’ou :

R =i YD M ¢ | O]

xi=1 et 3, x;=1 neﬁ* 1=1
X1---Xn=1 nn:q]l
(X15-Xn) mod {(X,-,Xx)}

Toujours en notant y un caractere d’ordre n et en écrivant y; = x®, on ramene la
premiére somme a une somme sur les [s] tels que 3i, s; = 0; finalement, on combine les

Api no__ *
termes de cette somme aux termes vérifiant " = 1 dans la formule (2.10) pour v (Xy).
Vu que G(p, 1) = —1, on a alors, avec § comme dans ’énoncé du théoréme :

ve(Xy) = v (Xy) +v4(Xo) = (Xo)
=YY = (H Glyp, x‘s"n‘l)> Gl 1" Zgy):
[s] nGF* i=1

En comptant le nombre de points dans 1’espace projectif au lieu de ’espace affine, on
obtient exactement la formule souhaitée. O
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2.4.3 Réorganisation des termes

Conservons les hypothéses et notations du n°[2.4.2) et supposons que n soit impair. Le
but de ce numéro est de récrire la formule obtenue pour | X, (F,)| dans le théoreme
en terme de certains coefficients 3y, s,),v,n, qu’on définit maintenant.

Définition 2.4.6. — Considérons (s1,...,S,) € (Z/nZ)" tel que s1+ -+ s, = 0. Si

X est un caractére multiplicatif de ¥y d’ordre n et sin est un caractere multiplicatif
quelconque de F;, on pose :

_ w5 Gle, )Gl xn) - - Gle, X" ')
B(sl,...,sn),x,'ﬂ =q?2 51 S ’ (212)
G, x*1n) ... G(e, x*"n)
ot z désigne le nombre de caractéres triviauzr dans la suite finie (x*'n,...,x**n) et ou
0=0siz#0etd=1si2z=0.

Proposition 2.4.7. — On a :

1 - —85,,— n
7 (H G, X" 1)>G(s0ﬂ7 N gyn) = Bistysmoon M(gw)-
=1

DEMONSTRATION. — D’apres la formule des compléments (2.4)), on a

n o - _1)n
G ’ Si 1 — Nz 77( ,
g (X = G(p, x*1n) ... G, x*n)

et, d’apres la formule de multiplication (2.5)), vu que n est impair, on a :

n

Gle.) = " Gl Gl vn)- Gl ')

Ces deux formules donnent exactement le résultat voulu. O]

Les coefficients (¢ ainsi définis vérifient les trois propriétés suivantes de compatibilité
avec les actions des groupes Z/nZ, &, et (Z/nZ)*.

Lemme 2.4.8. — Avec les mémes notations et hypothéses que la définition précédente :
vo’ E 6”’ /6(80(1)7--.,50(,”)),)(,77 = /8(817"'7577«)7X777 ; (213)
\V/'] e Z7 /6(81+j7"'75n+j)7)(7n - /8(517---75’n)7X7Xj77 7’ (2'14)
Vk c (Z/?”LZ)X, ﬁ(k81,~-~,k8n),x,77 = /3(317-~~73n)7xk777' (215)
DEMONSTRATION. — La premiere formule résulte immédiatement de la définition

des coefficients 3. Pour la deuxieme et la troisieme, on remarque que le produit

G(o,n)G(p,xn) ... G(p, X" 'n) dans la formule (2.12)) est invariant si on change 7
en x’/n ou si on change y en x* avec k premier a n. O]

Proposition 2.4.9. — Sous les mémes hypothéses que précédemment, les quantités
suivantes ne dépendent que de (s) (ainsi que du choizx de x) et de § respectivement et
non du représentant (sq,...,S,) choisi :

1
N(s),x = ﬁ Z /8(317-~-,Sn)1X777 77(1/%1) ;
nek;

N§ = Vs Z N(s’),X'

(s’)es
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DEMONSTRATION. — Pour Ny, il suffit d’utiliser la formule ([2.14) et le fait que
n +— x’n est une bijection de F sur lui-méme si j € Z/nZ. Pour Ny, il suffit d"utiliser

la formule (2.15)) et le fait que x — x* est une bijection de {y € @; | X" = 1} sur
lui-méme si k € (Z/nZ)*. O

On en déduit le résultat suivant.

Théoreme 2.4.10. — L’entier n étant impair, on peut écrire :

XyF) =1+qg+--+¢>+> N,

REMARQUE 2.4.11. — Comme on va le voir dans le numéro suivant, Ny = Nyi0ir €t,
lorsque Xy, est non singuliere (c’est-a-dire lorsque ™ # 1), Nm =0.

2.4.4 lIdentification de certains facteurs

Le but de ce numéro est de préciser la nature de certains des termes du théoreme[2.4.10
précédent. On reprend les hypotheéses et notations du numéro précédent.
Rappelons que la notation Yy, désigne le « miroir singulier » de Xy, ainsi qu’'évoqué

dans le § On pose Nyiroir = | Yy (Fy)| — (1 4+ g+ - +¢"72).
Théoréme 2.4.12 (Wan). — On a Ny = Npiroir-

DEMONSTRATION. — Voir [Wan06), § 4] ; la démonstration utilise de maniére essentielle
I'hypothese ¢ = 1 mod n et le résultat n’est pas connu dans le cas général (hormis si n
est premier, voir [Hae06]). O

Rappelons que, dans ce §[2.4] la seule hypothése qu’on fait sur 1 est que ¢ # 0.
Lemme 2.4.13. — On a
N _J0 si ™ #£ 1,
(0,1,2,...,n—1),x — an—l si wn _ 17

et donc le terme Nm =(n—1)! N(0,1,2,..n—1),x 1€ contribue pas a la fonction

zéta Zx, w, (t) lorsque Y™ # 1 et contribue a hauteur de (1 — ¢™=Y/2t)==D" orsque
b= 1.

DEMONSTRATION. — Lorsque (81, ...,8,) = (0,1,...,n—1),ona G(p, x*'n) ... G(p, x*n) =

G, n)G(,xn) ... G(p, X" 'n). Par ailleurs, le nombre z de caractéres triviaux dans
la suite (9, xn, ..., X" 'n) est égal & 1 — § avec les notations de la définition d’ou

Ainsi :
n—1
92 1
N<071,2,...,n—2,n—1>,x - q— 1 Z U(W)7
nEIF;
d’ou la conclusion grace aux formules d’orthogonalité. O]
REMARQUE 2.4.14. — Un résultat similaire avait été constaté lorsque ¢ = p dans le

cas n = 5 par Candelas, de la Ossa et Rodriguez-Villegas (voir [CAIORVO00, § 9.3]).
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2.5 Liens entre les nombres de points

Dans tout ce §[2.5] Pentier n sera supposé premier > 5 et Uentier ¢ sera supposé = 1
mod n. On ajoutera I’hypothese 9™ # 1 uniquement dans le théoreme [2.5.10

Le but de ce paragraphe est de montrer (voir n°(2.5.4)) la formule du §12.1}
Plus explicitement, on montre, dans le théoréme chaque N, (avec 5 # 0)|(*)
intervenant dans le théoréme [2.4.10] est égal, a un facteur multiplicatif entier pres et a
une puissance de ¢ pres, a un terme du type :

Ny = Z N)“X - Z q— 1 NA,XW n()‘)v (216)
e AL neky

ou A\ = wL" et Ny ., est donné par le corollaire [2.3.2 page

Le point essentiel est, a partir d’'un 5 donné, de trouver les entiers «; et ; qui
interviennent. Pour cela, on définit dans le n°[2.5.2] des entiers v; et w; & partir desquels
on définit ensuite les entiers a; et 3; dans le n°. On commence par un résultat de
divisibilité utile pour le théoreme [2.5.7]

2.5.1 Un résultat de divisibilité
Le but de ce n°(2.5.1| est de montrer que 'entier 74 (voir déf. [2.4.1]) est divisible par
Ks=|{k € (Z/nZ)* | [ksi,..., ks, est un permuté de [sy, ..., S,]}|.

Ce résultat est crucial dans le théoreme pour s’assurer que le quotient 5 /K qui
apparait est entier. Notons que K, ne dépend que de s, pas du choix de s.

Définition 2.5.1. — Etant donné s € (Z/nZ)" tel que sy + - - -+ s, = 0, on considére
les sous-groupes suivants de &,, :
S.={0€eB,|s=0-s};
Se ={o €&, [ [%s] =[sl};
Ss={0€6, |3k e (Z/nZ)", [’s|=lks]}.
Notons qu’avec ces notations, le nombre 7, (notation de la définition [2.4.1]) de permutés

de (s1,...,,) est égal a [6,, : S'] tandis que [S,, : S4] est le nombre de permutés de
[31, ey Sn].
Lemme 2.5.2. — Lorsque 5 # 0, Uentier K, divise [&,, : S,]. Par conséquent, lorsque

(s) #(0,1,2,...,n—1), K, divise v = [&,,: S.].
DEMONSTRATION. — Notons que :

IS
S|

Puisque [s] #[0,...,0], on a |{k € (Z/nZ)* | [ks] = [s]}| =1 et donc :
(S, :S5] =[G, S5] - K.

Lorsque de plus (s) # (0,1,2,...,n — 1), on a 7, = [&,, : S| d’apres le lemme
page [24] d’ou le résultat. ]

K,

[k € (Z/nZ)" | [ks] = [s]}],

2. Notons qu’il n’existe pas de 5 # 0 lorsque n = 3; c’est pourquoi on fait ’hypothése n > 5.
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2.5.2 Transformation des coefficients 3

Pour pouvoir relier les Ny a certains Ny y» dans le n°[2.5.3, on doit avant cela
légerement modifier la formule donnant les coefficients (s, ... s,),x.m-

Notations. — Soit (s1,...,s,) € (Z/nZ)" tel que s1+- - -+s, = 0. Pour tout b € Z/nZ,
posons k(b) = |[{i | s; = b}|; on a les relations :

T kDb=0 et > k() =n,
beZ/nZ bEZ/nZ
et on pose n’ = [{b € Z/nZ | k(b) # 0}| et m =n —n/.
REMARQUES 2.5.3.

a) L’entier n’ vérifie 1 < n' <n.

b) On a n’ =1 si et seulement si [s] = [0,...,0].
c) On an’ =n si et seulement si (s) = (0,1,...,n—1).
d) Puisque n est premier, U'entier n’ est # 2. En effet, si k1by +koby = 0 avec ky, ks > 1

et k1 + ko =n,on ak; Z0 modn et ky(by — by) =0 d’out by = bs.

e) Puisque n est impair, 'entier n’ est # n—1. En effet, soient s1, ..., s,_; des éléments
distincts de Z/nZ ; notons s, 'élément de Z/nZ qui n’apparait pas dans cette liste ;
puisque n est impair, on a sy +---+s, =0, et donc 28+ -+ 5,1 = 51 — 5, # 0.

f) Ainsi, si (s) # (0,1,...,n — 1), alors m > 2 et si de plus [s] # [0], alors
2<m<n-—3.

Théoreme 2.5.4. — Awvec les notations précédentes :
[T G(e,x")
3 _ i, blk(b)=0
(s1,08n)xom — 4 T G(p xPn)F®-1’
b| k(b)#0

ot v =0 sauf s’il existe un b tel que x’n =1 et k(b) # 0, auquel cas v = k(b) — 1.
DEMONSTRATION. — Par définition méme de B, . s.)xn (déf. p.[27), on a

b T/[ G(e, x"n) b|kl(—b[) G(e, x"n)
ntl_,_s bEZ/NZ ntl =0
Bistpesm)on =4 2 ’ G k) ¢ : ’ G by)k(b)—1 °
II G(e. xbn) II Gle,xbn)
bEZ/NT. b k(b)£0

Il reste a montrer que z + 6 = 1 + v. Rappelons que z est le nombre de caracteres
triviaux dans la suite finie (x*'n,...,x**n) et que 6 =0si 2z #0et 6 =1si 2 =0. Si
z=0,alorsd=1letv=0et donc z+06 =1+4wv;siz#0, il existe un unique b € Z/nZ
tel que n=x"". On a alors z = k(b), 6 =0 et v =k(b) — 1, dott 2 +§ = 1 + . O

REMARQUE 2.5.5. — Soit (vy, ..., v,,) une énumération des b € Z/nZ tels que k(b) =0
et soit (wy, ..., w,,) une énumération des b € Z/nZ tels que k(b) > 2, chacun répétés
avec multiplicité k(b) — 1. La formule du théoreme se récrit

a1, G, x™'n) ... G(e, x"mn)
Bisysm)xm =4 2 ° , 217
( b G(e, x*n) ... G(p, x“mn) (2.17)

ou v est le nombre de caracteres triviaux apparaissant au dénominateur.
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Lemme 2.5.6. — Awvec les notations de la remarque précédente,
v+t =w 4+ +w, modn.

DEMONSTRATION. — Avec les notations précédentes, cette identité se récrit

dob= ) (k(b)—1)b Cest-a-dite > b= > k(b)b.

b| k(b)=0 b k(b)>1

Or on a ZbeZ/nZ k(b)b = 0 et, puisque n est impair, ZbEZ/nZ b=0. O

2.5.3 Lien avec les variétés hypergéométriques

Théoréme 2.5.7. — Soit § une classe distincte de celle de (0,1,...,n — 1) et de
(0,...,0). Si s est un représentant de S, supposons qu’il existe des suites (vq,...,Uy) et
(wr, ..., wy) d’éléments de Z/nZ satisfaisant les hypothéses de la remarque et un
entier pair m’ < m — 2 tel que :

. .m/ _
Vi € [[1 ; 7]], Wo;—1 — Voi—1 = —(IUQZ' — "Ugi) mod n.
On consideére la variété affine de dimension 2m —m' — 3 d’équations

n __ U1 v U/ 41~ W/ 41 Um—2—Wm—2 w1 —v1 W —1—Um—1
Yyt =t e T2 (1 = aq) e (1 =z ) om0

(1 — Xy —  — meim,72)U'm71_wm71

T own Ty = Y"

(Dans cette écriture, on remplace les exposants par leurs représentants dans [1;n].)
C’est une variété du type considéré dans le corollaire et on a

’

_ s

n+l_ 2m—m
2

N K¢ 2 Nyjyn, ot vs/Ks € N d’apres le lemme .
DEMONSTRATION. — Puisque § est une classe distincte de celle de (0,1,...,n — 1),

on am > 2 (voir rem. 2.5.3.f] p. [30). La variété considérée est celle introduite dans le
théoreme [2.3.1| page 21} ot 'on prend | = m, k =2m —m/ — 2 et :

o =01, ..., Op ="7Un;
Um4+1 = Um/+1 — Wm'+1,  ---5 Qom—m/—2 = Upm—2 — Wm—2 ;
51 =W — V1, ..., ﬁm—l = Wm—-1 — Un—1, ﬁm = Um—1 — Wmp-1-

D’apres 'hypothese d’appariement sur les v; et w; et le lemme [2.5.6] page [31], on a
Upig1 + -+ U = W1 + -+ +wy,,  dans Z/nZ.

Autrement dit : a,, + ape1 + -+ @om_mr—2 + B = w,, mod n. De plus :

ar+ i =w modn, ..., Qp_1+ Bn-1=wWp_1 modn ;
i+ P2=0 modn, ..., Bpw_1+ 0w =0 modn ;
i1+ By =0 modn, ..., ey 2+ Bn2=0 modn;

Bm-1+ Bm =0 mod n.
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Les trois dernieres lignes permettent de dire qu’il y a appariement total au sens du

corollaire page [23| de la suite (51, ..., B, Gty - - -y Qom—my—2) (ces éléments sont
# 0 mod n car v; Z w; mod n), et donc :

mm'2_, G, x"'1) - . G, X""n)
G(p, x“1n) ... G, x*mn)’

Nijynxm =q

d’ot1, en comparant avec la formule (2.17) page |30 :

n+1 2m—m/

Bstrsn)m = 4 2 2 Nijgn -

En multipliant 1’égalité précédente par q_%n(w%) et en sommant sur 7 € I@;, on obtient
la relation

n+1l_ 2m—

Ngx=a72" 7 Nigny.

Sommons désormais, pour 1 < k < n — 1, la relation précédente ol x est remplacée par
x*. En remarquant que Ny = Nigsy,y (voir formule ([2.13)) p. 7 on obtient :

n—1 ,

n+l_ 2m—m
Y Nugx =07 7 Ny
k=1

Le membre de gauche est égal a K, 3 s Nis)  C'est-a-dire a %N§. Puisque [s] # [0],
le lemme page [29) montre que ;(— est un entier. Le théoreme est donc démontré. [J

REMARQUE 2.5.8. — Lorsque m' =m — 2, on a v;,—1 — Wp—1 = Wy, — U, d’apres le
lemme [2.5.6] page [31] et ’équation de la variété se simplifie grandement :

{y” =it a1 —xg) (1 =y )

T1oen Ty = Y"

2.5.4 Conclusion

On est maintenant en mesure de démontrer la formule (2.1) du §[2.1 On commence
par un résultat qui permet de compter le nombre d’appariements. Ceci permettra de
montrer que la dimension des variétés hypergéométriques est toujours < n — 4.

Proposition 2.5.9. — Soit 5 une classe distincte de celle de (0,1,...,n — 1) et
de (0,...,0) et s un représentant de 5. On peut choisir des suites (vi,...,v,) et
(w1, ..., wy) vérifiant les hypothéses de la remarque telles que :

Vi € [[1 3 %H, Wo;—1 — V2i—1 = _(in - UQi) mod n.

DEMONSTRATION. — Soient (vy,...,vy,) et (wi,...,w,,) des suites satisfaisant les
conditions de la remarque page . D’apres le théoreme 1.2 de [Alo00, p. 126], il
est possible de permuter (wy, ..., w,,) de telle sorte que les v; — w; soient deux a deux
distincts. Notons alors V I’ensemble des v; — w; (c’est une partie a m éléments de Z/nZ)
et v le nombre de paires d’éléments opposés contenus dans V; on a

2u=|VN(=V)|=2m —|VU(=V)| >2m — (n —1).

Puisque 24 est le nombre d’appariement maximal on en déduit le résultat voulu. [
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Théoréme 2.5.10. — Si " # 1, alors on peut écrire :

‘XT/J(Fq)l =1+ q +ooe A+ qn72 + Nmiroir + q%Nl + anisNS + -+ an74,

ot chaque Ny est une somme de quantités du type |Hx(F,)| — (¢ — 1)1 ou les o et

B; sont obtenus a partir de chacun des 5 de la fagon décrite dans le n°[2.5.3| et ou Hy
est une variété de type hypergéométrique de dimension impaire égale a d avec d < n — 4

(ici, A = 1/4m).

DEMONSTRATION. — On a vu dans le théoréme [2.4.10| page [28/ que, si ¢ # 0 et ¢ = 1
mod n, on peut écrire :

Xp(F)l =1+q+ - +¢" 2 +Ng+ > N,
540

Le terme Nj a été identifié par Wan (voir th. p. 28) et dans le lemme on
a montré que le terme correspondant a la classe de (0,1,2,...,n — 1) était nul lorsque
P A L )

Considérons donc une classe 35 distincte de 0 et de la classe de (0,1,2,...,n —1).
Soit m’ le plus grand entier pair < m — 2 tel qu’il existe deux suites (vq,...,v,) et
(wi, ..., w,) satisfaisant les hypotheses de la remarque et vérifiant :

Vi € [[1 3 m?/]], Woi—1 — Voi—1 = —(in — 'UQZ‘) mod n.

D’apres la proposition , onam’ > 2m—n+1 (notons que, d’apres la remarque
page , onam+3<n,doum—22>2m—n+1). La dimension d de la variété
hypergéométrique correspondante considérée dans le théoréme page [31] vérifie donc
1§d:2m—m’—3§n—/4.

De plus, on a anl’ngm =q , et donc, lorsque d varie entre 1 et n — 4, ces
puissances de ¢ prennent les valeurs an_g, ..., q respectivement et toutes ces valeurs sont
prises ; en effet, si on se donne un entier m vérifiant 2 <m =d+1 <n — 3 et qu'on

prends:(O,...,O,l,n—1,2,n—2,...,”_’;_1,n— ”_gl_l),onaalorsw:(O,...,O)

n—d—2
2

et v = (2=t p — nomil L ned nEL) - ces deux suites sont de cardinal m et on a
m’ =m — 2 avec les notations du théoreme 2.5.7] O

2.6 Exemples

Pour illustrer la méthode que 1'on vient d’exposer, traitons explicitement les cas n = 5
et n = 7. Ces exemples sont rédigés en terme des hypersurfaces de type hypergéométrique
considérées dans le n°2.3.2]

Exemple 2.6.1 (cas n = 5). — Retrouvons les résultats annoncés dans [CAIORV03)].
On cherche la factorisation de la fonction zéta de My : 2} + -+ + 22 — 5paq ... x5 =0
lorsque ¢ # 0 et 1° # 1. Pour cela, on dresse la liste des classes (s, ...,s5) #
(0,0,0,0,0) et # (0,1,2,3,4) (notations des n°[2.4.1, [2.5.1} [2.5.2] et [2.5.3) :

3 v K¢ m m' d
(0,0,0,1,4) 20 2 2 0 1
(0,0,1,1,3) 30 2 2 0 1
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En utilisant la méthode décrite précédemment, on obtient le tableau suivant (les

hypersurfaces hypergéométriques intervenant sont toutes du type y° = z% (1 — z)*2(1 —

%x)‘r’_”z).

5 vy Vs w; Wy EQUATION
(0,0,0,1,4) 2 3 0 0 ¢ =2"1-2P1~- )
(0,0,1,1,3) 2 4 0 1 yp=a2(1-a)'1— La)

On trouve les mémes équations que celles données par Candelas, de la Ossa et Rodriguez-

Villegas dans [CAIORV03, § 11.1] :
Ay iy’ =22 (1 —2)*(1 — #x)Q et By:y® =2*(1—2)*(1— #I)

Posons Ny, = [Ay(F,)| — g et Ng, = |By(I,)| — ¢ (ces nombres de points sont affines).
On a, lorsque 1 # 0, % # 1let ¢ =1 mod 5 :

IMy(E)| =1+ g+ ¢ + ¢+ Nuiroir + 10gN 4, + 15¢Np5,.

Exemple 2.6.2 (cas n = 7). — On utilise les résultats précédents pour déterminer
explicitement la factorisation de la fonction zéta de Sy : 27 + -+ + 2 — Tz ... 27 = 0.
On dresse le tableau des (s1,...,s7) # (0,...,0) et # (0,1,2,3,4,5,6) (notations des
n°P.4.1] 2.5.1, P5.2 et 25.3) :

5 v Ky m m' d
(0,0,0,1,2,5,6) 840 2 2 0 1
(0,0,1,1,3,4,5) 1260 2 2 0 1
(0,0,1,1,2,4,6) 1260 2 2 0 1
(0,0,0,0,1,2,4) 210 3 3 0 3
(0,0,0,1,1,2,3) 420 1 3 0 3
(0,0,1,1,3,3,6) 630 3 3 0 3
(0,0,0,0,0,1,6) 42 2 4 2 3
(0,0,0,0,1,1,5) 105 1 4 2 3
(0,0,0,1,1,1,4) 140 2 4 2 3
(0,0,0,1,1,6,6) 210 2 4 2 3

Le résultat est que, lorsque 1 # 0, 1" # 1 et ¢ = 1 mod 7, le nombre de points est de
la forme :

Se(F)l =1+ g+ ¢ + ¢ + ¢" + ¢° + Nuwiroir + ¢°Ny + gNs,

ot les facteurs correspondant & des courbes de A? s’écrivent sous la forme :
N; = 420N,, + 630N, + 630N,

et ceux correspondant & des hypersurfaces de A* de dimension 3 s’écrivent sous la forme :
N3z = 70N, + 420N, + 210N, + 21N + 105N, + 70N, + 105N,

avec les différents termes définis dans le tableau suivant (les nombres de points corres-
pondants sont affines).
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EQUATION DE L’HYPERSURFACE NOMBRE DE POINTS
y =231 — )41 - %x)?’ q+ N,
y =21 —2)°(1 - Jzx) ¢+ N,
y =231 —2)%(1 — #x)Q q+ N,
y" = w3aSxs(1 — x)M (1 — 2y — 23)8(1 — #561332) ¢* + N,
y7 = .’L“lll’glé(l — $1)3(1 — Ty — 1‘3)6(1 — #l’lwg) q3 + N82
y" = x3xgrs(1 — 21)%(1 — my — m3)%(1 — #x1x2)2 ¢ + N,
y7 = J]%{L‘gl’g(l - [E1)5(1 — .172)2(1 — 1‘3)4(1 w7l'1$25(]3)3 q3 + I\Ie/1
y7 = xi’]?%.f%(l — .T1)4(1 — I2)4<1 — l’g)ﬁ(l w7l’1l‘2$3) q3 + Ne’2
y" = afeiai(l — o) (1 — 22)*(1 — 23)°(1 — Jra1aamw3) ¢* + Ng
y" = x3xdri(1 — 2 (1 — 22)3(1 — 23)*(1 — w7l‘1$21’3)3 >+ Ne,

Justifions par exemple 1’équation de I’hypersurface hypergéométrique correspondant
a [0,0,0,0,0,1,6]. On a {vy,vg,v3,v4} = {2,3,4,5} et w3 = wy = w3 = wy = 0. On
prend par exemple v; = 2, vo = 5, v3 = 3 et vy = 4 de sorte que wy — v, = —(wy — vg)
et wg — v3 = —(wy — vg). Pour ce choix, on a m = 4, m' = m — 2 = 2 et I’équation
correspondante est

y" = zixdai(1 — 1) (1 — 9)(1 — 23)*(1 — #:171:132383)3.

C’est la premiere équation de la troisieme partie du tableau précédent. Les autres
équations s’obtiennent de la méme maniere.

REMARQUE 2.6.3. — On peut traiter de méme les cas n = 11, n = 13, etc. La seule
difficulté est pratique, le nombre de classes (si,...,s,) grandissant rapidement avec
I’entier n.
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Chapitre 3

Factorisation cohomologique

Le but de ce chapitre est de montrer comment la décomposition en composants
isotypiques pour le groupe G de la cohomologie étale des hypersurfaces de Dwork
permet de déduire I'existence d’une factorisation de leur fonction zéta.

3.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, n désignera un entier > 3 et I, un corps fini de caractéristique
p # 2 ne divisant pas n; pour simplifier les résultats, on supposera aussi que ¢ = 1
mod n. On considere 'hypersurface Xy 127 + -+ + 2 — nyxy...2,, = 0 sur F, et on
suppose que le parametre ¥ est non nul et vérifie ¥ £ 1 de sorte que Kw = Xy Qr, Fq
est non singulieére.

Puisque X, est une hypersurface non singuliere de IP’FZ”, on connait (voir § la

dimension des espaces de cohomologie étale (-adique HY, (XW Q) ; ils sont nuls pour
1>2n—4out<0et,pour 0<e<2n—4:

dim He, (X, Q) = { 5, + (LD (o)

n

sit=mn—2,

ou ¢; = 0 si 7 est impair et §; = 1 si i est pair (voir §[1.2)). De plus, la fonction zéta de
Xy est reliée A la fagon dont le Frobenius agit sur H *(Xy, Q).
On reprend les notations du §[I.3] et on pose

A~

A:{(ala'-->an) < (Z/nZ)n ’ a1+"'+an:0}/{(&7"'7a)}'
On notera [ay, ..., a,] la classe de (a4, ..., a,) dans A. Le groupe A g’identifie au groupe
des caracteres de A a valeurs dans F;. Rappelons que le groupe A agit sur X, par

multiplication des coordonnées et que le groupe symétrique &,, agit a droite sur X, par
permutation des coordonnées :

et a gauche sur A, ainsi que sur A, par permutation des coordonnées :
U[Q, - ,Cn] = [Cgfl(l), - ,Cgfl(n)] et g[al, - ,an] = [ao—*l(l), - 7ao—71(n)].

37
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Rappelons finalement que le produit semi-direct G = A x G,, de &,, par A agit a droite
sur Xy, donc & gauche sur H;?(Xy, Q) vu que le foncteur g — g* est contravariant.

Le but de ce chapitre est de décrire la structure de H% (X, Q) comme QG-
module pour en déduire une factorisation de la fonction zéta de Xy,. Plus précisément,
on montrera que la partie primitive de H *(X,, Q,) (définie dans le § admet une
décomposition de la forme

Hgt_2<X1/)a Qé)prim ~ @ Wa,w ®Da Va,un
a€ (S x(Z/nZ)* )\ A

ou W, est un Q[GJ]-module simple indépendant de ¢, D, le corps Endgjg)(Waw)PP
et V,, un certain D, ®g Q-module libre dont le rang, que nous déterminons, est
indépendant de £. Chaque espace intervenant dans cette décomposition est stable par
le Frobenius donc le polyndéme caractéristique de celui-ci se décompose en autant de
facteur ('idée de recourir a cette méthode s’inspire d’'un argument donné dans [HKS06,
n°6.2]).

On commence par décomposer HZ *(X,, Q) en généralisant les résultats de
Briinjes [Brii04] concernant le cas » = 0 (hypersurfaces de Fermat); la méthode
est basée sur I'utilisation d’une formule des traces de Lefschetz pour déterminer les
valeurs des caractéres des représentations en jeu. Notons qu’au lieu de procéder par
récurrence comme dans [Brii04, prop. 11.5], on utilise avantageusement une formule
des traces plus puissante. On décompose ensuite HZ{%KW Q¢)P"™ puis on s’assure que
la décomposition obtenue est indépendante de £. Nos méthodes sont généralisables a
d’autres familles et les factorisations que nous obtenons sont légerement plus fines que
celles de Kloosterman dans [KIo07] (qui utilise la cohomologie p-adique de Monsky-
Washnitzer). Elles permettent d’obtenir une expression de chacun des facteurs comme
la norme d’un polyndéme a coefficient dans une certaine extension de degré fini de Q,
expliquant ainsi une observation numérique de Candelas, de la Ossa et Rodriguez-
Villegas dans le cas n = 5 oil cette extension est Q(v/5) (voir [CAIORV03, tab. 12.1,
p. 133])[(®)} Notons aussi qu'un article récent de Katz [Kat09] étudie I'action du groupe
A (mais pas de A X &,,) sur la cohomologie de X, et établit un lien motivique entre X,
et des objets de type hypergéométriques.

Le présent chapitre est organisé de la facon suivante. Apres des préliminaires (§,
on commence par déterminer la structure de H” (X, Q,) en tant que Q,[A]-module
(§, puis en tant que Q,[G]-module (§ On en déduit alors la structure de
Q¢[G]-module de HZ*(Xy, Qp) (§ puis on explique le lien entre cette structure et
I'existence d’une factorisation de la fonction zéta de Xy, (§ Ce chapitre introduit
de nombreuses notations que le lecteur trouvera récapitulées dans ’annexe (page
avec un formulaire.

prim

3.2 Préliminaires

On rappelle tout d’abord une formule des traces de type Lefschetz, due a Deligne
et Lusztig, qui permet d’exprimer la somme alternée des traces d’'un automorphisme
sur les espaces de cohomologie (-adique comme la caractéristique d’Euler-Poincaré du

3. Leur observation concerne le cas ¥ = 0, mais les données de la table du § 13.3 suggere que le
méme phénomene se produit lorsque ¥ # 0 et ¢ =1 mod 5.
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schéma des points fixes de cet automorphisme. On renvoie a la formule de Hirzebruch
donnée au §[1.2] pour la valeur de cette caractéristique d’Euler-Poincaré dans les cas
qui interviendront par la suite (hypersurfaces lisses d’espaces projectifs). Enfin, on relie
la trace d'un élément de G a une caractéristique d’Euler-Poincaré d’un sous-schéma de
points fixes.

3.2.1 Formule des traces de Lefschetz

Rappelons que la caractéristique d’Euler-Poincaré d’un schéma propre X sur E, est
donnée par :

2dim X

X<X): Z (_1)Zd1mHz}t(X>@f)>

i=0
ou ¢ est un nombre premier # p. Elle est indépendante de /.

Théoréme 3.2.1. — Soit X un schéma propre sur F,. Si f est un automorphisme de
X d’ordre fini premier a p et si X/ désigne le sous-schéma de X des points fizes de f,
alors

2dim X

> (—D) tr(fHL (X, Q) = x(XT),

=0
ou x(X/) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré de X/ .
DEMONSTRATION. — Voir [DL76, th. 3.2, p. 119]. O

REMARQUE 3.2.2. — Pour le calcul de x(X/) lorsque X/ est une hypersurface projective,
on renvoie & la formule de Hirzebruch (théoréme [1.2.4] page [14)).

3.2.2 Etude du caractére de G opérant dans H? ?(X,, Q)Pr™

La classe d’isomorphisme d'un Q,[G]-module est complétement déterminée par son
caractere. Dans ce numéro, nous donnerons une expression en terme de caractéristiques
d’Euler-Poincaré de la valeur du caractére du Q[G]-module HZ * (X, Q,)P'™ sur les
éléments g € G d’ordre premier a p.

Lemme 3.2.3. — Tout élément g de G opére comme l'identité sur HZ 2 (X, Q) mprim
ainsi que sur Hi (Xy, Q) lorsque i #n — 2.

DEMONSTRATION. — Comme g est la restriction d’un automorphisme de IP’F’;_l, cela
résulte des considérations du §[1.2] et du lemme suivant. O]

Lemme 3.2.4. — Si h est un automorphisme de ]P’%z’l, alors h* opere comme l'identité
sur Hey (B2, Q) pour tout i.

DEMONSTRATION. — Le groupe PGL,,(F,) opére a droite sur Hét(]P’%:_l, Q) par u — u*;
puisque Hét(IP%’;_l, Q) est de dimension 0 ou 1, cette action se fait par homothéties, donc

se factorise par un quotient abélien de PGL,(TF,). Or, puisque F, est algébriquement

clos, PGL,(IF,) est égal a son groupe dérivé donc n’a pas de quotient abélien non nul.

Ainsi, pour tout v € PGL,(F,), v* = Id. ]



40 Chapitre 3. Factorisation cohomologique

Théoreme 3.2.5. — Si g est un élément de G d’ordre premier a p, alors :
(g (12K, Qo)) = (=1)"7 (0 = 1) = x(XY)). (3.1)

DEMONSTRATION. — D’apres la formule des traces du théoréme [3.2.1, on peut écrire :

2dim X

Y (1) e HL (X, Qo) = x(X5)-

=0

D’apres le lemme on a (avec, comme dans le §[3.1] 6; = 0 si ¢ est impair et §; = 1

si ¢ est pair) :

tr(g* [ (Xy, Q) = = . ’
I‘(g | et( P Qf)) {(51-+tr(g*|Hét(X¢7@e)p“m) Si@':n—27

et donc :
XXG) = (n— 1) + (= 1)" 2 te(g*[HE (X, Qp)P™),

ce qui est exactement la formule voulue. O

3.3 Action de A sur H? *(X,, Q,)Pm

Les représentations irréductibles sur Q, du groupe abélien fini A sont ses caractéres (de
degré 1). Trouver la structure du Q,[A]-module HZ *(Xy, Q,) revient donc & déterminer
la multiplicité des caracteéres de A intervenant dans la représentation g — g* de A
dans HZ[Q(XW@@); c’est le but de ce paragraphe. Le choix, dans le n° , d’un
isomorphisme de g, (F,) sur gz, (Q,) permet d’identifier A au groupe des caractéres de A
a valeurs dans Q,. Aprés avoir déterminé dans le n°[3.3.2| le caractere du Q,[A]-module
HZ{2(X/,, Q,)P™  nous démontrerons dans le n° que la multiplicité de a € A est
me = |Z/nZ - {ay, ..., a,}|

3.3.1 Caractéres de A a valeurs dans Q,

Puisqu’on s’est placé dans le cas ot ¢ = 1 mod n, le groupe pu,(F,) des racines

n-iemes de 'unité de F, est isomorphe au groupe des racines n-iemes de 'unité de Qy:
notons # un isomorphisme de gs,,(F,) sur 1,(Q,). Le groupe A s’identifie alors au groupe

des caracteres de A a valeurs dans Q, par I'isomorphisme [ay, ..., a,] — ([¢1,-..,C] —

0(C)™ -+ 0(Cn)™)-

3.3.2 Valeurs du caractére du Q,[A]-module HZt_z(Xz/n Qg)Prim

Comme p est premier a n par hypothese, les éléments de A sont d’ordre premier a p.
Par application de la formule (3.1)), on obtient les valeurs du caracteére du Q,[A]-module
HE 2 (Xy, Q)P
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Théoréme 3.3.1. — Soit (Ci,...,C) € ()™ tel que ¢y ... ¢, =1 et soit g l'élément
[C1, .-, Ca) de A correspondant. Pour tout ¢ € pu,(F,), notons k(C) le nombre d’indices
i tels que (; =C. On a :

*|TTn—2(X ) \prim (_1)71
(g (K, @)™ = -5 DT (=)0, (3.2
CEmn (Fy)
DEMONSTRATION. — Pour qu’un point de Xw de coordonnées homogenes [z : ... : x,]
soit un point fixe de g, il faut et il suffit que (xy,...,z,) soit proportionnel a ((;x, ...,

Cnty). Le coefficient de proportionnalité est nécessairement une racine de l'unité ¢ €
(), et T'on doit avoir z; = 0 si ¢; # (. Ainsi, le sous-schéma des points de X, fixés
par g est la réunion disjointe, pour ¢ € i, (F,), des sous-variétés

Ye={reXy|z=0si¢#(}

Si k(¢) =mn,ona Y, =X, Si2<k()<n-—1, Y, est isomorphe a I'hypersurface de
PFO-1 d’équation y} + yb 4 - -+ + Yry = 0. Finalement, si k() =0ou 1, Y, est vide.
Dans chacun de ces cas, d’apres le théoreme [1.2.4]

(1—n)k +n—1 1 (1—n)k©
Yo) = k(¢) — 1 — k() -~
X(vo) = k() 1+ L2 -1+ 1
Par suite, on a :
— (1— n k(0)
= Y avg=a-1+ 3
CEpn (Fy) Cepn (Fy)
Car e (v, k(() =net Y e, &) i ’1. En utilisant la formule des traces (3.1]) du
n°(3.2.2 on en déduit le résultat annoncé. [
REMARQUE 3.3.2. — Une prépublication tres récente (juin 2009) établit dans un

cadre général des formules du type donné dans le théoreme [3.3.1] précédent et dans le
théoréme [3.4.12) page [47]; on renvoie a [Ché09, cor. 2.5].

3.3.3 Décomposition en représentations irréductibles

Le théoreme suivant donne une expression simple de la multiplicité m, d’un caractere

a € A dans le Qq[A]-module HZ (X, Q,)Prim,

Théoréme 3.3.3. — La multiplicité du caractére irréductible a = lay, ..., a,] de A
dans le Q,[A]-module H (X, Q,)P"™ est :

=|Z/nZ — {ay,...,a,}| =n — (nombre de a; distincts).

DEMONSTRATION. — Soit ((1,...,Cn) € pn(F,)™ tel que ¢;...¢, = 1 et g I'élément

[C1, ..., Cn] de A correspondant. Par définition méme :
(g [HE 2 (X, @)P™) = ma(ft .o
acA

Y g

(al,...,an)e(Z/nZ)"
a1+-+an=0



42 Chapitre 3. Factorisation cohomologique

On va montrer que si on remplace m, par le cardinal de Z/nZ - {a,...,a,} dans le
membre de droite de la formule précédente, on retrouve la relation (3.2) du numéro
précédent, ce qui démontrera le résultat voulu. On écrit :

1
FOD DI /LA USRS IS

(@1,.r,0n)E(Z/NT)™

a1+-+an=0
1
_ § § al an
— E 1 1 .- C’Vl
(a1,...,an)E(Z/nZ)" ~ k€Z/nZ
a1+-+ap=0 Vi, a;#k
_ l al Can
— n 1 o .. n
kEZ/nZ (a1,...,an)E(Z/NL)™
ai+--+ap=0
Vi, aﬁék:
_ l al Can
— n 1 o .. n
kEZ/nZ (a1,...,an)E(Z/NL)™
ai+-+ap=>0
Vi, CLZ'#(]
— a1 an
= E G
(a1, i) €(Z/nZ)"
a1+-+an,=0
Vi, a; 70
— E al a
— 1 DEEIEY Cnn.
a1 €((ZfnT)*) = {0}
a1+-+an=0
On conclut alors par le lemme suivant. O

Lemme 3.3.4. — Soit r un entier > 1 et soit (y, ..., ¢, des éléments de p,(I,). Si
k(C) = k(ci,..c) (€) désigne le nombre d’indices i tels que ¢; = ¢, alors :

3 N e

al,...,are((Z/nZ)X)—{O} CGMn(Fq)
ai+--+ar=0

DEMONSTRATION. — On procede par récurrence sur 7. Pour r = 1, I’égalité est juste
la relation :
1
oz——ﬁ1—mhun_nu_nﬂ.
n
Supposons donc r > 2 et le résultat démontré pour » — 1. On écrit :

S = S gy

a1y, ar€((Z/nZ)* )—{0} ai,...,ar—1€(Z/nZ)* )—{O}
a1 +-+ar=0 a1+-+ar_17#0

- Cl “ Crfl aril_ ar 1
- 2 (c) (c) 2 '

ai,...ar—1€((Z/nZ)*)—{0} a1,....,ar—1€((Z/nZ)* )—{0}
ai+-+ar—1=0

Etant donné un élément ¢ € p,(F,), on a :

" -1 si ¢ #1,
2. (= n—1 si¢=1
ae((Z/nZ)*)={0} :
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Cette remarque permet de calculer la premiere somme précédente :

aiy..,ar—1€((Z/nZ)*)—{0}

olt k(¢) = k,,...c.)(¢) ; par ailleurs, il résulte de I'hypothese de récurrence que :

> PGl = % (Z (1—n)"9 +(1- n)’f@r)—l),

aiye.,ar—1€(Z/nZ)*)—{0}
a1+-+ar—1=0

On conclut en notant que :

_1)7"—1
Yk @) gy — -1 _ ST ke
(~1) ™ n - 1) L (1-n)

_1\r o k(¢r)—1 _1\r _1\r
n n n
REMARQUE 3.3.5. — Il résulte du théoreme [3.3.3 que la multiplicité m, du caractere
a € A est non nulle sauf lorsque a appartient a 'orbite de [0,1,...,n — 1] sous &,, (ce

qui impose a n d’étre impair, sinon 1 + 24 ---+ (n — 1) n’est pas divisible par n).

3.4 Action de G sur HY *(Xy, Q,)Pr™

3.4.1 Une décomposition du Q,[G]-module HY *(X,, Q,)Pr™

Pour tout a € A, identifié au groupe des caracteres de A & valeurs dans Q,, notons
H, le composant isotypique du Q,[A]-module HZ *(X,,, Q,)P"™ de type a (voir [Bou58,
§ 3, n°4]). C’est un Q-espace vectoriel de dimension m,, olt m, est la multiplicité
déterminée au n°[3.3.3] et l'on a

Hi (X, Q)™ = D Ha

acA

Le groupe G opére a gauche par automorphismes intérieurs sur A, et, par suite, opere
a gauche par transport de structure sur A s g€ Ao,aveco € G, etsia = [ay,...,an]
on a Ja =0 = [ay-1(1), - - ., Ag—1(n))-

Soit a € A. Le stabilisateur G, de a dans G est égal A AxS,, ouS, ={0 €6, | % =
a}. On a gH, = Hy, pour tout g € G. L’espace H, est stable par G,. Le sous-espace
Do Hy de HZ (X, Q,)P'™ est stable par G (rappelons que {(a) désigne I'orbite de
a sous G, ; c’est un Qy[G]-module canoniquement isomorphe & Indg, H,. On en déduit
le résultat suivant.

Théoréme 3.4.1. — Le Q,[G]-module HZ?(Xy, Q,)P"™ est isomorphe d @
ot R est un systéme de représentants dans A des éléments de GH\A

Indg;, H,,

a€eR

_ Le but du reste de ce §[3.4] est de déterminer la fagon dont le groupe S, opére sur
H,. La stratégie est la suivante : apres avoir montré que S, est un produit semi-direct
S’ % ¥, (n°[3.4.2)), on calcule tr(o*|H% 2(Xy, Q,)P™) pour o générateur de S/, et on
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compare a la trace de I'identité (n°[3.4.4) pour en déduire que l'action de S, se fait
par e(o) Idg, sur H, (voir n°3.4.5). On démontre ensuite, par une méthode analogue a

celle du §[3.3, que le facteur X, opére par un multiple de la représentation réguliere

(n°BAL6B.4.9).

La stratégie pour I’étude de I'action de S/, est la méme que celle que Briinjes a employé
dans [Bri04, prop. 11.5, p. 197] pour le cas 1 = 0 a ceci pres que notre formule des
traces nous évite d’avoir a effectuer une fastidieuse démonstration par récurrence.

3.4.2 Détermination de la structure des S,

Soit a = [a1,...,a,] € A, ot (a1,...,a,) est un élément de (Z/nZ)" tel que a; +
-+++4a, = 0. Considérons ’ensemble des éléments j € Z/nZ tels que (a1 +J,...,a, +7)
soit un permuté de (ay,...,a,). C'est un sous-groupe de Z/nZ. 1l est donc de la forme

n,Z/nZ pour un entier n, > 1 divisant n; notons d, = n/n/, I'ordre de ce groupe. Ces
deux entiers ne dépendent que de a et non du choix des a;.

REMARQUE 3.4.2. — Pour tout b € Z/nZ, notons I(b) 'ensemble des indices i €
{1,...,n} tels que a; = b. L’ensemble n/Z/nZ est 'ensemble des j € Z/nZ tel que
I(b+ j) a méme cardinal que I(b) pour tout b € Z/nZ.

Lemme 3.4.3. — [l existe une permutation o € G, possédant les deux propriétés
sutvantes :

a) sil<i<n, onaasm =a;+n,;

b) o est le produit de nl, cycles de longueur d, a supports disjoints.

DEMONSTRATION. — Notons que la condition @ précédente est équivalente au fait
que o(I(b)) = I(b + n). Pour tout b € Z/nZ tel que 1(b) # @, choisissons donc une
numérotation i;(b), ..., ijie)(b) des éléments de I(b) et notons o 1'élément de &,, qui
applique 7,(b) sur i;(b+ n,) pour tout b € Z/nZ et 1 <1 < |1(b)].

Par définition méme, on a a,;) = a; + n;, et, en regardant les orbites de I'un a,
sous b — b+ n/, on voit que o est un produit de n), cycles de longueur d, a supports
disjoints. O]

Le fixateur S/ de I'élément (ay,...,a,) de (Z/nZ)"* dans &,, est un groupe qui
s'identifie a [],., InZ Sy (donc est engendré par des transpositions) et on a v, =
[&,, : S)]. Considérons une permutation o € S,, qui vérifie les conditions du lemme
précédent et notons X, = (o) le sous-groupe cyclique d’ordre d, de &,, engendré par la
permutation o.

Proposition 3.4.4. — Le fizateur S, de I’élément a = [aq, ..., a,] de A peut s’écrire
comme le produit semi-direct

DEMONSTRATION. — Si s € S,, il existe un unique j € n,Z/nZ tel que *(ay, ..., a,) =
(147, ..., a,+7). Cet élément ne dépend que de a et non du choix des a; ; notons-le j,(s).
L’application j, :S, — n,Z/nZ ainsi définie est un homomorphisme de groupes. Cet
homomorphisme est surjectif et son noyau n’est autre que le fixateur S, de (aq, ..., a,) €
(Z/nZ)" dans G,,.
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_ Par ailleurs, j,(0) = —nj par construction et donc j, induit un isomorphisme de
Yo = (o) sur 'image n,Z/nZ de j,, ce qui montre que

Se =S, % X, O

REMARQUES 3.4.5.

a) En particulier, le groupe S/, est distingué dans S, et le groupe quotient S,/S! est
isomorphe a n,Z/nZ donc cyclique d’ordre d,.

b) Insistons sur le fait que nl, d,, S, et j, ne dépendent que de a et non du
représentant (ay, ..., a,) € Z/nZ choisi. Le groupe ¥, ne dépend lui aussi que de
a, mais n’est de toute fagon pas canonique étant donné que sa construction est
subordonnée a un choix arbitraire de numérotation.

¢) Notons pour finir que si k € (Z/nZ)*, on a dg, = do, ny, = n,, S, = S, et
Ska = S4. Par contre, jr, = kj,.

3.4.3 Valeurs du caractére sur une transposition 7

Théoréme 3.4.6. — Pour toute transposition T € &,,, on a

n

o [HE (K Q™) = <—1>"(<1 L e U 6n) | (3.3)

ou 6, =0 sin est impair et 0, = 1 si n est pair.

DEMONSTRATION. — Il n’est pas restrictif de supposer que notre transposition 7 est

que [z :xg:xg:...ixy] = [xeixyixg:. . ixy] et 2l + -+ 2l —nypay ..oz, = 0. Pour
un tel point, on a 2?2 = x3, de sorte que l'on est dans I'un des deux cas suivants.
(a) On a xy = xq et 225 + 2% + - + 2" — npwixs . .. 1, = 0. L’hypersurface de P"2
définie par cette équation est lisse car )™ # 1 et sa caractéristique d’Euler-Poincaré
est (n—2)+[(1 —n)" '+ (n—1)]/n (théoreme [1.2.4).
(b) Onaxy = —xy #0; dans ce cas, x3 =--- =z, = 0 et 2} + 25 = 0. Ce cas ne se
produit donc que si n est impair et [xy:...:2,) =[1:—1:0:...:0].
La caractéristique d’Euler-Poincaré de la sous-variété des points de Xw fixés par 7
est donc :

(1=n)" + (1)

X(X}) = (n-2)+ p +1-6,
1)+ (l—n)";+ (n—1) 5

et par conséquent, puisque 7 est d’ordre 2 et que par hypothese F, est de caractéristique
=% 2, le théoreme [3.2.5] s’applique :

(2 (R TP = (1) (= 1) = (K0)
_ (_1)"<<1_")n_1+<"_1) —5n). 0

n
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3.4.4 Somme des dimensions des espaces H, pour a € AT

Proposition 3.4.7. — Soit 7 € &,, une transposition. Notons A" lensemble des
éléments de A fixés par 7. On a :

Z . — (_1)n_1((1 —n)" ' (n-1) 6n) 7

= n
acA”

ot 6, =0 si n impair et 0, = 1 si n pair.

DEMONSTRATION. — Nous pouvons supposer que 7 est la transposition (1, 2). Notons B
I'ensemble des éléments (by,...,b,) € (Z/nZ —{0})" tels que by = by et by +---+b, = 0.
L’application (by,...,b,) + [b1,...,b,] de B dans A" est surjective et chaque élément a
de A™ a exactement m, antécédents par cette application. On a donc Y achr Ma = |B|.
On conclut par le lemme suivant. O

Lemme 3.4.8. — Soit r un entier > 2. Le nombre de r-uplets (by,...,b,) appartenant
a (Z/nZ — {0})" tels que by = by et by +---+ b, =0 est (—1)’"_1(M —0n).

n

DEMONSTRATION. — Notons u, ce nombre. On a uy = 0, et u, +u,,1 est le nombre de
(r+1)-uplets (b, ..., by, by1) € (Z/nZ—{0})" X Z/nZ tels que by = by et by+- - -+b, 41 =

0, ¢’est-a-dire (n — 1)"~!. Le lemme en résulte par récurrence sur r. O

3.4.5 Action de S/ sur H,

On commence par un résultat général sur les automorphismes d’ordre fini dont la
trace est la dimension de I’espace.

Lemme 3.4.9. — Soit k un corps de caractéristique nulle, soit V un espace vectoriel
de dimension finie sur k et soit u un automorphisme d’ordre fini de V. Si tru = dim 'V,
alors u = Idy.

DEMONSTRATION. — Soit M la matrice de v dans une base de V sur k. Le sous-corps
k' de k engendré par les coefficients de la matrice M se plonge dans C. Il suffit donc de
démontrer le lemme lorsque k = C.

Soient Aj, ..., A, les valeurs propres (complexes) de M, répétées un nombre de fois
égal a leur multiplicité, ou m = dim V. Ce sont des racines de l'unité. Comme on a, par
hypothese,

At e Al = ferul = m = Pl Al

les \; sont positivement proportionnels, donc égaux. Puisque leur somme est m, ils sont
égaux a 1. L’endomorphisme u de V est donc unipotent. Puisqu’il est d’ordre fini, il est
égal a Idy. O]

REMARQUE 3.4.10. — Soient k un corps de caractéristique nulle et (V;);e; une famille
finie d’espaces vectoriels de dimension finie sur k. Pour chaque ¢ € I, soit u; un automor-
phisme d’ordre fini de V;. Si Y, tru; est égal a ), dim V; (resp. a — >, dim V;),
on a u; = Idy, (resp. u; = —Idy,) pour tout ¢ € I. Cela résulte du lemme appliqué
a l'automorphisme u de V.= @, _; V; qui coincide avec u; (resp. avec —u;) dans V; pour
tout ¢ € I.

i€l
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Soit 7 € &, une transposition. Comme H *(Xy, Q)™ = @, Ha et que 7*
applique H, dans H-,, on a :
([ HE 2 (X, @)P™) = > tr(77[H,).
acA”

Par ailleurs, il résulte du théoréme [3.4.6) et de la proposition [3.4.7 que l'on a :

tr(T*|HZt_2(X¢,@e)prim) = — Z dim H,,.

On déduit donc de la remarque [3.4.10| que, pour tout a € AT, 7* opére sur H, par
—Idg .

Théoréme 3.4.11. — Soit a € A et soit o un élément de S,. Si on note e(c) la
signature de o, on a :

o*|H, = (o) Idg, .

DEMONSTRATION. — Le sous-groupe S, de &,, est engendré par des transpositions 7
telles que "a = a (voir n°3.4.2) et lon a 7*|H, = —Idy, = &(r)Idg, d’apres ce que 'on
vient de voir. O

3.4.6 Valeurs du caractére sur Ao ou o est un produit de n’
cycles de longueur d a supports disjoints

Soient n’ et d des entiers > 1 tels que n’d = n et soit o € &,, un produit de n’ cycles
de longueur d a supports disjoints. Soient (, ..., ¢, des éléments de p,(F,) tels que
(1...¢, = 1. Notons g 'élément [(1,...,(,]Jo de G = A x &,,. Notons Oy, ..., O, les n/
orbites de o dans {1,...,n}. Pour chaque ¢ € pu,(F,), notons k(¢) le nombre d’indices
je{l,...,n'} tels que Hieoj ¢; = (. Le théoreme suivant généralise le théoreme m
(que 'on retrouve en prenant d = 1 et n’ = n).

Théoreme 3.4.12. — Sous les hypothéses précédentes, on a :
*|LIn—2/ M) \prim (_1)71
(g (K Q™) = 30 (1-m)H.
CEm,y (Fyg)

DEMONSTRATION. — On peut supposer que o est le produit des cycles ((j — 1)d +
L,...,jd) pour 1 <j <n'etqueO; ={(j —1)d+1,...,jd}. Les points fixes de g dans
Xy (F,) sont les points [z1:...:2,] de Xy (IF,) tels que :

Le sous-schéma Xi de ces points fixes est donc la réunion disjointe, pour A € F; , des
sous-schémas fermés Y, de X¢ définis par les équations

o+ tal —nyay ...z, =0,
(Yx) )
To) = AGr; pour 1 <@ < n.
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Soit 7 € {1,...,n'}. Si Hieoj G # X\~% il résulte de la seconde relation que x; = 0 pour
tout ¢ € O;. Si Hieoj G=X%onalc Mnd(Fq) et il résulte de la seconde relation que
d .

i drfy si A€ pn(F),

3t = (3o 0ey) = o o Sl

vy si 2o ().
Considérons \ € Fq et posons ( = \7¢ (puisque n =n'd, on a donc (" =1 <
A" = 1). Notons J I'ensemble des indices j € {1,. n'} tels que HzGO (; = ( et posons

y; = xjg pour j € J. Si ¢ ¢ u,(F,), J est Vlde et donc Y, est v1de Supposons que
¢ € pn(F,). Le cardinal de J est k(¢). Distinguons deux cas.

(a) PREMIER CAS. — On a ¢ € pu,(F,). D’apres ce qui précede, le schéma Y, est
isomorphe a I’hypersurface de IP’;; ©-1 d’équation

(S7) =0 w940
JjeJ
dyp + - y) =yl oyt =0 siJ={1,...,n'},

ot ¢ est le produit de ¢ par un élément de g, (F,). Cette hypersurface est lisse
(car, dans le second cas, on a (/)" = 9™ # 1 et donc (¢/)" # 1). D’apres le

théoréme page [I4] on a :
1—n)O + (n—1 1—n)HO —1
() = kq) — 14 LD g U

n n
(b) SECOND €AS. — On a ¢ € pu,(F,) = pon (F,). D’aprés ce qui précede, le schéma Y,

est isomorphe a ]P’k(of1 siJ#{1,...,n'} et a 'hypersurface de Pﬁl’l d’équation
(Y1 ... yw)d =0si J = {1,...,n'}. Dans le premier cas, on a x(Y,) = k(¢). Dans le
second cas, on a necessalrement n' > 2 et la caractéristique d’Euler-Poincaré de Y,
est égale A celle de Y, qui est la réunion dans IPF’;/_I des hyperplans d’équation
y; = 0. On a donc dans ce cas :

n/

XY= > D)HW L) =) (-1)TC 0 1)

Lc{1,..,n"} =1
L#£o
n'—1
= X ()T = (L= (L DN = = KC)

Pour chaque ¢ € Mn(Fq), il existe exactement d valeurs de \ telles que A™¢ = (. On a
donc :

— (1 —n)kO —1
)= x=d 3 k+d Y
)\GF* Cepn (Fy) CEpyy (Fg)
(1—n) 0—1 (1 —n)kQ
CEp,r (Fy) CEpyy (Fy)

L’ordre de g divise nd donc est premier a ¢ ; ainsi, d’apres le théoréme |3.2.5|

(g (02X, @) = (=1)" (0 = 1) = 0(X})) = (—n1/)" S (1), o
CEpty,y (Fy)
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3.4.7 Trace d’un produit o de n’ cycles de longueur d a sup-
ports disjoints opérant sur H, lorsque a € A’

Reprenons les notations du numéro précédent.

Lemme 3.4.13. — Si o € &,, est un produit de n’ cycles de longueur d a supports
disjoints,

Z a(Ch ey Cn)ma — (_1)n Z (1 o n)k(g)

a€A tq o€Sy CEpy (Fy)
DEMONSTRATION. — Notons B I'ensemble des éléments (by, ..., b,) de (((Z/nZ)*) —
{0})™ tels que by+- - -+b, = 0et 7(by,...,b,) = (b1,...,b,). L’application (b, ...,b,) —
[b1,...,b,] de B dans A a pour image ’ensemble des éléments a € A tels que o € S/, ;

un tel élément a possede exactement m, antécédents par cette application. La somme a
calculer peut donc s’écrire

oo

(b1,...,bn)EB

Si (by,...,b,) appartient a B, tous les éléments b;, pour i appartenant a une orbite O;
de o, sont égaux a un méme élément ¢; de ((Z/nZ)*) —{0} et 'onad(c; +...¢) =0
dans Z/nZ c’est-a-dire ¢; + - - - + ¢,y € n'Z/nZ. Notre somme peut donc se récrire

c1 Cpt
E 1SR VA
1ot €(Z/nZ)*) = {0}
c1t e, EN'Z/nZ

ou 'on a posé p; = Hieoj (;- On conclut donc par la généralisation suivante du
lemme [3.3.4] (que l'on retrouve en prenant d =1 et n' = n). O

Lemme 3.4.14. — Soient r un entier > 1 et pq, ..., - des éléments de pu,(F,;). Pour
tout ¢ € p,(F,), notons k(C) le nombre d’indices j tels que p; = ¢. On a alors :

> gLl = (_{)T > (1—n)HO.

c1yener€((Z/nZ)* )= {0} CEp,,r (Fy)
cit+er€n'Z/nZ

DEMONSTRATION. — On procede par récurrence sur . Pour r = 1, on a

5 q_{d— = =)+ (0 = D)) s € (),

c1€En'Z/nZ—{0} —1= ;ll n (1 B n)o) si H1 ¢ Mn’(Fq)a

d’ou le résultat dans ce cas. Supposons désormais r > 2 et le résultat démontré pour



50 Chapitre 3. Factorisation cohomologique

r — 1. On écrit :

3 AT S )

c1yemer€((Z/nZ) )= {0} c1,....er—1€((Z/nZ)*)—{0}
cit++ereEn'Z/nZ cit++er_1€En'Z/nZ

- ) W

c1,er—1€((Z/n2)* )—{0}
cr€L/NZ
c1++er€n'Z/nZ

_ § c1 Cr—1 l—c1——cr_1
- Ml L Mrfl Nr "

C1yeesCr—1€((Z/nZ)*)—{0}
len'Z/nZ

R DR 5 I ) B

clye-mer—1€((Z2/nZ)*)—{0} len'Z/nZ

La somme ), InZ il est égale & d si p, € py(F,) et a 0 sinon tandis que la somme

D cie((zmzy*)—{oy (4)° est égale & n — 1 si ; = p, et & —1 sinon. Le produit de toutes

ces sommes est donc égal a (—1)""1d(1 — n)*)=1 si 4. € g1, (F,) et & 0 sinon.
Compte tenu de I’hypothese de récurrence, on a donc :

S

c1,..,er€((Z/nZ)*)—{0}
ci1tteren'Z/nZ

= Z (_1)T (1_—7%)1«) + Z (_1)T w _ d(—l)r(l _ n)k(C)—l)

/ /
CEpyy (Fy) " CEM,, (Fy) "
CHpr C=pr
(=1)"
= Z (1-— n)k(o.
CEp,, (Fy)

Théoréme 3.4.15. — Si o est un produit de n’ cycles de longueur d d supports disjoints
et sia € A, alors :

T (=) "'m, sioccS,
0 sio €S, — S,

DEMONSTRATION. — Comme HZ % (X, Q,)PH™ = D.ca H, et que o* applique H, dans

Hog, on a, pour tout (¢, ...,¢) € pan(F)™ tel que ¢y ... ¢, =1
(G, - Galo) HE 2 (X, @)P™) = > alGa - Ga) (0™ [H).
acA’
Par ailleurs, d’apres le théoreme [3.4.12] et le lemme :
S D mealG. ) = S (et ) a1 G)
acA tq €9, acA’

Ceci étant valable pour tout ((i,...,¢,) € pn(IF,)™ tels que (;...¢, = 1, on peut
identifier les coefficients, ce qui donne le résultat voulu. O
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3.4.8 Action de S, sur H,

Récapitulons les résultats des n°[3.4.3]4[3.4.7] On reprend les notations du n°
solent a = [ay, ..., a,] € A, n.Z/nZ V'ensemble des j € Z/nZ tels que (ay+7, . .. ,an—l-])
est un permuté de (ay, ... ,an) et d, = n/n; le fixateur S, de a dans &,, s’écrit

S, =95, %%, ou S, estlefixateur de (ai,...,a,) dans &,
et X, = (o) est un groupe cyclique d’ordre d,,
avec o un produit de ny, cycles de longueur d, a supports disjoints.

La dimension m, de H, est, d’aprés le théoreme [3.3.3 égale & |Z/nZ — {a4, ..., a.}|.
Cette dimension est un multiple de d, vu que {ay,...,a,} est stable par translations
par les éléments de n/ Z/nZ. Elle s’écrit donc m, = d,m.,.

Théoréme 3.4.16. — L’action de S, sur H, est donnée de la maniére suivante :

— un élément s € S, agit par £(s) ldg, ;

— un élément s € X, agit par m!, copies de la représentation réquliére de %,.
DEMONSTRATION. — La premlere affirmation résulte du théoreme|3.4.11 et la deuxieme
du théoreme m la trace de o opérant sur H, est nulle pour 1 <i<n-—1etégale

a m, = dimH, pour ¢ = 0 donc I’action de %, se fait par m., = mg,/d, copies de la
représentation réguliere. ]

Ceci détermine completement la structure du @Z[S_a]—module H,. D’apres les consi-
dérations du n°[3.4.1} on en déduit la structure du Q,[G]-module H% (X, Q,)P"™ :

2 (X, Q)P =~ P Indfs, (0 ® £ © reglg, ), (3-4)

a€eR

ol regg, /g, désigne la représentation réguliere de S, /S;, (rappelons que R est un systéme
de représentants dans A des éléments de S,\A).

3.5 Action de G sur Hgt_z(fw, Qg )Prim

On commence par donner une construction intrinseque du corps cyclotomique et du
caractere associé a un groupe cyclique.

3.5.1 Le corps cyclotomique associé a un groupe cyclique

Soit C un groupe cyclique d’ordre m > 1. Notons Q[C] I’algebre du groupe C sur
Q et notons mg l'idéal de Q[C] engendré par les éléments ) ., [z], ou C’ parcourt
I'ensemble des sous-groupes de C distincts de {1}.

Théoréme 3.5.1. — L’idéal mg de Q[C] est maximal et le corps Ko = Q[C]/mc¢ est
isomorphe au corps cyclotomique Q(pu,,) des racines m-iémes de l'unité.
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DEMONSTRATION. — Nous pouvons supposer que C = Z/mZ. L’algebre Q[C] s’identifie
alors a Q[X]/(X™—1)Q[X]. On a X" —1 =[], Pa, ot D est le polyndme cyclotomique
d’indice d. Les polynomes ®, sont deux a deux étrangers dans Q[X]. D’apres le théoréme
chinois, on en déduit que Q[X]/(X™—1)Q[X] est isomorphe a [ ] ;,,, Q[X]/®4Q[X]. Il s’agit
de montrer que mg est le noyau de la projection ¢ : Q[X]/(X™—1)Q[X] — Q[X]/®,,Q[X].
Soit d un diviseur de m distinct de m et Cy = dZ/mZ 'unique sous-groupe d’indice d
de C; I'élément . [z] de Q[C] a pour projection 0 sur le facteur Q[X]/®,,Q[X] et

une projection # 0 (égale a %) sur le facteur Q[X]/®4Q[X], d’oti le résultat. O

Le corps K¢ est appelé le corps cyclotomique associé au groupe cyclique C. L’applica-
tion composée

C — Q[C] — K¢ = Q[C]/mc

est un caractere canonique ¢ de C a valeurs dans K¢. Celui-ci induit un isomorphisme
de C sur le groupe des racines m-ieme de 'unité de Kc.

Proposition 3.5.2. — Le corps K¢ est un Q[C]-module simple de commutant Kc.

Si C; et Cy sont deux groupes cycliques de méme ordre m et ¢p:C; — Cy un
isomorphisme de C; sur Cy, 'homomorphisme Q[C;] — Q[C3] qui prolonge ¢ définit
par passage aux quotients un isomorphisme K, : K¢, — K¢, et on a K, 0 x¢, = X, 0 ¢.
Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

CIL)CQ

XCq l lXCQ

Ky
Ko, — K,

3.5.2 Le Q[A]-module simple associé & un élément de (Z/nZ)*\A

Le groupe (Z/nZ)* opére sur les éléments de A par k- [ay, ..., an] = [kay, . .., kay]
pour k € (Z/nZ)* et [ay,...,a,] € A. Sia e A, rappelons que @ désigne la classe de a
modulo (Z/nZ)*. Notons que les entiers d, et n/ définis au n°[3.4.2] ne dépendent que
de a et non de a (voir rem. [3.4.5.4).

Notons n, l'ordre de I’élément a dans le groupe A; il ne dépend que de @ et non de a.
Si m est un entier, on a ma = 0 si et seulement si tous les ma; sont égaux c’est-a-dire
si et seulement si m(a; — ay) = 0 pour tous ¢ et ¢’ compris entre 1 et n. Le sous-groupe
de Z/nZ engendré par les différences a; — a; ne dépend que de a et non de a ou du
choix des a; ; il est de la forme f,Z/nZ ou f, est un diviseur de n et son ordre est n,,
donc n = n, f,. L’entier f, ne dépend que de a, pas de a.

En suivant le n° on identifie le groupe A au groupe des caracteres de A a valeurs
dans F,, I’élément a € A correspondant au caractére [Cryeeey Cu] = O(C)™ -+ 0(Cr) ™.
Si N, et E, désignent le noyau et I'image de ce caractére, E, ~ A/N, est un groupe
cyclique de cardinal n,. Remarquons que E, ne dépend que de a et N, ne dépend que
de a, pas de a.

Notons K, le corps cyclotomique associé au groupe cyclique E, (voir n° précédent) et
Xa le caractere composé

A — A/N, = E, — K,,
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ou la troisieme fleche est le caractere canonique de E, construit au n° précédent.

REMARQUES 3.5.3.
a) Soit k € (Z/nZ)*. On a ka = a si et seulement si k =1 mod n,Z.

b) Le corps cyclotomique K, ne dépend que de a et non de a, mais Yz, = x*.

Proposition 3.5.4. — Le caractere x, définit sur K, une structure de Q[A]-module
simple dont le commutant est canoniquement isomorphe au corps K,.

3.5.3 Le stabilisateur S; dans &,, d’un élément @ € (Z/nZ)*\A

Le groupe &,, opere sur A par “[ay, ..., ap) = [a;-1(1), - .., Ge-1(n)]. Cette action com-
mute & celle de (Z/nZ)* ; par passage aux quotients, le groupe &, agit sur (Z/nZ)*\A.
Notons S; le fixateur de a dans &,,.

Si o € Sg, il existe un unique élément k € (Z/n,Z)* tel que %a = ka ; notons-le k. (o).
L’application k, : Sz — (Z/n,Z)* ainsi définie est un homomorphisme de groupes, non
surjectif en général@. Son noyau n’est autre que le groupe S, du no; en particulier,
S, est distingué dans S;. Notons que 'application k, ne dépend que @ et non de a.

Par définition de n), il existe i tel que a1 = a; + n),, c’est-a-dire que n,, = a; —a; €
foZ/nZ. Par suite, il existe e, tel que n!, = e, f,; on en déduit que n = dye,f, et
ne = dye,. L'entier e, ne dépend que de a et non de a.

Théoréme 3.5.5. — L’image de I’homomorphisme k,:Sz — (Z/n,Z)* contient les

éléments de (Z/n,Z)* congrus a 1 modulo e, et par suite est ’image réciproque par la
surjection canonique (Z/n,Z)* — (Z/e )™ d’un sous-groupe de (Z/e,Z)* .

DEMONSTRATION. — Etant donné k € (Z/nZ)* congru a 1 modulo e, il s’agit de
construire une permutation o € G,, telle que a = ka. Pour cela, il suffit de montrer
qu’il existe j tel que, pour tout b € Z/nZ, les ensembles I(kb + j) et 1(b) ont méme
cardinal. Le lemme suivant montre que l'on peut prendre j = —ka; + a;. O

Lemme 3.5.6. — Si k = 1 mod e,, alors, pour tout b € Z/nZ, (kb — ka; + a1) a
méme cardinal que 1(b).

DEMONSTRATION. — Soit b € Z/nZ. Supposons que b = a; mod f,, de sorte que
(kb—kay +ay) —b = (k—1)(b—ay) est multiple de e, f, = n/, et donc kb—ka, +a; =b
mod n,, ; d’apres la remarque , cela implique que 1(kb — ka; + a1) a méme cardinal
que 1(b).

Supposons maintenant que b Z a; mod f, (et donc 1(b) = @) ; dans ce cas, kb — ka,
n’est pas nul modulo f, et donc, par définition de f,, kb — ka; + a; n’apparait pas
parmi les a;, ce qui montre que I(kb — ka; + aq) est vide. O

Déterminons désormais la structure de S;. Rappelons (voir rem. [3.4.5.¢) que S, et S,

ne dépendent que de a, pas de a.

Théoréme 3.5.7. — Le groupe S, est distingué dans S; et ['extension suivante est
scindée :

1— S, — Sz —S;/S, — 1.

4. Prendre n =5 et a =[0,0,1,1,3] : on a n, = 5, mais il n’existe pas o € S5 tel que %a = 2a.
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DEMONSTRATION. — Par définition de f,, il est possible de choisir le représentant
(a1,...,a,) de a dans (Z/nZ)" tel que tous les a; soient multiples de f,; puisque
fana = n, les éléments wa; et wf, ou w € (Z/n,Z)* sont bien définis dans Z/nZ. Si
o € Sg, il existe un unique couple (uy,v,) € Z/n,Z X (Z/n,Z)* tel que, pour tout i, on
ait Go(;) = Vot; + Uy fo. Lunicité de v, provient du fait que I'on a déja vu (rem.
qu’un k tel que ka = °a était défini modulo n, et I'unicité de u, résulte du fait que
Uy fo est unique modulo n.

L’application ¢: 0 — (uy,v,) est un homomorphisme de S; dans le groupe Z/n,Z x
(Z/n,Z)* (muni la loi de composition définie par (u,v)(u/,v") = (u + vu',v0")); son
noyau est S/, qui est donc un sous-groupe distingué de S;.

Pour tout b € Z/nZ, choisissons une numérotation i1 (b), ..., i) (b) des éléments de
ensemble 1(b). Etant donné (u,v) € ¢(Sz), si I(b) est non vide, alors b est un multiple
de f, (par hypothese) et I(b) a méme cardinal que I(vb + uf,) vu que a,q) = va; + uf,
pour tout o € S; vérifiant p(o) = (u,v). Il existe donc une permutation o, , € &,, qui
applique 4;(b) sur i;(vb + uf,) pour tout b € Z/nZ et 1 <1 < |I(b)|. Cette permutation
est dans S; par définition méme et son image par ¢ est (u,v). De plus, Papplication
(u,v) — 0y, ainsi définie est un homomorphisme de groupe vu que :

V(b +ufe) + ' fo = (V)b + (W + ') fa

Ceci démontre que (u,v) +— 0oy, est une section de ¢ et donc que I'extension 1 — S/, —
Sz — Sa/S. — 1 est scindée. O
REMARQUES 3.5.8.

a) Bien que S, soit distingué dans S;, 'extension 1 — S, — Sz — Sz/S, — 1 n’est
pas toujours scindée. En effet, considérons le cas n = 24 et la suite (aq,. .., a)
qui comporte quatre fois chacun des termes 0, 2, 12, 14 et deux fois chacun des
termes 1, 7, 13, 19; on a n, = 24 mais bien que 5 soit un élément d’ordre 2 de
(Z)247)%, les seuls éléments (u,v) de l'image de ¢ tels que v = 5 sont (2,5) et
(14,5) qui sont d’ordre 4.

b) Lorsque o € S,, on a v, = 1 et u, € e,Z/n,Z; en effet, si ¢ € S,, alors v, = 1
et donc a,) — a; = s f, et donc, par définition de n, u, f, est un multiple de
n. = eqf, et donc u, est un multiple de e,.

¢) Avec les notations du n°B.4.2] on a, pour tout s € Sy, ju(s) = fou,. Plus pré-
cisément, j,:S, — n.Z/nZ est le composé de 'homomorphisme o +— u, de
S, dans e,Z/n,Z et de I'isomorphisme de e,Z/n,Z dans n/Z/nZ déduit de la
multiplication par f,.

3.5.4 Construction de Q[G]-modules et étude de leur exten-
sion des scalaires a Q,

Le but de ce numéro est de construire des Q[G]-modules qui, apres extension des
scalaires & Q,, redonnent les représentations considérées dans le §.

Avant de commencer, rappelons (voir rem. que le corps K, ne dépend que de a
et non de a, mais que Yz, = x*. De plus, si v € (Z/n,Z)*, notons 6, automorphisme
du corps K, qui envoie chaque racine n,-ieme de 'unité sur sa puissance v-iéme.

Soit a € A ; on choisit un représentant (ay,...,a,) de a dans (Z/nZ)" tels que les q;
soient tous multiples de f, et on reprend les notations du n° précédent concernant les
entiers u, et v,.
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Proposition 3.5.9. — 57 w est une racine n,-ieme de l'unité de K,, 'application
sutvante définit une représentation de A x Sz dans K, :

Paw @ A XSz — Endg(K,)
(¢, 0) — xa(Qe(o)w by,

Notons M, le Q[A x S;]-module K, ainsi défini. Son rang est ¢p(n,) (ot ¢ désigne la
fonction indicatrice d’Euler) et, & isomorphisme prés, il est indépendant du choiz du
représentant (ay,...,a,) de a tels que les a; soient divisibles par f,.

DEMONSTRATION. — Vérifions tout d’abord que g, est bien un homomorphisme de
groupe. On a :

paw(C,0)Haw(( 0') = Xa(Q)e(0)w™ Oy, Xa (¢ )E(0 )" B,
= Xa(Q)Xa((') " e(0)e(0 )" T Oy,

et :

faw((C,0) (¢ 0") = Haw(C ¢ 00") = xa(C UC/)g(UU,)quJ’_UU%/evavgz
= Xa(OXa("¢)e(@)e(0" )" 7" Oy, -

I1 reste a montrer que x,(°C") = xa(¢")" :
Xa(UC/) = Xcrfla(cl) = Xvaa(gl) = Xa(cl)va'

Ainsi, p14,,(C, 0) ptaw(C,0") = paw((¢,0)(¢’,0")), ce qui montre que fi,,, est bien une
représentation de A x S, dans K,.

Montrons maintenant que p,, ne dépend pas, a isomorphisme pres, du choix du
représentant (aq, ...,a,) de a tel que les a; soient des multiples de f,. Si (af,...,al)
est un autre représentant, il existe j tel que a; = a; + j f, pour tout 7, et donc :

(i) = Go(i) T Jfa = Vei + tio fa + j fo = Vot + (o + (1 = v5)) fa-
Ainsi, v) = v, et v, = uy + j(1 — v,), d’ott 'on déduit que :
:u:z,w(C7 U) = Xa(C)S(U)wqurj(liva)evg = wj,ua,w(C7 U) w. L

On étudie maintenant 1'extension des scalaires M, ,, ®g Q,. Reprenons I'isomorphisme
6 du n°3.3.1| entre 1, (F,) et p1,,(Q,); il existe un unique plongement ¢, de K, dans Q,

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

E, — Mn(Fq) (L) Mn(@f)

|| |

E(z — Ka — @f .
la
Ce plongement ne dépend que de a et non de a. De plus, si on identifie a € Aaun
caractere A — ,, (I, ), le diagramme suivant est commutatif :

A (L> Mn(Fq) (L) Mn(@e)

H [

A— K, — Q.
Xa la
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Dans le reste de ce numéro, on identifie K, au sous-corps ¢,(K,) de Q, au moyen de ¢,.
En faisant cette identification, on a un isomorphisme :

— ~ —(Z/n.Z)*

k@A — (0u(k)N)ve@/maz)*
Puisque

#a,w(QU)@Id@Z u g v VU
k® A Xa(C)5(0>w 06v0<k) & A — (Xa(C) E(U)w Uevvg(k))\)ve(Z/naZ)Xa

I’endomorphisme de @éz/naz)x déduit de p,.,(C, o) @ 1dg, par I'isomorphisme d est donné
par

(xv)UE(Z/naZ)X = (Xva(C)E(U)wvuaxvvg)UE(Z/naZ)X- (35)

Proposition 3.5.10. — Notons u, ’homomorphisme o — u, de S, dans e,Z/n,7Z.
Il ne dépend pas du représentant (aq,...,a,) de a choisi et on a ug, = ku, pour tout
k € (Z/n.Z)* (voir rem. |3.5.8.4 et |3.4.5.d). Le Q,[A x Sz]-module M, ,, ®¢ Q, est
isomorphe a

@ Indﬁi%j(ka ® £ @ whke).
kE(Z/naZ)* /Im kq

DEMONSTRATION. — La formule (3.5]) précédente montre que les composants isoty-
piques du Q,[A]-module M, , ®g Q, sont de type ka pour k € (Z/n,Z)* (comme dans
le n°, on identifie ici a & un caractére a valeurs dans Q,) ; chacun de ces composants
isotypiques est somme directe de représentations de dimension 1 isomorphes a ka.

Déterminons maintenant 1'action de S,. Puisque Sg, = S, pour tout k € (Z/nZ)*, le
groupe S, laisse stable chaque facteur de dimension 1 isomorphe & ka du Q,[A]-module
M, ®q Qy et, d’apres la formule , I’action de S, sur un facteur isomorphe a ka se
fait par multiplication par e(o)w*'s = g(o)w*a.

Ceci montre que le Q,[A x S,]-module Maw ®q Q, est isomorphe &

P (kawew). (3.6)

k€(Z/nal)*

Au vu de la formule (3.5) et du fait que S;/S, = Imk, = {v, | 0 € Sg}, on a
I'isomorphisme de Q,[A x S;]-modules :

EB (ka® e ® w'e) ~ Indﬁjgz (a®e® wh).
k€lm kg

On en déduit le résultat annoncé. O]
On en déduit les trois corollaires suivants.

Corollaire 3.5.11. — A isomorphisme prés, M, ne dépend que de la racine dq-ieme
de l’unité w. Plus précisément :

Mow =My <= d € (Z/nZ)*a et w = w'".
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DEMONSTRATION. — Puisque deux représentations isomorphes aprés extension des
scalaires le sont également avant (voir [CR62, th. 29.7, p. 200]), il suffit de montrer ce
résultat pour M, ®q Q,. Or, d’apres la formule (3.6)), on a :

Ma,w ®Q @AAE @ ka7

k€(Z/naZ)

ce qui montre que si M,,, ®g Q, ~ My v ®g Q, alors, nécessairement, o’ € (Z/nZ)*a
Supposons donc que a' € (Z/nZ)*a de sorte que e, = e,. Rappelons (voir la re-
marque ainsi que la démonstration de la proposition @ que u, est une
surjection de S, sur e,Z/n,Z avec uy, = ku,. D’apres la formule (3.6)), on a :

Ma,w ®Q @E’Saz eE® @ wkua’
kE(Z/naZ)*

et donc, si M, ®g Q; =~ My ®g Qy, on a nécessairement {wk's | k € (Z/n,Z)*} =
{w™ | k € (Z/n,Z)*} et donc Pexistence de k € (Z/n,Z)* tel que we = W',
Réciproquement, supposons que a’ € (Z/nZ)*a et qu'il existe k € (Z/n.Z)* tel
que w = w' et montrons que M, , ®q Q, ~ My o ®g @4 si et seulement si kK = 1.
Ecrivons @/ = k’a de sorte que 'on a un isomorphisme de Q,[A x S,]-modules

My ®q @g ~ @ (kk'a ® € @ wwe) = @ (kka ® £ ® w''sa)
kE(Z/naZ)* k€(Z/nal)*

= @ (kka ® € ® wh*a),

k€(Z/nal)*

ce qui montre que Mg/ ®q Q, ~ M, ®q Q, implique que x = 1. Réciproquement, si
x = 1, 'isomorphisme de la proposition [3.5.10] montre que :

My ®q @z >~ @ Indﬁ:gj(/{k’a ® £ ® wirta)

kE(Z/naZ)* [Im kq
r~ @ Ind}\ 257 (ka ® £ ® w"k)
kE(Z/naZ)* [Im kq
~ Mo ®g Q- O
Corollaire 3.5.12. — Pour toute racine d,-ieme de l'unité n de K,, notons w(n)

une racine ng-ieme de l'unité de K, vérifiant w(n)® =n. On a un isomorphisme de

Q¢[A x Sg|-modules

@ Mo ®o Q¢ = @ Ind} 57 (ka ® £ @ regg, /s, ).

€M, (Ka) kE(Z/naZ)* /Im kg

DEMONSTRATION. — Vu la proposition précédente, il s’agit de vérifier que, pour tout
ke (Z/n.2)",

@ w(n)*™ = regg, /s -

N€pd, (Ka)
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D’apres la remarque |3.5.8.5, on peut écrire u, = e ul, ou u), est un homomorphisme
de S, dans Z/d,Z. On a u)(0) =0 < wu,(0) =0 < o €S, vu que j, = — fauy

(rem. [3.5.8.¢). Par suite, si o € S, :
we (o w (o o (o d, siocelS,
DRUCEED SIFUECEND VIR £

n€pid, (Ka) nema, (Ka) nema, (Ko) sinon,
d’ou le résultat. 0
Corollaire 3.5.13. — Gardons les notations du corollaire précédent. On a un isomor-

phisme de Q,[G]-modules

L e ) m;mdgxs( D Mw(n)) 90 Qs

a€(Z/nZ)* xSp\A n€pd, (Ka)

DEMONSTRATION. — Comme conséquence du corollaire précédent et des résultats du
n°(3.4.8, on obtient :

EL T ) m;mdgxs( D Mw(n)) 900,

a€(Z/nZ)* xSp\A n€pq, (Ka)

On en déduit le résultat correspondant sur QQ; par le méme argument que dans le
corollaire : deux représentations isomorphes aprés extension des scalaires le sont
également avant. O]

3.5.5 Commutant des représentations

Notons W,, le Q[G]-module Indf,s M, ; le but de ce numéro est de montrer qu’il
est simple et d’identifier son commutant.

Théoréme 3.5.14. — Le Q[G]-module W,,, est simple. De plus, si on identifie
Gal(K,/Q) da (Z/n,Z)*, le commutant de Wy, s’identifie a l'unique sous-corps D, de
K, tel que Gal(K,/D,) = Imk,. Autrement dit, D, est le sous-corps de K, formé des
éléments fizes par tous les 0,, pour o € Sz. (En particulier, D, est commutatif.)

DEMONSTRATION. — Notons que puisquun Q[G]-module est simple si et seulement si
son commutant est un corps, il suffit de montrer la deuxieme assertion.

OnaW,, = Indgxsa Mg ot Mg, n'est autre que K, muni de la structure de Q[A x
Sa]-module donnée par la représentation fia,,. On peut écrire Wy, = @, o /S sMg -
Par définition de Sg, les sM,,, sont stables par A et les supports des Q[A]-modules
sM,,, sont deux a deux disjoints. Par conséquent, le commutant de W, ,, stabilise M,
et u — ulm,, définit un isomorphisme du commutant de W,,, sur le commutant du
Q[A % Sz]-module M, ,.

Il nous reste donc a montrer que le commutant du Q[A x Sz]-module M, est le
sous-corps de K, fixé par tous les 6, pour o € S;. Le commutant du Q[A]-module
M, est canoniquement isomorphe a K, via z — (A — zA) car le Q[A]-module M,
n’est autre que K,. On en déduit que le commutant du Q[A x Sz]-module M, est
le sous-corps des éléments x de K, tels que A — zA commute avec tous les p,.,(¢,0)
c’est-a-dire avec tous les 6, . Or A — z\ commute avec 0, si et seulement si 6, (z) = z,
donc D, est le sous-corps de K, fixé par tous les 0, pour o € S;. O
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REMARQUES 3.5.15.

a) Le corps D, est indépendant du choix de w.

&S( 77 sur Q. Lorsque (Z/n,Z)* est cyclique (par

exemple si n est premier et n, = n), cette dimension caractérise D,.

b) Le corps D, est de dimension

c¢) Puisque (Z/e,Z)* C Imk,, le corps D, est inclus dans le sous-corps K, de K,
engendré par les racines e,-iemes de 'unité. En général, D, # K! comme le montre
I'exemple n = 5 et a = [0,0,1,1,3] : on a n, = ¢, = 5 donc K, = K/, = Q(p5)
alors que D, = Q(1/5) (ceci est le méme exemple que celui de la note du bas de
la page [53).

Exemples 3.5.16.
a) Lorsque a =[0,...,0],on a D, =K, = Q.
b) Lorsque n = 5 et @ est la classe de [0,0,0,1,4] ou [0,0,1,1,3], on a D, = Q(/5).

¢) Lorsque n =7, on a les possibilités suivantes pour D,.

classe de a D,
[0,0,0,0,0,0,0], [0,1,2,3,4,5, 6] Q
[0,0,0,0,1,2,4], [0,0,1,1,3,3,6] Q(v/-7)
0,0,0,0,0,1,6], [0,0,0,1,1,1,4]

[ 70 0717176 6]7 [070 07172 9, ] @(M7)+
[0,0,1,1,3,4,5], [0,0,1,1,2,4,6]
[0,0,0,0,1,1,5], [0,0,0,1,1,2,3]  Q(ur)

Théoréme 3.5.17. — On a :
Wow =Wy < a€ ((Z/nZ)" x &,)d et w =w'.

DEMONSTRATION. — Puisque deux représentations isomorphes aprés extension des
scalaires le sont également avant (voir [CR62, th. 29.7, p. 200]), il suffit de montrer le
résultat pour W, ,, ®g Q, qui s’écrit, d’apres la proposition |3.5.10

Wa,w ®Q @Z = @ SMa,w ® @g ~ @ S ( @ (k:a RKRe® w“’““)) .

s€6,/Sa s€6,/Sa ke(Z/naZ)*

Si a et @’ ne sont pas les mémes modulo l'action de (Z/nZ)* x &, cette formule
montre que W, , ® Qy et Wy ® Qy ne sont pas isomorphes.

Sia€ ((Z/nZ)* x &,)d’, comme l'action de A x S; laisse stable chaque copie sM,,
donc en particulier M, on en déduit, grace au corollaire [3.5.11] m que si w #£ W',
alors W, , ® Qg et Wy o ® Qg ne sont pas isomorphes.

Finalement, si a € ((Z/nZ) x G,)a" et w = W', alors la formule précédente
montre que W, , ® Q, ~ Wy W ® Qy. O

3.6 Application a la factorisation de la fonction zéta

Le but de ce § est de montrer que H% (X, Q,)P"™ est somme directe de sous-
espaces stables par le Frobenius et d’en déduire une factorisation de la fonction zéta de
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Xy. L’idée de recourir a cette méthode provient d'un argument donné dans [HKS06,
§ 6.2].

Les sous-espaces stables en question sont les composants isotypiques du Q[G]-module
Hg;2(X¢, Q)P : apres les avoir décrit dans le no, on regarde dans le nom
comment le Frobenius agit sur eux et on en déduit que le polynéme caractéristique
du Frobenius restreint a ces espaces est la puissance entiere sz‘ufd“ d’un polynome
Qg dont on montre dans le n° qu’il est a coefficients dans QQ et indépendant de
{. Finalement, dans le nO on en déduit que la partie de la fonction zéta de X,

correspondant & H% (X, Q;)P"™ est le produit indexé par les a € A et n € pq, (K,)

des polyndmes QZ“J (d;) (w(n) étant défini dans le cor. [3.5.12)) et on montre que chaque
Qa,w(n) se factorise sur le corps D, défini au n°[3.5.5, On fermine par des exemples dans
n°[3.6.5 en explicitant les résultat obtenus dans les cas n =3, 4, 5 et 7.

3.6.1 Décomposition isotypique du Qy[G]-module Hgt_2(f¢,
Qe)prim

Le but de ce numéro est de construire, en terme des représentations W, considé-
rées précédemment, les composants isotypiques du Q[G]-module HZ ?(X,, Q¢)P™™. On
reprend les notations du n°[3.5.5

Proposition 3.6.1. — Soz'_tw une racine ng-ieme de lunité. Le D, ®q Q;-module
Vo = Homgja)(Wa,w, HZ{Q(XW Q)P est libre de rang m,.

DEMONSTRATION. — D’apres le corollaire [3.5.13] on a :
s @ (@ whyeew)
a€(Z/nZ)* xS \A €M, (Ka)
d’ou les isomorphismes suivants de D, ®q¢ Q,-modules :
Va,w = HomQ[G} (Wa,wa Hgt_2 (Xwa Qé)prim)
= @ (D w20 0)
' €(Z/nT)* xS, \A 0 Epd, (Ka)
~ Homgg)(Wa,, nglj ®q Qo)
~ (EHdQ[G] (Wa,,w) ®Q (@é)mi1
~ (Da ®Q Q@)m;
Ceci montre que V,,, est libre de rang m/, sur D, ®q Qp. O

Corollaire 3.6.2. — L’application w @ v — v(w) de W, ®p, Ve dans H’;t’2(f¢,
Q)P est Qu[G]-linéaire et injective ; son image est le composant isotypique Hg,, de

typ@ Wa,w du @[G]—module Hgt_Q(wa Qg)prim‘

DEMONSTRATION. — On renvoie & [Bou58| § 3, n°4, prop. 9, p. 33] et [Bou58|, § 1, n°5,
th. 1.b, p. 15]. 0

REMARQUE 3.6.3. — (Ne sert pas dans la suite.) Le lien entre les H, du n°[3.4.1] et les
composants isotypiques Hz,, du corollaire précédent est donné par la formule :

@ Hawin ®q, Q ~ @ Indgxsa H,.

NEMAd, (Ka) a€(Z/naZ)* [Imkq
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3.6.2 Action du Frobenius sur chaque composant isotypique

Lemme 3.6.4. — Les Q[G]-modules W, ,, ®p, Va. sont stables par le Frobenius.

DEMONSTRATION. — Puisque tous les éléments de G sont des automorphismes de la
variété X, définis sur F,, 'endomorphisme de Frobenius sur H% *(X,,, Q) commute avec
I'action du groupe G il laisse donc stable les composants isotypiques du Q[G]-module
HZ2(Xy, Q)™ & savoir les W, , ®p, Va. (corollaire . ]

Proposition 3.6.5. — Le Frobenius agit sur W, ,, ®p, Vau par Id ® v, ot vg,, est
l’endomorphisme v — Frob* o v du D, ®qg Q;-module V,,.

DEMONSTRATION. — L’action du Frobenius sur W, , ®p, V,,, est donnée par :
Frob*(w ® v) = Frob*(v(w)) = (Frob™ o v)(w) = 0,44, (v)(w) = w @ v,,(v)
= (Id ® v4)(w @ v).

La structure de D, ®g Qg-module de V, ., = Homgc)(W.., Hgt_Z(Xw, Qq)P™) est définie
par (d ® A\)v = A(v o d). Puisque

Frob* o (A(v o d)) = A(Frob® o v) o d,
I'application v, est donc un endomorphisme du D, ®g Q,-module V,,. O

On en déduit le résultat suivant, qui décrit le polynéme réciproque du polynoéme
caractéristique du Frobenius sur chaque composant isotypique.

Proposition 3.6.6. — Soit w une racine ny-ieme de l'unité, et

Pa,w (t) == det<1 - tva,w‘va,w/Da ®Q @5) S Da ®Q Qf [t] ;
Qaw (t) = NDa®Qe[ﬂ/Qe[t]<Pa7w (t) € Qe [t]

On a degP,, = m) et degQup = ‘fgg‘j‘m;. Le polynome réciproque du polynome

caractéristique du Frobenius agissant sur W, , ®p, V. est donnée par
det(1 — t Frob*|W,,, ®p, Vaw) = Quu(t)7/%,
ol 7y, est le nombre de permutés de (aq,...,a,) et d, Uentier défini au n°[3.4.2).

DEMONSTRATION. — Vu que Frob* opére sur W, ,, ®p, Va par Id ® v, ,, on a, d’aprés
[Bou70, § 8, n°6, ex. 3, p. 101] :
det(l —1 Fl"Ob*|Wa7w ®Da Va,w/@ﬁ) = det(l - tva,w|va,w/Q€)dimDa Waew
= det(1 — tvgu|Va /Qg)(dim@ Wa,w)/ [Da:@],

avec, d’apres [Bou70, § 9, n°4, prop. 6, p. 112] :
det(1 — tva0|Vaw/Qr) = NDa®@Qe[t]/Qe[t]<det(1 — ta,u|Vaw/Da ®g Qr)),

ce qui montre la formule souhaitée compte tenu des remarques suivantes :
a) le degré du polynéme P, (t) est m; = dimp,g,0, Vaw;

b) le degré du polynéme Q, ., (t) est [D, : Q] - degP,,, = $(na) o1 .

Imkq|" "a>

c¢) la dimension de W, ,, sur Q est ¢(n,)[S,, : S,] = ﬁggjﬁ;ﬂ = Z_Z[Da : Q], et donc

(dimg W,.)/[D, : Q] = 2. O
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3.6.3 Rationalité et indépendance de ¢ des polynémes carac-
téristiques

Le but de ce numéro est de montrer que les polynémes Q,,, définis dans la proposi-
tion [3.6.0] sont & coefficients rationnels et indépendants de £. On commence par le petit
lemme suivant, utile plusieurs fois dans la suite.

Lemme 3.6.7. — Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur Q, et u un
endomorphisme de E. Le polynome det(1 — tu) est un élément de Qlt] indépendant de ¢
si et seulement si, pour tout v > 1, tr(u”) est un élément de Q indépendant de (.

DEMONSTRATION. — (C’est une conséquence immédiate des relations entre les coeffi-
cients et les racines d'un polyndéme ainsi que des formules de Newton. O

Le lemme suivant permet de ramener I'étude de 'indépendance de ¢ de Q, ., a celle
de Qw(t)va/da_

Lemme 3.6.8. — Soit P € 1+ tQ[t] un polyndome non constant et v un entier naturel
non nul. Si, pour tout £, il existe Qp € 1+1tQy[t] tel que Q) =P, alors Qp est un élément
de 1 4 tQ[t] indépendant de €.

DEMONSTRATION. — Notons v/P I'unique élément de 1 4 tQ][t]] tel que (v/P)" = P.
On a alors Q) = (VP)Y = P avec Q; € 1 + tQ[[t]], ce qui montre, par unicité de v/P
dans 1+tQy[[t]], que Q; = v/P. Par suite, Q; est dans 1+tQ[t] et indépendant de £. [J

On s’attaque maintenant a I'indépendance de ¢ de Q(W(t)%/ da grice & un argument
de projecteur.

Proposition 3.6.9. — Pour tout a € A, le polynéme Qa.w(t)e/% est a coefficients
rationnels et indépendant de £.

DEMONSTRATION. — Notons &, : g € G tr(g*|W,.,/Q) le caractere du Q[G]-module
simple W, . Il existe un projecteur 7, de He”t_2(X¢, Q)P sur W, , ®p, Vao de la
forme

>\ — *
o = @Zéa(g Ng*,  avec A€ Q,
geG
ou A se détermine en prenant la trace des deux membres :

A
dimg Wa.. = & D a9 ealg) = AD. : Q.

geG

(En effet, sur Q, &, est somme directe de [D, : Q] représentations irréductibles comme
on I'a vu dans le § précédent.) On a donc A = dimp, W,
Puisque I'image du projecteur m, est W, , ®p, Vg, on a :

Qo (t)/% = det(1 — t(m, o Frob*)[H2%(X,,, Q,)P"™).

D’apres le lemme [3.6.7] il nous suffit de montrer que les puissances de 7, o Frob* ont une
trace dans Q indépendante de £. Cela résulte du fait que ces puissances peuvent s’écrire
comme des combinaisons linéaires a coefficients dans Q de quantités de la forme f* ou
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f est un endomorphisme de la variété X, qui se prolonge & P*~! et du lemme suivant,
qui est une adaptation de [KMT74] th. 2.2), p. 76] au cas de traces sur la partie primitive
de la cohomologie d'une hypersurface. (Notons que, puisque n > 3, 'hypersurface X,
est irréductible.) O

Lemme 3.6.10. — Soit X une hypersurface non singuliére et irréductible de P"~1. Si
[:X — X est un _endomorphisme de X qui se prolonge en un endomorphisme de P,
alors tr(f*|HZ 2(X, Q)P"'™) est un entier indépendant de .

DEMONSTRATION. — On a HJ (X, Q) ~ HZ (X, Q)™ ¢ H ( , Q) Prm avec
or(f[HE (X, Qo) et tr(f[HE (X, Qo)) = tr(f*[H; (P, Q) deux entiers
indépendants de ¢ d’apres [KM74, th. 2.2), p. 76][()] O

En combinant le lemme [3.6.8| et la proposition [3.6.9 on obtient le résultat voulu.

Théoréme 3.6.11. — Les polyndmes Q,.(t) sont a coefficients rationnels et indépen-
dants de £.

Dans le numéro suivant, on verra un résultat plus fort, a savoir I'indépendance de /¢
des polynomes P, .

3.6.4 Factorisation de la fonction zéta

Ce qui précede permet de déduire une factorisation de la fonction zéta sur QQ ainsi
que l'existence d’une décomposition de certains des facteurs sur des extensions finies

de Q.

Théoréme 3.6.12. — La fonction zéta de l'hypersurface Xy, de IEDF’;_l d’équation 7 +
A an —nxy .o, = 0 (avec Y € Fy vérifiant ™ # 1) se factorise sur Q sous la
forme

1 n—1

(
Ya/da
(HGG(Z/HZ)XXGn\A n€pa, (Ka) Q‘l w(mn) ( ) )
-0 —qt)...(1— q=2)

(Les notations sont celles du corollaire et de la proposition[3.6.6)

DEMONSTRATION. — C’est juste une reformulation des résultats des n°|3.6.1, et
B.6.3 O

wa/Fq (t) =

REMARQUES 3.6.13.

a) Rappelons que le facteur correspondant a [0, 1,2,...,n — 1] n’intervient pas (voir
rem. p. [43).

b) En général, les polynomes Q, ., dépendent de w. Voir & ce sujet 'exemple
page [3.6.200

¢) Lorsque n est un nombre premier (impair, car n > 3), on a d, = 1 quand

a#10,1,2,...,n—1], et donc w(n) = 1; les nombres w(n) n’interviennent donc
pas dans ce cas.

5. Sur le méme sujet, voir aussi [DL76, p. 119] et [II06, n° 3.5 p. 112-113].
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d) Comme on I'a déja mentionné dans le §, un résultat de factorisation similaire
a été montré par Kloosterman dans un cadre légerement différent, voir [Klo0T7,
cor. 6.10 p. 448]. La factorisation qu’il obtient est légérement moins fine car
elle fait intervenir les polynémes R,(t) = Hneuda(Ka) Qaw@m (t); on renvoie a
I’exemple [3.6.20| pour une illustration de ce point.

On s’intéresse maintenant au comportement des polynomes Q,,, sur D,.

Proposition 3.6.14. — Les facteurs Q,., se factorisent sur le corps D, sous la forme
d’un produit de [D, : Q] polynéomes de degré m/ .

DEMONSTRATION. — Puisque Q, 4 (t) = Np,eg,1/0,(Paw(t)), le polynéme Qg est
le produit des conjugués du polynoéme P, . O

Le théoreme suivant montre que cette factorisation est indépendante de /.

Théoréme 3.6.15. — Les P, , sont des polynomes a coefficients dans D, indépendants
de (.

DEMONSTRATION. — Rappelons que P, ,(t) = det(1 — tvgu|Vaw/Da ®g Q). Par le
méme argument que celui du lemme [3.6.7], il suffit de montrer 'indépendance de ¢ de
tr(vg, | Vaw/Da ®g Q¢) pour tout r € N.

Puisque (z,y) — Trp,e.q,/0,(7y) est une forme bilinéaire non dégénérée, I'indépen-
dance de ¢ de tr(vgw|Vaw/Da ®g Q) se ramene a celle, pour tout d € Dy, de 1'élément
t1(dvgw| Vaw/Qr) de Qp, vu que :

TrDa@QQz/Qe (dtr(vg,wlvﬂb,w/Da ®qQ @5)) = TrDa@@QZ/QZ (tr(dvg,w|va7W/Da ®qQ QZ))
= tr(dvgyw\\/a,w/(@g).

Puisque dvj, , n’est autre que I'application v + (Frob*)” o v o d, on est ramené, compte
tenu de la remarque |3.6.18| ci-dessous, a la proposition suivante. O

Proposition 3.6.16. — Soit X une variété projective lisse sur F,. Soit G un sous-
groupe fini de Autg, (X/F,), W un Q[G]-module simple, D (I'opposé de) son commutant
et i un entier > 0. Notons V le D ®g Q-module Homgyq (W, H, (X, Q) et, d € D et
r > 1 étant fizés, notons a l’endomorphisme v — (Frob*)" ovod du Qy-espace vectoriel
V. La trace de o est un élément de Q indépendant de £.

DEMONSTRATION. — Notons E le Q-espace vectoriel Homg (W, HZ, (X, Qy)), 'action
de G sur E étant donnée par g-v = g*owvo g;\} ou gw désigne 'endomorphisme du
Q-espace vectoriel W induit par g. Soit 7 'application Q,-linéaire de E dans lui-méme
définie par

1 . _
W(U):@;g 0V O gy

C’est un projecteur d’'image E¢ = V. L’application 3:v + (Frob*)" o v o d est un
endomorphisme du Q-espace vectoriel E qui laisse V stable ; I’endomorphisme de V
que [ induit n’est autre que a et puisque 7 est un projecteur de E sur V, on a

tr(a) = tr(m o ),
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ou I’endomorphisme 7 o 3 peut s’écrire sous la forme

v Z (Frob*)" o gf ov o f;,

i€l

avec I un ensemble fini, les g; des éléments de G et les f; des endomorphismes du
Q-espace vectoriel W, tous indépendants de £. On est ainsi ramené a montrer le lemme
suivant. O

Lemme 3.6.17. — Reprenons les notations de la proposition précédente. Si g € G,
f € Endg(W) et r est un entier > 1, alors la trace de l’'endomorphisme

v (Frob*) o g*ovo f

de V est un élément de Q indépendant de €.

DEMONSTRATION. — Soit (eq, ..., ex) une base de W sur Q; Papplication
v (v(er),...,v(ex))

est un isomorphisme du Q-espace vectoriel V sur le Q-espace vectoriel HZ, (X, Qo)".
Cet isomorphisme fait correspondre I’endomorphisme

v +— (Frob*) og*ovo f
de V a I’endomorphisme
k
(st = (a0t o) m))
i=1 1<j<k

de H (X, Qp)*, ou (a;j)1<ij<k est la matrice de f dans la base (e;)1<i<k. Sa trace est
donc égale a

(Zk: @) tr((Frob”)" o g*[He, (X, Q).

i=1
D’apres [KM74) th. 2.2), p. 76], elle est indépendante de £. O
REMARQUE 3.6.18. — Dans la proposition et le lemme précédents, il est possible,

lorsque X est une hypersurface, de remplacer H” *(X,Q,) par H% %(X, Q,)P"™ en
utilisant le lemme [3.6.10] & la place de [KMT74) th. 2.2), p. 76] (en effet, Frob* et les g*
pour g € G se prolongent a P" 1),

3.6.5 Exemples

Dans ce numéro, on explicite les calculs précédents dans un certains nombre de cas.
Dans tous ces exemples, on utilise le fait que lorsque n est premier, on a d, = 1 pour
tout a # [0,1,2,...,n — 1] et donc m/, = m, et v,/d, = .. Rappelons que le degré de
Quw est égal & (deg P, )[Da : Q] = m;% Les données des tableaux sont organisées
par valeurs de m, décroissantes.
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Exemple 3.6.19 (Cas n = 3). — C’est le cas le plus simple qui ne soit pas com-
pletement trivial. Les éléments de A sont, a permutation pres, [0,0,0] et [0, 1,2]. La
multiplicité du deuxieme est nulle donc seul [0, 0, 0] donne naissance a un facteur dans la
fonction zéta. Ce facteur est de degré m, = 2 et affecté d’une puissance 7,/d, = v, = 1,
donc :

Q0,0,01,1 (%)
(1=8)(1—qt)’

En fait, Xd, est dans ce cas une courbe elliptique, donc le résultat n’apprend rien de
nouveau.

Z/r, (t) = avec deg Q[070,0]71(t) = 2.

Exemple 3.6.20 (Cas n = 4). — Voici une liste des éléments de A modulo les
actions conjointes de &,, et (Z/nZ)* :

classe de @ | deg Quw | Va/da | Do | w
[0,0,0, 0] 3 T Q] 1
0,0,2,2] I 3 | Q |+l
0,0,1, 3] 1 12 | Q| 1

Par conséquent, on a la factorisation suivante de la fonction zéta :

1 1
(1=1)(1—qt)(1 = ¢t) Q0,0,0,0),1()Qo,0,2,21,1(1)3Qo,0,2,2,—1(1)3Qpo,0,1,3),1 (£)12

Ce résultat est en adéquation avec les observations numériques de Kadir [Kad04l, § 6.1.1,
p. 112-116] ; notons que selon ses tables, concernant les cas ¢ = p = 13, 17, 29, 37, 41@
et 1) = 2, 3, 2, 2 et 2 respectivement, on a {Qo,0,2,21(¢), Qo,0,2,2,—1(t)} = {1—pt, 14+pt};
les deux polynomes Qo221 €t Qo,0,2,2,—1 ne sont donc pas égaux en général.

Cet exemple illustre également que notre méthode fournit une factorisation plus fine
que celle de Kloosterman [KIo07] : au lieu de trouver pour [0, 0,2, 2] un facteur RﬁJ,OQ,?]

Z/Fq (t) -

avec Ryp 22 de degré 2, on trouve un facteur Qo 2,9,1(¢)*Qo,0.2,2,-1(t)* avec Q0221
et Qo,2,2,—1 de degré égal a 1; le polynome Ry 22 se factorise donc sur Q en un
produit de deux polyndémes de degré 1.

Exemple 3.6.21 (Cas n = 5). — Voici les éléments de A modulo les actions
conjointes de &,, et (Z/nZ)* qui interviennent dans la fonction zéta :

classe de @ | deg Qa1 | Va/da D,
[0,0,0,0,0] 1 1 Q
[0,0,0,1,4] 4 20 | Q(v/5)
[0,0,1,1,3] 4 30 | Q(v5)

On peut donc écrire :

_ Q[o,o,o,o,o],l(t)Q[O,o,o,lA},l(t)2OQ[0,0,1,1,3],1(t)30
(I =8)(1 —qt)(1 = ¢*)(1 - ¢*)

De plus, les facteurs Q00,141 et Qo,0,1,1,2,1 se factorisent sur D, = @(\/5) en produit
de deux facteurs de degré 2 (& savoir le P, ; correspondant et son conjugué sur Q(v/5)).

Z/]Fq (t)

6. Rappelons que seuls les ¢ = 1 mod 4 rentrent dans le cadre de notre étude.
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On retrouve ainsi (en la démontrant et en l'expliquant) ’observation de Candelas,
de la Ossa et Rodriguez-Villegas faite pour le cas ¢ = 0 dans [CAIORV03, tab. 12.1,

p. 133]|(")l

Exemple 3.6.22 (Cas n = 7). — Les éléments de A modulo les actions conjointes
de &, et (Z/nZ)* sont ceux donnés dans l'exemple [3.5.16.c Complétons cette liste
avec les informations utiles pour trouver la factorisation de la fonction zéta.

classe de @ deg Qa1 | Va/da D,
[0,0,0,0,0,0,0] 6 1 Q
[0,0,0,0,0,1,6] 12 42 | Qpr)*
[0,0,0,0,1,1, 5] 24 105 | Q(pr)
(0,0,0,1,1,1,4] 12 140 | Q(pr)*
[0,0,0,1,1,6,6] 12 210 | Q(pr)*
[0,0,0,0,1,2,4] 6 210 | Q(v/-17)
[0,0,0,1,1,2,3] 18 420 | Q(pr)
[0,0,1,1,3,3,6] 6 630 | Q(v/-7)
[0,0,0,1,2,5,6] 6 840 | Q(ur)*
[0,0,1,1,3,4,5] 6 1260 | Q(pr)*
[0,0,1,1,2,4, 6] 6 1260 | Q(pr)*

Comme dans les cas précédents, on peut facilement écrire la factorisation de la fonction
zéta dans le cas n = 7 a partir de ce tableau.

7. Comme on l’a dit dans I'introduction de ce chapitre, les tables de données suggerent que la méme
observation est valable lorsque 1 # 0 et ¢ =1 mod 5.
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Chapitre 4

Liens entre les factorisations

Le but de ce chapitre est de relier les deux factorisations de la fonction zéta des hyper-
surfaces de Dwork obtenues dans les chapitres [2] et [3] & savoir une factorisation explicite
en terme de numérateurs de fonctions zéta d’hypersurfaces de type hypergéométrique
et une factorisation provenant d’une décomposition isotypique de la cohomologie. Le
moyen qu’on utilise pour relier ces deux factorisations est une technique de fonction L
de représentations.

4.1 Introduction

Dans tout ce chapitre, [, désignera un corps fini a ¢ éléments de caractéristique p et
n un nombre premier > 5 tel que ¢ = 1 mod n.

Dans [Wan06, th. 7.2 p. 174], Wan a montré que la fonction zéta de 'hypersurface
Xy d’équation o} + - -+ + a7, — nYr; ... 1, = 0 (ot ¥ € F; est un parametre vérifiant
Y™ # 1 afin que X, soit non singuliere) s’écrivait sous la forme :

(Q(, 0)"

(1—1?)(1—612?) (I=q2t)°

ou Q est un certain polynome a coefficients entiers de degré n — 1 provenant de la
symétrie miroir et R un polyndéme a coefficients entiers de degré (n=1)" +(n Ln-b) (n—1)
dont les racines ont pour valeur absolue g~ (™~4/2.

Avant de rappeler les factorisations obtenues dans les deux chapitres précédents,
faisons des rappels sur les notations utilisées. On considere les groupes

A= {(al,..., ) (Z/nZ)”|a1+---+an:0}/{(a,...,a)}.

ZXw/Fq (t) =

Le groupe A agit sur X, par multiplication des coordonnées. Puisque ¢ =1 mod n, le
groupe 1, (F,) des racines n-itmes de I'unité de F, est isomorphe au groupe g, (Q,) ;
notons 6 un tel isomorphisme. On identifie le groupe des caractéres de A & valeurs dans Q,
au groupe A par Pisomorphisme [ay, ..., an] = ([C1, .-, Ga] = 0(C1)™ ... 0(Ca)*"). Par
abus, on identifiera a € A et le Caractere a valeurs dans Q, correspondant et on notera
a([C]) = a1(C1) - .. an(Cy). Considérons maintenant a = [aq, ..., a,] € A" = A = {[0]} et
rappelons les notations suivantes :
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— mg = |Z/nZ — {aq,...,a,}|; c’est la multiplicité (voir n° du caractere a
dans le Q,[A]-module H *(Xy, Q) (ot Xy = Xy @5, F,);

— 7, le nombre de permutés de (ay,...,a,);
S; = {0 € 6, | Ik € (Z/nZ)*, °a = ka}; puisque n est premier, si 0 € S, il
existe un unique k € (Z/nZ)* tel que %a = ka;

— k, est I'application S; — (Z/nZ)*, o +— k ainsi définie.

Dans le chapitre 2| on a montré que le polynome R peut se mettre sous la forme :

R)= [ Raleme

a€(Z/nZ)* xS, \A*

ou les R, sont les polynémes apparaissant (a une homothétie pres de leur variable) au
numérateur de la fonction zéta d’une hypersurface de type hypergéométrique dont on
peut donner des équations explicites (voir n°2.5.3 p. [31] ainsi que le n° 23).
Les hypersurfaces intervenant n’étant pas lisses, le degre des facteurs R n est pas
automatiquement connu.

D’autre part, dans le chapitre , on a montré (les formules du chapitre cité se
simplifient grace a ’hypotheése que n est premier) que R est de la forme :

R(t) = I Qo

a€(Z/nZ)* xS, \A*

ou les facteurs Q, = Q, 1 sont de degré m,——— et vérifient :

|Imk |
Qq(t)7 = det(1 — tFrob*|HZt_2(X¢, QE)W“),

avec HZ 2 (X, Qp)We le composant isotypique de type W, du Q[Gl-module H% (X,
Q) ou (voir n°3.5.5] p. W, = W, ; est une certaine représentation irréductible sur
Q du groupe d’automorphismes G = A x &,, de X.

On va, dans ce chapitre, relier ces deux factorisations; on utilise pour cela la méthode
suivante. Premierement, on calcule, pour a € A, les sommes suivantes, qui sont des
éléments de Q,,

sxw/wz Z ¢]) |Fix(Frob” o [¢]71)].
[C]GA

Ici, Frob désigne ’endomorphisme de Frobenius induit par x — 29 et Fix(f) = X/
P

désigne ’ensemble des éléments de Xw fixés par ’endomorphisme f de X¢.) On forme
ensuite la fonction L correspondant a ces sommes :

+oo
t?"
L lt) = exp (3 S(X/Fpar) &),

r=1

et le calcul précédent des Sx/g, o, permettra de relier R, (1) et LX/qua(t). Par ailleurs,
une formule des traces et le fait que le groupe A agit trivialement sur les H, (X, Q)
pour ¢ # n — 2 (voir §[4.4) montre que, lorsque a # [0],

LX/IFq,a(t) = det(l - tFrOb*l(Hgt_Q(XdH@E))a)a
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ot (HZ2(Xy, Q)7 est le composant isotypique de type a du Q,[A]-module H% ?(X,,
Q). Cette propriété nous permettra de relier Q, a Lx /g, o(t) et donc a Rq(t). Le résultat
final est que :

Ro(t) = Qu(t)m*kel.

Le présent chapitre est organisé comme suit. Pour calculer les sommes Sx /g, q,» pour
les hypersurfaces de Dwork dans le §[4.3] on a besoin avant cela de les déterminer pour
les hypersurfaces de Fermat (voir § Apres des rappels sur les fonctions Ly /g, q(t)
dans le §[4.4] on établit dans le §[4.5 le lien entre les polynémes R, et les polynomes Q.

4.2 Calcul des sommes Sx/p, 4, pour les hypersur-
faces de Fermat

Avant de commencer, notons qu’il suffit de traiter le cas r = 1, c’est-a-dire calculer
SX/F,,a = SX/F,qa,1- On se restreindra a ce cas dans la suite.

Soit d > 1 un entier tel que ¢ = 1 mod d. On consideére I'hypersurface D de P!
d’équation ¢ + ... + ¢ = 0 et on note D* I'hypersurface correspondante considérée
dans le tore (c’est-a-dire lorsque toutes les coordonnées sont non nulles).

On adapte les notations du §[4.1] aux hypersurfaces de Fermat (qui correspondent,

lorsque d = n, au cas 1) = 0) en posant :

A={(G G ER G =1, G G =13/{(¢ -, OF 5
A={(ar,...,a,) € (ZJAZ)" | ay + -+ an = 0}/{(a,...,a)},

et on identifie A aux caractéres de A a valeurs dans Qy grace a un isomorphisme fixé
entre puq(F,) et poqa(Qy). R
L’application de Hom(psq(F,),Q,) dans {x € F; | x* = 1} qui a b associe bz —
b(x(@=1/4) est un isomorphisme de groupes ; notons y + X l'isomorphisme réciproque.
Pour finir, fixons les notations suivantes : Frob désigne ’endomorphisme de D induit
par x — x4, et, pour a € A on pose :

Sp/Fa = Z (]) [Fixp(Frob o [C]_ )
[C leA

Sp+ /B0 = Z ¢]) |Fixp-(Frob o [¢]71)].
[C JeA

La technique qu’on va utiliser pour calculer Sp/r, . et Sp«/F, . est une adaptation
de la méthode utilisée par Katz pour les courbes d’Artin-Schreier dans [Kat81] ; elle
revient a adapter le calcul classique du nombre de points de D et D* sur F, (voir par
exemple [Del51]).

4.2.1 Reésultats préliminaires

Commencons par quelques petites remarques évidentes dont on aura un usage constant
par la suite.
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REMARQUES 4.2.1.
a) Siz? ! = ¢ avec €% = 1, alors 2% € F,. En effet, (29)971 = (297 1)d = ¢4 = 1.
b) Si ¢4 =1, alors tout y € IF vérifiant y@~1/? = ¢ est un élément de F,. En effet,
g = (e = gt
c) Siél=1et x¢=1, alors X(y) est indépendant du choix de y tel que y@~D/4 = ¢,
En effet, avec les notations précédentes, x(y) = Y (y /%) = ().

Lemme 4.2.2. — Supposons toujours que ¢ =1 mod d et considérons & € I, tel que
€1 =1. On a, avec les notations précédentes :

‘v’neﬁj, Z n(x

re4-1=¢

iy {(q— i) sint=1,
0 sin® # 1.

DEMONSTRATION. — Soit y € F, tel que yla=D/d = ¢ Prolongeons 1 en un caractére
n de F; et choisissons &' € Fq tel que &¢ = y. En faisant le changement de variable
x = &'z, on obtient :

dy _ —(erd d -1 sint=1,
Zn<x>:n<s>zn<z>=n<y>x{g A

aj‘Z*l:f 24—1=1

avec n(y) = N(§) d’apres la remarque O

4.2.2 Calcul de Sp/r,q
Proposition 4.2.3. — Soit ¢ un caractére additif non trivial fixé de F,. Si [(] =
[Ciy.. oy Ca] €A, on a, avec les notations du début du § la formule suivante :

|FiXD(FI‘Ob o) [C]_1)| =1+ q 4+t qn—2

x{=1, xi#1
Xlw-Xn::U-

DEMONSTRATION. — On calcule d’abord le fixateur affine, puis on en déduit le fixateur
projectif grace a la formule :

[Fix2 (Frob o ¢71)| — 1

[Fix> (Frob o [¢]71)] =

q— 1
(Justifions rapidement cette formule : si [z]:...:2%] = [Clajl ..... : (o] avec les x; non
tous nuls, alors (z9,...,2%2) = AN((121, ..., Guwy) OU N € IF ; ainsi, pour 7 tel que z; # 0,

x] = Az, ; par suite, si p € F;, on a (ux;)? = A (px;) < p? ' = )\, équation qui a
q — 1 solutions dans F,.)

Posons f(z) = x¢ + -+ + 2% de sorte que D est 'hypersurface d’équation f = 0.
Comme on 'a déja dit, on s’inspire du calcul classique pour |D(F,)| (voir [Del51]). Soit
(x1,...,2,) € Fqn vérifiant ! = (;z;. On a soit x; = 0, soit xg_l = (;, donc, dans tous les
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cas, ¢ € F, d’apres la remarque [4.2.1.4|; en particulier, f(z) € F,. D’aprés les formules
d’orthogonalité :

|Fix (Frob o ¢ Z Z
aE]Fq x; 9=C;x;

La premiere étape, en vue d’utiliser une inversion de Fourier, est de se ramener a des
sommes sur des éléments non nuls :

[Fix® (Frobo ¢7Y)| = ¢" 1 4 - Z Z o(azx?) ... plaz?)

aEF* q*sz'L

_ gt Z(H 3 (ax;l))...<1+ > so(a:vi))

1 —1
EF* (11 Cl 73% :Cn

Puisque les az¢ sont non nuls, on peut utiliser la formule d’inversion de Fourier pour
¥

Er -

IFix (Frobo (1) = ¢" ' + = Z(1+— Z Z G(gp,nfl)m(azf))..
1 G -1 d
: (1 + =1 Y > Gl )ﬁn(al’n))

Puisque G(¢, 1) = —1, cette quantité est égale a

st X Gl Gl (3 @)

VZ', 1’]175]1 CLGIF;
X ( Z nl(x‘ll)> . ( Z nn(xi))
x[1171:CI x%71:Cn

La somme sur a se calcule immédiatement grace a une formule d’orthogonalité et les
sommes sur les z; se calculent grace au lemme :

Z(m-..nn)(a):{q_l 5%771...77”:]1’

acky 0 Slnlnn#ﬂ’
Z n(xd) = (q - 1)ﬁz(<z) si nld =1,
qfl—C' h 0 si nZd 7& 1

Ainsi, on obtient :
|Fix (Frob o ¢71)| = ¢"
q—1 _ NN .
+ =1 > Gl Gl Dfa(G) - XalGn)-

q
X?:]L Xz;él
X1 Xn=1
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On a donc, en terme de fixateur projectif :
[Fixp® (Frob o [(] )| = 1+ g+ +¢"
1 -1 —1yo o
+y > Gl Gleaxn )%a(G) - XalGa).O

xd=1, xi#1
Xl---Xn::U-

Avant d’énoncer le théoréeme suivant, introduisons une notation dont on se servira
dans toute la suite : dp € {0, 1} vaut 1 si et seulement si la propriété P est vraie; par
exemple, 6,—jg vaut 1 si et seulement si a = [0] et vaut 0 si a # [0].

Théoréme 4.2.4. — Considérons toujours un caractere additif o non trivial fizé de
[F, et reprenons les notations du début du § Sia €A, ona:

n— 1 —1x =1
Sp/Bpa = (L+ g+ +¢")daz(o) + = Z Glp,x'ar) . G, X" 'n).
x4=1, x#a;

DEMONSTRATION. — D’apres la proposition précédente, il s’agit de calculer :

|Z DA4+q+--+¢"?)
[CleA
1 1
+- Y Glexi)--Glexa ) Al > a([dDRa(G) - ().
X?:]l, Xi#1 [¢leA

Xl---X’n:]l
La valeur de la premiére somme se calcule immédiatement grace aux formules d’ortho-
gonalité :
1
Al > a([¢]) = da=o)-
[CleA

Concernant la deuxieme somme, on remarque que :

Z n = Z . (anf(n)(gn)

C]GA [C]GA
_ I si alf(l == an)%na
0 sinon.
Dans le premier Cas on pose Y = a1X1 = -+ = QpXn €t on a x = a;x; pour tout ¢ et
donc Xi = a;x . On en déduit le résultat voulu car a;x ' # 1 <= Y # &;. O

4.2.3 Calcul des Sp+/r, 4

Proposition 4.2.5. — Considérons toujours un caractére additif ¢ non trivial fixé
de F,. St [(] =[C1,-.-,Cu) € A, on a, avec les notations du début du § la formule
sutvante :

Fiso- (Frobo ] )] = L+ 1 57 o) Gl )06 falGo)
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DEMONSTRATION. — La méthode est la méme que dans le n° précédent. On calcule
d’abord le fixateur affine, puis on en déduit le fixateur projectif grace a la formule :

[FixE (Frob o (1)
q—1 '

|Fix2% (Frob o [¢]7Y)| = (4.1)

Comme pour D, ¢(az?) a un sens lorsque z¢ = (;z;. On se rameéne d’abord & des sommes
sur des éléments non nuls :

IFix (Frob o ¢1)| = @ + é% <I§Z:<lg0(axﬁl)). . <x%2gn¢(axg)).

Comme précédemment, en utilisant la formule d’inversion de Fourier et les formules
d’orthogonalité, on obtient :

Fisgf (Frobo¢ ) = L= WD S™ G001y Gl )G - (G,

q ¢
Xl---Xn*ﬂ-
ce qui fournit le résultat en utilisant (4.1). O
Théoréme 4.2.6. — Considérons toujours un caractere additif o non trivial fixé de
[F, et reprenons les notations du début du §. Sia €A, ona:
(g D 5o 1y 1y
SD*/]qua - q [0] + - Z G ¢7X al) G(QO, X an)
=1

DEMONSTRATION. — La démonstration se déroule de la méme maniére que pour le
théoreme [4.2.41 O

4.2.4 Calcul des Sp//p, q

Posons Sp//r,.a = Sp/R,.a — Sp*/F,a (c’est la somme ol au moins un des x; est nul).
On a le résultat suivant.

Théoréme 4.2.7. — Considérons toujours un caractere addztzfgo non trivial fixé de
[F, et reprenons les notations du début du §|4.4. Sia € A on a :

_ _1\n—1 L 1V
S/ /Fy0 = (1+q—|—...+q" 2_%>5a:[0] —g ZG(%X 1) ... G, x ).
3, x=d;

DEMONSTRATION. — C’est une conséquence immédiate des théorémes et et
de la relation SD’/]Fq,a = SD/IFq,a — SD*/EI,CL' ]

4.3 Calcul des sommes Sx/p, 4, pour les hypersur-
faces de Dwork

Comme pour le cas des hypersurface de Fermat, on peut sans perte de généralité se
restreindre au calcul des Sx/r, o = Sx/p,,a,1 (notations du §. Notons que le calcul de
tout ce §[£.3 est valable lorsque n est un nombre entier > 1 vérifiant ¢ = 1 mod n.
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On reprend les notations et hypotheses du §. De plus, on note X7 'hypersurface
d’équation a7 + - -+ + ' — npzy ... x, = 0 considérée dans le tore (c’est-a-dire lorsque
tous les z; sont non nuls).

Si Frob désigne toujours 'endomorphisme de Frobenius associé a x +— x9, on pose,
pour tout a € A

SX;/FM = Z ]FlXX* (Frobo [¢(]™1)].
C]GA

La méthode pour calculer cette somme est la méme que pour 'hypersurface de Fermat.
Par contre, on ne peut calculer directement Sx »/Fya  ONL VA utiliser pour cela le fait que
Sx, /Fy.a — Sx3 /Fa = Sp/F0 — Sp* /K, (lorsque d = n).

Les remarques page [72| restent valables (avec d = n); on aura aussi besoin de la
remarque suivante.

REMARQUE 4.3.1. — Soit (z;)1<i<, une suite finie d’éléments de F,. Si, pour tout
i € [1;n], on peut écrire 7' = ¢ avec ¢;...¢, = 1, alors z; ...z, € F,. En effet,

(.Tl....fﬁn)q_lzcl...gnzl

4.3.1 Calcul des Sx: /5,,a

Dans la démonstration de la proposition suivante, en plus de la remarque précédente,
on utilisera le lemme page [72| (lorsque d = n).

Proposition 4.3.2. — Considérons toujours un caractére additif @ non trivial fixé de
F,. Si[¢]=1[C1,---.G) €A, on a, avec les notations du début du §[4.4 (lorsque d = n),

la formule suivante :

\FixXE(Frob o[l = (q — + Z Nyt () X1(G1) - X (Ga)s

Xl Xn—ﬂ-
mod (i)
\ 1 1 L L .
ot Ny, xen(®) = =7 2 o Glenx ) Gleoxn DGl ()
neky

DEMONSTRATION. — Posons f(x) = 2} 4 -+ + 2, —npay ... 2, = 0 ot Y € F; est un
parametre. La méthode est la méme que pour 'hypersurface de Fermat (notamment,
on calcule d’abord en affine, puis en projectif). Notons que, d’apres la remarque ,
cela a un sens de considérer ¢(ax?) lorsque x! = (;z;; de méme pour p(—nvaz; ... x,)
d’apres la remarque [£.3.1] On écrit :

|Fix3l (Frob o( Z Z plaf(z))

aequ T; E]Fq , T I=C;x;

q 1" 42 Z Z o(az?) ... plax?)o(—npax; ... x,).

ae]F* =l=¢,
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On utilise maintenant la formule d’inversion de Fourier pour ¢

Fr -
_ 1)
|Fix§‘%(Frob o | = la= 1"
q
1 1 _ - n n
+ 7 q=1t Z Gle,m ') - Gloympg)m(axy) . . . (azy)
acEr _
ook N1 (—nazy ... xz,).
ad ' =¢;

On prolonge les caracteres 7; en des caracteres 7); de F,. La somme précédente se récrit
alors :

|Fmgﬁﬁdumjﬁ\:£iiix
e X G(s@ﬂhl)---G(%nnil)(Z(m---nn+1)(a))
( 3 <ﬁm1><x1>)...( 3 <ﬁzm+l><xn>)nn+1<—nw>.
af =G e =

La somme sur a se calcule immédiatement grace a une formule d’orthogonalité :

> (m- ) (a) =

aEIE‘;

g—1 sim...nnp1 =1,

0 sin ... a1 # 1,
et les sommes sur les x; se calculent grace a un simple changement de variable et aux
formules d’orthogonalité ; plus précisément, si fffl =(;,on a:

> @) (i) =

1
=l =G

(q - 1)(7_7?7_]714-1)(51) si 77?7]n+1 = ]17
0 si 't # 1.

Ceci montre que, dans la somme précédente, on peut enlever tous les termes de la
somme portant sur les caracteéres 7; ne vérifiant pas 7y ...1,41 = 1 et nl'ny1 = 1.
Comme lorsqu’on calcule le cardinal de X (F,) (comme on I'a fait dans le n°[2.4.2)), on

considere 7 tel que " = n;il, et on obtient :

"1 = 1 i = Xi N -
i Tt — TN ou les y; vérifient x}' = 1.
M.eeMny1 =1 X1---Xn=1

(On choisit aussi les prolongements des caracteres de maniére compatible avec ce
systeme.) Le caractére n n’est pas unique; en effet, si 7’ et x} sont aussi solutions du
systéme, il existe y vérifiant ™ = 1 tel que ' = x~'n et x; = xx; pour tout i. Cela
signifie que si R est un systéme de représentants des n-uplets (x1, ..., x») de caracteres
vérifiant x = 1 et x1...xn = 1 modulo les (x,...,x) avec x" = 1, I'application
(X155 XnsM) — (X175 Xal, ™) est une bijection de R X Ej sur ’ensemble des
(n + 1)-uplets (11, ...,n,41) vérifiant les conditions précédentes. Ainsi, la somme de



78 Chapitre 4. Liens entre les factorisations

départ se récrit :

|Fix3l (Frobo{ b =

11 - n

N ey > Z > Gl am) ™) - Gle, (xam) )Gl ") -
R (@) X (@) ()
mod (X,-..,X)

(On a utilisé le fait que Y7 (z;) = xi(z7).) Finalement, on utilise le lemme [£.2.2] page [72]
et on obtient :

— 1)
[Fix (Frob o (71)| = %

" Yo DGl Gl G (g )X (G) - Xn(Ga)-

En passant en projectif (c’est-a-dire en divisant par ¢ — 1), on obtient le résultat
voulu. O

Théoréme 4.3.3. — Considérons toujours un caractere additif ¢ non trivial ﬁxe de
[F, et reprenons les notations du début du § (lorsque d =n). Si a € A on a :

(q—1)""
g =l

1 1 - v o n
+q_—125G(90,a17] Y. Gl @™ )Gpm )ﬁ((,,fw)n)‘
n

SX;L [0 =

DEMONSTRATION. — Le principe est le méme que pour I'hypersurface de Fermat
(théoreme , a savoir 1'utilisation des formules d’orthogonalité. Détaillons un peu le
calcul. La somme sur les x; vérifiant x?' =1 et x1...x, = 1 modulo les (x,...,x) est
égale a L fois la somme sur les x; vérifiant x? = 1 et X1---Xn = 1. En appliquant les
formules d’orthogonalité, on obtient alors

" Z > Gleanx ™). Gl dux ™0 Gl "X ()

x4=1 17€]F*

Le changement de variable xn — n permet d’obtenir la formule souhaitée. O]

4.3.2 Calcul des Sx, /r,.q

Théoréme 4.3.4. — Considérons toujours un caractere additif ¢ non trivial ﬁxe de
[F, et reprenons les notations du début du § (lorsque d =n). Sia € A on a :

Sxy/Bpa = (L4 g+ + ") daz

1 1 v 1 v =1 n 1
L zn: o CLUDERS LS CR B0
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DEMONSTRATION. — Posons SXWqua = SXw/Fq,a — SXZZ/FQ’“' Lorsqu’au moins un des x;
est nul, on a 21 ...z, =0 et donc SXij)/Fq,a = Sp//g,.« (lorsque d = n). On a donc :

SXw/IFq,a = SX;;/IFq,a + Sp//E, s

ol Sx+  /Fya €5t donné par le théoréme et Spr/k, o par le théoreme [1.2.7 Or, on peut
écrire (pulsque lorsque " = 1, G(¢,n ) G(p, 1) =—1et 77(( R ) = 1)

e q_ln—l
SX, [Fya = (1 +q+ g - %)%:[0}

1 qg—1

SR — (11 G(e, dei)> Gl n")n(gm)-

q

Cette quantité s’incorpore naturellement dans SXZZ /E,,a POur donner le résultat voulu. [l

4.4 Fonction L des sommes Sx/r,,

Définition 4.4.1. — Soit X une variété (lisse) sur F,, G un groupe fini d’automor-
phismes agissant algébriquement sur X et p une représentation de G irréductible sur
Q- On pose :

SX/F,pr = |G| Ztrp ) |Fix(Frob” o g™ 1| ;

geG

+oo
t?"
LX/]qup(t) - eXp <Z SX/]qupvr ?) :

r=1
C’est la fonction L. associée a la représentation de p dans la cohomologie de X.

Théoréme 4.4.2. — Soit X un schéma sur F, projectif, lisse et de dimension m. On a :

2m

> (=1 tr((Frob” o g~ ')*[HL (X, Q) = |Fix(Frob” o g~")].

i=0
DEMONSTRATION. — Voir [DL76], § 3 p. 119] qui renvoie & [Gro64] et [Gro66]. O

Proposition 4.4.3. — Reprenons les notations précédentes. Désignons par H (X, @@)
le composant isotypique de type p de He, (X, Qy) et posons P; ,(t) = det(1—t Frob*|H, (X,
Qy)?). Avec ces notations, on peut écrire :

dlmp —1)it+1
LX/]F‘va H PZ p ) .

DEMONSTRATION. — Ce théoréme provient de [Kat81, p. 170-172] ; pour le démontrer,
il suffit de remplacer le cardinal du fixateur par sa valeur en terme de somme alternée
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dans la définition de la fonction L :

LX/Fq,p@)dimp:exp(z<—1>"zd‘ig‘pztrp@)tr((ﬂob?‘og (K, @)

r=1 geG

H ( (d|1§|p > trp(g)(g") " o (Frob®)’

=0 geG

+oo tr (71)i
exp Ztr 7o (Frob*)"|H., (X, Q,)) )

r

[T (3
—Hexp(Ztr ((Frob*)"|H, (X, D)) 5)(_W
1 |

dim Lo
ou I'application linéaire w = Tp Z tr p(g) (¢*) " projette H, (X, Q,) sur le composant

|G
R G
isotypique H (X, Q,)”. o O

REMARQUE 4.4.4. — La décomposition de chaque H’ (X, Q,) en composants isoty-
piques fournit la décomposition

Za,(t) =[] Txsme()™7

p irréd./Q,

Proposition 4.4.5. — Prenons m =n — 2Aet X =Xy (toujours avec n > 5 premier
etgq=1modn). Siie[0;n—2] etac A, onaP;, =1 misad part dans les cas
sutvants :

1°) i=n—2;

2°) a = [0] et i pair, auquel cas Pojo) =1 — ¢'t ;
DEMONSTRATION. — 11 suffit de remarquer que A agit trivialement sur les H%(X,,

Q,) (puisque les éléments de A se prolongent en des automorphismes de P11l suffit
de noter que PGL,(F,) n'admet aucune représentation de degré 1 non triviale; voir

lemme |3.2.3]). O

Corollaire 4.4.6. — Gardons les hypothéses de la proposition précédente. Si a # [0],
alors

LX/IFq ,a (t) = Pn72,a (t) .

4.5 Application : lien entre les factorisations expli-
cite et cohomologique

Dans tout ce paragraphe, on suppose que a # [0] (le cas a = [0] releve de la symétrie
miroir et a déja été traité dans [Wan06]) et que a n’est pas un permuté de [0, 1,...,n—1].
Rappelons les notations suivantes, introduites dans le n°[2.4.1] page [24]
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Rappels. — Sia € A, rappelons qu’on voit @ comme un caractére a valeurs dans Q,.
De plus, on note :

— (a) la classe de a € A modulo G,, ;
— a la classe de a € A modulo (Z/nZ)*
— a la classe de a € A modulo les actions conjointes de &,, et (Z/nZ)*.

Rappelons aussi que I'entier v, et 'application k, ne dépendent que de a.

4.5.1 Lien entre Lx /i .(t) et R,

Avant de définir ce qu’est R,, faisons les rappels suivants.

Rappels. — Désignons toujours par n un nombre premier impair > 5 et supposons
toujours que ¢ =1 mod n. Sia € A et si x est un caractere de Fy d’ordre n fixé, posons

No= Ikl 3 25 57 (T g 6o Gl i)

(a’) 6a GF* =1

(Vis-a-vis des formules précédentes, cela revient a prendre d; = xy~*.) On peut montrer
(voir théoreme [2.4.10) que

Xy (F,)| =1 : q"?

Par ailleurs, d’apres le théoréme et les considérations du n°2.3.2] il existe une
hypersurface affine de type hypergéométrique Hy /yn (IF;) de dimension 2m —m' —3 (dont
on peut donner une équation explicite) telle que :

n+1 2m

No=q7 % (Hypn(F)| = ™2

Théoréme 4.5.1. — Posons R,(t) = exp(3, I Ny (t) £). On a

[Tm kq |
Ng = |IIIl ]{Za| Z wa/qua/ et dOTLC Ra(t) = ( H wa/ﬂrq@/ (t)) .
(a’)€a (a’)€a

DEMONSTRATION. — C’est juste une reformulation du théoréme en terme des
notations précédentes. O

4.5.2 Lien entre Lx /r, 4(t) et Qq

Reprenons les notations du §[4.1] concernant Q, = Qq1.

Théoréme 4.5.2. — Lorsque a # [0,...,0] et (a) # (0,1,...,n — 1),

Qa - H LXw/]Fq,a’@)

(a’)Ea
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DEMONSTRATION. — Notons H, le composant isotypique du Q,[A]-module H% 2(X,,
Q,) de type a et Hy, celui de type W, du Q[G]-module HZ %(X,, Q). En reprenant
les notations du § concernant W, = W, ; et d’apres les considérations de la démons-
tration du théoreme [3.5.17] on a les isomorphismes suivant :

W, @9 Q ~Pa don Hy, ®g, Q ~ P He.

a'€a a'€a

(Le premier isomorphisme est un isomorphisme de Q,[A]-modules tandis que le second est
un isomorphisme de Q,[G]-modules ; en effet, chaque Hy est un Q,[A]-module mais leur
somme est un Q[G]-module.) Par conséquent, puisque Lx,, g, o(t) = det(1 — t Frob*|H,)
et Qu(t)7 = det(1 — t Frob*|Hyy, ) :

Qut)™ = T L, () = ( 11 wa/Fq,a«t))
(a’)ea

a'Ea

(On a utilisé le fait que Sx, /r, o = Sx,/E,. i @' est un permuté de a.) Puisque Q,(t) €
1+ tQ[t] et JTiuyeq Lxymoar(t) € 1+ 1Q[t], on en déduit I'égalité sans la puissance
Ya- 0

REMARQUES 4.5.3.

a) Fixons a; les Lx, /5, .« (t) sont des polyndmes a coefficients dans le corps cycloto-
mique K, plongé dans Q,. Les polynomes Ly s /Epa (t), pour (a’) € a sont conjugués
et donc :

Qo = Nk, /p, (Lx, /F,.q(t))

b) Le degré des polynomes Lx  /r, « (t) pour (a’) € a est égal au degré de P, = Py ;.
En fait, on a mieux, comme on va le voir dans la proposition suivante.

Proposition 4.5.4. — Il existe un plongement de D, dans Q, pour lequel

P.(t) = Lx, /£, a(t) .

DEMONSTRATION. — Notons Fy, le Frobenius agissant sur Hy, et considéré comme
application Homgyg)(Wa, W,)-linéaire, Fw, le Frobenius agissant sur Hyy, ®q, Qy et
considéré comme application Q,-linéaire et F, le Frobenius agissant sur H, et considéré
comme application Q,-linéaire. Nous allons montrer qu’il existe un plongement 3
de Homga)(Wa, W,) dans Q, tel que, si (0ij)1<ij<m: est la matrice de Fy,, alors
(B(6ij))1<ij<m, est celle de F,, ce qui démontrera le résultat.

On construit le plongement 3 de la facon suivante. Soit §, un élément primitif de
'extension Homgyq)(W,, W,)/Q; apres extension des scalaires a Qy, 'application 6, ®Id
se diagonalise dans toute base adaptée a la décomposition W, ®g, Q; = @, @ ; on
note A\, la valeur propre correspondant & un a’ et on considere le plongement § de
Homgc)(W,, W,) dans Q, donné par B3(d,) = Aq.

La matrice de Fy, est (0;; ® Id)1<; j<m ; reprenons la décomposition W, ®qg, Q, =
@D.e, @ précédente et écrivons §;; = Z;é ;. ;10F avec a; j, € Q. L’application Q-
linéaire 6; ; ® Id induit sur la partie isomorphe au caractére a’ une homothétie de rapport
Z;é ;i kAR, quantité qui est égale & 3(6; ;) lorsque @’ = a. La matrice de F, est donc
(B(di,5))1<ij<m,» ce qui démontre le résultat. O



Annexe — Notations et formules

Notations générales

|E| cardinal de I'ensemble E

E-F ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans F
F, corps fini & ¢ éléments

Qy corps des nombres f-adiques

K cléture algébrique du corps K

pon (k) ensemble des racines n-iémes de 'unité d’un corps k
10} fonction indicatrice d’Euler

G, groupe des permutations de {1,...,n}

€ signature (d’une permutation)

Indg I représentation de G induite par la représentation pu de H
[1;n] ensemble des entiers k tels que 1 <k <mn

B espace projectif de dimension n sur le corps k

Ay espace affine de dimension n sur le corps k

Notations du chapitre

n entier > 3 sauf mention explicite du contraire

X hypersurface de P"~! d’équation 7 + -+ + 2" —npxy ... 2, =0
(non singuliére lorsque ™ # 1)

P parametre appartenant a F;

HE, (X, Q) espace de cohomologie étale d’indice i de X

H"2(X, Qg)"P"™  partie inprimitive de H?%(X, Q) (ot dimX = n — 2)
H" (X, Qg )Prim partie primitive de H ?(X, Q) (ot dimX = n — 2)

A groupe {(C1,---,Gn) € pan(F)™ [ G- G = 1H/{(C, -, O}
est isomorphe & (Z/nZ)"~?
¢ action de o € &,, sur ¢ définie par “[(1:...:(u] = [(o-1(1): -+ Com1(n)]
G groupe A X &,
Yy variété quotient X, /A ; peut se réaliser comme I'hypersurface singuliére

de P! d’équation (y; + -+ +yn)" = (n)"y1 ... yn
Notations communes aux chapitres [2| &

P nombre premier impair (non divisible par n)
q puissance de p vérifiant ¢ = 1 mod n sauf mention explicite du contraire

Notations du chapitre

Q(t,v) polynome intervenant dans Zx, /, () provenant de la symétrie miroir
R(t, ) facteur complémentaire de @ dans la fa:ctorisation de Zx,, s, (t)
Nr(q") défini par R(, ) = exp(}, 2] Nr(q")%)

%) caractere additif non trivial

X caractére multiplicatif (souvent d’ordre n)

n caracteére multiplicatif (quelconque)

1 caracteére multiplicatif trivial (constant égal & 1)

G, x) somme de Gauss

J(x1,--, Xn) somme de Jacobi

H) variété de type hypergéométrique
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84 Notations et formules

N yn quantité permettant de calculer |Hy (F,)|

v nombre de caracteéres triviaux parmi les y® %y pour 1 < j <1 —1 et
@t tertBiy - cette notation est indépendante de celle utilisée page

0s,2 symbole de Kronecker, égal 4 1 si z = 2’ et nul sinon

Niy quantité égale a q_% Zneﬁq* N y.nn(A)

Ni

quantité égale & >\ n—q Ny y
1

X
classe modulo 'action de Z/nZ

[s]

(s) classe modulo l'action conjointe de Z/nZ et &,

5 classe modulo I’action conjointe de Z/nZ et (Z/nZ)*

s classe modulo I’action conjointe de Z/nZ, &,, et (Z/nZ)*

Vs nombre de permutés de (s1,...,s,); ne dépend que de s

1) 6 = 0 si 'un des x®in est trivial et 6 = 1 sinon

Blsrosn)xm quantité égale a g2 —*~0 G%?;%ﬁ%@fd%iﬁn;n)

z nombre de caracteres triviaux dans parmi les x*in

Nisy v quantité égale a ﬁ Zneﬁ; Bsressn)m n(w%)

N, quantité égale a v, Z<s,>€§N<S/>7x

Niroir quantité égale a | Yy (F,)| — (1 4+ g+ -+ +¢"?)

K, nombre de k € (Z/nZ)* tels que [ksy,...,ksy] soit un permuté de
[$1,-..,8,]; ne dépend que de s

S stabilisateur de (s1,..., $,) dans &, ; ne dépend que de 3

S, stabilisateur de [sq,...,s,] dans &, ; ne dépend que de 5

Ss stabilisateur de (s1,. .., $,) dans &, ; ne dépend que de 3

k(b) un s étant choisi, nombre d’indices i tels que s; = b

v un s étant choisi, v = 0 sauf s’il existe un b tel que x®n = 1 et k(b) # 0,

auquel cas v = k(b) — 1; cette notation est indépendante de celle utilisée

page [21]
Notations de 1jintroduction| du chapitre

0; 0; = 0 si 7 est pair et §; = 1 si 7 est impair
A groupe {(a1,...,a,) € (Z/nZ)" | a1 + --- + a, = 0} quotienté par la
diagonale {(a,...,a)}; s’identifie au groupe des caracteres de A & valeurs

dans F, (lorsque ¢ =1 mod n) ou Q,
[a1,...,an] élément de A

Notations du §
xf

sous-schéma de X des points fixes par I’automorphisme f

x(X) caractéristique d’Euler-Poincaré d’un schéma X

PGL, (F,) Groupe linéaire projectif d’indice n sur F,

Notations du §

k(¢) une suite ({1, ..., ) étant donnée, nombre d’indices i € {1,...,r} tels
que (; = ¢ ; notation indépendante de celle introduite page

mg multiplicité du caractere a dans le Q,[A]-module HZ (X, Q)PHi™

Notations du §
H,

composant isotypique de type a du Q,[A]-module H”. %(X, Q,)P"™ ; sa
dimension est m,

Gg stabilisateur de a dans G, égal & A x S,

R systeme de représentants dans A des éléments de Gn\A

n’, générateur € [1;n] de 'ensemble des j € Z/nZ tels que (a1+7, ..., an+7)
soit un permuté de (aq,...,a,); ne dépend que de a

dg entier égal & n/n! ; ne dépend que de a

I(b) ensemble des indices 7 tels que a; = b

o relevement dans S, d’un générateur du groupe cyclique S, /S,

S groupe engendré par o;ona S, =S/, x %,

S
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Notations et formules

homomorphisme de groupe S, — n.,Z/nZ vérifiant *(aq,...,a,) = (a1 +
Ja(8), - yan + ja(8)); on a jre = kja

ensemble des éléments de A fixés par o € G,

orbites d’un produit de n’ cycles de longueur d & supports disjoints
nombre d’indices j € {1,...,n'} tels que Hieoj ¢; = (; notation généra-
lisant celle introduite page @

me = d,ml,

représentation réguliére de S, /S,

Notations du §

C

corps cyclotomique associé a un groupe cyclique C
caractere canonique d’un groupe cyclique C; prend ses valeurs dans K¢

image de 'homomorphisme [(1,...,(,] — (7' ... ¢% ; ne dépend que de
a
noyau de ’homomorphisme [(3, ..., (] — (" ... % ; ne dépend que de
a

ordre de a dans A; égal a 'ordre du groupe engendré par les a; — a; ;
égale au cardinal de 'image du caractere a; ne dépend que de a

corps cyclotomique associé au groupe cyclique A/N, ; sa dimension sur
Q est ¢(n,); dépend uniquement de a

caractére canonique du groupe cyclique A/N, considéré comme caractére
de A et & valeurs dans K, ; vérifie xz, = x*

générateur du groupe engendré par les a; — a;s ; vérifie n/, = ey fo, n =
eqfada €t 1 =ngf,; ne dépend que de a

homomorphisme de groupes Sz — (Z/n,Z)* défini par %a = ky(0)a; ne
dépend que de a

entier tel que n), = ey f,; vérifie n, = e,d, et n = e, fod, ; ne dépend
que de g

si o € Sg, unique couple (ug,vs) € Z/n % X (L0 Z)* tel que aqy =
Voi + U fo ; ON & Uy = ka(g) et ja(o) = falo

homomorphisme de groupe Sz — Z/n,Z % (Z/n.Z)*, 0 +— (tg,vy)
automorphisme du corps K, qui envoie les racines n,-iéme de I'unité sur
leur puissance v-iéme

représentation (¢, o) — xq(¢)e(o)w" 0, de A x Sz dans K,

Q[A % Sz]-module K, muni de pq,, ; & isomorphisme pres, ne dépend que
de w®, pas de w

plongement de K, dans Q,; ne dépend que de a

Q[G]-module simple Indgxsa Mg, o

(opposé du) commutant de W, ,; D, C K, et dimg D, = ﬁél",:jl ; est
indépendant de w

Notations du §

Va,w

Hﬁw

,
Va,w

PCLUJ

>

Qaw

Homgyq)(Wa,w, HZ{2(Y¢, Qg)P™™), qui est un D, ®g Qg-module libre de
rang m, ; Wy o, ®p, Vg s’identifie & la composante isotypique Hz ,, de
type W, du Q[G]-module HZ ?(X,,, Q,)Pr™

composant isotypique de type W, ., du Q/[G]-module H;};Q(Xw, Qg)Prim ;
est isomorphe a W, ., ®p, Va,u

endomorphisme du D, ®g Qg-module V, , tel que Frob*|W, ,, ®p, V.. =
Id ® vg,0

polyndme det(1 — tvg ,|Va,w/De ®g Qr) de degré m/, a coefficients dans
D, ®q Q¢ ; est indépendant de ¢

polynéme Np, ©q, (/0[] (Pa.w(t)) de degré m
Q; est indépendant de /¢

/ ¢(”a)

a [Im kg |

a coefficients dans

©

S|

B E S SR

|

b B
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Notations du chapitre
Fixx(f) ensemble des éléments de X fixés par 'endomorphisme f de X; lorsque X  p. |70
est implicite, cet ensemble est noté Fix(f). Si ambiguité il y a, Fix?f( )

désigne le fixateur affine et Fix?iroj (f) le fixateur projectif ; autre notation :

X7 (p-39) |
SX /K, p,r somme gy deG tr p(g) |Fix(Frob” o g7 1)| p. E
Lx/g, 0 (t) série formelle exp (Z::‘f SX/E, p.r %) p. [70
Sx,/F,.p quantité égale a Sx  /r, p.1 p. E
hypersurface de Fermat d’équation 2¢ + ... + 2% =0 p-[71
X* lorsque X est une hypersurface donnée par une équation F = 0 avec p. 71|

F homogene, hypersurface d’équation F = 0 considérée dans le tore
(c’est-a-dire quand toutes les coordonnées sont non nulles)

b si b € Hom(uq(F,),Qy), caractére b:z — b(x(@~1/4) appartenant & p. 71
{xeE [x'=1} ||

X X — X est I'isomorphisme réciproque de b — b p- E

n prolongement a E* d’un caractere 1 de Fy p-[72

op vaut 1 si la propriété P est vraie et 0 sinon p- [74

Sx//F,,a quantité égale & Sx/F, . — Sx*/F,,a (c’est la somme ol au moins un des  p. 75|
x; est nul)

Principales formules

/

/
n = nada = eafada = nafaa n, = eafa et n, = eadw

[Gn : S;] = Ya
R

(S, 1 S 7
Q1 da

(S : Sl [Tm k,|d,

Se : S =d,

[Sa : Sa] = [Im k|

[Sa : Sa] = [Im ko |d,

dimH, = m,

dim f1,,,, = dim M, = dim K, = ¢(n,)

dim M;"U% =m,o(n,)

dim W;”E = dim Indfxsa MZ‘:@ =m,d(n.)[S, : Sz] = m),

dim @ Indg’xsal\/lzli(n)—m (1) Y

T Imky| dy
N€pd, (Ka)
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. ~ 9(na)
dimg D, = T |
: 0(na)ve , '
dimg(W, ) = T kld, (6, : Sa][Dy = Q).
dimp, (Vo) = m,,.
. oy P(1a)Va oy . .
dimg(Hg ) = m,, T e lds =m,[S, : Sa[Da : Q]
: n—2 (N primy _ ! ¢(na) — ¢(na) ﬁ
dlm@é (Het (Xl/)’ QZ) ) Z ma ]Im kal 7(1 Z ma |Im ka’ da‘

a€(Z/nZ)* xS\ A a€(Z/nZ)* xS, \A

deg Py, = m,

;) 0(na)

— Pow)Da : Q) = my ——=
deg Qo = (deg Pa)[Da = Q = e
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